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Introduccion

A menudo existen fenémenos en los que el comportamiento de una variable se puede ex-
plicar a través de otras variables, el analisis de regresién es una importante herramienta
estadistica utilizada para el andlisis de dichos fenémenos. Existen diferentes técnicas de
analisis de regresion sin embargo, desde hace més de 200 anos, la regresion lineal por mi-
nimos cuadrados es el método de regresién méas popular ya que proporciona estimadores
con expresiones explicitas y que son 6ptimos al suponer una serie de hipdtesis sobre los
datos, la mas importante es suponer que los datos observados siguen una distribucion

normal.

Sin embargo, en la realidad no siempre ocurre que todos los datos sigan el mismo patron,
existen algunas observaciones que se comportan de manera diferente, ya sea por com-
portamiento natural del fenémeno o un simple error al momento de registrar el resultado
del fenémeno; a estas observaciones se les conoce como outliers o datos atipicos y pueden
influir de manera determinante en la estimacién del modelo. Uno podria esperar que si
se tiene un cumplimiento aproximado de los supuestos del modelo de regresién lineal no
deberia de causar grandes variaciones en el resultado de la estimacién. Sin embargo, en
el primer capitulo de este trabajo se muestra de manera ilustrativa lo sensible que son

estos estimadores a la presencia de observaciones atipicas.

A partir de la década de los afios 60’s se han desarrollado diferentes técnicas de regre-
sién que no se vean afectadas y sean estables en la presencia de outliers. Los métodos de
regresién robusta tienen como objetivo proporcionar estimadores que no sufran un cam-
bio significativo cuando no se cumple alguna de los supuestos del modelo de regresién
lineal simple (robustez), es decir, que los estimadores robustos sean muy semejastes a
los estimadores por minimos cuadrados al no considerar los outliers; y ademas, en caso
de que se cumplan todos los supuestos del modelo de regresién lineal, los estimadores

robustos sean muy aproximados a los estimadores por minimos cuadrados (eficiencia).

En el capitulo 2 se presentaran las diferentes medidas robustas de localizacion y escala
que se han desarrollado, aplicados a la versién maés simple del modelo de regresién

lineal con el objetivo de mostrar de manera grafica las ventajas de cada una de las

A%



Introduccion VI

diferentes medidas. En el capitulo 3 se presenta la generalizacién de diferentes métodos
de estimacién en el modelo de regresién lineal multiple. Los estimadores que logran
tener un balance entre la robustez y la eficiencia son los M-estimadores, presentados
por Huber en 1973. Lamentablemente, los M-estimadores pierden sus propiedades de
robustez cuando las variables regresoras son aleatorias y se tiene presencia de datos

atipicos (puntos de palanca).

En el capitulo 4 se presentan algunos de los estimadores robustos, presentados a par-
tir de las década de los 80’s, que buscan resolver los problemas presentados por los
M-estimadores en fenémenos con variables regresoras aleatorias: GM-estimadores, S-
estimadores y MM-estimadores. LLos MM-estimadores, presentados por Yohai en 1987,
son los estimadores que logran tener, simultaneamente, los atributos deaseados para un

estimador robusto: alta resistencia a los outliers y ser altamente eficientes.

En el capitulo final, se presenta un ejempo estudiado por diferentes autores. Se trata
de un conjunto de datos generados de manera artificial con el objetivo de mostrar las
propiedades de los MM-estimadores y se lleva a cabo la comparacién del desempeno de

los diferentes métodos presentados.

Con el fin de ilustrar las ventajas y debilidades de cada uno de los diferentes estimadores
presentados, a lo largo del trabajo se presentan diferentes ejemplos con la ayuda del

paquete estadistico R.



Capitulo 1

Regresion Lineal

1.1. Regresion Lineal Simple

A menudo nos encontramos con fenémenos en los que el comportamiento de una variable

y se puede explicar a través de una variable x

y = f(=)

Si consideramos que la relacién f(x) es una linea recta entonces, la explicacién de y a

través de x se puede representar de la siguiente manera

y=Po+ Pz (1.1)

donde el parametro 3y representa la ordenada al origen y 1 la pendiente de la recta.

En la mayoria de las ocasiones esta relacion no describe de manera exacta al conjunto
de datos dados debido a que se han omitido muchas variables de poca importancia. Para
considerar lo anterior, se agrega un término de error aleatorio, €, que refleja todos los
factores diferentes a la variable regresora x y que influyen sobre la variable de respuesta

y pero que ninguno de ellos es relevante individualmente.

Considerando lo anterior, el modelo de regresién lineal simple se define de la siguiente

manera

yi = Bo + Brx; + € (1.2)
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donde a 5y y B; se les llama coeficientes de regresién y son parametros desconocidos que

deben ser estimados.

Para comprender el modelo de regresién lineal simple, supongamos que se puede fija el
valor de la variable regresora x y solo se observa el valor de la variable de respuesta y. Si
x es fija, el término de error € determina las propiedades de la variable y. Supongamos
que la media y la varianza de € son 0 y o2, respectivamente, entonces la respuesta media

en cualquier valor de la variable regresora x es

E(ylz) = py, = E(Bo + frz +€) = fo + frz

como se puede observar, es la misma relacién que establece el modelo de regresién lineal

simple. Por otro lado, la varianza de y para cualquier valor de x es

Var(y|z) = oy, = Var(fo + piz + €) = o”

Por lo tanto, el verdadero modelo de regresién es una linea recta de valores promedio
Hylz = Bo + Bix, es decir, la altura de la linea de regresion en cualquier valor de = es el
valor esperado de y para dicho valor de z. Se puede interpretar que la pendiente 3 es el
cambio de la media de y para cada cambio unitario de z. Ademas, la variabilidad de y
para un valor en particular de z queda determinada por la varianza del término de error
del modelo, o2. Esto significa que hay una distribucién de valores de y para cada z, y

que la varianza de esta distribucién es igual en cada z, para después hacer prediccion.

El objetivo principal del andlisis de regresién es estimar el valor de By y 51 a partir de
la informacién con la que se dispone, de tal manera que la recta obtenida se ajuste lo

mejor posible a dicha informacién.

1.2. Hipdtesis del modelo

Consideremos un conjunto de n datos i, ¥y, ..., ¥y, de una variable de respuesta y, los
cuales estan relacionados a un conjunto de valores x1, o, . . ., x, de una variable regresora
x. Cada valor y; representa la medicién de un experimento que se replica bajo las mismas
condiciones n veces, es decir, la variable y es una variable aleatoria. Supondremos que

la relacién entre ambas variables satisface el modelo de regresién lineal simple

yi = Po+ brzi+ €& (1.3)
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F1cUurA 1.1: Cémo se generan las observaciones en el modelo de regresién lineal simple

donde €; representa un término de error aleatorio. Es conveniente considerar que la
variable regresora x estd controlada por el investigador, es decir, no es una variable
aleatoria. Por lo tanto, la distribucién de la variable de respuesta y estd determinada

sélo por la distribucién del error aleatorio e.

Dado que las observaciones (z1,y1), (z2,%2), ..., (Zn,yn) son mediciones de un mismo
experimento realizado bajo las mismas condiciones, se tienen supuestos sobre el término

de error aleatorio y en los cuales descansa el modelo de regresién lineal simple:

a) La esperanza de los errores aleatorios es cero
E(e)=0 1=1,2,...,n

Con este supuesto se establece que el efecto individual de las variables incluidas

en el término de error tienden a compensarse.

b) Los errores tienen la misma varianza

Var(e;) = o2 1=1,2,...,n
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Esta hipotesis establece que todos los elementos aleatorios tienen la misma varianza

y que ésta es constante.

c¢) Los errores no estén correlacionados
E(eiej) =0 TF#
d) Los errores son identicamente distribuidos con distribucién Normal
€ ~N(0,0%) i=1,2,...,n

Esta es la hipétesis mas comin en el modelo de regresién lineal simple. Bajo la
hipétesis de normalidad la covarianza cero lleva a considerar a los errores como

variables independientes.

1.3. Estimacion de los coeficientes de regresion

Existen varios métodos para estimar el valor de los coeficientes del modelo de regresién
lineal simple, entre estos, el método de minimos cuadrados es el mas conocido y uti-
lizado. Este método fue desarrollado por Legendre en 1805 y tuvo un éxito inmediato
debido a que era el Unico con el que se podia realizar facilmente el calculo de los esti-
madores de los coeficientes del modelo de regresion lineal simple antes de que existieran

las computadoras.

La estimacion de los pardmetros By y f1 con el método por minimos cuadrados se realiza

de tal manera que denotando a la recta estimada:

g =Po+ P (1.4)

la suma de los cuadrados de las diferencias entre las observaciones y; y la recta es la

minima posible.

A la diferencia entre el valor observado y; y el valor ajustado por el modelo de regresién

lineal simple §; se define como residual.

ei = yi — i = vi — (Bo + Przi), 1=1,2,...,n

Por lo tanto, si By y B1 corresponden a los estimadores por minimos cuadrados de los

parametros By y (1, respectivamente, cumplen el criterio:
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F1GURA 1.2: Recta estimada por Minimos Cuadrados

n n

S(Bo, 1) = Z e; = Z(yi — Bo — Przi)? (1.5)

Dado que la ecuacién (1.5) es de grado par y positiva, la expresién para cada uno de los
estimadores By y 51 se puede obtener, equivalentemente, derivando la funcién S (Bo, B1)
respecto a cada parametro Sy y 1 e igualar a cero para obtener el punto donde se logra

el minimo absoluto.

oS L A .
— =-2) (yi—fPo—Przi) =0
B0 o1 ;
y
oS " A .
A =-2) (yi—Bo— Prizi)z; =0
OB 1o ;

Al simplificar las igualdades anteriores, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

llamado “ecuaciones normales”
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n

Swi—bo—Pz) = 0

i=1
(1.6)
n A A
> (i—Po— Pz = 0
i=1
La solucién del sistema de ecuaciones normales es:
B = 2ic1¥i — Pyl @i — G-z
n
1
N 1 YiTi — E(Z?ﬂ ) (3251 Yi)
= T (1.7)

Siia? -~ (Siy @i)?

iz (@i — T)(yi — Y)
Y (i — x)?

1.3.0.1. Propiedades de los estimadores por minimos cuadrados

Los estimadores por minimos cuadrados 8y y (1 tienen algunas propiedades importan-
tes; antes de enunciarlas, es importante hacer algunas simplificaciones que facilitaran la

comprension de estas propiedades.

Primero, reescriberemos al estimador 31 como una combinacion lineal de la variable y.

] S =)y —y) (T — )y
1 - n
i1

Xialai = o) Lz — )2
- 2; <W) ¥ = ;czyz

parat=1,2,...,n.

Si sustituimos el valor de y; de acuerdo al modelo de regresion lineal simple se tiene la

siguiente igualdad

Bi o= Y cyi= ci(Bo+ Bz + &)
i=1

=1

n n n
= BoYy_ci+ Py cimit Yy cie
= i=1 i=1
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Por otro lado, dado que la variable regresora x no es una variable aleatoria, se cumplen

las siguientes igualdades

i=1

2 _ = 2 T
R A DY L] =1 Tj T (1.10)

"o (x? = 23x; +22) Y0, 2? — 22(nZ) + nz?

note que

i=1 =1

_2 (1.11)

Sustituyendo las igualdades de las ecuaciones (1.10) y (1.11) en la ecuacién (1.9) se

obtiene la siguiente expresién

n n
Br=PBox0+B1x1+Y cieg =P+ Y cie (1.12)
i=1 i=1

Por lo tanto, el estimador Bl se puede representar como el verdadero valor de la pendiente

de la recta de regresién (desconocido) més una combinacién lineal del error aleatorio.

1.3.0.2. Esperanza

Considerando la ecuacién (1.12), la esperanza del estimador 31 de obtiene de la siguiente

manera

E[Bl} —F

B+ Zn: Ciﬁi] =B+ zn: E [cie€4] (1.13)
=1

i=1

debido a que los ¢;’s no son variables aleatorias,se obtiene que 1 es un estimador inses-

gado de 1, es decir,
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E{BJ =B+ Y cE[a]=p1+> ¢ix0=0 (1.14)
i=1

i=1

De igual manera, By es un estimador insesgado de fy. Para demostrarlo calculamos la

esperanza de [y

zn:yz‘
Bla) = Blg+hi] = B|= | ~E[3]
" ) (1.15)
= —ZE[BO—J—BﬁUri—Gi]—ﬁlx

1.3.0.3. Varianza

Consideremos nuevamente la ecuacién (1.12)

n
Br=B1+ ) ci
i=1

La varianza de 31 es:

cVar (Bl> = Var (ﬁ:%a) = En:\/ar(ciei)
i=1 i=1

(1.16)

n
= Z Var () = o? Z c?
i=1

La igualdad anterior se cumple considerando el supuesto de varianza constante, o2, e

independencia del término de error aleatorio, ¢; parat=1,...,n.

Por otro lado, la varianza del estimador Bg es

Var (Bg) = Var (ﬂ — B@) = Var(y) + z°Var (Bl) — 2zCov (gj, Bl) (1.17)
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Consideremos las siguientes igualdades:

G Z?;l yi _ 2i=1 (Bo Zﬁlxi te) _ Bo+ Az +e (1.18)

entonces

Var(y) = Var(Bo + fiz +¢€)
(1.19)
= Var(Bo) + Var (17) + Var (6) = —

Por otro lado

Cov (y,€;)) = Cov(Bo+ B17 + € ¢€;)

= Cov (B, &) + TCov (b1, €;) + Cov (€, &) (1.20)

1 n
= O+0+ai:ZICOV(6j,EZ‘) =

Cov (gj, Bl)

Cov (@; B+ cm)

=1

= Cov(y, )+ Z ¢iCov(y, €;) (1.21)

i=1

a2
- 04 — R
—Fniz:;cZ

Sustituyendo las igualdades (1.17), (1.19) y (1.20) en la ecuacién (1.12) se tiene:

A 1 +2
Var (Bo) = & + 7225 + 2550 = 07 <n+$> (1.22)

1.3.0.4. Estimacién de o2

n

El estimador de o2 se obtiene apartir de la suma de cuadrados de residuales Z e% por
i=1

lo que debemos de considerar las siguientes igualdades
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ei = (yi —y) — Bi(xi — T) (1.23)

(yi —y) = Bi(xi —2) + (e — €) (1.24)

A partir de las ecuaciones (1.23) y (1.24), la suma de cuadrados de residuales se puede

reescribir de la siguiente manera

2 _
e; =

n
=1 7

By — B2 - 8+ (- — 2B~ B) S (s — 82— &) (1.25)

1 i=1 i=1

7

La esperanza de la ecuacién (1.25) es la siguiente

E li 612‘| = i(,@l - ,31)2E [.%'Z - 3_3]2 + FE

i=1 =1

S (e - a?]

=1

= (1.26)
= Z(ml —7)*— + (n—1)o? — 20% = (n — 2)0?
i=1 Z(azz — 5)2
i=1
Por lo tanto, un estimador insesgado para o? estd dado por
n
>
52 = =1 (1.27)

Debido a que el valor de 62 depende de la suma de cuadrados de residuales, cualquier
violacién de los supuestos sobre el error aleatorio del modelo pueden danar gravemente
la utilidad de % como estimador de o2 y producir un modelo inestable, en el sentido
de que una muestra distinta de observaciones podria conducir a un modelo totalmente

diferente y obtener conclusiones opuestas.
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1.3.1. Propiedades de los residuales en el modelo de regresion lineal

simple

A partir de la aplicacién del método por minimos cuadrados para la estimacién de los

coeficientes de regresiéon surgen las siguientes propiedades:

1. La suma de los residuales es igual a cero:
n

> ei=0 (1.28)

i=1
2. La recta de regresién por minimos cuadrados siempre pasa por el punto (z,y)

3. La suma de los residuales ponderados por el valor correspondiente de la variable

regresora es igual a cero.

n
Z T, €; = 0
=1

4. La suma de los residuales ponderados por el valor ajustado correspondiente es igual

a cero.

1.3.2. Eficiencia de los estimadores

El siguiente teorema establece que los estimadores por minimos cuadrados son los de

minima varianza dentro de los estimadores lineales e insesgados.

Teorema 1.3.1. Teorema de Gauss-Markov.- Bajo los supuestos del modelo de regresion
lineal, los estimadores por minimos cuadrados de los coeficientes de regresion son los
estimadores insesgados con minima varianza del conjunto de estimadores que se pueden

representar como combinacién lineal de las observaciones.

Demostracion:

Primero demostraremos que el teorema se cumple en el caso del estimador (1. Para

ellos supondremos que existe un estimador (] diferente a 1 que también cumple con
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la condicién de que es una combinacién lineal de las yis y que, ademds, es de varianza
minima. Anteriormente se reexpresoé al estimador $; como una combinacién lineal de las

observaciones y;:

n
Br=>cwi
i=1

Por lo tanto suponemos que el estimador Bi se puede expresar de la siguiente forma:

n
B =Y i (1.29)
iz

donde los valores de las «;’s son constantes y, dado que /3] es diferente al estimador por
minimos cuadrados, por lo menos alguna o algunas de las constantes «; son diferentes a

la constante ¢; para una misma 1.

Por otro lado, dado que ,5’{ es insesgado se debe cumplir que

E(5) =5 (1.30)

de donde:
E(j) =B (f:l cy> - E (i: ci (Bo + i + ei)>
= E(Bo X} )+ E (,81 i}m) +E (Zn; c,fz->
= A XZ; ci+ By z:;cx + Zz:;ciE(ei) (1.31)
- ,eoiilciméqxﬁiq*o

n n
= BoY ci+ By
iz1 i=1

Por lo que el estimador B{ serd insesgado si se cumplen las siguientes igualdades
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n

ZO&Z':O

i=1

n
Z ;I = 1
=1

Por otro lado, la varianza del estimador BA{ es
. n n
Var (61) = Var <Z aiyi> = Z o2 Var (y;) = Z 2o’ = o? Z o? (1.32)
i=1 i=1 i=1 i=1

donde 02 es un pardmetro desconocido. Por lo tanto, el problema puede plantearse como
n
minimizar E a% sujeto a las condiciones de insesgamiento, es decir,
i=1

n n n
mian? sujeto a Zo‘i =0y Zaixi -1=0 (1.33)
i=1 i=1 i=1

Aplicaremos el método de multiplicadores de Lagrange:

Sea
n n n
= Za? -2 (Z ai> — 2y (Z T — 1) (1.34)
i=1 i=1 i=1
entonces
a n n
ai; = -2 (o) =0= > a=0
i=1 i=1
aqb n n
v i=1 i=1
0
¢ = 20, —2\=2vx; =0= a—A—vz;=0
aai
Haciendo la suma sobre ¢ = 1,...,n para se tiene

1

n

Zai—nA—VZ%:O (1.36)
i=1

=1
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n
Sustituyendo la condicién Z a; = 0 en la ecuacién (1.36) se tiene lo siguiente:
i=1

A= —T (1.37)

Consideremos nuevamente la ecuacién en (1.35), multiplicando por z; y sumando

Bai
sobre i se tiene:
i — Az —yr? = 0
" " " (1.38)
Zaiaﬁi — AZwi —7237? =0
i=1 i=1 i=1
n
Considerando que Z a;z; = 1y sustituyendo (1.37) en (1.38):
i=1
n n
L+yZ Y wi—v Y 27 =0 (1.39)
i=1 i=1
Despejando v tenemos
n n
v (wal — fo) =-1
i=1 i=1
1 1 (1.40)
= ’y = n n = n
le—i*z:ci Z(azz—iﬁ)
=1 i=1 =1
Por lo tanto, de la tercera ecuacién de (1.35):
(o7 = A+ YT;
= =T+, =7 (x; — T)
(1.41)

.’Ei—.f

n
(z; — 7)°
=1

n
Dado que Bi = Z ;y; se tiene que
i=1
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b= t——ui=5 (1.42)

que era lo que se queria demostrar. De manera andloga se contruye el estimador para

Bo-

A partir del resultado anterior, se dice que los estimadores por minimos cuadrados son los
)

estimadores lineales insesgados éptimos , donde “6ptimos” significa que son de varianza

minima.

Pero los estimadores por minimos cuadrados tiene una propiedad ain mas importante,
si el término aleatorio tiene una distribucién Normal, el estimador es eficiente, es decir,
tiene la menor varianza posible dentro de la clase de los estimadores insesgados, sean
lineales o no. Lo anterior se valida al probar que los estimadores por minimos cuadrados
coinciden con los estimadores maximo verosimil cuando los errores del modelo tienen

una distribucién Normal, ¢; ~ N(0,02) parai=1,...,n.

Consideremos el modelo de regresién lineal simple donde los errores siguen una distri-

bucién €; ~ N(0,0?). La funcién de verosimilitud se define de la siguiente manera:

.2
n 1 €;
L i) = e 20? 1.43
(v:) g o2\/27 (1.43)
Aplicando logaritmo a la ecuacién (1.43) tenemos
n n N2
_ 2 :
InL(y1,. ., yn) = —§1n0 — §1n27r_;(722

(1.44)

Para encontrar el estimador maximo verosimil de los pardmetros (5o, 81 y 02) se deriva

la ecuacién (1.44) respecto a cada parametro y se iguala a cero.

En el caso de g

M X = LZ Z (yz — BO — lez) =0 (145)
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despejando ,5’0 de la igualdad anterior tenemos

Bo=7— 7 (1.46)

Realizando el mismo procedimiento, el estimador maximo verosimil del coeficiente 31 es:

Zyz‘(% — )
=
> (i —z)?

=1

(1.47)

Por otro lado, a partir de la tercera ecuacién se obtiene el estimador maximo verosimil

del pardmetro o2, la variaza del error:

n

&° = %Z (yz —Bo— 51%’)2

=1

SEES

(i — 6:)° (1.48)
1

n
1=

n

I
=33

(2

Se puede notar que tanto el estimador 3y como (1 coinciden con los estimadores por
minimos cuadrados sin embargo, el estimador 2 tiene una pequefia variaciéon. A conti-

2

nuacion veremos que el estimador maximo verosimil del pardmetro ¢° no es insesgado.

Para probar esto debemos calcular la esperanza del estimador méaximo verosimil del

pardmetro o2 y validar que es diferente del pardmetro.

E(6%) =E (i Z:; e$> (1.49)

donde
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ei =Yi— Ui
= Po+ Brwi + € — (Bo + sz) (1.50)

= (50 - Bo) + (51 - Bl) Ti + €
por lo que, elevando al cuadrado y sumando sobre ¢

Zzn:e? :ZZH:<— (30—50) - (Bl —51) OCH-E@')Q

(1.51)

= zz: ((Bo - ﬁo) + (Bl - 51) T — 62')2

sustituyendo (1.51) en (1.49) y desarrollando el cuadrado tenemos lo siguiente:

E (i‘f?) =FE <i (Bo - 50)2 + (31 - 51)2i$3 +i€?
i=1 i=1 i=1 i=1
+2 (Bo - 50) (31 - 51) > wi—2 (30 - 50) > e —2 (Bl - 51) Zﬂﬁzﬁz)
i=1 i=1

i=1

:nE(BO—ﬁO)z‘i'zn:x?E(Bl_ﬁl>2+§:E(€’2)
23 (o ) (- ) 28 (o 3) 3
—2F <( 1 —51) ;%Q)

= nVar (50) + ZwZVar (61) +no’ + 2 Z z;Cov (50 ﬂo)
—2E<( BO)ZE>—2E<( B1)2x6>
(1.52)

sustituyendo el valor de Var (,5’0), Var (Bl) y Cov (Bg, 31> obtenemos lo siguiente:
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S

n 52 n 02
E(Ze?) =n + 024—21‘%”74-7102
' > (@ —z)? =N (2 - 3)?

=1 =1

n 72

_2Z$inL —2E ((30 - 50) i@) —2E <(31 - 51) i:&&)
i=1 Z (z; — @2 i i=1

i=1

(1.53)

como vimos en la ecuacién (1.12), dado que y; = By + S12; + €;, podemos reexpresar al

estimador 81 como el parametro 5; més una combinacién lineal del error aleatorio
n
Z (.%‘Z — 177) €5
5 i=1
Br=p5+ |

3 (@i — )

i=1
los mismo se puede realizar para el estimador gy

A

Bo =y Pz

= Bof1T + % Zﬁz‘ — B
- (1.54)

E <(30 - 50) i@) =FE Zn: % - 5(%7_5;) € (i 61') (1.55)
: 5 o :

Desarrollando la ecuacién (1.55) y aplicando la esperanza se tiene
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E<(BO_BO)§:1€i> :azzznjl ;—g((mz_x))z = o? (1.56)
i=1

De manera similiar tenemos

n zn: (l‘z — i’) €; n
E ((31 - /31) > xiﬁz') =E|| 55— (Z xiEi)
i=1 Z (xl _ i)2 i=1

i=1
. n (1.57)
= (02 ZIL‘l (l’l - ZL‘))
S (@i—x)? N =
i=1
= 0’2
Por lo tanto, sustituyendo (1.56) y (1.57) en (1.53) se tiene:
n
2
:1:‘.
o 2 na? 2 ; Z 2 2 na’ 2
E Zei =0 - o+ — o +no® —2n—; o
=1 Z (i — f)z Z (; — x)2 Z (x; — £)2
i=1 i=1 i=1
—20% — 202

— =1 o2+ (n—3)o?
(2 — )
i=1
=(n—2)o?

(1.58)
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Por lo tanto E (62) # o2, lo que significa que el estimador de o2 obtenido por maxima
verosimilitud no es insesgado. Sin embargo, se puede construir un estimadore insesgado

para o2 a partir de la ecuacién anterior de tal manera que si

5% = = (1.59)

entonces E (62%) = o?

Generalmente, los estimadores de maxima verosimilitud tienen mejores propiedades es-
tadisticas que los estimadores por minimos cuadrados ya que ademdas de cumplir con
los supuestos del modelo de regresién lineal sobre la media y la varianza de los errores,
deben cumplir el supuesto de normalidad. Los estimadores para By y (1 por maxima
verosimilitud son insesgados y tienen varianza minima comparados con todos los demas
estimadores insesgados. También son estimadores consistentes (consistencia es una pro-
piedad que indica que cuando se tiene una muestra grande los estimadores difieren del
valor verdadero del pardmetro en una cantidad muy pequena, cuando n se hace grande).
Ademds, son un conjunto de estadisticas suficientes (esto significa que contienen toda la

“informacién” de la muestra original).

1.4. Medidas de bondad de ajuste. Coeficiente de deter-

minacion

Una vez que se ha realizado el ajuste por minimos cuadrados, es necesario medir el grado
de ajuste entre el modelo y los datos. En el caso en el que se hayan estimado varios
modelos alternativos podrian utilizarse medidas de bondad de ajuste para determinar

cuél es el modelo mas adecuado.

El coeficiente de determinacién, R?, es la medida de bondad de ajuste mds conocida.
Esta medida se basa en una descomposiciéon de la variabilidad total de la variable de
respuesta gy, como se ve a continuacion.

Consideremos lo que se llama la igualdad fundamental del andlisis de varianza (o la
n

particién de Z (yi — yj)z), para lo cual consideraremos la siguiente igualdad
i=1

vi—y= Wi —9:)+ @ —¥) (1.60)
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La expresién y; — §; no indica la distancia vertical entre y; y 3. Elevando al cuadrado

ambos lados de la igualdad y sumando sobre ¢ se tiene

=0 =3 (= 3) + G — 9’ (161)

n
=1 =1

)

desarrollando el lado derecho de la igualdad se tiene lo siguiente

n n n n
(= 9) + @i —9)° =D Wi —9) + > G —9)*+2>_ (i — 9:) (5 — 4) (1.62)
i=1 i=1 i=1 i=1
Consideremos las siguientes simplificaciones:
Yi = Bo + Pra;
J = Bo+ P17 (1.63)

=9 —7 =pb1(r;—2)

Por otro lado

(1.64)

> i =) G- 9) =AY (@i = @) (5~ 9) — b (@i - @) (1.65)

Desarrollando la expresion anterior y sustituyendo (1 se tiene:
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n

=1 =1 =1

i=1 (1.66)

Por lo tanto la ecuacién (1.61) se reduce a la siguiente expresién:

n

G- =Y i)+ G- P =Y -0 Y (16D

n
=1 7 =1 =1 =1

(2

Esta igualdad nos indica que la variabilidad total de las observaciones se puede descom-
poner en dos partes: la cantidad de variabilidad en las observaciones y; explicada por
la linea de regresién, mas la variacién residual que queda sin explicar por la linea de

regresion.

Notese lo siguiente:

=S =5 (1.68)
Z (yi — g)2 Z (yi — g)2
i=1 =1
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El coeficiente de determinacién se define como:

G- 97 (Z (i — ) (31— y))

= =1 T =R, (1.69)
(i —¥) ( (z; — i’)) ( (yi — ?3)2>
! 1=1 i=1

En el caso del modelo lineal simple, el coeficiente de correlacién al cuadrado, denotado

M= [114:

-.
Il

por R?, es igual a la proporcién de la variacién total en torno a la media ¢ explicada
por la regresion; idealmente se espera que la suma de cuadrados debida a la regresién
sea mucho mayor que la suma de cuadrados del error, es decir, que R? tenga un valor

muy cercano a uno.

Ahora bien,

i: (yi — 9)° 2”: (yi — i) z”: (9 — ) (1.70)

i ZTL = - n + ZTL
_\2 2 2
> (yi—9) Ywi—u)° D (wi—1)
=1 =1 =1

Por lo tanto

R =1-"— (1.71)
S (yi — )
=1

Entonces se cumple que 0 < Riy <1

= Cuando el valor de ng es cercano a 0, el modelo explica una baja proporcién de

la variabilidad de la variable y

= Cuando el valor de Rfcy es cercano a 1, el modelo explica la mayor parte de la

variabilidad de y
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1.5. Modelo de localizacion

La version mas sencilla del modelo de regresion lineal simple es aquella donde se pretende
estimar el centro p de una distribucién a partir de las observaciones y;, es decir, se

considera que la variable bajo estudio fluctiia alrededor de un cierto valor.

donde ¢; representa las fluctuaciones aleatorias, las cuales no son correlacionadas y tienen
la misma dispersién (02) alrededor de su media (E(e;) = 0). Este modelo es conocido

como el modelo de localizacién y prentende estimar el valor de p.

Si para la estimacién del parametro p nos restringimos a la consideracién de estimadores
lineales e insesgados, de acuerdo con el teorema de Gauss Markov, el estimador por
minimos cuadrados es el estimador lineal insesgado éptimo, donde “éptimo” significa

que son los estimadores con minima varianza.

Los estimadores lineales son de la forma

n
Z a;Yy; (1.73)
1=1

Por otro lado, la condicién de insesgamiento da como resultado lo siguiente:

E (i az%) = iaiE(yi)
=1 =1

|

s
Il
—

ai (k+ E(€))

(1.74)

I
=
S
£

@
I
—

>
I
I

@
I
—

La varianza del estimador esta dada por:
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n n
Var (Z aiyz-> = Z aZVar (y;) + Z a;a;Cov (yi, y;)
i=1 i=1 i#j
n
= Z a?Var (u + ¢;) + ZaiajCov (1 + €, p+€5)
i=1 i#£j
(1.75)

n
= Z ato? + ZaiajE (€i€5)
i=1 i#j

n
S
=1

n

Por lo tanto, la expresion anterior serd minima cuando lo sea E a?, sujeta a la restriccién

=1
n

E a; = 1. Entonces se debe minimizar la siguiente expresion:

=1

minzn:a%—i-)\ (Zn:(a@'—l)> =Q

i=1 i=1

Para minimizar, se obtiene la derivada respecto a a; y A y se iguala a cero

@2(%—}—)\:0 i=1,...,n
8&2‘

0Q B
ﬁ;ai—l—o

sumando las ¢ derivadas de () con respecto a a; se tiene

2

n n
2» a;+nA=0= A= ——, pues a; =1

sustituyendo (1.78) en (1.77) se tiene:

2Q
8ai

2
=2a; +AX=2a;+—=0
n

entonces

—_

a; = —

S

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)
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2

ademads 8T2 > 0. Por lo tanto, considerando (1.80) se minimiza la expresién de la
a;

varianza del estimador

S|

n
A==y =7 (L81)
=1

Por otro lado, el estimador por minimos cuadrados es:

(1.82)

2 9y y—f=0
ou ; ‘
n
:>Zyi—nﬂ20 (1.83)
i=1
1 n
:ﬂ:;zinE

Con lo que se valida el teorema de Gauss Markov para el modelo de localizacion.

1.6. Modelo de regresiéon multiple

Ahora se presentara la generalizacién del modelo de regresién lineal para més de una
variable regresora. Consideremos un conjunto de n observaciones que dependen de p
variables regresoras, la observacion se indicard a través del subindice ¢ y las variables

por j. El modelo de regresién lineal miltiple se puede expresar de la siguiente manera

P
Y; = Z xijﬂj —+ €; (1.84)
j=1
donde z;1, .. ., x;, representan las variables regresoras, y; la variable de respuesta, 31, ..., 8

los parametros desconocidos que deben ser estimados y ¢; el error aleatorio.
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Si se expresa a los vectores p-dimensionales (x;1,...,zip) v (B1,...,8p) como x; y 3,
respectivamente, se puede reescribir el modelo de regresion lineal miltiple de la siguiente

manera

y=Xp+e (1.85)
Los valores ajustados §j y los residuales e a partir del estimador ,3 se definen como
§g=XBye=9-y

Como se revisé anteriormente, el estimador por minimos cuadrados de 3 se obtiene de:

minz e? (1.86)

a partir de la ecuacién anterior se derivan las ecuaciones normales

X'XB =Xy (1.87)

De donde los estimadores por minimos cuadrados estdn dados por

B=(X'X)"" X"y (1.88)

Si se cumplen los supuestos del modelo de regresién lineal, E(e;) = 0 y Var(e;) = o

parai=1,...,n,y que la matriz X es fija y de rango completo, es decir, que no existe

colinealidad; los estimadores por minimos cuadrados son insesgados.

La varianza de B es:

1

Var (8) = e*(X'X)~ (1.89)
donde la varianza del error se estima a partir de la varianza de los residuales
1 n
2 2
- § , 1.90
T - Pio E (1.90)

El vector de valores ajustados de la variable de respuesta Y se pueden obtener a partir
de
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<
Il
>

S

(1.91)

1.7. Los outliers en el modelo de regresiéon

En las secciones anteriores se mostraron las propiedades que tiene los estimadores por
minimos cuadrados cuando se cumplen los supuestos del modelo de regresién lineal, pero
..qué ocurre cuando alguno o algunos de estos supuestos no se cumplen?. En esta seccion
se mostrara de manera ilustrativa la afectacién que sufren los estimadores por minimos
cuadrados cuando existe la presencia de datos atipicos en las observaciones, es decir,
cuando no todas las observaciones cumplen los supuestos del modelo de regresion lineal

o simplemente son producto de un error de medicion.

Consideremos el modelo de regresion lineal simple

y=PLo + iz + € i=1,...,n (1.92)

para tener la facilidad de representar las observacién (x;,y;) en una grafica de dispersién
y visualizar la estructura de los datos. Para el modelo de regresién lineal multiple con

un nimero de variables p > 4 esto no es posible.

En la Figura (1.3) inciso a) se muestra la gréfica de dispersién de 5 observaciones que
se encuentran perfectamente alineadas. Por lo tanto, al realizar la estimacién de los
estimadores por minimos cuadrados se obtiene un ajuste perfecto de la recta de regresion
Ui = Bo + 311‘@. Ahora, supongamos que una de las observaciones tiene un error de
medicién y esto origina que obtenga un valor fuera del patrén en y4. En la Figura (1.3)
inciso b) se puede observar que el punto (z4,y4) ya no forma parte del escenario ideal
(indicado por el circulo). A este punto se le conoce como outlier vertical, como se puede
notar este tipo de outliers tiene en este caso una fuerte influencia sobre la recta estimada
pues origina que la nueva recta ajustada a los datos sea significativamente diferente a la
obtenida en la Figura (1.3) inciso a). Este tipo de outliers han recibido mucha atencién ya
que al tener una diferencia importante en el valor de la variable de respuesta se origina un
incremento, en términos absolutos, en el valor del residual y, dado que los estimadores
por minimos cuadrados minimizan la suma de cuadrados de residuales, estos se ven
afectados facilmente. En el caso de regresién lineal multiple, cuando se tiene un gran
nimero de variables explicativas y no es facil visualizar los datos, es posible identificar
este tipo de outliers a partir de los residuales o a través de sus gréficas, en la siguiente

seccién se presentaran algunos de los métodos de diagnéstico de outliers més conocidos.
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FigurA 1.3: Outlier vertical
Por otro lado, usualmente se considera que el valor de z;1, ..., z;, es un nimero fijo sin

embargo, esto solo ocurre cuando el experimento es disenado. En realidad, en la mayoria
de los casos se cuenta con un listado de variables entre las cuales se encuentra las
variables regresoras y la variable de respuesta que se determinan en funcién del objetivo
de la investigacion. Esto significa que no sélo se puede tener errores en la variable de
respuesta, de hecho, es més probable tener datos atipicos en las variables regresoras

Zil, ..., Tip pues generalmente p > 1.

En la Figura (1.4-a) se tienen nuevamente cinco puntos, que se ajustan perfectamente a
la recta estimada. Ahora consideraremos que el error de medicién ocurre en el valor de
x1, a este tipo de datos atipicos se los conoce como outliers horizontales y también tiene
una fuerte influencia sobre los estimadores por minimos cuadrados ya que jalan la recta
estimada hacia ellos. La razén de que la observacién (x1,y;) atrae a la recta de regresién
se debe a que el valor del residual, e;, se incrementa ya que z; se encuentra muy lejos de
la posicién original y ocasiona que se incremente el valor de Z?:l e? respecto a esa recta.
Asi, la recta original no puede ser elegida como la recta de minimos cuadrados pues no
minimiza la suma de cuadrados de residuales. En la Figura (1.4-b) se observa que la
recta de minimos cuadrados se inclina hacia la observacién (x1,y;) con la finalidad de

reducir el valor de e? sin importar que el resto de los residuales €3, ..., e? incrementen.

A diferencia de los outliers verticales, es posible que algunos de los outliers horizontales no
necesariamente sean outliers de regresion. Una observacién (xg, yx) se considera outlier
horizontal en funcién sélo del valor de x; pero no significa necesariamente que tendra

un gran impacto sobre los estimadores por minimos cuadrados pues el valor de y; puede
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FIGURA 1.4: Outlier horizontal

hacer que se mantenga la tendencia del resto de las observaciones y asi beneficiar el

andlisis de regresién al reducir las regiones de confianza.

La manera mas comunmente utilizada para hacer la identificacion de los outliers es
ajustar una recta de minimos cuadrados con todas las observaciones, identificar las
observaciones que tienes los residuales mas grandes, eliminarlas o corregirlas y volver
a realizar la estimacion de minimos cuadrados con las observaciones restantes. Aplicar
este método puede tener algunos problemas. Como se mencioné anteriormente, existe la
posibilidad de que alguna de las observaciones con un residual grande sea ocasionado por
un fenémeno que no esté considerado en la investigacion o si dentro de las observaciones
se encuentran outliers horizontales que atraen a la recta de regresion, como en el Figura
(1.4-b). Al identificar las observaciones con los residuales mas grandes se pueden eliminar
observaciones que si cumplen el comportamiento del fenémeno estudiado y quedarse con

la observacién errénea.

1.7.1. Meétodos clasicos para la deteccion de datos atipicos

Existen técnicas conocidas como “Diagndstico de regresién” las cuales identifican a aque-
llas observaciones que no se comportan como la mayoria de los datos y tienen una gran

influencia sobre los estimadores por minimos cuadrados.

En general, estas técnicas se basan en realizar un ajuste por minimos cuadrados y a par-
tir de los residuales obtenidos, identificar a las observaciones con mayor influencia para

corregirlas o excluirlas. Dado que los estimadores por minimos cuadrados minimizan el
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valor de la suma de cuadrados de residuales, una observacién con una gran influencia y
que no se ajuste a la mayoria de los datos puede jalar la recta de regresién ocasionan-
do que observaciones que si describen el fenémeno que estamos estudiando tengan un

residual grande.

A continuacién se presentaran algunas herramientas que ayudan a identificar a las ob-
servaciones con mayor influencia sobre la recta de regresion con el fin de que se dedique

especial atencién a estas observaciones.

1.7.1.1. Analisis de residuales

Consideremos nuevamente la definicién de los residuales

ei:yi—gji izl,...,n (193)

donde y; es una observacién y ¢; su valor estimado correspondiente. Como se puede
considerar que los residuales son la desviacion entre los datos y el ajuste, también es
una medida de la variabilidad de la variable de respuesta que no explica el modelo de
regresién. Por otro lado, también se puede interpretar a los residuales como los valores
observados del término de error del modelo, por lo que toda violacién a los supuestos

del término de error debe reflejarse en los residuales.

En ocasiones es de utilidad trabajar con residuales estandarizados, los cuales son tutiles

para detectar observaciones atipicas.

i=1,...,n (1.94)

Los residuales estandarizados tienen media cero y varianza unitaria, por lo que, cuando
se tiene un residual estandarizado grande (|d;| > 2.5)! podria indicar de que se trata de

un dato atipico.

1.7.1.2. Graficas de residuales

El andlisis grafico de los residuales es un otra forma de validar la no violacién de los

supuestos del modelo de regresion lineal e identificar posibles observaciones atipicas.

Las graficas bésicas de los residuales son las siguientes:

Ver Andersen Robert, “Modern Methods for Robust Regression”, pag. 69
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= Gréfica de probabilidad normal: a partir de esta grafica se puede identificar cuando
no se cumple el supuesto de normalidad, es decir, que los errores provengan de una

distribucién de colas méds o menos pesadas que la distribucién normal.

= Gréfica de residuales contra de los valores ajustado: con esta grafica podemos

analizar si no se viola el supuesto sobre la varianza constante de los errores.

= Gréfica de residuales contra cualquier variable regresora

1.7.1.3. Matriz sombrero

Una herramienta de diagndstico comunmente utilizada, son los elementos de la diagonal

de la matriz de proyeccién por minimos cuadrados o matriz sombrero.

Consideremos el modelo de regresién lineal multiple

y=XpB+e (1.95)

donde y y € son vectores de n X 1 que representan la variable de respuesta y el vector
de errores, respectivamente; B el vector de pardametros no conocidos de p x 1 y la matriz

X de dimensién n x p los valores de las variables regresoras.
La matriz sombrero H se define como

-1

H=X(X'X)"'Xx' (1.96)

bajo el supuesto de que X es de rango completo.

A la matriz H se le conoce como matriz sombrero porque pone un “sombrero” al vector
y, es decir, transforma el vector de observaciones y en su valor estimado utilizando los

estimadores por minimos cuadrados .

9= Hy (1.97)

A partir de la ecuacién anterior se puede interpretar al elemento h;; de H como el efecto
que ejerce la observacion y; sobre ¢;. En otras palabras, los elementos de la diagonal de
H miden la influencia que tiene la observacién y; sobre el valor estimado ;.

Es importante notar que
n

tr(H) =Y hij =p (1.98)
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Lo anterior se cumple debido a

tr(H) = tr (X (X'X) 71 X) = tr (X' X (X'X) ™) = tr (I,) = p?

Ademds, la matriz H tiene las propiedades de ser idempotente (HH = H) y simétrica

(H’ = H) por lo que se cumplen la siguiente condicién

hii = ;hijhﬁ = ;hijhij ;hfj (1.99)

Por lo tanto

n n
i=1 =1
(1.100)
. h2.
=1=h;+ 72:]#1 > hy
hii
Considerando las ecuaciones (1.99) y (1.100), la influencia que tiene una observacién
sobre su valor estimado se define en el rango 0 < h;; < 1. Por otro lado, a partir de la
ecuacién (1.100) podemos decir que en promedio cada h;; influye p/n. La mayoria de los
autores consideran que se debe poner especial atencién en aquellas observaciones en las

que hy; > 2p/n.

A pesar de que la matriz sombrero es una de las herramientas mas utilizadas para la
deteccion de los outliers tiene dos graves problemas: puede ser afectada por la accién
combinada de varios valores atipicos y sélo detecta outliers horizontales, no considera
la posicion de la observacion en funcién de la varaible y, por lo que no identifica cudles

observaciones son buenas o malas.

1.7.1.4. Distancia de Cook

Otra medida muy popular para medir la influencia que tiene una observacién sobre los

estimadores por minimos cuadrados es la “Distancia de Cook”, la cual se define como

€ hii
Di=———— 1.101
32 p(l — hii)g ( )

2Si A y B son matrices cuadradas de n x n, entonces tr(AB) = tr(BA)
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donde e; es el i-ésimo residual, y s? el estimador insesgado del pardmetro de escala cal-
culado en la seccién anterior. El primer término de la ecuacién anterior representa el
residual estandarizado de la observacién 4, por lo tanto mide la discrepancia de la obser-
vacion. La segunda parte de la ecuacion contiene el apalancamiento de la observacién,
se llama apalancamiento porque el dato atipico mueve la recta de regresién. Un valor
grande en D, sugiere que la observacion ¢ tiene un apalancamiento, presenta un residual
estandarizado grande o ambos. Una grafica que ayuda a complementar el analisis de los
datos para localizar las observaciones atipicas es la “grafica de influencia”, dicha grafica

compara el valor de D; versus h;;/(1 — hj;).

En la préctica, a las observaciones que cumplan cualquiera de las siguientes condiciones

se les debe de poner especial atencién:

u |€z| > 2
= hi; > 2p/n

= D; >8/(n—2p)
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Regresion Robusta

Como se revisé en el capitulo anterior, el enfoque de regresion lineal basado en los
estimadores por minimos cuadrados es 6ptimo cuando se cumple que los errores son
independientes e idénticamente distribuidos con distribucién normal con media g =0y
varianza constante 2. Sin embargo, estos estimadores son muy sensibles en presencia
de observaciones atipicas, cuando la distribucién normal en los errores es solamente
aproximada, su sesgo y varianza pueden aumentar de manera considerable y ocasionar

que los estimadores tomen valores erréneos.

Para solucionar este problema existen dos alternativas:

1. Detectar las observaciones atipicas previamente, utilizando alguna técnica de diag-
néstico, modificarlas (revisarlas o suprimirlas) y luego efectuar el célculo de los

estimadores por minimos cuadrados.
2. Utilizar métodos robustos, esto es, encontrar estimadores que:

e Se vean poco afectados si una porcién de las observaciones no provienen de

una distribucién normal.

e Se comporten de forma parecida a los estimadores por minimos cuadrados en

caso de que no haya presencia de datos atipicos.
Considerando estas dos alternativas es necesario hacer la distincién entre los métodos
de regresién robusta y los métodos de regresion resistentes.

Los métodos de regresién robusta son aquellos que utilizan la informacién de todas
las observaciones pero le asignan un peso menor a las observaciones que son altamente

inusuales. Estos métodos proporcionan estimadores que son poco afectados por los datos

35
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atipicos pero, en caso de que los errores sigan una distribucién normal, son estimadores

relativamente eficientes respecto a los estimadores por minimos cuadrados.

Por otro lado, los métodos de regresién resistente tienen como principal objetivo prevenir
a aquellas observaciones inusuales que causan una dréstica influencia en el valor de los
estimadores de los coeficientes de regresion. Este tipo de métodos no sélo disminuyen
el peso de las observaciones extremas sino que a menudo establecen criterios para la
eliminacién total de estas observaciones en el andlisis. Como se mencioné anteriormente,
el utilizar métodos de regresion resistentes puede ocasionar problemas ya que al consi-
derar a los residuales como criterio para identificar las observaciones atipicas, pueden
ser eliminadas observaciones “buenas” y trabajar con las observaciones atipicas si es que
estas tienen una fuerte influencia sobre los estimadores por minimos cuadrados, como

en la figura (1.4-b).

En este trabajo se presentaran métodos que buscan ponderar la influencia de las obser-

vaciones inusuales o valores extremos, métodos de regresién robusta.

2.1. Robusticidad y Robustez

Un estimador es robusto debe de satisfacer las siguientes dos condiciones:

1. Si los datos u observaciones sufren un pequefnio cambio, esto no debe causar un

cambio sustancial en el estimador.

2. Si los datos u observaciones cumplen los supuestos del modelo de regresion lineal, el

estimador se comporta de manera similar a los estimadores por minimos cuadrados.

La primera condicién establece la resistencia que debe tener el estimador a las obser-
vaciones inusuales, es decir, el estimador debe de proporcionar una buen modelo de
estimacién que refleje el comportamiento de la mayoria de los datos. Esta primera con-
dicién se puede considerar como la validacién de la robusticidad. La segunda condicién
establece que el incumplimiento de la distribucién hipotética del estimador tiene poco
impacto en la precisién de éste. A esta condicién se le considera como la eficiencia de la

robustez.

Los métodos de regresién robusta se ocupan tanto de la validacién de la robusticidad
como de la eficiencia de la robustez. En cambio, los métodos de regresién resistente

usualmente tienen poco interés en la eficiencia de la robustez.

En este trabajo se presentan métodos de regresiéon robusta que buscan ponderar la

influencia de las observaciones inusuales.
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2.2. Antecedentes importantes

Para poder evaluar la robustez de un estimador es necesario tomar en cuenta distintos
conceptos: sesgo, consistencia, eficiencia, punto de ruptura (Breakdown Point) y funcién

de influencia. A continuacién se presentard la definicién de cada uno de estos conceptos.

2.2.1. Sesgo

Consideremos una muestra aleatoria X de tamano n. Sea 6 un estimador del pardametro

# con distribucién de probabilidad P, el estimador 0 es insesgado si

E(0) =0

es decir, el valor esperado de un estimador insesgado es el valor del parametro descono-

cido. Se define el sesgo del estimador 6 como:

Sesgo = FE [9 — 9}

2.2.2. Error cuadratico medio

El error cuadratico medio (ECM) de un estimador 0 del parametro 0 se define como

El error cuadratico medio proporciona, en promedio, el error que se tiene al estimar el

pardmetro # por medio de 6.

2.2.3. Consistencia

El insesgamiento es importante para determinar al mejor estimador, pero también es
necesario considerar la consistencia del estimador. Un estimador @ es consistente si este
converge en probabilidad a # cuando el tamano de la muestra tiende a infinito. También
se puede definir la consistencia de un estimador en términos del error cuadratico medio.

Se dice que 6 es consistente si

lim ECM(A) =0
n—oo
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2.2.4. Punto de ruptura (Breakdown point)

El punto de ruptura (BDP, por sus siglas en inglés) es la medida global de resistencia de
un estimador. Se define como la fraccién o porcentaje més grande de datos discrepantes
que un estimador puede tolerar sin producir resultados arbitrarios. Este concepto fue
introducido por Hampel en 1971 con una definicién asintética para muestras infinitas y

redefinido por Donoho y Huber en 1983 para muestras finitas.

Consideremos una muestra aleatoria  y sea 6 un estimador construido a partir de dicha
muestra. Si realizamos la sustitucién de m observaciones con valores arbitrarios «*, el
maximo efecto que sufrird el estimador 6* por la sustituciéon de las m observaciones se

medira de la siguiente manera:

A SUp, A, A
efecto (m; 0, :c*) = poH* — 0

donde el supremo es sobre todo posible x*. Si el efecto (m; é, az*) es infinito, los m datos
discrepantes tienen un gran impacto en el estimador 6. A partir de lo anterior, el punto

de ruptura de un estimador # para una muestra finita se define como:

BDP (é, m) = min {:r; : efecto (m; é,a:*) es inﬁnito}

donde n es el niimero de observaciones de la muestra y m es el niimero de observaciones
discrepantes. Es claro que el punto de ruptura més alto que un estimador puede tener
es del 50 %.

2.2.5. Funcién de Influencia

El concepto de funcién de influencia fue dado originalmente por Hampel en 1974, esta
funcién mide el impacto que tiene una sola observacién atipica en la estimacion de los

coeficientes de regresion.

Supongamos que tenemos (n — 1) observaciones y agregamos una observacién arbitraria
x*, llamemos 6 al estimador que se obtiene a partir de las primeras (n — 1) observaciones
y 6* al obtenido cuando se agrega la nueva observacién. La funcién de influencia (FI)

para el estimador 6 se define como:
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En palabras sencillas, la funcién influencia indica el cambio que sufre un estimador cau-

sado por la observacién atipica z*, estandarizado por la proporcién de la contaminacién.

Una funciéon de influencia acotada es un atributo deseable para un estimador robusto,
ya que la influencia de una observacién en particular sélo puede ser tan alta como la
cota. Por el contrario, una funcién de influencia no acotada permite que la influencia
de las observaciones atipicas crezca independientemente de qué tan inusuales son dichas

observaciones.

2.2.6. Eficiencia Relativa

Otro aspecto importante para poder entender la estimacion robusta es la eficiencia. La
eficiencia de un estimador estd determinada por la relacion que hay entre la varianza
minima posible y la varianza del estimador. Cuando se cumple que tiene la menor va-
rianza posible, es decir cuando la relacién es igual a 1, tenemos un estimador eficiente.
Un estimador es asintoticamente eficiente si es eficiente cuando el tamano de la muestra
tiende a infinito. En general, un estimador es considerado eficiente cuando la relacién

entre las varianzas es relativamente cercana a 1.

Para la mayoria de los diferentes tipos de estimadores existe un estimador que tiene la
menor varianza bajo algunas hipétesis, por lo que se puede utilizar este estimador para

comparar la eficiencia del resto de estimadores.

Supongamos que tenemos dos estimadores, 0 y 02, del pardmetro 0 donde 0, tiene la
maxima eficiencia y un error cuadratico medio pequeno. La eficiencia relativa de 05 esta

definida como

eficiencia (él , ég) =

En el modelo de regresién lineal, los estimadores minimos por cuadrados son los esti-
madores insesgados que tienen la mayor eficiencia bajo el supuesto de normalidad. Esto
significa que, bajo las hipdtesis de que los errores tienen una varianza constante y siguen
una distribuciéon normal, ningin estimador robusto es mas eficiente que los estimadores
por minimos cuadrados, sin embargo, existen estimadores que estan muy cercanos a la
eficiencia y que ademads, en caso de que no se cumpla el supuesto de normalidad, tienen

una alta resistencia a las observaciones atipicas.
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Localizacion y escala

Aunque existen diferentes métodos de regresién, en general todos tienen como objetivo
predecir el valor de una variable dependiente a partir de una o varias variables predictoras
0 regresoras tomando en cuenta una medida de localizacién y escala de la variable de

respuesta.

Consideremos el modelo de localizacién

Yi = U+ € (3.1)

donde p es el valor cierto de un parametro desconocido y €; el término de error aleatorio
que cumple las hipétesis distribucionales del modelo de regresién lineal simple. Dado que
las observaciones ¥1, ..., Y, son una funcion de los errores, también son independientes

con funcién de distribucién comun

F(y) = Foly — n) (3.2)

Si Fy es la funcién de distribucién normal con media x4 = 0 y varianza o?

constante, es
decir, no hay presencia de datos atipicos; los estimadores por minimos cuadrado son los

que tienen la menor varianza ya que ademds son los estimadores maximo verosimiles.

En la practica, la normalidad exacta dificilmente se satisface, por lo que se dice que
Fj es aproximadamente una normal. Para formalizar la idea de normalidad aproximada,
imaginaremos que una proporcién 1 — e de las observaciones son generadas por el modelo
normal mientras que una porcién € es generada por un mecanismo no conocido, donde

0 < e < 1. Esto se puede representar formalmente de la siguiente manera

40
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Fo=(1-¢G+eH (3.3)

donde G es una funcién de distribucién N(u,02%) y H es cualquier otra funcién de
distribucién. La funcién de distribucién Fpy es llamada funcién de distribuciéon normal
contaminada. En el caso en el que las funciones de distribuciénes G y H son normales
pero con diferentes parametros, a la funcién de distribucién Fj se le conoce como normal

mezclada.

La funcion de densidad de Fy estda dada por

fo=(10—¢eg+eh (3.4)

donde g y h son las funciones de densidad de G y H respectivamente.

3.1. Medidas de Localizacién

Una medida de localizacién es una cantidad que caracteriza una posicién en una distribu-
cién. Usualmente las medidas de localizacién mas utilizadas son las de tendencia central;
los estimadores por minimos cuadrados, por ejemplo, utilizan a la media muestral de las
variables independientes como medida de localizacién. Otras medidas de localizacién que

se pueden considerar son los cuantiles o la mediana.

Definicion: Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fy. Un estimador
T(X) es una medida de localizacion de Fy si para cualesquiera constantes a y b se

cumplen las siguientes condiciones:

1. T(X+a)=T(X)+a

3. Si X >0 entonces T(X) >0

4. T(bX) = bT(X)

La primera condicién establece que una medida de localizacién debe de ser equivariante
(se utilizard el término “equivariante” para referirnos a estadisticas que se transforman
adecuadamente, y el término “invariante” para aquellas que permanecen sin cambios) con

respecto a la posicién, es decir, si un valor es sumado a todos los valores de la variable
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X entonces la medida de localizaciéon se incrementard en la misma proporcién. Las
condiciones 2 y 4 establecen que si todos los valores de la variable X son multiplicados
por un cierto valor, entonces la medida de localizacién reflejard dicha alteracién, es decir,
la medida tiene una escala equivariante. Por otro lado, la condicién 3 establece que la

medida de localizacién debe de tener el mismo rango que la variable X.

A continuacién se presentan algunas de las medidas de localizacién mas utilizadas.

3.1.1. La Media

La media es la medida de localizacién mas conocida ya que es la medida utilizada en
el modelo de regresién lineal. Si consideramos el modelo de localizacién y ademads supo-
nemos que la distribucion de la que provienen las observaciones es normal, entonces la
media simple ¥ es el estimador de p con la mayor eficiencia. Por lo tanto, las observa-

ciones se pueden estimar de la siguiente manera

A~

9=y i1=1,...,n (3.5)

Aunque la media es la medida de tendencia central méas utilizada, no es una medida
de localizacion robusta ya que en presencia de observaciones atipicas se ve seriamente

afectada.

En el modelo de regresién lineal simple, la media minimiza a la funcién de minimos

cuadrados (funcién objetivo)

min Y (y; — )’ (3.6)
i=1)

La funcion de influencia de un estimador se obtiene al derivar la funcién objetivo respecto
a la variable de respuesta y. En el caso de los estimadores por minimos cuadrados su

funcién de influencia se define como

FI; (Y) =2y (3.7)

Como se mencioné anteriormente, una funcién de influencia no acotada es un mal atribu-
to para un estimador ya que en presencia de valores atipicos la perturbaciéon que puede
sufrir el estimador seria tan grande como se quisiera. Como se muestra en la ecuacién
(3.7) la funcién de influencia para la media no es acotada, por lo que no puede ser un

estimador robusto.



Capitulo 3. Localizacion vy escala 43

3.1.2. La Media Ajustada

Un enfoque més robusto de una medida de localizacién es la media ajustada, en la cual
se descartan algunos de los valores mas pequenos y mas grandes con la intencién de

reducir el impacto de los valores extremos.

Sea y1,...,Yy, una muestra aleatoria ordenada, se define el porcentaje de datos que se
1

desea excluir como a € {0, ) Se obtiene la media a partir de los datos sin considerar

los m valores mas pequenos y los m valores mas grandes, con m = [a(n — 1)], donde [-]

representa la parte entera de a(n — 1). Por lo tanto, se define la media ajustada como

1 n—m
Jo= 75— > Ui (3-8)

(n —2m) i=m+1

De esta manera se lleva a cabo una eleccién objetiva de las observaciones y no se excluyen
observaciones arbitrariamente, lo que hace que el resultado sea una funcion de todas las
observaciones, incluso de aquellas que no estan consideradas en la suma. Los casos limite,

a =0y a=1/2, corresponden a la media simple y a la mediana, respectivamente.

El porcentaje o monto a cortar es el que determina el punto de ruptura de la media
ajustada, es decir, BDP=qa. Leger y Romano en 1990, sugirieron realizar el célculo de la
media ajustada para un « igual a 0, 0.1 y 0.2; y elegir aquella con la que obtenemos el

menor error estandar.

La funcién de influencia de la media ajustada, al contrario de la media simple, si es

acotada y, al igual que el BDP, se determina en funcién del porcentaje a cortar.

La eficiencia de la media ajustada depende de la distribuciéon de las observaciones, si
la distribucién tiene valores extremos, excluir las observaciones mas grandes y las maés
pequenas puede aumentar la eficiencia dado que la variabilidad de las observaciones se
reduce sin embargo, si la distribuciéon es normal y muchas observaciones son excluidas,

entonces la precisién de la media ajustada disminuye.

3.1.3. La Mediana

La mediana es el valor de la variable y que se encuentra a la mitad de los datos cuando

estos se ordenan de manera ascendente.

Para obtener la mediana, primero se deben ordenar los datos de manera ascendente

Y1) SY2) S - S Ym)
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Entonces, la mediana se define como

M = Yymni2)/2 cuando n es par

M = (3.9)
M =0.5%y,/2+0.5%y,/5,1 cuando n es impar

La mediana es el valor i que minimiza a la funcién objetivo de valor absoluto

n
min Y |y — il (3.10)
i=1
La funcion de influencia para la mediana es

1 cuando y > 0
Fly(y)=1 0 cuando y = 0 (3.11)
-1 cuando y < 0

A diferencia de la media, la funcién de influencia para la mediana si es acotada, de hecho,
es uno de los estimadores mas resistentes a valores atipicos ya que alcanza el maximo
punto de ruptura posible, BDP=0.5. Sin embargo, la mediana tiene la desventaja de ser
poco eficiente cuando se cumple el supuesto de normalidad, lo que ocasiona que no sea

un buen estimador robusto.

3.2. Medidas de dispersion

Definicion: Sea X una variable aleatoria. Una medida de dispersion se define como
cualquier funcion ¢(X) no negativa, que satisface las siguientes condiciones para cua-

lesquiera constantes a > 0 y b:

1. ¢(aX) = ag(X)
2. (X +b)=¢(X)+b
3. $(=X) = 6(X)
La primera condicién establece que una medida de dispersién debe de ser equivariante

con respecto a la escala, es decir, si todos los valores de X son alterados por un valor

en particular, entonces la medida serd alterada en la misma proporciéon. La segunda
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condicién establece que la medida de dispersién es invariante respecto a la localizacién,
es decir, si un valor es sumado a todos los valores de X esto no debe afectar al estimador.
Por tltimo, el inciso ¢) establece que una medida de dispersién también debe de ser

invariante respecto al cambio de signo.

A continuacién se presentaran algunos de los estimadores de dispersiéon mas utilizados

y se analizard cuanto se afectan en presencia de observaciones atipicas.

3.2.1. Desviacion Estandar

La medida de escala mas utilizada es la desviacién estandar S, que se define como

(3.12)

Al igual que ocurre con la media, en el caso de que las observaciones y; provengan
de una distribuciéon normal, la desviacién estandar es la medida de escala que tiene la
mayor eficiencia, es decir, es el estimador maximo verosimil. Sin embargo, en caso de
que la distribucion de las observaciones sea de colas pesadas y se tenga la presencia de
observaciones atipicas, la desviacién estandar se ve seriamente afectada ya que posee

una funcién de influencia no acotada y un punto de ruptura igual a 0.

3.2.2. La desviacion media con respecto a la media o a la mediana

La desviacién media con respecto a la media, cominmente conocida como desviacién
media, se obtiene a partir del valor absoluto de la diferencia de la variable y y su media,

ponderada por el tamafio de la muestra,

>t [y — Yl
n

DM = (3.13)

Por otro lado, la desviaciéon media con respecto a la mediana, como es de suponerse, se

obtiene de la diferencia de la variable y respecto a su mediana
n
vy — M
DM = M (3.14)
n
donde M, representa la mediana de la variable y.

Aunque ambas desviaciones son relativamente mas eficientes que la desviacién estandar

cuando existen observaciones atipicas, ambas tienen también el problema de contar con
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una funcién de influencia no acotada y un punto de ruptura igual a 0, lo que hace que
actualmente sean consideradas obsoletas. Sin embargo, estas medidas de escala jugaron
un papel muy importante en las primeras técnicas de regresién robusta y en el desarrollo

de medidas de escala més robustas.

3.2.3. La mediana del valor absoluto de la desviacién con respecto a

la mediana

La mediana del valor absoluto de la desviacién con respecto a la mediana (MAD), se

define como

MAD = medianaly; — M,| (3.15)

Aunque estd basada en la desviacién respecto a la mediana, la MAD es mucho maés
resistente a las observaciones atipicas que la medidas de despersién antes presentadas.
La MAD tiene las propiedades deseadas para un estimador robusto, tiene una funcién
de influencia acotada y logra el punto de ruptura més alto posible, BPD=0.5; lo que
hace que sea una de las medidas de escala mas utilizadas en los métodos de regresién

robusta.

3.3. M-estimadores

En esta seccién se presenta una familia de estimadores que generalizan la idea de la
maxima verosimilitud para las medidas de localizaciéon y de escala con el fin de poder
obtener estimadores mas robustos, que tienen a la media y a la mediana como casos
limite. Los M-estimadores fueron propuestos por Huber en 1964 y fueron los primeros

estimadores en considerar un balance entre la eficiencia y la resistencia.

3.3.1. Generalizacién de la maxima verosimilitud

Consideremos el modelo de localizacién nuevamente

Yi = U+ € 1=1,....n

donde los ¢; son variables aleatorias i.i.d. con funcién de distribucién Fy y g un para-

metro de localizacién desconocido. Se supone que fo = F{ es la funcién de densidad
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correspondiente. La funcién de densidad conjunta de las observaciones y; (funcién de

verosimilitud) es

L(y;p) =] fo(yi =) (3.16)

El estimador méximo verosimil de u es el valor fi que maximiza a L (y; 1), o equivalen-

temente, minimiza la funcién p (y; u)

n

—log (L (y; p)) = min ) _ p(yi — ) (3.17)
=1

donde p = —log (fo).

En el caso en el que fy es la distribucién normal estandar

2
v

foly) = N 2 (3.18)

aplicando la funcién logaritmo, obtenemos la funcién objetivo de los estimadores por

minimos cuadrados, p(y) = .

Por otro lado, si fj es la distribucién doble exponencial

1
foly) = 5e™ (3.19)
al aplicar el logaritmo obtenemos la funcién objetivo p(y) = —|y| que corresponde a la

mediana.

En general, un M-estimador se define como aquel estimador que minimiza una p-funcion

o funcién de los residuales (funcién objetivo).
Definicion: Sin pérdida de generalidad, definiremos una p-funcion o funcion objetivo

como una funcion que satisface las siguientes condiciones:

a) p(y) es una funcion no decreciente de |y|
b) p(0) =0
c) p(y) es creciente para y > 0, tal que p(y) < p(o0)

d) Sip(y) es una funcion acotada entonces supondremos que p(co) = 1
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3.3.2. Me-estimadores de Localizacion

Dada una funcién objetivo, p(y), que mide la distancia de la variable Y a un estimador

de la posicién p. Un M-estimador de localizacion se define como el valor ji tal que:

min}" p (v — ) (3.20)
=1

Es importante senalar que estos estimadores no necesariamente deben ser maximo vero-

similes para alguna distribucion especifica.

Equivalentemente, si la p-funcion es diferenciable, un M-estimador de localizacién se

define, como el valor fi que es solucién de la siguiente ecuacién

D (i) =0 (3.21)

con Y(y) = p'(y).

La ecuacién (3.21) siempre tiene solucién si la funcién ¢(y) es no decreciente. Por otro

lado, si la funcién ¢ (y) es estrictamente creciente y continua, la solucién es unica.

En general, los M-estimadores pueden tener diferentes formas y propiedades dependiendo
de la eleccién de la funcién p(y) o, equivalentemente, de ¥ (y). La eleccién de la funcién
objetivo se lleva a cabo considerando que el estimador resultante debe reducir el peso
de las observaciones atipicas. Si ¥(y) es no acotada entonces el punto de ruptura del
estimador serd asintoticamente 0 cuando el tamano de la muestra tienda a infino. En
cambio, si ¢ (y) es impar y acotada entonces el punto de ruptura serd asintGticamente
0.5.

A continuacién se mostraran los M-estimadores de Huber y Biponderados, los cuales

jugaron un papel muy destacado en el desarrollo de la teoria de regresion robusta.

3.3.2.1. Estimadores de Huber

Un tipo de funciones p(y) y ¥ (y) con propiedades importantes son las introducidas por

Peter Huber en 1964. La familia de funciones de Huber se definen de la siguiente manera

2 .
y st y| <k
pr(y) = , (3.22)
2kly| — k= si|y| >k



Capitulo 3. Localizacion vy escala 49

Como se puede observar, la funcién pg(y) es cuadrética en la regién central y aumenta li-
nealmente para valores de |y| mayores a k. Los M-estimadores de Huber correspondientes

a los casos limite, cuando k£ — oo y k — 0, son la media y la mediana respectivamente.

Al calcular la derivada de la funcién (3.22) obtenemos la funcién de influencia ¥y (y) de

los M-estimadores de Huber

kK siy>k
Ur(y) =4 vy siy<|k (3.23)
-k siy<k

La funcién de pesos para los M-estimadores de Huber, que indica el peso que se le otorga

a cada una de las observaciones se define como:

W, R 3.24
S (324)

En el centro, la distribucién la funcién de pesos de Huber se comporta de la misma
manera que la media, es decir, otorga el mismo peso a todas las observaciones. En los
extremos se comporta parecido a la mediana, otorga pesos mas pequenos conforme la

observacién es més atipica.

El valor de k para los estimadores de Huber es elegido en funcién de la eficiencia que
se quiere lograr respecto a la distribucién normal. Huber demostré que con k=1.345 se

obtiene buena resistencia a los valores extremos y una eficiencia aproximada de 95 %.

3.3.2.2. Estimadores biponderados (Estimadores de Tukey)

Si se quiere una funcién objetivo que sea atin més resistente a los datos atipicos, es comun
que se elijan funciones de la familia biponderada, llamadas también re-descendientes.
Este tipo de funciones fueron desarrolladas por John W. Tukey en 1974. La funcién p(y)

de la familia de funciones biponderadas se define como

v\
o) =4~ [1 - (k> ] sl <k (3.25)

1 si |yl >k

Al calcular la derivada de la funcién anterior obtenemos la funcién ¢ (y), p'(y) = (6¢(y))/k?,
donde
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v\ .
wiy) =47 [1 - (kr) 1 syl <k (3.26)
0 si |yl >k

Es importante notar que la funcién de influencia para los estimadores biponderados

tiende rapidamente a cero.

La funcién de pesos para esta familia de funciones se define como

AN
W(y) = ll - <k> ] syl < (3.27)
0 sty >k

Las funciones de pesos de los M-estimadores de Huber y de Tukey se comportan simi-
larmente. Para valores de |y| > k el estimador biponderado otorga un peso igual a cero
y s6lo el centro recibe un peso de uno. En cambio, el estimador de Huber no otorga
peso de cero a ninguna observacién y una proporcién mas significativa de observaciones

reciben el peso de 1.
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FIGURA 3.2: Funciones redescendientes p(y) y ¥(y)
Al igual que los M-estimadores de Huber, el valor de la constante k es elegido en funcién
de la eficiencia que se quiere lograr respecto a los estimadores por minimos cuadrados.

Con k=4.685, los M-Estimadores biponderados tiene una eficiencia de 95% en caso de

que los datos provengan de una distribucién normal.

3.3.3. M-estimadores de dispersion

Consideremos que las observaciones y; satisfacen el modelo multiplicativo, definido como:

Yi = 0€; (3.28)
donde las ¢; son variables aleatorias i.i.d. con funcién de distribuciéon Fy y o es un

parametro desconocido mayor a 0. Si fy es la funciéon de densidad de Fp, entonces las y;

tienen la siguiente funcién de densidad

1 <y_> (3.29)
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FicurA 3.3: Funciones de peso de los M-estimadores de Huber y Tukey

El estimador maximo verosimil de o, para el modelo multiplicativo, es el valor de & que

maximiza la siguiente expresién

max Lln ]ﬁ[1 fo (Z)] (3.30)

o bien, aplicando el logaritmo y derivando (3.30) con respecto al pardmetro o, & satisface

la siguiente igualdad

iﬁ:p (%) =1 (3.31)

donde p(t) = t)(t) con ¥ = —fy/ fo

Si Fy es la distribucién N(0, 1), entonces p(t) = t? y, por lo tanto, la funcién de verosi-

militud es
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1

- zn: (3:)2 =1 (3.32)
=1

El valor & que satisface la ecuacién (3.32) es

no2
5= ==l (3.33)
n

Considerando la construccion de los estimadores maximo verosimiles para el parametro
de dispersion, los M-estimadores de dispersién se definen como el valor de 6 que satisface

la siguiente ecuacion

igp <~Z> _5 (3.34)

donde p es una funcién objetivo que debe de cumplir las siguientes condiciones:

ii. p es no decreciente

iii. p es continua excepto en un numero finito de puntos

Para que la ecuacién (3.34) tenga solucién se debe cumplir que 0 < § < p(c0), general-

mente § es igual a Ey, [p(x)]. Cuando la funcién p es acotada, se supone que p(co) = 1.

Los M-estimadores de dispersién son equivariantes respecto a la escala ya que cumplen

la condicién

G(eyty - Yn) = cO(Y1, -+ Yn)

para cualquier ¢ > 0. Adema4s, si p es una funcién par, para cualquier constante ¢ se

cumple que

6(cy) = |clo(y)

El grado de robustez o punto de ruptura, en el caso de los estimadores de escala, busca
que el estimador de escala se mantenga alejado del cero (“implosién”) o del infinito

(“explosion”). Al igual que en los estimadores de localizacién, las funciones de la familia
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de Huber o de Turkey son usualmente elegidas como funcién objetivo para obtener los

M-estimadores de escala.

3.3.3.1. Me-estimador de Escala Biponderado

El M-estimador de escala biponderado (biweight midvariance) es un estimador eficiente
y altamente resistente a datos atipicos, alcanzando un punto de ruptura de 0.5. Este
se obtiene utilizando como funcién objetivo la funcién de Tukey o Biponderada y las

siguientes condiciones:

3.3.3.2. Estimadores invariantes bajo posicion y escala

Los estimadores de dispersién juegan un papel muy importante en el desarrollo de los
estimadores de localizacién. Como vimos en la seccion anterior, los estimadores de loca-
lizacién se obtienen a partir de la minimizacién de la funcién objetivo lo que ocasiona

que sean invariantes respecto a la posicién pero no respecto a la escala.

En el siguiente ejemplo se muestra la afectacion que sufre un estimador de localizacién
cuando no es invariante respecto a la escala. El ejercicio consiste en obtener el estimador
3 a partir de un conjunto de observaciones, después modificar la variable de respuesta
triplicando la distancia entre las observaciones y la recta ajustada; y por iltimo, generar
nuevamente el estimador B considerando las nuevas observaciones; si el estimador 3 es

invariante respecto a la escala no deberia sufrir ningin cambio.

Consideremos las siguientes observaciones

) 1 2 3 4 5 6 7 8

xT; 1
Yi 1.6 1.5 2 2 2.5 2.2 3 0

Utilizando el método iterativo de minimos cuadrados ponderados (IRLS por sus siglas

1.8193) ,

en inglés) obtenemos el M-estimador de Huber 3= 0.0257
025

!Estimacién: anexo 1.1
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A partir del estimador 3 se obtienen los residuales e; y se construye la nueva variable

de respuesta y* como y* = y; + 3¢;:

1 1 2 3 4 5 6 7 8

Ui 1.845 1.8707 1.8964 1.9221 1.9478 1.9735 1.9993 2.025

€e; -0.245 -0.3707 0.1036 0.0779 0.5522 0.2265 1.0007 -2.025
’ y; 0.865 ‘ 0.3878 2.3107 2.2336 4.1565 2.8794 6.0022 -6.0749

Considerando la nueva variable y*, se calcula nuevamente el M-estimador de Huber
~ (02779
0.5316

Como se puede observar, el estimador § es diferente a 8* lo cual nos muestra que los
M-estimadores no son invariantes respecto a la escala. En las siguientes secciones se
desarrollaran estimadores de localizaciéon robustos que sean invariantes respecto a la

posicién y escala.

© ®
< ° _,——”‘—/
.0 1
| o

R N R LR
kS &
g o - .
p

N

® Muestra original y

® Muestra modificada y*
! — Con el estimador ﬁ
-~~~ Con el estimador ﬁ*

Variable x

Ficura 3.4: Los M-estimadores no son invariantes respecto a la escala



Capitulo 3. Localizacion vy escala 56

3.4. M-estimadores de localizacion con parametro de dis-

persion desconocido

El problema que tienen los M-estimadores de localizaciéon de no ser equivariantes respecto
a la escala se resuelve estandarizando el valor de los residuales utilizando de un estima-
dor de su escala. Considerando lo anterior, el M-estimador de localizacién equivariante

respecto a la escala se define como el valor i que minimiza la siguiente expresién:

min Z p (%;,u) , (3.35)
=1

donde o es un parametro de dispersion. En general o no es conocido y debe ser estimado.
Por lo tanto, para construir un M-estimador de localizacién equivariante respecto a la

escala se debe de estimar el valor de ¢ de manera previa o simultaneamente.

3.4.0.3. Cuando se estima ¢ previamente

Para obtener el M-estimador de localizacién con escala equivariante, se debe hallar el

valor ji tal que minimice la siguiente expresion

n A
. Yi — 1
min E p( - ) , (3.36)
i=1 g

donde & es un estimador de dispersion previamente calculado. Dado que 6 no depende
del pardmetro u, el valor de fi se puede obtener, equivalentemente, a partir de la siguiente

ecuacion

i¢(yi—ﬂ> —=0 (3.37)

donde ¥(y) = p'(y). Es claro que & debe de ser un estimador robusto para que las
observaciones atipicas no afecten las propiedades robustas del M-estimador de localiza-
cién. Generalmente el estimador de escala utilizado es una variacion de la medida de
dispersion MAD con el fin de lograr un estimador eficiente en caso de que las observacio-
nes provengan de una distribucién normal. El estimador MADN normaliza el estimador
MAD

MAD
MADN = —— .
0.675 (3:38)
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El factor 6.745 se obtiene considerando la siguiente equivalencia en caso de que se cumpla

el supuesto de normalidad

MAD = ®71(0.75) x 0 = 0.675 % o

3.4.0.4. Cuando se estiman p y ¢ simultdaneamente

Para la estimacion simultanea de los parametros p y o es necesario considerar un modelo

de localizacién-dispersion con dos pardmetros desconocidos

Yi =+ o¢; (3.39)

donde ¢; tiene una funcién de densidad fy. Por lo tanto, la variable y tiene la siguiente

funcién de densidad

fly) = %fo (y - “) (3.40)

Considerando el proceso para obtener los estimadores maximos verosimiles se concluye

que los estimadores [i y & satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

> ("57) -0
(3.41)

donde ¥(y) = —pp, Pescala(¥) = y¥(y) y 6 = 1. En general, los estimadores i y &
que cumplen el sistema de ecuaciones anterior no necesitan ser estimadores maximo

verosimiles para alguna distribucién especifica.
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3.5. Interpretacion de los M-estimadores como estimado-

res por minimos cuadrados iterados

3.5.0.5. Calculo del estimador de localizacion con parametro de dispersién

previamente calculado

Consideremos la definicién de un M-estimador equivariante respecto a la escala utilizando

el estimador MADN como el estimador del pardmetro o

o (258 - .

La ecuacién anterior se puede reescribir de la siguiente manera

(yz‘;ﬂ)w(yi;ﬂ> _0 (3.43)

n

=1

donde:
w;u) siy#0
W(U) = )
W(0) siy=0
entonces:

S W (yZ ; M) Yi
= / (3.44)

?:1 W (yz A— M)
o

Esta expresién muestra un promedio ponderado de las y;’s por los pesos W (u), es decir,

el estimador de minimos cuadrados ponderado con pesos W (u).

A partir de las ecuaciones anteriores surgié un método iterativo para el calculo de ji, el

método iterativo de minimos cuadrados ponderados (IRLS por sus siglas en inglés).

Primero, se considera un estimador inicial fig, generalmente es la media simple, y se

calculan los pesos Wy considerando los estimadores fip y MADN

A

Wo =W <y = ﬂ) (3.45)
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Posteriomente se calcula el nuevo estimador fi; utilizando Wy

N o
= 3.46
fi1 W, (3.46)

Con el valor de [i; se calculan los pesos Wi:
Wy=W (y ;“1> , (3.47)

y se obtiene fia:
" (yz ;m)

flo = (3.48)

n
i=1 Wl

Iterando este procedimiento se construye una sucesiéon de estimadores fi; que converge

a la solucién de fi.

En resumen, el algoritmo para obtener el estimador /i considerando una tolerancia € es

1. Calcular 6 = MADN (z) y fip = Z.
2. Calcular los pesos y los estimadores fipy+1 para k=0,1,2,...

3. Detener la iteracién cuando |fixy1 — fix| < €5.

3.5.0.6. Calculo del estimador de localizacién y dispersién simultaneamente

Para la estimacion simultanea de p y 0. Primero se calculan los estimadores iniciales de

Wy o, flgy 6o respectivamente. Luego se obtiene W§ tal que

Wy =w! (yi — MO) , (3.49)
00
donde:
YW G20
u
W) =
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Posteriormente se calcula fi;:

n Yi — flo
s (M)
H1 = 1'11 WOI (3.50)

El proceso iterativo continta, ahora calculando el valor del siguiente estimador de o, 61,

utilizando la siguiente ecuacion

A\ 2
Yi — 1
g (M)

61 = py: 0 (3.51)
con W¢ = W? <yi — Ml),
00
/!
U .

’0u(2) siy#0
W2(u) =

§'(0) siy=0

Posteriormente se calcula la funcién de pesos Wi, iz, W y &9 hasta que la diferencia

de dos iteraciones sucesivas sea menor a €, para una € dada.

3.6. Comparacion de diferentes medidas de localizacion y

escala

Ejemplo: Datos simulados

En este ejemplo se compara el comportamiento de las diferentes medidas de localizacién
y escala presentadas anteriormente. La comparacién se realiza bajo dos escenarios: en
el primero, tenemos 29 observaciones “bien comportadas” que cumplen los supuestos
del modelo de localizacién, es decir, se obtiene a partir de una funcién de distribucién
N(0,1). En el segundo escenario se consideran los mismos datos pero se anade una

observacién con valor de 80 para que sea considerada como outlier.

En la siguiente grafica de dispersion se muestran los datos simulados y el estimador por

minimos cuadrados del parametro de localizacion en cada escenario.

Como se explicé anteriormente, era de esperarse que con la presencia de un sélo dato
atipico, el estimador de minimos cuadrados se distorsiona ya que su punto de ruptura es

igual a cero. Pero, jcomo se comportan los otros estimadores con propiedades robustas?
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FIGURA 3.5: Datos simulados

En el siguiente cuadro se muestra el valor que toman las diferentes medidas de localiza-

cién y escala para cada escenario:

Estimador o b
Con outlier Sin outlier
Medidas de localizacion
Media 5.43509 0.10903
Media Ajustada (t=0.1) 0.22894 0.15570
Mediana 0.28876 0.18546
M-estimador (Huber, k=1.345) 0.22894 0.12548
M-estimador (Tukey) 0.12823 0.12822
Medidas de Escala
Desviacion Estandar 20.6414 0.77866
Desviacion media respecto a la media 9.94199 0.63319
Desviacion media respecto a la mediana 5.90506 0.63319
Mediana de la desviacién absoluta (MAD) 0.96238 0.96008
MAD normalizada (MADN) 1.42680 1.42339
M-estimador de escala redescendiente 0.63598 0.59374
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En el caso de las medidas de localizacién, la media ajustada tiene un buen comporta-
miento pues solo se tiene la presencia de un solo outlier, sin embargo esto cambiaria si
la muestra tiene mas de tres datos atipicos. Por otro lado, los M-estimadores son muy
estables ya que no sufren un cambio importante por la presencia del dato atipico y son
mucho mas eficientes que los otros estimadores si no se cuenta con la presencia de la

observacién con valor de 80.

Respecto a las medidas de dispersion, podemos ver que el estimador MAD es el estimador

menos afectado por la presencia del outlier.



Capitulo 4

Estimacion robusta para el

modelo de regresién lineal

En la seccion anterior se desarrollaron diferentes estimadores de localizacion y escala para
la versién més simple del modelo de regresién lineal, el modelo de localizacion y escala. En
este capitulo, considerando que de los diferentes estimadores desarrollados anteriormente,
los M-estimadores son los tnicos que combinan las propiedades de robustez y eficiencia,
se presenta la generalizacién de los M-estimadores para el modelo de regresion lineal
multiple y se presentan las diferentes soluciones que se han propuesto en respuesta a las
limitaciones que presentan los M-estimadores cuando la variable predictoras es también

una variable aleatoria y no cumple los supuestos del modelo de regresién lineal.

4.1. Me-estimadores

Como se presenté anteriormente, los M-estimadores minimizan una funcién de los re-
siduales y sus propiedades robustas se determinan a partir de la eleccién de la funcién

objetivo.
Consideremos el modelo de regresién lineal multiple
yi =B+ € (4.1)

donde ¢; es el término de error aleatorio, 8 es el vector de parametros no conocidos y

x! es el vector de variables independientes. Los residuales e; se definen como

€ =y — zc;ﬁ (4.2)
63
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Supongamos que los e; siguen una distribucién conocida Fj con densidad fy. Por lo

tanto, la funciéon de verosimilitud para estimar al vector de pardmetros 3 es:

LB) = [[ fo (vi — @8) (43)

=1

El estimador méximo verosimil de 8 se obtiene maximizando la funcién de verosimilitud

anterior o, equivalentemente, minimizando el menos logaritmo de la verosimilitud (4.3)

nZ(8) = min'y" po (3: — 216) (4.
=1

con po(y) = —In fo(y).

Derivando la ecuacién (4.4) respecto a B, se obtiene el sistema de ecuaciones normales

n

ZQ/)Q (yz — sci,@) z; =0 (4.5)
i=1
donde ¥o(y) = piy) = —f5(y)/fo(y). Cuando fy es la funcién de densidad normal,

lo anterior se traduce en minimizar la suma de cuadrados de residuales y obtener los

estimadores por minimos cuadrados.

Como se reviso en el capitulo anterior, los M-estimadores de los coeficientes de regresion
minimizan la suma de una funcion de los residuales que crece menos rapido que la funcién
cuadratica o, mejor atn, de una funciéon acotada. Los M-estimadores de los coeficientes

de regresién se definen como el vector 8 que minimiza la siguiente expresién:

min i p (yi - a::B) (4.6)
i=1

0, equivalentemente, resuelve la siguiente ecuacion:

) (0 (MB) z; =0 (4.7)
—1 g

7

donde o (y) = po(y)

En la ecuacién (4.7) se puede notar que los residuos estdn controlados por la funcién

¥ (y), de tal manera que a partir de la eleccién adecuada de ¥ (y), como las funciones de
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Huber o Redescendiente, se puede limitar la influencia de una observaciéon cuando tenga

un residual relativamente grande.

Para obtener el valor de los M-estimadores es necesario emplear el procedimiento itera-
tivo de minimos cuadrados ponderados (IRLS) que se present6 en la seccién (3.5). Sin
embargo, es importante recordar que la solucién B no es invariante respecto a la escala,
por lo que se deben de estandarizar los residuales utilizando un estimador robusto de
escala &, el cual puede obtenerse previamente o de manera simulténea en el cdlculo de
B. Para el caso de la estimacién previa del parametro de escala, la mediana del valor

absoluto de las desviaciones (MAD) es el estimador més utilizado.

Los M-estimadores de regresién tienen las propiedades deseadas para un estimador ro-
busto ya que cuentan con una funcién de influencia acotada y pueden alcanzar un punto
de ruptura de 0.5, ademads, bajo los supuestos en el teorema de Gauss-Markov, alcanzan

una eficiencia del 95 % respecto a los estimadores por minimos cuadrados.

La extension de los M-estimadores al modelo lineal fue realizada por Relles (1968), Huber
(1972), Yohai (1974), Yohai y Maronna (1979), Klein y Yohai (1979).

4.2. Comparacion de los estimadores robustos en el mode-

lo de regresion lineal

Ejemplo: Datos “Phones”

En este ejemplo se utilizarad el conjunto de datos “Phones” que se encuentran en la pa-
queteria “MASS” de R, los cuales son una extracciéon del Estudio Estadistico de Bélgica
realizado por el Ministerio de Economia Belga. Estan conformados por 24 observaciones
que registran el nimero de llamadas telefénicas internacionales (cifras en millones de
llamadas) realizadas durante el periodo 1950-1973 en Bélgica. Los datos se muestran en
la siguiente tabla y se puede apreciar que hay una tendencia creciente cada afio. Sin em-
bargo, el niimero de llamadas registradas para los anos 1964-1969 parecen tener un error
y, probablemente, los afios 1963 y 1970 también pueden estar afectados. Actualmente
se sabe que la discrepancia de estos datos se debe a que en estos anos se utilizd otro
sistema de registro, el cual proporcionaba el nimero total de minutos de las llamadas

realizadas cada ano en lugar de sélo el niimero de llamadas.

! Aunque formalmente estos datos no pueden ser utilizados para realizar un ajuste por medio del
modelo de regresién lineal, se utilizan sélo para ilustrar el comportamiento de los estimadores antes
presentados.
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Obs Ano Llamadas Obs Ano Llamadas
1 50 4.4 13 62 16.1
2 51 4.7 14 63 21.2
3 52 4.7 15 64 119.0
4 53 5.9 16 65 124.0
5 54 6.6 17 66 142.0
6 55 7.3 18 67 159.0
7 56 8.1 19 68 182.0
8 57 8.8 20 69 212.0
9 58 10.6 21 70 43.0
10 59 12.0 22 71 24.0
11 60 13.5 23 72 27.0
12 61 14.9 24 73 29.0

La figura (4.1) muestra el comportamiento de los datos, se puede apreciar el comporta-

miento discrepante de las observaciones de los anos 1963-1970.

calls

200

150

100

50

—— mean

Hubers -— MAD
Tukey

FI1GURA 4.1: Diferentes ajustes a los datos “Phones”

year
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Al realizar el andlisis por minimos cuadrados, se obtienen los siguientes resultados:

Call:
Im(formula = calls ~ year)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-78.97 -33.52 -12.04 23.38 124.20

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -260.059 102.607 -2.535 0.0189 =*
year 5.041 1.6568 3.041 0.0060 *x*

Signif. codes: O 'xxx' 0.001 '*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 56.22 on 22 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2959, Adjusted R-squared: 0.2639
F-statistic: 9.247 on 1 and 22 DF, p-value: 0.005998

Como era de esperarse, el ajuste por minimos cuadrados se ve considerablemente afectado

por los outliers debido a que las observaciones de los anos 60’s jalan la recta de regresién.

En la figura (4.2) se muestran cuatro diferentes gréaficas basadas en el ajuste por minimos
cuadrados: grafica de los residuales vs los valores ajustados, el QQ-plot de los residuales
estandarizados, la grafica de la distancia de Cook y la relacién de la distancia de Cook
vs hii /(1 — hi;).

En la figura (4.2) se puede notar cudles son las observaciones que més influyen en el
ajuste por minimos cuadrados. Las tltimas dos observaciones, por ejemplo, tienen un
punto de apalancamiento mayor a 2p/n pero no tienen un residual grande. Por otro lado,
la observacién nimero 20 tiene también un punto de apalancamiento elevado, su residual
es grande y es la observacién que tiene mayor influencia sobre la recta de regresion, es
uno de los datos que influyen en la recta para que salga de la trayectoria de la mayoria

de los datos.
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FiGURA 4.2: Analisis de residuales, ajuste por minimos cuadrados

Considerando las observaciones de la década de los 60’s, realizaremos el ajuste utilizando

estimadores con propiedades robustas. El ajuste del M-estimador de Huber (con MAD

como parametro de escala) genera los siguientes resultados:

Call: rlm(formula = calls ~ year, maxit = 50)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-18.314 -5.953 -1.681 26.460 173.769
Coefficients:

Value Std. Error t value
(Intercept) -102.6222 26.6082 -3.8568
year 2.0414 0.4299 4.7480

Residual standard error: 9.032 on 22 degrees of freedom
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Para el andlisis del comportamiento de los residuales y los valores ajustados basados
en el M-estimador de Huber consideramos la figura (4.3) que presenta las siguientes
graficas: grafica de los valores ajustados vs valores observados, los residuales vs los valores
ajustados, el QQ-plot de los residuales estandarizados y el peso que le asigna a cada una

de las observaciones:

En la figura (4.3) se puede notar que el M-estimador de Huber asigna un peso menor a
1 a las observaciones a partir de la nimero 15, con excepcion de la observacién 21. Sin
embargo, en la grafica de los datos se observa que las tltimas tres observaciones siguen
la trayectoria de la mayoria de los datos. Dado que el M-estimador de Huber tampoco
reconoce a la observacién ntimero 21 como atipica, la recta de regresién es atraida por

la observacién perdiendo la trayectoria correcta.
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F1GURA 4.3: Anailisis de residuales, ajuste M-estimador de Huber
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Considerando los problemas de los ajustes realizados anteriormente, hacemos el mismo
ejercicio considerando el M-estimador de Tukey con el estimador de escala MAD. El

resultado del ajuste es el siguiente:

Call: rlm(formula = calls ~ year, psi = "psi.bisquare")
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-1.6585 -0.4143 0.2837 39.0866 188.5376

Coefficients:

Value Std. Error t value
(Intercept) -52.3025 2.7530 -18.9985
year 1.0980 0.0445 24.6846

Residual standard error: 1.654 on 22 degrees of freedom

La figura (4.4) muestra las gréficas de diagndstico considerando el ajuste del M-estimador
de Tukey el cual suprime la influencia de todas las observaciones extremas y logra un

ajuste perfecto de los datos correctos como se mostré en la figura (4.1).

En la siguiente tabla se muestra el peso que le asignan los tres diferentes estimadores a

cada una de las observaciones.

Obs OLS Huber Tukey Obs OLS Huber Tukey
1 1.00000 1.00000 0.89479 13 1.00000 1.00000 0.99649
2 1.00000 1.00000 0.96671 14 1.00000 1.00000 0.47391
3 1.00000 1.00000 0.99971 15 1.00000 0.13354 0.00000
4 1.00000 1.00000 1.00000 16 1.00000 0.12933 0.00000
5 1.00000 1.00000 0.99494 17 1.00000 0.11055 0.00000
6 1.00000 1.00000 0.97942 18 1.00000 0.09730 0.00000
7 1.00000 1.00000 0.96109 19 1.00000 0.08332 0.00000
8 1.00000 1.00000 0.92798 20 1.00000 0.06991 0.00000
9 1.00000 1.00000 0.97971 21 1.00000 1.00000 0.00000
10 1.00000 1.00000 0.99232 22 1.00000 0.66294 0.91055
11 1.00000 1.00000 0.99979 23 1.00000 0.69951 0.99803
12 1.00000 1.00000 0.99835 24 1.00000 0.69783 0.95680




Capitulo 4.

Estimacion robusta para el modelo de regresion lineal

71

obs vs fitted
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FIGURA 4.4: Analisis de residuales, ajuste M-estimador de Tukey

4.3. Modelo de Regresion Lineal con variables predictoras

aleatorias

Hasta el momento el enfoque ha sido el desarrollo de estimadores robustos para situa-
ciones en las que sélo hay datos atipicos en la variable de respuesta y se ha supuesto
que las variables predictoras son constantes y no contiene outliers; en este caso los M-
estimadores tienen las propiedades deseadas para un estimador robusto. Sin embargo,
cuando las variables predictoras X es vector aleatorio, la existencia de puntos de palanca
puede distorsionar el valor de los M-estimadores y, en ocasiones, lograr que se desem-
pefien peor que los estimadores por minimos cuadrados. Lo anterior se debe a que para
valores de X la funcion de influencia de los M-estimadores no es acotada y, por lo tanto,

su punto de ruptura disminuye a 0.
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En el siguiente ejemplo se muestra cémo los M-estimadores fallan cuando las matriz X

es aleatorio y tiene puntos palanca.
Ejemplo: Datos “Stars CYG”

En la siguiente tabla se muestran los datos del diagrama de Hertzsprung-Russell de las
estrellas pertenecientes al cluster CYG OB1; el cual pertenece a la constelacion Cygnus y
esta formado por 47 estrellas. La primera variable contiene el logaritmo de la temperatura
efectiva en la superficie de la estrella y la segunda el logaritmo de la intensidad de la luz

de la estrella.

Obs Log. Temp Log. Luz Obs Log. Temp Log. Luz
1 4.37 5.23 25 4.38 5.02
2 4.56 5.74 26 4.42 4.66
3 4.26 4.93 27 4.29 4.66
4 4.56 5.74 28 4.38 4.9
5 4.3 5.19 29 4.22 4.39
6 4.46 5.46 30 3.48 6.05
7 3.84 4.65 31 4.38 4.42
8 4.57 5.27 32 4.56 5.1
9 4.26 5.57 33 4.45 5.22
10 4.37 5.12 34 3.49 6.29
11 3.49 5.73 35 4.23 4.34
12 4.43 5.45 36 4.62 5.62
13 4.48 5.42 37 4.53 5.1
14 4.01 4.05 38 4.45 5.22
15 4.29 4.26 39 4.53 5.18
16 4.42 4.58 40 4.43 5.57
17 4.23 3.94 41 4.38 4.62
18 4.42 4.18 42 4.45 5.06
19 4.23 4.18 43 4.5 5.34
20 3.49 5.89 44 4.45 5.34
21 4.29 4.38 45 4.55 5.54
22 4.29 4.22 46 4.45 4.98
23 4.42 4.42 47 4.42 4.5
24 4.49 4.85

El diagrama de Hertzsprung-Russell es un diagrama de dispersién donde el logaritmo
de la temperatura corresponde al eje x. En la siguiente grafica aparecen dos conjuntos
de observaciones, la mayoria de los datos siguen una tendencia en la esquina inferior
derecha y 4 puntos se encuentran en la esquina superior izquierda, alejados del resto de

los puntos. En astronomia, se dice que las 43 observaciones siguen la secuencia principal
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mientras que las otras cuatro estrellas se consideran como “gigantes” (observaciones 11,

20, 30 y 34).

Datos "Stars CYG"
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FicuraA 4.5: Diagrama de Hertzsprung - Russell, cluster CYG OB1

En la figura (4.5) se puede observar cémo los 4 puntos de la esquina superior izquierda
atraen a la recta de regresiéon por minimos cuadrados pero, ;ocurrird lo mismo con los

M-estimadores?

Realizaremos el ajuste a partir de los M-estimadores de Huber y Tukey, el andlisis de
diagnéstico de residuales para ver el tratamiento que le dan los estimadores a cada
observacién y, finalmente, graficaremos las rectas de regresion para ver como se ajustan

a los datos.
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Ajuste del M-estimador de Huber

Call: rlm(formula = log.light ~ log.Te, maxit = 50)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.1132 -0.5118 0.1268 0.4382 0.9197

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 6.8659 1.2641 5.4315

log.Te -0.4285 0.2926 -1.4643

Residual standard error: 0.7026 on 45 degrees of freedom

Anélisis de residuales del M-estimador de Huber
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FIGURA 4.6: Anilisis de residuales, ajuste M-estimador de Huber
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Resultados obtenidos realizando el ajuste con el M-estimador de Tukey:

Call: rlm(formula = log.light ~ log.Te, psi = "psi.bisquare")
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.1154 -0.5160 0.1231 0.4332 0.9253

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 6.8235 1.3200 5.1692

log.Te -0.4180 0.3056 -1.3677

Residual standard error: 0.7058 on 45 degrees of freedom

Andlisis de residuales del M-estimador de Tukey
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F1GURA 4.7: Andlisis de residuales, ajuste M-estimador de Tukey
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Finalmente, en la figura (4.8) se compara el peso que le asigna cada estimador a las

diferentes observaciones.

Peso asighado
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F1aUrA 4.8: Comparativo del peso asignado a cada observacién, M-estimador de Huber
y Tukey

El peso que los M-estimadores asignaron a las observaciones que se encuentran clara-

mente fuera de la tendencia de la mayoria de los datos son los siguientes:

Obs Huber Tukey
11 1.00000 0.97573
20 1.00000 0.95015
30 1.00000 0.91693
34 1.00000 0.84950

Por otro lado, ambos estimadores asignan el menor peso a las observaciones 14 y 17

Obs Huber Tukey
14 0.86104 0.79183
17 0.84888 0.78534
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A partir del anélisis anterior, se puede concluir que el M-estimador de Huber y el de
Tukey se ven afectado por las observaciones 11, 20, 30 y 40, al igual que el estimador
por minimos cuadrado, ya que no identifican a estas observaciones como datos atipicos.
El M-estimador de Huber les asigna peso de uno a estas observaciones y M-estimador

de Tukey les asigna un peso muy cercano a uno.

En la figura (4.9) se encuentran las lineas estimadas de regresién generadas a partir de

los ajustes realizados anteriormente.
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F1curA 4.9: Diferentes ajustes para los datos “Stars CYG”

Como se menciond anteriormente, los M-estimadores no reconocen a las observaciones de
la esquina superior izquierda como datos atipicos ya que en funcién del valor en direccién

“y” estas observaciones no son atipicas, lo cual no ocurre al considerar su valor en “z”.

4.4. GM-estimadores

Como respuesta a los problemas que presentan los M-estimadores en presencia de puntos
palanca, se desarrollaron los M-estimadores Generalizados (GM-estimadores). La idea de

estos estimadores es ponderar el peso de los outliers y los puntos palanca de tal manera
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que se acote la influencia de los datos atipicos (en cualquier direccién) sobre la recta

estimada.

Considerando nuevamente el modelo de regresién miltiple, los GM-estimadores son aque-

llos que satisfacen la siguiente ecuacién

¢ yi — =B

; /

Z w; (wl) 1/) <ZA r; = 0 (48)
i1 ’Ui(flfi)()'

donde ¥ (y) regularmente es una funcién de la familia de Huber o Biponderada, y los

pesos w;(x;) v vi(x;) dependen de un ajuste inicial por medio de minimos cuadrados y

se reajustan utilizando el proceso iterativo de minimos cuadrados ponderados (IRLS).

El primer GM-estimador fue propuesto por Mallows en 1975. Este estimador sélo con-
sidera la funcién de pesos w;(x;), por lo que v;(x;) = 1. La funcién w;(x;) se define a
partir de los valores de la diagonal de la matriz sombrero, h;;. Dado que el valor de h;;
se encuentra entre 0 y 1, al definir w;(x;) = v/1 — hy;, se asegura que a las observaciones
con un alto punto de palanca se les otorga un menor peso que aquellas con un apalan-
camiento cercano a 0. El problema de esta primera propuesta es que castiga por igual
a las observaciones con un alto punto de palanca sin considerar si estas son observacio-
nes “buenas” o “malas”, originando que en algunas ocasiones se afecte la eficiencia del

estimador.

Una segunda propuesta, realizada por Schweppe en 1977, ademés de considerar w;(x;) =

1 — hy;, ajusta estos pesos de acuerdo al tamaino de los residuales e; considerando
vi(x;) = w;(x;). Aunque este estimador tiene un mayor punto de ruptura que los M-
estimadores, puede verse distorsionado cuando se presentan errores asimétricos, por lo

que en la mayoria de los casos resultan obsoletos.

Aunque los GM-estimadores resuelven el problema presentado por los M-estimadores al
ponderar el efecto de los punto palanca; Maronna, Butos y Yohai demostraron en 1979
que el punto de ruptura para los GM-estimadores nunca es mayor a 1/(p + 1), donde
p es el nimero de parametros estimados, incluso experimentos numéricos comprobaron
que nunca alcanza un punto de ruptura igual a 1/(p 4+ 1). Lo anterior significa que el
punto de ruptura decrece en funcién del incremento de los parametros, esto representa un
gran problema ya que cuando se incrementa el niimero de parametros es, precisamente,
cuando hay més oportunidad de la existencia de puntos palanca y la deteccién de los

outliers de regresién se vuelve mas complicada.

Varios estimadores han sido propuestos siguiendo la idea de los GM-estimadores: Theil
(1950), Bronw y Mood (1951), Sen (1968), Jaeckel (1972) y Andrews (1974) sin embargo,
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todos tienen un punto de ruptura menor al 30 % para el caso de la regresién simple
(p=2).

4.5. S-estimadores

Considerando el bajo punto de ruptura que pueden alcanzar los GM-estimadores cuan-
do se incrementa el nimero de parametros a estimar, se introdujo una nueva clase de
estimadores con el objetivo de crear estimadores de regresion que tengan un punto de
ruptura alto y que, ademds, compartan la flexibilidad y las buenas propiedades asinto-
ticas de los M-estimadores. El enfoque de esta nueva clase de estimadores considera la
escala de los residuales como parte central del problema y, a partir de ésta, se deriva
el estimador [5’ Rousseeuw y Yohai introdujeron los S-estimadores en 1984, los cuales
toman su nombre debido a que se obtienen a partir de la ecuacién de un M-estimador
de escala, este tipo de estimadores tienen la gran ventaja de que se pueden calcular
directamente de los datos sin necesidad de realizar el calculo de algiin estimador inicial

y llevar acabo un proceso iterativo.

Los M-estimadores de escala se obtienen a partir de la siguiente ecuacion

1 & €;

il Zp (’('B)> Y (4.9)

i=1 g

donde p es una p-funcidn acotada, 6 = Eg[p(r)] y ® representa la distribucién nor-
mal estdndar. Para cada vector 8 se puede calcular la dispersion de los residuales

&(61(3), ... ,en(ﬁ)). Los S-estimadores se definen como el valor 8 tal que

min 5(e1(B), ..., en(B))

Los S-estimadores pueden llegar a tener un punto de ruptura de 0.5 si la funcién objetivo

cumple las siguientes tres condiciones:

1. p(x) es simétrica, continuamente diferenciable y p(0) = 0

2. Existe una constante k tal que se cumple que p(z) es estrictamente creciente en el

intervalo [0, k] y constante en [k, c0)

3. 90/p(k)=1/2

La funcién objetivo cominmente elegida es la funcién redescendiente.
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Rousseeuw y Leroy demostraron que en general el punto de ruptura de los S-estimadores,

cuando la funcién objetivo cumple las tres condiciones senaladas anteriormente, es:

n
49
g P

n
por lo que tiene un valor asintdtico de 0.5.

Por otro lado, la eficiencia asintética de esta clase de estimadores depende de la funcién
objetivo elegida. Desafortunadamente, dado que la constante “k” se elige para asegurar
que se alcance un alto punto de ruptura, no es posible asegurar simultaneamente un alto
punto de ruptura y una alta eficiencia asintética, por lo que si se quiere asegurar un
punto de ruptura elevado tendremos un alto costo en la eficiencia asintética y viceversa.
Para el caso de la funcién biponderada, con k = 1.547 la eficiencia es sélo del 28.7 %
cuando se cumple el supuesto de normalidad. En la siguiente tabla se muestra la eficiencia
asintotica de los S-estimadores para diferentes valores de punto de ruptura cuando se

utiliza la funcién biponderada.

BDP Eficiencia k )

% 50 % 28.7 1.547 0.1995
% 45 % 37.0 1.756 0.2312
% 40 % 46.2 1.988 0.2634
% 35 % 56.0 2.251 0.2957
% 30 % 66.1 2.56 0.3278
% 25 % 75.9 2.973 0.3593
% 20 % 84.7 3.42 0.3899
% 15 % 91.7 4.096 0.4194
% 10 % 96.6 5.182 0.4475

Debido a la dependencia negativa que se tiene entre la eficiencia asintética y en el punto
de ruptura, los S-estimadores no pueden ser considerados como una buena eleccién para
un estimador robusto de regresién. Sin embargo, dado que los S-estimadores pueden al-
canzar la cota maxima que se puede esperar para el punto de ruptura, son un excelente

estimador inicial para obtener estimadores de regresiéon robustos y eficientes.
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Ejemplo: Datos “Stars CYG”

Utilizaremos nuevamente los datos del diagrama de Hertzsprung-Russell del Cluster de
Estrellas CYG OBL1 (datos “Stars CYG”) para ilustrar cémo los GM-estimadores y los
S-estimadores resuelven el problema de los M-estimadores respecto a la presencia de

puntos palanca.

Recordemos que los datos se componen de 47 observaciones donde la variable explica-
tiva contiene el logaritmo de la temperatura en la superficie de la estrella y la variable

respuesta el logaritmo de la intensidad de la luz.

Los resultados al llevar a cabo el ajuste de los datos a través del GM-estimador son los

siguientes:

Call:
wle.lm(formula = log.light ~ log.Te, raf = "SCHI2")

Root 1
Weighted Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-1.0762 -0.5108 0.1273 0.4312 0.9276

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept)  6.8240 1.2463 5.475 2.03e-06 ***
log.Te -0.4191 0.2885 -1.452 0.154
Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'sx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.5633 on 43.58231 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.04617, Adjusted R-squared: 0.02428
F-statistic: 2.11 on 1 and 43.58231 degrees of freedom, p-value: 0.1535

Por otro lado, el ajuste a partir del S-estimador con la funcién biponderada (k = 1.547

y 0 = 0.1995) presenta los siguientes resultados:

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-0.7915 -0.2270 0.1045 0.4035 0.3900 4.3870

(Intercept) log.Te
-9.543077 3.282051

Ahora, jcémo se comportan los residuales y los valores ajustados considerando el ajuste
por minimos cuadrados (como referencia), el ajuste del GM-estimador y el ajuste del

S-estimador realizados anteriormente?



Capitulo 4. Estimacion robusta para el modelo de regresion lineal

82

Sample Quantiles

Sample Quantiles

sample Quantiles

1.0

05

0.0

-0.5

-1.0

Mnimos Cuadrados

Minimos Cuadrados

1.0

Theoretical Quantiles

Valores Ajustados

o
3 o
a %o o
a o 4
oo a @
" o
2 o o O
S o
= ° a4
?
4
'3
)
ae @
0 o
S
7 oa a
a g
&
o 8
a
o
=
a @ ! a o
T T T T T T
-2 4.9 5.0 5.1 5.2 53
Theoretical Quantiles Valores Ajustados
GM-Estimador GM-Estimador
<
-
o
o
o
o
a a
0 a )
S o
a e o
o 0 4
°
a o ©
" o
& o c oa
s o
3 s 9 o
@
3
'3
o
5o o
0
o a
7 aa a
o o
a
o 8
a
°
T
a e a o
T T T T T T
-2 4.9 5.0 5.1 5.2 53
Theoretical Quantiles Valores Ajustados
S-Estimador S-Estimador
o
o
< o
o
@
@
8
T o
E]
3
2 a
'3
a
-
@ 4
a o a &
2 Py a
a c% o
° % 2 p° o
=8 o RS
08 og e
a
T T T T
2 3 4 5

A partir del andlisis anterior, podemos ver que tanto el GM-estimador como el S-

estimador se comportan diferentes respecto al estimador por minimos cuadrados, ajus-

tandose de mejor manera a la mayoria de los datos. En la figura (4.10) se muestran la

rectas de regresion utilizando los diferentes estimadores
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FicurA 4.10: Diferentes ajustes a los datos “Stars CYG”

4.6. Combinando resistencia y eficiencia, MM-estimadores

En las secciones anteriores se presentaron diferentes clases de estimadores que desafor-
tunadamente sélo cumplen de manera satisfactoria alguna de las propiedades necesarias
para un estimador robusto: cuentan con un alto grado de resistencia a los outliers pero
una baja eficiencia o viceversa. En esta seccién se presentara una familia de estimadores
de regresién, llamados MM-estimadores, que surgié a partir de los estimadores desa-
rrollados anteriormente y que satisfacen, simultaneamente, las propiedades de un alto
punto de ruptura (0.5) y una alta eficiencia bajo errores provenientes de una distribucién
normal (95%). El término “MM” en el nombre de esta clase de estimadores se refiere al
hecho de que es necesario mas de un procedimiento para la obtencién de un M-estimador
para poder obtener el estimador final. Esta clase de estimadores fueron propuestos por

Yohai en 1987 y son la técnica de regresién robusta mas utilizada actualmente.

Los MM-estimadores se obtienen a través de un proceso de tres etapas. En la primera
etapa se debe calcular un estimador que tenga un alto punto de ruptura y que no nece-

sariamente debe ser eficiente. En la segunda etapa se obtiene los residuales considerando
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el estimador inicial y se calcula un M-estimador de escala que tenga un punto de ruptu-
ra de 0.5. En la etapa final, se obtiene el M-estimador para el vector de parametros 8
utilizando una p-funcion acotada y el estimador de escala obtenido en la segunda etapa

para que el M-estimador sea invariante respecto a la escala.

4.6.1. Calculo de los MM-estimadores

Etapa 1.- Calcular un estimador de regresion B s de B con un punto de ruptura alto, prefe-

rentemente 0.5. El estimador no necesita ser eficiente.

Etapa 2 .- A partir del estimador B < obtenemos los residuales y calculamos un M-estimador
de escala S, = & (el(ﬁ), .. .,en(ﬁ)) con un punto de ruptura de 0.5, es decir,
usando una funcién objetivo que denotaremos como pg y una constante § = 0.5

tal que

i;p(efﬁ ~05

Etapa 3 .- Sea p; otra funcién objetivo tal que pg > p1. Definimos el MM-estimador como

cualquier solucién de:

que cumple:

Generalmente el estimador elegido como inicial es un S-estimador; es indispensable que
el estimador inicial sea robusto pues con ello aseguramos que el estimador final B herede
la misma propiedad. En la segunda etapa la funcién objetivo utilizada es la funcién
biponderada con kg = 1.548 para asegurar un punto de ruptura de 0.5. Finalmente, en
la dltima etapa también se utiliza la funcién biponderada con una constante k1 = 4.685

para lograr una eficiencia normal del 95 %.

Una propiedad importante con la que cuentan los MM-estimadores, ademéds de alto
punto de ruptura y elevada eficiencia, es el llamado “ajuste exacto”. Un estimador tiene la
propiedad de ajuste exacto si para cualquier muestra de n observaciones, donde al menos
n— g +1 de las observaciones cumplen exactamente que y; = @}, entonces el estimador
obtenido es exactamente igual a 8 independientemente de las otras observaciones. Los

MDM-estimadores heredan esta propiedad del estimador inicial utilizado en la primera
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etapa. Uno de los estimadores que tienen esta propiedad son los S-estimadores por lo

que son elegidos para ser el estimador inicial.
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FiGurA 4.11: Propiedad ajuste perfecto

Ejemplo: Datos Simulados

T
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En el siguiente ejemplo se muestra la propiedad de ajuste perfecto que tienen los MM-

estimadores cuando se utiliza como estimador inicial a un S-estimador. Se realizara el

ajuste de los datos utilizando EMC, M-estimador Biponderado, S-estimador y MM-

estimador.

Consideremos las siguientes 15 observaciones de las cuales 8 fueron generadas conside-

1
rando B = y las 7 restantes con 8 =
2
X1| 6 | 2 15 | 10 | 5 2 4 3 0 -2 -3 5 |16 [ 12 [ -15 |
X2 22 -15 202 74 -6 -35 -29 -40 -55 -58 -58 -50 170 | 53 130 ‘

| v [ 172 [ -99 [ 1459 | 548 [ -27 [ -239 [ -191 [ -271 [ -110 | -118 | -119

|

105 [ 324 | o4 [ 245 |

En la siguiente gréafica se muestra el comportamiento de los datos,

servaciones que provienen de cada uno de los modelos.

identificando las ob-

Los resultados de B utilizando los diferentes métodos son los siguientes:
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Tipo de Estimador

Estimador B

Minimos Cuadrados

21.07
4.50

M-estimador

20.83
4.53

S-estimador

3.00
7.00

MM-estimador

3.00
7.00

Como se puede observar, tanto el S-estimador como el MM-estimador estiman de manera

adecuada el valor de los factores de los cuales se genera la mayoria de las observaciones

(aunque esta mayoria se defina con sélo una observacién de diferencia), esta propiedad

reafirma el elevado punto de ruptura con el que cuentan estos estimadores. Por otro

lado, se puede observar como el M-estimador biponderado se comporta de manera muy

similar al estimador por minimos cuadrados debido a la presencia de puntos palanca en

los datos.
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4.7. Consecuencias de una alta eficiencia

A pesar de que una de las propiedades deseadas para los estimadores robustos es una alta
eficiencia respecto a los estimadores por minimos cuadrados cuando las observaciones
cumplen el supuesto de normalidad (al ser estos los estimadores méximo verosimiles),
esto genera algunas consecuencias negativas ya que el estimador puede ser enganado
por observaciones que si provienen de una distribucién normal e ignorar la presencia de

datos atipicos.

Ejemplo: Datos simulados

Para mostrar el problema que pueden tener los estimadores con una alta eficiencia,
realizaremos un ejemplo utilizando 20 datos simulados. Generaremos los 20 valores de la
variable de respuesta considerando una distribucién normal. Por otro lado, se generan
nimeros consecutivos del 1 al 20 y 8 de estos niimeros seran sustituidos aleatoriamente
por valores generados a partir de una distribucién Cauchy. Los datos generados son los

siguientes:

Obs X y Obs X y
1 70.06 21.01 11 40.61 67.96
2 -109.51 21.27 12 12.00 61.61
3 3.00 24.09 13 -216.52 82.97
4 4.00 35.53 14 14.00 82.26
5 5.00 41.07 15 15.00 80.47
6 6.00 24.13 16 16.00 79.64
7 0.58 40.27 17 17.00 105.45
8 8.00 55.22 18 18.00 97.67
9 -2.16 42.97 19 19.00 100.44
10 -12.32 59.3 20 97.12 101.33

En la figura (4.12) se muestra el ajuste realizado a partir de los siguientes estimadores:

s Estimador minimo cuadrado

= MMe-estimador utilizando el S-estimador en la primera etapa y la funcién de Tukey

en la segunda y tercera etapa con kg = 1.548 y k1 = 4.685 respectivamente.

= MMe-estimador utilizando el S-estimador en la primera etapa y la funcién de Tukey

en la segunda y tercera etapa con kg = 1.548 y k1 = 3.44 respectivamente.
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Datos Simulados
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FIGURA 4.12: Diferentes ajustes a datos simulados

En la figura (4.12) se puede observar como el MM-estimador con una eficiencia de 95 % se
comporta de manera similar que el estimador de minimos cuadrados y el MM-estimador

con eficiencia de 85 % tiene un mejor comportamiento ya que si describe el comporta-

miento de la mayoria de los datos.

4.8. Intervalos de confianza robustos

Dado que las observaciones atipicas afectan a la media simple y y la desviacién estandar

S, los intervalos de confianza para u = F(y) basados en la teorfa normal pueden ser
poco confiables.

Consideremos el intervalo de confianza para u, el cual se justifica por el supuesto de

que las observaciones son independientes e identicamente distribuidas con distribucién

normal, este intervalo se basa en la cantidad pivotal

y—p (4.10)

=
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a partir de esta se obtiene el intervalo para el parametro p con un nivel de confianza de

1—a:

S

y=+ tn—i,l—a/?T

n (4.11)

donde t(,_;1_q) es el cuantil 1 — « de la distribucién t-Students con n — ¢ grados de
libertad.

El caso més simple es cuando se tiene una distribucion de los datos simétrica respecto
u = E(y). Entonces E(y) y el intervalo estd centrado. En el caso de una distribucién
con colas pesadas la distribucién puede originar que se incremente s y por lo tanto la
longitud del intervalo también sera afectado. Si los datos provienen de una distribucién
(1 — €)N(u1,0?%) + €H el intervalo (1 — a)X100% de confianza fallard en la robustez de

la confianza y la longitud del intervalo.

Basandonos en la construccién de los intervalos de confianza basados en la t de Student
para un estimador podemos obtener intervalos de confianza robustos de tal manera que
no sean afectados por las observaciones atipicas. En general, los intervalos de confianza
robustos los obtendremos sustituyendo la media y la desviacién estandar por estimadores

robustos de localizacién y de escala.

Consideremos el M-estimador fi obtenido a partir de la funcién (3.4.0.3), si el elemento
aleatorio de que provienen las observaciones es una funcién simétrica entonces para una

n grande la distribucién de fi es aproximadamente N (u,n/v) donde v se define como

2 E Wy —n/0)?)
E Wy — p/o))?

v = (4.12)

Dado que v es desconocida un estimador ¥ se puede obtener remplazando las esperanzas

por el promedio simple, por lo que el parametro puede estimarse de la siguiente manera

_ s2average [(y — ﬂ/&)Q]
average [¢(y — [1/5)]?

>

(4.13)

A partir de este estimador podemos definir una versiéon robusta de la cantidad pivotal

para los M-estimadores de la siguiente manera

(4.14)
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de esta manera, su distribucién es aproximadamente N (0, 1) cuando n es grande. Por lo

tanto, una aproximacién de un intervalo robusto se puede calcular como

i £ Z1 20/ 0/n

donde Z;_,/, denota el cuantil 1 — a/2 de la distribucién N (0, 1)

4.9. Ejemplo MM-estimadores

A continuacidn se evaluard el comportamiento de los principales estimadores presentados
a lo largo de este capitulo con la intencién de mostrar las ventajas que presentan los

MDM-estimadores sobre los estimadores obtenidos previamente.

Se utilizard un conjunto de datos generados para este propésito por Hawkins, Bradu, y
Kass en 1984 (“Artificial”), de tal manera que se conozca a priori cudles son los datos

atipicos y poder evaluar el desempeno de los diferentes estimadores.

Los datos “Artificial” se encuentran en la paqueteria “robustbase” y consisten de 75
observaciones con tres variables explicativas. Las primeras 14 observaciones son datos
atipicos, creados en dos grupos: las observaciones 1-10 son observaciones con un punto
de palanca alto y que se encuentran fuera del patrén seguido por la mayoria de las
observaciones, las observaciones 11-14 también tienen un punto de palanca alto pero
si son “buenas” observaciones. Con fines ilustrativos, agregaremos 5 observaciones de
tal manera que no tengan un apalancamiento alto pero que sean datos atipicos. Las

observaciones se muestran en la siguiente tabla.
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Obs x1 x2 x3 y Obs x1 x2 x3 y
1 2.6 0 1.9 23.8 41 0.1 2.2 2.7 -1
2 3.3 0.6 1.1 24.1 42 0.1 3 2.6 -0.6
3 0.5 1.7 3.3 22 43 1.5 1.2 0.2 0.9
4 2 1.6 0.8 26.3 44 2.1 0 1.2 -0.7
5 0.1 34 0.3 25.4 45 0.5 2 1.2 -0.5
6 10.1 19.6 28.3 9.7 46 3.4 1.6 2.9 -0.1
7 9.5 20.5 28.9 10.1 47 0.3 1 2.7 -0.7
8 10.7 20.2 31 10.3 48 0.1 3.3 0.9 0.6
9 9.9 21.5 31.7 9.5 49 1.8 0.5 3.2 -0.7
10 10.3 21.1 31.1 10 50 1.9 0.1 0.6 -0.5
11 10.8 20.4 29.2 10 51 1.8 0.5 3 -0.4
12 10.5 20.9 29.1 10.8 52 3 0.1 0.8 -0.9
13 9.9 19.6 28.8 10.3 53 3.1 1.6 3 0.1
14 9.7 20.7 31 9.6 54 3.1 2.5 1.9 0.9
15 9.3 19.7 30.3 9.9 55 2.1 2.8 2.9 -0.4
16 11 24 35 -0.2 56 2.3 1.5 0.4 0.7
17 12 23 37 -0.4 57 3.3 0.6 1.2 -0.5
18 12 26 34 0.7 58 0.3 0.4 3.3 0.7
19 11 34 34 0.1 59 1.1 3 0.3 0.7
20 3.4 2.9 2.1 -0.4 60 0.5 24 0.9 0
21 3.1 2.2 0.3 0.6 61 1.8 3.2 0.9 0.1
22 0 1.6 0.2 -0.2 62 1.8 0.7 0.7 0.7
23 2.3 1.6 2 0 63 2.4 3.4 1.5 -0.1
24 0.8 2.9 1.6 0.1 64 1.6 2.1 3 -0.3
25 3.1 3.4 2.2 0.4 65 0.3 1.5 3.3 -0.9
26 2.6 2.2 1.9 0.9 66 0.4 3.4 3 -0.3
27 0.4 3.2 1.9 0.3 67 0.9 0.1 0.3 0.6
28 2 2.3 0.8 -0.8 68 1.1 2.7 0.2 -0.3
29 1.3 2.3 0.5 0.7 69 2.8 3 2.9 -0.5
30 1 0 0.4 -0.3 70 2 0.7 2.7 0.6
31 0.9 3.3 2.5 -0.8 71 0.2 1.8 0.8 -0.9
32 3.3 2.5 2.9 -0.7 72 1.6 2 1.2 -0.7
33 1.8 0.8 2 0.3 73 0.1 0 1.1 0.6
34 1.2 0.9 0.8 0.3 74 2 0.6 0.3 0.2
35 1.2 0.7 3.4 -0.3 75 1 2.2 2.9 0.7
36 3.1 14 1 0 76 2.2 2.5 2.3 0.2
37 0.5 2.4 0.3 -0.4 77 0.6 2 1.5 -0.2
38 1.5 3.1 1.5 -0.6 78 0.3 1.7 2.2 0.4
39 0.4 0 0.7 -0.7 79 0 2.2 1.6 -0.9
40 3.1 2.4 3 0.3 80 0.3 0.4 2.6 0.2

Dado que se trata de un conjunto de datos con mas de dos variables explicativas no es

posible obtener gaficamente el comportamiento de las observaciones de manera agregada
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y lo debemos de visualizar de manera marginal por variable. En la Figura (4.13) se puede
observar el comportamiento de los datos y se pueden distinguir claramente los tres grupo

de datos atipicos.
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FiGURA 4.13: Comportamiento datos “Artificial”

Realizaremos el anélisis de los datos utilizando los sigueintes estimadores: estimador
por minimos cuadrados, M-estimador de Tukey, GM-estimador de Mallows y el MM-

estimador (funcién Biponderada como p-funcion).

Realizando el ajuste de los datos basado en los estimadores por minimos cuadrados

obtenemos los siguientes resultados:
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Call:
Im(formula = artificial_$y ~ artificial_$x1 + artificial_$x2 +

artificial_$x3)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-9.0565 -2.5104 -1.6271 -0.8488 25.2855

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 1.2666 1.1241 1.127 0.263
artificial_$x1  0.5541 0.6906 0.802 0.425
artificial_$x2 -0.3776 0.4252 -0.888 0.377
artificial_$x3  0.2548 0.3546 0.718 0.475

Residual standard error: 6.364 on 76 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.09521, Adjusted R-squared: 0.0595
F-statistic: 2.666 on 3 and 76 DF, p-value: 0.05374

Para identificar el desempeno de los diferentes estimadores, se utilizaran las graficas de
residuales para mostrar si los estimadores logran identificar las observaciones erréneas.
En la Figura (4.14) se muestra el comportamiento de los residuales calculados a partir

de los valores ajustado por los estimadores por minimos cuadrados.
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FIGURA 4.14: Gréfica de residuales, estimadores por minimos cuadrados

Como se esperaba, el ajuste por minimos cuadrados se distorsiona completamente y no
logra explicar el patrén de los datos. Considerando los resultados de R, se observa que
ninguna variable es significativa y ademas, de acuerdo al p-value>0.05, el modelo no
tiene ningun sentido ya que no se rechaza la hipétesis nula (Hy : 8 = 0), lo que indica

que la variable independiente no esta influenciada por las variables regresoras.

Ahora realizaremos el ajuste considerando el M-estimador Biponderado. Lo que se espera

observar en las graficas de residuales en las primeras 15 observaciones sean las que tengan
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los residuales mas grandes y que los residuales del resto de las observaciones se ubiquen

en una banda alrededor del cero.

Call: rlm(formula = artificial_$y ~ artificial_$x1 + artificial_$x2 +

artificial_$x3, psi = "psi.bisquare")
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-13.357220 -0.550372 -0.005114 0.594064 26.485121

Coefficients:

Value Std. Error t value
(Intercept) -0.9546 0.1326 -7.1969
artificial_$x1 0.1575 0.0815 1.9331
artificial_$x2 0.1951 0.0502 3.8897
artificial_$x3 0.1778 0.0418 4.2499

Residual standard error: 0.866 on 76 degrees of freedom

El comportamiento de los residuales generados con M-estimador de Tukey se muestra

en la siguiente figura

Robust Regression with Huber Function
Convergence achieved after: 11 iteratioms
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FI1GURA 4.15: Gréfica de residuales, M-estimador Biponderado

De acuerdo a lo que se presenté anteriormente, sabemos que los M-estimadores presentan
problemas en la presencia de puntos palanca. Considerando las graficas de la Figura
(4.15) podemos observar que el estimador identifica algunos de los datos atipicos pero
de manera errénea ya que confunde las observaciones malas con las buenas, en la gréafica
de residuales se puede notar como los estimadores se ajustaron a las observaciones 6-15
y 19-80, sin embargo las observaciones 6-15 no siguen el patréon de la mayoria de los

datos.
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Los resultados obtenidos utilizando el GM-estimador de Mallows son los siguientes:

(Intercept) artificial_$x1 artificial_$x2 artificial_$x3

-0.7072856

0.2028548

0.0981677

Robust Regression with Huber Function
Convergence achieved after: 11 iteratiomns
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FicuraA 4.16: Gréfica de residuales, GM-estimador

El comportamiento del estimador de influencia acotada es muy similar al del M-estimador,
se ajusta a las observaciones malas y pondera a las observaciones que son datos atipicos

pero si siguen el comportamiento de la mayoria de los datos.

Para entender porqué el GM-estimador se comporta igual que el M-estimador observemos

a la funcién de pesos, w;(z;) = v/1 — hj;, utilizada por el estimador

Obs wi(z;) Obs w;(x;)
1 0.9851 11 0.9623
2 0.9675 12 0.9657
3 0.9833 13 0.9681
4 0.9862 14 0.9595
5 0.9738 15 0.9561
6 0.9683 16 0.9520
7 0.9696 17 0.9263
8 0.9568 18 0.9442
9 0.9592 19 0.6749
10 0.9629

La tabla anterior muestra que las observaciones que sélo son atipicas respecto a su valor
en las variables explicativas tiene un apalancamiento mayor y es por esta razén que son

mas castigadas por el estimador.
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Hasta ahora los diferentes estimadores no han logrado identificar de manera adecuada

las observaciones erréneas, pero céomo se comporta el MM-estimador

Call: rlm(formula = artificial_$y ~ artificial_$x1 + artificial_$x2 +
artificial_$x3, data = artificial_, scale.est = "MAD", method = "MM")
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.9470 -0.3551 0.1504 0.8188 26.2877

Coefficients:

Value Std. Error t value
(Intercept) -0.1974 0.1144 -1.7264
artificial_$x1 0.0951 0.0703 1.35637
artificial_$x2 0.0403 0.0433 0.9306
artificial_$x3 -0.0561 0.0361 -1.5543

Residual standard error: 0.8547 on 76 degrees of freedom

La gréfica de residuales son las siguientes:
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FI1GURA 4.17: Gréfica de residuales, MM-estimador

En la Figura (4.17) se puede observar que el MM-estimador identifica de manera correcta
a las observaciones atipicas (1-15) y genera un modelo que se ajusta a la mayoria de los

datos
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Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo se presentaron las ventajas de los diferentes métodos de
regresion robusta desde los M-estimadores hasta los MM-estimadores, los cuales logran
las propiedades deseadas para los estimadores robustos: un elevado punto de ruptura,
una alta eficiencia y una influencia acotada. Con ejemplos de datos de estudios reales se
mostro las afectacciones que tienen los estimadores por minimos cuadrados (estimadores
6ptimos en condiciones idéneas pero que dificilmente se cumplen en la vida real) por la
presencia de outliers. Considerando el avance tecnoldgico, la facilidad en el computo de
los estimadores como principal argumento para el uso general del método por minimos
cuadrados ha quedado atras. En el capitulo 3 se ha presentado un algoritmo iterativo para
obtener una aproximacion de los diferentes estimadores robustos con el fin de mostrar
cémo se logra la resistencia a las observaciones atipicas, el grado de eficiencia deseado y
la importancia de considerar una medida de escala para obtener un estimador estable.
Sin embargo, se puede hacer uso de funciones desarrolladas en diversas paqueterias del

software estadistico R.

Ademsds de las ventajas que pueden presentar las técnicas de regresion robusta cuando
no se sabe si los datos contienen observaciones atipicas, en los diferentes ejemplos se
mostré la utilidad de los estimadores robustos como herramienta para la deteccién de
observaciones atipicas, de tal manera que ayudan a la identificacién de aquellas obser-
vaciones que tienen un comportamiento diferente a la mayoria de los datos con el fin
de que se realice un estudio més detallado sobre estas observaciones. Considerando la
fuerza que insertan los estimadores robustos a las técnicas de diagndstico de regresion,
se puede considerar el enfoque robusto o el enfoque clasico de minimos cuadrados, sin
considerar las observaciones identificadas como atipicas, con el fin de obtener el modelo

que explique de mejor manera el comportamiento del fenémeno estudiado.

Con el objetivo de resolver los problemas o debilidades los métodos robustos desarrolla-
dos desde los anos 60’s ante diversas condiciones presentadas en fenémenos de la vida
real, se desarrollaron los MM-estimadores, estimadores presentados por Victor Yohai

con propiedades de robustez deseadas y que no requieren de un gasto computacional

98
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importante para su determinacion. En el capitulo 4 se mostraron las ventajas de estos
estimadores respecto a la resistencia y la identificacién de observaciones atipicas, pero
también se mostré que pueden presentar problemas al querer obtener una alta eficiencia

respecto a los estimadores por minimos cuadrados.

Los datos “Artificial” de la paqueteria “robustbase” de R, gracias a su construccién,
nos permitieron ilustrar el desempeno de los MM-estimadores y compararlo con otros

estimadores.



Anexo I: Cdédigos de R

I.I Método de minimos cuadrados ponderados - Capitulo 3

x<-matrix(ncol=2,nrow=8)

x[,11<-c(1,1,1,1,1,1,1,1)

x[,21<-c(1,2,3,4,5,6,7,8)
y<-c(0.8649,0.3878,2.3107,2.2335,4.1564,2.8793,6.0022,-6.0748)

B_est<-matrix(nrow=50,ncol=2)

r<-matrix(nrow=50,ncol=8)

B_est[1,]1<-solve(t (x)%*%x)%*%t (x)%*%y #estimador MC
r[1,]<-y-x¥*%B_est[1,]
w<-c((ifelse(abs(r[1,])>=1.345,1.345/abs(r[1,]),1))) #Pesos
W<-diag(w)

c<-1
i=1
while (¢>0.0001)
{
i=i+1
i-1
B_est[i,]<-solve (t (x)%*%Wh*%x) h*lht (x) %xhWh*%hy
r[i,]<-y-x%*%B_est[i,]
B_est[i,]

#Convergencia?
norm<-function(a){sqrt(sum(a~2))}
c<-norm(B_est[i,]-B_est[i-1,])/norm(B_est[i,])
ifelse(c<0.0001,"Se cumple el criterio de convergencia?: Si",
"Se cumple el criterio de convergencia?: No")
c<-norm(r[i,]-r[i-1,])/norm(x[i,])
ifelse(c<0.0001,
"Se cumple el criterio de convergencia respecto residuales?: Si",

"Se cumple el criterio de convergencia respecto residuales?: No")

100
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w<-c((ifelse(abs(r[i,])>=1.345,1.345/abs(r[i,]),1))) #Pesos
W<-diag(w)
}

L.IT Ejemplo: Datos “Phones” - Capitulo 4

library(MASS)
data(phones)
attach(phones)
ols<-1m(calls”year)

summary (ols)

fit.hub<-rlm(calls”year,maxit=50)

fit.tuk<-rlm(calls~year,psi="psi.bisquare")

par (mfrow=c(1,1))

plot(year,calls)

abline(ols\$coef,lty=1,col=c("BLACK"))
abline(fit.hub\$coef,lty=4,col=c("Blue"))
abline(fit.tuk\$coef,1ty=3,col=c("RED"))
legend(50,200,c("mean", "Hubers - MAD","Tukey"),lty=c(1,4,3),
col=c("BLACK","blue","red"))

par (mfrow=c(2,2))

plot(ols,1:2)

plot(ols,4)
h.phones<-hat (model .matrix(ols))
cook.phones<-cooks.distance(ols)

plot(h.phones/(1-h.phones) ,cook.phones, xlab="h/(1-h)",ylab="Cook Distance")

fit.hub<-rlm(calls~year,maxit=50)
summary (fit.hub)

dia.check.rlm <- function(fit,fitols){

h.rlm<-hat(model.matrix(fitols))

cook.d<-cooks.distance(fitols)

par (mfrow=c(2,2))
obs<-fit\$fit+fit\$res
plot(obs,fit\$fit,xlab="response",ylab="fitted",main="obs vs fitted")
abline(0,1)
plot(obs,fit\$res,xlab="fitted",ylab="residual",main="fitted vs residual")
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qgnorm(fit\$res, main="residuals")
qqline(fit\$res)

plot(fit\$w,ylab="fit weight", main="weights")
par (mfrow=c(1,1))

invisible()

}

dia.check.rlm(fit.hub,ols)

fit.tuk<-rlm(calls~year,psi="psi.bisquare")
summary (fit.tuk, cor=F)
dia.check.rlm(fit.tuk,ols)

I.IIT Ejemplo: Datos “Stars CYG” - Capitulo 4

library (MASS)
library(robustbase)
library (mvtnorm)
library(pcaPP)

library(rrcov)

data(starsCYG)
attach(starsCYG)

plot(log.Te,log.light, xlab=c("Luz"),ylab="Temperatura",

main="Datos \"Stars CYG\"")
0ls<-1m(log.light~log.Te)
abline(ols\$coef,lty=1)

fit.hub<-rlm(log.light~log.Te,maxit=50)
summary (fit.hub)

dia.check.rlm <- function(fit,fitols){
h.rlm<-hat(model.matrix(fitols))
cook.d<-cooks.distance(fitols)

par (mfrow=c(2,2))

obs<-fit\$fit+fit\$res

plot(obs,fit\$fit,xlab="Valor Observado",

ylab="Valor Ajustado",main="Observaciones vs Ajuste")

identify(obs,fit\$fit)
abline(0,1)
plot(obs,fit\$res,xlab="Valor Ajustado",

ylab="Residual",main="Residual vs Ajuste")
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identify(obs,fit\$res)
qqnorm(fit\$res, main="Residuales")

identify(fit\$res)

qqline(fit\$res)

par (mfrow=c(1,1))

invisible()

}
dia.check.rlm(fit.hub,ols)

fit.tuk<-rlm(log.light~log.Te,psi="psi.bisquare")
summary (fit.tuk,cor=F)

dia.check.rlm(fit.tuk,ols)

plot(fit.tuk\$w,ylab="Peso", xlab="Observaci'on",

main="Peso asignado",pch=3,col="BLUE")
points(fit.hub\$w,pch=1,col="BLACK")
legend (40, .82,c("Tukey", "Huber") ,pch=c(3,1),col=c("BLUE", "BLACK"))

par (mfrow=c(1,1))

plot(log.Te,log.light, xlab=c("Luz"),ylab="Temperatura")
abline(ols\$coef,lty=1,col=c("BLACK"))
abline(fit.hub\$coef,lty=4,col=c("Blue"))
abline(fit.tuk\$coef,1ty=3,col=c("RED"))
legend(3.5,4.5,c("0LS", "Huber", "Tukey"),lty=c(1,4,3),
col=c("BLACK","blue","red"))

I.IV Ejemplo: Datos “Artificial” - Capitulo 4

library (MASS)
library(robustbase)
library (mvtnorm)
library(pcaPP)
library(rrcov)
library(circular)
library(wle)
library(rrcov)
library(car)

library(robustreg)

data(artificial)

attach(artificial)
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par (mfrow=c(2,2))
plot(artificial\$xl,artificial\$y, xlab="x1",ylab="y")
plot(artificial\$x2,artificial\$y, xlab="x2",ylab="y")
plot(artificial\$x3,artificial\$y, xlab="x3",ylab="y")
par (mfrow=c(1,1))

fit.ols<-1m(

artificial\$y artificial\$xil+artificial\$x2+artificial\$x3)
summary (fit.ols)
par (mfrow=c(1,2))
plot(fit.ols\$fitted.value,fit.ols\$residuals,

xlab="Valores Ajustados", ylab="Residuales")
abline(h=0,1lty=1,col="RED")

plot(x=c(1:80),y=fit.ols\$residuals,
ylab="Residuales", xlab="Observaciones")
abline (h=0,1ty=1,col="RED")

fit.tuk<-rlm(
artificial\$y artificial\$xil+artificial\$x2+artificial\$x3,
psi="psi.bisquare")
summary (fit.tuk)
par (mfrow=c(1,2))
plot(fit.tuk\$fitted.value,fit.tuk\$residuals,
xlab="Valores Ajustados", ylab="Residuales")
abline (h=0,1ty=1,col="RED")
plot(x=c(1:80),y=fit.tuk\$residuals,
ylab="Residuales", xlab="Observaciones")

abline (h=0,1ty=1,col="RED")

fit.gm.hub<-robustRegH(
artificial\$y artificial\$xl+artificial\$x2+artificial\$x3,
data=artificial,m=FALSE)

fit.gm.hub<-robustRegH(
artificial\$y artificial\$xl+artificial\$x2+artificial\$x3,
data=artificial,m=FALSE)
x.mat<-cbind(1,x.artificial_)
fitted.value<-fit.gm.hub\$coef’*)t (x.mat)
fitted.value<-t(fitted.value)

residual.value<-y.artificial-fitted.value

par (mfrow=c(1,2))
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plot(fitted.value,residual.value, main="Residuales VS Valores ajustados",

xlab="Valores Ajustados", ylab="Residuales")
abline(h=0,1lty=1,col="RED")

plot(x=c(1:80),y=residual.value, main="Residuales",
ylab="Residuales", xlab="Observaciones")
abline(h=0,1lty=1,col="RED")

par (mfrow=c(1,1))

fit.mm<-rlm(
artificial\$y~artificial\$xl+artificial\$x2+artificial\$x3,
data=artificial, method="MM",scale.est ="MAD")

summary (fit.mm)

par (mfrow=c(1,2))
plot(fit.mm\$fitted.value,fit.mm\$residuals,
main="Residuales VS Valores ajustados",
xlab="Valores Ajustados", ylab="Residuales")
abline(h=0,1lty=1,col="RED")

plot(x=c(1:80) ,y=fit.mm\$residuals, main="Residuales",
ylab="Residuales", xlab="Observaciones")
abline(h=0,1lty=1,col="RED")

s0<-1.4826*median(abs(residual.value))
par (mfrow=c(2,2), pty="s", cex=0.8)
for(i in 1:4)
{ vet<-c(
fit.mm\$coef[i] / sqrt(diag(vcov(fit.mm))) [i],
fit.gm.hub\$coef[i] / sO,
fit.tuk\$coef[i] / fit.tuk\$s,
fit.ols\$coef[i] / sqrt(diag(vcov(fit.ols))) [i])
names (vet)<-c("MM", "GM", "M", "OLS")
dotchart(vet, main=names(fit.ols\$coef)[i], cex=.79)}
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