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I. INTRODUCCIÓN 

I.1.Resumen 

Un parámetro esencial para cuantificar el comportamiento de la luz así como su 

propagación a través de un material es su índice de refracción. En este trabajo se estudiaron 

metodologías para medir parámetros de luz en medios turbios analizando sus limitaciones. 

El objetivo fundamental de esta tesis es investigar experimentalmente la determinación del 

índice de refracción efectivo de suspensiones turbias de partículas. Se propone medir el 

índice de refracción efectivo de coloides turbios mediante la obtención de un perfil angular 

de intensidad de luz difusa transmitida de un coloide altamente turbio hacia el interior de un 

prisma de vidrio de índice de refracción mayor, alrededor del ángulo crítico de la interface. 

Se describe el arreglo experimental y la metodología de medición. Se desarrolla un modelo 

para los perfiles de intensidad angular en el que asumimos que la luz difusa se propaga en 

un medio efectivo con un índice de refracción efectivo complejo. El modelo reproduce muy 

bien las mediciones experimentales. Mediante el ajuste del modelo a los perfiles 

experimentales es posible obtener el índice de refracción efectivo del coloide turbio bajo 

estudio. 

 

I.2.Preámbulo 

Denominamos luz a la radiación electromagnética que puede ser percibida por el ojo y que 

se propaga en forma de ondas. Estas ondas se pueden propagar en el vacío así como en 

la materia. La interacción de la luz con la materia siempre ha sido de gran interés para la 

comunidad científica, es por ello que muchos investigadores han buscado la manera de 

describirla. Una forma de describir la interacción de la materia con la luz es a través de su 

índice de refracción.  

La velocidad de la luz en el vacío es la misma para todas las longitudes de onda  , pero 

cuando se propaga en un medio material es diferente para cada longitud de onda. La 

frecuencia   de una onda está determinada por la fuente y no varía al cambiar de medio. 

La velocidad de propagación de la luz en un medio es menor que en el vacío, mientras que 

su frecuencia no cambia. Por lo tanto, dado que c   donde c  es la velocidad de la luz, 
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esta debe variar al cambiar de medio. Para comparar la velocidad de la luz en un medio 

con la velocidad de la luz en el vacío se utiliza el índice de refracción n . 

El índice de refracción (IR) n  de un medio material transparente se define como el cociente 

de la velocidad de la propagación de la fase de la luz en el vacío c  y la velocidad de la luz 

en el medio v , 

 
cn
v

   (1) 

Cuando la luz, viajando en el vacío, entra a un nuevo material transparente, tal como el aire, 

agua o vidrio, la velocidad se reduce en proporción al índice de refracción del nuevo 

material. La medida del índice de refracción se puede relacionar con la microestructura de 

dicho material. 

La luz viajando en un medio homogéneo y transparente, se propaga en una línea recta a 

una velocidad constante, a menos que sea refractada, reflejada, o perturbada de alguna 

manera. La intensidad de la luz (y de cualquier radiación electromagnética proveniente de 

una fuente puntual) es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia viajada, así, 

después de que la luz ha viajado dos veces una distancia dada, la intensidad decae por un 

factor de cuatro.  

Se han desarrollado diferentes técnicas experimentales para determinar el índice de 

refracción de medios homogéneos transparentes. Una de las técnicas más socorridas es 

determinar el índice de refracción por medio de la determinación del llamado ángulo crítico. 

La refracción es el cambio de dirección que experimenta una onda al pasar de un medio a 

otro. Se produce cuando la onda incide oblicuamente sobre la superficie de separación de 

dos medios  cuando tienen índices de refracción diferentes. La ley de Snell describe dicho 

cambio en la dirección y está dado por (ver Figura 1) 

 1 1 2 2sin sin ,n n    (2) 

donde 1n  es el índice de refracción del primer medio, 2n  es el índice de refracción del 

segundo medio, y 1   y 2  los ángulos de incidencia y refracción respectivamente, medidos 

con respecto a la normal de la interface. 
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Figura 1. Fenómeno de refracción, representación de la ley de Snell 

De acuerdo con la ley de Snell, una onda electromagnética se refleja, refracta o transmite 

de un medio a otro dependiendo del ángulo de incidencia y de los índices de refracción de 

los medios. Cuando la luz pasa de un medio de índice de refracción mayor a uno de índice 

de refracción menor, la luz se refracta alejándose de la normal. Eventualmente, la luz saldrá 

rasante a la superficie, por lo que el ángulo de refracción toma un valor de 90° con respecto 

a la normal. De esta forma se define el ángulo crítico c : 

 

1 2

2

1

sin sin 90

sin

c

c

n n
n
n





 


  (3)   

De esta forma se visualiza una forma de medir el índice de refracción de un medio material. 

Si se conoce el índice de refracción de un medio y el ángulo de incidencia de la luz, será 

posible determinar el índice de refracción del medio bajo estudio. Este es precisamente el 

principio de operación del refractómetro de Abbe [1]. 

La refractometría es una técnica analítica que permite determinar el índice de refracción 

(IR) de una sustancia para conocer su composición o microestructura. El conocimiento del 

IR tiene una gama muy amplia de aplicaciones, desde determinar la pureza de una 

sustancia hasta aplicaciones más específicas como el determinar la cantidad de azúcar en 

vinos, o estimar el peso molecular en líquidos orgánicos, por ejemplo. Existen diferentes 

técnicas para medir el IR en sustancias homogéneas transparentes, pero una de las más 

socorridas tanto en laboratorios de investigación como en la industria es la medición por la 

determinación del ángulo crítico de la interface entre la muestra y un medio conocido, 

probablemente debido a su robustez y facilidad de uso. 
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Se ha buscado extender e interpretar el índice de refracción a sistemas coloidales, es por 

ello que se han desarrollado diferentes técnicas experimentales desde hace más de 40 

años [2]–[8] y en algunos de estos trabajos se han empleado refractómetros de ángulo 

crítico tipo Abbe [2], [4], [7], [8]. Hemos de entender por suspensión coloidal a un sistema 

formado por dos o más fases, principalmente una denominada continua, normalmente fluida 

(a la cual nos referiremos como la matriz) y otra dispersa en forma de partículas, por lo 

general sólidas. Cuando la luz es transmitida a través de un medio coloidal, el esparcimiento 

de la luz por cada partícula localizada aleatoriamente da origen a un campo 

electromagnético que puede ser dividido en una componente promedio y una fluctuante. La 

componente promedio es llamada usualmente la componente coherente de la luz y la 

fluctuante es referida como la componente difusa de la luz. La componente coherente es 

aquella que mantiene una relación determinista entre su fase y la fase de la luz incidente y 

decrece en intensidad conforme la luz penetra en el coloide debido al esparcimiento y a la 

absorción; la componente difusa es la luz esparcida en todas direcciones. Conforme el 

coloide se vuelve más turbio el haz coherente eventualmente desaparecerá, y toda la luz 

será difusa, por ende toda la información estará contenida en dicha componente. La Figura 

2 ilustra mediante una sucesión de fotografías las componentes coherente y difusa de luz 

al viajar por una suspensión turbia de partículas.  

 

Figura 2. Ilustraciones de las componentes coherente y difusa de luz. Cuando la concentración de 
partículas es muy baja la componente coherente domina sobre la difusa (imagen más a la izquierda), 
conforme la concentración se incrementa la componente difusa domina hasta que eventualmente la 
componente coherente desaparece (imagen más a la derecha) 

Ha existido mucho trabajo y mucho esfuerzo, desde hace ya algún tiempo, en tratar de 

interpretar la información contenida en el haz difuso para determinar las características 

básicas del sistema coloidal, tales como: la distribución de tamaños de partícula y las 

propiedades ópticas intrínsecas de éstas. A esto se le conoce como la "diffuse-wave 

spectroscopy" y cuenta, entre una de sus grandes ventajas, el que se pueda seguir la 

evolución dinámica del sistema en tiempo real, pero su aplicabilidad se encuentra limitada 

a concentraciones bajas de partículas. Por otro lado, también se ha trabajado en tratar de 

obtener información análoga, pero a partir de mediciones del haz coherente, midiendo por 

ejemplo su amplitud y dirección al ser reflejado y transmitido a través de una muestra con 
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interfaces planas, donde se propone un modelo para el cálculo de la amplitud de ref lexión 

por el sistema coloidal utilizando la aproximación de campo efectivo, pero el cual resulta 

práctico sólo para sistemas con muy baja concentración de partículas [9]. 

El problema de medir un índice de refracción efectivo para la componente coherente de la 

luz en sistemas coloidales ha sido estudiado experimentalmente en varias ocasiones [2], 

[4], [10]–[12], pero las mediciones solo han sido posibles a bajas concentraciones. Cuando 

la concentración de partículas es alta, hasta donde sabemos, no existe bibliografía en la 

cual se busque medir explícitamente un índice de refracción efectivo para la componente 

difusa de luz. 

                                             

Figura 3. Diagrama que muestra que inherentemente tanto medios homogéneos como medios 
inhomogéneos pueden ser caracterizados mediante un índice de refracción (siendo un IR efectivo para 
suspensiones coloidales). 

Muchas sustancias en la naturaleza y otras más creadas por el hombre son turbias, 

ejemplos de ello son la leche, las pinturas, la gelatina, la niebla, los polímeros, el papel, 

etcétera; es por ello la importancia de extender la caracterización de dichos sistemas en 

base a su índice de refracción efectivo para la componente difusa de luz, pues su 

aplicabilidad sería tan amplia como la de medios homogéneos trasparentes actual. 

El índice de refracción de un medio coloidal, depende del tamaño, forma, concentración e 

índice de refracción de las partículas coloidales así como del índice de refracción del medio 

matriz y de la longitud de onda. Un coloide será más turbio cuanto más contraste (diferencia) 

exista entre el IR de las partículas coloidales y la matriz, y en términos generales, será más 

difícil medir un sistema cuanto más turbidez se tenga [13]. 

Es difícil realizar mediciones de IR con un refractómetro de Abbe para suspensiones 

coloidales turbias ni a concentraciones grandes; el problema es que la luz no puede 

atravesar el coloide y además no se puede investigar la naturaleza de este IR efectivo.  

Índice de 
refracción

Medios 
homogéneos 
transparentes

Coloides no 
turbios: medio 

efectivo

Coloides turbios:

Extensión 

Medio efectivo
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Las mediciones del effn  han sido hechas por varios caminos, pero todas son aplicables 

únicamente a suspensiones diluidas de partículas y otras son imprácticas para propósitos 

de ingeniería. Los métodos que usan transmisión (desviación, interferometría) están 

restringidos a dispersiones bastantes diluidas para medir la propagación coherente. 

Aquellos que emplean reflexión cerca del ángulo crítico o refracción son más prometedores 

teniendo buena precisión (0.0001 en  Re effn ) y son fáciles de usar y mucho más robustos. 

Los instrumentos comerciales modernos, ya sea en el laboratorio u on-line, invariablemente 

usan el método de ángulo crítico para obtener  Re effn . 

De experiencia propia sabemos que cuando el tamaño de partícula es comparable a la 

longitud de onda , la turbidez del sistema comienza a ser importante, degradando el 

borde del ángulo crítico, como se puede ver en un refractómetro de Abbe, y por ende 

modificando el índice de refracción. Debido a esta degradación no es posible determinar la 

parte real del effn  con este tipo de instrumentos.  

Actualmente existen dos formas muy generales de estudiar la propagación de la luz en 

medios turbios, la primera de ellas es estudiando la radiación difusa de luz mediante teorías 

de transferencia radiativa, y la segunda de ellas mediante teorías de medio efectivo. 

Transferencia radiativa es una herramienta muy útil cuando la concentración y el 

esparcimiento de la sustancia a medir es alto, sin embargo, no se conocen los límites de su 

validez y su instrumentación es algo más compleja de implementar que la de muchos 

sistemas ópticos. Las teorías de medio efectivo buscan caracterizar un sistema 

inhomogéneo mediante la respuesta óptica de un sistema homogéneo equivalente, 

asociando propiedades ópticas promedio al sistema bajo estudio. Desafortunadamente, 

esta técnica se encuentra limitada a concentraciones pequeñas de partículas, pero parece 

prometedora para explicar que ocurre a concentraciones más grandes.   

 

I.3.Planteamiento del problema 

En esta tesis se aborda un problema básico y un problema de ingeniería e instrumentación. 

Cuando la luz difusa, viajando en un coloide turbio, se refleja y transmite en una interface 

plana donde existe un cambio de índice de refracción, no es claro si se debería de asumir 

que la luz difusa está viajando en un medio con el índice de refracción del medio en el que 

se encuentran las partículas coloidales (usualmente referido como la matriz) o si se debería 
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asumir un índice de refracción efectivo. Muchos autores simplemente evitan este tema y la 

mayoría usa el índice de refracción de la matriz. La reflexión y transmisión de la luz difusa 

en la interface de un medio inhomogéneo es comúnmente tratada usando las relaciones de 

Fresnel asumiendo que el índice de refracción del medio inhomogéneo es el de la matriz 

(ejemplo de ello son las referencias [14]–[17]. La cuestión que surge es si se debería 

considerar un índice de refracción efectivo cuando se calcula la reflectancia y transmitancia 

de la luz difusa, en lugar del índice de refracción de la matriz, solamente. También, uno 

puede cuestionar la validez de las relaciones de Fresnel en este caso [9]. 

El índice de refracción de líquidos transparentes se mide comúnmente por la determinación 

del ángulo crítico de la interface entre la muestra líquida y la base de un prisma óptico de 

índice de refracción mayor. Si la muestra es iluminada con luz difusa, la luz transmitida 

dentro del prisma es confinada a un cono de luz limitado por el ángulo crítico de la interface. 

Midiendo el ángulo del borde del cono iluminado en el lado del prisma, se obtiene el ángulo 

crítico de la interface y de éste es posible determinar el índice de refracción de la muestra 

líquida. Este es el principio básico del refractómetro de Abbe introducido muchos años atrás 

[1]. El refractómetro de Abbe original es aún el más popular refractómetro para caracterizar 

líquidos en laboratorios de investigación y en la industria, debido probablemente a su 

robustez y alta precisión, sin embargo, su aplicabilidad sólo se limita a medios transparentes 

siendo impráctico en la medición de medios turbios. 

Hace un par de décadas, Meeten y North investigaron el uso de refractómetros tipo-Abbe 

con coloides turbios [2]. El uso de otras técnicas de ángulo crítico con medios turbios han 

sido estudiadas [10]–[12]. De nuestro conocimiento, el trabajo fundamental de Meeten y 

North con un refractómetro tipo-Abbe en la referencia [2] no ha sido continuado. En la 

referencia [2] se observó que los perfiles de intensidad obtenidos de la luz transmitida dentro 

del prisma, alrededor del ángulo crítico, se suavizan comparados con aquellos obtenidos 

para un líquido transparente, conforme la muestra llega a ser más y más turbia. La razón 

es que el índice de refracción de los coloides turbios es complejo, incluso en la ausencia de 

absorción óptica, debido al esparcimiento, degradando el borde del cono de luz difusa. Ellos 

asumieron que el ángulo crítico de la interface con el coloide turbio era el ángulo más 

pequeño para el cual no se transmitiera luz dentro del prisma. Esta afirmación no puede ser 

siempre correcta y el error puede ser relativamente grande para algunas suspensiones 

altamente turbias, pues hasta este punto se desconocía que le ocurría al borde del cono de 

luz difusa que se generaba para concentraciones altas de partículas en las muestras 
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medidas. Una alternativa adecuada es realizar mediciones bajo características controladas 

y observar el efecto en los perfiles medidos, para posteriormente desarrollar un modelo para 

los perfiles de intensidad angular de luz transmitida alrededor del ángulo crítico y recuperar 

el índice de refracción complejo de un ajuste del modelo a los perfiles experimentales, éste 

es el trabajo realizado en esta investigación. La hipótesis inicial es que existe un IR efectivo 

effn  para la luz difusa en un medio turbio. 

El trabajo presentado en esta tesis consiste en primero medir las propiedades de difusión 

de la luz en medios turbios mediante una técnica ya establecida en la referencia [18] y 

explorar su extensión a mediciones espectroscópicas. El objetivo de esta parte es mostrar 

las limitaciones de estas técnicas impuestas por el esparcimiento dependiente, lo que 

muestra claramente la importancia de investigar la medición de la parte real del índice de 

refracción efectivo  Re effn  en medios turbios. Posteriormente se desarrolla la 

instrumentación necesaria así como un modelo óptico para medir e interpretar el índice de 

refracción efectivo en un coloide turbio. Este es el tema central de esta tesis de 

investigación. Los resultados indican que podemos medir a concentraciones altas de 

partículas  donde se observa claramente la ventaja de medir la  Re effn  en medios turbios. 

Finalmente, esta tesis está organizada de la siguiente manera: en el capítulo II describe 

algunos conceptos básicos para entender la caracterización de medios turbios mediante 

sus propiedades ópticas. El capítulo III describe algunas técnicas establecidas para la 

caracterización de medios turbios mostrando sus limitantes. El capítulo IV Describe el 

refractómetro por reflexión difusa propuesto en esta tesis para medir el IR efectivo. El 

capítulo V muestra los resultados obtenidos. El capítulo VI discute algunas aplicaciones de 

la técnica propuesta para medir el IR efectivo, y finalmente, el capítulo VII muestra las 

conclusiones finales.
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II. ANTECEDENTES. PROPIEDADES ÓPTICAS DE MEDIOS 
INHOMOGÉNEOS 

Muchos fenómenos naturales que ocurren día con día en la naturaleza son producto del 

esparcimiento y absorción de la luz, y muchos de ellos los podemos percibir de manera 

visual debido a la interacción de la luz con nuestros ojos. Fenómenos como el azul del cielo 

o el rojo del atardecer, el contraste del color blanco de las nubes con el azul del cielo o el 

color verde del follaje de los árboles son manifestaciones de la interacción de la luz por 

fenómenos de esparcimiento y absorción.  

El estudio del esparcimiento de la luz tiene un enorme campo de aplicaciones. Bajo este 

contexto, este trabajo está limitado a sistemas coloidales con partículas esféricas o en 

promedio esféricas, las cuales nos permitirán entender el comportamiento de sistemas más 

complejos. A continuación se presentan algunos conceptos básicos para entender el 

desarrollo de este trabajo. 

 

II.1.Ideas generales sobre la absorción y el esparcimiento de luz 

El esparcimiento de las ondas electromagnéticas en un sistema está relacionado a la no 

homogeneidad de dicho sistema: heterogeneidad sobre la escala molecular o sobre la 

escala de agregados de muchas partículas. Independientemente del tipo de homogeneidad, 

el fundamento físico del esparcimiento es el mismo para todos los sistemas. La materia está 

compuesta por cargas eléctricas discretas: electrones y protones. Si un obstáculo, el cual 

puede ser un simple electrón, un átomo o molécula, una partícula sólida o líquida, es 

iluminado por una onda electromagnética, las cargas eléctricas en el obstáculo empiezan a 

oscilar debido al campo eléctrico de la onda incidente. Las cargas eléctricas aceleradas 

radian energía electromagnética en todas direcciones; a esta radiación secundaria se le 

llama radiación esparcida (utilizaremos la palabra esparcimiento como traducción de la 

palabra en inglés scattering) por el obstáculo: 

Esparcimiento = onda incidente + onda re-radiada 

En adición a la energía re-radiada, las cargas excitadas pueden transformar parte de la 

energía electromagnética incidente en otras formas de energía (energía térmica, por 
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ejemplo), en un proceso llamado absorción. El esparcimiento y la absorción no son 

procesos mutuamente independientes.  

El problema fundamental que siempre consideramos es el esparcimiento y la absorción de 

partículas aisladas, sin embargo, en ambientes reales usualmente nos confrontamos con 

colecciones de muchas partículas. Incluso en el laboratorio, donde es posible hacer 

experimentos con partículas aisladas, es más usual hacer mediciones sobre muchas 

partículas. 

Las partículas en una colección están electromagnéticamente acopladas: cada partícula es 

excitada por un campo externo y también por el campo esparcido resultante por todas las 

otras partículas; pero el campo esparcido por una partícula depende del campo total al cual 

es expuesto. Podemos simplificar considerablemente el análisis si asumimos esparcimiento 

simple: el número de partículas es suficientemente pequeño y su separación 

suficientemente grande tal que, en la vecindad de alguna partícula, el campo total esparcido 

por todas las partículas es pequeño comparado con el campo externo. Con esta suposición, 

el campo total esparcido es solo la suma de los campos esparcidos por las partículas 

individuales, donde cada una actúa por sobre el campo externo en forma aislada de las 

otras partículas. En experimentos de laboratorio, es posible preparar suspensiones diluidas 

de tamaño suficientemente pequeño para asegurar esparcimiento simple pero, como 

veremos en el desarrollo de este trabajo, es difícil establecer los límites de esta condición 

Vamos a asumir, en suma al esparcimiento simple, que las partículas son muchas y su 

separación es aleatoria, lo cual implica esparcimiento incoherente, esto es, no hay relación 

sistemática entre las fases de las ondas esparcidas por las partículas individuales; así, la 

irradiancia total esparcida por la colección es solo la suma de la irradiancia esparcida por 

las partículas de forma individual (ver por ejemplo la pág. 9 de la referencia [13]).  

Como muchos autores lo describen [13], [19], [20], existen dos clases generales de 

problemas en la teoría de interacción de la luz con las partículas: 

El problema directo. Dada una partícula de forma, tamaño y composición específica, la cual 

es iluminada por un haz de irradiancia, polarización y frecuencia específicas, determinar el 

campo en todo punto.    

El problema inverso. Por un análisis adecuado del campo esparcido, describir la partícula 

o partículas que son responsables del esparcimiento.  
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El problema que es de interés más frecuentemente es el problema inverso. Para resolver 

el problema inverso es necesario poder resolver el problema directo. En investigaciones de 

laboratorio, las técnicas de esparcimiento de luz son a menudo usadas para determinar el 

tamaño de las partículas de forma conocida así como su composición. Para entender las 

dificultades del problema inverso, consideremos que la información necesaria para 

especificar una única partícula es 1) el vector de amplitud y fase del campo esparcido en 

todas direcciones y 2) el campo dentro de la partícula (pág. 10 de [13], [20]). El campo 

dentro de la partícula usualmente no es accesible a la medición directa, aunque bajo ciertas 

condiciones, este campo puede ser aproximado por el campo incidente. Incluso en este 

caso especial, la amplitud y la fase del campo esparcido son requeridas; aunque esto no es 

imposible en principio, es raramente alcanzado en la práctica. Las mediciones usualmente 

disponibles para el análisis son la irradiancia y la fluencia de la luz esparcida dentro de un 

conjunto de direcciones. Estamos por lo tanto siempre en la cara con la tarea de tratar de 

describir una partícula (o peor aún, una colección de partículas) con menos que el conjunto 

teórico ideal de datos en la mano [19]. Pero esto no es necesariamente motivo de 

desesperación e intriga. A menudo, es posible obtener información suplementaria sobre las 

partículas, algunas de las cuales son obtenidas por otros medios diferentes a las técnicas 

de esparcimiento de luz, y son suficientes para ayudar en la descripción y resolución del 

problema. Así, no deberíamos de descartar la más pequeña información disponible o que 

pudiese llegar a estar disponible.  

 

II.2.Sección transversal y amplitud de esparcimiento 

Cuando una partícula es iluminada por un haz de luz de características específicas, la 

cantidad y distribución angular de la luz esparcida por la partícula, así como también la luz 

absorbida, depende de manera específica de la naturaleza de la partícula, esto es, su forma, 

tamaño así como del material con el cual está compuesta, además del material en el cual 

este inmerso. Esto representa una cantidad infinita de distintas posibilidades. Sin embargo, 

existen características comunes al fenómeno de esparcimiento y absorción por las 

partículas. 

Cuando un objeto es iluminado por una onda, una parte de la potencia incidente es 

esparcida y otra parte es absorbida por el objeto. Las características de esos dos 

fenómenos, esparcimiento y absorción, puede ser expresado más convenientemente por 

asumir una onda plana incidente. Consideremos una onda plana electromagnética 
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linealmente polarizada propagándose en un medio con constante dieléctrica 0  y 

permeabilidad magnética 0  con el campo eléctrico dado por 

    ˆ ˆ ˆexpi i iik E r e a r   (4)  

La amplitud iE se elige para ser 1 volt/metro, k  es el número de onda,   es la longitud de 

onda en el medio, ˆ ia  es un vector unitario en la dirección de la propagación de la onda, y 

ˆ ie  es un vector unitario en la dirección de su polarización. 

El objeto puede ser una partícula dieléctrica tal como una gota de lluvia o una partícula de 

hielo, o un cuerpo conductor tal como un avión. El campo total E a una distancia R  de un 

punto de referencia del objeto, en la dirección del vector unitario ô , consiste del campo 

eléctrico incidente iE  y el campo esparcido por la partícula sE  (Figura 4). Dentro de una 

distancia 2R D   (donde D es típicamente el diámetro del objeto), el campo sE es muy 

complicado por las variaciones de amplitud y fase debido a la interferencia entre las 

contribuciones de diferentes partes del objeto, y el punto de observación r  se dice que está 

en el campo cercano del objeto. Cuando 2R D  , sin embargo, el campo esparcido sE  

se comporta como una onda esférica y está dada por: 

    
2

ˆ ˆ,         para     
ikR

s i
e Df R

R 



 E r o a   (5) 

 ˆ ˆ, if o a  representa la amplitud, fase y polarización de la onda esparcida en el campo 

lejano en la dirección ô  cuando el objeto es iluminado con una onda plana propagándose 

en la dirección ˆ ia , con una amplitud unitaria y se le denomina amplitud de esparcimiento. 
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Figura 4. Consideremos una onda plana  iE r  incide sobre un objeto y el campo esparcido 

 sE r  es observado en una dirección ô  a una distancia R . 

Consideremos la densidad del flujo de potencia esparcido sS  a una distancia R  desde el 

objeto en la dirección ô  causado por una densidad de flujo de potencia .iS  Definimos la 

sección transversal de esparcimiento diferencial como sigue: 

      
2

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, lim , , ,
4

s t
d i i iR

i

R S
f p

S





  o a o a o a   (6) 

donde iS  y sS  son las magnitudes de los vectores de la densidad de flujo de potencia 

incidente y esparcida, 

    
2 2

* *

0 0

1 1ˆ ˆ,                          
2 2 2 2

i s
i i i i s s s

E E
S S

 
     E H a E H o   (7) 

donde  
1

2
0 0 0    es la impedancia característica del medio. d  tiene dimensiones de 

área/ángulo-sólido. Esto puede definirse físicamente como: supongamos que la densidad 

del flujo de potencia observado en la dirección ô  se extiende uniformemente sobre un 

estereorradián de ángulo sólido alrededor de ô . Entonces la sección transversal de un 

objeto que causaría solo esta cantidad de esparcimiento debería de ser d , por lo que d

varía con ô . La cantidad adimensional  ˆ ˆ, ip o a  se llama la función de fase y se usa 

comúnmente en la teoría de transferencia radiativa. t  es la sección transversal total que 

se definirá más adelante. 
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Consideremos la potencia total esparcida observada a todos los ángulos alrededor del 

objeto. La sección transversal de un objeto que produce esta cantidad de esparcimiento es 

llamada la sección transversal de esparcimiento s , y está dada por: 

    
4 4 4

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
4

t
s d i id f d p d

  


    


    o a o a   (8) 

donde d  es un elemento de ángulo sólido diferencial.  Alternativamente, también se suele 

representar como: 

 
0

*1Re
2 ,

s sS

s
i

da

S


 
  

 

 E H

  (9) 

Donde 0S  es una superficie arbitraria que encierra al objeto (Figura 5) y da  es una 

representación vectorial del área superficial dirigida hacia afuera.  

 

Figura 5. Área 0S   rodeando el objeto 

Ahora consideremos la potencia total absorbida por el objeto. La sección transversal de un 

objeto que debería corresponder a esta potencia es llamada a , la sección transversal de 

absorción. Se puede expresar en términos del flujo de potencia total entrando al objeto 

como: 

 
0

*1Re
2S

a
i

da

S


 
  

 

 E H

  (10) 
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Donde i s E E E  y  i s H H H  son los campos totales. Finalmente, la suma de las 

secciones transversales de esparcimiento y absorción se llama sección transversal total t  

o la sección transversal de extinción: 

 .t s a      (11) 

La relación 0W  de la sección transversal de esparcimiento a la sección transversal total es 

llamada el albedo del objeto y está dada por: 

    
2

0 4 4

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ, , .
4

s
i i

t t

W f d p d
 


 

  
   o a o a   (12) 

Las secciones transversales son también normalizadas por las secciones transversales 

geométricas g   y son llamadas la eficiencia de absorción aQ , la eficiencia de 

esparcimiento sQ  y la eficiencia de extinción eQ , 

 ,            ,           .a s e
a s e

g g g

Q Q Q
  

  
     (13) 

 

II.3.Matriz de esparcimiento 

La solución exacta del esparcimiento de una onda plana electromagnética por una esfera 

dieléctrica homogénea e isotrópica, de tamaño arbitrario usualmente es referido como la 

teoría de Mie [13], [19].  En general, la amplitud de esparcimiento  ˆ ˆ, if o a  la definimos 

como  

    ˆ,
ikR

s
ef

R



E r o i   (14) 

para una onda incidente polarizada linealmente dada por  

    ˆ ˆ ˆ .ik
i i i i i ie E E

 
  

i rE r e e e   (15) 

Para generalizar la descripción de la onda electromagnética esparcida para incluir ondas 

con cualquier polarización, parcialmente polarizadas o no polarizadas, es conveniente elegir 

el siguiente sistema de coordenadas: elegimos el eje z en la dirección de la onda incidente, 

y el plano yz como el plano de esparcimiento, el cual se define como el plano que incluye 
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la dirección de la onda incidente i  y la dirección de observación ô  (ver la Figura 6). La onda 

incidente tiene dos componentes, ˆ i
e  y ˆ ie  en la dirección perpendicular y paralela, 

respectivamente, al plano de esparcimiento. La onda esparcida en la dirección ô  tiene dos 

componentes, ˆ s
e y ˆ se  perpendicular y paralela, y por lo tanto podemos escribir [21], 

 
11 12

21 22

ikr
s i

s i

E Ef fe
E Ef fR
      

     
     

   (16) 

iE  y iE


 son evaluados en el origen 0x y z   , y sE  y sE


están a la distancia R  del 

origen. 11 12 21,  ,  f f f  y 22f son funciones de   y  , y están relacionados a las funciones de 

esparcimiento 1 2 3,  ,  S S S  y 4S usadas por van de Hulst y en la solución de Mie para una 

esfera: 

 11 1 12 4 21 3 22 2
1 1 1 1

,   ,   ,   .   f S f S f S f S
ik ik ik ik

       
              
       

  (17) 

Debido a la linealidad de las condiciones a la frontera la amplitud del campo esparcido es 

una función lineal de la amplitud del campo incidente. La relación entre el campo incidente 

y el campo esparcido es convenientemente escrito en forma matricial   

 
2 3

4 1

,
ikr

s i

s i

E ES Se
E ES SikR 

     
      

      
  (18) 

Los elementos de la matriz de amplitud de esparcimiento dependen, en general, de  , el 

ángulo de esparcimiento, y del ángulo azimutal  . Si la partícula es esféricamente 

simétrica, 3 4 0S S   y por lo tanto la matriz contiene solo dos elementos. 

 
2

1

0
,

0

ikr
s i

s i

E ESe
E ESikR 

     
      

      
  (19) 

En la dirección de incidencia (“forward direction”) 0,   tenemos: 

      2 10 0 0S S S          (20) 

Donde nos referimos a  0S   como la amplitud de esparcimiento en la dirección de 

incidencia.  
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Figura 6. Esparcimiento por una partícula esférica 

 

II.4.Teoría de Transferencia Radiativa 

II.4.1.Introducción 

La interacción de la luz con medios no homogéneos es un problema cotidiano que se ha 

estudiado desde hace muchos años. Desde un punto de vista teórico, el problema se ha 

abordado desde dos puntos de vista diferentes: los métodos rigurosos y los métodos 

heurísticos. 

Los métodos rigurosos o analíticos parten o se basan de las ecuaciones de Maxwell. En 

ellas se introducen las propiedades ópticas y estadísticas de los medios y se obtienen 

expresiones para cantidades estadísticas como el promedio, la varianza o funciones de 
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correlación. El procedimiento puede considerarse riguroso ya que, en principio, los efectos 

de esparcimiento, absorción, difracción e interferencia pueden ser incluidos. Sin embargo, 

es difícil avanzar en esta línea, ya que en algún momento se tiene que recurrir a 

aproximaciones. Esto restringe la validez de los resultados a un rango específico de 

parámetros. 

Por otro lado, la Teoría de Transporte o Teoría de Transferencia Radiativa, no empieza con 

la ecuación de onda. En ésta se hacen consideraciones sobre el transporte de energía en 

un medio con heterogeneidades. Se trata de una teoría heurística en la que se desprecian 

los efectos de interferencia entre las ondas esparcidas. La justificación de esto se basa en 

la idea de que al promediar sobre configuraciones, o sobre longitudes de onda, los efectos 

de interferencia desaparecen, de manera que podemos considerar sumas de intensidad en 

lugar de suma de amplitudes de campo esparcido. 

La teoría de transferencia radiativa fue iniciada por Schuster en 1905 al estudiar la física de 

las atmosferas estelares, interesado en estudiar la transferencia radiativa en atmosferas 

con niebla, definidas por tener una cantidad significativa de esparcimiento de luz [22], [23]. 

La ecuación integro-diferencial básica se conoce como la ecuación de transferencia 

radiativa y la forma más conocida fue establecida por Chandrasekhar [23]. Se ha 

implementado con éxito en una gran diversidad de problemas, tales como el estudio de 

visibilidad atmosférica, iluminación en medios acuáticos y biológicos, en óptica de papeles 

y pinturas, y en el intercambio de energía radiativa en la atmosfera de planetas, estrellas y 

galaxias. 

 

II.4.2.Irradiancia y Razón de Fluencia  

La potencia óptica se define como la energía por unidad de tiempo. La unidad de energía 

es el Joule (J) y la potencia tiene unidades de Joule por segundo o Watts (W). También 

existen otras cantidades normalizadas por unidades de área. Usualmente se escriben 

cantidades expresadas en 2W m  sin especificar si el área es plana o curva y cuál es su 

orientación.  

Generalmente los sistemas de medición ópticos se calibran usando luz con una dirección 

específica. Sin embargo, frecuentemente la luz ambiente que reciben muchos sistemas 

ópticos no tienen una dirección específica, es decir, no reciben luz colimada.  
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Es por ello que debemos considerar que los detectores que utilizamos suelen tener una 

superficie plana de detección y creemos que siempre los alineamos a la fuente de medición, 

sin embargo, consideremos también que existen muchos sistemas donde el esparcimiento 

de la luz hace necesario poder medir en todas direcciones, haciéndolos insensibles al 

ángulo de incidencia de la luz que se desea medir. De esta forma es posible definir las 

siguientes cantidades:  

Irradiancia. Es la potencia incidente en una superficie plana de área unitaria. 

Razón de fluencia energética (razón de fluencia). Es la potencia incidente sobre una esfera 

de sección transversal unitaria. El termino fluencia fue definido por Rupert (1974) [24], [25]. 

Las Figura 7a y 7b ilustran el concepto de irradiancia y fluencia en diferentes situaciones. 

                                

Figura 7. Los conceptos de irradiancia y razón de fluencia con iluminación direccional. En el caso de 
incidencia normal la irradiancia y la fluencia son iguales. Para incidencia oblicua el sensor de 
irradiancia recibe solamente una fracción de lo que percibe el detector de la razón de fluencia. 

En la Figura 7a se tiene luz colimada incidiendo perpendicularmente al plano del detector 

de irradiancia. En este caso la superficie unitaria y la esfera de sección transversal de área 

unitaria interceptaran el haz de luz de forma equivalente y la irradiancia será la misma que 

la razón de fluencia. 

En la Figura 7b se muestra el caso cuando se incide luz colimada que hace un ángulo 

con respecto a la normal al plano del detector de irradiancia. En este caso la luz interceptada 

por la superficie plana de área unitaria es menor que la interceptada por la esfera de sección 

transversal unitaria.  La irradiancia y razón de fluencia diferirán por un factor cos . Debido 

a que cos es menor que la unidad, en este caso la irradiancia será menor que la razón 

de fluencia. 

a) b) 
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Figura 8. En el caso de iluminación difusa por la parte superior la razón de la fluencia será el doble de la 
irradiancia. Si iluminamos de manera difusa en todas direcciones el detector de irradiancia recibirá solamente 
luz de la parte superior. En este caso la razón de fluencia es cuatro veces la irradiancia. 

                     

En la Figura 8a se ilustra el caso de luz difusa incidiendo por el hemisferio superior en la 

parte superior. En este caso la irradiancia será la mitad de la fluencia. Finalmente en la 

Figura 8b mostramos el caso de luz difusa incidiendo de manera isotrópica. La esfera es 

iluminada en todas direcciones pero la superficie plana solo recibe luz del hemisferio 

superior. En este caso la irradiancia es un cuarto de la razón de fluencia. Es posible ver 

esto recordando que el área de un círculo es un cuarto del área de la esfera con el mismo 

radio. 

 

Figura 9. Definición de Irradiancia. 

También tenemos que considerar la potencia de luz emitida que se distribuye en diferentes 

direcciones, de manera que también es interesante especificar la potencia de emisión por 

estereorradián. Esta cantidad es llamada la intensidad radiativa en esa dirección y se mide 

en 1W sr
 . La intensidad radiativa por unidad de área en un plano perpendicular a la 

dirección de propagación de la luz es llamada radiancia y su unidad es 1 2W sr m 
 . La 

radiancia (que la denotaremos por I , ver Figura 9) es la potencia radiante P  que es emitida 

a) b) 
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por un elemento de área diferencial dS  en un ángulo sólido d , que está centrado en una 

dirección especificada por un ángulo    (ángulo entre la normal a dS  y la dirección de 

observación). La cantidad de potencia dP  fluyendo a través del área dS  dentro del ángulo 

sólido d  en una dirección específica cos en un intervalo de frecuencia d  está dada 

por: 

 cosdP I dSd d     (21) 

Si integramos la radiancia sobre todas las direcciones ( 4  radianes), obtenemos la razón 

de fluencia. 

 

II.4.3.Propiedades ópticas de medios inhomogéneos 

Consideremos la interacción de la luz con un medio no homogéneo compuesto por 

partículas separadas entre sí una distancia suficientemente grande para tener 

esparcimiento independiente, que van de Hulst [21] establece a más de tres veces el radio 

de la partícula. 

Supongamos que tenemos iluminación direccional colimada con una irradiancia 0 .I  Si 

consideramos procesos lineales de absorción, la potencia absorbida por partícula será 

proporcional a la irradiancia incidente. Es decir 

 0a aP I   (22) 

donde a  es el coeficiente de proporcionalidad entre la potencia y la irradiancia. Las 

unidades son de área, por lo que también se le nombra como sección transversal de 

absorción. De manera similar la potencia esparcida por partícula se puede escribir como 

 0s sP I   (23) 

donde s  es la sección transversal de esparcimiento. La suma de las secciones 

transversales de absorción y esparcimiento se denomina como la sección transversal de 

extinción por partícula. 

 ext s a      (24) 

Consideremos un haz de irradiancia I  y sección transversal b , que incide sobre una 

rebanada de un medio no homogéneo de espesor z . Por simplicidad supondremos que 



 

26  

el haz tiene irradiancia uniforme dentro de su sección transversal. El volumen del medio 

iluminado es V  y contiene N V  partículas, donde   es la densidad volumétrica. 

Suponiendo que la densidad de partículas es demasiado baja para que no haya efectos de 

esparcimiento múltiple, cada partícula absorbe una potencia 0a I  y esparce una potencia 

0s I , por lo que la potencia que pierde el haz al atravesar la rebanada es 

 

0

0

0 .

ext ext

ext

ext

P N I
zP

dzP









 



  (25) 

Dividiendo entre la sección transversal del volumen considerado encontramos la reducción 

de irradiancia del haz al pasar a través del medio 

 0.extI zI     (26) 

Definimos t ext    llamándolo coeficiente total de extinción y tiene unidades de longitud-

1. Podemos escribir la siguiente ecuación diferencial 

 .tdI Idz    (27) 

t  representa una propiedad del medio que, a través de la relación t ext  , podemos 

relacionar con las propiedades de las inhomogeneidades.  

Podemos escribir el coeficiente de extinción en términos de las propiedades de absorción 

y esparcimiento de las partículas 

 

t ext

s a

s a

 

 

 



 

 

  (28) 

donde los coeficientes de absorción y esparcimiento se denotan por ,a s   

respectivamente. Suponiendo que tenemos partículas idénticas y que las propiedades 

estadísticas del medio son independientes de la posición, estas cantidades representan la 

probabilidad de la luz sea absorbida o esparcida por unidad de longitud y que se pueden 

escribir en términos de las propiedades de las partículas como 

                                           a a s s       (29) 
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II.4.4.La aproximación de difusión 

La propagación de luz a través de medios inhomogéneos puede ser modelada con la 

ecuación de transporte [20], 

            
4

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , ' ' , , .t sI s t s I s t I s t I s t f s s d S s t
c t 

 


     
 r r r r r   (30) 

Donde I  es la intensidad especifica o radiancia en la posición r , esto es la energía,  

emitiéndose en la dirección ŝ  al tiempo t , por unidad de ángulo sólido, por unidad de tiempo 

y por unidad de área normal a la dirección ŝ ; c  es la velocidad de la luz en el medio difusivo, 

 ˆ ˆ, 'f s s  representa la función de fase, que es una función de densidad de probabilidad que 

describe los cambios en la dirección de la luz entre ˆ 's  y ŝ , y  ˆ, ,S s tr  siendo la distribución 

de fuentes. 

El lado izquierdo de la ecuación de transporte representa la tasa del cambio temporal de la 

radiancia. En el lado derecho, el primer término describe el decremento del flujo a lo largo 

de ˆ 's , el segundo término la absorción dentro del elemento de volumen o el esparcimiento 

fuera de la dirección ŝ , el tercer y cuarto términos representan el incremento en la radiancia 

por esparcimiento en la dirección ŝ , de cualquier otra dirección ˆ 's  o de la introducción de 

fotones por fuentes. La ecuación de transporte es una descripción heurística del transporte 

de luz, que trata a los fotones como partículas sometidas a colisiones elásticas aleatorias o 

eventos de absorción. Los efectos de coherencia y polarización son ignorados en esta 

representación de la ecuación de transporte. 

Es muy complicado obtener soluciones analíticas para esta ecuación integro-diferencial 

excepto para geometrías y fuentes con distribuciones sencillas, como medios infinitos 

plano, donde se han desarrollado estrategias para obtener soluciones aproximadas. 

Uno de los métodos más comunes es la secuencia de aproximaciones que desemboca en 

la llamada aproximación nP . La descripción de esta aproximación está basada en el 

desarrollo presentado por Hull [26] y parcialmente en las de Ishimaru [20], Case y Zweifel 

[27], y Boas [28]. 
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II.4.5.La aproximación 1P    

En la aproximación 1P , la radiancia, el término de la fuente, y la función de fase, pueden ser 

escritos como la suma de un término isotrópico y un término anisótropico lineal: 

 

     

     0 1

1 3ˆ ˆ, , , , ,
4 4
1 3ˆ ˆ, , , , ,

4 4

I s t t t s

S s t S t S t s

 

 

   

  

r r j r

r r r
  (31) 

y 

   1
1 3ˆ ˆ ˆ ˆ' '.

4 4
f s s g s s

 
      (32) 

donde  

    
4

ˆ, , , d ,t L s t


  r r   (33) 

es la irradiancia esférica (o tasa de fluencia) y 

    
4

ˆ ˆ, , , d ,t L s t s


 j r r   (34) 

es el vector de densidad de flujo radiante. En estas expresiones, 0S  y 1S  están relacionados 

con los momentos monopolar y dipolar de la fuente. 

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la ecuación de transferencia radiativa, e 

integrando sobre todos los ángulos sólidos, encontramos una ecuación diferencial que 

involucra a   y a :j  

        0
1

, , , , .at t t S t
c t



     


r r j r r   (35) 

Encontramos una segunda ecuación multiplicando la ecuación (35) por ŝ  e integrando 

sobre todos los ángulos: 

          1
1 1

, , , , .
3s at t t S t

c t
 


     


j r j r Φ r r   (36) 

Tomando la divergencia de (36), estas ecuaciones pueden ser desacopladas, con lo que se 

encuentra una ecuación individual para  : 
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   
     

   

2
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0
0 1

, , ,3 1, ,
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a a

t t tDD t c t
t c t c t

SDcS t D S t
c t

 
    

         
   


   



r r r
r r

r r

  (37) 

Donde 
 3 a s

cD
 




 se conoce como el coeficiente de difusión y  1s s g     como el 

coeficiente de esparcimiento reducido. La ecuación (37) constituye la aproximación 1P  a la 

ecuación de transferencia radiativa. La ecuación para la difusión de luz dependiente del 

tiempo se obtiene cuando los dos últimos términos del lado izquierdo de la ecuación (37) 

son despreciados. La validez de esta suposición se discute en [26]. Así, la ecuación de la 

aproximación 1P   se expresa como: 

          2
0 1, , , , 3 ,aD t c t t cS t D S t

t



          


r r r r r   (38) 

Asumiendo una fuente isotrópica, las componentes en estado estable de la ecuación (38) 

produce la ecuación de difusión  

      2
0aD S     r r r   (39) 

La función de Green de la ecuación de difusión asumiendo un medio infinito homogéneo 

está dado por [29] 

  
1

exp
4

attr r
rD D





 
    

 

  (40) 

donde att  es el coeficiente de atenuación y está dado por '3att a s   . 

 

II.4.6.Coeficiente de esparcimiento reducido s   

En la aproximación 1P  el coeficiente de esparcimiento reducido siempre aparece 

multiplicado por un factor  1 g . Este producto es llamado el coeficiente de esparcimiento 

reducido. El hecho de que s  entre en la aproximación 1P  de esta manera indica que, en 

situaciones donde la aproximación 1P es válida (fronteras lejanas y fuentes isotrópicas), el 
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esparcimiento anisótropico puede ser modelado como esparcimiento isotrópico, pero con 

un coeficiente de esparcimiento reducido por un factor  1 g . De esta forma, cuando se 

trabaja con medios en los que domina el esparcimiento múltiple es costumbre describir sus 

propiedades ópticas en términos de sus propiedades ópticas reducidas, definidas por: 

 

 1
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s s

e s a

s

s a
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  


 

 

  (41) 

donde e  es el coeficiente de extinción total reducido y a   es el albedo reducido. Otras 

cantidades de interés son el camino libre medio 1 sl   y el camino libre medio de 

transporte * 1 .sl   

 

II.4.7.Teoría de Kubelka-Munk 

La teoría de Kubelka Munk es una aproximación de dos flujos a la teoría general de 

transferencia radiativa describiendo la propagación a través de un medio que absorbe, 

emite y esparce luz. Esta asume que la luz se propaga en solo dos direcciones opuestas, 

con las variaciones del flujo en algún punto del medio siendo proporcionalmente lineales a 

los dos flujos opuestos locales. Las constantes de proporcionalidad, K  y S , se estiman 

dependiendo de las propiedades de esparcimiento y absorción del medio. Debido a su 

simplicidad –y por tanto su utilidad- la teoría ha sido el modelo teórico aplicado más 

ampliamente usado en el estudio de la propagación de luz en medios turbios desde su 

introducción en 1931 [30], [31]. Mientras que este modelo disfruta de gran éxito en un amplio 

rango de aplicaciones científicas e industriales, existen deficiencias que limitan su 

aplicabilidad a sistemas específicos con medios que contienen componentes absorbentes 

[31]. 

La teoría original de Kubelka Munk (KM) fue desarrollada para la propagación de luz en 

capas de colorantes paralelas, de extensión infinita en el plano XY [30], [32], [33]. Las 

suposiciones fundamentales de la teoría de KM fueron que las capas fueran homogéneas 

y que la distribución de la luz dentro de la capa fuera completamente difusa. De esas 

suposiciones, la propagación de la luz en la capa era simplemente representado por dos 

flujos de luz difusa a través de la capa, uno entrando al medio y el otro de manera 
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simultánea saliendo de él. Después de la introducción en los años 30’s la teoría de KM fue 

extendida removiendo algunas de las suposiciones originales. Entre otras, una corrección 

para la reflexión en la frontera en la interface entre dos medios adyacentes la cual fue 

introducida por Saunderson [15], [34], [35] las cuales son llamadas las correcciones de 

Saunderson. 

Inicialmente formulada en 1931, en este modelo se considera una película de material h , 

la cual es iluminada con radiación difusa semi-isotrópica no polarizada, de modo que dentro 

del material se dan dos flujos de radiación difusa: uno propagándose hacia adelante 

respecto a la dirección de incidencia normal y el otro propagándose en sentido contrario 

(ver Figura 10). Estos flujos surgen de múltiples procesos de dispersión de la radiación 

incidente sobre los esparcidores de la materia [30], [32], [36]. La intensidad de la radiación 

difusa propagándose en uno u otro sentido decae debido a que se dispersa parcialmente 

en sentido contrario correspondiente, y a ser absorbida. Este grado de decaimiento es 

determinado por los coeficientes efectivos de dispersión S , y de absorción K . La 

intensidad de la radiación difusa que se propaga en uno u otro sentido también se 

incrementa, debido a que es dispersada parcialmente en el mismo sentido que la radiación 

difusa que viaja en sentido opuesto. Este efecto es determinado por el coeficiente efectivo 

de dispersión S . Ambos coeficientes efectivos, definidos positivos y con dimensiones 

inversas de longitud, se suponen independientes de las coordenadas espaciales. Los 

coeficientes S  y K , denominados coeficientes de Kubelka-Munk, son característicos de 

cada material y podemos pensar en ellos como coeficientes efectivos que determinan el 

grado de dispersión y absorción por unidad de longitud, de la intensidad de radiación difusa 

propagándose por el material no homogéneo.  

 

Figura 10. Flujo positivo F+ y negativo F-. K y S representan la atenuación y el coeficiente de esparcimiento, 
respectivamente 
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El modelo de KM supone que la intensidad de radiación difusa es isotrópica, esto es, 

 ,F z 


 se supone independiente de  , donde cos   con   como la coordenada 

polar mediante la cual se especifica la dependencia angular de la radiación difusa, respecto 

a la normal a la interface iluminada, y z  la profundidad física a través del material a partir 

de la interface iluminada. Definimos a T z   como la distancia óptica donde la densidad 

en número    es el número de partículas por unidad de volumen, T  es la sección 

transversal total de una sola partícula. El punto de partida del modelo de KM lo constituyen, 

para una longitud de onda dada de la luz incidente, las siguientes ecuaciones diferenciales 

acopladas [32], [33], [35], [37]: 
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  (42) 

donde la profundidad a la que penetra la luz comienza de la superficie del sustrato 0z   a 

través del medio material. F


  F


 corresponde a la intensidad de la radiación difusa 

propagándose hacia adelante [atrás]. A partir de la interface iluminada del material, F


 

disminuye debido a los procesos de esparcimiento múltiple y absorción, en tanto que 

aumenta debido a contribuciones a partir de la radiación difusa que, propagándose hacia 

atrás, es múltiplemente esparcida hacia adelante. En el sistema de ecuaciones lineales se 

supone que el grado de decaimiento de F


 es idéntico al grado de decaimiento de F


 en 

ambos casos debido al esparcimiento múltiple y la absorción. También se supone que el 

grado de amplificación de F


 debido al fenómeno de esparcimiento múltiple de la radiación 

difusa propagándose hacia atrás  F


, es igual al grado de intensificación de F


 debido al 

esparcimiento múltiple de la radiación difusa propagándose hacia adelante  F


. Estas 

suposiciones a priori establecen lo que se denomina la condición de simetría. Siguiendo la 

derivación de KM [32], podemos resolver el sistema de ecuaciones acopladas. La solución 

a la ecuación (42) la podemos expresar como 
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  (43) 

Con 
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    
     (44) 

Si suponemos un semi-espacio de un medio inhomogéneo uniforme y sin reflexión de 

superficie sobre el que incide un flujo iF  se tienen las condiciones siguientes 

 
 

   

0 ,iF F
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  (45) 

De la segunda condición se tiene que necesariamente 1 0c   y de la primera se obtiene 

 z
iF F e 


   (46) 

Indicando que para un semi-espacio infinito el flujo que penetra en el medio tiene una 

dependencia decayente de forma exponencial conforme ingresa al medio.  

 

II.5.Teorías de Medio Efectivo 

Cuando la luz es transmitida a través de un medio turbio (coloide), el esparcimiento de la 

luz de cada partícula localizada aleatoriamente da origen a un campo de propagación que 

puede ser dividido en un componente promedio y una fluctuante. La componente promedio 

es usualmente llamada la componente coherente de la luz y la fluctuante es referida como 

la componente difusa de la luz. Si el tamaño de la partícula es muy pequeña comparada 

con la longitud de onda de la radiación incidente, la componente difusa transporta una 

pequeña cantidad de potencia y así la descripción de la propagación de la luz puede ser 

descrita únicamente en términos de la componente coherente. Sin embargo, si el tamaño 

de las partículas no es pequeño comparada con la longitud de onda de la radiación 

incidente, la potencia llevada por la componente difusa llega a ser importante, dando origen 

a una apariencia turbia del sistema. 

Históricamente, el problema de la propagación de ondas en partículas localizadas 

aleatoriamente ha sido investigado desde dos puntos de vista. Uno es de las teorías 

analíticas y el otro es de la Teoría de trasferencia radiativa ya mencionada. 

Las teorías analíticas en las que se incluyen las teorías de single scattering y multiple 

scattering (la segunda una generalización de la primera) comienzan con una ecuación de 

onda, se obtiene la solución para el esparcimiento con una sola partícula (single scattering), 

se introducen los efectos de interacción con muchas partículas (multiple scattering), y 
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entonces se consideran los promedios estadísticos o configuracionales. En la teoría 

analítica, se empieza con una ecuación diferencial básica a partir de las ecuaciones de 

Maxwell o de la ecuación de onda, se introducen las características de absorción y 

esparcimiento de las partículas y se obtiene una apropiada ecuación diferencial o integral. 

Este camino es riguroso física y matemáticamente en el sentido que en principio todos los 

efectos de esparcimiento, absorción, difracción e interferencia pueden ser incluidos. Sin 

embargo, en la práctica, es imposible obtener una formulación que incluya completamente 

todos los efectos mencionados y varias teorías las cuales produzcan útiles soluciones son 

todas aproximadas, cada una siendo útil en un rango especifico de parámetros. 

En general, cuando una onda plana con un vector de onda k  excita un sistema coloidal, el 

resultado es una onda plana que se propaga a través del coloide con un vector de onda 

diferente [38] comúnmente llamado vector de onda efectivo effk  producto de la 

superposición de los campos esparcidos por cada partícula localizada al azar. La magnitud 

de dicho vector de onda efectivo depende de la forma, tamaño, índice de refracción y 

densidad de partículas en el coloide. Dependiendo de la magnitud del parámetro de tamaño 

x , definido como 0x k a , donde 0 2k    es la magnitud del vector de onda en la matriz 

y a  es el tamaño de las partículas o inclusiones, el análisis de la propagación de la luz a 

través del coloide se considera en dos casos extremos: (i) cuando las partículas son 

pequeñas en comparación a  0 1x  y (ii) cuando las inclusiones son comparables o 

más grandes que  0 1x  . Así, en el caso de partículas pequeñas se ha encontrado que 

el vector de onda efectiva effk  existe y se han establecido las Teorías de Medio Efectivo, 

TME. En estas teorías la idea es reemplazar un sistema coloidal por un sistema homogéneo 

ficticio, pero conservando las mismas propiedades electromagnéticas promedio. Este 

sistema ficticio es llamado medio efectivo y es caracterizado por un conjunto de 

propiedades efectivas las cuales describen la propagación de la componente coherente a 

través del coloide. En el caso de partículas muy pequeñas la energía que transporta la 

componente difusa es mucho menor que la componente coherente, de modo que es posible 

despreciarla. Éste es justo el caso cuando se utiliza la electrodinámica continua para 

describir el comportamiento de medios homogéneos, pues se puede considerar que los 

átomos o moléculas son las partículas inmersas en una matriz (vacío) en donde la 

componente difusa es despreciada completamente. Cuando el tamaño de partículas es 

grande comparado a  0 1x   se han hecho esfuerzos por extender la validez de las TME, 
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las cuales son denominadas Teorías de Medio Efectivo Extendidas (TMEE) (para una 

perspectiva más detallada de las teorías TME y TMEE leer la introducción de las referencias 

[38], [39]. Mientras que en el caso de partículas pequeñas es suficiente considerar el campo 

radiado en la aproximación dipolar, en el caso de partículas grandes el patrón de radiación 

de los campos electromagnéticos incluye términos de mayor orden en una expansión 

multipolar. En las TMEE el concepto de medio efectivo está asociado únicamente solo a la 

parte coherente o promedio de los campos, y la energía transportada por la componente 

difusa solo aparece en el balance de energía como una contribución a la parte imaginaria 

de las funciones de respuesta efectiva. Se debe enfatizar que en ambas teorías en general 

se tienen funciones de respuesta complejas, en las cuales la parte imaginaria toma en 

cuenta la energía absorbida pero también la energía esparcida en todas direcciones 

conformando el campo difuso a diferencia de la electrodinámica continua macroscópica en 

donde la parte imaginaria es proporcional únicamente a la absorción de la energía por el 

sistema. 

 

II.5.1.Modelo de van de Hulst  

El primer intento para dar una formula del índice de refracción efectivo effn  de un coloide 

turbio, compuesto por esferas idénticas de radio a  localizadas aleatoriamente en el vacío, 

fue dado por van de Hulst como [21]: 
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  (47) 

donde 0 mx k n a  y  0S  es la amplitud de esparcimiento en la dirección de incidencia, f  

es la fracción de llenado y mn  es el índice de refracción del medio en el que se encuentran 

inmersas las partículas. Aquí 0 02k    es el número de onda de la radiación incidente y 

0  es la longitud de onda de la radiación incidente. Note que  0S  es una cantidad 

compleja, así que incluso en la ausencia de absorción  effn  puede tener una parte imaginaria 

debido al esparcimiento de luz. 
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II.5.2.Modelo de Keller  

Muchos investigadores se han dedicado en explicar la extinción de la luz en sistemas con 

partículas. Sin embargo, en la mayoría de los estudios sobre el esparcimiento de luz, los 

autores en la literatura científica dan la impresión de que la eficiencia de esparcimiento de 

las partículas se reduce conforme la fracción de volumen de las partículas se incrementa. 

Por ejemplo, un modelo común y exitoso para calcular la sección transversal de 

esparcimiento en sistemas densos de partículas es la llamada interference approximation 

[40], [41]. Este modelo siempre predice que la eficiencia de esparcimiento decrece 

conforme la fracción de volumen se incrementa. Sin embargo, en Ishimaru [42] y Hespel 

[43], encontraron experimentalmente que el esparcimiento efectivo por partícula puede 

incrementarse con la fracción de volumen cuando las partículas son comparables o incluso 

más grandes que la longitud de onda. Un modelo que ha demostrado ser útil para el análisis 

de sistemas de partículas de tamaño comparable o más grande que la longitud de onda es 

el modelo de Keller [44]. 

El modelo de Keller, originalmente fue derivado en [45], y recientemente derivado en [46] 

donde se obtiene la siguiente ecuación para la constante de propagación efectiva: 
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donde  02 mk n  y effk  es la constante de propagación efectiva,  g u  es la denominada 

función de distribución por pares. En general, la última función puede ser aproximada 

usando la función de correlación de dos partículas Percus-Yevick hasta fracciones de 

volumen de 30% [44], pero si la fracción de volumen es menor a 10%, la simple 

aproximación “hole-correlation”  g u  es suficiente [42]. Un nombre apropiado para la 

ecuación de dispersión para la constante de propagación efectiva en la ecuación (48) es la 

aproximación de Keller auto-consistente (self-consistent Keller’s approximation) [44]. 
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Tomando la raíz cuadrada en ambos lados de la ecuación (48), expandiendo en potencias 

de la densidad de partículas y manteniendo los términos hasta de segundo orden 

únicamente, obtenemos: 
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donde 
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Puesto que la aproximación en la ecuación (49) mantiene los términos de hasta segundo 

orden en la fracción de llenado de las partículas, nos referiremos a ésta como la 

aproximación cuadrática de Keller. 

Finalmente, dados los antecedes explicados anteriormente podemos establecer algunas 

técnicas para medir las propiedades ópticas de medios turbios, tema que tomaremos en el 

siguiente capítulo. 
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III. TÉCNICAS ESTABLECIDAS PARA LA CARACTERIZACIÓN DE 
MEDIOS TURBIOS 

En este capítulo se describe una técnica experimental denominada Absorbedor añadido. 

Se presentan los fundamentos teóricos y la técnica experimental utilizada para obtener los 

coeficientes de  extinción, absorción y esparcimiento reducido, permitiéndonos comprender 

desde una perspectiva de transferencia radiativa, en su aproximación de difusión, la forma 

en como la luz interactúa con los medios coloidales y las limitaciones actuales para 

monitorear procesos en medios altamente turbios. Se mostrarán resultados experimentales 

con látex y TiO2 medidos a una longitud de onda y también se presentarán resultados 

espectroscópicos.  

 

III.1.Absorbedor añadido 

III.1.1.Descripción 

En este capítulo se plantea el estudio, desarrollo y aplicación de la técnica de “absorbedor 

añadido” propuesta por G. Zacantti [18] para caracterizar medios turbios y densos, a través 

de la medición de los parámetros ópticos denominados como coeficiente de atenuación 

,att  coeficiente de esparcimiento reducido '
s  y el coeficiente de absorción a  descritos 

en el capítulo de antecedentes.  

La difusión de luz en un medio turbio se puede describir con un coeficiente de absorción 

a , un coeficiente de esparcimiento s  y la función de fase del esparcimiento  p  . Si la 

concentración volumétrica de partículas, esto es, el volumen ocupado por las partículas al 

volumen total, es suficientemente pequeña, la distancia promedio entre partículas es grande 

con respecto a sus dimensiones. En este caso las propiedades de esparcimiento y 

absorción serán proporcionales a su densidad.  

En un medio con una densidad alta, la distancia entre partículas llega a ser comparable con 

la longitud de onda, por lo que la correlación entre cada una de las partículas deberá de ser 

tomada en cuenta y las propiedades ópticas sobre la densidad exhiben desviaciones 

significativas de la simple dependencia lineal con la densidad de partículas a bajas 

densidades.  
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El dióxido de titanio TiO2 es un pigmento que es ampliamente utilizado en la industria de 

recubrimientos debido a su habilidad para esparcir luz en el espectro visible. La capacidad 

de esparcimiento de una partícula en general depende de muchos factores que incluyen: el 

tamaño de partícula, la estructura cristalina, el contraste de índice de refracción entre la 

partícula y la matriz, y el grado de aislamiento entre las diferentes partículas de TiO2 (esto 

es, el grado de dispersión). Este último factor se cree que en general toma mucha 

importancia debido a que, cuando las partículas están muy próximas, interfieren unas a 

otras en su capacidad de esparcir la luz. Esto es reflejado en una curva de esparcimiento 

como función de la concentración en volumen del TiO2. A bajas concentraciones la 

respuesta del esparcimiento se espera lineal, conforme la concentración se incrementa, la 

distancia entre las partículas se reduce y se espera que disminuya la capacidad de esparcir 

la luz, es decir, a concentraciones más altas la eficiencia del esparcimiento comienza a 

disminuir debido al aglomeramiento de las partículas. A la fecha no se han reportado 

resultados experimentales del esparcimiento debido a partículas de TiO2 a concentraciones 

relativamente altas (12% a 20% de concentración en volumen), únicamente se han 

establecido gráficos orientativos [47] pero sin establecer a que concentraciones el 

comportamiento en el esparcimiento de la luz por partículas con gran índice de refracción 

deja de ser lineal con la concentración, por lo que ha sido indispensable medirlas para 

entender el comportamiento de la luz a concentraciones altas de partículas con un alto 

poder de esparcimiento. 

Cuando se trabaja con una onda electromagnética en un medio que contiene muchas 

partículas, es ventajoso considerar dos casos extremos, baja y alta densidad de partículas. 

Cuando la densidad de partículas es baja, se puede usar la aproximación de “esparcimiento 

simple”. En esta aproximación, se asume que la onda incidente proveniente del transmisor 

recae en el receptor después de encontrar muy pocas partículas. La onda esparcida se 

asume como debida al esparcimiento simple por una partícula, y todos los dobles y múltiples 

esparcimientos pueden ser ignorados. La formulación en este caso es simple y ha sido 

usada extensivamente. 

Conforme la densidad de partículas se incrementa, es imposible asumir que la onda de la 

fuente sea idéntica a la onda incidente al sistema, y es necesario tomar en cuenta la 

atenuación debido al esparcimiento y la absorción a lo largo del camino a la partícula en 

cuestión. La onda esparcida en esta aproximación es aquella que ha sido esparcida una 

vez por la partícula, pero esta vez la onda incidente sobre esta partícula ha sido previamente 
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atenuada por el esparcimiento y la absorción a lo largo del camino hasta el esparcidor. Esto 

toma en cuenta algunos de los múltiples esparcimientos y por lo tanto se nombra a ésta 

como “esparcimiento múltiple de primer orden” [20]. 

Es posible emplear el esparcimiento simple. Esta aproximación llega a ser inadecuada 

conforme la densidad de partículas se incrementa y la intensidad coherente llega a ser 

comparable o menor que la intensidad incoherente.   

La aproximación de esparcimiento simple y las soluciones de primer orden son aplicables 

a medios tenues ópticamente. En general, ellos son válidos únicamente cuando la densidad 

de volumen, la cual es la relación del volumen ocupado por las partículas al volumen total 

del medio, es considerablemente más pequeño que 0.1%. Cuando la densidad en volumen 

es mucho mayor que 1% la aproximación de difusión da soluciones relativamente simples 

y buenas [20]. Para una densidad de volumen en la vecindad de 1% ni la solución de primer 

orden ni la aproximación de difusión puede ser válida, y la ecuación completa de 

transferencia radiativa debe ser resuelta [22]. 

Esas dos aproximaciones, esparcimiento simple y aproximación de primer orden, son 

aplicables a muchos problemas prácticos y son extremadamente útiles porque su 

formulación es relativamente simple. Sin embargo, ambas aproximaciones son aplicables 

únicamente a densidades bajas de partículas. En contraste, cuando la concentración de 

partículas es alta se puede utilizar otra técnica útil llamada la “aproximación de difusión”. 

En la aproximación de difusión se asume que la intensidad difusa encuentra muchas 

partículas y estas esparcen casi uniformemente en todas direcciones y por lo tanto su 

distribución angular es casi uniforme. La dependencia angular no puede ser constante, 

porque si lo fuera, el flujo sería cero y no habría propagación neta de potencia. 

Para un medio con una densidad alta, la propagación de la luz ocurre en un régimen 

difusivo. En dicha aproximación, la fluencia  r  (componente isotrópica de la radiancia 

[potencia/área-ángulo sólido]), debida a una fuente puntual se puede modelar como [18]: 

  
attrAer

r



    (51) 

donde att  es el coeficiente de atenuación y '3att a s   , siendo a  el coeficiente de 

absorción y '
s   el coeficiente de esparcimiento reducido. Esto es válido en el caso en que 
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'
s a   [18]. Los coeficientes de atenuación, esparcimiento y absorción son funciones del 

tamaño de partícula, del contraste de índice de refracción entre las partículas y el medio 

que las contiene y la longitud de onda de la radiación con que se iluminen. 

 

III.1.2.Implementación de la técnica de “absorbedor añadido”  

El método que estudiamos para estimar la absorción óptica y el esparcimiento de la luz en 

un medio inhomogéneo muy turbio se conoce como el método del absorbedor añadido. El 

coeficiente de extinción es función del esparcimiento y de la absorción. La obtención del 

coeficiente de extinción es el paso previo para culminar con la técnica del absorbedor 

añadido, es por ello su importancia. El objetivo es preparar un experimento con un medio 

inhomogéneo en una situación tal que la ecuación de difusión describa adecuadamente el 

comportamiento de la fluencia  r    (componente isotrópica de la radiancia). Es necesario 

que la absorción de las partículas sea pequeña y que las fronteras estén lejos de la fuente 

y el detector. 

El absorbedor añadido es una técnica de medición que permite obtener en una primera 

instancia el coeficiente de atenuación y posteriormente, mediante la adición de pequeñas 

cantidades de una sustancia absorbedora de luz, los coeficientes de absorción y 

esparcimiento de manera separada. La configuración experimental se muestra en la Figura 

11. 

La técnica requiere preparar en un recipiente suficientemente grande el medio 

inhomogéneo, en este caso una mezcla de agua y partículas de TiO2 o simplemente agua 

y látex. Dentro del medio se coloca una fibra óptica que sirve como fuente puntual emitiendo 

luz láser (en el caso monocromático) o luz blanca (en caso de una medición 

espectroscópica en el visible). En el extremo final se coloca una pequeña esfera con 

material difusor (una mezcla de cemento óptico con TiO2) para que la fuente actúe como 

fuente isotrópica a concentraciones bajas. Se coloca otra fibra óptica que actúa como 

detector, que también  posee una esfera difusora en la punta. Cuando la medición es a una 

longitud de onda (láser), la fibra detectora es conectada a un tubo fotomultiplicador y la 

señal captada es enviada a un amplificador lock-in para su medición. Para la detección 

espectroscópica la fibra detectora es conectada a un espectrofotómetro y la fuente de 

alimentación es una luz blanca. En ambos casos la señal es capturada y analizada mediante 
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una interfaz programada en LABVIEW, en la cual se realiza gran parte del proceso de la 

señal adquirida durante el experimento.  

 

 

 

 

Figura 11. Esquema del montaje experimental para la medición del coeficiente de extinción, a) con luz láser 
verde y b) con luz policromática y espectrofotómetro 

Para cada longitud de onda, se mide la fluencia  r  dentro del medio inhomogéneo como 

función de la separación 𝑟 entre la fuente y el detector.  De la ecuación (51) se puede hacer 

un ajuste lineal y el valor de la pendiente es el coeficiente de atenuación. 

  ln[r ] lnattr r A      (52) 

Para obtener los coeficientes de absorción y esparcimiento reducido se agregan pequeñas 

cantidades de una solución de tinta calibrada (de ahí el nombre de absorbedor añadido) y 
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se mide el valor de la extinción. Por calibrada se quiere decir una sustancia a la cual se le 

ha medido el coeficiente de absorción. De esta forma se va variando poco a poco el 

coeficiente de absorción a   para luego realizar otro ajuste lineal, pero esta vez proveniente 

de la ecuación 

  2 ' '3 3 ,att a s a s a           (53) 

de este ajuste se obtiene  

 
'

3

a

s

b
m
m









  (54) 

Donde m  y b  son la pendiente y la ordenada al origen de la recta 2 vsatt a  , 

respectivamente. 

La contribución a  de la tinta calibrada se puede obtener por medio de la ley Beer-Lambert 

[13]. El decaimiento de la intensidad de la luz dI  en un medio homogéneo es proporcional 

a la intensidad I  y al elemento de la distancia diferencial d  

  

 .dI Idz    (55) 

La intensidad decae exponencialmente 

    0 .zI z I e 
   (56) 

La constante de absorción   es dependiente de la concentración c  y del coeficiente de 

absorción   (unidades de distancia-1) de la sustancia bajo estudio c  . Por lo tanto, 

para caracterizar la solución absorbedora base basta con conocer la Transmitancia T de 

una celda de longitud d  y mediante un ajuste determinar el coeficiente de absorción 

 
 

 
.

0
cdI z

T e
I


    (57) 
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III.1.3.Desarrollo 

La primer parte de la experimentación con la técnica del absorbedor añadido se centró en 

estudiar a una longitud de onda diferentes suspensiones de TiO2 a diferentes 

concentraciones y tamaños de partículas.  

Medición del coeficiente de extinción para una longitud de onda. 

Se utilizaron partículas de TiO2 de un diámetro promedio de 190 nm suspendidas en agua 

para obtener diferentes concentraciones volumétricas. Se agregó un dispersante para 

mantener estabilizada la suspensión.  

Como fuente de alimentación para la técnica del absorbedor añadido se utilizó un láser 

Argón-kriptón a 52 mW con longitud de onda de λ=514 nm. La luz láser se introduce 

mediante la fibra al medio inhomogéneo (ver Figura 11.a). La señal es recogida por otra 

fibra y un detector. El detector está caracterizado por estar ajustado a una ganancia de 20 

dB.  Se utilizó una detección tipo lock-in con una frecuencia de referencia (chopper) igual a 

150 Hz. La ganancia en el amplificador lock-in es de 30 dB teniendo una sensibilidad de 5 

mV. La separación r  entre las fibras (fuente-detector) se varió por medio de un micro-

posicionador controlado por computadora. 

Para satisfacer las condiciones de aplicabilidad de la aproximación de difusión se preparó 

una muestra de TiO2 grande. Se prepararon 1800 grs de agua con dispersante al 4% en 

peso. El agua con dispersante se colocó en un recipiente grande para medir el coeficiente 

de extinción. El contenedor se colocó sobre una base agitadora con el objetivo de que la 

mezcla se mantuviera en agitación constante. Se agregó TiO2 de tal forma que se tuviera 

una fracción de llenado de alrededor de 24%. Se procedió a hacer una medición de la 

fluencia como función de la distancia entre la fuente y el detector. Posteriormente se fue 

agregando agua de tal forma que fuera disminuyendo la fracción de llenado de TiO2 y 

nuevamente se midió la fluencia al variar la separación de las fibras que actúan como fuente 

y detector. La Figura 12 muestra una curva típica obtenida durante la medición. Cuando las 

dos fibras (fuente-detector) se encuentran muy pegadas, no se cumplen las condiciones de 

difusión de la luz y por eso la medición de la fluencia es errónea, después de una separación 

mayor, la curva de fluencia muestra un comportamiento lineal con la separación entre las 

fibras, finalmente, cuando la separación es grande el detector es incapaz de hacer una 

medición correcta y nuevamente se pierde la linealidad. Conociendo la fracción volumétrica 
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FV y tomando la parte lineal de la curva haciendo un ajuste lineal de acuerdo a la ecuación 

(52) tenemos,  

 atty r C     (58) 

De donde se puede extraer el coeficiente de atenuación att  a partir de la pendiente. 

En la Figura 12 se muestra un ejemplo de las mediciones realizadas. Se observa que en 

una región amplia, la relación entre la separación de las fibras y el logaritmo de la fluencia 

tiende a ser lineal. Cuando la fuente y el detector están muy cercanos, o cuando la señal 

detectada es ruidosa debido a que la intensidad es baja, se observa una desviación del 

comportamiento lineal. 

 

Figura 12. Resultado de una medición de fluencia al variar la separación entre las fibras 

La medición de la Figura 12 corresponde a una fracción de volumen de FV = 2.76%. 

Mediante un ajuste a la parte lineal, de acuerdo con la ecuación (58), es posible determinar 

el valor del coeficiente de atenuación att . 

Se procedió a realizar la medición ejemplificada en la Figura 12 para diferentes fracciones 

volumétricas de TiO2 correspondientes a un mismo tipo de TiO2. Los resultados se muestran 

a continuación:  
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Figura 13. Gráfica del coeficiente de atenuación como función de la fracción de volumen de partículas para 
diferentes concentraciones de TiO2 

La gráfica mostrada en la Figura 13 corresponde a dos mediciones realizadas para el mismo 

tipo de TiO2 con el objetivo de observar la repetibilidad en el método. De la técnica de 

medición se estima que el error asociado es de alrededor de 7%. Podemos observar en la 

gráfica de la Figura 13 que la curva de la segunda medición (puntos en color rojo) presentan 

una variación alrededor de 5%. Esta variación se debió a que se dejó por alrededor de una 

hora el sistema sin agitar y posteriormente se retomó la medición pero se encontraba 

asentado algo de TiO2 en el fondo del contenedor, no percibimos esta variación hasta que 

analizamos los datos terminado el experimento. 

En base a los resultados anteriores y ya que disponíamos de diferentes tamaños de TiO2 

tomamos mediciones para otros tamaños: 190 nm, 405 nm y el tercero con tamaño 

desconocido. La Figura 14 muestra los resultados obtenidos. 
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Figura 14. Comparación del coeficiente de atenuación para diferentes tipos de TiO2 al incrementar la fracción 
de volumen. 

Dado que la absorción del dióxido de titanio es muy pequeña para la longitud de onda con 

la cual se realizó el experimento (λ=514 nm), se puede considerar que el coeficiente de 

extinción está dominado por la luz esparcida por las partículas, con lo cual el gráfico de la 

Figura 14 indicaría que de los 3 diferentes dióxidos de titanio utilizados el mejor sería el de 

tamaño de 190 nm, pues éste es el que esparce la luz más eficientemente o por lo menos 

se encuentra optimizado para esta longitud de onda. Comparando las 3 curvas de la Figura 

14 se observa una variación de alrededor de 17% entre el TiO2 de tamaño desconocido y 

el de 405 nm el valor de atte  llega a tener una variación de 52% para la concentración más 

alta medida. Esto es una diferencia significativa debido a la diferencia de tamaño de las 

partículas de dióxido de titanio, observación importante que para la industria de pinturas, 

por ejemplo, puede ser muy importante.  

 

Obtención de los coeficientes de esparcimiento reducido y absorción a una longitud de onda 

Para determinar '
s  y a  es necesario repetir el experimento pero ahora agregando 

pequeñas cantidades de un material absorbedor calibrado. Para esto, se preparó una 

solución base que consistió en: 

 200 ml de agua destilada. 
 1 ml de tinta china Stafford. 
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Se caracterizó la solución absorbedora base al realizar diferentes diluciones en agua. 

Sabiendo que la transmitancia de una celda de longitud d  está dada por  

 cdT e 
   (59) 

Donde   es el coeficiente de absorción de la solución absorbedora base y c es la 

concentración de ésta en la dilución. Utilizando una celda cuadrada de 1 cm por lado, se 

midió el coeficiente de extinción de 9 diluciones. Por medio de un ajuste de mínimos 

cuadrados, se determinó que 12.88 mm 
 . 

 

Figura 15. Datos experimentales y ajuste lineal de los valores de transmitancia para caracterizar la solución 
absorbedora. El valor de la pendiente es 28.8 ± 1.6 [cm-1]. 

Con la calibración de la solución absorbedora, se procedió a aumentar la absorción de la 

mezcla base de dióxido de titanio agregándole solución absorbedora en base a incrementos 

muy pequeños. Utilizando la expresión para calcular los coeficientes ópticos de una mezcla 

de dos medios inhomogéneos    1 2
1 2a ac c   donde  1 2 ,j jc V V V  donde 1V  y 2V  son 

los volúmenes de las sustancias base, se encuentra que el nuevo coeficiente de absorción 

está dado por 

 
 0

0 ,a ac c      (60) 

donde  

2
0

2

2

Vol. mezcla de TiO  a una FV conocida
1

Vol. mezcla de TiO  a una FV conocida + Vol. sol. absorbedora
Vol. sol absorbedora

Vol. mezcla de TiO  a una FV conocida + Vol. sol. absorbedora

c

c

 



 

  es el coeficiente de absorción de la solución absorbedora base, 

y = -28.825x
R² = 0.9762
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 0
a  es el coeficiente de absorción de la mezcla base de dióxido de titanio. 

Tenemos entonces que,  

 
 0 ,a a a      (61) 

Con a c   (que en este caso específico era de 1801a   ). 

Con los conocimientos mostrados anteriormente se procedió a agregar pequeñas 

cantidades de la solución de mezcla base absorbedora a diferentes FV para el TiO2 de 190 

nm de diámetro. La técnica del absorbedor añadido se implementó para fracciones de 

volumen de 1, 3, 5, 7 y 9%. Se verificó que los valores del coeficiente de atenuación fueran 

concordantes con las mediciones anteriores, por lo cual se midió el coeficiente de extinción 

de las mezclas sin absorbedor agregado. Se comprobó que las mezclas de dióxido de titanio 

eran adecuadas y que los valores medidos eran adecuados. 

 

Figura 16. Comparación del coeficiente de atenuación del TiO2 medido anteriormente (verde) con el 
implementado para la técnica de absorbedor añadido (rojo) 

Se determinó la contribución de la solución absorbedora agregada a cada fracción 

volumétrica para la cual se aplicó la técnica del absorbedor añadido obteniéndose los 

siguientes valores: 

Para la FV=1% la contribución de la solución absorbedora fue de ∆𝜇𝑎 = 7.036𝑋10−4 [mm-1]. 

Para la FV=3% la contribución de la solución absorbedora fue de ∆𝜇𝑎 = 5.36𝑋10−3 [mm-1]. 

Para la FV=5% la contribución de la solución absorbedora fue de ∆𝜇𝑎 = 5.314𝑋10−3  [mm-1]. 
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Para la FV=7% la contribución de la solución absorbedora fue de ∆𝜇𝑎 = 0.351𝑋10−3   [mm-1]. 

Para la FV=9% la contribución de la solución absorbedora fue de ∆𝜇𝑎 = 0.358𝑋10−3  [mm-1]. 

Con la técnica del absorbedor añadido se espera que la gráfica de 2
att  contra a  sea 

una línea recta cuando la contribución de la sustancia absorbedora adicionada a la mezcla 

de TiO2 sea pequeña.  La Figura 17 muestra dos ejemplos de la medición obtenida. 

 

Figura 17. Gráficas de 
2
atte    contra abs   para diferentes concentraciones de TiO2 

Mediante un ajuste a la parte lineal de cada una de las gráficas anteriores y con el 

conocimiento de la pendiente y de ordenada al origen, de acuerdo a las expresiones (54), 

es posible determinar los coeficientes de absorción y esparcimiento para cada fracción de 

volumen. Los resultados se presentan en la Tabla 1. 

Tabla 1. Resumen de los parámetros encontrados mediante la técnica de absorbedor añadido, se muestra la 
pendiente m y la ordenada b obtenida mediante un ajuste lineal de los datos obtenidos; también se muestran 
los valores para los coeficientes de absorción y esparcimiento reducido obtenidos a partir de los datos 
experimentales. 

FV M b 𝜇𝑠
′   [mm-1] 𝜇𝑎   [mm-1] 

1% 216.70552 0.48882 72.24 ± 2.56% 2.26e-3 ± 7.10% 
3% 452.47444 2.01051 150.82 ± 1.28% 4.33e-3 ± 6.9 % 
5% 763.01418 7.01642 254.34 ± 3.02% 9.2e-3 ± 12. 03% 
7% 760.1674 14.68143 253.38 ± 7.03% 19.31e-3 ± 16.52% 
9% 2185.8769 25.61105 728.63 ± 2.42% 11.72e-3 ± 7.23% 

 

De los resultados mostrados en la Tabla 1 podemos observar que los valores obtenidos 

para el coeficiente de esparcimiento reducido '
s  es mucho mayor que el coeficiente de 

absorción, siendo este resultado congruente con la hipótesis de aplicación de la técnica de 
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absorbedor añadido. En general, es importante destacar que '
s  es aproximadamente cinco 

órdenes de magnitud mayor que a . Los errores obtenidos en la estimación del coeficiente 

de esparcimiento reducido fueron menores al 7%, contrastando con los errores obtenidos 

para el coeficiente de absorción  que estuvieron por debajo de 17%, este error es debido a 

la baja absorción mostrada por el TiO2 haciendo más difícil su medición.  

 

III.1.4.Tubo fotomultiplicador 

Empezados los experimentos tuvimos acceso a un tubo fotomultiplicador, el cual nos sirvió 

para repetir los experimentos del absorbedor añadido con el láser, además de mejorar la 

técnica de medición. El tubo fotomultiplicador nos permitió medir coeficientes de extinción 

a concentraciones más altas de partículas. 

Se encontró que cuando la lectura dada por el tubo fotomultiplicador es menor a 5 nA el 

error que se obtiene en la medición es de alrededor del 2%, esto se hizo midiendo una 

mezcla con una FV al 2% determinando la magnitud y la desviación estándar de la señal 

medida. También por debajo de 5 nA medidos en el amplificador lock-in, se observa que la 

fase de la señal puede variar en un rango muy grande indicándonos que los puntos 

obtenidos ya no son confiables. Se hizo una medición completa para el TiO2 de 190 nm y 

se obtuvieron los valores del coeficiente de extinción, comparándolos con los ya obtenidos 

con el detector convencional, resultados mostrados en la Figura 18. 

 

Figura 18. Comparativo entre las mediciones hechas para el TiO2 de 190 nm de diámetro, realizadas con el 
detector convencional (puntos color rojo) y el tubo fotomultiplicador TFM (puntos color azul) 
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Se encontró que los valores obtenidos mediante el tubo fotomultiplicador empatan con los 

obtenidos por el detector convencional. También se encontró que es posible medir el 

coeficiente de extinción hasta FV del 24% comparado con el 11% que se alcanzaba a medir 

con el detector convencional. 

 

III.1.5.Medición con espectrofotómetro.  

Continuando con la comprensión de los parámetros ópticos en la aproximación de difusión 

procedimos a medir suspensiones turbias de partículas de PMMA (látex). Para ello se 

diseñó una interface en LABVIEW la cual nos facilitaría la adquisición de datos para su 

posterior análisis. La descripción detallada de la interface se muestra en el ANEXOS . 

 

Medición espectroscópica de suspensiones de látex 

Las mediciones experimentales se llevaron a cabo con la metodología experimental descrita 

en la Figura 11.a. Los cambios que se hicieron fue agregar como detector un 

espectrofotómetro de la marca ocean optics y como fuente se utilizó un monocromador. 

Llevamos a cabo mediciones de la tasa de fluencia para 1 50r    mm dentro del medio 

turbio para longitudes de onda   de 400 800  nm. El volumen del medio turbio 

medido fue de alrededor de 3 litros. Pudimos obtener  ln r r    como función de r  para 

diferentes concentraciones de partículas de látex de diámetros de 250 nm y 450 nm, 

posteriormente obtuvimos el mejor ajuste lineal que se apegaba a los resultados de cuya 

pendiente obtenemos att . Podemos medir con esta técnica concentraciones en volumen 

de partículas desde 2.6% hasta alrededor de 50% en una amplia región del espectro.  

En la Figura 19 se muestran las mediciones para att para partículas de látex de diámetro 

de 250 nm inmersas en agua destilada. La Figura 19.a muestra los espectros de att

obtenidos para diferentes concentraciones de partículas. La Figura 19.b muestra algunos 

ejemplos del coeficiente de atenuación versus la concentración en volumen de partículas 

para diferentes longitudes de onda. Podemos ver en la Figura 19, que debido a que el 

tamaño de las partículas son del mismo orden que la longitud de onda, pequeños cambios 

causan variaciones significativas en las propiedades de atenuación. Los resultados 

mostrados en la Figura 19.b muestran que para 600   nm las curvas del coeficiente de 
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atenuación crecen conforme la concentración de partículas se incrementa, y esto es más 

evidente para pequeñas longitudes de onda. Para  600  podemos ver en la Figura 19.b 

que cuando la concentración en volumen se incrementa el coeficiente de atenuación 

alcanza su máximo para una concentración de partículas relativamente baja.  

En la Figura 20 mostramos mediciones del coeficiente de atenuación att  de partículas de 

látex de alrededor de 450 nm inmersas en agua destilada. Podemos observar que esas 

partículas esparcen luz menos eficientemente comparadas con aquellas de diámetro de 

250 nm.   

La Figura 21 muestra los espectros de absorción como función de la fracción de llenado 

para partículas de látex de 250 nm, en donde se aprecia que los valores medidos de dicho 

coeficiente son muy pequeños (alrededor de 5 órdenes de magnitud) comparados con los 

valores obtenidos para su esparcimiento. 

 

 

Figura 19. a) Espectros experimentales obtenidos de suspensiones coloidales de látex con diámetro de 250 nm 
a diferentes fracciones de llenado de partículas; b) ejemplos de coeficientes de atenuación obtenidos para 
diferentes longitudes de onda 
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Figura 20. a) Espectros experimentales obtenidos con suspensiones coloidales de látex con un diámetro de 450 
nm a diferentes fracciones de volumen de partículas; b) ejemplos de mediciones del coeficiente de atenuación 
obtenidos para diferentes longitudes de onda 

 

Figura 21. a) Espectro experimental del coeficiente de absorción obtenido con una suspensión coloidal de látex 
de 250 nm a diferentes concentraciones de partículas; b) ejemplos de mediciones del coeficiente de absorción 
obtenidos para diferentes longitudes de onda. 
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Figura 22. a) Espectros experimentales del coeficiente de esparcimiento reducido obtenidos para suspensiones 
coloidales de látex de 250 nm de diámetro a diferentes fracciones de volumen; b) ejemplos de mediciones del 
coeficiente de esparcimiento reducido obtenidos para diferentes longitudes de onda 

En la Figura 22a observamos el espectro del coeficiente de esparcimiento reducido medido 

en partículas de PMMA de 250 nm de diámetro, haciendo un análisis selectivo de longitudes  

de onda se obtiene el grafico mostrado en la Figura 22b. Mostramos resultados hasta 25% 

de concentración en volumen. Para fracciones de volumen más grandes hubo cambios más 

bruscos que pudieran deberse a un orden parcial inducido por la alta concentración. 

Podemos utilizar la relación entre el coeficiente de atenuación a una fracción de volumen 

FV ( expatt
 ) y a aquel estimado en el mismo valor de FV bajo la suposición de 

esparcimiento independiente ( att ind
 ) para medir la fuerza del esparcimiento [42], [43] 

asumiendo que en el régimen difusivo la absorción es muy pequeña. A esta relación nos 

referiremos como el factor de eficiencia de atenuación h  

 
expatt

att ind

h








   (62) 

La Figura 23 muestra la eficiencia de atenuación para partículas de PMMA de 250 nm, 

respectivamente. Podemos apreciar que la eficiencia de atenuación disminuye a 

concentraciones relativamente bajas de partículas. El coeficiente de atenuación está 

relacionado con la parte imaginaria del índice de refracción del medio turbio. La gráfica de 

la Figura 23 muestra una pérdida de sensibilidad conforme se aumenta la concentración, 

esto justifica investigar mediciones de la parte real del índice de refracción de un coloide 

turbio como una alternativa para sensar medios muy turbios de este tipo. 
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Figura 23. Gráfica del factor de eficiencia de atenuación h versus la concentración en volumen de las 

partículas de látex con 1.48pn    y un diámetro de 250 nm, para varias longitudes de onda 

CONCLUSIÓN 

En la suspensión de látex es posible medir el coeficiente de extinción como función de la 

fracción de llenado de las partículas a muchas longitudes de onda en el rango visible hasta 

concentraciones en volumen altas superiores al 30%. Para el sistema de TiO2 la 

configuración experimental permite medir el comportamiento de la extinción con la fracción 

de llenado a valores de alrededor de 25%. 

Para el sistema de partículas de látex encontramos que las curvas del coeficiente de 

atenuación versus la fracción de llenado se desvía de un comportamiento lineal a 

concentraciones volumétricas entre 5% y 20% dependiendo de la longitud de onda de la 

luz. A algunas longitudes de onda, las curvas de extinción se doblan considerablemente 

mostrando que a altas concentraciones la turbidez del sistema decae de su valor máximo 

a alrededor de 5% de la concentración. Este comportamiento ha sido encontrado por 

muchos investigadores en el pasado y es acorde a los modelos teóricos disponibles para el 

coeficiente de atenuación de un coloide turbio. La desviación de una relación lineal es 

comúnmente explicada debido a los efectos de esparcimiento dependiente. El 

esparcimiento dependiente se entiende como la luz que es esparcida por una partícula 

proviene de luz que ya ha sido esparcida previamente por otra partícula, que en suma va a 

depender del número y disposición de las partículas a su alrededor. 

Sorpresivamente para el sistema de TiO2 la relación entre el coeficiente de atenuación y la 

fracción de llenado es aproximadamente lineal hasta alrededor de 20%, significando que 
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en este sistema de partículas el esparcimiento por las partículas puede ser considerado 

independiente, inclusive a esas altas densidades y fuerte esparcimiento. Notemos que los 

valores del coeficiente de atenuación para suspensiones de partículas de TiO2 es órdenes 

de magnitud más alto que las partículas de látex. Nosotros hemos sido capaces de medir 

coeficientes de esparcimiento reducido tan altos como 100 mm-1. Las consecuencias 

predecibles de tener un rango extendido de esparcimiento independiente en esos sistemas 

puede ser importante en muchas aplicaciones. Es posible que mediante la mezcla de 

diferentes TiO2 se alcancen valores mayores de esparcimiento permitiendo disminuir la 

cantidad de pigmento requerido en una pintura, por ejemplo. Los resultados obtenidos serán 

útiles para aclarar la física detrás del esparcimiento dependiente e independiente en una 

suspensión de partículas con múltiple esparcimiento a través de la comparación de modelos 

establecidos.
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III.2.El refractómetro de Abbe 

III.2.1.Fundamento 

El refractómetro de Abbe es el refractómetro más conveniente y ampliamente usado debido 

a su facilidad de uso [1]. La Figura 24 muestra un diagrama esquemático de su sistema 

óptico. La muestra a analizar con este tipo de instrumento típicamente está contenida como 

una capa delgada de aproximadamente 100 m de grosor, contenida entre dos prismas. El 

prisma superior está firmemente sujetado sobre un cojinete que permite su rotación. El 

prisma inferior esta articulado al superior para permitir el limpiado y la colocación de la 

muestra. La cara del prisma inferior esta esmerilada: cuando la luz blanca emerge del 

prisma, esta superficie actúa como una fuente de un número infinito de rayos que pasan a 

través de la muestra a todos los ángulos, desde el punto de vista de análisis clásico. La 

radiación es refractada en la interface de la muestra y la cara del prisma superior. Después 

ésta pasa por un sistema de lentes fijas. Dos prismas Amici, que pueden ser rotados uno 

con respecto al otro, sirven para recoger los rayos divergentes en el ángulo crítico de 

diferentes longitudes de onda en un solo rayo de color blanco, que corresponde a la línea 

de sodio D (589 nm). Al ser ligeramente movidos los prismas Amici, vuelven nítida la línea 

de separación luz-sombra, consiguiendo que se pueda medir el IR. El ocular del sistema de 

lentes está dotado con un punto de mira: al hacer una medición, el ángulo del prisma es 

cambiado hasta que la interface de luz-oscuridad coincide con el punto de mira. De esta 

forma, leyendo la escala fija se obtiene el índice de refracción de la sustancia bajo estudio.  

El refractómetro de Abbe es muy popular y esto se debe a su conveniencia, su amplio rango 

(n=1.3 a 1.9 típico en los refractómetros comerciales), y a la mínima muestra que se 

requiere para medir. La exactitud del instrumento es de aproximadamente 0.0002 [48], su 

precisión es la mitad de esa cifra. El error más grave en el refractómetro de Abbe es 

causado por el hecho de que los rayos más cercanos a ángulos rasantes se cortan por la 

disposición de los prismas; la frontera es así menos nítida de lo deseable [49].  

De manera clásica el principio de funcionamiento del refractómetro de Abbe se describe 

mediante la óptica de rayos. El índice de refracción de una sustancia homogénea 

transparente ordinariamente se determina por medir el cambio de dirección de la radiación 

colimada de luz conforme ésta pasa de un medio a otro. La ley de Snell describe este 

comportamiento,  
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 2 1 1

1 2 2

sin
sin

n v
n v




    (63) 

Donde 1v  es la velocidad de propagación en el medio 1 y 2v  es la velocidad de propagación 

en el medio 2. 1n   y 2n  son los índices de refracción correspondientes y 1  y 2 son los 

ángulos de incidencia y refracción, respectivamente, véase la Figura 1. 

Cuando el medio 1 es el vacío, 1n   es unitario debido a que la velocidad es la del vacío c , 

por lo que usando la ecuación (63) tenemos: 

 
1

2
2 2

sin
sinabs

cn n
v




     (64) 

donde absn  es el índice de refracción absoluto del medio 2. Así, absn puede ser obtenido 

por medir dos ángulos, 1  y 2 .  

Usualmente, con el refractómetro de Abbe no podemos hacer mediciones en la cual 

tengamos el vacío, por lo que, conociendo el índice de refracción del prisma de medición 

2n  y asumiendo que es más alto que el del medio a medir, podemos medir el ángulo de la 

frontera de la interface luz-oscuridad, pudiendo localizar el ángulo crítico entre las dos 

interfaces y mediante la ley de Snell podemos determinar el índice de refracción relativo de 

la sustancia bajo estudio, 

 
1

2 1
2

sin 90
sin

sin c
c

n n n
n





     (65) 
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Figura 24. Esquema de construcción del refractómetro de Abbe 

Existen varios factores que afectan la medición del índice de refracción: 

1. Temperatura. La temperatura influye en el índice de refracción de un medio debido 

principalmente a un cambio de densidad. Para muchos líquidos, el coeficiente de 

temperatura cae en el rango de 43 10
   a 46 10

   dn dT C  [50]. El agua es 

una importante excepción, con un coeficiente de alrededor de 40.76 10
   a 

40.8 10
    dn dT C  [50], [51]. 

2. Longitud de onda de la luz utilizada. El índice de refracción de un medio transparente 

decrece gradualmente con el incremento de la longitud de onda. Este efecto es 

referido como dispersión normal. En la vecindad de las bandas de absorción, 

ocurren cambios rápidos en el índice de refracción, esta se denomina dispersión 

anómala. 

3. Presión. El índice de refracción de una substancia se incrementa con la presión 

debido a un acompañamiento de incremento en la densidad. El efecto es más 

pronunciado en gases, donde el cambio en n  es de alrededor de 3X10-4 por 

atmosfera. Esta cantidad es menor por un factor de 10 para líquidos, y es aún más 

pequeña para sólidos.  
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III.2.2.Limitaciones del refractómetro de Abbe con fluidos 
homogéneos absorbentes 

Todos los refractómetros desarrollados a la fecha asumen que serán usados con fluidos 

transparentes y su uso con líquidos absorbentes no siempre es posible. Por otro lado, uno 

de las formas más robustas para medir un índice de refracción de líquidos es mediante un 

refractómetro de Abbe, como ya se ha mencionado. Actualmente, muchos refractómetros 

en uso son del tipo Abbe. Sin embargo, el refractómetro de Abbe no ha sido explotado en 

aplicaciones del orden micro (por ejemplo micro fluídica). Esto se debe en parte a la falta 

de modelos rigurosos de óptica para medir con el refractómetro de Abbe yendo más allá de 

la óptica geométrica de rayos. Por refractómetro tipo-Abbe queremos decir refractómetros 

en los cuales la luz difusa es refractada desde una muestra fluida dentro de un prisma de 

índice de refracción mayor, haciendo evidente el ángulo crítico del cual el índice de 

refracción del fluido puede ser obtenido. Como muchos refractómetros, el refractómetro de 

Abbe fue pensado para usarse con materiales transparentes. Sin embargo, en la práctica a 

menudo se usa con sustancias con algún grado de opacidad sin precauciones. Muy pocos 

trabajos han sido dedicados a entender el uso de un refractómetro de Abbe con medios 

opacos. El uso del refractómetro de Abbe estándar con coloides turbios fue investigado en 

[2] muchos años atrás. Pero muchas cuestiones con respecto a la determinación correcta 

de un ángulo crítico están abiertas a la fecha y ningún modelo óptico fue derivado en aquel 

entonces. En el refractómetro estándar de Abbe, la muestra está en forma de una película 

de fluido en la base de un prisma óptico de alto índice de refracción. La luz difusa es 

transmitida a través de la muestra del prisma. La luz transmitida dentro del prisma es 

confinada a ángulos de refracción más pequeños que el ángulo crítico. Así, localizando la 

frontera del cono de luz se obtiene el índice de refracción de la muestra. Sin embargo, 

cuando la muestra no es ópticamente transparente, la frontera se hace difusa y la 

determinación del índice de refracción puede no ser sencillo. En esta sección desarrollamos 

un modelo para el perfil angular de intensidad de luz alrededor del ángulo crítico en 

refractómetros de Abbe con fluidos absorbentes homogéneos. Suponemos que la luz 

esparcida dentro del fluido es despreciable. Nuestro objetivo es proveer una formula simple 

para el perfil de intensidad angular alrededor del ángulo crítico en un refractómetro de Abbe 

estándar, que puede ser relacionado al índice de refracción complejo de la muestra. 
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III.2.3.Modelo teórico para una muestra fluida con absorción  

En los refractómetros de Abbe estándar la muestra fluida se coloca entre la base de un 

prisma de vidrio y una superficie difusora translucida. La luz incide en la superficie difusa 

desde el lado opuesto al prisma y esparce dentro de la película de la muestra fluida como 

se muestra en la Figura 25. La luz transmitida dentro del prisma se refracta dentro de un 

cono angular, limitado por el ángulo crítico. En la metodología estándar, el índice de 

refracción de la muestra fluida se obtiene de localizar el ángulo crítico del borde del cono 

de luz. Cuando la muestra tiene un índice de refracción complejo, el perfil angular alrededor 

del cono de luz se modifica con respecto a aquel cuando la muestra tiene un índice de 

refracción real. Sin embargo, del perfil de intensidad angular es posible obtener la parte real 

e imaginaria del índice de refracción de la muestra fluida o simplemente variaciones de su 

valor. 

 

Figura 25. Esquema de la operación básica de un refractómetro de Abbe 

El modelo aquí establecido sigue muy de cerca el modelo desarrollado en la siguiente 

sección para los perfiles de intensidad angular de luz esparcida dentro de un fluido coloidal 

y transmitido dentro de un medio transparente de índice de refracción mayor. La diferencia 

aquí es que las fuentes de radiación efectivas que ocasionan el esparcimiento no son 

distribuidas a través de la muestra sino que están todas localizadas en un plano paralelo a 

la interface entre el líquido absorbente y el vidrio transparente de índice de refracción mayor 

como se ilustra en la Figura 25. 

Consideremos una superficie rugosa opaca, plana en promedio, colocada a una distancia 

d de la superficie de abajo (plana) de un prisma de vidrio transparente. Vamos a asumir 

que el espacio entre la superficie irregular y la parte inferior del prisma se llena con un 

líquido homogéneo absorbente de índice de refracción complejo mn . Vamos a colocar el 
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origen de coordenadas sobre la superficie entre el prisma y la muestra líquida con el eje z 

apuntando dentro del prisma como se muestra en la Figura 25. Vamos a asumir que incide 

luz monocromática de frecuencia   a la superficie rugosa desde z d   y que es 

esparcida en todas las direcciones. Podemos considerar la superficie rugosa iluminada 

como un arreglo aleatorio de fuentes emitiendo incoherentemente en todas direcciones. Las 

fuentes pueden ser modeladas como corrientes eléctricas embebidas en la muestra líquida 

de índice de refracción mn  y distribuidas dentro de una película muy delgada justo debajo 

de la muestra líquida. Vamos a dividir la corriente que irradia en un gran número de 

corrientes independientes. El campo eléctrico radiado por la n-ésima corriente puede ser 

expresada como  

      3
0 ' , ' ' ,

n

s
n nV

i d r E r G r r J r   (66) 

Donde nV  es el volumen ocupado por la n-ésima corriente y  , 'G r r  es la función diádica 

de Green de la ecuación vectorial de Helmholtz en el medio muestra a frecuencia  . La 

dependencia en el tiempo está implícita en todas las ecuaciones. Para puntos de 

observación arriba de todas las corrientes que irradian, podemos usar la siguiente 

expansión en ondas planas de la función diádica de Green [52] 

  
 

 2

ˆ ˆ
, ' exp ' ,

8 x y
z

i dk dk i
k

 




    

I k k
G r r k r r   (67) 

Donde x x y y z zk k k

  k a a a  y  

1
2 2 2 2 2
0 .z m x yk k n k k   Haciendo el cambio de variable 

' ,s n r r r   donde sr  es el vector de posición relativo a el centro del volumen nV   

conteniendo la n-ésima corriente, obtenemos para puntos arriba de la superficie rugosa 

      0
2 exp , ,

8
s
n x y n n x ydk dk i k k





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Donde  
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Puesto que estamos asumiendo que mn  es una cantidad compleja, la ecuación (68) es una 

superposición lineal de ondas planas inhomogéneas en la muestra. Notemos que el kernel 

es dividido por zk  el cual es cero cuando 2 2 2 2
0 .x y mk k k n   Esto corresponde a ondas planas 

viajando paralelas a la interface entre la muestra líquida y el prisma (el plano z=0).  

Ahora, vamos a propagar esas ondas planas a través de la muestra hasta la superficie 

interior del prisma. Por simplicidad asumiremos que el plano de detección esta fuera del 

prisma. Vamos a asumir que el plano de detección está a gran distancia de la interface y 

viendo hacia la interface con la muestra líquida. Primero, vamos a propagar el campo justo 

antes de la interface al evaluar la ecuación (68) en 0z 
 . Obtenemos, 

        0
20

exp , .
8

s
n x y x n y n z n n x yz

dk dk ik x x ik y y ik z k k






         E r s   (70) 

Entonces, el campo en el otro lado de la interface en 0z 
  se obtiene por dividir los campos 

en sus componentes transversal eléctrico, TE, y transversal magnético, TM, y multiplicar 

por el correspondiente coeficiente de transmisión. Entonces cambiamos  ,n x yk ks  por 

 

        ˆ ˆ, , , , ,TE TE TM TM
x y n x y n x y TE n x y TMk k k k t s k k t s k k  t s s s   (71) 

Donde TEt  y TMt  son los coeficientes de transmisión para ondas con polarización TE y TM 

respectivamente,  ,TE
n x ys k k  y  ,TM

n x ys k k  son las proyecciones de  ,n x yk ks sobre los 

vectores unitarios  ˆ ˆ ˆTE z z 
  s k a k a  y  ˆ ˆ ˆ .TM TE TE 

  s k s k s  Puesto que 

únicamente la componente z de 
k  puede ser compleja, podemos ver que ˆTEs  es un vector 

real unitario. Sin embargo, ˆTMs  es en general un vector complejo unitario.  

Ahora podemos introducir el factor  exp p
zik z  con  

1 22 2 2 2
0

p
z p x yk k n k k    en el kernel de 

la ecuación (70) para propagar el campo dentro del medio incidente de índice de refracción 

pn . Por lo que podemos propagar el campo transmitido a la zona de campo lejano usando 

el método de fase estacionaria para evaluar las integrales [53]. Para este fin, asumiremos 

que la interface transmite luz a través de una apertura con una grande pero finita área A  
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sobre el plano 0z  . Y llevando el punto de observación lejos en comparación a las 

dimensiones laterales de la apertura. Obtenemos, 

  
 

     0 1 2 1 2

exp
cos θ exp , ,

4
ps

n p n n

ik r
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


   r k r t s   (72) 

Donde 1 sin θ cospk k   y 2 sin θsinpk k   son las coordenadas del punto de fase 

estacionaria en el espacio  ,x yk k  y  , ,r    son coordenadas esféricas del punto de 

observación r . También, ahora 1 2ˆ ˆ ˆx y z zk k k

  k a a a  con 2 2 2 2

0 1 2 ,z mk k n k k    el cual es 

en general complejo. Esto es, ahora tenemos    Re Im .z z zk k i k   La intensidad de luz 

está dada por la magnitud del vector de Poynting promediado en el tiempo, el cual en el 

caso de ondas planas auto-propagantes está dado por 2
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p s
n n

k
I



 
  

 
E  Para obtener el 

perfil de intensidad en el plano de detección debemos adicionar la contribución de todas las 

corrientes localizadas que emiten incoherentemente luz hacia el plano de detección. Por lo 

que nosotros sumamos la intensidad en el plano de detección debido a todas las corrientes 

(no sumamos los campos para fuentes incoherentes). 

Por simplicidad asumiremos que todas las corrientes están localizadas dentro de una 

película muy delgada de grosor h  y dimensiones laterales  de área A . Sumando la 

intensidad debido a todas las corrientes y tomando el límite cuando el volumen ocupado 

por alguna de las corrientes localizadas tiende a cero, se produce, 
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Donde 3 2
0 16 ,pD k     es la densidad de las corrientes que emiten 

incoherentemente, y asumiremos que el área A  es grande comparada con la profundidad 

de la muestra d . Puesto que los vectores unitarios ˆTEs  y  

ˆTMs  son ortogonales uno a otro y asumiendo que la luz esta polarizada aleatoriamente 

tenemos, 

        
2 22 22

1 2 1 2, , , , .TE TE TM TM
n n x y n x yk k k k t s k k t s k k  t s   (74) 
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Recordar que 1k  y  

2k  son funciones de los ángulos de observación 3  y  . El perfil de intensidad se mide 

sobre un rango muy pequeño (comparado a 3 2 ) a lo largo del ángulo polar   alrededor 

del borde del cono de luz y alrededor del plano de incidencia, esto es alrededor de 0.   

Note que  1 2,n k ks es inversamente proporcional a zk , y la magnitud de zk  es mínima 

cuando 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 0 0 sinm m pk n k k k n k n     es mínimo. De esta forma podemos referirnos 

al ángulo de observación   que minimiza la última expresión como el ángulo crítico. Si el 

índice de refracción  efectivo se aproxima a un número real, el mínimo de la magnitud de 

zk  se aproxima a cero y  1 2,n k ks  posee una singularidad. Sin embargo, el coeficiente de 

transmisión TEt  y TMt están en la forma de los coeficientes de transmisión de Fresnel. 

Entonces, ambos TEt  y TMt son proporcionales a zk . Así, la ecuación (74) no presenta 

singularidad cuando 0.zk   

Así, en general    
2

1 2 1 2, ,nk k k kt s deberá ser una función suave de 1k  y 2k , y por lo 

tanto, para una nr  fija podemos aproximar éste como una constante dentro de un pequeño 

rango de interés de las direcciones de observación. Note que la magnitud de ns  deberá ser 

proporcional sobre el promedio de la intensidad de la luz incidente 0I . La integral en la 

ecuación (73) se simplifica a: 

    2
0 cos exp 2 Im ,eff

zI I C k d    
 

  (75) 

Donde  
1

2 2 2 2
0 sineff

z eff pk k n n    y C  es una constante determinada experimentalmente. 

Hemos asumido un valor de h  muy pequeño. Este es el principal resultado aquí presentado. 

Debemos poner atención en el hecho de que   en la ecuación (75) es el ángulo de viaje de 

la luz dentro del prisma. En un diseño práctico el detector se coloca fuera del prisma y 

deberemos de tomar en cuenta la refracción de la luz cuando sale del prisma. 

 

III.2.4.Diseño experimental 
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Ensamblamos el arreglo experimental mostrado en la Figura 26. El arreglo experimental es 

prácticamente el mismo descrito en el siguiente capítulo con la diferencia de que la muestra 

es iluminada con un diodo laser de 635 nm por el lado del contenedor, el cual está formado 

por un empaque de plástico sostenido a la base del prisma de medición mediante una 

lámina semi translucida opaca de plástico. Los detalles del funcionamiento general del 

sistema de medición así como su funcionamiento se describen en la sección 3.1 del capítulo 

IV.  

 

Figura 26. Esquema del arreglo experimental diseñado para medir perfiles angulares de intensidad de luz 
refractada desde una muestra liquida dentro de un  prisma de índice de refracción mayor cerca del ángulo 

crítico 

III.2.5.Pruebas experimentales 

Una de las hipótesis del modelo derivado anteriormente es que las dimensiones laterales 

del área iluminada en la base del prisma pueden ser consideradas como infinitas. Pero en 

la práctica, el área iluminada es finita y podemos cuestionar si la luz esparcida viaja muy de 

cerca a ángulos rasantes tal que la luz se refracte en el ángulo crítico. De hecho, cuando el 

espesor de la muestra es muy grande comparado a la longitud de onda, se hace muy difícil, 

si no es que hasta imposible, iluminar la base del prisma a ángulos rasantes. La pregunta 

sigue siendo si para una muestra con un espesor suficientemente pequeño existe suficiente 

luz que alcance la interface del prisma a incidencia rasante. En este punto, la forma más 

simple para responder esta pregunta es investigar experimentalmente. Para este fin, 

suspendimos una película difusora en una montura diseñada especialmente para 

permitirnos variar la distancia a la interface del prisma d , en pasos de 20 m utilizando un 

micrómetro operado manualmente. Registramos el perfil angular de la luz refractada 

alrededor del ángulo crítico para diferentes valores de d . Observamos que cuando d  es 

mayor a 1 mm los perfiles angulares de intensidad muestran una fuerte caída a un valor 
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cercano de intensidad cero a un ángulo de refracción claramente más pequeño que el 

ángulo crítico de la interface. Sin embargo, conforme d  decrece, los perfiles de intensidad 

angular eventualmente llegan a ser insensibles a d  y la posición angular del fuerte 

descenso a cero de los perfiles de intensidad alcanza su máximo valor, el cual debe ser el 

ángulo crítico. En la Figura 27 graficamos dos perfiles de agua destilada, uno tomado para 

d de alrededor de 100 m y el otro con la película difusora presionada manualmente en la 

interface del prisma. El último perfil muestra franjas de interferencia debido a la múltiple 

reflexión de la luz dentro de la película delgada de agua, indicando que d ya no es muy 

grande con respecto a la longitud de onda. De la localización angular del máximo en el 

patrón de interferencia, estimamos el grosor de la película de agua que en este caso fue de 

alrededor de 16 .   

Posteriormente, aprovechando también la versatilidad del arreglo experimental, colocamos 

la película difusora a una separación inicial d de 3.9 mm con respecto de la base del 

prisma, para posteriormente ir acercándola con el micrómetro manual, midiendo los perfiles 

de intensidad de manera constante a lo largo de la modificación de la distancia. En la Figura 

28 mostramos algunos perfiles obtenidos. La gráfica nos demuestra que para mediciones 

del índice de refracción es suficiente tener una capa de muestra en un refractómetro tipo 

Abbe por debajo de 500 m para asegurar que efectivamente se está midiendo el índice de 

refracción adecuadamente. Estas observaciones experimentales nos aseguran que en 

nuestro diseño experimental para valores de d  por debajo de 500 m existe suficiente luz 

esparcida a ángulos rasantes que alcanzan la interface del prisma iluminando el ángulo 

crítico.   
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Figura 27. Gráfica de los perfiles angulares de intensidad obtenidos con una película de agua de dos 
diferentes espesores de alrededor de 100   y 16 . La curva para el espesor más delgado presenta 

efectos de interferencia 

 

Figura 28. Gráfica de los perfiles de intensidad angular para encontrar adecuadamente el punto de inflexión 
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III.2.6.Comparación de los perfiles experimentales con el modelo 
óptico 

También diluimos diferentes cantidades de tinta china en agua destilada y medimos su 

coeficiente de absorción a la longitud de onda del láser utilizado en nuestro diseño 

experimental con una cubeta rectangular. Medimos los perfiles de intensidad angular de luz 

refractada para cada muestra preparada. Una pequeña cantidad de muestra líquida fue 

colocada en la interface del prisma y la película de plástico difusora fue ligeramente 

presionada contra el prisma para formar un contenedor de película delgada con una pared 

difusora de luz. El espesor exacto de la película resultante era desconocido. El haz láser se 

hizo incidir de manera normal sobre la parte trasera de la película difusora como se muestra 

en la Figura 26 y se midieron los perfiles de intensidad alrededor del ángulo crítico. 

Ajustamos el modelo de la ecuación (75) al variar el grosor de la muestra fluida y la parte 

real del índice de refracción al mejor ajuste de los datos experimentales. En la Figura 29 

mostramos las gráficas de los perfiles angulares de intensidad y sus correspondientes 

ajustes del modelo teórico para las primeras cuatro muestras con coeficientes de absorción 

 = 1.70, 2.66, 3.00 y 4.07 mm-1. Podemos apreciar que el modelo reproduce muy bien los 

datos experimentales en los cuatro casos. La última muestra tiene un  coeficiente de 

absorción elevado de  = 6.46 mm-1. En este caso, presionamos más fuerte el difusor para 

formar una película delgada. El correspondiente perfil de intensidad angular y su mejor 

ajuste del modelo teórico se muestra en la Figura 30. 
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Figura 29. Perfiles angulares de intensidad alrededor del ángulo crítico para cuatro soluciones de tinta china 

en agua destilada y los mejores ajustes del modelo óptico obtenido por ajustar d y  Re .mn  Los coeficientes 

de absorción fueron medidos para cada muestra, (a) 1.70   mm-1, (b) 2.76   mm-1, (c) 3.00   

mm-1, (d) 4.07   mm-1. Para las curvas teóricas, usamos pn  = 1.515,  = 635 nm, d = (a) 106 , (b) 

130 , (c) 90  y (d) 120 , y  Re mn = (a) 1.3338, (b) 1.3353, (c) 1.3348 y (d) 1.3368 

 

Figura 30. Perfiles de intensidad angular alrededor del ángulo crítico para una solución de tinta china en agua 
destilada con un coeficiente de absorción  = 6.46 mm-1 y el mejor ajuste del modelo óptico obtenido por 

ajustar d y  Re mn . Para la curva teórica, se usó pn = 1.515,  = 635 nm, d = 52  y  Re mn =1.3363 
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Vemos nuevamente que el modelo reproduce bien las curvas experimentales. El espesor 

de la muestra para los mejores ajustes del modelo óptico son d = 106 , 130 , 90 , 

120 , para las gráficas en la Figura 29 (a), (b), (c) y (d), respectivamente, y d = 52  para 

la gráfica en la Figura 30. Para generar las curvas teóricas en las últimas gráficas, 

asumimos que el índice de refracción del prisma es de 1.515 y usamos una longitud de 

onda de 635 nm. La parte imaginaria del índice de refracción de la muestra corresponde al 

coeficiente de absorción medido y se obtiene de la relación  4 Im mn    y están 

indicados en cada figura. Aunque se puede apreciar un pequeño corrimiento angular del 

punto de cambio drástico de intensidad para mayores ángulos de refracción para altos 

coeficientes de absorción, indicando que la parte real del índice de refracción se 

incrementa, es demasiado pequeño para precisar su determinación con nuestro arreglo 

experimental actual. Sin embargo, el excelente ajuste del modelo a los perfiles 

experimentales asegura la validez del modelo óptico. 

 

III.2.7.Ejemplos numéricos 

Habiendo validado el modelo óptico, podemos usarlo para estudiar la dependencia de los 

perfiles de intensidad angular de luz refractada para diferentes valores de la parte 

imaginaria del índice de refracción de la muestra. En la Figura 31a dibujamos el perfil 

angular de intensidad de luz refractada cerca del ángulo crítico asumiendo un grosor de la 

muestra de 100 md  y el fluido con un índice de refracción 1.33 .mn ix   Nosotros 

mostramos gráficas para x= 
610 ,

 
510 , 410  y 310 . Observemos que una substancia con 

310x 
  deberá ser completamente opaca en una cubeta de 1 mm de grosor. Para los 

dibujos en la Figura 31 asumimos que el índice de refracción del prisma de vidrio es 1.515 

y la longitud de onda en el vacío es 635 nm. 
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Figura 31. Gráfica de la intensidad versus el ángulo de refracción (dentro del prisma) cerca del ángulo crítico 

para una muestra fluida de índice de refracción 1.33mn ix   con x= 
610 ,

 
510 , 410  y 310 . El índice 

de refracción del prisma es de 1.515, la longitud de onda es de 635 nm y el grosor de la muestra es de 100 m. 
(b) Gráfica de la derivada angular de las curvas en a) 

Podemos ver que para una pequeña parte imaginaria del índice de refracción, el perfil de 

intensidad se parece a una función escalón a un ángulo crítico determinado por la parte real 

del índice de refracción y el índice de refracción del prisma. Conforme la parte imaginaria 

del índice de refracción de la muestra fluida se incrementa, la curva del perfil angular se 

suaviza, pero éste decae a cero en el mismo ángulo. En los gráficos para x= 
610 ,

 
510 ,

 

y 410  podemos observar que hay un punto de inflexión. Debemos de tomar el punto de 

inflexión como el ángulo crítico c . De éste, uno puede obtener la parte real del índice de 

refracción de la muestra usando la formula usual 1sins p cn n 
  donde pn  es el índice de 

refracción del prisma y sn  deberá ser en este caso la parte real del índice de refracción de 

la muestra. 

En la Figura 31b mostramos la derivada angular de las curvas mostradas en la Figura 31a 

Claramente las primeras tres gráficas para x= 
610 ,

 
510 ,

 y 410  muestran un mínimo 

agudo a básicamente el mismo ángulo. Sin embargo, la curva para x = 310  no muestra un 

mínimo y por lo tanto su correspondiente gráfica en la Figura 31a no tiene punto de inflexión. 

Podemos concluir que la refractometría con el refractómetro de Abbe estándar ya no puede 

llevarse más a cabo. Sin embargo, ajustando el modelo de la ecuación (75) al perfil angular 

de intensidad se pueden recuperar las partes real e imaginaria del índice de refracción de 

la muestra. Podemos apuntar aquí que si la dimensión d  se reduce, el perfil angular de 
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intensidad para  x = 310  cambia y el punto de inflexión aparece. Sin embargo, si d se 

reduce demasiado, el perfil de intensidad empieza a extenderse más allá del punto de 

inflexión. De cualquier forma, dependiendo del diseño particular de un refractómetro basado 

en la refracción de la luz difusa cerca del ángulo crítico uno puede usar la ecuación (75) 

tanto como el esparcimiento dentro de la muestra sea despreciable. 

 

III.2.8.Comentarios 

En esta sección derivamos una formula simple del perfil de intensidad angular de luz 

refractada de un fluido absorbente homogéneo dentro de un prisma transparente de índice 

de refracción mayor. La fórmula puede ser usada para modelar el diseño de un 

refractómetro basado en la refracción de luz difusa de una muestra de un fluido absorbente 

cerca del ángulo crítico. Esto podría ser usado ventajosamente para obtener la parte real e 

imaginaria del índice de refracción de una muestra fluida desde el perfil de intensidad 

angular alrededor del ángulo critico en refractómetros tipo Abbe. 
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IV. REFRACTÓMETRO POR REFLEXIÓN DIFUSA 

 

IV.1.Introducción 

En esta sección planteamos un modelo para determinar del índice de refracción IR efectivo 

de una suspensión turbia de partículas, partiendo de la dependencia angular de la luz 

esparcida por las partículas y transmitida al interior de un prisma transparente de alto IR. 

En la parte experimental mostraremos como ensamblamos un dispositivo experimental 

versátil que puede ser reconocido como un refractómetro de Abbe modificado, en el cual se 

coloca la muestra bajo estudio y se ilumina desde el lado del prisma, pudiendo medir el 

perfil de intensidad de luz difusa refractada al interior del prisma alrededor del ángulo crítico. 

Por medio de un ajuste del modelo aquí planteado, podemos extraer el IR complejo de las 

suspensiones turbias de partículas desde los perfiles medidos. 

 

Figura 32. Transmisión de luz esparcida por una partícula en un coloide turbio a un medio de mayor IR. El 
ángulo crítico y la dirección de observación están indicadas 

El propósito aquí es establecer y describir un modelo matemático que sea capaz de 

describir el comportamiento del borde del cono de luz difusa proveniente de un medio bajo 

estudio. Vamos a asumir que el medio matriz con las partículas inmersas en él es un medio 

efectivo con propiedades efectivas, apoyándonos en que la descripción de la luz a través 

del medio se puede describir a través de su índice de refracción efectivo. El modelo que 

plantearemos establecerá cantidades promediadas en la posición, que implica que la luz 

difusa total esparcida por las partículas no dependerá de la posición de cada partícula en 

el medio matriz. 

Existen fórmulas que dan una expresión matemática explicita para calcular el índice de 

refracción de un material microscópico (modelo de Clausios-Mossotti) en términos de las 
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propiedades ópticas de los componentes moleculares. La gran limitante de estas fórmulas 

es que solo tienen validez cuando el tamaño de las partículas es muy pequeño comparado 

con la longitud de onda de la radiación incidente y densidad baja en número de partículas 

[13]. 

Van de Hulst [21] resuelve el problema de la transmisión de una onda plana que incide 

sobre una capa de esferas de espesor finito cuando el tamaño de las partículas es 

comparable a la longitud de onda de la radiación incidente, considerando que el campo 

lejano esparcido es producto de la superposición de la luz esparcida por cada esfera y 

promediada espacialmente, dando lugar a una onda plana que da origen a un campo 

coherente que se propaga con un vector de onda efectivo. Actualmente se asume que esta 

aproximación es válida para concentraciones en volumen pequeñas, limitando su 

aplicación, aunque no es claro hasta que concentración puede ser válida la aproximación. 

Un parámetro esencial para cuantificar el comportamiento de la luz así como su 

propagación a través de un material es su índice de refracción. La medición del IR de 

materiales se usa a menudo para determinar la pureza de un material, para inferir la 

concentración de una sustancia en solución, o para monitorear un proceso físico o químico, 

entre muchas otras aplicaciones. A la fecha, sin embargo, únicamente la medición del IR 

de materiales homogéneos está bien establecida. No obstante, muchos materiales de 

interés científico y tecnológico no son homogéneos a escalas comparables a la longitud de 

onda de la radiación incidente. En tal caso, la luz viajando dentro del material se esparce 

debido a las inhomogeneidades y alguna porción de ésta, o toda, se convierte en luz difusa. 

En esos casos el concepto de IR ha sido revisado y su medición se debe ejercer con 

cuidado. Durante las pasadas décadas se han realizado algunos trabajos para tratar de 

entender y establecer caminos para medir la constante de propagación efectiva y el IR de 

medios inhomogéneos y turbios [2], [4]–[6], [10], [11], [20], [38], [43], [52], [54]–[69]. Sin 

embargo, aún quedan muchos retos que superar. 

Existe un gran potencial para nuevas aplicaciones de una refractometría robusta de medios 

turbios. De esta forma, el IR efectivo asociado con una suspensión coloidal depende del 

tamaño, forma e IR de las partículas que la constituyen, así como de su concentración. Así, 

la medición propia del IR de coloides puede ser usada para caracterizar a las partículas 

coloidales. Un coloide es ópticamente turbio cuando el tamaño de las partículas 

suspendidas no es pequeño comparado a la longitud de onda de la radiación. A mayor 

contraste de IR entre la matriz y las partículas, mas turbio será el coloide. Cuando un medio 
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coloidal es turbio este tiene un IR efectivo complejo incluso en la ausencia de absorción de 

luz. La parte real del IR efectivo describe el retraso de fase de la luz viajando al interior del 

medio, mientras que la parte imaginaria se relaciona con la cantidad de luz que se esparce 

o se absorbe en el medio [38], [63]. 

El concepto y la medición del IR efectivo ha sido asociada únicamente con la llamada 

componente coherente de la luz [11], [38], [43], [52], [61], [63], [68]. Por lo tanto, su medición 

en medios turbios ha sido perseguida primariamente usando la propagación o reflexión de 

la componente coherente de la luz. Sin embargo, la luz difusa, propagándose dentro de un 

medio turbio, también ve el IR efectivo del medio. En efecto, usando luz difusa para medir 

el IR de un medio turbio puede ofrecer muchas ventajas. A pesar de esta ventaja, la 

medición del IR efectivo desde el comportamiento de la luz difusa ha sido escasamente 

investigada. El único trabajo del cual estamos enterados, investigando específicamente la 

medición del IR efectivo de coloides turbios y usando luz difusa, es aquel de Meeten y North 

en 1991 [2]. En aquel trabajo los autores modificaron un refractómetro de Abbe comercial y 

midieron el perfil angular de intensidad alrededor del ángulo crítico cuando la muestra 

presentaba algo de turbidez. Encontraron que podían medir la parte real del IR efectivo, 

pero asumieron que el ángulo crítico era el ángulo de refracción dentro del prisma donde el 

perfil de intensidad alcanzaba cero. Esta afirmación no es enteramente correcta, como se 

aclarará más adelante. Sin embargo, desde un punto de vista experimental, la posibilidad 

de medir la parte real del IR efectivo de coloides turbios fue claramente demostrada. 

Cuando el esparcimiento óptico es importante dentro de un material, es útil dividir la luz en 

dos componentes: una componente coherente y otra difusa. La componente coherente 

corresponde al promedio de los campos electromagnéticos sobre todas las configuraciones 

microscópicas permitidas del sistema, mientras que la componente difusa se relaciona a 

las fluctuaciones de los campos electromagnéticos alrededor de su promedio [38], [54], [56], 

[63], [64], [68]. Cuando el esparcimiento es fuerte la componente coherente decae 

rápidamente dentro del bulto del material y toda es convertida a luz difusa o es absorbida. 

Cuando la absorción del material es pequeña, el flujo de energía es transportado por la 

componente difusa. El IR efectivo asignado a la componente coherente de luz ha sido 

investigado en recientes años [10], [11], [38], [52], [59]–[66], [68]–[70], y su naturaleza no 

local ha sido establecida [63], [68]. Sin embargo, como ya se ha dicho, el IR efectivo visto 

por la luz difusa ha sido escasamente investigado, y la única referencia que reporta 

esfuerzos en el pasado que ayuda a direccionar esta cuestión es la de Meeten y North [2]. 
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Como se muestra en esta referencia, un refractómetro de tipo Abbe puede ser usado 

ventajosamente en este caso. Sin embargo, puesto que la muestra por si misma esparce 

luz, es posible y más práctico iluminar la muestra del fluido desde el lado del prisma. En 

esta forma la luz entra a la muestra y se esparce en todas direcciones, y alguna porción de 

luz difusa se refleja de regreso al interior del prisma. La luz reflejada en el prisma es 

restringida a un cono de luz con un ángulo de apertura determinado por los índices de 

refracción de la muestra y el prisma. Localizando el borde del cono de luz nos permite inferir 

el IR de la muestra. Cuando la muestra es homogénea el ángulo de apertura del cono de 

luz es igual al ángulo crítico. Sin embargo, con muestras altamente turbias, no existe un 

ángulo crítico bien definido y es necesario algún modelado adicional. Este es el tema de 

análisis en este capítulo.  

El modelo que a continuación vamos a describir no es un modelo del índice de refracción, 

es un modelo que describe el comportamiento de la luz difusa retro-esparcida al interior de 

un prisma donde asumiremos que la luz viaja en un medio con un índice de refracción 

efectivo, el cual es de nuestro interés obtener para poder caracterizar al medio bajo estudio. 

Se ha demostrado [52] que es posible derivar un índice de refracción efectivo dependiente 

solo de la frecuencia, el cual puede ser utilizado en el problema inverso: dado el índice de 

refracción efectivo, poder obtener las propiedades del coloide, como son el radio de la 

partícula, y el índice de refracción de las partículas, principalmente [9]. 

Cuando las partículas son comparables a la longitud de onda, el IR efectivo sigue siendo 

un parámetro útil para describir la propagación y la refracción de la luz, pero no es posible 

usar el índice de refracción efectivo en las relaciones de Fresnel para calcular la reflexión 

en una interface plana, ya no son válidas [8], [71]. Esto se verificó experimentalmente en 

[9] y [11]. 

 

IV.2.Modelo óptico con medios esparcidores de luz 

Vamos a considerar un conjunto de partículas embebidas en un material homogéneo sin 

fronteras y transparente (el cual será llamado la matriz) de índice de refracción mn , y 

localizado aleatoriamente dentro del semi-espacio z > 0. Asumiremos que la matriz es no 

magnética (su permeabilidad magnética es 0 ). Vamos a asumir que todas las partículas 
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están completamente dentro del semi-espacio 0z  . Esto significa que para una partícula 

esférica de radio a , su centro está localizado en z a  . 

La idea del modelo desarrollado se basa primero en enfocar nuestra atención en una de las 

partículas, la n-ésima partícula localizada en nr  . Propagamos el campo esparcido por esta 

partícula en el coloide a través del medio turbio, y posteriormente lo transmitimos dentro del 

medio incidente el cual vamos a asumir que es un vidrio óptico de índice de refracción 

mayor que el del medio turbio. Entonces propagamos el campo transmitido al plano de 

detección, el cual por simplicidad en los cálculos, vamos a asumir que está en el mismo 

medio y en la región de campo lejano. Obtenemos la intensidad óptica debido al campo 

esparcido por la n-ésima partícula en el plano de detección. Finalmente sumamos 

incoherentemente la intensidad debido a todas las otras partículas localizadas en otras 

posiciones en la muestra coloidal y tomamos el promedio configuracional asumiendo una 

densidad uniforme de probabilidad de encontrar alguna de las partículas debajo de la 

interface. Muchas simplificaciones son hechas a lo largo de la derivación, la cual permite 

llegar a un modelo muy simple el cual se ajusta bastante bien los datos experimentales y 

es útil para caracterizar ópticamente a un coloide turbio. Como veremos más adelante se 

puede utilizar para obtener el IR efectivo complejo de coloides muy turbios. 

Vamos a asumir una onda plana monocromática una frecuencia   viajando en la matriz 

que incide desde el semi-espacio negativo ( 0z  ) a el sistema aleatorio de partículas. El 

campo eléctrico esparcido por alguna de las partículas puede ser expresado en términos 

de la corriente inducida dentro de la partícula como [72] 

      3
0; 'G ; ' ' ,

n

s ind
n n n

V

i d r E r r r r J r   (76) 

Donde nV  es el volumen ocupado por la n-ésima partícula y  ; 'G r r  es la función diádica 

de Green del vector de la ecuación de Helmholtz a la frecuencia  con la condición a la 

frontera de la radiación de Sommerfeld [19]. La dependencia en el tiempo  exp i t está 

implícita en todas las ecuaciones. Para puntos de observación fuera de las partículas 

 nVr  podemos usar la siguiente expansión en ondas planas de la función de Green 

diádica [73], 
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      2

1 ˆ ˆ, ' exp ' ,
8 x y

z

i dk dk i
k

  
     G r r I k k k r r   (77) 

Donde ˆ ˆ ˆ ,x x y y z zk k k

  k a a a  2 2 2 2

0 .z m x yk k n k k    Los signos + y – son usados para 

'z z  y 'z z respectivamente. 

En general podemos escribir, 

       3

0

1
' ', '' '' '',

n

ind exc
n n n

V

d r
i

 J r T r r E r   (78) 

Donde   ''exc
nE r es el campo que excita la n-ésima partícula y  ', ''nT r r  es el llamado 

operador de transición para la n-ésima partícula [72]. Aquí, éste corresponde al operador 

de transición para la partícula embebida en la matriz. El operador de transición es un 

operador lineal el cual obedece a la ecuación integral de Lippmann-Schwinger [72]. El 

campo que excita a la n-ésima partícula incluye el campo incidente más el campo radiado 

por todas las otras partículas. Esto es, se excluye el campo inducido por la n-ésima partícula 

por sí misma. Este incluye sin embargo, el efecto de la n-ésima partícula sobre todas las 

otras partículas. 

Para puntos con 0z   (esto es más grande que la coordenada 'z  para todos los puntos 

 nVr ) podemos escribir, 

        30
2

1 ˆ ˆ 'exp ' ' .
8

n

s ind
n x y n

z V

dk dk d r i
k




  


       E r I k k k r r J r   (79) 

Ahora, podemos hacer un cambio de variable ' s n r r r  donde sr  es el vector de posición 

relativo al centro de la partícula el cual está en nr . Así, tenemos 's n r r r  y 3 3' ,sd r d r  

y escribimos, 

  
 

     30
2

exp ˆ ˆ exp ;
8

n

ns ind
n x y s s n s n

z V

i
dk dk d r i

k






  

    
     

k r r
E r I k k k r J r r  

 (80) 

La expresión anterior la podemos escribir como, 
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  
 

 0
2

exp
, ; ,

8
ns

n x y x y n
z

i
dk dk k k

k





    

 
k r r

E r s r   (81) 

donde 

        3ˆ ˆ, ; exp ;
n

ind
x y n s s n s n

V

k k d r i
  

    s r I k k k r J r r   (82) 

La  ecuación (82) es una superposición lineal de ondas planas viajando en la matriz. 

Ahora, vamos a considerar que esas ondas planas viajan en un medio efectivo con un índice 

de refracción efectivo effn  (el cual es en general complejo). En este caso, reemplazamos  


k  y zk  con ˆ ˆ ˆeff x x y y z zk k k  k a a a  y eff

zk  respectivamente, donde 

2 2 2 2
0 .eff

z eff x yk k n k k    

Con estos cambios debemos reinterpretar las corrientes inducidas dentro de las partículas 

como las corrientes inducidas en exceso de aquellas corrientes que deberían de ser 

generadas en la matriz de índice de refracción effn y dentro del volumen ocupado por la 

partícula pero sin la partícula. Entonces podemos escribir, 

  
 

 0
2

exp
, ; ,

8
eff ns eff

n x y x y neff
z

i
dk dk k k

k




    
 

k r r
E r s r   (83) 

Donde agregamos el superíndice eff  a  ,eff
x yk ks para indicar que este término viene de 

usar las corrientes efectivas inducidas en exceso sobre aquellas inducidas en la matriz de 

índice de refracción effn  donde la n-ésima partícula se encuentra localizada. 

Observemos que el kernel de la ecuación (83) está dividido por eff
zk el cual tiene un mínimo 

cuando  2 2 2Re .x y effk k n   Éste puede tomar el valor de cero si el índice de refracción es 

real. Valores de xk y yk que satisfacen la última ecuación corresponden a ondas planas 

viajando paralelas a la superficie del sistema, esto es, al plano z=0. 

Ahora, vamos a considerar que el semi-espacio negativo desde donde la luz incide tiene un 

índice de refracción diferente pn  el cual asumimos como real. Así, introducimos una 



 

88  

interface plana en 0z   entre dos índices de refracción reales, pn  y mn .  Al introducir esta 

interface, tanto el campo incidente sobre las partículas como el campo que excita alguna 

de las partículas se modifica. El campo incidente se refracta y es multiplicado por un 

coeficiente de transmisión en la interface, y el campo que excita las partículas (ver ecuación 

(78)) incluirá ahora múltiples reflexiones de la interface. 

Vamos a propagar las ondas planas de cada una de las partículas al plano de detección. El 

detector es colocado en el medio incidente a una gran distancia de la interface y viendo 

hacia la superficie. 

Primero propagamos los campos justo antes de la interface en 0z 
 . Tenemos, 

    0
20

exp
, ; ,

8

eff
x y z ns eff

n x y x y neffz
z

ik x ik y ik z
dk dk k k

k







    
 E r s r   (84) 

El campo justo del otro lado de la interface en 0z 
  se obtiene por dividir el campo en su 

trasversal eléctrico TE, y transversal magnético TM, y multiplicar por el correspondiente 

coeficiente de transmisión. Obtenemos 

  
   

   0
20

exp
, , ; ,

8

eff
x n y n z ns eff

n x y x y x y neffz
z

ik x x ik y y ik z
dk dk k k k k

k







      
 E r t s r  

(85) 

Donde 

        ˆ ˆ, , ; , ; , ; ,
eff effeff TE TM

x y x y n TE x y n TE TM x y n TMk k k k t s k k t s k k  t s r r s r s   (86) 

Donde TEt y TMt  son los coeficientes de trasmisión para ondas polarizadas TE y TM  

respectivamente. Los vectores unitarios TE y TM que aparecen en la ecuación (86) están 

dados por, 

 

    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ  y  .eff eff eff eff
TE z z TM TE TE     s k a k a s k s k s   (87) 

Puesto que únicamente la componente z  de effk puede ser compleja, podemos ver que ˆTEs

es un vector real unitario. Sin embargo, ˆTMs es en general un vector unitario complejo. 
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Ahora, podemos introducir el factor  exp p
zik z  con 2 2 2 2

0
p
z p x yk k n k k   en el kernel de la 

ecuación (85) para propagar el campo dentro del medio incidente de índice de refracción 

pn . Podemos propagar el campo de la ecuación (85) en el campo lejano y usar el método 

de fase estacionaria [53] para evaluar el campo. Para este fin, asumimos que el sistema se 

extiende a lo largo pero finita área sobre 0z   y llevamos el punto de observación muy 

lejos comparado a las dimensiones laterales del sistema. Obteniendo, 

  
 

   
2

0
1 2 1 22

exp4 cos θ
, , ;

8 2

eff
z nps eff

n neff
z

ik zik
E k k k k

r k


 


 r t s r   (88) 

Donde 1 sin θ cospk k  y 2 sin θsinpk k   son las coordenadas del punto de fase 

estacionaria en el espacio  ,x yk k  y  ,θ,r  son las coordenadas esféricas del punto de 

observación r . También, ahora, 

  2 2 2 2 2
1 2 ,eff

z effk c n k k     (89) 

es en general complejo,    Re Im ,eff eff eff
z z zk k i k   puesto que effn es en general un 

número complejo para coloides turbios, incluso en la ausencia de absorción [13], [20], [42]. 

El perfil de intensidad angular en la zona lejana está dado por la magnitud del promedio en 

el tiempo del vector de Poynting,  *1
Re .

2
 S E H  Obteniendo, 

 
2 2 20

0 0

1 1 1ˆ ˆRe
2 2 2

p
p

k
n



  

 
   

 

kS E E r E r   (90) 

Puesto que los vectores unitarios ˆTEs y ˆTMs  son ortogonales uno al otro tenemos, 

        
2 22 2 2

ˆ, , ; , ; , ; .
eff effeff TE TM

x y x y n TE x y n TM x y n TMk k k k t s k k t s k k  t s r r r s   (91) 

Las funciones  , ;
eff

TE x y ns k k r y   ˆ, ;
eff

TM x y n TMs k k r s  son proyecciones de  , ;eff
x y nk ks r sobre los 

vectores unitarios ˆTEs  y ˆTMs . Ahora, como ya se mencionó, el medio efectivo para la 

componente coherente de luz en un coloide turbio tiene una naturaleza no local y los 

coeficientes de reflexión de Fresnel pueden no ser aplicables [8] sin considerar una 
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magnetización efectiva con un índice de refracción efectivo [38]. Sin embargo, para bajas 

densidades de partículas los coeficientes no deben diferir drásticamente de los usuales 

coeficientes de Fresnel. Así, vamos a asumir que el coeficiente de transmisión de Fresnel 

provee una razonable aproximación. En este caso los coeficientes de transmisión TEt  y TMt  

son proporcionales a eff
zk , 

 2 1 2 2

2 1 2 1 2 1

2 2
,              ,

i i
TE TMz z

Ei t i t
z z z z

k kt t
k k k k
   

     
 

 
  (92) 

donde i
zk  y t

zk  en este caso son el número de onda incidente y transmitido, 

respectivamente. 

Para obtener el perfil de intensidad debemos sumar la contribución de todas las partículas 

que esparcen y tomar el promedio configuracional sobre su posición, forma, tamaño e índice 

de refracción. Podemos asumir que todas las partículas son equivalentes y que la densidad 

de probabilidad de encontrar el centro de alguna partícula debajo de la interface es uniforme 

y está dada por 1 V donde V  es el volumen accesible a la partícula. Si asumimos que hay 

N  partículas podemos escribir, 

  
 

   
2 2 2
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2
2 2 0

exp 2 Imcos1
, , ;

2 4

effL L
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n n n x y x y neff
L L z

k zk
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



 

 
 

   r t s r  

 (93) 

Donde N V  es la densidad en número de partículas,   significa el promedio 

configuracional de las variables apropiadas, y asumiremos que las dimensiones laterales 

del volumen V es un cuadrado de lados L  grandes comparados a la profundidad del 

volumen iluminado. 

1k  y 2k  son funciones del ángulo de observación  y  . El perfil de intensidad esta medido 

en un pequeño rango (comparado a 2 ) alrededor de la dirección del “borde del cono 

iluminado”. El borde del cono iluminado es de alrededor de  1sin Re .eff pn n   
 

 El perfil 

de intensidad de luz refractada de regreso al interior del prisma se mide alrededor del plano 

de incidencia, esto es, alrededor de 0.   Por otro lado,  , ;eff
x y nk ks r es el espectro de 

ondas planas de la luz esparcida por la n-ésima partícula dentro del medio efectivo. Este 
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depende del espectro angular del campo incidente sobre la partícula, que a su vez depende 

de la posición de la partícula dentro del medio esparcidor. Incluso aunque no tengamos una 

teoría cuantitativa para calcular  , ;eff
x y nk ks r  o su promedio en un sistema aleatorio de 

partículas que esparcen luz, es razonable asumir que es una función suave de 1k y 2k y 

podemos aproximarla como una constante dentro del pequeño rango de interés. Así dentro 

del rango de interés de las direcciones de observación podemos aproximar 

   , ;
effeff

x y n c nk k s r s r  donde el subíndice se adiciona para indicar que es evaluado en 

 1sin Re eff pn n   
 

y 0.  Es también razonable asumir que la magnitud de  
eff

c ns r

deberá tener una contribución proporcional a la magnitud de la componente coherente de 

la luz viajando dentro de la muestra turbia más otra contribución proporcional en el promedio 

de la intensidad especifica (o radiancia) de la luz difusa promediada sobre todas las 

direcciones. Cuando una onda plana incide en la interface, la componente coherente decae 

exponencialmente dentro del medio turbio acorde a un índice de refracción efectivo. 

Actualmente no tenemos una teoría confiable para modelar la luz difusa cerca de la 

interface. Sin embargo, también para una onda plana incidente y lejos de las interfaces, la 

luz difusa también decae exponencialmente dentro del medio turbio. Por lo tanto es 

razonable aproximar la dependencia de  
2

, ;
eff

TE x y ns k k r  y  
2

ˆ, ;
eff

TM x y n TMs k k r s  como 

una función exponencial que decae dentro del medio turbio. En el experimento usamos un 

haz láser colimado (el cual por supuesto no es una onda plana). Sin embargo, asumiremos 

que las dimensiones laterales del haz óptico incidente son grandes comparado con la 

profundidad dentro de la muestra turbia donde la luz esparcida y que se propaga con un 

effn  alcanza el plano de detección. Entonces tenemos, 

      
2 2

ˆ, ; , ; exp
eff eff

TE x y n TM x y n TM z ns k k s k k B z r r s   (94) 

Donde B  es una constante y 
2 2TE eff

zt k  y 
2 2TM eff

zt k  pueden ser considerados como 

constantes dentro del rango angular de interés. Entonces podemos escribir, 
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Donde C  es una constante y tenemos, 
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Donde 2.A L  Como ya se ha dicho, el perfil de intensidad se mide sobre un pequeño 

rango. Podemos tomar 0   en la evaluación de 1k y 2k   en .eff
zk Agrupando las constantes 

obtenidas en un solo valor 0I  obtenemos finalmente, 
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2
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,
2 Im eff

z z

I
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k
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





  (97) 

Donde 2 2 2sin ,eff
z eff pk n n    con ' ''

eff eff effn n in   siendo la parte real e imaginaria del índice 

de refracción efectivo. Ahora estamos en la posibilidad de comparar el modelo con los 

perfiles experimentales. 

 

IV.3.Diseño experimental para la obtención del índice de refracción 
efectivo 

En esta sección proponemos un diseño experimental para obtener perfiles angulares de 

intensidad alrededor del ángulo crítico de luz difusa transmitida desde la muestra turbia al 

interior de un prisma transparente.  La muestra es iluminada por un haz láser que incide a 

diferentes ángulos sobre la muestra turbia a analizar, desde el lado del prisma. El 

refractómetro desarrollado nos permite medir el IR de suspensiones de partículas de mayor 

turbidez que en trabajos previos. Usamos el refractómetro para probar el modelo teórico y 

ver si este puede ser usado para medir el IR efectivo de suspensiones turbias de partículas.    

En la sección anterior describimos el modelo óptico derivado expresamente para esta 

medición. Básicamente el modelo asume que la luz esparcida difusamente por alguna de 

las partículas coloidales viaja en un medio efectivo con un IR complejo y es incoherente con 

respecto a la luz esparcida por alguna otra partícula. Para derivar el modelo la luz esparcida 

por una de las partículas es expresada en términos de una expansión de ondas planas. 

Cada componente de onda plana alcanza la interface y se refracta dentro de una dirección 

específica dentro del prisma. Para obtener el perfil angular de intensidad,  I  , primero 

encontramos la intensidad de la luz esparcida por una partícula en una dirección especifica 
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en el plano del detector. Subsecuentemente, adicionamos la intensidad de la luz esparcida 

de todas las partículas (suma incoherente) en esa dirección. Asumimos que la densidad de 

probabilidad de encontrar una partícula localizada dentro del semi-espacio debajo de la 

interface del prisma es constante, y la dependencia angular de la amplitud de las ondas 

esparcidas por alguna de las partículas es una función suave que puede ser aproximada 

como una constante dentro de un intervalo angular pequeño. El modelo también asume que 

la amplitud de las ondas esparcidas por una partícula en una dirección dada es proporcional 

a un campo de excitación efectivo que decae exponencialmente dentro del medio turbio. 

Por lo que la intensidad de la luz esparcida en una dirección por una partícula localizada a 

una distancia z de la interface es simplemente proporcional a  exp z z  (el origen es 

colocado en la interface y el eje z apunta hacia afuera de la muestra turbia). El modelo 

predice que la caída brusca del perfil de intensidad angular en el ángulo crítico visto en una 

muestra transparente es suavizada cuando la muestra es turbia. También predice que el 

perfil de intensidad se extiende más allá del ángulo que uno puede calcular como el ángulo 

crítico, considerando únicamente la parte real del IR efectivo del medio turbio. El modelo 

que desarrollamos para el perfil de intensidad angular de luz esparcida difusamente 

reflejada al interior del prisma es el descrito por la ecuación (97) y que por claridad 

repetiremos aquí: 

  
 

2
0 cos

,
2 Im eff

z z

I
I

k








  

Donde 0I  es una constante experimental,   es el ángulo de visión, 

 
1

2 2 2 2
0 sin ,eff

z eff pk k n n    0k  es el número de onda en el vacío y effn  es el IR efectivo 

de la muestra turbia. Note que 2
effn  es el producto  de effn  consigo mismo, obteniéndose 

un numero complejo. La constante de decaimiento z  es actualmente un parámetro 

empírico que nos dice cual rápido las fuentes efectivas dentro del medio efectivo decaen. 

Por un ajuste de la ecuación anterior a perfiles de intensidad angular experimentales cerca 

del ángulo crítico, podemos obtener el valor complejo del IR efectivo del medio turbio junto 

con un estimado del valor de z .  
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El decaimiento exponencial de una (densidad de) fuente efectiva con una constante de 

decaimiento z dentro del medio turbio es una de las principales suposiciones del modelo 

que lleva a la ecuación (97). Esperamos que z sea análogo a la componente z  del vector 

de onda de la onda coherente dentro del medio turbio excitado por el haz óptico incidente, 

pero para una densidad de fuentes efectivas. De esta forma, debería depender del ángulo 

de incidencia y sobre el tipo y concentración de partículas.  

 

 

 

IV.3.1.Diseño experimental.  

Diseñamos y ensamblamos el arreglo experimental mostrado en la Figura 33. Este consiste 

de un prisma semi-cilíndrico hecho de vidrio BK7 de 30 mm de radio, un diodo láser con 

longitud de onda de 635 nm, una lente plano-convexa, una lente convexa delgada, una 

cámara CCD y un contenedor de la muestra. El contenedor que mantiene la muestra líquida 

está formado con un empaque de silicón sujeto a la base de un prisma semi-cilíndrico con 

un porta-objetos de microscopio. El haz láser incide en la interface de la muestra coloidal 

en la base del prisma a un ángulo i , como se muestra en la Figura 33. La configuración 

experimental nos permite variar el ángulo de incidencia del láser .i  Cuando el contenedor 

es llenado con una suspensión turbia de partículas, parte del haz láser es transmitido como 

un haz coherente dentro del coloide turbio, y parte de éste es reflejado coherentemente en 

la dirección especular. El haz coherente transmitido se esparce entre las partículas, y algo 

de luz difusa viaja de regreso al prisma. La luz retro-reflejada difusamente es confinada a 

un cono de luz fácilmente observable por el ojo humano. La lente plano-cóncava tiene su 

lado curvo con el mismo radio de curvatura del prisma semi-cilíndrico. Ésta es puesta en 

contacto con la superficie del prisma a lo largo de la dirección de observación como se 

muestra en la Figura 33. El propósito de la lente plano-cóncava es reducir el efecto de 

defocamiento de la superficie del prisma cuando la luz sale del prisma. La lente delgada 

convexa se coloca justo detrás de la lente plano-cóncava como se muestra en la figura para 

mapear la distribución angular de la luz transmitida difusamente a una distribución espacial 

de la intensidad de luz en el plano focal de la lente.  
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Figura 33. Esquema del diseño experimental. El tamaño del área sensitiva de la cámara CCD es de 5.2 mm X 
6.7 mm. La distancia desde la base del prisma a la CCD es de aproximadamente de 10 cm en nuestra 

configuración experimental, y la longitud focal de la lente simple es de 3.5 cm. Una imagen típica captada por 
la CCD se muestra en el recuadro. 

La cámara CCD registra la distribución de intensidad en el plano focal de la lente. La imagen 

de intensidad es integrada a lo largo de la dirección perpendicular al plano de incidencia. 

La integración reduce considerablemente el ruido de “speckle” y es crucial para obtener 

perfiles suaves cuando se usa luz láser. Podemos notar aquí que la línea del borde de la 

región iluminada en la imagen de la CCD no es una línea perfectamente derecha, está 

ligeramente curveada, (ver recuadro de Figura 33). Ignoraremos esta pequeña curvatura 

de la línea en el borde del cono de luz en el presente trabajo puesto que cualquier error 

derivado de éste es menor que la resolución alcanzada en nuestras mediciones.  

En orden a obtener los perfiles de intensidad angular es necesario convertir un punto sobre 

el plano focal de la lente a un ángulo de viaje de la luz dentro del prisma. Usando la ley de 

Snell y la geometría del arreglo experimental es posible hacer esto (ver siguiente apartado). 

Finalmente, el ángulo crítico de la interface agua-vidrio a 635 nm fue usado como punto de 

referencia para construir la escala angular para el perfil de intensidad. 

 

IV.3.2.Escala angular del arreglo experimental  

Usando la ley de Snell y la geometría mostrada a continuación, se puede relacionar el 

cambio en el ángulo de viaje de la luz fuera del prisma semicilíndrico al cambio en el ángulo 

de viaje al interior de éste. Si consideramos que el IR del vidrio es gn y el del aire es an

tenemos: 
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Figura 34. Representación esquemática del arreglo experimental para la obtención de la escala angular  

Consideremos la refracción que sufre la luz que medimos al salir del prisma y viajar por el 

aire para alcanzar el detector. Aplicando la ley de Snell podemos estimar la variación de la 

luz al pasar de un medio a otro: 

 
cos

sin sin cos cos
cos

a
g a g a

g

ndn n n n
d n


     

 
         (98) 

Dado que conocemos la distancia focal de la lente a la salida del arreglo experimental 

35 mmfD   y las dimensiones laterales de la CCD 6.656 mmCCDL   podemos determinar 

la relación entre un desplazamiento en el plano focal y un cambio en el ángulo de viaje de 

la luz al salir del prisma de medición, como se muestra en la Figura 35. 

 

Figura 35. Análisis del efecto de la lente en el sistema de medición 

De esta forma podemos estimar el ángulo de observación visto por la CCD.  

 
12

tan tan
2

CCD CCD

f f

L L
D D

  
 

    
 
 

  (99) 

Sustituyendo los valores obtenemos 
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1 6.656
tan 5.42

2*35.07
   

   
 

 

Por lo que el ángulo de observación de la CCD debido únicamente a la lente es de 

5.42   . Ahora vamos a relacionar el ángulo de observación dentro del prisma que es 

observado desde la CCD. Refiriéndonos a la Figura 34 podemos establecer lo siguiente: 

De la suma de los ángulos interiores de un triángulo ABC obtenemos (ver Figura 34) 

    180 90 90 180i iA B C B B                 (100) 

Por lo que podemos determinar la variación del ángulo de observación en el interior del 

prisma con el ángulo de salida en la interface prisma-aire 

 
 

1 0i
i

i i

d B d d d
d d

  
 

 

 
        (101) 

Por lo que la magnitud de un pequeño cambio angular i  en la cara principal del prisma 

semicilíndrico es proporcional al cambio angular   en la cara de la lente plano-cóncava. 

El signo negativo indica que conforme los rayos se alejan de la normal en la cara principal 

del prisma semicilíndrico, éstos se acercan más a la normal en la cara de la lente plano-

cóncava.  

Dado que la CCD solo puede ver alrededor de 5.42    y ésta se encuentra alineada en 

la dirección del ángulo crítico de la interface agua-vidrio (61.62°), el ángulo   puede tomar 

valores del mismo orden que   , de esta forma podemos determinar el valor de   

 
1 sin

sin sin sin 3.6a
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   
 

     
 
 

  (102) 

Tomando la ecuación (80) con el IR del aire 1an   y el IR del prisma de vidrio BK7 como 

1.515gn  podemos obtener el factor de proporcionalidad al tomar en cuenta la refracción 

de la luz al salir del prisma al aire 
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  (103) 

Esto implica que el máximo error que tendremos en la escala angular en los extremos de 

medición observados por la CCD será de solo 0.02°. Sustituyendo los valore anteriores 

podemos relacionar el desplazamiento angular en el prisma de medición a una distribución 

espacial observada en la cámara CCD. 
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  (104) 

Esta última es la relación del desplazamiento angular a una distribución espacial, dadas las 

dimensiones de la CCD ( CCDx es el tamaño de cada pixel de la CCD). En términos 

prácticos, la cámara CCD está viendo alrededor de 7.2° en el interior del prisma de 

medición. 

 

IV.3.3.Preparación de muestras de látex PMMA y TiO 2. 

Preparamos suspensiones turbias de partículas de partículas de látex poly(metil) 

metacrilato (PMMA) y dióxido de Titanio (TiO2) (rutilo) en agua tri-destilada. Las partículas 

de PMMA son esféricas y tienen un diámetro de 375 nm con una distribución de tamaño 

muy estrecha (menor que una desviación de 2% del diámetro promedio). Su IR es de 1.48. 

Las partículas de TiO2 son en promedio esferoidales y tiene un diámetro más probable de 

220 nm con una distribución de tamaños log-normal con un parámetro de anchura de 

alrededor de 1.4  . El TiO2 rutilo es un cristal birrefrigerante. Para las partículas en 

suspensión de TiO2 el IR promedio de las partículas de rutilo se toma como 2.7 [74].  

El procedimiento para determinar la fracción de llenado de cualquier muestra como función 

del volumen de agua necesario para alcanzar una fracción determinada así como de los 

componentes de la suspensión turbia original se describe a continuación (a la cual 

denominaremos muestra madre). El procedimiento se describe a continuación. 

Partimos de la definición de fracción de llenado en volumen, 
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


  (105) 

Donde: 

2TiOFV es la fracción de llenado en volumen de la muestra que deseamos preparar (el 

subíndice TiO2 se refiere a las partículas que vamos a utilizar). 

2H OV  es el volumen de agua que necesitamos agregar para alcanzar la fracción de volumen 

deseada. 

mmV es el volumen de la muestra madre que disponemos 

2

mm
TiOV  es el volumen que ocupan las partículas en la muestra madre que se utilizara para la 

preparación. 

El volumen de TiO2 en la muestra madre se puede estimar como 
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  (106) 

Donde 
2

mm
TiOFV es la fracción de volumen de TiO2 en la muestra madre, 

2

mm
TiOV es el volumen de 

TiO2 en la muestra madre, 
2

mm
H OV es el volumen de agua en la muestra madre y mmV es el 

volumen de la muestra madre. De esta forma, a partir de los datos que nos da el fabricante 

de las muestras, esto es, el porcentaje de sólidos en la muestra madre ( % * Tm M  donde 

0 % 1m  ) y haciendo uso de las densidades del agua y de las partículas (en este caso 

de TiO2) conocidas, podemos escribir, 
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  (107) 

Por lo tanto, conociendo la densidad de las partículas, así como el porcentaje de solidos de 

la muestra madre podemos estimar cualquier otra muestra, 
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  (108) 

La fórmula anterior es una formula simple con la cual mediante cualquier programa 

desarrollado en MATLAB o LABVIEW  puede ser muy práctica de utilizar. Solo ingresas la 

cantidad de muestra madre a utilizar y juegas con la cantidad de agua que necesitas para 

alcanzar una muestra con una fracción de llenado deseada.  

Obtuvimos suspensiones coloidales muy turbias de partículas de PMMA y TiO2 

directamente del fabricante. A partir de estas muestras madre preparamos suspensiones 

de diferentes concentraciones al adicionar agua tridestillada. Preparamos suspensiones de 

partículas de látex de 0.5%, 1%, 1.7%, 2%, 4.2%, 6.8%, 8.9%, 11.2%, 12.8% 15.2%, 17%, 

19.6% y 20.9% en concentración en volumen, y suspensiones de partículas de TiO2 de 

0.11%, 0.33%, 0.5%, 0.77%, 1%, 2.1% y 4% en concentración en volumen. Las 

suspensiones fueron vigorosamente agitadas seguido por ultrasonificación para romper los 

agregados antes de usarlas. Las suspensiones de partículas de látex fueron muy estables 

en el tiempo, donde se puede observar sedimentación de las partículas de TiO2 después 

de unas pocas horas; bastante tiempo para hacer las mediciones presentadas en esta tesis. 

Sin embargo, la estabilidad de las suspensiones coloidales fue monitoreada durante los 

experimentos para asegurar que no flocularan las partículas mientras las mediciones se 

llevaban a cabo. 

En el siguiente capítulo se presentaran los resultados experimentales obtenidos con el 

refractómetro por reflexión difusa y su respectivo análisis y extracción de la información en 

base a la ecuación del modelo óptico. 
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V. RESULTADOS Y ANÁLISIS 

V.1.Medición del IR efectivo por reflexión difusa 

El desarrollo experimental consiste en llenar el contenedor con una suspensión turbia de 

partículas de una concentración en volumen conocida, e iluminar ésta con un haz láser que 

incide a diferentes ángulos de incidencia (ver Figura 33). La configuración que usamos aquí 

asegura que únicamente la luz difusa es refractada dentro del prisma y permite medir 

muestras con muy alta turbidez, teniendo la ventaja, a diferencia del refractómetro estándar 

usado por Meeten  y North [2], que el contenedor puede ser muy grueso sin interferir con la 

luz que alcanza la interface prisma-muestra. De hecho, para simplificar las cosas, el espesor 

del recipiente de la muestra se hizo muy grueso (aproximadamente 3mm) de manera que 

la muestra se pueda considerar con un espesor infinito (como un semi-espacio). El hecho 

de que iluminemos la muestra desde el lado del prisma usando un haz colimado es la 

principal diferencia con un refractómetro de Abbe.  

El procedimiento de calibración consistió en colocar una cantidad de agua con partículas 

que esparcen luz (usualmente TiO2) en una concentración tan baja (20 ppm) pero que fuera 

capaz de detectar el sensor de la cámara CCD, de esta forma pudimos medir un perfil 

angular de intensidad que tiene la forma de una función escalón suavizada en los extremos. 

En base a su punto de inflexión obtenemos el ángulo crítico correspondiente a la interface 

agua-vidrio y con la cual es posible construir la escala angular en los perfiles 

experimentales. La gráfica de la Figura 36 muestra una de las curvas de calibración. 

 

Figura 36. Perfil angular de intensidad obtenido para calibrar la escala angular de las mediciones 
experimentales. 
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Después de calibrar el dispositivo experimental, como se describió anteriormente, medimos 

los perfiles de intensidad angular de luz reflejada difusamente desde una suspensión turbia 

alrededor del borde del cono de luz difusa, esto es, alrededor del ángulo crítico. Nosotros 

hicimos esto para diferentes ángulos de incidencia del haz láser y para todas las muestras 

de partículas de PMMA y TiO2 de diferentes concentraciones en volumen. Se tomaron las 

precauciones necesarias para evitar saturar la imagen de la CCD y perder información.  

La Figura 37 muestra todos los perfiles de intensidad angular de luz reflejada difusamente 

al interior del prisma, alrededor del borde del cono de luz difusa para todos los ángulos de 

medición y todas las concentraciones utilizadas para la experimentación, utilizando las 

muestras turbias de partículas de PMMA. La Figura 38 corresponde a todos los perfiles 

medios para las partículas de TiO2. Tanto la Figura 37 como la Figura 38 muestran las 

imágenes obtenidas por la cámara CCD al realizar la medición, el perfil angular de 

intensidad al procesar la imagen, así como la curva de ajuste del modelo de la ecuación 

(79).  Para obtener el perfil de intensidad angular integramos la imagen a lo largo de la 

dirección perpendicular al plano de incidencia. La imagen obtenida es una imagen en escala 

de grises con una profundidad de 8 bits, es decir, discretizamos el valor de la imagen en 

256 valores, correspondiendo el cero a la oscuridad absoluta y 256 a la máxima intensidad 

detectada por la cámara. 
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Figura 37. Perfiles angulares de intensidad medidos para diferentes concentraciones de partículas de PMMA 
en agua para una concentración de a) f=0.5% 
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Figura 37 (continuación) b) PMMA f=1% 
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Figura 37 (continuación) c) PMMA f=1.7% 
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Figura 37 (continuación) d) PMMA f=2% 
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Figura 37 (continuación) e) PMMA f=4.2% 
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Figura 37 (continuación) f) PMMA f=6.8% 
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Figura 37 (continuación) g) PMMA f=8.9% 
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Figura 37 (continuación) h) PMMA f=11.2% 
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Figura 37 (continuación) i) PMMA f=12.8% 
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Figura 37 (continuación) j) PMMA f=15.2% 
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Figura 37 (continuación) k) PMMA f=17% 
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Figura 37 (continuación) l) PMMA f=19.6% 
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Figura 37 (continuación) m) PMMA f=20.9% 
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Figura 38. Perfiles angulares de intensidad medidos para diferentes concentraciones de partículas de TiO2 en 
agua para una concentración de a) f=0.11% 
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Figura 38 (continuación) b) TiO2 f=0.33% 
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Figura 38 (continuación) c) TiO2 f=0.5% 
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Figura 38 (continuación) d) TiO2 f=0.77% 
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Figura 38 (continuación) e) TiO2 f=1% 
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Figura 38 (continuación) f) TiO2 f=2.1% 
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Figura 38 (continuación) g) TiO2 f=4% 
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Figura 39. Perfiles de intensidad angular obtenidos para diferentes concentraciones de dos tipos de 
suspensiones de partículas, (a) partículas de PMMA y (b) partículas de TiO2, para un ángulo de incidencia del 
láser de 0 grados 

Por claridad en el análisis de los datos, mostraremos en las siguientes gráficas solo datos 

representativos de todas las mediciones. En la Figura 39 mostramos perfiles de intensidad 

angular de luz reflejada difusamente al interior del prisma alrededor del borde del cono de 

luz difusa para un ángulo de incidencia del láser de 0° y para unas pocas concentraciones 

en volumen de partículas de PMMA y TiO2. Podemos apreciar que para las muestras más 

diluidas los perfiles de intensidad decaen a cero abruptamente cerca del ángulo crítico de 

la interface prisma-agua (61.38°). Conforme la concentración de partículas se incrementa, 

podemos ver que la transición a cero llega a ser más suave. Esta suavización es más fuerte 

para suspensiones de partículas de TiO2 que para coloides de partículas de PMMA. 

También podemos apreciar que el punto de inflexión en las curvas (punto de máxima 

derivada) se mueve hacia ángulos más grandes de observación para concentraciones más 

altas de partículas. La ley de refracción de ondas viajantes en la interface entre medios 

homogéneos transparentes predice que el perfil de intensidad  I  ,  debería de ser cero 

para ángulos mayores al ángulo crítico. El perfil de intensidad medido mostrado en la Figura 

39 claramente muestra que este no es el caso para suspensiones turbias de partículas. Así, 

esos resultados muestran que la luz difusa no puede ser asumida como ondas viajantes 

únicamente en la matriz. 
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En la Figura 39 también mostramos un ajuste del modelo teórico dado en la ecuación (97) 

para cada perfil experimental. Podemos ver que el modelo ajusta muy bien todos los perfiles 

experimentales. Obtuvimos los perfiles angulares de intensidad para todas las muestras 

(mostradas en las Figura 37 y Figura 38) para suspensiones de partículas de PMMA y TiO2. 

En todos los casos el modelo ajusta igualmente de bien los datos experimentales. De los 

ajustes podemos obtener un IR efectivo para cada concentración de partículas. 

Lo siguiente es analizar los perfiles de intensidad para cada muestra, variando el ángulo de 

incidencia del láser a pasos de 5°, desde 0° hasta 45°. En la Figura 40 mostramos algunos 

de los perfiles experimentales y el modelo teórico que ajusta las suspensiones de partículas 

de PMMA con una fracción de volumen de 4.2% y para suspensiones de TiO2 de 0.11% en 

concentración en volumen para ángulos de incidencia del haz láser desde 0°, 20° y 40°. 

Podemos apreciar que aunque los perfiles son algo diferentes para diferentes ángulos de 

incidencia, el modelo ajusta bastante bien los perfiles experimentales. Este fue el caso para 

los otros ángulos de incidencia considerados para todas las otras muestras con diferente 

concentración en volumen de partículas. 

 

Figura 40. Gráficas de perfiles experimentales y sus ajustes del modelo teórico para (a) partículas de PMMA 
con una concentración en volumen de f = 4.2% y (b) suspensiones de partículas de TiO2 con una concentración 
de f = 0.11% 
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La parte real del IR efectivo se obtiene del mejor ajuste del modelo teórico a los perfiles 

experimentales para diferentes ángulos de incidencia y diferente concentración de 

partículas, los cuales son dibujados en la Figura 41a) y Figura 41b) para suspensiones de 

PMMA y TiO2, respectivamente. 

Podemos ver en la Figura 41 a) y b) que los valores obtenidos para la parte real del IR 

efectivo de diferentes muestras para diferentes ángulos de incidencia se desvían muy 

ligeramente de una línea horizontal, excepto para suspensiones densas de partículas de 

TiO2 (2.1% y 4%) donde podemos apreciar fuerte ruido en los datos. La razón es que los 

correspondientes perfiles experimentales se aproximan a una línea recta dentro de la 

ventana angular capturada por la CCD, y el ajuste del modelo llega a estar mal 

condicionado. La dependencia relativa sobre el ángulo de incidencia de los valores 

obtenidos para la parte real del IR efectivo para muchas de las muestras significa que el 

modelo incorpora adecuadamente el efecto de un IR efectivo dentro de la refracción de luz 

difusa desde la muestra turbia hacia dentro del prisma óptico. Nosotros tomaremos las 

variaciones de los valores obtenidos de la parte real del IR efectivo de su valor promedio 

como su incertidumbre. Con esta definición la incertidumbre en obtener la parte real del IR 

efectivo está en la cuarta cifra decimal.   

           

Figura 41. Valores obtenidos de la parte real del IR efectivo para (a) suspensiones de partículas de PMMA y (b) 
suspensiones de partículas de TiO2, para diferentes ángulos de incidencia y fracción de volumen f  (indicado en 
cada curva) 

Los valores de la parte imaginaria del IR efectivo obtenido de los mejores ajustes del modelo 

teórico a los perfiles experimentales obtenidos para diferentes ángulos de incidencia y 

diferente concentración de partículas son graficados en la Figura 42 a) y b) para 

suspensiones de PMMA y TiO2, respectivamente. 
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Figura 42. Valores obtenidos de la parte imaginaria del IR efectivo para (a) suspensiones de partículas de PMMA 
y (b) suspensiones de partículas de TiO2, para diferentes ángulos de incidencia y fracción de volumen f  
(indicado en cada curva) 

Podemos ver que los valores obtenidos de la parte imaginaria del IR efectivo exhiben una 

notable dependencia sobre el ángulo de incidencia. Este hecho revela la naturaleza 

aproximada del modelo óptico, inclusive aunque el modelo ajusta muy bien los perfiles 

experimentales. Las limitaciones del modelo pueden venir de alguna de las hipótesis 

usadas para derivar el modelo teórico dado en la ecuación (97). En particular la suposición 

de que los campos de excitación efectivos decaen exponencialmente con una constante de 

decaimiento z  podría ser necesario modificar. También la suposición de que la intensidad 

de luz esparcida por una partícula dentro del rango angular observado por la CCD es 

constante [69], puede no ser suficientemente precisa. Podemos notar en la Figura 42 que 

los datos para un ángulo de incidencia de 30° y una concentración en volumen de partículas 

de 11.2%, 15.2% y 20.9% tienen un cambio en la tendencia comparado con sus respectivas 

curvas. Esto podría ser debido al algún ordenamiento parcial de las partículas cerca de la 

superficie introduciendo efectos de interferencia a ángulos particulares de incidencia. Sin 

embargo, en este punto nosotros tomaremos las variaciones de los valores obtenidos de la 

parte imaginaria del IR efectivo como su incertidumbre y aún obtendremos mediciones 

útiles, como veremos más adelante. En este caso podemos estimar la incertidumbre sobre 

la medición de la parte imaginaria del IR efectivo de una muestra de alrededor del 25%. 
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V.2.Comparación del IR efectivo obtenido con dos modelos 
existentes. 

Como vimos en el capítulo de antecedentes, el IR efectivo de una suspensión diluida de 

partículas está bien aproximada por el IR de van de Hulst [13], [21]. Para una suspensión 

monodispersa de partículas el IR efectivo de van de Hulst está dado por [11] 
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  (109) 

donde mn  es el IR del medio matriz, el cual se asume que es un medio transparente y 

homogéneo,  0S  es la amplitud de esparcimiento en la dirección de incidencia (forward 

scattering amplitud) [13], [19] de una partícula coloidal de radio a  inmersa en la matriz y es 

una función del IR de la partícula ( pn ) y del IR de la matriz ( mn ), f  es la fracción de llenado 

ocupado por las partículas, y mx  es el denominado parámetro de tamaño dado por 

0m mx n k a , donde 0 2k    y   es la longitud de onda del vacío. 

Para suspensiones moderadamente densas de partículas esparcidoras correcciones al 

modelo de van de Hulst pueden ser encontradas en el modelo de Keller para la constante 

de propagación [44]. El modelo de Keller da una formula relativamente simple si asumimos 

una función simple de correlación de hoyo (“hole correlation”) entre un par de partículas 

[44]: 
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Donde pf V   es la densidad en número de partículas, con 34 3pV a  siendo el 

volumen de una partícula, y mk es la constante de propagación en el medio que rodea a la 

partícula de IR mn   y está dada por 2 .m mk n   La función  I k  toma la forma [44]: 
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El índice de refracción del modelo de Keller puede ser obtenido simplemente como 

0 .eff effn k k  

En la Figura 43 dibujamos los valores obtenidos para la parte real del IR efectivo versus la 

fracción en volumen de las partículas para suspensiones turbias de partículas de PMMA y 

la predicha por el modelo de van de Hulst y el modelo de Keller. Los dos modelos predicen 

la misma línea recta para este tipo y tamaño de partículas. Podemos ver que los datos 

experimentales corresponden muy bien con los modelos teóricos. Los valores obtenidos 

para la parte imaginaria del IR efectivo de suspensiones de PMMA muestran un pequeño 

offset (de alrededor de 1X10-4) que creemos es debido probablemente al diseño 

experimental, debido a la suavización de los perfiles por las aberraciones de la lente y algo 

de des-alineamiento. Removimos el offset y los resultados son dibujados en la Figura 44 

junto con las predicciones de los modelos de van de Hulst y de Keller. En este caso, el 

modelo de Keller se aleja de una línea recta predicha por la fórmula del modelo de van de 

Hulst. La reducción en la eficiencia de esparcimiento por las partículas con el incremento 

en la concentración de las partículas es comúnmente referido como el régimen de 

esparcimiento dependiente [44]. Este efecto es bien conocido para ese tipo de partículas. 

Podemos ver que los datos experimentales corresponden bastante bien con el modelo de 

Keller hasta un 15% de la fracción de volumen de las partículas. 

 

Figura 43. Gráfica de los valores obtenidos de la parte real del IR efectivo de suspensiones de partículas de 
PMMA y las predicciones de los modelos de van de Hults y Keller para el IR efectivo 
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Figura 44. Gráfica de los valores obtenidos de la parte imaginaria del IR efectivo de suspensiones de 
partículas de PMMA y las predicciones de los modelos de van de Hulst y Keller para el IR efectivo 

La Figura 43 y Figura 44 muestran que el IR efectivo obtenido con el presente método es 

el mismo que aquel tradicionalmente usado únicamente para la componente coherente de 

luz en medios turbios (ver [11] y referencias ahí). Como ya se ha dicho, este IR tiene una 

naturaleza no local [52], y debe ser usado cuidadosamente en las usuales fórmulas de 

electrodinámica continua para los coeficientes de reflexión [63]. 

En la Figura 45 dibujamos la parte real e imaginaria del IR efectivo obtenido para las 

suspensiones de partículas de TiO2 como función de la concentración en volumen de las 

partículas. 

Es difícil obtener una comparación significativa de los valores obtenidos para el IR efectivo 

del TiO2 con predicciones teóricas de los modelos de van de Hulst y Keller. La razón es que 

las partículas de TiO2 no son esféricas, son birrefrigerantes y tienen una gran 

polidispersidad. Sin embargo, podemos aún desarrollar una prueba importante en la 

corrección de los valores obtenidos para la parte imaginaria  Im effn  para las suspensiones 

de TiO2 si comparamos los valores obtenidos anteriormente con valores obtenidos de 

mediciones de extinción de un haz láser atravesando una cubeta de caras paralelas 

conteniendo una suspensión de TiO2. Puesto que las mediciones de extinción pueden 

llevarse a cabo únicamente en suspensiones muy diluidas, comparamos la tasa de cambio 

de  Im effn  con el incremento en la concentración de las partículas. Del ajuste del modelo 

a los perfiles de intensidad angular obtuvimos: 
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Mientras que de las mediciones de extinción obtuvimos 
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Podemos ver que ambos valores están bastante bien en concordancia, indicando que los 

valores obtenidos con el refractómetro aquí propuesto son útiles dentro de la incertidumbre 

experimental. 

 

Figura 45. Gráficas de la parte real Re{n }eff   e imaginaria Im{n }eff   versus la concentración de partículas 

para las suspensiones de partículas de TiO2. Aquí otra vez, la incertidumbre fue tomada de la dispersión 
angular de los datos como función del ángulo de incidencia del haz láser 

 

V.3.Valores de la constante de atenuación de los campos de 
excitación. 

Bajo el ajuste del modelo teórico a los perfiles experimentales, en adición a obtener el IR 

efectivo, los valores para la constante de atenuación z  en la ecuación (79) también son 

obtenidos. Algunos valores representativos de z  obtenidos del ajuste del modelo a los 

datos experimentales para concentraciones de volumen de 4.2% y 20.9% para PMMA y de 

0.33% y 1% para suspensiones de TiO2 se muestran en la segunda columna de la Tabla 1. 

Comparamos los valores de z  dados en la Tabla 2 con la constante de decaimiento de la 

onda coherente dentro del medio turbio. Asumiendo una onda plana incidente a un ángulo 
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i  desde el lado del prisma, la onda coherente transmitida en el medio turbio tiene un 

vector de onda complejo con una componente z compleja, y su parte imaginaria está dada 

por  

 

  2 2 2
02 Im sin .coh

z eff p ik k n n     (112) 

Evaluando la última expresión para ángulos de incidencia considerados en la Tabla 2 y 

asumiendo que effn  está dado por el IR efectivo de van de Hulst dado en la ecuación (30), 

obtenemos los valores mostrados en la segunda columna de la Tabla 2. Podemos ver que 

los valores de z  son más grandes por alrededor de un orden de magnitud que los valores 

obtenidos de la ecuación (80). El parámetro de decaimiento z  en el modelo teórico es un 

parámetro empírico que nos indica cual rápido las ondas efectivas que excitan el 

esparcimiento de las partículas embebidas en el medio efectivo de IR effn   decaen. Los 

valores reportados en la Tabla 2 pueden ser usados como una futura guía para intentar 

derivar de primeros principios el modelo teórico propuesto en [69]. 

Tabla 2. Valores de z  del mejor ajuste del modelo teórico en la Figura 37 y Figura 38 y la constante de 
decaimiento de la onda coherente 

PMMA  
z (nm-1) Constante de decaimiento 

de la onda coherente (nm-1)  

f = 4.2%  5i    1.36e-4 2.26e-5 

 40i    2.87e-4 3.28e-5 

f = 20.9% 10i    6.56e-4 4.62e-5 

 40i    9.02e-4 4.47e-5 

TiO2    

f = 0.33 % 5i    1.33e-4 3.72e-5 

 35i    1.98e-4 4.88e-5 

f = 1 % 5i    2.31e-4 1.3e-4 

 40i    5.39e-4 1.9 e-4 
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V.4.Usando el punto de inflexión para determinar la parte real del 
IR efectivo. 

Cuando la parte imaginaria del IR efectivo es pequeña los perfiles de intensidad angular 

decaen bruscamente a cero dentro de un rango angular pequeño. Claramente existe un 

punto de inflexión en el perfil de intensidad justo antes de que el perfil de intensidad alcance 

el cero. Aunque estrictamente hablando, cuando el IR es complejo no existe un ángulo 

crítico, pero dentro de algunos limites, el punto de inflexión puede ser considerado como el 

equivalente del ángulo crítico. 

Para una parte imaginaria no tan grande del IR efectivo, podemos usar la ley de Snell para 

determinar la parte real del IR efectivo localizando el punto de inflexión M . Esto es, 

nosotros podemos usar 

  Re sin .eff p Mn n    (113) 

Comparamos los valores obtenidos con la ecuación (113) con aquellos obtenidos del ajuste 

del modelo teórico para todos los perfiles experimentales obtenidos para las suspensiones 

de PMMA y encontramos que son iguales dentro de la incertidumbre experimental. Sin 

embargo, cuando la parte imaginaria no es lo suficientemente pequeña, el punto de inflexión 

no reproduce adecuadamente la parte real del IR efectivo. 

En resumen, para una parte imaginaria suficientemente grande del IR efectivo no existe un 

punto de inflexión, pero a partir del perfil de intensidad al cual uno puede ajustar el modelo 

teórico se puede obtener el IR efectivo. 

Podemos usar el modelo teórico dado en la ecuación (111) para decidir cuando uno puede 

usar el punto de inflexión para determinar adecuadamente la parte real del IR efectivo. En 

la Figura 46 dibujamos la derivada angular de los perfiles de intensidad predichos por la 

ecuación (111) para una muestra con  Re 1.37effn   e incrementando el valor de  Im effn

. Asumiremos que el IR del prisma es de 1.515 y supondremos que el valor de z  es 10 

veces el valor dado por la ecuación (80). Podemos apreciar en la gráfica que el punto de 

inflexión es básicamente el mismo ángulo observado hasta una parte imaginaria 

 Im 0.001.effn   En estos casos usando la ecuación (81) debería dar un valor exacto de 

la parte real del IR efectivo en al menos la tercera cifra decimal. Para la curva con 
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 Im 0.01effn   el error en el valor obtenido de  Re effn  es +0.003. Finalmente, podemos 

apreciar en la Figura 46 que para valores de   Im effn  más grandes que 0.02 no existe 

punto de inflexión, y así únicamente por ajustar el modelo teórico será posible obtener el 

valor de  Re effn . 

V.5.Comentarios finales 

El modelo desarrollado ajusta bastante bien los perfiles angulares de intensidad 

experimentales. Los valores de la parte real e imaginaria del IR efectivo obtenido del ajuste 

del modelo muestran dependencia con el ángulo de incidencia del láser debido a las 

limitaciones del modelo. Después de analizar y corregir los valores obtenidos para las 

partículas de PMMA, encontramos que los valores obtenidos empatan con lo predicho por 

el modelo de Keller hasta un 15% de concentración en volumen. Una de las ventajas de 

medir la parte real del IR efectivo es claramente revelada por nuestros resultados. La parte 

imaginaria del IR llega  a ser insensible a variaciones en la fracción de volumen de las 

partículas a valores moderados de la fracción de llenado, mientras que la parte real 

permanece sensible a valores mucho más altos de la fracción volumétrica de las partículas. 

Este resultado ilustra muy bien los prospectos de aplicación de una refractometría validada 

en medios turbios. 
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Figura 46. Gráficas de la derivada angular de los perfiles de intensidad predichos por el modelo teórico en la 

ecuación (79) para Re{n } 1.37eff     y variando los valores de Im{n }eff  . Asumimos que el IR del prisma 

es de 1.515 
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VI. APLICACIONES 

En este capítulo presentamos dos ejemplos de sistemas en los cuales es interesante medir 

el índice de refracción efectivo. En la primera aplicación medimos el índice de refracción de 

la sangre humana, donde presentaremos resultados preliminares para la sangre mostrando 

la fiabilidad de tales mediciones e indicando de que forma los eritrocitos modifican el IR de 

la sangre. La siguiente aplicación que analizamos y proponemos es el monitoreo en el 

cambio del tamaño de partículas de una polimerización en emulsión, donde estableceremos 

su viabilidad para monitorear el proceso en tiempo real. 

VI.1.Medición de sangre 

La sangre es el fluido más importante del cuerpo humano. Su análisis es importante para 

diagnóstico médico, debido a que provee información sobre la salud del paciente [75]. Las 

mediciones directas del índice de refracción de la sangre han sido un gran reto, y los 

resultados no han sido claros. Los métodos de medición optoelectrónicos han ganado 

popularidad en aplicaciones de medicina debido a la velocidad de la medición y su potencial 

bajo costo. Sin embargo, el análisis óptico de la sangre es difícil debido a su naturaleza. La 

sangre puede ser considerada como un coloide puesto que éste puede ser tratado como 

un fluido homogéneo teniendo partículas embebidas. Éste consiste de plasma con un gran 

número de células rojas suspendidas. El plasma de la sangre contiene casi el 90% de agua 

y 10% de proteínas [76]. Las células rojas consisten primariamente de eritrocitos [77], pero 

hay otras células en menor cantidad. Los eritrocitos tienen dimensiones geométricas típicas 

de alrededor de 2.2 m y 8.2 m en su semi-eje menor y mayor respectivamente [77]. Los 

eritrocitos también se les suele referir como células rojas de la sangre. El hematocrito es el 

porcentaje en volumen de células rojas en la sangre. 

El índice de refracción efectivo asociado con la sangre depende del tamaño, forma e IR de 

las células rojas así como de su concentración. De esta forma, la medición del índice de 

refracción de la sangre puede ser usado para caracterizar el hematocrito de la sangre. La 

parte real del IR efectivo describe el retraso en fase de la luz que viaja a través de la sangre, 

mientras que la parte imaginaria está asociada con cuanta luz se esparce o absorbe por la 

sangre. 
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Los tejidos biológicos son medios ópticamente inhomogéneos que absorben luz, y cuyo 

índice de refracción es más alto que el del aire. Este es el responsable de reflexión parcial 

de la radiación en la interface tejido-aire, mientras que el resto de radiación penetra el tejido. 

El múltiple esparcimiento y la absorción son responsables del ensanchamiento del haz láser 

que incide y eventualmente decae conforme éste viaja a través del tejido, mientras que el 

esparcimiento en el bulto es la mayor causa de dispersión de una gran fracción de la 

radiación en la dirección contraria a la de incidencia. Por lo tanto, la propagación de luz 

dentro de un tejido depende de las propiedades de esparcimiento y absorción de sus 

componentes: células, organelos celulares, y varias estructuras fibrosas [77]. El tamaño, 

forma y densidad de esas estructuras así como sus índices de refracción relativos entre sus 

componentes y la radiación de la luz incidente juegan un papel muy importante en la 

propagación de la luz en el tejido. La medición de IR efectivo en los tejidos y sus 

componentes constituyentes, en especial la sangre, es un importante foco de interés en la 

óptica de tejido debido a que el índice de refracción determina la reflexión y refracción de 

luz en la interface entre el medio con un IR conocido y el tejido; este también está 

fuertemente influenciado por la propagación de la luz y la distribución de ésta dentro del 

tejido, ya que define la velocidad de la luz en el tejido, y caracteriza la absorción y el 

esparcimiento de la luz. El índice de refracción de la sangre ha sido investigado por 

diferentes técnicas (ver la referencia [75] y referencias ahí dentro). En esta sección 

exploramos la medición del IR efectivo de la sangre humana por luz difusa retro-esparcida 

cerca del ángulo crítico. El sistema de medición es el establecido en el capítulo IV de esta 

tesis, utilizando el arreglo experimental de la Figura 33. 

VI.1.1.Resultados experimentales 

Preparamos dos muestras de sangre humana de alrededor de 5 ml. Las muestras fueron 

tomadas de dos voluntarios jóvenes con parámetros de la sangre de pacientes sanos. El 

objetivo de nuestro estudio es investigar la posibilidad de medir y diferenciar entre dos tipos 

de sangre de dos sujetos diferentes al medir su índice de refracción efectivo. También 

investigamos los cambios en el índice de refracción efectivo de diluciones de sangre en 

solución salina. 

En la Figura 47, se muestran los perfiles de intensidad angular obtenidos de dos muestras 

de sangre a una longitud de onda de 635 nm. Las curvas rojas corresponden a una misma 

persona (sujeto 1) y las curvas negras corresponden a otra persona (sujeto 2). La curva 

verde es la curva de reflectancia en la interface agua-prisma de medición. Para cada 
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muestra de sangre, tres perfiles angulares de intensidad fueron medidos. Cada perfil 

corresponde a un ángulo de incidencia del láser de 0°, 5° y 10° en el arreglo experimental. 

Los tres perfiles angulares de mayor intensidad corresponden a la sangre. Los tres perfiles 

de más baja intensidad corresponden a diluciones de sangre en una relación de 1:192 en 

solución salina. El análisis de los datos experimentales se muestra en la Tabla 3. 

Tabla 3. Parte real del IR efectivo medido de dos muestras de sangre y sus diluciones 

 Real(neff) 
Sangre del sujeto 1 1.3436±0.0005 
Sangre del sujeto 2 1.3448±0.0004 
Dilución del sujeto 1 1.3315±0.0001 
Dilución del sujeto 2 1.3312±0.0006 

 

Figura 47. Perfil de intensidad angular tomado de dos muestras diferentes de sangre (Curvas rojas y negras 
respectivamente) de dos sujetos sanos a diferentes ángulos de incidencia (0°, 5° y 10°) con un láser de 635 
nm. Las curvas más ruidosas (arriba) son para mediciones en sangre pura y las curvas más suaves (abajo) 
son para diluciones de sangre en una solución salina (1:192). Un curva de reflectividad versus el ángulo de 

incidencia  del agua (curva verde) se muestra como referencia 

Los resultados de la Tabla 3 muestran una diferencia en la parte real del índice de refracción 

efectivo medido para cada sujeto. Esta diferencia se debe a las características específicas 

de la sangre de cada persona. Los resultados son similares a aquellos reportados en otros 

trabajos [75], [77]. Tomamos una porción de la sangre y la centrifugamos. Separamos el 

plasma de la sangre y medimos su índice de refracción en un refractómetro comercial. 

Obtuvimos IR-plasma = 1.3500 ± 0.0005. También medimos el IR de la solución salina que 

usamos para las diluciones, obteniendo IR-sol.salina=1.3340 ± 0.0002. El índice de 

refracción de los eritrocitos en la literatura suele ser dado como 1.406 [78], [79]. El IR del 

plasma de la sangre tanto como el de la solución salina son mayores que el IR de las 

diluciones de sangre, indicando que el hematocrito contribuye negativamente al IR efectivo. 
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Subsecuentemente, preparamos una tercer muestra de otro sujeto, y medimos el índice de 

refracción de la sangre entera, y de diluciones salinas con sangre en las siguientes 

proporciones, 75%, 50%, 25%, 12.5% y 8.33% de sangre en solución salina. Los resultados 

se muestran en la Figura 48.  

 

Figura 48. Comparación del IR efectivo experimental medido en sangre y diluciones de sangre en solución 
salina con lo predicho por el modelo de van de Hulst suponiendo a los eritrocitos como esferas perfectas 

Conforme diluimos la sangre en solución salina, también modificamos el índice de 

refracción de la matriz. Para obtener el índice de refracción efectivo de cada solución, el 

índice de refracción del medio matriz en las soluciones de sangre fueron calculados como 

un promedio ponderado en volumen de los índices de refracción del plasma y la solución 

salina. La curva en color verde de la Figura 48 muestra la variación del IR de la matriz para 

diferentes diluciones de la sangre. En este caso es apropiado este promedio pues tenemos 

dos sustancias homogéneas transparentes en las cuales dicha aproximación molecular es 

adecuada. 

Si se usase un promedio ponderado en volumen para calcular la contribución de los 

eritrocitos al IR efectivo del coloide resultará en errores importantes, como se muestra con 

los puntos rojos de la Figura 48, sobreestimando el índice de refracción. Es por ello la 

importancia de analizar este tipo de sistemas.  

Usando los valores obtenidos para la matriz, el IR efectivo para las diferentes diluciones de 

sangre fueron determinados para una longitud de onda de 635 nm. Un cálculo teórico para 

el índice de refracción efectivo de la sangre usando la fórmula de van de Hulst y asumiendo 
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células esféricas (a= 4 m, =635 nm) predice una contribución negativa de las células 

rojas al índice de refracción efectivo mostrado con la curva continua en color rojo de la 

Figura 48. Si el mismo cálculo se desarrolla con células elipsoidales, la contribución de las 

células rojas al IR es negativo si están orientadas de tal forma que la luz las atraviese a lo 

largo de su semieje mayor [80]. Creemos que este es el caso de nuestros experimentos.  

Intentamos medir la parte imaginaria tanto de la sangre como de sus diluciones, pero la 

medición no arrojo datos confiables, debido a la dificultad para llevarla a cabo. Los datos 

fueron dominados por ruido además de mostrar variaciones extremas en la medición, 

debido probablemente a la agitación de la muestra. Este problema sigue abierto y 

demostrando que es difícil medir la parte imaginaria del IR efectivo para muestras muy 

turbias. 

Hasta el momento la conclusión más importante es que bajo las circunstancias de nuestros 

experimentos la contribución de los eritrocitos a la parte real del índice de refracción efectivo 

de la sangre es muy pequeña, y puede ser despreciable a ciertas longitudes de onda. Por 

lo tanto es posible medir el IR del plasma directamente en la sangre a pesar de tener 

concentraciones de 40-45% en volumen de eritrocitos. Este resultado es nuevo y pensamos 

que podría ser de utilidad para el diagnóstico de sangre. 

Un análisis y una discusión más en profundidad requiere de mayor investigación, los 

resultados mostrados aquí son solo una indicación de la posibilidad de medir el IR efectivo 

con la nueva metodología propuesta. 

 

VI.2.Medición del tamaño de partículas en la polimerización en 
emulsión 

Hasta donde sabemos no se han desarrollado métodos para caracterizar y obtener el 

tamaño de las partículas en un reactor de polimerización de emulsión on-line; en la 

actualidad solo es posible medir el tamaño de partícula al final de la producción de un lote 

de látex. El refractómetro por reflexión difusa podría ser utilizado para medir el tamaño de 

las partículas en tiempo real. Aquí, una combinación de la inversión de un modelo y la 

refracción de la luz difusa pueden ser usados para determinar el tamaño de las partículas 

de polímero típicos en la operación de un reactor de polimerización en emulsión. En esta 

sección vamos a analizar la factibilidad de medir el tamaño de partícula. Los resultados 
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podrían demostrar la aplicabilidad de la refractometría difusa para el análisis de tamaño de 

partícula in-situ en reactores de polimerización en emulsión.  

El tamaño de partícula en un reactor de polimerización en emulsión tiene un efecto directo 

en la calidad del producto. Mediciones in-situ del tamaño de partícula mejoran la calidad de 

los modelos del proceso, los cuales tendrán un subsecuente efecto en mejorar la 

optimización y el control de los reactores de polimerización en emulsión. Existen técnicas 

que tienen limitaciones significativas. En particular, muchos métodos tienen grandes 

tiempos de retraso antes de que la medición del tamaño esté disponible. Esos retrasos 

pueden ser el resultado de la preparación de la muestra o de la medición por sí misma.  

Existe una fuerte ventaja para monitorear el tamaño de las partículas on-line, ambos en 

términos de proveer más datos para modelar el proceso, pero también para habilitar la 

optimización on-line y retroalimentación en el control del proceso. A lo largo de los años, 

muchos analizadores de tamaños de partículas han estado disponibles. El Coulter-counter 

[81] cuenta las partículas electrónicamente conforme la suspensión pasa a través de un 

orificio. Los contadores Coulter tienen pequeños orificios de flujo que son propensos a la 

obstrucción y a ruido de fondo.  

Dinamic light scattering es una aproximación para sensar el tamaño de partículas 

comúnmente usado en laboratorios de investigación. Un haz láser es dirigido a través de 

una celda con la muestra y la luz esparcida es colectada. Existen equipos comerciales como 

el Malvern que utilizan este principio y que dan mediciones útiles para suspensiones con 

una muy baja densidad de partículas [82]. Usualmente las suspensiones densas de látex 

pueden ser medidos con un muestreo automatizado y diluyendo la muestra, pero puede ser 

difícil obtener una muestra representativa de tales sistemas. La técnica de dynamic light 

scattering es por mucho la más utilizada para medir el tamaño de partículas de polímero 

[83], [84].  

La técnica que hemos desarrollado en esta tesis nos permite medir el índice de refracción 

efectivo de un coloide aunque sea altamente turbio. Claramente el IR efectivo dependerá 

de las propiedades físicas de las partículas coloidales, y por lo  tanto, su correcta medición 

puede ser usada para caracterizar las partículas coloidales. Este es uno de los intereses 

prácticos para entender y usar el índice de refracción efectivo de coloides turbios. Como ya 

hemos visto, todas las técnicas usadas a la fecha están limitadas de una forma u otra. Las 

técnicas de turbidimetría son atractivas desde un punto de vista práctico porque la 

instrumentación y la metodología experimental son menos complicadas que otras técnicas 
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y que pueden ser usadas para coloides más densos. La principal limitación de las técnicas 

como dynamic light scattering por ejemplo, es que uno necesita conocer con buena 

precisión el índice de refracción de las partículas en orden a estimar correctamente el 

tamaño de la partícula, y es particularmente crítico cuando las partículas son pequeñas 

comparadas con la longitud de onda. Usualmente las técnicas establecidas para medir el 

tamaño de partícula miden solo la parte imaginaria del IR y no así su parte real lo cual limita 

su capacidad de medición. 

Como ya hemos demostrado, la medición de la parte real del índice de refracción efectivo 

es un parámetro que podemos medir a altas concentraciones en medios muy turbios, por 

la refracción de luz difusa, por lo que contamos con una nueva técnica para implementar 

en sistemas de medición en tiempo real. La medición del tamaño de partículas en sistemas 

on-line sigue siendo de gran interés por las posibles aplicaciones industriales, y es un tema 

que de nuestro conocimiento se ha dejado a un lado, no por falta de interés sino por la 

escasez en métodos fáciles de implementar. Aquí exploraremos la posibilidad de desarrollar 

una propuesta para determinar el tamaño de partícula al medir el índice de refracción 

efectivo, para su futura aplicación. 

 

VI.2.1.Polimerización en emulsión 

Los métodos principales de polimerización son la polimerización en bloque, en disolución y 

en emulsión. Cada uno de los métodos tiene sus ventajas y sus inconvenientes. Por el 

interés de aplicabilidad nos enfocaremos en la obtención de la polimerización en emulsión, 

para una descripción más a fondo de todas las técnicas se puede consultar en la siguiente 

referencia [85].  

Muchos monómeros pueden ser polimerizados por polimerización en emulsión. Esta técnica 

es ampliamente usada para la producción de un gran número de plásticos comerciales y 

elastómeros. En la polimerización en emulsión hay algunos ingredientes clave: 

1) El monómero deberá ser insoluble en agua y polimerizable por radicales libres. 

2) Se cuenta con un iniciador soluble en agua 

3) Agua 

4) Surfactante 

En términos generales, el proceso de polimerización inicia al mezclar el surfactante en agua 

y a altas concentraciones se forman micelas. Posteriormente se adiciona el monómero el 



 

146  

cual queda en emulsión en gotas de tamaños grandes. Se agrega el iniciador comenzando 

el proceso de polimerización. Usualmente se reconocen tres etapas de la polimerización en 

emulsión. 

La etapa I empieza cuando el monómero se difunde a una micela vacía desde las gotas de 

monómero. Con la adición del iniciador se generan radicales libres el cual uno de ellos 

ingresa en la micela y comienza el proceso de polimerización. La polimerización iniciada en 

las micelas se convierte en partículas de polímero. 

La etapa II se establece cuando no hay más surfactante disponible para generar nuevas 

partículas. El monómero se difunde dentro de un número constante de partículas para 

mantener un equilibrio con las partículas. Las gotas de monómero disminuyen su tamaño y 

eventualmente son consumidas. Un equilibrio entre la tensión inter-facial dentro de la micela 

y la dilución de monómero/polímero permite tener una fracción de volumen constante. 

La etapa III se reconoce cuando todo el monómero ha pasado a las partículas y por lo tanto 

las gotas de monómero han desparecido. El tamaño de partícula es constante alcanzando 

una tasa de conversión del monómero a polímero del 90 al 100% [85].  

 

Viabilidad de medición 

A continuación analizaremos la viabilidad de obtener el tamaño de partícula a partir de la 

medición del índice de refracción efectivo. 

Vamos a suponer que el número de gotas de monómero en cada mililitro es g  (densidad 

en número) y que tiene asociado un tamaño de gota con un radio ga . De la misma forma 

supondremos que el número de partículas de polímero en cada mililitro es p  con un radio 

.pa También consideremos que la fracción de monómero es constante en todo el proceso  

con un valor aproximado de 55%.Tf   La relación entre el número de partículas y la 

densidad en número está dada por f V  donde V es el volumen de una partícula.  

La fracción total de monómero es la suma del monómero en las gotas y el monómero en 

las partículas (polímero)  

 3 34 4
3 3T g p g g p pf f f a a 

       (114) 
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De la relación anterior podemos obtener el radio de las gotas de monómero como función 

del tamaño de las partículas generadas en el proceso de polimerización, 
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El índice de refracción efectivo está dado por la fórmula de van de Hulst donde existe una 

contribución de las gotas de polímero y otra de las partículas de polímero 

 
 

 

 

 
2

2 2

3 3

0 0

3 0 3 0
1

2 2
g ag p ap

eff H O

H O g H O p

f S f S
n n i i

k n a k n a

 
   
 
 

  (116) 

Donde  

34
3g g gf a

   y ga  es estimada con la ecuación (115). 

34
3p p pf a

  y pa  en nuestro análisis supondremos que varía linealmente.  

También supondremos que el número de gotas como el de partículas es constante a lo 

largo del proceso. Para este ejemplo específico supondremos que el tamaño de partícula 

final del proceso es de 250 nm 

,max 250 nmpa   

Y que el tamaño inicial de las gotas de monómero es de 100 m.  

 0 100 mga t     

De esta forma, conociendo la fracción de volumen podemos estimar el número de partículas 

por unidad de volumen 

,max
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Graficando la ecuación (116) como función del tamaño de partícula de polímero podemos 

obtener resultados interesantes. Aquí hacemos hincapié que lo que se controla en la 

práctica es el número de partículas por unidad de volumen y no el radio final. Pero como 

demostramos en el análisis estos dos parámetros en este tipo de reacción de polimerización 

en emulsión están relacionados y especificar uno es equivalente a especificar el otro. 

 

Figura 49. Variación del IR efectivo al cambiar el radio de la partícula en formación durante un proceso de 
polimerización en emulsión 

En la Figura 49 podemos ver como varia el IR efectivo conforme se van creciendo las 

partículas de polímero en la polimerización en emulsión. Cuando el radio de la partícula 

está por debajo de 60 nm nos es imposible monitorear variaciones del tamaño a partir de la 

parte real del IR efectivo únicamente. Asumiendo que la resolución en la medición de la 

parte real del IR efectivo es de 1X103  en el refractómetro desarrollado en este trabajo, 

podemos determinar que para tamaños pequeños (alrededor de 80nm y 140 nm) la 

resolución alcanzada por nuestra medición es de alrededor de 5 nm. Conforme se 

incrementa el tamaño de la partícula de polímero, la precisión alcanzada en la medición se 

incrementa, pudiendo tener una precisión de alrededor de 1 nm cuando el tamaño de la 

partícula está por arriba de los 200 nm. 

Continuando con el análisis, simulamos el comportamiento de la parte real del IR efectivo 

al mantener todos los parámetros establecidos en los párrafos anteriores (ft = 55%, ag-

monómero = 100 m, = 635 nm) pero únicamente cambiando el tamaño de la partícula final 

de polímero que se desea alcanzar para ap = 60 nm, 250 nm, 1m y 2.4 m. La Figura 50 

muestra las gráficas obtenidas. 
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Figura 50. (Arriba), Comportamiento del IR efectivo (parte real) al variar el tamaño de partícula de polímero. En 
el recuadro se muestra un zoom de la gráfica hasta 240 nm. (Abajo) Relación del tamaño de la gota de 
monómero al cambio en el tamaño de la partícula de polímero para diferentes tamaños de polímero 

En la Figura 50a podemos observar el comportamiento de la parte real del IR efectivo al 

variar el tamaño final de las partículas de polímero en un proceso de polimerización en 

emulsión. Para tamaños de partícula  del orden de 250 nm hacia abajo, la contribución a la 

parte real del IR efectivo es pequeña. Conforme el tamaño de partícula final en el proceso 

de polimerización se incrementa, la contribución a la parte real del IR efectivo, por parte de 

las partículas, se incrementa, como lo muestra la curva de color negro y azul 

correspondiente a un tamaño final de 600nm y 1 m respectivamente; eventualmente, la 

contribución puede llegar a ser negativa como se observa para las curvas realizadas con 

un tamaño de partícula de 1.5 m y 2.4 m (color naranja y verde oscuro, respectivamente). 

De esta forma, al establecer la densidad en número del proceso de polimerización en 

emulsión (parámetro controlado) y medir el IR efectivo, podemos obtener a priori el tamaño 

de partícula en un proceso de crecimiento en la polimerización por emulsión.  
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Finalmente, la gráfica de abajo de la Figura 50b se muestra la evolución del tamaño de las 

partículas de polímero y la gota de monómero. Cuando el proceso de polimerización inicia, 

el tamaño de la gota de monómero es máxima y conforme avanza la polimerización el 

tamaño de la partícula de polímero incrementa su tamaño, de tal forma que al finalizar la 

reacción todo el monómero ha pasado de las gotas a formar el polímero. 

Como conclusión podemos remarcar que el refractómetro por reflexión difusa es capaz de 

monitorear la parte real del IR efectivo, permitiendo medir coloides muy turbios tales como 

el látex, y en el caso específico, la generación de partículas en un proceso de polimerización 

en emulsión. Las estimaciones realizadas en esta sección junto con la funcionalidad y 

resolución del refractómetro por reflexión difusa vislumbran la posibilidad de medir en 

tiempo real el proceso de polimerización en emulsión, siendo interesante poder ponerlo a  

prueba.  
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VII.  RESUMEN Y CONCLUSIONES 

En este trabajo estudiamos la propagación de la luz en suspensiones coloidales turbias a 

concentraciones altas de partículas y como medir sus propiedades ópticas. Se definieron 

los parámetros útiles para entender la interacción de la luz con la materia, los cuales son 

denominados coeficiente de esparcimiento, coeficiente de esparcimiento reducido, 

coeficiente de absorción y coeficiente de extinción. Establecimos que en mediciones 

habituales es más práctico medir el índice de refracción de un sistema que medir la extinción 

o atenuación que es lo que comúnmente se mide. 

Analizamos la técnica denominada como absorbedor añadido propuesta por Zaccanti en el 

año 2003, la cual nos permite medir el coeficiente de extinción como función de la fracción 

de llenado, así como los coeficientes de esparcimiento reducido y coeficiente de absorción. 

Una de las contribuciones de este trabajo es que ampliamos el sistemas de medición para 

hacerlo espectroscópico, pudiendo medir en toda la región del espectro visible, al menos 

para las partículas de PMMA. También logramos medir por ésta técnica suspensiones 

turbias de partículas de TiO2 a concentraciones relativamente grandes, reportando 

resultados que hasta la fecha no se han observado en la literatura especializada. 

Encontramos que el comportamiento tanto del coeficiente de extinción así como el de 

esparcimiento reducido se incrementa con la concentración de partículas, dicho 

comportamiento ha sido reportado por muchos autores en la literatura, aunque también 

logramos observar que las mediciones muestran que estos dos coeficientes alcanzarán un 

máximo y eventualmente comenzarán a disminuir al seguir incrementando la concentración, 

en el caso de las partículas de látex. Curiosamente en el caso de las partículas de TiO2 no 

se alcanza a ver este máximo, cosa que fue inesperada. El coeficiente de extinción está 

relacionado con la parte imaginaria del índice de refracción efectivo del material, lo que nos 

muestra que eventualmente la medición de estos parámetros perderán sensibilidad no solo 

a la concentración de partículas, si no al cambio de otros parámetros como pueden ser el 

tamaño de partícula, el índice de refracción de los elementos que componen el sistema, 

entre otros. Analizar estos sistemas nos ha demostrado las limitantes de la técnica.  

Una forma común de determinar la parte real del índice de refracción de una substancia es 

por medio del refractómetro de Abbe. Este refractómetro depende de la transmisión de la 

luz cerca del ángulo crítico en la interface entre la substancia bajo estudio y un prisma de 
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vidrio de índice de refracción mayor. Sin embargo, es difícil medir en medios turbios, pues 

la extinción de la luz atenúa la cantidad de energía que llega al prisma de medición en el 

refractómetro de Abbe, resultando en falsas lecturas. De esta forma estudiamos como la 

medición de suspensiones absorbentes puede afectar la medición en el refractómetro de 

Abbe tradicional. Implementando un arreglo similar al refractómetro de Abbe y midiendo 

muestras de agua con pequeñas cantidades de tinta china, obtenemos perfiles angulares 

de intensidad de luz, que al analizar nos mostraron que es posible recuperar la parte real 

del índice de refracción bajo ciertas condiciones. Encontramos que el punto de inflexión de 

las curvas, asociado a la parte real del índice de refracción, permanece básicamente igual 

para pequeñas cantidades de absorción hasta cierto umbral de la parte imaginaria 

(asociada a la absorción de la muestra), dependiendo evidentemente del grosor de la 

muestra, pero después de este valor, el punto de inflexión decrece rápidamente. Para un 

espesor fijo de la muestra y una absorción grande, el punto de inflexión dependerá 

notablemente de la parte imaginaria, entonces podemos ajustar el modelo óptico derivado 

en la ecuación (75) a los perfiles experimentales y extraer el índice de refracción complejo 

de la muestra. Los resultados de este estudio fueron reportados en el siguiente artículo de 

revista: “Understanding the performance of Abbe-type refractometers with optically 

absorbing fluids”, H. Contreras-Tello et al, 2014. Meas. Sci. Technol. 25 075201. 

Los dos métodos descritos anteriormente muestran las limitantes de implementar estas 

técnicas al estudio de coloides turbios. Por un lado, la medición de la extinción de un 

sistema nos indica que eventualmente perderemos sensibilidad en un sistema de medición 

a  la concentración de partículas así como a otros parámetros, necesitando caracterizar el 

sistema, en esta caso, con la parte real del índice de refracción efectivo, como se comentara 

más adelante. Por el otro lado demostramos que en un refractómetro de Abbe debemos 

tener cuidado con la extinción de un sistema, pues generalmente es usado sin tener en 

cuenta las limitaciones de los instrumentos. 

Se obtuvieron perfiles de intensidad angular de luz difusamente reflejada alrededor del 

ángulo crítico para suspensiones de partículas de PMMA y TiO2 de diferentes 

concentraciones en volumen. Nosotros ajustamos un modelo recientemente derivado para 

los perfiles de intensidad-angular y obtuvimos la parte real e imaginaria del IR efectivo de 

las suspensiones de partículas. El modelo de la ecuación (97) ajusta bastante bien todos 

los perfiles angulares de intensidad experimentales. El modelo obtenido fue reportado en: 
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“Optical model enabling the use of Abbe-type refractometers on turbid suspensions”, A. 

García-Valenzuela and H. Contreras-Tello, Opt. Lett. 38, 775-777 (2013). 

Los valores obtenidos para la parte real e imaginaria del IR efectivo de los ajustes del 

modelo teórico muestran variaciones con el ángulo de incidencia. Para la parte real la 

dependencia es muy pequeña en términos relativos, mientras que para la parte imaginaria 

puede ser relativamente grande. Creemos que esto es debido a las limitaciones del modelo 

óptico debido a las suposiciones usadas para derivar este; en particular, la suposición de 

que la intensidad de las fuentes efectivas dentro del medio turbio decae exponencialmente 

con una constante de decaimiento z  tendría que ser mejorada. Consideramos que la 

dispersión de los valores obtenidos de la parte real e imaginaria del IR efectivo de las 

muestras a diferentes ángulos de incidencia como la incertidumbre. Para la parte real la 

incertidumbre está en la cuarta cifra decimal para muchas muestras, mientras que para la 

parte imaginaria la incertidumbre es alrededor del 25%. Este valor de incertidumbre 

parecería en principio muy grande pero sin embargo es comparable a la que se obtiene en 

mediciones tradicionales por extinción de luz colimada en una celda de caras paralelas 

cuando el medio es muy turbio. Por otro lado las mediciones por el método aquí desarrollado 

se pueden hacer en medios más turbios que por extinción directamente.  

Para las suspensiones de látex PMMA de diferentes concentraciones en volumen 

comparamos los valores obtenidos de la parte real e imaginaria del IR efectivo con las 

predicciones del IR de van de Hulst y del modelo de Keller. Para la parte real del IR efectivo 

ambos modelos coinciden y predicen una dependencia lineal con la concentración de 

partículas. Los valores obtenidos de los perfiles de intensidad comparan muy bien con las 

predicciones de los modelos. Para la parte imaginaria el modelo de van de Hulst predice 

una relación lineal, mientras que el modelo de Keller predice una curva que se aleja de la 

línea recta doblándose hacia valores más pequeños. Los valores obtenidos de la parte 

imaginaria del IR efectivo de suspensiones de látex muestran un pequeño offset que 

creemos es debido probablemente al arreglo experimental, debido a la suavización de los 

perfiles por aberraciones de la lente. Después de remover este offset, los valores obtenidos 

comparan muy bien con las predicciones del modelo de Keller hasta alrededor de 15% en 

concentración de volumen de partículas. Las suspensiones de partículas de TiO2 tienen una 

distribución de tamaños amplia y las partículas no son esféricas. En este caso no 

intentamos una comparación con predicciones teóricas. Sin embargo, comparamos el valor 

de incremento de la parte imaginaria del IR efectivo por unidad de cambio en la 



 

156  

concentración en volumen con el valor obtenido de mediciones de extinción en la misma 

muestra y encontramos muy buen acuerdo. 

También verificamos que para muestras turbias con un IR efectivo complejo con un relativo 

corte abrupto en el perfil de intensidad, la parte real del IR efectivo obtenido de los ajustes 

coincide muy bien con los valores que uno obtiene localizando el punto de inflexión de los 

perfiles de intensidad y considerando este ángulo como el ángulo critico entre dos medios 

de índice de refracción real, y subsecuentemente usando la ley de Snell para determinar el 

IR de la muestra turbia (únicamente la parte real). Entonces usamos el modelo teórico para 

investigar el límite en usar únicamente el punto de inflexión para determinar la parte real 

del IR efectivo. 

Una de las ventajas de medir la parte real del IR efectivo es claramente revelada por 

nuestros resultados. La parte imaginaria del IR llega  a ser insensible a variaciones en la 

fracción de volumen de las partículas a valores moderados de la fracción de llenado, 

mientras que la parte real permanece sensible a valores mucho más altos de la fracción 

volumétrica de las partículas. Uno puede inferir que la perdida en sensibilidad a la 

concentración de partículas significa una pérdida en la sensibilidad a otras variables tales 

como el tamaño de partícula, IR, y así sucesivamente. Nosotros creemos que este hecho 

ilustra muy bien los prospectos de aplicación de una refractometría validada de medios 

turbios. 

Mostramos que la parte real del IR efectivo se obtiene con buena precisión sin importar 

como la muestra es iluminada, pero la obtención de la parte imaginaria del IR efectivo se 

realiza con menos precisión pero sin embargo mediciones útiles pueden ser obtenidas. El 

índice de refracción obtenido con este método se compara muy bien con las llamadas 

aproximaciones de van de Hulst y el derivado del modelo de Keller de la constante de 

propagación efectiva. Todos los resultados obtenidos con la técnica descrita fueron 

enviados y aceptados para su publicación: “Refractive index measurement of turbid media 

by transmission of backscattered light near the critical angle”, Appl. Opt. 53 21, 4768-4778 

(2014). 

Es importante destacar que el trabajo desarrollado en esta tesis también contribuye en el 

aspecto más básico del problema, en el sentido de que mostramos que se puede medir un 

IR efectivo a partir de la refracción de luz difusa, y que éste coincide con el IR de van de 

Hulst da evidencia muy clara de que la luz difusa en su propagación a través de un medio 

turbio “ve” un IR efectivo al igual que la componente coherente de la luz. Por la parte de 
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instrumentación, logramos alcanzar una sensibilidad y precisión muy altas a pesar de medir 

en sustancias muy turbias, aspecto que es de destacar. 

También estudiamos la posibilidad de medir el IR efectivo de la sangre humana por luz 

difusa retro-esparcida cerca del ángulo crítico. Obtuvimos la parte real del IR efectivo del 

punto de inflexión del perfil angular de intensidad medido con la técnica experimental ya 

descrita. Los resultados muestran que la diferencia entre el índice de refracción efectivo de 

la sangre de dos personas saludables puede ser medible. La diferencia se debe a la 

composición distintiva de la sangre de cada persona. El llamado hematocrito determina las 

propiedades de esparcimiento y absorción de la sangre y está directamente asociado con 

el IR efectivo.  

Hemos demostrado que la contribución es cuantitativamente y cualitativamente muy 

diferente de aquella que esperaríamos si tomáramos simplemente un promedio ponderado 

en volumen del IR del plasma de la sangre y los eritrocitos. Mientras que el promedio 

ponderado predice una contribución positiva, la teoría de van de Hulst y los datos 

experimentales muestran una contribución negativa en la parte real del índice de refracción 

efectivo. 

Dos muestras no son estadísticamente representativas, sin embargo, los resultados aquí 

mostrados demuestran que la metodología propuesta puede ser usada como herramienta 

de análisis del hematocrito de la sangre. 

Analizamos la posibilidad de medir el tamaño de partícula en un proceso de polimerización 

en emulsión. Encontramos que tenemos sensibilidad a la parte real del IR efectivo y con 

ello podemos medir el tamaño de las partículas de polímero durante su proceso de 

formación, resultado importante y que puede ser de interés para aquellas personas o 

empresas que produzcan polímeros en procesos de polimerización en emulsión.  
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IX. ANEXOS  

ANEXO A.  

Interface de captura de datos en LabView para la técnica de “Absorbedor añadido” 

Se diseñó y programó una interfaz de comunicación en LABVIEW la cual permite controlar 

el experimento de absorbedor añadido y procesar gran parte de la información capturada 

durante las mediciones.  

A continuación se describe la interfaz utilizada para la obtención de mediciones de extinción 

de manera espectroscópica: 

En la primer pantalla (Figura 51) se configuran los parámetros generales del 

espectrofotómetro utilizado, se tiene que especificar la dirección donde se van a guardar 

los datos adquiridos, la separación inicial entre la fuente y el detector, la resolución y el 

desplazamiento total entre las fibras. En la parte central se encuentran los parámetros de 

adquisición del espectrofotómetro como son el tiempo de integración, el boxcar, el average 

y las longitudes de onda a las cuales se va a realizar la captura. En el caso de una medición 

en la parte baja del espectro visible, en el azul (400 nm a 420 nm), se puede configurar para 

solo capturar esa porción del espectro. Los indicadores verdes en la parte derecha sirven 

para mostrar el proceso de configuración y calibración al momento de realizar una medición. 

En la parte inferior se muestra la imagen del espectro obtenida con el espectrofotómetro 

una vez configurado. 
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Figura 51. Pantalla de configuración de la interfaz gráfica para absorbedor añadido 
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Figura 52. Pantalla de captura de datos 

La segunda pantalla de la interfaz correspondiente a la pestaña tiempo real (Figura 52) 

muestra los datos capturados durante una medición. La primer gráfica (superior izquierda) 

muestra el producto de la fluencia (señal medida) y la distancia de separación entre fibras 

(entre fuente y detector) para cada una de las longitudes de onda de interés. La segunda 

gráfica (superior izquierda) muestra el valor de la fluencia medida a cada longitud de onda 

bajo estudio. La tercera gráfica (inferior izquierda) es una referencia de control para 

nosotros. La cuarta gráfica (inferior derecha) muestra el espectro medido a cada separación 

de fuente-detector diferente.  
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Figura 53. Pantalla de análisis de datos experimentales 

La tercera pantalla (Figura 53) corresponde al procesamiento de los datos adquiridos 

durante la medición. La primer gráfica (superior izquierda) va mostrando un ajuste lineal 

que va realizando a cada longitud de onda para obtener el valor de la extinción. La segunda 

gráfica (superior derecha) es la más importante, pues en ella se muestra el valor del 

coeficiente de extinción como función de la longitud de onda, este valor corresponde a una 

medición para una misma fracción de llenado. La tercer gráfica (inferior izquierda) es una 

referencia de análisis. La cuarta gráfica (inferior derecha) muestra todas las curvas de 

ajuste realizadas durante el análisis de los datos obtenidos en la experimentación. 

 

 



 

173  

ANEXO B 
Artículos de revista y proceedings 
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