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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no
vacio. Dado un continuo X podemos definir los siguientes hipe-
respacios: 2% que consiste de todos los subconjuntos cerrados y
no vacios de X. Para cada entero positivo n, C;,(X) consiste de
todos los elementos de 2% con a lo mds n componentes (cuando
n = 1 escribimos C'(X)) y F,(X) que consiste de todos los
elementos de 2% con a lo més n elementos. Es claro que F,(X) C
Co(X) y Co(X) C 2% para todo entero positivo n. A F,(X)
lo llamamos n-ésimo producto simétrico de X y a C,(X) lo
llamamos n-ésimo hiperespacio de X.

La teoria de los hiperespacios tiene sus inicios a principios del
siglo XX. Durante las decadas de 1920 y 1930 gran parte de la es-
tructura fundamental de los hiperespacios fue determinada. En
1931 K. Borsuk y S. Mazurkiewicz demuestran que los hiperes-
pacios 2% y C(X) son arcoconexos [4]. En ese mismo afo (1931)
es publicado, por K. Borsuk y S. Ulam, el primer articulo sobre
productos simétricos [5], en él se demuestra que los productos
simétricos de un continuo son continuos. En 1939 es publicado
otro resultado importante para la teoria de hiperspacios, Wo-
jdistawski demuestra que 2% y C,(X) son retractos absolutos
cuando X es un continuo localmente conexo [58]. En 1942, Kel-
ley publica un articulo fundamental en la teoria de hiperespacios
[25], ya que, entre otras cosas, es el primer articulo que usa a
las funciones de Whitney para estudiar a los hiperespacios, en
ese mismo articulo el autor menciona, sin demostracion, que al-
gunos de sus resultados son ciertos para el n-ésimo hiperespacio
de un continuo [25, Observacion, pag. 29]. Desde ese entonces,
las funciones de Whitney se han convertido en una herramienta



usada en casi todos los articulos sobre hiperespacios. También,
el articulo de Kelley fue el primer articulo sobre hiperespacios
en dar aplicaciones de hiperespacios a otras areas. En 1959,
Segal demuestra que C'(X) es aciclico [52]. En los afios 1970,
otro resultado importante es obtenido, una pregunta formulada
en los anos 1920 y que habia sido de interés desde entonces es
respondida de manera afirmativa por Curtis, Schori [10]. La
pregunta era: ;Si X es un continuo localmente conexo, entonces
2% es homeomorfo al cubo de Hilbert?. En [45], [47] v en [16]
se investiga la accesibilidad por arcos de los elementos de Fi(X)
desde puntos de Cy(X). En [47, (0.71.2)] se define una funcién
f:Cy(X) = F(C(X)) como:

f(K)={A € C(X): A es una componente de K}

y se pide probar que f no es suprayectiva y que nunca es con-
tinua. Eso es una muestra de que nuestra idea mas intuitiva para
encajar C,,(X) en F,(C(X)) no sirve. En 2001 Sergio Macias
publica [29], que es, segun sabemos, el primer articulo sobre
los n-ésimos hiperespacios de continuos desde que Wojdistawski
public6 [58] en 1931. Otros articulos sobre el n-ésimo hiperes-
pacio de un continuo son [6], [18], [22], [30], [31], [32], [34], [36],
[37], [38], [39], [40] y [41].

Posteriormente, en 2011, H. Hosokawa define las funciones
de tamano fuerte (y prueba su existencia) para los n-ésimos
hiperespacios de continuos en [18], que son, una generalizacién
de las funciones de Whitney definidas en C'(X).

Las funciones de Whitney estan estrechamente relacionadas
con las estructuras de arcos en los hiperespacios, esa es una
de las razones por las que nos ha parecido importante estu-
diar también las funciones de tamano fuerte. Ademas, las fun-
ciones de tamano fuerte tienen una ventaja trascendental sobre
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las funciones de Whitney definidas en C,(X) para n > 2,y es
que las funciones de tamano fuerte son monétonas y abiertas,
mientras que las funciones de Whitney no siempre lo son. Esto,
estructuralmente es muy agradable, ya que genera una particion
monotona y continua del hiperespacio C),(X) para cualquier en-
tero positivo n.

En esta tesis estudiamos a los hiperespacios de continuos. En
particular, estudiamos a los n-ésimos productos simétricos, y los
n-ésimos hiperespacios de continuos, a las funciones de tamano
y de tamano fuerte definidas en ellos. También estudiamos los
niveles de tamano y de tamano fuerte generados por las fun-
ciones de tamano y las funciones de tamano fuerte. La tesis
esta dividida en seis capitulos.

En el Capitulo 1 incluimos la notacién, definiciones, conoci-
mientos basicos y los resultados preliminares que seran usados
en el resto de la tesis. También incluimos un ejemplo en el
cual, una funcién de Whitney no es monoétona para el segundo
hiperespacio de un continuo dado (Ejemplo 1.64).

En el Capitulo 2, aparecen algunos resultados que se saben
(hasta la fecha) sobre las funciones de tamano fuerte. En este
capitulo damos ciertas condiciones para asegurar cuando, al
operar algebraicamente las funciones de tamano fuerte con las
funciones de Whitney o las funciones de tamano, el resultado
sigue siendo una funciéon de tamano fuerte. Damos dos ejemplos
explicitos de la construccién de dos funciones de tamano fuerte.
Terminamos el capitulo con un teorema de extensién de fun-
ciones de tamano fuerte definidas en un subconjunto cerrado de
un n-ésimo hiperespacio de un continuo al n-ésimo hiperespacio
completo (Teorema 2.15).

En el Capitulo 3, presentamos los resultados que se saben,



hasta la fecha, sobre los niveles de tamano fuerte y sobre las
propiedades de tamano fuerte. También en este capitulo ca-
racterizamos a los niveles de tamano fuerte como anticadenas
que son intersectadas por todos los arcos de orden maximales
(Teorema 3.3). Demostramos que los niveles de tamano fuerte
para los n-ésimos hiperespacios con n > 2, contienen (n — 1)-
celdas (Corolario 3.5). En la Seccién 3.1 demostramos que la
aposindesis numerable, la aposindesis finita, la encadenabilidad
por continuos y la aciclicidad (para n > 3) son propiedades
de tamano fuerte. Como una consecuencia del Teorema 3.15,
obtenemos que la arcoconexidad es una propiedad de tamano
fuerte (Corolario 3.17). De esta forma, presentamos una prueba
de este hecho, diferente a la dada por Hosokawa. En la Seccion
3.2, demostramos que la clase de las funciones que preservan
niveles de tamano fuerte coincide con la clase de homeomorfis-
mos (Teorema 3.39).

En el Capitulo 4, definimos las funciones de tamano fuerte
admisibles y demostramos que los niveles de las funciones de
tamano fuerte admisibles para el n-ésimo hiperespacio de los

continuos localmente conexos que no contienen arcos libres son
cubos de Hilbert.

En el Capitulo 5, definimos las propiedades de tamano fuerte
reversibles y demostramos, entre otras cosas que las siguientes
propiedades: el ser un continuo encadenable por continuos (Teo-
rema 5.12), el ser un continuo localmente conexo (Teorema 5.13)
y el ser un continuo con la propiedad de Kelley (Teorema 5.15)
son propiedades de tamano fuerte reversibles.

Finalmente, en el Capitulo 6, trabajamos sélo con funciones
de tamano definidas en C'(X), donde X es un continuo. En este
capitulo definimos los techos de niveles tamano y demostramos
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que si X es un continuo localmente conexo, entonces cada nivel
de tamano en C(X) contiene un conjunto que es limite de una
sucesion de niveles de Whitney (Teorema 6.12).

Parte de los resultados de este trabajo se encuentran en [40]

y [41].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacion y definiciones

1.1 Notacién. Dado un subconjunto A de un espacio métrico
Z con métrica d, la cerradura, la frontera y el interior de A estéan
denotados por clyz(A), frz(A) e intz(A), respectivamente. De
no haber motivo de confusién se omitira el subindice.

1.2 Notacion. Denotamos por N al conjunto de los nimeros
naturales y por R al conjunto de los niimeros reales.

1.3 Definiciéon. Diremos que un espacio es no degenerado si
contiene mas de un punto, en caso contrario diremos que es
degenerado.

1.4 Definicién. Dado un espacio métrico X, una vecindad de
un punto z € X, es un conjunto que tiene a x en su interior.

1.5 Notacion. Dados un espacio métrico X con métrica d y
x € X, denotamos como:

V'(x)
a la bola abierta con centro en x y radio r.
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1.6 Definicion. Se dice que un subconjunto A de un espacio
métrico (X, d) es acotado si existe r > 0, tal que d(z,y) < r
para todo x y todo y en A.

1.7 Definicién. Dado un subconjunto no vacio y acotado A de
un espacio métrico (X, d), definimos el didmetro de A como:

didmy(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

1.8 Definiciéon. Dados un espacio métrico (X, d), x € X y un
subconjunto no vacio A de X, definimos la distancia de v a A
como:

d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

1.9 Definicién. Dados un espacio métrico (X,d) y cualquier
par de subconjuntos no vacios Ay B de X, definimos la distancia
entre conjuntos como:

d(A, B) = inf{d(a,b) :a € Ay b€ B}.

Cabe mencionar que la funcién definida en la Definicion 1.9
no es una métrica para el espacio de subconjuntos de X, ni

siquiera en el caso de subconjuntos compactos, pues si ANB # 0,
entonces d(A, B) = 0.

1.10 Definicién. Un arco es un espacio homeomorfo a [0, 1]. Si
X es un arco y « : [0,1] — X es un homeomorfismo, a «(0) y
a(1) se les llama puntos finales de X.

1.11 Observacion. Si X es un arcoy « : [0,1] — X es un
homeomorfismo, entonces X tiene un orden inducido por «, es
decir, x < y si y sélo si a™H(z) < a™l(y).

1.12 Definicién. Un espacio métrico X es arcoconezo, si para
cada par de puntos p y g de X, existe una funciéon continua e
inyectiva f : [0,1] — X tal que f(0)=py f(1) =q.

2



1.13 Definicion. Sean X un espacio métrico, A un arco en X,
a : [0,1] = A un homeomorfismo. Decimos que A es un arco
libre si «((0,1)) es abierto en X.

1.14 Definicién. Un cubo de Hilbert es un espacio homeomorfo
al producto cartesiano numerable [ [,y [;, donde cada I; = [0, 1].

1.15 Definicion. Dado un espacio métrico X, definimos el cono
de X, denotado por Cono(X), como el espacio cociente que
resulta de identificar en un punto al subconjunto X x {1} del
espacio X x [0,1]. Es decir, Cono(X) es el espacio cociente
X x[0,1]/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia sobre X x
[0,1] dada por (x1,t1) ~ (yo,t2) si y sblo si (x1,t1) = (ya,t2) O
t1 =ty = 1. El punto X x {1} de Cono(X) es llamado vértice
del cono de X. El subconjunto X x {0} de Cono(X) es llamado
la base del cono de X.

1.16 Definicién. Un espacio métrico X es localmente conexo
si para cada punto z € X y cada conjunto abierto U de X que
contiene a x, existe un conjunto abierto y conexo V de X, tal
quex €V CU.

1.2 Continuos

En esta seccion presentamos la definiciéon de continuo, ejemplos
de continuos, algunos resultados de cultura general sobre los
continuos y algunos tipos de continuos.

1.17 Definiciéon. Un continuo es un espacio métrico, compacto,
conexo y no vacio.

Tal vez, los ejemplos mas conocidos de continuos sean los
siguientes:



1.18 Ejemplo. El arco ([0, 1]), la circunferencia unitaria (S?),
la n-celda (J]i-; I;, donde cada I; = [0, 1]), el cubo de Hilbert
(I;en £, donde cada I; = [0, 1]) y el continuo sen% ({(0,y) :y €
[—1,1]} U{(z,sen(2)) : z € (0,1]}).

Los primeros cuatro ejemplos son continuos que son local-
mente conexos y arcoconexos, sin embargo, el continuo sen%
es un continuo que no es ni localmente conexo ni arcoconexo.
Merece la pena mencionar que el ser un continuo arcoconexo no
es equivalente a ser un continuo localmente conexo, hay muchos
ejemplos de continuos que son arcoconexos y no son localmente
CONEexos.

Los siguientes resultados, son herramientas muy utiles y muy
conocidas de la teoria de continuos. Estos resultados, a pesar de
no ser mencionados explicitamente, estaran presentes en muchas
de las demostraciones que se presentaran en esta tesis.

1.19 Lema. Sean X y Y dos espacios métricos compactos.
Dada una funcién f : X — Y, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. f es continua.

2. Para cada x € X y cada sucesion {z,},en C X, tales
que lim,, ...z, = x, se tiene que para cualquier subsucesién

convergente {f(z,,)}ren de {f(xn) bnen, lmg oo f(2n,) =
f(x).

3. Para cada x € X y cada sucesién {x,},eny C X, tales
que lim, ,,r, = =, existe una subsucesion convergente
{f(@n,) ren de {f(2n) fnen, tal que limy o0 f(2,) = f(2).

DEMOSTRACION. Sea d una métrica para Y. Que 1. implica 2.

y que 2. implica 3. es evidente. Demostraremos que 3. implica
2. y que 2. implica 1..



Demostremos que 3. implica 2.. Sean z € X y {z,}nen
una sucesion en X tales que lim,,_,x, = x. Consideremos la
sucesion { f(z,) neny de Y y sea {f(x,,)}reny una subsucesion
convergente de {f(z,)}nen. Sea y = limy_ o f(zy,), como
limy, 00, = x, tenemos que limy_, oz, = x. Entonces, {z,, }ren
es una sucesion en X tal que limg .2, = x. Por 3., existe
una subsucesion {a:nkj }ien de {xy, bren tal que lfmjéoof(xnkj) =
f(x). Concluimos que y = limy_,oo f(2,,) = f(2).

Finalmente, demostremos que 2. implica 1.. Sean z € X
v {Z, }nen una sucesion en X tales que lim,, 2, = x. Supon-
gamos que { f(x,) }nen no converge a f(z). Entonces existe € > 0
tal que G = {n € N : d(f(x), f(x,)) > €} es infinito. Ordenemos
a los elementos de G en una sucesién n; < ns < .... Como Y es
compacto, existen una subsucesion {f(zn,,)}jen de la sucesion
{f(2n,) fren y un punto y € Y tales que lim; o0 f (@) = y. Por
2. tenemos que y = f(x), lo cual es absurdo pues d(f(z), f(zn,,))
> € para todo j € N. Con lo que concluimos que {f(x,)}nen
converge a f(x), es decir, f es continua.[]

1.20 Teorema. [35, Teorema 1.7.2] Si { X, },en es una sucesién
de continuos tales que X, .1 C X,, para cada natural n, entonces
NpenX, €s un continuo.

1.21 Teorema. [48, Teorema 2.1] El producto cartesiano finito
o numerable de continuos (espacios métricos, compactos y no
vacios) es un continuo (espacio métrico, compacto y no vacio).

1.22 Teorema. [48, Teorema 5.6] Sean X un continuo y E un

subconjunto propio no vacio de X. Si K es una componente de
E, entonces clx(K) N frx(E) # 0.

1.23 Teorema. [35, Teorema 1.1.16] Todo continuo puede ser
encajado topoldgicamente en el cubo de Hilbert.
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1.2.1 Clases de Continuos

Como ya hemos visto, hay continuos que tienen diferentes propie-
dades, como los continuos que son localmente conexos y los
que son arcoconexos. A continuacién, presentamos una serie
de definiciones que nos sirven para clasificar a algunos tipos de
continuos.

1.24 Definicion. Decimos que un continuo es descomponible si
se puede escribir como la unién de dos subcontinuos propios.
Diremos que un continuo es indescomponible si no es descom-
ponible. Un continuo es hereditariamente indescomponible si
todos sus subcontinuos son indescomponibles.

1.25 Definicién. Decimos que un continuo X es unicoherente si
para todo par de subcontinuos A y B de X, tales que AUB = X
se tiene que A N B conexo. Un continuo es hereditariamente
unicoherente si todos sus subcontinuos son unicoherentes.

1.26 Notacion. Si X es un continuo y n es un entero posi-
tivo, entonces H"(X) denota el n-ésimo grupo de cohomologia
reducida de Cech para X con coeficientes enteros [44, Definicion
pag. 437].

1.27 Definicién. Un continuo X se dice que es aciclico si H'(X)
es trivial.

1.28 Definicion. Un continuo X es aposindético si para cada
par de puntos 1 y z2 de X, existe un subcontinuo W de X tal

que z1 € intx(W) C W C X \ {z2}.

1.29 Definiciéon. Un continuo X es finitamente aposindético
(numerablemente aposindético) si para cada subconjunto finito
(subconjunto numerable y cerrado) F' de X y cada punto x €
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X \ F, existe un subcontinuo W de X tal que = € intx(W) C
W cCX\F.

1.30 Definicién. Sean p y ¢ dos puntos de un continuo X. Una
coleccién finita {Lq, Lo, ..., L, } de conjuntos se dice que es una
cadena de pa qsip € Ly, q € Ly, y Lin L # () siy sélo si
i — j| < 1. Una cadena es una cadena de continuos si cada
uno de sus elementos es un continuo. Una cadena de continuos
es una e-cadena de continuos si el didmetro de cada uno de sus
elementos es menor que €.

1.31 Definicién. Se dice que un continuo X es encadenable por
continuos si para cada par de puntos p y ¢ de X y todo € > 0,
existe una e-cadena de continuos de p a gq.

1.32 Observacién. Notemos que todos los continuos arcocone-
x0s son encadenables por continuos.

1.3 Espacios Parcialmente Ordenados

En esta seccién presentamos los conceptos y resultados sobre
espacios parcialmente ordenados que necesitamos para el desa-
rrollo de la tesis.

1.33 Definicion. Un espacio parcialmente ordenado es un espa-
cio P dotado con un orden parcial < cuya grafica es un conjunto
cerrado de P x P.

Uno de los ejemplos mas conocidos de espacios parcialmente
ordenados es la recta real. Como uno pensaria, cualquier sub-
conjunto de un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto
parcialmente ordenado, pues hereda el orden del conjunto mas
grande.



Si P es un espacio parcialmente ordenado y x € P, escribimos
Liz) ={pe P :p<uz}y Mkx)={pe P :x <p} si
AC P, L(A) = U{L(a) : a € A} y M(A) = U{M(a) : a €
A}. Un elemento m de un conjunto parcialmente ordenado es
minimal (mazximal) si, siempre que x € Py z < m (m < x),
tenemos que x = m. El conjunto de elementos minimales de P
es denotado por Min(P) y el conjunto de elementos maximales
de P es denotado por Méax(P).

L. E. Ward, Jr. demostré el siguiente teorema:

1.34 Teorema. [56, Teoremal. Si P es un espacio métrico,
compacto y parcialmente ordenado tal que Min P y Méax P
son cerrados y disjuntos, entonces existe una funcién continua
p: P —]0,1] tal que p(z) = 0 para cada z € Min Py p(z) =1
para cada © € Max Py u(z) < u(y) si x < y.

1.35 Definicion. Un subconjunto A de un espacio parcialmente
ordenado (P, <) es una anticadena si los elementos de A no son
comparables bajo <.

Los siguientes dos resultados nos hablan de dos propiedades
de L'y M. El tercero nos da condiciones suficientes para asegurar
cuando una funcién tiene una extension continua que preserva
el orden.

1.36 Teorema. [55, Teorema 2.2] Si K es un subconjunto com-
pacto de un conjunto parcialmente ordenado P, entonces L(K)
y M(K) son conjuntos cerrados.

1.37 Teorema. [55, Teorema 2.3] Si x y y son elementos de un
espacio compacto parcialmente ordenado Py si M (z) N L(y) =
(), entonces existen abiertos disjuntos U y V en P tales que

reU=MU)yyeV=L(V).
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1.38 Teorema. [55, Lema 3.2] Supongamos que P es un espacio
compacto parcialmente ordenado tal que Min(P) y Max(P) son
conjuntos cerrados y disjuntos, @ es un subconjunto cerrado
que contiene a Min(P)UMax(P), y supongamos que A y B son
subconjuntos cerrados, disjuntos y no vacios de P tales que A =
M(A)y B=L(B). Sif:Q — [0, 1] es una funcién continua que
preserva el orden tal que f(Min(P)) = {0} vy f(Méax(P)) = {1},
entonces f admite una extensioén continua que preserva el orden
f:P —[0,1] tal que f(a) > inf f(AN Q) para cada a € Ay

~

f(b) < sup f(BN Q) para cada b € B.

1.39 Lema. Si « : [0,1] — [0, 1] es una biyeccién que preserva
el orden (invierte el orden), entonces a es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Observemos que puesto que « es biyectiva y
preserva el orden (invierte el orden), tenemos que «a((a,b)) =

(a(a), a(d)) (a((a,b)) = (a(b),a(a))) para todo (a,b) C [0,1],
también «([0,0)) = [«(0),a(b)) («([0,b)) = (a(b),x(0)]) para
todo [0,5) C [0,1] v a((a,1]) = (a(@),a(l)] (a((,1)) =
[a(1),a(a))) para todo (a, 1] C [0,1]. Por lo tanto, « es abierta
y biyectiva, es decir, es un homeomorfismo.[]

1.4 Hiperespacios de Continuos

1.40 Definiciéon. Dado un espacio métrico y compacto (X, d),
consideramos el siguiente hiperespacio de X:

2% = {A C X : A es no vacio y cerrado en X }.

1.41 Definicién. Dados un espacio métrico (X,d), € > 0 y un
subconjunto cerrado A de X, definimos la bola abierta de radio
¢ alrededor de A como:

Ve(A) =U{Vi(a) : a € A}
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No es dificil comprobar que si A y B son dos elementos de
2X tales que A C B, donde X es un espacio métrico y 0 <

e < 9, entonces entonces V,(A) C V5(A) y V.(A) C V(B). Otro
resultado sencillo es el siguiente:

1.42 Lema. Sea X un espacio métrico y compacto. Si A € 2%
y U es un abierto de X tal que A C U, entonces existe € tal que
Ve(A) CU.

DEMOSTRACION. Si U = X la solucién es trivial. Supongamos
que U # X, entonces X \U # (). Como A C U, AN(X\U) =10
y, de esta forma, tenemos que d(A, X \ U) > 0. Por lo tanto, si
definimos € = w, entonces V. (A) C U.OJ

1.43 Lema. Sean X un espacio métrico, Ay B € 2¥X y e > 0.
Entonces
Ve(A)UVe(B) = V(AU B)

DEMOSTRACION. Como A C AUB y B C AU B, tenemos que
Ve(A) U Ve(B) C Ve(AU B). Por otro lado, si x € V(AU B),
entonces existe un y € AU B tal que d(z,y) < e. Asi, que si
ye A, x eV (A), ysiye B,z e V/(B).O

1.44 Definicidn. Sea (X, d) un espacio métrico y compacto. La
métrica de Hausdorff para 2% inducida por d, que denotaremos
por dy, se define como sigue; para cualesquiera A y B € 2%:

dg(A,B) =inf{r >0: ACV,(B)y BCV,.(A)}.

En el Teorema 1.8.3 de [35] se muestra que dy es, en efecto,
una métrica para el espacio 2%. Otro resultado familiar para los
que estudian hiperespacios es el siguiente:

1.45 Lema. Dados un espacio métrico, compacto y no vacio X,
Ay B € 2%, setiene que dg(A, B) <rsiysélosi AC V,(B)y
B C V,(A).
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DEMOSTRACION. Supongamos que dg (A, B) < r, por definicidn,
existe t > 0 tal quer > ¢, B C V,(A) y A C Vi(B). Como r > t,
tenemos que B C V,.(A) y A C V,(B). Ahora, supongamos que
ACV.(B)y B C V.(A). Supongamos que no existe ' < r tal
que B C V/(A). Sea {r;}ieny una sucesién contenida en (0, r)
que converge a r. Para cada i € N, elijamos b; € B\ V,,(A).
Como B es un conjunto compacto, {b; };en tiene una subsucesion
convergente {b; }ren que converge a un punto b € B. Clara-
mente, b ¢ U;enV;.(A), lo que implica que d(b, A) > r, es decir,
b ¢ V.(A), y por lo tanto B € V,(A), lo cual contradice nuestra
hipotesis inicial. Asi, podemos concluir que existen r; < r y
ro < 1, tales que B C V, (A) y A C V,,(B). Ahora, si definimos
rs = max{ry,re}, tenemos que rs < r, A C V,,(B)y B C V,,(A),
lo que implica que dy(A, B) < r3 < r.Od

1.46 Notacion. Dados un espacio métrico, compacto y no vacio
X, Ac2X ye>0, definimos la bola de Hausdorff alrededor de
A como:

VA(A) ={B € 2" :dy(A, B) < ¢}.

Definimos también, para un continuo X, los siguientes hipe-
respacios:

1.47 Definicién.
Co(X) = {A € 2% : A tiene a lo mas n componentes},

donde n es un entero positivo. A C,,(X) se le llama el n-ésimo
hiperespacio de X. Cuando n = 1, escribimos C'(X) en lugar de

C1(X).
1.48 Definicién. El simbolo F,,(X) denota el n-ésimo producto
sitmétrico de X; que es:

F.(X)={A € C,(X) : A tiene a lo mas n elementos}.
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Notemos que, por definicién, F,(X) C C,(X) y C,(X) C 2%.
Es sabido que, si X es un continuo, entonces 2% y C,(X) son
continuos arcoconexos (para 2% y C'(X) ver ([47], Teorema 1.13);
para C,,(X) y n > 2, ver [35, Corolario 1.8.12]. También, F,,(X)
es un continuo para todos los enteros positivos n ([5, pag. 877]
o [35, Corolario 1.8.7]).

1.49 Definicién. Sean X un continuo y n un entero positivo.
Un arco de orden en C,(X) es un arco « : [0,1] — C,(X) tal
que si 0 < s <t <1, entonces as) C a(t) y als) # a(t).

1.50 Definicién. Sean X un continuo, n un entero positivo y
By A dos elementos de C,(X). Decimos que la pareja (B, A)
satisface la propiedad (OA) si B C A y cada componente de A
intersecta a B. Notemos que esta condiciéon garantiza la exis-
tencia de un arco de orden en C,(X) de B a A, cuando B # A
[47, Teorema 1.8]. Sean X un continuo y n un entero positivo.
Si B € C,(X), entonces definimos:

Cn(B,X)={AeC,(X): BCA}

OA,(B,X) =
{A € C,(X): (B, A) satisface la propiedad(OA)}.
Si A e OA,(B, X), entonces

OAL(B,A) ={D € OA,(B,X): D C A}.

1.51 Definicién. Dados un continuo X y un elemento B €
Cy(X), la malla de B, denotada por malla(B), es:

malla(B) = méx{diam(K) : K es una componente de B}.
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1.4.1 Topologia de Vietoris

1.52 Definicién. Sea X un espacio métrico. La topologia de
Vietoris para 2% es la topologia mas pequena, Ty, para 2% que
tiene la siguiente propiedad: {A € 2% : A C U} € Ty para todo
U abierto de X,y {A € 2¥ : A C B} es cerrado con la topologfa
Ty para todo cerrado B de X.

1.53 Teorema. [47, Teorema 0.13] Si (X, d) es un espacio mé-
trico y compacto, entonces (2%, Ty,) es metrizable y Ty es igual
a la topologfa generada por la métrica de Hausdorff (2%, Ty,.).

Es util saber que si X es un continuo y Uy, ..., U, son sub-
conjuntos de X, y definimos:

(Uy,..., U, =
{Ae2X AcU Uy AnU; # 0 para cadai € {1,...,n}}
y
%={<Ul,...,Un>Z
n € Ny U; es un abierto en X para cada i € {1,...,n}},

entonces B es una base para Ty [47, Teorema 0.11].

1.54 Notacion. Si X es un continuo, Uy, ..., U, son subcon-
juntos de X y n un entero positivo, definimos:

Uiy U = (Un, .. Un) 0 Co(X).

1.4.2 Convergencia en Hiperespacios

1.55 Definicién. Sean (X, d) un espacio métrico y {A;}52; una
sucesion de subconjuntos de X. Se define el limite inferior de
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{A;}32,, denotado por lim inf A;, y el limite superior de {A;}32,,
denotado por lim sup A;, como sigue:

1. lim inf A; = {z € X : para todo conjunto abierto U de X
tal que x € U, UN A; # () excepto para un nimero finito de
elementos de la sucesion},

2. lim sup A; = {z € X : para todo conjunto abierto U de X
tal que z € U,U N A; # ) para una infinidad de elementos
de la sucesién}.

Ademsds, si A C X, decimos que la sucesién {A, },en es L-
convergente a A si lim inf A, = A = lim sup A,,. En este caso
escribimos que A = lim,,_,, A,. En el Teorema 1.57 vemos que
L-convergente y convergente con la métrica de Hausdorff es lo
mismo en 2%,

El siguiente lema es una herramienta que, aunque sencilla, es
util para saber cudndo una sucesion es L-convergente.

1.56 Lema. [48, Lema 4.10] Sean X un espacio métrico, { A, }nen
una sucesion de conjuntos de X y A C X. Entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

2. AC lim inf A, y lim sup A, C A.

El teorema que sigue, nos dice que, en un espacio métrico y
compacto, la L-convergencia y la convergencia con respecto a la
métrica de Hausdorff son equivalentes.

1.57 Teorema. [47, Teorema 0.7] Sean X un espacio métrico y
compacto y {4, }nen una sucesién en 2%, Entonces, 1im, oA,

= A siy sélosi {A,}nen converge a A con respecto a la métrica
de Hausdorff.
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1.4.3 Modelos de Hiperespacios

Aunque la mayoria de los hiperespacios no son “dibujables”, es
de ayuda, al menos tener un modelo para el hiperespacio del
continuo no degenerado mas famoso; el arco [0, 1].

Sabemos que los subconjuntos cerrados y conexos del inter-
valo son conjuntos de un solo punto o intervalos cerrados, es
decir:

C([0,1]) = {la,b] € [0,1] : 0 < a < b < 1},

Una manera para hacer una representaciéon de C([0,1]) es me-
diante la funcién h : C([0,1]) — R? definida como h([a,b]) =
(a,b). Es decir, a cada intervalo, le asignamos el par ordenado
en R?, donde la primera entrada es el elemento mas pequetio
del intervalo y la segunda entrada representa el elemento mas
grande del intervalo. No es dificil ver que esta funcion es un
homeomorfismo en su imagen. Por lo tanto, C'([0, 1]) es homeo-
morfo al tridngulo en R? que tiene como vértices a los puntos
(0,0),(0,1) y (1,1). Ademés, observemos que a los elementos
de F1(X) se les asigna la diagonal {(z,z) : {z} € Fi(X)}. Por
otro lado, los intervalos que tienen a 0 como uno de sus extremos
quedan representados en el tridngulo como el segmento que une
los puntos (0,0) y (0,1). Los intervalos que contienen a 1 como
uno de sus extremos quedan representados en dicho triangulo
como el segmento que une los puntos (1,1) y (0, 1).

Otro modelo, que nos da una idea de como puede crecer la
dimensién topoldgica de un continuo al tomar algin hiperespacio
de éste, es el siguiente:

Sea T la coleccién de puntos de R? contenidos en los ejes
coordenados cuya distancia al origen es menor o igual que uno.
A este espacio se le conoce como un triodo simple. En este
caso, los subconjuntos cerrados y conexos del triodo simple son
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conjuntos de un solo punto o intervalos cerrados o copias de T,
es decir:

C(T)={ACT:A#0D
y A es una copia de T', un subintervalo cerrado o un punto}.

Observemos que las copias de T" (los triodos) siempre contienen
al origen O. Los subintervalos que tienen a O como punto “in-
terior” pueden ser considerados como triodos con una pata de-
generada. Mientras que los intervalos que tienen a O como un
punto “extremo”’pueden ser considerados como triodos con dos
patas degeneradas. Asi, un triodo queda completamente deter-
minado por la longitud de sus patas. Como hay “tres grados de
libertad”, uno por cada uno de los ejes de R?, se tiene que el sub-
conjunto de C(T') que consiste de la familia de los triodos puede
ser identificada con el cubo unitario [0, 1]3. Por otra parte, los
subintervalos de T' que no contienen a O estan contenidos en
alguna de las patas de T', esto es, son parte del hiperespacio de
un arco que, como ya sabemos es un triangulo. La parte comun
con los triodos consiste en los subintervalos de T' que contienen
a O y estan contenidos en una de las patas, y corresponden a
los lados del triangulo. Por lo tanto, pegando los tres triangulos
obtenemos que un modelo para 71" es un cubo con alas.

A pesar de que parece sencillo encontrar modelos para el
hiperespacio de continuos de un continuo, hacerlo para el n-
ésimo hiperespacio de un continuo es bastante dificil. R. Schori
demostré en 1999 que un modelo para Cy([0,1]) es [0, 1]*, una
prueba de eso se encuentra en [35, Teorema 6.8.11]. En [22]
se prueba que un modelo para Cy(S?) es el cono sobre el toro
solido (el toro sélido es el conjunto S' x B, donde B es el disco
unitario). Otros modelos de hiperespacios se encuentran en [33].
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1.5 Funciones en Hiperespacios

En esta seccién definimos las funciones con dominio en los hipe-
respacios respectivos que mas usamos durante la tesis.

1.58 Definicién. Dados dos continuos X y Y, una funcién con-
tinua f : X — Y y n € N, se definen las funciones inducidas
2/ 2% 5 2Y v O (f) : Cu(X) — Cu(Y) como 2/ (A) = f(A) =
[f(a):a € A}y Calf)(A) = F(A) = {f(a) : a € A} para todo
A€ 2% y Ae C,(X), respectivamente. A la funcién C,(f) la
llamamos funcion inducida por f al n-ésimo hiperespacio de X.

Debido a que C,(f) = 2/|¢,(x), por el Teorema 1.8.22 de
[35], obtenemos que C,,(f) es una funcién continua cuando f es
continua. Cuando n = 1 simplemente escribimos C(f).

1.59 Definicion. Sean X y Y dos espacios métricos y com-
pactos. Una funcién continua f : X — Y se dice que es
débilmente confluente si cada subcontinuo de Y es imagen de
un subcontinuo de X bajo f.

1.60 Observaciéon. Si X y Y son dos continuos homeomorfos
y f: X — Y es una funciéon débilmente confluente, entonces
Cu(f) : Co(X) — CL(Y) es suprayectiva. Esto se debe a que
cada elemento A de C,(Y) tiene a lo mas n componentes y cada
componente de A es imagen de un subcontinuo de X.

1.61 Proposicién. Si X y Y son dos continuos homeomorfos
y h: X — Y es un homeomorfismo, entonces C,(h) : C,(X) —
C,(Y) es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.8.22 de [35], C,(h) es con-
tinua. Por otro lado, como h es inyectiva, C,,(h) es inyectiva.
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También, como h es un homeomorfismo, h es débilmente con-
fluente y asi, C),(h) es suprayectiva (Observacién 1.60). Por lo
tanto, Cy,(h) es un homeomorfismo.]

1.62 Definicién. Sean X un continuo y H un subconjunto ce-
rrado de 2. Se dice que una funcién continua o : H — [0, 00)
es una funcion de tamano si cumple lo siguiente:

1. 0(A) =0paracada A€ Fi(X)NHy
2. si A C B, entonces 0(A) < o(B).

Para cualquier funcién de tamano o definida en H y cualquier
t € o(H), llamamos a los conjuntos de la forma o~'(t), niveles
de tamano de H. A lo largo de la tesis, o(X) # 0 en el caso
de que X € H, (dado que la multiplicacién de una funcién de
tamano por una constante positiva sigue siendo una funcion de
tamano) supondremos que o(X) = 1.

1.63 Definicién. Sean X un continuo y H un subconjunto ce-
rrado de 2. Se dice que una funcién continua w : H — [0, c0)
es una funcion de Whitney si cumple lo siguiente:

1. w(A) =0paracada A€ F{(X)NHy
2.s1 AC By A# B, entonces w(A) < w(B).

A los conjuntos de la forma w™*(¢), donde w es una funcién de
Whitney definida en H y cualquier ¢ € w(H), son llamados nive-
les de Whitney de H. Puesto que trabajaremos con continuos
con mas de un punto, de no decir lo contrario, supondremos que
w(X) =1 para toda funcién de Whitney.

Uno podria preguntarse el motivo para definir esta clase de
funciones, una de las razones es que con ellas se pueden estudiar
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las propiedades de los hiperespacios a partir de las propiedades
de los espacios iniciales.

Ademas, los niveles de Whitney en el hiperespacio de sub-
continuos de un continuo tienen propiedades interesantes. Por
ejemplo, si X es un continuo y w : C(X) — [0, 1] es una funcién
de Whitney, entonces w™'(#) es un continuo para cada t € [0, 1]
[47, Teorema 14.2]. También, w : C'(X) — [0, 1] es una funcién
abierta [13, pag. 1032].

Sin embargo, las funciones de Whitney no son tan ttiles para
estudiar los n-ésimos hiperespacios cuando n > 1, pues ahi, los
niveles de Whitney no son necesariamente conexos. Ejemplo de
ello es lo siguiente:

1.64 Ejemplo. Sea:

X ={(z,y) € R*:

1
sup{|z|, ly|} =1y tal que si x = 1, entonces y <00y > 5},

con la métrica Euclidiana. Para cada m > 2, tomemos K €
F.(X), donde K = {ki, ..., ky,}, aunque se puede dar que k; =
k; para i # j. Definimos:

Wi (K) = min{d(k;, k;) : i # j}.
Para cada A € C,,(X), definimos:
pm(A) = sup{w,(K) : K € F,,(A)}.

La funcion p : Cy(X) — R definida como:

pA) =) M”;SnA)

m=2

19



es una funcién de Whitney (Ver demostracién de Ejemplo 2.7).
Observemos que si A = {(1,0),(1,3)}, entonces pu(A4) = ¢.
También notemos que si B € Cy(X )\ {A} es tal que dy(A, B) <
i, entonces pu(B) > @ > %, lo que implica que A es un punto
aislado de u‘l(%). Por otro lado, existen abiertos de X, tales que
sus imagenes bajo p tampoco son abiertas, pues para todo € €
(0, 3), n(VI({(1,0), (1, 5)}) € [5,m(X)] v ({(1,0),(1,5)}) =
1

1.65 Definicion. Sean X y Y dos continuos y f : X — Y
una funcién continua, se dice que f es una funcion monotona si

f~Y(y) es conexo para cada y € Y.

1.66 Definiciéon. Sean X y Y dos espacios métricos. Una

funcién f : X — Y es una funcion abierta si para cada abierto
U de X, f(U) es abierto en Y.

A diferencia de las funciones de Whitney, la siguiente clase de
funciones que definiremos, tiene la ventaja de que son mondétonas
y abiertas (Teorema 2.11 y Teorema 2.9).

1.67 Definiciéon. Sean X un continuo, n un entero positivo y
H un subconjunto cerrado de C,(X). Se dice que una funcién
continua p : H — [0,00) es una funcion de tamano fuerte si
cumple lo siguiente:

1. u(A) =0 paracada A€ F,(X)NHy
2.si AC B,A# By B ¢ F,(X), entonces u(A) < u(B).

Para cualquier funcién de tamano fuerte u, definida en C,(X)

(H) y cualquier t € u(H), llamamos nivel de tamano fuerte de
Co(X) (H) al conjunto de la forma p=1(¢).
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Por [18, Teorema 2.2], las funciones de tamano fuerte existen
para cada continuo X y cada entero positivo n. Notemos que
para n = 1 las funciones de tamano fuerte son las funciones de
Whitney para C(X). Puesto que en el resto de la tesis vamos
a trabajar con continuos no degenerados, podemos suponer que
pu(X) =1, cuando p esté definido en todo C,(X).

1.68 Definicién. Una propiedad topolégica P es llamada pro-
piedad de tamano fuerte si siempre que X tenga la propiedad P,
también la tienen todos los niveles de tamano fuerte de C),(X),
para cada entero positivo n.

1.6 Retractos

1.69 Definicion. Sean X y Y dos espacios métricos y f y g dos
funciones continuas de X a Y. Si existe una funcién continua
H: X x[0,1] =Y tal que H((x,0)) = f(x) y H((z,1)) = g(z)
para todo x € X, entonces decimos que f y g son homotdpicas;
en este caso, se dice que la funcién H es una homotopia entre f

yg.

1.70 Definicién. Sea X un espacio métrico no vacio. Una re-
traccion es una funcion continua, r, definida de X a X tal que
r es la identidad en su rango (i.e. 7(r(y)) = r(y) para cada

ye X).

1.71 Definiciéon. Sea Z un espacio métrico. Por una defor-
macidn nos referimos a una funcién continua H : 7 x [0,1] — Z
tal que H((z,0)) = z paracada z € Z. Sea A = {H((z,1)) : z €
Z}. Sila funcién r : Z — A dada por r(z) = H((z,1)) es una
retraccion de Z a A, entonces A es un retracto por deformacion
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de Z. Si, para cada a en Ay cada t € [0,1], H((a,t)) = a, en-
tonces A es un es un retracto fuerte por deformacion de Z. En
este caso, el conjunto A se dice que es rectracto por deformacion
de Z (retracto fuerte por deformacion, respectivamente).

1.72 Definicion. Un espacio métrico Z es un retracto absoluto
si para cada encaje e : Z — X de Z en un espacio métrico X
tal que e(Z) es cerrado en X, e(Z) es retracto de X.

1.73 Definicién. Un espacio métrico K es un retracto de vecin-
dad absoluto, si siempre que K sea encajado en un espacio
métrico Y, la copia encajada K’ de K, es un retracto de al-
guna vecindad de K" en Y.

1.74 Definicién. Un espacio métrico K, es llamado extensor
absoluto si siempre que B sea un subconjunto cerrado de un
espacio métrico M y f : B — K sea una funcién continua,
entonces f se puede extender a una funciéon continua F : M —
K.

1.75 Teorema. [19, Teorema 3.2, padg. 84] Un espacio métrico
K, es un retracto absoluto si y s6lo si K es un extensor absoluto.

1.76 Teorema. [3, Teorema (9.1)] Un espacio métrico es un
retracto absoluto si y solo si es un retracto de vecindad absoluto
que es contraible en si mismo.

Finalizamos esta seccién con una elegante caracterizacion del
cubo de Hilbert, que utilizaremos en el Teorema 4.23. Para esto
necesitamos las Definiciones 1.77 y 1.78.

1.77 Definicidén. Sea (Y, d) un espacio métrico y compacto. Un
conjunto cerrado A de Y se dice que es un Z-conjunto en Y si
para cada € > 0, existe una funcién continua f, : Y — Y \ A tal
que d(fe(y),y) < € para todo y € Y.
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1.78 Definicién. Se dice que una funcién continua entre dos
espacios métricos y compactos f : X — Y, es una Z-funcion si
f(X) es un Z-conjunto en Y.

1.79 Teorema. [53, Teorema 1] Sea Y un retracto absoluto
compacto. Si la funcién identidad en Y es un limite uniforme
de Z-funciones, entonces Y es un cubo de Hilbert.

1.7 Resultados Preliminares

En esta seccidon se encuentran otros resultados que vamos a nece-
sitar en la tesis.

1.80 Lema. [40, Lema 3.1] Sean X un continuo, n un entero
positivo y u : C,(X) — [0, 1] una funcién de tamano fuerte. Si
t >0y S = pt(t) es un nivel de tamaifio fuerte para C,(X),
A es un subconjunto cerrado S 'y B € S\ A, entonces existe un
e > 0 tal que A ¢ V,(B) para ninguna A € A.

DEMOSTRACION. Supongamos que el resultado es falso. En-
tonces, para cada entero m, existe un A,, € A tal que A, C
V1 (B). Puesto que A es cerrado en Sy S es cerrado en C,(X),
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que {A,,}>°_; con-
verge a un elemento A de A. Observemos que A C B. Dado
que S es un nivel de tamano fuerte, tenemos que A = B. Por
lo tanto, A = By, asi, B € A lo cual es una contradiccién a la
eleccion de B.[]

La prueba del siguiente lema es similar a la hecha para un
resultado parecido para niveles de Whitney [47, Lema 14.8.1].

1.81 Lema. [40, Lema 3.2] Sean X un continuo, n un entero
positivo, p : Cp,(X) — [0, 1] una funcién de tamano fuerte y S =
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p~(t) un nivel de tamaifio fuerte para C,(X). Sean A, B € S,
Ay, ..., A; las componentes de Ay By,..., B, las componentes
de B. Si P € F,(X) es tal que P C ANB, PNA; # () para cada
je{l,....l} y PN By # () para todo k € {1,...,m}, entonces
existe un arco en S que une a A y B.

DEMOSTRACION. Sean ay ( : [0,1] — C,(X) dos arcos de
orden tales que a(0) = P, (1) = A, 8(0) = Py p(1) = B [T,
Proposicién 2.6]. Dado s € [0, 1], definimos fs : [0,1] — C,,(X)
por fs(r) = a(s) U B(r). Entonces fs estd bien definida y es
continua. Puesto que u(f5(0)) = p(a(s) U B(0)) = p(a(s)) <t
y 1(fs(1)) = pla(s) UB(1)) = pla(s) U B) = t, por el teorema
del valor intermedio existe r; € [0, 1] tal que u(fs(rs)) = t. Sea
v :10,1] = S dada por y(s) = a(s) U (rs). Mostraremos que
v esté bien definida. Para hacerlo, sea s € [0,1] y supongamos
que existe r € [0,1] tal que a(s) U B(r) € S. Puesto que [ es
un arco de orden, tenemos que () C 5(rs) o B(rs) C B(r). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que 5(r) C f(rs). Entonces
a(s)U B(r) C a(s) UPB(rs), puesto que S es un nivel de tamafio
fuerte, obtenemos que a(s) U 5(r) = a(s) U B(rs). Por lo tanto,
v estd bien definida. Para ver que 7 es continua, sea {s,,}>°_,
una sucesion de elementos de [0, 1] que converge a un elemento
s de [0, 1]. Entonces la sucesién correspondiente {ry }°°_; tiene
una subsucesion convergente {rs, }z2;. Sea r el limite de la
sucesion {rsmk}zozl. Puesto que o y 8 son continuas, tenemos
que lmy ooy (8m,) = lmgeo(alsm,) U B(rs,, ) = a(s) U B(r).
Por la definicién de 7, y(s) = a(s)UB(rs), puesto que a(s)US(r)
y a(s) U B(rs) pertenecen a Sy a(s) U B(r) C a(s) U B(rs) o
a(s)UB(rs) C a(s)UB(r), tenemos que a(s)US(r) = a(s)UB(rs).
Por lo tanto, v es continua. [

El siguiente resultado es conocido, pero no encontramos una
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referencia, por lo que presentamos nuestra prueba.

1.82 Lema. [40, Lema 3.3] Si X es un continuo, entonces H(X)
es trivial.

DEMOSTRACION. El resultado sigue de los siguientes tres he-
chos: (1) cada continuo es un limite inverso de poliedros conexos
[42, Teorema 2], (2) el 0-ésimo grupo de cohomologia reducido
de un poliedro conexo es trivial [44, 42.2], y (3) el teorema de
continuidad de la teorfa para la cohomologia de Cech [54, Teo-

rema 7-7]. [

1.83 Definicién. Una métrica p para un continuo X se dice
que es una métrica convera si para cada par de puntos x y z de

) = 25 =y, 2).

El siguiente resultado fue presentado en [1] por R. H. Bing
y en [43] por E. E. Moise de forma independiente en el mismo
ano.

X, existe un punto y € X tal que p(z,y

1.84 Teorema. [43, Teorema 4] Todo continuo localmente conexo
admite una métrica convexa.

1.85 Definicién. Si X es un continuo localmente conexo con
una métrica convexa p, definimos K, : [0, 00) x 2% — 2% como:

K,((t,A)) ={x € X : p(x,y) <t para algin y € A}.

1.86 Observacién. Si X es un continuo localmente conexo
con una métrica convexa p, entonces dados 2 puntos x y y
de X, existe un arco v : [0,p(z,y)] — X tal que 7 es una
isometria ((0.65.3)(a) de [47]). Esto implica que el conjunto
K,((t, A)) tiene a lo mas tantas componentes como A para cada
t € [0,00). También, observemos que si ¢t > diam (X), entonces
K,((t,A)) = X para cada A € 2%.
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1.87 Proposicidn. [46, Corolario 3.4] Si X es un continuo lo-
calmente conexo con métrica convexa p, entonces la funcion
K, :[0,00) x 2% — 2% es una funcién continua.

1.88 Observacion. Como consecuencia de la Proposicion 1.87
y la Observacién 1.86, tenemos que la funcion:

Kp|[0,oo)><0n(X) : [0700) X Cn(X) — Cn(X)

estd bien definida y es continua. De hecho, si A € 2%, entonces
K,: ((-,A)) :[0,00) = 2% es un arco de orden.

1.89 Definicion. Sea X un continuo. Definimos la funcion
union U : 22° — 2% como U(A) = U{A: A € A}.

La funcion unién es una funcién continua y es una contraccion
25, Lema 1.1 (a)].

1.90 Lema. [25, Lema 1.2] Sea X un continuo. Si A es un
subcontinuo de 2% y ANC(X) # (), entonces UA es un continuo.

1.91 Corolario. [35, Corolario 6.1.2] Sea X un continuo. Si A
es un subcontinuo de 2% y ANC,(X) # (), entonces UA tiene a
lo mas n componentes.

1.92 Lema. Si X es un continuo y {Q,}men €s una sucesién
de subcontinuos de X, entonces lim sup @,, = U {lim A :
A es una subsucesién convergente de {Q, }men}-

DEMOSTRACION. Claramente se cumple que U{limA : A es
una subsucesién convergente de {Q,}nen} C lim sup @,. De-
mostremos la otra contencién. Sea z € lim sup (),,. Entonces
para cada Vi (z) existe un @, € {Qm}men tal que Vi (2)NQp,, #
0. Sea {Qm, }ren una subsucesién convergente de{Q, }ien,
como x € lim inf {Qy,, }ren, tenemos que z € lim @Q,,, . Con
lo que se finaliza la prueba. []
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1.93 Proposicién. [47, Teorema 1.8] Sean Ag, A; € 2% tales
que Ay # A;. Entonces existe un arco de orden de Ay a A; siy
solo si Ay C Ay y cada componente de A; intersecta a A.

1.94 Lema. Sean X y Y dos continuos y f : X — Y una
funcién monétona. Entonces, C(f) : C(X) — C(Y) es una
funcion monodtona, es mas, cada fibra es arcoconexa.

DEMOSTRACION. Sea A € C(Y), como f es monétona, te-
nemos que f1(A) € C(X). Por lo tanto, f~1(A) € C(f)"1(A).
Ademds, observemos que si B € C(f)"'(A), entonces B C
f7Y(A). Por lo que la Proposicién 1.93 implica que existe un
arco de orden o que va de B a f~1(A4) en C(X). También, es
facil notar que si C' € «, entonces C(f)(C) = A. Por lo tanto,
aC C(f)y ™ HA) y C(f)~(A) es arcoconexo.[]
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Capitulo 2

Funciones de tamano fuerte

Sean X un continuo y n un entero positivo. Para Ay B €
Cn(X), decimos que A < Bsi A C B, A# By B ¢ F,(X).
Decimos que A < Bsi A < Bo A = B. Es facil notar que
C,(X) es un conjunto parcialmente ordenado con respecto al
orden <. Claramente Min C,(X) = F,(X) y Méx C,(X) =
{X} son cerrados y, dado que X es un continuo no degenerado
obtenemos que, son disjuntos. Por lo tanto, el siguiente teorema
es consecuencia del Teorema 1.34.

2.1 Teorema. [18, Teorema 2.2] Dado un continuo X. Existe
una funcién de tamano fuerte p : C,(X) — [0, 1] para cada
numero natural n.

La Proposiciéon 2.2 y el Lema 2.3 nos proporcionan infor-
macion de como se pueden manejar algebraicamente las fun-
ciones de tamano fuerte y las funciones de tamano para obtener
mas funciones de tamano fuerte.

2.2 Proposicion. Sea X un continuo. Si H es un subconjunto
cerrado de C),(X) para algin natural n, w : H — R es una
funcién de tamano y w(F,(X)) = {0}. Entonces, rw+su : H —
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R es una funcion de tamano fuerte para cualquier funcion de
tamano fuerte p : H — R, para todo » > 0 y para cada s > 0.

DEMOSTRACION. Sabemos que la suma de funciones continuas
con rango en R es también continua. También es facil notar que
si 7 > 0, entonces rw es una funcién de tamano, de igual forma,

si s > 0, entonces su es una funcién de tamano fuerte. Por otro
lado:

1. si A € F,(X), entonces w(A) + u(A) =040 =0,

2. 81 A€ H\ F,(X), entonces w(A) + u(A) > 0+ u(A) > 0,
y

3.si B¢ F,(A)y AC B, entonces w(A) + u(A) < w(B) +
p(A) <w(B) + p(B).

Con lo cual, queda demostrada la proposicién.[]

2.3 Lema. [41, Lema 4.3] Sean X un continuo y n un ndimero
natural. Si H es un subconjunto cerrado de C,,(X), u: H — R
es una funcion de tamano fuerte y € : H — R es una funcién de
tamano tal que 6(A) > 0 para todo A € H \ F,(X), entonces la
funcién px 0 : H — R definida como p * 0(A) = u(A)0(A) es
una funcion de tamano fuerte.

DEMOSTRACION. Claramente, la funcién estd bien definida y es
continua. Demostremos que, efectivamente, el producto es una
funcién de tamano fuerte.

1. si A € F,(X), entonces u(A)9(A) = (0)0(A) =0,

2.s1 A € H\ F,(X), entonces, por las caracteristicas de 6
y por ser i una funcién de tamano fuerte, tenemos que
pn(A)0(A) > 0y, finalmente,
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3.si B¢ F,(A)y AC B, entonces u(A)0(A) < u(A)0(B) <
u(B)O(B).

Con lo cual, queda demostrado el lema.[]

2.4 Lema. Sean X y Y dos continuos homeomorfos, o : Y — X
un homeomorfismo y n un entero positivo. Si py : Cp(X) —
[0,1] es una funcién de tamano fuerte para C,(X), entonces
py : Cp(Y) — [0,1] definida como py = pux o Cp(h), es una
funcién de tamano fuerte para C,(Y").

DEMOSTRACION. Dado que h es un homeomorfismo (Proposi-
cién 1.61), tenemos que C,(h) es un homeomorfismo, lo que
implica que py estd definida en todo Y y que puy es continua
pues es composicién de dos funciones continuas. Por otro lado,
como C,(h) es una funcién, tenemos que si A € F,,(Y'), entonces
Cn(h)(A) € F,(X), lo que implica que uy(A) = 0. También,
puesto que h es inyectiva, tenemos que si A C B, A# By B ¢
F,.(Y), entonces C,(h)(A) C C,(h)(B), Ch(h)(A) # C,(h)(B)
y Cn(h)(B) ¢ F,(Y). Por lo tanto uy(A) < py(B).O]

2.5 Observacion. Naturalmente, si en el Lema 2.4 pedimos
que h : 'Y — X sea continua e inyectiva en lugar de homeo-
morfismo, obtenemos que pic, (n) vy : Cn(h)(Y) — [0,1] definida
como fic, n)(yv) = fx © Cp(h), es una funcién de tamano fuerte
para Cp,(h)(Y).

La siguiente es una construcciéon de una funciéon de tamano

fuerte para cada n € N y para cada continuo X, la cual nos sera
util en el Teorema 4.13.

2.6 Ejemplo. Sean X un continuo con una métrica d, acotada
por 1 y n € N. Para cada A € C,(X) y cada entero positivo m,
sea

:um(A) -
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inf{e > 0 : existen py,...,p, € X tales que A C U, V.(p;)}.
Entonces u : Cy,(X) — [0, 1] dada por:

_ - fim(A)
pu(A) = o

m=n

es una funcién de tamano fuerte. Esto se debe a lo siguiente:

1. Observemos que para cada j € N, sie >0y Ay B son
dos elementos de C,,(X), tales que dy(A, B) < €, entonces
pi(A) < pj(B) +3ey pi(B) < p;(A) + 3e. Esto se debe
a lo siguiente: sean by,...,b;, elementos de X tales que
B C U‘gleM(BHE(bZ-). Como dy(A, B) < €, tenemos que
para todo a € A, existe un b € B tal que d(a,b) < e,
ademas d(b,b;) < pj(B) + € para algin ¢ entre 1 y j, pues
B C U‘zzlvuj(g)ﬁ(bi), lo que implica que d(a,b;) < d(a,b)+
d(b,b;) < p1;(B) + 2¢, y por lo tanto, A C ULV, (p)p2c(by),
entonces p;(A) < p;(B)+ 3e. Analogamente podemos con-

cluir que p;(B) < p;(A) 4+ 3e. Lo que implica que p; es
0o pm(A)
m=n 2m

es una serie convergente para cualquier A € C,(X), obte-

una funcién continua. Por otro lado, dado que )

nemos que £ es una funcién continua.

2. 51 A € F,(X), entonces p(A) = 0. Pues pj(A) = 0 para
todo 5 > n.

3.51 A e Cu(X)\ Fo(X), entonces pu(A) > 0. Dado que A
tiene mas de n puntos, se tiene que p,(A) > 0.

4. 51 AC By B ¢ F,(X), entonces u(A) < p(B). Primero
observemos que si A € F,(X), entonces, dado que B ¢

F,(X), tenemos por 2. de esta demostracién que pu(A) <
p(B). Supongamos que A ¢ F,(X). Seap € B\ A. Sin
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pérdida de generalidad, podemos suponer que existe un € >
0 tal que d(p, A) > 2¢. Como A es compacto, existen un
0 € (0,€) yunl > n tales que existe una coleccién de puntos
{x1,...,2;} tal que A C Ul_,Vs(z;) y para cualquier otra
coleccién con menos de [ puntos, no se cumple que A estd
contenida en la unién de sus bolas con radio §. Por lo tanto,
pi(A) <60 < y(B), lo que implica que pu(A) < u(B).

Con todo esto, concluimos que p es una funcién de tamano
fuerte.

A continuacién presentamos otra funcion de tamano fuerte
que se puede definir en C,(X) para todo continuo X y todo
natural n. Esta funcién, por la forma en que se define, cumple
que se preserva bajo isometrias.

2.7 Ejemplo. Sean X un continuo con métrica d, acotada por
1 yn € N. Para cada m € N tomemos K € F,,(X), donde
K ={ki,...,kn}, aunque se puede dar que k; = k; para i # j.
Definimos:

Wi (K) = min{d(k;, k;) : i # j}.
Para cada A € C),(X), definimos:

pm(A) = sup{wn,(K) : K € F,,(A)}.

La funcién p : C,(X) — R definida como:

pA) =) M”;EnA)

m=n+1

es una funcion de tamano fuerte.

Para comprobar esto, observemos que si A € F,(X), entonces
wi(K) = 0 para todo m > n y todo K € F,,(A) pues K repite
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al menos un elemento de A. Por lo tanto, p,,(A) = 0 para todo
m > n. Es decir, u(A) = 0. Por otro lado, si A € C,,(X)\ F.(X),
entonces A tiene mas de n + 1 elementos, lo que implica que
tni1(A) > 0y, por lo tanto, u(A) > 0. Ahora, supongamos
que A € Cp(X), AC By B e Cy(X) \ Fo(X). Es facil notar
que fm(A) < pn(B) para todo m € N. Sélo queda demostrar
que para algin m > n, se cumple la desigualdad estricta. Sean
peEB\Ayd= @. Dado que A es compacto, tenemos que
para todo € > 0, existe L' € N tal que (A) < € para todo
[ > L. Sean L tal que uy(A) < § paratodo!’ > L, 1 > Ly
{K;}°, C Fj(A) una sucesién, donde K; = {k}, ki, ... ki} tal
que lim; ,oow;(K;) = w(A). Para todo i € N, definimos H; como
H; = {p, ki, ... k]}. Observemos que w;(H;) > ¢y, por lo tanto,
i (B)>30 >0 > w(A).

Ya que > . 1 % converge, para la continuidad, s6lo tenemos
que demostrar que cada p; es continua para cada [ > n. Sean
€ > 0y [ un entero mayor que n. Es claro quesi Ay B € F,(X),
entonces 1y(A) = 0 = (B) y, en consecuencia, continua en
F,(X). Por lo tanto, supongamos que A € F,,(X)y B € C,(X)\
F,(X) son tales que di(A, B) < e. Por la definicién de , tene-
mos que p;(A) = 0. Por otro lado, ya que dy (A, B) < €, tenemos
que B C V.(A) (Lema 1.45), lo que implica que malla(B) < 2ne.
Puesto que B tiene a lo mas n componentes y como [ > n,
tenemos que en cualquier coleccion de [ elementos de B, al menos
hay dos elementos de la coleccion que pertenecen a la misma

componente. Por lo tanto, 1 (B) < 2ne.

Ahora, supongamos que A, B € C,(X) \ F,,(X) son tales que
w(A) =r >0y dy(A, B) < e. Entonces, tenemos (por ser
A compacto) que existe {ay,...,a;} C A tal que sup{d(a;,a;) :
a; € {a1,...,q},a; € {a1,...,aq1},5 # i} = r. Ya que no
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controlamos el valor de r, tenemos dos opciones, la primera es
que € < g, la segunda es que € > $. Supongamos primero que
e < 5. Como dg(A,B) < e < g, para cada a; € {a1,...,a},
sea b; un elemento de V:(a;) N B. Por lo tanto, el conjunto

{bl, c. ,bl} C B, es tal que d(bl,bj) > d(ai,aj) — (d(bl,az) +
d(bj,a;)) > r — 2¢, lo que implica que p;(B) > r — 2e. Por
otro lado, si p(B) > r + 2¢, entonces, ya que dg(A, B) < ¢,
tendriamos que existiria una coleccién {ci,...,¢} C A tal que
d(ci, ¢j) > r para todo i # j. Lo cual nos lleva a una contradic-
cién. Por lo tanto, 1;(B) € (u(A) — 2¢, i (A) + 2e).

Por otro lado, supongamos que € > ¢ y sean b,c € B. Como
di(A, B) < €, tenemos que B C V¢(A). Por lo tanto, existen a;
y a. en A, tales que d(ap, b) < € y d(a.,c) < e. También existen
a;j v a; € {ay,...,a;} tales que d(ap, a;) <ryd(aa.;) <r, delo
contrario, sup{d(z,y) : * € {ap,a1,...,a;},y € {ac, a1,...,a;},
x # y} > r, lo que contradice el hecho de que p(A) = r. Asi,
d(b,c) < d(b,ap) + d(ap, aj) + d(a;,a;) + d(a;,a.) + d(a,c) <
e+r—+r+r+e<1le. Como la eleccién de b y de ¢ no tuvo
restricciones, tenemos que j(B) < 1le, es decir, j; es continua.
Con lo que concluimos que 4 es continua.

Para demostrar que todas las funciones de tamano fuerte son

abiertas utilizaremos el siguiente lema, cuya demostracion es
muy facil.
2.8 Lema. [18, Lema 2.7] Sean X un continuo, n un entero
positivo, p : Cp(X) — [0,1] una funcién de tamano fuerte y
a:[0,1] = C,(X) un arco de orden. Entonces la funcién = :
[0,1] — [u(a(0)), u(a(1))] definida como ~(t) = p(a(t)) es un
homeomorfismo.

DEMOSTRACION. v es biyectiva pues a es un homeomorfismo
en su imagen y p es una funciéon de tamano fuerte. Luego, por
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la Observacién 1.39, obtenemos que v es un homeomorfismo.[]

2.9 Teorema. [18, Teorema 2.8] Toda funcién de tamano fuerte
es abierta.

DEMOSTRACION. Sean X un continuo, n un entero positivo,
p: Cr(X) — [0, 1] una funcién de tamano fuerte y U un abierto
de C,(X). Sean A € U y o un arco de orden de F,,(X) a X que
pasa por A (existe por la Proposiciéon 1.93). Por el Lema 2.8,
la funcién ~ : [0,1] — [0, 1] definida como 7(t) = p(a(t)) es un
homeomorfismo. Dado que a es continua, o (U) es un abierto
que contiene a o~ !(A4). Por lo tanto, v(a~1(U)) es un abierto
que contiene a p(A). Como y(a™H(U)) C u(U), p es una funcién
abierta.l]

Para demostrar que las funciones de tamano fuerte son mono-
tonas, es necesario el siguiente teorema, demostrado por Sergio
Macias.

2.10 Teorema. [29, Teorema 4.8] El hiperespacio C,,(X) es uni-
coherente para cada natural n y para cada continuo X.

2.11 Teorema. [18, Teorema 2.10] Cada funcién de tamano
fuerte es mondtona.

DEMOSTRACION. Sean X un continuo, n un nimero natural y u
una funcién de tamano fuerte para C,(X). Por la definicién de
funcién de tamafio fuerte, tenemos que u~1(0) = F,(X), que es
un continuo [35, Corolario 1.8.8]. Ahora, sea t € (0,1). Es facil
ver que cada elemento A € pu~1([0,¢]) puede ser unido por un
arco de orden en C,(X) a un elemento de F,(X) (Proposicién
1.93). Por lo tanto, x~1([0,¢]) es un continuo. De forma similar,
cualquier elemento de p~*([t,1]) puede ser unido por un arco
de orden en C,(X) con X. Lo que implica que p~1([t,1]) es
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un continuo. Finalmente, como C,,(X) = p~1([0,¢]) Up~1([t, 1]),
tenemos que 1 (t) = p1([0,¢]) N ([t, 1]) es conexo (Teorema
2.10).00

2.12 Teorema. [18, Teorema 2.11] Sean X un continuo, Ay, A;,
By, B, € 2%, o un arco de orden de Aj a A;, 3 un arco de orden
de By a By en 2%. Sean n un entero positivo y x una funcién de
tamario fuerte para C,(X). Si AAiNBy =0, AyUBy € Cp(X) y
(AU By) <t < u(AgU By), entonces existe una tnica funcién
continua v : [0,1] — [0,1] tal que p(a(s) U B(y(s))) = t para
cada s € [0, 1].

DEMOSTRACION. Sea s € [0, 1]. Entonces a(s) N By = ) ya que
AN B =0y a(s) C A;. Por el Lema 2.6 de [18], el conjunto
{a(s) U B(r) : r € [0,1]} es un arco de orden de a(s) U By
a a(s) U B;. Dado que a(s) UBy C Ay U By y que AgU By C
a(s)UBy, tenemos que pu(a(s)UBy) <t < p(a(s)UBy). Asi, por
el Lema 2.8, la funcién 6 : [0, 1] — [u(a(s) U By), p(a(s) U By)]
definida como 0(r) = u(a(s) U B(r)) es un homeomorfismo. De
esta forma, existe un tnico sy € [0, 1] tal que p(a(s)UB(sg)) = t.
Definimos v(s) = sg. Si 51 < $9, entonces y(s2) < v(s1) ya que
a(s1) € a(se), A1 N By =0y los conjuntos a(s1) U B(y(s1)) ¥
a(s2) U B(7(s2)) estan en el mismo nivel de tamafio fuerte.

Sea r € [y(1),7(0)]. Entonces {a(s) U 5(r) : s € [0,1]}
es un arco de orden y u(a(0) U 5(r)) < t < u(a(l) U B(r))
Por lo tanto, existe un unico s € [0,1] tal que (s) = r. Asi
v : [0,1] = [v(1),7(0)] es una biyeccién que cambia el orden.
Por lo tanto, v es una funcién continua (Observacion 1.39).0]

Observemos que en el Teorema 2.12, la condicién B1NA; = ()
es necesario. El siguiente ejemplo es un ejemplo en el que no
existe una funcién continua v : [0,1] — [0, 1] tal que u(a(s) U

Bly(s))) = t.

36



2.13 Ejemplo. [18, Ejemplo 2.12] Sean X = [0,1], 4y = {1},
Ay = [3,1], By = {0} y By = [0,1]. Definimos o como a(s) =
5,5+ 2] y 8 como fB(s) = [0, s] para cualquier s € [0,1]. En-
tonces a es un arco de orden de Ay a Ay y S es un arco de
orden que va de By a By. Sean p una funcion de tamano fuerte
arbitraria para Co(X) y ¢ < 1 tales que u(ByU Ay) < ty
1([0,3]) < t. Por la eleccién de ¢, existe sy € (3,1) tal que
u([0,s0]) = t. Sea v : [0,1] — [0,1] cualquier funcién tal que

pla(s) U B(y(s))) = t. Observemos que si s € [0,2s) — 1),
entonces «(s) U B(v(s)) = B(v(s)), por lo tanto, v(s) = s
para cada s € [0,2s9 — 1). También, notemos que para cada
s € (2sp — 1,1], tenemos que Ay C [3,2(sy — 1)] € a(s), lo que
implica que y(s) < % para cada s € (2s9 — 1, 1], de lo contrario
pla(s) U B(1(s))) = u([0,2(2s0 — 1)]) > t. Puesto que so # 3, v
no es continua en s = 2sg — 1.

2.14 Teorema. [18, Teorema 2.13] Sean X un continuo, 7 un
entero positivo, p una funcién de tamano fuerte para C,(X) y
a un arco de orden de A a X en C,,_1(X). Si B es un subcon-
junto cerrado de X tal que pu({b} U A) < t para cada b € B,
entonces existe una funcién continua v : B — [0, 1] tal que
p({b} U a(~(b))) =t para cada b € B.

DEMOSTRACION. Sea b € B. Entonces, por la Proposicién 2.3
de [18], {{b} U a(s) : s € [0,1]} es un arco de orden. Dado que
a(l) = X, p({b} U a(0)) <t < u({b} Ua(l)). Por lo tanto, la
funcion 6 : [0, 1] — [u({b} U a(0)), u({b} U a(1))] definida como
O(r) = pu({b} U a(r)) es un homeomorfismo (Lema 2.8). Asi,
existe un unico elemento s, € [0,1] tal que u({b} U a(sy)) = t.
Definimos v como ~y(b) = s.

Para demostrar que 7 es continua en b € B, sea {b;}32, una
sucesién en B tal que converge a by lim; ,.7y(b;) = 7.
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Puesto que « es continua, tenemos que lim; ,a(v(b;)) =
a(lim; 0y (b)) = a(ry). También, puesto que u es continua, te-
nemos que lim; o p({b; }Ua(v(b;))) = p(lim; o0 ({b; U (v (i))))
= u({b}Ua(ry)). Por otro lado, u({b;} Ua(~(b;))) = t para cada
i € {1,2,...}. Por lo tanto, tenemos que pu({b} U a(ry)) = t.
Puesto que 7y esta determinado de manera tnica, tenemos que
ro = v(b). Como b fue elegido arbitrariamente, tenemos que =y
es continua.[]

Sean X un continuo y n un entero positivo. A continuacion,
mostramos que si € es un subconjunto cerrado no vacio de C,,(X)
y 1 € — [0,1] es una funcién de tamano fuerte, entonces p
puede ser extendida a una funcién de tamano fuerte definida en
Cn(X). También, en el Capitulo 3 sobre “Niveles de tamafio
Fuerte”, usamos este resultado para dar una caracterizacion de
los niveles de tamano fuerte.

2.15 Teorema. [40, Teorema 5.4] Sean X un continuo y n un
entero positivo. Si € es un subconjunto cerrado no vacio de
Co(X) y p: € — [0,1] es una funcién de tamano fuerte, en-
tonces u puede ser extendida a una funciéon de tamano fuerte u,

definida en C,,(X).

DEMOSTRACION. Sean € un subconjunto cerrado no vacio de
Co(X) y p: € = [0,1] una funcién de tamano fuerte. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que F,(X)U{X} C €,
de lo contrario, podemos unir € U (F,(X) U {X}) y definir p/
en €U (F,(X)U{X}), como p/(A) =pu(A)si Aec, y/(A)=0
si A € Fo(X) y ¢/(X) = 1 ya que no afecta a la definiciéon
de funcién de tamano fuerte. Sean 4 una base numerable para
Cn(X) y:

B={UV): M(cd(U)NLCIV)=0y U,V e U}
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Entonces B es numerable y podemos numerar sus elementos
B = {(Up,Vk) : k € N}. Por el Teorema 1.36, los conjuntos
M(cl(U)) y L(cl(V)) son cerrados. Por lo tanto, por el Teorema
1.38, para cada entero positivo k, existe una funcién continua
que preserva el orden wy, : Cy,(X) — [0, 1] tal que wile = p y:

wi(A) > inf (M(cl(Uy)) NE) si A e M(cl(Uy)),
wi(B) > max (L(cl(U)) NE€) si B € L(cl(Uy)).

Definimos p, : C,(X) — [0,1] como pu,(A) = 220:1%
para todo A € C,(X). Observemos que pu, es una extensioén
continua de p. Puesto que wj preserva el orden, también lo
hace p,. Resta demostrar que si Ay B € C,(X)y A < B
entonces ,(A) < u,(B). Es suficiente probar que existe un
entero positivo k tal que wi(A) < wi(B).

Sean Ay B € C,(X) tales que A < B, t4 =sup u(L(A)N )
y tp =inf u(M(B) N €). Dado que u es una funcién de tamano
fuerte, t4 < tp. Sea e > 0 tal que € < %(tB—tA). Por el Teorema
1.37, existen dos abiertos disjuntos U y V de C,(X) tal que
AeV=LV)yBeld=MU)y, por compacidad, podemos
suponer que u(VNE) C [0,t4+€) y que p(UNE) C (tp—e, 1]. Se
sigue que existe un entero positivo k tal que A € Vi, C (V) C
Vy B el Ccl(Uy) CU, de donde obtenemos que:

wr(A) <tsg+e<tp—e<wi(B).

O
Como resultado inmediato, tenemos el siguiente corolario.

2.16 Corolario. [40, Corolario 5.5] Sea X un continuo. Si p :
C(X) — [0, 1] es una funcién de Whitney, 1 puede ser extendida
a una funcién de tamafo fuerte p, definida en C,(X).00
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Capitulo 3

Niveles de tamano fuerte

Por el Teorema 2.11, tenemos que cada nivel de tamano fuerte
es un continuo. Esta, creo yo, es la propiedad que mas distingue
a las funciones de tamano fuerte de las funciones de Whitney,
ya que es sabido que los niveles de Whitney y, por lo tanto, los
niveles de tamano no son necesariamente conexos para n > 2

(Ejemplo 1.64).

3.1 Teorema. [18, Teorema 2.14] Sean X un continuo, n un
entero positivo, Ki, Ko, ..., K, una coleccién de subcontinuos
de X y p una funcién de tamano fuerte para C,,(X). Entonces:

1. El conjunto (Kj, ..., K,,), es arcoconexo.

2. 51 K; N K; = () para cada par 4,5 € {1,...,m} tales que
i # j, entonces el conjunto (K71, ..., K,,),Nu " (t) es conexo
para cada t € [0, 1).

DEMOSTRACION. Si UM, K; tiene mas de n componentes, en-
tonces (K1,...,K;), es vacio y no hay nada que demostrar.
Supongamos que U!", K; tiene a lo mas n componentes. Para
demostrar 1., sea K = K; U Ky U ---U K,,. Puesto que cada
K; es no vacio, por definicién, tenemos que K € (K, ..., K;,)p.
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Si A€ (Ky,...,Ky)n, entonces A C K y cada componente de
K intersecta a A. Si A # K, entonces, por la Proposicién 1.93,
existe un arco de orden o de A a K.

También, por la Proposicion 1.93, a estd contenido en
(K1,..., Kp),. Porlo tanto, (K, ..., K), es arcoconexo.

Para demostrar 2., podemos suponer que m < n (de lo con-

trario, el conjunto (K1, ..., K,,), serfa vacio) y que Ki,..., K,
son no degenerados (ya que si K, es degenerado, tenemos que
(K1,..., Kp)n es homeomorfo a (K7, ..., K;_1),). Escojamos
un punto k; € K; y un arco de orden v; de {k;} a K; para cada
ie{l,...,m} (Proposicion 1.93).
Paso 1.- Sea t € [0,1). Demostraremos que para cualquier A €
(Ki,...,Kp)n N pl(t), existe un subcontinuo K de
(K1,...,Kp), 0 pt(t) tal que K contiene a A y a B donde
B es un conjunto tal que BN K; es un elemento de 1); para cada
ie{l,....,m}.

Sean A € <K1,...,Km>nﬂ,u_1(t), A= ANK, y A\Al =
AsUAsU---UA,, donde A, ..., A, son las componentes de A\ A;.
Para cada i € {2,3,4,...,r}, escojamos un punto a; € A; tal
que si A; € v;, para algin j € {2,...,m}, entonces a; = k;
y, en los otros casos, tomamos a; como cualquier punto de A;.
Pongamos My = {as, ..., a,}.

Demostraremos que existen un subcontinuo K; de
(K1, Koy ..., Ky DY (t) y By € (K1, ..., K)o N L(t) tales
que A, B; € Ky, BiN Ky € ¢y, By \ K1 = DyU---U D, donde,
para cada i € {2,3,...,r}, D; es un subcontinuo de A; y si
A; € 1j, para algtin j € {2,...,m}, entonces D; € v;.

Si A; = Kj, entonces ponemos By = Ay K; = {A}. Por
lo tanto, podemos suponer que A; # K;. Primero supongamos
que My # A\ A;. Sea a; : [0,1] — C,(X) un arco de orden
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de A; a K. Si A; € ¢; para algin ¢ € {2,...,r} y algin
j € {2,...,m}, definimos 6; : [0,1] — C(X) como 6;(s) =
zpj(s(w;l(A,))) Si existe algin i € {2,...,r} tal que 4; ¢ 9,
para toda j € {2,...,m}, sea 6; : [0,1] — C(X) un arco de
orden de {a;} a A; (Proposicién 1.93). Definimos as : [0,1] —
Cn(X) como as(s) = Ul_,0;(s). Es facil notar que ay : [0,1] —
C(X) es un arco de orden de My a A\ Ay tal que si A; €
Y; para algunas ¢ € {2,3,...,7} y j € {2,3,...,m}, entonces
as(s) N A; € ¢, para algun s € [0, 1].

Caso 1.- Supongamos que pu( Ky U My) < t.

En este caso, el Teorema 2.12 implica que existe una funcién
@ :[0,1] — [0,1] tal que p(ar(s) U as(p(s))) = t para cada

€ [0,1]. En este caso, sean K; = {a1(s) U az(p(s)) : s €
0,1}y By = K4 U ozg(go(l)). Entonces K es un subcontinuo de
(K1,...,Kp)n N (t) que contiene a Ay a By.

Caso 2.- Supongamos que u( K7 U My) > t.

Por el Teorema 2.12, existe una funcién ¢ : [0, 1] — [0, 1] tal
que p(az(s) Uai(pi(s))) =t para cada s € [0,1]. Observemos
que el nimero de componentes de a;(p1(0)) es menor o igual
que n —r. Es facil ver que la funcién o : C,,_,.(K7) — [0,0(K1 U
M)] definida por o(L) = u(L U My) es una funcién de tamano
fuerte. El conjunto £ = o~ 1(¢) es un nivel de tamafo fuerte
de C,_,(K3); por lo tanto, por el Teorema 2.11, £ es conexo.
Notemos que la interseccién de v1([0,1]) y £ tiene un tnico
elemento. Sea Ly € ¢ N L.

Sean K1 = {as(s) Uai(p1(s)) : s € [0, 1]JU{LUM,: L € L}
y By = Ly U My. Entonces By N K; € ;. Observemos que
{ag(s) Uai(pi(s)) : s € [0,1]} y {LUM, : L € L} son sub-
continuos de (K1, ..., K;), N p~1(t) con un el elemento comtin
MyU a1 (p1(0)). Por lo tanto, Ky y By satisfacen las condiciones
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requeridas. Cuando A\ A; = M,, definimos Ky = {L U M, :
L € L}, donde £L = {L € C,(K1) : p(LUM,) =t} y
By = Ly U M,, donde Ly € LN 1q. Entonces K; es un sub-
continuo de (K1, ..., K)o Np () que contiene a Ay a By. De
forma similar, podemos encontrar subcontinuos Ko, ..., K, de
(Ki,...,Kn)n Nt (t) y Bs,..., By, tales que B; 1y B; € K;,
B,NK; € ¢ paracada j € {1,2,...,r} et € {2,3,...,m}.
Definimos K =K, U---UK,, y B= By U---U B,,. Entonces
los conjuntos K y B satisfacen las condiciones requeridas en el
Paso 1.

Puesto que ya estd demostrado el Paso 1, sélo resta ver, que
para cada par de elementos diferentes A y B de u~1(t) tales que
A=A1U"'UAmyB:BlLJ'-'UBm donde Az :’Qbi(n‘), Bz =
Yi(s;), tal que r; y s; € [0,1] para cada i € {1,...,m} existe un
arco que los une y, asi, llegar a que (K1,..., Ky), N p1(t) es
Conexo.

Paso 2.- Sean A y B elementos diferentes de ;1 1(t) tales que
A:A1U"'UAmyB:B1U"'UBm, dondeAizwi(m)y
B; = ¢;(s;), tales que r; y s; € [0,1] para cada i € {1,...,m}.
Debemos demostrar que existe un arco en (K7, ..., K,,),Nu (1)
con puntos terminales A y B.

Podemos suponer que dados p < g < m, r; < s; parat < p,
si<riparap<1<qys;=r;paraq<1i1<m.

Sean o/ un arco de orden de Ay U---UA,a B U---UDB,
(existe por la Proposicion 1.93 y r; < s; parai € {1,...,p}) y
p" un arco de orden de Byi1,...,B; a Apiq,..., A, (existe por
la Proposicién 1.93 y r; > s; parai € {p+1,...,q}). Por lo
tanto, existe una funcién ¢’ : [0,1] — C,(X) tal que p(a/(s) U
B¢ (5))UAp1gr1UAp 1 g42U---UA,,) =t (ver la demostracion del
Lema 1.81). El conjunto {o/(s)UB (¢ (s)UAp+q+1U---UA,) 1 s €

43



[0,1]} esun arcoen (K7, ..., K,;,),Np"(t) con puntos terminales
Ay B. Los Pasos 1y 2 implican que (K7, ..., K;,), N~ (t) son
conexos.[]

El siguiente ejemplo nos muestra que (K7,..., K;)Np~1(t) no
es conexo para una funciéon de tamano fuerte p y un t pequeno,
a pesar de que cada K; es conexo. Con lo cual, se observa que
el requerimiento de que K; N K; = () para i # j del Teorema 3.1
es necesaria.

3.2 Ejemplo. [18, Ejemplo 2.15] Sean X un cuadrado con lados
K, Ky, K3y Ky. Sea K; N K;y1 = {a;} parai € {1,2,3} y
K,N K; = a4, donde ay, .., a4 son los vértices del cuadrado X.
Sea 1 una funcién de tamafo fuerte definida en Cy(X'). Entonces
el conjunto (K, Ky, K3, K4)oNp~1(0) consiste de dos elementos
{ai,a3} v {as,a4}. Sit < p(K;) para i € {1,2,3,4}, entonces
(K1, Ko, K3, K4)2 N u~1(t) tiene dos componentes.

A continuacion, presentamos una caracterizacién de los nive-
les de tamano fuerte para C,(X).

3.3 Teorema. [41, Teorema 3.1] Sean X un continuo no dege-
nerado, n un entero positivo. Un subconjunto cerrado & de
Cr(X) es un nivel de tamano fuerte si y sélo si F,,(X) =S o
SNFE,(X)=10,S es una anticadena y todo arco de orden que
parte desde cualquier elemento de F,,(X) y llega a X intersecta

aS.

DEMOSTRACION. Si S es un nivel de tamano fuerte, es claro
que S = F,,(X) o SN F,(X) =0, S es una anticadena y cada
arco de orden de un elemento de F,(X) a X intersecta S.
Ahora, supongamos que F,(X) = § o § es cerrado, SN
F,(X) =10, S es una anticadena y todo arco de orden que parte
desde cualquier elemento de F,(X) y llega a X intersecta a S.
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El caso § = F,,(X) es trivial. Supongamos ahora que S es una
anticadena, SN F,(X) = () y todo arco de orden que parte desde
cualquier elemento de F,(X) hasta X, intersecta a S. Definimos
la funcién p : & — [0,1], como pu(B) = 3 para todo B € S.
Observemos que p es una funciéon de tamano fuerte para S. Por
lo tanto, por el Teorema 2.15, existe una extension u, de u
definida en C),(X) tal que pu, es una funciéon de tamafo fuerte.
Por construccién, tenemos que S C pu,; 1(%) Resta demostrar
que p,'(5) C S. Sean A € p,*(3) v aa un arco de orden que
parte desde algin elemento de F,(X) hasta X y que pase por A
(s existe por Teorema 1.8 de [47]). Por hipdtesis, aqa NS # 0,
sea A € ayxNS. Como A € pu;'(3) v pn es una funcién de
tamano fuerte, tenemos que A = A’. Por lo tanto, S = un(%)
Con lo que queda terminada la prueba. [

Otro propiedad que tienen en comun todos los niveles de
tamano fuerte definidos en C,,(X), es que contienen n—1 celdas.
De esto tratan los siguientes dos resultados.

3.4 Teorema. [41, Teorema 3.2] Sean X un continuo no dege-
nerado, n > 2, pu: C,(X) — [0, 1] una funcién de tamano fuerte
ytel0,1]. Si Ae (Cp(X)\ Cr1(X))Np~L(t), entonces existe
una (n — 1)-celda A contenida en p~1(t) tal que A € A.

DEMOSTRACION. Sea A € (C(X) \ Cr_1(X)) N pu~t(t). Sean
Ay, ..., A, las componentes de A. Para cada j € {1,...,n},
sean a; un punto de A; y a; : [0,1] — C(X) un arco de orden
tal que a;(0) = {a;}, (1) = X y a;j(3) = A;. Definimos la
funcién £ : [0,1]" — C,(X) como &((r1,...,7a)) = Uj_ja(ry).
Entonces £ estd bien definida y es continua ([25, Lema 1.1 (a)]).

Puesto que A € C,(X) \ C,_1(X) y £ es continua, existe un
e > 0 tal que £(JT7_y[5 — €5 + €lj) € Cu(X) \ Cp1(X), donde
1

5 — €5+ €]; es una copia de [§ — €, 3 + €.
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Notemos que A = 5((%, - %)) y que ,u(f((%, e %+e))) > t.
Por la continuidad de o y de p, existe un 0 > 0 tal que § < e y:

HE((Sns - S % ) >t

para todo (s1,...,8,.1) € H;:ll 1-06,3+94];

Definimos 6 : H;:ll[% —0,3]; — (0,3 + €] como sigue: para
cada punto (si,...,$,-1) de H;:ll[%—d, 5lj. sea 0((s1, ..., 50-1))
el tinico elemento de [0, 3 + €] tal que:

;1,(5((31, cee Snfl), 9((81, ey Snfl)))) = 1.

Para demostrar que 6 es una funciéon continua, sea

sk . sk )1 una sucesién de elementos de TT"—1[2 — 4, 1]
1 n—1)5 k=1 j=113 21j

que converge a (S1,...,8,-1) € H;‘;ll[% — 0,3];. Considere-
mos la sucesién {0((s}, ..., s¥_1))}32, de elementos de [0, 3 + €].
Puesto que [0, 3 + €] es compacto, {0((sf,..., s ;))};2, tiene

una subsucesién convergente {#((st, ..., s* )}, que converge

as e |0, %-i—e]. Entonces, dado que p y £ son continuas, tenemos
que:

S

liml%oou(f((s]fl, o sfj_l), 0((311“, o sfj_l)))) =

M(S(liml%OO(Slflv R 37]?—1)7 Hmlﬁooe((sllcl: ) szl—l))))

- M(S((Slv e Sn—1, 3)))

Puesto que para cada entero positivo [:

M(g((slflv cre Sﬁl—l)v 9((S]fl7 T Sfﬂ?—l)))) = t,

obtenemos que u(&((s1,- -+, 8n-1,5))) =ty 0((s1,-..,8-1)) = .
Por lo tanto, 6 es continua. Sea Y : H;:ll[% — 68, 5]; = pl(t)
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dado por:
X((S1, oy 8n-1)) = &((S1, -+, $n-1),0((S1, -+, Sn—1))).

1—14,1]; en

-1
n [2

Entonces x es un encaje de la (n — 1)-celda [[;_;

poH(t).0

3.5 Corolario. [41, Corolario 3.3] Si X es un continuo no de-
generado, n > 2 y p es una funcion de tamano fuerte definida
en C,(X), entonces, para todo t € (0,1), u~1(t) contiene a una
(n — 1)-celda.

DEMOSTRACION. Puesto que C,_1(X) tiene interior vacio en
C,(X) [35, Teorema 6.1.7], tenemos que p '([t,1]) N
(Co(X) \ Cr1(X)) # 0, para todo t € [0,1), pues pu 1([t,1])
tiene interior no vacio para todo t € [0,1). Sean A € p~1([¢,1])N
(Ch(X)\ Cy-1(X)) y o un arco de orden que va de F,,(X) a X
que pasa por A, por el Teorema 3.3 y las definiciones de funcién
de tamafio fuerte y de arco de orden, o N~ 1(¢) tiene un tinico
elemento, llamemos A; a este elemento, por la Proposicion 1.93,
Ay tiene n componentes. Por lo tanto, por el Teorema 3.4, 1~ 1(t)
contiene una (n — 1)-celda.[

3.6 Teorema. [41, Teorema 6.10] Sean X un continuo local-
mente conexo con métrica convexa p, m un entero positivo,
p o Ch(X) — [0, 1] una funcién de tamano fuerte y t € (0, 1]. En-
tonces p1(t) es un retracto fuerte por deformacién de p1[0, ¢].

DEMOSTRACION. Sea A € p'[0,#]. Entonces, puesto que

K,((-,A)) : [0,00) = C,(X) es un arco de orden (Observacién
1.88), existe un tinico elemento 4 € [0, 00) tal que K,((r4,A)) €
pi(t). Sea Q : u0,f] — R como Q(A) = ry. Para ver
que € es continua, sea {A;}2, una sucesién de elementos de
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~1([0,t]) que converge a un punto A € u~1([0,t]). Necesitamos
demostrar que la sucesion {ry, }?°, converge a r4. Supongamos
que {rAk}zozl converge a [. Entonces, puesto que K, es conti-
nua (Teorema 1.87), tenemos que la sucesion {K,((74,, Ar))} 2oy
converge a K,((I,A)). Puesto que para cada entero positivo
k, K,((ra,, Ar)) pertenece a u~'(t), obtenemos que K,((I, A))
también pertence p~1(t). Por lo tanto, | = r4. Asi, Q es
una funcién continua. Notemos que si A € p~'(t), entonces
Q(A) = 0.

Sea H : pn1[0,¢] x [0,1] — [0, 1] dado por H((A, s)) = K,((s-
Q(A), A)). Entonces H es continua. Sea A € u~1[0,¢]. Entonces
H((A,0)) = K,((0-Q(A), A)) = K,((0,4)) = A, H((A,1)) =
K, (1 QA ) A)) = K,((2A),A)) € p(t). Ademss, si A €
1 1(25) y s € [0,1], entonces H((A,s)) = K,((s - QA),A)) =
K,((s-0,A)) = A. Por lo tanto, u'(t) es un retracto fuerte por
deformacién de p=1([0,¢]). O

3.7 Corolario. [41, Corolario 6.11] Si X es un continuo local-
mente conexo, n un nimero natural y p : Cp,(X) — [0, 1] es una
funcién de tamaio fuerte, entonces p~1([t, 1]) es un retracto ab-
soluto para cada t € [0, 1].

DEMOSTRACION. Por el Teorema I1,,, de [58], tenemos que C,,(X)
es un retracto absoluto. Sea t € [0,1]. Si ¢ = 1 es trivial. Si
t = 0, entonces p~1([0,1]) = C,,(X). Sit € (0,1) por el Teorema
3.6, existe una retraccién fuerte por deformacién de p~t[0,¢] a
pt(t). Puesto que ([0, ¢]))Np~t([t, 1]) = p~1(t), tenemos que
w1 ([t, 1]) es retracto fuerte por deformacién de C,(X). Por lo
tanto, dado que C,,(X) es un retracto absoluto, tenemos que
p~([t,1]) es un retracto absoluto [3, Corolario 2.2, pag. 86].C]
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3.1 Algunas propiedades de tamano fuerte

Una propiedad topologica P es una propiedad de tamano fuerte
si siempre que un continuo X tenga la propiedad P, también la
tiene cada nivel de tamano fuerte no degenerado de C),(X) para
cada entero positivo n.

El Corolario 3.5, nos da como resultado inmediato el siguiente
resultado:

3.8 Corolario. [41, Corolario 3.4] La propiedad de ser here-
ditariamente indescomponible no es una propiedad de tamano
fuerte.[]

Lo anterior, nos lleva a preguntarnos si habra continuos X,
para los cuales, los niveles de tamano fuerte sean indescom-
ponibles.

3.9 Pregunta. ;Si X es hereditariamente indescomponible, en-
tonces los niveles de tamano fuerte son indescomponibles?

3.10 Definicién. Sean X un continuo y p un elemento de X.
Se dice que X es conexo en pequeno en p, si toda vecindad de p
en X, contiene una vecindad de p que es conexa.

3.11 Teorema. [18, Teorema 3.1] La propiedad de ser un con-
tinuo localmente conexo es una propiedad de tamano fuerte.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un continuo localmente
conexo, que n es un natural, u es una funcion de tamano fuerte
para C,(X) y que t € [0, 1).

Sea A € p~1(t), denotemos por A;, con i = {1,...,m},
las componentes de A. Sea U una vecindad de A en pu~'(t).
Sean Uy, ...,U,, abiertos ajenos de X tales que A; C U;, para
i=1,....my (U,...,UpnNut(t) C U Dado que X es
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localmente conexo, para cada i € {1,...,m}, existe una vecin-
dad K; de A; tal que K; es un continuo y K; C U; para cada
i € {1,...,m}. Entonces, por el Teorema 3.1, (Ki,..., K;), N
p~1(t) es un continuo que es una vecindad de A en p~*(t) con-
tenida en U. Asi, u~1(t) es conexo en pequenio en A. Dado que A
fue escogido arbitrariamente, tenemos que p~1(t) es localmente
conexo [35, Teorema 1.7.12].0

H. Hosokawa demostrd en [18, Teorema 3.4], que la aposin-
desis es una propiedad de tamano fuerte, nosotros extendemos
ese resultado a la aposindesis numerable.

3.12 Teorema. [40, Teorema 4.1] La aposindesis numerable es
una propiedad de tamano fuerte.

DEMOSTRACION. Sean X un continuo numerablemente aposin-
dético, p : Cp(X) — [0,1] una funcién de tamano fuerte, t €
0,1] v & = p~(t) un nivel de tamafio fuerte para C,(X).
Es sabido que si n > 2, entonces F,(X) es numerablemente
aposindético [28, Teorema 8]. Por lo tanto, el caso t = 0 estd
cubierto. Supongamos que t > 0 y sea A un subconjunto nume-
rable y cerrado de §. Puesto que § es un continuo y A es
numerable, existe B € S\ A. Por el Lema 1.80, existe un € > 0
tal que A € Vi(B) para todo A € A. Sea U = X \ clx(V:(DB)).
Por [21, Teorema 2.1], existe una funcién continua s : A — X
tal que s(A) € ANU para cada A € A. Por lo tanto, s(A) es un
subconjunto cerrado numerable de X tal que s(A)NB = (. En-
tonces, para cada b € B, existe un subcontinuo K de X tal que
b €intx(Kp) C Ky C X\s(A). Porlo tanto, {intx(K3) : b € B}
es una cubierta abierta de B. Puesto que B es compacto, exis-
ten by,...,b € B tales que B C UézlintX(ij) C Ué-lebj. Sin
pérdida de generalidad, suponemos que la familia { Kj,, . .., Kj,}
consiste de continuos disjuntos. Entonces, por el Teorema 3.1,
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(Kpy ..., Kp)n NS es un subcontinuo de S§. Observemos que
B ¢ inte,x)((Kp,, ..., Kp)n) NS. Puesto que para cada j €
{1,...,1}, s(A) N K, = 0, obtenemos que A ¢ Uf].:le]. para
ninguna A € A. Por lo tanto, ((Kp,,...,Kp), NS)N.A = 0.
Asi, § es numerablemente aposindético. [

El siguiente corolario responde de manera afirmativa a una
de las preguntas hechas por Hosokawa [18, Pregunta pag. 964].

3.13 Corolario. [40, Corolario 4.2] La aposindesis finita es una
propiedad de tamano fuerte.

3.14 Lema. Sean X un continuo y n un entero positivo. Si
p: Co(X) — [0,1] es una funcién de tamano fuerte y ¢ > 0,
entonces existe un € > 0 tal que para cada D € C,(X) con
malla(D) < e, se tiene que p(D) < t.

DEMOSTRACION. Sean i : Cp,(X) — [0, 1] una funcién de tama-
no fuerte y t > 0. Supongamos que para todo natural m existe
un elemento D,, € C,(X) tal que malla(D,,) < + y p(D,,) >
t. Naturalmente el lim,, ,,malla(D,,) = 0. Por otro lado,
como C,(X) es compacto, existe una subsucesion convergente
{Dy, tren de {Dp}men. Sea D =limy_,ooD,p,, como lim,, .
malla(D,,) = 0 tenemos que malla(D) = 0, lo que implica que
D € F,(X). Ademas, ya que u(D,,) > t para todo m y p es
continua, tenemos que p(D) > t, lo cual es una contradiccién.[]

3.15 Teorema. [40, Teorema 4.3] Sean X un continuo encade-
nable por continuos, n un entero positivo y p : C,(X) — [0, 1]
una funcién de tamafio fuerte. Si t € (0,1) y S = pu~i(#),
entonces S es un continuo arcoconexo.

DEMOSTRACION. Sean A y B dos elementos de S. Por el Lema
3.14, existe un € > 0 tal que si D € C,(X) y malla(D) < ¢
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entonces pu(D) < t. Puesto quet > 0y Ay B € S, por lo
menos una de las componentes tanto de A, como de B es no
degenerada. Asi, A y B tienen una cantidad no numerable de
puntos. Sea {aj,...,a,} un subconjunto de A que intersecta
a cada componente de A. De la misma forma, sea {by,...,b,}
un subconjunto de B que intersecta a cada componente de B.
Dado que X es un continuo encadenable por continuos, para
cadai € {1,...,n}, existen subcontinuos D, ..., D de X tales
que a; € D, b; € D};i,Dé NDI#Dsiysélosi|j—1I <1,y
didm(D}) < & para j € {1,...,k;}. Sea k = méax{k,..., k,}.
Para cada j € {1,...,k}, sea D; = Ui, D, donde D’ = D‘ZC
si j > k;. Notemos que para cada j € {1,...,k}, D; € C,(X)
y la malla(D;) < e. Por lo tanto, u(D;) < t para todo j €
{1,...,k}. Paracada j € {1,...,k — 1}, seanpé € D;iij.H
y P = {pj,...,p}}. Para cada j € {1,...,k}, sean a; un
arco de orden de D; a X (Proposicién 1.93) y D € S tal que
{D;} = a;NS. Notemos que A, D} y {ai,...,a,} satisfacen la
hipétesis del Lema 1.81. Entonces, existe un arco $; en S de
A a Dj. Notemos también, que si j € {1,...,k — 1}, entonces
D', D’ y P;satisfacen la hipdtesis del Lema 1.81. Por lo tanto,
existe un arco 3;,1 que va de D a D’ ;. De igual forma, por el
Lema 1.81, existe un arco fj41 en S desde D). a B. Por lo tanto,
Ufill B; contiene un arco desde A hasta B. Asi, § es arcoconexo.
O]

Con esto, la Observacién 1.32 y con [7, Teorema 2.9], ob-
tenemos que:

3.16 Corolario. [40, Corolario 4.4] Ser un continuo encadenable
por continuos es una propiedad de tamano fuerte. [

También, como consecuencia de la Observacién 1.32, el Teo-
rema 3.15 y [7, Proposicién 2.7] obtenemos el siguiente resultado,
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obtenido por Hosokawa [18, Teorema 3.3]:

3.17 Corolario. [40, Corolario 4.5] La arcoconexidad es una
propiedad de tamano fuerte.

Nuestro siguiente objetivo, es probar que para cualquier en-
tero n > 3, los niveles de tamano fuerte de C,(X) son aciclicos
(Corolario 3.32). Para hacer esto, nos guiamos en [51] de J. T.
Rogers. Es sabido que la aciclicidad no es una propiedad de
Whitney [50, Ejemplo 2], sin embargo, lo es para los continuos
de dimensién 1 [51, Corolario 7]. Puesto que no pedimos condi-
ciones adicionales al continuo X, el Teorema 3.31 nos dice que,
para n > 3, los niveles de tamano fuerte son, de cierta forma,
“mas agradables” que los niveles de Whitney.

3.18 Definiciéon. Una coleccién no vacia > de subconjuntos
cerrados de un continuo X se dice que es una estructura si X
es cerrado con respecto a uniones finitas, intersecciones finitas e
intersecciones anidadas.

3.19 Definicion. Si ¥ es una estructura en X, entonces un
elemento P de X se le llama conjunto indescomponible si siempre
que P = AU B para algunos elementos A y B de %, tenemos
que P=Ao P=B.

Dado un continuo X, consideramos dos estructuras en C,(X).
Si B es un subconjunto cerrado de C),(X), sea:

M(B) = U{OA,(B,X) : B € B}.

3.20 Observacion. Notemos que si B y D son dos subconjun-
tos cerrados de Cy,(X), entonces M(BUD) = M(B) U M(D).
También, si {B)}iea es una cadena ordenada por la inclusion,

entonces M (MeaM(B,)) = MeaM(B,).
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3.21 Lema. [40, Lema 4.7] Sean X un continuo y n un entero
positivo. Si B es un subconjunto cerrado de C,(X), entonces

M(B) es cerrado en Cy(X).

DEMOSTRACION. Sea D € cl¢, (x)(M(B)). Entonces existe una
sucesion {D,,}>°_; de elementos de M(B) que converge a D.
Para cada m, existe B,, € B tal que D,, € OA,(B;,X).
Puesto que B es compacto, existe una subsucesién {B,,, }72, de
la sucesion { B, }°°_; que converge a un elemento B € B. Puesto
que D,,, € OA,(Bp,,X), tenemos que D € OA,(B,X). Por
lo tanto, M(B) es cerrado en C,(X). O
Para un continuo y un entero positivo n, sea:

Y1 = U{M(B) : B es un subconjunto cerrado de C,(X)}

Por la Observacion 3.20 y el Lema 3.21, Y1 es una estructura.

3.22 Observacion. Notemos que los conjuntos indescomponi-
bles de ¥; son los conjuntos de la forma M({B}), donde B €
Cr(X). Puesto que M({B}) es homeomorfo a OA, (B, X) y este
conjunto es un retracto absoluto [36, Teorema 4.3], los conjuntos
indescomponibles de >; tienen todos sus grupos de cohomologia
reducida de Cech triviales. Por lo tanto, todos los grupos de co-
homologia reducida de Cech de cada elemento de ¥4 son triviales
[51, Teorema 2.

Otra estructura se encuentra en OA, (7, X), donde Z es un

punto arbitrario de C,(X). Si B es un subconjunto cerrado de
OA,(Z,X), sea:

L(B) = U{OA,(Z,B) : B € BY.

3.23 Observacion. Observemos que si By D son dos subcon-
juntos cerrados de OA,(Z, X), entonces L(BUD) = L(B) U
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L(D). También, si {B} ca es un conjunto ordenado por la in-
clusién, entonces L(NyepBBy) = MyeaL(B)).

3.24 Lema. [40, Lema 4.10] Sean X un continuo, n un en-
tero positivo y Z € C,(X). Si B es un subconjunto cerrado de
OA,(Z,X), entonces L(B) es cerrado en C,(X).

DEMOSTRACION. Sea D € clg, (x)(£(B)). Entonces existe una
sucesion { D, }5°_; de elementos de £(B) que converge a D. Para
cada m, existe un B,, € B tal que D,, € OA,(Z, B,,). Dado
que OA,(Z, X) es un continuo [36, Teorema 4.3], B es compacto.
Entonces existe una subsucesion { By, }?°; de {B,, }>°_; que con-
verge a un elemento B € B. Dado que D,,, € OA,(Z, By,),
obtenemos que D € OA,(Z, B). Por lo tanto, £(B) es cerrado
en C,(X). O

Sean X un continuo y n un entero positivo. Para un elemento

Z de Cp(X), sea:
Yo = {L(B) : B es un subconjunto cerrado de O.A,(Z, X)}

Por la Observacion 3.23 y el Lema 3.24, ¥ es una estructura.

3.25 Observacion. Notemos que los conjuntos indescomponi-
bles de X5 son los conjuntos de la forma L£({B}) donde B €
OA,(Z,X). Puesto que L({B}) es homeomorfo a OA,(Z, B)
y este conjunto es un retracto absoluto [36, Teorema 4.3], todos
sus grupos de cohomologia reducida de Cech son triviales. Por
lo tanto, todos sus grupos de cohomologia reducida de Cech para
los elementos de X9 son triviales [51, Teorema 2].

Sean X un continuo, n un entero positivoy p : Cy,(X) — [0, 1]
una funcién de tamano fuerte. Para cada elemento Z de C,,(X)
y un elemento t € [u(Z), 1], sea:

Du(Z,t) = M{Z}) N ().
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Como consecuencia del Lema 1.81, D, (Z,t) es un continuo ar-
coconexo. La prueba del siguiente teorema es similar a la dada
en [51, Teorema 4].

3.26 Teorema. [40, Teorema 4.12] Sean X un continuo, n un
entero positivo y u : C,(X) — [0,1] una funcién de tamano
fuerte. Si t € [u(Z),1], entonces todos los grupos de coho-
mologfa reducida de Cech de D,(Z,t) son triviales.

DEMOSTRACION.  Consideremos la pareja  {M(D(Z,t)),
L(D,(Z,t))} de subconjuntos de OA,(Z, X). Para un entero
m > 0, consideremos parte de la sucesion reducida de Mayer-
Vietoris:

H™(M(D,(Z,1))) & H"(L(D,(Z,1))) = H"(Da(Z,1)) —
H™OA,(Z, X))

para esta pareja. Por las Observaciones 3.22 y 3.25, tenemos que
H™(M(D,(Z,1))) y H(L(D,(Z,t))) son triviales. Puesto que
OA,(Z,X) es un retracto absoluto [36, Teorema 4.3],
H" 1 (OA,(Z,X)) son triviales también.  Por lo tanto,
H™(D,(Z,t)) es trivial. Asi, todos los grupos de cohomologia
reducida de Cech de D, (Z,t) son triviales. [J

3.27 Definicién. Sean X y Y dos espacios métricos y com-
pactos. Una funcién F : X — 2Y se dice que es semicontinua
supertormente en un punto p € X, si para todo abierto U de Y
tal que F'(x) C U, existe un abierto V de X tal que p € V' y
U{F(z):x €V} CU.

Sean X un continuo, n un entero positivoy u : Cy,(X) — [0, 1]
una funcién de tamano fuerte. Sean s,t € [0, 1] tales que s < ¢.
Definimos 7! : p=1(s) — p71(t) por ,yi(Z) = D,(Z,t). El si-
guiente teorema muestra que ,, % es semicontinua superiormente.
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3.28 Lema. [40, Lema 4.13] Sean X un continuo, n un entero
positivo y u : C,(X) — [0, 1] una funcién de tamano fuerte. Si
s,t € [0,1] son tales que s < t, entonces ,7. es semicontinua
superiormente.

DEMOSTRACION. Sea {Z,,}°°_; una sucesién de elementos de
p1(s) que converge a un elemento Z € p~!(s). Sea Y € lim
sup ,7.(Z,). Entonces existe una subsucesion {my};2, de la
sucesion natural tal que para cada entero positivo k, existe Y;,,, €
nVi(Zm,) tal que la sucesion {Y;,, }32, converge a Y. Puesto
que, para todo k, Z,, C Y, v {Zn, }72, converge a Z, nosotros
tenemos que Z C Y. Es facil ver que Y € OA,(Z, X). Por lo

tanto, Y € ,v5(Z). Asi, ;7% es semicontinua superiormente. [J

3.29 Teorema. [40, Teorema 4.14] Sean X un continuo, n un
entero positivo y u : Cp(X) — [0,1] una funcién de tamano
fuerte. Si s,t € [0,1] son tales que s < t, entonces ,7! induce
un monomorfismo (,7%)* : H'(p='(t)) — H' (' (s)).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.26, todos los grupos de coho-
mologfa reducida de Cech de 2YL(Z) son triviales. Supongamos
que t # 1, el resultado es claro parat = 1. Sea B € u~l(t) y
supongamos que By,..., B, son las componentes de B. Note-
mos que (,7))"1(B) = (By,..., By N l(s) y este conjunto
es un subcontinuo propio de p~!(s) por [18, Teorema 2.14]. El
resultado se sigue ahora de los Lemas 3.28, 1.82 y [51, Teorema

3. O

3.30 Corolario. [40, Corolario 4.15] Sean X un continuo, n un
entero positivo y p @ C,(X) — [0,1] una funcién de tamano
fuerte. Si ¢ € [0, 1], entonces ,,7% induce un monomorfismo:

(YD) H (n () — H' (u=(0)).
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3.31 Teorema. [40, Teorema 4.16] Sean X un continuo, n > 3
un entero y p: Cp(X) — [0, 1] una funcién de tamano fuerte. Si
S = pu~1(t) es un nivel de tamaro fuerte, entonces S es aciclico.

DEMOSTRACION. Por [27, Teorema 8], cada funcién continua de
F,(X) dentro del circulo unitario en el plano es homotdpica a
una funcién constante. Esto implica, por [11, Teorema 8.1], que
HY(F,(X)) es trivial; es decir, F,,(X) es aciclico. El teorema
sigue ahora de que 4 1(0) = F,(X) y el Corolario 3.30. [

3.32 Corolario. [40, Corolario 4.17] La propiedad de ser aciclico
es una propiedad de tamano fuerte para cada entero n > 3.

3.33 Corolario. [40, Corolario 4.18] La propiedad de se aciclico
es una propiedad de tamano fuerte para los continuos localmente
CONexos.

DEMOSTRACION. Sea X un continuo localmente conexo. Para
n > 3, el corolario sigue del Corolario 3.32. Supongamos que
n = 2. Por [14, Teorema 1|, [57, (7.4)] y por [11, Teorema
8.1], tenemos que F»(X) es aciclico. Por lo tanto, puesto que
1 1(0) = Fy(X), por Corolario 3.30, u~1(t) es aciclico para todo

€ (0,1]. Sin =1, el corolario es consecuencia de [20, pag. 253],
[57, (7.4)] y [11, Teorema 8.1]. Por lo tanto, la propiedad de ser
aciclico es una propiedad de tamano fuerte para los continuos
localmente conexos. [

3.2 Acerca de la existencia de funciones que
preservan niveles de tamano fuerte para
n>2

En [12] la nocién de funcion preservadora de Whitney es intro-
ducida. Aqui demostramos que la nocién correspondiente para
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funciones de tamano fuerte y para un entero n > 2, es trivial; es
decir, este tipo de funcién debe ser un homeomorfismo (Teorema
3.39).

3.34 Definicién. Se dice que una funcion f : X — Y es una
funcion n-preservadora de tamano fuerte si f es continua y exis-
ten dos funciones de tamano fuerte:

p:Co(X) = [0,1] y w: Cp(Y) — [0, 1]
tales que para cada t € [0, 1] existe s € [0, 1] tal que
ColH) (1)) = w™'(s).

Es decir, una funcion f es n-preservadora de tamano fuerte si
existen dos funciones de tamano fuerte para las cuales, la funcion
inducida C),(f) manda niveles de tamano fuerte de C,,(X) sobre
niveles de tamano fuerte de C,(Y). En este caso, decimos que
f es (u,w)-n-preservadora de tamano fuerte.

3.35 Lema. [41, Lema 7.1] Sean X y Y dos continuos, n un
entero positivo p : Cp(X) — [0,1] y w : C,(Y) — [0,1] dos
funciones de tamano fuerte. Si f : X — Y es una funcién (p, w)-
n-preservadora de tamano fuerte, entonces f es suprayectiva y
Co(f)(11(0)) = w™H(0).

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién (u, w)-n-preserva-
dora de tamafio fuerte. Sea {x1,...,2,} € p~1(0). Claramente,
Co(HHz1, . szm}) = {f(x1),..., f(zm)} € w™(0). Por lo
tanto, C,(f)(p~(0)) C w™(0). Por definicién de funcién n-
preservadora de tamafio fuerte, C,(f)(u"1(0)) = w™i(t) para
algiin t € [0,1]. Asi, C,(f)(x71(0)) = w™0). Sea y € Y.
Entonces {y} € w™1(0). Por lo tanto, por lo anterior, existe
A € p71(0) tal que C,(f)(A) = {y}. Claramente, si a € A,
entonces f(a) = y. Por lo tanto, f es suprayectiva.[]
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3.36 Definicién. Se dice que una funcién continua f : X —
Y entre continuos X y Y es ligera si f~'(f(z)) es totalmente
disconexo para todo x € X.

3.37 Lema. [41, Lema 7.2] Sean X y Y dos continuos tales que
Y es no degenerado, n > 2y pu: Cp(X) = [0,1] yw: Co(Y) —
[0,1] dos funciones de tamano fuerte. Si f : X — Y es una
funcion (u, w)-n-preservadora de tamano fuerte, entonces f es
ligera.

DEMOSTRACION. Supongamos que f no es ligera. Sea:
A={u(A): Ae CX)y Cu(f)(A) € Fi(Y)}.

Dado que f no es ligera, A no es vacio y como Y es no degenera-
do, tenemos que max A > 0. Sean a = max A, A € p~t(a)N A
yp € X\ A. Por la definicién de funcién de tamano fuerte,
p(AU{p}) > p(A); sin embargo w(Cu(f)(AU{p})) € Fu(Y).
Lo que implica que w(C,(f)(AU{p})) = 0. Sea B un subcon-
tinuo de X tal que A C By u(AU {p}) > u(B), entonces,
puesto que A € p~!(a), tenemos que C,(f)(B) ¢ F,(X). Por
lo tanto, w(Cy(f)(B)) > w(C,(f)(A)U{p}), lo cual es una con-

tradiccion.]

3.38 Lema. [41, Lema 7.3] Sean X y Y dos continuos tales que
Y es no degenerado, n > 2y pu: Cp(X) = [0,1] yw: Cp(Y) —
[0,1] dos funciones de tamano fuerte. Sea f : X — Y una
funcién (u, w)-n-preservadora de tamaiio fuerte. Si C,(f)(u=1(t))
=w (s) y t' € (0,t), entonces C,,(f)(u~(¥)) = w™(s') donde
s’ <s.

DEMOSTRACION. Sean A’ € = (t') y A € u=1(t) tales que A’ C
A. Entonces C,,(f)(A") C C.(f)(A). Por lo tanto, w(C,(f)(A"))
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< w(Ch(f)(A)). Por lo tanto, s* < s. Puesto que f es una
funcién (p,w)-n-preservadora de tamano fuerte, tenemos que

Co( ) (t) =w™(s"). O

3.39 Teorema. [41, Teorema 7.4] Sean X y Y dos continuos
tales que Y es no degenerado, n > 2y u: Cp(X) — [0,1] y w:
Cn(Y) — [0,1] dos funciones de tamano fuerte. Si f: X — Y
es una funcién (u, w)-n-preservadora de tamafo fuerte, entonces
f es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Supongamos que f no es un homeomorfismo.
Dado que f es (u,w)-n-preservadora de tamano fuerte, tenemos
que f es suprayectiva (por el Lema 3.35). Por lo tanto, f no es
inyectiva. Sean py ¢ dos puntos diferentes de X tales que f(p) =
f(q). Sea«: [0,1] = C,(X) un arco de orden tal que a(0) = {p}
y o(l) = X. Sea r, = min{t € [0,1] : ¢ € a(t)}. Puesto que
r, > 0y fesligera (por el Lema 3.37), w(C,(f)(a(ry))) > 0. Sea
sq = w(Ch(f)(a(ry))). Por la continuidad de w y C,(f) y, dado
que, w(Ch(f){p,q})) € F.(Y), tenemos que existe r € (0,r,)
tal que:
0 < w(CalF)(alr) U {a}) < 5,

Ya que p es una funcién de tamano fuerte, ¢ & a(r) y a(r) ¢
F,(X), tenemos que p(a(r) U {q}) > p(a(r)) > 0. Sea A el
elemento de p1(u(a(r) U {q})) N a([0,1]) y supongamos que
pu(A) =1y

Por la continuidad de a, Cy,(f) y w, existe r’ € (r,r,) tal que:

pla(r)U{g}) > pla(r) > pla(r)).

Como « es un arco de orden, Cy,(f) es una funcién inducida
y w es una funcion de tamano fuerte, tenemos que:

woCyu(f)oa:1[0,1] — [0,1]
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es una funcién creciente. Puesto que f es ligera (por el Lema
3.37), w(Ch(f)(a(t))) = 0siy sdlosit=0. Por lo tanto, existe
s’ € (0,7") tal que para todo s > s’ se cumple que:

w(Cn(f)(a(s)) < w(Ca(f)((9))).

Lo cual implica que:

w(Cn(f)(a(r) U{p})) = w(Cn(f)(a(r)) <w(Cn(f)(alr)),

y esto es una contradiccion, ya que p(a(r) U{q}) > p(a(r’)). O
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Capitulo 4

Funciones de tamano fuerte
admisibles

En [15], los profesores J. T. Goodykoontz y S. B. Nadler, Jr.
definen las funciones de Whitney admisibles y demuestran, bajo
las hipétesis adecuadas, que los niveles de Whitney de las fun-
ciones de Whitney admisibles, son cubos de Hilbert. En este
capitulo, siguiendo el trabajo ya mencionado, nosotros conside-
ramos las funciones de tamano fuerte admisibles y demostramos
que, bajo las hipdtesis adecuadas, los niveles de tamano fuerte
de las funciones de tamano fuerte admisibles, son también, cu-
bos de Hilbert. Ademads, en este capitulo, presentamos otras
propiedades de las funciones de tamano fuerte admisibles.

4.1 Definicién. Sean X un continuo y n un nimero natural.
Se dice que una funcién de tamano fuerte p : C,(X) — [0,1] es
admisible si existe una homotopia H : C,(X) x [0,1] — C,(X)
que cumple lo siguiente:

1. Para todo A € C,(X), H(A,1) = Ay H(A,0) € F1(X),

2. siu(H(A,t)) > 0, paraalgunt € (0, 1], entonces u(H (A, s))
< u(H(A, 1)), para todo 0 < s < t.
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A una homotopia H : C,(X) x [0,1] — C,(X), que satisface
las condiciones anteriores, se le llama deformacion p-admaisible
para C,(X).

4.2 Lema. Sean X un continuo y m un numero natural. Si
H : C,(X)x][0,1] = C,(X) es una deformacion p-admisible, en-
tonces, si u(H(A,t)) = 0 para algun ¢ > 0, entonces u(H (A, s))
= 0 para todo s < t.

DEMOSTRACION. Supongamos que H : C,(X) x [0, 1] = C,,(X)
es una deformacion p-admisible tal que existen ¢ > s > 0 tales
que u(H(A,t)) =0y u(H(A,s)) > 0. Por la continuidad de u
y de H, tenemos que existe un s’ € (s,t) tal que u(H(A,s')) =
SI(H(A, s)), lo cual contradice 2. de 4.1.0J

4.3 Proposicién. [41, Proposicién 6.1] Sean X y Y dos conti-
nuos homeomorfos y n un entero positivo. Si existe una funcion
de tamano fuerte admisible para C),(X), entonces también existe
una funcién de tamano fuerte admisible para C,(Y).

DEMOSTRACION. Supongamos que px es funcién de tamano
fuerte admisible para C,(X) y sea Hx una deformacién px-
admisible para C,,(X). Sea h : Y — X un homeomorfismo. En-
tonces Cy,(h) : C,(Y) = C,(X) es un homeomorfismo (Proposi-
cién 1.61). Definimos py : C,(Y) — [0,1] como py(A) =
px(Cn(h)(A)) para cada A € C,(Y). Dado que h es un homeo-
morfismo, uy es una funcién de tamano fuerte definida en C,,(Y")
(Lema 2.4). Ahora, definimos Hy : C,(Y) x [0,1] — C,(Y)
como:
Hy ((A,8)) = i (H((h(A), 1))

para todo (A,t) € C,(Y) x [0,1]. Demostremos que Hy es una
deformacién py-admisible. Sea B € C,(Y'). Entonces:

Hy((B,1)) = Cu(h) " (Hx ((Cu(h)(B),1))) =

64



Cu(h) " ((Ca(h)(B))) = B
Puesto que Hx((C,(h)(B),0)) € Fi(X) y Cy(h) es un homeo-
morfismo inducido, tenemos que C,,(h) " (Hx((C,(h)(B),0))) €
F1(Y). Por lo tanto, Hy((B,0)) € Fi(Y). Ahora, sean B €
Co(Y) y t € (0,1] tales que py(Hy((B,t))) >0y s <t. En-
tonces:

py (Hy (B, s))) = px (Cu(h) (Hy (B, 5)))) =
px (Cu(R)(Cu(h) ™ (Hx ((Cu(h)(B), 9))))) =
px (Hx (Cu(h)(B), s)) < px(Hx(Cu(h)(B), 1)) =
px (Co(R)(Co(R) ™ (Hx ((Co(h)(B). 1)))))

px (Cn(h)(Hy ((B,1)))) = py (Hy ((B,1))).
Por lo tanto, Hy es una deformacion py-admisible. [

4.4 Proposicién. [41, Proposicion 6.2] Sean X un continuo y
n un entero positivo. Si existe una funciéon de tamano fuerte
admisible p para C,,(X), entonces F,(X) es arcoconexo.

DEMOSTRACION. Sea H una deformacién p-admisible. Clara-
mente, H(C,(X) x {0}) C F,(X). Puesto que C,(X) es arco-
conexo, tenemos que H(C,(X) x {0}) es arcoconexo. Ahora,
sean A € F,(X)y A={H(A,t):t€0,1]}. Yaque H(A,1) =
A € p~1(0), por la Observacién 4.2, tenemos que A C Fj,(X).
Como A es arcoconexo, existe un arco en F,,(X) que une H(A, 1)
con H(A,0). Por lo tanto, cada punto de F,(X) puede unirse
con un arco contenido en F,(X) a H(C,(X)x{0}). Por lo tanto,
F,(X) es arcoconexo.[]

4.5 Teorema. [41, Teorema 6.3] Sean X un continuo, n un
entero positivo y p una funcién de tamano fuerte admisible para
Cr(X). Si C,(X) es contraible, entonces F,(X) es contraible.
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DEMOSTRACION. Supongamos que C,(X) es contraible. Se si-
gue, de [47, Lema 16.3] que existe una contracciéon G : C,(X) X
0,1] — C,(X) tal que para todo A € C,,(X), G((A,0)) = A,
G((A1) =X,y,si0 <t <t"<1 G(AT)) C G((A, ")),
esta funcién estd bien definida por la Proposicién 2.6 de [7]. Sea
H una deformacién de tamano fuerte p-admisible para C,(X).
Definimos f : F,,(X) x [0,1] — F,(X) como sigue:

_ JH((A 1 =21)), 0<t<3,
F((A 1) = { H((G(A,2~ 1),0)), L <t <1,

Por el Lema 4.2, tenemos que el rango de f estd contenido
en F,(X). También, para cada A € F,(A), f(A,0) = Ay
f(A,1) = H(X,0). Por lo tanto, F,,(X) es contraible.[d

Dado que los n-ésimos hiperespacios de continuos con la pro-
piedad de Kelley son contraibles [35, Corolario 6.1.16], como
consecuencia del Teorema 4.5 tenemos el siguiente corolario:

4.6 Corolario. [41, Corolario 6.4] Sean X un continuo con la
propiedad de Kelley y n un entero positivo. Si existe una funcion
de tamano fuerte admisible p para C,(X), entonces F,(X) es
contraible.

Puesto que los continuos localmente conexos tienen la propie-
dad de Kelley [47, Ejemplo 16.11], por el Corolario 4.6, tenemos
que:

4.7 Corolario. [41, Corolario 6.5] Sean X un continuo local-
mente conexo y n un entero positivo. Si existe una funcion de
tamano fuerte admisible p para C,(X), entonces F,,(X) es con-
traible.

4.8 Corolario. [41, Corolario 6.6] Sean X un continuo que es
un retracto de vecindad absoluto y n un entero positivo. Si
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existe una funcién de tamano fuerte admisible p para C,(X),
entonces, F,,(X) es un retracto absoluto.

DEMOSTRACION. Dado que X es un retracto de vecindad ab-
soluto, por [24, Teorema 5.1], F},(X) es un retracto de vecindad
absoluto. Puesto que existe una funcién de tamano fuerte ad-
misible para C,(X), por el Teorema 4.5, tenemos que F,(X)
es contraible. Asi, por el Teorema 1.76, F,(X) es un retracto
absoluto.[]

4.9 Pregunta. ; Existe un par de nimeros naturales n y m tales
que n sea mayor que m y exista una funcién de tamano fuerte
admisible para n y no para m?

4.10 Teorema. [41, Teorema 6.12] Sean X un continuo y n un
entero positivo. Si p es una funcién de tamano fuerte admisible
para C,(X), entonces, para cualquier ¢ty € (0,1), u1(ty) es un
retracto de p!([to, 1]).

DEMOSTRACION. Sea H : C,(X) x [0,1] — C,(X) una de-
formacion p-admisible para C,(X). Fijemos ¢ty € (0,1) y sea
' = u1([to,1]). Tomemos A € I'. Dado que H((4,1)) = A,
p(H((A, 1)) > to y, puesto que H((A,0)) € F,(X), tenemos
que u(H((A,0))) = 0. Por lo tanto, por la continuidad de H y
de pu, existe t4 € [0,1] tal que u(H((A,t4))) = to. Ademas, ya
que p(H((A,t4))) > 0 tenemos, por (2) de la Definicién 4.1 que
t4 es el inico que cumple que p(H((A,t4))) = to. Por lo tanto,
podemos definir una funcién 6 : I' — [0, 1] como sigue: sea §(A)
el unico elemento en [0, 1] tal que u(H ((A,0(A)))) = to. Usando
la compacidad de I', de [0, 1] y la continuidad de las funciones H
y 1, es facil demostrar que 6 es continua: para ilustrar esto, sea
{ A, }men una sucesién contenida en I' que converja a A. Por la
definicién de 6, tenemos que {0(A;,) }men C [0, 1]. Por lo tanto,
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{0(A;) }men tiene una subsucesién convergente {6(A;, ) }tren,
supongamos que {6(A;,, ) tren converge a s. Por la continuidad
de p y de H, tenemos que lim, ,oou(H((Ap,,0(An,)))) =
u(H((A,5))), ahota, My ees(H((Any, 0(An)))) = fo pues
p(H((Ap,,0(An,)))) = to para todo k € N. Asi, gracias a
que 6 es una funcién bien definida y u(H((A4, s))) = to, tenemos
que 0(A) =ty y en consecuencia, continua (Lema 1.19). Ahora,
definimos r : I' — 7 1(ty) como 7(A) = H((A,0(A))), para cada
A € I'. Puesto que 6§ y H son continuas, tenemos que r es
continua. Si A € u~1(tg) entonces u(A) = tq y, por lo tanto,
r(A) = H((A,0(A))) = H((A,1)) = A. De esta forma llegamos
a que r es una retracciéon de I' en pu~t(tg).0]

4.11 Teorema. [41, 6.13] Sean X un continuo, n un entero
positivo y ¢ una funcién de tamano fuerte admisible para C),(X).

Si C,(X) es contraible, entonces 111 (y) es contraible para cada
ty € [O, 1]

DEMOSTRACION. Fijemos tq € [0, 1]. Sity = 0, entonces p ()
= F,(X) y, por lo tanto, por Teorema 4.5, u~*(to) es contraible.
Por lo tanto, podemos suponer que t, € (0,1), ya que el caso
to = 1 es trivial. Sea G : C,,(X) x [0,1] = C,,(X) como en la
demostracién del Teorema 4.5. Sea I' = = ([tg, 1]). Por como
estd definida G, obtenemos que G|ry[p1) manda I' x [0,1] a T".
Por lo tanto, I' es contrafble. Por el Teorema 4.10, u~*(tg) es un
retracto de I'. Por lo tanto, p~1(¢y) es contraible [3, Teorema
13.2, pag. 26]. Lo que completa la demostracién.[]

4.12 Teorema. [41, 6.14] Si X es un continuo localmente conexo
y existe una funcién de tamano fuerte admisible yu, definida en
C,(X) para algiin entero positivo n. Entonces p~1(¢y) es un
retracto absoluto para cada ty € (0, 1).
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DEMOSTRACION. Dado que X es un continuo localmente conexo
tenemos, por el Corolario 3.7, que u '([tp,1]) es un retracto
absoluto. Asi, por el Teorema 4.10, u1(ty) es un retracto de
1 Y([to, 1]). Por lo tanto, por [3, Corolario 2.2, pdg. 86], u~*(to)
es un retracto absoluto.l

4.13 Teorema. [41, Teorema 6.15] Sea X un continuo con
métrica d tal que existe una homotopia ¢ : X x [0,1] — X
que satisface las siguientes condiciones:

1. ¢((x,1)) = x y, para algin punto fijo p € X, ¢((x,0)) =p
para todo x € X;

2. Si d(¢((x1,t)), d((zg,t))) > 0 para x1,29 € X y t € [0, 1],
entonces d(¢((z1,5)), (w2, 5))) < d(d((x1,t)), p((2,1)))

siempre que 0 < s < t.

Entonces, existe una funcion de tamano fuerte admisible w para
todo C,(X) para cada n € N.

DEMOSTRACION. Definimos w : C,(X) — R, como w(A) =
didm(A)u(A), donde p estd definida como en el Ejemplo 2.6.
Por el Lema 2.3, w es una funcién de tamano fuerte. Definimos
también, H : C,,(X) x [0,1] — C,(X), como H((A,t)) = ¢p(A x
{t}). Dado que ¢ es uniformemente continua, tenemos que H es
continua. Demostremos que H es una deformacién w-admisible
para C,(X). Sea A € C,(X), observemos que, por 1. de la
hipétesis y por la definicién de H, tenemos que H((A,1)) = A
y H((A,0)) = {p} € F;(X).

Sean A € C,(X) y t € (0,1] tales que w(H((A,t))) > 0
y s € [0,t). Si s =0, entonces w(H((A,s))) < w(H((A,1))).
Supongamos que s > 0. Observemos que, para todo m > n,
tenemos que i, (H((A,t))) > um(H((A,s))), donde p,, es como
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en el Ejemplo 2.6, pues si H((A,t)) C V.({p1,...,pm}), donde
{p1,...,pm} C X, entonces, por la definicién de ¢, obtenemos
que

H((A,5)) C Ve{o((p1,9)), -, d((Pm: 5))})-
Lo que implica que w(H((A,t))) > w(H((A,s))). Por otro
lado, por la definicién de H, tenemos que dlam(H (A1) >

dism(H((A,5))) v, por lo tanto, w(H((A,1)) > w(H((4, 5))).
0

4.14 Definicién. Un subconjunto S de un espacio de Banach F
es estrellado si existe un punto p € S (llamado vértice) tal que
para todo x € S, el arco convexo en F de p a x esta contenido
en S, es decir, {tp+ (1 —t)x:t € [0,1]} C S.

4.15 Corolario. [41, Corolario 6.16] Si X es un subconjunto
compacto y estrellado de un espacio de Banach F/, entonces exis-
te una funcién de tamano fuerte admisible pu para C,(X) para
todo n € N.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
el vértice de X esta en el origen del espacio de Banach E. En-
tonces, para cualesquiera t € [0,1] y « € X, el producto escalar
t-z es un punto de X. Por lo tanto, si definimos ¥ ((x,t)) =t-x
para cada (z,t) € X x [0,1], tenemos que ¢ : X x [0,1] - X
es continua. Claramente, 1 satisface 1. del Teorema 4.13, y si
d denota la métrica de X, obtenida de la norma en el espacio
de Banach, podemos observar que v también satisface 2. del
Teorema 4.13. Por lo tanto, el corolario queda demostrado.[]

4.16 Corolario. [41, Corolario 6.17] Si X es un cono topoldgico
sobre cualquier espacio métrico compacto Y, entonces, existe
una funcién de tamano fuerte admisible para C,(X) para todo
n € N.
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DEMOSTRACION. Por [3, Teorema 8.1, pag. 79], podemos pen-
sar que Y estd encajado en un espacio de Banach E. Por lo
tanto, podemos considerar Y como un subespacio de E x {0}
que a su vez es un subespacio del espacio de Banach E x R.
Sean v = (e,1) € E X R fijo y X' el subconjunto de £ x R
obtenido, uniendo a cada elemento de Y con v por un arco con-
vexo en B xR. Entonces X’ es un compacto estrellado contenido
en £ x Ry, como X’ es homeomorfo a X tenemos, como con-

secuencia del Corolario 4.15 y la Proposicién 4.3, el resultado
deseado.l]

4.17 Definicién. Una dendrita es un continuo localmente conexo
que no contiene curvas cerradas simples.

4.18 Definicién. Sea X un espacio métrico parcialmente orde-
nado por <. Se dice que una métrica d es radialmente convexa
con respecto al orden parcial < en X, siz <y, y<zyy#=z2
implica que d(z,y) < d(z, z).

4.19 Teorema. [41, Teorema 6.18] Si X es una dendrita, en-
tonces existen funciones de tamafio fuerte admisibles para C,,(X),
para todo n € N.

DEMOSTRACION. Sea p € X fijo. Para cada vy, z € X, decimos
que y <, z si y estd en el Gnico arco que va de p a z. Como es
sabido, (X, <,) es un espacio parcialmente ordenado [26, pag.
680]. Por lo tanto, por [8, Teorema 1], tenemos que X tiene
una métrica d que es radialmente convexa con respecto a <.
Ademéds, por la prueba de [8, Teorema 1 pdgs. 229-230], sabemos
que:

(*)Siy <, z, entonces d(p, z) = d(p,y) + d(y, 2).

A partir de esta métrica, creamos una métrica DD que genere
la misma topologia en X para la cual se cumplan las condiciones
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del Teorema 4.13. Sean y,z € X, y A z denota el tultimo punto
(con respecto a <,) donde el arco de p a y, intersecta al arco de
p a z. Definimos D de la siguiente manera:

D(y,z) =d(y,y N z) +d(y A z,2).

Es claro que D es una métrica. Ahora, sean x € X y € > 0.
Como X es una dendrita, tenemos que X es localmente conexo
y cada subconjunto conexo de X es arcoconexo [48, Proposicién
10.9]. Por lo tanto, existe un abierto arcoconexo U de X, tal
quezr e Uy U C Vg(x) Ademas, como X no contiene curvas
cerradas simples, tenemos que si y € U, entonces x Ay € U. Lo
que implica que la D(z,y) = d(z,z Ay) +d(z Ny, y) <25 <e
Asi, D es una métrica que genera la topologia original de X.

Definimos ¢ : X x [0,1] — X como 9((z,t)), que es el inico
punto en el arco de p a x tal que:

D(p,v((z,1))) =t D(p,z).

Se sigue facilmente que 1 es continua. También, 1) satisface 1.
del Teorema 4.13 y, usando (*), observamos que v satisface 2.
del Teorema 4.13. Por lo tanto, por el Teorema 4.13, tenemos
que existe una funciéon de tamano fuerte admisible en C,,(X)
para cada n € N.[J

4.20 Proposicidn. [41, Proposicién 6.19] Sean X un continuo,
n un entero positivo, p una funcion de tamano fuerte para
Co(X),HCCp(X)yo:H— C(Ch(X)) una funcién continua
tal que, para cada B € ‘H, o(B) es un arco de orden en C,(X).
Sea ty € [0,1]. Supongamos que =1 (tg)No(B) # 0. Sipara cada
B € H, denotamos por gy, (B) al elemento de o(B)Nu~t(ty), en-
tonces la funcién oy, : H — p~1(ty), asi definida, es una funcién
continua.

72



DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.3 y por la hipdtesis de que
para cada elemento B de H, o(B) N u~'(ty) # 0, tenemos que
oy, esta bien definida. Por otro lado, si {B;};jen es una sucesion
que converge a B € H, entonces, como ¢ es continua, tene-
mos que {0(B;)};jen converge a o(B). Lo cual implica, que si
{01,(Bj,) }ren €s una subsucesion convergente, puesto que o es
continua ésta debe converger a un elemento A de o(B), pero
1~ (to) es un compacto y, por lo tanto, A también debe estar en
1 (ty). Lo que implica que A = o4,(B) vy, por lo tanto, oy, es
continua (Lema 1.19).0

4.21 Lema. [41, Lema 6.20] Sean X un continuo localmente
conexo con mas de un punto, n un entero positivo, A un sub-
conjunto cerrado de X con interior no vacio y € > 0. Si A
no contiene arcos libres en X, entonces, existe una funcién con-
tinua G : C,(X) — Cp(X)\ Cr(A, X) tal que po(G, idc,(x)) < €,
donde py es la métrica del supremo y G(B) \ A = B\ A, para
cada B € C,(X).

DEMOSTRACION. Sean X un continuo localmente conexo con
mas de un punto, A un subconjunto cerrado de X sin arcos
libres y con interior no vacio y € > 0. Por el Teorema 8.9 de
[48], podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe
una coleccion finita P de conjuntos conexos abiertos de diametro
menor que %e tal que la unién de las cerraduras de los elementos
de P es X. Ademas, podemos suponer que la cerradura de cada
elemento de P es localmente conexa y que existe un elemento «
de P tal que el conjunto:

St(a) = U{cl(B) : BePyclla)ncl(s) # 0}
esté contenido en A. Como cl(«) es un continuo localmente
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conexo, existe un arbol T" en cl(«) tal que:

M=TU{cd(B): e P\{a}tycla)nc(B) #0}

es conexo y, asi, M es un continuo localmente conexo y, por lo
tanto, C,, (M) es un retracto absoluto [58, Teorema II,,]. Por el
Teorema 1.75, existe una funcién continua r¢ : St(a) — C,(M)
tal que ro(x) = {x} para cada x € M. Por el Teorema 1.75,
podemos extender ry a r: X — C,(X), como r(z) = {z} para
cada z € X \ St(a). Puesto que A no contiene arcos libres,
tenemos que int(a) no estd contenido en M. Para concluir,
definimos G : C,(X) — C,(X) \ Cr(A, X) como sigue, G(B) =
U{r(b) : b € B}. Claramente, G esta bien definida y es continua,
pues U y r son continuas ([25, Lema 1.1 (a)]). Por otro lado,
gracias a la construccién de St(«) y de r, es facil notar que
po(G,ide,(x)) < €y, puesto que A no contiene arcos libres, te-
nemos que o ¢ M. Por lo tanto, G(B) \ A = B\ A para cada
Be C,(X).O

4.22 Lema. [41, Lema 6.21] Sean X un continuo localmente
conexo, n un entero positivo y A un subconjunto cerrado de X
con interior no vacio. Supongamos que A no contiene un arco
libre en X. Si p es una funcién de tamano fuerte admisible
para C,(X), entonces para todo ty € (0,1), el conjunto {B €
(o) : A C B} es un Z-conjunto en p~t(t).

DEMOSTRACION. Sea H : C,,(X) x [0,1] — C,,(X) una defor-
maciéon p-admisible. Fijemos £y tal que 0 < {5 < 1 y tomemos
s € (0,1). Definimos G : C,,(X) — C,(X) como en el Lema
4.21. Puesto que G(B) = U{r(b) : b € B} paracada B € C,,(X),
tenemos lo siguiente:

1. Si By y By € C,(X) y By C By, entonces G(By) C G(By).
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2. También, por el Lema 4.21, podemos suponer que G estd
tan cerca a la identidad que pu(G(X)) > to.

3. Dado que H es una deformacion p-admisible para C),(X)
y dado que s < 1y ty > 0, u(H((B,s))) < ty para cada
B e p~Y(ty). Asi, puesto que pu~t(tg) es compacto y py H
son funciones continuas, tenemos que:

inf {to — u(H((B,5))): B € p~'(to)} > 0.

Por lo tanto, usando nuevamente el Lema 4.21, podemos
suponer que u(G(H((B,s)))) < to para todo B € u1(t).

Como X es localmente conexo, tenemos que X admite una
métrica convexa p (Teorema 1.84) y que K, : [0,00) x C,,(X) —
Cn(X) definida en la Definicion 1.85, es continua. Para cada
B € u1(ty), sea:

o(B) = {G(K,(t, H((B;s)))) : t = 0}.

Ya que K, y G son continuas, tenemos que o(B) es un subcon-
tinuo de C,(X) para cada B € u~'(ty). También, usando 1. de
esta demostracién, tenemos que, para cada B € u~1(ty):

G(K,(t1, H((B, 5)))) C G(K,(ts, H((B, 5)))) si 0 < t; < t,.

Por lo tanto, o(B) es un arco de orden en C,(X), para cada
B € u~Y(ty). Por otro lado, si {B;};en es una sucesién que con-
verge a B, entonces, por la continuidad de H, K, y G, tenemos
que {G(K,(t, H((B;,)))}ien converge a G(K,(t, H((B,5)))
para todo ¢, lo que implica, que o : u=t(tg) — C(C,(X)) es
continua. Ademas, por 3. de esta demostracion, tenemos que
para cada B € u~t(ty):

M(G(Kp“)v H((37 S))))) <ty
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y, definiendo § = diam,(X) tenemos, por 2., que:
u(G(K,(0, H((B,s))))) > to.

Ahora, como o(B) es un arco de orden, resulta que o(B) N
(o) # 0, para cada B € pu~1(ty). Por lo tanto, si definimos
o1, 1 0 (tg) = 1 (tg) como en la Proposicién 4.20, obtenemos
o1, es continua. Por otro lado, el Lema 4.21 nos dice que A ¢
G(B) para ninguna B € C,(X). Por lo tanto, o, (1 1(t9)) C
o) \{B € u71(ty) : A C B}. También, para cualquier € > 0,
es facil notar que si s esta lo suficientemente cerca de 1 y G
esta también lo suficientemente cerca de la identidad, entonces
oy, estard a una distancia no mayor que e de la identidad en
p(ty). Por lo tanto, {B € u~(ty) : A C B} es un Z-conjunto
en 11 (tg).00

El siguiente teorema, nos da condiciones suficientes para ase-
gurar cuando los niveles de tamano fuerte en el n-ésimo hiperes-
pacio de un continuo, son cubos de Hilbert.

4.23 Teorema. [41, Teorema 6.23] Sean X un continuo local-
mente conexo y n un entero positivo. Si existe una funcion
de tamano fuerte admisible p para C,(X) y si X no contiene
arcos libres, entonces p~!(to) es un cubo de Hilbert para todo
ty € (O, 1)

DEMOSTRACION. Sea H : C,,(X) x [0,1] = C,,(X) una defor-
macién p-admisible para C),(X) y fijemos ty € (0, 1). Por el Teo-
rema 4.12, tenemos que 1~ 1(ty) es un retracto absoluto. Por lo
tanto, por el Teorema 1.79, es suficiente demostrar que la funcién
identidad en p~'(to) es un limite uniforme de Z-funciones. Ya
que X es un continuo localmente conexo, existe una métrica con-
vexa p para X (Teorema 1.84) y la funcién K, de la Definicién
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1.85, es una funcién continua. Fijemos s € (0,1). Definimos o
en pt(tg) como:

o(B) = {K,((t, H((B,s)))) : t = 0}

para cada B € p'(tg). Por razones similares a las del Lema
4.22, tenemos que o es una funcién continua que va de p~!(to)
a C(C,(X)) vy, que para cada B € pu~'(ty), se tiene que o(B) N
pt(tg) # 0. Asi, si definimos oy, : u=(tg) — p1(tg) como en
la Proposicién 4.20, tenemos que o0y, es una funcién continua.
Para terminar la demostracion, sélo queda demostrar que oy, es
una Z-funcién.

Puesto que H es una deformacion p-admisible y dado que
s<1yty>0, u(H((B,s))) < ty, para cada B € u~*(tg). Asf,
dado que p~t(to) es compacto y H y i son continuas, observamos
que:

sup{p(H((B,5)) : B €y~ (to)} < to.

Gracias a la definicién de o4, tenemos que para cada B €
p (o), existe tp tal que oy, (B) = K,((tg, H((B,s)))). Puesto
que, p(oy,(B)) = ty para cada B € u~t(ty), se sigue facilmente
que existe v > 0, tal que tg > v para B € pu '(ty). Sea
{p1,...,Pm} un subconjunto finito de X tal que para cualquier
punto v € X, p(z,p;) < 3, para algin i € {1,...,m}. Para
cada i € {1,...,m}, sea:

Pi={E € u\(to) : Kp(. {n}) € E}.

Demostremos ahora, que oy, (" 1(tg)) C U™, P;. Sean By €
pHto) v wo € H((Bo,s)). Como p(zg,p;) < 3, para algin
i € {1,...,m}, tenemos que, para ese ¢ y para cualquier y €
K,(3.{pi}), se cumple que:

p(y, z0) < p(y,pi) + p(pi, v0) < v < tp,
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y. por lo tanto, K, (3, {pi}) € K,((t,, H((Bo.)))) = 01,(By).
Con lo que demostramos que oy, (u~*(to)) C U™, P;. Ahora, por
el Lema 4.22, cada P; es un Z-conjunto en u~'(ty). Es decir,
o1, (1" (ty)) esta contenido en una unién finita de Z-conjuntos de
1 (to) ([9, Teorema 3.1]) y, por lo tanto, oy, es una Z-funcién.
Nuevamente, eligiendo s lo suficientemente cerca a 1, podemos
hacer que oy, esté tan cerca de la identidad en p~'(¢y) como
queramos. Con esto, hemos demostrado que la funcion identidad
es limite uniforme de Z-funciones. Finalmente, aplicamos el
Teorema 1.79 para concluir que p1(¢y) es un cubo de Hilbert.[]
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Capitulo 5

Propiedades de tamano fuerte
reversibles

Hasta antes de este capitulo, dado un entero positivo n, sélo
hemos analizado las propiedades de los niveles de tamano fuerte
del n-ésimo hiperespacio de un continuo X, a partir de las
propiedades del mismo X. Esto ha servido para entender mejor
algunas caracteristicas de C,(X), a través de sus niveles de
tamano fuerte.

Lo que queremos hacer en este capitulo, es lo contrario, es
decir; tratar de obtener informaciéon de un continuo X a partir
de su n-ésimo hiperespacio y alguna funcién de tamano fuerte
definida en él.

5.1 Definicion. Una propiedad topoldgica P es de tamano fuer-
te reversible, si siempre que X sea un continuo tal que para todo
n € Ny para toda funcién de tamano fuerte p : C,,(X) — [0, 1],
si u~1(t) tiene la propiedad P para todo t € [0,1), entonces X
tiene la propiedad P.

5.2 Definicién. Sea n € N. Una propiedad topolégica P es de
tamano fuerte n-reversible de tamano fuerte, si siempre que X
sea un continuo, tal que para toda funcién de tamano fuerte u :
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Cn(X) —[0,1], p~1(t) tiene la propiedad P para todo t € [0, 1),
entonces X tiene la propiedad P.

5.3 Observacion. Una propiedad de tamano fuerte es n-rever-
sible de tamano fuerte para todo n € N si y sélo si es reversible.
También, el ser 1-reversible es equivalente a ser reversible de
Whitney.

5.4 Observacion. El ser aciclico no es una propiedad n-rever-
sible de tamano fuerte para ninguna n > 3 (Teorema 3.31). Sin
embargo, es una propiedad reversible de Whitney [50, Ejemplo
2].

5.5 Pregunta. ;FEl ser aciclico es una propiedad 2-reversible de
tamano fuerte?

5.6 Pregunta. ;Hay alguna propiedad que sea n-reversible y
no m-reversible para m < n?

5.7 Definicion. Una propiedad topolégica P es una propiedad
de tamano fuerte solidamente reversible, si siempre que X sea
un continuo, tal que exista una funcién de tamano fuerte u :
C,(X) — [0,1], donde p~1(¢) tiene la propiedad P, para algin
n € Ny para todo ¢t € [0,1). Entonces X tiene la propiedad P.

5.8 Lema. [41, Lema 5.5] Si X es un continuo, n € Ny p :
Cr(X) — [0,1] es una funcién de tamano fuerte, entonces para
cada € > 0, existe t > 0 tal que malla(A) < € para todo A €

([0, 2]).

DEMOSTRACION. Supongamos que existen una sucesion
{tm}°_; tal que limy, sooty, = 0y A, € pt(t,) tales que
malla(A,,) > € para cada m. Sea A/ una componente de A,,
tal que didam(A/,) > e para cada entero positivo m. Puesto
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que C,(X) es compacto, existe una subsucesiéon convergente
{AL 12, de {A) . Ya que limy, ooty = 0, limy oAy,
€ Fi(X). Pero el didm(A;, ) > € para cada k. Lo cual implica
que limy_,o, didm(A;, ) > €, y esto es una contradiccién.[]

5.9 Lema. [41, Lema 5.6] Sean X un continuo y n un entero
positivo. Sie > 0, A € C,,(X) es tal que malla(A) < ey A es
un continuo de C,,(X) que contiene a A de didmetro menor que
e, entonces, malla(UA) < 3ne.

DEMOSTRACION. Sean € > 0, A € C,(X) tales que malla(A) <
e y A un continuo de C,(X) que contiene a A de didmetro menor
que €. Como A € Ay didam(A) < ¢, tenemos que d%({A}, A) <
¢, donde d2; es la distancia de Hausdorff en 22°, lo que implica
que dg (A, UA) es menor que € [47, Lema 1.48]. Sean Ay, Ao, ...,
A, las componentes de A. Puesto que dy(A,UA) < €, tenemos
que UA C U™, V.(A;). Asi, si D es una componente de UA
entonces didm(D) < Y didmV.(A;) < m(3e) < 3ne. O

5.10 Lema. [41, Lema 5.7] Sean X un continuo y n un entero
positivo. Si A y B son dos subcontinuos de C,(X) tales que
AN B # (), entonces cada componente de UA intersecta a UB y
cada componente de UB intersecta a UA.

DEMOSTRACION. Sea A € ANB. Por [17, Lema 3.1] cada com-
ponente de A intersecta a cada componente de UA y también
intersecta a cada componente de UB y, como obviamente A C
(UA) N (UB), tenemos el resultado deseado. [J

La definicién de propiedad de tamano fuerte sélidamente re-
versible puede ser modificada para obtener la siguiente definicion.

5.11 Definicién. Una propiedad topoldgica P es una propiedad
de tamano fuerte solidamente reversible por sucesiones si, siem-
pre que X sea un continuo tal que existen un n € N, una funcion
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de tamano fuerte p : C,(X) — [0,1] y una sucesion {t,, }men
de [0,1] que converge a cero que cumple que pu~'(t,,) tiene la
propiedad P para todo m € N, entonces X tiene la propiedad
P.

Claramente, el ser una propiedad que es sélidamente reversible
por sucesiones implica, ser una propiedad sélidamente reversible.

5.12 Teorema. [41, Teorema 5.8] La encadenabilidad por con-
tinuos es una propiedad de tamano fuerte solidamente reversible
por sucesiones.

DEMOSTRACION. Sean X un continuo, n € N, {#;};ey una
sucesién que converge a cero y p : Cp(X) — [0, 1] una funcién
de tamafio fuerte tal que p~1(¢;) es encadenable por continuos
para todo [ € N. Sea € > 0, por el Lema 5.8 y la convergencia de
{ti}ien, existe L € N tal que malla(A4) < 5~ para todo [ > L'y
todo A € p~1(t;). Sean p y q dos elementos de X, [ > L, Py Q
dos elementos de C(X)Nu~1(t;) talesquep € Py g € Q. Como
p~t(t;) es encadenable por continuos, existe una ==-cadena de

3n
continuos que va de P a Q en 1~ 1(#;). Denotemos a esta cadena

como A = {A;, Ay,..., A}, donde P € Ay vy Q € A,,. Por el
Lema 5.9, cada componente de UA; tiene didmetro menor que €
para cada i € {1,2,...,m}.

Dado que P € Ay NC(X), por [47, Lema 1.49], tenemos que
UA; es un continuo, de igual forma, dado que @ € A,, N C'(X)
tenemos que UA,, es también un continuo. Por lo tanto, por
el Lema 5.10, obtenemos que (UA;) U (UA2) es también un
subcontinuo de X. Continuando con este proceso, obtenemos
que U(U",A4;) es un subcontinuo de X. Por otro lado, por el
Lema 5.10, existe un conjunto de continuos {Bi, Bs,..., By}
que cumple que P C B; vy Q C B,,, donde B; = UA;, cada B;
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es una componente de UA; para i € {2,...,m—1}, B, = UA,,
B; N B;jy1 # 0. A partir de aqui, podemos definir una cadena
de continuos {Bj,..., B/} de la siguiente manera: B} = B; y
para todo i > 1, B] = B;, donde j = Max{k € {1,...,m} :
ByNB]_; # 0} y Bj no intersecta a Q o B = B; U Q donde
j = Max{k € {1,...,m} : BN B/, # 0} y B; intersecta
a (. Es facil notar, que {Bj,..., B.} es una cadena de con-
tinuos que va de p a ¢. Ahora, como malla(UA;) < € para
cada i € {1,2,...,m}, tenemos que didam(B.) < € para todo

i € {1,2,...,m}. Asi, obtenemos que X es encadenable por
continuos.[]

5.13 Teorema. [41, Teorema 5.9] Sean X un continuo, n un
entero positivo y p @ C,(X) — [0,1] una funcién de tamano
fuerte. Si existe una sucesién {t¢,,}>°_; de nimeros en (0, 1] que
converge a 0 v p1(t,,) es localmente conexo para cada entero
positivo m, entonces X es localmente conexo. Por lo tanto, el
ser un continuo localmente conexo es una propiedad de tamano
fuerte sélidamente reversible por sucesiones.

DEMOSTRACION. Para demostrar que X es localmente conexo,
por [48, Teorema 8.4], sélo necesitamos demostrar que para cada
e > 0, X puede ser visto como la unién de una cantidad finita
de subcontinuos de X con didmetro menor que e.

Sea e > 0, por el Lema 5.8, existe t € (0, 1) tal que malla(A) <
¢ para cada A € u~1(t). Puesto que {t,,}>°_; converge a 0, existe
m tal que t,, < t. Por lo tanto, malla(A) < € para todo A €
1 (). Puesto que () es un continuo localmente conexo,
por [48, Teorema 8.4], existe una cantidad finita de subcontinuos
Ty,..., T de ' (ty), tales que p ' (t,) € UM T; y didm(T;) <
+- para cada j € {1,...,k}. Para cada j € {1,...,k}, sea
G; = UI';. Entonces, por el Corolario 1.91, G € C,(X) para
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cada j € {1,...,k}. Por el Lema 5.9, malla(G;) < € para cada
jeA{l,...,k}. Dado que p*(ty,) = Ul T y Up ™ (t) = X,
tenemos que X = Ué?:lGj. Por lo tanto, podemos escribir a X
como la union de a lo mas n - k subcontinuos de X, cada uno de
los cuales con didmetro menor que €. Asi, concluimos que X es
un continuo localmente conexo.[]

5.14 Definicién. Sea X un continuo con métrica d. Decimos
que X tiene la propiedad de Kelley, si para cada ¢ > 0, existe
un 0 > 0 que satisface la siguiente condicion:

e sipy g€ X son tales que d(p,q) < dysi A€ C(X) es tal
que p € A, entonces existe un B € C(X) tal que ¢ € By
dH(A,B) < €.

5.15 Teorema. [41, Teorema 5.10] La propiedad de Kelley es
una propiedad de tamano fuerte sélidamente reversible por suce-
siones.

DEMOSTRACION. Sean X un continuo y n € N tales que existe
una funcién de tamano fuerte p : C,,(X) — [0, 1] y una sucesion
{t,n}men tales que lim,, ooty = 0y p1(t,,) tiene la propiedad
de Kelley para todo m € N.

Supongamos que X no tiene la propiedad de Kelley. Entonces
existen un elemento p de X y un € > 0 tales que para cada entero
positivo k, existen un punto ¢ de X y un subcontinuo P de
X tales que d(p, qx) < %, p € P, y para cada subcontinuo () de
X que contiene a g, dg(Py, Q) > €. Por el Lema 5.8, existe
s € [0,1] tal que malla(A) < £ para todo A € i7'(s). Sea N un
entero positivo tal que ty < s. Notemos que malla(A) < £ para
cada A € p~L(ty).

Para cada entero positivo k, sea Q. € pu '(ty) N C(X) tal
que qr € Q. Dado que C'(X) es compacto [35, Teorema 1.8.5],
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sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las sucesiones
{Pi}ren v {Qk tren convergen a Py a @, respectivamente. Ob-
servemos que P y () son subcontinuos de X. Ademas () €
pwtHty) y p € PN Q. Puesto que didm(Q) = malla(Q) <
tenemos que dy(P,PUQ) < §.

Puesto que p~'(ty) tiene la propiedad de Kelley, y Q €
pt(ty), existe un § > 0 tal que si A € p(ty), dg(Q,A) < §
y Q es un subcontinuo de p~!(ty) que contiene a @ ([47, Lema,

14.11.1]), entonces existe un subcontinuo A de p~1(ty) tal que
Ae Ay d3(Q, A) < £, donde dj; es la métrica de Hausdorff en
Cu(tn))-

Sea Q = C(PUQ)Nu (ty). Entonces Q es un subcontinuo
de p~*(ty) que contiene a Q. Sea kg un entero positivo tal que
di(Pry, P) < £y dg(Qr,, @) < 0. Entonces existe un subconti-
nuo Qy, de u~(ty) tal que Qp, € Qk, ¥ d%I(Qko, Q) < 5

Sea @) = UQy,. Entonces, por el Lema 1.90, @’ es un sub-
continuo de X. Notemos que g, € @'. Dado que PUQ =
UQ y du(Q,Qk,) < £, por [25, Lema 1.1 (a)], tenemos que
dH(P U Q,Q/) < % Por lo tanto, dH(Pk‘O)QI) < dH(Pka)
+dy(P,PUQ)+dg(PUQ, Q") < ¢, lo cual es una contradiccion
con la eleccién de gx,. Con lo que concluimos que X tiene la
propiedad de Kelley.[]

€
3

5.16 Corolario. [41, Corolario 5.11] La propiedad de Kelley es
una propiedad de tamano fuerte sélidamente reversible.[]
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Capitulo 6

Funciones tamano

En realidad, las funciones tamano que no son de Whitney para
el hiperespacio de subcontinuos de un continuo se han estudiado
poco, como consecuencia, tampoco se sabe mucho acerca de los
niveles de tamano, lo que hacemos en este capitulo es estudiar
un poco sobre estos dos temas.

6.1 Techos de Niveles tamano

A continuacién presentamos la definicién dada en la Definicion
1.62, restringida al hiperespacio de subcontinuos de un continuo.

Se dice que una funcién continua o : C(X) — [0,00) es una
funcidn de tamano (o funcion tamano) si o({x}) = 0 para todo
reXyo(A) <o(B)siAC B. Site[0,0(X)], decimos que
o~ L(t) es un nivel de tamario.

Sin duda, el ejemplo mas conocido de funcién tamano es el
diametro, que es, una funciéon de tamano para todo continuo X.
Cabe mencionar, que el tinico continuo que se conoce para el
cual la funcién de diametro es de Whitney es el arco, hasta la
fecha es una pregunta abierta el si hay otro continuo en el que
la funcién diametro sea una funcién de Whitney.
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Como podemos ver en la siguiente proposicién, no es dificil
construir funciones de tamano que no sean de Whitney.

6.1 Proposicion. Para todo continuo no degenerado existe una
funcién tamano que no es funcién de Whitney.

DEMOSTRACION. Sabemos que, para todo continuo X, existe
una funcién de Whitney p : C(X) — [0, 1] (Teorema 2.1). Sean
to, t1 € R tales que 0 < ty < t; < 1. Definimos o : C'(X) — R
como:

o(A) = p(A) si p(A) < to,

O'(A) = to si to < /L(A) < tl,

o(A) = p(A) —t1 +to si p(A) > ;.

Claramente, o es una funcién de tamano que no es de Whitney,
de hecho o7 1(ty) = u1([to, t1]). O

Dada la Proposicion 6.1, uno podria pensar que todos los
niveles tamano contienen algtin nivel de Whitney, el siguiente es
un ejemplo en el cual un nivel tamano no contiene ningun nivel

de Whitney:
6.2 Ejemplo. Sea o : C([0,3]) — R, definida por:
o(A) =diam(A\ [0, 1]).

En este ejemplo definimos el diametro del conjunto vacio como
0. o es una funcién continua, pues si dy(A, B) < €, entonces
|didm(A \ [0, 1]) — didam(B \ [0,1])] < 2dy(A, B) < 2e.

Si A C B, entonces (A \ [0,1]) C (B \ [0,1]). Por lo tanto,
o(A) < o(B). Observemos que 0 1(1) = {[z,z +1] : 1 <z <
2} U{[z,2] : 0 < & < 1}. Ademads, notemos que si A es una
anticadena contenida en o~1(1), entonces AN{[x,2] : 0 <z < 1}
tiene a lo mas un elemento, pues {[x,2] : z < 1} es una familia de
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conjuntos anidados. Por lo tanto, 0~!(1) no contiene ninguna
anticadena que intersecte a cada arco de orden de Fi([0,3]) a

[0, 3] y, asf, por el Teorema 3.3, ¢~ 1(1) no contiene ningtin nivel
de Whitney.[]

A continuacion presentaremos una condicién suficiente para
que un nivel de tamano contenga un nivel de Whitney. Para eso
necesitamos las siguientes definiciones:

6.3 Definicion. Dado un espacio métrico X, llamaremos AO(X)

al conjunto de todos los arcos de orden de los elementos de F;(X)
aX.

6.4 Definicién. Dados un continuo X, x € X, un arco de orden
ade {z} a X, 0: C(X) — [0,1] una funcién de tamano y un
nivel de tamaiio £ = o~ 1(t), para algin t € [0, 1], definimos
Maéax,(«) como el elemento K € aN L tal que C' C K para todo
Ceanlk.

6.5 Observacion. Notemos que la Definiciéon 6.4 es correcta,
ya que Méax,(«) siempre existe. Esto se debe a que «([0,1]) y £
son compactos, «([0,1]) N L # 0 (por la continuidad de «, de o
y el Teorema del valor intermedio) y « es un conjunto ordenado
por C.

6.6 Definicién. Dados un continuo no degenerado X, o : C'(X)

— [0, 1] una funcién de tamano, ¢ € [0, 1] y un nivel de tamafio
L =oc"1t) en C(X), definimos Qx  como:

Ox.r = {Méx,(a) : a € AO(X)}.
A Ox  lo llamaremos techo de L.

En la siguiente proposiciéon damos condiciones suficientes para
asegurar cuando un nivel de tamano contiene un nivel de Whit-
ney.
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6.7 Proposicién. Sean X un continuo, o : C(X) — [0, 1] una
funcién de tamano, ¢t € [0,1] y £ = o~ !(¢) un nivel de tamaro
en C'(X). Si para cualesquiera Ay B € L, con la propiedad de
que A C B, existe un C' € L tal que A C int(C), entonces L
contiene un nivel de Whitney.

DEMOSTRACION. Observemos que si ¢t = 0, entonces Fi(X) C
p~(t). Supongamos que t > 0. Entonces, por definicién,
p ()N Fi(X) = 0. Consideremos a Qx » como en la Definicién
6.6. Por construccién, Qx , intersecta a cada arco de orden.
Demostraremos que Qx  es una anticadena. Sean A, B € Ox
tales que A C B. Por hipdtesis, existe C' € L tal que A C
int(C'). Sea a un arco de orden tal que A = Maix,(a).
Como A C int(C), A € (int(C)), y, por lo tanto, a '(A) €
a~t((int(C)),). Como a({int(C)),) es abierto y A C X, exis-
te r > a '(A) tal que a(r) € (int(C)), asi, A C a(r) C C. Lo
que contradice el hecho de que A = Méx,(«). De esta forma,
queda demostrado que Qx , es una anticadena. Asi, por el Teo-
rema 3.3, concluimos que Qx , es un nivel Whitney.[

6.8 Ejemplo. Como consecuencia directa de la Proposicion 6.7,
tenemos que diam: S — [0, 2] es una funcién de tamafio, que
no es de Whitney, tal que cada nivel de tamano contiene a un
nivel de Whitney. Observemos que para t < 2, didm™~!(¢) es un
nivel de Whitney (Teorema 3.3), pues si A y B € didm™1(#),
entonces A ¢ B o viceversa.

Para el Lema 6.10 necesitamos la siguiente definicién.

6.9 Definicién. Sea X un continuo. Para una funcién de tama-
fio o : C(X) — [0,1], 7 € [0, 1], un nivel tamafo ¢~ *(r) y una
funcién de Whitney p : C(X) — [0, 1], definimos una sucesién
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de funciones de Whitney {u,}>2; de la siguiente manera: u,, :
C(X) = R como p,(A) =c(A) + %. Por la Proposicién 2.2,
tenemos que cada pu, es en realidad una funciéon de Whitney.
Definimos también C,, = i, ([r,7 + 5:]) ¥ Qn = p (1 + 57).

6.10 Lema. Sean X un continuo, o : C'(X) — R una funcién
tamano y £ = o !(r) un nivel tamano. Si {Q,}>%, es una
sucesion de nivles de Whitney descritos en la Definicion 6.9,
entonces Qx  C lim inf 9,

DEMOSTRACION. Sean A € Qy » y « un arco de orden tales que
A = Méx,(a). Por el Teorema 3.3, sabemos que aN Q,, # 0y
consiste de un unico elemento, llamemos a este elemento A,,. Sea
C, como en la Definicién 6.9. Como £ C C, vy A, = Méx¢, («),
tenemos que A C A, para todo n € N. Ademas, como C,;1 C
Cn, A1 C A, y v es un arco de orden {4, }°°, tiene un tnico
punto limite B. Notemos que B € L, pues NyenCp, = L. Como
ya dijimos, A C A,, para todo n € N, lo que implica que A C B.
Por otro lado, B € L N «, pues a es compacto, asi A = B,
pues A = Max,(a). Con lo que demostramos que la sucesién
{A,}>2 | converge a Ay, por lo tanto, Qx » C lim inf Q,,.[]

6.11 Lema. Sean X un continuo, o : C(X) — [0, 1] una funcién
tamafio, r € [0,1] y £ = o~ !(r) un nivel tamafo. Sea {Q,}>,
una sucesion de niveles de Whitney descritos en la Definicion
6.9. Si B € lim sup 9, y X es conexo en pequeno en cada
elemento de B, entonces B € Qx .

DEMOSTRACION. Sea B € lim sup Q,. Si r = 1, tenemos
que Q, = p (1 + 5) = {X}, para todo n € N. Lo que
implica que B = X y, por lo tanto, B € Qyx,. Suponga-
mos que r < 1. Entonces B € lim ,_,,C, pues Q, C C,
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y Chi1 C C, para cada n € N. También sabemos que B €
fr(c=1([0,7])), de lo contrario, B no estaria en el limite su-
perior de la sucesion {Q,}>°,. Para demostrar lo anterior,
supongamos que B ¢ fr(c71([0,7])). Entonces existe ¢ > 0
tal que VH(B) c o7 1([0,7]) o VE(B) c C(X)\ o }([0,r]).
Supongamos primero que V. (B) C o71([0,r]). Entonces si
A € VH(B)N Q, para algin n € N, tenemos que, p,(A) =
r+ 2%, lo cual es una contradiccién pues A # X y o(A) <
Ahora, supongamos que VH(B) c C(X)\ o~ 1([0,7]). Por lo
tanto, cl(VgH(B)) C C(X) \ o7(]0,7]), lo que implica que a =
min{c(A)—r: A € d(V¥(B))} > 0. Sea N € N tal que 55 < a.
Entonces 9,, N VgH (B) = 0 para todo m > N, lo que implica
que B ¢ lim supQ,,. Asi, B € fr(c1([0,r])).

Por otro lado, dado que X es conexo en pequeno en cada
elemento de B, podemos encontrar J, € C(X) tal que B C
int (J,) y Jn € VE(B). Como B C int (J,), (int (J,)); N Qu #
() para algun n’ € N.

Como p,y(B) = o(B) + ”( )<y + 35 -L existe €, > 0 tal que
o (R) < r+ 2}, (B ) Sea K,y € C'(X) tal que
dy(Ky,B) < €y, K,y C J, y que B Cint (K,/). Entonces K,,
es conexo en pequeno en cada punto de B, ademds, ji,y(K,) <
r+ 57 Como (Jy)1 N Qp # (), tenemos que si 8 es un arco de
orden de K, a J, (el arco existe por [47, Teorema 1.8]), entonces
BN Q. # 0. Sea D1 un continuo tal que K,y C Dy C J, vy
pn(Dy) =r+ 2n,, Dy es conexo en pequeno en cada elemento de
B pues K,y C Dy. Haciendo un procedimiento igual pero ahora
con C(Dy) y con los niveles Q, N C'(D;), podemos encontrar
Dy con las propiedades de que B C int(Dy) C Dy C Dy, Dy
es conexo en pequeno en cada punto de By p,#(Dy) = r + #
para alguna n” € N. Repitiendo el proceso, encontramos una

n

=
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sucesion {D,}5°, con las siguientes propiedades:
1. D,.1 C D, para todo n € N,
2. B C int(D,) C D, para todo n € N,

3. D, es conexo en pequeno en cada punto de B para todo
n € N,

4. w(Dy,) =1 + 5 para alguna [ € N,
5. 1fm sedr(Dy, B) = 0.

Por como estd definida la sucesion {D,}>°,, tenemos que
lim,,_,~ D, = B. Ahora, sélo resta encontrar un arco de orden 6
para el cual B = Méx,(0).

Para cada n € Nsea 0, : [l + 5,1+ 5] — C(X) un arco
de orden de D,, a D,,_1, en donde Dy = X. También, dado un
punto y € B, sea a : [0,1] — C(X) un arco de orden tal que
a(0) = {y} v a(l) = B. Definimos 6 : [0,2] — C(X) como
sigue:

0(t) =0,(t) sit € 1+ 5,14 5] y 0(t) = a(t) si t € [0,1].
6 es continua, pues si {t,,}°°; es una sucesiéon que converge a 1,
entonces la sucesién {0(t,)}>°; converge a §(1). Por lo tanto, 0
es un arco de orden que va de {y} a X para el cual B = Méax,(6).
Con esto concluimos que B € Qx ,.[]

6.12 Teorema. Si X es un continuo localmente conexo, en-
tonces cada nivel de tamano contiene un conjunto que es el limite
de una sucesion de niveles de Whitney.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un continuo localmente
conexo. Sean o : C'(X) — R una funcién tamafio y £ = o~ 1(r)
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un nivel tamano. Sea {Q,,}°2; una sucesién de nivelets de Whit-
ney definidos como en la Definicién 6.9. Por el Lema 6.10, tene-
mos que Qx  C lim inf Q,,. Por el Lema 6.11 y el hecho de que
X es localmente conexo, obtenemos que lim sup 9, C Qx..
Asi, Ox ¢ = lim, 9, (Lema 1.56).00
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