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F. Cálculo Expĺıcito de los valores de expectación en SACM. 105
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14C+α→18O. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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π〉 cuando
α→ 0 y cuando α→∞. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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Introducción.
Hoy en d́ıa, existe un gran número de modelos que tienen como objetivo estudiar
y describir las propiedades estructurales del núcleo a bajas enerǵıas, los modelos
algebraicos de cúmulos son un ejemplo.

Los modelos algebraicos de cúmulos se dividen en dos grandes grupos: El Modelo
Fenomenológico Algebraico de Cúmulos (PACM, por sus siglas en inglés) y el Mo-
delo Semimicroscópico Algebraico de Cúmulos (SACM, por sus siglas en inglés). El
primer modelo no toma en cuenta el principio de exclusión de Pauli mientras que el
segundo si lo hace. Como ejemplo del primer grupo tenemos al Modelo de Vibrones
(VM, por sus siglas en inglés) [1], mientras que una buena descripción del SACM la
podemos encontrar en las referencias [2,3].

Dado que el SACM toma en cuenta el principio de exclusión de Pauli, nos limita-
remos a trabajar únicamente con este modelo para la descripción de núcleos ligeros
(descritos por un Hamiltoniano caracterizado por ciertos operadores invariantes ob-
tenidos de las cadenas de grupos referentes a SU(3) y SO(4) ) como es el caso del
sistema 16O+α→20Ne.

Como veremos más adelante, el SACM muestra ciertas ventajas como la de ser de
simple estructura y fácil de resolver numéricamente. Por otra parte, tiene la desven-
taja de ser demasiado abstracto y es dif́ıcil visualizar las propiedades geométricas.
Para poder superar dicha dificultad se ha optado por el estudio de este modelo me-
diante un mapeo geométrico haciendo uso del método de estados coherentes [4].

Los Estados Coherentes no solamente han sido aplicados al IBA (Interacting Bo-
son Approximation, por sus siglas en inglés) o a moléculas atómicas [5,6,7,8,9], sino
también a otros modelos algebraicos con origen microscópico dentro del modelo de
capas. En [10], el método de estados coherentes vectoriales [4] fue usado para mapear
el modelo simpléctico [11] al modelo geométrico del núcleo [12]. El mapeo geométri-
co resultó de gran uso en los cálculos del espectro nuclear [13,14] y en la predicción
del espectro de núcleos pesados [15]. Un núcleo está caracterizado por un Hamil-
toniano algebraico. El mapeo geométrico nos permite obtener el valor esperado de
éste operador Hamiltoniano, consiguiendo aśı una enerǵıa potencial semi-clásica.

Es importante decir que la mayoŕıa de las aplicaciones de los modelos de cúmu-
los algebraicos son restringidas a simetŕıas dinámicas (casos especiales en el que
se puede obtener soluciones anaĺıticas para el problema de eiguenvalores), donde el
Hamiltoniano es función de ciertos operadores invariantes de Casimir obtenidos de
una cadena de grupos. Sin embargo, los casos más interesantes se encuentran fue-
ra de las simetŕıas dinámicas, permitiendo la investigación de transiciones de fase
(transiciones de fase o de forma entre las simetŕıas dinámicas).

El análisis de transiciones de fase puede realizarse de igual manera considerando
rotaciones sobre el sistema de cúmulos. Para imponer rotaciones en el sistema, se
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usa el método del “cranking” [12,16,17,18], lo que genera bandas rotacionales y per-
mite el cálculo de momentos de inercia. Cambios en el comportamiento rotacional
son relacionados a transiciones de fase nucleares. De esta manera, el método del
“cranking” no sólo permite el estudio de diferentes fases sino que da información
adicional sobre los momentos de inercia y del espectro. El método del “cranking”
ya ha sido aplicado anteriormente [17,18,19] incluso en el IBA [20].

El trabajo que se presenta a continuación tiene como objetivo principal mostrar que
es posible realizar un estudio completo de transiciones de fase dentro del SACM con
“cranking” mediante teoŕıa de catástrofes.

La teoŕıa de catástrofes estudia la dependencia de la naturaleza de equilibrio de
un sistema f́ısico con respecto a ciertos parámetros que aparecen en ecuaciones las
cuales expresan leyes dinámicas del mismo sistema.

El presente trabajo tiene la siguiente estructura.

CAPÍTULO 1: En este caṕıtulo, se da una explicación general de Modelo Semimi-
croscópico Algebraico de Cúmulos (SACM). También se propone un Hamiltoniano
para un sistema de dos cúmulos rotantes.

CAPÍTULO 2: En este caṕıtulo se introducirán los estados coherentes para hacer el
mapeo geométrico de los modelos algebraicos de cúmulos de manera que al tomar
el valor esperado del Hamiltoniano para dos cúmulos esféricos con “cranking”, po-
damos obtener una Superficie de Enerǵıa Potencial (PES, por sus siglas en inglés)
o potencial semi-clásico en términos de varios parámetros (donde uno de ellos es el
parámetro de “cranking” Ω) y de 3 variables α, θ y φ que representan la distancia
entre cúmulos, el ángulo polar y el ángulo azimutal respectivamente.

CAPÍTULO 3: En este caṕıtulo se da una explicación detallada del formalismo de
teoŕıa de catástrofes y de como puede ser aplicada a un ejemplo sencillo como es el
caso de sistemas de esṕın con Hamiltonianos no axialmente simétricos. De igual ma-
nera, dada la superficie de enerǵıa potencial obtenida para el SACM en el caṕıtulo
2, se muestra un estudio de las transiciones de fase dentro del SACM usando teoŕıa
de catástrofes y se aplica a un sistema de núcleos ligeros en generale y a un ejemplo
espećıfico como es el sistema de 16O+α →20Ne. Se trabajará con los conjuntos de
bifurcación (curvas asociadas con puntos cŕıticos degenerados) y con la ráız cŕıtica
v = cos(2θ) = 0. Para finalizar el caṕıtulo, se presenta una discusión de los resulta-
dos obtenidos.

CAPÍTULO 4: Por último, se darán las conclusiones del trabajo, además se plantean
las posibles aplicaciones futuras.
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Caṕıtulo 1

El Modelo Semimicroscópico
Algebraico de Cúmulos.

1.1. Primeros pasos en la construcción del SACM.

A principios de los ochenta un modelo fenomenológico algebraico de cúmulos mejor
conocido como el Modelo de Vibrones (VM) [1] fue introducido para la descripción
de estados quasi-moleculares y estados de cúmulos.

En su forma original, el VM tiene una estructura de grupo U(4) (en el apéndice A se
encuentra un resumen de grupos unitarios) y fue elaborado para tomar en cuenta el
movimiento relativo en un sistema de 2 cúmulos. Sus aplicaciones se encuentran en
el área de sistemas de núcleos ligeros [21-23] y otros sistemas moleculares atómicos.
Al ser combinado con el Modelo de Bosones Interactuantes (IBM) [24] o con el Mo-
delo de Fermiones Interactuantes (IFM, por sus siglas en inglés) [25], se logró una
descripción de los grados de libertad internos de los cúmulos, por lo que el enfo-
que algebraico permitió describir sistemas de cúmulos más complicados, incluyendo
ejemplos de núcleos pesados [26,27].

Por muchos años, varios métodos de teoŕıa de grupos han sido utilizados para el
estudio de cúmulos microscópicos [28-34], pero la relación entre el enfoque fenome-
nológico y microscópico no hab́ıa quedado clara.

La aplicación del VM, a algunas bandas bien establecidas de cúmulos nucleares
ligeros, mostró la necesidad de modificar las suposiciones del modelo con respecto
al espacio modelo [35,36] y el factor espectroscópico de los cúmulos [37]. La razón
de que el VM no fue exitoso (en su forma original) en la descripción de cúmulos
nucleares, se bebe a que dicho modelo no toma en cuenta el principio de exclusión de
Pauli. El VM funciona en la descripción de cúmulos pero sigue mostrando problemas
en la construcción de estados, por ejemplo en el ĺımite de SO(4) con L = 0 (definido
en el apéndice B), el valor esperado para el operador de número n̂π =

(
π̂† · π̂

)
con
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m = 0,±1 es dado por [38]:

〈n̂π〉 =
N − 1

2
. (1.1)

El problema es que cuando N (número de bososnes ) aumenta, la estructura de los
estados cambia, implicando no convergencia de los mismos. La descripción completa
del VM se da en el apéndice B de éste trabajo.

Con la modificación del sector de movimiento relativo en la parte de enfoque fe-
nomenológico los sistemas de dos cúmulos doblemente mágicos pod́ıan describirse
razonablemente bien, sin embargo, el espacio del modelo todav́ıa no es apto para
otros sistemas de cúmulos. Para superar estas dificultades, se propuso un enfoque
semimicroscópico algebraico a los problemas de cúmulos nucleares [2,39] el cual ya
ha tenido algunas aplicaciones [39-42]. De esta manera, en la descripción semimi-
croscópica, los operadores f́ısicos (expresados, cómo puede verse en el apéndice A,
en términos de los generadores de algunas cadenas de grupos) tienen un tratamiento
fenomenológico, y esto es combinado con un espacio modelo microscópico, es decir,
libre de estados que no toman en cuenta el principio de exclusión de Pauli.

1.2. Teoŕıa del SACM.

1.2.1. El espacio modelo.

El SACM es un modelo algebraico de colectividad dipolar cuya suposición básica
es que los grados de libertad relevantes del núcleo pueden dividirse en 2 grupos: El
primer grupo está relacionado con el movimiento relativo rotacional-vibracional de
los núcleos, mientras que el segundo grupo está relacionado con la estructura interna
de los núcleos.

Para la descripción algebraica del movimiento relativo, el (VM) con estructura de
grupo U(4) ha demostrado ser exitoso. Los grados internos de libertad relacionados
con el movimiento relativo de dos núcleos sin estructura (vistos a partir del modelo
de capas del oscilador armónico) son entendidos como oscilaciones en 3 dimensiones
descritas con operadores bosónicos de creación y aniquilación de momento angular
uno:

π̂µ , π̂†µ , (µ = 0,±1). (1.2)

Para el sistema de dos cúmulos, se adiciona un conjunto de operadores bosónicos
escalares de creación y aniquilación de momento angular cero:

σ̂ , σ̂†. (1.3)

Estos tienen la finalidad de establecer un corte para mantener constante el número
de bosones totales N̂ = n̂π + n̂σ.
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Hay ciertas condiciones que los operadores bosónicos vectoriales y escalares cumplen:

1. La componente contravariante del operador de aniquilación está relacionada
con la componente covariante mediante la relación:

π̂µ = (−1)1−µπ̂−µ , (µ = 0,±1), (1.4)

y de forma similar para el operador π̂†µ.

2. Los operadores bosónicos (vectoriales y escalares) de creación y aniquilación
satisfacen las relaciones de conmutación de operadores bosónicos:

[π̂µ′ , π̂†µ] = δµ′µ [σ̂, σ̂†] = 1. (1.5)

Dada la construcción anterior en términos de operadores bosónicos de creación y
aniquilación, uno puede construir con ellos a los generadores de los grupos Û(3) y
Û(4):

Generadores de Û(3)

π̂†µπ̂
µ
′

. (1.6)

Generadores adicionales para Û(4)

π̂†µπ̂
µ
′

π̂†µσ̂ σ̂†π̂µ σ̂†σ̂. (1.7)

Una de las principales ventajas del enfoque algebraico es que permite la construcción
(en ciertos casos especiales) de expresiones anaĺıticas para todas las cantidades ob-
servables de una manera simple [43]. Estos casos especiales y simples corresponden
a las simetŕıas dinámicas del Hamiltoniano de nuestro sistema nuclear ligero.

La técnica usada para encontrar soluciones anaĺıticas de un problema de eigenva-
lores con estructura de grupo G es como sigue [43]. En general, el Hamiltoniano H
contiene todos los generadores de G. Sin embargo, suponemos que H contiene sólo
los operadores invariantes de una cadena completa de grupos

G ⊃ G
′
⊃ . . . (1.8)

Entonces el problema puede ser resuelto anaĺıticamente, dado que la cadena (1.8)
da una base en la que H es diagonal. Para encontrar las cadenas apropiadas al pro-
blema, es necesario recordar que los estados son caracterizados por un buen número
cuántico de momento angular J por lo que los subgrupos de G deben de contener al
grupo de rotaciones SOR(3) donde el sub́ındice hace referencia a la parte relativa.
Tomando en cuenta lo anterior, es posible poder definir sólo dos cadenas de subgru-
pos de G = U(4).
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SIMETRÍA DINÁMICA SU(3)

UR(4) ⊃ SUR(3) ⊃ SOR(3) ⊃ SOR(2)
[N, 0, 0, 0] (nπ, 0) LR MR

(1.9)

nπ = N,N − 1, . . . , 1, 0

LR = nπ, nπ − 2, . . . , 1 o 0

MR = LR, LR − 1, . . . ,−LR

SIMETRÍA DINÁMICA SO(4)

UR(4) ⊃ SOR(4) ⊃ SOR(3) ⊃ SOR(2)
[N, 0, 0, 0] (ω, 0) LR MR

(1.10)

ω = N,N − 2, . . . , 1 o 0

LR = ω, ω − 1, . . . , 1, 0

MR = LR, LR − 1, . . . ,−LR

El ĺımite SU(3), corresponde a la vibración del sistema alrededor de una forma
de equilibrio esférica, mientras que el ĺımite SO(4) describe la deformación dipolar
estática. En la figura 1.1 se muestra para el modelo SACM la representación gráfica
de los ĺımites de SU(3) y SO(4).

Figura 1.1: Representaciones gráficas de las simetŕıas SU(3) y SO(4) para
el SACM. Como puede verse para el SACM en el ĺımite SU(3) hay una
distancia mı́nima r0 entre los centros de los cúmulos obtenida a partir del
número mı́nimo de cuantos relativas presentes en este modelo, r0 ≈

√
n0,

[44].
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Para el SACM se considera el modelo SU(3) de Elliot [45], para la descripción de los
cúmulos. Esta elección se debe a que en el SACM los cúmulos tienen que describirse
con el modelo de capas que se representa apropiadamente por el mismo modelo de
Elliot.

Como podemos observar, el grupo SU(3) aparece tanto en la descripción de mo-
vimiento relativo como en la descripción de cúmulos individuales. Será importante
de esta manera que este mismo grupo aparezca en la descripción de núcleo unifica-
do. La base idónea para un sistema de dos cúmulos en el SACM tiene la siguiente
estructura:

SUC1
(3) ⊗ SUC2

(3) ⊗ SUR(3) ⊃
| (λ1, µ1) (λ2, µ2) (nπ, 0)

⊃ SUC(3) ⊗ SUR(3) ⊃
(λC , µC) (nπ, 0)

⊃ SU(3) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)
(λ, µ) κL M 〉

(1.11)

Aqúı (λk, µk) se refiere a la representación irreducible de SUCk
(3) del k-ésimo cúmu-

lo, (λ, µ) es la representación irreducible de SU(3), (λC , µC) es la representación
irreducible de SUC(3), mientras que L es el momento angular total, M la proyección
del mismo y nπ es el número de cuantos de oscilación relativas. En el caso de κ,
esta es utilizada para distinguir ocurrencias múltiples de una L en (λ, µ). La cadena
anterior puede ser utilizada para la clasificación de los estados del SACM.

Como podemos observar en la base (1.11), los estados base del SACM se caracte-
rizan por tener como etiquetas a las representaciones irreducibles (números cuánti-
cos) propias de cada grupo. En términos de representaciones irreducibles, lo que se
está realizando es un acoplamiento de representaciones irreducibles (λk, µk) pertene-
cientes a SUCk

(3) con la representación irreducible (nπ, 0) perteneciente a la parte
relativa SUR(3). Dicho acoplamiento resulta en un conjunto de representaciones
irreducibles totales (λ, µ) (tomando en cuenta el principio de exclusión de Pauli).
Entonces, dado el acoplamiento de representaciones irreducibles para 2 cúmulos, se
obtiene que:

(λ1, µ1)⊗ (λ2, µ2)⊗ (nπ, 0) =
∑
(λ,µ)

m1,2
λ,µ(λ, µ). (1.12)
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Como se dijo anteriormente, el SACM toma en cuenta principio de exclusión de Pau-
li, pero para esto es necesario imponer una condición mı́nima que nos garantice un
mı́nimo de cuantos de oscilación relativas. A dicha condición se le llama Condición
de Wildermuth. De esta manera, para el SACM hay un número mı́nimo de cuantos
de oscilación relativa, n0.

Una vez que se han obtenido las representaciones irreducibles totales, estas últimas
son comparadas con las representaciones irreducibles del Modelo de Capas SU(3).
Finalmente nos quedamos con las representaciones irreducibles totales que coinci-
dan con las representaciones irreducibles del Modelo de Capas. Las representaciones
irreducibles que se obtuvieron son las pertenecientes al Espacio de Hilbert conside-
rado en el SACM, y que satisface el principio de exclusión de Pauli.

De manera gráfica, lo que estamos haciendo es una intersección del espacio del
modelo de capas con el espacio preliminar dado por la ecuación (1.12). El espacio
obtenido de la intersección es el espacio del modelo SACM y se ve en la figura 1.2.

   ESPACIO
PRELIMINAR

   ESPACIO DEL 
    MODELO DE 
         CAPAS

 ESPACIO MODELO
        DE SACM

Figura 1.2: Representación gráfica de la intersección entre el espacio pre-
liminar y el espacio del modelo de capas.

Un ejemplo t́ıpico de aplicación del SACM es sobre el núcleo 20Ne descrito por el
sistema de dos cúmulos 16O y α (16O+α→20Ne) los cuáles se toman como cúmulos
esféricos sin estructura. Esto es sólo una definición porque como sabemos, cada uno
de estos cúmulos está conformado por nucleones. En la figura 1.3 se muestran los
diagramas de ocupación de capas correspondientes a los núcleos 16O y α para el
sistema unido 20Ne:
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Figura 1.3: Modelo de Capas para cúmulos individuales (16O,α) y para el
sistema unido (20Ne).

Se puede observar que para el 16O, el número total de cuantos en el modelo de capas
es 12 ya que 4 · 0 + 12 · 1 = 12. Para el caso de la part́ıcula α, el número total de
cuantos en el modelo de capas es 0 ya que 4 · 0 = 0. De esta manera, para el sistema
completo 16O+α, se obtiene un total de 12 cuantos de oscilación. Si ahora se toma
el caso del sistema de cúmulos unido 20Ne, el número de cuantos de oscilación total
es 20 ya que 4 · 0 + 12 · 1 + 4 · 2 = 20. La diferencia entre el número total de cuantos
de oscilación relativas de los sistemas individuales 16O y α y el sistema de cúmulos
unido 20Ne es 8.

De lo anterior, llegamos a la conclusión que para que exista el sistema 20Ne (con
sus 20 cuantos en el modelo de capas), es necesario añadir 8 cuantos como mı́nimo.
Si se añadieran menos de 8 cuantos (digamos 7 cuantos), significaŕıa que para que
pudiera existir el sistema 20Ne, se tendŕıa al menos un nucleón en un estado que
se encuentra ya en su máxima ocupación, violando aśı el Principio de Exclusión de
Pauli. Esto último se puede ver en la figura 1.4.

Figura 1.4: Violación del Principio de Exclusión de Pauli.
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Por lo tanto, para que exista el sistema 20Ne con sus 20 cuantos de oscilación, es
necesario un mı́nimo n0 = 8 de cuantos de oscilación relativa. Dicha condición se
conoce como la Condición de Wildermuth.

1.2.2. El Hamiltoniano.

Un sistema cuántico puede representarse por un Hamiltoniano. Dicho Hamiltoniano
puede ser invariante bajo un álgebra g = {gi} si [H, gi] = 0, de este modo, se dice
que el sistema tiene una simetŕıa descrita por dicha álgebra g. Si en vez de conside-
rar un álgebra se considera una cadena de álgebras, se puede introducir el concepto
de simetŕıa dinámica. Cuando es tomada en cuenta una simetŕıa dinámica, el Ha-
miltoniano se puede expresar en términos de operadores invariantes (operadores de
Casimir) pertenecientes a la cadena de álgebras. Para nuestro caso, utilizaremos un
Hamiltoniano que es la suma de Hamiltonianos descritos por la simetŕıas dinámicas
de SU(3) y de SO(4), a cada uno de los Hamiltonianos (propios de una simetŕıa
dinámica) los multiplicaremos por una función que depende de la variable x que
adquiere un valor entre 0 y 1, lo que indica que x = 0 corresponde al ĺımite SO(4)
y x = 1 corresponde al ĺımite SU(3). Un posible Hamiltoniano que se usa para
describir un sistema nuclear ligero de 2 cúmulos esféricos, puede expresarse como:

Ĥ = xĤSU(3) + (1− x)ĤSO(4), (1.13)

Donde

ĤSU(3) = ~ωn̂π + (a− b∆n̂π)Ĉ2(λ, µ) + ξL̂2

ĤSO(4) =
c

4
[(π̂† · π̂†)− (σ̂†)2][(π̂ · π̂)− (σ̂)2] + ξL̂2. (1.14)

Donde ∆n̂π = n̂π − n0, n̂π =
(
π̂† · π̂

)
=
∑
m π̂
†
mπ̂

m con m = 0,±1 y n0 6= 0
es el número mı́nimo de quantas. El resultado de aplicar el segundo operador de
Casimir de SU(3) a un estado | ψ〉 (cualquier estado perteneciente a un multiplete,
en especial, un estado de mı́nimo peso) es:

Ĉ2(λ, µ) | ψ〉 = (λ2 + µ2 + λµ+ 3λ+ 3µ) | ψ〉. (1.15)

Para el caso de dos cúmulos esféricos (con (λk, µk) = (0, 0), (λC , µC) = (0, 0) y
(λ, µ) = (nπ, 0)), el operador de Casimir de segundo orden para SU(3) esta dado
por n̂π(n̂π + 3), es decir, Ĉ2(λ, µ) = Ĉ2(nπ, 0) = n̂π(n̂π + 3).

El operador de momento angular total coincide en este caso con el del movimiento
relativo, es decir, L̂2 = L̂2

R donde R denota movimiento relativo. El operador L̂2,

en términos de los operadores L̂± y L̂0, puede ser expresado como:

L̂2 =
1

2
(L̂+L̂− + L̂−L̂+) + L̂2

0. (1.16)
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Las definiciones para L̂+, L̂− y L̂0 están dadas por:

L̂+ = −2[π̂† ⊗ π̂]1+1

L̂− = 2[π̂† ⊗ π̂]1−1

L̂0 =
√

2[π̂† ⊗ π̂]10, (1.17)

con

[π̂† ⊗ π̂][S]
m =

∑
m1m2

(1m11m2|Sm)π̂†m1
π̂m2 =

=
∑
m1m2

(1m11m2|Sm)π̂†m1
(−1)1−m2 π̂−m2 . (1.18)

Donde fue usada la convención de fase Ôlm = (−1)l−mÔl−m.

Es necesario hacer notar que la división tomada en la ecuación (1.14) (de acuerdo
a las simetŕıas dinámicas) fue hecho como sigue: En el ĺımite SU(3) el acoplamien-
to de los operadores de interacción es al nivel de SU(3), es decir, los operadores
de SU(3) tienen que aparecer. Este es llamado “ĺımite de acoplamiento fuerte”. El
ĺımite SO(4) es definido a través la de aparición del operador de Casimir de segundo
orden de SO(4). Este ĺımite es llamado el “ĺımite deformado” porque la interacción
siempre producirá un potencial con un mı́nimo deformado.

En ĤSU(3) se encuentran términos de interacción de tres cuerpos del tipo ∆n̂πn̂2
π.

Dicho término es de gran importancia para la estabilización del espectro. El término
completo está relacionado a la interacción cuadrupolo-cuadrupolo, “el cual está pre-
sente en cualquier sistema nuclear”. Sin embargo, sin la corrección −b∆n̂π (con
−b > 0), estados que contienen un número suficientemente grande de nπ serán más
bajos en enerǵıa que los estados con un número mı́nimo de bosones π, n0. Esto es
debido a la dependencia sobre n̂2

π en el operador de Casimir de segundo orden, el
cual finalmente dominara sobre el término ~ωn̂π para un número suficientemente
grande de bosones π. En el tratamiento estándar, cuando nπ es conservada, una
simple restricción para pequeñas ∆n̂π basta para resolver el problema, es decir, es-
tados con grandes ∆n̂π simplemente no se toman en cuenta y se excluyen del espacio
modelo.

La introducción del “cranking” [12,16] (ver apéndices D y E) en el SACM se realiza
sumando el término −ΩL̂x siendo Ω la frecuencia rotacional del sistema de dos
cúmulos. El Hamiltoniano obtenido es el siguiente:

Ĥ = Ĥ− ΩL̂x. (1.19)

Este Hamiltoniano describe una rotación alrededor del eje x, el cual es perpendicular
al eje z que conecta a ambos cúmulos. El operador L̂x, en términos de los operadores
L̂± y L̂0, puede ser expresado como:

L̂x =
1

2
(L̂+ + L̂−), (1.20)
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con las mismas definiciones para L̂+ y L̂− vistas en (1.17).

Desarrollando y juntando términos comunes, se encuentra que el Hamiltoniano (1.19)
puede expresarse como:

Ĥ = x
{

(~ω + 3a+ 3bn0)n̂π + [a− b(3− n0)]n̂2
π − bn̂3

π

}
+ ξL̂2 + (1− x)

c

4

{
(π̂† · π̂†)(π̂ · π̂)− (π̂† · π̂†)(σ̂ · σ̂)− (σ̂† · σ̂†)(π̂ · π̂)

}
+ (1− x)

c

4

{
(σ̂† · σ̂†)(σ̂ · σ̂)

}
− ΩL̂x. (1.21)

Aplicando el método de estados coherentes (que será visto en general en el apéndice
C) sobre el Hamiltoniano (1.21), uno puede hacer el mapeo a un potencial para
nuestro sistema de cúmulos rotantes. El potencial al que nos estamos refiriendo se
define como:

V (α) = 〈α|Ĥ|α〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(−xb)Ṽ (α), (1.22)

donde α representa la medida de la distancia entre cúmulos.

El potencial (1.22), como se verá más adelante en el caṕıtulo 4, lo caracteriza la
siguiente forma:

V (α) = KṼ (α), (1.23)

donde K = (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(−xb) es una contante dependiente
de N , n0, x y b.

A Ṽ (α) se le define como Potencial Efectivo y será suficiente, como se verá en el
Caṕıtulo 3, para poder hacer el análisis correspondiente de las Transiciones de Fase
para el SACM con “cranking”.

Dada la importancia de los estados coherentes (estados de prueba que son eigenes-
tados del operador de aniquilación â del oscilador armónico) para poder hacer el
mapeo del Hamiltoniano (1.21) a una superficie de enerǵıa, en el siguiente caṕıtulo
se definirán los estados coherentes para el SACM.
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Caṕıtulo 2

Estados coherentes para el
SACM.

El uso de estados coherentes es el método más común para la obtención de un mapeo
geométrico [6,7,8,9,10,44,46,47,48]. Una ventaja es que el estado coherente puede ex-
pandirse en términos de un conjunto completo de estados para un número total de
bosones, N. Nn el SACM, esto se refiere a todos los estados base permitidos para
un número total de cuantos. El estado base es usualmente reproducido muy bien.
El estado coherente también da una relación para las variables colectivas. Como
puede verse en la referencia [49], este método permite la definición de un potencial
usualmente con buenos resultados.

A continuación se muestra el estado coherente utilizado y el mapeo geométrico para
el SACM (los cálculos expĺıcitos realizados para los estados coherentes se pueden
ver en los apéndices F, G, H e I).

Nos concentraremos en la parte de movimiento relativo de los cúmulos dentro del
modelo, además se tomará en cuenta que el número mı́nimo de cuantos de oscila-
ción relativo n0 es diferente de cero. De esta manera, el estado coherente que se
utilizará para el SACM está dado por [44]:

|α〉 =
N !

(N + no)!
NN,n0

dn0

dγn0
[σ̂† + γ(α · π̂†)]N+n0 |0〉. (2.1)

El estado coherente conjugado es:

〈α| = N !

(N + no)!
NN,n0

dn0

dγn0
〈0|[σ̂ + γ(α∗ · π̂)]N+n0 , (2.2)

donde

N−2
N,n0

=
(N !)2

(N + n0)!

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

[1 + γ1γ2(α∗ · α)]N+n0 , (2.3)

es la constante de normalización. Se debe entender que al final de la operación di-
ferencial, el valor de las γk′s tiene que tomarse como 1.
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y (
α · π̂†

)
=
∑
m

αmπ̂
†
m (α∗ · π̂) =

∑
m

α∗mπ̂
m. (2.4)

En este estado coherente n0 corresponde al número mı́nimo de bosones π y el número
total de bosones ahora está dado por N

′
= N +n0. Aqúı α es la notación corta para

los coeficientes complejos αm(m = 1, 0,−1). La expresión (2.3) para la constante de
normalización en SACM es dada de esta manera para simplificar los cálculos.

2.1. Enerǵıa potencial para el SACM.

El principal objetivo de definir el estado coherente (2.1) es tomar el valor esperado
del Hamiltoniano (1.21) con respecto a dicho estado coherente, obteniendo aśı la
Superficie de Enerǵıa Potencial (Potential Energy Surface, PES) para el SACM. La
PES se define como:

V (α) = 〈α|Ĥ|α〉 (2.5)

De la ecuación (1.21), observamos que el valor esperado de nuestro Hamiltoniano
en el SACM es:

〈Ĥ〉 = 〈α|Ĥ|α〉 = x
{

(~ω + 3a+ 3bn0)〈n̂π〉+ [a− 3b+ bn0]〈n̂2
π〉 − b〈n̂3

π〉
}

+ ξ〈L̂2〉+ (1− x)
c

4

{
〈(π̂† · π̂†)(π̂ · π̂)〉 − 〈(π̂† · π̂†)(σ̂ · σ̂)〉 − 〈(σ̂† · σ̂†)(π̂ · π̂)〉

}
+ (1− x)

c

4

{
〈(σ̂† · σ̂†)(σ̂ · σ̂)〉

}
− Ω〈L̂x〉. (2.6)

Definiendo:

Fpq(α
2) =

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−max(p,q)∑
k=max(n0−p,n0−q,0)

(
N + n0 −max(p, q)

k

)
×

×
[

(k + p)!

(k + p− n0)!

] [
(k + q)!

(k + q − n0)!

]
α2k. (2.7)

Los valores de expectación de los diferentes operadores que aparecen en la ecuación
(2.6) con respecto al estado coherente (2.1) se muestran en la tabla 2.1.
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〈n̂π〉 = (N + n0)(α∗ · α)F11(α2)
F00(α2)

〈n̂2
π〉 = (N + n0)(α∗ · α)F11(α2)

F00(α2) + (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2 F22(α2)
F00(α2)

〈n̂3
π〉 = (N + n0)(α∗ · α)F11(α2)

F00(α2) + 3(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2 F22(α2)
F00(α2)

+(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(α∗ · α)3 F33(α2)
F00(α2)

〈(π̂† · π̂†)(π̂ · π̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗)(α · α̃)F22(α2)
F00(α2)

〈(π̂† · π̂†)(σ̂ · σ̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗)F
N−2
20 (α2)
F00(α2)

〈(σ̂† · σ̂†)(π̂ · π̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)(α · α̃)
FN−2

20 (α2)
F00(α2)

〈(σ̂† · σ̂†)(σ̂ · σ̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)− 2(N + n0)2(α∗ · α)F11(α2)
F00(α2)

+2(N + n0)(α∗ · α)F11(α2)
F00(α2) + (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2 F22(α2)

F00(α2)

〈L̂x〉 = (N + n0)
{

[α∗ × α̃]1−1 − [α∗ × α̃]1+1

} F11(α2)
F00(α2)

〈L̂2〉 = 2(N + n0)(α∗ · α)F11(α2)
F00(α2)

−2
√

3(N + n0)(N + n0 − 1)
[
[α∗ × α̃]

1 × [α∗ × α̃]
1
]0

0

F22(α2)
F00(α2)

Tabla 2.1: Valores de expectación relevantes para el SACM.
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De esta manera, el potencial que se obtiene en el SACM en términos de α, a partir
de (2.6) y de los resultados de la tabla 2.1 es:

V (α) = x(~ω + 3a+ 3bn0)(N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)

+ x(a− 3b+ bn0)[(N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
]

+ x(a− 3b+ bn0)[(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)
]

− xb[(N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
+ 3(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)

+ (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(α∗ · α)3F33(α2)

F00(α2)
]

+ ξ[2(N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
]

− ξ[2
√

3(N + n0)(N + n0 − 1)
[
[α∗ × α̃]

1 × [α∗ × α̃]
1
]0

0

F22(α2)

F00(α2)
]

+ (1− x)
c

4
[(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗)(α · α̃)

F22(α2)

F00(α2)

− (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗)F
N−2
20 (α2)

F00(α2)

− (N + n0)(N + n0 − 1)(α · α̃)
FN−2

20 (α2)

F00(α2)

+ (N + n0)(N + n0 − 1)− 2(N + n0)2(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)

+ 2(N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
+ (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)
]

− Ω(N + n0)
{

[α∗ × α̃]1−1 − [α∗ × α̃]1+1

} F11(α2)

F00(α2)
. (2.8)

Haciendo ciertas simplificaciones (que se ven en el apéndice J) y tomando en cuenta
una parametrización en coordenadas esféricas, uno obtiene la siguiente expresión
para nuestro potencial efectivo (en términos de 5 coeficientes generales A(x), B(x),
C(x), D(x) y Ω

′
(Ω, x) y de 3 variables α “distancia entre cúmulos”, θ “ángulo polar”

y φ “ángulo azimutal”), el cual se define en (1.23):
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Ṽ (α, θ, φ) = A(x)

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

N + n0

)
+

+ (B(x) + C(x) sin2 (2θ))

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
+

+D(x) cos (2θ)α2F
N−2
20 (α2)

F00(α2)
+

+

(
α6F33(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
−

− Ω
′
(Ω, x) sin (2θ) cos (φ)

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

N + n0

)
, (2.9)

donde los coeficientes A(x), B(x), C(x), D(x) y Ω
′
(Ω, x) están listados en la tabla

2.2.

A(x) =
x(~ω+4a−4b+4bn0)+2ξ−(1−x) c

2 (N+n0−1)

(N+n0−1)(N+n0−2)(−xb)

B(x) =
x(a−b(6−n0))+(1−x) c

2

(N+n0−2)(−xb)

C(x) =
ξ−(1−x) c

4

(N+n0−2)(−xb)

D(x) =
(1−x) c

2

(N+n0−2)(−xb)

Ω
′
(Ω, x) = Ω

(N+n0−1)(N+n0−2)(−xb)

Tabla 2.2: Coeficientes generales para el potencial efectivo dado por la
ecuación (2.9).

Como podemos ver, el potencial (2.9) cuenta con un término de interacción (más
una constante) proporcional al parámetro de cranking Ω, con ésto se muestra el
interés que se tiene en los estados excitados a partir de la variación del parámetro
Ω.

El conjunto de parámetros ajustados ~ω[MeV ], a[MeV ], b[MeV ], c[MeV ], ξ[MeV ],
N y n0 tienen un cierto valor, dependiendo con que sistema nuclear se esté traba-
jando. Para el caso del sistema 16O+α →20Ne, la lista de parámetros ajustados se
muestra en la tabla 2.3.
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~ω[MeV]= 13.185

a[MeV]= −0.469

b[MeV]= −0.001

c[MeV]= 0.483

ξ[MeV]= 0.175

x = 0.784

N = 12

n0 = 8

Tabla 2.3: Lista de parámetros de interacción ajustados para el caso del
sistema 16O+α→20Ne. Estos parámetros fueron tomados de la referencia
[42].

A partir de observar el comportamiento del potencial (2.9), uno puede obtener un
estudio de transiciones de fase para un sistema nuclear ligero. Éste estudio se basa
en la solución de las ecuaciones de puntos cŕıticos del potencial (2.9) con respecto a
las variables de la cual es función éste potencial.

En este trabajo se presenta un método alternativo y de menor dificultad en su ma-
nejo para el estudio completo de transiciones de fases. Dicho método se basa en
el formalismo de la teoŕıa de catástrofes y se ve con más detenimiento en el
siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Transiciones de fase cuánticas
en modelos algebraicos.

Un estudio completo de transiciones de fase para diferentes sistemas puede ser ob-
tenido mediante la aplicación del formalismo de teoŕıa de catástrofes.

Los sistemas de interés en los cuales se quiere aplicar la teoŕıa de catástrofes son
núcleos ligeros (los cuales se describen en términos del SACM), que poseen una su-
perficie de enerǵıa potencial. Dicha superficie, como se vió anteriormente, proviene
de la aplicación del método de estados coherentes (ecuación (2.1)) al Hamiltoniano
del sistema (ecuación (1.13)). La obtención de dicha superficie de enerǵıa nos permi-

te definir el potencial efectivo Ṽ (xi;λs) (2.9) (donde xi son las variables α “distancia
entre cúmulos”, φ “ángulo azimutal”,θ “ángulo polar” y λs son los parámetros ge-
nerales A(x), B(x), C(x), D(x), Ω

′
(Ω, x) ) con el cual es posible poder iniciar el

estudio de transiciones de fase mediante la teoŕıa de catástrofes.

De acuerdo con el formalismo de catástrofes, el comportamiento general del sistema
es estudiado mediante el análisis de las configuraciones de equilibrio de la superficie
de enerǵıa potencial, por lo que es necesario obtener la separatriz del sistema [49].
La separatriz se define como el lugar geométrico en el espacio de parámetros del
sistema que está constituido por dos tipos de conjuntos: los “conjuntos de bifur-
cación” y los “conjuntos de Maxwell”. Los “conjuntos de bifurcación” son
aquellos lugares geométricos en el espacio de parámetros en los cuales hay coalecencia
(degeneración) de dos o más puntos cŕıticos para un conjunto dado de parámetros.
Por otra parte, los “conjuntos de Maxwell” son los lugares geométricos en el
espacio de parámetros en los que la superficie de enerǵıa potencial toma el mismo
valor al evaluarse sobre dos o más puntos cŕıticos aislados.

Tanto los conjuntos de bifurcación como los conjuntos de Maxwell (que conforman
a la separatriz) se encargan de dividir al espacio de parámetros en diferentes regiones.

En estos conjuntos ocurren inestabilidades estructurales del núcleo que se reflejan
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en el cambio de comportamiento de (2.9) al pasar de una región a otra del espacio
de parámetros. Los conjuntos de bifurcación son aquellos lugares geométricos en el
espacio de parámetros en los cuales hay coalecencia (degeneración) de dos o más
puntos cŕıticos para un conjunto dado de parámetros. Por otra parte, los conjuntos
de Maxwell son los lugares geométricos en el espacio de parámetros en los que la
superficie de enerǵıa potencial toma el mismo valor al evaluarse sobre dos o más
puntos cŕıticos aislados.

Para obtener la separatriz, primero se calcula las ecuaciones de puntos cŕıticos (va-
riables cŕıticas) del potencial efectivo de la ecuación (2.9). El conjunto de puntos
cŕıticos, xicr(λs), forma una superficie cuando todos los parámetros λs cambian con-
tinuamente [50], esta superficie es nombrada “variedad de puntos cŕıticos”.

La variedad de puntos cŕıticos es esencial para poder realizar un mapeo de ésta su-
perficie al espacio de parámetros (xicr(λs)→λs) y aśı poder definir los conjuntos de
bifurcación. Para poder obtener los conjuntos de bifurcación, el mapeo realizado de
la variedad de puntos cŕıticos al espacio de parámetros debe ser singular, es decir,
se debe cumplir que el plano tangente a la variedad de puntos cŕıticos debe ser ver-
tical a dicha superficie, esto es, de manera más gráfica, donde la superficie muestra
dobleces y donde existe coalecencia de dos o más puntos cŕıticos sobre la variedad.
En la figura 3.1 se muestra de manera gráfica lo dicho anteriormente además de los
conjuntos de Maxwell sobre el espacio de parámetros:

Figura 3.1: Variedad de puntos cŕıticos indicada por una superficie sobre
el espacio de parámetros [46]. Los conjuntos de bifurcación se indican
por la curva “no punteada” sobre el espacio de parámetros. De igual
manera se indican los conjuntos de Maxwell por una linea punteada en
la zona intermedia limitada por los conjuntos de bifurcación. Esto sucede
aśı debido a que dicha zona intermedia resulta del mapeo de una parte
espećıfica de la variedad de puntos cŕıticos donde hay 3 puntos cŕıticos
(2 mı́nimos y un máximo entre ellos).

Todo éste análisis de teoŕıa de catástrofes, define la estabilidad y estructura del
sistema clásicamente [50] y puede ser visto en el siguiente ejemplo [50].

20



3.1. Transiciones de fase cuánticas de sistemas de
esṕın con Hamiltonianos no axialmente simétri-
cos.

Consideremos el siguiente Hamiltoniano de esṕın no lineal y asimétrico [50].

Ĥ =
ε

J
Ĵz +

γ

J(2J − 1)
Ĵ2
z +

a

2J
(Ĵ+ + Ĵ−), (3.1)

donde Ĵz y Ĵ± son las componentes esféricas del operador de momento angular Ĵ .
Aqúı, J es el mayor eiguenvalor que puede adquirir Ĵz, y γ, ε y a son los parámetros
de control de la intensidad de la interacción. Para este Hamiltoniano, el esṕın se con-
serva, y consideramos sistemas de muchos cuerpos con diferente número N = 2J de
part́ıculas, la enerǵıa creceŕıa más rápido que linealmente con 2J . Para resolver este
problema, se adicionan factores de un cuerpo 1/(2J) y de dos cuerpos 1/(2J(2J−1)).

3.1.1. Interpretaciones f́ısicas del Hamiltoniano de esṕın.

El Hamiltoniano (3.1) puede ser tomado como un enfoque simplificado en la des-
cripción de interacciones magnéticas en algunos sistemas moleculares. El parámetro
γ juega el rol de una constante anisotrópica axial. El parámetro ε representa el cam-
po magnético longitudinal en la misma dirección del operador de esṕın Jz; esta es
la enerǵıa de Zeeman asociada con el campo aplicado. El parámetro a controla la
presencia de un campo magnético transversal externo [51].

De igual manera, el Hamiltoniano puede ser tomado para un sistema de fermiones
que pueden ocupar dos niveles con la misma degeneración, 2J + 1, separados por
una diferencia de enerǵıa igual a 2ε. El parámetro γ [49] dispersa una part́ıcula hacia
arriba, mientras que la otra es dispersada hacia abajo. El parámetro a aniquila una
part́ıcula en un nivel y crea una part́ıcula en el otro nivel.

3.2. La enerǵıa semiclásica.

Un mapeo geométrico a un potencial semiclásico puede llevarse a cabo al obtener
el valor esperado del Hamiltoniano (3.1) con respecto a los estados coherentes de
SU(2). Los estados coherentes de esṕın son dados por [52,53]

|ζ〉 =
eζ
∗Ĵ+ |J,−J〉

(1 + |ζ|2)J
, (3.2)

donde ζ = e−iφ tan θ
2 = x+iy

1+z . La variable ζ representa un punto en el plano complejo
mapeado por la proyección estereo gráfica de un punto sobre la esfera. Aqúı x, y
y z son las coordenadas cartesianas de un punto sobre la superficie de la esfera
unitaria y θ y φ son sus ángulos polar y azimutal respectivamente. De esta manera,
la superficie de enerǵıa obtenida es:

21



E± = ±ε
√

1− x2 − y2 − γ

2
(x2 + y2) + ax+

γJ

2J − 1
. (3.3)

Los números reales ε, a y γ representan un conjunto, λs, de parámetros de control.
El valor de J se toma como un parámetro fijo que define un sistema de esṕın dado.

3.2.1. La separatriz.

El primer paso para obtener un estudio completo de las transiciones de fase para un
sistema de esṕın (descrito por el Hamiltoniano (3.1)) es calcular las ecuaciones de
puntos cŕıticos de la superficie de enerǵıa (3.2.1). Para esto, se obtiene el gradiente
de la enerǵıa (evaluado en los puntos cŕıticos) y se iguala a cero:

∇E±(x, y)|(xcr,ycr) = 0. (3.4)

De la ecuación de puntos cŕıticos para la variable y (ésta y otras ecuaciones rela-
cionadas con este caṕıtulo se muestran en el apéndice K) se puede ver que el único
valor de y que satisface dicha ecuación es ycr = 0. La ecuación de puntos cŕıticos
para la variable x se muestra a continuación:

x4 − 2a

γ
x3 +

a2 − γ2 + ε2

γ2
x2 +

2a

γ
x+

(
a

γ

)2

= 0. (3.5)

Comúnmente, lo que seguiŕıa seŕıa encontrar las soluciones cŕıticas para la ecua-
ción (3.5) y luego ver después qué carácter tienen los puntos cŕıticos mediante la
matriz de segunda derivada llamada Hessiana, pero ésta forma para realizar el es-
tudio de estabilidad de nuestro sistema es poco viable debido a su nivel de dificultad.

Uno de los principales objetivos de este trabajo es presentar un método alternativo
para el análisis de transiciones de fase de un sistema nuclear ligero. El método alter-
nativo al que nos estamos refiriendo se basa en un formalismo matemático llamado
teoŕıa de catástrofes. Dado lo anterior, se opta seguir nuestro análisis mediante
el formalismo de teoŕıa de catástrofes. Dentro de dicho formalismo, sólo basta saber
que la ecuación (3.5) se satisface con las soluciones cŕıticas de x. Tomando en cuenta
ésto último, se puede despejar uno de los parámetros (digamos a±) de la ecuación
(3.5) en términos del otro parámetro (en este caso γ) y de la variable xcr contenidos
en la misma ecuación. De esta manera, es posible definir una superficie llamada
variedad de puntos cŕıticos cuyas coordenadas son:

(xc; γ, a
±) = (λ1;λ2, λ1λ2 ∓

ελ1√
1− λ2

1

), (3.6)

en donde se han hecho por conveniencia las redefiniciones λ1 = xc y λ2 = γ.
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El supeŕındice del parámetro a se refiere a la elección del signo en el término ε de
la enerǵıa (3.1); también, se debe satisfacer que 0 < |λ1| < 1.

Lo que se hace a continuación es el mapeo de la variedad de puntos cŕıticos en 3D
al espacio de parámetros de control en R2. El mapeo es definido por:

χ : (xc; γ, a)→ (γ, a±). (3.7)

Ahora, el mapeo puede ser singular y no singular, en este caso, nos interesa el mapeo
singular ya que dicha singularidad nos define un plano tangente a la variedad de
puntos cŕıticos importante para el análisis.

El mapeo singular se define a partir de que el Jacobiano de la transformación cumpla
lo siguiente:

det


∂γ
∂λ1

∂γ
∂λ2

∂a±

∂λ1

∂a±

∂λ2

 = 0,

⇒ −∂a
±

∂λ1
= −λ2 ±

ε

(1− λ2
1)3/2

= 0. (3.8)

Imponiendo la condición (3.8), uno obtiene una expresión de valor cŕıtico para γ:

γ±c : λ2 = ± ε

(1− λ2
1)3/2

. (3.9)

Se puede observar que la siguiente desigualdad se cumple |γ±c | > |ε|.

Ahora, las ecuaciones (3.9) y (3.6) nos permiten tener una expresión de valor cŕıtico
para a:

a±c = ± ελ3

(1− λ2
1)3/2

. (3.10)

El mapeo definido en la ecuación (3.7) es invertible excepto sobre la curva (definida
en el espacio tri-dimensional):

(xc; γc, ac) =
(
λ1;± ε

(1− λ2
1)3/2

,± ελ3
1

(1− λ2
1).3/2

)
)

(3.11)

Sobre esta curva, la variedad de puntos cŕıticos tiene un plano tangente vertical,
proyectando sobre el espacio de parámetros se obtiene la curva paramétrica:

(γ±c (λ1), a±c (λ1)) = ± ε

(1− λ2
1)3/2

(1, λ3
1). (3.12)
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Eliminando el parámetro λ de la ecuación (3.12) y tomando al parámetro ε como
fijo uno puede obtener la siguiente curva (en el espacio de parámetros) conocida
como conjuntos de bifurcación.

(γ±c
ε

)2/3

−
(a±c
ε

)2/3

= 1. (3.13)

La curva correspondiente a la ecuación (3.13) se puede ver de manera gráfica en la
figura 3.2.

Figura 3.2: Gráfica γ vs a con ε fijo, la evoluta de la hipérbola describe los
conjuntos de coalescencia en el espacio de parámetros.

Con un análisis similar como el que se hizo de la ecuación (3.6) a la ecuación (3.12)
(manteniendo el parámetro ε fijo), es posible obtener otros conjuntos de bifurcación,
pero ahora manteniendo el parámetro γ fijo. Ésta separatriz con el parámetro γ fijo
se muestra a continuación:

(ε±c
γ

)2/3

+
(ac
γ

)2/3

= 1. (3.14)

La curva correspondiente a la ecuación (3.14) puede verse de manera gráfica en la
figura 3.3.
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Figura 3.3: Gráfica ε vs a con γ fijo, la astroide describe los conjuntos de
coalescencia en el espacio de parámetros.

Hay un caso importante que tomar en éste análisis de transiciones de fase cuánticas
de sistemas de esṕın con Hamiltonianos no axialmente simétricos. Éste caso al que
nos referimos es cuando el parámetro a de la superficie de enerǵıa es nulo (a = 0).
Cuando el parámetro a desaparece, la ecuación llega a ser rotacionalmente invariante
[50] y por conveniencia usamos coordenadas polares (x = r cos(β), y = r sin(β)). De
ésta manera, la ecuación de puntos cŕıticos con respecto a β es:

r2
(
r2 +

ε2 − γ2

γ2

)
. (3.15)

La ecuación (3.15) es resuelta por la ráız degenerada r0
c = 0. Estos son los únicos

puntos cŕıticos en el intervalo |y| < |ε|, uno corresponde a un mı́nimo y el otro a un
máximo.

De igual manera, la ecuación (3.15) puede ser resuelta por las ráıces:

r±c = ±
√

1−
( ε
γ

)
. (3.16)

Éstas ráıces existen si |y| > |ε|. Podemos ver que al sustituir cualquiera de los dos
puntos cŕıticos de (3.16) (que sólo difieren por el signo) en el potencial , éstos darán
un mismo valor de enerǵıa lo que se relaciona con los conjuntos de Maxwell del
sistema. La separatriz que se obtiene cuando el parámetro ε es fijo se muestra en la
figura 3.4:
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Figura 3.4: Gráfica γ vs a con ε fijo, la evoluta de la hipérbola describe los
conjuntos de coalescencia en el espacio de parámetros, mientras que la
ĺınea a = 0 describe los conjuntos de Maxwell.

La separatriz que se obtiene cuando el parámetro γ es fijo se muestra en la figura
3.5:

Figura 3.5: Gráfica ε vs a con γ fijo, la astroide describe los conjuntos de
coalescencia en el espacio de parámetros, mientras que la ĺınea a = 0
describe los conjuntos de Maxwell.

Todo lo anterior forma el análisis de transiciones de fase para el sistemas caracteri-
zados por el Hamiltoniano (3.1).
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3.3. Transiciones de fase para estados excitados
en núcleos ligeros dentro del SACM usando
teoŕıa de catástrofes.

En esta sección aplicaremos el formalismo de teoŕıa de catástrofes para el caso de
núcleos ligeros descritos en términos del Modelo Semimicroscópico Algebraico de
Cúmulos Nucleares. Con dicho formalismo, como veremos más adelante, se reali-
zará un análisis de las transiciones de fase para un sistema nuclear ligero general y
después será aplicado para el estudio de transiciones de fase para el caso espećıfico
de del sistema 16O+α→20Ne.

3.3.1. Pasos importantes a realizar antes de la aplicación de
la teoŕıa de catástrofes para un sistema nuclear ligero.

Dado el potencial mostrado en la (2.9), fue importante reescribirlo ahora en términos
de 5 coeficientes generales A, B, C, D y Ω

′
(todos sin dependencia de los parámetros

de interacción ajustados mostrados en la tabla 2.3 ya que estamos trabajando con
el caso particular de un sistema nuclear ligero) y de 3 variables α, θ y φ. De esta
manera, la forma del potencial con el que vamos hacer el estudio de transiciones de
fase es:

Ṽ (α, θ, φ) = A

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

N + n0

)
+

+ (B + C sin2 (2θ))

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
+

+D cos (2θ)α2F
N−2
20 (α2)

F00(α2)
+

+

(
α6F33(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
−

− Ω
′
sin (2θ) cos (φ)

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

N + n0

)
. (3.17)

Las definiciones de las funciones Fpq(α) son dadas en la ecuación (2.7).

El primer paso para poder obtener el estudio completo de las transiciones de fase
para un sistema nuclear de cúmulos ligeros es calcular las ecuaciones de puntos
cŕıticos de la superficie de enerǵıa (3.17) con respecto a las variables φ y θ, lo que
nos permitirá obtener condiciones sobre dichas variables y poder expresar aśı el
potencial (3.17) en términos de la variable fundamental α [1], relacionada con la
distancia entre cúmulos. Al final también se obtendrá la ecuación de puntos cŕıticos
para la variable α, pero se trabajará de una manera especial con dicha ecuación al
hacer uso de la teoŕıa de catástrofes como se verá más adelante. Las ecuaciones de
puntos cŕıticos para las variables φ y θ y las condiciones obtenidas se muestran a
continuación:
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∂Ṽ (α, θ, φ)

∂φ
= Ω

′
sin(φ) sin(2θ)

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

(N + n0)

)
= 0

⇒ sin(φ) = 0⇒ φ = 0 ó φ = π ⇒ cos(φ) = 1 ó cos(φ) = −1. (3.18)

Como podemos observar, para la ecuación de puntos cŕıticos con respecto a φ resulta
que hay dos valores cŕıticos que satisfacen dicha ecuación, uno es dado por φcr = 0
y el otro es dado por φcr = π. Es este caso, tomaremos el valor cŕıtico φcr = 0 dado
que al ser sustituido en el potencial (3.17) se refleja la condición de que la enerǵıa
disminuye al ir aumentando el parámetro Ω

′
(con Ω

′
> 0).

Ya que cos(φ) = 1, entonces:

∂Ṽ (α, θ)

∂θ
= −2Ω

′
cos(2θ)

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

(N + n0)

)
+ 4C sin(2θ) cos(2θ)

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
− 2D sin(2θ)α2F

N−2
20 (α2)

F00(α2)
= 0. (3.19)

De esta manera:

− Ω
′
cos(2θ)

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

(N + n0)

)
+ 2C sin(2θ) cos(2θ)

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
−D sin(2θ)α2F

N−2
20 (α2)

F00(α2)
= 0. (3.20)

Si hacemos un cambio de variable:

v = cos(2θ)√
1− v2 = sin(2θ), (3.21)

tenemos que (3.20) puede ser expresada como:

A∗v +B∗v
√

1− v2 + C∗
√

1− v2 = 0, (3.22)

donde A∗,B∗,C∗ y D∗ en (3.22) están definidos en (3.23).

A∗(α,Ω
′
) = −Ω

′
(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

(N + n0)

)
B∗(α,C) = 2C

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
C∗(α,D) = −Dα2F

N−2
20 (α2)

F00(α2)
. (3.23)
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Haciendo un poco de álgebra que se muestra en el apéndice I, obtenemos que
la ecuación (3.22) puede expresarse como:

Aυv
4 +Bυv

3 + Cυv
2 +Dυv + Eυ = 0, (3.24)

donde Aυ, Bυ, Cυ, Dυ y Eυ en (3.24) están definidos en (3.25).

Aυ(α,C) = B2
∗

Bυ(α,C,D) = 2B∗C∗

Cυ(α,C,D,Ω
′
) = (C2

∗ +A2
∗ −B2

∗)

Dυ(α,C,D) = −2B∗C∗

Eυ(α,D) = −C2
∗ . (3.25)

La ecuación (3.24) puede dividirse por Aυ y aśı obtener la siguiente expresión:

v4 +
Bυ
Aυ

v3 +
Cυ
Aυ

v2 +
Dυ

Aυ
v +

Eυ
Aυ

= 0. (3.26)

En términos de A∗, B∗ y C∗, la ecuación (3.26) puede ser reestructurada de la
siguiente forma:

v4 +
2C∗
B∗

v3 +

((
C∗
B∗

)2

+

(
A∗
B∗

)2

− 1

)
v2 − 2C∗

B∗
v −

(
C∗
B∗

)2

= 0. (3.27)

Si definimos:

Z1(α,C,D) =
2C∗
B∗

y Z2(α,C,Ω
′
) =

A∗
B∗

. (3.28)

La ecuación (3.27) puede ser reescrita finalmente como:

v4 + Z1v
3 +

((
Z1

2

)2

+ Z2
2 − 1

)
v2 − Z1v −

(
Z1

2

)2

= 0. (3.29)

La ecuación (3.24) es una ecuación de cuarto orden, y hay diferentes maneras de re-
solverla, ya sea algebráicamente mediante un método en espećıfico o numéricamente.
En nuestro caso, se decidió resolver numéricamente, pero por completes del trabajo
de investigación se colocan las soluciones algebraicas de dicha ecuación usando el
método de Ferrari, método que puede verse en casi cualquier libro de álgebra [54].
Las soluciones obtenidas mediante este método son mejor conocidas como soluciones
de Ferrari.
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Las soluciones de Ferrari tienen dos sub́ındices, ±d y ±i que denotan + ó −. El
sub́ındice d significa que los ±d son “dependientes” uno del otro, es decir, si uno
denota signo + entonces el otro también denotará un signo +, o al contrario, si
uno denota signo − entonces el otro también denotará un signo −. El sub́ındice i
significa que ±i es indepentiente de los ±d, por lo que ±i puede denotar signo + o
−, no importando que signo indiquen los ±d.

De igual manera, estas soluciones contienen ciertos coeficientes y, p, q dados en
(3.30). También en (3.30) se muestran otras definiciones (R, S, U y V ), importantes
para poder obtener el coeficiente y.

p =
−3B2

υ

8A2
υ

+
Cυ
Aυ

q =
B3
υ

8A3
υ

− BυCυ
2A2

υ

+
Dυ

Aυ

w =
−3B4

υ

256A4
υ

+
CυB

2
υ

16A3
υ

− BυDυ

4A2
υ

+
Eυ
Aυ

R = −p
2

12
− w

S = − p3

108
+
pw

3
− q2

8

U =
3

√
−S

2
±
√
S2

4
+
R3

27

V = − R

3U
si U 6= 0

V = − 3
√
S si U = 0

y = −5

6
p+ U + V, (3.30)

Dado lo anterior, en la ecuación (3.31) se presentan las cuatro soluciones de Ferrari.

v = − Bυ
4Aυ

+
±d
√
p+ 2y ±i

√
−(3p+ 2y ±d 2q

p+2y )

2
. (3.31)

Como ejemplo de solución a la ecuación (3.24), tomemos el caso cuando D = 0,
este caso es aceptable debido a que como podemos observar en la referencia [55],
los estados más bajos en enerǵıa con momento angular 0, 2, 4, 6 y 8 (para núcleos
ligeros de la capa “sd”), prácticamente tienen la misma representación irreducible,
lo que nos permite poder hablar de la formación de bandas rotacionales.

El que estos estados más bajos en enerǵıa con momento angular 0, 2, 4, 6 y 8 tengan
una misma representación efectiva, implica que para dichos estados haya una misma
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estructura interna y se puedan describir en términos de un mismo estado intŕınseco
de SU(3).

El resultado anterior, cómo se observa en la referencia [55], se extiende a núcleos
ligeros de la capa “sd” que se encuentran fuera del ĺımite SU(3) (x = 1), pero si es
necesario que x > 0.5.

También es posible observar en la referencia [55] que en el caso del valor esperado
de nπ (para un x > 0), éste prácticamente no cambia en comparación con el valor
esperado de nπ obtenido en la simetŕıa SU(3) con x = 1. Por lo que puede decirse
que el comportamiento del valor esperado de nπ (para un x > 0), en general, es
como SU(3).

Otro argumento importante para poder hacer el análisis de transiciones de fase
(de un núcleo ligero) con D = 0 es la relación que hay entre el coeficiente D y los
otros coeficientes de la tabla 2.2 (del potencial efectivo (2.9)) para diferentes núcleos
ligeros cuyos parámetros ajustados se ven en la tabla 3.1:
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16O+α→20Ne 12C+α→16O 14C+α→18O 18C+α→22Ne 20Ne+α→24Mg

~ω[MeV ] 13.185 13.921 13.531 12.876 12.595

a[MeV ] -0.469 -0.621 -0.0005 -0.439 -1.377

b[MeV ] -0.001 -0.023 -0.000 04 -0.030 0.012

c[MeV ] 0.483 -2.232 0.706 0.200 -0.772

ξ[MeV ] 0.175 0.111 0.184 0.349 0.211

x 0.784 0.943 0.706 0.950 0.917

N 12 12 12 12 12

n0 8 8 8 8 8

Tabla 3.1: Lista de parámetros de interacción ajustados para el caso de los
sistemas 20Ne, 16O, 18O, 22Ne y 24Mg. Estos parámetros fueron tomados
de la referencia [42] que se puede encontrar en la bibliograf́ıa de éste
trabajo.
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Con dichos parámetros ajustados, es posible calcular el espectro de enerǵıas para
cada uno de estos núcleos. A continuación se muestran algunas tablas y gráficos
que contienen los valores calculados y experimentales de los 8 niveles más bajos de
enerǵıa para cada núcleo.

12C+α→16O
L Ecalc[MeV ] Eexp[MeV ]

0+
1 0.0 0.0

0+
2 5.75 6.05

2+
1 7.17 6.92

2+
2 8.42 9.85

1−1 6.95 7.12

1−2 9.27 9.58

2−1 9.10 8.87

3−1 6.01 6.13

Tabla 3.2: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles más bajos
de enerǵıa para 16O.

Figura 3.6: Niveles de enerǵıa de la tabla 3.2 para el sistema de cúmulos
12C+α→16O.
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14C+α→18O
L Ecalc[MeV ] Eexp[MeV ]

0+
1 0.0 0.0

0+
2 3.65 3.63

2+
1 1.23 1.98

2+
2 4.12 3.92

4+
1 4.11 3.54

4+
2 6.91 7.12

1−1 4.21 4.45

3−1 5.41 5.01

Tabla 3.3: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles más bajos
de enerǵıa para 18O.

Figura 3.7: Niveles de enerǵıa de la tabla 3.3 para el sistema de cúmulos
14C+α→18O.
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16O+α→20Ne
L Ecalc[MeV ] Eexp[MeV ]

0+
1 0.0 0.0

0+
2 8.21 6.73

0+
3 14.60 7.19

2+
1 1.57 1.63

2+
2 9.06 7.42

4+
1 5.14 4.25

1−1 3.45 5.79

3−1 4.63 5.62

Tabla 3.4: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles más bajos
de enerǵıa para 20Ne.

Figura 3.8: Niveles de enerǵıa de la tabla 3.4 para el sistema de cúmulos
16O+α→20Ne.
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18O+α→22Ne
L Ecalc[MeV ] Eexp[MeV ]

0+
1 0.0 0.0

1+
1 4.13 5.33

2+
1 1.04 1.28

2+
2 4.00 4.46

4+
1 3.47 3.36

4+
2 6.21 6.35

6+
1 7.30 6.31

2−1 4.62 5.15

Tabla 3.5: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles más bajos
de enerǵıa para 22Ne.

Figura 3.9: Niveles de enerǵıa de la tabla 3.5 para el sistema de cúmulos
18O+α→22Ne.
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20Ne+α→24Mg
L Ecalc[MeV ] Eexp[MeV ]

0+
1 0.0 0.0

0+
2 4.88 6.43

2+
1 1.41 1.37

2+
2 3.45 4.24

2+
3 4.20 6.34

3+
1 5.25 5.43

4+
1 4.39 4.12

4+
2 6.60 6.01

Tabla 3.6: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles más bajos
de enerǵıa para 24Mg.

Figura 3.10: Niveles de enerǵıa de la tabla 3.6 para el sistema de cúmulos
20Ne+α→24Mg.
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La relación que hay entre el coeficiente D y los otros coeficientes de la tabla 2.2 para
los núcleos 20Ne, 16O, 18O, 22Ne y 24Mg se muestran en la tabla 3.7:

16O+α→20Ne 12C+α→16O 14C+α→18O 18C+α→22Ne 20Ne+α→24Mg

D
A

0.120821 0.104116 0.248132 0.00916192 0.0776668

D
B

0.164503 0.0918461 1.00396 0.0106598 0.0251725

D
C

0.350287 0.445443 0.785579 0.01443 0.141125

D

Ω
′
(Ω)

0.991116
Ω

1.20863
Ω

1.97186
Ω

0.095
Ω

0.608722
Ω

B
A

0.734458 1.1336 0.247153 0.85948 3.08538

Tabla 3.7: Comparación entre el coeficiente D con los demás coeficientes
del potencial efectivo (2.9) para el caso de 20Ne, 16O, 18O, 22Ne y 24Mg
haciendo uso de la tabla 2.3. También, como complemento a la investiga-
ción, se coloca la relación que hay entre el coeficiente B y el coeficiente
A.

De la tabla 2.3 se puede ver que el coeficiente D es pequeño (en magnitud) en com-
paración con los otros coeficientes de la tabla 2.2, por lo que el caso D = 0 puede
tomarse como una buena aproximación para poder hacer un análisis de las transi-
ciones de fase en núcleos ligeros.

De esta manera, uno puede usar el siguiente potencial efectivo como buena aproxi-
mación al potencial (3.17) para el caso general de núcleos ligeros:
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Ṽ (α, θ, φ) = A

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

N + n0

)
+

+ (B + C sin2 (2θ))

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
+

+

(
α6F33(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
−

− Ω
′
sin (2θ) cos (φ)

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

(N + n0)

)
. (3.32)

Uno puede usar (3.23) y (3.25) y obtener los valores mostrados en (3.33) para los
coeficientes Aυ, Bυ, Cυ, Dυ y Eυ.

Aυ = B2
∗

Bυ = 0

Cυ = (A2
∗ −B2

∗)

Dυ = 0

Eυ = 0. (3.33)

De (3.33), uno puede llegar a la siguiente expresión para la ecuación de puntos
cŕıticos (3.24) para la variable v = cos(2θ) con D = 0:

B2
∗v

4 + (A2
∗ −B2

∗)v
2 = 0. (3.34)

La ecuación (3.34) puede expresarte también como:

v2
[
B2
∗v

2 + (A2
∗ −B2

∗)
]

= 0. (3.35)

La ecuación (3.35) puede satisfacerse tomando:

v2
c = 0 (3.36)

ó

B2
∗v

2
c + (A2

∗ −B2
∗) = 0 (3.37)

La expresión (3.36) nos muestra las dos primeros puntos cŕıticos para la ecuación
(3.24) con D = 0, dichos puntos cŕıticos son degenerados e iguales a cero. En cuanto
a la ecuación (3.37) (que es una ecuación cuadrática), al resolverla uno puede obtener
los otros dos puntos cŕıticos que faltaban para la ecuación (3.24) con D = 0, dichos
puntos cŕıticos están dados por la siguiente ecuación:
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vc = ±
√

1−
(A∗
B∗

)2

, (3.38)

donde las definiciones de A∗ y B∗ están dadas en (3.23). Uno puede darse cuenta
que las soluciones mostradas en la ecuación (3.38) son simétricas y sólo difieren por
el signo lo que puede entenderse como una diferencia por un factor de π entre ambas
soluciones simétricas.

3.3.2. Teoŕıa de catástrofes aplicada al análisis de un sistema
nuclear ligero general descrito en términos del SACM,
caso D = 0, en términos de parámetros r1 = A − Ω

′
,

r2 = B + C.

Como se dijo anteriormente, en nuestro caso se optó por un análisis numérico para
la solución del problema de transiciones de fase dado que éste presenta dificultades
para ser resuelto de forma anaĺıtica.

Dados los argumentos que se dieron en la subsección (3.3.1) de este trabajo, primero
se analizará el caso D = 0, para el cual, el potencial (3.17) se reduce al potencial
(3.32). A continuación se aplicará el formalismo de teoŕıa de catástrofes para el es-
tudio de las transiciones de fase para un sistema nuclear ligero general descrito en
términos del potencial efectivo (3.32) que depende de las variables α, φ y θ, y de los
parámetros A, B, C y Ω

′
, dado que D = 0.

El primer paso es obtener las ecuaciones de puntos cŕıticos para el potencial efectivo
(3.32). Para esto, se obtiene el gradiente de la enerǵıa (evaluado en los puntos cŕıti-
cos) como se hizo anteriormente en la ecuación (3.4) para el caso cuando teńıamos
sistemas de esṕın con Hamiltonianos no axialmente simétricos, dicho gradiente fi-
nalmente se iguala a cero obteniéndose de ésta forma:

∇E±(α, v)|(αc,vc) = 0, (3.39)

donde ya se ha tomado en cuenta que φc = 0.

Tomando en cuenta la ecuación (3.39), lo siguiente es obtener numéricamente la
ecuación de puntos cŕıticos con respecto a la variable v = cos(2θ). Esta ecuación
puede expresarse en términos de un numerador caracterizado por una función Q
(cuya expresión se ve en el apéndice L) de las variables α, v, C y Ω

′
multiplicada

por la variable angular v y un denominador caracterizado por un polinomio de grado
20 (cuya expresión se ve en el apéndice L) en la variable α multiplicado por una
función en la variable v:

∂Ṽ

∂v
= 0⇒ vQ(α, v, C,Ω

′
)√

1− v2Poli20(α)
= 0. (3.40)
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La ecuación (3.40) con respecto a la variable v igualmente se satisface si el numerador
se hace cero. Para que esto se cumpla, puede ocurrir o que:

vc = 0 (3.41)

ó

Q(α, v, C,Ω
′
) = 0. (3.42)

Una cosa importante saber es que cuando la variable v = 0, el polinomio obtenido en
el denominador de la ecuación (3.40) nunca se hace cero, como uno puede observar
en la ecuación (L.2) del apéndice L. De esta manera, la ecuación de puntos cŕıticos
no se indefine cuando v = 0.

Tomando ahora el caso de la ecuación (3.42), al solucionar ésta ecuación, se obtienen
2 soluciones que son simétricas y que difieren por su signo, entendiéndose ésto último
como una diferencia entre ambas soluciones por un factor de π. Estas dos soluciones
correspondeŕıan a las ráıces simétricas obtenidas en la ecuación (3.38). De este modo,
se obtienen un total de 4 soluciones como era de esperarse.
De igual manera, se pudo expresar la ecuación de puntos cŕıticos del potencial efec-
tivo (3.32) respecto a la variable α en términos de un numerador caracterizado por
una función W (cuya expresión se ve en el apéndice L) de las variables α, v, A, B,
C y Ω

′
, multiplicada por la variable α , y un denominador caracterizado por un

polinomio de grado 40 (cuya expresión se ve en el apéndice L) en la variable α:

∂Ṽ

∂α
= 0⇒ αW (α, v,A,B,C,Ω

′
)

Poli40(α)
= 0. (3.43)

De la ecuación (3.43) respecto a la variable α puede verse que el numerador en esta
ecuación debe ser nulo.

Para que esto se cumpla, pueden ocurrir ó que la variable α (que multiplica a la
W (α, v,A,B,C,Ω

′
)) se haga cero, ó que la misma función W (α, v,A,B,C,Ω

′
) se

anule:

αc = 0 (3.44)

ó

W (α, vc(αc, C,Ω
′
), A,B,C,Ω

′
) = 0. (3.45)

Aqúı vc(αc, C,Ω
′
) puede ser cualquiera de las cuatro soluciones que se obtiene de la

ecuación de puntos cŕıticos (3.40) para la variable v = cos(2θ).

Es necesario dejar en claro es que cuando la variable α = 0, el polinomio que se
observa en la ecuación (3.43) nunca se hace cero, como uno puede observar en la
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ecuación (L.4) del apéndice L.

De la ecuación (3.43) resulta de inmediato que el valor α = 0 es un punto cŕıtico
en todo el espacio de parámetros, es decir, que es un punto cŕıtico para cualquier
valor que adquieran los parámetros A, B, C y Ω

′
. A dicha ráız le llamaremos “ráız

fundamental” [56].

Dado que ya hemos identificado a α = 0 como la ráız fundamental, es posible rea-
lizar una expansión en serie de Taylor de la superficie de enerǵıa (3.32) para α 6= 0
alrededor de dicha ráız fundamental, lo que nos ayudara a determinar el germen de
esta superficie de enerǵıa. El “germen” es el primer término de la expansión en serie
de Taylor que no puede ser cancelado por una selección arbitraria de los valores de
los parámetros. Esto último nos dará información acerca del orden de degeneración
que tiene en este caso la ráız fundamental, además de que a la vez estaremos deter-
minando el orden de la transición de fase para el caso de la ráız fundamental, todo
esto se vera con detenimiento más adelante.

La expansión en serie del potencial efectivo (3.32) para α 6= 0 alrededor de la ráız
fundamental se realizara para el caso de la ráız cŕıtica vc = 0. El caso vc 6= 0
muestra una gran dificultad para ser resuelto, por lo que se decidió dejarlo como
trabajo a futuro. La expansión en serie de Taylor del potencial (3.32) alrededor de
la ráız fundamental con vc = 0 es la siguiente:

ṼTaylor(α, vc = 0) =
9

95
α2(28 + 57A+ 48B + 48C − 57Ω

′
)

− 9

95
α4(1264 + 3021A+ 2379B + 2379C − 3021Ω

′
)

+
1

95
α6(809893 + 1930077A+ 1519398B + 1519398C − 1930077Ω

′
) +O(8).

(3.46)

De la serie de Taylor (3.46) para el potencial efectivo (3.32), se pueden identificar
varios términos que resultan ser las derivadas de orden segundo, cuarto y sexto de
la superficie de enerǵıa ṼTaylor alrededor de la ráız fundamental. También se puede
identificar otro término O(8) que hace referencia a derivadas de orden octavo o
mayor. Todos estos términos pueden verse a continuación:

Ṽ
′′

Taylor(αc = 0, vc = 0) =
9

95
(28 + 57A+ 48B + 48C − 57Ω

′
). (3.47)

Ṽ
′′′′

Taylor(αc = 0, vc = 0) = − 9

95
(1264 + 3021A+ 2379B + 2379C − 3021Ω

′
). (3.48)

Ṽ
′′′′′′

Taylor(αc = 0, vc = 0) =
1

95
×

× (809893 + 1930077A+ 1519398B + 1519398C − 1930077Ω
′
). (3.49)
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De la ecuación (3.46) podemos darnos cuenta que el término lineal en α no aparece
porque αc = 0 es un punto cŕıtico. El término cuadrático en α es eliminado eligiendo:

9

95
(28 + 57A+ 48B + 48C − 57Ω

′
) = 0. (3.50)

Esto implica que αc = 0 es doblemente degenerada porque también se cumple que
la segunda derivada en la expansión de Taylor (3.46) también se hace nula, es decir:

Ṽ
′′

Taylor(αc = 0, vc = 0) = 0. (3.51)

La ráız fundamental es cuadruplemente degenerada si nosotros elegimos (3.51) y
que:

Ṽ
′′′′

Taylor(αc = 0, vc = 0) = 0. (3.52)

Ahora trataremos de remover la sexta derivada en la la expansion, lo que implica
que:

Ṽ
′′′′′′

Taylor(αc = 0, vc = 0) = 0. (3.53)

Sin embargo, si los parámetros del modelo satisfacen (3.51) y (3.52), la superficie
de enerǵıa adquiere el siguiente valor:

ṼTaylor(α) = t(α), (3.54)

donde t(α) (cuya expresión se ve en el apéndice L) es una función de α.

La superficie de enerǵıa (3.54) (cuyo ĺımite para α→ 0 y para α→∞ es 0 y 11/57
respectivamente), como podemos ver, no depende del parámetro Ω

′
, por lo que no

es posible estudiar una transición de fase para estados excitados usando el paráme-
tro de “cranking” Ω

′
que es nuestro objetivo en este trabajo. Dado lo anterior, se

concluye que la superficie de enerǵıa (3.32) queda sobrederminada y fijamos dos
parámetros, y por ésta razón, sólo se puede satisfacer (3.51).

Por lo tanto, se tiene que el primer término que debe ser diferente de cero es el
relacionado con α6 (lo cual caracteriza el germen de el sistema).

A partir de la serie de Taylor ṼTaylor(α, vc = 0) vista en la ecuación (3.46) , po-

demos darnos cuenta que es posible definir unos nuevos parámetros r1 = A − Ω
′

y
r2 = B + C.

Ahora retomemos nuestro potencial de enerǵıa (3.32). Usando la ráız cŕıtica vcr = 0,
dicho potencial (3.32) puede definirse de la siguiente manera:
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Ṽ = (A− Ω
′
)

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

N + n0

)
+

+ (B + C)

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
+

+

(
α6F33(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
. (3.55)

El potencial (3.55) puede reestructurarse de la siguiente forma:

Ṽ (α, vc = 0) = (A− Ω
′
)h1(α) + h2(α) + (B + C)h3(α), (3.56)

donde

h1(α) =

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

N + n0

)
h2(α) =

(
α6F33(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
h3(α) =

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
. (3.57)

El potencial (3.56) puede redefinirse en términos de los mismos 2 parámetros r1 =
A− Ω

′
y r2 = B + C (en vez de los 4 parámetros A, B, C y Ω

′
, con D = 0 con los

que se estaba trabajando originalmente).

Dada la definición de los parámetros r1 y r2, podemos redefinir el potencial de
enerǵıa (3.56) como:

Ṽ (α, r1, r2) = (r1)h1(α) + h2(α) + (r2)h3(α). (3.58)

Ahora lo que sigue es encontrar los puntos cŕıticos de Ṽ (α, r1, r2) en términos de
los nuevos parámetros. La ecuación de puntos cŕıticos con respecto a la variable α
es la siguiente:

αH(α, r1, r2)

Poli40(α)
= 0. (3.59)

Cómo podemos observar, la ecuación de puntos cŕıticos (3.59) está compuesta por
un numerador caracterizado por una función H(α, r1, r2) (cuya expresión se ve en
el apéndice L) que multiplica a la variable α, y un denominador caracterizado por
un polinomio de grado 40 en la variable α que resulta ser el mismo obtenido en
la ecuación (3.43). Tanto la función H(α, r1, r2) y el polinomio se pueden hallar
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expĺıcitamente en el apéndice L.

Para que la ecuación (3.59) se satisfaga, basta que:

αc = 0 (3.60)

ó

H(α, r1, r2) = 0. (3.61)

La primera solución es αc = 0, por lo que para resolver la ecuación (3.59) basta con
tomar en cuenta ecuación (3.61). La ecuación (3.61) define la superficie de puntos
cŕıticos para αc 6= 0.

De la ecuación (3.59) resulta de inmediato que el valor α = 0 es un punto cŕıtico en
todo el espacio de parámetros, ésta es la “ráız fundamental” [60] que ya hab́ıamos
definido anteriormente en ésta subsección.

Conjuntos de bifurcación correspondientes a la separatriz del sistema
nuclear ligero general, caso D = 0 , en términos de parámetros r1 = A−Ω

′

y r2 = B + C.

De igual manera como se hizo en la subsección (3.2.1), se usa ahora la teoŕıa de
catástrofes para hacer el estudio de estabilidad de nuestro sistema nuclear ligero.

Siguiendo dicho formalismo, sólo basta saber que la ecuación (3.61) (que es el śımil de
la ecuación (3.5) para valores cŕıticos en la variable x) se satisface con las soluciones
cŕıticas de α, es decir, por αc. De esta manera podemos expresar a r1 como una
función de α y de r2 (como se hizo en la ecuación (3.6)). Por lo tanto, es posible
definir una superficie llamada variedad de puntos cŕıticos cuyas coordenadas son:

(αc; r2, r1) = (αc; r2, r1(αc, r2)). (3.62)

Lo que se hace a continuación es un mapeo de la variedad de puntos cŕıticos al
espacio de parámetros. El mapeo es definido por:

χ : (αc; r2, r1(αc, r2))→ (r2, r1(αc, r2)). (3.63)

Ahora, el mapeo puede ser singular y no singular, en este caso, nos interesa el mapeo
singular ya que dicha singularidad nos define un plano tangente a la variedad de
puntos cŕıticos importante para el análisis.

El mapeo singular se define a partir de que el Jacobiano de la transformación cumpla
lo siguiente:
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det

 ∂r2
∂αc

∂r2
∂r2

∂r1(αc,r2)
∂αc

∂r1(αc,r2)
∂r2

 = 0

⇒ −∂r1(αc, r2)

∂αc
= g(αc, r2) = 0. (3.64)

La ecuación (3.64) permite obtener una expresión del valor cŕıtico para r2:

r2c = r2c(αc). (3.65)

Ahora, las ecuaciones (3.62) y (3.65) nos permiten tener una expresión del valor
cŕıtico para r1:

r1c = r1c(αc, r2c(αc)) = r1c(αc). (3.66)

El mapeo definido en la ecuación (3.63) es invertible excepto sobre la curva (definida
en el espacio tri-dimensional):

(αc; r2c, r1c) =
(
αc; r2c(αc), r1c(αc)

)
. (3.67)

Sobre esta curva, la variedad de puntos cŕıticos tiene un plano tangente vertical,
proyectando sobre el espacio de parámetros se obtiene la curva paramétrica:

(r2c, r1c) =
(
r2c(αc), r1c(αc)

)
. (3.68)

Dicha curva (3.68) corresponde a los conjuntos de bifurcación para αc 6= 0 y vc = 0.
Para obtener los conjuntos de bifurcación para αc = 0 y vc = 0, es necesario regresar
a la ecuación de puntos cŕıticos para α (3.61) y hacer que dicha ecuación se satisfaga
para el caso cuando αc = 0, es decir:

H(0, r1, r2) = 0. (3.69)

La ecuación (3.69) nos dará como resultado los conjuntos de bifurcación para el caso
αc = 0 y vc = 0. Esto es posible debido a que (3.69) y la condición (αc = 0, vc = 0)
nos permiten poder tener a uno de los parámetros r1 ó r2 en términos del otro. La
ecuación que resulta de lo anterior da origen a la rama básica en el espacio de
parámetros.
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3.3.3. Teoŕıa de catástrofes aplicada al análisis de un sistema
nuclear ligero general descrito en términos del SACM,
caso D = 0 ó D 6= 0, en términos de parámetros A, B,
C, D y Ω

′
.

Ahora se aplicará el formalismo de teoŕıa de catástrofes para el análisis de las transi-
ciones de fase de un sistema nuclear ligero general descrito en términos del potencial
efectivo (3.17) que depende de las variables α, φ y θ, y de los parámetros A, B, C,
D (donde D = 0 ó D 6= 0) y Ω

′
.

En el caso numérico, donde ya se ha tomado como valor cŕıtico para la variable φ
a φc = 0, es posible expresar la ecuación de puntos cŕıticos del potencial efectivo
(3.17) para la variable v = cos(2θ) en términos de un numerador caracterizado por
una función f (cuya expresión se ve en el apéndice L) de las variables α, v, C, D
y Ω

′
y un denominador caracterizado por una función de la variable v multiplicada

por el polinomio de grado 20 en la variable α (cuya expresión se ve en el apéndice
L), es decir:

∂Ṽ

∂v
= 0⇒ f(α, v, C,D,Ω

′
)√

1− v2Poli20(α)
= 0. (3.70)

La ecuación (3.70) se satisface de igual manera si sólo se considera lo siguiente:

f(α, v, C,D,Ω
′
) = 0. (3.71)

Es decir, la ecuación de puntos cŕıticos (3.70) con respecto a la variable v = cos(2θ)
se satisface, si y solo si, el numerador dado por la función f(α, v, C, D y Ω

′
) se

hace cero.

Al solucionar la ecuación (3.71) (nueva ecuación de puntos cŕıticos para la variable
v = cos(2θ)), se obtiene como era de esperarse (ya que vimos que la ecuación de
puntos cŕıticos para la variable v = cos(2θ) es una ecuación de cuarto grado (3.24)),
un total de 4 soluciones vci(αc, C,D,Ω

′
) con i = 1, 2, 3, 4.

En cuanto a la ecuación de puntos cŕıticos de α se obtiene algo similar con lo que
ocurrió para la ecuación de puntos cŕıticos para la variable v = cos(2θ), es decir,
fue posible expresar la ecuación de puntos cŕıticos del potencial efectivo (3.17) para
la variable α en términos de un numerador caracterizado por una función g (cuya
expresión se ve en el apéndice L) de las variables α, v, A, B, C, D y Ω

′
, multiplicada

por la variable α, y un denominador caracterizado por el mismo polinomio de grado
40(cuya expresión se ve en el apéndice L) en la variable α que se obtuvo en (3.70):

∂Ṽ

∂α
= 0⇒ αg(α, v,A,B,C,D,Ω

′
)

Poli40(α)
= 0. (3.72)
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Nuevamente uno puede ver que la ecuación de puntos cŕıticos (3.72) con respecto a
la variable α se satisface, si y solo si, el numerador de dicha ecuación se hace cero.

Para que esto se cumpla, pueden ocurrir ó que la variable α (que multiplica a la
g(α, v,A,B,C,D,Ω

′
)) se haga cero, o que la misma función g(α, v,A,B,C,D,Ω

′
)

se anule:

αc = 0 (3.73)

ó

g(αc, vc(αc, C,D,Ω), A,B,C,D,Ω
′
) = 0. (3.74)

Aqúı vc(αc, C,D,Ω
′
) puede ser cualquiera de las cuatro soluciones que se obtiene al

solucionar la ecuación de puntos cŕıticos (3.71) para la variable v = cos(2θ).

De la ecuación (3.72) resulta de inmediato que el valor α = 0 es la “ráız funda-
mental” [60] definida en la sección anterior.

Se puede observar de (3.74) que si vc = vc(αc, C,D,Ω
′
), entonces dicha ecuación

también se puede ver como:

g(αc, A,B,C,D,Ω
′
) = 0. (3.75)

La ecuación (3.75) define la superficie de puntos cŕıticos αc 6= 0.

Conjuntos de bifurcación correspondientes a la separatriz del sistema
nuclear ligero general, caso D = 0 ó D 6= 0, en términos de parámetros A,
B, C, D y Ω

′
.

Usando nuevamente el formalismo de teoŕıa de catástrofes, sólo basta saber que
la ecuación (3.75) (que es el śımil de la ecuación (3.5) para valores cŕıticos en la
variable x) se satisface con las soluciones cŕıticas de α, es decir, por αc. Tomando en
cuenta ésto último, se puede despejar uno de los parámetros de la ecuación (3.75)
en términos del otro parámetro y de la variable αc contenidos en la misma ecuación:

g(αc, A,B,C,D,Ω
′
) = 0⇒ A = A(αc, B,C,D,Ω

′
). (3.76)

Por consiguiente, es posible definir una superficie llamada variedad de puntos cŕıticos
cuyas coordenadas son:

(αc;B,A) = (αc;B,A(αc, B,C,D,Ω
′
)), (3.77)

con C, D, Ω
′

como parámetros fijos.
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Lo que se hace a continuación es un mapeo de la variedad de puntos cŕıticos al
espacio de parámetros. El mapeo es definido por:

χ : (αc;B,A(αc, B,C,D,Ω
′
))→ (B,A(αc, B,C,D,Ω

′
)). (3.78)

Ahora, el mapeo puede ser singular y no singular, en este caso, nos interesa el mapeo
singular ya que dicha singularidad nos define un plano tangente a la variedad de
puntos cŕıticos importante para el análisis.

El mapeo singular se define a partir de que el Jacobiano de la transformación cumpla
lo siguiente:

det


∂B
∂αc

∂B
∂B

∂A(αc,B,C,D,Ω
′
)

∂αc

∂A(αc,B,C,D,Ω
′
)

∂B

 = 0

⇒ −∂A(αc, B, C,D,Ω
′
)

∂αc
= g(αc, B, C,D,Ω

′
) = 0. (3.79)

La ecuación (3.79) permite obtener una expresión de valor cŕıtico para B:

Bc = Bc(αc, C,D,Ω
′
). (3.80)

Ahora, las ecuaciones (3.3.3) y (3.80) nos permiten tener una expresión de valor
cŕıtico para A:

Ac = Ac(αc, Bc(αc, C,D,Ω
′
), C,D,Ω

′
) = Ac(αc, C,D,Ω

′
). (3.81)

El mapeo definido en la ecuación (3.78) es invertible excepto sobre la curva (definida
en el espacio tri-dimensional):

(αc;Bc, Ac) =
(
αc;Bc(αc, C,D,Ω

′
), Ac(αc, C,D,Ω

′
)
)
. (3.82)

Sobre ésta curva, la variedad de puntos cŕıticos tiene un plano tangente vertical,
proyectando sobre el espacio de parámetros se obtiene la curva paramétrica:

(Bc, Ac) =
(
Bc(αc, C,D,Ω

′
), Ac(αc, C,D,Ω

′
)
)
. (3.83)

La curva (3.83) corresponde a los conjuntos de bifurcación asociados a los puntos
cŕıticos αc 6= 0 y vc = 0. Para encontrar los conjuntos de bifurcación relacionados
con los puntos cŕıticos αc = 0 y vc = 0 es necesario regresar a la ecuación (3.75) y
hacer que dicha ecuación se satisfaga para el caso cuando αc = 0, es decir:
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g(0, A,B,C,D,Ω
′
) = 0. (3.84)

La ecuación (3.84) nos dará como resultado los conjuntos de bifurcación para el caso
αc = 0 y vc = 0, esto es posible debido a que (3.84) nos permite poder tener a uno
de los parámetros A ó B en términos de los otros (en éste caso C, D y Ω

′
tendrán

un cierto valor para obtener resultados numéricos como se verá más adelante).

3.3.4. Resultados numéricos para los conjuntos de bifurca-
ción correspondientes a la separatriz del sistema nu-
clear ligero general, caso D = 0 , en términos de los
parámetros r1 = A− Ω

′
y r2 = B + C.

Lo que sigue a continuación son los resultados numéricos que se obtuvieron para los
conjuntos de bifurcación correspondientes a la separatriz de un sistema nuclear lige-
ro, con D = 0 (caso aceptable para un núcleo ligero), en términos de los parámetros
r1 = A − Ω

′
y r2 = B + C (subsección 3.3.2.). Dichos resultados fueron obtenidos

a partir de un programa escrito en el lenguaje de programación “Mathematica 8”,
pero es importante decir que los pasos del mapeo mostrados anteriormente (de la
ecuación (3.62) a la ecuación (3.69)) pueden ser reproducidos en cualquier otro len-
guaje de programación que se desee.

Fijando N = 12, n0 = 8, C = Ω
′

= 1 y D = 0, uno puede obtener de forma numérica
las ráıces v = v(α,C,D,Ω

′
) correspondientes a la ecuación de puntos cŕıticos (3.40).

A continuación en la figura 3.11 se muestran gráficamente dichas ráıces:

Figura 3.11: Ráıces obtenidas numéricamente correspondientes a la ecua-
ción de puntos cŕıticos(3.40) para la variable v = cos(2θ). La ĺınea azul
corresponde a las ráıces degeneradas obtenidas algebráicamente en la
ecuación (3.36) y las ĺıneas roja y verde corresponden a las ráıces simétri-
cas obtenidas en la ecuación (3.38).
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La figura 3.11 nos muestra lo que ya se hab́ıa deducido algebráicamente en la subsec-
ción (3.3.1), de la ecuación (3.36) a la ecuación (3.38), cuando se tomo como ejemplo
la solución de la ecuación de puntos cŕıticos (3.71) (ecuación de 4to orden) para la
variable v = cos(2θ) con D = 0, es decir, se muestra que para cuando el parámetro
D = 0 se obtiene un total de 4 soluciones, donde un par de ellas son degeneradas e
iguales a cero (ĺınea azul en la figura 3.11) y el otro par son simétricas y difieren por
un signo, una tiene signo positivo (ĺınea roja en la figura 3.11) y la otra tiene signo
negativo (ĺınea verde en la figura 3.11) lo que también se puede entender como una
diferencia de un factor de π.

En este trabajo sólo se tomará en cuenta la ráız cŕıtica vc = 0, pues como ya se ha
explicado antes, el caso vc 6= 0 muestra una gran dificultad para ser resuelto, por lo
que se ha decidido dejarlo como trabajo a futuro.

Fijando solamente N = 12, n0 = 8 (ya que los parámetros r1 = A − Ω
′

y r2 =
B + C son libres), se halló la ráız fundamental (αc = 0, v = cos(2θ) = 0 ⇒
θ = π/4) definida en la sección anterior. Al ser substituida dicha ráız fundamental
en la ecuación (3.61), se pudo obtener la rama básica la cual fue definida en la
subsección (3.3.2). La ecuación que se obtuvo para la rama básica en el espacio de
parámetros es la siguiente:

r2 = − 1

48
(28 + 57r1). (3.85)

Una vez obtenida la rama básica (αc = 0), nos dedicamos a encontrar la rama (3.68)
que se obtiene al sustituir el punto cŕıtico (αc 6= 0, v = cos(2θ) = 0 ⇒ θ = π/4)
en la ecuación (3.61) y haciendo uso del mapeo mostrado de la ecuación (3.78) a
la ecuación (3.68). Una vez obtenidas las ramas (3.85) y (3.68) (haciendo el mapeo
para la ráız αc 6= 0), se pudo construir los conjuntos de bifurcación mostrados en la
figura 3.12:
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Figura 3.12: Conjuntos de bifurcación formados por la rama (3.68) (αc 6=
0, v = cos(2θ) = 0 ⇒ θ = π/4) y la rama (3.85)(αc = 0, v = cos(2θ) = 0 ⇒ θ =
π/4). Como podemos ver, los conjuntos de bifurcación dividen al espacio
de parámetros (r1r2) en 3 zonas de estabilidad (cuya identificación se
hará después de observar el comportamiento de los potenciales de enerǵıa
(3.58)). De igual manera se indican algunos puntos sobre el espacio de
parámetros.

Es importante dar conocer el orden de transición para la rama básica (3.85) y la
rama (3.68). Para la rama básica (3.85), es posible observar que dicha ecuación
también se puede obtener de (3.50) (con r1 = A−Ω

′
y r2 = B+C). Lo que implica

que la segunda derivada en la expansión de Taylor (3.46) se anule. Por lo tanto,
αc = 0 es doblemente degenerada y puede hablarse de una transición de segundo
orden para ésta rama básica (3.85).

En cuanto a la rama (3.68), ésta no representa ningún tipo de transición, pero si
representa la creación de un máximo y un nuevo mı́nimo, ambos para α 6= 0.

Sin embargo, notros distinguimos una transición de cuarto orden. Lo anterior
se puede deducir a partir del análisis que se hizo para encontrar el germen del
sistema. Se encontró que la última derivada en la expansión de Taylor que puede
anularse es la de cuarto orden (3.52). Ésta transición de cuarto orden está re-
lacionada con el punto donde se unen la rama básica (3.85) y la rama (3.68) ya
que dicho punto satisface la ecuación (3.52). La coordenada del punto al que nos
referimos es (r1 = 0.631579, r2 = −1.33333). De igual manera se encontró que el
punto (r1 = 0.631579, r2 = −1.33333) satisface la ecuación (3.50) (con r1 = A−Ω

′
y

r2 = B+C), y por lo tanto también representa una transición de segundo orden.
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Lo que resta es observar si de una región a otra (divididas por los conjuntos de bi-
furcación) hay una transición de fase, para esto, es necesario graficar los potenciales
(3.58) (fijando solamente N = 12, n0 = 8) para cada punto que se observa (sobre el
espacio de parámetros) en las figura 3.12.

Antes de poder observar si hay una transición de fase de una región a otra, es im-
portante hacer una discusión del potencial (3.55) para α → ∞ cuando N → ∞.
Dicha discusión es importante para poder analizar los potenciales que se van a obte-
ner a partir de (3.58) y ver si nuestro sistema es estable o inestable para una N dada.

El potencial que se obtiene a partir de la ecuación (3.55) y a partir de los cálculos
del apéndice I para α→∞ es el siguiente:

Ṽ = A

(
1− n0

N + n0

)
+

+ (B + C sin2 (2θ))

(
1− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
+

+

(
1− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
−

− Ω
′
sin (2θ) cos (φ)

(
1− n0

N + n0

)
. (3.86)

Puede haber varios comportamientos del potencial (3.86) para el ĺımite N → ∞
(dependiendo de los valores que se le asignen a los parámetros A, B, C y Ω

′
pues

para nuestro caso sin (2θ) = 1 y cos (φ) = 1).

El primer caso se define cuando el potencial (3.86) va subiendo (cuando N va cre-
ciendo) con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial
se define en la enerǵıa cero, al ir subiendo (cuando N va creciendo), el potencial
será siempre positivo y tendrá un mı́nimo. Lo anterior define un sistema estable.

El segundo caso se define cuando el potencial (3.86) va bajando (cuando N va cre-
ciendo) con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial
se define en el cero de enerǵıa, al ir bajando (cuando N va creciendo), el potencial
será siempre negativo y es posible que tenga un mı́nimo, pero éste no representará un
sistema f́ısico. Lo anterior define un sistema inestable.

Lo que sigue es el análisis de los potenciales obtenidos de (3.58), para cada punto
que se observa (sobre el espacio de parámetros) en la figura 3.12.
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(a) Punto P1: El potencial muestra un mı́nimo
en α = 0 que representa a un sistema estable.
De esta manera, la Región I al que pertenece
este punto P1 es una región de estabilidad.

(b) Punto P2: El mı́nimo en α = 0 que hab́ıa
de la figura (a) desaparece y pasa a formar
parte de un punto silla.

(c) Punto P3: El punto silla que se teńıa en la
figura (b) se divide en un máximo en α = 0
(donde el sistema es inestable) y en un mı́nimo
en α 6= 0 (donde el sistema puede se estable).
De esta manera, para el caso de este punto P3,
la Región III al que pertenece puede identifi-
carse como una región parcialmente esta-
ble (donde es sistema es estable en los mı́ni-
mos del potencial e inestable en los máximos).

Figura 3.13: Potenciales relacionados con los puntos P1, P2 y P3 localizados
en la separatriz de la figura 3.12.
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(a) Punto P4: El potencial muestra un mı́nimo
en α = 0 que representa a un sistema estable.
De esta manera, la Región I al que pertenece
este punto P4 es una región de estabilidad.

(b) Punto P5: Se puede observar que el mı́ni-
mo en α = 0 de la figura (a) desaparece y pasa
a formar parte de un punto silla.

(c) Punto P6: El punto silla que se teńıa en la
figura (b) se divide en un máximo en α = 0
(donde el sistema es inestable) y en un mı́nimo
en α 6= 0 (donde el sistema puede se estable).
De esta manera, para el caso de este punto P6,
la Región III al que pertenece puede identifi-
carse como una región parcialmente esta-
ble.

Figura 3.14: Potenciales relacionados con los puntos P4, P5 y P6 localizados
en la separatriz de la figura 3.12.
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(a) Punto P7: El potencial muestra un mı́nimo
en α = 0. La Región I al que pertenece este
punto P7 es una región de estabilidad.

(b) Punto P8: Se conserva el mı́nimo de la fi-
gura (a) en α = 0 y aparece un punto silla en
α 6= 0.

(c) Punto P9: El mı́nimo en α = 0 sigue exis-
tiendo, mientras que el punto silla de la figura
(b) se divide en un máximo y en un mı́nimo
para α 6= 0. De esta manera, la Región II al
que pertenece este punto P9 puede identificar-
se con una región parcialmente estable.

(d) Punto P10: El mı́nimo en α = 0 y el máxi-
mo en α 6= 0 de la figura (c) se funden en un
punto silla (el cual se puede observar en la fi-
gura (e)). El mı́nimo en α 6= 0 se hace más
profundo y representa a un sistema estable.

(e) Punto silla correspondiente al potencial
del punto P10 en el espacio de parámetros.

(f) Punto P11: El punto silla de la figura (d)
desaparece y da origen a un máximo en α = 0
y a un mı́nimo en α 6= 0, que al unirse con
el mı́nimo de la figura (d) se crea un mı́nimo
más profundo. Para el punto P11, la Región
III al que pertenece puede identificarse como
una región parcialmente estable.

Figura 3.15: Potenciales relacionados con los puntos P7, P8, P9, P10 y P11
localizados en la separatriz de la figura 3.12.
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(a) Punto P12: El potencial muestra un mı́ni-
mo en α = 0. La Región I al que pertenece
el P12 es una región de estabilidad.

(b) Punto P13: Se conserva el mı́nimo de la
figura (a) en α = 0 y aparece un punto silla
en α 6= 0.

(c) Punto P14: El mı́nimo en α = 0 sigue exis-
tiendo, mientras que el punto silla de la figura
(b) se divide en un máximo y en un mı́nimo
para α 6= 0. La Región II al que pertene-
ce este punto P14 puede identificarse con una
región parcialmente estable.

(d) Punto P15: El mı́nimo en α = 0 y el máxi-
mo en α 6= 0 de la figura (c) se funden en un
punto silla (el cual se puede observar en la fi-
gura (e)). El mı́nimo en α 6= 0 se hace más
profundo, pero representa a un sistema ines-
table no f́ısico.

(e) Punto silla correspondiente al punto P15
en el espacio de parámetros.

(f) Punto P16: El punto silla de la figura (d)
desaparece y da origen a un máximo en α = 0
y a un mı́nimo en α 6= 0, que al unirse con
el mı́nimo de la figura (d) se crea un mı́nimo
más profundo. Para el punto P16, la Región
III al que pertenece puede identificarse como
una región inestable.

Figura 3.16: Potenciales relacionados con los puntos P12, P13, P14, P15 y
P16 localizados en la separatriz de la figura 3.12.
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En resumen: De los potenciales de enerǵıa obtenidos a partir de los conjuntos de
bifurcación 3.12, se pueden distinguir tres regiones: La primera (Región I) es una
región de estabilidad, definida como una región donde el sistema es estable (siem-
pre por arriba de la rama roja y parte de la rama azul, que es, a la izquierda del
punto donde coalecen la rama roja y azul), con un mı́nimo (donde el sistema es
estable) en α = 0, la segunda (Región II) es una región parcialmente estable,
definida como una región donde el sistema puede ser estable o no (entre la rama roja
y rama la azul) donde hay un mı́nimo (donde el sistema es estable) para α = 0, un
máximo (donde el sistema es inestable) en α 6= 0 y otro mı́nimo (donde el sistema
es estable) para α 6= 0. La tercera región (Región III) puede ser una región par-
cialmente estable, que ya fue definida, ó una región inestable, definida como
una región donde el sistema es inestable. La Región III se encuentra por abajo de
la ĺınea azul con un máximo en α = 0 y un mı́nimo en α 6= 0.

El que la Región III sea parcialmente estable o inestable dependerá del comporta-
miento de nuestro potencial (3.86). A partir de los potenciales graficados, la Región
III puede representar un sistema estable (potencial para P11 en la figura 3.10(f)) o
un sistema inestable no f́ısico (potencial para P16 en la figura 3.11(f)) dependiendo
con que valores para los parámetros A y B estemos trabajando.

Refiriéndonos más espećıficamente al orden de transición de cada curva (rama roja
y rama azul de la figura 3.12) que forma parte de los conjuntos de bifurcación, uno
puede darse cuenta que la rama azul representa una transición de segundo or-
den del punto α = 0, ya que como podemos observar de los potenciales graficados,
al cruzar dicha ĺınea, el punto α = 0 pasa de ser un mı́nimo (que representa a un
sistema estable) a un máximo (que representa a un sistema inestable).

En cuanto a la rama roja, ésta no representa una transición de fase, pero si repre-
senta la aparición de un mı́nimo y un máximo, ambos para α 6= 0.

El punto donde se unen la rama básica (3.85) y la rama (3.68), como vimos antes,
representa una transición de cuarto orden y una transición de segundo or-
den.

En cuanto a la obtención expĺıcita de los conjuntos de Maxwell, se decidió dejarlo
como trabajo a futuro por su nivel de dificultad que mostró al ser tratado. Lo
importante aqúı es que se tiene noción en qué región se encuentran dichos conjuntos
de Maxwell sobre el espacio de parámetros. La región en la que se pueden encontrar
estos conjuntos de Maxwell es la Región II. Sólo en esta región, cómo puede verse
en la figura 3.1, es posible tener un potencial donde el mı́nimo en α = 0 y el mı́nimo
en α 6= 0 se encuentren a la misma altura, y por lo tanto a la misma enerǵıa, lo que
caracteriza a los conjuntos de Maxwell.

58



3.3.5. Resultados numéricos para los conjuntos de bifurca-
ción correspondientes a la separatriz del sistema nu-
clear ligero general, caso D = 0 ó D 6= 0, en términos
de parámetros A, B, C, D y Ω

′
.

Para la obtención de dichos resultados numéricos se fijaron algunos parámetros. Los
valores correspondientes que se asignó a cada parámetro se muestran en la tabla 3.8:

N = 12

n0 = 8

C = 1

D = 0

Ω
′

= 1

Tabla 3.8: Valores asignados a algunos parámetros para poder hacer cálcu-
los numéricos.

Con los valores de la tabla 3.8, uno puede obtener de forma numérica las ráıces
correspondientes a la ecuación de puntos cŕıticos (3.71) para la variable v = cos(2θ).
En la figura 3.17 se muestran gráficamente dichas ráıces:

Figura 3.17: Ráıces obtenidas numéricamente correspondientes a la ecua-
ción de puntos cŕıticos (3.71) para la variable v = cos(2θ). La ĺınea azul
corresponde a las ráıces degeneradas obtenidas algebráicamente en la
ecuación (3.36) y las ĺıneas roja y verde corresponden a las ráıces simétri-
cas obtenidas en la ecuación (3.38) con D = 0 y C = Ω

′
= 1.

La figura 3.17 nos muestra lo que ya se hab́ıa deducido algebráicamente en la sub-
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sección 3.3.1 de éste trabajo (de la ecuación (3.36) a la ecuación (3.38)) cuando se
tomo como ejemplo la solución de la ecuación de puntos cŕıticos (ecuación de 4o
orden) (3.71) para la variable v = cos(2θ) con D = 0, es decir, se muestra que para
cuando el parámetro D = 0 se obtiene un total de 4 soluciones, donde un par de
ellas son degeneradas e iguales a cero (ĺınea azul en la figura 3.17) y el otro par son
simétricas y difieren por un signo, una tiene signo positivo (ĺınea roja en la figura
3.17) y la otra tiene signo negativo (ĺınea verde en la figura 3.17) lo que también se
puede entender como una diferencia de un factor de π.

En este trabajo sólo se tomará en cuenta la ráız cŕıtica vc = 0, pues como ya se ha
explicado antes, el caso vc 6= 0 muestra una gran dificultad para ser resuelto, por lo
que se ha decidido dejarlo como trabajo a futuro.

Usando los valores de la tabla 3.8 se halló la ráız fundamental (αc = 0, v = cos(2θ) =
0 ⇒ θ = π/4) ya que representa un punto cŕıtico con máxima degeneración para
cualquier valor que tengan los parámetros de la superficie de enerǵıa. Al ser substi-
tuida dicha ráız fundamental en la ecuación (3.74), se pudo obtener la “rama básica”.
La ecuación que se obtuvo para la rama básica en el espacio de parámetros es la
siguiente:

Bc = −19

48
(1 + 3Ac). (3.87)

Una vez obtenida la rama básica, nos dedicamos a encontrar la rama (3.83) que
se obtiene al sustituir el punto cŕıtico (αc 6= 0, v = cos(2θ) = 0 ⇒ θ = π/4) en
la ecuación (3.74) y haciendo uso del mapeo mostrado de la ecuación (3.3.3) a la
ecuación (3.83). Con las ramas (3.87) y (3.83), se pudo construir los conjuntos de
bifurcación que se muestran en la figura 3.18:
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Figura 3.18: Conjuntos de bifurcación formados por la rama (3.83) (αc 6=
0, v = cos(2θ) = 0 ⇒ θ = π/4) y la rama (3.87)(αc = 0, v = cos(2θ) = 0 ⇒ θ =
π/4). Como podemos ver, los conjuntos de bifurcación dividen al espacio
de parámetros (AB) en 3 zonas de estabilidad (cuya identificación se
hará después de observar el comportamiento de los potenciales de enerǵıa
(3.17)). De igual manera se indican algunos puntos sobre el espacio de
parámetros.

Como vimos en la subsección (3.3.4.) puede hablarse de una transición de segun-
do orden para la rama básica (3.87). En cuanto a la rama (3.83), ésta no refleja
ningún tipo de transición, pero el punto donde se une la rama básica (3.87) y la
rama (3.83) representa una transición de cuarto orden y una transición de
segundo orden.

Lo que resta es poder observar si de una región a otra (divididas por los conjuntos
de bifurcación) hay una transición de fase, para esto, es necesario graficar los poten-
ciales de enerǵıa (3.17) (usando los valores asignados a los parámetros mostrados en
la tabla 3.8) para cada punto que se observa (sobre el espacio de parámetros) en las
figura 3.18.

Antes de poder observar si hay una transición de fase de una región a otra, es im-
portante hacer una discusión del potencial (3.17) para α → ∞ cuando N → ∞.
Ésta discusión es importante para poder analizar los potenciales que se obtendrán
y para ver si nuestro sistema es estable o inestable para una N dada.

El potencial que se obtiene a partir de la ecuación (3.17) y a partir de los cálculos
del apéndice I para α→∞ es el siguiente:

61



Ṽ = A

(
1− n0

N + n0

)
+

+ (B + C sin2 (2θ))

(
1− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
+

+

(
1− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
−

− Ω
′
sin (2θ) cos (φ)

(
1− n0

N + n0

)
. (3.88)

Puede haber varios comportamientos del potencial (3.88) para el ĺımite N → ∞
(dependiendo de los valores que se le asignen a los parámetros A, B, C y Ω

′
pues

para nuestro caso sin (2θ) = 1 y cos (φ) = 1).

El primer caso se define cuando el potencial (3.86) va subiendo (cuando N va cre-
ciendo) con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial
se define en la enerǵıa cero, al ir subiendo (cuando N va creciendo), el potencial
será siempre positivo y tendrá un mı́nimo. Lo anterior define un sistema estable.

El segundo caso se define cuando el potencial (3.86) vaya bajando (cuando N va
creciendo) con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial
se define en el cero de enerǵıa, al ir bajando (cuando N va creciendo), el potencial
será siempre negativo y es posible que tenga un mı́nimo, pero este no representará un
ejemplo f́ısico. Lo anterior define un sistema inestable.

Lo que sigue es el análisis de los potenciales obtenidos de (3.17) (usando los valores
asignados a los parámetros mostrados en la tabla 3.8) para cada punto que se ob-
serva (sobre el espacio de parámetros) en la figura 3.18.
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(a) Punto P1AB : El potencial muestra un
mı́nimo en α = 0 que representa a un sis-
tema estable. De esta manera, la Región I
al que pertenece este punto P1AB es una re-
gión de estabilidad.

(b) Punto P2AB : El mı́nimo en α = 0 de la
figura (a) desaparece y pasa a formar parte
de un punto silla.

(c) Punto P3AB : El punto silla que se teńıa
en la figura (b) se divide en un máximo en
α = 0 (donde el sistema es inestable) y en
un mı́nimo en α 6= 0 (donde el sistema puede
se estable). De esta manera, para el caso de
este punto P3AB , la Región III al que per-
tenece puede identificarse como una región
parcialmente estable (donde es sistema es
estable en los mı́nimos del potencial e ines-
table en los máximos).

Figura 3.19: Potenciales relacionados con los puntos P1AB, P2AB y P3AB
localizados en la separatriz de la figura 3.18.

63



(a) Punto P4AB : El potencial muestra un
mı́nimo en α = 0 que representa a un sis-
tema estable. De esta manera, la Región I
al que pertenece este punto P4AB es una re-
gión de estabilidad.

(b) Punto P5AB : Puede observarse que el
mı́nimo en α = 0 de la figura (a) desaparece
y pasa a formar parte de un punto silla.

(c) Punto P6AB : El punto silla que se teńıa
en la figura (b) se divide en un máximo en
α = 0 (donde el sistema es inestable) y en
un mı́nimo en α 6= 0 (donde el sistema puede
se estable). De esta manera, para el caso de
este punto P6AB , la Región III al que per-
tenece puede identificarse como una región
parcialmente estable.

Figura 3.20: Potenciales relacionados con los puntos P4AB, P5AB y P6AB
localizados en la separatriz de la figura 3.18.
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(a) Punto P7AB : El potencial muestra un
mı́nimo en α = 0. La Región I es una re-
gión de estabilidad.

(b) Punto P8AB : Se conserva el mı́nimo de
la figura (a) en α = 0 y aparece un punto
silla en α 6= 0.

(c) Punto P9AB : El mı́nimo en α = 0 sigue
existiendo, mientras que el punto silla de la
figura (b) se divide en un máximo y en un
mı́nimo para α 6= 0. De esta manera, la Re-
gión II al que pertenece este punto P9AB

puede identificarse con una región parcial-
mente estable.

(d) Punto P10AB : El mı́nimo en α = 0 y el
máximo en α 6= 0 de la figura (c) se funden en
un punto silla (el cual se puede observar en la
figura (e)). El mı́nimo en α 6= 0 se hace más
profundo y representa a un sistema estable.

(e) Punto silla correspondiente al potencial
del punto P10AB en el espacio de paráme-
tros.

(f) Punto P11AB : El punto silla de la figura
(d) da origen a un máximo en α = 0 y a un
mı́nimo en α 6= 0, que al unirse con el mı́ni-
mo de la figura (d) se crea un mı́nimo más
profundo. Para el punto P11AB , la Región
III al que pertenece puede identificarse como
una región parcialmente estable.

Figura 3.21: Potenciales relacionados con los puntos P7AB, P8AB, P9AB,
P10AB y P11AB localizados en la separatriz de la figura 3.18.
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(a) Punto P12AB : El potencial muestra un
mı́nimo en α = 0. La Región I al que per-
tenece el P12AB es una región de estabi-
lidad.

(b) Punto P13AB : Se conserva el mı́nimo de
la figura (a) en α = 0 y aparece un punto
silla en α 6= 0.

(c) Punto P14AB : El mı́nimo en α = 0 si-
gue existiendo, mientras que el punto silla de
la figura (b) se divide en un máximo y en un
mı́nimo para α 6= 0. La Región II al que per-
tenece este punto P14AB puede identificarse
con una región parcialmente estable.

(d) Punto P15AB : El mı́nimo en α = 0 y el
máximo en α 6= 0 de la figura (c) se funden
en un punto silla (el cual se puede observar
en la figura (e)). El mı́nimo en α 6= 0 se hace
más profundo, pero representa a un sistema
inestable no f́ısico.

(e) Punto silla correspondiente al punto
P15AB en el espacio de parámetros.

(f) Punto P16AB : El punto silla de la figura
(d) desaparece y da origen a un máximo en
α = 0 y a un mı́nimo en α 6= 0, que al unir-
se con el mı́nimo de la figura (d) se crea un
mı́nimo más profundo. Para el punto P16AB ,
la Región III al que pertenece puede iden-
tificarse como una región inestable.

Figura 3.22: Potenciales relacionados con los puntos P12AB, P13AB, P14AB,
P15AB y P16AB localizados en la separatriz de la figura 3.18.
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De los potenciales obtenidos a partir de los conjuntos de bifurcación de la figura
3.18, uno puede distinguir las mismas tres regiones que ya se hab́ıan identificado a
partir de los potenciales obtenidos de la figura 3.12. Por lo tanto, el estudio de tran-
siciones de fase para éste caso es el mismo en comparación con el que ya se obtenido
anteriormente para los potenciales graficados a partir de la figura 3.12. Lo mismo se
puede decir en cuanto a los conjuntos de Maxwell, es decir, que a pesar de que no
se han encontrado directamente, se tiene una idea que estos se encuentran en la zo-
na (Región II) limitada por la ĺınea azul y la ĺınea roja mostradas en la figura 3.18.

3.3.6. Teoŕıa de catástrofes aplicada al análisis del sistema
16O+α→20Ne descrito en términos del SACM.

En esta sección se aplicará el formalismo de teoŕıa de catástrofes para el estudio
detallado de transiciones de fase para el sistema 16O+α→20Ne descrito en términos
de la superficie de enerǵıa (3.32) que es función de α, φ y θ. Los coeficientes A, B, C
y Ω (D = 0) tienen un valor espećıfico pues en este caso dependen de los siguientes
parámetros de interacción ajustados [57]:

~ω[MeV]= 13.2

a[MeV]= −0.5

b[MeV]= −0.009

c[MeV]= 0.25

ξ[MeV]= 0.208

Tabla 3.9: Lista de parámetros de interacción ajustados para el caso del
sistema 16O+α→20Ne. Estos parámetros fueron tomados de la referencia
[65].

De igual manera, se podŕıa hacer el análisis con la lista de parámetros mostrados en
la tabla 2.3, lo cual dejaremos como trabajo futuro a realizar debido a la dificultad
a la que nos enfrentamos al trabajar con estos parámetros.

Cómo ya se ha explicado antes, el parámetro de control x vaŕıa entre 0 (ĺımite
SO(4)) y 1 (ĺımite SU(3)), pero en este caso nos restringimos al ĺımite SU(3) para
el análisis de transiciones de fase, dicho caso también es equivalente al caso D = 0
por construcción del parámetro D como puede observar en la tabla 2.2. El motivo
de esto es debido a que el mejor lugar para reproducir resultados experimentales
para el sistema sistema 16O+α→20Ne es dentro de dicho ĺımite.
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Cabe destacar la relación que hay entre el momento angular L = 〈L̂x〉 y el parámetro
de “cranking” Ω en el ĺımite SU(3). Ésta relación (que se ve con más detenimiento
en el apéndice H) está dada por la siguiente expresión:

〈L̂x〉 = (N + n0) cos(φ)

(
Ω

4ξn0

)
α2F11(α2)

F00(α2)
. (3.89)

Ésta última ecuación muestra que el momento angular L y el parámetro de “cran-
king” Ω son proporcionales, de esta manera, cuando Ω = 0, entonces L = 0.

Otros valores que se utilizaron, en éste caso, para los parámetros N y n0, son:

N = 12

n0 = 8. (3.90)

Tomando en cuenta los valores de los parámetros de interacción ajustados de la
tabla (3.9) y de los parámetros N y n0 dados en (3.90), se obtienen los siguientes
valores numéricos para los coeficientes A, B, C y Ω

′
:

A = 3.69201 , B = −3.19753 , C = 1.28395 , Ω
′

= 0.324886 Ω

Tabla 3.10: Lista de parámetros A, B, C y Ω
′

para el caso del sistema
16O+α →20Ne. Para la obtención de estos valores numéricos, se usaron
las expresiones de la tabla (2.2) y los parámetros de la tabla (3.9) y de la
tabla (3.90). Además también se ha tomado x = 1.

Teniendo en cuenta el potencial de enerǵıa (3.32), la tabla (3.10), y que sólo vamos a
trabajar con el caso vc = 0 (por la dificultad que muestra el caso vc 6= 0), es posible
retomar la ecuación (3.75) y obtener:

g(αc,Ω
′
(Ω)) = 0⇒ Ω = Ω(αc). (3.91)

Para el caso cuando vc = 0, se obtiene la siguiente gráfica del parámetro de “cran-
king” Ω en función de αc (parámetro):
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Figura 3.23: Ω (parámetro de “cranking”) en función de αc para el siste-
ma nuclear ligero 16O+α →20Ne. Como se verá más adelante, ésta curva
indica los valores cŕıticos (máximos, mı́nimos, puntos silla) del potencial
(3.32) con respecto a la variable α para un cierto valor de Ω. Las ĺıneas
horizontales dividen el espacio de parámetros (α, Ω) en 3 zonas de estabi-
lidad (cuya identificación se hará después de observar el comportamiento
de los potenciales de enerǵıa (3.32)). De igual marera se indican algunos
puntos sobre la curva.

Como vimos en la subsección (3.3.4.) puede hablarse de una transición de se-
gundo orden para la ĺınea horizontal azul. En cuanto a la ĺınea horizontal
purpura, ésta no refleja ningún tipo de transición, pero si representa la creación de
un máximo y un nuevo mı́nimo, ambos para α 6= 0.

Lo que resta es, dados los puntos indicados sobre la curva Ω(αc) mostrada en la
figura 3.23, graficar los potenciales (3.32) correspondientes a dichos puntos (usando
los valores asignados a los parámetros mostrados en la tabla (3.9) y tomando x = 1)
y observar si hay una transición de fase. De ésta manera a continuación se muestra
las coordenadas de dichos puntos:
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Número de punto αc Ω(αc)
P1Ω 0.0 7.916
P2Ω 0.2 7.67468
P3Ω 0.438558 7.53868
P4Ω 0.755573 7.67468
P5Ω 1.07919 7.916
P6Ω 1.6 8.2335
P7Ω 2.5 8.51908
P8Ω 5.0 8.73255
P9Ω 7.5 8.779
P10Ω 10.0 8.79586

Tabla 3.11: Coordenadas de los puntos mostrados en la figura 3.23. Las
coordenadas del punto P3 fueron obtenidas de encontrar el mı́nimo
(numéricamente) de la función Ω(αc). Las coordenadas del punto P4 son
obtenidas de saber que para el punto P2 la Ω(αc) = 7.67468, que es la
misma Ω(αc) para el punto P4 (ya que están a la misma altura). De
ésta manera, al resolver la ecuación Ω(αc) = 7.67468, da cómo resultado
αc = 0.2 (αc para el punto P2) y αc = 0.755573 que es la αc para el punto
P4. Éste último criterio también es tomado para el punto P5 a partir de
las coordenadas del punto P1.

Como podemos observar de la tabla 3.11, el valor que se obtiene del el parámetro
de “cranking” Ω(αc) para las coordenadas αc = 0.0 y αc = 1.07919 es el mismo.
Ésto también ocurre para las coordenadas αc = 0.2 y αc = 0.755573. Dado lo an-
terior, no debeŕıa de sorprendernos que obtengamos el mismo valor de enerǵıa al
tomar en cuenta el punto P1Ω y P5Ω. Lo mismo ocurriŕıa para los puntos P2Ω y P4Ω.

Antes de poder observar si hay una transición de fase de una región a otra, es im-
portante hacer una discusión del potencial (3.32) para α → ∞ cuando N → ∞.
Dicha discusión es importante para poder analizar los potenciales que se obtendrán
y para ver si nuestro sistema es estable o inestable para una N dada.

El potencial que se obtiene a partir de la ecuación (3.32) y a partir de los cálculos
del apéndice I para α→∞ es el siguiente:

Ṽ = A

(
1− n0

N + n0

)
+

+ (B + C sin2 (2θ))

(
1− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
+

+

(
1− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
−

− Ω
′
sin (2θ) cos (φ)

(
1− n0

N + n0

)
. (3.92)
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donde A, B, C y Ω
′

tienen los valores dados en la tabla 3.10.

Puede haber varios comportamientos del potencial (3.92) para el ĺımite N → ∞
(con sin (2θ) = 1 y cos (φ) = 1).

El primer caso es que el potencial (3.92) vaya subiendo (cuando N va creciendo)
con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial se define
en la enerǵıa cero, al ir subiendo (cuando N va creciendo), el potencial será siempre
positivo y tendrá un mı́nimo. Lo anterior define un sistema estable.

El segundo caso es que el potencial (3.92) vaya bajando (cuando N va creciendo)
con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial se define en
el cero de enerǵıa, al ir bajando (cuando N va creciendo), el potencial será siempre
negativo y es posible que tenga un mı́nimo, pero éste no representará un ejemplo
f́ısico. Lo anterior define un sistema inestable.

Los potenciales que se obtienen a partir de los puntos mostrados en la tabla 3.11 y
que se muestran gráficamente en la figura 3.23 son los siguientes:
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(a) Punto P1Ω: El potencial muestra un punto
silla en α = 0 y un mı́nimo en α 6= 0 que
representa a un sistema inestable no f́ısico.

(b) Punto silla correspondiente al punto P1Ω

de la curva Ω(α) mostrada en la figura 3.23.

(c) Punto P2Ω: Puede observarse que el punto
silla que se teńıa en la figura (a) en α = 0 se
divide en un mı́nimo local el α = 0 y en un
máximo en α 6= 0. En cuanto al mı́nimo que
ya hab́ıa en la figura (a), éste se hace menos
profundo.

(d) Punto P3Ω: El máximo y el mı́nimo (am-
bos en α 6= 0) que hab́ıan en la figura (b) se
funden en un punto silla en α 6= 0. El mı́ni-
mo en α = 0 donde el sistema es estable sigue
existiendo.

Figura 3.24: Potenciales relacionados a los puntos P1Ω, P2Ω y P3Ω locali-
zados en la curva Ω(αc) mostrada en la figura 3.23. Es posible observar,
a partir de los potenciales graficados, que la región (Región II) a la que
pertenecen estos puntos P1Ω, P2Ω y P3Ω es una región parcialmente esta-
ble (entre la ĺınea purpura que representa un punto silla para α = 0 y la
ĺınea azul que representa un punto silla para α 6= 0) donde hay un mı́ni-
mo para α = 0 (donde el sistema es estable), un máximo en α 6= 0 (donde
el sistema es inestable) y otro mı́nimo para α 6= 0 (donde el sistema es
estable).

Dado que el valor de Ω(αc) es el mismo para los puntos P1Ω y P5Ω, el potencial
obtenido para el punto P1Ω seŕıa el mismo que obtendŕıa para el punto P5Ω. Lo
anterior también ocurre respectivamente para los puntos P2Ω y P4Ω.
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(a) Punto P6Ω: El punto silla que se teńıa en
el potencial para el punto P1 (o el punto P5)
desaparece y se forma un máximo en α = 0
y un mı́nimo más profundo y más lejano (en
comparación con el mı́nimo del punto P1) en
α 6= 0. Este mı́nimo representa a un sistema
inestable no f́ısico.

Figura 3.25: Potencial relacionado al punto P6Ω ubicado sobre la curva
Ω(αc) mostrada en la figura 3.23. Es posible observar, a partir de este
potencial graficado, que la región (Región III) a la que pertenece el punto
P6Ω es una región inestable (por arriba de la ĺınea purpura que representa
un punto silla para α = 0) con un máximo en α = 0 y un mı́nimo en α 6= 0
el cual representa un sistema inestable no f́ısico (para el conjunto de
parámetros de la tabla 3.10).

(a) Punto P7Ω: Nuevamente se tiene un máxi-
mo en α = 0 y un mı́nimo más profundo (como
se puede ver en la figura (b)) y más lejano (en
comparación con el mı́nimo del punto P6) en
α 6= 0. Este mı́nimo representa a un sistema
inestable no f́ısico.

(b) Mı́nimo de enerǵıa del potencial mostrado
en la figura (a) correspondiente al punto P7Ω.

Figura 3.26: En la figura (a), se muestra el potencial para el punto P7Ω

ubicado sobre la curva Ω(αc) de la figura 3.23. De igual manera se muestra
en la figura (b) el mı́nimo de enerǵıa del potencial de la figura (a) el cual
representa a un sistema inestable no f́ısico. El punto P7Ω se encuentra en
la (Región III), que como ya vimos, es una región inestable.
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(a) Punto P8Ω: Se tiene un máximo en α = 0
y un mı́nimo más profundo (como se puede ver
en la figura (b)) y más lejano (en comparación
con el mı́nimo del punto P7) en α 6= 0. Este
mı́nimo representa a un sistema inestable no
f́ısico.

(b) Mı́nimo de enerǵıa del potencial mostrado
en la figura (a) correspondiente al punto P8Ω.

Figura 3.27: En la figura (a), se muestra el potencial para el punto P8Ω

ubicado sobre la curva Ω(αc) de la figura 3.23. Por otra parte, en la
figura (b), se muestra el mı́nimo de enerǵıa del potencial de la figura (a).
Este mı́nimo representa a un sistema inestable no f́ısico. El punto P8Ω se
encuentra en la (Región III).

(a) Punto P9Ω: Se tiene un máximo en α = 0
y un mı́nimo más profundo (como se puede ver
en la figura (b)) y más lejano (en comparación
con el mı́nimo del punto P8) en α 6= 0. Este
mı́nimo representa a un sistema inestable no
f́ısico.

(b) Mı́nimo de enerǵıa del potencial mostrado
en la figura (a) correspondiente al punto P9Ω.

Figura 3.28: En la figura (a), se muestra el potencial para el punto P9Ω

ubicado sobre la curva Ω(αc) de la figura 3.23. De igual manera se mues-
tra en la figura (b) el mı́nimo de enerǵıa del potencial de la figura (a).
Este mı́nimo representa a un sistema inestable no f́ısico. El punto P9Ω se
encuentra en la (Región III).

74



(a) Punto P10Ω: Nuevamente se tiene un
máximo en α = 0 y un mı́nimo más profun-
do (como se puede ver en la figura (b)) y más
lejano (en comparación con el mı́nimo del pun-
to P9) en α 6= 0. Este mı́nimo representa a un
sistema inestable no f́ısico.

(b) Mı́nimo de enerǵıa del potencial mostrado
en la figura (a) correspondiente al punto P10Ω.

Figura 3.29: En la figura (a), se muestra el potencial para el punto P10Ω

ubicado sobre la curva Ω(αc) de la figura 3.23. Por otra parte, en la figura
(b), se muestra el mı́nimo de enerǵıa del potencial de la figura (a). Este
mı́nimo representa a un sistema inestable no f́ısico. El punto P10Ω se
encuentra en la (Región III).

Para completez de la investigación, también se grafican a continuación los potencia-
les correspondientes a un valor del parámetro de “cranking” Ω = 0, Ω = 2.5 y Ω = 5:
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(a) Punto PΩ=0: Se tiene un mı́nimo en α = 0
donde el sistema es estable.

(b) Punto PΩ=2.5: Se tiene un mı́nimo en α =
0 donde el sistema es estable.

(c) Punto PΩ=5: Se tiene un mı́nimo en α = 0
donde el sistema es estable.

Figura 3.30: Potenciales relacionados a un valor del parámetro de cranking
Ω = 0, Ω = 2.5 y Ω = 5. Es posible observar, a partir de los potenciales
graficados, que la región (Región I) a la que pertenecen los valores del
parámetro de “cranking” Ω = 0, Ω = 2.5 y Ω = 5 es una región de estabili-
dad (por abajo de la ĺınea azul que representa un punto silla para α 6= 0)
donde hay un mı́nimo para α = 0 (donde el sistema es estable).
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De los potenciales de enerǵıa anteriores, uno puede identificar una serie de puntos
extremos con los que cuentan éstos. Los puntos extremos correspondientes a los po-
tenciales pertenecientes a los puntos sobre la curva 3.23 se muestran en la tabla 3.12:

Número Valor para αc Valor para αc Valor para αc del
de punto. del(de los) mı́nimo(s) del máximo punto silla

de enerǵıa de enerǵıa de la enerǵıa
para el punto para el punto para el punto

dado. dado. dado.
P1Ω 1.07919 – 0.0
P2Ω 0.0 , 0.2 0.755573 –
P3Ω 0.0 – 0.438558
P4Ω 0.0 , 0.2 0.755573 –
P5Ω 1.07919 0.0 –
P6Ω 1.6 0.0 –
P7Ω 2.5 0.0 –
P8Ω 5.0 0.0 –
P9Ω 7.5 0.0 –
P10Ω 10.0 0.0 –

Tabla 3.12: Puntos extremos correspondientes a los potenciales pertene-
cientes a los puntos sobre la curva 3.23

En lo que respecta a los puntos extremos correspondientes a los valores del paráme-
tro de cranking Ω = 0, Ω = 2.5 y Ω = 5, éstos se muestran en la tabla 3.13:

Valor del Valor para αc Valor para αc Valor para αc del
parámetro del(de los) mı́nimo(s) del máximo punto silla

de cranking de enerǵıa de enerǵıa de la enerǵıa
Ω. para el valor del para el valor del para el valor del

parámetro de parámetro de parámetro de
cranking dado cranking dado cranking dado

0.0 0.0 – –
2.5 0.0 – –
5.0 0.0 – –

Tabla 3.13: Puntos extremos correspondientes a los valores del parámetro
de cranking Ω = 0, Ω = 2.5 y Ω = 5.
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A partir de la información obtenida de la tabla 3.11 y de los potenciales anteriores
con sus respectivos puntos extremos mostrados en la tabla 3.12 y la tabla 3.13, se
puede realizar el siguiente análisis de resultados:

1. A partir de los potenciales obtenidos y de las 3.11, tablas 3.12 y 3.13, uno
puede darse cuenta que la curva mostrada en la figura 3.23, hace referencia a
los puntos extremos de un potencial de enerǵıa dado un valor de Ω(αc) elegido.

2. El mı́nimo de la curva mostrada en la figura 3.23, como puede verse en la
figura 3.17(c), está relacionado a una superficie de enerǵıa con un punto silla
en αc = 0.438558 y un mı́nimo en αc = 0. Del punto silla hacia la derecha,
los valores de Ω(αc) están relacionados a mı́nimos de la superficie de enerǵıa,
mientras que del punto silla hacia la izquierda, los valores de Ω(αc) están
relacionados a máximos de la superficie de enerǵıa.

3. También se observa que de los potenciales de enerǵıa obtenidos dado un punto
elegido (y de esta manera, un valor de Ω(αc)) sobre la curva de la figura 3.23,se
forman tres regiones: La primera (Región I) es una región estable (para
valores de Ω entre 0 y 7.53868) con un mı́nimo en αc = 0 siempre, la segunda
(Región II) es una región parcialmente estable (para valores de Ω entre
0 y 7.916) con un mı́nimo en αc = 0 y otro más en αc 6= 0, además de un
máximo en αc 6= 0. La tercera (Región III) es una región inestable (para
valores de Ω mayores a 7.53868), pero con un máximo en αc = 0 y un mı́nimo
en αc 6= 0 (el cual como podemos ver, para los valores de parámetros que
elegimos, es un mı́nimo que representa un sistema inestable no f́ısico como
se puede ver en los potenciales correspondientes a los puntos P1Ω, P6Ω, P7Ω,
P8Ω, P9Ω y P10Ω). Tomando el punto P1 (con Ω = 7.916), obtenemos que el
momento angular L para éste (a partir de la ecuación (I.19)) es de L = 9.5,
lo que ya no representa un sistema f́ısico de 16O+α→20Ne. Se puede llegar a
ésta conclusión debido a que el máximo valor de momento angular que puede
tomar el sistema 16O+α →20Ne es de L = 8 (la representación irreducible
para 20Ne en su estado base, es (8,0), entonces L = 0, 2, 4, 6, 8).

4. La ĺınea horizontal azul representa una transición de segundo orden.
En cuanto a la ĺınea horizontal purpura, ésta no refleja ningún tipo de
transición, pero si representa la creación de un máximo y un nuevo mı́nimo,
ambos para α 6= 0.

5. En cuanto a los conjuntos de Maxwell podemos decir que, a partir de la curva
mostrada en la figura 3.23 y de los potenciales obtenidos a partir de ciertos
puntos colocados sobre dicha curva, fué posible identificar una región de valores
de Ω donde se ubican dichos conjuntos. Esta zona está limitada por los valores
de Ω, Ω = 7.53868 y Ω = 7.916, que es la única región donde se tiene un
potencial donde el mı́nimo en α = 0 y el mı́nimo en α 6= 0 se pueden encontrar
a la misma altura, y por lo tanto a la misma enerǵıa, lo que caracteriza a los
conjuntos de Maxwell.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y trabajo
futuro.

En este trabajo se hizo, entre otras cosas, la introducción de “cranking” al SACM el
cual respeta el principio de exclusión de Pauli. Con el Hamiltoniano de un sistema
nuclear ligero en el SACM, resultante de la introducción del “cranking” y caracteri-
zado por las simetŕıas dinámicas de SU(3) y SO(4), se realizo el mapeo geométrico
con la ayuda del método de estados coherentes obteniendo de esta manera un po-
tencial geométrico.

Usando dicho potencial geométrico y al haber introducido la teoŕıa de catástrofes,
se logró obtener los conjuntos de bifurcación relacionados con un sistema nuclear
ligero para el caso cuando el parámetro D (del potencial de enerǵıa) es cero. Los
conjuntos de bifurcación obtenidos están conformados por 2 curvas en el espacio de
parámetros, una referente a vc = cos(2θ) = 0 y αc = 0 y otra relacionada cuando
vc = cos(2θ) = 0 y αc 6= 0. El caso vc 6= 0 muestra una gran dificultad para ser
resuelto, por lo que se ha decidido dejarlo como trabajo a futuro.

La rama obtenida a partir de los valores cŕıticos vc = cos(2θ) = 0 y αc = 0, puede
relacionarse con una transición de segundo orden. En cuanto a la rama obtenida
a partir de los valores cŕıticos vc = cos(2θ) = 0 y αc 6= 0, ésta no representa ninguna
transición de fase.

Al ser evaluado un punto perteneciente a estos conjuntos de bifurcación, sobre la
superficie de enerǵıa potencial, lo que se obtiene en general es que se pueden iden-
tificar tres regiones: La primera (Región I) es una región de estabilidad con
un mı́nimo (donde el sistema es estable) en α = 0, la segunda (Región II) es una
región parcialmente estable con un mı́nimo (donde el sistema es estable) para
α = 0, un máximo (donde el sistema es inestable) en α 6= 0 y otro mı́nimo (donde
el sistema es estable) para α 6= 0. La tercera región (Región III) puede ser una
región parcialmente estable, ó una región inestable, con un máximo en α = 0
(donde es sistema es inestable) y un mı́nimo en α 6= 0 (donde el sistema puede ser es-
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table o inestable, dependiendo del comportamiento de nuestro potencial de enerǵıa).

Para el caso del sistema nuclear ligero 16O+α→20Ne pudieron identificarse las mis-
mas tres regiones, sólo con la diferencia que la tercera región (Región III) es una
región inestable.

Como trabajo futuro, trataremos de encontrar los conjuntos de Maxwell para cuando
la ráız cŕıtica en la variable v = cos(2θ) es nula y cuando αc = 0 ó αc 6= 0. También
se tratará de obtener los conjuntos de bifurcación y los conjuntos de Maxwell para
cuando la ráız cŕıtica en v = cos(2θ) es cŕıtica y diferente de cero.
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Apéndice A

Grupos unitarios.

Cuando se habla de una simetŕıa, tanto en mecánica clásica como en mecánica
cuántica, es igual que hablar de una invariancia de las leyes f́ısicas por las que
está gobernado un sistema f́ısico ante una cierta transformación (traslaciones es-
paciales, traslaciones temporales, rotaciones, etc) que se aplica al sistema. Por lo
anterior, se puede decir que las leyes f́ısicas son las mismas, antes y después de
aplicar transformación. Simetŕıas al final de cuentas implican leyes de conservación
(conservación del momento lineal, la enerǵıa, momento angular, etc) para el mismo
sistema y degeneración de estados. Un teorema importante por mencionar es el Teo-
rema de Noether. Dicho teorema establece que si las ecuaciones de Euler-Lagrange
(que describen el movimiento de un sistema), son invariantes bajo una transfor-
mación de coordenadas t, q → t

′
(t), q

′
(q, t) (llamada transformación de simetŕıa),

entonces existe una integral de movimiento, es decir, una cantidad conservada [58]
o ley de conservación [59].

Las herramientas matemáticas para estudiar y describir a las simetŕıas son mejor
conocidas como teoŕıa de grupos. La definición de grupo es la siguiente:

Un grupo G puede ser definido como el conjunto de elementos (transformaciones)
{a,b,c,... } para los cuales la operación multiplicación o producto a*b está bien de-
finida, la cual cumple las siguientes propiedades [58]:

1. Si a y b son dos elementos cualesquiera de G, entonces el producto a*b es
también elemento de G. Por lo anterior, se dice que G es cerrado bajo la
multiplicación de sus elementos.

2. Hay un elemento identidad e en G tal que a ∗ e = e ∗ a = a para cada elemento
a de G.

3. Para cada elemento a de G existe un elemento inverso a−1, tal que
a−1 ∗ a = a ∗ a−1 = e.

4. La multiplicación de elementos de G es asociativa (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).
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Definiciones muy importantes relacionadas con grupos son las siguientes [58].

1. Nosotros llamaremos un grupo abeliano si se satisface que:

a ∗ b = b ∗ a

para cada elemento de G, es decir, si la multiplicación entre los elementos del
grupo es conmutativa.

2. Nosotros llamaremos un grupo continuo si sus elementos son funciones de
una o más variables continúas.

3. Nosotros llamaremos un grupo continuamente conectado si se encuen-
tra una variación continua del grupo de parámetros la cual permita ir de un
elemento arbitrario de G a otro elemento del grupo.

4. Nosotros llamaremos un grupo compacto si existe un conjunto an de ele-
mentos del grupo, los cuales converjan a un elemento del grupo, es decir:

limn→∞an = a

5. Dos conjuntos {a,b,c,... } y {a’,b’,c’,... } son llamados grupos isomorficos
si existe una transformación biyectiva entre los elementos de ambos grupos, es
decir,

a↔ a′ b↔ b′ tal que a ∗ b↔ a′ ∗ b′

6. Si un grupo G1 es isomorfico a otro grupo G2, cuyos elementos son matrices,
se dice que G2 es la representación matricial de G1.

Entre los grupos de transformaciones de mayor interés en f́ısica se encuentran los
grupos matriciales U(n), SU(n), O(n) y SO(n).

A continuación, se da una breve explicación de cada uno de ellos, tomando en cuenta
que lo siguiente sólo se cumplirá en la representación irreducible matricial [60].

Grupo U(n). Es el grupo de matrices unitarias complejas. Al referirnos a
una matriz unitaria, nos referimos a la matriz cuya inversa es igual a su
transpuesta conjugada U−1(n) = U†(n).

Grupo SU(n). Es el grupo de matrices especiales unitarias complejas con
determinante igual a 1.

Grupo O(n). Es el grupo de matrices ortogonales reales. Al referirnos a
una matriz ortogonal, nos referimos a una matriz cuya inversa es igual a su
transpuesta O−1(n) = OT (n).

Grupo SO(n). Es el grupo de matrices especiales unitarias reales, es decir,
matrices reales con determinante igual a 1.
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Todos estos grupos son ejemplos t́ıpicos de los grupos de Lie. Los grupos de Lie
son grupos continuos que dependen de n parámetros. Los operadores de dicho grupo
pueden representarse de forma general mediante [58]:

U(α1, α2, . . . , αn) = exp(−i
n∑
µ=0

αµL̂µ). (A.1)

Donde αµ son los parámetros del grupo y L̂µ son los generadores del grupo.

De esta definición para los grupos de Lie, podemos darnos cuenta que sus elementos
son funciones diferenciables de sus parámetros, obteniendo los generadores del grupo
si es que se diferencia con respecto a la vecindad del operador identidad U(α) = 1,
es decir [58]:

∂Û(α)

∂αµ
|α=0= −iL̂µ. (A.2)

Dado un cierto grupo de Lie, siempre se puede construir un álgebra cerrada con los
generadores del grupo, es decir, siempre es posible construir reglas de conmutación
entre los generadores del grupo:

[L̂i, L̂j ] = CijkL̂k. (A.3)

Donde Cijk son las constantes de estructura las cuales establecen un intercambio
entre los elementos del grupo [58].

El rango de un grupo se puede definir como el número más grande de generadores
que conmutan entre śı. Otra caracteŕıstica muy importante de los grupos de Lie
es que ellos poseen ciertos operadores invariantes que conmutan con los generado-
res, dichos operadores son mejor conocidos como operadores de Casimir Ĉλ. El
número de operadores de Casimir λ es justamente el rango del grupo, esto es me-
jor conocido como teorema de Racah [58]. La importancia de los operadores de
Casimir es que dado que conmutan con los generadores del grupo, se pueden encon-
trar eigenfunciones simultaneas entre ambos (operadores de Casimir y generadores
del grupo), además de encontrar ciertos eigenvalores que son propios de un cierto
multiplete de estados, es decir, de un conjunto de estados degenerados.

Existen varios métodos para construir los operadores de Casimir para un cierto
grupo. En el caso de SU(n) los operadores de Casimir tienen que ser polinomios
homogéneos en los generadores.

Ĉλ =
∑
ij

aλij . . . L̂iL̂j . . . (A.4)

donde aλij son funciones definidas de las constantes de estructura [58].

83



Dentro de todos los sistemas que podŕıan presentar simetŕıas en sus leyes f́ısicas
y que son estudiadas mediante teoŕıa de grupos se encuentran los núcleos. Al ha-
blar de un núcleo, se está hablando de un sistema formado (en general) por vaŕıas
part́ıculas que interactúan fuertemente, dichas part́ıculas son tanto protones como
neutrones ambas mejor conocidas como nucleones.

Para poder estudiar el núcleo, es conveniente considerar el oscilador armónico en
tres dimensiones (3D). Tomarse al oscilador armónico como campo promedio para
el estudio de nuestro sistema, permite construir un formalismo matemático basado
en operadores bosónicos de creación y aniquilación (b̂†i y b̂i respectivamente) de
quantas de oscilación N lo cual permite hacer transiciones a un nivel N a un nivel
superior N+1 o a un nivel inferior N-1. Dichos operadores cumplen con las siguientes
propiedades.

[b̂i, b̂†j ] = δij [b̂i, b̂j ] = [b̂†i , b̂
†
j ] = 0. (A.5)

(b̂†i )
† = b̂i (b̂i)

† = b̂†i . (A.6)

b̂†i | ~N〉 =
√
Ni + 1 | N1, N2, ...Ni−1, Ni + 1, Ni+1, ...〉. (A.7)

b̂i | ~N〉 =
√
Ni | N1, N2, ...Ni−1, Ni − 1, Ni+1, ...〉. (A.8)

| ~N〉 =| N1, N2, ...Ni−1, Ni, Ni+1, ...〉. (A.9)

Para ver a que grupo unitario pertenece el álgebra anterior, se toman como gene-
radores de grupo a Ĉji = b̂†i b̂

j , donde b̂†i y b̂j como se vio antes, son los operadores
bosónicos de creación y aniquilación respectivamente. De (A.7) y (A.8) podemos
definir.

Ĉii | ~N〉 = Ni | ~N〉 con Ĉii = b̂†i b̂
i. (A.10)

Si se toma
N̂ =

∑
k

Ĉkk , (A.11)

entonces
N̂ | ~N〉 =

∑
k

Ĉkk | ~N〉 =
∑
k

Nk | ~N〉 = N | ~N〉. (A.12)

Las reglas de conmutación que satisfacen los generadores Ĉji son:

[Ĉji , Ĉ
q
p ] = [b̂†i b̂

j , b̂†pb̂
q] = b̂†i [b̂

j , b̂†pb̂
q] + [b̂†i , b̂

†
pb̂
q]b̂j =

= b̂†i (b̂
†
q[b̂

j , b̂q] + [b̂j , b̂†p]b̂
q) + (b̂†p[b̂

†
i , b̂

q] + [b̂†i , b̂
†
p]b̂

q)b̂j =

= b†i [b̂j , b̂
†
p]b

q + b̂†p[b̂
†
i , b̂

q]b̂j =

= b̂†i δjpb̂
q − b̂†pδqib̂j = δjpb̂

†
i b̂
q − δqib̂†pb̂j = δjpĈ

q
i − δqiĈ

j
p. (A.13)

Por lo tanto los generadores forman un álgebra de Lie. A continuación se construye
una matriz de generadores tomando en cuenta la representación de una part́ıcula.
Para dicha representación, se cumple que:
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b̂†i | 0〉 =| i〉 〈i |= 〈0 | b̂i. (A.14)

b̂i | δij〉 =| 0〉 〈0 |= 〈δij | b̂†i . (A.15)

b̂i | 0〉 = 0 0 = 〈0 | b̂†i . (A.16)

〈i | Ĉqp | j〉 = 〈0 | b̂ib̂†pb̂q b̂
†
j | 0〉 =

= 〈0 | (b†pbi + [bi, b†p])(b
†
jb
q + [bq, b†j ]) | 0〉 =

= 〈0 | b†pbib
†
jb
q + b†pb

i[bq, b†j ] + [bi, b†p]b
†
jb
q + [bi, b†p][b

q, b†j ] | 0〉 = δipδqj . (A.17)

Lo que implica que
Ĉqp = δipδqj . (A.18)

Es decir, Ĉqp = δipδqj es una matriz que tiene 1 en la intersección del p-esimo
renglón con la q-esima columna, mientras que en las demás entradas de la matriz
hay solamente ceros. De esta manera, la traza de Ĉqp es definida como:

tr(Ĉqp) = δpq. (A.19)

Para cumplir con el objetivo de encontrar el grupo al que corresponde la formulación
con la que se ha venido trabajando, nos tomamos una transformación finita cuyos
generadores sean Ĉqp :

exp(i
∑
pq

αpqĈ
q
p). (A.20)

De esta manera, el determinante de dicha transformación es:

det[exp(i
∑
pq

αpqĈ
q
p)] = exp(i

∑
pq

αpqtr(Ĉ
q
p)) =

= exp(i
∑
pq

αpqδpq) = exp(i
∑
p

αpp) = exp(iΦ). (A.21)

El grupo que puede cumplir esta propiedad es U(n), es decir, el grupo unitario de
n dimensiones. Para dicho grupo hay n2 generadores y parámetros.

Para poder hacer la transición de U(n) a SU(n), es necesario tomar en cuenta la
siguiente definición para los generadores de SU(n) [58]:

Ĉq
p = Ĉqp −

δpq
n

∑
k

Ĉkk , (A.22)

Dicha definición está en términos de los generadores de U(n).

Si se toma la suma de los elementos de la diagonal de la matriz de los generadores,
se obtiene: ∑

p

Ĉp
p =

∑
p

Ĉpp −
1

n
N̂

n∑
p=1

1 = N̂ − 1

n
N̂n = 0,
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con

N̂ =
∑
m

Ĉmm

n∑
p=1

1 = n. (A.23)

Estos generadores también forman un álgebra de Lie.

[Ĉq
p, Ĉ

j
i] = δqiĈ

j
p − δpjĈ

q
i . (A.24)

Tomándose nuevamente una transformación finita cuyos generadores sean ahora Ĉq
p,

el determinante obtenido en este caso es:

det[exp(i
∑
pq

αpqĈ
q
p)] = exp(i

∑
pq

αpqtr(Ĉ
q
p)) = exp(i

∑
p

αptr(Ĉ
p
p)) =

= exp(i
∑
p

αp · 0) = exp(0) = 1. (A.25)

El grupo que puede cumplir esta propiedad es SU(n) que es el grupo especial uni-
tario en n dimensiones. Dicho grupo tiene n2 − 1 generadores y parámetros.

Una vez definidos los generadores tanto para U(n) como para SU(n), se puede
construir con estos mismos los operadores de Casimir para cada grupo. Para poder
realizar esto, es necesario dividir a los generadores en operadores de ascenso (Ĉqp
con p < q), de descenso (Ĉqp con p > q) y de peso (Ĉpp con p = q). De esta manera,
los operadores de Casimir para ambos grupos son:
Grupo U(n)

Ĉ1U(n)
=
∑
p Ĉ

p
p=trĈ

Ĉ2U(n)
=
∑
pq Ĉ

q
pĈ

p
q=trĈ2

Ĉ3U(n)
=
∑
pqk Ĉ

q
pĈ

k
q Ĉ

p
k=trĈ3

...
r operadores de Casimir

Grupo SU(n)

Ĉ1SU(n)
=
∑
p Ĉp

p=0

Ĉ2SU(n)
=
∑
pq Ĉq

pĈ
p
q=trĈ

2

Ĉ3SU(n)
=
∑
pqk Ĉq

pĈ
k
q Ĉ

p
k=trĈ3

...
r-1 operadores de Casimir.
Lo que indica por el teorema de Racah que el rango de U(n) es r y el rango de
SU(n) es r − 1.
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Apéndice B

Modelo de Vibrones

El Modelo de Vibrones (VM por sus siglas en inglés) es un modelo fenomenológico
dipolar que fué introducido para modelar y estudiar el movimiento relativo de 2
cúmulos.

En el VM el espectro colectivo es generado por un número finito (N) de bosones, los
cuales interaccionan uno con otro y los cuales pueden ocupar estados de part́ıcula
individual de momento angular l = 0 con paridad positiva (σ) y de momento l = 1
con paridad negativa (π). Los operadores de cantidades f́ısicas pueden ser expresados
en términos de operadores bosónicos de creación σ†,π†µ, µ = −1, 0−1 y aniquilación
σ, πµ [3]. Dado que el momento angular es un buen número cuántico de este modelo
[3], los operadores bosónicos se acoplan a tensores de O(3):

Blm(l1, l2) = [b†l1 × bl2 ]lm =
∑
m1,m2

< l1m1l2m2|lm > b†l1m1
bl2m2

. (B.1)

donde b† se puede tomar como σ† o π†µ, mientras que b̃lm denota un operador
tensorial esférico que se relaciona con el operador de aniquilación blm mediante la
relación:

blm = (−1)l−mbl−m. (B.2)

Si solamente se toman en cuenta interacciones de uno y dos cuerpos, el Hamiltoniano
del sistema se puede expresar mediante términos lineales y cuadráticos, es decir, el
Hamiltoniano tendŕıa la siguiente forma:

H = h0 +

′∑
l

h1lB
(0)
0 (l, l) +

∑
k

′∑
l1l2l3l4

h
(k)
2l1l2l3l4

[Bk(l1, l2) ·Bk(l3, l4) +H.c]. (B.3)
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Donde H.c en (B.3) es el Hermitiano conjugado y
∑′

(aqúı y en fórmulas más
adelante) indica que solo las combinaciones que conservan paridad son consideradas
en el Hamiltoniano. Las h

′

is son parámetros de ajuste y el punto indica producto
escalar:

al · cl = (−1l)
√

2l + 1[al × cl](0)
0 =

∑
ν

(−1)νa(l)
ν c

(l)
ν . (B.4)

Los operadores de otras cantidades f́ısicas son también obtenidos como una expan-
sión en series en términos de operadores bosónicos acoplados a su tensor apropiado.
El modelo tiene una estructura de grupo U(4) y dos casos ĺımites (llamadas simetŕıas
dinámicas) lo cual nos provee de soluciones anaĺıticas al problema de eigenvalores,
además de un conjunto completo de estados base los cuales pueden ser usados en
cálculos numéricos del caso general.

La primera simetŕıa dinámica es etiquetada mediante la cadena de grupo:

U(4) ⊃ U(3) ⊃ O(3)
| N nπ L >

nπ = N,N − 1, . . . , 0 L = nπ, nπ − 2, . . . , 1, o 0
(B.5)

Aqúı L es el momento angular total del estado del sistema de N bosones, y (nπ) es
el número de bosones dipolares (π). Al considerar nuevamente solo términos lineales
y cuadráticos como en (B.3), el eiguenvalor de enerǵıa obtenido es

E = ε+ βL(L+ 1) + γnπ + δn2
π, (B.6)

con el Hamiltoniano:

Ĥ = ε+ βL̂2 + γn̂π + δn̂2
π. (B.7)

donde ε,β,γ y δ son combinaciones lineales de las h
′

i s de (B.3). Esta simetŕıa dinámi-
ca da una descripción en términos de un oscilador anharmónico. Quitando el término
anharmónico en (B.6) y para β = 0, se llega al ĺımite del oscilador armónico.

La otra simetŕıa dinámica es etiquetada mediante la cadena de grupo:

U(4) ⊃ O(4) ⊃ O(3)
| N ω L >

ω = N,N − 2, . . . , 1, o 0 L = ω, ω − 1, . . . , 0
(B.8)
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Este ĺımite describe el movimiento de un sistema ŕıgido de 2 cúmulos con una dis-
tancia de equilibrio finita. En este caso, el eiguenvalor de enerǵıa obtenido es:

E = ε
′
+ βL(L+ 1) + αω(ω + 2), (B.9)

con el Hamiltoniano respectivo:

Ĥ = ε
′
+ βL̂2 + αĈ2(SO(4)). (B.10)

En el caso general, es decir, sin simetŕıas dinámicas, el Hamiltoniano tiene que ser
diagonalizado numéricamente, usando los estados base (B.5) y (B.8).
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Apéndice C

Presentación general de los
estados coherentes.

En este apéndice se dará una presentación general de los estados coherentes de tal
manera que se verán definiciones y propiedades de dichos estados de prueba que
serán de gran utilidad para la obtención de elementos de matriz propios de cada
potencial algebraico perteneciente a cada modelo que veremos [4].

C.1. Estados coherentes estándar. El oscilador
armónico unidimensional.

Para poder llegar a una definición espećıfica de los estados coherentes que se utili-
zarán para obtener los elementos de matriz relevantes al SACM, es necesario tomar
en cuenta al oscilador armónico en 1 dimensión. El Hamiltoniano que describe al
oscilador armónico en una dimensión, en términos de la coordenada x y el momento
px, ambos sin dimensiones, es:

Ĥ =
1

2
(p̂2
x + x̂2) =

1

2
(â†â+ ââ†), (C.1)

donde â y â† se definen como:

â =
1√
2

(x+
∂

∂x
) â† =

1√
2

(x− ∂

∂x
). (C.2)

A partir de las expresiones â y â† en términos de la coordenada x y la derivada
parcial ∂

∂x , es posible obtener ahora expresiones para la coordenada x y la parcial
∂
∂x en términos de â y â†:

x =
1√
2

(â+ â†)
∂

∂x
=

1√
2

(â− â†). (C.3)
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El álgebra simple (el álgebra unidimensional de Heisenberg-Weyl) de los operadores
de creación y aniquilación es:

[â, â†] = 1 [â, 1] = 0 [â†, 1] = 0. (C.4)

También es importante ver que:

[
∂

∂â†
, â†] = 1 [â, f(â†)] =

∂f(â†)

∂â†
. (C.5)

Hay 3 tipos de definiciones de estado coherente [4]. Para el oscilador armónico uni-
dimensional ellas son equivalentes [4] como veremos más adelante. La primera es la
“definición geométrica” (I), la segunda (II) es la definición de “función generado-
ra”(usada para la construcción de conjunto completo de estados) y la tercera (III)
es la definición “real de estado coherente”.

Consideremos alguna función de onda arbitraria que describe algún sistema. Si se
desplaza dicho sistema una distancia c, la nueva función de onda que describe al
sistema trasladado es:

ψ(x− c) =
∑
n=0

(−c)n

n!

∂n

∂xn
ψ(x) = e−c

∂
∂xψ(x) = e

c√
2

(â†−â)
ψ(x), (C.6)

donde se ha usado el resultado ∂
∂x = 1√

2
(â− â†), obtenido previamente en (C.3).

Definiendo a c√
2

como una nueva cantidad z y permitiendo que dicha cantidad sea

un número complejo arbitrario, se puede tomar una generalización del operador
desplazamiento como:

D̂(z) = e(z∗â†−zâ). (C.7)

Dejando que (C.7) actúe sobre el vaćıo del oscilador armónico, se obtiene la primera
definición de estado coherente.

DEFINICIÓN “GEOMÉTRICA” (I)

|z〉I = e(z∗â†−zâ)|0〉 (C.8)

Usando la relación de Baker-Campbell-Hausdorff:

e(A+B) = eAeBe−
1
2 [A,B] , (C.9)

válida si:
[A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0 , (C.10)

obtenemos que:

e(z∗â†−zâ) = ez
∗â†e−zâe−

1
2 zz
∗

. (C.11)

De esta manera:

|z〉I = e(z∗â†−zâ)|0〉 = e−
1
2 zz
∗
ez
∗â†e−zâ|0〉 = e−

1
2 zz
∗
∞∑
n=0

(z∗)n√
n!
.|n〉 (C.12)
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Excepto por la función e−
1
2 zz
∗
, la definición I de estados coherentes (C.12) es equi-

valente a la siguiente definición (definición II de estados coherentes):

DEFINICIÓN “FUNCIÓN GENERADORA” (II)

|z〉II = ez
∗â† |0〉 =

∞∑
n=0

(z∗)n√
n!
|n〉. (C.13)

Esta puede ser la definición más simple si nuestro interés se centra en la construcción
de estados, ya que genera todos los estados excitados del oscilador en la forma más
sencilla.

El producto escalar:

〈z
′
|z〉 = ez

′
z∗ , (C.14)

no es equivalente a funciones delta de Dirac pero si a una función de z y z
′
, por lo

que los estados coherentes (C.13) son sobrecompletos.

El estado coherente (C.13) permite realizar la siguiente definición de operador iden-
tidad:

1 =
1

π

∫
d2ze−zz

∗
|z〉〈z|, (C.15)

donde la integración es sobre todo el plano o espacio z también llamado espacio de
Bargmann.

Los vectores de estado |ψ〉 pueden expresarse a través de realizaciones funcionales
en el espacio z:

〈z|ψ〉 = ψ(z), (C.16)

lo que permite definir un producto escalar:

〈ψ1|ψ2〉 =
1

π

∫
d2ze−zz

∗
〈ψ1|z〉〈z|ψ2〉 =

1

π

∫
d2ze−zz

∗
ψ∗1(z)ψ2(z) . (C.17)

Las funciones ψ(z) en el espacio z son llamadas Transformadas Bargmann de
las representaciones en coordenadas ordinarias ψ(x). En términos de los estados
coherentes de tipo II, las funciones de Bargmann toman la siguiente definición:

ψ(z) = 〈z|ψ〉 =
∑
n

zn√
n!
〈n|ψ〉 =

∑
n

zn√
n!
cn. (C.18)

También los operadores que actúan sobre los vectores de estado pueden ser trans-
formados en su realización funcional en el espacio de Bargmann. Si,

|ψ〉 =⇒ ψ(z) = 〈z|ψ〉 = 〈0|ezâ|ψ〉, (C.19)

los operadores Ô se mapean en:
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Ô|ψ〉 =⇒ Γ(Ô(z,
∂

∂z
))ψ(z) = 〈z|Ô|ψ〉 = 〈0|ezâÔ|ψ〉 =

= 〈0|(ezâÔe−zâ)ezâ|ψ〉 = 〈0|(Ô + [zâ, Ô] +
1

2
[zâ, [zâ, Ô]] + . . .)ezâ|ψ〉. (C.20)

Dado que los operadores pueden ser construidos de los operadores de creación y
aniquilación, será suficiente determinar las realizaciones funcionales en el espacio z
de â y â†. Utilizando (C.20) obtenemos:

Ô = â

â|ψ〉 = 〈0|(â+ [zâ, â] +
1

2
[zâ, [zâ, â]] + . . .)ezâ|ψ〉 =

∂ψ(z)

∂z
. (C.21)

Ô = â†

â†|ψ〉 = 〈0|(â† + [zâ, â†] +
1

2
[zâ, [zâ, â†]] + . . .)ezâ|ψ〉 = zψ(z) . (C.22)

Entonces:

â =⇒ Γ(â) =
∂ψ(z)

∂z
â† =⇒ Γ(â†) = z. (C.23)

Estas son las realizaciones en el espacio de Bargmann para los operadores â y â†.
Dichas realizaciones de â y â† satisfacen las propiedades de conmutación (C.4).
Notemos también que ∂

∂z es el adjunto de z con respecto al producto escalar definido

con la medida de Bargmann e−zz
∗
. Tanto el estado coherente de tipo I como el

estado coherente del tipo II satisfacen también la propiedad de ser eigenestados del
operador de aniquilación â. Esto permite realizar la tercera definición de estado
coherente.

DEFINICIÓN “REAL” (III)

â|z〉 = z∗|z〉. (C.24)

La cual se sigue de la definición II de estado coherente.

â|z〉 = â
∑
n=0

(z∗)n√
n!
|n〉 =

∑
n=1

(z∗)n√
(n− 1)!

|n− 1〉 =

= z∗
∑
n=1

(z∗)n−1√
(n− 1)!

|n− 1〉 = z∗|z〉. (C.25)

Aunque (C.25) es equivalente a (C.8) y a (C.13), la equivalencia se rompe para casi
todas las generalizaciones de estado coherente. Para nuestro caso, la definición II
será la más útil.
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C.2. El Modelo Semimicroscópico Algebraico de
Cúmulos (SACM).

A continuación se presenta el estado coherente utilizado en el SACM.

C.2.1. Estado coherente para el SACM.

Concentrándonos en la parte de movimiento relativo de este modelo y tomando en
cuenta que el número mı́nimo de cuantos de oscilación relativa n0 es diferente de
cero el estado coherente propuesto para el SACM es:

|α〉 =
N !

(N + no)!
NN,n0

dn0

dγn0
[σ̂† + γ(α∗ · π̂†)]N+n0 |0〉, (C.26)

donde NN,n0 es la constante de normalización. Aqúı n0 da el número mı́nimo de
bosones π necesarios para el cumplimiento del principio de exclusión de Pauli. El
número total de bosones está dado por N

′
= N + n0. La notación corta para los

coeficientes complejos αm(m = 1, 0,−1) está dada por α.

Es importante decir que el estado coherente de la ecuación (C.26) con los coeficientes
complejos α es la combinación lineal mas general de los operadores bosónicos de
creación del SACM manteniendo N constante. El αm es en general complejo y
arbitrario. El complejo conjugado es denotado por α∗m y tiene la siguiente propiedad:

α∗m = α−m. (C.27)

También existe el coeficiente α̃m el cual posee la siguiente propiedad:

α̃m = (−1)1−mα−m. (C.28)

El coeficiente α̃m es importante cuando se aplica el operador π̂m = (−1)1−mπ̂−m a
el estado coherente.

Para los operadores π̂ y π̂† la convención de fase Ôlm = (−1)l−mÔl−m es usada.
Adicionalmente: (

α · π̂†
)

=
∑
m

αmπ̂
†
m (α∗ · π̂) =

∑
m

α∗mπ̂
m, (C.29)

donde
α∗ · α =

∑
m

α∗mαm =
∑
m

|αm|2 = α2 . (C.30)
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Apéndice D

El método del “cranking”.

El método del “cranking” permite estudiar y describir núcleos ligeros en términos
de cúmulos rotantes [19]. A partir de la imposición de rotaciones sobre un sistema
se puede estudiar el movimiento nuclear [19], obtener información sobre el espectro
y calcular momentos de inercia [61]. Los cambios en el comportamiento rotacional
son relacionados con transiciones de fase [61]. Trabajos relacionados con el método
del “cranking”, aplicados al IBA, están publicados en [17,18]. El punto de inicio de
la formulación general para el método del “cranking” es el siguiente.

Se espera que el sistema nuclear deformado sea un tipo de campo auto-consistente
formado por un conjunto de nucleones, y que este campo sea oscilante (o rotante)
con una pequeña velocidad α̇µ (o velocidad angular Ω) [12], donde αµ se define
como un conjunto de variables colectivas para la descripción del movimiento de los
nucleones. Esto corresponde al hecho experimental que las enerǵıas vibracionales (y
rotacionales) son pequeñas comparadas con las enerǵıas de part́ıculas individuales.
Entonces, el movimiento de los nucleones es considerado más rápido comparado al
movimiento rotacional y esto hace considerar un campo deformado auto-consistente
vibrando suavemente (o rotando). Nosotros estamos por lo tanto frente a un pro-
blema dependiente del tiempo [12].

Sea H (αµ, ri) el Hamiltoniano para el núcleo deformado [12]. La deformación del
sistema nuclear esta caracterizado por las coordenadas colectivas αµ. Las ri son
3A − N coordenadas internas donde N es el número de grados de libertad colec-
tivos. Supongamos que podemos resolver el mismo Hamiltoniano para un conjunto

particular fijo de variables colectivas o de deformación αµ = α
(0)
µ en el tiempo inicial

(t = 0), es decir:

H (0)(ri) = H (0)(α(0)
µ , ri), (D.1)

con la solución
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H (0)(ri)χ
(0)
n = H (α(0)

µ , ri)χ
(0)
n (α(0)

µ , ri) =

= ε(0)
n (α(0)

µ )χ(0)
n (α(0)

µ , ri). (D.2)

Las funciones χ
(0)
n dependen de las variables de deformación α

(0)
µ en (t = 0). Dicha

ecuación es llamada la ecuación estática. Nosotros estamos interesados en una so-
lución arbitraria del tipo χn(αµ, ri) la cual siempre pueda expandirse para valores

generales αµ alrededor de αµ = α
(0)
µ y entonces:

χ(αµ, ri) = S(αµ)χ(α(0)
µ , ri) = χ(α(0)

µ + (αµ − α(0)
µ ), ri) =

=
∑
n

1

n!

[∑
µ

(αµ − α(0)
µ )

(
∂

∂α
(0)
µ

)]n
χ(α(0)

µ , ri) =

=
∑
n

1

n!

[∑
µ

{
i(αµ − α(0)

µ

}
)

(
−i ∂

∂α
(0)
µ

)]n
χ(α(0)

µ , ri) =

=
∑
n

[
i
∑
µ

(
αµ − α(0)

µ

)
J

(0)
µ

]n
n!

χ(α(0)
µ , ri), (D.3)

donde

J (0)
µ = −i ∂

∂α
(0)
µ

, (D.4)

es el operador conjugado en α
(0)
µ que sólo actúa sobre la función de onda χ(α

(0)
µ , ri).

El operador de evolución S(αµ) está dado por:

S(αµ) =
∑
n

[
i
∑
µ

(
αµ − α(0)

µ

)
J

(0)
µ

]n
n!

= exp

[
i
∑
µ

(
αµ − α(0)

µ

)
J (0)
µ

]
. (D.5)

Dicho operador S(αµ) cumple con la propiedad de ser unitario, es decir, S−1 = S†

(dado que los generadores J
(0)
µ son hermitianos).

Como caso especial tenemos la rotación de una función de onda a través de 3 ángulos

(θx, θy, θz) =
→
θ donde el operador S(θ), para este caso especial, seŕıa el operador de

rotación:

R(θ) = exp [iθ · J ] =
∞∑
n=1

(iθ · J)
n

n!
, (D.6)

96



donde J son los tres operadores de momento angular cartesiano.

De

χ(αµ, ri) = S(αµ)χ(α(0)
µ , ri) = S(αµ)χ(0)(ri), (D.7)

y de la unitariedad de S, se sigue que

〈χ(0)
n |H (0)|χ(0)

n′ 〉 = 〈S−1χn|H (0)|S−1χn′〉 =

= 〈χn|SH (0)S−1|χn′〉 = 〈χn|H |χn′〉, (D.8)

y entonces

H (αµ, ri) = S(αµ)H (0)S−1(αµ) =

= exp

[
i
∑
µ

(αµ − α(0)
µ )J (0)

µ

]
H (α(0)

µ , ri) exp

[
−i
∑
µ

(αµ − α(0)
µ )J (0)

µ

]
. (D.9)

Dado que los α
(0)
µ son independientes del tiempo, toda la dependencia temporal se

encuentra en las variables colectivas αµ.

Ahora, lo que se tiene que hacer es determinar la modificación de las soluciones

independientes del tiempo χ(0)(α
(0)
µ , ri) debido a la dependencia temporal de αµ,

entonces

ψ(αµ, ri, t) = exp

[
i
∑
µ

(αµ − α(0)
µ )J (0)

µ

]
ψ(0)(α(0)

µ , ri, t). (D.10)

Esta ψ(αµ, ri, t) tiene que satisfacer la ecuación de Schroedinger dependiente del
tiempo

i~
∂

∂t
ψ(αµ, ri, t) = H (αµ, ri)ψ(αµ, ri, t). (D.11)

Usando (D.10) y (D.11) obtenemos

i~
∂

∂t

[
exp

[
i
∑
µ

(αµ − α(0)
µ )J (0)

µ

]
ψ(0)(α(0)

µ , ri, t)

]
=

= exp

[
i
∑
µ

(αµ − α(0)
µ )J (0)

µ

]
H (0)ψ(0)(α(0)

µ , ri, t). (D.12)
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Diferenciando, lo que se obtiene es(
−~
∑
µ

α̇µJ
(0)
µ + i~

∂

∂t

)
ψ(0)(α(0)

µ , ri, t) = H (0)ψ(0)(α(0)
µ , ri, t) (D.13)

ó

i~
∂

∂t
ψ(0)(α(0)

µ , ri, t) =

(
H (0) + ~

∑
µ

α̇µJ
(0)
µ

)
ψ(0)(α(0)

µ , ri, t), (D.14)

donde

~
∑
µ

α̇µJ
(0)
µ = −i~

∑
µ

α̇µ
∂

∂α
(0)
µ

. (D.15)

El objetivo principal de este trabajo es introducir un “cranking” al modelo SACM
y ver sus implicaciones en las transiciones de fase. El “cranking” es introducido al
SACM anexando al Hamiltoniano que describe al sistema de cúmulos esféricos un
término de la forma −ΩL̂x, con frecuencia de rotación Ω. En nuestro caso, como
vemos en el caṕıtulo 3, la estructura del Hamiltoniano con “cranking” para un
sistema de dos cúmulos esféricos dentro de un modelo algebraico es:

Ĥ = Ĥ− ΩL̂x. (D.16)

De esta manera, se tiene que:

~
∑
µ

α̇µ → −Ω, (D.17)

donde αµ es una variable que depende del tiempo mientras que −Ω no depende
del tiempo. Otra caracteŕıstica de −Ω es que es un parámetro no fijo ya que lo
variaremos para poder estudiar los diferentes cambios que puede producir en los
modelos algebraicos, incluyendo sus transiciones de fase.
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Apéndice E

Transiciones de fase con
“cranking”.

E.1. Definición de transición de fase.

Antes de empezar a definir lo que es el concepto de transición de fase, es conve-
niente primero definir lo que es el concepto de fase utilizado en la Termodinámica y
Mecánica Estad́ıstica. A una fase se le puede definir como un sistema cuyas propie-
dades f́ısicas son esencialmente uniformes. De esta manera, la transición de fase se
puede definir como la transformación de una fase a otra de un sistema homogéneo,
cambiando de esta manera sus propiedades f́ısicas.

Hasta ahora se ha hablado transiciones de fase para sistemas con ciertas propieda-
des uniformes, dichos sistemas cuentan con la peculiaridad de ser macroscópicos los
cuales están conformados por muchas part́ıculas (N → ∞) pero hoy en d́ıa se han
empezado a estudiar transiciones de fase para sistemas como son los núcleos atómi-
cos [62,63]. Los modelos algebraicos son especialmente útiles en este tipo de estudios.

E.2. Transiciones de fase y su relación con F́ısica
Nuclear.

E.2.1. Transiciones de fase térmicas.

En el estado base, un núcleo usualmente es considerado como una gota de agua
microscópica. Transcurrió mucho tiempo para saber si hab́ıa una transición de fase
a un estado gaseoso al aumentar la temperatura. Después de muchas investigaciones
teóricas y experimentales, la respuesta parece ser afirmativa [64].

A temperaturas altas los nucleones se disuelven y los quarks y gluones se mueven
libremente. Como consecuencia, una transición de fase drástica puede ocurrir de
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tal forma que el sistema pase de una fase hadrónica a una fase sin confinamiento
de quarks y gluones. En estas transiciones por supuesto que el efecto del tamaño
finito del núcleo es muy importante, pero aún están gobernadas por la temperatura,
aśı que las llamamos transiciones de fase térmicas. Las transiciones de fase térmicas
del núcleo se analizan con mayor detenimiento en [64]. Por nuestra parte, trataremos
de estudiar otro tipo de transiciones de fase. Éstas son llamadas transiciones de
fase cuánticas con “cranking” del núcleo.

E.2.2. Transiciones de fase cuánticas.

En los núcleos atómicos se observan otro tipo de transiciones de fase. Éstas tran-
siciones pueden referirse a transiciones de fase para el estado base o para estados
excitados (como es nuestro caso), con la gran diferencia (en comparación con las
transiciones de fase térmicas) de que ahora el momento angular (y no la temperatu-
ra) es la cantidad más apta para poder describir las excitaciones al núcleo. A estas
transiciones se les conoce mejor como transiciones de fase cuánticas del núcleo.

Su aparición está muy relacionada a los efectos de tamaño finito, ya que tienen que
ver con la forma del núcleo o con el movimiento colectivo del núcleo como un todo.
Estos fenómenos son también conocidos transiciones de forma-fase, transiciones de
fase en T=0, o transiciones de fase del estado base.

Las transiciones de fase en modelos algebraicos de cúmulos están referidas más es-
pećıficamente a cambios de distancia entre los centros de los cúmulos esféricos. Si
consideramos los dos cúmulos esféricos como un sistema unido, los cambios de dis-
tancia entre los centros de los cúmulos se pueden interpretar como cambios de forma
(deformación) del sistema unido, mejor conocidos como cambios de simetŕıa. En el
presente caso se tiene una simetŕıa SU(3) relacionada con la vibración del sistema
alrededor de una forma esférica de equilibrio, y una simetŕıa SO(4) relacionada con
un dipolo. Por lo anterior se puede decir que las diferentes fases están caracterizadas
por diferentes simetŕıas y una transición de fase involucra un cambio en la simetŕıa.

Refiriéndonos más espećıficamente a transiciones de fase para modelos algebraicos
de cúmulos con “cranking” (con una rotación sobre el sistema nuclear descrita por
un momento angular L 6= 0), podemos decir que ahora se habla de transiciones de
fase para estados excitados.

E.3. Determinación de las transiciones de fase con
“cranking” y su orden.

A continuación se determinarán las transiciones de fase con “cranking” utilizando
el criterio de Ehrenfest siguiendo los pasos recomendados en [56]:

1. Primeramente se determinan los puntos extremos del Potencial Efectivo Ṽ (α)
(definido en la última parte del caṕıtulo 3) en el espacio de variables colectivas
αm. Para el caso del “cranking” (como veremos en el caṕıtulo 4), dada una
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cierta parametrización, habrá primeramente 3 variables relevantes α, θ, φ pero
luego lo reducimos a una variable la cual es α porque se tomarán condiciones
sobre θ y φminimizando con respecto estas variables. Para el caso de la variable
α, el vector distancia entre cúmulos puede siempre ser alineado a lo largo
del eje intŕınseco z que conecta a ambos cúmulos. Los puntos extremos αi
(i = 1, 2, . . .) se obtienen a través de la condición:

dṼ (α)

dα
= 0 (E.1)

Los puntos extremos αi son funciones de ciertos parámetros de interacción
(p1, p2, . . . pnp), es decir, αi = αi(p1, p2, . . . pnp).

2. Después de que los puntos extremos son obtenidos, ahora lo que se hace es
ver cuáles de estos extremos cumplen con la condición de ser mı́nimos del
potencial. Dicha condición es:

d2Ṽ (α)

dα2
|α=αi> 0 (E.2)

3. Lo que se hace ahora es determinar las regiones entre las que ocurren transi-
ciones de fase en el espacio de parámetros donde al menos dos mı́nimos están
a la misma altura:

Ṽ (αi1) = Ṽ (αi2) (E.3)

Lo anterior, nos da una relación:

f(p1, p2, . . . pnp
) = 0 (E.4)

lo que nos permite expresar un parámetro en términos de los otros.

4. Una vez hecho todo lo anterior, se determina el orden de la transición de
fase. La transición de fase será de orden m, cuando la m-ésima derivada del
potencial con respecto a sus parámetros sea discontinua en el punto de la
transición de fase, mientras que las n derivadas (con n < m) sean continuas o
iguales en el punto de la transición de fase, es decir:

∂nṼ (αi1)

∂pnk
=
∂nṼ (αi2)

∂pnk
para n < m

∂mṼ (αi1)

∂pmk
6= ∂mṼ (αi2)

∂pmk
(E.5)

Por lo que, se define:

Una TRANSICIÓN DE FASE DE PRIMER ORDEN es aquella en la que los dos
mı́nimos del potencial son iguales y las primeras derivadas de éstos mı́nimos (con
respecto a los parámetros de control) son discontinuas:

Ṽ (αi1) = Ṽ (αi2) (E.6)
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∂Ṽ (αi1)

∂pk
6= ∂Ṽ (αi2)

∂pk
(E.7)

Una TRANSICIÓN DE SEGUNDO ORDEN es aquella en la que al ocurrir la tran-
sición de fase, no sólo los dos mı́nimos del potencial son iguales, sino que también
las primeras derivadas de éstos mı́nimos (con respecto a los parámetros de control)
son continuas, además de que la segunda derivada de los dos mı́nimos del potencial
(con respecto a los parámetros del sistema) son discontinuas:

Ṽ (αi1) = Ṽ (αi2) (E.8)

∂Ṽ (αi1)

∂pk
=
∂Ṽ (αi2)

∂pk
(E.9)

∂2Ṽ (αi1)

∂p2
k

6= ∂2Ṽ (αi2)

∂p2
k

(E.10)

E.4. Transiciones de fase para el SACM con
“cranking” (caso general).

Supongamos que nuestro potencial efectivo (considerando que ya se minimizó con
respecto a las variables θ y φ) para el SACM tiene una dependencia lineal con los
parámetros de interacción pk =A, B, C,...,K teniendo la siguiente estructura:

Ṽ =
∑
k

pkα
mkfk(α) (E.11)

con mk > 1 y pk el k-ésimo parámetro. El término fk(α) representa la relación entre
las funciones Fpq (descritas en el caṕıtulo 2), las cuales son mayores que cero para
α 6= 0 .

En el punto de transición de fase, se investigará a Ṽ (ᾱi), con ᾱi siendo el valor de

α en el i-ésimo mı́nimo. La dependencia lineal explicita de Ṽ sobre los parámetros
pk =A, B, C,...,K será de gran utilidad en el estudio de las transiciones de fase para
el modelo del SACM.

Ahora se determinaran los mı́nimos ᾱi del potencial Ṽ (α) de igual forma a como se
obtuvieron para el PACM, de esta manera:

dṼ (α)

dα
= 0 (E.12)

Se observa, que como primer mı́nimo tenemos a ᾱ1 = 0 pues siempre podemos sacar
como factor común a α, es decir:

dṼ (α)

dα
= α[. . .] = 0 (E.13)
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De esta manera ᾱ1 es un mı́nimo esférico además de que siempre Ṽ (ᾱ1) junto con
todas sus derivadas son siempre cero.

Para el segundo mı́nimo deformado ᾱ2, hay dos posibilidades:

ᾱ2 > 0

ó

ᾱ2 = 0

Ahora es necesario determinar el orden de la transición de fase, para esto, primera-
mente se deriva con respecto al parámetro pk:

dṼ

dpk
=
∂Ṽ

∂pk
+
∂Ṽ

∂ᾱi

∂ᾱi
∂pk

=
∂Ṽ

∂pk
(E.14)

pues ∂Ṽ (ᾱi)
∂ᾱi

= 0 en el mı́nimo.

Dado que ᾱ1 = 0, al ser evaluado en el potencial efectivo (E.11), se obtiene:

Ṽ (ᾱ1, pk) = Ṽ (0, pk) = 0 (E.15)

De esta manera, las derivadas de (E.15) son cero igualmente:

dṼ (0, pk)

dpk
= 0 (E.16)

d2Ṽ (0, pk)

dp2
k

= 0 (E.17)

Tomando en cuenta la expresión (E.14), tenemos que para ᾱ2 se cumple que:

dṼ (ᾱ2, pk)

dpk
= ᾱmk

2 f(ᾱ2) (E.18)

Además para ᾱ2 la segunda derivada de Ṽ con respecto a pk está dada por:

d2Ṽ (ᾱ2, pk)

dp2
k

=
d

dpk
(
∂Ṽ

∂pk
) =

∂ᾱmk
2

∂pk
f(ᾱ2) + ᾱmk

2

∂fk(ᾱ2)

∂ᾱ2

∂ᾱ2

∂pk
(E.19)

Con las condiciones anteriores, el estudio del orden de las transiciones de fase es el
siguiente:

1. Para ᾱ1 = 0 y ᾱ2 > 0.

Dado que ᾱmk
2 6= 0 y f(ᾱ2) 6= 0 entonces (E.18) es diferente de cero. Tomando

en cuenta (E.16), se obtiene que:

dṼ (ᾱ1, pk)

dpk
6= dṼ (ᾱ2, pk)

dpk
(E.20)
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2. Para ᾱ1 = 0 y ᾱ2 = 0.

Tomando en cuenta a (E.16) y a (E.18), tenemos que:

dṼ (ᾱ1, pk)

dpk
=
dṼ (ᾱ2, pk)

dpk
(E.21)

De esta manera, la transición de fase debe de ser de mayor orden que de primer.

Dado que f(ᾱ2) 6= 0 y que en general
∂ᾱ

mk
2

∂pk
6= 0, entonces (E.19) deber ser

diferente de cero. Tomando en que cuenta (E.17) obtenemos que:

d2Ṽ (ᾱ1, pk)

dp2
k

6= d2Ṽ (ᾱ2, pk)

dp2
k

(E.22)

Dado los resultados anteriores, concluimos que:

1. Si ᾱ1 = 0 y ᾱ2 > 0, tenemos una Transición de Fase de PRIMER ORDEN.

2. Si ᾱ1 = 0 y ᾱ2 = 0, tenemos una Transición de Fase de SEGUNDO ORDEN.
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Apéndice F

Cálculo Expĺıcito de los
valores de expectación en
SACM.

Para facilitar los cálculos de los elementos de matriz en SACM, utilizaremos la
siguiente definición:

Fpq(α
2) =

(N !)2

(N + n0)!

N+n0−max(p,q)∑
k=max(n0−p,n0−q,0)

(
N + n0 −max(p, q)

k

)
×

×
[

(k + p)!

(k + p− n0)!

] [
(k + q)!

(k + q − n0)!

]
(α∗ · α)k (F.1)

De la definición (F.1), podemos obtener las expresiones listadas en la tabla F.1
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F00(α2) = (N !)2

(N+n0)!

∑N+n0

k=n0

(
N + n0

k

)[
k!

(k−n0)!

]2
α2k

F11(α2) = (N !)2

(N+n0)!

∑N+n0−1
k=max(n0−1,0)

(
N + n0 − 1

k

)[
(k+1)!

(k+1−n0)!

]2
α2k

F22(α2) = (N !)2

(N+n0)!

∑N+n0−2
k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k+2)!

(k+2−n0)!

]2
α2k

F33(α2) = (N !)2

(N+n0)!

∑N+n0−3
k=max(n0−3,0)

(
N + n0 − 3

k

)[
(k+3)!

(k+3−n0)!

]2
α2k

FN−2
20 (α2) = (N !)2

(N+n0)!

∑N+n0−2
k=max(n0,0)

(
N + n0 − 2

k

)
×

×
[

k!
(k−n0)!

] [
(k+2)!

(k+1−n0)!

]
α2k

Tabla F.1: Abreviaciones utilizadas en SACM.

Otras expresiones importantes en términos de potencias de (α ·α) que nos ayudarán
en el cálculo de los valores de expectación en SACM son las siguientes:

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

[1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0 |γ1=γ2=1=

=

N+n0∑
k=n0

(
N + n0

k

)[
k!

(k − n0)!

]2

(α∗ · α)k

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2 [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−1 |γ1=γ2=1=

=

N+n0−1∑
k=max(n0−1,0)

(
N + n0 − 1

k

)[
(k + 1)!

(k + 1− n0)!

]2

(α∗ · α)k

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ2 [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−1 |γ1=γ2=1=

=

N+n0−1∑
k=n0

(
N + n0 − 1

k

)[
k!

(k − n0)!

] [
(k + 1)

(k + 1− n0)

]
(α∗ · α)k
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dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2 [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2 |γ1=γ2=1=

=

N+n0−2∑
k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2

(α∗ · α)k

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ2)2 [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2 |γ1=γ2=1=

=

N+n0−2∑
k=max(n0,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

] [
k!

(k − n0)!

]
(α∗ · α)k (F.2)

A continuación se calculará la constante de normalizaciónNN,n0 del estado coherente
para el SACM dado por la ecuación (C.26), entonces:

1 =〈α|α〉 = N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + γ1(α∗ · π̂)]N+n0 [σ̂† + γ2(α · π̂†)]N+n0 |0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

[1 + γ1γ2(α∗ · α)]×

× 〈0|[σ̂ + γ1(α∗ · π̂)]N+n0−1[σ̂† + γ2(α · π̂†)]N+n0−1|0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)(N + n0 − 1)
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

[1 + γ1γ2(α∗ · α)]
2×

× 〈0|[σ̂ + γ1(α∗ · π̂)]N+n0−2[σ̂† + γ2(α · π̂†)]N+n0−2|0〉 =

...

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2) · · · 2 · 1×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

[1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0 〈0|0〉

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

[1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0 =

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!

N+n0∑
k=max(n0,0)

(
N + n0

k

)[
k!

(k − n0)!

]2

(α∗ · α)k

De esta manera:

N−2
N,n0

=
(N !)2

(N + n0)!

N+n0∑
k=max(n0,0)

(
N + n0

k

)[
k!

(k − n0)!

]2

(α∗ · α)k (F.3)
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Tomando (F.1) obtenemos:

F00(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

N+n0∑
k=max(n0,0)

(
N + n0

k

)[
k!

(k − n0)!

]2

(α∗ · α)k (F.4)

Por lo tanto:
N−2
N,n0

= F00(α2) (F.5)

〈n̂π〉

Entonces, tenemos que:

〈n̂π〉 = 〈α|n̂π|α〉 = 〈α|
(
π̂† · π̂

)
|α〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

〈0|[σ̂ + (α∗ · π̂)]N+n0
(
π̂† · π̂

)
[σ̂† + (α∗ · π̂†)]N+n0 |0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(α∗ · α)
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2×

× 〈0|[σ̂ + (α∗ · π)]N+n0−1[σ̂† + (α · π̂†)]N+n0−1|0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(α∗ · α)
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2×

× (N + n0 − 1)! [1 + γ1γ2 (α∗ · α)]
N+n0−1

=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(α∗ · α)

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2 [1 + γ1γ2 (α∗ · α)]
N+n0−1

=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(α∗ · α)

N+n0−1∑
k=max(n0−1,0)

(
N + n0 − 1

k

)
×

×
[

(k + 1)!

(k + 1− n0)!

]2

(α∗ · α)k

Por lo tanto:

〈n̂π〉 = (N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
(F.6)

Donde se utilizo que:

F11(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

N+n0−1∑
k=max(n0−1,0)

(
N + n0 − 1

k

)[
(k + 1)!

(k + 1− n0)!

]2

(α∗ · α)k

(F.7)

Es interesante estudiar el comportamiento de 〈n̂π〉 con respecto a la distancia entre
cúmulos α. Tomando el caso de 16O+α→20 Ne, los valores que tenemos para dicho
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sistema son los siguientes:

N = 12

n0 = 8

N
′

= N + n0 = 20 .

El comportamiento de 〈n̂π〉 con respecto a la distancia entre cúmulos α se muestra
con la siguiente gráfica.

2 4 6 8 10
Α

5

10

15

20

< n Π >

N + n0

n0

< n Π >

Figura F.1: Comportamiento de 〈n̂π〉 con respecto a la distancia entre
cúmulos α. Se muestran los casos ĺımite para 〈n̂π〉 cuando α→ 0 y cuando
α→∞.

Como podemos observar, la gráfica F.1 nos muestra dos casos ĺımite para 〈n̂π〉,
dichos casos son:

ĺım
α→∞

〈n̂π〉 = N + n0

ĺım
α→0
〈n̂π〉 = n0 (F.8)

podemos observar que cuando α→∞, tenemos un valor por parte de 〈n̂π〉 igual al
número total de quantas de oscilación relativa (N + n0) y cuando tenemos el caso
α → 0, 〈n̂π〉 adquiere el valor del número mı́nimo de cuantos de oscilación relativa
(n0).

〈n̂2
π〉

Entonces:

〈n̂2
π〉 =

∑
m1m2

〈α|π̂†m1
π̂†m2

π̂m1 π̂m2 |α〉+ (N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
=

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(α∗ · α)2 d
n0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2×

× 〈0|[σ̂ + (α∗ · π̂)]N+n0−2[σ̂† + (α · π̂†)]N+n0−2|0〉+

+ (N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
=
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= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(α∗ · α)2 d
n0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2×

× (N + n0 − 2)! [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

+ (N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2 d

n0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2×

× [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

+ (N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2×

×
N+n0−2∑

k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2

(α∗ · α)k

+ (N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)

Por lo tanto:

〈n̂2
π〉 = (N + n0)(α∗ · α)

F11(α2)

F00(α2)
+ (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)
(F.9)

Donde se uso que:

F22(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

N+n0−2∑
k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2

(α∗ · α)k

(F.10)

El comportamiento de 〈n̂2
π〉 con respecto a la distancia entre cúmulos α se muestra

con la siguiente gráfica.

2 4 6 8 10
Α

100

200

300

400

< n Π
2

>

H N + n0 L 2

n0
2

< n Π
2

>

Figura F.2: Comportamiento de 〈n̂2
π〉 con respecto a la distancia entre

cúmulos α. Se muestran los casos ĺımite para 〈n̂2
π〉 cuando α→ 0 y cuando

α→∞.
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La gráfica F.2 nos muestra dos casos ĺımite para 〈n̂2
π〉, dichos casos son:

ĺım
α→∞

〈n̂2
π〉 = (N + n0)2

ĺım
α→0
〈n̂2
π〉 = (n0)2 (F.11)

〈n̂3
π〉

Se tiene que:

〈n̂3
π〉 = 〈α|n̂3

π|α〉 =
∑

m1m2m3

〈α|π̂†m1
π̂†m2

π̂†m3
π̂m1 π̂m2 π̂m3 |α〉

+
∑
m1m2

〈α|π̂†m1
π̂†m2

π̂m2 π̂m1 |α〉

+
∑
m1m2

〈α|π̂†m1
π̂†m2

π̂m1 π̂m2 |α〉

+
∑
m1m3

〈α|π̂†m1
π̂†m3

π̂m1 π̂m3 |α〉+ 〈α|n̂π|α〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(N + n0 − 2)2(α∗ · α)3×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)3〈0|[σ̂ + (α∗ · π̂)]N+n0−3[σ̂† + (α · π̂†)]N+n0−3|0〉

+ 3(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)
+ (N + n0)(α∗ · α)

F11(α2)

F00(α2)

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(N + n0 − 2)2(α∗ · α)3×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)3(N + n0 − 3)! [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−3

+ 3(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)
+ (N + n0)(α∗ · α)

F11(α2)

F00(α2)

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(α∗ · α)3×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)3 [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−3

+ 3(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)
+ (N + n0)(α∗ · α)

F11(α2)

F00(α2)

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(α∗ · α)3×
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×
N+n0−3∑

k=max(n0−3,0)

(
N + n0 − 3

k

)[
(k + 3)!

(k + 3− n0)!

]2

(α∗ · α)k

+ 3(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)
+ (N + n0)(α∗ · α)

F11(α2)

F00(α2)

Por lo tanto:

〈n̂3
π〉 =(N + n0)(α∗ · α)

F11(α2)

F00(α2)
+ 3(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)

+ (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(α∗ · α)3F33(α2)

F00(α2)
(F.12)

Donde fue usado que:

F33(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

N+n0−3∑
k=max(n0−3,0)

(
N + n0 − 3

k

)
×

×
[

(k + 3)!

(k + 3− n0)!

]2

(α∗ · α)k (F.13)

El comportamiento de 〈n̂3
π〉 con respecto a la distancia entre cúmulos α se muestra

con la siguiente gráfica.

2 4 6 8 10
Α

2000

4000

6000

8000

< n Π
3

>

H N + n0 L 3

n0
3

< n Π
3

>

Figura F.3: Comportamiento de 〈n̂3
π〉 con respecto a la distancia entre

cúmulos α. Se muestran los casos ĺımite para 〈n̂3
π〉 cuando α→ 0 y cuando

α→∞.

La gráfica F.3 nos muestra dos casos ĺımite para 〈n̂3
π〉, dichos casos son:

ĺım
α→∞

〈n̂3
π〉 = (N + n0)3

ĺım
α→0
〈n̂3
π〉 = (n0)3 (F.14)
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〈(π̂† · π̂†)(π̂ · π̂)〉

Tenemos que:

〈(π̂† · π̂†)(π̂ · π̂)〉 = N 2
N 〈0|[σ̂ + (α∗ · π̂)]N (π̂† · π̂†)(π̂ · π̂)[σ̂† + (α · π̂†)]N |0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(α∗ · α̃∗)(α · α̃)
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2×

× 〈0|[σ̂ + (α∗ · π̂)]N+n0−2[σ̂† + (α · π̂†)]N+n0−2|0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(α∗ · α̃∗)(α · α̃)
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2×

× (N + n0 − 2)! [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗)(α · α̃)

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2×

× [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗)(α · α̃)×

×
N+n0−2∑

k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2

(α∗ · α)k

Por lo tanto:

〈(π̂† · π̂†)(π̂ · π̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗)(α · α̃)
F22(α2)

F00(α2)
(F.15)

〈(π̂† · π̂†)(σ̂ · σ̂)〉

Tenemos que:

〈(π̂† · π̂†)(σ̂ · σ̂)〉 = N 2
N 〈0|[σ̂ + (α∗ · π̂)]N (π̂† · π̂†)(σ̂ · σ̂)[σ̂† + (α · π̂†)]N |0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(α∗ · α̃∗) d
n0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ2
1×

× 〈0|[σ̂ + (α∗ · π̂)]N+n0−2[σ̂† + (α · π̂†)]N+n0−2|0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(α∗ · α̃∗) d
n0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ2
1×

× (N + n0 − 2)! [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗) d

n0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ2
1×

× [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗)

N+n0−2∑
k=max(n0,0)

(
N + n0 − 2

k

)
×

×
[

k!

(k − n0)!

] [
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]
(α∗ · α)k
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Por lo tanto:

〈(π̂† · π̂†)(σ̂ · σ̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α̃∗)F
N−2
20 (α2)

F00(α2)
(F.16)

Donde se utilizo que:

FN−2
20 (α2) =

(N !)2

(N + n0)!
×

×
N+n0−2∑

k=max(n0,0)

(
N + n0 − 2

k

)[
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

] [
k!

(k − n0)!

]
(α∗ · α)k

(F.17)

〈(σ̂† · σ̂†)(π̂ · π̂)〉

Entonces:

〈(σ̂† · σ̂†)(π̂ · π̂)〉 = N 2
N 〈0|[σ̂ + (α∗ · π̂)]N (σ̂† · σ̂†)(π̂ · π̂)[σ̂† + (α · π̂†)]N |0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(α · α̃)
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ2
2×

× 〈0|[σ̂ + (α∗ · π̂)]N+n0−2[σ̂† + (α · π̂†)]N+n0−2|0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2(α · α̃)
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ2
2×

× (N + n0 − 2)! [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(α · α̃)

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ2
2×

× [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)(α · α̃)

N+n0−2∑
k=max(n0,0)

(
N + n0 − 2

k

)
×

×
[

k!

(k − n0)!

] [
(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2

(α∗ · α)k

Por lo tanto:

〈(σ̂† · σ̂†)(π̂ · π̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)(α · α̃)
FN−2

20 (α2)

F00(α2)

〈(σ̂† · σ̂†)(σ̂ · σ̂)〉
De esta manera:

〈(σ̂† · σ̂†)(σ̂ · σ̂)〉 = 〈α|(σ̂† · σ̂†)(σ̂ · σ̂)|α〉 = 〈α|σ̂†(σ̂σ̂† − 1)σ̂|α〉 =

= 〈α|σ̂†σ̂σ̂†σ̂ − σ̂†σ̂|α〉 =

= 〈α|n̂2
σ − n̂σ|α〉 = 〈α|(N̂ + n0 − n̂π)2 − (N̂ + n0 − n̂π)|α〉 =

= 〈α|(N̂ + n0)(N̂ + n0 − 1)− (2(N̂ + n0)− 1)n̂π + n̂2
π|α〉 =

= (N + n0)(N + n0 − 1)− [2(N + N0)− 1]〈α|n̂π|α〉+ 〈α|n̂2
π|α〉
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Por lo tanto:

〈(σ̂† · σ̂†)(σ̂ · σ̂)〉 = (N + n0)(N + n0 − 1)− 2(N + n0)2(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)

+ 2(N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)
+ (N + n0)(N + n0 − 1)(α∗ · α)2F22(α2)

F00(α2)
(F.18)
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Apéndice G

Cálculo expĺıcito de los
valores de expectación de
〈L̂x〉 y 〈L̂2〉 para el SACM.

Recordemos nuevamente que se está usando como convención de fase a Olm =
(−1)l−mOl−m. De esta manera, se pueden definir como componentes del operador
de momento angular a:

L̂+ = −2[π̂† ⊗ π̂]1+1

L̂− = 2[π̂† ⊗ π̂]1−1

L̂0 =
√

2[π̂† ⊗ π̂]10 (G.1)

con

[π̂† ⊗ π̂][S]
m =

∑
m1m2

(1m11m2|Sm)π̂†m1
π̂m2

=
∑
m1m2

(1m11m2|Sm)π̂†m1
(−1)1−m2 π̂−m2

(G.2)

El signo y el factor de enfrente se elige de tal manera que se satisface L̂+π̂
†
−1|0〉 =√

2π̂†0|0〉 y se garantiza L̂†+ = L̂−. Tomando en cuenta (G.1), el operador de la
componente del momento angular en x y el operador del cuadrado del momento
angular están dados por:

L̂x =
1

2
(L̂+ + L̂−) (G.3)

L̂2 =
1

2
(L̂+L̂− + L̂−L̂+) + L̂2

0 (G.4)
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G.1. Cálculo expĺıcito de los valores de expecta-
ción de 〈L̂x〉 y 〈L̂2〉 para SACM.

〈L̂x〉

Para poder definir 〈L̂x〉 en términos de α, es conveniente obtener 〈[π̂† ⊗ π̂]
[S]
m 〉,

entonces:

〈[π̂† ⊗ π̂][S]
m 〉 = N 2

N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

×

× 〈0|[σ̂ + γ1(α∗ · π̂)]N+n0 [π̂† ⊗ π̂][S]
m [σ̂† + γ2(α · π̂†)]N+n0 |0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2[α∗ × α̃][S]
m

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2×

× 〈0|[σ̂ + γ1(α∗ · π̂)]N+n0−1[σ̂† + γ2(α · π̂†)]N+n0−1|0〉 =

= N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2[α∗ × α̃][S]
m

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2×

× (N + n0 − 1)! [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−1

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)[α∗ × α̃][S]

m

dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

γ1γ2×

× [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−1

=

= N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)[α∗ × α̃][S]

m ×

×
N+n0−1∑

k=max(n0−1,0)

(
N + n0 − 1

k

)[
(k + 1)!

(k + 1− n0)!

]2

(α∗ · α)k

Por lo tanto:

〈[π̂† ⊗ π̂][S]
m 〉 = (N + n0)[α∗ × α̃][S]

m

F11(α2)

F00(α2)
(G.5)

Entonces:

〈L̂x〉 =
1

2

{
〈L̂+〉+ 〈L̂−〉

}
=

1

2

{
−2〈[π̂† ⊗ π̂]1+1〉+ 2〈[π̂† ⊗ π̂]1−1〉

}
=

=
1

2

{
−2(N + n0)[α∗ × α̃]1+1

F11(α2)

F00(α2)
+ 2(N + n0)[α∗ × α̃]1−1

F11(α2)

F00(α2)

}
Por lo tanto:

〈L̂x〉 = (N + n0)
{

[α∗ × α̃]1−1 − [α∗ × α̃]1+1

} F11(α2)

F00(α2)
(G.6)
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〈L̂2〉

Entonces, se tiene que:

〈L̂2〉 = −2
√

3
∑
m

(−1)1+m

√
3

∑
m1m2

(1,m1; 1,m2|1,m)
∑
m3m4

(1,m3; 1,m4|1, (−m))×

×N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2
dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

×

× 〈0|[σ̂ + (
∑
m

α∗mπ̂
m)]N+n0

{
π̂†m1

π̂†m3
π̂m2 π̂m4

}
[σ̂† + (

∑
m

αmπ̂
†
m)]N+n0 |0〉

+ 2〈n̂π〉 =

= −2
√

3N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2
∑
m

(−1)1+m

√
3
×

×
∑
m1m2

(1,m1; 1,m2|1,m)α∗m1
α̃m2

∑
m3m4

(1,m3; 1,m4|1, (−m))α∗m3
α̃m4×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2〈0|[σ̂ + (
∑
m

α∗mπ̂
m)]N+n0−2[σ̂† + (

∑
m

αmπ̂
†
m)]N+n0−2|0〉

+ 2〈n̂π〉 =

= −2
√

3N 2
N,n0

[
N !

(N + n0)!

]2

(N + n0)2(N + n0 − 1)2×

×
[
[α∗ × α̃]

1 × [α∗ × α̃]
1
]0

0
×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2(N + n0 − 2)! [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

+ 2〈n̂π〉 =

= −2
√

3N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)

[
[α∗ × α̃]

1 × [α∗ × α̃]
1
]0

0
×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2 [1 + γ1γ2(α∗ · α)]
N+n0−2

+ 2〈n̂π〉 =

= −2
√

3N 2
N,n0

(N !)2

(N + n0)!
(N + n0)(N + n0 − 1)

[
[α∗ × α̃]

1 × [α∗ × α̃]
1
]0

0
×

× dn0

dγn0
1

dn0

dγn0
2

(γ1γ2)2
N+n0−2∑

k=max(n0−2,0)

(
N + n0 − 2

k

)
×

×
[

(k + 2)!

(k + 2− n0)!

]2

(α∗ · α)k + 2〈n̂π〉

Por lo tanto:

〈L̂2〉 = 2(N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)

− 2
√

3(N + n0)(N + n0 − 1)
[
[α∗ × α̃]

1 × [α∗ × α̃]
1
]0

0

F22(α2)

F00(α2)
(G.7)
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Apéndice H

Cálculo Expĺıcito de L̂x y L̂2

en términos de α para el
SACM.

Dados los resultados en Apéndice B, a continuación se hará el cálculo expĺıcito de
L̂x y L̂2 en términos de α.

Sabemos que para SACM:

〈L̂x〉 = (N + n0)
{

[α∗ × α̃]1−1 − [α∗ × α̃]1+1

} F11(α2)

F00(α2)
(H.1)

〈L̂2〉 = 2(N + n0)(α∗ · α)
F11(α2)

F00(α2)

− 2
√

3(N + n0)(N + n0 − 1)
[
[α∗ × α̃]

1 × [α∗ × α̃]
1
]0

0

F22(α2)

F00(α2)
(H.2)

Utilizando la siguiente parametrización:

α±1 = α√
2

exp±iφ sin(θ)

α0 = α cos(θ)

y tomando en cuenta:

α∗m = α−m

α̃m = (−1)1−mα−m

Obtenemos que:

α∗+1 = α−1

α∗−1 = α+1
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α∗0 = α0

α̃+1 = (−1)1−1α−1 = α−1

α̃−1 = (−1)1−(−1)α+1 = α+1

α̃0 = (−1)1−0α0 = −α0

De esta manera:

[α∗ × α̃]1+1 = (1,+1; 1, 0|1,+1)α∗+1α̃0 + (1, 0; 1,+1|1,+1)α∗0α̃+1 =

= (1,+1; 1, 0|1,+1)α−1α0 + (1, 0; 1,+1|1,+1)α−1α0 =

= − 1√
2
α−1α0 −

1√
2
α−1α0 = −

√
2α−1α0 =

= −
√

2
α√
2

exp−iφ sin(θ)α cos(θ) = −α2 exp−iφ sin(θ) cos(θ) (H.3)

[α∗ × α̃]1−1 = (1,−1; 1, 0|1,−1)α∗−1α̃0 + (1, 0; 1,−1|1,−1)α∗0α̃−1 =

= −(1,−1; 1, 0|1,−1)α+1α0 + (1, 0; 1,−1|1,−1)α+1α0 =

=
1√
2
α+1α0 +

1√
2
α+1α0 =

√
2α+1α0 =

=
√

2
α√
2

exp+iφ sin(θ)α cos(θ) = α2 exp+iφ sin(θ) cos(θ) (H.4)

[α∗ × α̃]10 = (1,+1; 1,−1|1, 0)α∗+1α̃−1 + (1, 0; 1, 0|1, 0)α∗0α̃0

+ (1,−1; 1,+1|1, 0)α∗−1α̃+1 =

= (1,+1; 1,−1|1, 0)α+1α−1 − (1, 0; 1, 0|1, 0)α2
0 + (1,−1; 1,+1|1, 0)α+1α−1 =

= (1,+1; 1,−1|1, 0)[α+1α−1 − α+1α−1] + (0)α2
0 = 0 (H.5)

Entonces: {
[α∗ × α̃]1−1 − [α∗ × α̃]1+1

}
=

= α2 exp+iφ sin(θ) cos(θ) + α2 exp−iφ sin(θ) cos(θ) =

= α2 sin(θ) cos(θ)
{

exp+iφ + exp−iφ
}

=

= 2α2 sin(θ) cos(θ) cos(φ) = α2 cos(φ) sin(2θ) (H.6)

[
[α∗ × α̃]

1 × [α∗ × α̃]
1
]0

0
=
∑
m

(−1)1−m
√

3
[α∗ × α̃]

1
m [α∗ × α̃]

1
−m =

=
1√
3

[α∗ × α̃]
1
+1 [α∗ × α̃]

1
−1 +

1√
3

[α∗ × α̃]
1
−1 [α∗ × α̃]

1
+1 =

=
1√
3

{
−α4 sin2(θ) cos2(θ)− α4 sin2(θ) cos2(θ)

}
− 2√

3
α4 sin2(θ) cos2(θ) = − 4

2
√

3
α4 sin2(θ) cos2(θ) = −α

4 sin2(2θ)

2
√

3
(H.7)
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Por lo tanto para SACM se tiene que:

〈L̂x〉 = (N + n0) cos(φ) sin(2θ)α2F11(α2)

F00(α2)
(H.8)

〈L̂2〉 = 2(N + n0)α2F11(α2)

F00(α2)

+ (N + n0)(N + n0 − 1) sin2(2θ)α4F22(α2)

F00(α2)
(H.9)

En la página 43 de la referencia [65], nosotros podemos ver que para el caso de tomar
solamente el ĺımite SU(3), el valor de sin(2θ) está dado por:

sin(2θ) =
Ω

4ξn0
(H.10)

De ésta manera, en el ĺımite SU(3), los valores de 〈L̂x〉 y 〈L̂2〉 están dados por:

〈L̂x〉 = (N + n0) cos(φ)

(
Ω

4ξn0

)
α2F11(α2)

F00(α2)
(H.11)

〈L̂2〉 = 2(N + n0)α2F11(α2)

F00(α2)

+ (N + n0)(N + n0 − 1)

(
Ω

4ξn0

)2

α4F22(α2)

F00(α2)
(H.12)

121



Apéndice I

Cálculos Expĺıcitos
importantes relacionados al
SACM.

Demostración que

ξ sin2(2θ) + (1− x)
c

4
[cos2(2θ) + 1] = (1− x)

c

2
+ sin2(2θ)[ξ − (1− x)

c

4
] (I.1)

Usando:

sin2(θ) + cos2(θ) = 1

ξ sin2(2θ) + (1− x)
c

4
[cos2(2θ) + 1] = ξ sin2(2θ) + (1− x)

c

4
[2− sin2(2θ)] =

= ξ sin2(2θ) + (1− x)
c

2
− (1− x)

c

4
sin2(2θ) =

= (1− x)
c

2
+ sin2(2θ)[ξ − (1− x)

c

4
]

Demostración que

ξ sin2(2θ) + (1− x)
c

4
[cos(2θ)− 1]2 = (1− x)

c

2
[1− cos(2θ)] + sin2(2θ)[ξ − (1− x)

c

4
]

(I.2)

ξ sin2(2θ) + (1− x)
c

4
[cos(2θ)− 1]2 = ξ sin2(2θ) + (1− x)

c

4
×

× [cos2(2θ)− 2 cos(2θ) + 1] =

= ξ sin2(2θ) + (1− x)
c

4
[cos2(2θ) + 1]− (1− x)

c

2
cos(2θ) =

= (1− x)
c

2
+ sin2(2θ)[ξ − (1− x)

c

4
]− (1− x)

c

2
cos(2θ) =

= (1− x)
c

2
[1− cos(2θ)] + sin2(2θ)[ξ − (1− x)

c

4
]
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donde se tomo en cuenta (I.1).

Pasos para mostrar que (3.20) es una ecuación de orden cuatro en v.
Del Caṕıtulo 3 de este trabajo, tenemos que (3.20) tiene la siguiente forma:

− 2Ω cos(2θ)

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

(N + n0)

)
+
[
4ξ − (1− x)c

]
(N + n0 − 1) sin(2θ) cos(2θ)×

×
(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
− (1− x)c(N + n0 − 1) sin(2θ)α2F

N−2
20 (α2)

F00(α2)
= 0 (I.3)

Si hacemos un cambio de variable:

v = cos(2θ)√
1− v2 = sin(2θ) (I.4)

y definimos:

A∗ = −2Ω

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

(N + n0)

)
B∗ =

[
4ξ − (1− x)c

]
(N + n0 − 1)

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
C∗ = −(1− x)c(N + n0 − 1)α2F

N−2
20 (α2)

F00(α2)
(I.5)

Tenemos que (I.3) puede ser expresada como:

A∗v +B∗v
√

1− v2 + C∗
√

1− v2 = 0 (I.6)

⇒ A∗v +
√

1− v2(B∗v + C∗) = 0

⇒ A∗v = −
√

1− v2(B∗v + C∗) .

Elevando al cuadrado de ambos lados:

⇒ A2
∗v

2 = (1− v2)
[
B2
∗v

2 + 2B∗C∗v + C2
∗
]

⇒ A2
∗v

2 = B2
∗v

2 + 2B∗C∗v + C2
∗ −B2

∗v
4 − 2B∗C∗v

3 − C2
∗v

2

y agrupando términos tenemos que:

B2
∗v

4 + 2B∗C∗v
3 + (C2

∗ +A2
∗ −B2

∗)v
2 − 2B∗C∗v − C2

∗ = 0 . (I.7)
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Definiendo de la siguiente manera a los coeficientes A, B, C, D y E

A = B2
∗

B = 2B∗C∗

C = (C2
∗ +A2

∗ −B2
∗)

D = −2B∗C∗

E = −C2
∗ (I.8)

la ecuación (I.7), y por lo tanto (I.3), pueden ser expresadas como:

Av4 +Bv3 + Cv2 +Dv + E = 0 (I.9)

I.0.1. Cálculos Expĺıcitos en SACM para α << 1 hasta segun-
do orden.

Tomando en cuenta las expresiones de la Tabla F.1 y desarrollando hasta segundo
orden el α se obtiene:

F00(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

(
A0α

2n0 +B0α
2n0+2

)
F11(α2) =

(N !)2

(N + n0)!

(
A1α

2n0−2 +B1α
2n0
)

F22(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

(
A2α

2n0−4 +B2α
2n0−2

)
F33(α2) =

(N !)2

(N + n0)!

(
A3α

2n0−6 +B3α
2n0−4

)
(I.10)

Los coeficientes de (I.10) están dados por:

A0 = (N+n0)!
n0!N ! (n0!)2 B0 = (N+n0)!

(n0+1)!(N−1)!

[
(n0 + 1)!

]2
A1 = (N+n0−1)!

(n0−1)!N ! (n0!)2 B1 = (N+n0−1)!
n0!(N−1)!

[
(n0 + 1)!

]2
A2 = (N+n0−2)!

(n0−2)!N ! (n0!)2 B2 = (N+n0−2)!
(n0−1)!(N−1)!

[
(n0 + 1)!

]2
A2 = (N+n0−3)!

(n0−3)!N ! (n0!)2 B2 = (N+n0−3)!
(n0−2)!(N−1)!

[
(n0 + 1)!

]2
(I.11)

En este caso se puede hacer la reducción de A1, A2, A3, B1, B2 y B3 como:

Ak = (N+n0−k)!
(n0−k)!N ! (n0!)2 Bk = (N+n0−k)!

(n0+1−k)!(N−1)!

[
(n0 + 1)!

]2
(I.12)
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De esta manera, para k=1,2 y 3:

Fkk(α2)

F00(α2)
≈ Akα

2n0−2k +Bkα
2n0−(2k−2)

A0α2n0 +B0α2n0+2
=

=
Ak +Bkα

2

A0 +B0α2

1

α2k
=
Ak(1 + Bk

Ak
α2)

A0(1 + B0

A0
α2)

1

α2k
=

Ak
α2kA0

(1 +
Bk
Ak

α2)(1− B0

A0
α2) =

=
Ak

α2kA0

[
1 +

(Bk
Ak
− B0

A0

)
α2
]

Por lo tanto, para k = 1, 2, 3:

α2kFkk(α2)

F00(α2)
≈ Ak
A0

+
Ak
A0

(Bk
Ak
− B0

A0

)
α2 (I.13)

Por lo tanto, se necesita saber quiénes son Ak

A0
, Bk

Ak
y B0

A0
, entonces:

Ak
A0

=
(N + n0 − k)!n0!

(n0 − k)!(N + n0)!
=

(N + n0 − k)!n0 · · · (n0 − k)!

(n0 − k)!(N + n0) · · · (N + n0 − k)!

Por lo tanto:

Ak
A0

=
(N + n0 − k)!n0 · · · (n0 − k)!

(n0 − k)!(N + n0) · · · (N + n0 − k)!
(I.14)

Para el caso de Bk

Ak
con k = 1, 2, 3 tenemos:

Bk
Ak

=

[
(n0 + 1)!

]2
N !(n0 − k)!

(n0!)2(N − 1)!(n0 + 1− k)!
=

=

[
(n0 + 1) · · · (n0 − k)!

]2
N !(n0 − k)!

(n0 · · · (n0 − k)!)2(N − 1)!(n0 + 1− k) · · · (n0 − k)!

Por lo tanto:

Bk
Ak

=

[
(n0 + 1) · · · (n0 − k)!

]2
N !(n0 − k)!

(n0 · · · (n0 − k)!)2(N − 1)!(n0 + 1− k) · · · (n0 − k)!
(I.15)

Para B0

A0
tenemos:

B0

A0
=
N !(n0 + 1)!

(N − 1)!n0!
=
N(N − 1)!(n0 + 1)n0!

(N − 1)!n0!
= N(n0 + 1)

Entonces:

B0

A0
= N(n0 + 1) (I.16)
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De esta manera:

A1

A0
=

n0

(N + n0)

A2

A0
=

n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

A3

A0
=

n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

B1

A1
=
N(n0 + 1)2

n0

B2

A2
=
N(n0 + 1)2

(n0 − 1)

B3

A3
=
N(n0 + 1)2

(n0 − 2)

B0

A0
= N(n0 + 1) (I.17)

Con lo anterior, uno obtiene que:

α2F11(α2)

F00(α2)
≈ n0

(N + n0)
+

n0

(N + n0)

(
N(n0 + 1)2

n0
−N(n0 + 1)

)
α2

α4F22(α2)

F00(α2)
≈ n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)
+

n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)
×

×
(
N(n0 + 1)2

(n0 − 1)
−N(n0 + 1)

)
α2

α6F33(α2)

F00(α2)
≈ n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

+
n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

(
N(n0 + 1)2

(n0 − 2)
−N(n0 + 1)

)
α2

Por lo tanto:

α2F11(α2)

F00(α2)
≈ n0

(N + n0)
+
N(n0 + 1)

(N + n0)
α2

α4F22(α2)

F00(α2)
≈ n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)
+

2Nn0(n0 + 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)
α2

α6F33(α2)

F00(α2)
≈ n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

+
3Nn0(n0 + 1)(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)
α2 (I.18)

También es importante conocer los valores de 〈L̂x〉 y 〈L̂2〉 para α → 0 a primer
orden (en el ĺımite SU(3)), dichos valores (obtenidos a partir de (H.11) y (H.12))
son:
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〈L̂x〉 = cos(φ)

(
Ω

4ξ

)
(I.19)

〈L̂2〉 = 2n0 + (n0 − 1)

(
Ω

4ξ

)2

(I.20)

I.0.2. Cálculos Expĺıcitos en SACM para α→∞.

Tomando en cuenta las definiciones para las Fij del la tabla F.1, uno puede obtener
que para α→∞ dichas definiciones se pueden ver como:

F00(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

(
N + n0

N + n0

)[
(N+n0)!

(N+n0−n0)!

]2
α2(N+n0)

⇒ F00(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0 (I.21)

F11(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

(
N + n0 − 1
N + n0 − 1

)[
(N+n0−1+1)!

(N+n0−1+1−n0)!

]2
α2(N+n0−1)

⇒ F11(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0α−2 (I.22)

F22(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

(
N + n0 − 2
N + n0 − 2

)[
(N+n0−2+2)!

(N+n0−2+2−n0)!

]2
α2(N+n0−2)

⇒ F22(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0α−4 (I.23)

F33(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

(
N + n0 − 3
N + n0 − 3

)[
(N+n0−3+3)!

(N+n0−3+3−n0)!

]2
α2(N+n0−3)

⇒ F33(α2) =
(N !)2

(N + n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0α−6 (I.24)

FN−2
20 (α2) =

(N !)2

(N + n0)!

(
N + n0 − 2
N + n0 − 2

)
×

×
[

(N+n0−2)!
(N+n0−2−n0)!

] [
(N+n0−2+2)!

(N+n0−2+2−n0)!

]
α2(N+n0−2)

⇒ FN−2
20 (α2) =

(N !)2

(N + n0)!

[
(N+n0)!

N !

]
α2Nα2n0α−4 (I.25)
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De ésta manera, se pueden obtener los siguientes resultados:

α2F11(α2)

F00(α2)
= α2

(N !)2

(N+n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0α−2

(N !)2

(N+n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0

= α2α−2 = 1 (I.26)

α2F22(α2)

F00(α2)
= α2

(N !)2

(N+n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0α−4

(N !)2

(N+n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0

= α4α−4 = 1 (I.27)

α2F33(α2)

F00(α2)
= α2

(N !)2

(N+n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0α−6

(N !)2

(N+n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0

= α6α−6 = 1 (I.28)

α2F
N−2
20 (α2)

F00(α2)
= α2

(N !)2

(N+n0)!

[
(N+n0)!

N !

]
α2Nα2n0α−4

(N !)2

(N+n0)!

[
(N+n0)!

N !

]2
α2Nα2n0

= α2α−4 =
1

α2
→ 0 (I.29)

Tomando en cuenta las expresiones (I.26) a la (I.29), el potencial que se obtiene
(usando la ecuación (2.9) ) para estados excitados con la condición de α→∞ es:

Ṽ = A(x)

(
1− n0

N + n0

)
+

+ (B(x) + C(x) sin2 (2θ))

(
1− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
+

+

(
1− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
−

− Ω
′
(Ω, x) sin (2θ) cos (φ)

(
1− n0

N + n0

)
(I.30)

donde los coeficientes A(x), B(x), C(x) y Ω
′
(Ω, x) están listados en la tabla 2.2.

Puede haber varios comportamientos del potencial (I.30) para el ĺımite N →∞ (con
sin (2θ) = 1 y cos (φ) = 1).

El primer caso es que el potencial (I.30) vaya subiendo (cuando N va creciendo) con
respecto al cero de nuestro potencial (que estará ubicado a una cierta enerǵıa de-
pendiendo con que valor del parámetro de “cranking ” Ω estemos trabajando). Ésto
coincide con la formación de un mı́nimo. Lo anterior define un sistema estable.
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El segundo caso es que el potencial (I.30) vaya bajando (cuando N va creciendo)
con respecto al cero de nuestro potencial (que estará ubicado a una cierta enerǵıa
dependiendo con que valor del parámetro de “cranking ” Ω estemos trabajando).
Es posible que tenga un mı́nimo, pero éste no representará un ejemplo f́ısico. Lo
anterior define un sistema inestable.

También es importante conocer los valores de 〈L̂x〉 y 〈L̂2〉 para α→∞ (en el ĺımite
SU(3)), dichos valores (obtenidos a partir de (H.11) y (H.12)) son:

〈L̂x〉 = (N + n0) cos(φ)

(
Ω

4ξn0

)
(I.31)

〈L̂2〉 = 2(N + n0) + (N + n0)(N + n0 − 1)

(
Ω

4ξn0

)2

(I.32)
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Apéndice J

Otros cálculos importantes
para el SACM.

Para poder obtener el potencial efectivo (2.9) a partir del potencial (2.8), lo que se
hace es tomar un factor común que forma parte de cada uno de los términos por
los que está compuesto (2.8). Dicho factor común es (N + n0)(N + n0 − 1)(N +
n0 − 2)(−xb). Después de lo anterior, se juntan términos que estén multiplicados

por una misma relación
Fij

Fkm
y se nombran ciertos coeficientes Aij para simplificar

la expresión del potencial. De esta manera, el potencial para el SACM en términos
de α se puede expresar como:

V (α) = (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(−xb)
[(
A11(α∗ · α)

+A12

(
[α∗ × α̃]1−1 − [α∗ × α̃]1+1

))F11(α2)

F00(α2)

+
(
A13(α∗ · α)2 +A14

[
[α∗ × α̃]

1 × [α∗ × α̃]
1
]0

0

)F22(α2)

F00(α2)
+ (α∗ · α)3F33(α2)

F00(α2)

+A15

([
(α∗ · α̃∗)(α · α̃) + (α∗ · α)2

] F22(α2)

F00(α2)

)
−A15

([
(α∗ · α̃∗) + (α · α̃)

]FN−2
20 (α2)

F00(α2)
− 1

)]
(J.1)

donde los coeficientes Aij se están listados en la tabla J.1

130



A11 =

[
x(~ω+4a−4b+4bn0)+2ξ−(N+n0−1)(1−x) c

2

]
(N+n0−1)(N+n0−2)(−xb)

A12 = − Ω
(N+n0−1)(N+n0−2)(−xb)

A13 =
x
[
a−b(6−n0)

]
(N+n0−2)(−xb)

A14 = − 2
√

3ξ
(N+n0−2)(−xb)

A15 =
(1−x) c

4

(N+n0−2)(−xb)

Tabla J.1: Coeficientes Aij para el potencial dado por la ecuación (J.1).

Para obtener una simplificación del potencial de la ecuación (J.1), es necesario tomar
en cuenta cierta parametrización. Esta parametrización considera una base cartesia-
na de los coeficientes αm, con (m = x, y, z). Estos se relacionan con las componentes
esféricas αm∗(m∗ = 1, 0,−1) mediante:

α±1 =
1√
2

(αx ± iαy)

α0 = αz (J.2)

usando:

αx = α cos(φ) sin(θ)

αy = α sin(φ) sin(θ)

αz = α cos(θ) (J.3)

se obtiene:

α±1 =
α√
2

exp±iφ sin(θ)

α0 = α cos(θ) (J.4)

Esta nueva parametrización tiene la siguiente propiedad.

α∗m = α−m (J.5)

También se usa la definición:

α̃m = (−1)1−mα−m (J.6)
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De esta manera, obtenemos que:

(α∗ · α) =
∑
m

α∗mαm = α2

(α · α̃) =
∑
m

αmα̃m = −α2 cos(2θ)

(α∗ · α̃∗) =
∑
m

α∗mα̃
∗
m =

∑
m

(αmα̃m)∗ = −α2 cos(2θ){
[α∗ × α̃]1−1 − [α∗ × α̃]1+1

}
= α2 cos(φ) sin(2θ)[

[α∗ × α̃]
1 × [α∗ × α̃]

1
]0

0
= −α

4 sin2(2θ)

2
√

3
(J.7)

Mas detalles de estas expresiones pueden consultarse en los apéndices H e I. De este
modo, a partir de (J.1) y de (J.7), se obtiene que el potencial para el SACM en
términos de α, θ y φ es:

V (α, θ, φ) = (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(−xb)
[
B11α

2F11(α2)

F00(α2)

+B12α
4F22(α2)

F00(α2)
+ α6F33(α2)

F00(α2)
+B13

(
1 + 2 cos(2θ)α2F

N−2
20 (α2)

F00(α2)

)]
(J.8)

donde los coeficientes Bij están listados en la tabla J.2

B11 =
[x(~ω+4a−4b+4bn0)+2ξ−(N+n0−1)(1−x) c

2−Ω cos(φ) sin (2θ)]

(N+n0−1)(N+n0−2)(−xb)

B12 =
[x(a−b(6−n0))+ξ sin2(2θ)+(1−x) c

4 [cos2(2θ)+1]]
(N+n0−2)(−xb)

B13 =
(1−x) c

4

(N+n0−2)(−xb)

Tabla J.2: Coeficientes Bij para el potencial dado por la ecuación (J.8).

Dado lo anterior, nuevamente es conveniente tener un potencial tal que V (α, θ, φ) =
0 en α = 0. Para lograr esto, es necesario investigar el comportamiento de las
relaciones

Fij

Fkm
para α→ 0. El comportamiento es el siguiente:

F11(α2)
F00(α2) ≈

n0

(N+n0)α2

F22(α2)
F00(α2) ≈

n0(n0−1)
(N+n0)(N+n0−1)α4

FN−2
20 (α2)
F00(α2) ≈

N(N−1)(n0+1)(n0+2)
2(N+n0)(N+n0−1)

F33(α2)
F00(α2) ≈

n0(n0−1)(n0−2)
(N+n0)(N+n0−1)(N+n0−2)α6
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Además de tomar en cuenta dicho comportamiento, también se necesita restar el
término (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(−xb)B13 al potencial (J.8). De esta
manera, el potencial que se obtiene a partir de las consideraciones anteriores sobre
(J.8) es el siguiente:

V (α, θ, φ) =

= (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(−xb)
[
C11

(
α2F11(α2)

F00(α2)
− n0

(N + n0)

)
+ C12

(
α4F22(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)

(N + n0)(N + n0 − 1)

)
+

(
α6F33(α2)

F00(α2)
− n0(n0 − 1)(n0 − 2)

(N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)

)
+ C13α

2F
N−2
20 (α2)

F00(α2)

]
(J.9)

donde los coeficientes Cij están listados en la tabla J.3

C11 =
x(~ω+4a−4b+4bn0)+2ξ−Ω cos(φ) sin (2θ)−(1−x) c

2 (N+n0−1)

(N+n0−1)(N+n0−2)(−xb)

C12 =
x(a−b(6−n0))+(1−x) c

2 +sin2(2θ)[ξ−(1−x) c
4 ]

(N+n0−2)(−xb)

C13 =
(1−x) c

2 cos(2θ)

(N+n0−2)(−xb)

Tabla J.3: Coeficientes Cij para el potencial dado por la ecuación (J.9).

Para C12 también se tomo en cuenta:

ξ sin2(2θ) + (1− x)
c

4
[cos2(2θ) + 1] = (1− x)

c

2
+ sin2(2θ)[ξ − (1− x)

c

4
] (J.10)

La igualdad (J.10) se mostrara en el apéndice K.

Como podemos observar, el potencial (J.9) es nulo en el ĺımite α → 0, dado el

comportamiento que presentan las
Fij

Fkm
cuando α → 0 y dado que se ha restado el

término constante (N + n0)(N + n0 − 1)(N + n0 − 2)(−xb)B13 en el potencial.

A partir del potencial (J.9), uno puede obtener el potencial efectivo (en términos
de 5 coeficientes generales A(x), B(x), C(x), D(x) y Ω

′
(Ω, x) y de 3 variables α, θ

y φ) con el cual se trabaja finalmente en el estudio de transiciones de fase.
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Apéndice K

Cálculos importantes en el
formalismo de Teoŕıa de
Catástrofes.

Tomando en cuenta la superficie de enerǵıa:

E± = ±ε
√

1− x2 − y2 − γ

2
(x2 + y2) + ax+

γJ

2J − 1
(K.1)

y su gradiente igualado a cero:

∇E±(x, y)|(xcr,ycr) = 0 (K.2)

Es posible obtener la siguiente ecuación de puntos cŕıticos para la variable y:

∂E±

∂y
= ±ε1

2
(1− x2 − y2)−1/2(−2y)− γ

2
(2y) = 0 (K.3)

Agrupando términos, la ecuación (K.3) se puede reformular como:

y[∓ ε√
1− x2 − y2

− γ] = 0 (K.4)

De la ecuación (K.4) se puede deducir que el valor cŕıtico de la variable y que la
satisface es:

ycr = 0 (K.5)
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Con respecto a la variable x, la ecuación de valores cŕıticos esta dada por:

∂E±

∂x
= ±ε1

2
(1− x2 − y2)−1/2(−2y)− γ

2
(2y) = 0 (K.6)

La ecuación (K.6) se puede reescribir en términos de la siguiente igualdad:

∓ ε x√
1− x2 − y2

= γx− a (K.7)

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad y multiplicando por 1 − x2 − y2

uno obtiene la siguiente ecuación:

ε2x2 = (γ2x2 − 2γxa+ a2)(1− x2 − y2) (K.8)

Desarrollando totalmente de ambos lados de la ecuación (K.8) y colocando todos
los términos de un sólo lado, se obtiene:

(γ2 − ε2)x2 − γ2x4 + 2γax3 − γ2x2y2 − a2x2 − 2γxa+ 2γxy2a− a2y2 + a2 = 0
(K.9)

Tomando en cuenta la condición (K.5), es posible llegar a la siguiente ecuación de
puntos cŕıticos para la variable x:

x4
c −

2a

γ
x3
c +

a2 − γ2 + ε2

γ2
x2
c +

2a

γ
xc +

(
a

γ

)2

= 0 (K.10)

Multiplicando por γ2 a la ecuación (K.10), se puede llegar a la siguiente igualdad:

ε2x2
c = −γ2x4

c + 2aγx3
c − 2aγxc − a2x2

c + γ2x2
c + a2 (K.11)

La igualdad (K.11) se reescribir como:

ε2x2
c = (γxc − a)2(1− x2

c) (K.12)

Si tomamos la ráız de ambos lados de la igualdad (K.12), se puede obtener lo si-
guiente:

± εxc√
1− x2

c

= γx− a (K.13)
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De esta manera, se llega a la siguiente expresión para a±:

a± = γxc ∓
εxc√
1− x2

c

(K.14)

Tomando en cuenta (K.14), uno puede llegar al siguiente resultado:

∂a±

∂xc
= γ ∓ ε

1− x2
c

[√
1− x2

c +
x2
c√

1− x2
c

]
(K.15)

Multiplicando un término con otro de la parte derecha de la ecuación (K.15), se
puede llegar a la siguiente expresión de la misma ecuación (K.15):

∂a±

∂xc
= γ ∓ ε

(1− x2
c)

3/2
(K.16)

Dado el mapeo definido en la ecuación (3.78), nos interesa que dicho mapeo sea
singular dado que ésto nos define un plano tangente a la variedad de puntos cŕıticos
importante para el análisis. Tomando en cuenta ésto último y redifiniendo λ1 = xc
y λ2 = γ por conveniencia, el mapeo singular se define a partir de que el Jacobiano
de la transformación cumpla lo siguiente:

det


∂γ
∂λ1

∂γ
∂λ2

∂a±

∂λ1

∂a±

∂λ2

 = 0

⇒ −∂a
±

∂λ1
= −λ2 ±

ε

(1− λ2
1)3/2

= 0 (K.17)

Imponiendo la condición (K.17), uno obtiene una expresión de valor cŕıtico para γ:

γ±c : λ2 = ± ε

(1− λ2
1)3/2

(K.18)

Se puede observar que la siguiente inigualdad se cumple |γ±c | > |ε|.

Tomando en cuenta (K.14) y (K.18), se obtiene que a± en términos de ε y x está dada
por:

a± = ± ελ1

(1− λ2
1)3/2

∓ ελ1√
1− λ2

1

(K.19)
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La igualdad (K.19) también puede verse como:

a± = ± ελ1√
1− λ2

1

(
1

(1− λ2
1)
− 1

)
(K.20)

De la ecuación (K.20), es posible obtener la siguiente expresión cŕıtica para a±:

a±c = ± ελ3
1

(1− λ2
1)3/2

(K.21)

De la definicion (K.18), uno puede obtener que:

λ1 = ±

(
1−

( ε

γ±c

)2/3
)1/2

(K.22)

Sustituyendo (K.22) en (K.21), resulta:

a±c = ±
ε±

(
1−

(
ε
γ±c

)2/3
)3/2

(
1−

(
1−

(
ε
γ±c

)2/3
))3/2

(K.23)

La igualdad (K.23) también puede verse como:

a±c
ε

=

(
1−

(
ε
γ±c

)2/3
)3/2

ε
γ±c

(K.24)

Elevando a la 2/3 ambos lados de la igualdad (K.24), uno puede obtener finalmente:

(γ±c
ε

)2/3

−
(a±c
ε

)2/3

= 1 (K.25)

De manera similar, manteniendo el parámetro γ fijo, se puede mostrar que la sepa-
ratriz en este caso es:

(εc
γ

)2/3

+
(ac
γ

)2/3

= 1 (K.26)
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Apéndice L

Expresiones numéricas
importantes.

Q(α, v, C,Ω
′
) =

20∑
n(par)=2

CnQ(v, C,Ω
′
)αn (L.1)

con

C2
Q(v, C,Ω

′
) = −9v(96C

√
1− v2 − 57Ω

′
)

C4
Q(v, C,Ω

′
) = −9v(5418C

√
1− v2 − 3021Ω

′
)

C6
Q(v, C,Ω

′
) = −9v(97968C

√
1− v2 − 51376Ω

′
)

C8
Q(v, C,Ω

′
) = −9v(833196C

√
1− v2 − 411502Ω

′
)

C10
Q (v, C,Ω

′
) = −9v(3898440C

√
1− v2 − 1815450Ω

′
)

C12
Q (v, C,Ω

′
) = −9v(10793328C

√
1− v2 − 4744376Ω

′
)

C14
Q (v, C,Ω

′
) = −9v(18118464C

√
1− v2 − 7524608Ω

′
)

C16
Q (v, C,Ω

′
) = −9v(18091944C

√
1− v2 − 7104708Ω

′
)

C18
Q (v, C,Ω

′
) = −9v(9876048C

√
1− v2 − 3669926Ω

′
)

C20
Q (v, C,Ω

′
) = −9v(2267460C

√
1− v2 − 797810Ω

′
)

Poli20(α) =
20∑

n(par)=0

CnPoli20α
n (L.2)
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con

C0
Poli20 = 95

C2
Poli20 = 10070

C4
Poli20 = 261915

C6
Poli20 = 2914600

C8
Poli20 = 17186260

C10
Poli20 = 59546760

C12
Poli20 = 127323560

C14
Poli20 = 169975520

C16
Poli20 = 137937150

C18
Poli20 = 62229180

C20
Poli20 = 11967150

W (α, v,A,B,C,Ω
′
) =

36∑
n(par)=0

CnW (v,A,B,C,Ω
′
)αn (L.3)

con

C0
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 3(28 + 57A+ 48B − 48C(−1 + v2))− 171

√
1− v2Ω

′

C2
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 18(568 + 1007A+ 903B − 903C(−1 + v2))

− 18126
√

1− v2Ω
′

C4
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 5(121817 + 190323A+ 181062B − 181062C(−1 + v2))

− 951615
√

1− v2Ω
′

C6
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 520(37709 + 52155A+ 52533B − 52533C(−1 + v2))

− 27120600
√

1− v2Ω
′

C8
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 130×

× (3645207A+ 4(740587 + 969867B − 969867C(−1 + v2)))

− 473876910
√

1− v2Ω
′
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C10
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 2548×

× (1960606 + 2156139A+ 2420091B − 2420091C(−1 + v2))

− 5493842172
√

1− v2Ω
′

C12
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 1274×

× (35434897 + 34970013A+ 41325462B − 41325462C(−1 + v2))

− 44551796562
√

1− v2Ω
′

C14
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 2080×

× (141725899 + 125980146A+ 156500829B − 156500829C(−1 + v2))

− 262038703680
√

1− v2Ω
′

C16
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 51480×

× (22262547A+ 4(6928063 + 7257789B − 7257789C(−1 + v2)))

− 1146075919560
√

1− v2Ω
′

C18
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 34320×

× (151636292 + 110430033A+ 150967887B − 150967887C(−1 + v2))

− 3789958732560
√

1− v2Ω
′

C20
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 51480×

× (185908939A+ 3(93605057 + 88707950B − 88707950C(−1 + v2)))

− 9570592179720
√

1− v2Ω
′

C22
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 17680×

× (1736822027 + 1047952809A+ 1569026727B − 1569026727C(−1 + v2))

− 18527805663120
√

1− v2Ω
′

C24
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 2815540×

× (9745119A+ 4(4419934 + 3811329B − 3811329C(−1 + v2)))

− 27437772349260
√

1− v2Ω
′
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C26
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 5631080×

× (10838554 + 5469435A+ 8931843B − 8931843C(−1 + v2))

− 30798826039800
√

1− v2Ω
′

C28
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 57460×

× (967249241 + 447742809A+ 762597126B − 762597126C(−1 + v2))

− 25727301805140
√

1− v2Ω
′

C30
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 6987136×

× (2215989A+ 4(1302289 + 983304B − 983304C(−1 + v2)))

− 15483416517504
√

1− v2Ω
′

C32
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 3711916×

× (1708119A+ 16(272621 + 197316B − 197316C(−1 + v2)))

− 6340394246004
√

1− v2Ω
′

C34
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 1002217320×

× (4368 + 1577A+ 3033B − 3033C(−1 + v2))

− 1580496713640
√

1− v2Ω
′

C36
W (v,A,B,C,Ω

′
) = 180900226260×

× (3 +A+ 2B + 2C − 2Cv2)−

180900226260
√

1− v2Ω
′

Poli40(α) =
40∑

n(par)=0

CnPoli40α
n (L.4)
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con

C0
Poli40 = 95

C2
Poli40 = 20140

C4
Poli40 = 1591250

C6
Poli40 = 61355180

C8
Poli40 = 1374367375

C10
Poli40 = 19833685040

C12
Poli40 = 197063525880

C14
Poli40 = 1410222294000

C16
Poli40 = 7501293912060

C18
Poli40 = 30324156309200

C20
Poli40 = 94595586599800

C22
Poli40 = 229924206995600

C24
Poli40 = 437521415337500

C26
Poli40 = 651788737007200

C28
Poli40 = 756204300878000

C30
Poli40 = 675405990336480

C32
Poli40 = 455041390437660

C34
Poli40 = 223533437478000

C36
Poli40 = 75514736554920

C38
Poli40 = 15678019609200

C40
Poli40 = 1507501885500

Poli40(α) = Poli20(α)(1 + α2)2 (L.5)

t(α) =
k1(α)

k2(α)
(L.6)

Las funciones k1(α) y k2(α) están dadas por:

k1(α) =

22∑
n(par)=6

Cnk1α
n

con
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C6
k1 = 605

C8
k1 = 15730

C10
k1 = 154154

C12
k1 = 770770

C14
k1 = 2202200

C16
k1 = 3743740

C18
k1 = 3743740

C20
k1 = 2032316

C22
k1 = 461890

(L.7)

y

k2(α) =

22∑
n(par)=0

Cnk2α
n

con

C0
k2 = 19

C2
k2 = 2033

C4
k2 = 54397

C6
k2 = 635303

C8
k2 = 4020172

C10
k2 = 15346604

C12
k2 = 37374064

C14
k2 = 59459816

C16
k2 = 61582534

C18
k2 = 40033266

C20
k2 = 14839266

C22
k2 = 2393430

(L.8)

H(α, r1, r2) =

36∑
n(par)=0

CnH(r1, r2)αn (L.9)
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con

C0
H(r1, r2) = 3(28 + 57r1 + 48r2)

C2
H(r1, r2) = 18(568 + 1007r1 + 903r2)

C4
H(r1, r2) = 5(121817 + 190323r1 + 181062r2)

C6
H(r1, r2) = 520(37709 + 52155r1 + 52533r2)

C8
H(r1, r2) = 130(2962348 + 3645207r1 + 3879468r2)

C10
H (r1, r2) = 2548(1960606 + 2156139r1 + 2420091r2)

C12
H (r1, r2) = 1274(35434897 + 34970013r1 + 41325462r2)

C14
H (r1, r2) = 2080(141725899 + 125980146r1 + 156500829r2)

C16
H (r1, r2) = 51480(27712252 + 22262547r1 + 29031156r2)

C18
H (r1, r2) = 34320(151636292 + 110430033r1 + 150967887r2)

C20
H (r1, r2) = 51480(280815171 + 185908939r1 + 266123850r2)

C22
H (r1, r2) = 17680(1736822027 + 1047952809r1 + 1569026727r2)

C24
H (r1, r2) = 2815540(17679736 + 9745119r1 + 15245316r2)

C26
H (r1, r2) = 5631080(10838554 + 5469435r1 + 8931843r2)

C28
H (r1, r2) = 57460(967249241 + 447742809r1 + 762597126r2)

C30
H (r1, r2) = 6987136(5209156 + 2215989r1 + 3933216r2)

C32
H (r1, r2) = 3711916(4361936 + 1708119r1 + 3157056r2)

C34
H (r1, r2) = 1002217320(4368 + 1577r1 + 3033r2)

C36
H (r1, r2) = 180900226260(3 + r1 + 2r2)

f(α, v, C,D,Ω
′
) =

18∑
n(par)=0

Cnf (v, C,D,Ω
′
)αn (L.10)

con

C0
f (v, C,D,Ω

′
) = −165D

√
1− v2 + 96Cv

√
1− v2 − 57vΩ

′

C2
f (v, C,D,Ω

′
) = −5720D

√
1− v2 + 5418Cv

√
1− v2 − 3021vΩ

′

C4
f (v, C,D,Ω

′
) = −70070D

√
1− v2 + 97968Cv

√
1− v2 − 51376vΩ

′

C6
f (v, C,D,Ω

′
) = −420420D

√
1− v2 + 833196Cv

√
1− v2 − 411502vΩ

′

C8
f (v, C,D,Ω

′
) = −1401400D

√
1− v2 + 3898440Cv

√
1− v2 − 1815450vΩ

′

C10
f (v, C,D,Ω

′
) = −2722720D

√
1− v2 + 10793328Cv

√
1− v2 − 4744376vΩ

′
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C12
f (v, C,D,Ω

′
) = −3063060D

√
1− v2 + 18118464Cv

√
1− v2 − 7524608vΩ

′

C14
f (v, C,D,Ω

′
) = −1847560D

√
1− v2 + 18091944Cv

√
1− v2 − 7104708vΩ

′

C16
f (v, C,D,Ω

′
) = −461890D

√
1− v2 + 9876048Cv

√
1− v2 − 3669926vΩ

′

C18
f (v, C,D,Ω

′
) = 2267460Cv

√
1− v2 − 797810vΩ

′

g(α, v,A,B,C,D,Ω
′
) =

36∑
n(par)=0

Cng (v,A,B,C,D,Ω
′
)αn (L.11)

con

C0
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 3(28 + 57A+ 48B + 165Dv − 48C(−1 + v2))

− 171
√

1− v2Ω
′

C2
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 6(3021A+ 2709B + 8(213 + 715Dv)− 2709C(−1 + v2))

− 18126
√

1− v2Ω
′

C4
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 5×

× (121817 + 190323A+ 181062B + 216975Dv − 181062C(−1 + v2))

− 951615
√

1− v2Ω
′

C6
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 520×

× (37709 + 52155A+ 52533B + 36993Dv − 52533C(−1 + v2))

− 27120600
√

1− v2Ω
′

C8
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 130×

× (2962348 + 3645207A+ 3879468B + 1588719Dv − 3879468C(−1 + v2))

− 473876910
√

1− v2Ω
′

C10
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 364×

× (13724242 + 15092973A+ 16940637B + 3671250Dv − 16940637C(−1 + v2))

− 5493842172
√

1− v2Ω
′
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C12
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 182×

× (248044279 + 244790091A+ 289278234B + 23340570Dv − 289278234C(−1 + v2))

− 44551796562
√

1− v2Ω
′

C14
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 1040×

× (283451798 + 251960292A+ 313001658B − 6629205Dv − 313001658C(−1 + v2))

− 262038703680
√

1− v2Ω
′

C16
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 17160×

× (83136756 + 66787641A+ 87093468B − 8808008Dv − 87093468C(−1 + v2))

− 1146075919560
√

1− v2Ω
′

C18
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 34320×

× (151636292 + 110430033A+ 150967887B − 25099253Dv − 150967887C(−1 + v2))

− 3789958732560
√

1− v2Ω
′

C20
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 51480×

× (280815171 + 185908939A+ 266123850B − 58779386Dv − 266123850C(−1 + v2))

− 9570592179720
√

1− v2Ω
′

C22
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 17680×

× (1736822027 + 1047952809A+ 1569026727B − 420108975Dv − 1569026727C(−1 + v2))

− 18527805663120
√

1− v2Ω
′

C24
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 402220×

× (123758152 + 68215833A+ 106717212B − 32947695Dv − 106717212C(−1 + v2))

− 27437772349260
√

1− v2Ω
′

C26
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 804440×

× (75869878 + 38286045A+ 62522901B − 21577182Dv − 62522901C(−1 + v2))

− 30798826039800
√

1− v2Ω
′
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C28
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 57460×

× (967249241 + 447742809A+ 762597126B − 288086766Dv − 762597126C(−1 + v2))

− 25727301805140
√

1− v2Ω
′

C30
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 1746784×

× (20836624 + 8863956A+ 15732864B − 6409425Dv − 15732864C(−1 + v2))

− 15483416517504
√

1− v2Ω
′

C32
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 3711916×

× (4361936 + 1708119A+ 3157056B − 1371645Dv − 3157056C(−1 + v2))

− 6340394246004
√

1− v2Ω
′

C34
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 334072440×

× (13104 + 4731A+ 9099B − 4180Dv − 9099C(−1 + v2))

− 1580496713640
√

1− v2Ω
′

C36
g (v,A,B,C,D,Ω

′
) = 3173688180(57(3 +A+ 2B + 2C)− 55Dv − 114CCv2)

− 180900226260
√

1− v2Ω
′
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[42] H. Yépez-Mart́ınez, M. J. Ermamatov, P. R. Fraser and P. O. Hess,
Phys. Rev C 86 (2012), 034309.

[43] F. Iachello and R. D. Levine, J. Chem. Phys 77, 3046 (1982).
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