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Modulos Ciclicos y
Estructura de Anillos



Introduccién

El los primeros cinco capitulos de este trabajo proporcioné los
resultados de la teoria de anillos y médulos, que use en el desarrollo
del capitulo principal, el capitulo 6. El tratamiento de estos primeros
capitulos no pretende ser exhaustivo.

En las primeras tres secciones del capitulo 1, proporcioné los
fundamentos de la teoria de anillos por razones de completitud y pa-
ra dar a los lectores rapido acceso a los temas en la teoria de anillos
que pudieran requerir para refrescar su memoria. Una introduccién
a las propiedades fundamentales de los modulos (unitarios), submo-
dulos y homomorfismos de modulos también son proporcionados en
este capitulo.

En el capitulo 2 introduje tres conceptos que son ubicuos en al-
gebra abstracta: productos directos, sumas directas y modulos li-
bres.

Generar y cogenerar modulos, subgeneradores y condiciones de
cadena, forman la esencia del capitulo 3.

El capitulo 4 trata con mddulos inyectivos y capsulas inyectivas
gue son los médulos de interés del capitulo 6.

En el capitulo 5 vi algunas propiedades del radical y el zoclo de
médulos.

El capitulo 6 abre con los anillos Villamayor (V-anillos), es de-
cir anillos sobre los cuales cada médulo simple es inyectivo. Hablé
de los débilmente V -anillos, es decir, anillos sobre los cuales cada
mddulo simple es inyectivo relativo a mddulos ciclicos propios. Des-
pués vi anillos cada uno de cuyos mdodulos simples es Y-inyectivo.
Por ultimo, estudié anillos sobre los cuales cada médulo ciclico tiene
la propiedad de que su cépsula inyectiva es Y-inyectiva.
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Capitulo 1

Propiedades Basicas de Anillos y Médulos

Las primeras tres secciones de este capitulo contienen un breve
repaso de las propiedades basicas de los anillos y sus homomorfis-
mos también como las definiciones y terminologia que se ocuparan
a lo largo de la tesis. Estas secciones son presentadas en orden
para proporcionar una transicion suave al concepto de médulo.

1. Anillos

DEFINICION 1.1. Un anillo R es un conjunto no vacio junto con
dos operaciones binarias + y -, llamada adiciony multiplicacion, res-
pectivamente, tal que las siguientes condiciones se cumplen:

R1. R junto con la adicion forma un grupo abeliano aditivo.

R2. La multiplicacion es asociativa: a(bc) = (ab)c para todo a, b, c €
R.

R3. La multiplicacion es distributiva sobre la adicion a la izquierda y
a la derecha: a(b+ c¢) = ab+ acy (b+ c¢)a = ba + ca para todo
a,b,c e R.

Si ab = ba para todo a,b € R, entonces R es llamado un anillo
conmutativo y si existe un elemento necesariamente Unico 1 € R
tal que al = la = a para todo a € R, entonces R es un anillo con
unidad. El elemento 1 es la identidad multiplicativa de R, denotada
por 1g si existe una necesidad de hacer hincapié del anillo. Si R es
un anillo con identidad y a es un elemento no cero de R, entonces
un elemento b € R (deberia existir) es llamado un inverso derecho
(izquierdo) para a si ab =1 (ba = 1). Un elemento que es un inverso
derecho y un inverso izquierdo para a es llamado un inverso multi-
plicativo de a, y sera denotado por a~!. Si a € R tiene un inverso
multiplicativo en R, entonces a es llamado un elemento invertible de
R o una unidad en R.

Un ejemplo trivial de un anillo con identidad es el anillo cero
R = {0}, donde 0 es ambos la identidad aditiva y la identidad multi-
plicativa de R. Para eliminar este anillo de nuestras consideraciones,
suponemos de este punto en adelante que todos los anillos tendran

6



1.1 Anillos 7

una identidad 1 # 0. A causa de esta suposicién, cada anillo con-
siderado tendra al menos dos elementos y la expresion “para todos
los anillos” significara “para todos los anillos con identidad.”

DEFINICION 1.2. Un elemento 0 # a € R es un divisor izquierdo
(derecho) de cero si existe un elemento diferente de cero b € R
tal que ab = 0 (ba = 0). Un elemento diferente de cero a € R sera
llamado un divisor de cero si existe un elemento diferente de cero
b € R tal que ab = ba = 0. Un anillo R en el cual cada elemen-
to diferente de cero tiene un inverso multiplicativo es un anillo con
division. Un anillo con division conmutativo es un campo. Un anillo
conmutativo que no tiene divisores de cero es un dominio entero. Si
S es un subconjunto no vacio de un anillo R, entonces S es llamado
un subanillo de R si S es un anillo bajo las operaciones de adicion
y multiplicacién sobre R. Debido a nuestra suposicion de que todos
los anillos tengan una unidad, si S es un subanillo de R, entonces S
debe tener una identidad y también requerimos que 15 = 1 antes
de que podamos decir que S es un subanillo de R.

Es facil ver que cada anillo con division esta libre de divisores iz-
quierdos y derechos de cero , asi cada campo es un dominio entero.
El dominio entero Z de los enteros muestra que el inverso es falso.
Sin embargo, cada anillo finito sin divisores de cero es un anillo con
division.

Ejemplos

1. (a) Si {R,}A es una familia indexada de anillos, entonces
[1A R. es un anillo bajo la adicion componente a componen-
te,

(aa) + (ba) = (a0 + ba),
y multiplicacion componente a componente

(@a)(ba) = (aaba),

Elanillo [, R. es llamado el anillo producto directo de { R, } a.
Puesto que cada R, tiene una identidad, [[, R. tiene una
identidad (1,), donde cada 1, es la identidad de R,. [[, R«
es conmutativo si y solo si cada R, es conmutativo, pero
[1A R nunca es un dominio entero aun si cada R,, lo es. Por
ejemplo, Z es un dominio entero, sin embargo (a,0)(0,b) =
(0,0) estaenZ x Z.

(b) Z x 0 es un anillo con identidad (1, 0) bajo la adicion coor-
denada a coordenada y multiplicacién coordenada a coorde-
naday Z x 0 C Z x Z. Sin embargo, no consideramos a Z x 0
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para ser un subanillo de Z x Z puesto que idzxo = (1,0) #
(17 1) = idzxz-

. Anillos de Matrices. El conjunto M,,(R) de todas las n x n
matrices cuyas entradas estan en R es un anillo no conmu-
tativo bajo la adicién y multiplicacién de matrices. Ademas,
M., (R) tiene divisores de cero, asi no es un dominio entero
aun si R es un dominio. M,,(R) es mencionado como el anillo
de las n x n matrices sobre R. Los elementos de M,,(R) se-
ran denotados por (a;;), donde a;; representa la entrada en
la i-ésima fila y la j-ésima columna.

. Anillos de Matrices Triangulares. Considerar el anillo de
matrices M., (R) del Ejemplo 2. Una matriz (a;;) € M,(R)
es llamada matriz triangular superior si a;; = 0 cuando 7 >
j. Si T, (R) denota el conjunto de las matrices triangulares
superiores, entonces T,,(R) es un subanillo de M,,(R). Si una
matriz triangular superior tiene ceros en las entradas de la
diagonal entonces la matriz es llamada una matriz triangular
superior estrictamente.

. Anillo de los Enteros Médulo n. Sea Z,, el conjunto de cla-
ses de equivalencia [a], a € Z, determinada por la relacién
de equivalencia definida sobre Z por a = b mod n. Entonces
Z, = {[0],[1],...,[n — 1]} es un anillo con identidad bajo las
operaciones

[a] + [b] = [a + b]
[a][b] = [ab].
Z,,, es llamado el anillo de los enteros médulo n, tendra divi-
sores de cero si n es un entero compuesto y Z,, es un campo
si y solo si n es un numero primo.

. Divisores lzquierdos de Cero No Necesitan Ser Divisores
Derechos de Cero . Considerar el anillo de matrices

ORI
Entonces
(g [(3]) (8 [é]) _ (8 [8])

a,c €7y [b] EZQ}.
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2 (0]

0 1
un divisor derecho de cero .

6. El Anillo Opuesto. Si R es un anillo, entonces podemos
construir un anillo nuevo llamado el anillo opuesto de R, de-
notado por R°?. Como conjuntos, R = R y las estructuras
aditivas sobre ambos anillos son las mismas. La multiplica-
cion o es definida sobre R por a o b = ba, donde ba es la
multiplicacion en R. Claramente, si R es conmutativo, enton-
ces Ry R° son el mismo anillo.

7. Anillos de Endomorfismos. Si GG es un grupo abeliano adi-
tivo y Endz(G) denota el conjunto de todos los homomorfis-
mos de grupo f : G — G, entonces Endz(G) es un anillo con
identidad bajo la adicién de funciones y la composicién de
funciones. La identidad aditiva de Endz;(G) es el homomor-
fismo cero y la identidad multiplicativa es el homomorfismo
identidad idg; : G — G. Endy(G) es llamado el anillo de en-
domorfismos de G.

De aqui, es un divisor izquierdo de cero , pero no

2. Ideales Izquierdos y Derechos

Ahora dirigimos nuestra atenciéon a los subgrupos de un anillo
que son cerrados bajo la multiplicacion por elementos del anillo.

DEFINICION 1.3. Un subgrupo aditivo A del grupo aditivo de R es
llamado un ideal derecho (izquierdo) de R si ab € A (ba € A) para
todo a € Aytodo b € R. Si I es un ideal izquierdo y derecho de R,
entonces I es un ideal de R. Un ideal derecho (Un ideal izquierdo,
Un ideal) A de R es llamado propio si A & R. Un ideal derecho pro-
pio (ideal izquierdo propio, ideal propio) m de R es un ideal derecho
maximo (ideal izquierdo maximo, ideal maximo) si siempre que A
sea un ideal derecho (ideal izquierdo, ideal) de Rtalquem C A C R,
entonces m = A 0 A = R. Un ideal derecho (izquierdo) A de R es
llamado ideal derecho (izquierdo) minimo si {0} y A son los Unicos
ideales derechos (izquierdos) de R contenidos en A. El simbolo 0
sera usado para denotar ambos el ideal cero y la identidad aditiva
de R. El contexto de la discusién indicara cual esta siendo consi-
derado. El ideal derecho aR = {ab/b € R} de R es el ideal derecho
principal de R generado por a. Un ideal principal a R en un anillo con-
mutativo R frecuentemente serd denotado por (a). Un ideal propio p
de un anillo conmutativo R es llamado un ideal primo si siempre que
a,b € R son tal que ab € p, entonces a € p 0 b € p. Finalmente
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un anillo conmutativo R es llamado un anillo local si tiene un ideal
maximo m unico.

Ejemplos

1. Anillos Simples. Cada anillo tiene al menos dos ideales,
a saber el ideal cero y el anillo R. Si estos son los Unicos
ideales de R, entonces R es llamado un anillo simple. Cada
anillo con division es un anillo simple.

2. ldeales Derechos e lzquierdos en un Anillo de Matrices.
Si M, (R) es el anillo de las n x n matrices sobre R, enton-
ces para cada entero k, 1 < k < n, sea ¢(R) el conjunto de
matrices k-ésima columna (a;;) definidas por a;; = 0 si j # k.
Entonces ¢, (R) es solo el conjunto de todas las matrices con
entradas arbitrarias de R en la k-ésima columna y ceros en
otra parte. El conjunto ¢;(R) es un ideal izquierdo pero no un
ideal derecho de M,,(R). Igualmente, paracada k, 1 < k < n,
el conjunto 7 (R) de matrices k-ésima fila (a;;) con a;; = 0 si
i # k es un ideal derecho pero no ideal izquierdo de M, (R).
Si D es un anillo con divisién, entonces para cada k, c,(D)
es un ideal izquierdo minimo de M,,(R) y r.(R) es un ideal
derecho minimo de M,,(R). Ademas, uno puede mostrar que
si I es un ideal de M,,(R), entonces existe un ideal determi-
nado Unicamente I de R tal que I = M, (/). Se sigue que
si R es un anillo simple, entonces M,,(R) es un anillo sim-
ple. De aqui, si D es un anillo con division, entonces M, (D)
es un anillo simple. Sin embargo, M,,(D) no es un anillo con
division puesto que M, (D) tiene divisores de cero.

3. Anillos de Ideales Principales. Cada ideal del anillo Z es
un ideal principal y un ideal (p) de Z es primo si y solo si es
un ideal maximo si y solo si p es un numero primo. Un anillo
conmutativo en el cual cada ideal es principal es llamado un
anillo ideal principal y un dominio entero con esta propiedad
es un dominio ideal principal.

4. El anillo Z,~, donde p es un numero primo y n es un entero
positivo es un anillo local. Los ideales de Z, son linealmente
ordenados y ([p|) es el ideal maximo Unico de Z,». Un campo
también es un anillo local con ideal maximo 0.

5. Sumas de Ideales Derechos. Si {A,}, es una familia de
ideales derechos de R, entonces

ZAa: {Zaa / a, € A, para todo aeA}
A A
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es un ideal derecho de R. Una observacion similar se cumple
para ideales izquierdos e ideales de R.

6. Si S es un subconjunto no vacio de R, entonces ann,.(S) =
{a € R/Sa = 0} es un ideal derecho de R llamado el anu-
lador derecho de S. El anulador izquierdo ann,(S) = {a €
R/aS = 0} de S es un ideal izquierdo de R. También se sigue
que ann,.(S) = {a € R/Sa = 0} (ann(S) = {a € R/aS = 0})
es un ideal de R si A es un ideal derecho (izquierdo) de R.

PROPOSICION 1.1. Las siguientes afirmaciones se cumplen en
cualquier anillo R.

(1) Sean A y B subconjuntos no vacios de R. Si B es un ideal dere-
cho (si A es un ideal izquierdo) de R, entonces
AB = {Zaibz’/ai cAbeBpaai=12,...,n,n> 1}
=1
es un ideal derecho (un ideal izquierdo) de R.
(2) Para cualquierr € R,

RrR = {zn:airbi/ai,bi €ERparai=1,2,...,n,n> 1}
=1

es un ideal de R.

Notacidén. En este punto es importante indicar diferencias de nota-
cion que seran usadas a través de la tesis. Si A es un ideal dere-
cho de Ry n > 2 es un entero, entonces A" = AA--- A denotard el
conjunto de todas las sumas finitas de productos a;as - - - a,, de n ele-
mentos de A. La notacion A™ serd usada para A x A x ---x A, con
n factores de A. A™ es un ideal derecho de Ry A™ es un R-modulo,
un concepto definido mas adelante.

La siguiente proposicion frecuentemente es mencionada como el
lema de Krull. La demostracion involucra nuestra primera aplicacion
del lema de Zorn.

PROPOSICION 1.2 (Krull). Cada ideal derecho propio (ideal iz-
quierdo, ideal) A de un anillo R esta contenido en un ideal derecho
maximo (ideal izquierdo maximo, ideal maximo) de R.

DEMOSTRACION. Sea A un ideal derecho propio de Ry suponer
que S es la coleccion de ideales derechos B de R que contienen
a A. Entonces S # () puesto que A € S. Si C es una cadena en

S, entonces A = |JB es un ideal derecho de R que contiene a
C

A. Puesto que R tiene una identidad, A # Ry asi A es una cota
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superior en S para C. De esta manera, S es inductivo y el lema de
Zorn indica que S tiene un elemento maximo, digamos m, el cual, por
la definicién de S, contiene a A. Si m no es un ideal derecho maximo
de R, entonces existe un ideal derecho B de R talque m ¢ B ¢ R.
Pero B es entonces un ideal derecho propio de R que contiene a A
y esto contradice la maximalidad de m en S. Por lo tanto, m es un
ideal derecho méaximo de R. Una demostracidn similar se cumple si
A es un ideal izquierdo o un ideal de R. O

COROLARIO 1.1. Cada anillo R tiene al menos un ideal derecho
maximo (ideal izquierdo maximo, ideal maximo).

Anillos Cocientes

DEFINICION 1.4. Si [ es unideal de R, entonces R/I, el conjunto
de clases laterales de I en R, es un anillo bajo la adicién de clases
laterales y la multiplicacién de clases laterales definidas por

(a+ 1)+ b+1)=(a+b)+1 Yy (a+1)(b+1)=ab+ 1.

R/I es llamado el anillo factor (o anillo cociente) de R formado al
factorizar I. La identidad aditiva de R/I usualmente serd denotada
por 0 en lugar de 0 + [ y la identidad multiplicativa de R/l es 1 + I.

Observacion. Puesto que el anillo cero ha sido eliminado de nuestra
discusidn por suposicién de que todos los anillos tengan una identi-
dad 1 # 0, no permitimos I = R cuando se forma el anillo factor R/,
al menos que esto pudiera surgir naturalmente en nuestra discusion.

La siguiente proposicion bien conocida demuestra la conexion
entre ideales primos (maximos) en un anillo conmutativo y los domi-
nios enteros (campos).

PRoPOSICION 1.3. Si R es un anillo conmutativo, entonces:

(1) R/p es un dominio entero si y solo sip es un ideal primo de R.
(2) R/m es un campo si y solo sim es un ideal maximo de R.

COROLARIO 1.2. Si R es un anillo conmutativo, entonces cada
ideal maximo de R es primo.

DEFINICION 1.5. Un anillo R es llamado un anillo regular (von
Neumann) si para cada = € R existe un y € R tal que = = zyx.

Por ejemplo, cualquier producto directo de anillos con division es
regular.
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TEOREMA 1.1. Para un anillo R, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. R es regular von Neumann.

2. Cada ideal derecho (izquierdo) principal de R es generado
por un idempotente.

3. Cada ideal derecho (izquierdo) finitamente generado de R es
generado por un idempotente.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Dado = € R, existe y € R tal que
xyx = x. Entonces zy es un idempotente en R tal que zyR = zR.

(2) = (3) Basta mostrar que =R + yR es principal para cualquier
x,y € R. Ahora xR = eR para algun idempotente e € R, y puesto
quey—ey € zR+yR vemos que tR+yR = eR+ (y—ey)R. Existe un
idempotente f € R tal que fR = (y — ey)R, y notamos que ef = 0.
Consecuentemente, ¢ = f — fe es un idempotente ortogonal a e.
Observando que fg=gy gf = f,vemos que gR = fR = (y — ey)R,
donde xtR+yR = eR+gR. Yaque ey g son ortogonales, concluimos
que xR+ yR = (e+ g)R.

(3) = (1) Dado = € R, existe un idempotente e € R tal que
eR = xR. Entonces e = zy paraalguny € R,y x = ex = zyx. O

3. Homomorfismos de Anillos

Un concepto fundamental en el estudio de los anillos es la de un
homomorfismo de anillos. Su importancia radica en el hecho de que
un homomorfismo de anillos f : R — S proporciona la transferencia
de informacion algebraica entre los anillos Ry S.

DEFINICION 1.6. Si Ry S son anillos, no necesariamente con
identidades, entonces una funcién f : R — S es un homomorfismo
de anillos si f(a +b) = f(a) + f(b) y f(ab) = f(a)f(b) pata todo
a,b € R. La funcion identidad idr : R — R es un homomorfismo de
anillos llamado el homomorfismo identidad. Un homomorfismo de
anillos que es inyectivo y suprayectivo es un isomorfismo de anillos.
Si f: R — S es un homomorfismo de anillos suprayectivo, entonces
S es llamado una imagen homomorfa de R. Si f es un isomorfismo,
entonces decimos que Ry S son anillos isomorfos y escribimos R =
S.Si Ry S tienen identidades y f(1g) = 15, entonces f es llamado
un homomorfismo de anillos preservando identidad.

Ahora suponemos que todos los homomorfismos de anillos pre-
servan identidad. Al menos que se indique lo contrario, esta suposi-
cién se mantendra a través del resto de la tesis.
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PROPOSICION 1.4. Sea f : R — S un homomorfismo de anillos.
Entonces:

(1) f(Or) =0s ¥ f(—a) = —f(a) para cada a € R.
(2) Sia € R tiene un inverso multiplicativo en R, entonces f(a) tiene
un inverso multiplicativoen S'y f(a™') = f(a)™'.

PROPOSICION 1.5. Si f : R — S un homomorfismo de anillos,
entonces:

(1) Si R es un subanillo de R, entonces f(R') es un subanillo de S.

(2) Si S’ es un subanillo de S, entonces f~1(S") es un subanillo de
R.

(3) Si f es suprayectiva y A es un ideal derecho (un ideal izquier-
do, un ideal) de R, entonces f(A) es un ideal derecho (un ideal
izquierdo, un ideal) de S.

(4) Si B es un ideal derecho (un ideal izquierdo, un ideal) de S, en-
tonces f~1(B) es un ideal derecho (un ideal izquierdo, un ideal)
de R.

DEFINICION 1.7. Si I es un ideal de R, entonces la funcion 7 :
R — R/I definido por n(a) = a + I es un homomorfismo de anillos
suprayectivo llamado la suryeccion canénica o el homomorfismo na-
tural. Si f : R — S es un homomorfismo de anillos, entonces el
conjunto Nu(f) ={a € R/f(a) =0} es el nucleo de f.

La siguiente proposicién es una de las piedras angulares de la
teoria de anillos. La parte (3) de la proposicion muestra que cada
imagen homomorfa de un anillo R es, hasta isomorfismo, un anillo
factor de R.

PROPOSICION 1.6 (Primer Teorema de Isomorfismo para Ani-
llos). Si f: R — S es un homomorfismo de anillos, entonces

(1) Nu(f) es un ideal de R.
(2) f esinyectiva siy solo si Nu(f) =0, y
(3) R/Nu(f) = f(R).

DEMOSTRACION. Las demostraciones de (1) y (2) son directas.
(8) Sea ¢ : R/Nu(f) — S definido por ¢(a + Nu(f)) = f(a). Si
a+Nu(f) =b+Nu(f)entonces a—b € Nu(f),0 f(a)—f(b) =0, asi ¢
esta bien definido. En seguida, ¢ es un homomorfismo. Escribiendo
a para a + Nu(f), tenemos

p(a+0) =p(a+0b) = fla+b) = fla) + f(b) = p(a) + ¢ (b).
Similarmente, p(ab) = ¢(a)¢(b). Claramente, ¢ es una funcion so-
bre. Mostramos que ¢ es 1-1. Sea f(a) = f(b). Entonces f(a—b) = 0,



1.3 Homomorfismos de Anillos 15

asi a — b € Nu(f). Pero entonces a = b. Esto muestra que ¢ es 1-1.
De aqui, R/Nu(f) = Imf. O

COROLARIO 1.3. Si f : R — S es un homomorfismo de anillos
suprayectivo, entonces R/Nu(f) = S.

Si f: R — S es un homomorfismo de anillos inyectivo, entonces
f(R) es un subanillo de S que es isomorfo a R. Cuando este es el
caso decimos que R se encajaen Sy que S contiene una copia de
R. Notar también que si f es un isomorfismo, entonces se sigue que
la funcién inversa f~! : S — R también es un isomorfismo de anillos.

TEOREMA 1.2. Si K es un ideal en un anillo R, entonces cada
ideal (ideal derecho o izquierdo) en R/ K es de la forma A/ K, donde
A es un ideal (ideal derecho o izquierdo) en R conteniendo a K .

DEMOSTRACION. Sean : R — R/K el homomorfismo natural de

R sobre R/K. Entonces cualquier ideal (ideal derecho o izquierdo)
en R/K es de la forma n(A), donde A es un ideal (ideal derecho o
izquierdo) en R conteniendo Nu(n) = K. Entonces K también es
un ideal en A (considerado como un anillo de él mismo), y n(A4) =
{n(a)+K/a € A} es precisamente A/K. Esto demuestra el teorema.
U

PROPOSICION 1.7 (Segundo Teorema de Isomorfismo para Ani-
llos). Si A y B son ideales de un anillo R tal que B C A, entonces
(R/B)/(A/B) = R/A.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior A/B es un ideal de
R/B. Definir la funcién f : R/B — R/Apor f(x+ B) =x+ A, f esta
bien definida, en efecto v + B = y + B implicaque z —y € B C A.
De esta manera, © + A = y + A. Es facil ver f es un homomorfismo
de anillos suprayectivo.

Ahora Nu(f) ={z+ B/x+ A=0} ={x+ B/xz € A} = A/B. De
aqui, por la Proposicién 1.6 (R/B)/(A/B) = R/A. O

PROPOSICION 1.8 (Tercer Teorema de Isomorfismo para Anillos).
Si A y B son ideales de un anillo R, entonces A/(ANB) = (A+B)/B.

DEMOSTRACION. La funcion f : A — (A + B)/B definida por
f(a) = a+ B es un homomorfismo de anillos suprayecyivo bien defi-
nido con Nu(f) = AN B. El Corolario 1.3 muestra que A/(AN B) =
(A+ B)/B. O
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Ejemplos

1. Encajamiento de Funciones. (a) La funcién f : R — R[X]
dada por f(a) = a, donde a es visto como un polinomio cons-
tante en R[X], es un homomorfismo de anillos inyectivo.
(b) La funcién f : R — M, (R) definida por f(a) = (a;;), don-
deaj; =0sii# jya; =aparatodoi =1,2,--- ,n,esun
homomorfismo de anillos inyectivo. De esta manera, el anillo
de las n x n matrices M, (R) contiene una copia del anillo R.

(c) Sie¢ = { < ab 2) /a,b € R}, entonces € es un subani-

llo de M»(R). La funcién a + bi — _ab 2) deCac€esun
isomorfismo de anillos. De esta manera, el anillo de matrices
M, (R) contiene una copia del campo de los nimeros com-
plejos.
Concluimos nuestro breve repaso de los anillos con la siguiente
proposicion.

PROPOSICION 1.9 (Propiedad de Correspondencia de Anillos).
Si f: R — S es un homomorfismo de anillos suprayectivo, entonces
existe una correspondencia 1-1 entre los siguientes conjuntos.

(1) El conjunto de ideales derechos (izquierdos) en R que contienen
a Nu(f) y el conjunto de ideales derechos (izquierdos) en S.

(2) El conjunto de ideales derechos (izquierdos) maximos de R que
contienen a Nu(f) y el conjunto de ideales derechos (izquierdos)
maximos de S.

(3) El conjunto en ideales de R que contienen a Nu(f) y el conjunto
de ideales en S.

(4) El conjunto en ideales maximos de R que contienen a Nu(f) y
el conjunto de ideales maximos en S.

(5) El conjunto de subanillos de R que contienen a Nu(f) y el con-
junto de subanillos de S.

4. Modulos

En un espacio vectorial, los escalares tomados de un campo ac-
tuan sobre los vectores por multiplicaciéon escalar, sujeta a ciertas
reglas. En un modulo, los escalares necesitan solo pertenecer a un
anillo, asi el concepto de un médulo es una generalizacion signifi-
cante. Mucha de la teoria de los mddulos esta interesada con exten-
der las propiedades de los espacios vectoriales a los modulos. Sin
embargo, la teoria de méddulos puede ser mucha mas complicada
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que la de los espacios vectoriales. Por ejemplo, cada espacio vecto-
rial tiene una base y la cardinalidad de cualesquiera dos bases del
espacio vectorial son iguales. Sin embargo, un médulo no necesita
tener una base y aun si la tiene, entonces puede ser el caso de que
el modulo tenga dos o mas bases con cardinalidades diferentes.

Los mddulos son centrales para el estudio del algebra conmuta-
tiva y el algebra homoldgica. Ademas, son usados ampliamente en
la geometria algebraica y la topologia algebraica.

DEFINICION 1.8. Si M es un grupo abeliano aditivo, entonces M
es llamado un R-mddulo derecho (unitario) si existe una operaciéon
binaria M x R — R tal que si (z,a) — za, entonces las siguiente
condiciones se cumplen para todo x,y € M y a,b € R.

(1) z(a+b) = za+ b
(2) (r+y)a=za+ya
(3) z(ab) = (za)b
(4)

rl ==z

Los R-modulos izquierdos son definidos analogamente pero con
los elementos del anillo operando a la izquierda de los elementos
de M. Si M es un R-mo6dulo derecho, entonces un subconjunto no
vacio N de M es llamado un submdédulo de M si N es un subgrupo
del grupo aditivode M y xa € N siemprequexz € Nya € R.Si N es
un submédulo de M y N # M, entonces N es un submddulo propio
de M. Finalmente, si Ry S son anillosy M es a la vez un R-médulo
izquierdo y un S-modulo derecho tal que a(xb) = (ax)b para todo
a€ R,be Syxe M,entonces M es llamado un (R, S)-bimodulo.

Si R es un anillo no conmutativo, entonces un R-mddulo derecho
M no puede ser transformado en un R-médulo izquierdo poniendo
a-r = za. La version a la izquierda de las propiedades (1), (2) y
(4) de la Definicion 1.8 se trasladaran, pero la condicion que no se
cumple es la propiedad (3). Si poniendo a - © = xa, paratodo x € M
y a € R, fuera a convertir a M en R-mddulo izquierdo, entonces
tendriamos

(ab) -z = z(ab) = (za)b=">b"-(za) =b-(a-x) = (ba) - x

para todo z € M y a,b € R. Los ejemplos de R-mddulos izquierdos
sobre un anillo no conmutativo abundan, donde (ab) - © # (ba) - z,
asi tenemos una contradiccion. Por supuesto, si el anillo es conmu-
tativo, esta dificultad desaparece y M puede ser transformado en
un R-mdédulo izquierdo en exactamente esta manera. Aun cuando
un R-mddulo derecho puede ser no transformado en un R-mddulo



1.4 Médulos 18

izquierdo usando el método justamente descrito, un R-modulo dere-
cho puede ser transformado en un R°’-mddulo izquierdo poniendo
a-x = xa paratodo xz € My a € R. Sila multiplicacién in R? esta
definida por o, x € M y a,b € R°?, entonces

(@aob)-x=(ba) x=2x(ba) = (zb)a=a-(zb)=a-(b-x),

asi la version a la izquierda de la propiedad (3) se cumple y es facil
verificar que las versiones a la izquierda de las propiedades (1), (2)
y (3) también se cumplen.

Si el anillo R es reemplazado por un anillo con divisién D, enton-
ces la Definicion 1.8 da la definicién de un espacio vectorial derecho
V sobre D y cuando R es un campo K, V es un espacio vectorial
sobre K. SiV es un espacio vectorial derecho sobre un anillo con
division D, entonces un submédulo de V' frecuentemente sera men-
cionado como un subespacio de V.

Terminologia. Para simplificar la terminologia, la expresién “R-mo6dulo”
0 “méddulo” significard R-modulo derecho. Cuando M sea un R-modulo
también en ocasiones, nos referiremos a la multiplicacion M x R —
M dada por (x,a) — xa como la R-accion sobre M.

Ejemplos

1. Sumas Finitas de Submodulos. Si M, M,, ..., M, son sub-
modulos de un R-mddulo M, entonces

i=1
{r1+x9+ -+ z,/x;, € M parai=1,2,...,n}

es un submodulo de M para cada entero n > 1.

2. El R-médulo M, (R). Si M, (R) es el conjunto de las n x
n matrices sobre R, entonces M, (R) es un grupo abeliano
aditivo bajo la adicién de matrices. Si (a;;) € M,,(R) y a € R,
entonces la operacion (a;;)a = (a;;a) convierte a M,,(R) en
un R-médulo. M, (R) también es un R-modulo izquierdo bajo
la operacion a(a;;) = (aa;;).

3. Ideales Derechos e lzquierdos como Submaédulos. El ani-
llo R es un R-médulo derecho e izquierdo bajo la operacion
de multiplicacion definida sobre R, llamados regular derecho
y regular izquierdo, respectivamente. Notar que A es un ideal
derecho (izquierdo) de R siy solo si A es un submddulo de
R cuando R es visto como un R-médulo derecho (izquierdo).
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4. El Anulador de un Moédulo. Si M es un R-médulo y
A=ann,(M)={a € R/xa=0 paratodo z € M},

entonces A es un ideal de R, mencionado como el anula-
dor en R de M. Si existe la necesidad de enfatizar el anillo,
entonces escribiremos annl*(M) para ann,.(M). Por ejemplo,
si S es un subanillo de Ry si M es un R-mébdulo, entonces
ann? (M) indicard que el anulador es tomado en S. Si A es
un ideal izquierdo de R, entonces

ann}’(A) = {x € M/xa = 0 paratodo z € A}

es un submédulo de M, llamado el anulador en M de A.

Si I es un ideal de R tal que I C ann,.(M), entonces M
también es un R/I-médulo bajo la adicion ya presente sobre
M y la R/I-accion sobre M definida por z(a + I) = xa para
todoxre Mya+1€R/I.

5. Médulos sobre Anillos de Endomorfismos. Si G es un
grupo abeliano aditivo, entonces Endz(G) el conjunto de to-
dos los homomorfismos de grupo f : G — G, es un anillo
bajo la adicion y composicién de homomorfismos de grupos.
El grupo G es un Endz(G)—modulo izquierdo si ponemos
fx = f(x)paratodo x € Gytodo f € Endz(G). G también es
un Endy(G)—médulo derecho bajo la operaciéon zf = (x)f,
donde aceptamos escribir cada homomorfismo de grupo a
la derecha de su argumento y en expresiones tales como
() fg primero aplicamos f y después g. Puesto que G es un
Z-modulo, se sigue que G es un (Endz(G),Z)-bimodulo y un
(Z, Endz(G))-bimédulo.

6. Submédulos formados de Matrices Columna y Fila. Sean
ck(R) y r(R), 1 < k < n, los conjuntos de matrices k-ésima
columna y matrices k-ésima fila, respectivamente, asi defini-
das en el Ejemplo 2 en la Seccién 2. Entonces para cada &,
ck(R) y r1.(R) son submodulos del R-médulo M, (R).

7. Médulos Ciclicos. Si M es un R-médulo y x € M, entonces
xR = {zxa/a € R} es un submdédulo de M llamado el sub-
maodulo ciclico de M generado por x. Si M = xR para algun
x € M, entonces M es llamado un mddulo ciclico.

8. El médulo R[X]. Si R[X] es el conjunto de todos los po-
linomios en X con sus coeficientes en R, entonces R[X]
es un grupo abeliano aditivo bajo la adicion de polinomios.
R[X] es un R-modulo via la R-accion sobre R[X] definida por
(ap + Xay + -+ X"ay)a = (apa) + X(ara) + - - - + X" (ana).
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9. Cambios de Anillos. Si / : R — S es un homomorfismo de
anillos y M es un S-médulo y za = zf(a) para todo z € M
y a € R, entonces M es un R-mddulo. Decimos que M ha
sido convertido en un R-médulo por retroceso a lo largo de
f. Claramente si M es un R-modulo y S es un subanillo de
R, entonces M es un S-mddulo por retroceso a lo largo de la
inyeccion candnica i : S — R.

10. Ley Modular. Existe una propiedad de los médulos que es
frecuentemente usada. Es conocida como la ley modular o
como la propiedad de modularidad de moédulos. Si M, Ny
X son submédulos de un R-médulo y X D M, entonces
XN(M+N)=M+ (XNN).

Hay varias propiedades elementales de los modulos que se cum-

plen independientemente de si son modulos derechos o izquierdos.
Expresadas para un R-moédulo M,

20r =0
z(-1)=—=x
z(a —b) =ra — xb
z(—a)b = (za)(—b) = — x(ab)
(x —y)a =ra — ya
paratodo z,y € M ya,b € R.
PROPOSICION 1.10. Un subconjunto no vacio N de un R-maddulo

M es un submddulo de M siy solo sixz+y € N yxa € N para todo
r,y€ Nyae€R.

DEMOSTRACION. Si N es un submédulo de M, no hay nada que
demostrar, asi suponerque z +y € Ny za € N paratodo z,y € N
ya € R.Entonces z —y =2+ y(—1) € N, asi N es un subgrupo del
grupo aditivo de M. Las condiciones (1) hasta (4) de la Definicién
1.8 deben cumplirse paratodo =,y € Ny a,b € R, puesto que estas
condiciones se cumplen paratodo x,y € M y a,b € R. O

DEFINICION 1.9. Sea N un submédulo de un R-médulo M y su-
poner que S es un subconjunto de N. Si cada elemento de x € N

puede ser expresado como x = Z x;a;, donde z; € Sy a; € R para

cada: =1,2,...,n, entonces deC|mos que S es un conjunto de ge-
neradores de N o que N es generado por S. Si N es generado por
S, entonces escribimos N = > 2Ry cuando S es un conjunto finito,

S
decimos que N es finitamente generado.
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Cada R-mo6dulo M tiene al menos un conjunto generador, a sa-
ber el conjunto M.

PROPOSICION 1.11. Las siguientes afirmaciones se cumplen pa-
ra cualquier R-modulo M.

(1) Si {M,}A es una familia de submddulos de M, entonces (| M,
A
es un submaodulo de M.

(2) Si{M,}A es una familia de submddulos de M, entonces

ZMCY — {Z To/To € M, paratodo o € A}
A A

es un submodulo de M.

(3) Sea S un subconjunto de M y suponer que {M,} es una fami-
lia de submodulos de M cada uno de los cuales contiene a S.
Entonces S es un conjunto de generadores para el submaddulo

() M,.

A

DEMOSTRACION. (1) Siz,y € (| M,, a € R. Entonces para cada
A

a € A x—y € M,y xa € M,, porque los M, son submodulos.
De aqui z — y,za € (| M,. Por la Proposicién 1.10, (M, es un
A A

submaodulo de M.
(2) Si > 20, > ya € >, M,, entonces
A A A

Zxa _Zya = Z(xa ~ Ya)

A
pertenece a > M,, porque z, —y, € M,, paratodo a € A. También,
A

si a € R, entonces
(San)a= Y () € 3 M
A A A
porque z,a € M,, para todo a € A. De esta manera, > M, es un
A
submédulo de M por la Proposicion 1.10.

(3) Sea { M, }a una familia de submaodulos de M cada uno de los
cuales contiene a S. Si z € S, entonces = € (| M, asi R C (| M,.
A A

De aqui > =R C () M,. Para la contencion inversa notar que ) zR
S A S
es un submaddulo de M que contiene a S. De esta manera, (| M, C

A
> xR, asi tenemos que (M, = > _ zR. O
S A S



1.5 Médulos Cocientes 22

COROLARIO 1.4. El conjunto vacio es un conjunto de generado-
res para el modulo cero.

DEMOSTRACION. La parte (3) de la Proposicién 1.11 muestra
que si S =0ysi{M,}a es la familia de todos los submédulos de
M, entonces () C M, para cada a € A. De aqui, (M, = 0, asi

A

Y xR =0. O
0

5. Modulos Cocientes

Si N es un submodulo de un R-modulo M, entonces N es un
subgrupo del grupo aditivo de M. Asi si N es visto como un subgru-
po del grupo abeliano M, entonces sabemos de la teoria de grupos
que podemos formar el conjunto de clases laterales {z + N},c\ de
N en M,donde x + N = {x +n/n € N}. Si M/N denota el conjun-
to de clases laterales, entonces también sabemos que M /N puede
ser convertido en un grupo abeliano aditivo si la adicion de clases
laterales es definida por

(x+N)+(y+N)=(r+y)+N.

Con esto en mente M /N puede ahora ser convertido en un R-médulo
definiendo la R-accién sobre M/N por (z + N)a = xa + N para
x+ N € M/Nya€ R. Estonos lleva a la siguiente definicion.

DEFINICION 1.10. Si N es un submodulo de un R-médulo M,
entonces M /N junto con las operaciones

(x+N)+y+N)=@x+y)+Ny (r+N)a=za+ N

parax+ N,y+ N € M/N ya € R es llamado el médulo factor ( o el
modulo cociente) de M formado factorizando N.

Ejemplos

11. Considerar el R-médulo R[X]. Si P es el conjunto de po-
linomios en R[X] con término constante cero, entonces P
es un submodulo de R[X]. Cada elemento del médulo factor
R[X]/P puede ser expresado como ag+Xa;+- - -+ X"a,+ P.
Pero puesto que Xa; + --- 4+ X"a, € P, vemos que

a0+Xa1+---—|—X”an—|—P:a0+P.



1.6 Homomorfismos de Anillos 23

Consecuentemente, las operaciones sobre R[X|/P estan da-
das por

(a+P)+(b+P)=(a+b)+ P
(a + P)c=ac+ P,

donde a,b,c € R.
12. Considerar el R-modulo M3(R). El conjunto de todas las ma-
a;; 0 a3
trices de la forma | axn 0 as3 | es un submoédulo N de
az; 0 ass
M;(R). Se sigue que los elementos del modulo factor Mi3(R)/N
pueden ser expresados en la forma

0 a12 0
0 ap O] +N.
0 a3 0

DEFINICION 1.11. Cada R-mddulo derecho no cero tiene al me-
nos dos submaodulos, a saber M y el submoddulo cero, denotado sim-
plemente por 0. Un R-médulo derecho no cero S que tiene solo a 0
y a S por sus submédulos es llamado un mdédulo simple. El conjunto
de todos los submodulos de un R-mdédulo derecho M es parcial-
mente ordenado por C, es decir, por la inclusién. Bajo este orden un
submaddulo minimo de M es solamente un submaédulo simple de M.
Un submaodulo propio N de M es llamado un submoédulo maximo de
M si siempre que N’ sea un submédulo de M talque N C N’ C M,
o N =N'o N = M. Claramente, A es un ideal derecho minimo de
R siy solo si Az es un R-mddulo simple.

Ejemplos

13 Si N es un submédulo maximo de M, entonces se sigue que
M/N es un R-modulo simple. En particular, un subconjunto
no vacio A de un anillo R es un ideal derecho de R si y solo
si A es un submédulo de R cuando R es visto como un R-
modulo. De aqui, podemos formar el médulo factor R/A. Asi
si m es un ideal derecho maximo de R, entonces R/m es un
R-médulo simple.

6. Homomorfismos de Moédulos

Una faceta importante de los homomorfismos de anillos es que
proporcionan la transferencia de informacion algebraica entre ani-
llos. Para transferir informacion algebraica entre modulos, necesita-
mos el concepto de un homomorfismo de médulos.
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DEFINICION 1.12. Si M y N son R-mddulos, entonces una fun-
cion f : M — N es llamada un homomorfismo de R-moédulos si

(1) flz+y)=fl@)+ fly)y

(2) f(za) = f(z)a

para todo z,y € My a € R. Una funcién f : M — N que satisfa-
ce (1) es llamada una funcion aditiva. La funcién identidad M — M
definida por x — = es un homomorfismo de R-mddulos que sera
denotado por id,;. Un homomorfismo de R-modulos que es una fun-
cién inyectiva sera mencionado para simplificar un monomorfismo'y
un homomorfismo de R-modulos que es una funcién suprayectiva
sera llamado un epimorfismo. Si f : M — N es un epimorfismo, en-
tonces N es llamado una imagen homomorfade M. Si f : M — M
es un homomorfismo, entonces f es un endomorfismo de M. Un
isomorfismo es un homomorfismo que es inyectivo y suprayectivo
y un isomorfismo f : M — M es llamdo un automorfismo de M.
Si f: M — N es un isomorfismo, entonces M y N son llamados
R-mddulos isomorfos, denotado por M = N. El conjunto de todos
los homomorfismos de M a N sera denotado por Hompg(M,N) y
cuando M = N, Hompg(M, M) sera escrito como Endg(M).

Ejemplos
1. Homg(M, N) como un R-médulo lzquierdo. Si M y N son
R-mddulos, entonces Hompg(M, N) es un grupo abeliano adi-
tivo bajo la adicion de funciones, es decir, Homg(M, N) es
un Z-modulo. En general, Homg(M, N) no es un R-mddulo
si fa es definida como (fa)(z) = f(za) puesto que

(f(ab))(x) = f(z(ab)) = f((xa)b) = (fb)(za) = ((fb)a)(x),
asi f(ab) = (fb)a. Sin embargo, lo que es requerido es que
f(ab) = (fa)b, asi la condicion (3) de la Definicion 1.8 no
se cumple. Si R es conmutativo, entonces inmediatamente
vemos que Hompg(M, N) puede ser convertido en R-modulo
precisamente en esta manera. Aunque Hompg(M, N) no pue-
de ser convertido en R-modulo poniendo (fa)(z) = f(za),
Hompg(M, N) puede ser convertido en un R-mddulo izquier-
do usando esta técnica. Sia € Ry z € M, dejarque (af)(x) =
f(za). Entonces para a,b € Ry x € M vemos que

((ab) f)(x) = f(x(ab)) = f((za)b) = (bf)(za) = a(bf)(x).
De aqui, (ab)f = a(bf), asi la versién a la izquierda de la
condicién (3) de la Definicion 1.8 se cumple. Es facil veri-
ficar que la versidn a la izquierda de las condiciones (1),
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(2) y (4) también se cumplen, asi cuando M y N son R-
modulos, Homg(M, N) es un R-mddulo izquierdo. Similar-
mente, cuando M y N son R-mddulos izquierdos, entonces
Hompg(M, N) puede ser convertido en un R-modulo ponien-
do (fa)(x) = f(ax) paratodoa € Ry x € M.

2. El Anillo de Endomorfismos de un Modulo. Si M es un
R-modulo, entonces Endy(M)y Endg(M) son anillos bajo la
adicién de funciones y la composicion de funciones llamados
el anillo de Z-endomorfismos de M y el anillo de R-endomor-
fismos de M, respectivamente. Si definimos fz = f(x) para
cada f € Endz(M) y todo = € M, entonces esto convierte a
M en un Endz(M)- médulo izquierdo. Puesto que Endgr(M)
es un subanillo de Endz(M), M también es un Endg(M)-
mddulo izquierdo bajo la misma operacion.

Observacion. Las estructuras de bimddulos producen varias estruc-

turas de médulos sobre Hom.

(1) Si M es un (R, S)-bimodulo y N es un R-mddulo izquierdo, en-
tonces Homgr(rMg,r N) €s un S-médulo izquierdo. Si sf es de-
finido por (sf)(x) = f(xs) paratodo f € Homgr(rpMg,r N), s € S
y z € M, entonces sf € Homg(rMs,r N). En efecto, si a € R,
entonces

(sf)(azx) = f((ax)s) = f(a(xs)) = af(xs) = a(sf)(x).

(2) Si M es un (R, S)-bimédulo y N es un S-modulo derecho, en-
tonces Homg(rMs, Ns) €s un R-médulo derecho. Si (fa)(z) =
f(ax) para f € Homg(rMs, Ns), a € Ry x € M, entonces se
sigue que fa € Homgs(rMg, Ng) porque para s € S tenemos

(fa)(zs) = f(a(zs)) = f((az)s) = f(az)s = (fa)(z)s.

(3) Si N es un (R, S)-bimédulo y M es un R-mddulo izquierdo, en-
tonces Homg(rM,r Ns) €s un S-modulo derecho. Para ver esto,
dejar que (fs)(z) = f(x)s para f € Homgr(rM,g Ns), s € Sy
x € M. Entonces la funcién fs esta en Hompg(rM,r Ng) debido
al hecho de que si a € R, entonces

(fs)(az) = flaz)s = af(x)s = a(fs)(@).

(4) Si N esun (R, S)-biméduloy M es un S-modulo derecho, enton-
ces Homg(Mg,r Ng) €s un R-modulo izquierdo. Siaf es definido
por (af)(z) = af(x) para f € Homg(Mg,r Ns),a € Ry x M, en-
tonces af estaen Homgs(Mgs,r Ng) puesto que si s € S, entonces

(af)(xs) = af(zs) = af(x)s = (af)(x)s.
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DEFINICION 1.13. Sea f : M — N un R-homomorfismo de R-
maoédulos. Entonces

(1) El conjunto K = {z € M/f(x) = 0} es llamado el ndcleo de fy
es escrito Nu(f).

(2) El conjunto f(M) = {f(x)/x € M} es llamado la imagen homo-
morfa (o simplemente imagen) de M bajo f y es denotado por
Imf.

(8) SiAC My B C N son subconjuntos de los R-mo6dulos M y N,
respectivamente. Entonces f~'(B) = {z € A/f(x) € B}.

PROPOSICION 1.12. Si f : M — N es un R-homomorfismo de
modulos, entonces f(0y;) =0y y f(—x) = — f(x) para cada z € M.

DEMOSTRACION. Tenemos que

J(Onr) + f(Onr) = f(Oar +0nr) = f(Oar) = O0s + f(Onr)
De aqui, f(05;) = 0s. Ahora
f(@)+ f(=z) = f(z+ (=) = f(Oa) = Os
De aqui, f(—x) = —f(z). O
PROPOSICION 1.13. Sea f : M — N un R-homomorfismo de

maodulos.

(1) Si M’ es un submddulo de M, entonces f(M') es un submddulo
de N.

(2) Si N’ es un submédulo de N, entonces f~'(N') es un submédulo
de M.

DEMOSTRACION. (1) Sea M’ un submdédulo del R-moédulo M. Si
n,n' € f(M')ya e R. Entonces n+n' = f(x) + f(2') = f(z + ) €
f(M")yna= f(x)a= f(xza) € f(M') para algunos x,z" € M'. Por la
Proposicion 1.10, f(M’) es un submodulo de N.

(2) Siz,y € f~Y(N’) para algunos =,y € M y a € R. Entonces

flaty)=fl2)+ fly) eN"y f(za) = f(z)a € N"
De esta manera, x +vy,za € f~L. O

PROPOSICION 1.14. Si M es un R-modulo, entonces
Hompg(R, M) = M como R-modulos.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : Homg(R,M) — M tal que o(f) =
f(1). Entonces o(f + g) = (f + 9)(1) = f(1) + g(1) = »(f) + ©(9)
y o(fa) = (fa)(1) = f(a) = f(1)a = ¢(f)a, asi ¢ es R-lineal. Si
f € Nu(p), entonces 0 = o(f) = f(1) claramente implica que f = 0,
asi ¢ es inyectivo. Si x € M, entonces f, : R — M definido por
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fz(a) = xza es R-lineal y ¢(f,) = z. De esta manera, ¢ también es
biyectiva. O

Las siguientes tres proposiciones son de importancia fundamen-
tal. La primera de estas proposiciones es uno de los resultados mas
utiles en la teoria de médulos.

PROPOSICION 1.15 (Primer Teorema de Isomorfismo de Modu-
los). Sif: M — N es un R-homomorfismo de R-mddulos, entonces

(1) Nu(f) es un submddulo de M,
(2) f es un monomorfismo si y solo si Nu(f) =0, y

(3) M/Nu(f) = f(M).

DEMOSTRACION. (1) Siz,y € Nu(f)ya € R, entonces f(z+y) =
f@)+ fly) =0,y f(za) = f(x)a = 0a =0, asi z + y,za € Nu(f). La
Proposicién 1.10 da el resultado.

(2) Si f es un monomorfismo y z € Nu(f), entonces f(z) =
0 = f(0), asi z = 0 puesto que f es inyectiva. De esta manera,
Nu(f) = 0. Inversamente, suponer que el Nu(f) =0y z,y € M tal
que f(x) = f(y). Entonces f(x —y) =0, asi z —y € Nu(f) = 0. De
aqui, z = y, asi f es inyectiva.

(3) Definir ¢ : M/Nu(f) — f(M) por ¢(z + Nu(f)) = f(z). Si
x4+ Nu(f) =y+ Nu(f), entonces z —y € Nu(f), asi f(z) = f(y), asi
v esta bien definido. Se sigue facilmente que ¢ es un epimorfismo
y si p(z + Nu(f)) = 0, entonces f(x) = 0, asi z € Nu(f). De esta
manera, = + Nu(f) = 0, asi ¢ es inyectiva y tenemos que ¢ es un
isomorfismo. O

COROLARIO 1.5. Si f : M — N es un epimorfismo, entonces
M/Nu(f) = N.

La parte (2) de la Proposicién 1.15 muestra que un homomorfis-
mo f : M — N es un monomorfismo si y solo si Nu(f) = 0. También
se sigue que f es un epimorfismo siy solo si N/Imf = Cokerf = 0.

Si f: M — N es un monomorfismo, entonces f(M) es un sub-
médulo de N que es isomorfo a M. Cuando este es el caso decimos
que M se encajaen N y que N contiene una copia de M

TEOREMA 1.3. Sean N y U submoédulos de un R-mdédulo M. Los
submodulos del médulo cociente M /N son de la forma U/N, donde
U es un submédulo de M conteniendo a N.

DEMOSTRACION. Sea f : M — M/N el homomorfismo cané-
nico; es decir, f(x) = =z + N, x € M. Sea X un submddulo de
M/N. Considerar U = {z € M/f(z) € X}. Afrmamos que U es
un R-submédulo de M. En efecto si z,y € U y a € R, entonces
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fle—y) = f(z)— fly) € Xy f(xa) = f(z)a € X, lo que muestra
que U es un R-submddulo de M. También, N C U, porque para to-
doz € N, f(z) = 0 € X. De esta manera, N es un R-submédulo
de U. También, si x € X, entonces existe y € M tal que f(y) = z,
porque f es un homomorfismo suprayectivo. Asi por definicion de U,
y € U. De aqui, X C f(U). Claramente, f(U) C X. De esta manera,
X = f(U).Pero f(U)=U/N. Asi, X =U/N. O

PROPOSICION 1.16 (Segundo Teorema de Isomorfismo para Mo6-
dulos). Si M, y My son submddulos de un R-modulo M tal que M, C
M,, entonces M, /M, es un submodulo de M /M, y (M /M) /(Ms/M;)
= M /M.

DEMOSTRACION. Que M,/M; es un submodulo de M /M, se si-
gue del teorema anterior. Sea f : M/M; — M /M, la funcion definida
por f(x+M,;) = x+M,. Siz+M; = y+M;, entonces x—y € M; C Ms,
asi f(x+M;) = x4+ My = y+ My = f(y+M,), asi f esté bien definida.
Claramente, f es un epimorfismo. Ahora = + M; € Nu(f) siy solo
siz € My y de aqui siy solo si x + M; € My/M,;. De esta manera,
Nu(f) = My/M,. Asi el resultado se sigue del Corolario 1.5. O

PROPOSICION 1.17 (Tercer Teorema de Isomorfismo para Mé6-
dulos). Si M, y M, son submédulos de un R-modulo M, entonces
M, /(My N M) = (My + My)/Ms.

DEMOSTRACION. El epimorfismo f : M; — (M; + M) /M, defi-
nido por f(z) = x + M, tiene nucleo M; N M,. El Corolario 1.5 da el
resultado. O

PROPOSICION 1.18 (Propiedad de Correspondencia de Modu-
los). Sif: M — N es un epimorfismo, entonces existe una corres-
pondencia 1-1 entre los submédulos de M que contienen a Nu(f) y
los submddulos de N.

DEMOSTRACION. Si N es un submédulo de M/Nu(f)yn: M —
M/Nu(f) es el homomorfismo natural, existe un submddulo Unico
N =n~'(N)de M tal que N D Nu(f)y N/Nu(f) = N. El resultado
se sigue de la observaciéon de que M/Nu(f) = N. O



Capitulo 2

Construcciones Fundamentales

Ahora introducimos conceptos que son ubicuos en algebra abs-
tracta: productos directos, sumas directas. Cada concepto puede ser
usado para producir un objeto que posee una propiedad conocida
como la propiedad de la funcion universal.

1. Productos Directos y Sumas Directas

Productos Directos
Si {M,} es una familia de R-médulos, entonces el producto Carte-
siano [ [ M,, puede ser convertido en un R-modulo definiendo

A

(a) + (Ya) = (Ta + ¥a) ¥ (za)a = (z40a)
para todo (z,), (ya) € [[ Mo ¥ a € R, donde ponemos [[ M, = 0 si
A A

A = (). La adicion y la R-accién sobre ] M,, son llamadas operacio-
nes componente a componente. La funAcic’Jn g : [[ Mo — Mg tal que
m5((xa)) = xp paratodo (z,) € HMQ es un epirr?orfismo llamado la
[B-ésima proyeccion canonica 'y Ia funcion iz : Mz — H M, definida

por ig(z) = (z,), donde z, = 0sia # Yy z3 =z, €S una inyeccion
R-lineal llamada la g-ésima inyeccion candnica. EI R-médulo [] M,

A
junto con la familia de proyecciones candnicas {r,, : [[ Mo — My}a

A
es llamado el producto directo de la familia { M, } A. Tal producto se-
ra denotado por (H M,,m,) 0 mas simple por HM con la familia

de funciones {m}A entendida. Frecuentemente nos referiremos a
[ [ M, como un producto directo. Las funciones {r,} son llamadas
A

las funciones de estructura del producto || M,. Notar que las inye-
A
cciones canénicas ig : Mg — [[ M, no han sido mencionadas. Esto
A

no es una equivocacion, pronto veremos que estas funciones estan
determinadas realmente por las 7.

29
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Ejemplo

1. Un producto directo de una familia { M, }» de R-mddulos es
particularmente simple cuando A es finito. Por ejemplo, sea
A = {1,2,3} y suponer que M;, M, y M3 son R-mddulos.
Entonces

[ 24 = My < My x M
A
y las operaciones sobre [| M; estan dadas por
A

(21, 2, 23) + (Y1, Y2, y3) = (T1 + Y1, 22 + Y2, T3 + y3) ¥
($1, X, x3)a = (l‘ﬂl, Toa, Iga)

para todo (x1,z2,3), (y1,42,y3) € [[M; y a € R. En este
A
caso,

m((z1, T2, 23)) = 21, i1(x) = (x,0,0),
7'('2((.%'1,1'2,33’3)) = T9, Z2(l’) = (O,x,O),

m3((z1, 9, 3)) = x3, i1(z) = (0,0, ).

Ahora necesitamos el siguiente concepto: Sea {M,}A una
familia de R-mdédulos y suponer que para cada a € A existe
un homomorfismo f, : N — M,, N un R-médulo fijo. Enton-
ces

f: N — ] M. definido por f(z) = (fa(x))

es un homomorfismo bien definido, llamado el producto de la
familia de los funciones { f,}a.

La siguiente proposicion da una propiedad fundamental de un
producto directo.

PROPOSICION 2.1. Si {M,}A es una familia de R-mddulos, en-
tonces un producto directo ([ | M., 7,) tiene la propiedad de que pa-

A
ra cada R-mdédulo N y cada familia {f, : N — M.}, de homomor-
fismos existe un homomorfismo unico f : N — [[ M, tal que para
A
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cada a € A el diagrama
N

; M.,

X“\\

[1M

A
es conmutativo.

DEMOSTRACION. Sea N un R-modulo y suponer que, para cada
a €A, fo: N — M, es un homomorfismo. Si f : N — [[ M, es el

A
producto de una familia de funciones {f.}a, entonces f es tal que
mof = fo para cada a € A. Ahora suponer que g : N — [[ M,

A

también es un homomorfismo tal que r,g = f, para cada a € A. Si
9(x) = (2a), €NtONCES fo(2) = Tag(x) = Tu((Xa)) = o BST () =
(fa(z)) = f(z). De aqui, f = g. O

La Proposicion 2.1 y la discusion anterior proporcionan la moti-
vacion para la definicién formal de un producto directo de una familia
de R-moddulos.

DEFINICION 2.1. Un R-médulo P junto con una familia de homo-
morfismos {p, : P — M,}a es llamado un producto directo de la
familia {M,} A de R-modulos si para cada R-modulo N y cada fami-
lia de homomorfismos {f, : N — M,}a, existe un homomorfismo
anico f : N — P tal que, para cada « € A, el diagrama

es conmutativo. Las funciones de la familia {p,}A son las funciones
de estructura para el producto directo. Un producto directo (P, p,)a
es universal en el sentido de que dada cualquier familia {f, : N —
M,}A de homomorfismos siempre existe un homomorfismo unico
f: N — Ptalquep.f = f. paracada a € A. Es en este sentido
que decimos que (P, p,)a tiene la propiedad de la funcion universal.
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La Proposicién 2.1 muestra que cada familia { M, } » de R-modulos
tiene un producto directo. Un resultado importante de la propiedad
de la funcién universal es que para un producto directo (P, p,)a €l
R-médulo P es unico hasta isomorfismo.

PROPOSICION 2.2. Si (P,p.)a ¥ (P',pl,)a Son productos directos
de la familia { M, }» de R-mddulos, entonces existe un isomorfismo
unico ¢ : P — P tal que p,p = p., para cada a € A.

DEMOSTRACION. Considerar el diagrama

Pl
@l Po
P2 M,
o
Pa
Pl

donde ¢ y ¢ son las funciones unicas dadas por la definicion de
un producto directo. Puesto que p,¢ = pl, ¥ LYV = p., veMos que
Pl = pl, para cada a € A. De aqui, tenemos un diagrama conmu-
tativo

Pl

Yo M,

P/
Pero id}, es tal que plidp = p.,, asi se sigue de la unicidad de la
funcidn ¢ que Y = idp.. Similarmente, se sigue que ¢y = idp. De
esta manera, ¢ es el isomorfismo requerido. O
En vista de la Proposicion 2.2, vemos que (][ M., 7,) realmente
A

es un modelo para cada producto directo de una familia {1, }A de

R-modulos. Si (P, p,)a también es un producto directo de {M,}a,

entonces existe un isomorfismo Unico ¢ : P — [[ M, tal que 7, =
A

po Para cada a € A. Puesto que 7, es un epimorfismo, se sigue
que p, también es un epimorfismo. De esta manera, si (P,p.)a €S
un producto de una familia {M,}. de R-mddulos, entonces cada
una de sus funciones de estructura es un epimorfismo. Un producto
directo (P, p.)a también determina una familia {u, : M, — P}, de
inyecciones R-lineales en P.
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PROPOSICION 2.3. Si (P,p.)a €S un producto directo de una fa-
milia { M.} de R-moédulos, entonces existe una familia unica {u,, :
M, — P}, de homomorfismos inyectivos tal que p,u, = idy,, para
cada a € A ypsu, =0 cuando o # f.

DEMOSTRACION. Suponer que (P, p,)a €s un producto directo
de una familia {M,}A de R-médulos y sea « un elemento fijo de
A. Sea N = M, y para cada 3 € A definir f3 : N — Mg por
fa =0si 8 # ay f, = idy,. Entonces tenemos una familia de
homomorfismos {fs : N — Mz}, asi se sigue de la definicion de
un producto directo que existe un homomorfismo unico u, : N — P
tal que psu, = fz para cada 5 € A. De aqui, psu, = 0, Si a # 8
Y Palla = idy,. Puesto que p,u, = idy,, tenemos que u, €s una
funcién inyectiva y que p, es suprayectivo, un hecho observado an-
tes. O

La familia {u,}A de homomorfismos inyectivos dados en la Pro-
posicidén 2.3 es llamada la familia de inyecciones candnicas deter-
minadas (Unicamente) por (P,p,)a. Se sigue que la familia {iz :
Mg — [[ M.}a de inyecciones candnicas esta determinada unica-

A

mente por ([ [ Ma, 7a)-
A

Si {R,}a es una familia indexada de anillos, entonces el produc-
to Cartesiano [ R, es un anillo con identidad (1,,) bajo la adicion
A

Componen’[e a Componente
(aa) + (ba) = (aa + ba)

y la multiplicacién componente a componente

(@) (ba) = (aaba).
El anillo producto directo [ [ R, es tal que la inyeccion candnica ig :
Rz — [[Ra €S UN homoonrfismo de anillos que no preserva iden-
tidades.ASin embargo, cada proyeccion canénica s : ];[Ra — Rj

preserva identidades.

2. Sumas Directas Externas
Si {M,} es una familia de R-mddulos, entonces [] M, tiene un

A
submédulo llamado la suma directa externa de la familia {M,}a. No
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es dificil mostrar que
@Ma - {(xa) € HMa/xa — 0 para casi toda o € A}
A A

es un submédulo de [] M,,. Ademas, para cada § € A, existe una
A

inyeccion R-lineal iz : Mz — €D, M, dada por iz(z) = (x,), donde
ro = 0,8l a # fyaxs = x. Lafuncion iz es la 5-ésima inyeccion
canonica en @, M,.

El R-médulo @, M, junto con la familia {i,}A de inyecciones
canonicas es un ejemplo de una suma directa externa de {M,}a.
Tal suma sera denotada (P, M., i) Yy las funciones {i,}A son las
funciones de estructura para @ , M.

Antes definimos el producto de una familia de funciones. Ahora
necesitamos el concepto de una suma de una familia de funciones:
Si f,: M, — N es un homomorfismo para cada a € A, donde N es
un R-modulo fijo, entonces f : @, M, — N definida por f((z.)) =
> A fa(z) €s un homomorfismo bien definido llamado la suma de la
familia { o} .

PROPOSICION 2.4. Si {M,}A es una familia de R-mddulos, en-
tonces (D, M., 1.) tiene la propiedad de que para cada R-modulo
N y cada familia {f, : M, — N}a de homomorfismos existe un
homomorfismo tnico f : @, M, — N tal que para cada o € A el
diagrama

D Ma

M, ¥

N
es conmutativo.

DEMOSTRACION. Sea N un R-modulo y suponer que, para cada
a € A, fo, = N es un homomorfismo. Si f : @, M, — N es la
suma de la familia de funciones { f,} A, entonces fi, = f, para cada
a € A. Ahora suponer que g : @, M, — N también es tal que

gio = fo paracada a € A. Si (z,) € @, M,, entonces f((z,)) =
ZAJ fa(ra) = ZAjgia(ma) = g%z‘a(%) = g((za)), asi f = g. O
Ahora la definicion formal de una suma directa externa.
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DEFINICION 2.2. Un R-modulo S junto con una familia de homo-
morfismos {u, : M, — S} es llamado una suma directa externa de
la familia { M, } A de R-mddulos si para cada R-mdédulo N y cada fa-
milia de homomorfismos { f, : M, — N}, existe un homomorfismo
anico f : S — N tal que para cada a € A el diagrama

S

M, f

f\u

N

es conmutativo. Una suma directa externa sera denotada por (S, ua)a.
Las funciones de la familia {u, } o son llamadas las funciones de es-
fructura para la suma directa externa. Puesto que la funcién anica
f S — N siempre existe, una suma directa externa (S, u,)a tiene
la propiedad de la funcion universal.

Notar que la demostracidén de la Proposicion 2.4 es solo la de-
mostracién de la Proposicidén 2.1 con las fechas invertidas y los ajus-
tes necesarios hechos. De manera similar las demostraciones de las
siguientes proposiciones pueden ser modeladas después de las de-
mostraciones de las proposiciones “correspondientes” dadas para
los productos directos.

PROPOSICION 2.5. Si (S, us)a ¥ (57, ul,)a SON sumas directas de
la familia { M, } » de R-mddulos, entonces existe un isomorfismo uni-
cop: S — S tal que pu, = ul, para cada o € A.

Por la Proposicion 2.5 vemos que (P, M, %) €s un modelo pa-
ra una suma directa externa de una familia {M,}. de R-moédulos.
Si (S, u,)a también es una suma directa externa de {M, }a, enton-
ces existe un isomorfismo unico ¢ : S — @, M, tal que pu, = i,
para cada « € A. Puesto que i, es una inyeccion, se sigue que u,
también es una inyeccién. De esta manera, si (S, u,)a €S Uuna suma
directa externa de una familia {M,}, de R-médulos, entonces ca-
da una de las funciones de estructura es una inyeccion. Una suma
directa externa (S, u,)a también determina una familia de proyeccio-
nes {pa : S = My}a.

PROPOSICION 2.6. Si (S,u,)a €S una suma directa externa de
una familia { M, } de R-mddulos, entonces existe una familia {p., :
S — M,}a de homomorfismos suprayectivos tal que p,u, = idyy,
para cada o € A y pgu, = 0 cuando o # .
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Las funciones de la familia {p,}A de homomorfismos suprayec-
tivos dados por la Proposicion 2.6 son llamadas las proyecciones
canonicas determinadas (Unicamente) por (S, u,)a. De esto vemos
que las proyecciones canénicas 3 : @, M, — Mz estan determi-
nadas unicamente por (P, M, ia).

Observacion. Antes definimos un producto y una suma de una fami-
lia { .} » de homomorfismos. También tenemos los conceptos de un
producto directo y suma directa de una familia de funciones. Sean
{M,}ar Yy {N.}a familias de R-mddulos y suponer que para cada
a € A existe un homomorfismo f, : M, — N,. Entonces

[T /o TT Mo — T N dadapor (T fa)((a)) = (fa(za))

es un homomorfismo bien definido llamado el producto directo de la
familia de funciones { f,} . Ilgualmente,

P fa: @ Mo — @ Na dadapor (D fa) (2a)) = (falza))
A A A A

es un homomorfismo bien definido llamado la suma directa de la
familia.

3. Sumas Directas Internas
La parte (2) de la Proposicion 1.11 muestra que la suma > M,
A

de una familia {M,}A de submodulos de M es un submodulo de

M. Ahora definimos la suma directa interna de una familia {M, }a

de submodulos de M. Estas sumas son importantes en el estudio

de la estructura interna de los médulos. Un producto directo y una

suma directa de una familia { M, }» de R-mddulos ahora sera deno-

tada mas simplemente por [[ M, y @ M,, respectivamente, con las
A A

funciones candnicas asociadas con cada estructura entendidas.
Antes de definir la suma directa interna de una familia {M,}a

de submodulos de M, consideremos un ejemplo para motivar la
definicién. Sean N;, N, y N3 R-médulos y considerar el R-médulo
M = N; x Ny x N3. Entonces

M =Ny x0x0= {(1‘1,0,0)/1'1 € Nl},

M2 =0x N2 x 0= {(O,.TQ,O)/.%’Q € NQ},

M3 =0x0x N3 = {(0,0,373)/1’3 € Ng}
son submodulos de M tal que

M1 ﬂ(M2+M3) = 0,
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M2 ﬂ (Ml + Mg) — 0,

Mz N (My + M) = 0.
Se sigue que (z1,x9,23) = (21,0,0) + (0,25,0) + (0,0,23) y cada
sumando en esta expresion para (zi,z,, x3) €s Unico. Para indicar
que cada elemento de M puede ser escrito Unicamente como una
suma de estos elementos de M;, M, y M; escribimos M = M; &
M, & M3 y decimos que M es la suma directa interna de M, My 'y
Ms. Puesto que M; N M; = 0 siempre que ¢ # j, también escribimos
M; © M; y decimos que esta suma es directa.

DEFINICION 2.3. Suponer que {M,}A es una familia de submé-
dulos de un R-mddulo M tal que

MﬁmZMa — () paracada 8 € A.
a#B
Entonces la suma ) M, es llamada la suma directa interna de la

A
familia {1/, }a. La notacion @, M, indicara que la suma > M, es
A

directa. Si M = &, M,, entonces M es llamada la suma directa
interna de la familia { M, }a Yy @ A M, es una descomposicion directa
de M. Si N es un submddulo de M vy si existe un submddulo N’ de
Mtalque NN N' =0y M = N+ N',entonces M = N @& N'y N es
mencionado como un sumando directo de M.

Ejemplos
2. Matrices. Considerar el R-mddulo M,,(R) de las n x n matri-
ces sobre R. Entonces M,,(R) = @ ri(R), y M,(R) = @ ci(R).
=1 =1

Por ejemplo, si (a;;) € My(R), entonces
a;n a2\ (a1 a2 0 0
= +
s Q9o 0 0 az1 Q22
aix aiz\ _ [an 0 0 a
= +
A21  A22 a0 0 agx

Claramente, My(R) = r(R) ® m2(R) = c1(R) ® c2(R).
3. Z-moédulos. El Z-médulo Zg es tal que Z¢ = Zy ® Zs. En
general, si s y t son divisores enteros primos relativos de
n tal que st = n, entonces Z, = Z, ® Z,. Ademas, si n =
phiphe ... pl es una factorizacion de n como un producto de
nimeros primos distintos, entonces Z, y Zi' & Z2 & - - - Z
son isomorfos como Z-mddulos y también como anillos.
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4. Polinomios. Si R[X] es el R-mo6dulo de polinomios en X con
coeficientes en Ry R, = {X*a,/a;, € R}, entonces R, es un
submédulo de R[X] para k = 0,1,2..., donde X° = 1. Se

sigue facilmente que R[X] = € Ry. Los submédulos Ry son
k=0

llamados los submédulos homogéneos de R[X].
5. Productos Directos Finitos. Si { //;}!" , es un conjunto finito
de R-mobdulos, entonces paracada k, 1 < k <n,

N, = {(xz) € f[MZ'/l‘i:O Sii#k}

es un submodulo de [ M; y
=1

-
=1 i=1

6. Sumas Directas y Médulos Cociente. Sean M, y M, sub-
mddulos de un R-modulo M tal que M = M; & M,. Entonces
M/M, = Myy M/My, = M,. En general, si {M,}A es una
familia de submdédulos de M tal que M = &, M, entonces

M/Mg= @ Moy M/ D My = Mg.

a#p a#B
PROPOSICION 2.7. Sea {M,} es una familia de submddulos de
un R-modulo M tal que M = ), M,. Entonces la suma ), M,
es directa si y solo si cada x € M puede ser escrito en una y solo
una manera como una suma x = Y, &, donde z, € M, para todo
a € A.

DEMOSTRACION. Sealasuma ), M, directay suponer que x €
M puede ser escrito como z = Y ., x, Y T = Y A Ya. Entonces
Y AZa = A Ya, asi para cada g € A tenemos

mﬁ—yQZZ(?/a—xa) EMBQZMQZO.
a#pB a#p

De esta manera, =3 = yg para cada 5 € A, la expresion >, z, €s
Unica.

Inversamente, suponer que cada elemento x de M puede ser
escrito de manera Unica como una suma finita de elementos de M/,,.
Siz e Mgn > M,, entonces x = xg para algun z3 € Mgy x =

a#fB
> x4, donde z, € M, para cada a € A, o # . De esta manera,
a#f
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Si > A Vo €stal que ys = —z5 Y Yo = 7, CUANdO a # 3, entonces
> A Ya = 0. Pero 0 puede ser escrito como 0 = ), 0,, donde 0 =
0, € M, para cada o € A. De aqui, Y A ¥a = D> A0, da z, =0
para cada o € A, asi z = 0. Consecuentemente, la suma ), M, es
directa. O

Observacion. También es el caso que si {M,}A es una familia de
submodulos de un R-médulo M, entonces la suma ), M, es di-
recta si y solo si para cada suma finita ), z, tal que >, z, = 0
tenemos que z, = 0 para cada a € A. Notar que si la suma >, z,
esdirectay >\ z, = 0, entonces >, z, = > A 0, Yy la proposicién
anterior da z, = 0 para cada o € A. Inversamente, suponer que
Y AT = 0implicaque z, = 0paracadaa € A. Siz € M,N Y Mg,
BFa
entoncesz =x, Yo = > xg,asiz,+ > (—x3)=0daz =z, =0,
BFa BFa
asi la suma > M, es directa.

A
Existe una conexion fundamental entre sumas directas externas
y sumas directas internas. Puesto que la sumas directas internas y
las sumas directas externas estan incluidas en la siguiente proposi-
cion, para los propésitos de esta proposicion y su demostracién, @'
y ° denotaran una suma directa interna y externa, respectivamen-
te.

PROPOSICION 2.8. Las siguientes condiciones se cumplen para

cualquier R-modulo M.

(1). Si {M,}a es una familia de submoddulos de M tal que M =
@', M., entonces M = @ M.

(2). Siexiste una familia { N, } de R-submddulos de M tal que M =
'\ N., entonces existe una familia {M,} se submédulos de
M tal que M = @'\ M, y N, = M, paracadaa € A.

DEMOSTRACION. (1) Si M = @\ M., entonces cada elemento
de M puede ser escrito como una suma finita ), z,, donde los
z, € M, son Unicos. Se sigue que ¢ : @\ M, — P M, definido
por (> A Ta) = (z,) €s un isomorfismo.

(2) Si ¢ : @\ No — M es un isomorfismo, dejar que M, =
via(N,) para cada a € A, donde i, : N, — @3\ N, es la inye-
ccién canodnica. Se tiene que M = @', M,,. Es claro que N, = M,
para cada o € A. O
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PROPOSICION 2.9. Sea {M,}a una familia de R-modulos. En-
tonces

(1) Hompg( EAB M,, N) = 1;[ Hompg(M,, N),

(2) HomR(N,I;[Ma) & E[HomR(N, M,)

para cualquier R-modulo N.

4. Modulos Libres

Recordar que si N es un submédulo de un R-modulo M, en-
tonces un subconjunto X de N talque N = ), =R es llamado un
conjunto de generadores para N y decimos que N es generado por
X. Si X es un conjunto finito, entonces N es llamado finitamente
generado. Recordar también que si N es generado por X y si {N,}
es una familia de submddulos de M que contienen a X, entonces
N = ﬁANa = ZX TR.

Cada submodulo N de un R-médulo M tiene al menos un con-
junto de generadores, a saber el conjunto N. Ademas, un submo-
dulo puede tener mas de un conjunto de generadores. Por ejemplo,
el submodulo N = {[0], [2], [4], [6]} del Z-mddulo Zg es generado por
{[2]}, por {[6]} y por {[2],[4]}. De aqui, un conjunto de generadores
de un submddulo no necesita ser Unico y no es necesario para con-
juntos generadores para un submédulo que tengan la misma cardi-
nalidad. Si M es un R-modulo y X es un conjunto de generadores
de M, entonces decimos que X es un conjunto minimo de genera-
dores para M si M no es generado por un subconjunto propio de X.
Los conjuntos {[2]} y {[6]} son ambos conjuntos minimos de gene-
radores de {[0], [2], [4], [6]}-

Notacion. Si {M,}A es una familia de R-mdédulos tal que M, =
M para cada o € A, entonces [[, M, Yy @ M, seran denotados
por M* y M®) respectivamente. Recordar que M (™ representa el
producto directo M x M x --- x M de n factores de M.

DEFINICION 2.4. Si M es un R-mébdulo, entonces un conjunto
{z.}a de elementos de M es llamado linealmente independiente si
la Gnica manera de que una suma finita ), z,a, de elementos de
{zo}a pueda ser tal que >, z,a, = 0 es para a, = 0 para cada
a € A. Si existe una suma finita ), z,a, de elementos de {z,}a
tal que >\ zoa, = 0 con al menos un a, # 0, entonces el conjun-
to {z.}a es linealmente dependiente. Si un R-mdédulo F tiene un



2.4 Modulos Libres 41

conjunto linealmente independiente {z,}A de generadores, enton-
ces {z,} es llamado una base para F'y F' es llamado un R-moddulo
libre con base {z,}a. Un conjunto X de elementos linealmente inde-
pendientes de un R-mddulo M es llamado un conjunto linealmente
independiente maximo de elementos de M si ningun conjunto de
elementos linealmente independientes de M propiamente contiene
aX.

Ejemplos
1. Notar que el conjunto vacio () es un conjunto linealmente in-
dependiente en cada R-mddulo M. Suponer lo contrario sig-
nificaria que existen elementos z1, x5, ..., 2, € 0y a1, as, ...,
a, € R tal que

r1a1 + a0 + -+ - + xpa, =0

con al menos un a; # 0, un absurdo evidente. Hemos visto
antes que el médulo cero es generado por (), asi considera-
remos al médulo cero para ser un R-modulo libre con base
0.

2. Si el anillo R es visto como un R-modulo, entonces R es un
R-modulo libre con base {1}.

3. El R-médulo R™ es un R-médulo libre con base {¢;}7_,, don-
de

er =(1,0,0,...,0),
€9 :(0,1,0,...,0),
(0,0,1,...,0),

€3
e, =(0,0,0,...,1).

En general, si A es un conjunto no vacio, entonces R®) es
un R-modulo libre con base {e, }a, donde e, = (az) con ag =
1sif=ayas=0si[ # a.Labase {e,} serd mencionada
como la base candnica para R®). Notar que R® también es
un R-mddulo izquierdo libre con la misma base {e, }a.

4. El anillo de matrices M,,(R) es un R-modulo libre. Una base
de M., (R) es el conjunto de matrices unitarias { £i;}7,_, con
n? elementos. Por ejemplo, si (a;;) € My(R), entonces (a;;) =
Eran + Eizars + Eajagr + Eagass.
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Para evitar discusiones triviales, suponemos que si F' es un k-
maodulo libre, entonces F' # 0.

PROPOSICION 2.10. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes para un subconjunto {x,} A de un R-modulo M.

(1) {xo}a €s una base para M.
(2) {z.}a €s (a) un subconjunto linealmente independiente maximo
de M y (b) un conjunto minimo de generadores de M.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Suponer que {z,}a €s una base
para M y que {z,}a Nno es un subconjunto maximo de elementos
linealmente independientes de M. Sea {ysz}r un conjunto de ele-
mentos linealmente independientes de M tal que {z.}a & {ys}r. Si
y € {ys}r — {z.}a, entonces puesto que {z,} generan a M vemos
que y = >\ Tala, donde a, = 0 para casi todo o € A. Pero enton-
ces y + Y A To(—a,) = 0 s una combinacion lineal de elementos
en {yg}r y no todos los a, pueden ser cero, puesto que y # 0. De
esta manera, {yz}r es linealmente dependiente, una contradiccion,
asi tenemos (a). Suponer en seguida que {z,}A no es un conjunto
minimo de generadores de M. Entonces existe un conjunto {ys}r &
{zo}a tal que {yg}r genera a M. Si z € {z,}a — {ys}r, entonces
podemos escribir x = > . y.a,. Pero entonces = + > 1 yo(—a,) =0
es una combinacion lineal de elementos en {z,} y no todos los a,
pueden ser cero, contradiciendo el hecho de que {z,}a es lineal-
mente independiente. De aqui, tenemos (b).

(2) = (1) Sea {z,}a un subconjunto linealmente independiente
de M el cual es al mismo tiempo un conjunto minimo de generadores
de M. Entonces es inmediato que {z,} es una base para M. O

PROPOSICION 2.11. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes para un subconjunto {x,} de un R-mddulo M.

(1) {xo} A €s una base para M.
(2) Cada elemento x € M puede ser escrito como © = Y \ Tola,
donde a,, €s unica y a, = 0 para casi todo o € A.

(3) M =P, zoR.

COROLARIO 2.1. Un R-mddulo F' es libre si y solo si existe un
conjunto A tal que F = R,

DEMOSTRACION. Suponer que F' es un R-médulo libre con ba-
se {z,}. Entonces F = @, z.R, asi sea f : F — R® tal que
FO- A Tata) = (a,). Afirmamos que f es unisomorfismo. Si )" \ zaaa,
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Y aZaba € Bz RY a € R, entonces

FO - ata+ Y waba) =f (D zalaa + ba))
A A A
=(ta + ba) = (aa) + (ba)

:f(gxaaa) + f(%xaba) y
f(@xaaa)a) =f<§xa<aaa>)

=(aqa) = (aq)a

(f(gxaaa))a.

asi f es R-lineal. Si ) \ z,a, € Nu(f), entonces (a,) = 0 indica que
a, = 0 para cada a € A. De esta manera, ), z,a, = 0, asi (2)
Proposicion 1.6 muestra que f es inyectivo. si (a,) € R, entonces
Y AZala € FY f(D oA %ata) = (aq), asi f también es suprayectiva.

Inversamente, suponer que existe un conjunto A tal que F =
R®). Primero, notar que R®) es un R-médulo libre con base {e, }a,
donde e, = (ag) conag = 1si f = ay ag = 0 cuando S # a. Si
f: R®™ — F es un isomorfismo y f(e,) = z,, entonces se sigue
que {z,}A €s una base para F. O

Los elementos base de un R-mddulo libre F' determinan Unica-
mente los homomorfismos con dominio F'.

PROPOSICION 2.12. Sea F' un R-modulo libre con base {x,} .

(1) Si f,g : F — M son homomorfismos tal que f(z,) = g(x,) para
todo o € A, entonces f = g.

(2) Si f:{z,}a — M es una funcion, entonces existe un homomor-
fismo tnico g : F — M tal que g(z,) = f(x,) para todo o € A.

DEMOSTRACION. (1) Siz € F'y x = >\ zaa4, SUPONEr que f, g :
F — M son homomorfismos tales que f(z.) = g(z,) para todo a €
A. Entonces f(7) = f(Q_ATala) = D5 f(Ta)ta = D5 9(Ta)aa =
92 p Tatla) = g(x).

(2) Si g : FF — M esta definido por g(z) = >\ f(z.)a, para cada
T = ) \Tol, € F, entonces g es el homomorfismo deseado. La
unicidad de g se sigue de (1). O

La funcién g : ' — M construida en la demostracién de (2) de la
Proposicidn 2.12 se dice que es obtenida extendiendo f linealmente
arF.
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PROPOSICION 2.13. Cada R-modulo M es la imagen homomor-
fa de un R-mddulo libre. Ademas, si M es finitamente generado,
entonces el modulo libre puede ser escogido para ser finitamente
generado.

DEMOSTRACION. Sea M R-médulo y suponer que {z,}a €S un
conjunto de generadores de M. Si f : R®) — M esta definido por

f((aa)) = D" A Tata, €NtONCES

=f((aa)) + f((ba)) Y
f((aa)a) =f((aaa))

:Zxa(aaa) = (Z Tola)a

=/f((aa))a

para todo (a,), (b,) € R® y a € R. De aqui, f es R-lineal. Siz € M,
entonces z puede ser escrito como z = > \ z4a,4, donde a, = 0 para
casi todo a € A. Se sigue que (a,) € R, asi f((an)) = YA Tata ¥
f es de esta manera un epimorfismo.

Si M es finitamente generado, entonces A es un conjunto finito.
Si A =1{1,2,...,n}, entonces M es una imagen homomorfa del R-
madulo libre finitamente generado R™. O

Observacion. A causa del Corolario 2.1 vemos que cualquier con-
junto X determina un R-médulo libre R, Si X = (), entonces he-
mos visto que RX) = 0 es un R-mébdulo libre con base 0. Si X # 0,
entonces X también puede ser considerado para ser una base pa-
ra R, Claro estd, sea § : X x X — R tal que §(z,y) = d,,, donde
dpe = 1y 0y = 08Iz # y. Lafuncion ¢ es llamada la delta de Kronec-
ker definida sobre X x X. Sie, = (d,,) para cada =z € X, entonces
{e.}x es una base para R™). La funcion f : X — {e,}.cx tal que
f(x) = e, es una biyeccion, asi si identificamos cada x € X con e,,
entonces cada elemento de R¥X) puede ser expresado Unicamente
como Y, za,. Bajo esta identificacion, X es una base para R y
R™) junto con la funcién f es llamado el médulo libre sobre X. En
este entorno, el modulo libre (RX), f) tiene la propiedad de la fun-
cion universal en el sentido de que si M es cualquier R-modulo y si
g : X — M es cualquier funcion al conjunto subyacente de M, en-
tonces existe un homomorfismo Gnico ¢ : RX) — M tal que ¢f = g.
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Consecuentemente, un modulo libre RX) sobre un conjunto X es
unico hasta isomorfismo.

DEFINICION 2.5. Sea {M,} A una familia de R-mddulos. Un sub-
modulo M C [, M, es llamado el producto subdirecto de los M,,
si para cada a € A, la restriccién de la proyeccion , a M, ma|y :
M — M, es un epimorfismo.

Referente a las propiedades del producto se verifica facilmente.

PROPOSICION 2.14. (1) Un mdédulo N es isomorfo a un producto
subdirecto de {M,}a siy solo si existe una familia de epimorfis-
mos fo : N — M, con(\, Nu(f,) = 0.

(2) Si {N.}a es una familia de submddulos del R-mdédulo N, en-
tonces N/ (A N. es isomorfo a un producto subdirecto de los
modulos {N/N,}a.

DEFINICION 2.6. Un R-mddulo N es llamado subdirectamente
irreducible, si no es un producto subdirecto de modulos cocientes
propios.

PROPOSICION 2.15. Un R-mddulo N es subdirectamente irredu-
cible si y solo si la interseccion de todos los submodulos no cero de
N es no cero.

5. Sucesiones Exactas en Modr

DEFINICION 2.7. Una sucesion M; ENY VEEN M, de R-modulos y
homomorfismos de R-médulos es llamada exacta en M si Im [ =
Nu(g), mientras que una sucesion de la forma

fnfl fn
n—1 Mn Mn+1 —

e —

n € 7Z, es llamada una sucesion exacta si es exacta en M,, para cada
n € Z. Una sucesion del tipo

f

0 M, M —2~ M, 0

que es exacta en My, en M y en M, es llamada una sucesion exacta
corta.

Observacion. No hay nada especial acerca de considerar sucesio-
nes del tipo

fnfl fn
n—1 Mn Mn—H —

e />
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con subindices crecientes. Podriamos del mismo modo haber con-
siderado sucesiones del tipo

Jnt1 fn
e n+1 Mn Mn—lﬁ"'y

con subindices decrecientes.
Si0o— M, N VN M, — 0 es una sucesion exacta corta,
entonces se sigue que f es un monomorfismo y g es un epimorfismo.

Si N es un submodulo de M, entonces 0 — N % M 5 M/N — 0
es una sucesion exacta corta, donde i es la inyeccidén canonica y n
es el homomorfismo natural. Un homomorfismo f : M — N da lugar
a dos sucesiones exactas cortas canénicas

0 — Nu(f) —=M — f(M) —=0'y

0— f(M)—= N —Coker f —=0y
donde los homomorfismos son los obvios.

DEFINICION 2.8. Si f : M; — M es un monomorfismo, entonces
decimos que f es un monomorfismo que se escinde si existe un
homomorfismo [’ : M — M, tal que f'f = idy,. Igualmente, si g :
M — M, es un epimorfismo y si existe un homomorfismo ¢’ : M, —
M tal que gg' = idy;, entonces decimos que g es un epimorfismo
que se escinde.

Notar que si f : M; — M es un monomorfismo que se escinde,
entonces ' : M — M, es un epimorfismo que se escinde y si g :
M — M, es un epimorfismo que se escinde, entonces ¢’ : My — M
es un monomorfismo que se escinde.

PROPOSICION 2.16. Si M, L M es un monomorfismo que se
escinde con ' : M — M, tal que f'f =idy;,, entonces M = Im [ &
Nu(f’).

DEMOSTRACION. Six € M, entonces f'(z) € Ml, asi f(f'(x))
M. Siz =z — f(f'(x)), entonces f'(z) = f'(z) — f'(f(f'(2))) =
puesto que f'f =idy;,. De estamanera z € Nu(f')y z = f(f'(x))
z € Im f@ Nu(f'). Porlotanto, M = Im f + Nu(f'). Siy € Im f
Nu(f"), entonces y = f(x) para algun = € M, asi 0 = f'(y)
f'f(z) =x.Deaquiy =0ytenemos que M = Im f @ Nu(f").

La Proposicion 2.16 también establece la siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.17. Si M % M, es un epimorfismo que se escin-
deyq : My — M estalque gq' = idy, , entonces M = Img' ©&Nu(g).
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6. Sucesiones Exactas Cortas Que Se Escinden

DEFINICION 2.9. Si S:0 — M, EN VKN M, — 0 es una sucesién
exacta corta de R-médulos y R-homomorfismos de médulos 'y f es
un monomorfismo que se escinde, entonces se dice que S se escin-
de a la izquierda. Si g es un epimorfismo que se escinde, entonces
se dice que S se escinde a la derecha.

La conexion entre una sucesion exacta corta que se escinde a
la izquierda y una que se escinde a la derecha esta dada por la
siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.18. Una sucesion exacta corta de R-modulos y
R-homomorfismos de modulos se escinde a la izquierda si y solo si
se escinde a la derecha.

DEMOSTRACION. Suponer que 0 — M; ER VRN My — 0 es
una sucesion exacta corta de R-modulos y R-homomorfismos de
médulos que se escinde a la izquierda y sea f' : M — M; una
funcion tal que f'f = id,;,. La Proposicién 2.16 muestra que M =
Im f & Nu(f'). Notamos que

flla—=f(f' (@) = f(=) = f(f(f' (@) = f(z) - f(z) =0,
asi (z — f(f'(z)) € Nu(f') para cada = € M. Ahora definir ¢’ : My —
M por ¢'(y) =z — f(f'(z)), donde x € M es tal que g(z) = y. Tal =
existe porque g es un epimorfismo, pero puede haber mas de un x de
este tipo. Sin embargo, afirmamos que ¢’ esta bien definida. Suponer

que =’ € M es tal que g(2') = y. Entonces x — 2’ € Nu(g) = Im f,
asi
(@ = f(f'(2)) = (&' = f(f'(2")) =(x — ") = (f(f'(z) = fF(f'(2)))
=(z —2') = f(f'(x —2"))
eNu(fYNnIm f=0.

De esta manera, se sigue que ¢’ esta bien definida. Si y € M, y
J(y) = = — f(f'(x)), donde x € M es tal que g(y) = =, entonces
9(9'(y)) = gz — f(f'(2))) = g(x) —g(f(f'(x))) = g(x) = y puesto que
gf = 0. De aqui, g¢’ = idyy,, asi la sucesién se escinde a la derecha.
El inverso tiene una demostracion similar. O

A causa de la Proposicion 2.18, si una sucesion exacta corta
se escinde o a la izquierda o a la derecha, entonces simplemente
decimos que la sucesion se escinde o que es exacta que se escinde.
La siguiente proposicion da informacion adicional sobre sucesiones
exactas cortas.
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PROPOSICION 2.19. Una sucesion exacta corta0 — M, ENSVEEN
My — 0 se escinde si y solo si una de las siguientes tres condiciones
equivalentes se cumple.

(1) Im f es un sumando directo de M.
(2) Nu(f) es un sumando directo de M.
(3) M = M, ® M.

DEMOSTRACION. Primero mostramos que las tres condiciones
son equivalentes. Notar que (1) claramente implica (2) puesto que
Imf = Nu(g). Si Nu(g) es un sumando directo de M, sea N un sub-
moédulo de M tal que M = Nu(g)®N. Entonces My, = M/Nu(g) = N
y Nu(g) = Im f = M, y asi tenemos que M = M; & M,. De esta
manera, (2) implica (3).

Suponer que (3) se cumple. Puesto que Im f = M, tenemos
que M = Im f @ M,, asi la Proposicidn 2.8 muestra que existen
submodulos Ny y N, de M tal que M = N; & Ny con Im f = Ny
y My = N,. Afirmamos que M = Im f & N,. Si z € M, entonces
existen x € Ny yy € Ny talque z = z +y. Si w € M; es tal que
f(w) = z, entonces z = f(w) +y, asi M = Im f + N,. Se sigue
que Im f N Ny, =0y asi I'm f es un sumando directo de M. De esta
manera, (3) implica (1).

Finalmente, suponer que 0 — M; EN VA My — 0 se escinde.
Entonces la Proposicion 2.16 da M = Im f & Nu(f’) donde f’ es tal
que f'f = id,;. De aqui, (1) se cumple. Inversamente, suponer que
(1) se cumple y sea N un submédulo de M talque M = Im f & N.
Sif':Imfe&N — M, estalque f'(f(z)+vy) = x, entonces f’ es tal

que f'f = idy,, asi 0 — M, & M % M, — 0 se escinde. O
7. Funtor Hom

Ahora investigamos un importante bifuntor el cual es aditivo en
cada variable. Para el resto de la seccion, adoptamos la notacién
Hom para el bifuntor

Homp(—,—) : Modp x Morg — Ab.
Propiedades de Hom

Si X es un R-médulo fijoy f: M — N es un funcién R-lineal enton-
ces el funtor contravariante

Hompg(—,X) : Modp — Ab
es tal que
Hompg(f,X)=f*: Homg(N,X) — Homgr(M,X) donde f*(h)=hf.
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Para el funtor covariante

Homg(X,—): Modr — Ab
tenemos
Hompg(X, f) = f«: Homg(X, M) — Homg(X, N) donde f.(h) = fh.
De esta manera, si

M, LM S M,

es una sucesién de R-modulos y R-homomorfismos de modulos,
entonces para cualquier R-médulo X

Homp(Ma, X) —“~ Homp(M, X) —> Homp(M,, X) y

Homp(X, My) L= Homp(X, M) —%~ Homp(X, M)

son sucesiones de grupos abelianos aditivos y homomorfismos de
grupos.

Una de las primeras preguntas que hay que abordar en relacion
con Hom es, Si

f g

0 M, M M, 0

es una sucesion exacta corta en Modg, entonces

0 —— Homp(My, X) 2> Homp(M, X) ——~ Homp(M;, X) — 0,

0 —— Homp(X, M) —— Homp(X, M)~~~ Homp(X, My) — 0
son sucesiones exactas en Ab. La siguiente definicion ayudara a
clarificar esto.

DEFINICION 2.10. Sean R y S anillos. Un funtor 7 : Modr —
Modg es llamado exacto izquierdo si

9 F )

].'
0 — F(y) 22 7o
es una sucesién exacta en Modg siempre que

0 M, —L M

sea exacta en Modg. Igualmente, si

g

M

Fou) 22 Fon) 2L F o) —0
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es exacta en Modg para cada sucesion exacta

My~ v 2 My —— 0
en Modg, entonces F es llamado exacto derecho. Si F es exacto
izquierdo y derecho, entonces F es llamado un funtor exacto. Si
F : Modr — Modg es contravariante y

0—— F(Ms) 29 Fory 2L )
es exacta en Modg siempre que

M, —L e M2 0, 0

es exacta en Modg, entonces F es llamado exacto izquierdo. Si

F F
Fo) 2% Fn 29 Fovy) —0
es exacta en Modg para cada sucesion exacta

0 My~ M2 0,

en Modg, entonces F es exacto derecho. Si F es exacto izquierdo
y derecho, entonces F es un funtor contravariante exacto.

De esta manera, funtores exactos, o covariantes o contravarian-
tes, son precisamente esos funtores que mandan sucesiones exac-
tas cortas a sucesiones exactas cortas.

PROPOSICION 2.20. Para cualquier R-modulo X, Hompg(—, X) :
M OdR — Ab y
Hompg(X,—) : Modr — Ab son exactos izquierdos.

PROPOSICION 2.21. Si 0 M, Lo 0 esuna
sucesion exacta corta que se escinde en Modg, entonces para cual-
quier R-modulo X

(1) 0 —= Homp(Ms, X) ———~ Homp(M, X) —~ Homp(M,, X) —=0 y

(2) 0—— Homp(X, My) —2 Homp(X, M) —%~ Homp(X, My) — 0

son sucesiones exactas cortas que se escinden en Ab.



Capitulo 3

Condiciones De Cadena

Empezamos con una discusion de la generacién y cogeneracion
de modulos la cual es seguida por una introduccion de condiciones
de cadena sobre médulos. Las condiciones de cadena juegan un
papel importante en la clasificacidén de los anillos.

1. Generadores

Recordar que un subconjunto (finito) X de un R-moédulo M es un
conjunto de generadores (finito) de M si M = >, zR. Si S es un
conjunto de submodulos de M tal que M = ) N, entonces se dice
que S genera a M. Recordar también que cada modulo M tiene al
menos un conjunto X de generadores, a saber el conjunto X = M.

PROPOSICION 3.1. Las siguientes condiciones son equivalentes
para un R-maodulo M.

(1) Para cada familia {M,}, de submodulos de M tal que {M,}a
genera a M existe un subconjunto finito ' C A tal que {M,}r
generaa M.

(2) Si{M,}a es cualquier familia de R-mddulos, entonces para ca-
da conjunto de funciones R-lineales {f, : M, — M} tal que
{Im f,}a genera a M existe un subconjunto finito F' C A tal que
{Im f,}r generaa M.

(3) Para cada familia {M,}x de R-mddulos para la cual existe un
epimorfismo @, M., — M existe un subconjunto finito F C Ay
un epimorfismo @ M, — M.

(4) M es finitamente generado.

DEFINICION 3.1. Un R-mo6dulo M es generado por un conjun-
to {M,}a de R-moddulos si existe un epimorfismo @, M, — M.
Una clase C de R-médulos genera a Modg si cada R-mddulo M es
generado por un conjunto {M,} de modulos en C. En este caso,
también decimos que C es una clase de generadores para Modg.
Un R-modulo M genera a un R-moédulo N si existe un epimorfismo
M@®) — N para algun conjunto A. Si C = {M} genera a Modg,
entonces simplemente diremos que M genera a Modpg.

51
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Es obvio que Modp tiene la clase de todos los R-médulos co-
mo una clase de generadores. Ademas, si f : M — N es un epi-
morfismo, entonces cualquier conjunto de médulos que genera a M
también genera a N. Consecuentemente, si M es finitamente ge-
nerado, entonces asi es N. Notar también que cada médulo es la
imagen homomorfa de un R-modulo libre, asi R genera a Modpg.

DEFINICION 3.2. Para un R-moédulo L , el submodulo
TrU,L) = {Im(h)/h € Hom(U,L),U €U} C L

es llamado la traza de U4 en L. Si U consiste de un solo moédulo U
simplemente escribimos T (U, L).

PROPOSICION 3.2 (Propiedades de la traza). Sea i/ un conjunto
de R-modulos y L un R-mddulo.

(1) Tr(U, L) es el submodulo mas grande de L generado porU.

(2) L=Tr(U,L) siy solo si L esU-generado.

(3) Tr(U, L) es un Endg(L)-submodulo de L ( puesto que Hom(U, L)
es un Endg(L)-modulo).

(4) SilU contiene un solo modulo U, entonces

k
Tr(U,L) = UHom(U, L) = {ngi(ui)/ui € U, g € Hom(U,L), k € N}.
i=1

Debido a al Proposicién 3.1 un R-mddulo M es finitamente ge-
nerado si y solo si para cada conjunto de submédulos {M,} tal
que M = >, M,, existe un subconjunto finito /' C A tal que M =
> M,. Esto lleva a la siguiente definicion de un moédulo finitamente
cogenerado.

2. Cogeneradores

DEFINICION 3.3. Un R-médulo M es finitamente cogenerado si
siempre que {M,}A sea un conjunto de submodulos de M tal que
(A M. = 0 existe un subconjunto finito F* C A tal que (), M, = 0.

PROPOSICION 3.3. Las siguientes condiciones son equivalentes
para un R-mddulo M.

(1) M es finitamente cogenerado.

(2) Para cada familia {M,}, de R-moddulos y cada familia {f. :
M, — M}a de R-homomorfismos con (|, Nu(f,) = 0 existe
un subconjunto finito F' C A tal que (\z Nu(f,) = 0.

(3) Para cada familia {M,}x de R-mddulos para la cual existe un
monomorfismo M — [[ M, existe un subconjunto finito F* C A
y un monomorfismo M — [ M.
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DEMOSTRACION. (1) = (2) es claro.

(2) = (3) Si¢ : M — [, M, es un monomorfismo, entonces
Na Nu(ma¢) = 0,donde m,, : [[, Mo — M, esla a-ésima proyeccion
canonica para cada o € A. Por suposiciéon existe un subconjunto
finito ¥ C A tal que [ Nu(m,¢) = 0y esto da un monomorfismo
M — [z M,.

(3) = (1) Sea {M,}A una familia de submodulos de M tal que
a Mo =0.Sin, : M — M/M, es el homomorfismo natural para
cada a € A, entonces ¢ : M — [[, M/M, definido por ¢(z) =
(na(z)) es tal que Nu(¢) = [, Mo = 0, asi ¢ es un monomorfismo.
Pero (3) da un subconjunto finito ¥ € A y un monomorfismo M —
[1r M/M,. de esta manera, (). M, = 0y asi tenemos (1). O

DEFINICION 3.4. Un R-mo6dulo M es cogenerado por un conjunto
{M,} A de R-modulos si existe un monomorfismo M — [], M,. Una
clase C de R-modulos es llamada una clase de cogeneradores para
Modpg si cada R-méddulo es cogenerado por un conjunto de médulos
en C. En este caso, diremos que C cogenera a Modg. Si C = {M},
entonces un R-médulo N es cogenerado por M si existe un conjunto
A 'y un monomorfismo N :— M*2.SiC = {M}y C cogenera a Modp,
entonces decimos que M cogenera a Modg.

Es claro que Modp tiene a la clase de todos los R-méddulos como
una clase cogeneradores. Ademas, si un R-modulo es (finitamente)
cogenerado por {M,}a Yy si fN :— M es un monomorfismo, enton-
ces {M,} también (finitamente) cogenera a V.

DEFINICION 3.5. Para cualquier R-médulo L, el submédulo
Re(L,U) = [ [{Nu(f)/f € Hom(L,U),U €U} C L
es llamado el rechazo de U/ en L.

PROPOSICION 3.4 (Propiedades del rechazo). Seal un conjunto
de R-modulos y L un R-maodulo.

(1) Re(L,U) es el submddulo mas pequerio K de L para el cual L) K
es U-cogenerado.

(2) Re(L,U) =0 siy solo si L esU-cogenerado.

(3) Re(L,U) es un Endg(L)-submddulo de L (puesto que, para cual-
quier U € U, el grupo Hom(L,U) es un Endg(L)-mddulo).

(4) En el caso de que U consista de un solo médulo U, entonces

Re(L,U) = {Nu(f)/f € Hom(L,U)}.
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DEFINICION 3.6. Un R-mé6dulo N es finitamente cogenerado si
para cada monomorfismo ¢ : N — [[, U (en Modp) existe un sub-
conjunto finito £ C A tal que

NSTo S]]
A E
es un monomorfismo.

La siguiente proposicion caracteriza los mddulos finitamente co-
generados.

PROPOSICION 3.5. Para un R-mddulo M las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) N es finitamente cogenerado.

(b) para cada familia {V\} de submddulos de N con (|, V\ = 0,
existe un subconjunto finito E C A con (Vi = 0.

(c) para cad familia de morfismos {f, : N — U,} en Modgr con
Na Nu(fy) = 0, existe un subconjunto finito E C A con(\z Nu(f))
= 0.

(d) cada submoddulo de N es finitamente cogenerado.

Un médulo ciclico N = ngR puede ser caracterizado por la pro-
piedad de que cada morfismo f : M — N con ny € Im(f) es epi-
morfismo. Dualmente definimos.

DEFINICION 3.7. Un R-mddulo N es llamado cociclico si existe
un ny € N con la propiedad: cada morfismo g : N — M con ny ¢
Nu(f) es monomorfismo.

Recordar que un médulo no cero N es simple si no tiene submo-
dulos propios no cero. Obviamente, los médulos simples son cocicli-
Cos.

La siguiente proposicion caracteriza a los médulos cociclicos.

PROPOSICION 3.6. Para un R-mddulo no cero N las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) N es cociclico.v

(b) N tiene un submddulo simple K el cual esta contenido en cada
submodulo no cero de N.

(c) la interseccion de todos los submodulos no cero de N es no cero.

(d) N es subdirectamente irreducible.

(e) para cualquier monomorfismo ¢ : N — [[, Ux en Modp, existe
Ao € A para el cual my,p : N — U,, es monomorfismo.

(f) N es una extension esencial de un moédulo simple.
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DEMOSTRACION. (a) — (b) Si U es un submédulo de N, ng € N
como en la definicién anterior y no ¢ U, entonces N — N/U es
monomorfismo, es decir, U = 0. De aqui ny R esta contenido en cada
submédulo no cero de N y por lo tanto es simple.

(b) = (a) SIK =nRyg: N — M es un morfismo con n; ¢
Nu(g), entonces concluimos que Nu(g) = 0. Asi, N es cociclico.

(b) = (c) Sea S el conjuntos de todos los submddulos no ce-
ro de N que contienen a K. Entonces S # 0 porque N € S. Sea
I = (\yes N'. Entonces I es el R-submodulo mas pequeiio de N
conteniendo a K. De aqui, I # 0.

(c) = (b) Sea I la interseccion de todos los submdédulos no cero
de N. Entonces I es un submédulo no cero de N contenido en cada
submodulo no cero de N. De aqui, I es simple.

(¢) = (d) La familia de epimorfismos {f\ : N — N/N,}a induce
un morfismo f: N — [[, N/N, con 0 # (), Nx =[x Nu(fy). Por la
Proposicién 2.14 N es subdirectamente irreducible.

(d) = (c¢) Se sigue de la Proposicion 2.14

(a) = (e) Escoger ny como en la definicién anterior. Puesto
que 0 = Nu(p) = Name (no ¢ Nu(yp)) debemos tener que ny ¢
Nu(my, ) para algun )\, € A. Entonces 7,,» €s monomorfismo.

(e) = (a) Es obtenida de la siguiente proposicion y de la observa-
cion trivial de que submodulos de médulos cociclicos son cociclicos.

(b) = (f) Sea K un submodulo simple de N tal que K C N’ para
cada submodulo no cero N’ de N. De aqui, K "N N' = K # 0 para
cada submoédulo N’ de N. De aqui, K es un submédulo esencial de
N.

(f) = (b) Sea K un subméddulo esencial simple de N. Entonces
para cada submddulo no cero N’ de N, tenemos que K N N’ = K,
es decir, K esta contenido en cada submodulo no cero de N. O

PROPOSICION 3.7. Producto subdirecto de moédulos cociclicos.

(1) Cada modulo no cero es isomorfo a un producto subdirecto de
sus modulos cocientes cociclicos.

(2) Un R-mddulo es finitamente cogenerado si y solo si es isomorfo
a un producto subdirecto de finitamente muchos mdédulos coci-
clicos.

DEMOSTRACION. (1) Sea 0 # N € Modgy 0 # n € N. El conjun-
to de submédulos U de N con n ¢ U ordenado por la inclusién es
inductivo y de aqui tiene un elemento maximo U,, C N (n ¢ U,). Los
submodulos L/U, de N/U, corresponden a los submédulos L de N
conteniendo a U,,,de aquin € Lsi L # U,. Porlotanto (nR+U,)/U,
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esta contenido en cada submaddulo no cero de N/U,, es decir, N/U,
es cociclico.

El morfismo canénico ¢ : N — [y, V/U, con Nu(p) =
mN\o Nu(pn) = 0.

(2) Veremos mas adelante que la suma directa finita de médu-
los finitamente cogenerados (en particular cociclicos) es finitamente
cogenerada. Esto implica la afirmacion por (1). d

Como una consecuencia observamos que la clase de mddulos
cociclicos es una clase de cogeneradores en Modpg.

PROPOSICION 3.8. (Caracterizacion de los cogeneradores) Sea
M € Modg, {E\}a un conjunto minimo de representantes de los

mddulos simples en o[M)] y E, la capsula M-inyectiva de Ey, A € A.

(1) Un médulo Q € o[M] es un cogenerador en o[M]| si y solo si
contiene, para cada A € A, un submodulo isomorfo a E.

(2) {EA} A €S un conjunto de cogeneradores en o[ M].

(3) Cada cogenerador en o[M| contiene un submodulo isomorfo a
@, E (el cual es un cogenerador “minimo”).

DEMOSTRACION. (1) Sea @ € o[M] un cogenerador. Puesto que
los £, son cociclicos por la Proposicién 3.6, obtenemos para cada
A € A, un monomorfismo E, — Q.

Ahora suponer que el médulo Q € o[M] contiene a todos los
E, como submddulos. Puesto que cada médulo cociclico es una
extension esencial de algin E, Proposicién 3.6 es un submédulo
de E,. Pero cada médulo es cogenerado por su modulos cocientes
cociclicos y de aqui es cogenerado por Q.

(2) Si E = [[X E,, entonces para A € A, E, C E. Por (1) E es
un cogenerador en o[M] y esto implica que {EA}A es un conjunto de
cogeneradores en o[M].

(3) Sea @ un cogenerador en o[M]. Por (1) podemos suponer
que E\ C @, para cada A € A, y también que ), E\ C Q. Pa-

ra cada A € A, obtenemos que F\, N > Ey = 0 (de otra ma-
AEN

nera £, C > Ey para algin X # ), contradiciendo la minimali-
AEN

dad de {E\}4). Por lo tanto {E\} es una familia independiente y
@AEA:ZAEACQ- ]
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3. Subgeneradores

Ahora queremos definir, para un R-moédulo M, una categoria cer-
canamente conectada con M y de aqui reflejando propiedades de
M.

DEFINICION 3.8. Sea M un R-médulo. Decimos que un R-mddulo
N es subgenerado por M, o que M es un subgenerador para N, Si
N es isomorfo a un submodulo de un médulo M-generado.

Una subcategoria C de Mody es subgenerada por M, 0 M es un
subgenerador para C, si cada objeto en C es subgenerado por M.

Denotamos por o[M] la subcategoria completa de Modg cuyos
objetos son todos los R-méddulos subgenerados por M.

PROPOSICION 3.9. Para un R-mdédulo M tenemos:

(1) Para N en o[M], todos los médulos cocientes y submddulos de
N pertenecen a o[ M].

(2) La suma directa de una familia de mdédulos en o[ M| pertenece a
o[M] y es igual al coproducto de estos modulos en o[ M].

(3) Los conjuntos

M, ={U c MN/U es finitamente generado} y M, = {mR/m € N}

son conjuntos de generadores en o[M].

Por lo tanto o[M] es llamada una categoria finitamente generada
localmente.
(4) U. = P{U/U e M.} yU, = P{Z/Z € M.} son generado-
res in o[M].
(5) Para una familia { N} de modulos en o[M], el producto en
o[M)] existe y esté dado por [[x Ny = Tr(U., [Ix Na)-

4. Moddulos Neterianos y Artinianos

En esta seccion investigamos las condiciones de cadena ascen-
dente y descendente sobre modulos. Como veremos, existe una co-
nexion entre modulos que satisfacen la condicién de la cadena as-
cendente (descendente) y los mddulos que son finitamente genera-
dos (finitamente cogenerados).

DEFINICION 3.9. Un R-médulo M satisface la condicion de la ca-
dena ascendente si cada vez que

My € My C Mg C ---

sea una cadena ascendente de submodulos de M, existe un entero
positivo n tal que M; = M,, para todo ¢ > n. En este caso, decimos
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que la cadena termina en M, o simplemente la cadena termina. Un
R-modulo que satisface la condicion de la cadena ascendente es
llamado neteriano. Si el anillo R es neteriano como un R-modulo,
entonces R es llamado un anillo derecho neteriano. Los R-médulos
izquierdos neterianos y los anillos izquierdos neterianos son defi-
nidos en la manera obvia. Un anillo R izquierdo y derecho que es
neteriano es un anillo neteriano.

DEFINICION 3.10. Un R-médulo M satisface la condicion de la
cadena descendente si cada vez que

M, D My 2D Mz D ---

es una cadena descendente de submodulos de M, existe un entero
positivo n tal que M; = M,, para todo i > n. En este caso, decimos
que la cadena termina en M,. Un R-médulo que satisface la con-
dicion de la cadena descendente es llamado artiniano. Si el anillo
R es artiniano como un R-mddulo, entonces R es llamado un anillo
derecho artiniano . Los R-mddulos izquierdos artinianos y los anillos
izquierdos artinianos son definidos en la manera obvia. Un anillo R
izquierdo y derecho que es artiniano es un anillo artiniano.

PROPOSICION 3.10. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes para un R-mddulo M.

(1) M es neteriano.

(2) Cada coleccion no vacia de submodulos de M, cuando ordena-
da por la inclusion, tiene un elemento maximo.

(3) Cada submddulo de M es finitamente generado.

PROPOSICION 3.11. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes para un R-mddulo M.

(1) M es artiniano.

(2) Cada coleccion no vacia de submoddulos de M tiene un elemento
minimo.

(8) Cada mddulo cociente de M es finitamente cogenerado.

(4) Si{M,} es una familia de submddulos de M, existe un subcon-
junto finito F' de A tal que (\ M, = (A Ma.

Observacion. Si S es una coleccién no vacia de submédulos de un
R-médulo M, entonces decimos que los submoddulos en S satisfacen
la condicion de la cadena ascendente (descendente) si cada cadena
ascendente (descendente) M; C My, C M3 C --- (M; D My DO M3 D
---) de submodulos en S termina.



Capitulo 4

Modulos Inyectivos y Proyectivos

Si U es un subespacio de un espacio vectorial VV sobre un anillo
con divisién, entonces U es un sumando directo de V. Esta propie-
dad se sigue directamente del hecho de que el lema de Zorn puede
ser usado para extender una base de U a una base de V. Exis-
ten R-médulos que poseen esta propiedad de sumando aun cuando
puedan no tener una base. Tales modulos, llamados mddulos inyec-
tivos, forman una clase importante de médulos.

1. Modulos Inyectivos

DEFINICION 4.1. Un R-m6dulo M es llamado inyectivo si para
cada diagrama con fila exacta

OﬁNlLNQ

fl //9

M

de R-modulos y homomorfismos de R-mddulos puede ser comple-
tado conmutativamente por un homomorfismo g : Ny — M.

Es facil mostrar que si M y N son R-modulos isomorfos, en-
tonces M es inyectivo si y solo si NV es inyectivo. También puede
ser mostrado que un R-modulo M es inyectivo si y solo si para ca-
da R-modulo N, y cada submodulo N, de N,, cada homomorfismo
f : Ny — M puede ser extendido a un homomorfismo g : No — M.
Asi en la Definicion 4.1, podemos seguramente suponer que N; €s
un submoddulo de N, y h puede ser reemplazado por la inyeccion
candbnica i : Ny — Ns.

PROPOSICION 4.1. Si M es un submddulo inyectivo de un R-
modulo N, entonces M es un sumando directo de N.

59
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DEMOSTRACION. Sea M es un submédulo inyectivo de un R-
moédulo N y considerar el diagrama con fila exacta

0—>M—>N
ide ;g
M

de R-mddulos, donde id,; es el homomorfismo identidad sobre M
e i es la inyeccién canédnica. Si g : N — M completa el diagrama
conmutativamente, entonces gi = id,,. El resultado se sigue inme-

diatamente de la Proposicion 2.16. O
Ejemplos.
1. No cada R-modulo es Inyectivo. El Z-mddulo 27 C Z no es
inyectivo.

2. Espacios Vectoriales. Si V' es un espacio vectorial sobre un
anillo con division D, entonces V' es un D-mddulo inyectivo.

3. Los Numeros Racionales. El campo de los niUmeros racio-
nales QQ es un Z-modulo inyectivo.

DEFINICION 4.2. Sean M y U dos R-modulos. U es llamado M -
inyectivo si cada diagrama en Modg con fila exacta

0—=K-—1o M
U
puede ser extendido conmutativamente por un morfismo M — U.

Esta propiedad obviamente es equivalente a la condicién de que
la funcion

Homg(f,U): Homg(M,U) = Homg(K,U)
es suprayectiva para cada monomorfismo f : K — M.

DEFINICION 4.3. Un R-mddulo M es llamado auto inyectivo (o
casi inyectivo) si es M-inyectivo.

La siguiente proposicidon util e importante es debida a R. Baer.
Sera mencionada como el criterio de Baer para inyectividad.

PROPOSICION 4.2 (Criterio de Baer). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes para un R-mddulo M.

(1) M es inyectivo.
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(2) Para cada ideal derecho A de R, cada homomorfismo f : A — M
puede ser extendido a un homomorfismo g : R — M.

(3) Para cada ideal derecho A de R y cada homomorfismo f : A —
M existe unx € M tal que f(a) = xa para todo a € A.

DEMOSTRACION. (1) = (2) de la definicion de inyectividad.

(2) = (3). Si g extiende f a R, dejar que g(1) = x. Entonces
f(a) =g(a) = g(1)a = za para cada a € A.

(3) = (1). Si N; es un submoédulo de Ny, ¢ : Ny — Ny es la
inyeccion candnicay f : Ny — M es un homomorfismo, entonces
necesitamos mostrar que el diagrama

0—>N, —~N,

fl »g

M

puede ser completado conmutativamente por un homomorfismo g :
Ny, — M. Considerar el conjunto S de pares ordenados (X, g), don-
de X es un submodulo de N tal que Ny C X y g restringido a V;
da f. Ordenar parcialmente S por (X,g9) < (X',¢)si X C X'y ¢
restringida a X produce g. Notar que S # ) puesto que (N, f) € S.
También cualquier cadena creciente {(X;, ¢;)/i € Z} de tales pares
ordenados esta acotada superiormente. En efecto, una cota supe-
rior apropiada es (X’,¢’), donde X’ = |J X,y ¢'|x, = ¢:- Se sigue

T

que S es inductivo, asi el lema de Zorn produce un elemento maxi-
mo de S, digamos (X*, ¢*). Si X* = N,, entonces la demostracidon
esta completa, asi suponer que X* # N,. Siy € N, — X*, entonces
tenemos un homomorfismo del ideal derecho I = {a € R/ya € X*}
a M dado por a — ¢*(ya). Por suposicion, esto implica que existe
un z € M talque a — za paratodoa € I.Sih: X*+yR — M es
definido por h(z+ya) = g*(x)+ za, entonces h extiende g* a X*+yR,
lo cual contradice la maximalidad de (X*, g*) en S. De esta manera,
X* = Ns. 0

El criterio de Baer muestra que la coleccién de ideales derechos
es un conjunto prueba para la inyectividad de un R-mddulo. Frecuen-
temente, existe una coleccion “mas pequena” de ideales derechos
de R que ejecutara esta tarea.

PROPOSICION 4.3. Un mddulo I es inyectivo si y solo si cualquier
monomorfismo ¢ : I — M se escinde.
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DEMOSTRACION. (=) Considerar el siguiente diagrama:

00— —25 M

g b

1

El morfismo h da la escincion requerida.
(=) Sea f : M — N un monomorfismoyseag: M — I un
morfismo. Definir

NolI
{(f(m), —g(m))/m € M}

Tenemos funciones naturales de N e I a M’, llamarlas i, y is, res-
pectivamente. Primero notar que por construccién de M’ se sigue
que i; o f = iy o g. Afirmamos que i, es inyectivo. Claro esta, si
(0,7) = (f(m),g(m)) para algin m € M, se sigue que m = 0y de
aqui i = 0 (puesto f es un monomorfismo). Por nuestra suposicion
obtenemos un funciény : M’ — [ tal que ¢ o iy, = id;. Tenemos el
siguiente diagrama:

M =

00— M- N

1)
[AM’

~_
13

Obtenemos un funciény := p o i; : N — I. Calculamos:
Yo f=poiof
=@poizog
=9
U
PROPOSICION 4.4. Si el R-mddulo U es M,-inyectivo para ca-

da familia {M,}a de R-modulos, entonces U también es @, M,-
inyectivo.

DEMOSTRACION. Sea U M,-inyectivo para todo o € A, M =
DM,y K C M. Para un morfismo g : K — U, consideremos el
conjunto

F={h:L—-U/KCLCMYy hlgk =g}
Este conjunto esta ordenado por

[h1:L1—>U]<[h2:L2—>U}¢>L1CL2yh/2|L1:h1'
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Es facil ver que F es inductivo y, por el Lema de Zorn, tiene un
elemento maximo hy : Ly — U. Para demostrar que M = L, es
suficiente mostrar que M, C L, para cada a € A. Cada diagrama

00— LoN M, — M,

|

ho
Lo

U

puede, por suposicion, ser conmutativamente extendido por algun
he : M, — U. La asignacion

h* : Lo+ M, — U dado por h*(l +ms) = ho(l) + ha(ma),

es independiente de la representacion [ + m, puesto que, para [ +
m, = 0, obtenemos [ = —m, € Ly N M, y de aqui h*(l + m,) =
ho(l) — ha(l) = 0.

Por lo tanto h* : Lo + M, — U es un morfismo perteneciendo a
F y obviamente es mas grande que hg : Lo — U.

A causa de la maximalidad de hqy : Ly — U, el morfismo h*y hg
deben ser iguales y, en particular, Lo + M, = Loy M, C Ly. O

La siguiente proposicion caracteriza a los modulos M-inyectivos.

PROPOSICION 4.5. Para R-modulos U y M las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) U es M -inyectivo.

(b) U es N-inyectivo para cada submaddulo (finitamente generado,
ciclico) N de M.

(c) U es N-inyectivo para cada N € o|[M] (es decir, U es inyectivo
para o[M]).

(d) el funtor Hom(—,U) : o[M] — Ab es exacto.

DEFINICION 4.4. Un submodulo N de un R-médulo M es llamado
un submaddulo esencial (o0 grande) de M, si N 1 N’ # 0 para cada
submaodulo no cero N’ de M. Si N es un submodulo esencial de M,
entonces M es mencionado como una extension esencial de Ny
denotado por N C, M.

Un submédulo N de un R-médulo M es llamado superfluo o pe-
quenio en M, escrito K < M, si para cada submodulo L C M, la
igualdad K + L = M implicaque L = M.

Cada R-modulo M siempre tiene al menos un submédulo esen-
cial, a saber M. Ahora mostramos que para cada submodulo N de
M existe un submodulo N, de M tal que la suma N + N, es directa
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y tal que N + N, es un submédulo esencial de M. Veremos des-
pués que existen R-mébdulos M que no tienen submédulos esencia-
les propios. Para estos moédulos N & N. = M, asi que cada sub-
médulo de M es un sumando directo de M. Los mddulos con esta
propiedad demostraran ser de especial interés.

PROPOSICION 4.6. Si N es un submddulo de un R-mddulo M,
existe un submddulo N. de M tal que la suma N + N, es directa y
N + N, es esencial en M.

DEMOSTRACION. Suponer que N es un submédulo de M y sea
S el conjunto de submédulos N’ de M tal que N N N’ = 0. Enton-
ces S # () puesto que el submédulo cero de M estaen S. Si S es
parcialmente ordenado por la inclusion, entonces S es inductivo y el
lema de Zorn indica que S tiene un elemento maximo. Si N. es un
elemento méaximo de S, entonces es inmediato que la suma N + N,
es directa.

Afirmamos que N + N, es un subméddulo esencial de M. Sea X
un submddulo no cero de M y suponer que (N + N.) N X = 0. Notar
que X no puede estar contenido en N., asi X + N, propiamente
contiene a N... Porlo tanto, NN (X +N.) #0.Seaz € NN (X + N,),
z # 0,y escogerz € X yy € N, tal que = = = + y. Entonces
z—y=x€(N+N,)NX =0.Deaqui,z=yyasize NN N, =0,
una contradiccion. Por lo tanto, (N + N.) N X # 0, lo cual establece
que N + N, es un submédulo esencial de M. O

DEFINICION 4.5. Si N es un submoddulo de un R-médulo M, en-
tonces un submodulo N, de M tal que N & N, es esencial en M es
llamado un complemento de N en M.

PROPOSICION 4.7. Sea R un anillo y sean U's, V's y W's R-
maodulos.

1. SiW C.VyUCV,entonces (UNW) C, U.
2.SeaW; C, Vparai =1,2,...,n. SiW = (| W;, entonces
=1
W C, V.

DEMOSTRACION. (1) Sea X un submddulo no cero de U. Puesto
que W C, V,tenemosque X NW #£0.Pero X CU,asi X =XNU
ydeaqui XN (UNW) #0.

(2) Basta considerar el caso n = 2. Puesto que W, C. V, lo
anterior implica que (W, N Ws;) C. W;. De esta manera, puesto que
W, C. V, la transitividad de C. da el resultado. O
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PROPOSICION 4.8. Un R-mddulo M es inyectivo si y solo si para
cada ideal derecho esencial A de R y cada homomorfismo f : A —
M, existe x € M tal que f(a) = za paratodo a € R:

DEMOSTRACION. Si M es un R-modulo inyectivo, no hay nada
que demostrar, asi suponer que la condicion se cumple para cada
ideal derecho esencial de R. Sa A un ideal derecho de Ry suponer
que f : A — M es un homomorfismo. Si A. es un complemento
de A en R, entonces A @ A, es un ideal derecho esencial de R. Si
g:A® A. — M estal que g(a + a') = f(a), entonces g esta bien
definido y es R-lineal, asi existe = € M tal que g(a + a') = z(a + o).
De aqui, f(a) = g(a + 0) = za para todo a € A, asi M es inyectivo
por el criterio de Baer. O

2. Moddulos Inyectivos y el Funtor Hompg(—, M)

Otra propiedad poseida por un R-médulo inyectivo M es que ha-
ce al funtor contravariante Hompg(—, M) exacto.

PROPOSICION 4.9. Un R-mddulo M es inyectivo si y solo si para
cada sucesion exacta 0 — N, % N, de R-médulos y homomorfis-

mos de R-modulos, la sucesion Hompg(Ny, M) N Hompg(Ny, M) — 0
es exacta en Ab.

DEMOSTRACION. Si M es inyectivoy f € Homg(Ny, M), enton-

ces la inyectividad de M da un homomorfismo h : Ny — M tal que

f = hg = g*(h). De aqui, ¢* es un epimorfismo, asi Homz(Ny, M) L

Hompg(Ny, M) — 0 es exacta.

Inversamente, si Homg(Ny, M) L3 Hompz(Ny, M) — 0 es exacta
y f € Hompg(Ny, M), entonces g* es un epimorfismo, asi existe un
h € Hompg(N2, M) tal que g*(h) = f. Pero entonces hg = f, asi el
diagrama

0—— N, —2~ N,
i\ A
M

es conmutativo y consecuentemente, M es inyectivo. O
Puesto que Homgr(—, M) es exacto izquierdo cualquier R-modulo
M, tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 4.1. Un R-modulo M es inyectivo si y solo si el fun-
tor contravariante Hompg(—, M) : Modr — Ab es exacto.
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La caracterizacion de los modulos inyectivos como precisamente
esos R-modulos M para los cuales Hompg(—, M) preserva epimor-
fismos da la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.10. Si{M,}a es una familia de R-médulos, en-
tonces el R-mddulo [[, M, es inyectivo si y solo si cada M, es in-
yectivo.

DEMOSTRACION. Sea 0 — N; % N, una sucesién exacta de
R-modulos y homomorfismos de R-modulos. Para cada a € A, sea

g; : HomR(NQ,Ma) — HomR(Nl, Ma) tal que g;(f) = fg

para cada f € Hompg(N2, M,,). Si [[, M, es inyectivo, entonces
Hompg (NQ, I1 Ma> %% Homp <N1, I1 Ma> 0
A A

es exacta. La Parte (2) de la Proposicion 2.9 muestra que para cada
a € A tenemos un diagrama conmutativo con fila exacta

Homp(No, [] M)~~~ Homp(Ny, [[ M) —— 0
A A

g I
[1g

[[ Homg(No, M,) — [ Homg(Ny, M,) —=0
A A

Wal \l]ﬂ'g
*

Homp(Ny, M) —2—~ Homp(Ny, M,)

donde 7, y 7, son las proyecciones canonicas, ¢ y ¢’ son isomorfis-
mos tal que o(f) = (7o f) Y ¢’ (f') = (7. f'), respectivamente, y [] g
esté definido por [] g% ((f.)) = (fag). Un diagrama de persecucién
simple muestra que g’ es un epimorfismo, por lo que cada M, es
inyectivo.

Inversamente, si M, es inyectivo para cada a € A, entonces

ng : HHomR(Ng,Ma) — HHomR(Nl,Ma)
A A

es un epimorfismo. La funcién ¢~'((f,)) = f, donde f(z) = (f.(z))
paracada z € No y ¢ 1((f2)) = f con f'(z) = (fi(z)) paraz € N,
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da el diagrama conmutativo

[ Homa(Na, My) L% [T Homp(N1, M) —— 0
A A

w‘ll

Homp(Na, [] Ma) —2— Homp(Ny, [] M)
A A

Es claro que g* es un epimorfismo, asi [ [ M, es inyectivo. O
A

COROLARIO 4.2. Un sumando directo de un R-modulo inyectivo
es inyectivo.

La Proposicion 4.10 muestra que los productos directos de moé-
dulos inyectivos siempre son inyectivos para moédulos sobre un ani-
llo arbitrario. Sin embargo, sumas directas de médulos inyectivos no
siempre son inyectivas al menos que el anillo satisfaga ciertas con-
diciones.

3. Capsulas Inyectivas

Aunque los mddulos inyectivos existen, no cada mdédulo es inyec-
tivo. Aun cuando existen médulos que no son inyectivos, es el caso
que para cada R-modulo M existe un encajamiento M — FE, donde
E es un mddulo inyectivo. Entre los médulos inyectivos que contie-
nen a un submédulo isomorfo a M, existe uno, llamado la capsula
inyectivade M, que es Unico hasta isomorfismo. Esta capsula es, en
algun sentido, la “/la mejor aproximacion” de M por un modulo inyec-
tivo. Si la clase de mdédulos inyectivos que contienen una copia de
M es ordenada por la inclusién, serd mostrado que existe al menos
un modulo inyectivo que es un elemento minimo de esta clase.

DEFINICION 4.6. Una capsula inyectiva de un R-médulo M es un
modulo inyectivo E (M) junto con un monomorfismo ¢ : M — E(M)
tal que E (M) es una extension esencial de ¢(M). Una capsula in-
yectiva ¢ : M — E(M) de M se dice que es unica hasta isomorfis-
mo si siempre que ¢’ : M — E(M)’ sea otra capsula inyective de M,
existe un isomorfismo f : E(M)" — E(M) tal que f¢' = ¢.

LEMA 4.1. Si M es un submoddulo esencial de un R-mdodulo M’
y f: M — N es un monomorfismo de M en un R-mdédulo N, en-
fonces cualquier extension g : M' — N de f a M’ también es un
monomorfismo.
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DEMOSTRACION. Sea g : M’ — N una extension de un mono-
morfismo f : M — N. Siz € M N Nu(g), entonces f(z) = g(x) =0,
asi x = 0 puesto que f es inyectiva. De aqui, M N Nu(g) = 0, asi
Nu(g) = 0 puesto que M es un submodulo esencial de M. d

El conjunto de ideales derechos esenciales de un anillo R sirve
como un conjunto prueba para la inyectividad de un R-médulo. Ca-
da modulo se encaja en un modulo inyectivo. Brevemente, veremos
médulos inyectivos sobre un dominio ideal principal. Los médulos
inyectivos sobre tal dominio gozan de una propiedad de divisibilidad
que es equivalente a inyectividad.

DEFINICION 4.7. Si R es un dominio ideal principal, entonces un
R-médulo M se dice que es R-divisible si Ma = M para cada 0 #
a € R. Es decir, M es R-divisible si y solo si dado un elemento
0#a€ Ryye M,existe un z € M tal que xa = y.

Ejemplos

1. Imagenes Homomorfas. Cada imagen homomorfa de un R-
méddulo R-divisible es R-divisible.

2. Sumas Directas. Una suma directa (producto directo) de R-
médulos R-divisibles es R-divisible y un sumando directo de
un R-modulo divisible es R-divisible.

3. Los Numeros Racionales. El campo de los niUmeros racio-
nales Q es Z-divisible, asi Q) es Z-divisible para cualquier
conjunto A. De esta manera, Q) /N es Z-divisible para cual-
quier subgrupo N de Q4.

PROPOSICION 4.11. Si R es un dominio ideal principal, entonces
un R-modulo es inyectivo si y solo si es R-divisible.

DEMOSTRACION. Suponer que M es un R-médulo inyectivo y
sea 0 # a € R. Entonces (a) es un ideal de R y puesto que R es
un dominio entero, si y € M, entonces f(ab) = yb da un homomor-
fismo bien definido de (a) a M. Pero M es inyectivo, asi el criterio de
Baer indica que existe un x € M tal que f(c) = zc para todo c € (a).
En particular, f(a) = za, asi zra = y. De aqui, M es R-divisible.

Inversamente, suponer que M es R-divisible. Sea (a) un ideal no
cero de Ry suponer que f : (a) — M es un R-homomorfismo. Si
f(a) = y, entonces existe un x € M tal que za = y. Consecuente-
mente, si ab € (a), entonces f(ab) = f(a)b = yb = x(ab). Por lo tanto,
el criterio de Baer es satisfecho, asi M es un R-modulo inyectivo. [

Un aspecto importante de los Z-moddulos divisibles es que pue-
den ser usados para producir R-moédulos inyectivos.
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PROPOSICION 4.12. Las siguientes afirmaciones se cumplen pa-
ra cualquier R-modulo M.

1. Si M es visto como un Z-mddulo, entonces M puede ser
encajado en un Z-mddulo inyectivo.

2. Si Q es un Z-mddulo inyectivo, entonces Homz(R, Q) es un
R-mddulo inyectivo.

3. Existe un monomorfismo de M en un R-modulo inyectivo.

DEMOSTRACION. (1) Sea M un R-médulo. Si {z,}A €s un con-
junto de generadores para M como un grupo abeliano aditivo, existe
un epimorfismo de grupos Z*) — M. Si K es el nucleo de esta fun-
cién, entonces M = Z(») /K C Q™) /K. El Ejemplo 3 anterior indica
que Q¥ /K es Z-divisible mientras que la Proposicion 4.11 muestra
que Q) /K es un Z-mddulo inyectivo.

(2) Puesto que R es un (R,Z)-bimodulo, Homz(R,(Q) es un R-
modulo via (ha)(z) = h(az) para todo a,z € Ry h € Homz(R, Q).
Ahora sea A unideal derecho de Ry suponerque f : A — Homgz(R, Q)
es un R-homomorfismo. Para mostrar que Homy(R,(Q) es un R-
médulo inyectivo, basta, por el criterio de Baer, encontrar un h €
Homgz(R,Q) tal que f(a) = ha para todo a € A. Sia € A, en-
tonces f(a) € Homgz(R,Q) y para cada = € R, f(a)(z) € Q. Se
sigue que a — f(a)(1) es un Z-homomorfismo g : A — @, asi
si (Q es un Z-modulo inyectivo, entonces existe un homomorfismo
h € Homyz(R,Q) que extiende g a R. Sia € Ay b € B, entonces
(ha)(b) = h(ab) = g(ab) = f(ab)(1) = (f(a)b)(1) = f(a)(b). De aqui,
f(a) = ha paratodo a € A, asi Homy(R, Q) es un R-modulo inyecti-
VvO.

(3) Por (1) existe un encajamiento 0 — M — @ de M en un
Z-modulo inyectivo . Puesto que Homy(R, —) es exacto izquierdo
y covariante, tenemos una sucesién exacta 0 — Homg(R, M) —
Homgz(R,Q). Pero M = Homg(R,M) C Homgz(R, M), asi se si-
gue que M se encaja en Homy(R,(Q) el cual es, por (2), un R-
méddulo inyectivo. No es dificil mostrar que el encajamiento es un
R-homomorfismo. O

PROPOSICION 4.13 (Eckmann-Schopf). Cada R-mddulo tiene una
capsula inyectiva.

DEMOSTRACION. Si M es cualquier R-médulo, entonces, por la
Proposicion 4.12 existe un monomorfismo ¢ : M — E, donde E es
un R-mddulo inyectivo. Sea S el conjunto de todos los submédulos
N de E tal que N es una extensién esencial de (M ). Entonces S #
() puesto que p(M) € S. Si {N,} es una cadena en S, entonces
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Ua Mo € S sirve como una cota superior para la cadena. De aqui, S
es inductivo, asi por el lema de Zorn S tiene un elemento maximo,
digamos E(M).

Afirmamos que ¢ : M — E(M) es una cépsula inyectiva de M.
Observar primero que si E, es un complemento de E(M) en E, en-
tonces E(M) = (E(M)® E,)/E. es un submodulo esencial de E/E...
Esto se sigue puesto que si N/E. es un submédulo de E/E, tal que
(E(M)®E.)/E.)N(N/E.) =0, entonces (E(M)® E.)NN C E.. Por
la ley modular (E(M)NN)® E. = (E(M)&® E.)NN = 0, asi tenemos
que E. C (E(M)NN)@® E. C E.. Por lo tanto, E(M) NN = 0, asi
por la maximalidad de E., E. = N. De esta manera, N/E. = 0y asi
(E(M)® E.)/E. es esencial en E/E..

En seguida, afirmamos que £ = E(M) @ E.. Para ver esto, con-
siderar el diagrama conmutativo

0— (E(M)® E,)/E. —— E/E,

Lol

E(M)— E

donde ¢ es el isomorfismo E(M) = (E(M) @ E.)/E., i € ¢ son
las inyecciones candnicas y g es el homomorfismo dado por la in-
yectividad de E. Notar que, i) es una inyeccion, asi el Lema 4.1
muestra que g también es una inyeccién. Del diagrama tenemos
que E(M) = Im(i'}) = g((E(M) & E.)/E.) C g(E/E.). Pero o(M)
es esencial en E(M) y se sigue que E(M) = g((E(M) & E,)/E.)
es esencial en g(E/E.), puesto que (E(M) & E.)/E. es esencial
en E/E.. De aqui, (M) es esencial en g(E/E.). Ahora E(M) es
una extension esencial maxima de (M) en E, asi por la maximali-
dad de E(M), g((E(M) @ E.)/E.) = g(E/E.). De aqui, vemos que
E(M) @ E. = E. Puesto que un sumando directo de un modulo in-
yectivo es inyectivo, tenemos que E(M) es un R-mddulo inyectivo.
De esta manera, ¢ : M — E(M) es una capsula inyectivade M. O

PROPOSICION 4.14. Las cadpsulas invectivas son unicas hasta
isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea M un R-modulo y suponer que ¢, : M —
E1y ¢y : M — E5 son capsulas inyectivas de M. Entonces el Lema
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4.1 muestra que el diagrama

0—=M-2-F,

1 j
s f
FEy

puede ser completado conmutativamente por un monomorfismo f :
E, — FEi. Pero esto indica que f(E,) es un submédulo inyectivo de
E; y como tal es, por la Proposicién 4.1 un sumando directo de E;. Si
f(Ey)®N = Ep, entonces ¢ (M)NN = 0 puesto que ¢ (M) C f(E,).
Pero p1(M) es esencial en Ey, asi N = 0. De aqui, f también es un
epimorfismo. O

Puesto que una cépsula inyectiva ¢ : M — E(M) de un R-
médulo M es Unica hasta isomorfismo, podemos hablar de la cap-
sula inyectiva de M. No hay perdida de generalidad en identificar a
M con ¢(M) y considerar a M para ser un submédulo de E(M).
El homomorfismo ¢ ahora puede ser reemplazado por la inyeccién
canonica i : M — E(M).

PROPOSICION 4.15. Las siguientes propiedades se cumplen pa-
ra las capsulas inyectivas.

1. Si M es un submoddulo de un R-mddulo inyectivo E, enton-
ces E = E(M) @ E' para algun submoédulo (necesariamente
inyectivo) E' de E.

2. Si M es un submddulo esencial de un R-mddulo N, entonces
E(M) = E(N).

3. Si{M,}a es una familia de R-médulos, entonces @, E(M,,)
se encaja en E(P, M.) y el encajamiento es un isomorfis-
mo si P E(M,,) es inyectivo.

Se sigue inmediatamente de (3) de la proposicion anterior, que
si {M,} es una familia de R-modulos y si el conjunto de indices A
es finito, entonces @ E(M,,) = E(P, M,) puesto que las sumas
directas finitas de modulos inyectivos son inyectivas.

4. Moddulos Proyectivos

Aunque los modulos inyectivos existen Los R-modulos proyecti-
vos son duales a los mddulos inyectivos. Podemos obtener la defini-
cion de un R-méddulo proyectivo simplemente invirtiendo las flechas
en el diagrama dado en la Definicion 4.1 de un modulo inyectivo.
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DEFINICION 4.8. Un R-méddulo M es llamado proyectivo si cada
diagrama con fila exacta

#

Ny~ N, —>0

de R-modulos y homomorfismos de R-mddulos puede ser comple-
tado conmutativamente por un homomorfismo g : M — Ns.

Claramente, si M y N son R-mddulos isomorfos, entonces M es
proyectivo si y solo si N es proyectivo. Se puede mostrar que un R-
médulo M es proyectivo si y solo si para cada R-médulo N y cada
submddulo N’ de N, el diagrama

M

£ n
N—>N/N’—>O

puede ser completado conmutativamente por un homomorfismo g :
M — N, donde 7 es la suryeccidén canonica.

Ejemplos.

1. Espacios Vectoriales. Cada espacio vectorial sobre un ani-
llo con division es proyectivo.

2. Médulos Libres. Cada R-médulo libre es proyectivo.

3. Médulos Que No Son Proyectivos. Existen médulos que
no son proyectivos. Por ejemplo, [ Z;, donde Z; = Z para
i=1,2,3,..., N0 es un Z-modulo proyectivo.

4. En anillo de las n x n matrices M, (R) es proyectivo como un
ML, (R)-médulo y como un R-médulo.

Un R-modulo inyectivo M es un sumando directo de cada k-
mddulo N que extiende a M. En efecto, si M es inyectivoy f: M —
N es un monomorfismo, entonces existe un submodulo X de N tal
que M = X y X es un sumando directo de N. Los mddulos proyec-
tivos gozan de una propiedad similar.

PROPOSICION 4.16. Si f : M — N es un epimorfismo y M es un
R-mddulo proyectivo, entonces M es isomorfo a un sumando directo
de N.
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DEMOSTRACION. Puesto que el diagrama con fila exacta
M

g

£
N-Topm——o
puede ser completado conmutativamente por un homomorfismo g :
M — N tal que fg = idy y g €s un monomorfismo. La Proposicidén
2.17 muestraque N = Img® Nu(f), asi el resultado se sigue puesto
que Im g = M. U

PROPOSICION 4.17. Si{M,}A es una familia de R-moddulos, en-
tonces @ \ M, es proyectivo si 'y solo si cada M, es proyectivo.

DEMOSTRACION. La demostracion es dual a esa de la Proposi-
cion 4.10. O

COROLARIO 4.3. Un sumando directo de un R-modulo proyectivo
es proyectivo.

LEMA 4.2. El anillo R es un R-modulo proyectivo.

DEMOSTRACION. Necesitamos mostrar que cada diagrama con
fila exacta
P

Ny~ N, —>0

puede ser completado conmutativamente por un homomorfismo g :
R — N,.Si f(1) =yyx € Nyestalque h(z) =y,seag: R — N,
definida por g(a) = za. entonces g esta bien definida, es R-lineal y
[ = hyg. O

TEOREMA 4.1. Sea M un R-mddulo. Las siguientes condiciones
son equivalentes.
(1) M es un R-modulo proyectivo.
(2) Cada sucesion exacta corta0 — A — B — M — 0 se escinde.
(3) M es isomorfo a un sumando directo de un R-modulo libre.



Capitulo 5

Teoria Clasica De Anillos

1. EIl Radical de Jacobson

Numerosos tipos de radicales han emergido durante los afos
cada uno con un fundamento diferente. De esta manera, cuando la
palabra “radical” sea encontrada, se debe tener cuidado para deter-
minar su significado exacto.

DEFINICION 5.1. El radical de Jacobson de un anillo R, deno-
tado por J(R), es la interseccion de los ideales derechos méaximos
de R. Si J(R) = 0, entonces R es llamado un anillo semisimple de
Jacobson. (Los anillos semisimples de Jacobson también son men-
cionados como anillos J-semisimples y a veces son llamados anillos
semiprimitivos.)

En este punto, el radical de Jacobson de R probablemente debe-
ria ser llamado el radical de Jacobson derecho de R puesto que esta
formado tomando la interseccion de los ideales derechos méaximos
de R. Sin embargo, J(R) también es la interseccion de los ideales
izquierdos maximos de R, asi una distincién de izquierdo y derecho
es inmaterial.

El concepto de radical de Jacobson de R se traslada a médulos.

DEFINICION 5.2. Si M es R-mddulo, entonces el radical de M,
denotado por J(M), es la interseccion de los submddulos maxi-
mos de M. Si M no tiene submédulos maximos, entonces ponemos
J(M) = M.

Existen médulos que no tienen submodulos maximos. Por ejem-
plo, el Z-mbdulo Q/Z no tiene submédulos méximos. La siguiente
proposicidn muestra que existe una clase “grande” de médulos los
cuales siempre tienen al menos un submodulo maximo.

PROPOSICION 5.1. Sea M un R-mddulo derecho no cero con un
conjunto generador finito. Entonces cada submddulo propio de M
esta contenido en un submddulo maximo. En particular, M tiene un
submaddulo maximo.

74
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DEMOSTRACION. Sea K un submodulo propio de M. Entonces
existe una sucesién z1,...,z, € M tal que

M=K+x1R+ -+ x,R.

Asi ciertamente entre todas las sucesiones de este tipo existe una
de longitud minima (probablemente existen varias sucesiones de es-
te tipo), y asi podemos suponer que x4, ..., z, tiene longitud minima.
Entonces
L=K+xR+  -+z,R

es un submddulo propio de M (de otra manera la sucesion dema-
siado corta zs,...,z, la haria de z1,...,z,). Sea P el conjunto de
todos los submédulos propios de M que contienen a L. Claramente,
P es un subconjunto no vacio parcialmente ordenado de la reticula
de submédulo de M en efecto L € P. Ahora un submddulo N que
contiene a L esta en P siy solo si z; ¢ N. Aplicamos el lema de
Zorn a P. Suponer que C es una cadena no vacia en el conjunto
parcialmente ordenado P. Poner V' =  JC. Afirmamos que V' es un
submodulo de M. En efecto si a,b € Ry z,y € V, entonces para
algunos N, N, € C, x € N, y y € N,. Puesto que C es una cadena,
podemos suponer que N, < N,. Asi z,y € N, y por la Proposicion
1.10 za + yb € N, C V. De esta manera V' es un submoédulo de M
asi afirmado. Pero claramente puesto que x; no esta en ningun ele-
mento de C, x; ¢ V. Hemos mostrado entonces que cada cadena no
vacia en P tiene una cota superior en P, a saber su union, asi por el
lema de Zorn P tiene un elemento maximo, digamos N. Porque N
es maximo en P cualquier submddulo estrictamente mas grande de
M no esta en P, y asi contiene a x;. Pero entonces cualquier médu-
lo de este tipo debe contenera N + 1R > L + 1R = M. De esta
manera N es un subméddulo (propio) maximo de M conteniendo a
K. Para la proposicién final del Teorema dejar que K = 0. O

Sea € la clase de R-médulos simples. Entonces J(M) es justa-
mente el rechazo de £ en M.

La siguiente proposicion caracteriza el radical de un modulo.

PROPOSICION 5.2. Para un R-mddulo tenemos
J(M) =Re(M,€) = {K C M/K es maximo en M}

=> {L c M/L es superfluo en M}.

DEMOSTRACION. La primera fila es justamente la definicion.
Si L < My K es un subméddulo maximo de M no conteniendo a L,
entonces K + L = M y K = M. De aqui cada submodulo superfluo
esta contenido en el radical.
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Ahora suponer que m € J(M)yU C M con mR+ U = M. Si
U # M entonces por el Lema de Zorn, existe un submédulo . ¢ M
maximo con respectoa U C Ly m ¢ L. Puestoque L+mR = M, el
submodulo L es maximo en My m € J(M) C L, una contradiccion.
De aquitenemos que U = M y mR < M. Consecuentemente, J(M)
es la suma de los submodulos superfluos en M. O

J(M) no necesita ser superfluo en M pero cada submaodulo fini-
tamente generado de J(M ) es superfluo en M. Por definicion, J(M)
es el submédulo mas pequefio U C M para el cual el médulo co-
ciente M /U es cogenerado por médulos simples. De aqui tenemos.

PROPOSICION 5.3. J(M) = 0 si y solo si M es cogenerado por
maodulos simples.

DEMOSTRACION. Suponer que J(M) = 0. Sea € = {S,}a la
clase de R-médulos simples. Para cada o« € A, S, = M/M, con
M, un submédulo méaximo de M. La familia de morfismos {7, :
M — M/M,}a induce un morfismo ¢ : M — [[, M/M, tal que
Nu(p) = a Nu(na) = s Mo = 0. Asi, M es cogenerado por mo-
dulos simples.

Inversamente, suponer que M es cogenerado por modulos sim-
ples. Sea £ = {S,}a la clase R-modulos simples. Para cada « € A,
Sa = M/M, con M, es un submédulo maximo de M. Entonces exis-

te un monomorfismo ¢ : M — [] S, tal que
Sa€E

0= Nu(p) = ﬂNu(wago) D J(M).

De aqui, J(M) = 0. O

COROLARIO 5.1. Si M es un R-modulo finitamente generado no
cero, entonces J(M) # M.

Puesto que R es generado por 1, J(R) # R. Una propiedad util
del radical de un modulo es que es preservado bajo sumas directas.

PROPOSICION 5.4. Si {M,}A es una familia de R-modulos, en-
tonces
H@ M) = @0,
A A

2. Zoclo de un moédulo

DEFINICION 5.3. El zoclo de un R-modulo M, denotado por Soc(M),
es la suma de todos los submédulos simples (minimos) de M. Si no
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existen submédulos minimos en M ponemos Soc(M) = 0. Un R-
médulo M es llamado semisimple (0 completamente reducible) si
M = Soc(M).

Ejemplos

1. Si D es un anillo con divisién, entonces M = D x D es un
D-mddulo bajo la adicion coordenada a coordenada y la D-
accion sobre M dada por (x,y)a = (xa,ya). Los submddulos
D x 0y 0 x D son submodulos simples de My M = (D x
0) ® (0 x D). De aqui M es un D-médulo semisimple. En
general, el producto directo [}, D;, con D; = D para cada
i, €s un D-modulo semisimple bajo la adicion coordenada a
coordenada y una D-accion similar a esa definida sobre M.

2. Si D es un anillo con divisién, entonces M, (D) es un ani-
llo simple. Para ver esto, observar que si I es un ideal de
M, (D) e I es el conjunto de todos los elementos que son
entradas en la primera fila y primera columna de una matriz
en I, entonces I es un ideal Unicamente determinado de D
tal que I = M, (I). De esta manera, I = 0 0 I = M, (D)
puesto que 0y D son los Unicos ideales de D. Es también el
caso que M, (D) es un anillo semisimple izquierdo y derecho
con M, (D) = @}, ci(D) = @}, (D), donde cada ideal
izquierdo minimo ¢;(D) es el conjunto de todas las matrices
columna con entradas de D en la i-ésima columna y ceros
en todas partes y cada ideal derecho minimo r;(D) es el con-
junto de todas las matrices fila en M, (D) con entradas de D
en la i-ésima fila y ceros en todas partes. De esta manera,
M., (D) es un anillo semisimple. Esta propiedad de M, (D) no
es fuera de lo ordinario.

3. Puesto que Soc(0) = 0, el mbédulo cero es, por definicién
semisimple.

Notar que si los submodulos de M son ordenados por la inclu-
sién, entonces los submddulos minimos no cero de M bajo esta or-
den son justamente los submodulos simples de M. La suma de sub-
moédulos minimos de M es dual a la interseccién de los submodulos
maximos de M, es decir, Soc(M ) es dual a J(M ). Notar también que
si dos R-modulos son isomorfos, entonces tienen zoclos isomorfos.
De esta manera, si uno de los mddulos es semisimple, entonces el
otro modulo también sera semisimple.

Vimos en el Ejemplo 1 que el D-mddulo semisimple M no solo es
la suma de sus submddulos simples sino que la suma es directa. La
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siguiente proposicién muestra que un caso similar se cumple para
un médulo semisimple no cero M, aunque si M = &, S,, entonces
la familia { S, } o de mddulos simples de M puede ser un subconjunto
propio de la coleccién de todos los submédulos simples de M.

PROPOSICION 5.5. Si el zoclo de un R-mdédulo M es no cero,
entonces Soc(M ) es una suma directa de una subfamilia de la familia
{S.}a de modulos simples de M. Ademas, si f : M — M es un
homomorfismo entonces f(Soc(M)) C Soc(M); es decir, el Soc(M)
es estable bajo cada endomorfismo de M.

DEMOSTRACION. Suponer que el Soc(M) # 0y sea {S,}a la
familia de submodulos simples de M. Entonces Soc(M) = ) Sa.
En seguida suponer que S es la coleccion de subconjuntos I' de A
tal que la suma > . S, es directa. El conjunto S es no vacio puesto
que los subconjuntos de un solo elemento de A estan en S. Ordenar
parcialmente S por la inclusién. Si C es una cadena en S, entonces
afrmamosque A =J.T'estaenS.Sea ), v, € >, Sa-Si) "\ 20 =
0, entonces los z,, # 0 en esta suma son a lo mas finitos en nimero.
El hecho de que C es una cadena, implica que existe un I" € C tal
que los subindices de los posiblemente z, # 0 estan en I'. Pero
> S. es directa, asi estos z,, también deben ser cero. Por lo tanto,
la suma ), S, es directa, asi S es inductivo. Aplicar el lema de
Zorn y escoger I'* para ser un elemento maximo de S. Si ) .. S, #
Soc(M), entonces existe un submodulo simple Sz de M tal que S;
no esta contenido en la suma ) ;.. S,. Se sigue SgN > .. So =0, asi
la suma Sz + > .. S, es directa. Pero entonces el conjunto I'* U {8}
contradice la maximalidad de I'* y de esta manera debe ser el caso
que Soc(M) = P« Sa-

Finalmente, si f : M — M es un homomorfismo y S es un sub-
moédulo simple de M, entonces o f(S) = 0 o f(S) es un submé-
dulo simple de M. Se sigue de esta observacion que f(Soc(M)) C
Soc(M). O

COROLARIO 5.2. Para cada R-mddulo M, Soc(M) es el submd-
dulo semisimple mas grande, tnico de M.

LEMA 5.1. Sea M un R-mddulo con la propiedad de que cada
submodulo de M es un sumando directo de M. Entonces cada sub-
modulo de M también tiene esta propiedad.

DEMOSTRACION. Sea M un R-médulo con la propiedad de que
cada submodulo de M es un sumando directo de M. Sea N un sub-
médulo de M y suponer que N; es un submodulo de N. Afirmamos
que N; es un sumando directo de N. Puesto que NV; es un sumando
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directo de M, existe un submodulo N, de M talque M = N, & N,. De
esto tenemos que N = NN M = NN (N, & N,). Por la propiedad de
modularidad de los modulos, dada en el Ejemplo 10 de la Seccion
1.4, vemos que N = N; @ (N N Ny), asi N; es un sumando directo
de N. O

LEMA 5.2. Un R-moédulo es semisimple si y solo si cada submo-
dulo de M es un sumando directo de M.

COROLARIO 5.3. Un R-mddulo es semisimple si y solo si M no
tiene submodulos esenciales propios.

DEMOSTRACION. Si M es un R-modulo semisimple, entonces es
claro que M no tiene submodulos esenciales propios. Inversamente,
si N es un submédulo de M y N, es un complemento de N en M,
entonces N & N, es un subméddulo esencial de M. De esta manera,
N ® N.= M, asi N es un sumando directo de M. O

COROLARIO 5.4. Cada submodulo y cada imagen homomorfa de
un modulo semisimple es semisimple.

DEMOSTRACION. Los Lemas 5.1 y 5.2 muestran que cada sub-
médulo de un médulo semisimple es semisimple. Si f : M — N
es un epimorfismo y M es un R-mddulo semisimple, entonces 0 —
Nu(f) - M — N — 0 se escinde. De aqui, N es isomorfo a un
subméddulo semisimple de M y es de esta manera semisimple. O

Previamente hemos visto que el radical de un R-modulo M es la
suma de los submédulos superfluos de M. Dualmente, el zoclo de
M puede ser descrito en términos de los submédulos esenciales (o
grandes) de M.

PROPOSICION 5.6. Si{N,}a es la familia de submddulos esen-
ciales de un R-modulo M, entonces Soc(M) = (5 Na-

DEMOSTRACION. Si S es un submodulo simple de M y N es un
submodulo esencial de M, entonces SN N es un submodulo no cero
de S. De aqui, S = SN N C N, asi Soc(M) C N. De esta manera,
Soc(M) C (o Na. Inversamente, sea N = (), N, Y suponer que
X es un submédulo de N. Si X, es un complemento en M de X,
entonces X & X, es, por la Proposicion 4.6, un submddulo esencial
de M. Puesto que X C N C X & X,, vemos, por modularidad, que
N=NNnXaX.)=X&(NnX,.). De aqui, cada submbdulo de N es
un sumando directo de N, asi N es, por el Lema 5.2, un submaédulo
semisimple de M. De esta manera, se sigue del Corolario 5.2 que
N C Soc(M). Por lo tanto, Soc(M) = (5 Na.- O



Capitulo 6

Anillos Cuyos Modulos Simples Son Inyectivos

1. V-anillos

DEFINICION 6.1. Un anillo R es llamado un V-anillo derecho si
cada R-mddulo derecho simple es inyectivo.

TEOREMA 6.1. Para cualquier anillo R, las siguientes proposicio-
nes son equivalentes:

(1) R es unV-anillo derecho.

(2) Para cualquier R-modulo derecho M, J(M) = 0.

(3) Cada ideal derecho A (# R) de R es una interseccion de ideales
derechos maximos.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Sea R un V-anillo derecho y sea M
un R-mddulo derecho. Afirmamos que la interseccidén de todos los
submédulos maximos de M es cero. Sea 0 # = € M. Considerar
el R-modulo derecho ciclico zR. Sea N un submodulo maximo de
zR. Entonces S = xR/N es un R-modulo derecho simple y de aqui
inyectivo, por suposicion. Considerar el homomorfismo suprayectivo
canénico f : xR — S. Puesto que S es inyectivo, f puede ser exten-
dido a f': M — S. Claramente Nu(f’) es un submddulo maximo de
M tal que = ¢ Nu(f"). Esto muestra que la interseccion de todos los
submédulos méximos de M es cero, es decir, J(M) = 0.

(2) = (3). Sea A # R un ideal derecho de R. Puesto que J(R/A)
= 0, concluimos que A es una interseccion de ideales derechos ma-
Ximos.

(3) = (1). Sea S cualquier R-mddulo derecho simple. Sea I
cualquier ideal derecho de R. Considerar un homomorfismo no cero
f I — S. Para demostrar que S es inyectivo, necesitamos mos-
trar que f puede ser extendido a R. Fijar un elemento = € I\ Nu(f).
Puesto que el Nu(f) es la interseccion de una familia de ideales de-
rechos maximos de Ry = ¢ Nu(f), existe un ideal derecho maximo
M D Nu(f) tal que = ¢ M. Puesto que I/Nu(f) = S es simple, te-
nemos que M NI = Nu(f). Claramente, I + M = R. Ahora podemos
extender f a f' : R — S definiendo f'(a +m) = f(a) para cualquier

80
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a € I'ym € M. Esto muestra que cada R-mdédulo derecho simple
es inyectivo y de aqui R es un V-anillo derecho. O

TEOREMA 6.2. Para un anillo R, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. R es unV -anillo derecho.

2. Cada ideal derecho I de R es un idempotente, es decir, I? =
I y todos los anillos cociente primitivos derechos de R son
V -anillos derechos.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Sea R un V-anillo derecho. Clara-
mente cada anillo cociente de R es un V-anillo derecho. Suponer
gue existe un ideal derecho I de R tal que I? # I. Por el teorema
anterior, el ideal derecho I? es una intersecciéon de ideales dere-
chos maximos. Por lo tanto existe un ideal derecho maximo M de
Rtalque I? C M eI ¢ M. Entonces R = M + I. De esta ma-
nera existen elementos m € My a € I con 1 = m + a. Entonces
I=(m+a)l Cml+al € M+ I? = M, una contradiccién. De aqui
I =1.

(2) = (1). Sea S un R-modulo derecho simple. Sea F una ex-
tension esencial de S, y sea A = ann,(S). Puesto que el anillo co-
ciente R/A es primitivo derecho, por suposicién, R/A es un V-anillo
derecho. Ahora afirmamos que A = ann,(E). Suponer lo contrario
A # ann,(FE). Entonces existe un elemento » € E tal que zA # 0.
Puesto que E es una extension esencial del modulo simple S, te-
nemos que S C xA. Por lo tanto existe un ideal derecho I de R tal
que I C Ayxzl = S. Ahora S = ol = zI* = ST C SA = 0, una
contradiccion. De aqui A = ann,(E). Ahora E es un R/A-modulo
derecho que es una extension esencial del R/A-médulo simple S.
Puesto que R/A es un V-anillo derecho, S = E. Por lo tanto S es
inyectivo y de aqui R es un V-anillo derecho. O

LEMA 6.1. Sea R un anillo regular von Neumann.

(a) Todos los ideales unilaterales de R son idempotentes.
(b) Todos los ideales bilaterales de R son semiprimos.

(c) El radical de Jacobson de R es cero.

(d) R es semihereditario derecho e izquierdo.

(e) R es no singular derecho e izquierdo.

DEMOSTRACION. (a) Sea J un ideal derecho de R. Dado = € J,
tenemos que zyx = x para algun y € R, y, consecuentemente, x =
(zy)z € J2. De esta manera J = J>.

(b) Es claro de (a).
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(c) Se sigue del hecho de que el radical de Jacobson no contiene
idempotentes no cero.

(d) De acuerdo al Teorema 1.1, cada ideal unilateral finitamente
generado de R es un sumando directo de R y asi es proyectivo.

(e) Suponer que zJ = 0 para algun x € R y algun submddulo
esencial J C Rg. Existe un idempotente e € R tal que Re = Ruz, Y,
puesto que ReJ = RxzJ = 0, vemos que J C (1 — e)R. Entonces
JNeR =0, de donde eR = 0, y, consecuentemente, z = 0. De esta
manera, Ry s no singular. O

COROLARIO 6.1. Sea R un anillo reqular von Neumann tal que
cada anillo cociente primitivo de R es artiniano. Entonces R es un
V -anillo derecho e izquierdo.

DEMOSTRACION. Sea R un anillo regular von Neumann y sea J
un ideal derecho (izquierdo) de R. Por el Lema 6.1 J = J2.

Sea S un R-modulo simple. Puesto que A = ann,.(S) es un ideal
primitivo derecho de R, R/A es primitivo derecho y artiniano. Asi,
R/A es artiniano simple lo que implica que R/A es semisimple dere-
cho. De aqui, cada R/A-médulo es inyectivo. Por el Teorema 6.2 R
es un V-anillo derecho. Similarmente, R es un V-anillo izquierdo. [

El siguiente teorema es un resultado inédito bien conocido debi-
do a Kaplansky.

TEOREMA 6.3. Un anillo conmutativo R es unV -anillo si y solo si
es un anillo regular von Neumann.

DEMOSTRACION. Sea R un anillo conmutativo regular von Neu-
mann. Puesto que un anillo conmutativo primitivo es un campo y
cada ideal derecho de un anillo regular von Neumann es idempoten-
te, del Teorema 6.2, se sigue que R es un V-anillo. Inversamente,
suponer que R es un V-anillo conmutativo. Entonces, por el Teore-
ma 6.2, cada ideal derecho de R es idempotente. Sea a € R. En-
tonces aR = (aR)* = a’R. Asi existe un elemento b en R tal que
a = a’*b = aba. De aqui R es un anillo regular von Neumann. O

Sin embargo, en el caso de los anillos no conmutativos, las dos
condiciones son completamente diferentes.

2. WV-anillos

DEFINICION 6.2. Un anillo R es llamado débilmente V-anillo de-
recho (WV-anillo por abreviar) si cada R-médulo derecho simple es
R/A-inyectivo para cualquier ideal derecho A tal que R/A % R (i.e.,
R/A es propio).
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Tales anillos no necesitan ser V-anillos derechos, asi por ejemplo
el anillo Z,. para cualquier primo p es un WV -anillo el cual no es un
V-anillo.

Empezamos con la siguiente observacion.

LEMA 6.2. Sea R un WV -anillo derecho, y sean R/A y R/B R-
modulos derechos ciclicos propios tal que AN B = 0. Entonces R es
un V-anillo derecho.

DEMOSTRACION. Puesto que R es un WV-anillo derecho, por
la Proposicion 4.4 cualquier R-modulo derecho simple es (R/A) x
(R/B)-inyectivo. Puesto que Ry se encaja en (R/A) x (R/B), cual-
quier R-médulo derecho simple es Ry inyectivo, es decir R es un
V-anillo derecho. O

DEFINICION 6.3. Un R-médulo M tiene dimension Goldie (o di-
mension uniforme) finita, denotada como Gdim(M), si M no con-
tiene una coleccion infinita de submddulos no cero cuya suma sea
directa. Si R es de dimensién finita como un R-mddulo, entonces R
es un anillo (derecho) de dimension finita .

DEFINICION 6.4. Un R-mddulo U es llamado uniforme si U # 0y
cada submaédulo no cero de U es un submoddulo esencial.

TEOREMA 6.4. Sea R un WV -anillo derecho tal que R no es un
V -anillo derecho. Entonces R debe ser uniforme derecho .

DEMOSTRACION. Suponer que R es un WV -anillo derecho. Si R
es de dimension Goldie infinita, entonces R contiene una suma di-
recta A® B donde ambos Ay B son sumas directas infinitas de idea-
les derechos no cero. Si R/A = R, entonces R/A es proyectivo, y de
aqui existe un ideal derecho C de R tal que R = C & A. Pero enton-
ces el moédulo ciclico R/C' es isomorfo a una suma directa infinita de
maodulos no cero, una contradiccion. De esta manera R/A es propio.
Similarmente R/B es propio, y asi R es un V-anillo derecho por el
Lema 6.2. Suponer ahora que Gdim(R) = n > 1 es finita. Entonces

n
existen ideales derechos uniformes cerrados U; tal que @ U; C. R.

=1
Ahora Gdim(R/U;) = n — 1 = Gdim(R/U,), y asi R/U, y R/U, son
propios. De aqui R es V-anillo derecho por el Lema 6.2. Asi si R es
un WV-anillo derecho pero no un V-anillo derecho, debemos tener
que Gdim(R) = 1, es decir R es uniforme derecho. O
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PROPOSICION 6.1. Sea R un anillo tal que R/I es propio para
cualquier ideal derecho no cero I. Entonces las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

1. R es un WV -anillo derecho.

2. J(R/I) = 0 para cualquier ideal derecho no cero I de R.

3. Cualquier ideal derecho no cero I #+ R es una interseccion
de ideales derechos maximos.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Sea I cualquier ideal derecho no ce-
rode R. Paracada 0 # = € R/I (z ¢ I) considerar el R-submédulo
derecho ciclico xR/I de R/I. Sea K, /I un submddulo maximo de
zR/I (K, maximo en zR) con a € A. Considerar el siguiente diagra-
ma de médulos y R-homomorfismos el cual conmuta por suposicion.

0 aR/I / R/I
(eR/D)/(Ko)T) = 2R/K,

y notar que p,(z) = p.(z) # 0. La familia de morfismos {p; }zcr/:
induce un morfismo

¢:R/T— [] =R/K.
TeR/I
tal que Nu(¢) = () Nu(p,) = 0. De esta manera, ¢ es un mono-
zZeR/I
morfismo y la Proposicion 5.3 implica que J(R/I) = 0.

(2) = (3) se sigue del Teorema de Correspondencia para modu-
los.

(3) = (1) Sea I un ideal derecho propio no cero de Ry sea S un
R-médulo simple. Considerar un submédulo J/I de R/I y un morfis-
mo no cero f : J/I — S.Si H/I = Nu(f) entonces (J/I)/(H/I) =
J/H = S por el Corolario 1.5. De esta manera, H/I es un submodu-
lo maximo de J/I. De aqui, H es un submédulo méaximo de J. Por
suposicion existe un submddulo maximo K de Rtalque H C Ky
J ¢d K. Claramente, J + K = R, de donde R/I = (J + K)/I. Ahora
podemos extender f a f : R/I — S definiendo f(j + k) = f(j) pa-
ra cualquier j € J/I'y k € K/I. Esto muestra que cada R-mddulo
simple es R/I-inyectivo y de aqui R es un WV-anillo derecho. [

COROLARIO 6.2. Si R es un WV -anillo derecho, entonces R/ J(R)
es un 'V -anillo derecho.

DEMOSTRACION. Si R es un V-anillo derecho, entonces clara-
mente R/J(R) es un V-anillo derecho. Asi, suponer que R no es un
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V-anillo derecho. Entonces por el Teorema 6.4, R es uniforme dere-
cho. Por la Proposicion 6.1, cada ideal derecho no cero (# R) de R
es una interseccion de ideales derechos maximos. Si J(R) = 0, en-
tonces el ideal cero también es una interseccién de ideales derechos
maximos, y asi R (= R/J(R)) es un V-anillo derecho. Si J(R) # 0,
entonces en R/J(R) todos los ideales derechos (# R/J(R)) son
intersecciones de ideales derechos maximos, y asi R/J(R) es un
V-anillo. O

De esta manera, en particular, un WV -anillo derecho regular von
Neumann es un V-anillo derecho. En efecto, si R es un regular von
Neumann entonces J(R) =0y R= R/J(R)y por el Corolario 6.2 R
es un V-anillo derecho.

PROPOSICION 6.2. Si R es un WV -anillo derecho, entonces las
siguientes proposiciones se cumplen:

1. Si I es un ideal derecho de R, entonces 1> =00 1% = 1.
2. Si R es un dominio, entonces R es simple.

DEMOSTRACION.

(1) Si R es un V-anillo derecho, entonces por el Teorema 6.2,
I? = I para cada ideal derecho de R. Suponer que R no es
un V-anillo derecho. Entonces R es uniforme derecho por el
Teorema 6.4. Sea I # R un ideal derecho y suponer que 2 #
0. Por la Proposicién 6.1, ambos I e I? son intersecciones de
ideales derechos méaximos. Si I? # I, debe existir un ideal
derecho méximo M tal que I? C M pero I ¢ M. De esta
manera tenemos R = I + M y podemos escribir 1 = x +m
paraalginxz € I, me M.Estodal = (x+m)I Cxl+ml C
I? + M = M, una contradiccion. De aqui I? = 1.

(2) Sea 0 # a € R. Puesto que R es un dominio, (aR)? # 0, asi
la parte (1) nos da (aR)? = aR, es decir aRaR = aR. Puesto
que R es un dominio, esto da RaR = Ry de aqui R es un
anillo simple. O

COROLARIO 6.3. Si R es un WV -dominio derecho, entonces R
es un V -dominio derecho.

DEMOSTRACION. Sea R en un WV -dominio por la Proposicién
6.2 R es simpley J(R) = 0. De esta manera R (= R/J(R)) es un
V-dominio derecho. O

DEFINICION 6.5. Un R-m6dulo derecho M es llamado un V-médulo
si cada modulo simple en o[M] es M-inyectivo.
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De esta manera, un anillo R es un V-anillo derecho siy solo si ca-
da R-mddulo derecho es un V-modulo; y un anillo R es un WV -anillo
derecho si y solo si cada modulo ciclico propio es un V-médulo. El
siguiente teorema es una generalizacion del Teorema 6.1 para V-
maodulos.

TEOREMA 6.5. Para un R-modulo derecho M, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(a) M es unV-modulo.

(b) cada médulo finitamente cogenerado en o[M]| es M -inyectivo.

(c) cada médulo en o[M]| es un V-mddulo.

(d) cada mddulo finitamente cogenerado en o[ M] es semisimple.

(e) cada mdédulo cociente finitamente cogenerado de M es semisim-
ple.

(f) o[M] tiene un cogenerador semisimple.

(g) o[M] tiene un cogenerador () con J(Q) = 0.

(h) para cada modulo N € o[M], J(N) = 0.

(i) para cada médulo cociente N de M, J(N) = 0.

(j) cualquier submddulo propio de M es una interseccion de sub-
modulos maximos.

DEMOSTRACION. (a) = (f) Si cada modulo simple en o[M] es
M-inyectivo, entonces la suma directa de los modulos simples en
o[M] es un cogenerador semisimple (ver Proposicion 3.8).

(f) = (g9) Sea @ € o[M] un cogenerador semisimple. De aqui
Q = @, S» con Sy submobdulo simple en @, A € A. De esta manera
J(Q) = J(Ds 51) = Ba J(Sy) = 0.

(9) = (h) Sea @ € o[M] un cogenerador con J(Q) = 0. Para
cada médulo N € o[M] existe un monomorfismo f : N — Q*. Para
cada A\ € A, myf(J(N)) C J(Q) = 0. De esta manera, J(N) C
Na Nu(myf) = Nu(f) = 0, es decir, J(N) = 0.

(h) = (i) Puesto que M € o[M], M/N € o[M] para todo submo-
dulo N de M. Por (k) J(M/N) = 0.

(1) < (7) Inmediato de la definicion de radical.

(1) = (e) Sea N un mddulo cociente finitamente cogenerado de
M. Por (i) J(N) = 0. De aqui, N es cogenerado por médulos sim-
ples Sy, A € A, y la composicion N — [[, Sx =5 [[S» €s un mo-
nomorfismo con F' C A un subconjunto finito. De esta manera, N es
semisimple.
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(¢) = (a) Sea S un médulo simple en ¢[M] y S la capsula M-
inyectiva de S. Cualquier diagrama con filas exactas

0—K—M

-

~

0——S5——S5

puede ser extendido a un diagrama conmutativo por algin morfismo
f: M — S.Como un submédulo de S, f(M) es finitamente cogene-

-~

rado y de aqui semisimple por (e), es decir, f(M) C Soc(S) = S. Por
lo tanto S es M-inyectivo.

(b) = (a) Puesto que cada médulo simple en o[M] es finitamente
cogenerado, por (b) cada médulo simple en o[M] es M-inyectivo. De
aqui, M es un V-médulo.

(a) = (d) Sea {S,}a un conjunto minimo de representantes de
los modulos simples en o[M] y S, la capsula M-inyectiva de Sy,
A € A. Por la Proposicién 3.8, {S\}A es un conjunto de cogenera-
dores en o[M]. Sea N € o[M] finitamente cogenerado. Entonces la
composicion N — [ Sy =5 [I Sx es un monomorfismo con F C A
un subconjunto finito, es decir, N es semisimple.

(d) = (e) Es obvio.

(a) = (c) Cada médulo simple en o[M] es M-inyectivo. Por la
Proposicién 4.5 cada mddulo simple es N-inyectivo para cualquier
N € o[M]. Asi, cada modulo N € o[M] es un V-mddulo.

(d) = (b) Puesto que ya hemos visto que (d) < (a), la condicién
(d) implica que cada modulo finitamente cogenerado en ¢[M] es una
suma directa finita de modulos simples M-inyectivos y de aqui M-
inyectivo. O

En vista del Corolario 6.2, se sigue que si R un WV-anillo dere-
cho el cual no es un V-anillo derecho, entonces J(R) # 0.

LEMA 6.3. Sea R un WV -anillo derecho el cual no es un V -anillo
derecho. Entonces J(R) es un R-médulo derecho simple.

DEMOSTRACION. Sea Ny un submaodulo propio de J(R). Si R/N
=~ R, entonces R/N es proyectivo y de aqui N es un sumando direc-
to de R, una contradiccion porque R es uniforme derecho. De esta
manera R/N es un ciclico propio. Puesto que R es un WV -anillo
derecho, R/N es un V-moédulo y de aqui J(R/N) = 0 = J(R)/N.
De esta manera J(R) = N y de aqui J(R) es un R-mddulo derecho
simple. O
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COROLARIO 6.4. Sea R un WV -anillo derecho el cual no es un
V -anillo derecho. Entonces cada ideal derecho no cero de R contie-
nealJ(R).

DEMOSTRACION. Sea I un ideal derecho no cero de R. Puesto
que R es uniforme derecho, 0 # I N J(R) C J(R). Porque J(R)r €s
simple, tenemos que INJ(R) = J(R). De estamanera J(R) C I. O

LEMA 6.4. Sea R un WV -anillo derecho el cual no es unV -anillo
derecho. Entonces cada ideal derecho ciclico no cero de R/J(R) es
isomorfo a R/ J(R).

DEMOSTRACION. Sea R = R/J(R) Sea 0 # z € R. Entonces
existe © € R\J(R) tal que = = = + J(R). Si xR 2 Rpg, entonces
como R es un WV-anillo derecho y J(R) es un R-mddulo derecho
simple, J(R) es xR-inyectivo. Pero J(R) C zR por el Corolario 6.4,
asi J(R) es un sumando directo de xR, una contradiccién ya que R
es uniforme derecho. De esta manera xR = Rgr. Sea f : xR — R un
isomorfismo. Puesto que R es un V-anillo derecho, J(zR/J(R)) =
0. De aqui J(zR) C J(R). Ahora cada submodulo no cero de =R
contiene a J(R) por el Corolario 6.4, y asi J(zR) # 0. Ahora, como
J(R)g es simple, J(xR) = J(R). De aqui f(J(R)) C J(R). Puesto
que f es una inyeccioén, f(J(R)) # 0,y asi f(J(R)) = J(R). De esta
manera R = R. O

TEOREMA 6.6. Sea R un WYV -anillo derecho el cual no es un
V -anillo derecho. Entonces

1. R tiene exactamente tres ideales bilaterales 0 C J(R) C R.
Ademas, para cualquier elemento no cero x € J(R), Rx =
g (R/J(R)).

2. Si gJ(R) es finitamente generado, entonces R/J(R) es un
anillo con division y asi, R tiene exactamente tres ideales
derechos 0 C J(R) C R.

DEMOSTRACION.

1. Sea R = R/J(R). Sea 0 # # € R. Entonces 2R = R por el
Lema 6.4. Asi z Rk es proyectivo. de esta manera R _ = P®Q,
donde P = zR. Si Q # 0, entonces es generado por un
idempotente no trivial € € R. Puesto que J(R)r es simple,
J(R)? = 0. Puesto que J(R) es nil, los idempotentes médulo
J(R) pueden ser levantados. Asi podemos suponer que e es
un idempotente en R. Pero R es uniforme derecho, asi esto
es una contradiccion. de esta manera 0 = Q = anny(z). Esto
implica que R es un dominio. Puesto que R es un V-anillo
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derecho, R es un anillo simple. De esta manera se sigue que
R tiene exactamente tres ideales bilaterales 0 C J(R) C R.
Finalmente, sea 0 # = € J(R). Entonces Rz = J(R). Puesto
que annf*(J(R)) es un ideal bilateral, asi es annf*(x). Puesto
que J(R)? =0y R es simple, debemos tener que ann/(x) =
J(R). De esta manera se sigue que Rz = g(R/J(R)).

2. Suponer que rJ(R) = Rz + - - - + Rxy, para algun entero po-
sitivo k, donde 0 # z; € J(R) para 1 < i < k. Definir ¢ :
Rr — J(R)® por o(r) = (217,...,24r). Poner I = Nu(yp) =

k

N annl(z;). Entonces I C annf(J(R)). Pero J(R)> = 0y
i=1

r

R es simple, asi annf*(J(R)) = J(R) = I. Ahora R/J(R) es
isomorfo a un submodulo de J(R)*), de donde Rj es se-
misimple. Puesto que R es un dominio, debe ser un anillo
con division y consecuentemente R tiene exactamente tres

ideales derechos 0 C J(R) C R. O

Consecuentemente, tenemos el siguiente.

COROLARIO 6.5. Sea R un WV -anillo derecho tal que R no es
un V-anillo derecho. Suponer, ademas, que R es un WV -anillo iz-
quierdo. Entonces R es un anillo uniserial derecho e izquierdo, y
0 C J(R) C R es la unica serie de composicion en R.

Consecuentemente, si R es un WV -anillo derecho tal que R no
es un V-anillo derecho, entonces R es un WV -anillo izquierdo si y
solo si pJ(R) es un médulo simple.

DEMOSTRACION. Sea R un WV -anillo derecho como izquierdo.
Si R también fuera un V-anillo izquierdo entonces por el Corolario
6.2 J(R) = 0 lo cual es una contradiccién. De esta manera R es un
WV -anillo izquierdo el cual no es un V-anillo izquierdo y por el Teo-
rema 6.6 se sigue que R es un anillo uniserial derecho e izquierdo,
y 0 C J(R) C R es la Unica serie de composicién en R.

Por otra parte si R es un WV-anillo derecho e izquierdo el cual
no es un V-anillo derecho, entonces R no es un V-anillo izquierdo y
por el Lema 6.3 zJ(R) es simple. Inversamente, si pJ(R) es simple
por el Teorema 6.6 R tiene exactamente tres ideales izquierdos 0 C
J(R) C R. De esta manera, trivialmente cada ideal izquierdo no
cero de R es interseccion de ideales izquierdos maximos y por la
Proposicién 6.1 R es un WV -anillo izquierdo. O
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3. X-V anillos

DEFINICION 6.6. Un R-modulo M es llamado X-inyectivo si M (@)
es inyectivo para cualquier cardinal a.

Un anillo R es llamado un -V anillo derecho si cada R-mddulo
derecho simple es Y-inyectivo.

El siguiente teorema da caracterizaciones para que un médulo
inyectivo sea X-inyectivo.

TEOREMA 6.7. Para un médulo inyectivo My, las siguientes pro-
posiciones son equivalentes:

1. M es Y- inyectivo.

2. M®) es inyectivo.

3. Cada extension esencial de M®™) es una suma directa de
modulos que son o inyectivos o proyectivos.

4. R satisface la CC A sobre el conjunto de ideales derechos I
de R que son anuladores de subconjuntos de M.

DEMOSTRACION. (3) = (1) Suponer que cada extensién esen-
cial de M®) es una suma directa de médulos que son o inyecti-
vos 0 proyectivos. Suponer lo contrario que M no es X-inyectivo.
Entonces @ M;, (M; = M) no es inyectiva para algun conjunto de

€L
indices infinito Z. De esta manera, por el criterio de inyectividad de
Baer, existe un ideal derecho A de Ry un R-homomorfismo derecho
g: A — @M, tal que el conjunto I' = {j € T : m;0g # 0} es
€L
infinito, donde w; : @ M; — M; es la proyeccion canoénica. Porque
1€L
de lo contrario la Im(g) estaria contenida en una subsuma directa

finita de @ M;; y puesto que cualquier suma directa finita de mo-
1€
dulos inyectivos es inyectiva, la funcién ¢ se extenderia a R y esto
contradiria nuestra suposicion de que € M; no es inyectiva. Sea J
€L
un subconjunto numerablemente infinito de I’. Ahora, escoger un
elemento a; € A. Sea b; = g(a;) y N; = b;R. Entonces N; es un
submaodulo ciclico de M;. Puesto que J es numerable y cada NN, es
ciclico, @ N, es numerablemente generada. Denotar por ;, una

JjeJ
capsula inyectiva de N; en M;. Sea Q = E( ;) una capsula in-
jeg
yectiva de @@ @Q,;. Seaw : @ M; — P Q, el epimorfismo que lleva
JET i€ Jj€ET

a M, a cero sii € 7\ J; mientras que para todo i € 7, la restriccién
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de m a M;, w|y, = Boadonde a : M; — @Q; es la proyeccion suman-
do directo natural y 5 : Q; — € @, es el monomorfismo canonico.

JjeTJ
Afirmamos que el homomorfismo f = rog: A — @ Q; no puede
JjeJ
ser extendido a un homomorfismo » : R — @ @, a lo largo del mo-
jeg
nomorfismo i : A — R. En particular, afirmamos que @ ), no es
JjeTJ

inyectiva. Suponer lo contrario que f admite tal extension h. Puesto
que h(1) esta contenida solamente en una subsuma directa finita de
@D Q,, la Im(f) esta contenida en  Q; para algun subconjunto fi-
JjeT JEF
nito 7 de J. De esta manera, 7; o f = 0 para cada j € J\F. Pero
esto no es posible yaque ;o f : A — ); y cada @; es una capsula
inyectiva de N; en M;.
Considerar el conjunto €2 de submdédulos P de @ satisfaciendo
las siguientes tres condiciones:
1. D Q;CPCQ;
jed
2. P es un suma directa de subméddulos inyectivos de Q;
8. f=mog: A— @ Q; C P no puede ser extendida a un
jeg
homomorfismo h : R — P a lo largo del monomorfismo . :
A — R.
Claramente, (2 es no vacio ya que @ @, € 2. Definir un orden par-
JjeJ
cial < sobre 2 como P, < P, siy solo si P, C P,. Afirmamos que
2 es un conjunto inductivo bajo este orden parcial. Sea { Py }rcx una
cadenaen Q. Sea P = |J P.. Como P Q; C. @ = E(P Q)),

ke JET JET
tenemos que @ Q; <. P. De aqui, @ M; C. P. Por suposicion,
JjeJ JjeJ
P=(6C,)® (6 C!)), donde los C, son modulos inyectivos y los
ueU velU’

C! son modulos proyectivos. Por Kaplansky, sabemos que cada mo-
dulo proyectivo es una suma directa de moédulos numerablemente
generados. De aqui, tenemos que P = (6p C.,) @ (6 D,), donde
ueU veY
cada C, es un médulo inyectivo y cada D,, un modulo numerable-
mente generado. Ademas, U/ y V son conjuntos numerables, porque
P contiene un submoédulo numerablemente generado @ N; tal que
jeT
@ N, C. P. De estamanera, D = § D, es numerablemente gene-
JjeT veEY

rado. Podemos escribir D = >~ D/ como una suma numerable de
neN
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submodulos finitamente generados. Puesto que D) es finitamente

generado, D} C |J Py para algun subconjunto finito 7 C K. Ade-
keF

mas, puesto que cada P, es una suma directa de submédulos in-

yectivos, P contiene una capsula inyectiva £ (D)) de D|. Ademas,

E(D) N (& C,) =0, porque D) N (P C,) = 0. De esta manera

ueU ueU
(G?/{Cu)@E<D/1> (G%CU)GB(G%DU) EB
E(D}) = < c < ve ~ (D, = D.
C, Cy
uee?/{ UGE% veY

Claramente el isomorfismo anterior fija D}. De esta manera, D con-
tiene la capsula inyectiva E(D}) de D}, y por lo tanto tenemos una
descomposicion D = E(D;) @ Dy. Denotamos por D1, laimagen de
D, bajo la proyeccion natural sobre DY para n > 2. Poner D), = D;
por simplicidad. Es facil verificar que D = E(D},)®>_,., D}, Esto
da una descomposicién P = (& C,) ® E(D; ) ® Y D;,,. Aplican-
uel n>2
do la misma construccion a Py a D', obtenemos P = (P C,) @
ueU

E(D},)®E(D;y,)® ) Ds,,. Repitiendo este proceso, construimos un

n>3
conjunto infinito { £(D;, ,,) }nen de submaddulos inyectivos de P tal que

para cada m € N, tenemos que (@ C,) & (é E(D;,,)) € P . Ade-
n=1

ueU

m
mas, por construccion, D/, C @ D, ,,, para cada m € N. Como una

n,n’
n=1

consecuencia, D € @ E(D;,,), asi P = (6 C.) @ (@ E(D;,,,)).
neN ueU neN
De esta manera P satisface (2). Finalmente, procedemos a demos-

trar que el homomorfismo f = rog: A - @ Q; C P no puede
JjeJ
ser extendido a un homomorfismo » : R — P a lo largo del mo-
nomorfismo u : A — R. Suponer, si es posible, que f admite tal
extension h. Puesto que Im(h) es finitamente generada y { Py }rex
es una cadena, existe un k£ € K tal que Im(h) C P,. Esto da una
contradiccion porque P, € €2y por lo tanto, por suposicién, f no
puede ser extendido a un homomorfismo R — P,. De aqui, P € Q.
Esto establece nuestra afirmacion que €2 es un conjunto inductivo
y de aqui por el Lema de Zorn, () tiene un elemento maximo, di-

gamos Fy. Por hipétesis, P, = @ W,, donde cada W; es inyectivo.
teT
Sea ¢, : Py — W, las proyecciones candnicas. Puesto que, por hi-

poétesis, f no puede ser extendido a un homomorfismo h : R — P,
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existe un subconjunto infinito 7' C 7 tal que ¢; o f # 0, para ca-

dat € T'. Porque de lo contrario I'm(f) estaria contenida en @ W,
f
donde F es un conjunto finito. Puesto que € IW; es inyectiva, f se
f

extenderia a un homomorfismo R — @ W, C P,, dando una contra-
]:
diccién. Escribamos 7 como una unién ajena de conjuntos infinitos

T,y T2. Denotar o7, : W, - PW,yop, : W, — P W..
teT teTh teT teTs
Notar que ¢, o f : A — € W, no puede ser extendido a un ho-
teT;
momorfismo h : R — & W, para cada i € {1,2}. Porque de lo
teT;
contrario Im(h) C € W;, donde F es un conjunto finito y de aqui
teF
pio f=proprof =0,paracadat € 7;\F, una contradiccion. Esto
implica que @ W, no es inyectiva 'y de aqui € W, # E(p W,).
teTh teTh teTh
De esta manera, P, = @ W; C E(P W;) ® (6p W,). Ahora, puede
teT teTh teTs
ser observado que f no puede ser extendido a un homomorfismo

R — E( W) @ ( W), porque de lo contrario 7, o f se exten-
teT1 teTs
deria a un homomorfismo R — & W, una contradiccién. Por lo
teT2

tanto, E(p W) @ (6 W) € €. Pero esto da una contradiccion a la
teTy teT2
maximalidad de F,. De aqui, M debe ser Y-inyectivo.

(1) = (3) Si M es ¥-inyectivo, entonces M ™) es inyectivo y de
aqui M ®0) no tiene extensiones esenciales propias. De esta manera
la proposicién de que cada extension esencial de /™) es una suma
directa de mddulos que son o inyectivos o proyectivos se cumple
trivialmente.

(1) = (2) Sea M X-inyectivo. Entonces M(® es inyectivo para
cualquier cardinal a.

(2) = (1) Sea M ™) es inyectivo. Entonces M ™) no tiene exten-
siones esenciales propias y se cumple (3) trivialmente lo que a su
vez implica (1).

(2) = (4) Suponer que (2) se cumple pero que (4) no. Entonces
existe una sucesién estrictamente creciente

IlCIQC"'

de anuladores en R de subconjuntos de M. Los anuladores izquier-
dos en M de esta sucesion

ann’ (1)) D ann}’ (1) O - - -
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son estrictamente decrecientes. Escoger x,, € ann (I,,)\ann (1, 1)

y sea
I:UM
n=1

Entonces para cada a € I existe un n > 0 tal que z,,,a = 0 para
todo k£ =1,2,.... Asi, la funcién
f:aw— (r1a,20a,...) (a€I)
es un R-homomorfismo f : I — M™. Ahora por el criterio de inyec-
tividad de Baer existe un
y= (Y1, . Yn,0,...) € M
tal que, paratodoa € 1
(x1a,290,...) = f(a) = (na,...yna,0,...).
Pero esto es contrario a nuestra eleccion de 1 ¢ ann (I,,15).

(4) — (1) Suponer que se cumple (4). Entonces cada coleccién
no vacia de anuladores derechos de subconjuntos de M contiene un
elemento maximo. Sea I un submodulo del médulo regular derecho
Rpg y considerar un R-homomorfismo

foI— M9,

Puesto que M es inyectivo y puesto que M) es un submodulo de
M*4, existe un x € M4 tal que f(a) = ra para todo a € I. Para cada
subconjunto B C A sea xp = igmg(x), s decir,

(2p) To(r), Sia€B
TolTp) =
B 0, de otra manera.

Si F recorre los subconjuntos finitos de A, entonces por hipétesis, el
conjunto de ideales derechos anuladores de la forma
ann(zar) = annf({m.(z)/a € A\F})
contiene un elemento maximo ann’(z 4 r,). Por maximalidad, si ¥
es un subconjunto finito de A, entonces
F O F, implica que annf(a:A\F) = annf(xA\FO).

Ahora para cada a < I, puesto que f(a) € MY, existe un subcon-
junto finito F, O Fj tal que

amo(z) = mo(za) = 7o (f(a)) =0 (€ A\F,).

Asi, para cada a € I tenemos que annf(za\r,) = annf(z 4 r,), de
donde
fla) =za —zapa=1xpa (acl).
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Puesto que rr, € MW se sigue por el criterio de inyectividad de
Baer que MY es inyectivo. O

DEFINICION 6.7. Una suma directa interna € A; de submodu-
i€l
los de un médulo M es llamada un sumando local de M, si dado

cualquier subconjunto finito F de Z, la suma directa € A; es un su-
1€EF
mando directo de M.

DEFINICION 6.8. Sea M = @ M; una descomposicion del mé-
€T
dulo M en sumandos no cero M;. Esta descomposiciéon es llamada
complemento de sumandos directos si, siempre que A sea un su-
mando directo de M, existe un subconjunto 7 de Z para el cual
M= (6 M;)® A.
JjeT
Ahora estamos listo para demostrar el siguiente.

COROLARIO 6.6. Un R-mdédulo derecho M arbitrario es >:-inyectivo
si y solo si cada extension esencial de M ™) es una suma directa de
modulos inyectivos.

DEMOSTRACION. Suponer que cada extension esencial de M (*0)
es una suma directa de médulos inyectivos. Sea £ = E(M). Tene-
mos que M®) c, E®) Por suposicion, M®) es una suma directa
de médulos inyectivos. Por lo tanto, M®) es un sumando local de
E®0), Puesto que por el teorema anterior, £ es X-inyectivo, asi es
E®)_ De aqui E®) tiene una descomposicion inescindible que com-
plementa sumandos directos. Por lo tanto, cualquier sumando local
de E®) es un sumando directo. De aqui, M®) es un sumando di-
recto de E®0), Por lo tanto, M ™) es inyectivo y de esta manera M
es Y-inyectivo. El inverso es obvio. O

PROPOSICION 6.3. Cada X-V anillo derecho es un V -anillo de-
recho.

DEMOSTRACION. Sean R un X-V anillo derecho y S un R-médulo
simple. Por suposicion S es inyectivo para cualquier cardinal .. De
aqui S es inyectivo y asi R es un V- anillo derecho. O

PROPOSICION 6.4. Una suma directa arbitraria de R-mddulos in-
yectivos es inyectiva si y solo si R es un anillo neteriano derecho.

DEMOSTRACION. Suponer que R es derecho neteriano y sea
{FE;/i € T} una coleccion de R-moddulos inyectivos. Sea £ = P E;
y sea o : I — E un homomorfismo de R-médulos con [ un ideal
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derecho de R. Entonces I es finitamente generado y, puesto que
la imagen de cada generador tiene solo finitamente muchas com-
ponentes no cero, se sigue que o(I) tiene solo finitamente muchas

componentes no cero. Asi o(I) C E’' donde E' = @ E;. Puesto que

E’ es una suma directa finita de modulos myectlvos se sigue que
E'’ es inyectivo y de aqui la funcién ¢ : I — E’ se extiende a un
R-homomorfismo ¢* : R — E' C E. Por el Criterio de Baer E es
inyectivo.

Inversamente, sea I; C I, C --- una cadena creciente de ideales
derechos de Ry poner I = |, I,, de modo que I también es un ideal
derecho de R. Para cada n, la capsula inyectiva E,, = E(R/I,) es
un R-moédulo inyectivo y de aqui, por suposicién E = @ E,, también
es inyectivo. Ahora definiro : I — E por o : z — &,(z + I,,). Puesto
que I =, 1., cualquier x € I esta contenido en algun I,,, y de aqui
en todo I, con n > m. De esta manera o(x) tiene solo finitamente
muchas componentes no cero y esta contenido en E. Puesto que
E es inyectivo, 0' se extiende a una funcion ¢* : R — FE, digamos

o*(1) € E' = @E Entonces o(I) C o*(R) = o*(1)R también

esta contenido en E'. De esta manera la k-componente de cada

o(z) es cero y concluimos que I = I;. En otras palabras, la cadena
ascendente dada de ideales derechos se estabiliza en k y se sigue
que R es derecho neteriano. d

PROPOSICION 6.5. Cada V -anillo derecho, neteriano derecho es
un Y-V anillo derecho.

DEMOSTRACION. Sean R un V-anillo derecho y S un R-médulo
simple. Por suposiciéon S es inyectivo y por la Proposicion 6.4 se
sigue que S es Y-inyectivo. De esta manera R es un -V anillo de-
recho. O

DEFINICION 6.9. Un anillo R es llamado un PC1I-anillo derecho
si cada R-modulo derecho ciclico propio es inyectivo.

TEOREMA 6.8. Sea R un PC-anillo derecho. Entonces R es ne-
teriano derecho y hereditario derecho.

PROPOSICION 6.6. Si R es un PCI-anillo derecho. Entonces R
es un -V anillo derecho.

DEMOSTRACION. Sea S un R-modulo simple. Entonces S = zR
para 0 # x € S. Por suposicion S es inyectivo. Asi R es un V-
anillo derecho y por el Teorema 6.8 R es neteriano derecho. De esta
manera por la Proposicién 6.5 R es un -V anillo derecho. O
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Puesto que en un -V anillo derecho requerimos que cada moé-
dulo simple sea X-inyectivo, esperamos alguna clase de finitud en
tales anillos. Empezamos con algunas definiciones y observaciones
utiles.

DEFINICION 6.10. Un anillo R es llamado q.f.d. derecho (cocien-
te de dimension finita) relativo a un médulo M si ningin R-modulo
derecho ciclico contiene una suma directa infinita de mddulos iso-
morfos a submaodulos de M.

LEMA 6.5. Si un R-moédulo derecho M es X:-inyectivo, entonces
R esq.f.d. relativo a M.

DEMOSTRACION. Suponer lo contrario que R no es q.f.d. dere-
cho relativo a M. Entonces existe un modulo derecho ciclico C con
una familia independiente infinita {V;/: € Z} de submo6dulos no cero

de C tal que cada V; es isomorfo a un submédulo de My @V, es
1€l
esencial en C. Poner M; = M, i € Z. Puesto que M es X-inyectivo,
el monomorfismo ¢ : PV, — @ M, tal que ¢(V;) C M, para to-
1€L 1€L
do i € 7 se extiende a un monomorfismo f : C — & M;. Ahora,
€L

puesto que C' es ciclico, existe un subconjunto finito 7 C 7 tal que

f(C) € @ M. Porlo tanto f(Vi) N M, C f(C)N M, = 0 para todo
JjeTJ

k ¢ J, una contradiccion al hecho de que f(V;) = ¢(V;) C M, para
todo i € 7.

De esta manera R es ¢.f.d. derecho relativo a M O

LEMA 6.6. Sea R un X-V anillo derecho y sea S cualquier R-
modulo derecho simple. Entonces R es q.f.d. derecho relativo a S.

DEMOSTRACION. Por suposicion S es Y-inyectivo y por el Lema
6.5 R es g.f.d. derecho relativo a S. O

DEFINICION 6.11. Un R-mo6dulo M es llamado directamente finito
(o finito von Neumann, o finito Dedeking) si M no es isomorfo a
ningun sumando directo propio de él mismo. Equivalentemente, M
es directamente finito si y solo si N = 0 es el unico médulo para el
cual M = M & N.

Notar que cualquier sumando directo de un médulo directamente
finito es directamente finito. Un médulo que no es directamente finito
es llamado directamente infinito. Por ejemplo, cada médulo libre de
rango infinito es directamente infinito.
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LEMA 6.7. Un R-moédulo M es directamente finito si y solo si
xy = 1 implica que yx = 1, para todo x,y € Endg(M).

DEMOSTRACION. Si A es directamente infinito, entonces A =
B@®Ccon B= Ay (C # 0. Escoger un isomorfismo y : A — B,
y definir z € Endgr(A) tal que 2C =0y z serestringeay~! : B — A.
Entonces xy =1y yx # 1.

Inversamente, suponer que z,y € Endr(A) conzy = 1y yx # 1.
Puesto que yz es idempotente y yxy = y, obtenemos A = yA® (1 —
yr)A. Observando que yA =2 Ay (1 — yx)A # 0, concluimos que A
es directamente infinito. O

DEFINICION 6.12. Un anillo R es llamado directamente finito si
para cada x,y € R, xy = 1 implica que yx = 1.

PROPOSICION 6.7. Si M es un modulo directamente infinito, en-
tonces End(M) contiene un conjunto infinito de matrices unitarias
noceroe;; (parai,j =1,2,...), es decir, e;je;, = e;, paratodoi,j,n
y e;jern, = 0 para todo j # k. Consecuentemente, End(M) contiene
una sucesion infinita {ei1, ess, . . . } de idempotentes no cero ortogo-
nales dos a dos tal que e;; M = e;; M para todo i, j.

DEMOSTRACION. Existen funciones =,y € End(M) tal que zy =
1y yx # 1,y ponemos e;; =y ‘2’ paratodo i,j = 1,2,.... Siem-
pre que j < k, calculamos que

k i—1, k—j+1

—yalyt =y T gyt =0,
Consecuentemente, e;jex, = e;y" 1"~ — e;;y"a™ = 0 siempre que

k —1 _7—1
ey =y 'y

_ -1, n—1 ion _ (i—1, -1 i, G\, i—1,n—1
€ijCin = €y’ X —eyy'a" = (y AT~y )y

— yi—lxn—l o yil,xn—l = €.

Puesto que zfey, = zFyF~la"! — 2byka" = zam! — 2" = 0, tam-
bién obtenemos que zie;, = 0 para todo j > k; de aqui, e;jer, =
y T tai ey, —yiader,, = 0 siempre que j > k+ 1. De esta manera, los
e;; SON matrices unitarias.

Por cuanto ej;e;jej1 = e;r = 1 — yz # 0, vemos que todos los
e;; # 0. Es claro que los e;; son idempotentes no cero ortogonales
dos a dos, y que los ¢;; M son isomorfos dos a dos. O

No es dificil observar que un anillo R con dimension finita Goldie
derecha debe ser directamente finito. La técnica general para de-
mostrar esto es suponer lo contrario que R no es directamente finito.
Esto da lugar a un conjunto infinito de idempotentes ortogonales en
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R dando una suma directa infinita de ideales derechos contenidos
en R, una contradiccion a la dimensién Goldie derecha finita de R.
En el siguiente resultado generalizamos este argumento.

LEMA 6.8. Sea R un anillo el cual no es q.f.d. derecho relativo a
cada R-moddulo simple. Entonces R debe ser directamente finito.

DEMOSTRACION. Suponer lo contrario que R no es directamente
finito. Entonces existen z,y € R tal que zy = 1y yx # 1. Poner
e;; =y tad™t — y'2J para todo (i,j) € N x N. Entonces {e;;/(i,j) €
N x N} es un conjunto infinito de matrices unidades no cero, es decir
eijer; = 0jze; paratodo i, 7, k, I € N. Para cada n € N, produciremos
submodulos ciclicos C,,; de Rg, donde C,,; = C, ; para todo i, j =
2,3,...,n. Producimos estos submédulos ciclicos por induccién.

Sea n > 1. Denotemos por @, el anillo de cocientes derecho
maximo de R. Puesto que R C. @, existe un submodulo ciclico
no cero C,; de Ry tal que C,,1 C e,2,2Q) N R. Ahora escogemos
0 # 29 € €y241,2C,1 N R. Entonces zy = e,,241 271, donde z; € C,, ;.
Denotar C,, 2 = z3R y redefinir C,,; poniendo C,,; = z;R. Definir el
homomorfismo de médulos ¢ : C,1 — C,2 POr ©(z) = €241 2.
Claramente, ¢ es un isomorfismo (con inverso dado por la multipli-
cacion izquierda por e,z ,241), y asi C,,1 = C,, 2. Suponer ahora que
hemos definido submédulos ciclicos C,,; = C,, = --- = (), j_; en R,
donde C,,; = z;R, i =1,2,...,5 — 1. En seguida, escoger z; tal que
T; € €n2+j—1,n2+j—20n,j—1 N R y escribir Tj = €21 1n24j-2T5-1T5-1
donde r; , € R. Sea ) , = z; 1751, y poner C,; = z;R. Ahora
redefinir C,, ;1 = 2;_, R ( el cual esta contenido en el C,, ;_; previa-
mente construido). Entonces C,, ;1 = C,, ; bajo el isomorfismo que
envia xz € C,j_1 @ €24 j_1,2+,—2x. Redefinimos C,,1,C9,...,Cp 2
anterior en consecuencia para que todos ellos permanezcan isomor-
fos uno aotroy a C, ;_;. Notar que la familia {C,,;, : n =2,3,...,i =
1,2,...,n} es independiente puesto que {e;;Q : 7,5 € N x N} es
independiente. Por nuestra construccion, C,; = C, ; para todo n =
2,3,...y1<i,j <n.Porlotanto existen submodulos maximos M,, ;
deC,;n=2.3,... yl <i<ntalqueC,,/M,; = C, /M, ; para to-
do n,i,j. Poner @ M,,; y S, = C,.1/M, 1. Claramente, tenemos que

n,
R/M D (&C,)/(®M,;) = Co1/Moy x Coo/Mys x Cy1/Mszy X -
De esta manera R/M es un R-modulo derecho ciclico que contiene
una suma directa infinita de médulos cada uno isomorfo al médulo
simple S,,. Esto da una contradiccion a nuestra hipétesis. Por lo tanto
R debe ser directamente finito. O
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TEOREMA 6.9. Cada X-V anillo derecho es directamente finito.

DEMOSTRACION. Sea R un Y-V anillo derecho. Sea S cualquier
R-médulo derecho simple. Entonces por el Lema 6.6, R es ¢.f.d.
derecho relativo a S. Por lo tanto, por el Lema 6.8, R debe ser direc-
tamente finito.

Damos una demostracion directa mas corta abajo.

Suponer lo contrario que R no es directamente finito. Entonces R =
Ry & Ay, Ry = Ry & A,, etcétera, donde para cada n, R, = Rg, Y
A &2 Ay = - Entonces podemos hallar, en cada A,,, un subomodulo
maximo M, tal que A, /M, son todos isomorfos al mismo méddulo
simple. Entonces, por suposicion € A,,/M, es inyectiva y de aqui

se escinde en R/(€ M,,) una contradiccion, puesto que R/(Ep M,,)

es ciclico. Por lo tanto R es directamente finito. O

DEFINICION 6.13. Un anillo regular von Neumann es llamado un
anillo regular abeliano si todos sus idempotentes son centrales. Un
idempotente e en un anillo regular von Neumann R es llamado un
idempotente abeliano o un idempotente directamente finito si el ani-
llo eRe es abeliano (directamente finito). Un idempotente e en un
anillo auto-inyectivo derecho regular es llamado un idempotente fiel
si 0 es el unico idempotente central ortogonal a e, es decir, ef = 0
implica que f = 0 cuando f es idempotente central.

Sea R un anillo auto-inyectivo derecho regular von Neumann. El
anillo R es llamado del Tipo I siempre que contenga un idempoten-
te abeliano fiel. El anillo R es llamado del Tipo /1 siempre que R
contenga un idempotente directamente finito fiel pero R no contiene
idempotentes abelianos no cero. El anillo R es llamado del Tipo 771
si no contiene idempotentes directamente finitos no cero. El anillo R
es llamado del (i) Tipo I; si R es del Tipo I y es directamente finito,
(if) Tipo I si R es del tipo I y es puramente infinito, (iii) Tipo /1 si R
es del Tipo /1 y es directamente finito, (iv) Tipo /1., si R es del Tipo
I1 y es puramente infinito. Si R es un anillo auto-inyectivo derecho
regular von Neumann del Tipo I; entonces R = IIR,, donde cada R,
es un anillo de n x n matrices sobre un anillo auto-inyectivo regular
abeliano.

DEFINICION 6.14. El indice de nilpotencia de un elemento nilpo-
tente x en un anillo R es el entero positivo minimo n tal que z™ = 0.
El indice de nilpotencia de un ideal bilateral 7 en R es el supremo
de los indices de nilpotencia de todos los elementos nilpotentes de



6.3 -V anillos 101

I. Si este supremo es finito, entonces se dice que I tiene indice de
nilpotencia acotado.

Si M es un R-médulo derechoy H = Endg(M), entonces M es
un H-mddulo izquierdo bajo la adicion ya presente sobre M y bajo la
H-accién sobre M dada por hx = h(x) parah € Hy x € M. Es facil
verificar que M es un (H, R)-bimodulo. Si ahora formamos el anillo
Endy(M) y escribimos f € Endgy(M) a la derecha del argumento
x € M opuesto a la de la accion del anillo H sobre M, entonces M
es un (H, Endy(M))-bimodulo. Con estas estructuras de bimédulos
en mente, la siguiente propiedad se cumple.

Sea ¢ : R — Endy(M) tal que ¢(a) = f,,donde f, : yM — g M
esté definido por (z)f, = xa para todo =z € M. Entonces

(@+y)fo=(r+yla=za+ya=(z)fa+ Y)fa
(h)fa = (hx)a = h(z)a = h(z)fa
para todo z,y € My h € H. De aqui f, es una funcién H-lineal y
también tenemos que
() fars = 2(a+b) = za+yb = () fo + (Y) fo,
() fap = x(ab) = (za)b = (za) fy = () fufs,
(2)fi=x
paratodoxz € M ya,b € R. Asi,
p(a+b) =p(a) + ¢(b),
p(ab) = p(a)p(b),
©(1) = idEndy (a)-
Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de anillos que preserva iden-
tidad. Ademas, ¢ es un homomorfismo de anillos inyectivo cuando

M es fiel. Asi puesto que E(Rg) es un R-modulo fiel, tenemos un
encajamiento ¢ : R — Endy(E(RRg)).

DEFINICION 6.15. Sea R un anilloy poner £ = E(Rp). Para evitar
confusion, suponer que la copia de Rp en E es egR con eg € E.
En otras palabras, tenemos que R = ¢ R a través de la funcion
r — eor Y egR es un submodulo esencial del médulo inyectivo E.
Sea ) = Endy(E), llamamos a Q = Q. (R) el anillo (derecho)
maximo de cocientes de R.
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PROPOSICION 6.8. Sean R un anillo, E = E(RRr), H = Endg(FE),
tenemos que
1. E = Heo.
2. ) = ey como (Q-modulos derechos a través de la funcion
q — eoq.

DEMOSTRACION. (1) Sea e un elemento arbitrario de F y sea
o : egR — E dado por eyr — er. Puesto que egR C F y puesto que
E es inyectivo, o se extiende a un R-homomorfismo de R-médulos
h:FE — E.Deestamanera, h € H= Endg(E)ye = o(ey) = hey €
H€0.

(2) La funcién 7 : Q@ — eo@ dado por ¢ — eoq €s ciertamente
un epimorfismo de @-médulos. Ademas, si epq = 0, entonces Eq =
(Heog)g = HO = 0, asi ¢ = 0. De esta manera, 7 es un isomorfismo.

U

TEOREMA 6.10. Sea R un anillo y poner E = E(Rg) y Q =
@maz (). Entonces Eq = E(Qq) ¥ Qma(Q) = Q-

DEFINICION 6.16. Si I es un ideal derecho de Ry = € R, enton-
ces definimos el residual =11 por

v ' ={reR/rrecl}

De esta manera, x~'I es el subconjunto mas grande de R con
—1
z-x 1 C1.

LEMA 6.9. Sean I y J ideales derechos de R y sean x,y € R.

1. = 'I es un ideal derecho de R.
2.y H(zH) = (zy) .
3 7 (InJ)=(z"')n (a7 1J).

DEMOSTRACION. (1) Puesto que = - (x~'I)R C IR C I, se sigue
que (z7'I)R C z7'1.

(2) Notar que r € y~!(x711) siy solo si yr € 7' y de aqui siy
solo si xyr € I.

(8) Claramente, r e x™*(INJ)siysolosizr e Iy zr € J. O

DEFINICION 6.17. Si A es un subconjunto de R, recordamos que
ann; (A) = {r € R/rA =0}

es llamado el anulador izquierdo de A en R. Si D es cualquier ideal
derecho de R, entonces D se dice que es denso si y solo si ann/?
(z7'D) = 0 para todo x € R. Listamos algunas propiedades elemen-

tales.
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LEMA 6.10. Sean D y D' ideales densos de R y sea I un ideal
derecho de R.

SiI D D, entonces I es denso.

Sixz € R, entonces x~' D es denso.

DN D’ es denso.

D es esencial en Rp.

Si I es un ideal de R, entonces I es denso si y solo si
annf(I) = 0.

SISV I A R

Ahora consideramos la relacidon entre ideales derechos densos y
la capsula inyectiva £ = E(Rg):

LEMA 6.11. Sea D un ideal derecho de R. Entonces D es denso
siy solo si0 = ann¥ (D) = {e € E/eD = 0}.

DEMOSTRACION. Suponer primero que D es denso y sea 0 #
e € E.Puestoque egR C. E'y eR # 0, existe x € R con ex € egR\0.
De esta manera, puesto que egR = Ry annf'(z~'D) = 0, se sigue
queexr -z 'D #0.Perox-z7'D C D, asieD # 0.

Ahora suponer que ann (D) = 0, fijarz € Ry seaa € ann{*(z7' D).
Consideremos la funcién o : D + xR — egR C E dado por d + xr —
epar. Esta funcién esta bien definida. Claro esta, si d + xr = 0, en-
tonces xr € D, asir € 7 'D y ar = 0. Ahora E es inyectivo y
D + xR C R, asi o se extiende a ¢* : R — FE. Pero entonces
0=o0(D)=0*D = 0c*(1)D, asi ¢*(1) € annf (D) = 0y por lo tanto
o* = 0. En particular, o = 0, asi 0 = o(z) = ega y a = 0. Se sigue que
annff(x~'D) = 0y de aqui D es denso. O

LEMA 6.12.

1. Sean W C V R-modulos con W C,. V. Siv € V, entonces
{r € R/ur € W} es un ideal derecho esencial de R.

2. Sea I un ideal derecho esencial de R. Si x € R, entonces
(z7'1I) C. R.

DEMOSTRACION. (1) Es claro que J = {r € R/vr € W} es un
ideal derecho de R. Sea X un ideal derecho no cero de R. SivX =
0, entonces vX C W, asi X C Jy X nJ # 0. Por otra parte,
si vX # 0, entonces zV es un submddulo no cero de V. De esta
manera, puesto que W C, V, tenemos que zV N # 0; claramente
X NJ # 0, por la definicion de J. De esta manera X NJ # 0 en todos
los casosy J C, R.

(2) Notar que = 'T = {r € R/xr € I}. Asi (2) se sigue de (1) con
V=RyW=1. O
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PROPOSICION 6.9. Sea M un R-modulo y
Z(M) = {x € M/ann"(x) es un ideal derecho esencial de R}

1. Z(M) es un submodulo de M.

2. SiW C M, entonces Z(W) =W N Z(M). Ademas, si M =
P M;, entonces Z(M) = P Z(M;).

3. Z(Rg) es un ideal de R. Ademas, si N es un submodulo
esencial de M y Z(N) = 0, entonces Z(M) = 0.

DEMOSTRACION. (1) Primero, notar que Z(M) # () puesto que
annf(0) = R es un ideal derecho esencial de R. Si z,y € Z(M),
entonces annf(x) N annf(y) C annf(x + y) y annf(x) Nannf(y) es
un ideal derecho esencial de R. De aqui, annl*(z + y) es un ideal
derecho esencial de R, asiz +y € Z(M). Siz € Z(M)y a € R,
entonces necesitamos mostrar que ann’(xa) es un ideal derecho
esencial de R. Suponer que existe un ideal derecho no cero A de
R tal que annf(za) N A = . Bajo esta suposicién, sib € A, b # 0,
entonces zab # 0, asi ab # 0. Por lo tanto, aA es un ideal derecho
no cero de R. Pero ann(x) es un ideal derecho esencial de R, asi
annf N aA # 0. Sea c un elemento de A tal que ac # 0y zac = 0.
Entonces ¢ € annf(za) N A = 0, una contradiccién. De esta mane-
ra, ann’(za) es un ideal derecho esencial de R, asi za € Z(M) y
tenemos que Z(M) es un submédulo de M.

(2) La primera parte es clara, puesto que la pertenencia en Z(M)
es una condicion elemento a elemento. La segunda se sigue inme-
diatamente de la Proposicién 4.7, puesto que annl(®x;) = (), annf(x;).

(3) Z(Rg) es un ideal de R puesto que sib € Ry a € Z(Rg),
entonces annf(a) C ann,(ba).

Finalmente, suponer que N es un submodulo esencial de M tal
que Z(N) =0.Si Z(M) #0y,0 # z € NN Z(M) = 0. Entonces
ann®(x) es un ideal derecho esencial de R, asi z € Z(N) = 0, una
contradiccion. De aqui, Z(M) = 0. O

DEFINICION 6.18. El submdédulo Z(M) es llamado el submoédulo
singular de My Z(Rp) es el ideal singular derecho de R. Si Z(M) =
0, entonces se dice que M es un modulo no singulary si Z(M) = M,
entonces se dice que M es singular. Si Z(Rg) = 0, entonces R es un
anillo derecho no singular. Singularidad izquierda y no singularidad
izquierda tienen definiciones andlogas.
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PROPOSICION 6.10. Suponer que R es un anillo no singular y
escribir E = E(R) y H = Endg(FE).
1. E es un R-modulo no singular.
2. Cada ideal derecho esencial de R es denso.
3. SiVC,EyhV =0 paraalgunh € H, entonces h = 0.

DEMOSTRACION. (1) Este es inmediato de la Proposicion 6.9 (2),
puesto que egR C. E'y egR = R es un R-modulo no singular.

(2) Si I es un ideal derecho esencial de R, entonces ann/*(I) C
Z(R) = 0. Ademas, por la Proposicién 6.12 (2), el residual »—'1 tam-
bién es esencial. De esta manera, annl*(r~'1) = 0 paratodo r € R
e I es denso.

(3) Sea e € F arbitrario. Puesto que V' C, E, la Proposicion 6.12
(1) implica que existe un ideal derecho esencial / de Rconel C V.
Asi, hel = 0y, puesto que I es denso por (2), la Proposicion 6.11
implica que he = 0. En otras palabras, hE =0y de aquih=0. O

TEOREMA 6.11. Si R es un anillo no singular, entonces Q... (R)
es un anillo auto-inyectivo, regular von Neumann.

DEMOSTRACION. Como es usual, sea £ = E(R) O R = R
y escribir H = Endgr(FE) Yy Q@ = Qna(R). Puesto que egR C. FE,
se sigue de la parte (3) del Lema 6.10 que ningun elemento no
cero de H puede anular a ¢,. De esta manera, puesto que £ =
He_ por la Proposicién 6.8 (1), vemos que la funcibn H — F dada
por h — hey €s un isomorfismo de H-modulos. En otras palabras,
E es isomorfo al H-mo6dulo regular izquierdo 5 H vy, por supuesto,
Endy (g H) = H actuando a la derecha. De esta manera concluimos
que Q = Endy(yFE) es isomorfo a H y, puesto que 1H = Hy 1
corresponde a e, tenemos que eyQ = E. Pero, por la Proposicién
6.8 (2) y el Teorema 6.10, E es la capsula inyectiva del Q-modulo
eo®@ = Q. De esta manera E = ¢, implica que ) es auto-inyectivo.

Ahora sea h un elemento fijo de H y poner A = {e¢ € E/he =
0}. Entonces A es un R-submédulo de E vy, por la Proposicion 4.6,
podemos escoger un R-submédulo B de E con (A& B) C. E. Puesto
que B es ajeno de A, la funciéon ¢ : hB — FE dada por hb — b
es un R-homomorfismo bien definido. De esta manera, puesto que
hB C E'y FE es inyectivo, o se extiende a un endomorfismo de R-
moédulos ' : E — E. En otras palabras, ' € H y h'hb = b para todo
b € B. Finalmente, sia € Ay b € B, entonces h(a + b) = hb, asi

hh'h(a +b) = hh'hb = hb = h(a +b).

De esta manera hh'h — h € H anula al R-submodulo esencial A& B
y el Lema 6.10 (3) implica que hh'h — h = 0. Puesto que h € H fue
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arbitrario, se sigue que H es regular von Neumann. Pero Q =2 H 'y
por lo tanto lo mismo es verdadero para Q). O

El siguiente lema proporciona la estructura del anillo maximo de
cocientes derecho de cualquier anillo no singular derecho el cual es
q.f.d. derecho relativo a cada uno de sus mddulos simples.

LEMA 6.13. Sea R un anillo no singular derecho el cual es q.f.d.
derecho relativo a cada R-modulo simple. Entonces Q)},,....(R), el ani-
llo maximo de cocientes derecho de R, es un producto directo finito
de anillos de matrices sobre anillos auto-inyectivos regulares abelia-

nos.

DEMOSTRACION. Sabemos que @ = @7 ..(R) es un anillo auto-
inyectivo derecho regular von Neumann. Por el Lema 6.6, el anillo
R es directamente finito y de aqui asi es el anillo Q. De aqui por la
teoria de tipo de los anillos auto-inyectivos derechos regulares von
Neumann, @ = Q; x @2, donde @, es del Tipo I; y Q, es del Tipo I1;.
Ahora afirmamos que () debe ser del tipo Iy, es decir, Q2 = 0. Supo-
ner lo contrario que @, # 0. Entonces, existe un idempotente e, € Q)
tal que (QQ)QZ = 6%(6%@2). Por lo tanto QQ = 61@2 D 62@2 D 63@2 don-
de ej,eq,e3 € Q2 C @ son idempotentes ortogonales no cero tal
que su suma es la identidad del anillo Q. Claramente, ¢;,QQ = ¢;Qs,
y e;QQ2 = e;Q paratodo 1 < 4,57 < 3y asi ¢,QQ = ¢;Q) para to-
do 1 < 4,57 < 3. Por lo tanto existen submédulos ciclicos no cero
CQi - ez‘Q NR,i= 1, 2, tal que 021 = CQQ. Ahora 63@263 = End(egQg)
es del Tipo /1, y asi como antes existen idempotentes ortogonales
No Cero fi, fa, f3, fa € e3Qaes tal que fi(esQaes) = fi(esQ2e3) para
todo 1 <i,j <4.De aqui f;(esQes) = f;(esQes) para todo i, j. Existe
a € fi(esQes)f; ybe fi(esQes)fital que f; = aby f; = ba. Entonces,
para todo i, j, tenemos que f;Q = f;Q bajo la funcién que envia f;x
a bf;x para cada = € (). Ademas, existen submédulos ciclicos no
ceroCs C f,QNR,i=1,2,3tal que C5; = C5; paratodo 1 <i,5 < 3.
Continuando de esta manera, construimos una familia independien-
te {Ci; i =2,3,...;1 < j < i} de submddulos ciclicos no cero de
R tal que Cj; = Cy, paratodo 1 < j k <47 = 2,3,.... Por lo tan-
to existen submodulos maximos M;; de Cj;, 1 < j < i;i = 2,3,...
tal que C;;/M;; = Cix/M;, para todo i, j, k. Poniendo M = @ M;; y

Z?]
S; = Cy1/M;;, obtenemos que el médulo derecho ciclico R/M con-
tiene una suma directa infinita de médulos cada uno isomorfos a S;,
una contradiccién a nuestra hipétesis. Por lo tanto Q; =0y @ es del
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Tipo I;. De aqui @ = [] Q; donde cada @); es un anillo de i x ¢ matri-
i=1
ces sobre un anillo auto-inyectivo regular abeliano. Ahora afirmamos
que este producto debe ser un producto finito. Suponer lo contrario
que el producto es infinito. Entonces, para cualquier entero positivo
n, existe un indice m > n tal que @,, # 0. Ahora, para cualquier k
fijo, tenemos matrices unidades {e}; : 1 < 4,j < k} las cuales son
k x k matrices. De esta manera tenemos una familia infinita de ma-
trices unidades no cero {{e}; : 1 <i,j <k} : k=23,...} C Q.
Puesto que R C. @, existe un submddulo ciclico no cero Cy; de R
tal que C; C e¥,Q N Ry después, comenzando con Cy ;, construi-
mos una familia independiente {C,; : k = 2,3,...,1 < i < k} de
submodulos ciclicos de R tal que Cy; = C}, ; para todo k, i, j (exacta-
mente asi mostrado en la demostracion de la parte (a)). Por lo tanto
existen submédulos maximos M;,; de Cy,;, k =2,3,... y1 <i <k,
tal que Cy /My, = Cy /My ; para todo k,i.j. Poner M = @ M, y
ki

Sy = Cr1/My . Notar que el modulo derecho ciclico R/M 6ontiene
una suma directa infinita de médulos cada uno isomorfo a Sy, lo cual
contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto @ = Q7 ...(R) es el produc-

to directo de un numero finito de anillos de matrices sobre anillos
auto-inyectivos regulares abelianos. d

TEOREMA 6.12. Sea R un -V anillo derecho, no singular dere-
cho. Entonces el anillo derecho maximo de cocientes de R, Q" .. (R)
es un producto directo finito de anillos de matrices sobre anillos auto-
inyectivos regulares abelianos.

DEMOSTRACION. Esta se sigue delLema6.6yellLema6.13. O
Como una consecuencia del anterior, tenemos el siguiente.

COROLARIO 6.7. Sea R un X-V anillo derecho no singular dere-
cho. Entonces R debe tener indice de nilpotencia acotado.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, el anillo derecho méa-
ximo de cocientes Q7 . (R) tiene indice de nilpotencia acotado y de
aqui R debe tener igual. O

Un V-anillo derecho no singular no necesita tener indice de nil-
potencia acotado. El siguiente resultado de Tyukavkin da una con-
dicién para que un V-anillo derecho auto-inyectivo derecho regular

von Neumann tenga indice de nilpotencia acotado.
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TEOREMA 6.13. (Tyukavkin) Sea R un V-anillo derecho auto-
inyectivo derecho regular von Neumann tal que la dimension de cada
R-mddulo derecho simple S sobre el anillo con division de endomor-
fismos de S es menor que 22™°. Entonces R tiene indice de nilpoten-
cia acotado.

En seguida discutimos los -V anillos derechos regulares von
Neumann.

LEMA 6.14. Sea R un X-V anillo derecho auto-inyectivo derecho
regular von Neumann. Entonces R es un producto directo finito de
anillos de matrices sobre anillos auto-inyectivos regulares abelianos.

DEMOSTRACION. Puesto que los anillos regulares von Neumann
son no singulares derechos, este se sigue del Lema 6.8(b). O

PROPOSICION 6.11. Sean J C K ideales bilaterales en un anillo
regular R, y n un entero positivo. Entonces K tiene indice a lo mas
n Siy solo si J y K/J tienen indice a lo mas n.

PROPOSICION 6.12. Sean n un entero positivo, R un anillo regu-
lar de indice a lo mas n y P un ideal bilateral propio de R tal que
R/ P es inescindible (como un anillo). Entonces R/P = M (D) para
algun entero positivo k < n y algun anillo con division D.

PROPOSICION 6.13. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:
1. R es un anillo regular von Neumann.
2. Cada R-mddulo es plano.
3. Cada R-modulo ciclico es plano.

PROPOSICION 6.14. Sea ¢ : R — S una funcion de anillos, y
sea A un S-modulo derecho inyectivo. Si rpS es plano, entonces A
también es un R-modulo inyectivo.

El siguiente teorema caracteriza los -V anillos derechos regu-
lares von Neumann.

TEOREMA 6.14. Para un anillo regular von Neumann R, las si-
guientes son equivalentes:

1. R es unX-V anillo derecho.
2. Para cualquier ideal primo P, R/ P es artiniano.
3. R es un -V anillo izquierdo.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Sea R un -V anillo derecho regular
von Neumann. Por el Lema 6.1 R es no singular y por el Corolario 6.7
R tiene indice de nilpotencia acotado. Sea P cualquier ideal primo
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de R. Entonces R/P es un anillo regular von Neumann con indice
de nilpotencia acotado. De aqui R/P debe ser artiniano simple por
la Proposicion 6.12.

(2) = (1) Sea S un R-mdbdulo derecho simple. Sea P = ann,.(5),
P es un ideal primitivo derecho y de aqui primo. Asi R/P es primo y
por suposicién, es artiniano. De aqui R/ P es neteriano derecho. Por
el Corolario 6.1 R es un V-anillo derecho e izquierdo. Por lo tanto, S
es inyectivo y por la Proposicion 6.4 S es Y-inyectivo como un R/ P-
maodulo. Puesto que R es un anillo regular von Neumann, R/P es
plano por la Proposicién 6.13 como un R-médulo derecho. Entonces
por la Proposicion 6.14, S es Y-inyectivo como un R-modulo derecho
también. De aqui R es un X-V anillo derecho. La demostracion de
la equivalencia de (2) y (3) es similar. O

OBSERVACION 6.1. El teorema anterior muestra que la clase de
Y-V anillos regulares von Neumann es simétrica izquierda-derecha.

PROPOSICION 6.15. Sea R un -V anillo derecho primo no sin-
gular derecho. Entonces R es un anillo Goldie derecho simple.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 6.7, Q" ..(R) tiene indice de

max

nilpotencia acotado. De esta manera @)}, ..(R) es un anillo regular
von Neumann primo con indice de nilpotencia acotado, de aqui ar-
tiniano simple por la Proposicién 6.12. Por lo tanto R es un anillo
Goldie derecho simple. O

En seguida, tenemos la siguiente caracterizacion de los -V ani-

llos derechos.

TEOREMA 6.15. Un anillo R es un -V anillo derecho si y solo si
para cada R-mddulo derecho simple S, cada extension esencial de
S®) es una suma directa de médulos inyectivos.

DEMOSTRACION. Este se sigue del Corolario 6.6. O

4, CSI anillos

DEFINICION 6.19. Un anillo R es llamado un C'SI-anillo derecho
si, para cada R-modulo derecho ciclico C, la capsula inyectiva E(C)
es Y-inyectiva.

DEFINICION 6.20. Un anilloR es llamado un anillo Kasch dere-
cho si contiene una copia de cada R-mddulo derecho simple. Un
ideal derecho I de R es llamado colocal si R/I es subdirectamente
irreducible.
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DEFINICION 6.21. Un subconjunto K de un anillo R se dice que
es T-nilpotente derecho (T por transfinito) si para cada sucesion
ay,as,as, ..., de elementos de K, a, ---asa; = 0 paraalgnn € Ny
T-nilpotente izquierdo si aias - - - a,, = 0 para algun n € N.

Un médulo M es un modulo max si cada submodulo tiene un
submoédulo maximo

TEOREMA 6.16 (Shock). Un mddulo max no finitamente genera-
do tiene un cociente con zoclo infinito y radical de Jacobson cero.

LEMA 6.15. Si R es un anillo conmutativo, teniendo zoclo esen-
cial, simple, y teniendo la condicion de la cadena ascendente so-
bre anuladores de elementos unicos, entonces R tiene in ideal T-
nilpotente maximo.

DEMOSTRACION. Sea S = sR el zoclo de Ry sea M = ann,(s).
Sea {my,ma,...,my,...} una coleccién de elementos en M. Por
la condicion de la cadena ascendente sobre anuladores, existe un
entero N con ann,(m;y---my) = ann,.(my---my41). Esto dice que
ann.(mys1) N (my---my)R = 0. Pero, puesto que S es esencial,
cualesquiera dos ideales en R tienen interseccién no cero. Ademas,
my+1S = 0, de modo que ann,(my41) # 0, de modo que my - - -m,, =
0. d

TEOREMA 6.17. Un anillo conmutativo R es neteriano si y solo si
cada cociente es Goldie.

DEMOSTRACION. Mostramos que si R es un anillo Goldie com-
pletamente conmutativo, entonces Ry es un modulo max. Sea A
cualquier ideal de R, y sea 0 # = € A. Sea B un ideal, maximo
con respecto a excluir a z. Entonces, como es facilmente mostrado,
el anillo R/ B tiene zoclo esencial, simple generado por = + B. Ade-
mas, A+ B/B es un modulo no cero sobre R/B. Por el lema anterior,
R/ B tiene un ideal T-nilpotente maximo y, cada médulo sobre R/B
tiene un submodulo maximo, de modo que A + B/B también. Este
corresponde al submédulo maximo M de A + B conteniendo a B.
Entonces M % A, de modo que M N A es un subméddulo méaximo de
A.

Ahora, si A es un ideal no finitamente generado en R, A es un un
médulo max, de modo que, por el Teorema de Shock, A tendria un
cociente con zoclo infinito, contradiciendo la hipoétesis Goldie. O
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TEOREMA 6.18. Un C'SI-anillo derecho es neteriano derecho ba-
jo cualesquiera de las siguientes condiciones:

1. R es conmutativo.

2. R tiene solo finitamente muchos modulos simples hasta iso-
morfismo, por efemplo R es semilocal.

3. R satisface la CC A sobre ideales derechos colocales.

4. Ro R/J(R) es Kasch derecho.

5. R/J(R) es regular von Neumann, por ejemplo R es continuo
derecho.

6. La capsula inyectiva de cualquier R-modulo derecho semi-
simple numerablemente generado es >:-inyectiva.

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema 6.7(4) que si R es un
CSI-anillo derecho entonces R/I es Goldie derecho para cualquier
ideal I de R. Por el Teorema 6.17 un anillo conmutativo R es ne-
teriano si R/I es un anillo Goldie para cualquier ideal I de R. Esto
demuestra (1).

Notar que (2) se sigue facilmente de un resultado de Kurshan que
dice un anillo R es neteriano derecho si y solo si cada suma directa
numerable de capsulas inyectivas de R-modulos simples derechos
es inyectiva.

Ahora demostraremos (5). Por el Lema 6.5, se sigue que un C'ST
anillo derecho es ¢.f.d. derecho. Ahora suponer que R/J(R) es re-
gular von Neumann. Puesto que un anillo regular von Neumann con
dimension Goldie finita es artiniano semisimple, tenemos que un
CST anillo derecho R tal que R/J(R) es regular von Neumann debe
ser semilocal y de aqui el resultado se sigue de (2).

Las otras partes son faciles de demostrar. O
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