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Módulos Cíclicos y
Estructura de Anillos



Introducción
El los primeros cinco capítulos de este trabajo proporcioné los

resultados de la teoría de anillos y módulos, que use en el desarrollo
del capítulo principal, el capítulo 6. El tratamiento de estos primeros
capítulos no pretende ser exhaustivo.

En las primeras tres secciones del capítulo 1, proporcioné los
fundamentos de la teoría de anillos por razones de completitud y pa-
ra dar a los lectores rápido acceso a los temas en la teoría de anillos
que pudieran requerir para refrescar su memoria. Una introducción
a las propiedades fundamentales de los módulos (unitarios), submó-
dulos y homomorfismos de módulos también son proporcionados en
este capítulo.

En el capítulo 2 introduje tres conceptos que son ubicuos en ál-
gebra abstracta: productos directos, sumas directas y módulos li-
bres.

Generar y cogenerar módulos, subgeneradores y condiciones de
cadena, forman la esencia del capítulo 3.

El capítulo 4 trata con módulos inyectivos y cápsulas inyectivas
que son los módulos de interés del capítulo 6.

En el capítulo 5 ví algunas propiedades del radical y el zoclo de
módulos.

El capítulo 6 abre con los anillos Villamayor (V -anillos), es de-
cir anillos sobre los cuales cada módulo simple es inyectivo. Hablé
de los débilmente V -anillos, es decir, anillos sobre los cuales cada
módulo simple es inyectivo relativo a módulos cíclicos propios. Des-
pués vi anillos cada uno de cuyos módulos simples es Σ-inyectivo.
Por último, estudié anillos sobre los cuales cada módulo cíclico tiene
la propiedad de que su cápsula inyectiva es Σ-inyectiva.
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Capítulo 1

Propiedades Básicas de Anillos y Módulos

Las primeras tres secciones de este capítulo contienen un breve
repaso de las propiedades básicas de los anillos y sus homomorfis-
mos también como las definiciones y terminología que se ocuparán
a lo largo de la tesis. Estas secciones son presentadas en orden
para proporcionar una transición suave al concepto de módulo.

1. Anillos

DEFINICIÓN 1.1. Un anillo R es un conjunto no vacío junto con
dos operaciones binarias + y ·, llamada adición y multiplicación, res-
pectivamente, tal que las siguientes condiciones se cumplen:
R1. R junto con la adición forma un grupo abeliano aditivo.
R2. La multiplicación es asociativa: a(bc) = (ab)c para todo a, b, c ∈

R.
R3. La multiplicación es distributiva sobre la adición a la izquierda y

a la derecha: a(b + c) = ab + ac y (b + c)a = ba + ca para todo
a, b, c ∈ R.

Si ab = ba para todo a, b ∈ R, entonces R es llamado un anillo
conmutativo y si existe un elemento necesariamente único 1 ∈ R
tal que a1 = 1a = a para todo a ∈ R, entonces R es un anillo con
unidad. El elemento 1 es la identidad multiplicativa de R, denotada
por 1R si existe una necesidad de hacer hincapié del anillo. Si R es
un anillo con identidad y a es un elemento no cero de R, entonces
un elemento b ∈ R (debería existir) es llamado un inverso derecho
(izquierdo) para a si ab = 1 (ba = 1). Un elemento que es un inverso
derecho y un inverso izquierdo para a es llamado un inverso multi-
plicativo de a, y será denotado por a−1. Si a ∈ R tiene un inverso
multiplicativo en R, entonces a es llamado un elemento invertible de
R o una unidad en R.

Un ejemplo trivial de un anillo con identidad es el anillo cero
R = {0}, donde 0 es ambos la identidad aditiva y la identidad multi-
plicativa de R. Para eliminar este anillo de nuestras consideraciones,
suponemos de este punto en adelante que todos los anillos tendrán

6



1.1 Anillos 7

una identidad 1 6= 0. A causa de esta suposición, cada anillo con-
siderado tendrá al menos dos elementos y la expresión “para todos
los anillos” significará “para todos los anillos con identidad.”

DEFINICIÓN 1.2. Un elemento 0 6= a ∈ R es un divisor izquierdo
(derecho) de cero si existe un elemento diferente de cero b ∈ R
tal que ab = 0 (ba = 0). Un elemento diferente de cero a ∈ R será
llamado un divisor de cero si existe un elemento diferente de cero
b ∈ R tal que ab = ba = 0. Un anillo R en el cual cada elemen-
to diferente de cero tiene un inverso multiplicativo es un anillo con
división. Un anillo con división conmutativo es un campo. Un anillo
conmutativo que no tiene divisores de cero es un dominio entero. Si
S es un subconjunto no vacío de un anillo R, entonces S es llamado
un subanillo de R si S es un anillo bajo las operaciones de adición
y multiplicación sobre R. Debido a nuestra suposición de que todos
los anillos tengan una unidad, si S es un subanillo de R, entonces S
debe tener una identidad y también requerimos que 1S = 1R antes
de que podamos decir que S es un subanillo de R.

Es fácil ver que cada anillo con división está libre de divisores iz-
quierdos y derechos de cero , así cada campo es un dominio entero.
El dominio entero Z de los enteros muestra que el inverso es falso.
Sin embargo, cada anillo finito sin divisores de cero es un anillo con
división.

Ejemplos
1. (a) Si {Rα}∆ es una familia indexada de anillos, entonces∏

∆Rα es un anillo bajo la adición componente a componen-
te,

(aα) + (bα) = (aα + bα),

y multiplicación componente a componente

(aα)(bα) = (aαbα),

El anillo
∏

∆Rα es llamado el anillo producto directo de {Rα}∆.
Puesto que cada Rα tiene una identidad,

∏
∆ Rα tiene una

identidad (1α), donde cada 1α es la identidad de Rα.
∏

∆Rα

es conmutativo si y solo si cada Rα es conmutativo, pero∏
∆ Rα nunca es un dominio entero aun si cada Rα lo es. Por

ejemplo, Z es un dominio entero, sin embargo (a, 0)(0, b) =
(0, 0) está en Z× Z.
(b) Z×0 es un anillo con identidad (1, 0) bajo la adición coor-
denada a coordenada y multiplicación coordenada a coorde-
nada y Z×0 ⊆ Z×Z. Sin embargo, no consideramos a Z×0
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para ser un subanillo de Z × Z puesto que idZ×0 = (1, 0) 6=
(1, 1) = idZ×Z.

2. Anillos de Matrices. El conjunto Mn(R) de todas las n × n
matrices cuyas entradas están en R es un anillo no conmu-
tativo bajo la adición y multiplicación de matrices. Además,
Mn(R) tiene divisores de cero, así no es un dominio entero
aun si R es un dominio.Mn(R) es mencionado como el anillo
de las n× n matrices sobre R. Los elementos de Mn(R) se-
rán denotados por (aij), donde aij representa la entrada en
la i-ésima fila y la j-ésima columna.

3. Anillos de Matrices Triangulares. Considerar el anillo de
matrices Mn(R) del Ejemplo 2. Una matriz (aij) ∈ Mn(R)
es llamada matriz triangular superior si aij = 0 cuando i >
j. Si Tn(R) denota el conjunto de las matrices triangulares
superiores, entonces Tn(R) es un subanillo deMn(R). Si una
matriz triangular superior tiene ceros en las entradas de la
diagonal entonces la matriz es llamada una matriz triangular
superior estrictamente.

4. Anillo de los Enteros Módulo nnn. Sea Zn el conjunto de cla-
ses de equivalencia [a], a ∈ Z, determinada por la relación
de equivalencia definida sobre Z por a ≡ b mod n. Entonces
Zn = {[0], [1], . . . , [n − 1]} es un anillo con identidad bajo las
operaciones

[a] + [b] = [a+ b]

[a][b] = [ab].

Zn, es llamado el anillo de los enteros módulo n, tendrá divi-
sores de cero si n es un entero compuesto y Zn es un campo
si y solo si n es un número primo.

5. Divisores Izquierdos de Cero No Necesitan Ser Divisores
Derechos de Cero . Considerar el anillo de matrices(

Z Z2

0 Z

)
=

{(
a [b]
0 c

) ∣∣∣a, c ∈ Z y [b] ∈ Z2

}
.

Entonces (
2 [0]
0 1

)(
0 [1]
0 0

)
=

(
0 [0]
0 0

)
y sin embargo(

0 [1]
0 0

)(
2 [0]
0 1

)
6=
(

0 [1]
0 0

)
.
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De aquí,
(

2 [0]
0 1

)
es un divisor izquierdo de cero , pero no

un divisor derecho de cero .
6. El Anillo Opuesto. Si R es un anillo, entonces podemos

construir un anillo nuevo llamado el anillo opuesto de R, de-
notado por Rop. Como conjuntos, R = Rop y las estructuras
aditivas sobre ambos anillos son las mismas. La multiplica-
ción ◦ es definida sobre Rop por a ◦ b = ba, donde ba es la
multiplicación en R. Claramente, si R es conmutativo, enton-
ces R y Rop son el mismo anillo.

7. Anillos de Endomorfismos. Si G es un grupo abeliano adi-
tivo y EndZ(G) denota el conjunto de todos los homomorfis-
mos de grupo f : G→ G, entonces EndZ(G) es un anillo con
identidad bajo la adición de funciones y la composición de
funciones. La identidad aditiva de EndZ(G) es el homomor-
fismo cero y la identidad multiplicativa es el homomorfismo
identidad idG : G → G. EndZ(G) es llamado el anillo de en-
domorfismos de G.

2. Ideales Izquierdos y Derechos

Ahora dirigimos nuestra atención a los subgrupos de un anillo
que son cerrados bajo la multiplicación por elementos del anillo.

DEFINICIÓN 1.3. Un subgrupo aditivo A del grupo aditivo de R es
llamado un ideal derecho (izquierdo) de R si ab ∈ A (ba ∈ A) para
todo a ∈ A y todo b ∈ R. Si I es un ideal izquierdo y derecho de R,
entonces I es un ideal de R. Un ideal derecho (Un ideal izquierdo,
Un ideal) A de R es llamado propio si A  R. Un ideal derecho pro-
pio (ideal izquierdo propio, ideal propio) m de R es un ideal derecho
máximo (ideal izquierdo máximo, ideal máximo) si siempre que A
sea un ideal derecho (ideal izquierdo, ideal) de R tal que m ⊆ A ⊆ R,
entonces m = A o A = R. Un ideal derecho (izquierdo) A de R es
llamado ideal derecho (izquierdo) mínimo si {0} y A son los únicos
ideales derechos (izquierdos) de R contenidos en A. El símbolo 0
será usado para denotar ambos el ideal cero y la identidad aditiva
de R. El contexto de la discusión indicará cual está siendo consi-
derado. El ideal derecho aR = {ab/b ∈ R} de R es el ideal derecho
principal de R generado por a. Un ideal principal aR en un anillo con-
mutativo R frecuentemente será denotado por (a). Un ideal propio p
de un anillo conmutativo R es llamado un ideal primo si siempre que
a, b ∈ R son tal que ab ∈ p, entonces a ∈ p o b ∈ p. Finalmente
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un anillo conmutativo R es llamado un anillo local si tiene un ideal
máximo m único.

Ejemplos
1. Anillos Simples. Cada anillo tiene al menos dos ideales,

a saber el ideal cero y el anillo R. Si estos son los únicos
ideales de R, entonces R es llamado un anillo simple. Cada
anillo con división es un anillo simple.

2. Ideales Derechos e Izquierdos en un Anillo de Matrices.
Si Mn(R) es el anillo de las n × n matrices sobre R, enton-
ces para cada entero k, 1 ≤ k ≤ n, sea ck(R) el conjunto de
matrices k-ésima columna (aij) definidas por aij = 0 si j 6= k.
Entonces ck(R) es solo el conjunto de todas las matrices con
entradas arbitrarias de R en la k-ésima columna y ceros en
otra parte. El conjunto ck(R) es un ideal izquierdo pero no un
ideal derecho deMn(R). Igualmente, para cada k, 1 ≤ k ≤ n,
el conjunto rk(R) de matrices k-ésima fila (aij) con aij = 0 si
i 6= k es un ideal derecho pero no ideal izquierdo de Mn(R).
Si D es un anillo con división, entonces para cada k, ck(D)
es un ideal izquierdo mínimo de Mn(R) y rk(R) es un ideal
derecho mínimo deMn(R). Además, uno puede mostrar que
si Ī es un ideal de Mn(R), entonces existe un ideal determi-
nado únicamente I de R tal que Ī = Mn(I). Se sigue que
si R es un anillo simple, entonces Mn(R) es un anillo sim-
ple. De aquí, si D es un anillo con división, entonces Mn(D)
es un anillo simple. Sin embargo, Mn(D) no es un anillo con
división puesto que Mn(D) tiene divisores de cero.

3. Anillos de Ideales Principales. Cada ideal del anillo Z es
un ideal principal y un ideal (p) de Z es primo si y solo si es
un ideal máximo si y solo si p es un número primo. Un anillo
conmutativo en el cual cada ideal es principal es llamado un
anillo ideal principal y un dominio entero con esta propiedad
es un dominio ideal principal.

4. El anillo Zpn, donde p es un número primo y n es un entero
positivo es un anillo local. Los ideales de Zpn son linealmente
ordenados y ([p]) es el ideal máximo único de Zpn. Un campo
también es un anillo local con ideal máximo 0.

5. Sumas de Ideales Derechos. Si {Aα}∆ es una familia de
ideales derechos de R, entonces∑

∆

Aα =
{∑

∆

aα / aα ∈ Aα para todo α ∈ ∆
}
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es un ideal derecho de R. Una observación similar se cumple
para ideales izquierdos e ideales de R.

6. Si S es un subconjunto no vacío de R, entonces annr(S) =
{a ∈ R/Sa = 0} es un ideal derecho de R llamado el anu-
lador derecho de S. El anulador izquierdo annl(S) = {a ∈
R/aS = 0} de S es un ideal izquierdo de R. También se sigue
que annr(S) = {a ∈ R/Sa = 0} (annl(S) = {a ∈ R/aS = 0})
es un ideal de R si A es un ideal derecho (izquierdo) de R.

PROPOSICIÓN 1.1. Las siguientes afirmaciones se cumplen en
cualquier anillo R.
(1) Sean A y B subconjuntos no vacíos de R. Si B es un ideal dere-

cho (si A es un ideal izquierdo) de R, entonces

AB =
{ n∑

i=1

aibi/ai ∈ A, bi ∈ B para i = 1, 2, . . . , n, n ≥ 1
}

es un ideal derecho (un ideal izquierdo) de R.
(2) Para cualquier r ∈ R,

RrR =
{ n∑

i=1

airbi/ai, bi ∈ R para i = 1, 2, . . . , n, n ≥ 1
}

es un ideal de R.

Notación. En este punto es importante indicar diferencias de nota-
ción que serán usadas a través de la tesis. Si A es un ideal dere-
cho de R y n ≥ 2 es un entero, entonces An = AA · · ·A denotará el
conjunto de todas las sumas finitas de productos a1a2 · · · an de n ele-
mentos de A. La notación A(n) será usada para A×A× · · · ×A, con
n factores de A. An es un ideal derecho de R y A(n) es un R-módulo,
un concepto definido más adelante.

La siguiente proposición frecuentemente es mencionada como el
lema de Krull. La demostración involucra nuestra primera aplicación
del lema de Zorn.

PROPOSICIÓN 1.2 (Krull). Cada ideal derecho propio (ideal iz-
quierdo, ideal) A de un anillo R está contenido en un ideal derecho
máximo (ideal izquierdo máximo, ideal máximo) de R.

DEMOSTRACIÓN. Sea A un ideal derecho propio de R y suponer
que S es la colección de ideales derechos B de R que contienen
a A. Entonces S 6= ∅ puesto que A ∈ S. Si C es una cadena en
S, entonces Ā =

⋃
C
B es un ideal derecho de R que contiene a

A. Puesto que R tiene una identidad, Ā 6= R y así Ā es una cota
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superior en S para C. De esta manera, S es inductivo y el lema de
Zorn indica que S tiene un elemento máximo, digamos m, el cual, por
la definición de S, contiene a A. Si m no es un ideal derecho máximo
de R, entonces existe un ideal derecho B de R tal que m  B  R.
Pero B es entonces un ideal derecho propio de R que contiene a A
y esto contradice la maximalidad de m en S. Por lo tanto, m es un
ideal derecho máximo de R. Una demostración similar se cumple si
A es un ideal izquierdo o un ideal de R. �

COROLARIO 1.1. Cada anillo R tiene al menos un ideal derecho
máximo (ideal izquierdo máximo, ideal máximo).

Anillos Cocientes

DEFINICIÓN 1.4. Si I es un ideal de R, entonces R/I, el conjunto
de clases laterales de I en R, es un anillo bajo la adición de clases
laterales y la multiplicación de clases laterales definidas por

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I y (a+ I)(b+ I) = ab+ I.

R/I es llamado el anillo factor (o anillo cociente) de R formado al
factorizar I. La identidad aditiva de R/I usualmente será denotada
por 0 en lugar de 0 + I y la identidad multiplicativa de R/I es 1 + I.

Observación. Puesto que el anillo cero ha sido eliminado de nuestra
discusión por suposición de que todos los anillos tengan una identi-
dad 1 6= 0, no permitimos I = R cuando se forma el anillo factor R/I,
al menos que esto pudiera surgir naturalmente en nuestra discusión.

La siguiente proposición bien conocida demuestra la conexión
entre ideales primos (máximos) en un anillo conmutativo y los domi-
nios enteros (campos).

PROPOSICIÓN 1.3. Si R es un anillo conmutativo, entonces:
(1) R/p es un dominio entero si y solo si p es un ideal primo de R.
(2) R/m es un campo si y solo si m es un ideal máximo de R.

COROLARIO 1.2. Si R es un anillo conmutativo, entonces cada
ideal máximo de R es primo.

DEFINICIÓN 1.5. Un anillo R es llamado un anillo regular (von
Neumann) si para cada x ∈ R existe un y ∈ R tal que x = xyx.

Por ejemplo, cualquier producto directo de anillos con división es
regular.
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TEOREMA 1.1. Para un anillo R, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. R es regular von Neumann.
2. Cada ideal derecho (izquierdo) principal de R es generado

por un idempotente.
3. Cada ideal derecho (izquierdo) finitamente generado de R es

generado por un idempotente.

DEMOSTRACIÓN. (1) ⇒ (2) Dado x ∈ R, existe y ∈ R tal que
xyx = x. Entonces xy es un idempotente en R tal que xyR = xR.

(2)⇒ (3) Basta mostrar que xR + yR es principal para cualquier
x, y ∈ R. Ahora xR = eR para algún idempotente e ∈ R, y puesto
que y−ey ∈ xR+yR vemos que xR+yR = eR+(y−ey)R. Existe un
idempotente f ∈ R tal que fR = (y − ey)R, y notamos que ef = 0.
Consecuentemente, g = f − fe es un idempotente ortogonal a e.
Observando que fg = g y gf = f , vemos que gR = fR = (y − ey)R,
donde xR+yR = eR+gR. Ya que e y g son ortogonales, concluimos
que xR + yR = (e+ g)R.

(3) ⇒ (1) Dado x ∈ R, existe un idempotente e ∈ R tal que
eR = xR. Entonces e = xy para algún y ∈ R, y x = ex = xyx. �

3. Homomorfismos de Anillos

Un concepto fundamental en el estudio de los anillos es la de un
homomorfismo de anillos. Su importancia radica en el hecho de que
un homomorfismo de anillos f : R → S proporciona la transferencia
de información algebraica entre los anillos R y S.

DEFINICIÓN 1.6. Si R y S son anillos, no necesariamente con
identidades, entonces una función f : R → S es un homomorfismo
de anillos si f(a + b) = f(a) + f(b) y f(ab) = f(a)f(b) pata todo
a, b ∈ R. La función identidad idR : R → R es un homomorfismo de
anillos llamado el homomorfismo identidad. Un homomorfismo de
anillos que es inyectivo y suprayectivo es un isomorfismo de anillos.
Si f : R→ S es un homomorfismo de anillos suprayectivo, entonces
S es llamado una imagen homomorfa de R. Si f es un isomorfismo,
entonces decimos que R y S son anillos isomorfos y escribimos R ∼=
S. Si R y S tienen identidades y f(1R) = 1S, entonces f es llamado
un homomorfismo de anillos preservando identidad.

Ahora suponemos que todos los homomorfismos de anillos pre-
servan identidad. Al menos que se indique lo contrario, esta suposi-
ción se mantendrá a través del resto de la tesis.
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PROPOSICIÓN 1.4. Sea f : R → S un homomorfismo de anillos.
Entonces:
(1) f(0R) = 0S y f(−a) = −f(a) para cada a ∈ R.
(2) Si a ∈ R tiene un inverso multiplicativo en R, entonces f(a) tiene

un inverso multiplicativo en S y f(a−1) = f(a)−1.

PROPOSICIÓN 1.5. Si f : R → S un homomorfismo de anillos,
entonces:
(1) Si R′ es un subanillo de R, entonces f(R′) es un subanillo de S.
(2) Si S ′ es un subanillo de S, entonces f−1(S ′) es un subanillo de

R.
(3) Si f es suprayectiva y A es un ideal derecho (un ideal izquier-

do, un ideal) de R, entonces f(A) es un ideal derecho (un ideal
izquierdo, un ideal) de S.

(4) Si B es un ideal derecho (un ideal izquierdo, un ideal) de S, en-
tonces f−1(B) es un ideal derecho (un ideal izquierdo, un ideal)
de R.

DEFINICIÓN 1.7. Si I es un ideal de R, entonces la función η :
R → R/I definido por η(a) = a + I es un homomorfismo de anillos
suprayectivo llamado la suryección canónica o el homomorfismo na-
tural. Si f : R → S es un homomorfismo de anillos, entonces el
conjunto Nu(f) = {a ∈ R/f(a) = 0} es el núcleo de f .

La siguiente proposición es una de las piedras angulares de la
teoría de anillos. La parte (3) de la proposición muestra que cada
imagen homomorfa de un anillo R es, hasta isomorfismo, un anillo
factor de R.

PROPOSICIÓN 1.6 (Primer Teorema de Isomorfismo para Ani-
llos). Si f : R→ S es un homomorfismo de anillos, entonces
(1) Nu(f) es un ideal de R.
(2) f es inyectiva si y solo si Nu(f) = 0, y
(3) R/Nu(f) ∼= f(R).

DEMOSTRACIÓN. Las demostraciones de (1) y (2) son directas.
(3) Sea ϕ : R/Nu(f) → S definido por ϕ(a + Nu(f)) = f(a). Si
a+Nu(f) = b+Nu(f) entonces a−b ∈ Nu(f), o f(a)−f(b) = 0, así ϕ
está bien definido. En seguida, ϕ es un homomorfismo. Escribiendo
ā para a+Nu(f), tenemos

ϕ(ā+ b̄) = ϕ(a+ b) = f(a+ b) = f(a) + f(b) = ϕ(ā) + ϕ(b̄).

Similarmente, ϕ(āb̄) = ϕ(ā)ϕ(b̄). Claramente, ϕ es una función so-
bre. Mostramos que ϕ es 1-1. Sea f(a) = f(b). Entonces f(a−b) = 0,
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así a− b ∈ Nu(f). Pero entonces ā = b̄. Esto muestra que ϕ es 1-1.
De aquí, R/Nu(f) ∼= Imf . �

COROLARIO 1.3. Si f : R → S es un homomorfismo de anillos
suprayectivo, entonces R/Nu(f) ∼= S.

Si f : R → S es un homomorfismo de anillos inyectivo, entonces
f(R) es un subanillo de S que es isomorfo a R. Cuando este es el
caso decimos que R se encaja en S y que S contiene una copia de
R. Notar también que si f es un isomorfismo, entonces se sigue que
la función inversa f−1 : S → R también es un isomorfismo de anillos.

TEOREMA 1.2. Si K es un ideal en un anillo R, entonces cada
ideal (ideal derecho o izquierdo) en R/K es de la forma A/K, donde
A es un ideal (ideal derecho o izquierdo) en R conteniendo a K.

DEMOSTRACIÓN. Sea η : R→ R/K el homomorfismo natural de
R sobre R/K. Entonces cualquier ideal (ideal derecho o izquierdo)
en R/K es de la forma η(A), donde A es un ideal (ideal derecho o
izquierdo) en R conteniendo Nu(η) = K. Entonces K también es
un ideal en A (considerado como un anillo de él mismo), y η(A) =
{η(a)+K/a ∈ A} es precisamente A/K. Esto demuestra el teorema.

�

PROPOSICIÓN 1.7 (Segundo Teorema de Isomorfismo para Ani-
llos). Si A y B son ideales de un anillo R tal que B ⊆ A, entonces
(R/B)/(A/B) ∼= R/A.

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema anterior A/B es un ideal de
R/B. Definir la función f : R/B → R/A por f(x+B) = x+A, f está
bien definida, en efecto x + B = y + B implica que x − y ∈ B ⊆ A.
De esta manera, x + A = y + A. Es fácil ver f es un homomorfismo
de anillos suprayectivo.

Ahora Nu(f) = {x+ B/x+ A = 0̄} = {x+ B/x ∈ A} = A/B. De
aquí, por la Proposición 1.6 (R/B)/(A/B) ∼= R/A. �

PROPOSICIÓN 1.8 (Tercer Teorema de Isomorfismo para Anillos).
SiA yB son ideales de un anilloR, entoncesA/(A∩B) ∼= (A+B)/B.

DEMOSTRACIÓN. La función f : A → (A + B)/B definida por
f(a) = a+B es un homomorfismo de anillos suprayecyivo bien defi-
nido con Nu(f) = A ∩B. El Corolario 1.3 muestra que A/(A ∩B) ∼=
(A+B)/B. �
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Ejemplos
1. Encajamiento de Funciones. (a) La función f : R → R[X]

dada por f(a) = a, donde a es visto como un polinomio cons-
tante en R[X], es un homomorfismo de anillos inyectivo.
(b) La función f : R → Mn(R) definida por f(a) = (aij), don-
de aij = 0 si i 6= j y aii = a para todo i = 1, 2, · · · , n, es un
homomorfismo de anillos inyectivo. De esta manera, el anillo
de las n× n matrices Mn(R) contiene una copia del anillo R.

(c) Si C =

{(
a b
−b a

)/
a, b ∈ R

}
, entonces C es un subani-

llo de M2(R). La función a + bi 7→
(
a b
−b a

)
de C a C es un

isomorfismo de anillos. De esta manera, el anillo de matrices
M2(R) contiene una copia del campo de los números com-
plejos.

Concluimos nuestro breve repaso de los anillos con la siguiente
proposición.

PROPOSICIÓN 1.9 (Propiedad de Correspondencia de Anillos).
Si f : R→ S es un homomorfismo de anillos suprayectivo, entonces
existe una correspondencia 1-1 entre los siguientes conjuntos.
(1) El conjunto de ideales derechos (izquierdos) en R que contienen

a Nu(f) y el conjunto de ideales derechos (izquierdos) en S.
(2) El conjunto de ideales derechos (izquierdos) máximos de R que

contienen aNu(f) y el conjunto de ideales derechos (izquierdos)
máximos de S.

(3) El conjunto en ideales de R que contienen a Nu(f) y el conjunto
de ideales en S.

(4) El conjunto en ideales máximos de R que contienen a Nu(f) y
el conjunto de ideales máximos en S.

(5) El conjunto de subanillos de R que contienen a Nu(f) y el con-
junto de subanillos de S.

4. Módulos

En un espacio vectorial, los escalares tomados de un campo ac-
túan sobre los vectores por multiplicación escalar, sujeta a ciertas
reglas. En un módulo, los escalares necesitan solo pertenecer a un
anillo, así el concepto de un módulo es una generalización signifi-
cante. Mucha de la teoría de los módulos está interesada con exten-
der las propiedades de los espacios vectoriales a los módulos. Sin
embargo, la teoría de módulos puede ser mucha más complicada
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que la de los espacios vectoriales. Por ejemplo, cada espacio vecto-
rial tiene una base y la cardinalidad de cualesquiera dos bases del
espacio vectorial son iguales. Sin embargo, un módulo no necesita
tener una base y aun si la tiene, entonces puede ser el caso de que
el módulo tenga dos o más bases con cardinalidades diferentes.

Los módulos son centrales para el estudio del álgebra conmuta-
tiva y el álgebra homológica. Además, son usados ampliamente en
la geometría algebraica y la topología algebraica.

DEFINICIÓN 1.8. Si M es un grupo abeliano aditivo, entonces M
es llamado un R-módulo derecho (unitario) si existe una operación
binaria M × R → R tal que si (x, a) 7→ xa, entonces las siguiente
condiciones se cumplen para todo x, y ∈M y a, b ∈ R.

(1) x(a+ b) = xa+ xb
(2) (x+ y)a = xa+ ya
(3) x(ab) = (xa)b
(4) x1 = x

Los R-módulos izquierdos son definidos análogamente pero con
los elementos del anillo operando a la izquierda de los elementos
de M . Si M es un R-módulo derecho, entonces un subconjunto no
vacío N de M es llamado un submódulo de M si N es un subgrupo
del grupo aditivo de M y xa ∈ N siempre que x ∈ N y a ∈ R. Si N es
un submódulo de M y N 6= M , entonces N es un submódulo propio
de M . Finalmente, si R y S son anillos y M es a la vez un R-módulo
izquierdo y un S-módulo derecho tal que a(xb) = (ax)b para todo
a ∈ R, b ∈ S y x ∈M , entonces M es llamado un (R, S)-bimódulo.

Si R es un anillo no conmutativo, entonces un R-módulo derecho
M no puede ser transformado en un R-módulo izquierdo poniendo
a · x = xa. La versión a la izquierda de las propiedades (1), (2) y
(4) de la Definición 1.8 se trasladarán, pero la condición que no se
cumple es la propiedad (3). Si poniendo a · x = xa, para todo x ∈M
y a ∈ R, fuera a convertir a M en R-módulo izquierdo, entonces
tendríamos

(ab) · x = x(ab) = (xa)b = b · (xa) = b · (a · x) = (ba) · x

para todo x ∈ M y a, b ∈ R. Los ejemplos de R-módulos izquierdos
sobre un anillo no conmutativo abundan, donde (ab) · x 6= (ba) · x,
así tenemos una contradicción. Por supuesto, si el anillo es conmu-
tativo, esta dificultad desaparece y M puede ser transformado en
un R-módulo izquierdo en exactamente esta manera. Aun cuando
un R-módulo derecho puede ser no transformado en un R-módulo
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izquierdo usando el método justamente descrito, un R-módulo dere-
cho puede ser transformado en un Rop-módulo izquierdo poniendo
a · x = xa para todo x ∈ M y a ∈ R. Si la multiplicación in Rop está
definida por ◦, x ∈M y a, b ∈ Rop, entonces

(a ◦ b) · x = (ba) · x = x(ba) = (xb)a = a · (xb) = a · (b · x),

así la versión a la izquierda de la propiedad (3) se cumple y es fácil
verificar que las versiones a la izquierda de las propiedades (1), (2)
y (3) también se cumplen.

Si el anillo R es reemplazado por un anillo con división D, enton-
ces la Definición 1.8 da la definición de un espacio vectorial derecho
V sobre D y cuando R es un campo K, V es un espacio vectorial
sobre K. Si V es un espacio vectorial derecho sobre un anillo con
división D, entonces un submódulo de V frecuentemente será men-
cionado como un subespacio de V .

Terminología. Para simplificar la terminología, la expresión “R-módulo”
o “módulo” significaráR-módulo derecho. CuandoM sea unR-módulo
también en ocasiones, nos referiremos a la multiplicación M × R→
M dada por (x, a) 7→ xa como la R-acción sobre M .

Ejemplos

1. Sumas Finitas de Submódulos. SiM1,M2, . . . ,Mn son sub-
módulos de un R-módulo M , entonces

n∑
i=1

Mi = M1 +M1 + · · ·+Mn =

{x1 + x2 + · · ·+ xn/xi ∈M para i = 1, 2, . . . , n}

es un submódulo de M para cada entero n ≥ 1.
2. El RRR-módulo Mn(R)Mn(R)Mn(R). Si Mn(R) es el conjunto de las n ×
n matrices sobre R, entonces Mn(R) es un grupo abeliano
aditivo bajo la adición de matrices. Si (aij) ∈ Mn(R) y a ∈ R,
entonces la operación (aij)a = (aija) convierte a Mn(R) en
un R-módulo.Mn(R) también es un R-módulo izquierdo bajo
la operación a(aij) = (aaij).

3. Ideales Derechos e Izquierdos como Submódulos. El ani-
llo R es un R-módulo derecho e izquierdo bajo la operación
de multiplicación definida sobre R, llamados regular derecho
y regular izquierdo, respectivamente. Notar que A es un ideal
derecho (izquierdo) de R si y solo si A es un submódulo de
R cuando R es visto como un R-módulo derecho (izquierdo).
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4. El Anulador de un Módulo. Si M es un R-módulo y

A = annr(M) = {a ∈ R/xa = 0 para todo x ∈M},

entonces A es un ideal de R, mencionado como el anula-
dor en R de M . Si existe la necesidad de enfatizar el anillo,
entonces escribiremos annRr (M) para annr(M). Por ejemplo,
si S es un subanillo de R y si M es un R-módulo, entonces
annSr (M) indicará que el anulador es tomado en S. Si A es
un ideal izquierdo de R, entonces

annMl (A) = {x ∈M/xa = 0 para todo x ∈ A}

es un submódulo de M , llamado el anulador en M de A.
Si I es un ideal de R tal que I ⊆ annr(M), entonces M
también es un R/I-módulo bajo la adición ya presente sobre
M y la R/I-acción sobre M definida por x(a + I) = xa para
todo x ∈M y a+ I ∈ R/I.

5. Módulos sobre Anillos de Endomorfismos. Si G es un
grupo abeliano aditivo, entonces EndZ(G) el conjunto de to-
dos los homomorfismos de grupo f : G → G, es un anillo
bajo la adición y composición de homomorfismos de grupos.
El grupo G es un EndZ(G)−módulo izquierdo si ponemos
fx = f(x) para todo x ∈ G y todo f ∈ EndZ(G).G también es
un EndZ(G)−módulo derecho bajo la operación xf = (x)f ,
donde aceptamos escribir cada homomorfismo de grupo a
la derecha de su argumento y en expresiones tales como
(x)fg primero aplicamos f y después g. Puesto que G es un
Z-módulo, se sigue que G es un (EndZ(G),Z)-bimódulo y un
(Z, EndZ(G))-bimódulo.

6. Submódulos formados de Matrices Columna y Fila. Sean
ck(R) y rk(R), 1 ≤ k ≤ n, los conjuntos de matrices k-ésima
columna y matrices k-ésima fila, respectivamente, así defini-
das en el Ejemplo 2 en la Sección 2. Entonces para cada k,
ck(R) y rk(R) son submódulos del R-módulo Mn(R).

7. Módulos Cíclicos. Si M es un R-módulo y x ∈M , entonces
xR = {xa/a ∈ R} es un submódulo de M llamado el sub-
módulo cíclico de M generado por x. Si M = xR para algún
x ∈M , entonces M es llamado un módulo cíclico.

8. El módulo R[X]R[X]R[X]. Si R[X] es el conjunto de todos los po-
linomios en X con sus coeficientes en R, entonces R[X]
es un grupo abeliano aditivo bajo la adición de polinomios.
R[X] es un R-módulo vía la R-acción sobre R[X] definida por
(a0 +Xa1 + · · ·+Xnan)a = (a0a) +X(a1a) + · · ·+Xn(ana).
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9. Cambios de Anillos. Si f : R → S es un homomorfismo de
anillos y M es un S-módulo y xa = xf(a) para todo x ∈ M
y a ∈ R, entonces M es un R-módulo. Decimos que M ha
sido convertido en un R-módulo por retroceso a lo largo de
f . Claramente si M es un R-módulo y S es un subanillo de
R, entonces M es un S-módulo por retroceso a lo largo de la
inyección canónica i : S → R.

10. Ley Modular. Existe una propiedad de los módulos que es
frecuentemente usada. Es conocida como la ley modular o
como la propiedad de modularidad de módulos. Si M , N y
X son submódulos de un R-módulo y X ⊇ M , entonces
X ∩ (M +N) = M + (X ∩N).

Hay varias propiedades elementales de los módulos que se cum-
plen independientemente de si son módulos derechos o izquierdos.
Expresadas para un R-módulo M ,

x0R =0M

x(−1) =− x
x(a− b) =xa− xb

x(−a)b = (xa)(−b) =− x(ab)

(x− y)a =xa− ya
para todo x, y ∈M y a, b ∈ R.

PROPOSICIÓN 1.10. Un subconjunto no vacío N de un R-módulo
M es un submódulo de M si y solo si x+ y ∈ N y xa ∈ N para todo
x, y ∈ N y a ∈ R.

DEMOSTRACIÓN. Si N es un submódulo de M , no hay nada que
demostrar, así suponer que x + y ∈ N y xa ∈ N para todo x, y ∈ N
y a ∈ R. Entonces x− y = x+ y(−1) ∈ N , así N es un subgrupo del
grupo aditivo de M . Las condiciones (1) hasta (4) de la Definición
1.8 deben cumplirse para todo x, y ∈ N y a, b ∈ R, puesto que estas
condiciones se cumplen para todo x, y ∈M y a, b ∈ R. �

DEFINICIÓN 1.9. Sea N un submódulo de un R-módulo M y su-
poner que S es un subconjunto de N . Si cada elemento de x ∈ N

puede ser expresado como x =
n∑
i=1

xiai, donde xi ∈ S y ai ∈ R para

cada i = 1, 2, . . . , n, entonces decimos que S es un conjunto de ge-
neradores de N o que N es generado por S. Si N es generado por
S, entonces escribimos N =

∑
S

xR y cuando S es un conjunto finito,

decimos que N es finitamente generado.
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Cada R-módulo M tiene al menos un conjunto generador, a sa-
ber el conjunto M .

PROPOSICIÓN 1.11. Las siguientes afirmaciones se cumplen pa-
ra cualquier R-módulo M .
(1) Si {Mα}∆ es una familia de submódulos de M , entonces

⋂
∆

Mα

es un submódulo de M .
(2) Si {Mα}∆ es una familia de submódulos de M , entonces∑

∆

Mα = {
∑

∆

xα/xα ∈Mα para todo α ∈ ∆}

es un submódulo de M .
(3) Sea S un subconjunto de M y suponer que {Mα}∆ es una fami-

lia de submódulos de M cada uno de los cuales contiene a S.
Entonces S es un conjunto de generadores para el submódulo⋂
∆

Mα.

DEMOSTRACIÓN. (1) Si x, y ∈
⋂
∆

Mα, a ∈ R. Entonces para cada

α ∈ ∆, x − y ∈ Mα y xa ∈ Mα, porque los Mα son submódulos.
De aquí x − y, xa ∈

⋂
∆

Mα. Por la Proposición 1.10,
⋂
∆

Mα es un

submódulo de M .
(2) Si

∑
∆

xα,
∑
∆

yα ∈
∑
∆

Mα, entonces∑
∆

xα −
∑

∆

yα =
∑

∆

(xα − yα)

pertenece a
∑
∆

Mα, porque xα−yα ∈Mα, para todo α ∈ ∆. También,

si a ∈ R, entonces(∑
∆

xα

)
a =

∑
∆

(xαa) ∈
∑

∆

Mα,

porque xαa ∈ Mα, para todo α ∈ ∆. De esta manera,
∑
∆

Mα es un

submódulo de M por la Proposición 1.10.
(3) Sea {Mα}∆ una familia de submódulos de M cada uno de los

cuales contiene a S. Si x ∈ S, entonces x ∈
⋂
∆

Mα, así xR ⊆
⋂
∆

Mα.

De aquí
∑
S

xR ⊆
⋂
∆

Mα. Para la contención inversa notar que
∑
S

xR

es un submódulo de M que contiene a S. De esta manera,
⋂
∆

Mα ⊆∑
S

xR, así tenemos que
⋂
∆

Mα =
∑
S

xR. �
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COROLARIO 1.4. El conjunto vacío es un conjunto de generado-
res para el módulo cero.

DEMOSTRACIÓN. La parte (3) de la Proposición 1.11 muestra
que si S = ∅ y si {Mα}∆ es la familia de todos los submódulos de
M , entonces ∅ ⊆ Mα para cada α ∈ ∆. De aquí,

⋂
∆

Mα = 0, así∑
∅
xR = 0. �

5. Módulos Cocientes

Si N es un submódulo de un R-módulo M , entonces N es un
subgrupo del grupo aditivo de M . Así si N es visto como un subgru-
po del grupo abeliano M , entonces sabemos de la teoría de grupos
que podemos formar el conjunto de clases laterales {x + N}x∈M de
N en M , donde x + N = {x + n/n ∈ N}. Si M/N denota el conjun-
to de clases laterales, entonces también sabemos que M/N puede
ser convertido en un grupo abeliano aditivo si la adición de clases
laterales es definida por

(x+N) + (y +N) = (x+ y) +N.

Con esto en menteM/N puede ahora ser convertido en unR-módulo
definiendo la R-acción sobre M/N por (x + N)a = xa + N para
x+N ∈M/N y a ∈ R. Esto nos lleva a la siguiente definición.

DEFINICIÓN 1.10. Si N es un submódulo de un R-módulo M ,
entonces M/N junto con las operaciones

(x+N) + (y +N) = (x+ y) +N y (x+N)a = xa+N

para x+N, y +N ∈M/N y a ∈ R es llamado el módulo factor ( o el
módulo cociente) de M formado factorizando N .

Ejemplos

11. Considerar el R-módulo R[X]. Si P es el conjunto de po-
linomios en R[X] con término constante cero, entonces P
es un submódulo de R[X]. Cada elemento del módulo factor
R[X]/P puede ser expresado como a0+Xa1+· · ·+Xnan+P .
Pero puesto que Xa1 + · · ·+Xnan ∈ P , vemos que

a0 +Xa1 + · · ·+Xnan + P = a0 + P.
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Consecuentemente, las operaciones sobreR[X]/P están da-
das por

(a+ P ) + (b+ P ) = (a+ b) + P

(a+ P )c = ac+ P,

donde a, b, c ∈ R.
12. Considerar el R-móduloM3(R). El conjunto de todas las ma-

trices de la forma

a11 0 a13

a21 0 a23

a31 0 a33

 es un submódulo N de

M3(R). Se sigue que los elementos del módulo factorM3(R)/N
pueden ser expresados en la forma0 a12 0

0 a22 0
0 a32 0

+N.

DEFINICIÓN 1.11. Cada R-módulo derecho no cero tiene al me-
nos dos submódulos, a saber M y el submódulo cero, denotado sim-
plemente por 0. Un R-módulo derecho no cero S que tiene solo a 0
y a S por sus submódulos es llamado un módulo simple. El conjunto
de todos los submódulos de un R-módulo derecho M es parcial-
mente ordenado por ⊆, es decir, por la inclusión. Bajo este orden un
submódulo mínimo de M es solamente un submódulo simple de M .
Un submódulo propio N de M es llamado un submódulo máximo de
M si siempre que N ′ sea un submódulo de M tal que N ⊆ N ′ ⊆M ,
o N = N ′ o N ′ = M . Claramente, A es un ideal derecho mínimo de
R si y solo si AR es un R-módulo simple.

Ejemplos
13 Si N es un submódulo máximo de M , entonces se sigue que

M/N es un R-módulo simple. En particular, un subconjunto
no vacío A de un anillo R es un ideal derecho de R si y solo
si A es un submódulo de R cuando R es visto como un R-
módulo. De aquí, podemos formar el módulo factor R/A. Así
si m es un ideal derecho máximo de R, entonces R/m es un
R-módulo simple.

6. Homomorfismos de Módulos

Una faceta importante de los homomorfismos de anillos es que
proporcionan la transferencia de información algebraica entre ani-
llos. Para transferir información algebraica entre módulos, necesita-
mos el concepto de un homomorfismo de módulos.
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DEFINICIÓN 1.12. Si M y N son R-módulos, entonces una fun-
ción f : M → N es llamada un homomorfismo de R-módulos si
(1) f(x+ y) = f(x) + f(y) y
(2) f(xa) = f(x)a

para todo x, y ∈ M y a ∈ R. Una función f : M → N que satisfa-
ce (1) es llamada una función aditiva. La función identidad M → M
definida por x 7→ x es un homomorfismo de R-módulos que será
denotado por idM . Un homomorfismo de R-módulos que es una fun-
ción inyectiva será mencionado para simplificar un monomorfismo y
un homomorfismo de R-módulos que es una función suprayectiva
será llamado un epimorfismo. Si f : M → N es un epimorfismo, en-
tonces N es llamado una imagen homomorfa de M . Si f : M → M
es un homomorfismo, entonces f es un endomorfismo de M . Un
isomorfismo es un homomorfismo que es inyectivo y suprayectivo
y un isomorfismo f : M → M es llamdo un automorfismo de M .
Si f : M → N es un isomorfismo, entonces M y N son llamados
R-módulos isomorfos, denotado por M ∼= N . El conjunto de todos
los homomorfismos de M a N será denotado por HomR(M,N) y
cuando M = N , HomR(M,M) será escrito como EndR(M).

Ejemplos
1. HomR(M,N)HomR(M,N)HomR(M,N) como un RRR-módulo Izquierdo. Si M y N son
R-módulos, entoncesHomR(M,N) es un grupo abeliano adi-
tivo bajo la adición de funciones, es decir, HomR(M,N) es
un Z-módulo. En general, HomR(M,N) no es un R-módulo
si fa es definida como (fa)(x) = f(xa) puesto que

(f(ab))(x) = f(x(ab)) = f((xa)b) = (fb)(xa) = ((fb)a)(x),

así f(ab) = (fb)a. Sin embargo, lo que es requerido es que
f(ab) = (fa)b, así la condición (3) de la Definición 1.8 no
se cumple. Si R es conmutativo, entonces inmediatamente
vemos que HomR(M,N) puede ser convertido en R-módulo
precisamente en esta manera. Aunque HomR(M,N) no pue-
de ser convertido en R-módulo poniendo (fa)(x) = f(xa),
HomR(M,N) puede ser convertido en un R-módulo izquier-
do usando esta técnica. Si a ∈ R y x ∈M , dejar que (af)(x) =
f(xa). Entonces para a, b ∈ R y x ∈M vemos que

((ab)f)(x) = f(x(ab)) = f((xa)b) = (bf)(xa) = a(bf)(x).

De aquí, (ab)f = a(bf), así la versión a la izquierda de la
condición (3) de la Definición 1.8 se cumple. Es fácil veri-
ficar que la versión a la izquierda de las condiciones (1),
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(2) y (4) también se cumplen, así cuando M y N son R-
módulos, HomR(M,N) es un R-módulo izquierdo. Similar-
mente, cuando M y N son R-módulos izquierdos, entonces
HomR(M,N) puede ser convertido en un R-módulo ponien-
do (fa)(x) = f(ax) para todo a ∈ R y x ∈M .

2. El Anillo de Endomorfismos de un Módulo. Si M es un
R-módulo, entonces EndZ(M) y EndR(M) son anillos bajo la
adición de funciones y la composición de funciones llamados
el anillo de Z-endomorfismos de M y el anillo de R-endomor -
fismos de M , respectivamente. Si definimos fx = f(x) para
cada f ∈ EndZ(M) y todo x ∈ M , entonces esto convierte a
M en un EndZ(M)- módulo izquierdo. Puesto que EndR(M)
es un subanillo de EndZ(M), M también es un EndR(M)-
módulo izquierdo bajo la misma operación.

Observación. Las estructuras de bimódulos producen varias estruc-
turas de módulos sobre Hom.
(1) Si M es un (R, S)-bimódulo y N es un R-módulo izquierdo, en-

tonces HomR(RMS,RN) es un S-módulo izquierdo. Si sf es de-
finido por (sf)(x) = f(xs) para todo f ∈ HomR(RMS,RN), s ∈ S
y x ∈ M , entonces sf ∈ HomR(RMS,RN). En efecto, si a ∈ R,
entonces

(sf)(ax) = f((ax)s) = f(a(xs)) = af(xs) = a(sf)(x).

(2) Si M es un (R, S)-bimódulo y N es un S-módulo derecho, en-
tonces HomS(RMS, NS) es un R-módulo derecho. Si (fa)(x) =
f(ax) para f ∈ HomS(RMS, NS), a ∈ R y x ∈ M , entonces se
sigue que fa ∈ HomS(RMS, NS) porque para s ∈ S tenemos

(fa)(xs) = f(a(xs)) = f((ax)s) = f(ax)s = (fa)(x)s.

(3) Si N es un (R, S)-bimódulo y M es un R-módulo izquierdo, en-
tonces HomR(RM,RNS) es un S-módulo derecho. Para ver esto,
dejar que (fs)(x) = f(x)s para f ∈ HomR(RM,RNS), s ∈ S y
x ∈ M . Entonces la función fs está en HomR(RM,RNS) debido
al hecho de que si a ∈ R, entonces

(fs)(ax) = f(ax)s = af(x)s = a(fs)(x).

(4) Si N es un (R, S)-bimódulo y M es un S-módulo derecho, enton-
ces HomS(MS,RNS) es un R-módulo izquierdo. Si af es definido
por (af)(x) = af(x) para f ∈ HomS(MS,RNS), a ∈ R y x M , en-
tonces af está enHomS(MS,RNS) puesto que si s ∈ S, entonces

(af)(xs) = af(xs) = af(x)s = (af)(x)s.
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DEFINICIÓN 1.13. Sea f : M → N un R-homomorfismo de R-
módulos. Entonces
(1) El conjunto K = {x ∈ M/f(x) = 0} es llamado el núcleo de f y

es escrito Nu(f).
(2) El conjunto f(M) = {f(x)/x ∈ M} es llamado la imagen homo-

morfa (o simplemente imagen) de M bajo f y es denotado por
Imf .

(3) Si A ⊆ M y B ⊆ N son subconjuntos de los R-módulos M y N ,
respectivamente. Entonces f−1(B) = {x ∈ A/f(x) ∈ B}.

PROPOSICIÓN 1.12. Si f : M → N es un R-homomorfismo de
módulos, entonces f(0M) = 0N y f(−x) = −f(x) para cada x ∈M .

DEMOSTRACIÓN. Tenemos que

f(0M) + f(0M) = f(0M + 0M) = f(0M) = 0S + f(0M)

De aquí, f(0M) = 0S. Ahora

f(x) + f(−x) = f(x+ (−x)) = f(0M) = 0S

De aquí, f(−x) = −f(x). �

PROPOSICIÓN 1.13. Sea f : M → N un R-homomorfismo de
módulos.
(1) Si M ′ es un submódulo de M , entonces f(M ′) es un submódulo

de N .
(2) SiN ′ es un submódulo deN , entonces f−1(N ′) es un submódulo

de M .

DEMOSTRACIÓN. (1) Sea M ′ un submódulo del R-módulo M . Si
n, n′ ∈ f(M ′) y a ∈ R. Entonces n + n′ = f(x) + f(x′) = f(x + x′) ∈
f(M ′) y na = f(x)a = f(xa) ∈ f(M ′) para algunos x, x′ ∈ M ′. Por la
Proposición 1.10, f(M ′) es un submódulo de N .

(2) Si x, y ∈ f−1(N ′) para algunos x, y ∈M y a ∈ R. Entonces

f(x+ y) = f(x) + f(y) ∈ N ′ y f(xa) = f(x)a ∈ N ′.
De esta manera, x+ y, xa ∈ f−1. �

PROPOSICIÓN 1.14. Si M es un R-módulo, entonces
HomR(R,M) ∼= M como R-módulos.

DEMOSTRACIÓN. Sea ϕ : HomR(R,M) → M tal que ϕ(f) =
f(1). Entonces ϕ(f + g) = (f + g)(1) = f(1) + g(1) = ϕ(f) + ϕ(g)
y ϕ(fa) = (fa)(1) = f(a) = f(1)a = ϕ(f)a, así ϕ es R-lineal. Si
f ∈ Nu(ϕ), entonces 0 = ϕ(f) = f(1) claramente implica que f = 0,
así ϕ es inyectivo. Si x ∈ M , entonces fx : R → M definido por



1.6 Homomorfismos de Anillos 27

fx(a) = xa es R-lineal y ϕ(fx) = x. De esta manera, ϕ también es
biyectiva. �

Las siguientes tres proposiciones son de importancia fundamen-
tal. La primera de estas proposiciones es uno de los resultados más
útiles en la teoría de módulos.

PROPOSICIÓN 1.15 (Primer Teorema de Isomorfismo de Módu-
los). Si f : M → N es un R-homomorfismo de R-módulos, entonces
(1) Nu(f) es un submódulo de M ,
(2) f es un monomorfismo si y solo si Nu(f) = 0, y
(3) M/Nu(f) ∼= f(M).

DEMOSTRACIÓN. (1) Si x, y ∈ Nu(f) y a ∈ R, entonces f(x+y) =
f(x) + f(y) = 0, y f(xa) = f(x)a = 0a = 0, asi x+ y, xa ∈ Nu(f). La
Proposición 1.10 da el resultado.

(2) Si f es un monomorfismo y x ∈ Nu(f), entonces f(x) =
0 = f(0), así x = 0 puesto que f es inyectiva. De esta manera,
Nu(f) = 0. Inversamente, suponer que el Nu(f) = 0 y x, y ∈ M tal
que f(x) = f(y). Entonces f(x − y) = 0, así x − y ∈ Nu(f) = 0. De
aquí, x = y, así f es inyectiva.

(3) Definir ϕ : M/Nu(f) → f(M) por ϕ(x + Nu(f)) = f(x). Si
x+Nu(f) = y+Nu(f), entonces x−y ∈ Nu(f), así f(x) = f(y), así
ϕ está bien definido. Se sigue fácilmente que ϕ es un epimorfismo
y si ϕ(x + Nu(f)) = 0, entonces f(x) = 0, así x ∈ Nu(f). De esta
manera, x + Nu(f) = 0, así ϕ es inyectiva y tenemos que ϕ es un
isomorfismo. �

COROLARIO 1.5. Si f : M → N es un epimorfismo, entonces
M/Nu(f) ∼= N .

La parte (2) de la Proposición 1.15 muestra que un homomorfis-
mo f : M → N es un monomorfismo si y solo si Nu(f) = 0. También
se sigue que f es un epimorfismo si y solo si N/Imf = Cokerf = 0.

Si f : M → N es un monomorfismo, entonces f(M) es un sub-
módulo de N que es isomorfo a M . Cuando este es el caso decimos
que M se encaja en N y que N contiene una copia de M

TEOREMA 1.3. Sean N y U submódulos de un R-módulo M . Los
submódulos del módulo cociente M/N son de la forma U/N , donde
U es un submódulo de M conteniendo a N .

DEMOSTRACIÓN. Sea f : M → M/N el homomorfismo canó-
nico; es decir, f(x) = x + N , x ∈ M . Sea X un submódulo de
M/N . Considerar U = {x ∈ M/f(x) ∈ X}. Afirmamos que U es
un R-submódulo de M . En efecto si x, y ∈ U y a ∈ R, entonces
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f(x − y) = f(x) − f(y) ∈ X y f(xa) = f(x)a ∈ X, lo que muestra
que U es un R-submódulo de M . También, N ⊆ U , porque para to-
do x ∈ N , f(x) = 0̄ ∈ X. De esta manera, N es un R-submódulo
de U . También, si x ∈ X, entonces existe y ∈ M tal que f(y) = x,
porque f es un homomorfismo suprayectivo. Así por definición de U ,
y ∈ U . De aquí, X ⊆ f(U). Claramente, f(U) ⊆ X. De esta manera,
X = f(U). Pero f(U) = U/N . Así, X = U/N . �

PROPOSICIÓN 1.16 (Segundo Teorema de Isomorfismo para Mó-
dulos). Si M1 y M2 son submódulos de un R-módulo M tal que M1 ⊆
M2, entoncesM2/M1 es un submódulo deM/M1 y (M/M1)/(M2/M1)
∼= M/M2.

DEMOSTRACIÓN. Que M2/M1 es un submódulo de M/M1 se si-
gue del teorema anterior. Sea f : M/M1 →M/M2 la función definida
por f(x+M1) = x+M2. Si x+M1 = y+M1, entonces x−y ∈M1 ⊆M2,
así f(x+M1) = x+M2 = y+M2 = f(y+M1), así f está bien definida.
Claramente, f es un epimorfismo. Ahora x + M1 ∈ Nu(f) si y solo
si x ∈ M2 y de aquí si y solo si x + M1 ∈ M2/M1. De esta manera,
Nu(f) = M2/M1. Así el resultado se sigue del Corolario 1.5. �

PROPOSICIÓN 1.17 (Tercer Teorema de Isomorfismo para Mó-
dulos). Si M1 y M2 son submódulos de un R-módulo M , entonces
M1/(M1 ∩M2) ∼= (M1 +M2)/M2.

DEMOSTRACIÓN. El epimorfismo f : M1 → (M1 + M2)/M2 defi-
nido por f(x) = x + M2 tiene núcleo M1 ∩M2. El Corolario 1.5 da el
resultado. �

PROPOSICIÓN 1.18 (Propiedad de Correspondencia de Módu-
los). Si f : M → N es un epimorfismo, entonces existe una corres-
pondencia 1-1 entre los submódulos de M que contienen a Nu(f) y
los submódulos de N .

DEMOSTRACIÓN. Si Ñ es un submódulo de M/Nu(f) y η : M →
M/Nu(f) es el homomorfismo natural, existe un submódulo único
N = η−1(Ñ) de M tal que N ⊇ Nu(f) y N/Nu(f) = Ñ . El resultado
se sigue de la observación de que M/Nu(f) ∼= N . �



Capítulo 2

Construcciones Fundamentales

Ahora introducimos conceptos que son ubicuos en álgebra abs-
tracta: productos directos, sumas directas. Cada concepto puede ser
usado para producir un objeto que posee una propiedad conocida
como la propiedad de la función universal.

1. Productos Directos y Sumas Directas

Productos Directos
Si {Mα}∆ es una familia de R-módulos, entonces el producto Carte-
siano

∏
∆

Mα puede ser convertido en un R-módulo definiendo

(xα) + (yα) = (xα + yα) y (xα)a = (xαa)

para todo (xα), (yα) ∈
∏
∆

Mα y a ∈ R, donde ponemos
∏
∆

Mα = 0 si

∆ = ∅. La adición y la R-acción sobre
∏
∆

Mα son llamadas operacio-

nes componente a componente. La función πβ :
∏
∆

Mα →Mβ tal que

πβ((xα)) = xβ para todo (xα) ∈
∏
∆

Mα es un epimorfismo llamado la

β-ésima proyección canónica y la función iβ : Mβ →
∏
∆

Mα definida

por iβ(x) = (xα), donde xα = 0 si α 6= β y xβ = x, es una inyección
R-lineal llamada la β-ésima inyección canónica. El R-módulo

∏
∆

Mα

junto con la familia de proyecciones canónicas {πα :
∏
∆

Mα → Mα}∆

es llamado el producto directo de la familia {Mα}∆. Tal producto se-
rá denotado por (

∏
∆

Mα, πα) o más simple por
∏
∆

Mα con la familia

de funciones {πα}∆ entendida. Frecuentemente, nos referiremos a∏
∆

Mα como un producto directo. Las funciones {πα}∆ son llamadas

las funciones de estructura del producto
∏
∆

Mα. Notar que las inye-

cciones canónicas iβ : Mβ →
∏
∆

Mα no han sido mencionadas. Esto

no es una equivocación, pronto veremos que estas funciones están
determinadas realmente por las πβ.

29
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Ejemplo

1. Un producto directo de una familia {Mα}∆ de R-módulos es
particularmente simple cuando ∆ es finito. Por ejemplo, sea
∆ = {1, 2, 3} y suponer que M1, M2 y M3 son R-módulos.
Entonces ∏

∆

Mi = M1 ×M2 ×M3

y las operaciones sobre
∏
∆

Mi están dadas por

(x1, x2, x3) + (y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) y
(x1, x2, x3)a = (x1a, x2a, x3a)

para todo (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) ∈
∏
∆

Mi y a ∈ R. En este

caso,

π1((x1, x2, x3)) = x1, i1(x) = (x, 0, 0),

π2((x1, x2, x3)) = x2, i2(x) = (0, x, 0),

π3((x1, x2, x3)) = x3, i1(x) = (0, 0, x).

Ahora necesitamos el siguiente concepto: Sea {Mα}∆ una
familia de R-módulos y suponer que para cada α ∈ ∆ existe
un homomorfismo fα : N → Mα, N un R-módulo fijo. Enton-
ces

f : N →
∏
∆

Mα definido por f(x) = (fα(x))

es un homomorfismo bien definido, llamado el producto de la
familia de los funciones {fα}∆.

La siguiente proposición da una propiedad fundamental de un
producto directo.

PROPOSICIÓN 2.1. Si {Mα}∆ es una familia de R-módulos, en-
tonces un producto directo (

∏
∆

Mα, πα) tiene la propiedad de que pa-

ra cada R-módulo N y cada familia {fα : N → Mα}∆ de homomor-
fismos existe un homomorfismo único f : N →

∏
∆

Mα tal que para
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cada α ∈ ∆ el diagrama

N
fα

##

f

��

Mα

∏
∆

Mα

πα

<<

es conmutativo.

DEMOSTRACIÓN. Sea N un R-módulo y suponer que, para cada
α ∈ ∆, fα : N → Mα es un homomorfismo. Si f : N →

∏
∆

Mα es el

producto de una familia de funciones {fα}∆, entonces f es tal que
παf = fα para cada α ∈ ∆. Ahora suponer que g : N →

∏
∆

Mα

también es un homomorfismo tal que παg = fα para cada α ∈ ∆. Si
g(x) = (xα), entonces fα(x) = παg(x) = πα((xα)) = xα, así (xα) =
(fα(x)) = f(x). De aquí, f = g. �

La Proposición 2.1 y la discusión anterior proporcionan la moti-
vación para la definición formal de un producto directo de una familia
de R-módulos.

DEFINICIÓN 2.1. Un R-módulo P junto con una familia de homo-
morfismos {pα : P → Mα}∆ es llamado un producto directo de la
familia {Mα}∆ de R-módulos si para cada R-módulo N y cada fami-
lia de homomorfismos {fα : N → Mα}∆, existe un homomorfismo
único f : N → P tal que, para cada α ∈ ∆, el diagrama

N
fα

!!
f

��

Mα

P

pα

==

es conmutativo. Las funciones de la familia {pα}∆ son las funciones
de estructura para el producto directo. Un producto directo (P, pα)∆

es universal en el sentido de que dada cualquier familia {fα : N →
Mα}∆ de homomorfismos siempre existe un homomorfismo único
f : N → P tal que pαf = fα para cada α ∈ ∆. Es en este sentido
que decimos que (P, pα)∆ tiene la propiedad de la función universal.
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La Proposición 2.1 muestra que cada familia {Mα}∆ deR-módulos
tiene un producto directo. Un resultado importante de la propiedad
de la función universal es que para un producto directo (P, pα)∆ el
R-módulo P es único hasta isomorfismo.

PROPOSICIÓN 2.2. Si (P, pα)∆ y (P ′, p′α)∆ son productos directos
de la familia {Mα}∆ de R-módulos, entonces existe un isomorfismo
único ϕ : P ′ → P tal que pαϕ = p′α para cada α ∈ ∆.

DEMOSTRACIÓN. Considerar el diagrama

P ′

ϕ

��

p′α

!!
P

pα //

ψ
��

Mα

P ′
p′α

==

donde ϕ y ψ son las funciones únicas dadas por la definición de
un producto directo. Puesto que pαϕ = p′α y p′αψ = pα, vemos que
p′αψϕ = p′α para cada α ∈ ∆. De aquí, tenemos un diagrama conmu-
tativo

P ′

ψϕ

��

p′α

!!
Mα

P ′
p′α

==

Pero id′P es tal que p′αidP ′ = p′α, así se sigue de la unicidad de la
función ψϕ que ψϕ = idP ′. Similarmente, se sigue que ϕψ = idP . De
esta manera, ϕ es el isomorfismo requerido. �

En vista de la Proposición 2.2, vemos que (
∏
∆

Mα, πα) realmente

es un modelo para cada producto directo de una familia {Mα}∆ de
R-módulos. Si (P, pα)∆ también es un producto directo de {Mα}∆,
entonces existe un isomorfismo único ϕ : P →

∏
∆

Mα tal que παϕ =

pα para cada α ∈ ∆. Puesto que πα es un epimorfismo, se sigue
que pα también es un epimorfismo. De esta manera, si (P, pα)∆ es
un producto de una familia {Mα}∆ de R-módulos, entonces cada
una de sus funciones de estructura es un epimorfismo. Un producto
directo (P, pα)∆ también determina una familia {uα : Mα → P}

∆
de

inyecciones R-lineales en P .
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PROPOSICIÓN 2.3. Si (P, pα)∆ es un producto directo de una fa-
milia {Mα}∆ de R-módulos, entonces existe una familia única {uα :
Mα → P}

∆
de homomorfismos inyectivos tal que pαuα = idMα, para

cada α ∈ ∆ y pβuα = 0 cuando α 6= β.

DEMOSTRACIÓN. Suponer que (P, pα)∆ es un producto directo
de una familia {Mα}∆ de R-módulos y sea α un elemento fijo de
∆. Sea N = Mα y para cada β ∈ ∆ definir fβ : N → Mβ por
fβ = 0 si β 6= α y fα = idMα. Entonces tenemos una familia de
homomorfismos {fβ : N → Mβ}∆, así se sigue de la definición de
un producto directo que existe un homomorfismo único uα : N → P
tal que pβuα = fβ para cada β ∈ ∆. De aquí, pβuα = 0, si α 6= β
y pαuα = idMα. Puesto que pαuα = idMα, tenemos que uα es una
función inyectiva y que pα es suprayectivo, un hecho observado an-
tes. �

La familia {uα}∆ de homomorfismos inyectivos dados en la Pro-
posición 2.3 es llamada la familia de inyecciones canónicas deter-
minadas (únicamente) por (P, pα)∆. Se sigue que la familia {iβ :
Mβ →

∏
∆

Mα}∆ de inyecciones canónicas está determinada única-

mente por (
∏
∆

Mα, πα).

Si {Rα}∆ es una familia indexada de anillos, entonces el produc-
to Cartesiano

∏
∆

Rα es un anillo con identidad (1α) bajo la adición

componente a componente

(aα) + (bα) = (aα + bα)

y la multiplicación componente a componente

(aα)(bα) = (aαbα).

El anillo producto directo
∏
∆

Rα es tal que la inyección canónica iβ :

Rβ →
∏
∆

Rα es un homomorfismo de anillos que no preserva iden-

tidades. Sin embargo, cada proyección canónica πβ :
∏
∆

Rα → Rβ

preserva identidades.

2. Sumas Directas Externas

Si {Mα}∆ es una familia de R-módulos, entonces
∏
∆

Mα tiene un

submódulo llamado la suma directa externa de la familia {Mα}∆. No
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es difícil mostrar que⊕
∆

Mα =
{

(xα) ∈
∏
∆

Mα

/
xα = 0 para casi toda α ∈ ∆

}
es un submódulo de

∏
∆

Mα. Además, para cada β ∈ ∆, existe una

inyección R-lineal iβ : Mβ →
⊕

∆ Mα dada por iβ(x) = (xα), donde
xα = 0, si α 6= β y xβ = x. La función iβ es la β-ésima inyección
canónica en

⊕
∆Mα.

El R-módulo
⊕

∆ Mα junto con la familia {iα}∆ de inyecciones
canónicas es un ejemplo de una suma directa externa de {Mα}∆.
Tal suma será denotada (

⊕
∆ Mα, iα) y las funciones {iα}∆ son las

funciones de estructura para
⊕

∆ Mα.
Antes definimos el producto de una familia de funciones. Ahora

necesitamos el concepto de una suma de una familia de funciones:
Si fα : Mα → N es un homomorfismo para cada α ∈ ∆, donde N es
un R-módulo fijo, entonces f :

⊕
∆ Mα → N definida por f((xα)) =∑

∆ fα(x) es un homomorfismo bien definido llamado la suma de la
familia {fα}∆.

PROPOSICIÓN 2.4. Si {Mα}∆ es una familia de R-módulos, en-
tonces (

⊕
∆Mα, iα) tiene la propiedad de que para cada R-módulo

N y cada familia {fα : Mα → N}∆ de homomorfismos existe un
homomorfismo único f :

⊕
∆Mα → N tal que para cada α ∈ ∆ el

diagrama ⊕
∆Mα

f

��

Mα

iα
::

fα $$
N

es conmutativo.

DEMOSTRACIÓN. Sea N un R-módulo y suponer que, para cada
α ∈ ∆, fα → N es un homomorfismo. Si f :

⊕
∆ Mα → N es la

suma de la familia de funciones {fα}∆, entonces fiα = fα para cada
α ∈ ∆. Ahora suponer que g :

⊕
∆Mα → N también es tal que

giα = fα para cada α ∈ ∆. Si (xα) ∈
⊕

∆ Mα, entonces f((xα)) =∑
∆

fα(xα) =
∑
∆

giα(xα) = g
∑
∆

iα(xα) = g((xα)), así f = g. �

Ahora la definición formal de una suma directa externa.
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DEFINICIÓN 2.2. Un R-módulo S junto con una familia de homo-
morfismos {uα : Mα → S}∆ es llamado una suma directa externa de
la familia {Mα}∆ de R-módulos si para cada R-módulo N y cada fa-
milia de homomorfismos {fα : Mα → N}∆, existe un homomorfismo
único f : S → N tal que para cada α ∈ ∆ el diagrama

S

f

��

Mα

uα

==

fα !!
N

es conmutativo. Una suma directa externa será denotada por (S, uα)∆.
Las funciones de la familia {uα}∆ son llamadas las funciones de es-
tructura para la suma directa externa. Puesto que la función única
f : S → N siempre existe, una suma directa externa (S, uα)∆ tiene
la propiedad de la función universal.

Notar que la demostración de la Proposición 2.4 es solo la de-
mostración de la Proposición 2.1 con las fechas invertidas y los ajus-
tes necesarios hechos. De manera similar las demostraciones de las
siguientes proposiciones pueden ser modeladas después de las de-
mostraciones de las proposiciones “correspondientes” dadas para
los productos directos.

PROPOSICIÓN 2.5. Si (S, uα)∆ y (S ′, u′α)∆ son sumas directas de
la familia {Mα}∆ de R-módulos, entonces existe un isomorfismo úni-
co ϕ : S → S ′ tal que ϕuα = u′α para cada α ∈ ∆.

Por la Proposición 2.5 vemos que (
⊕

∆Mα, iα) es un modelo pa-
ra una suma directa externa de una familia {Mα}∆ de R-módulos.
Si (S, uα)∆ también es una suma directa externa de {Mα}∆, enton-
ces existe un isomorfismo único ϕ : S →

⊕
∆ Mα tal que ϕuα = iα

para cada α ∈ ∆. Puesto que iα es una inyección, se sigue que uα
también es una inyección. De esta manera, si (S, uα)∆ es una suma
directa externa de una familia {Mα}∆ de R-módulos, entonces ca-
da una de las funciones de estructura es una inyección. Una suma
directa externa (S, uα)∆ también determina una familia de proyeccio-
nes {pα : S →Mα}∆.

PROPOSICIÓN 2.6. Si (S, uα)∆ es una suma directa externa de
una familia {Mα}∆ de R-módulos, entonces existe una familia {pα :
S → Mα}∆ de homomorfismos suprayectivos tal que pαuα = idMα

para cada α ∈ ∆ y pβuα = 0 cuando α 6= β.
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Las funciones de la familia {pα}∆ de homomorfismos suprayec-
tivos dados por la Proposición 2.6 son llamadas las proyecciones
canónicas determinadas (únicamente) por (S, uα)∆. De esto vemos
que las proyecciones canónicas πβ :

⊕
∆ Mα → Mβ están determi-

nadas únicamente por (
⊕

∆Mα, iα).

Observación. Antes definimos un producto y una suma de una fami-
lia {fα}∆ de homomorfismos. También tenemos los conceptos de un
producto directo y suma directa de una familia de funciones. Sean
{Mα}∆ y {Nα}∆ familias de R-módulos y suponer que para cada
α ∈ ∆ existe un homomorfismo fα : Mα → Nα. Entonces∏

∆

fα :
∏
∆

Mα →
∏
∆

Nα dada por
(∏

∆

fα

)
((xα)) = (fα(xα))

es un homomorfismo bien definido llamado el producto directo de la
familia de funciones {fα}∆. Igualmente,⊕

∆

fα :
⊕

∆

Mα →
⊕

∆

Nα dada por
(⊕

∆

fα

)
((xα)) = (fα(xα))

es un homomorfismo bien definido llamado la suma directa de la
familia.

3. Sumas Directas Internas

La parte (2) de la Proposición 1.11 muestra que la suma
∑
∆

Mα

de una familia {Mα}∆ de submódulos de M es un submódulo de
M . Ahora definimos la suma directa interna de una familia {Mα}∆

de submódulos de M . Estas sumas son importantes en el estudio
de la estructura interna de los módulos. Un producto directo y una
suma directa de una familia {Mα}∆ de R-módulos ahora será deno-
tada más simplemente por

∏
∆

Mα y
⊕
∆

Mα, respectivamente, con las

funciones canónicas asociadas con cada estructura entendidas.
Antes de definir la suma directa interna de una familia {Mα}∆

de submódulos de M , consideremos un ejemplo para motivar la
definición. Sean N1, N2 y N3 R-módulos y considerar el R-módulo
M = N1 ×N2 ×N3. Entonces

M1 = N1 × 0× 0 = {(x1, 0, 0)/x1 ∈ N1},
M2 = 0×N2 × 0 = {(0, x2, 0)/x2 ∈ N2},
M3 = 0× 0×N3 = {(0, 0, x3)/x3 ∈ N3}

son submódulos de M tal que

M1 ∩ (M2 +M3) = 0,
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M2 ∩ (M1 +M3) = 0,

M3 ∩ (M1 +M2) = 0.

Se sigue que (x1, x2, x3) = (x1, 0, 0) + (0, x2, 0) + (0, 0, x3) y cada
sumando en esta expresión para (x1, x2, x3) es único. Para indicar
que cada elemento de M puede ser escrito únicamente como una
suma de estos elementos de M1, M2 y M3 escribimos M = M1 ⊕
M2 ⊕M3 y decimos que M es la suma directa interna de M1, M2 y
M3. Puesto que Mi ∩Mj = 0 siempre que i 6= j, también escribimos
Mi ⊕Mj y decimos que esta suma es directa.

DEFINICIÓN 2.3. Suponer que {Mα}∆ es una familia de submó-
dulos de un R-módulo M tal que

Mβ ∩
∑
α 6=β

Mα = 0 para cada β ∈ ∆.

Entonces la suma
∑
∆

Mα es llamada la suma directa interna de la

familia {Mα}∆. La notación
⊕

∆ Mα indicará que la suma
∑
∆

Mα es

directa. Si M =
⊕

∆ Mα, entonces M es llamada la suma directa
interna de la familia {Mα}∆ y

⊕
∆ Mα es una descomposición directa

de M . Si N es un submódulo de M y si existe un submódulo N ′ de
M tal que N ∩N ′ = 0 y M = N +N ′, entonces M = N ⊕N ′ y N es
mencionado como un sumando directo de M .

Ejemplos
2. Matrices. Considerar el R-módulo Mn(R) de las n× n matri-

ces sobreR. EntoncesMn(R) =
n⊕
i=1

ri(R), yMn(R) =
n⊕
i=1

ci(R).

Por ejemplo, si (aij) ∈M2(R), entonces(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
a11 a12

0 0

)
+

(
0 0
a21 a22

)
(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
a11 0
a21 0

)
+

(
0 a12

0 a22

)
Claramente, M2(R) = r1(R)⊕ r2(R) = c1(R)⊕ c2(R).

3. ZZZ-módulos. El Z-módulo Z6 es tal que Z6
∼= Z2 ⊕ Z3. En

general, si s y t son divisores enteros primos relativos de
n tal que st = n, entonces Zn ∼= Zs ⊕ Zt. Además, si n =
pk1

1 p
k2
2 · · · pktt es una factorización de n como un producto de

números primos distintos, entonces Zn y Zk1
p1
⊕ Zk2

p2
⊕ · · ·Zktpt

son isomorfos como Z-módulos y también como anillos.
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4. Polinomios. Si R[X] es el R-módulo de polinomios enX con
coeficientes en R y Rk = {Xkak/ak ∈ R}, entonces Rk es un
submódulo de R[X] para k = 0, 1, 2 . . . , donde X0 = 1. Se

sigue fácilmente que R[X] =
∞⊕
k=0

Rk. Los submódulos Rk son

llamados los submódulos homogéneos de R[X].
5. Productos Directos Finitos. Si {Mi}ni=1 es un conjunto finito

de R-módulos, entonces para cada k, 1 ≤ k ≤ n,

Nk =
{

(xi) ∈
n∏
i=1

Mi

/
xi = 0 si i 6= k

}
es un submódulo de

n∏
i=1

Mi y

n∏
i=1

Mi =
n⊕
i=1

Mi.

6. Sumas Directas y Módulos Cociente. Sean M1 y M2 sub-
módulos de un R-módulo M tal que M = M1⊕M2. Entonces
M/M1

∼= M2 y M/M2
∼= M1. En general, si {Mα}∆ es una

familia de submódulos de M tal que M =
⊕

∆ Mα, entonces
M/Mβ

∼=
⊕
α 6=β

Mα y M/
⊕
α 6=β

Mα
∼= Mβ.

PROPOSICIÓN 2.7. Sea {Mα}∆ es una familia de submódulos de
un R-módulo M tal que M =

∑
∆ Mα. Entonces la suma

∑
∆ Mα

es directa si y solo si cada x ∈ M puede ser escrito en una y solo
una manera como una suma x =

∑
∆ xα, donde xα ∈ Mα para todo

α ∈ ∆.

DEMOSTRACIÓN. Sea la suma
∑

∆ Mα directa y suponer que x ∈
M puede ser escrito como x =

∑
∆ xα y x =

∑
∆ yα. Entonces∑

∆ xα =
∑

∆ yα, así para cada β ∈ ∆ tenemos

xβ − yβ =
∑
α 6=β

(yα − xα) ∈Mβ ∩
∑
α 6=β

Mα = 0.

De esta manera, xβ = yβ para cada β ∈ ∆, la expresión
∑

∆ xα es
única.

Inversamente, suponer que cada elemento x de M puede ser
escrito de manera única como una suma finita de elementos de Mα.
Si x ∈ Mβ ∩

∑
α 6=β

Mα, entonces x = xβ para algún xβ ∈ Mβ y x =∑
α 6=β

xα, donde xα ∈ Mα para cada α ∈ ∆, α 6= β. De esta manera,
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si
∑

∆ yα es tal que yβ = −xβ y yα = xα cuando α 6= β, entonces∑
∆ yα = 0. Pero 0 puede ser escrito como 0 =

∑
∆ 0α, donde 0 =

0α ∈ Mα para cada α ∈ ∆. De aquí,
∑

∆ yα =
∑

∆ 0α da xα = 0
para cada α ∈ ∆, así x = 0. Consecuentemente, la suma

∑
∆Mα es

directa. �

Observación. También es el caso que si {Mα}∆ es una familia de
submódulos de un R-módulo M , entonces la suma

∑
∆Mα es di-

recta si y solo si para cada suma finita
∑

∆ xα tal que
∑

∆ xα = 0
tenemos que xα = 0 para cada α ∈ ∆. Notar que si la suma

∑
∆ xα

es directa y
∑

∆ xα = 0, entonces
∑

∆ xα =
∑

∆ 0α y la proposición
anterior da xα = 0 para cada α ∈ ∆. Inversamente, suponer que∑

∆ xα = 0 implica que xα = 0 para cada α ∈ ∆. Si x ∈Mα ∩
∑
β 6=α

Mβ,

entonces x = xα y x =
∑
β 6=α

xβ, así xα +
∑
β 6=α

(−xβ) = 0 da x = xα = 0,

así la suma
∑
∆

Mα es directa.

Existe una conexión fundamental entre sumas directas externas
y sumas directas internas. Puesto que la sumas directas internas y
las sumas directas externas están incluidas en la siguiente proposi-
ción, para los propósitos de esta proposición y su demostración,

⊕i

y
⊕e denotarán una suma directa interna y externa, respectivamen-

te.

PROPOSICIÓN 2.8. Las siguientes condiciones se cumplen para
cualquier R-módulo M .
(1). Si {Mα}∆ es una familia de submódulos de M tal que M =⊕i

∆Mα, entonces M ∼=
⊕e

∆ Mα.
(2). Si existe una familia {Nα}∆ de R-submódulos de M tal que M ∼=⊕e

∆Nα, entonces existe una familia {Mα}∆ se submódulos de
M tal que M =

⊕i
∆Mα y Nα

∼= Mα para cada α ∈ ∆.

DEMOSTRACIÓN. (1) Si M =
⊕i

∆Mα, entonces cada elemento
de M puede ser escrito como una suma finita

∑
∆ xα, donde los

xα ∈ Mα son únicos. Se sigue que ϕ :
⊕i

∆Mα →
⊕e

∆Mα definido
por ϕ(

∑
∆ xα) = (xα) es un isomorfismo.

(2) Si ϕ :
⊕e

∆ Nα → M es un isomorfismo, dejar que Mα =
ϕiα(Nα) para cada α ∈ ∆, donde iα : Nα →

⊕e
∆ Nα es la inye-

cción canónica. Se tiene que M =
⊕i

∆Mα. Es claro que Nα
∼= Mα

para cada α ∈ ∆. �
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PROPOSICIÓN 2.9. Sea {Mα}∆ una familia de R-módulos. En-
tonces

(1) HomR

(⊕
∆

Mα, N) ∼=
∏
∆

HomR(Mα, N),

(2) HomR

(
N,
∏
∆

Mα

) ∼= ∏
∆

HomR(N,Mα)

para cualquier R-módulo N .

4. Módulos Libres

Recordar que si N es un submódulo de un R-módulo M , en-
tonces un subconjunto X de N tal que N =

∑
X xR es llamado un

conjunto de generadores para N y decimos que N es generado por
X. Si X es un conjunto finito, entonces N es llamado finitamente
generado. Recordar también que si N es generado por X y si {Nα}
es una familia de submódulos de M que contienen a X, entonces
N = ∩∆Nα =

∑
X xR.

Cada submódulo N de un R-módulo M tiene al menos un con-
junto de generadores, a saber el conjunto N . Además, un submó-
dulo puede tener más de un conjunto de generadores. Por ejemplo,
el submódulo N = {[0], [2], [4], [6]} del Z-módulo Z8 es generado por
{[2]}, por {[6]} y por {[2], [4]}. De aquí, un conjunto de generadores
de un submódulo no necesita ser único y no es necesario para con-
juntos generadores para un submódulo que tengan la misma cardi-
nalidad. Si M es un R-módulo y X es un conjunto de generadores
de M , entonces decimos que X es un conjunto mínimo de genera-
dores para M si M no es generado por un subconjunto propio de X.
Los conjuntos {[2]} y {[6]} son ambos conjuntos mínimos de gene-
radores de {[0], [2], [4], [6]}.

Notación. Si {Mα}∆ es una familia de R-módulos tal que Mα =
M para cada α ∈ ∆, entonces

∏
∆ Mα y

⊕
∆ Mα serán denotados

por M∆ y M (∆), respectivamente. Recordar que M (n) representa el
producto directo M ×M × · · · ×M de n factores de M .

DEFINICIÓN 2.4. Si M es un R-módulo, entonces un conjunto
{xα}∆ de elementos de M es llamado linealmente independiente si
la única manera de que una suma finita

∑
∆ xαaα de elementos de

{xα}∆ pueda ser tal que
∑

∆ xαaα = 0 es para aα = 0 para cada
α ∈ ∆. Si existe una suma finita

∑
∆ xαaα de elementos de {xα}∆

tal que
∑

∆ xαaα = 0 con al menos un aα 6= 0, entonces el conjun-
to {xα}∆ es linealmente dependiente. Si un R-módulo F tiene un
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conjunto linealmente independiente {xα}∆ de generadores, enton-
ces {xα}∆ es llamado una base para F y F es llamado un R-módulo
libre con base {xα}∆. Un conjunto X de elementos linealmente inde-
pendientes de un R-módulo M es llamado un conjunto linealmente
independiente máximo de elementos de M si ningún conjunto de
elementos linealmente independientes de M propiamente contiene
a X.

Ejemplos
1. Notar que el conjunto vacío ∅ es un conjunto linealmente in-

dependiente en cada R-módulo M . Suponer lo contrario sig-
nificaría que existen elementos x1, x2, . . . , xn ∈ ∅ y a1, a2, . . . ,
an ∈ R tal que

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = 0

con al menos un ai 6= 0, un absurdo evidente. Hemos visto
antes que el módulo cero es generado por ∅, así considera-
remos al módulo cero para ser un R-módulo libre con base
∅.

2. Si el anillo R es visto como un R-módulo, entonces R es un
R-módulo libre con base {1}.

3. El R-módulo R(n) es un R-módulo libre con base {ei}ni=1, don-
de

e1 =(1, 0, 0, . . . , 0),

e2 =(0, 1, 0, . . . , 0),

e3 =(0, 0, 1, . . . , 0),

...
en =(0, 0, 0, . . . , 1).

En general, si ∆ es un conjunto no vacío, entonces R(∆) es
un R-módulo libre con base {eα}∆, donde eα = (aβ) con aβ =
1 si β = α y aβ = 0 si β 6= α. La base {eα}∆ será mencionada
como la base canónica para R(∆). Notar que R(∆) también es
un R-módulo izquierdo libre con la misma base {eα}∆.

4. El anillo de matrices Mn(R) es un R-módulo libre. Una base
de Mn(R) es el conjunto de matrices unitarias {Eij}ni,j=1 con
n2 elementos. Por ejemplo, si (aij) ∈M2(R), entonces (aij) =
E11a11 + E12a12 + E21a21 + E22a22.
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Para evitar discusiones triviales, suponemos que si F es un R-
módulo libre, entonces F 6= 0.

PROPOSICIÓN 2.10. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes para un subconjunto {xα}∆ de un R-modulo M .

(1) {xα}∆ es una base para M .
(2) {xα}∆ es (a) un subconjunto linealmente independiente máximo

de M y (b) un conjunto mínimo de generadores de M .

DEMOSTRACIÓN. (1) ⇒ (2) Suponer que {xα}∆ es una base
para M y que {xα}∆ no es un subconjunto máximo de elementos
linealmente independientes de M . Sea {yβ}Γ un conjunto de ele-
mentos linealmente independientes de M tal que {xα}∆  {yβ}Γ. Si
y ∈ {yβ}Γ−{xα}∆, entonces puesto que {xα}∆ generan a M vemos
que y =

∑
∆ xαaα, donde aα = 0 para casi todo α ∈ ∆. Pero enton-

ces y +
∑

∆ xα(−aα) = 0 es una combinación lineal de elementos
en {yβ}Γ y no todos los aα pueden ser cero, puesto que y 6= 0. De
esta manera, {yβ}Γ es linealmente dependiente, una contradicción,
así tenemos (a). Suponer en seguida que {xα}∆ no es un conjunto
mínimo de generadores de M . Entonces existe un conjunto {yβ}Γ  
{xα}∆ tal que {yβ}Γ genera a M . Si x ∈ {xα}∆ − {yβ}Γ, entonces
podemos escribir x =

∑
Γ yαaα. Pero entonces x +

∑
Γ yα(−aα) = 0

es una combinación lineal de elementos en {xα}∆ y no todos los aα
pueden ser cero, contradiciendo el hecho de que {xα}∆ es lineal-
mente independiente. De aquí, tenemos (b).

(2) ⇒ (1) Sea {xα}∆ un subconjunto linealmente independiente
deM el cual es al mismo tiempo un conjunto mínimo de generadores
de M . Entonces es inmediato que {xα} es una base para M . �

PROPOSICIÓN 2.11. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes para un subconjunto {xα}∆ de un R-módulo M .

(1) {xα}∆ es una base para M .
(2) Cada elemento x ∈ M puede ser escrito como x =

∑
∆ xαaα,

donde aα es única y aα = 0 para casi todo α ∈ ∆.
(3) M =

⊕
∆ xαR.

COROLARIO 2.1. Un R-módulo F es libre si y solo si existe un
conjunto ∆ tal que F ∼= R(∆).

DEMOSTRACIÓN. Suponer que F es un R-módulo libre con ba-
se {xα}. Entonces F =

⊕
∆ xαR, así sea f : F → R(∆) tal que

f(
∑

∆ xαaα) = (aα). Afirmamos que f es un isomorfismo. Si
∑

∆ xαaα,
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∆ xαbα ∈

⊕
∆ xαR y a ∈ R, entonces

f
(∑

∆

xαaα +
∑

∆

xαbα
)

=f
(∑

∆

xα(aα + bα)
)

=(aα + bα) = (aα) + (bα)

=f
(∑

∆

xαaα
)

+ f
(∑

∆

xαbα
)

y

f
((∑

∆

xαaα
)
a
)

=f
(∑

∆

xα(aαa)
)

=(aαa) = (aα)a

=
(
f
(∑

∆

xαaα
))
a.

así f es R-lineal. Si
∑

∆ xαaα ∈ Nu(f), entonces (aα) = 0 indica que
aα = 0 para cada α ∈ ∆. De esta manera,

∑
∆ xαaα = 0, así (2)

Proposición 1.6 muestra que f es inyectivo. si (aα) ∈ R(∆), entonces∑
∆ xαaα ∈ F y f(

∑
∆ xαaα) = (aα), así f también es suprayectiva.

Inversamente, suponer que existe un conjunto ∆ tal que F ∼=
R(∆). Primero, notar que R(∆) es un R-módulo libre con base {eα}∆,
donde eα = (aβ) con aβ = 1 si β = α y aβ = 0 cuando β 6= α. Si
f : R(∆) → F es un isomorfismo y f(eα) = xα, entonces se sigue
que {xα}∆ es una base para F . �

Los elementos base de un R-módulo libre F determinan única-
mente los homomorfismos con dominio F .

PROPOSICIÓN 2.12. Sea F un R-módulo libre con base {xα}∆.
(1) Si f, g : F → M son homomorfismos tal que f(xα) = g(xα) para

todo α ∈ ∆, entonces f = g.
(2) Si f : {xα}∆ →M es una función, entonces existe un homomor-

fismo único g : F →M tal que g(xα) = f(xα) para todo α ∈ ∆.

DEMOSTRACIÓN. (1) Si x ∈ F y x =
∑

∆ xαaα, suponer que f, g :
F → M son homomorfismos tales que f(xα) = g(xα) para todo α ∈
∆. Entonces f(x) = f(

∑
∆ xαaα) =

∑
∆ f(xα)aα =

∑
∆ g(xα)aα =

g(
∑

∆ xαaα) = g(x).
(2) Si g : F →M está definido por g(x) =

∑
∆ f(xα)aα para cada

x =
∑

∆ xαaα ∈ F , entonces g es el homomorfismo deseado. La
unicidad de g se sigue de (1). �

La función g : F →M construida en la demostración de (2) de la
Proposición 2.12 se dice que es obtenida extendiendo f linealmente
a F .
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PROPOSICIÓN 2.13. Cada R-módulo M es la imagen homomor-
fa de un R-módulo libre. Además, si M es finitamente generado,
entonces el módulo libre puede ser escogido para ser finitamente
generado.

DEMOSTRACIÓN. Sea M R-módulo y suponer que {xα}∆ es un
conjunto de generadores de M . Si f : R(∆) → M está definido por
f((aα)) =

∑
∆ xαaα, entonces

f((aα) + (bα)) =f((aα + bα)) =
∑

∆

xαaα +
∑

∆

xαbα

=f((aα)) + f((bα)) y
f((aα)a) =f((aαa))

=
∑

∆

xα(aαa) = (
∑

∆

xαaα)a

=f((aα))a

para todo (aα), (bα) ∈ R(∆) y a ∈ R. De aquí, f es R-lineal. Si x ∈M ,
entonces x puede ser escrito como x =

∑
∆ xαaα, donde aα = 0 para

casi todo α ∈ ∆. Se sigue que (aα) ∈ R(∆), así f((aα)) =
∑

∆ xαaα y
f es de esta manera un epimorfismo.

Si M es finitamente generado, entonces ∆ es un conjunto finito.
Si ∆ = {1, 2, . . . , n}, entonces M es una imagen homomorfa del R-
módulo libre finitamente generado R(n). �

Observación. A causa del Corolario 2.1 vemos que cualquier con-
junto X determina un R-módulo libre R(X). Si X = ∅, entonces he-
mos visto que R(X) = 0 es un R-módulo libre con base ∅. Si X 6= ∅,
entonces X también puede ser considerado para ser una base pa-
ra R(X). Claro está, sea δ : X ×X → R tal que δ(x, y) = δxy, donde
δxx = 1 y δxy = 0 si x 6= y. La función δ es llamada la delta de Kronec-
ker definida sobre X ×X. Si ex = (δxy) para cada x ∈ X, entonces
{ex}X es una base para R(X). La función f : X → {ex}x∈X tal que
f(x) = ex es una biyección, así si identificamos cada x ∈ X con ex,
entonces cada elemento de R(X) puede ser expresado únicamente
como

∑
X xax. Bajo esta identificación, X es una base para R(X) y

R(X) junto con la función f es llamado el módulo libre sobre X. En
este entorno, el módulo libre (R(X), f) tiene la propiedad de la fun-
ción universal en el sentido de que si M es cualquier R-módulo y si
g : X → M es cualquier función al conjunto subyacente de M , en-
tonces existe un homomorfismo único ϕ : R(X) →M tal que ϕf = g.
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Consecuentemente, un módulo libre R(X) sobre un conjunto X es
único hasta isomorfismo.

DEFINICIÓN 2.5. Sea {Mα}∆ una familia de R-módulos. Un sub-
módulo M ⊂

∏
∆ Mα es llamado el producto subdirecto de los Mα,

si para cada α ∈ ∆, la restricción de la proyección πα a M , πα|M :
M →Mα es un epimorfismo.

Referente a las propiedades del producto se verifica fácilmente.

PROPOSICIÓN 2.14. (1) Un módulo N es isomorfo a un producto
subdirecto de {Mα}∆ si y solo si existe una familia de epimorfis-
mos fα : N →Mα con

⋂
∆ Nu(fα) = 0.

(2) Si {Nα}∆ es una familia de submódulos del R-módulo N , en-
tonces N/

⋂
∆ Nα es isomorfo a un producto subdirecto de los

módulos {N/Nα}∆.

DEFINICIÓN 2.6. Un R-módulo N es llamado subdirectamente
irreducible, si no es un producto subdirecto de módulos cocientes
propios.

PROPOSICIÓN 2.15. Un R-módulo N es subdirectamente irredu-
cible si y solo si la intersección de todos los submódulos no cero de
N es no cero.

5. Sucesiones Exactas en ModRModRModR

DEFINICIÓN 2.7. Una sucesión M1
f→ M

g→ M2 de R-módulos y
homomorfismos de R-módulos es llamada exacta en M si Im f =
Nu(g), mientras que una sucesión de la forma

· · · // Mn−1

fn−1 // Mn
fn // Mn+1

// · · · ,

n ∈ Z, es llamada una sucesión exacta si es exacta en Mn para cada
n ∈ Z. Una sucesión del tipo

0 // M1
f // M

g // M2
// 0

que es exacta en M1, en M y en M2 es llamada una sucesión exacta
corta.

Observación. No hay nada especial acerca de considerar sucesio-
nes del tipo

· · · // Mn−1

fn−1 // Mn
fn // Mn+1

// · · ·
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con subíndices crecientes. Podríamos del mismo modo haber con-
siderado sucesiones del tipo

· · · // Mn+1

fn+1 // Mn
fn // Mn−1

// · · · ,

con subíndices decrecientes.
Si 0 → M1

f→ M
g→ M2 → 0 es una sucesión exacta corta,

entonces se sigue que f es un monomorfismo y g es un epimorfismo.
Si N es un submódulo de M , entonces 0 → N

i→ M
η→ M/N → 0

es una sucesión exacta corta, donde i es la inyección canónica y η
es el homomorfismo natural. Un homomorfismo f : M → N da lugar
a dos sucesiones exactas cortas canónicas

0 // Nu(f) // M // f(M) // 0 y

0 // f(M) // N // Coker f // 0 y

donde los homomorfismos son los obvios.

DEFINICIÓN 2.8. Si f : M1 → M es un monomorfismo, entonces
decimos que f es un monomorfismo que se escinde si existe un
homomorfismo f ′ : M → M1 tal que f ′f = idM1. Igualmente, si g :
M → M2 es un epimorfismo y si existe un homomorfismo g′ : M2 →
M tal que gg′ = idM2 entonces decimos que g es un epimorfismo
que se escinde.

Notar que si f : M1 → M es un monomorfismo que se escinde,
entonces f ′ : M → M1 es un epimorfismo que se escinde y si g :
M → M2 es un epimorfismo que se escinde, entonces g′ : M2 → M
es un monomorfismo que se escinde.

PROPOSICIÓN 2.16. Si M1
f→ M es un monomorfismo que se

escinde con f ′ : M → M1 tal que f ′f = idM1, entonces M = Im f ⊕
Nu(f ′).

DEMOSTRACIÓN. Si x ∈ M , entonces f ′(x) ∈ M1, así f(f ′(x)) ∈
M . Si z = x − f(f ′(x)), entonces f ′(z) = f ′(x) − f ′(f(f ′(x))) = 0
puesto que f ′f = idM1. De esta manera z ∈ Nu(f ′) y x = f(f ′(x)) +
z ∈ Im f ⊕Nu(f ′). Por lo tanto, M = Im f + Nu(f ′). Si y ∈ Im f ∩
Nu(f ′), entonces y = f(x) para algún x ∈ M1, así 0 = f ′(y) =
f ′f(x) = x. De aquí y = 0 y tenemos que M = Im f ⊕Nu(f ′). �

La Proposición 2.16 también establece la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 2.17. SiM g→M2 es un epimorfismo que se escin-
de y g′ : M2 →M es tal que gg′ = idM2 , entoncesM = Img′⊕Nu(g).
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6. Sucesiones Exactas Cortas Que Se Escinden

DEFINICIÓN 2.9. Si SSS:0 → M1
f→ M

g→ M2 → 0 es una sucesión
exacta corta de R-módulos y R-homomorfismos de módulos y f es
un monomorfismo que se escinde, entonces se dice que SSS se escin-
de a la izquierda. Si g es un epimorfismo que se escinde, entonces
se dice que SSS se escinde a la derecha.

La conexión entre una sucesión exacta corta que se escinde a
la izquierda y una que se escinde a la derecha está dada por la
siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 2.18. Una sucesión exacta corta de R-módulos y
R-homomorfismos de módulos se escinde a la izquierda si y solo si
se escinde a la derecha.

DEMOSTRACIÓN. Suponer que 0 → M1
f→ M

g→ M2 → 0 es
una sucesión exacta corta de R-módulos y R-homomorfismos de
módulos que se escinde a la izquierda y sea f ′ : M → M1 una
función tal que f ′f = idM1. La Proposición 2.16 muestra que M =
Im f ⊕Nu(f ′). Notamos que

f ′(x− f(f ′(x))) = f ′(x)− f ′(f(f ′(x))) = f ′(x)− f ′(x) = 0,

así (x− f(f ′(x)) ∈ Nu(f ′) para cada x ∈M . Ahora definir g′ : M2 →
M por g′(y) = x − f(f ′(x)), donde x ∈ M es tal que g(x) = y. Tal x
existe porque g es un epimorfismo, pero puede haber más de un x de
este tipo. Sin embargo, afirmamos que g′ está bien definida. Suponer
que x′ ∈ M es tal que g(x′) = y. Entonces x − x′ ∈ Nu(g) = Im f ,
así

(x− f(f ′(x)))− (x′ − f(f ′(x′))) =(x− x′)− (f(f ′(x)− f(f ′(x′)))

=(x− x′)− f(f ′(x− x′))
∈Nu(f ′) ∩ Im f = 0.

De esta manera, se sigue que g′ está bien definida. Si y ∈ M2 y
g′(y) = x − f(f ′(x)), donde x ∈ M es tal que g(y) = x, entonces
g(g′(y)) = g(x−f(f ′(x))) = g(x)−g(f(f ′(x))) = g(x) = y puesto que
gf = 0. De aquí, gg′ = idM2, así la sucesión se escinde a la derecha.
El inverso tiene una demostración similar. �

A causa de la Proposición 2.18, si una sucesión exacta corta
se escinde o a la izquierda o a la derecha, entonces simplemente
decimos que la sucesión se escinde o que es exacta que se escinde.
La siguiente proposición da información adicional sobre sucesiones
exactas cortas.
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PROPOSICIÓN 2.19. Una sucesión exacta corta 0→M1
f→M

g→
M2 → 0 se escinde si y solo si una de las siguientes tres condiciones
equivalentes se cumple.
(1) Im f es un sumando directo de M .
(2) Nu(f) es un sumando directo de M .
(3) M ∼= M1 ⊕M2.

DEMOSTRACIÓN. Primero mostramos que las tres condiciones
son equivalentes. Notar que (1) claramente implica (2) puesto que
Imf = Nu(g). Si Nu(g) es un sumando directo de M , sea N un sub-
módulo deM tal queM = Nu(g)⊕N . EntoncesM2

∼= M/Nu(g) ∼= N
y Nu(g) = Im f ∼= M1 y así tenemos que M ∼= M1 ⊕M2. De esta
manera, (2) implica (3).

Suponer que (3) se cumple. Puesto que Im f ∼= M1, tenemos
que M ∼= Im f ⊕ M2, así la Proposición 2.8 muestra que existen
submódulos N1 y N2 de M tal que M = N1 ⊕ N2 con Im f ∼= N1

y M2
∼= N2. Afirmamos que M = Im f ⊕ N2. Si z ∈ M , entonces

existen x ∈ N1 y y ∈ N2 tal que z = x + y. Si w ∈ M1 es tal que
f(w) = x, entonces z = f(w) + y, así M = Im f + N2. Se sigue
que Im f ∩N2 = 0 y así Im f es un sumando directo de M . De esta
manera, (3) implica (1).

Finalmente, suponer que 0 → M1
f→ M

g→ M2 → 0 se escinde.
Entonces la Proposición 2.16 da M = Im f ⊕Nu(f ′) donde f ′ es tal
que f ′f = idM1 . De aquí, (1) se cumple. Inversamente, suponer que
(1) se cumple y sea N un submódulo de M tal que M = Im f ⊕N .
Si f ′ : Im f ⊕N →M1 es tal que f ′(f(x) + y) = x, entonces f ′ es tal
que f ′f = idM1, así 0→M1

f→M
g→M2 → 0 se escinde. �

7. Funtor HomHomHom

Ahora investigamos un importante bifuntor el cual es aditivo en
cada variable. Para el resto de la sección, adoptamos la notación
Hom para el bifuntor

HomR(−,−) : ModopRModopRModopR ×MorRMorRMorR → AbAbAb.

Propiedades de HomHomHom
Si X es un R-módulo fijo y f : M → N es un función R-lineal enton-
ces el funtor contravariante

HomR(−, X) : ModRModRModR → AbAbAb

es tal que

HomR(f,X) = f ∗ : HomR(N,X)→ HomR(M,X) donde f ∗(h) = hf.
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Para el funtor covariante

HomR(X,−) : ModRModRModR → AbAbAb

tenemos

HomR(X, f) = f∗ : HomR(X,M)→ HomR(X,N) donde f∗(h) = fh.

De esta manera, si
M1

f→M
g→M2

es una sucesión de R-módulos y R-homomorfismos de módulos,
entonces para cualquier R-módulo X

HomR(M2, X)
g∗ // HomR(M,X)

f∗ // HomR(M1, X) y

HomR(X,M1)
f∗ // HomR(X,M)

g∗ // HomR(X,M2)

son sucesiones de grupos abelianos aditivos y homomorfismos de
grupos.

Una de las primeras preguntas que hay que abordar en relación
con Hom es, si

0 // M1
f // M

g // M2
// 0

es una sucesión exacta corta en ModRModRModR, entonces

0 // HomR(M2, X)
g∗ // HomR(M,X)

f∗ // HomR(M1, X) // 0,

0 // HomR(X,M1)
f∗ // HomR(X,M)

g∗ // HomR(X,M2) // 0

son sucesiones exactas en AbAbAb. La siguiente definición ayudará a
clarificar esto.

DEFINICIÓN 2.10. Sean R y S anillos. Un funtor F : ModRModRModR →
ModSModSModS es llamado exacto izquierdo si

0 // F(M1)
F(f)

// F(M)
F(g)

// F(M2)

es una sucesión exacta en ModSModSModS siempre que

0 // M1
f // M

g // M2

sea exacta en ModRModRModR. Igualmente, si

F(M1)
F(f)

// F(M)
F(g)

// F(M2) // 0
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es exacta en ModSModSModS para cada sucesión exacta

M1
f // M

g // M2
// 0

en ModRModRModR, entonces F es llamado exacto derecho. Si F es exacto
izquierdo y derecho, entonces F es llamado un funtor exacto. Si
F : ModRModRModR →ModSModSModS es contravariante y

0 // F(M2)
F(g)

// F(M)
F(f)

// F(M1)

es exacta en ModSModSModS siempre que

M1
f // M

g // M2
// 0

es exacta en ModRModRModR, entonces F es llamado exacto izquierdo. Si

F(M2)
F(g)

// F(M)
F(f)

// F(M1) // 0

es exacta en ModSModSModS para cada sucesión exacta

0 // M1
f // M

g // M2

en ModRModRModR, entonces F es exacto derecho. Si F es exacto izquierdo
y derecho, entonces F es un funtor contravariante exacto.

De esta manera, funtores exactos, o covariantes o contravarian-
tes, son precisamente esos funtores que mandan sucesiones exac-
tas cortas a sucesiones exactas cortas.

PROPOSICIÓN 2.20. Para cualquier R-módulo X, HomR(−, X) :
ModRModRModR → AbAbAb y
HomR(X,−) : ModRModRModR → AbAbAb son exactos izquierdos.

PROPOSICIÓN 2.21. Si 0 // M1
f // M

g // M2
// 0 es una

sucesión exacta corta que se escinde enModRModRModR, entonces para cual-
quier R-módulo X

(1) 0 // HomR(M2, X)
g∗ // HomR(M,X)

f∗ // HomR(M1, X) // 0 y

(2) 0 // HomR(X,M1)
f∗ // HomR(X,M)

g∗ // HomR(X,M2) // 0

son sucesiones exactas cortas que se escinden en AbAbAb.



Capítulo 3

Condiciones De Cadena

Empezamos con una discusión de la generación y cogeneración
de módulos la cual es seguida por una introducción de condiciones
de cadena sobre módulos. Las condiciones de cadena juegan un
papel importante en la clasificación de los anillos.

1. Generadores

Recordar que un subconjunto (finito) X de un R-módulo M es un
conjunto de generadores (finito) de M si M =

∑
X xR. Si S es un

conjunto de submódulos de M tal que M =
∑
S N , entonces se dice

que S genera a M . Recordar también que cada módulo M tiene al
menos un conjunto X de generadores, a saber el conjunto X = M .

PROPOSICIÓN 3.1. Las siguientes condiciones son equivalentes
para un R-módulo M .
(1) Para cada familia {Mα}∆ de submódulos de M tal que {Mα}∆

genera a M existe un subconjunto finito F ⊆ ∆ tal que {Mα}F
genera a M .

(2) Si {Mα}∆ es cualquier familia de R-módulos, entonces para ca-
da conjunto de funciones R-lineales {fα : Mα → M}∆ tal que
{Im fα}∆ genera a M existe un subconjunto finito F ⊆ ∆ tal que
{Im fα}F genera a M .

(3) Para cada familia {Mα}∆ de R-módulos para la cual existe un
epimorfismo

⊕
∆Mα → M existe un subconjunto finito F ⊆ ∆ y

un epimorfismo
⊕

F Mα →M .
(4) M es finitamente generado.

DEFINICIÓN 3.1. Un R-módulo M es generado por un conjun-
to {Mα}∆ de R-módulos si existe un epimorfismo

⊕
∆Mα → M .

Una clase C de R-módulos genera a ModRModRModR si cada R-módulo M es
generado por un conjunto {Mα}∆ de módulos en C. En este caso,
también decimos que C es una clase de generadores para ModRModRModR.
Un R-módulo M genera a un R-módulo N si existe un epimorfismo
M (∆) → N para algún conjunto ∆. Si C = {M} genera a ModRModRModR,
entonces simplemente diremos que M genera a ModRModRModR.

51
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Es obvio que ModRModRModR tiene la clase de todos los R-módulos co-
mo una clase de generadores. Además, si f : M → N es un epi-
morfismo, entonces cualquier conjunto de módulos que genera a M
también genera a N . Consecuentemente, si M es finitamente ge-
nerado, entonces así es N . Notar también que cada módulo es la
imagen homomorfa de un R-módulo libre, así R genera a ModRModRModR.

DEFINICIÓN 3.2. Para un R-módulo L , el submódulo

Tr(U , L) =
∑
{Im(h)/h ∈ Hom(U,L), U ∈ U} ⊂ L

es llamado la traza de U en L. Si U consiste de un solo módulo U
simplemente escribimos Tr(U,L).

PROPOSICIÓN 3.2 (Propiedades de la traza). Sea U un conjunto
de R-módulos y L un R-módulo.
(1) Tr(U , L) es el submódulo más grande de L generado por U .
(2) L = Tr(U , L) si y solo si L es U-generado.
(3) Tr(U , L) es unEndR(L)-submódulo de L ( puesto queHom(U,L)

es un EndR(L)-módulo).
(4) Si U contiene un solo módulo U , entonces

Tr(U,L) = UHom(U,L) =
{ k∑

i=1

ϕi(ui)/ui ∈ U,ϕi ∈ Hom(U,L), k ∈ N
}
.

Debido a al Proposición 3.1 un R-módulo M es finitamente ge-
nerado si y solo si para cada conjunto de submódulos {Mα}∆ tal
que M =

∑
∆ Mα, existe un subconjunto finito F ⊆ ∆ tal que M =∑

F Mα. Esto lleva a la siguiente definición de un módulo finitamente
cogenerado.

2. Cogeneradores

DEFINICIÓN 3.3. Un R-módulo M es finitamente cogenerado si
siempre que {Mα}∆ sea un conjunto de submódulos de M tal que⋂

∆Mα = 0 existe un subconjunto finito F ⊆ ∆ tal que
⋂
F Mα = 0.

PROPOSICIÓN 3.3. Las siguientes condiciones son equivalentes
para un R-módulo M .
(1) M es finitamente cogenerado.
(2) Para cada familia {Mα}∆ de R-módulos y cada familia {fα :

Mα → M}∆ de R-homomorfismos con
⋂

∆ Nu(fα) = 0 existe
un subconjunto finito F ⊆ ∆ tal que

⋂
F Nu(fα) = 0.

(3) Para cada familia {Mα}∆ de R-módulos para la cual existe un
monomorfismo M →

∏
∆ Mα existe un subconjunto finito F ⊆ ∆

y un monomorfismo M →
∏

F Mα.
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DEMOSTRACIÓN. (1)⇒ (2) es claro.
(2) ⇒ (3) Si φ : M →

∏
∆ Mα es un monomorfismo, entonces⋂

∆ Nu(παφ) = 0, donde πα :
∏

∆ Mα →Mα es la α-ésima proyección
canónica para cada α ∈ ∆. Por suposición existe un subconjunto
finito F ⊆ ∆ tal que

⋂
F Nu(παφ) = 0 y esto da un monomorfismo

M →
∏

F Mα.
(3) ⇒ (1) Sea {Mα}∆ una familia de submódulos de M tal que⋂

∆ Mα = 0. Si ηα : M → M/Mα es el homomorfismo natural para
cada α ∈ ∆, entonces φ : M →

∏
∆ M/Mα definido por φ(x) =

(ηα(x)) es tal que Nu(φ) =
⋂

∆ Mα = 0, así φ es un monomorfismo.
Pero (3) da un subconjunto finito F ⊆ ∆ y un monomorfismo M →∏

F M/Mα. de esta manera,
⋂
F Mα = 0 y así tenemos (1). �

DEFINICIÓN 3.4. Un R-módulo M es cogenerado por un conjunto
{Mα}∆ de R-módulos si existe un monomorfismo M →

∏
∆Mα. Una

clase C de R-módulos es llamada una clase de cogeneradores para
ModRModRModR si cada R-módulo es cogenerado por un conjunto de módulos
en C. En este caso, diremos que C cogenera a ModRModRModR. Si C = {M},
entonces un R-módulo N es cogenerado por M si existe un conjunto
∆ y un monomorfismo N :→M∆. Si C = {M} y C cogenera aModRModRModR,
entonces decimos que M cogenera a ModRModRModR.

Es claro queModRModRModR tiene a la clase de todos los R-módulos como
una clase cogeneradores. Además, si un R-módulo es (finitamente)
cogenerado por {Mα}∆ y si fN :→ M es un monomorfismo, enton-
ces {Mα}∆ también (finitamente) cogenera a N .

DEFINICIÓN 3.5. Para cualquier R-módulo L, el submódulo

Re(L,U) =
⋂
{Nu(f)/f ∈ Hom(L,U), U ∈ U} ⊂ L

es llamado el rechazo de U en L.

PROPOSICIÓN 3.4 (Propiedades del rechazo). Sea U un conjunto
de R-módulos y L un R-módulo.

(1) Re(L,U) es el submódulo más pequeñoK de L para el cual L/K
es U-cogenerado.

(2) Re(L,U) = 0 si y solo si L es U-cogenerado.
(3) Re(L,U) es un EndR(L)-submódulo de L (puesto que, para cual-

quier U ∈ U , el grupo Hom(L,U) es un EndR(L)-módulo).
(4) En el caso de que U consista de un solo módulo U , entonces

Re(L,U) =
⋂
{Nu(f)/f ∈ Hom(L,U)}.



3.2 Cogeneradores 54

DEFINICIÓN 3.6. Un R-módulo N es finitamente cogenerado si
para cada monomorfismo ϕ : N →

∏
∆ Uλ (en ModR) existe un sub-

conjunto finito E ⊂ λ tal que

N
ϕ→
∏
λ

Uλ
πE→
∏
E

Uλ

es un monomorfismo.

La siguiente proposición caracteriza los módulos finitamente co-
generados.

PROPOSICIÓN 3.5. Para un R-módulo M las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
(a) N es finitamente cogenerado.
(b) para cada familia {Vλ}∆ de submódulos de N con

⋂
∆ Vλ = 0,

existe un subconjunto finito E ⊂ ∆ con
⋂
E Vλ = 0.

(c) para cad familia de morfismos {fλ : N → Uλ} en ModR con⋂
∆ Nu(fλ) = 0, existe un subconjunto finitoE ⊂ ∆ con

⋂
E Nu(fλ)

= 0.
(d) cada submódulo de N es finitamente cogenerado.

Un módulo cíclico N = n0R puede ser caracterizado por la pro-
piedad de que cada morfismo f : M → N con n0 ∈ Im(f) es epi-
morfismo. Dualmente definimos.

DEFINICIÓN 3.7. Un R-módulo N es llamado cocíclico si existe
un n0 ∈ N con la propiedad: cada morfismo g : N → M con n0 /∈
Nu(f) es monomorfismo.

Recordar que un módulo no cero N es simple si no tiene submó-
dulos propios no cero. Obviamente, los módulos simples son cocícli-
cos.

La siguiente proposición caracteriza a los módulos cocíclicos.

PROPOSICIÓN 3.6. Para un R-módulo no cero N las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(a) N es cocíclico.v
(b) N tiene un submódulo simple K el cual está contenido en cada

submódulo no cero de N .
(c) la intersección de todos los submódulos no cero deN es no cero.
(d) N es subdirectamente irreducible.
(e) para cualquier monomorfismo ϕ : N →

∏
∆ Uλ en ModR, existe

λ0 ∈ ∆ para el cual πλ0ϕ : N → Uλ0 es monomorfismo.
(f) N es una extensión esencial de un módulo simple.
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DEMOSTRACIÓN. (a)→ (b) Si U es un submódulo de N , n0 ∈ N
como en la definición anterior y n0 /∈ U , entonces N → N/U es
monomorfismo, es decir, U = 0. De aquí n0R está contenido en cada
submódulo no cero de N y por lo tanto es simple.

(b) ⇒ (a) Si K = n1R y g : N → M es un morfismo con n1 /∈
Nu(g), entonces concluimos que Nu(g) = 0. Así, N es cocíclico.

(b) ⇒ (c) Sea S el conjuntos de todos los submódulos no ce-
ro de N que contienen a K. Entonces S 6= 0 porque N ∈ S. Sea
I =

⋂
N ′∈S N

′. Entonces I es el R-submódulo más pequeño de N
conteniendo a K. De aquí, I 6= 0.

(c)⇒ (b) Sea I la intersección de todos los submódulos no cero
de N . Entonces I es un submódulo no cero de N contenido en cada
submódulo no cero de N . De aquí, I es simple.

(c) ⇒ (d) La familia de epimorfismos {fλ : N → N/Nλ}∆ induce
un morfismo f : N →

∏
∆ N/Nλ con 0 6=

⋂
∆Nλ =

⋂
∆Nu(fλ). Por la

Proposición 2.14 N es subdirectamente irreducible.
(d)⇒ (c) Se sigue de la Proposición 2.14
(a) ⇒ (e) Escoger n0 como en la definición anterior. Puesto

que 0 = Nu(ϕ) =
⋂

∆ πλϕ (n0 /∈ Nu(ϕ)) debemos tener que n0 /∈
Nu(πλ0ϕ) para algún λ0 ∈ ∆. Entonces πλ0ϕ es monomorfismo.

(e)⇒ (a) Es obtenida de la siguiente proposición y de la observa-
ción trivial de que submódulos de módulos cocíclicos son cocíclicos.

(b)⇒ (f) Sea K un submódulo simple de N tal que K ⊆ N ′ para
cada submódulo no cero N ′ de N . De aquí, K ∩ N ′ = K 6= 0 para
cada submódulo N ′ de N . De aquí, K es un submódulo esencial de
N .

(f) ⇒ (b) Sea K un submódulo esencial simple de N . Entonces
para cada submódulo no cero N ′ de N , tenemos que K ∩ N ′ = K,
es decir, K está contenido en cada submódulo no cero de N . �

PROPOSICIÓN 3.7. Producto subdirecto de módulos cocíclicos.

(1) Cada módulo no cero es isomorfo a un producto subdirecto de
sus módulos cocientes cocíclicos.

(2) Un R-módulo es finitamente cogenerado si y solo si es isomorfo
a un producto subdirecto de finitamente muchos módulos cocí-
clicos.

DEMOSTRACIÓN. (1) Sea 0 6= N ∈ModR y 0 6= n ∈ N . El conjun-
to de submódulos U de N con n /∈ U ordenado por la inclusión es
inductivo y de aquí tiene un elemento máximo Un ⊂ N (n /∈ Un). Los
submódulos L/Un de N/Un corresponden a los submódulos L de N
conteniendo a Un, de aquí n ∈ L si L 6= Un. Por lo tanto (nR+Un)/Un
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está contenido en cada submódulo no cero de N/Un, es decir, N/Un
es cocíclico.

El morfismo canónico ϕ : N →
∏

N\0N/Un con Nu(ϕ) =⋂
N\0Nu(ϕn) = 0.

(2) Veremos más adelante que la suma directa finita de módu-
los finitamente cogenerados (en particular cocíclicos) es finitamente
cogenerada. Esto implica la afirmación por (1). �

Como una consecuencia observamos que la clase de módulos
cocíclicos es una clase de cogeneradores en ModR.

PROPOSICIÓN 3.8. (Caracterización de los cogeneradores) Sea
M ∈ ModR, {Eλ}∆ un conjunto mínimo de representantes de los
módulos simples en σ[M ] y Êλ la cápsula M -inyectiva de Eλ, λ ∈ ∆.

(1) Un módulo Q ∈ σ[M ] es un cogenerador en σ[M ] si y solo si
contiene, para cada λ ∈ ∆, un submódulo isomorfo a Êλ.

(2) {Êλ}∆ es un conjunto de cogeneradores en σ[M ].
(3) Cada cogenerador en σ[M ] contiene un submódulo isomorfo a⊕

∆ Êλ (el cual es un cogenerador “mínimo”).

DEMOSTRACIÓN. (1) Sea Q ∈ σ[M ] un cogenerador. Puesto que
los Êλ son cocíclicos por la Proposición 3.6, obtenemos para cada
λ ∈ ∆, un monomorfismo Êλ → Q.

Ahora suponer que el módulo Q ∈ σ[M ] contiene a todos los
Êλ como submódulos. Puesto que cada módulo cocíclico es una
extensión esencial de algún Êλ Proposición 3.6 es un submódulo
de Êλ. Pero cada módulo es cogenerado por su módulos cocientes
cocíclicos y de aquí es cogenerado por Q.

(2) Si E =
∏M

∆ Êλ, entonces para λ ∈ ∆, Êλ ⊂ E. Por (1) E es
un cogenerador en σ[M ] y esto implica que {Êλ}∆ es un conjunto de
cogeneradores en σ[M ].

(3) Sea Q un cogenerador en σ[M ]. Por (1) podemos suponer
que Êλ ⊂ Q, para cada λ ∈ ∆, y también que

∑
∆ Êλ ⊂ Q. Pa-

ra cada λ ∈ ∆, obtenemos que Êλ ∩
∑
λ 6=λ′

Êλ′ = 0 (de otra ma-

nera Êλ ⊂
∑
λ 6=λ′

Êλ′ para algún λ′ 6= λ, contradiciendo la minimali-

dad de {Eλ}∆). Por lo tanto {Êλ}∆ es una familia independiente y⊕
∆ Êλ =

∑
∆ Êλ ⊂ Q. �
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3. Subgeneradores

Ahora queremos definir, para un R-módulo M , una categoría cer-
canamente conectada con M y de aquí reflejando propiedades de
M .

DEFINICIÓN 3.8. SeaM unR-módulo. Decimos que unR-módulo
N es subgenerado por M , o que M es un subgenerador para N , si
N es isomorfo a un submódulo de un módulo M -generado.

Una subcategoría C de ModR es subgenerada por M , o M es un
subgenerador para C, si cada objeto en C es subgenerado por M .

Denotamos por σ[M ] la subcategoría completa de ModR cuyos
objetos son todos los R-módulos subgenerados por M .

PROPOSICIÓN 3.9. Para un R-módulo M tenemos:
(1) Para N en σ[M ], todos los módulos cocientes y submódulos de

N pertenecen a σ[M ].
(2) La suma directa de una familia de módulos en σ[M ] pertenece a

σ[M ] y es igual al coproducto de estos módulos en σ[M ].
(3) Los conjuntos

Me = {U ⊂MN/U es finitamente generado} y Mz = {mR/m ∈ N}
son conjuntos de generadores en σ[M ].

Por lo tanto σ[M ] es llamada una categoría finitamente generada
localmente.

(4) Ue =
⊕
{U/U ∈ Me} y Uz =

⊕
{Z/Z ∈ Mz} son generado-

res in σ[M ].
(5) Para una familia {Nλ}∆ de módulos en σ[M ], el producto en

σ[M ] existe y está dado por
∏M

∆ Nλ = Tr(Ue,
∏

∆ Nλ).

4. Módulos Neterianos y Artinianos

En esta sección investigamos las condiciones de cadena ascen-
dente y descendente sobre módulos. Como veremos, existe una co-
nexión entre módulos que satisfacen la condición de la cadena as-
cendente (descendente) y los módulos que son finitamente genera-
dos (finitamente cogenerados).

DEFINICIÓN 3.9. Un R-módulo M satisface la condición de la ca-
dena ascendente si cada vez que

M1 ⊆M2 ⊆M3 ⊆ · · ·
sea una cadena ascendente de submódulos de M , existe un entero
positivo n tal que Mi = Mn para todo i ≥ n. En este caso, decimos
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que la cadena termina en Mn o simplemente la cadena termina. Un
R-módulo que satisface la condición de la cadena ascendente es
llamado neteriano. Si el anillo R es neteriano como un R-módulo,
entonces R es llamado un anillo derecho neteriano. Los R-módulos
izquierdos neterianos y los anillos izquierdos neterianos son defi-
nidos en la manera obvia. Un anillo R izquierdo y derecho que es
neteriano es un anillo neteriano.

DEFINICIÓN 3.10. Un R-módulo M satisface la condición de la
cadena descendente si cada vez que

M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ · · ·
es una cadena descendente de submódulos de M , existe un entero
positivo n tal que Mi = Mn para todo i ≥ n. En este caso, decimos
que la cadena termina en Mn. Un R-módulo que satisface la con-
dición de la cadena descendente es llamado artiniano. Si el anillo
R es artiniano como un R-módulo, entonces R es llamado un anillo
derecho artiniano . Los R-módulos izquierdos artinianos y los anillos
izquierdos artinianos son definidos en la manera obvia. Un anillo R
izquierdo y derecho que es artiniano es un anillo artiniano.

PROPOSICIÓN 3.10. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes para un R-módulo M .
(1) M es neteriano.
(2) Cada colección no vacía de submódulos de M , cuando ordena-

da por la inclusión, tiene un elemento máximo.
(3) Cada submódulo de M es finitamente generado.

PROPOSICIÓN 3.11. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes para un R-módulo M .
(1) M es artiniano.
(2) Cada colección no vacía de submódulos deM tiene un elemento

mínimo.
(3) Cada módulo cociente de M es finitamente cogenerado.
(4) Si {Mα}∆ es una familia de submódulos de M , existe un subcon-

junto finito F de ∆ tal que
⋂
F Mα =

⋂
∆Mα.

Observación. Si S es una colección no vacía de submódulos de un
R-móduloM , entonces decimos que los submódulos en S satisfacen
la condición de la cadena ascendente (descendente) si cada cadena
ascendente (descendente) M1 ⊆ M2 ⊆ M3 ⊆ · · · (M1 ⊇ M2 ⊇ M3 ⊇
· · · ) de submódulos en S termina.



Capítulo 4

Módulos Inyectivos y Proyectivos

Si U es un subespacio de un espacio vectorial V sobre un anillo
con división, entonces U es un sumando directo de V . Esta propie-
dad se sigue directamente del hecho de que el lema de Zorn puede
ser usado para extender una base de U a una base de V . Exis-
ten R-módulos que poseen esta propiedad de sumando aun cuando
puedan no tener una base. Tales módulos, llamados módulos inyec-
tivos, forman una clase importante de módulos.

1. Módulos Inyectivos

DEFINICIÓN 4.1. Un R-módulo M es llamado inyectivo si para
cada diagrama con fila exacta

0 // N1

f
��

h // N2

g}}
M

de R-módulos y homomorfismos de R-módulos puede ser comple-
tado conmutativamente por un homomorfismo g : N2 →M .

Es fácil mostrar que si M y N son R-módulos isomorfos, en-
tonces M es inyectivo si y solo si N es inyectivo. También puede
ser mostrado que un R-módulo M es inyectivo si y solo si para ca-
da R-módulo N2 y cada submódulo N1 de N2, cada homomorfismo
f : N1 → M puede ser extendido a un homomorfismo g : N2 → M .
Así en la Definición 4.1, podemos seguramente suponer que N1 es
un submódulo de N2 y h puede ser reemplazado por la inyección
canónica i : N1 → N2.

PROPOSICIÓN 4.1. Si M es un submódulo inyectivo de un R-
módulo N , entonces M es un sumando directo de N .

59
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DEMOSTRACIÓN. Sea M es un submódulo inyectivo de un R-
módulo N y considerar el diagrama con fila exacta

0 // M
i //

idM
��

N

g~~
M

de R-módulos, donde idM es el homomorfismo identidad sobre M
e i es la inyección canónica. Si g : N → M completa el diagrama
conmutativamente, entonces gi = idM . El resultado se sigue inme-
diatamente de la Proposición 2.16. �

Ejemplos.
1. No cadaRRR-módulo es Inyectivo. El Z-módulo 2Z ⊆ Z no es

inyectivo.
2. Espacios Vectoriales. Si V es un espacio vectorial sobre un

anillo con división D, entonces V es un D-módulo inyectivo.
3. Los Números Racionales. El campo de los números racio-

nales Q es un Z-módulo inyectivo.

DEFINICIÓN 4.2. Sean M y U dos R-módulos. U es llamado M -
inyectivo si cada diagrama en ModRModRModR con fila exacta

0 // K
f //

��

M

U

puede ser extendido conmutativamente por un morfismo M → U .

Esta propiedad obviamente es equivalente a la condición de que
la función

HomR(f, U) : HomR(M,U)→ HomR(K,U)

es suprayectiva para cada monomorfismo f : K →M .

DEFINICIÓN 4.3. Un R-módulo M es llamado auto inyectivo (o
casi inyectivo) si es M -inyectivo.

La siguiente proposición útil e importante es debida a R. Baer.
Será mencionada como el criterio de Baer para inyectividad.

PROPOSICIÓN 4.2 (Criterio de Baer). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes para un R-módulo M .
(1) M es inyectivo.
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(2) Para cada ideal derecho A deR, cada homomorfismo f : A→M
puede ser extendido a un homomorfismo g : R→M .

(3) Para cada ideal derecho A de R y cada homomorfismo f : A →
M existe un x ∈M tal que f(a) = xa para todo a ∈ A.

DEMOSTRACIÓN. (1)⇒ (2) de la definición de inyectividad.
(2) ⇒ (3). Si g extiende f a R, dejar que g(1) = x. Entonces

f(a) = g(a) = g(1)a = xa para cada a ∈ A.
(3) ⇒ (1). Si N1 es un submódulo de N2, i : N1 → N2 es la

inyección canónica y f : N1 → M es un homomorfismo, entonces
necesitamos mostrar que el diagrama

0 // N1
i //

f
��

N2

g}}
M

puede ser completado conmutativamente por un homomorfismo g :
N2 → M . Considerar el conjunto S de pares ordenados (X, g), don-
de X es un submódulo de N2 tal que N1 ⊆ X y g restringido a N1

da f . Ordenar parcialmente S por (X, g) ≤ (X ′, g′) si X ⊆ X ′ y g′

restringida a X produce g. Notar que S 6= ∅ puesto que (N1, f) ∈ S.
También cualquier cadena creciente {(Xi, gi)/i ∈ I} de tales pares
ordenados está acotada superiormente. En efecto, una cota supe-
rior apropiada es (X ′, g′), donde X ′ =

⋃
I
Xi y g′|Xi = gi. Se sigue

que S es inductivo, así el lema de Zorn produce un elemento máxi-
mo de S, digamos (X∗, g∗). Si X∗ = N2, entonces la demostración
está completa, así suponer que X∗ 6= N2. Si y ∈ N2 −X∗, entonces
tenemos un homomorfismo del ideal derecho I = {a ∈ R/ya ∈ X∗}
a M dado por a 7→ g∗(ya). Por suposición, esto implica que existe
un z ∈ M tal que a 7→ za para todo a ∈ I. Si h : X∗ + yR → M es
definido por h(x+ya) = g∗(x)+za, entonces h extiende g∗ a X∗+yR,
lo cual contradice la maximalidad de (X∗, g∗) en S. De esta manera,
X∗ = N2. �

El criterio de Baer muestra que la colección de ideales derechos
es un conjunto prueba para la inyectividad de unR-módulo. Frecuen-
temente, existe una colección “más pequeña” de ideales derechos
de R que ejecutará esta tarea.

PROPOSICIÓN 4.3. Un módulo I es inyectivo si y solo si cualquier
monomorfismo ϕ : I →M se escinde.
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DEMOSTRACIÓN. (⇒) Considerar el siguiente diagrama:

0 // I
ϕ //

idI
��

M

h��
I

El morfismo h da la escinción requerida.
(⇒) Sea f : M → N un monomorfismo y sea g : M → I un

morfismo. Definir

M ′ :=
N ⊕ I

{(f(m),−g(m))/m ∈M}
Tenemos funciones naturales de N e I a M ′, llamarlas i1 y i2, res-
pectivamente. Primero notar que por construcción de M ′ se sigue
que i1 ◦ f = i2 ◦ g. Afirmamos que i2 es inyectivo. Claro está, si
(0, i) = (f(m), g(m)) para algún m ∈ M , se sigue que m = 0 y de
aquí i = 0 (puesto f es un monomorfismo). Por nuestra suposición
obtenemos un funciónϕ : M ′ → I tal que ϕ ◦ i2 = idI . Tenemos el
siguiente diagrama:

0 // M
f //

g

��

N

i1
��

I
i2 ++

M ′

ϕ
ii

Obtenemos un funciónψ := ϕ ◦ i1 : N → I. Calculamos:

ψ ◦ f =ϕ ◦ i1 ◦ f
=ϕ ◦ i2 ◦ g
=g

�

PROPOSICIÓN 4.4. Si el R-módulo U es Mα-inyectivo para ca-
da familia {Mα}∆ de R-módulos, entonces U también es

⊕
∆ Mα-

inyectivo.

DEMOSTRACIÓN. Sea U Mα-inyectivo para todo α ∈ ∆, M =⊕
∆ Mα y K ⊂ M . Para un morfismo g : K → U , consideremos el

conjunto
F = {h : L→ U/K ⊂ L ⊂M y h|K = g}.

Este conjunto está ordenado por

[h1 : L1 → U ] < [h2 : L2 → U ]⇔ L1 ⊂ L2 y h2|L1 = h1.
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Es fácil ver que F es inductivo y, por el Lema de Zorn, tiene un
elemento máximo h0 : L0 → U . Para demostrar que M = L0 es
suficiente mostrar que Mα ⊂ L0 para cada α ∈ ∆. Cada diagrama

0 // L0 ∩Mα
//

��

Mα

L0
h0 // U

puede, por suposición, ser conmutativamente extendido por algún
hα : Mα → U . La asignación

h∗ : L0 +Mα → U dado por h∗(l +mα) = h0(l) + hα(mα),

es independiente de la representación l + mα puesto que, para l +
mα = 0, obtenemos l = −mα ∈ L0 ∩ Mα y de aquí h∗(l + mα) =
h0(l)− hα(l) = 0.

Por lo tanto h∗ : L0 + Mα → U es un morfismo perteneciendo a
F y obviamente es más grande que h0 : L0 → U .

A causa de la maximalidad de h0 : L0 → U , el morfismo h∗ y h0

deben ser iguales y, en particular, L0 +Mα = L0 y Mα ⊂ L0. �
La siguiente proposición caracteriza a los módulos M -inyectivos.

PROPOSICIÓN 4.5. Para R-módulos U y M las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
(a) U es M -inyectivo.
(b) U es N -inyectivo para cada submódulo (finitamente generado,

cíclico) N de M .
(c) U es N -inyectivo para cada N ∈ σ[M ] (es decir, U es inyectivo

para σ[M ]).
(d) el funtor Hom(−, U) : σ[M ]→ AbAbAb es exacto.

DEFINICIÓN 4.4. Un submóduloN de unR-móduloM es llamado
un submódulo esencial (o grande) de M , si N ∩ N ′ 6= 0 para cada
submódulo no cero N ′ de M . Si N es un submódulo esencial de M ,
entonces M es mencionado como una extensión esencial de N y
denotado por N ⊆e M .

Un submódulo N de un R-módulo M es llamado superfluo o pe-
queño en M , escrito K � M , si para cada submódulo L ⊂ M , la
igualdad K + L = M implica que L = M .

Cada R-módulo M siempre tiene al menos un submódulo esen-
cial, a saber M . Ahora mostramos que para cada submódulo N de
M existe un submódulo Nc de M tal que la suma N + Nc es directa
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y tal que N + Nc es un submódulo esencial de M . Veremos des-
pués que existen R-módulos M que no tienen submódulos esencia-
les propios. Para estos módulos N ⊕ Nc = M , así que cada sub-
módulo de M es un sumando directo de M . Los módulos con esta
propiedad demostrarán ser de especial interés.

PROPOSICIÓN 4.6. Si N es un submódulo de un R-módulo M ,
existe un submódulo Nc de M tal que la suma N + Nc es directa y
N +Nc es esencial en M .

DEMOSTRACIÓN. Suponer que N es un submódulo de M y sea
S el conjunto de submódulos N ′ de M tal que N ∩ N ′ = 0. Enton-
ces S 6= ∅ puesto que el submódulo cero de M está en S. Si S es
parcialmente ordenado por la inclusión, entonces S es inductivo y el
lema de Zorn indica que S tiene un elemento máximo. Si Nc es un
elemento máximo de S, entonces es inmediato que la suma N +Nc

es directa.
Afirmamos que N + Nc es un submódulo esencial de M . Sea X

un submódulo no cero de M y suponer que (N +Nc)∩X = 0. Notar
que X no puede estar contenido en Nc, así X + Nc propiamente
contiene a Nc. Por lo tanto, N ∩ (X +Nc) 6= 0. Sea z ∈ N ∩ (X +Nc),
z 6= 0, y escoger x ∈ X y y ∈ Nc tal que z = x + y. Entonces
z − y = x ∈ (N + Nc) ∩X = 0. De aquí, z = y y así z ∈ N ∩Nc = 0,
una contradicción. Por lo tanto, (N + Nc) ∩X 6= 0, lo cual establece
que N +Nc es un submódulo esencial de M . �

DEFINICIÓN 4.5. Si N es un submódulo de un R-módulo M , en-
tonces un submódulo Nc de M tal que N ⊕Nc es esencial en M es
llamado un complemento de N en M .

PROPOSICIÓN 4.7. Sea R un anillo y sean U ′s, V ′s y W ′s R-
módulos.

1. Si W ⊆e V y U ⊆ V , entonces (U ∩W ) ⊆e U .

2. Sea Wi ⊆e V para i = 1, 2, . . . , n. Si W =
n⋂
i=1

Wi, entonces

W ⊆e V .

DEMOSTRACIÓN. (1) Sea X un submódulo no cero de U . Puesto
que W ⊆e V , tenemos que X ∩W 6= 0. Pero X ⊆ U , así X = X ∩ U
y de aquí X ∩ (U ∩W ) 6= 0.

(2) Basta considerar el caso n = 2. Puesto que W2 ⊆e V , lo
anterior implica que (W1 ∩W2) ⊆e W1. De esta manera, puesto que
W1 ⊆e V , la transitividad de ⊆e da el resultado. �
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PROPOSICIÓN 4.8. Un R-módulo M es inyectivo si y solo si para
cada ideal derecho esencial A de R y cada homomorfismo f : A →
M , existe x ∈M tal que f(a) = xa para todo a ∈ R:

DEMOSTRACIÓN. Si M es un R-módulo inyectivo, no hay nada
que demostrar, así suponer que la condición se cumple para cada
ideal derecho esencial de R. Sa A un ideal derecho de R y suponer
que f : A → M es un homomorfismo. Si Ac es un complemento
de A en R, entonces A ⊕ Ac es un ideal derecho esencial de R. Si
g : A ⊕ Ac → M es tal que g(a + a′) = f(a), entonces g está bien
definido y es R-lineal, así existe x ∈ M tal que g(a + a′) = x(a + a′).
De aquí, f(a) = g(a + 0) = xa para todo a ∈ A, así M es inyectivo
por el criterio de Baer. �

2. Módulos Inyectivos y el Funtor HomR(−,M)HomR(−,M)HomR(−,M)

Otra propiedad poseída por un R-módulo inyectivo M es que ha-
ce al funtor contravariante HomR(−,M) exacto.

PROPOSICIÓN 4.9. Un R-módulo M es inyectivo si y solo si para
cada sucesión exacta 0 → N1

g→ N2 de R-módulos y homomorfis-
mos deR-módulos, la sucesiónHomR(N2,M)

g∗→ HomR(N1,M)→ 0
es exacta en AbAbAb.

DEMOSTRACIÓN. Si M es inyectivo y f ∈ HomR(N1,M), enton-
ces la inyectividad de M da un homomorfismo h : N2 → M tal que
f = hg = g∗(h). De aquí, g∗ es un epimorfismo, así HomR(N2,M)

g∗→
HomR(N1,M)→ 0 es exacta.

Inversamente, si HomR(N2,M)
g∗→ HomR(N1,M) → 0 es exacta

y f ∈ HomR(N1,M), entonces g∗ es un epimorfismo, así existe un
h ∈ HomR(N2,M) tal que g∗(h) = f . Pero entonces hg = f , así el
diagrama

0 // N1
g //

f
��

N2

h}}
M

es conmutativo y consecuentemente, M es inyectivo. �
Puesto queHomR(−,M) es exacto izquierdo cualquierR-módulo

M , tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 4.1. Un R-módulo M es inyectivo si y solo si el fun-
tor contravariante HomR(−,M) : ModRModRModR → AbAbAb es exacto.
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La caracterización de los módulos inyectivos como precisamente
esos R-módulos M para los cuales HomR(−,M) preserva epimor-
fismos da la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 4.10. Si {Mα}∆ es una familia de R-módulos, en-
tonces el R-módulo

∏
∆Mα es inyectivo si y solo si cada Mα es in-

yectivo.

DEMOSTRACIÓN. Sea 0 → N1
g→ N2 una sucesión exacta de

R-módulos y homomorfismos de R-módulos. Para cada α ∈ ∆, sea

g∗a : HomR(N2,Mα)→ HomR(N1,Mα) tal que g∗a(f) = fg

para cada f ∈ HomR(N2,Mα). Si
∏

∆Mα es inyectivo, entonces

HomR

(
N2,

∏
∆

Mα

)
g∗→ HomR

(
N1,

∏
∆

Mα

)
→ 0

es exacta. La Parte (2) de la Proposición 2.9 muestra que para cada
α ∈ ∆ tenemos un diagrama conmutativo con fila exacta

HomR(N2,
∏
∆

Mα)
g∗ //

ϕ

��

HomR(N1,
∏
∆

Mα) //

ϕ′

��

0

∏
∆

HomR(N2,Mα)
∏
g∗α //

πα

��

∏
∆

HomR(N1,Mα) //

π′α
��

0

HomR(N2,Mα)
g∗α // HomR(N1,Mα)

donde πα y π′α son las proyecciones canónicas, ϕ y ϕ′ son isomorfis-
mos tal que ϕ(f) = (παf) y ϕ′(f ′) = (π′αf

′), respectivamente, y
∏
g∗α

está definido por
∏
g∗α((fα)) = (fαg). Un diagrama de persecución

simple muestra que g∗α es un epimorfismo, por lo que cada Mα es
inyectivo.

Inversamente, si Mα es inyectivo para cada α ∈ ∆, entonces∏
g∗α :

∏
∆

HomR(N2,Mα)→
∏
∆

HomR(N1,Mα)

es un epimorfismo. La función ϕ−1((fα)) = f , donde f(x) = (fα(x))
para cada x ∈ N2 y ϕ′−1((f ′α)) = f ′ con f ′(x) = (f ′α(x)) para x ∈ N1
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da el diagrama conmutativo∏
∆

HomR(N2,Mα)
∏
g∗α //

ϕ−1

��

∏
∆

HomR(N1,Mα) // 0

HomR(N2,
∏
∆

Mα)
g∗ // HomR(N1,

∏
∆

Mα)

Es claro que g∗ es un epimorfismo, así
∏
∆

Mα es inyectivo. �

COROLARIO 4.2. Un sumando directo de un R-módulo inyectivo
es inyectivo.

La Proposición 4.10 muestra que los productos directos de mó-
dulos inyectivos siempre son inyectivos para módulos sobre un ani-
llo arbitrario. Sin embargo, sumas directas de módulos inyectivos no
siempre son inyectivas al menos que el anillo satisfaga ciertas con-
diciones.

3. Cápsulas Inyectivas

Aunque los módulos inyectivos existen, no cada módulo es inyec-
tivo. Aún cuando existen módulos que no son inyectivos, es el caso
que para cada R-módulo M existe un encajamiento M → E, donde
E es un módulo inyectivo. Entre los módulos inyectivos que contie-
nen a un submódulo isomorfo a M , existe uno, llamado la cápsula
inyectiva de M , que es único hasta isomorfismo. Esta cápsula es, en
algún sentido, la “la mejor aproximación” de M por un módulo inyec-
tivo. Si la clase de módulos inyectivos que contienen una copia de
M es ordenada por la inclusión, será mostrado que existe al menos
un módulo inyectivo que es un elemento mínimo de esta clase.

DEFINICIÓN 4.6. Una cápsula inyectiva de un R-módulo M es un
módulo inyectivo E(M) junto con un monomorfismo ϕ : M → E(M)
tal que E(M) es una extensión esencial de ϕ(M). Una cápsula in-
yectiva ϕ : M → E(M) de M se dice que es única hasta isomorfis-
mo si siempre que ϕ′ : M → E(M)′ sea otra cápsula inyective de M ,
existe un isomorfismo f : E(M)′ → E(M) tal que fϕ′ = ϕ.

LEMA 4.1. Si M es un submódulo esencial de un R-módulo M ′

y f : M → N es un monomorfismo de M en un R-módulo N , en-
tonces cualquier extensión g : M ′ → N de f a M ′ también es un
monomorfismo.
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DEMOSTRACIÓN. Sea g : M ′ → N una extensión de un mono-
morfismo f : M → N . Si x ∈ M ∩Nu(g), entonces f(x) = g(x) = 0,
así x = 0 puesto que f es inyectiva. De aquí, M ∩ Nu(g) = 0, así
Nu(g) = 0 puesto que M es un submódulo esencial de M ′. �

El conjunto de ideales derechos esenciales de un anillo R sirve
como un conjunto prueba para la inyectividad de un R-módulo. Ca-
da módulo se encaja en un módulo inyectivo. Brevemente, veremos
módulos inyectivos sobre un dominio ideal principal. Los módulos
inyectivos sobre tal dominio gozan de una propiedad de divisibilidad
que es equivalente a inyectividad.

DEFINICIÓN 4.7. Si R es un dominio ideal principal, entonces un
R-módulo M se dice que es R-divisible si Ma = M para cada 0 6=
a ∈ R. Es decir, M es R-divisible si y solo si dado un elemento
0 6= a ∈ R y y ∈M , existe un x ∈M tal que xa = y.

Ejemplos
1. Imágenes Homomorfas. Cada imagen homomorfa de un R-

módulo R-divisible es R-divisible.
2. Sumas Directas. Una suma directa (producto directo) de R-

módulos R-divisibles es R-divisible y un sumando directo de
un R-módulo divisible es R-divisible.

3. Los Números Racionales. El campo de los números racio-
nales Q es Z-divisible, así Q(∆) es Z-divisible para cualquier
conjunto ∆. De esta manera,Q(∆)/N es Z-divisible para cual-
quier subgrupo N de Q(∆).

PROPOSICIÓN 4.11. Si R es un dominio ideal principal, entonces
un R-módulo es inyectivo si y solo si es R-divisible.

DEMOSTRACIÓN. Suponer que M es un R-módulo inyectivo y
sea 0 6= a ∈ R. Entonces (a) es un ideal de R y puesto que R es
un dominio entero, si y ∈ M , entonces f(ab) = yb da un homomor-
fismo bien definido de (a) a M . Pero M es inyectivo, así el criterio de
Baer indica que existe un x ∈M tal que f(c) = xc para todo c ∈ (a).
En particular, f(a) = xa, así xa = y. De aquí, M es R-divisible.

Inversamente, suponer que M es R-divisible. Sea (a) un ideal no
cero de R y suponer que f : (a) → M es un R-homomorfismo. Si
f(a) = y, entonces existe un x ∈ M tal que xa = y. Consecuente-
mente, si ab ∈ (a), entonces f(ab) = f(a)b = yb = x(ab). Por lo tanto,
el criterio de Baer es satisfecho, asíM es unR-módulo inyectivo. �

Un aspecto importante de los Z-módulos divisibles es que pue-
den ser usados para producir R-módulos inyectivos.
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PROPOSICIÓN 4.12. Las siguientes afirmaciones se cumplen pa-
ra cualquier R-módulo M .

1. Si M es visto como un Z-módulo, entonces M puede ser
encajado en un Z-módulo inyectivo.

2. Si Q es un Z-módulo inyectivo, entonces HomZ(R,Q) es un
R-módulo inyectivo.

3. Existe un monomorfismo de M en un R-módulo inyectivo.

DEMOSTRACIÓN. (1) Sea M un R-módulo. Si {xα}∆ es un con-
junto de generadores para M como un grupo abeliano aditivo, existe
un epimorfismo de grupos Z(∆) →M . Si K es el núcleo de esta fun-
ción, entonces M ∼= Z(∆)/K ( Q(∆)/K. El Ejemplo 3 anterior indica
que Q(∆)/K es Z-divisible mientras que la Proposición 4.11 muestra
que Q(∆)/K es un Z-módulo inyectivo.

(2) Puesto que R es un (R,Z)-bimódulo, HomZ(R,Q) es un R-
módulo vía (ha)(x) = h(ax) para todo a, x ∈ R y h ∈ HomZ(R,Q).
Ahora seaA un ideal derecho deR y suponer que f : A→ HomZ(R,Q)
es un R-homomorfismo. Para mostrar que HomZ(R,Q) es un R-
módulo inyectivo, basta, por el criterio de Baer, encontrar un h ∈
HomZ(R,Q) tal que f(a) = ha para todo a ∈ A. Si a ∈ A, en-
tonces f(a) ∈ HomZ(R,Q) y para cada x ∈ R, f(a)(x) ∈ Q. Se
sigue que a 7→ f(a)(1) es un Z-homomorfismo g : A → Q, así
si Q es un Z-módulo inyectivo, entonces existe un homomorfismo
h ∈ HomZ(R,Q) que extiende g a R. Si a ∈ A y b ∈ B, entonces
(ha)(b) = h(ab) = g(ab) = f(ab)(1) = (f(a)b)(1) = f(a)(b). De aquí,
f(a) = ha para todo a ∈ A, así HomZ(R,Q) es un R-módulo inyecti-
vo.

(3) Por (1) existe un encajamiento 0 → M → Q de M en un
Z-módulo inyectivo Q. Puesto que HomZ(R,−) es exacto izquierdo
y covariante, tenemos una sucesión exacta 0 → HomZ(R,M) →
HomZ(R,Q). Pero M ∼= HomR(R,M) ⊆ HomZ(R,M), así se si-
gue que M se encaja en HomZ(R,Q) el cual es, por (2), un R-
módulo inyectivo. No es difícil mostrar que el encajamiento es un
R-homomorfismo. �

PROPOSICIÓN 4.13 (Eckmann-Schöpf). CadaR-módulo tiene una
cápsula inyectiva.

DEMOSTRACIÓN. Si M es cualquier R-módulo, entonces, por la
Proposición 4.12 existe un monomorfismo ϕ : M → E, donde E es
un R-módulo inyectivo. Sea S el conjunto de todos los submódulos
N de E tal que N es una extensión esencial de ϕ(M). Entonces S 6=
∅ puesto que ϕ(M) ∈ S. Si {Nα}∆ es una cadena en S, entonces
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∆ Nα ∈ S sirve como una cota superior para la cadena. De aquí, S

es inductivo, así por el lema de Zorn S tiene un elemento máximo,
digamos E(M).

Afirmamos que ϕ : M → E(M) es una cápsula inyectiva de M .
Observar primero que si Ec es un complemento de E(M) en E, en-
tonces E(M) ∼= (E(M)⊕Ec)/Ec es un submódulo esencial de E/Ec.
Esto se sigue puesto que si N/Ec es un submódulo de E/Ec tal que
((E(M)⊕Ec)/Ec)∩(N/Ec) = 0, entonces (E(M)⊕Ec)∩N ⊆ Ec. Por
la ley modular (E(M)∩N)⊕Ec = (E(M)⊕Ec)∩N = 0, así tenemos
que Ec ⊆ (E(M) ∩ N) ⊕ Ec ⊆ Ec. Por lo tanto, E(M) ∩ N = 0, así
por la maximalidad de Ec, Ec = N . De esta manera, N/Ec = 0 y así
(E(M)⊕ Ec)/Ec es esencial en E/Ec.

En seguida, afirmamos que E = E(M)⊕ Ec. Para ver esto, con-
siderar el diagrama conmutativo

0 // (E(M)⊕ Ec)/Ec
i //

ψ

��

E/Ec

g

��
E(M)

i′ // E

donde ψ es el isomorfismo E(M) ∼= (E(M) ⊕ Ec)/Ec, i e i′ son
las inyecciones canónicas y g es el homomorfismo dado por la in-
yectividad de E. Notar que, iψ es una inyección, así el Lema 4.1
muestra que g también es una inyección. Del diagrama tenemos
que E(M) = Im(i′ψ) = g((E(M) ⊕ Ec)/Ec) ⊆ g(E/Ec). Pero ϕ(M)
es esencial en E(M) y se sigue que E(M) = g((E(M) ⊕ Ec)/Ec)
es esencial en g(E/Ec), puesto que (E(M) ⊕ Ec)/Ec es esencial
en E/Ec. De aquí, ϕ(M) es esencial en g(E/Ec). Ahora E(M) es
una extensión esencial máxima de ϕ(M) en E, así por la maximali-
dad de E(M), g((E(M) ⊕ Ec)/Ec) = g(E/Ec). De aquí, vemos que
E(M) ⊕ Ec = E. Puesto que un sumando directo de un módulo in-
yectivo es inyectivo, tenemos que E(M) es un R-módulo inyectivo.
De esta manera, ϕ : M → E(M) es una cápsula inyectiva de M . �

PROPOSICIÓN 4.14. Las cápsulas invectivas son únicas hasta
isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN. Sea M un R-módulo y suponer que ϕ1 : M →
E1 y ϕ2 : M → E2 son cápsulas inyectivas de M . Entonces el Lema
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4.1 muestra que el diagrama

0 // M
ϕ2 //

ϕ1

��

E2

f~~
E1

puede ser completado conmutativamente por un monomorfismo f :
E2 → E1. Pero esto indica que f(E2) es un submódulo inyectivo de
E1 y como tal es, por la Proposición 4.1 un sumando directo de E1. Si
f(E2)⊕N = E1, entonces ϕ1(M)∩N = 0 puesto que ϕ1(M) ⊆ f(E2).
Pero ϕ1(M) es esencial en E1, así N = 0. De aquí, f también es un
epimorfismo. �

Puesto que una cápsula inyectiva ϕ : M → E(M) de un R-
módulo M es única hasta isomorfismo, podemos hablar de la cáp-
sula inyectiva de M . No hay perdida de generalidad en identificar a
M con ϕ(M) y considerar a M para ser un submódulo de E(M).
El homomorfismo ϕ ahora puede ser reemplazado por la inyección
canónica i : M → E(M).

PROPOSICIÓN 4.15. Las siguientes propiedades se cumplen pa-
ra las cápsulas inyectivas.

1. Si M es un submódulo de un R-módulo inyectivo E, enton-
ces E ∼= E(M)⊕ E ′ para algún submódulo (necesariamente
inyectivo) E ′ de E.

2. SiM es un submódulo esencial de unR-móduloN , entonces
E(M) ∼= E(N).

3. Si {Mα}∆ es una familia de R-módulos, entonces
⊕

∆ E(Mα)
se encaja en E(

⊕
∆Mα) y el encajamiento es un isomorfis-

mo si
⊕

∆E(Mα) es inyectivo.

Se sigue inmediatamente de (3) de la proposición anterior, que
si {Mα}∆ es una familia de R-módulos y si el conjunto de índices ∆
es finito, entonces

⊕
∆ E(Mα) ∼= E(

⊕
∆ Mα) puesto que las sumas

directas finitas de módulos inyectivos son inyectivas.

4. Módulos Proyectivos

Aunque los módulos inyectivos existen Los R-módulos proyecti-
vos son duales a los módulos inyectivos. Podemos obtener la defini-
ción de un R-módulo proyectivo simplemente invirtiendo las flechas
en el diagrama dado en la Definición 4.1 de un módulo inyectivo.
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DEFINICIÓN 4.8. Un R-módulo M es llamado proyectivo si cada
diagrama con fila exacta

M

f
��

g

}}
N2

h // N1
// 0

de R-módulos y homomorfismos de R-módulos puede ser comple-
tado conmutativamente por un homomorfismo g : M → N2.

Claramente, si M y N son R-módulos isomorfos, entonces M es
proyectivo si y solo si N es proyectivo. Se puede mostrar que un R-
módulo M es proyectivo si y solo si para cada R-módulo N y cada
submódulo N ′ de N , el diagrama

M

f
��

g

||
N

η // N/N ′ // 0

puede ser completado conmutativamente por un homomorfismo g :
M → N , donde η es la suryección canónica.

Ejemplos.

1. Espacios Vectoriales. Cada espacio vectorial sobre un ani-
llo con división es proyectivo.

2. Módulos Libres. Cada R-módulo libre es proyectivo.
3. Módulos Que No Son Proyectivos. Existen módulos que

no son proyectivos. Por ejemplo,
∏
N Zi, donde Zi = Z para

i = 1, 2, 3, . . . , no es un Z-módulo proyectivo.
4. En anillo de las n×n matricesMn(R) es proyectivo como un
Mn(R)-módulo y como un R-módulo.

Un R-módulo inyectivo M es un sumando directo de cada R-
módulo N que extiende a M . En efecto, si M es inyectivo y f : M →
N es un monomorfismo, entonces existe un submódulo X de N tal
que M ∼= X y X es un sumando directo de N . Los módulos proyec-
tivos gozan de una propiedad similar.

PROPOSICIÓN 4.16. Si f : M → N es un epimorfismo y M es un
R-módulo proyectivo, entonces M es isomorfo a un sumando directo
de N .
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DEMOSTRACIÓN. Puesto que el diagrama con fila exacta

M

1M
��

g

~~
N

f // M // 0

puede ser completado conmutativamente por un homomorfismo g :
M → N tal que fg = idM y g es un monomorfismo. La Proposición
2.17 muestra queN = Img⊕Nu(f), así el resultado se sigue puesto
que Im g ∼= M . �

PROPOSICIÓN 4.17. Si {Mα}∆ es una familia de R-módulos, en-
tonces

⊕
∆ Mα es proyectivo si y solo si cada Mα es proyectivo.

DEMOSTRACIÓN. La demostración es dual a esa de la Proposi-
ción 4.10. �

COROLARIO 4.3. Un sumando directo de unR-módulo proyectivo
es proyectivo.

LEMA 4.2. El anillo R es un R-módulo proyectivo.

DEMOSTRACIÓN. Necesitamos mostrar que cada diagrama con
fila exacta

R

f
��

g

}}
N2

h // N1
// 0

puede ser completado conmutativamente por un homomorfismo g :
R → N2. Si f(1) = y y x ∈ N2 es tal que h(x) = y, sea g : R → N2

definida por g(a) = xa. entonces g está bien definida, es R-lineal y
f = hg. �

TEOREMA 4.1. Sea M un R-módulo. Las siguientes condiciones
son equivalentes.
(1) M es un R-módulo proyectivo.
(2) Cada sucesión exacta corta 0→ A→ B →M → 0 se escinde.
(3) M es isomorfo a un sumando directo de un R-módulo libre.



Capítulo 5

Teoría Clásica De Anillos

1. El Radical de Jacobson

Numerosos tipos de radicales han emergido durante los años
cada uno con un fundamento diferente. De esta manera, cuando la
palabra “radical” sea encontrada, se debe tener cuidado para deter-
minar su significado exacto.

DEFINICIÓN 5.1. El radical de Jacobson de un anillo R, deno-
tado por J(R), es la intersección de los ideales derechos máximos
de R. Si J(R) = 0, entonces R es llamado un anillo semisimple de
Jacobson. (Los anillos semisimples de Jacobson también son men-
cionados como anillos J-semisimples y a veces son llamados anillos
semiprimitivos.)

En este punto, el radical de Jacobson de R probablemente debe-
ría ser llamado el radical de Jacobson derecho de R puesto que está
formado tomando la intersección de los ideales derechos máximos
de R. Sin embargo, J(R) también es la intersección de los ideales
izquierdos máximos de R, así una distinción de izquierdo y derecho
es inmaterial.

El concepto de radical de Jacobson de R se traslada a módulos.

DEFINICIÓN 5.2. Si M es R-módulo, entonces el radical de M ,
denotado por J(M), es la intersección de los submódulos máxi-
mos de M . Si M no tiene submódulos máximos, entonces ponemos
J(M) = M .

Existen módulos que no tienen submódulos máximos. Por ejem-
plo, el Z-módulo Q/Z no tiene submódulos máximos. La siguiente
proposición muestra que existe una clase “grande” de módulos los
cuales siempre tienen al menos un submódulo máximo.

PROPOSICIÓN 5.1. Sea M un R-módulo derecho no cero con un
conjunto generador finito. Entonces cada submódulo propio de M
está contenido en un submódulo máximo. En particular, M tiene un
submódulo máximo.

74
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DEMOSTRACIÓN. Sea K un submódulo propio de M . Entonces
existe una sucesión x1, . . . , xn ∈M tal que

M = K + x1R + · · ·+ xnR.

Así ciertamente entre todas las sucesiones de este tipo existe una
de longitud mínima (probablemente existen varias sucesiones de es-
te tipo), y así podemos suponer que x1, . . . , xn tiene longitud mínima.
Entonces

L = K + x2R + · · ·+ xnR

es un submódulo propio de M (de otra manera la sucesión dema-
siado corta x2, . . . , xn la haría de x1, . . . , xn). Sea P el conjunto de
todos los submódulos propios de M que contienen a L. Claramente,
P es un subconjunto no vacío parcialmente ordenado de la retícula
de submódulo de M en efecto L ∈ P. Ahora un submódulo N que
contiene a L está en P si y solo si x1 /∈ N . Aplicamos el lema de
Zorn a P. Suponer que C es una cadena no vacía en el conjunto
parcialmente ordenado P. Poner V =

⋃
C. Afirmamos que V es un

submódulo de M . En efecto si a, b ∈ R y x, y ∈ V , entonces para
algunos Nx, Ny ∈ C, x ∈ Nx y y ∈ Ny. Puesto que C es una cadena,
podemos suponer que Nx ≤ Ny. Así x, y ∈ Ny y por la Proposición
1.10 xa + yb ∈ Ny ⊆ V . De esta manera V es un submódulo de M
así afirmado. Pero claramente puesto que x1 no está en ningún ele-
mento de C, x1 /∈ V . Hemos mostrado entonces que cada cadena no
vacía en P tiene una cota superior en P, a saber su unión, así por el
lema de Zorn P tiene un elemento máximo, digamos N . Porque N
es máximo en P cualquier submódulo estrictamente más grande de
M no está en P, y así contiene a x1. Pero entonces cualquier módu-
lo de este tipo debe contener a N + x1R ≥ L + x1R = M . De esta
manera N es un submódulo (propio) máximo de M conteniendo a
K. Para la proposición final del Teorema dejar que K = 0. �

Sea E la clase de R-módulos simples. Entonces J(M) es justa-
mente el rechazo de E en M .

La siguiente proposición caracteriza el radical de un módulo.

PROPOSICIÓN 5.2. Para un R-módulo tenemos

J(M) =Re(M, E) =
⋂
{K ⊂M/K es máximo en M}

=
∑
{L ⊂M/L es superfluo en M}.

DEMOSTRACIÓN. La primera fila es justamente la definición.
Si L�M y K es un submódulo máximo de M no conteniendo a L,
entonces K + L = M y K = M . De aquí cada submódulo superfluo
está contenido en el radical.
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Ahora suponer que m ∈ J(M) y U ⊂ M con mR + U = M . Si
U 6= M entonces por el Lema de Zorn, existe un submódulo L ⊂ M
máximo con respecto a U ⊂ L y m /∈ L. Puesto que L+mR = M , el
submódulo L es máximo en M y m ∈ J(M) ⊂ L, una contradicción.
De aquí tenemos que U = M ymR�M . Consecuentemente, J(M)
es la suma de los submódulos superfluos en M . �

J(M) no necesita ser superfluo en M pero cada submódulo fini-
tamente generado de J(M) es superfluo en M . Por definición, J(M)
es el submódulo más pequeño U ⊂ M para el cual el módulo co-
ciente M/U es cogenerado por módulos simples. De aquí tenemos.

PROPOSICIÓN 5.3. J(M) = 0 si y solo si M es cogenerado por
módulos simples.

DEMOSTRACIÓN. Suponer que J(M) = 0. Sea E = {Sα}∆ la
clase de R-módulos simples. Para cada α ∈ ∆, Sα ∼= M/Mα con
Mα un submódulo máximo de M . La familia de morfismos {ηα :
M → M/Mα}∆ induce un morfismo ϕ : M →

∏
∆M/Mα tal que

Nu(ϕ) =
⋂

∆ Nu(ηα) =
⋂

∆ Mα = 0. Así, M es cogenerado por mó-
dulos simples.

Inversamente, suponer que M es cogenerado por módulos sim-
ples. Sea E = {Sα}∆ la clase R-módulos simples. Para cada α ∈ ∆,
Sα ∼= M/Mα con Mα es un submódulo máximo de M . Entonces exis-
te un monomorfismo ϕ : M →

∏
Sα∈E

Sα tal que

0 = Nu(ϕ) =
⋂
∆

Nu(παϕ) ⊃ J(M).

De aquí, J(M) = 0. �

COROLARIO 5.1. Si M es un R-módulo finitamente generado no
cero, entonces J(M) 6= M .

Puesto que R es generado por 1, J(R) 6= R. Una propiedad útil
del radical de un módulo es que es preservado bajo sumas directas.

PROPOSICIÓN 5.4. Si {Mα}∆ es una familia de R-módulos, en-
tonces

J
(⊕

∆

Mα

)
=
⊕

∆

J(Mα).

2. Zoclo de un módulo

DEFINICIÓN 5.3. El zoclo de unR-móduloM , denotado por Soc(M),
es la suma de todos los submódulos simples (mínimos) de M . Si no
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existen submódulos mínimos en M ponemos Soc(M) = 0. Un R-
módulo M es llamado semisimple (o completamente reducible) si
M = Soc(M).

Ejemplos

1. Si D es un anillo con división, entonces M = D × D es un
D-módulo bajo la adición coordenada a coordenada y la D-
acción sobre M dada por (x, y)a = (xa, ya). Los submódulos
D × 0 y 0 × D son submódulos simples de M y M = (D ×
0) ⊕ (0 × D). De aquí M es un D-módulo semisimple. En
general, el producto directo

∏n
i=1Di, con Di = D para cada

i, es un D-módulo semisimple bajo la adición coordenada a
coordenada y una D-acción similar a esa definida sobre M .

2. Si D es un anillo con división, entonces Mn(D) es un ani-
llo simple. Para ver esto, observar que si Ī es un ideal de
Mn(D) e I es el conjunto de todos los elementos que son
entradas en la primera fila y primera columna de una matriz
en Ī, entonces I es un ideal únicamente determinado de D
tal que Ī = Mn(I). De esta manera, Ī = 0 o Ī = Mn(D)
puesto que 0 y D son los únicos ideales de D. Es también el
caso queMn(D) es un anillo semisimple izquierdo y derecho
con Mn(D) =

⊕n
i=1 ci(D) =

⊕n
i=1 ri(D), donde cada ideal

izquierdo mínimo ci(D) es el conjunto de todas las matrices
columna con entradas de D en la i-ésima columna y ceros
en todas partes y cada ideal derecho mínimo ri(D) es el con-
junto de todas las matrices fila en Mn(D) con entradas de D
en la i-ésima fila y ceros en todas partes. De esta manera,
Mn(D) es un anillo semisimple. Esta propiedad deMn(D) no
es fuera de lo ordinario.

3. Puesto que Soc(0) = 0, el módulo cero es, por definición
semisimple.

Notar que si los submódulos de M son ordenados por la inclu-
sión, entonces los submódulos mínimos no cero de M bajo esta or-
den son justamente los submódulos simples de M . La suma de sub-
módulos mínimos de M es dual a la intersección de los submódulos
máximos de M , es decir, Soc(M) es dual a J(M). Notar también que
si dos R-módulos son isomorfos, entonces tienen zoclos isomorfos.
De esta manera, si uno de los módulos es semisimple, entonces el
otro módulo también será semisimple.

Vimos en el Ejemplo 1 que elD-módulo semisimpleM no solo es
la suma de sus submódulos simples sino que la suma es directa. La
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siguiente proposición muestra que un caso similar se cumple para
un módulo semisimple no cero M , aunque si M =

⊕
∆ Sα, entonces

la familia {Sα}∆ de módulos simples de M puede ser un subconjunto
propio de la colección de todos los submódulos simples de M .

PROPOSICIÓN 5.5. Si el zoclo de un R-módulo M es no cero,
entonces Soc(M) es una suma directa de una subfamilia de la familia
{Sα}∆ de módulos simples de M . Además, si f : M → M es un
homomorfismo entonces f(Soc(M)) ⊆ Soc(M); es decir, el Soc(M)
es estable bajo cada endomorfismo de M .

DEMOSTRACIÓN. Suponer que el Soc(M) 6= 0 y sea {Sα}∆ la
familia de submódulos simples de M . Entonces Soc(M) =

∑
∆ Sα.

En seguida suponer que S es la colección de subconjuntos Γ de ∆
tal que la suma

∑
Γ Sα es directa. El conjunto S es no vacío puesto

que los subconjuntos de un solo elemento de ∆ están en S. Ordenar
parcialmente S por la inclusión. Si C es una cadena en S, entonces
afirmamos que Λ =

⋃
C Γ está en S. Sea

∑
Λ xα ∈

∑
Λ Sα. Si

∑
Λ xα =

0, entonces los xα 6= 0 en esta suma son a lo más finitos en número.
El hecho de que C es una cadena, implica que existe un Γ ∈ C tal
que los subíndices de los posiblemente xα 6= 0 están en Γ. Pero∑

Γ Sα es directa, así estos xα también deben ser cero. Por lo tanto,
la suma

∑
Λ Sα es directa, así S es inductivo. Aplicar el lema de

Zorn y escoger Γ∗ para ser un elemento máximo de S. Si
∑

Γ∗ Sα 6=
Soc(M), entonces existe un submódulo simple Sβ de M tal que Sβ
no está contenido en la suma

∑
Γ∗ Sα. Se sigue Sβ ∩

∑
Γ∗ Sα = 0, así

la suma Sβ +
∑

Γ∗ Sα es directa. Pero entonces el conjunto Γ∗ ∪ {β}
contradice la maximalidad de Γ∗ y de esta manera debe ser el caso
que Soc(M) =

⊕
Γ∗ Sα.

Finalmente, si f : M → M es un homomorfismo y S es un sub-
módulo simple de M , entonces o f(S) = 0 o f(S) es un submó-
dulo simple de M . Se sigue de esta observación que f(Soc(M)) ⊂
Soc(M). �

COROLARIO 5.2. Para cada R-módulo M , Soc(M) es el submó-
dulo semisimple más grande, único de M .

LEMA 5.1. Sea M un R-módulo con la propiedad de que cada
submódulo de M es un sumando directo de M . Entonces cada sub-
módulo de M también tiene esta propiedad.

DEMOSTRACIÓN. Sea M un R-módulo con la propiedad de que
cada submódulo de M es un sumando directo de M . Sea N un sub-
módulo de M y suponer que N1 es un submódulo de N . Afirmamos
que N1 es un sumando directo de N . Puesto que N1 es un sumando
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directo deM , existe un submóduloN2 deM tal queM = N1⊕N2. De
esto tenemos que N = N ∩M = N ∩ (N1⊕N2). Por la propiedad de
modularidad de los módulos, dada en el Ejemplo 10 de la Sección
1.4, vemos que N = N1 ⊕ (N ∩ N2), así N1 es un sumando directo
de N . �

LEMA 5.2. Un R-módulo es semisimple si y solo si cada submó-
dulo de M es un sumando directo de M .

COROLARIO 5.3. Un R-módulo es semisimple si y solo si M no
tiene submódulos esenciales propios.

DEMOSTRACIÓN. Si M es un R-módulo semisimple, entonces es
claro que M no tiene submódulos esenciales propios. Inversamente,
si N es un submódulo de M y Nc es un complemento de N en M ,
entonces N ⊕Nc es un submódulo esencial de M . De esta manera,
N ⊕Nc = M , así N es un sumando directo de M . �

COROLARIO 5.4. Cada submódulo y cada imagen homomorfa de
un módulo semisimple es semisimple.

DEMOSTRACIÓN. Los Lemas 5.1 y 5.2 muestran que cada sub-
módulo de un módulo semisimple es semisimple. Si f : M → N
es un epimorfismo y M es un R-módulo semisimple, entonces 0 →
Nu(f) → M → N → 0 se escinde. De aquí, N es isomorfo a un
submódulo semisimple de M y es de esta manera semisimple. �

Previamente hemos visto que el radical de un R-módulo M es la
suma de los submódulos superfluos de M . Dualmente, el zoclo de
M puede ser descrito en términos de los submódulos esenciales (o
grandes) de M .

PROPOSICIÓN 5.6. Si {Nα}∆ es la familia de submódulos esen-
ciales de un R-módulo M , entonces Soc(M) =

⋂
∆ Nα.

DEMOSTRACIÓN. Si S es un submódulo simple de M y N es un
submódulo esencial de M , entonces S∩N es un submódulo no cero
de S. De aquí, S = S ∩ N ⊆ N , así Soc(M) ⊆ N . De esta manera,
Soc(M) ⊆

⋂
∆ Nα. Inversamente, sea N =

⋂
∆ Nα y suponer que

X es un submódulo de N . Si Xc es un complemento en M de X,
entonces X ⊕Xc es, por la Proposición 4.6, un submódulo esencial
de M . Puesto que X ⊆ N ⊆ X ⊕Xc, vemos, por modularidad, que
N = N∩(X⊕Xc) = X⊕(N∩Xc). De aquí, cada submódulo de N es
un sumando directo de N , así N es, por el Lema 5.2, un submódulo
semisimple de M . De esta manera, se sigue del Corolario 5.2 que
N ⊆ Soc(M). Por lo tanto, Soc(M) =

⋂
∆ Nα. �



Capítulo 6

Anillos Cuyos Módulos Simples Son Inyectivos

1. V-anillos

DEFINICIÓN 6.1. Un anillo R es llamado un V -anillo derecho si
cada R-módulo derecho simple es inyectivo.

TEOREMA 6.1. Para cualquier anillo R, las siguientes proposicio-
nes son equivalentes:

(1) R es un V -anillo derecho.
(2) Para cualquier R-módulo derecho M , J(M) = 0.
(3) Cada ideal derecho A (6= R) de R es una intersección de ideales

derechos máximos.

DEMOSTRACIÓN. (1)⇒ (2). Sea R un V -anillo derecho y sea M
un R-módulo derecho. Afirmamos que la intersección de todos los
submódulos máximos de M es cero. Sea 0 6= x ∈ M . Considerar
el R-módulo derecho cíclico xR. Sea N un submódulo máximo de
xR. Entonces S = xR/N es un R-módulo derecho simple y de aquí
inyectivo, por suposición. Considerar el homomorfismo suprayectivo
canónico f : xR→ S. Puesto que S es inyectivo, f puede ser exten-
dido a f ′ : M → S. Claramente Nu(f ′) es un submódulo máximo de
M tal que x /∈ Nu(f ′). Esto muestra que la intersección de todos los
submódulos máximos de M es cero, es decir, J(M) = 0.

(2)⇒ (3). Sea A 6= R un ideal derecho de R. Puesto que J(R/A)
= 0, concluimos que A es una intersección de ideales derechos má-
ximos.

(3) ⇒ (1). Sea S cualquier R-módulo derecho simple. Sea I
cualquier ideal derecho de R. Considerar un homomorfismo no cero
f : I → S. Para demostrar que S es inyectivo, necesitamos mos-
trar que f puede ser extendido a R. Fijar un elemento x ∈ I\Nu(f).
Puesto que el Nu(f) es la intersección de una familia de ideales de-
rechos máximos de R y x /∈ Nu(f), existe un ideal derecho máximo
M ⊇ Nu(f) tal que x /∈ M . Puesto que I/Nu(f) ∼= S es simple, te-
nemos que M ∩I = Nu(f). Claramente, I+M = R. Ahora podemos
extender f a f ′ : R → S definiendo f ′(a + m) = f(a) para cualquier

80



6.1 V-anillos 81

a ∈ I y m ∈ M . Esto muestra que cada R-módulo derecho simple
es inyectivo y de aquí R es un V -anillo derecho. �

TEOREMA 6.2. Para un anillo R, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. R es un V -anillo derecho.
2. Cada ideal derecho I de R es un idempotente, es decir, I2 =
I y todos los anillos cociente primitivos derechos de R son
V -anillos derechos.

DEMOSTRACIÓN. (1) ⇒ (2). Sea R un V -anillo derecho. Clara-
mente cada anillo cociente de R es un V -anillo derecho. Suponer
que existe un ideal derecho I de R tal que I2 6= I. Por el teorema
anterior, el ideal derecho I2 es una intersección de ideales dere-
chos máximos. Por lo tanto existe un ideal derecho máximo M de
R tal que I2 ⊆ M e I * M . Entonces R = M + I. De esta ma-
nera existen elementos m ∈ M y a ∈ I con 1 = m + a. Entonces
I = (m + a)I ⊆ mI + aI ∈ M + I2 = M , una contradicción. De aquí
I2 = I.

(2) ⇒ (1). Sea S un R-módulo derecho simple. Sea E una ex-
tensión esencial de S, y sea A = annr(S). Puesto que el anillo co-
ciente R/A es primitivo derecho, por suposición, R/A es un V -anillo
derecho. Ahora afirmamos que A = annr(E). Suponer lo contrario
A 6= annr(E). Entonces existe un elemento x ∈ E tal que xA 6= 0.
Puesto que E es una extensión esencial del módulo simple S, te-
nemos que S ⊆ xA. Por lo tanto existe un ideal derecho I de R tal
que I ⊆ A y xI = S. Ahora S = xI = xI2 = SI ⊆ SA = 0, una
contradicción. De aquí A = annr(E). Ahora E es un R/A-módulo
derecho que es una extensión esencial del R/A-módulo simple S.
Puesto que R/A es un V -anillo derecho, S = E. Por lo tanto S es
inyectivo y de aquí R es un V -anillo derecho. �

LEMA 6.1. Sea R un anillo regular von Neumann.
(a) Todos los ideales unilaterales de R son idempotentes.
(b) Todos los ideales bilaterales de R son semiprimos.
(c) El radical de Jacobson de R es cero.
(d) R es semihereditario derecho e izquierdo.
(e) R es no singular derecho e izquierdo.

DEMOSTRACIÓN. (a) Sea J un ideal derecho de R. Dado x ∈ J ,
tenemos que xyx = x para algún y ∈ R, y, consecuentemente, x =
(xy)x ∈ J2. De esta manera J = J2.

(b) Es claro de (a).
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(c) Se sigue del hecho de que el radical de Jacobson no contiene
idempotentes no cero.

(d) De acuerdo al Teorema 1.1, cada ideal unilateral finitamente
generado de R es un sumando directo de R y así es proyectivo.

(e) Suponer que xJ = 0 para algún x ∈ R y algún submódulo
esencial J ⊆ RR. Existe un idempotente e ∈ R tal que Re = Rx, y,
puesto que ReJ = RxJ = 0, vemos que J ⊆ (1 − e)R. Entonces
J ∩ eR = 0, de donde eR = 0, y, consecuentemente, x = 0. De esta
manera, RR es no singular. �

COROLARIO 6.1. Sea R un anillo regular von Neumann tal que
cada anillo cociente primitivo de R es artiniano. Entonces R es un
V -anillo derecho e izquierdo.

DEMOSTRACIÓN. Sea R un anillo regular von Neumann y sea J
un ideal derecho (izquierdo) de R. Por el Lema 6.1 J = J2.

Sea S un R-módulo simple. Puesto que A = annr(S) es un ideal
primitivo derecho de R, R/A es primitivo derecho y artiniano. Así,
R/A es artiniano simple lo que implica que R/A es semisimple dere-
cho. De aquí, cada R/A-módulo es inyectivo. Por el Teorema 6.2 R
es un V -anillo derecho. Similarmente,R es un V -anillo izquierdo. �

El siguiente teorema es un resultado inédito bien conocido debi-
do a Kaplansky.

TEOREMA 6.3. Un anillo conmutativo R es un V -anillo si y solo si
es un anillo regular von Neumann.

DEMOSTRACIÓN. Sea R un anillo conmutativo regular von Neu-
mann. Puesto que un anillo conmutativo primitivo es un campo y
cada ideal derecho de un anillo regular von Neumann es idempoten-
te, del Teorema 6.2, se sigue que R es un V -anillo. Inversamente,
suponer que R es un V -anillo conmutativo. Entonces, por el Teore-
ma 6.2, cada ideal derecho de R es idempotente. Sea a ∈ R. En-
tonces aR = (aR)2 = a2R. Así existe un elemento b en R tal que
a = a2b = aba. De aquí R es un anillo regular von Neumann. �

Sin embargo, en el caso de los anillos no conmutativos, las dos
condiciones son completamente diferentes.

2. WV-anillos

DEFINICIÓN 6.2. Un anillo R es llamado débilmente V -anillo de-
recho (WV -anillo por abreviar) si cada R-módulo derecho simple es
R/A-inyectivo para cualquier ideal derecho A tal que R/A � R (i.e.,
R/A es propio).
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Tales anillos no necesitan ser V -anillos derechos, así por ejemplo
el anillo Zp2 para cualquier primo p es un WV -anillo el cual no es un
V -anillo.

Empezamos con la siguiente observación.

LEMA 6.2. Sea R un WV -anillo derecho, y sean R/A y R/B R-
módulos derechos cíclicos propios tal que A∩B = 0. Entonces R es
un V -anillo derecho.

DEMOSTRACIÓN. Puesto que R es un WV -anillo derecho, por
la Proposición 4.4 cualquier R-módulo derecho simple es (R/A) ×
(R/B)-inyectivo. Puesto que RR se encaja en (R/A) × (R/B), cual-
quier R-módulo derecho simple es RR inyectivo, es decir R es un
V -anillo derecho. �

DEFINICIÓN 6.3. Un R-módulo M tiene dimensión Goldie (o di-
mensión uniforme) finita, denotada como Gdim(M), si M no con-
tiene una colección infinita de submódulos no cero cuya suma sea
directa. Si R es de dimensión finita como un R-módulo, entonces R
es un anillo (derecho) de dimensión finita .

DEFINICIÓN 6.4. Un R-módulo U es llamado uniforme si U 6= 0 y
cada submódulo no cero de U es un submódulo esencial.

TEOREMA 6.4. Sea R un WV -anillo derecho tal que R no es un
V -anillo derecho. Entonces R debe ser uniforme derecho .

DEMOSTRACIÓN. Suponer que R es un WV -anillo derecho. Si R
es de dimensión Goldie infinita, entonces R contiene una suma di-
recta A⊕B donde ambos A y B son sumas directas infinitas de idea-
les derechos no cero. Si R/A ∼= R, entonces R/A es proyectivo, y de
aquí existe un ideal derecho C de R tal que R = C ⊕A. Pero enton-
ces el módulo cíclico R/C es isomorfo a una suma directa infinita de
módulos no cero, una contradicción. De esta manera R/A es propio.
Similarmente R/B es propio, y así R es un V -anillo derecho por el
Lema 6.2. Suponer ahora que Gdim(R) = n > 1 es finita. Entonces

existen ideales derechos uniformes cerrados Ui tal que
n⊕
i=1

Ui ⊂e R.

Ahora Gdim(R/U1) = n − 1 = Gdim(R/U2), y así R/U1 y R/U2 son
propios. De aquí R es V -anillo derecho por el Lema 6.2. Así si R es
un WV -anillo derecho pero no un V -anillo derecho, debemos tener
que Gdim(R) = 1, es decir R es uniforme derecho. �
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PROPOSICIÓN 6.1. Sea R un anillo tal que R/I es propio para
cualquier ideal derecho no cero I. Entonces las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

1. R es un WV -anillo derecho.
2. J(R/I) = 0 para cualquier ideal derecho no cero I de R.
3. Cualquier ideal derecho no cero I 6= R es una intersección

de ideales derechos máximos.

DEMOSTRACIÓN. (1)⇒ (2) Sea I cualquier ideal derecho no ce-
ro de R. Para cada 0 6= x ∈ R/I (x /∈ I) considerar el R-submódulo
derecho cíclico xR/I de R/I. Sea Kα/I un submódulo máximo de
xR/I (Kα máximo en xR) con α ∈ ∆. Considerar el siguiente diagra-
ma de módulos y R-homomorfismos el cual conmuta por suposición.

0 // xR/I //

px

��

R/I

pxuu
(xR/I)/(Kα/I) ∼= xR/Kα

y notar que px(x̄) = px(x) 6= 0. La familia de morfismos {px}x̄∈R/I
induce un morfismo

ϕ : R/I →
∏
x∈R/I

xR/Kα

tal que Nu(ϕ) =
⋂

x̄∈R/I
Nu(pα) = 0. De esta manera, ϕ es un mono-

morfismo y la Proposición 5.3 implica que J(R/I) = 0.
(2)⇒ (3) se sigue del Teorema de Correspondencia para módu-

los.
(3)⇒ (1) Sea I un ideal derecho propio no cero de R y sea S un

R-módulo simple. Considerar un submódulo J/I de R/I y un morfis-
mo no cero f : J/I → S. Si H/I = Nu(f) entonces (J/I)/(H/I) ∼=
J/H ∼= S por el Corolario 1.5. De esta manera, H/I es un submódu-
lo máximo de J/I. De aquí, H es un submódulo máximo de J . Por
suposición existe un submódulo máximo K de R tal que H ⊂ K y
J ⊂ K/ . Claramente, J + K = R, de donde R/I = (J + K)/I. Ahora
podemos extender f a f : R/I → S definiendo f(j̄ + k̄) = f(j̄) pa-
ra cualquier j̄ ∈ J/I y k̄ ∈ K/I. Esto muestra que cada R-módulo
simple es R/I-inyectivo y de aquí R es un WV -anillo derecho. �

COROLARIO 6.2. SiR es unWV -anillo derecho, entoncesR/J(R)
es un V -anillo derecho.

DEMOSTRACIÓN. Si R es un V -anillo derecho, entonces clara-
mente R/J(R) es un V -anillo derecho. Así, suponer que R no es un
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V -anillo derecho. Entonces por el Teorema 6.4, R es uniforme dere-
cho. Por la Proposición 6.1, cada ideal derecho no cero (6= R) de R
es una intersección de ideales derechos máximos. Si J(R) = 0, en-
tonces el ideal cero también es una intersección de ideales derechos
máximos, y así R (= R/J(R)) es un V -anillo derecho. Si J(R) 6= 0,
entonces en R/J(R) todos los ideales derechos ( 6= R/J(R)) son
intersecciones de ideales derechos máximos, y así R/J(R) es un
V -anillo. �

De esta manera, en particular, un WV -anillo derecho regular von
Neumann es un V -anillo derecho. En efecto, si R es un regular von
Neumann entonces J(R) = 0 y R ∼= R/J(R) y por el Corolario 6.2 R
es un V -anillo derecho.

PROPOSICIÓN 6.2. Si R es un WV -anillo derecho, entonces las
siguientes proposiciones se cumplen:

1. Si I es un ideal derecho de R, entonces I2 = 0 o I2 = I.
2. Si R es un dominio, entonces R es simple.

DEMOSTRACIÓN. nada
(1) Si R es un V -anillo derecho, entonces por el Teorema 6.2,

I2 = I para cada ideal derecho de R. Suponer que R no es
un V -anillo derecho. Entonces R es uniforme derecho por el
Teorema 6.4. Sea I 6= R un ideal derecho y suponer que I2 6=
0. Por la Proposición 6.1, ambos I e I2 son intersecciones de
ideales derechos máximos. Si I2 6= I, debe existir un ideal
derecho máximo M tal que I2 ⊆ M pero I * M . De esta
manera tenemos R = I + M y podemos escribir 1 = x + m
para algún x ∈ I, m ∈M . Esto da I = (x+m)I ⊆ xI +mI ⊆
I2 +M = M , una contradicción. De aquí I2 = I.

(2) Sea 0 6= a ∈ R. Puesto que R es un dominio, (aR)2 6= 0, así
la parte (1) nos da (aR)2 = aR, es decir aRaR = aR. Puesto
que R es un dominio, esto da RaR = R y de aquí R es un
anillo simple. �

COROLARIO 6.3. Si R es un WV -dominio derecho, entonces R
es un V -dominio derecho.

DEMOSTRACIÓN. Sea R en un WV -dominio por la Proposición
6.2 R es simple y J(R) = 0. De esta manera R (∼= R/J(R)) es un
V -dominio derecho. �

DEFINICIÓN 6.5. UnR-módulo derechoM es llamado un V -módulo
si cada módulo simple en σ[M ] es M -inyectivo.
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De esta manera, un anilloR es un V -anillo derecho si y solo si ca-
daR-módulo derecho es un V -módulo; y un anilloR es unWV -anillo
derecho si y solo si cada módulo cíclico propio es un V -módulo. El
siguiente teorema es una generalización del Teorema 6.1 para V -
módulos.

TEOREMA 6.5. Para un R-módulo derecho M , las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(a) M es un V -módulo.
(b) cada módulo finitamente cogenerado en σ[M ] es M -inyectivo.
(c) cada módulo en σ[M ] es un V -módulo.
(d) cada módulo finitamente cogenerado en σ[M ] es semisimple.
(e) cada módulo cociente finitamente cogenerado deM es semisim-

ple.
(f) σ[M ] tiene un cogenerador semisimple.

(g) σ[M ] tiene un cogenerador Q con J(Q) = 0.
(h) para cada módulo N ∈ σ[M ], J(N) = 0.
(i) para cada módulo cociente N de M , J(N) = 0.
(j) cualquier submódulo propio de M es una intersección de sub-

módulos máximos.

DEMOSTRACIÓN. (a) ⇒ (f) Si cada módulo simple en σ[M ] es
M -inyectivo, entonces la suma directa de los módulos simples en
σ[M ] es un cogenerador semisimple (ver Proposición 3.8).

(f) ⇒ (g) Sea Q ∈ σ[M ] un cogenerador semisimple. De aquí
Q =

⊕
∆ Sλ con Sλ submódulo simple en Q, λ ∈ ∆. De esta manera

J(Q) = J(
⊕

∆ Sλ) =
⊕

∆ J(Sλ) = 0.
(g) ⇒ (h) Sea Q ∈ σ[M ] un cogenerador con J(Q) = 0. Para

cada módulo N ∈ σ[M ] existe un monomorfismo f : N → Q∆. Para
cada λ ∈ ∆, πλf(J(N)) ⊂ J(Q) = 0. De esta manera, J(N) ⊂⋂

∆ Nu(πλf) = Nu(f) = 0, es decir, J(N) = 0.
(h)⇒ (i) Puesto que M ∈ σ[M ], M/N ∈ σ[M ] para todo submó-

dulo N de M . Por (h) J(M/N) = 0.
(i)⇔ (j) Inmediato de la definición de radical.
(i) ⇒ (e) Sea N un módulo cociente finitamente cogenerado de

M . Por (i) J(N) = 0. De aquí, N es cogenerado por módulos sim-
ples Sλ, λ ∈ ∆, y la composición N →

∏
∆ Sλ

πF→
∏

F Sλ es un mo-
nomorfismo con F ⊂ ∆ un subconjunto finito. De esta manera, N es
semisimple.
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(e) ⇒ (a) Sea S un módulo simple en σ[M ] y Ŝ la cápsula M -
inyectiva de S. Cualquier diagrama con filas exactas

0 // K //

��

M

f
��

0 // S // Ŝ

puede ser extendido a un diagrama conmutativo por algún morfismo
f : M → Ŝ. Como un submódulo de Ŝ, f(M) es finitamente cogene-
rado y de aquí semisimple por (e), es decir, f(M) ⊂ Soc(Ŝ) = S. Por
lo tanto S es M -inyectivo.

(b)⇒ (a) Puesto que cada módulo simple en σ[M ] es finitamente
cogenerado, por (b) cada módulo simple en σ[M ] es M -inyectivo. De
aquí, M es un V -módulo.

(a) ⇒ (d) Sea {Sλ}∆ un conjunto mínimo de representantes de
los módulos simples en σ[M ] y Ŝλ la cápsula M -inyectiva de Sλ,
λ ∈ ∆. Por la Proposición 3.8, {Sλ}∆ es un conjunto de cogenera-
dores en σ[M ]. Sea N ∈ σ[M ] finitamente cogenerado. Entonces la
composición N →

∏
∆ Sλ

πF→
∏

F Sλ es un monomorfismo con F ⊂ ∆
un subconjunto finito, es decir, N es semisimple.

(d)⇒ (e) Es obvio.
(a) ⇒ (c) Cada módulo simple en σ[M ] es M -inyectivo. Por la

Proposición 4.5 cada módulo simple es N -inyectivo para cualquier
N ∈ σ[M ]. Así, cada módulo N ∈ σ[M ] es un V -módulo.

(d)⇒ (b) Puesto que ya hemos visto que (d)⇔ (a), la condición
(d) implica que cada módulo finitamente cogenerado en σ[M ] es una
suma directa finita de módulos simples M -inyectivos y de aquí M -
inyectivo. �

En vista del Corolario 6.2, se sigue que si R un WV -anillo dere-
cho el cual no es un V -anillo derecho, entonces J(R) 6= 0.

LEMA 6.3. Sea R un WV -anillo derecho el cual no es un V -anillo
derecho. Entonces J(R) es un R-módulo derecho simple.

DEMOSTRACIÓN. Sea NR un submódulo propio de J(R). Si R/N
∼= R, entonces R/N es proyectivo y de aquí N es un sumando direc-
to de R, una contradicción porque R es uniforme derecho. De esta
manera R/N es un cíclico propio. Puesto que R es un WV -anillo
derecho, R/N es un V -módulo y de aquí J(R/N) = 0 = J(R)/N .
De esta manera J(R) = N y de aquí J(R) es un R-módulo derecho
simple. �
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COROLARIO 6.4. Sea R un WV -anillo derecho el cual no es un
V -anillo derecho. Entonces cada ideal derecho no cero de R contie-
ne a J(R).

DEMOSTRACIÓN. Sea I un ideal derecho no cero de R. Puesto
que R es uniforme derecho, 0 6= I ∩ J(R) ⊆ J(R). Porque J(R)R es
simple, tenemos que I∩J(R) = J(R). De esta manera J(R) ⊆ I. �

LEMA 6.4. Sea R un WV -anillo derecho el cual no es un V -anillo
derecho. Entonces cada ideal derecho cíclico no cero de R/J(R) es
isomorfo a R/J(R).

DEMOSTRACIÓN. Sea R̄ = R/J(R) Sea 0 6= x̄ ∈ R̄. Entonces
existe x ∈ R\J(R) tal que x̄ = x + J(R). Si xR � RR, entonces
como R es un WV -anillo derecho y J(R) es un R-módulo derecho
simple, J(R) es xR-inyectivo. Pero J(R) ⊆ xR por el Corolario 6.4,
así J(R) es un sumando directo de xR, una contradicción ya que R
es uniforme derecho. De esta manera xR ∼= RR. Sea f : xR→ R un
isomorfismo. Puesto que R̄ es un V -anillo derecho, J(xR/J(R)) =
0. De aquí J(xR) ⊆ J(R). Ahora cada submódulo no cero de xR
contiene a J(R) por el Corolario 6.4, y así J(xR) 6= 0. Ahora, como
J(R)R es simple, J(xR) = J(R). De aquí f(J(R)) ⊆ J(R). Puesto
que f es una inyección, f(J(R)) 6= 0, y así f(J(R)) = J(R). De esta
manera x̄R̄ ∼= R̄. �

TEOREMA 6.6. Sea R un WV -anillo derecho el cual no es un
V -anillo derecho. Entonces

1. R tiene exactamente tres ideales bilaterales 0 ⊂ J(R) ⊂ R.
Además, para cualquier elemento no cero x ∈ J(R), Rx ∼=
R (R/J(R)).

2. Si RJ(R) es finitamente generado, entonces R/J(R) es un
anillo con división y así, R tiene exactamente tres ideales
derechos 0 ⊂ J(R) ⊂ R.

DEMOSTRACIÓN. nada
1. Sea R̄ = R/J(R). Sea 0 6= x̄ ∈ R̄. Entonces x̄R̄ ∼= R̄ por el

Lema 6.4. Así x̄R̄ es proyectivo. de esta manera R̄
R

= P̄⊕Q̄,
donde P̄ ∼= x̄R̄. Si Q̄ 6= 0̄, entonces es generado por un
idempotente no trivial ē ∈ R̄. Puesto que J(R)R es simple,
J(R)2 = 0. Puesto que J(R) es nil, los idempotentes módulo
J(R) pueden ser levantados. Así podemos suponer que e es
un idempotente en R. Pero R es uniforme derecho, así esto
es una contradicción. de esta manera 0̄ = Q̄ ∼= annR̄(x̄). Esto
implica que R̄ es un dominio. Puesto que R̄ es un V -anillo
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derecho, R̄ es un anillo simple. De esta manera se sigue que
R tiene exactamente tres ideales bilaterales 0 ⊂ J(R) ⊂ R.
Finalmente, sea 0 6= x ∈ J(R). Entonces Rx = J(R). Puesto
que annRl (J(R)) es un ideal bilateral, así es annRl (x). Puesto
que J(R)2 = 0 y R es simple, debemos tener que annRl (x) =
J(R). De esta manera se sigue que Rx ∼= R(R/J(R)).

2. Suponer que RJ(R) = Rx1 + · · ·+Rxk para algún entero po-
sitivo k, donde 0 6= xi ∈ J(R) para 1 ≤ i ≤ k. Definir ϕ :
RR → J(R)(k) por ϕ(r) = (x1r, . . . , xkr). Poner I = Nu(ϕ) =
k⋂
i=1

annRr (xi). Entonces I ⊆ annRr (J(R)). Pero J(R)2 = 0 y

R̄ es simple, así annRr (J(R)) = J(R) = I. Ahora R/J(R) es
isomorfo a un submódulo de J(R)(k), de donde R̄R̄ es se-
misimple. Puesto que R̄ es un dominio, debe ser un anillo
con división y consecuentemente R tiene exactamente tres
ideales derechos 0 ⊂ J(R) ⊂ R. �

Consecuentemente, tenemos el siguiente.

COROLARIO 6.5. Sea R un WV -anillo derecho tal que R no es
un V -anillo derecho. Suponer, además, que R es un WV -anillo iz-
quierdo. Entonces R es un anillo uniserial derecho e izquierdo, y
0 ⊂ J(R) ⊂ R es la única serie de composición en R.

Consecuentemente, si R es un WV -anillo derecho tal que R no
es un V -anillo derecho, entonces R es un WV -anillo izquierdo si y
solo si RJ(R) es un módulo simple.

DEMOSTRACIÓN. Sea R un WV -anillo derecho como izquierdo.
Si R también fuera un V -anillo izquierdo entonces por el Corolario
6.2 J(R) = 0 lo cual es una contradicción. De esta manera R es un
WV -anillo izquierdo el cual no es un V -anillo izquierdo y por el Teo-
rema 6.6 se sigue que R es un anillo uniserial derecho e izquierdo,
y 0 ⊂ J(R) ⊂ R es la única serie de composición en R.

Por otra parte si R es un WV -anillo derecho e izquierdo el cual
no es un V -anillo derecho, entonces R no es un V -anillo izquierdo y
por el Lema 6.3 RJ(R) es simple. Inversamente, si RJ(R) es simple
por el Teorema 6.6 R tiene exactamente tres ideales izquierdos 0 ⊂
J(R) ⊂ R. De esta manera, trivialmente cada ideal izquierdo no
cero de R es intersección de ideales izquierdos máximos y por la
Proposición 6.1 R es un WV -anillo izquierdo. �
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3. Σ-V anillos

DEFINICIÓN 6.6. Un R-módulo M es llamado Σ-inyectivo si M (α)

es inyectivo para cualquier cardinal α.
Un anillo R es llamado un Σ-V anillo derecho si cada R-módulo

derecho simple es Σ-inyectivo.

El siguiente teorema da caracterizaciones para que un módulo
inyectivo sea Σ-inyectivo.

TEOREMA 6.7. Para un módulo inyectivo MR, las siguientes pro-
posiciones son equivalentes:

1. M es Σ- inyectivo.
2. M (ℵ0) es inyectivo.
3. Cada extensión esencial de M (ℵ0) es una suma directa de

módulos que son o inyectivos o proyectivos.
4. R satisface la CCA sobre el conjunto de ideales derechos I

de R que son anuladores de subconjuntos de M .

DEMOSTRACIÓN. (3) ⇒ (1) Suponer que cada extensión esen-
cial de M (ℵ0) es una suma directa de módulos que son o inyecti-
vos o proyectivos. Suponer lo contrario que M no es Σ-inyectivo.
Entonces

⊕
i∈I

Mi, (Mi
∼= M ) no es inyectiva para algún conjunto de

índices infinito I. De esta manera, por el criterio de inyectividad de
Baer, existe un ideal derecho A de R y un R-homomorfismo derecho
g : A →

⊕
i∈I

Mi tal que el conjunto I ′ = {j ∈ I : πj ◦ g 6= 0} es

infinito, donde πj :
⊕
i∈I

Mi → Mj es la proyección canónica. Porque

de lo contrario la Im(g) estaría contenida en una subsuma directa
finita de

⊕
i∈I

Mi; y puesto que cualquier suma directa finita de mó-

dulos inyectivos es inyectiva, la función g se extendería a R y esto
contradiría nuestra suposición de que

⊕
i∈I

Mi no es inyectiva. Sea J

un subconjunto numerablemente infinito de I ′. Ahora, escoger un
elemento aj ∈ A. Sea bj = g(aj) y Nj = bjR. Entonces Nj es un
submódulo cíclico de Mj. Puesto que J es numerable y cada Nj es
cíclico,

⊕
j∈J

Nj es numerablemente generada. Denotar por Qj, una

cápsula inyectiva de Nj en Mj. Sea Q = E(
⊕
j∈J

Qj) una cápsula in-

yectiva de
⊕
j∈J

Qj. Sea π :
⊕
i∈I

Mi →
⊕
j∈J

Qj el epimorfismo que lleva

a Mi a cero si i ∈ I\J ; mientras que para todo i ∈ J , la restricción
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de π a Mi, π|Mi
= β ◦ α donde α : Mi → Qi es la proyección suman-

do directo natural y β : Qi →
⊕
j∈J

Qj es el monomorfismo canónico.

Afirmamos que el homomorfismo f = π ◦ g : A →
⊕
j∈J

Qj no puede

ser extendido a un homomorfismo h : R →
⊕
j∈J

Qj a lo largo del mo-

nomorfismo µ : A → R. En particular, afirmamos que
⊕
j∈J

Qj no es

inyectiva. Suponer lo contrario que f admite tal extensión h. Puesto
que h(1) está contenida solamente en una subsuma directa finita de⊕
j∈J

Qj, la Im(f) está contenida en
⊕
j∈F

Qj para algún subconjunto fi-

nito F de J . De esta manera, πj ◦ f = 0 para cada j ∈ J \F . Pero
esto no es posible ya que πj ◦ f : A→ Qj y cada Qj es una cápsula
inyectiva de Nj en Mj.

Considerar el conjunto Ω de submódulos P de Q satisfaciendo
las siguientes tres condiciones:

1.
⊕
j∈J

Qj ⊆ P ⊆ Q;

2. P es un suma directa de submódulos inyectivos de Q;
3. f = π ◦ g : A →

⊕
j∈J

Qj ⊆ P no puede ser extendida a un

homomorfismo h : R → P a lo largo del monomorfismo µ :
A→ R.

Claramente, Ω es no vacío ya que
⊕
j∈J

Qj ∈ Ω. Definir un orden par-

cial ≤ sobre Ω como P1 ≤ P2 si y solo si P1 ⊆ P2. Afirmamos que
Ω es un conjunto inductivo bajo este orden parcial. Sea {Pk}k∈K una
cadena en Ω. Sea P =

⋃
k∈K

Pk. Como
⊕
j∈J

Qj ⊆e Q = E(
⊕
j∈J

Qj),

tenemos que
⊕
j∈J

Qj ⊆e P . De aquí,
⊕
j∈J

Mj ⊆e P . Por suposición,

P = (
⊕
u∈U

Cu) ⊕ (
⊕
v∈U ′

C ′v), donde los Cu son módulos inyectivos y los

C ′v son módulos proyectivos. Por Kaplansky, sabemos que cada mó-
dulo proyectivo es una suma directa de módulos numerablemente
generados. De aquí, tenemos que P = (

⊕
u∈U

Cu) ⊕ (
⊕
v∈V

Dv), donde

cada Cu es un módulo inyectivo y cada Dv, un módulo numerable-
mente generado. Además, U y V son conjuntos numerables, porque
P contiene un submódulo numerablemente generado

⊕
j∈J

Nj tal que⊕
j∈J

Nj ⊆e P . De esta manera, D =
⊕
v∈V

Dv es numerablemente gene-

rado. Podemos escribir D =
∑
n∈N

D′n como una suma numerable de
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submódulos finitamente generados. Puesto que D′1 es finitamente
generado, D′1 ⊂

⋃
k∈F

Pk para algún subconjunto finito F ⊂ K. Ade-

más, puesto que cada Pk es una suma directa de submódulos in-
yectivos, P contiene una cápsula inyectiva E(D′1) de D′1. Además,
E(D′1) ∩ (

⊕
u∈U

Cu) = 0, porque D′1 ∩ (
⊕
u∈U

Cu) = 0. De esta manera

E(D′1) ∼=
(
⊕
u∈U

Cu)⊕ E(D′1)⊕
u∈U

Cu
⊆

(
⊕
u∈U

Cu)⊕ (
⊕
v∈V

Dv)⊕
u∈U

Cu
∼=
⊕
v∈V

Dv = D.

Claramente el isomorfismo anterior fija D′1. De esta manera, D con-
tiene la cápsula inyectiva E(D′1) de D′1, y por lo tanto tenemos una
descomposición D = E(D′1)⊕D′′1 . Denotamos por D′1,n la imagen de
D′n bajo la proyección natural sobre D′′1 para n ≥ 2. Poner D′1,1 = D′1
por simplicidad. Es fácil verificar que D = E(D′1,1)⊕

∑
n≥2D

′
1,n. Esto

da una descomposición P = (
⊕
u∈U

Cu) ⊕ E(D′1,1) ⊕
∑
n≥2

D′1,n. Aplican-

do la misma construcción a P y a D′1,2 obtenemos P = (
⊕
u∈U

Cu) ⊕

E(D′1,1)⊕E(D′2,2)⊕
∑
n≥3

D′2,n. Repitiendo este proceso, construimos un

conjunto infinito {E(D′n,n)}n∈N de submódulos inyectivos de P tal que

para cada m ∈ N, tenemos que (
⊕
u∈U

Cu) ⊕ (
m⊕
n=1

E(D′n,n)) ⊆ P . Ade-

más, por construcción, D′m ⊆
m⊕
n=1

D′n,n, para cada m ∈ N. Como una

consecuencia, D ⊆
⊕
n∈N

E(D′n,n), así P = (
⊕
u∈U

Cu) ⊕ (
⊕
n∈N

E(D′n,n)).

De esta manera P satisface (2). Finalmente, procedemos a demos-
trar que el homomorfismo f = π ◦ g : A →

⊕
j∈J

Qj ⊆ P no puede

ser extendido a un homomorfismo h : R → P a lo largo del mo-
nomorfismo µ : A → R. Suponer, si es posible, que f admite tal
extensión h. Puesto que Im(h) es finitamente generada y {Pk}k∈K
es una cadena, existe un k ∈ K tal que Im(h) ⊆ Pk. Esto da una
contradicción porque Pk ∈ Ω y por lo tanto, por suposición, f no
puede ser extendido a un homomorfismo R → Pk. De aquí, P ∈ Ω.
Esto establece nuestra afirmación que Ω es un conjunto inductivo
y de aquí por el Lema de Zorn, Ω tiene un elemento máximo, di-
gamos P0. Por hipótesis, P0 =

⊕
t∈T

Wt, donde cada Wt es inyectivo.

Sea ϕt : P0 → Wt las proyecciones canónicas. Puesto que, por hi-
pótesis, f no puede ser extendido a un homomorfismo h : R → P0,
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existe un subconjunto infinito T ′ ⊆ T tal que ϕt ◦ f 6= 0, para ca-
da t ∈ T ′. Porque de lo contrario Im(f) estaría contenida en

⊕
F
Wt

donde F es un conjunto finito. Puesto que
⊕
F
Wt es inyectiva, f se

extendería a un homomorfismo R→
⊕
F
Wt ⊆ P0, dando una contra-

dicción. Escribamos T como una unión ajena de conjuntos infinitos
T1 y T2. Denotar ϕT1 :

⊕
t∈T

Wt →
⊕
t∈T1

Wt y ϕT2 :
⊕
t∈T

Wt →
⊕
t∈T2

Wt.

Notar que ϕTi ◦ f : A →
⊕
t∈Ti

Wt no puede ser extendido a un ho-

momorfismo h : R →
⊕
t∈Ti

Wt para cada i ∈ {1, 2}. Porque de lo

contrario Im(h) ⊆
⊕
t∈F

Wt, donde F es un conjunto finito y de aquí

ϕt ◦ f = ϕt ◦ϕTi ◦ f = 0, para cada t ∈ Ti\F , una contradicción. Esto
implica que

⊕
t∈T1

Wt no es inyectiva y de aquí
⊕
t∈T1

Wt 6= E(
⊕
t∈T1

Wt).

De esta manera, P0 =
⊕
t∈T

Wt ( E(
⊕
t∈T1

Wt)⊕ (
⊕
t∈T2

Wt). Ahora, puede

ser observado que f no puede ser extendido a un homomorfismo
R → E(

⊕
t∈T1

Wt) ⊕ (
⊕
t∈T2

Wt), porque de lo contrario ϕT2 ◦ f se exten-

dería a un homomorfismo R →
⊕
t∈T2

Wt, una contradicción. Por lo

tanto, E(
⊕
t∈T1

Wt)⊕ (
⊕
t∈T2

Wt) ∈ Ω. Pero esto da una contradicción a la

maximalidad de P0. De aquí, M debe ser Σ-inyectivo.
(1) ⇒ (3) Si M es Σ-inyectivo, entonces M (ℵ0) es inyectivo y de

aquí M (ℵ0) no tiene extensiones esenciales propias. De esta manera
la proposición de que cada extensión esencial de M (ℵ0) es una suma
directa de módulos que son o inyectivos o proyectivos se cumple
trivialmente.

(1) ⇒ (2) Sea M Σ-inyectivo. Entonces M (α) es inyectivo para
cualquier cardinal α.

(2)⇒ (1) Sea M (ℵ0) es inyectivo. Entonces M (ℵ0) no tiene exten-
siones esenciales propias y se cumple (3) trivialmente lo que a su
vez implica (1).

(2) ⇒ (4) Suponer que (2) se cumple pero que (4) no. Entonces
existe una sucesión estrictamente creciente

I1 ⊂ I2 ⊂ · · ·

de anuladores en R de subconjuntos de M . Los anuladores izquier-
dos en M de esta sucesión

annMl (I1) ⊃ annMl (I2) ⊃ · · ·
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son estrictamente decrecientes. Escoger xn ∈ annMl (In)\annMl (In+1)
y sea

I =
∞⋃
n=1

In.

Entonces para cada a ∈ I existe un n > 0 tal que xn+ka = 0 para
todo k = 1, 2, . . . . Así, la función

f : a 7→ (x1a, x2a, . . . ) (a ∈ I)

es un R-homomorfismo f : I → Mℵ0. Ahora por el criterio de inyec-
tividad de Baer existe un

y = (y1, . . . yn, 0, . . . ) ∈Mℵ0

tal que, para todo a ∈ I
(x1a, x2a, . . . ) = f(a) = (y1a, . . . yna, 0, . . . ).

Pero esto es contrario a nuestra elección de xn+1 /∈ annMl (In+2).
(4) → (1) Suponer que se cumple (4). Entonces cada colección

no vacía de anuladores derechos de subconjuntos de M contiene un
elemento máximo. Sea I un submódulo del módulo regular derecho
RR y considerar un R-homomorfismo

f : I →M (A).

Puesto que MA es inyectivo y puesto que M (A) es un submódulo de
MA, existe un x ∈ MA tal que f(a) = xa para todo a ∈ I. Para cada
subconjunto B ⊆ A sea xB = iBπB(x), es decir,

πα(xB) =

{
πα(x), si α ∈ B
0, de otra manera.

Si F recorre los subconjuntos finitos de A, entonces por hipótesis, el
conjunto de ideales derechos anuladores de la forma

annRr (xA\F ) = annRr ({πα(x)/α ∈ A\F})
contiene un elemento máximo annRr (xA\F0). Por maximalidad, si F
es un subconjunto finito de A, entonces

F ⊇ F0 implica que annRr (xA\F ) = annRr (xA\F0).

Ahora para cada a ∈ I, puesto que f(a) ∈ M (A), existe un subcon-
junto finito Fa ⊇ F0 tal que

aπα(x) = πα(xa) = πα(f(a)) = 0 (α ∈ A\Fa).
Así, para cada a ∈ I tenemos que annRr (xA\Fa) = annRr (xA\F0), de
donde

f(a) = xa− xA\F0a = xF0a (a ∈ I).
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Puesto que xF0 ∈ M (A) se sigue por el criterio de inyectividad de
Baer que M (A) es inyectivo. �

DEFINICIÓN 6.7. Una suma directa interna
⊕
i∈I

Ai de submódu-

los de un módulo M es llamada un sumando local de M , si dado
cualquier subconjunto finito F de I, la suma directa

⊕
i∈F

Ai es un su-

mando directo de M .

DEFINICIÓN 6.8. Sea M =
⊕
i∈I

Mi una descomposición del mó-

dulo M en sumandos no cero Mi. Esta descomposición es llamada
complemento de sumandos directos si, siempre que A sea un su-
mando directo de M , existe un subconjunto J de I para el cual
M = (

⊕
j∈J

Mj)⊕ A.

Ahora estamos listo para demostrar el siguiente.

COROLARIO 6.6. UnR-módulo derechoM arbitrario es Σ-inyectivo
si y solo si cada extensión esencial de M (ℵ0) es una suma directa de
módulos inyectivos.

DEMOSTRACIÓN. Suponer que cada extensión esencial de M (ℵ0)

es una suma directa de módulos inyectivos. Sea E = E(M). Tene-
mos que M (ℵ0) ⊂e E(ℵ0). Por suposición, M (ℵ0) es una suma directa
de módulos inyectivos. Por lo tanto, M (ℵ0) es un sumando local de
E(ℵ0). Puesto que por el teorema anterior, E es Σ-inyectivo, así es
E(ℵ0). De aquí E(ℵ0) tiene una descomposición inescindible que com-
plementa sumandos directos. Por lo tanto, cualquier sumando local
de E(ℵ0) es un sumando directo. De aquí, M (ℵ0) es un sumando di-
recto de E(ℵ0). Por lo tanto, M (ℵ0) es inyectivo y de esta manera M
es Σ-inyectivo. El inverso es obvio. �

PROPOSICIÓN 6.3. Cada Σ-V anillo derecho es un V -anillo de-
recho.

DEMOSTRACIÓN. SeanR un Σ-V anillo derecho y S unR-módulo
simple. Por suposición S(α) es inyectivo para cualquier cardinal α. De
aquí S es inyectivo y así R es un V - anillo derecho. �

PROPOSICIÓN 6.4. Una suma directa arbitraria de R-módulos in-
yectivos es inyectiva si y solo si R es un anillo neteriano derecho.

DEMOSTRACIÓN. Suponer que R es derecho neteriano y sea
{Ei/i ∈ I} una colección de R-módulos inyectivos. Sea E =

⊕
Ei

y sea σ : I → E un homomorfismo de R-módulos con I un ideal
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derecho de R. Entonces IR es finitamente generado y, puesto que
la imagen de cada generador tiene solo finitamente muchas com-
ponentes no cero, se sigue que σ(I) tiene solo finitamente muchas

componentes no cero. Así σ(I) ⊆ E ′ donde E ′ =
n⊕
i=1

Ei. Puesto que

E ′ es una suma directa finita de módulos inyectivos, se sigue que
E ′ es inyectivo y de aquí la función σ : I → E ′ se extiende a un
R-homomorfismo σ∗ : R → E ′ ⊆ E. Por el Criterio de Baer E es
inyectivo.

Inversamente, sea I1 ⊆ I2 ⊆ · · · una cadena creciente de ideales
derechos de R y poner I =

⋃
n In de modo que I también es un ideal

derecho de R. Para cada n, la cápsula inyectiva En = E(R/In) es
un R-módulo inyectivo y de aquí, por suposición E =

⊕
En también

es inyectivo. Ahora definir σ : I → E por σ : x 7→ ⊕n(x + In). Puesto
que I =

⋃
n In, cualquier x ∈ I está contenido en algún Im y de aquí

en todo In con n ≥ m. De esta manera σ(x) tiene solo finitamente
muchas componentes no cero y está contenido en E. Puesto que
E es inyectivo, σ se extiende a una función σ∗ : R → E, digamos

σ∗(1) ∈ E ′ =
k−1⊕
n=1

En. Entonces σ(I) ⊆ σ∗(R) = σ∗(1)R también

está contenido en E ′. De esta manera la k-componente de cada
σ(x) es cero y concluimos que I = Ik. En otras palabras, la cadena
ascendente dada de ideales derechos se estabiliza en k y se sigue
que R es derecho neteriano. �

PROPOSICIÓN 6.5. Cada V -anillo derecho, neteriano derecho es
un Σ-V anillo derecho.

DEMOSTRACIÓN. Sean R un V -anillo derecho y S un R-módulo
simple. Por suposición S es inyectivo y por la Proposición 6.4 se
sigue que S es Σ-inyectivo. De esta manera R es un Σ-V anillo de-
recho. �

DEFINICIÓN 6.9. Un anillo R es llamado un PCI-anillo derecho
si cada R-módulo derecho cíclico propio es inyectivo.

TEOREMA 6.8. Sea R un PCI-anillo derecho. Entonces R es ne-
teriano derecho y hereditario derecho.

PROPOSICIÓN 6.6. Si R es un PCI-anillo derecho. Entonces R
es un Σ-V anillo derecho.

DEMOSTRACIÓN. Sea S un R-módulo simple. Entonces S = xR
para 0 6= x ∈ S. Por suposición S es inyectivo. Así R es un V -
anillo derecho y por el Teorema 6.8 R es neteriano derecho. De esta
manera por la Proposición 6.5 R es un Σ-V anillo derecho. �
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Puesto que en un Σ-V anillo derecho requerimos que cada mó-
dulo simple sea Σ-inyectivo, esperamos alguna clase de finitud en
tales anillos. Empezamos con algunas definiciones y observaciones
útiles.

DEFINICIÓN 6.10. Un anillo R es llamado q.f.d. derecho (cocien-
te de dimensión finita) relativo a un módulo M si ningún R-módulo
derecho cíclico contiene una suma directa infinita de módulos iso-
morfos a submódulos de M .

LEMA 6.5. Si un R-módulo derecho M es Σ-inyectivo, entonces
R es q.f.d. relativo a M .

DEMOSTRACIÓN. Suponer lo contrario que R no es q.f.d. dere-
cho relativo a M . Entonces existe un módulo derecho cíclico C con
una familia independiente infinita {Vi/i ∈ I} de submódulos no cero
de C tal que cada Vi es isomorfo a un submódulo de M y

⊕
i∈I

Vi es

esencial en C. Poner Mi = M , i ∈ I. Puesto que M es Σ-inyectivo,
el monomorfismo ϕ :

⊕
i∈I

Vi →
⊕
i∈I

Mi tal que ϕ(Vi) ⊆ Mi para to-

do i ∈ I se extiende a un monomorfismo f : C →
⊕
i∈I

Mi. Ahora,

puesto que C es cíclico, existe un subconjunto finito J ⊆ I tal que
f(C) ⊆

⊕
j∈J

Mj. Por lo tanto f(Vk) ∩Mk ⊆ f(C) ∩Mk = 0 para todo

k /∈ J , una contradicción al hecho de que f(Vi) = ϕ(Vi) ⊆ Mi para
todo i ∈ I.

De esta manera R es q.f.d. derecho relativo a M �

LEMA 6.6. Sea R un Σ-V anillo derecho y sea S cualquier R-
módulo derecho simple. Entonces R es q.f.d. derecho relativo a S.

DEMOSTRACIÓN. Por suposición S es Σ-inyectivo y por el Lema
6.5 R es q.f.d. derecho relativo a S. �

DEFINICIÓN 6.11. UnR-móduloM es llamado directamente finito
(o finito von Neumann, o finito Dedeking) si M no es isomorfo a
ningún sumando directo propio de él mismo. Equivalentemente, M
es directamente finito si y solo si N = 0 es el único módulo para el
cual M = M ⊕N .

Notar que cualquier sumando directo de un módulo directamente
finito es directamente finito. Un módulo que no es directamente finito
es llamado directamente infinito. Por ejemplo, cada módulo libre de
rango infinito es directamente infinito.
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LEMA 6.7. Un R-módulo M es directamente finito si y solo si
xy = 1 implica que yx = 1, para todo x, y ∈ EndR(M).

DEMOSTRACIÓN. Si A es directamente infinito, entonces A =
B ⊕ C con B ∼= A y C 6= 0. Escoger un isomorfismo y : A → B,
y definir x ∈ EndR(A) tal que xC = 0 y x se restringe a y−1 : B → A.
Entonces xy = 1 y yx 6= 1.

Inversamente, suponer que x, y ∈ EndR(A) con xy = 1 y yx 6= 1.
Puesto que yx es idempotente y yxy = y, obtenemos A = yA⊕ (1−
yx)A. Observando que yA ∼= A y (1 − yx)A 6= 0, concluimos que A
es directamente infinito. �

DEFINICIÓN 6.12. Un anillo R es llamado directamente finito si
para cada x, y ∈ R, xy = 1 implica que yx = 1.

PROPOSICIÓN 6.7. Si M es un módulo directamente infinito, en-
tonces End(M) contiene un conjunto infinito de matrices unitarias
no cero eij (para i, j = 1, 2, . . . ), es decir, eijejn = ein para todo i, j, n
y eijekn = 0 para todo j 6= k. Consecuentemente, End(M) contiene
una sucesión infinita {e11, e22, . . . } de idempotentes no cero ortogo-
nales dos a dos tal que eiiM ∼= ejjM para todo i, j.

DEMOSTRACIÓN. Existen funciones x, y ∈ End(M) tal que xy =
1 y yx 6= 1, y ponemos eij = yi−1xj−1 para todo i, j = 1, 2, . . . . Siem-
pre que j ≤ k, calculamos que

eiiy
k = yi−1xj−1yk − yixjyk = yi−1yk−j+1 − yiyk−j = 0.

Consecuentemente, eijekn = eijy
k−1xn−1 − eijykxn = 0 siempre que

j ≤ k − 1, y

eijejn = eijy
j−1xn−1 − eijyixn = (yi−1xj−1 − yixj)yj−1xn−1

= yi−1xn−1 − yixxn−1 = ein.

Puesto que xkekn = xkyk−1xn−1 − xkykxn = xxn−1 − xn = 0, tam-
bién obtenemos que xjekn = 0 para todo j ≥ k; de aquí, eijekn =
yi−1xj−1ekn−yixjekn = 0 siempre que j ≥ k+ 1. De esta manera, los
eij son matrices unitarias.

Por cuanto e1ieijej1 = e11 = 1 − yx 6= 0, vemos que todos los
eij 6= 0. Es claro que los eii son idempotentes no cero ortogonales
dos a dos, y que los eiiM son isomorfos dos a dos. �

No es difícil observar que un anillo R con dimensión finita Goldie
derecha debe ser directamente finito. La técnica general para de-
mostrar esto es suponer lo contrario que R no es directamente finito.
Esto da lugar a un conjunto infinito de idempotentes ortogonales en
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R dando una suma directa infinita de ideales derechos contenidos
en R, una contradicción a la dimensión Goldie derecha finita de R.
En el siguiente resultado generalizamos este argumento.

LEMA 6.8. Sea R un anillo el cual no es q.f.d. derecho relativo a
cada R-módulo simple. Entonces R debe ser directamente finito.

DEMOSTRACIÓN. Suponer lo contrario que R no es directamente
finito. Entonces existen x, y ∈ R tal que xy = 1 y yx 6= 1. Poner
eij = yi−1xj−1 − yixj para todo (i, j) ∈ N × N. Entonces {eij/(i, j) ∈
N×N} es un conjunto infinito de matrices unidades no cero, es decir
eijekl = δjkeil para todo i, j, k, l ∈ N. Para cada n ∈ N, produciremos
submódulos cíclicos Cn,i de RR, donde Cn,i ∼= Cn,j para todo i, j =
2, 3, . . . , n. Producimos estos submódulos cíclicos por inducción.

Sea n > 1. Denotemos por Q, el anillo de cocientes derecho
máximo de R. Puesto que R ⊆e Q, existe un submódulo cíclico
no cero Cn,1 de RR tal que Cn,1 ⊆ en2,n2Q ∩ R. Ahora escogemos
0 6= x2 ∈ en2+1,n2Cn,1 ∩ R. Entonces x2 = en2+1,n2x1, donde x1 ∈ Cn,1.
Denotar Cn,2 = x2R y redefinir Cn,1 poniendo Cn,1 = x1R. Definir el
homomorfismo de módulos ϕ : Cn,1 → Cn,2 por ϕ(x) = en2+1,n2x.
Claramente, ϕ es un isomorfismo (con inverso dado por la multipli-
cación izquierda por en2,n2+1), y así Cn,1 ∼= Cn,2. Suponer ahora que
hemos definido submódulos cíclicos Cn,1 ∼= Cn,2 ∼= · · · ∼= Cn,j−i en R,
donde Cn,i = xiR, i = 1, 2, . . . , j − 1. En seguida, escoger xj tal que
xj ∈ en2+j−1,n2+j−2Cn,j−1 ∩ R y escribir xj = en2+j−1,n2+j−2xj−1rj−1

donde rj−1 ∈ R. Sea x′j−1 = xj−1rj−1, y poner Cn,j = xjR. Ahora
redefinir Cn,j−1 = x′j−1R ( el cual está contenido en el Cn,j−1 previa-
mente construido). Entonces Cn,j−1

∼= Cn,j bajo el isomorfismo que
envía x ∈ Cn,j−1 a en2+j−1,n2+j−2x. Redefinimos Cn,1, Cn,2, . . . , Cn,j−2

anterior en consecuencia para que todos ellos permanezcan isomor-
fos uno a otro y a Cn,j−1. Notar que la familia {Cn,i : n = 2, 3, . . . , i =
1, 2, . . . , n} es independiente puesto que {ei,jQ : i, j ∈ N × N} es
independiente. Por nuestra construcción, Cn,i ∼= Cn,j para todo n =
2, 3, . . . y 1 ≤ i, j ≤ n. Por lo tanto existen submódulos máximos Mn,i

de Cn,i n = 2, 3, . . . y 1 ≤ i ≤ n tal que Cn,i/Mn,i
∼= Cn,j/Mn,j para to-

do n, i, j. Poner
⊕
n,i

Mn,i y Sn = Cn,1/Mn,1. Claramente, tenemos que

R/M ⊃ (⊕Cn,i)/(⊕Mn,i) ∼= C2,1/M2,1 × C2,2/M2,2 × C3,1/M3,1 × · · · .
De esta manera R/M es un R-módulo derecho cíclico que contiene
una suma directa infinita de módulos cada uno isomorfo al módulo
simple Sn. Esto da una contradicción a nuestra hipótesis. Por lo tanto
R debe ser directamente finito. �
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TEOREMA 6.9. Cada Σ-V anillo derecho es directamente finito.

DEMOSTRACIÓN. Sea R un Σ-V anillo derecho. Sea S cualquier
R-módulo derecho simple. Entonces por el Lema 6.6, R es q.f.d.
derecho relativo a S. Por lo tanto, por el Lema 6.8, R debe ser direc-
tamente finito.

Damos una demostración directa más corta abajo.
Suponer lo contrario que R no es directamente finito. Entonces R =
R1 ⊕ A1, R1 = R2 ⊕ A2, etcétera, donde para cada n, Rn

∼= RR, y
A1
∼= A2

∼= · · · . Entonces podemos hallar, en cadaAn, un submódulo
máximo Mn tal que An/Mn son todos isomorfos al mismo módulo
simple. Entonces, por suposición

⊕
n

An/Mn es inyectiva y de aquí

se escinde en R/(
⊕
n

Mn) una contradicción, puesto que R/(
⊕
n

Mn)

es cíclico. Por lo tanto R es directamente finito. �

DEFINICIÓN 6.13. Un anillo regular von Neumann es llamado un
anillo regular abeliano si todos sus idempotentes son centrales. Un
idempotente e en un anillo regular von Neumann R es llamado un
idempotente abeliano o un idempotente directamente finito si el ani-
llo eRe es abeliano (directamente finito). Un idempotente e en un
anillo auto-inyectivo derecho regular es llamado un idempotente fiel
si 0 es el único idempotente central ortogonal a e, es decir, ef = 0
implica que f = 0 cuando f es idempotente central.

Sea R un anillo auto-inyectivo derecho regular von Neumann. El
anillo R es llamado del Tipo I siempre que contenga un idempoten-
te abeliano fiel. El anillo R es llamado del Tipo II siempre que R
contenga un idempotente directamente finito fiel pero R no contiene
idempotentes abelianos no cero. El anillo R es llamado del Tipo III
si no contiene idempotentes directamente finitos no cero. El anillo R
es llamado del (i) Tipo If si R es del Tipo I y es directamente finito,
(ii) Tipo I∞ si R es del tipo I y es puramente infinito, (iii) Tipo IIf si R
es del Tipo II y es directamente finito, (iv) Tipo II∞ si R es del Tipo
II y es puramente infinito. Si R es un anillo auto-inyectivo derecho
regular von Neumann del Tipo If entonces R ∼= ΠRn donde cada Rn

es un anillo de n × n matrices sobre un anillo auto-inyectivo regular
abeliano.

DEFINICIÓN 6.14. El índice de nilpotencia de un elemento nilpo-
tente x en un anillo R es el entero positivo mínimo n tal que xn = 0.
El índice de nilpotencia de un ideal bilateral I en R es el supremo
de los índices de nilpotencia de todos los elementos nilpotentes de
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I. Si este supremo es finito, entonces se dice que I tiene índice de
nilpotencia acotado.

Si M es un R-módulo derecho y H = EndR(M), entonces M es
un H-módulo izquierdo bajo la adición ya presente sobre M y bajo la
H-acción sobre M dada por hx = h(x) para h ∈ H y x ∈M . Es fácil
verificar que M es un (H,R)-bimódulo. Si ahora formamos el anillo
EndH(M) y escribimos f ∈ EndH(M) a la derecha del argumento
x ∈ M opuesto a la de la acción del anillo H sobre M , entonces M
es un (H,EndH(M))-bimódulo. Con estas estructuras de bimódulos
en mente, la siguiente propiedad se cumple.

Sea ϕ : R → EndH(M) tal que ϕ(a) = fa, donde fa : HM → HM
está definido por (x)fa = xa para todo x ∈M . Entonces

(x+ y)fa = (x+ y)a = xa+ ya = (x)fa + (y)fa,

(hx)fa = (hx)a = h(x)a = h(x)fa

para todo x, y ∈ M y h ∈ H. De aquí fa es una función H-lineal y
también tenemos que

(x)fa+b = x(a+ b) = xa+ yb = (x)fa + (y)fb,

(x)fab = x(ab) = (xa)b = (xa)fb = (x)fafb,

(x)f1 = x

para todo x ∈M y a, b ∈ R. Así,

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b),

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),

ϕ(1) = idEndH(M).

Por lo tanto, ϕ es un homomorfismo de anillos que preserva iden-
tidad. Además, ϕ es un homomorfismo de anillos inyectivo cuando
M es fiel. Así puesto que E(RR) es un R-módulo fiel, tenemos un
encajamiento ϕ : R→ EndH(E(RR)).

DEFINICIÓN 6.15. SeaR un anillo y ponerE = E(RR). Para evitar
confusión, suponer que la copia de RR en E es e0R con e0 ∈ E.
En otras palabras, tenemos que R ∼= e0R a través de la función
r 7→ e0r y e0R es un submódulo esencial del módulo inyectivo E.
Sea Q = EndH(E), llamamos a Q = Qmax(R) el anillo (derecho)
máximo de cocientes de R.
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PROPOSICIÓN 6.8. Sean R un anillo, E = E(RR), H = EndR(E),
tenemos que

1. E ∼= He0.
2. Q ∼= e0Q como Q-módulos derechos a través de la función
q 7→ e0q.

DEMOSTRACIÓN. (1) Sea e un elemento arbitrario de E y sea
σ : e0R → E dado por e0r 7→ er. Puesto que e0R ⊆ E y puesto que
E es inyectivo, σ se extiende a un R-homomorfismo de R-módulos
h : E → E. De esta manera, h ∈ H = EndR(E) y e = σ(e0) = he0 ∈
He0.

(2) La función τ : Q → e0Q dado por q 7→ e0q es ciertamente
un epimorfismo de Q-módulos. Además, si e0q = 0, entonces Eq =
(He0)q = H0 = 0, así q = 0. De esta manera, τ es un isomorfismo.

�

TEOREMA 6.10. Sea R un anillo y poner E = E(RR) y Q =
Qmax(R). Entonces EQ ∼= E(QQ) y Qmax(Q) = Q.

DEFINICIÓN 6.16. Si I es un ideal derecho de R y x ∈ R, enton-
ces definimos el residual x−1I por

x−1I = {r ∈ R/xr ∈ I}.

De esta manera, x−1I es el subconjunto más grande de R con
x · x−1I ⊆ I.

LEMA 6.9. Sean I y J ideales derechos de R y sean x, y ∈ R.
1. x−1I es un ideal derecho de R.
2. y−1I(x−1I) = (xy)−1I.
3. x−1(I ∩ J) = (x−1I) ∩ (x−1J).

DEMOSTRACIÓN. (1) Puesto que x · (x−1I)R ⊆ IR ⊆ I, se sigue
que (x−1I)R ⊆ x−1I.

(2) Notar que r ∈ y−1(x−1I) si y solo si yr ∈ x−1I y de aquí si y
solo si xyr ∈ I.

(3) Claramente, r ∈ x−1(I ∩ J) si y solo si xr ∈ I y xr ∈ J . �

DEFINICIÓN 6.17. Si A es un subconjunto de R, recordamos que

annRl (A) = {r ∈ R/rA = 0}

es llamado el anulador izquierdo de A en R. Si D es cualquier ideal
derecho de R, entonces D se dice que es denso si y solo si annRl
(x−1D) = 0 para todo x ∈ R. Listamos algunas propiedades elemen-
tales.
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LEMA 6.10. Sean D y D′ ideales densos de R y sea I un ideal
derecho de R.

1. Si I ⊇ D, entonces I es denso.
2. Si x ∈ R, entonces x−1D es denso.
3. D ∩D′ es denso.
4. D es esencial en RR.
5. Si I es un ideal de R, entonces I es denso si y solo si
annRl (I) = 0.

Ahora consideramos la relación entre ideales derechos densos y
la cápsula inyectiva E = E(RR):

LEMA 6.11. Sea D un ideal derecho de R. Entonces D es denso
si y solo si 0 = annEl (D) = {e ∈ E/eD = 0}.

DEMOSTRACIÓN. Suponer primero que D es denso y sea 0 6=
e ∈ E. Puesto que e0R ⊆e E y eR 6= 0, existe x ∈ R con ex ∈ e0R\0.
De esta manera, puesto que e0R ∼= R y annRl (x−1D) = 0, se sigue
que ex · x−1D 6= 0. Pero x · x−1D ⊆ D, así eD 6= 0.

Ahora suponer que annEl (D) = 0, fijar x ∈ R y sea a ∈ annRl (x−1D).
Consideremos la función σ : D + xR→ e0R ⊆ E dado por d+ xr 7→
e0ar. Esta función está bien definida. Claro está, si d + xr = 0, en-
tonces xr ∈ D, así r ∈ x−1D y ar = 0. Ahora E es inyectivo y
D + xR ⊆ R, así σ se extiende a σ∗ : R → E. Pero entonces
0 = σ(D) = σ∗D = σ∗(1)D, así σ∗(1) ∈ annEl (D) = 0 y por lo tanto
σ∗ = 0. En particular, σ = 0, así 0 = σ(x) = e0a y a = 0. Se sigue que
annRl (x−1D) = 0 y de aquí D es denso. �

LEMA 6.12. CARLOS
1. Sean W ⊆ V R-módulos con W ⊆e V . Si v ∈ V , entonces
{r ∈ R/vr ∈ W} es un ideal derecho esencial de R.

2. Sea I un ideal derecho esencial de R. Si x ∈ R, entonces
(x−1I) ⊆e R.

DEMOSTRACIÓN. (1) Es claro que J = {r ∈ R/vr ∈ W} es un
ideal derecho de R. Sea X un ideal derecho no cero de R. Si vX =
0, entonces vX ⊆ W , así X ⊆ J y X ∩ J 6= 0. Por otra parte,
si vX 6= 0, entonces xV es un submódulo no cero de V . De esta
manera, puesto que W ⊆e V , tenemos que xV ∩W 6= 0; claramente
X∩J 6= 0, por la definición de J . De esta manera X∩J 6= 0 en todos
los casos y J ⊆e R.

(2) Notar que x−1I = {r ∈ R/xr ∈ I}. Así (2) se sigue de (1) con
V = R y W = I. �
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PROPOSICIÓN 6.9. Sea M un R-módulo y

Z(M) = {x ∈M/annRr (x) es un ideal derecho esencial de R}
1. Z(M) es un submódulo de M .
2. Si W ⊆ M , entonces Z(W ) = W ∩ Z(M). Además, si M =⊕

Mi, entonces Z(M) =
⊕
Z(Mi).

3. Z(RR) es un ideal de R. Además, si N es un submódulo
esencial de M y Z(N) = 0, entonces Z(M) = 0.

DEMOSTRACIÓN. (1) Primero, notar que Z(M) 6= ∅ puesto que
annRr (0) = R es un ideal derecho esencial de R. Si x, y ∈ Z(M),
entonces annRr (x) ∩ annRr (y) ⊆ annRr (x + y) y annRr (x) ∩ annRr (y) es
un ideal derecho esencial de R. De aquí, annRr (x + y) es un ideal
derecho esencial de R, así x + y ∈ Z(M). Si x ∈ Z(M) y a ∈ R,
entonces necesitamos mostrar que annRr (xa) es un ideal derecho
esencial de R. Suponer que existe un ideal derecho no cero A de
R tal que annRr (xa) ∩ A = ∅. Bajo esta suposición, si b ∈ A, b 6= 0,
entonces xab 6= 0, así ab 6= 0. Por lo tanto, aA es un ideal derecho
no cero de R. Pero annRr (x) es un ideal derecho esencial de R, así
annRr ∩ aA 6= 0. Sea c un elemento de A tal que ac 6= 0 y xac = 0.
Entonces c ∈ annRr (xa) ∩ A = 0, una contradicción. De esta mane-
ra, annRr (xa) es un ideal derecho esencial de R, así xa ∈ Z(M) y
tenemos que Z(M) es un submódulo de M .

(2) La primera parte es clara, puesto que la pertenencia en Z(M)
es una condición elemento a elemento. La segunda se sigue inme-
diatamente de la Proposición 4.7, puesto que annRr (⊕xi) =

⋂
i ann

R
r (xi).

(3) Z(RR) es un ideal de R puesto que si b ∈ R y a ∈ Z(RR),
entonces annRr (a) ⊆ annr(ba).

Finalmente, suponer que N es un submódulo esencial de M tal
que Z(N) = 0. Si Z(M) 6= 0 y, 0 6= x ∈ N ∩ Z(M) = 0. Entonces
annRr (x) es un ideal derecho esencial de R, así x ∈ Z(N) = 0, una
contradicción. De aquí, Z(M) = 0. �

DEFINICIÓN 6.18. El submódulo Z(M) es llamado el submódulo
singular de M y Z(RR) es el ideal singular derecho de R. Si Z(M) =
0, entonces se dice queM es un módulo no singular y si Z(M) = M ,
entonces se dice queM es singular. Si Z(RR) = 0, entoncesR es un
anillo derecho no singular. Singularidad izquierda y no singularidad
izquierda tienen definiciones análogas.
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PROPOSICIÓN 6.10. Suponer que R es un anillo no singular y
escribir E = E(R) y H = EndR(E).

1. E es un R-módulo no singular.
2. Cada ideal derecho esencial de R es denso.
3. Si V ⊆e E y hV = 0 para algún h ∈ H, entonces h = 0.

DEMOSTRACIÓN. (1) Este es inmediato de la Proposición 6.9 (2),
puesto que e0R ⊆e E y e0R ∼= R es un R-módulo no singular.

(2) Si I es un ideal derecho esencial de R, entonces annRl (I) ⊆
Z(R) = 0. Además, por la Proposición 6.12 (2), el residual r−1I tam-
bién es esencial. De esta manera, annRl (r−1I) = 0 para todo r ∈ R
e I es denso.

(3) Sea e ∈ E arbitrario. Puesto que V ⊆e E, la Proposición 6.12
(1) implica que existe un ideal derecho esencial I de R con eI ⊆ V .
Así, heI = 0 y, puesto que I es denso por (2), la Proposición 6.11
implica que he = 0. En otras palabras, hE = 0 y de aquí h = 0. �

TEOREMA 6.11. Si R es un anillo no singular, entonces Qmax(R)
es un anillo auto-inyectivo, regular von Neumann.

DEMOSTRACIÓN. Como es usual, sea E = E(R) ⊇ e0R ∼= R
y escribir H = EndR(E) y Q = Qmax(R). Puesto que e0R ⊆e E,
se sigue de la parte (3) del Lema 6.10 que ningún elemento no
cero de H puede anular a e0. De esta manera, puesto que E =
He= por la Proposición 6.8 (1), vemos que la función H → E dada
por h 7→ he0 es un isomorfismo de H-módulos. En otras palabras,
E es isomorfo al H-módulo regular izquierdo HH y, por supuesto,
EndH(HH) ∼= H actuando a la derecha. De esta manera concluimos
que Q = EndH(HE) es isomorfo a H y, puesto que 1H = H y 1
corresponde a e0, tenemos que e0Q = E. Pero, por la Proposición
6.8 (2) y el Teorema 6.10, E es la cápsula inyectiva del Q-módulo
e0Q ∼= Q. De esta manera E = e0Q implica que Q es auto-inyectivo.

Ahora sea h un elemento fijo de H y poner A = {e ∈ E/he =
0}. Entonces A es un R-submódulo de E y, por la Proposición 4.6,
podemos escoger unR-submóduloB deE con (A⊕B) ⊆e E. Puesto
que B es ajeno de A, la función σ : hB → E dada por hb 7→ b
es un R-homomorfismo bien definido. De esta manera, puesto que
hB ⊆ E y E es inyectivo, σ se extiende a un endomorfismo de R-
módulos h′ : E → E. En otras palabras, h′ ∈ H y h′hb = b para todo
b ∈ B. Finalmente, si a ∈ A y b ∈ B, entonces h(a+ b) = hb, así

hh
′
h(a+ b) = hh

′
hb = hb = h(a+ b).

De esta manera hh′h− h ∈ H anula al R-submódulo esencial A⊕B
y el Lema 6.10 (3) implica que hh′h − h = 0. Puesto que h ∈ H fue
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arbitrario, se sigue que H es regular von Neumann. Pero Q ∼= H y
por lo tanto lo mismo es verdadero para Q. �

El siguiente lema proporciona la estructura del anillo máximo de
cocientes derecho de cualquier anillo no singular derecho el cual es
q.f.d. derecho relativo a cada uno de sus módulos simples.

LEMA 6.13. Sea R un anillo no singular derecho el cual es q.f.d.
derecho relativo a cada R-módulo simple. Entonces Qr

max(R), el ani-
llo máximo de cocientes derecho de R, es un producto directo finito
de anillos de matrices sobre anillos auto-inyectivos regulares abelia-
nos.

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que Q = Qr
max(R) es un anillo auto-

inyectivo derecho regular von Neumann. Por el Lema 6.6, el anillo
R es directamente finito y de aquí así es el anillo Q. De aquí por la
teoría de tipo de los anillos auto-inyectivos derechos regulares von
Neumann,Q = Q1×Q2, dondeQ1 es del Tipo If yQ2 es del Tipo IIf .
Ahora afirmamos que Q debe ser del tipo If , es decir, Q2 = 0. Supo-
ner lo contrario que Q2 6= 0. Entonces, existe un idempotente e′3 ∈ Q2

tal que (Q2)Q2
∼= e′3(e′3Q2). Por lo tanto Q2 = e1Q2⊕ e2Q2⊕ e3Q2 don-

de e1, e2, e3 ∈ Q2 ⊆ Q son idempotentes ortogonales no cero tal
que su suma es la identidad del anillo Q2. Claramente, eiQ = eiQ2,
y ejQ2 = ejQ para todo 1 ≤ i, j ≤ 3 y así eiQ ∼= ejQ para to-
do 1 ≤ i, j ≤ 3. Por lo tanto existen submódulos cíclicos no cero
C2i ⊆ eiQ ∩R, i = 1, 2, tal que C21

∼= C22. Ahora e3Q2e3 = End(e3Q2)
es del Tipo IIf y así como antes existen idempotentes ortogonales
no cero f1, f2, f3, f4 ∈ e3Q2e3 tal que fi(e3Q2e3) ∼= fj(e3Q2e3) para
todo 1 ≤ i, j ≤ 4. De aquí fi(e3Qe3) ∼= fj(e3Qe3) para todo i, j. Existe
a ∈ fi(e3Qe3)fj y b ∈ fj(e3Qe3)fi tal que fi = ab y fj = ba. Entonces,
para todo i, j, tenemos que fiQ ∼= fjQ bajo la función que envía fix
a bfix para cada x ∈ Q. Además, existen submódulos cíclicos no
cero C3i ⊆ fiQ∩R, i = 1, 2, 3 tal que C3i

∼= C3j para todo 1 ≤ i, j ≤ 3.
Continuando de esta manera, construimos una familia independien-
te {Cij : i = 2, 3, . . . ; 1 ≤ j ≤ i} de submódulos cíclicos no cero de
R tal que Cij ∼= Cik para todo 1 ≤ j, k ≤ i; i = 2, 3, . . . . Por lo tan-
to existen submódulos máximos Mij de Cij, 1 ≤ j ≤ i; i = 2, 3, . . .
tal que Cij/Mij

∼= Cik/Mik para todo i, j, k. Poniendo M =
⊕
i,j

Mij y

Si = Ci1/Mi1, obtenemos que el módulo derecho cíclico R/M con-
tiene una suma directa infinita de módulos cada uno isomorfos a Si,
una contradicción a nuestra hipótesis. Por lo tanto Q2 = 0 y Q es del
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Tipo If . De aquí Q =
∞∏
i=1

Qi donde cada Qi es un anillo de i× i matri-

ces sobre un anillo auto-inyectivo regular abeliano. Ahora afirmamos
que este producto debe ser un producto finito. Suponer lo contrario
que el producto es infinito. Entonces, para cualquier entero positivo
n, existe un índice m ≥ n tal que Qm 6= 0. Ahora, para cualquier k
fijo, tenemos matrices unidades {ekij : 1 ≤ i, j ≤ k} las cuales son
k × k matrices. De esta manera tenemos una familia infinita de ma-
trices unidades no cero {{ekij : 1 ≤ i, j ≤ k} : k = 2, 3, . . . } ⊆ Q.
Puesto que R ⊆e Q, existe un submódulo cíclico no cero Ck,1 de R
tal que Ck,1 ⊆ ek11Q ∩ R y después, comenzando con Ck,1, construi-
mos una familia independiente {Ck,i : k = 2, 3, . . . , 1 ≤ i ≤ k} de
submódulos cíclicos de R tal que Ck,i ∼= Ck,j para todo k, i, j (exacta-
mente así mostrado en la demostración de la parte (a)). Por lo tanto
existen submódulos máximos Mk,i de Ck,i, k = 2, 3, . . . y 1 ≤ i ≤ k,
tal que Ck,i/Mk,i

∼= Ck,j/Mk,j para todo k, i.j. Poner M =
⊕
k,i

Mk,i y

Sk = Ck,1/Mk,1. Notar que el módulo derecho cíclico R/M contiene
una suma directa infinita de módulos cada uno isomorfo a Sk, lo cual
contradice nuestra hipótesis. Por lo tanto Q = Qr

max(R) es el produc-
to directo de un número finito de anillos de matrices sobre anillos
auto-inyectivos regulares abelianos. �

TEOREMA 6.12. Sea R un Σ-V anillo derecho, no singular dere-
cho. Entonces el anillo derecho máximo de cocientes de R, Qr

max(R)
es un producto directo finito de anillos de matrices sobre anillos auto-
inyectivos regulares abelianos.

DEMOSTRACIÓN. Esta se sigue del Lema 6.6 y el Lema 6.13. �
Como una consecuencia del anterior, tenemos el siguiente.

COROLARIO 6.7. Sea R un Σ-V anillo derecho no singular dere-
cho. Entonces R debe tener índice de nilpotencia acotado.

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema anterior, el anillo derecho má-
ximo de cocientes Qr

max(R) tiene índice de nilpotencia acotado y de
aquí R debe tener igual. �

Un V -anillo derecho no singular no necesita tener índice de nil-
potencia acotado. El siguiente resultado de Tyukavkin da una con-
dición para que un V -anillo derecho auto-inyectivo derecho regular
von Neumann tenga índice de nilpotencia acotado.
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TEOREMA 6.13. (Tyukavkin) Sea R un V -anillo derecho auto-
inyectivo derecho regular von Neumann tal que la dimensión de cada
R-módulo derecho simple S sobre el anillo con división de endomor-
fismos de S es menor que 22ℵ0 . Entonces R tiene índice de nilpoten-
cia acotado.

En seguida discutimos los Σ-V anillos derechos regulares von
Neumann.

LEMA 6.14. Sea R un Σ-V anillo derecho auto-inyectivo derecho
regular von Neumann. Entonces R es un producto directo finito de
anillos de matrices sobre anillos auto-inyectivos regulares abelianos.

DEMOSTRACIÓN. Puesto que los anillos regulares von Neumann
son no singulares derechos, este se sigue del Lema 6.8(b). �

PROPOSICIÓN 6.11. Sean J ⊆ K ideales bilaterales en un anillo
regular R, y n un entero positivo. Entonces K tiene índice a lo más
n si y solo si J y K/J tienen índice a lo más n.

PROPOSICIÓN 6.12. Sean n un entero positivo, R un anillo regu-
lar de índice a lo más n y P un ideal bilateral propio de R tal que
R/P es inescindible (como un anillo). Entonces R/P ∼= Mk(D) para
algún entero positivo k ≤ n y algún anillo con división D.

PROPOSICIÓN 6.13. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1. R es un anillo regular von Neumann.
2. Cada R-módulo es plano.
3. Cada R-módulo cíclico es plano.

PROPOSICIÓN 6.14. Sea ϕ : R → S una función de anillos, y
sea A un S-módulo derecho inyectivo. Si RS es plano, entonces A
también es un R-módulo inyectivo.

El siguiente teorema caracteriza los Σ-V anillos derechos regu-
lares von Neumann.

TEOREMA 6.14. Para un anillo regular von Neumann R, las si-
guientes son equivalentes:

1. R es un Σ-V anillo derecho.
2. Para cualquier ideal primo P , R/P es artiniano.
3. R es un Σ-V anillo izquierdo.

DEMOSTRACIÓN. (1)⇒ (2) Sea R un Σ-V anillo derecho regular
von Neumann. Por el Lema 6.1R es no singular y por el Corolario 6.7
R tiene índice de nilpotencia acotado. Sea P cualquier ideal primo
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de R. Entonces R/P es un anillo regular von Neumann con índice
de nilpotencia acotado. De aquí R/P debe ser artiniano simple por
la Proposición 6.12.

(2)⇒ (1) Sea S un R-módulo derecho simple. Sea P = annr(S),
P es un ideal primitivo derecho y de aquí primo. Así R/P es primo y
por suposición, es artiniano. De aquí R/P es neteriano derecho. Por
el Corolario 6.1 R es un V -anillo derecho e izquierdo. Por lo tanto, S
es inyectivo y por la Proposición 6.4 S es Σ-inyectivo como un R/P -
módulo. Puesto que R es un anillo regular von Neumann, R/P es
plano por la Proposición 6.13 como un R-módulo derecho. Entonces
por la Proposición 6.14, S es Σ-inyectivo como unR-módulo derecho
también. De aquí R es un Σ-V anillo derecho. La demostración de
la equivalencia de (2) y (3) es similar. �

OBSERVACIÓN 6.1. El teorema anterior muestra que la clase de
Σ-V anillos regulares von Neumann es simétrica izquierda-derecha.

PROPOSICIÓN 6.15. Sea R un Σ-V anillo derecho primo no sin-
gular derecho. Entonces R es un anillo Goldie derecho simple.

DEMOSTRACIÓN. Por el Corolario 6.7, Qr
max(R) tiene índice de

nilpotencia acotado. De esta manera Qr
max(R) es un anillo regular

von Neumann primo con índice de nilpotencia acotado, de aquí ar-
tiniano simple por la Proposición 6.12. Por lo tanto R es un anillo
Goldie derecho simple. �

En seguida, tenemos la siguiente caracterización de los Σ-V ani-
llos derechos.

TEOREMA 6.15. Un anillo R es un Σ-V anillo derecho si y solo si
para cada R-módulo derecho simple S, cada extensión esencial de
S(ℵ0) es una suma directa de módulos inyectivos.

DEMOSTRACIÓN. Este se sigue del Corolario 6.6. �

4. CSI anillos

DEFINICIÓN 6.19. Un anillo R es llamado un CSI-anillo derecho
si, para cada R-módulo derecho cíclico C, la cápsula inyectiva E(C)
es Σ-inyectiva.

DEFINICIÓN 6.20. Un anilloR es llamado un anillo Kasch dere-
cho si contiene una copia de cada R-módulo derecho simple. Un
ideal derecho I de R es llamado colocal si R/I es subdirectamente
irreducible.
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DEFINICIÓN 6.21. Un subconjunto K de un anillo R se dice que
es T -nilpotente derecho (T por transfinito) si para cada sucesión
a1, a2, a3, . . . , de elementos de K, an · · · a2a1 = 0 para algún n ∈ N y
T -nilpotente izquierdo si a1a2 · · · an = 0 para algún n ∈ N.

Un módulo M es un módulo máx si cada submódulo tiene un
submódulo máximo

TEOREMA 6.16 (Shock). Un módulo máx no finitamente genera-
do tiene un cociente con zoclo infinito y radical de Jacobson cero.

LEMA 6.15. Si R es un anillo conmutativo, teniendo zoclo esen-
cial, simple, y teniendo la condición de la cadena ascendente so-
bre anuladores de elementos únicos, entonces R tiene in ideal T -
nilpotente máximo.

DEMOSTRACIÓN. Sea S = sR el zoclo de R y sea M = annr(s).
Sea {m1,m2, . . . ,mn, . . . } una colección de elementos en M . Por
la condición de la cadena ascendente sobre anuladores, existe un
entero N con annr(m1 · · ·mN) = annr(m1 · · ·mN+1). Esto dice que
annr(mN+1) ∩ (m1 · · ·mN)R = 0. Pero, puesto que S es esencial,
cualesquiera dos ideales en R tienen intersección no cero. Además,
mN+1S = 0, de modo que annr(mN+1) 6= 0, de modo quem1 · · ·mn =
0. �

TEOREMA 6.17. Un anillo conmutativo R es neteriano si y solo si
cada cociente es Goldie.

DEMOSTRACIÓN. Mostramos que si R es un anillo Goldie com-
pletamente conmutativo, entonces RR es un módulo máx. Sea A
cualquier ideal de R, y sea 0 6= x ∈ A. Sea B un ideal, máximo
con respecto a excluir a x. Entonces, como es fácilmente mostrado,
el anillo R/B tiene zoclo esencial, simple generado por x + B. Ade-
más, A+B/B es un módulo no cero sobre R/B. Por el lema anterior,
R/B tiene un ideal T -nilpotente máximo y, cada módulo sobre R/B
tiene un submódulo máximo, de modo que A + B/B también. Este
corresponde al submódulo máximo M de A + B conteniendo a B.
Entonces M 6⊃ A, de modo que M ∩A es un submódulo máximo de
A.

Ahora, si A es un ideal no finitamente generado en R, A es un un
módulo máx, de modo que, por el Teorema de Shock, A tendría un
cociente con zoclo infinito, contradiciendo la hipótesis Goldie. �
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TEOREMA 6.18. Un CSI-anillo derecho es neteriano derecho ba-
jo cualesquiera de las siguientes condiciones:

1. R es conmutativo.
2. R tiene solo finitamente muchos módulos simples hasta iso-

morfismo, por ejemplo R es semilocal.
3. R satisface la CCA sobre ideales derechos colocales.
4. R o R/J(R) es Kasch derecho.
5. R/J(R) es regular von Neumann, por ejemplo R es continuo

derecho.
6. La cápsula inyectiva de cualquier R-módulo derecho semi-

simple numerablemente generado es Σ-inyectiva.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del Teorema 6.7(4) que si R es un
CSI-anillo derecho entonces R/I es Goldie derecho para cualquier
ideal I de R. Por el Teorema 6.17 un anillo conmutativo R es ne-
teriano si R/I es un anillo Goldie para cualquier ideal I de R. Esto
demuestra (1).

Notar que (2) se sigue fácilmente de un resultado de Kurshan que
dice un anillo R es neteriano derecho si y solo si cada suma directa
numerable de cápsulas inyectivas de R-módulos simples derechos
es inyectiva.

Ahora demostraremos (5). Por el Lema 6.5, se sigue que un CSI
anillo derecho es q.f.d. derecho. Ahora suponer que R/J(R) es re-
gular von Neumann. Puesto que un anillo regular von Neumann con
dimensión Goldie finita es artiniano semisimple, tenemos que un
CSI anillo derecho R tal que R/J(R) es regular von Neumann debe
ser semilocal y de aquí el resultado se sigue de (2).

Las otras partes son fáciles de demostrar. �
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