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� A CONACYT, por la beca que me dió para poder realizar mis estudios de maestŕıa.
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Introducción

El álgebra C∗ generada por las proyecciones de Bergman de un dominio múltiplemente conexo

G con una frontera suave ∂G y por coeficientes continuos a trozos que tienen ĺımites en un

lado en los puntos de la unión finita de curvas que intersecan a ∂G en puntos distintos fue

investigada en [20]. Una generalización de este trabajo a coeficientes continuos a trozos que

admiten más de dos ĺımites en un lado en los puntos de ∂G fue elaborada en [12]. El álgebra

C∗ generada por la proyección armónica de Bergman sobre el disco unitario, por operadores

de multiplicación por funciones constantes a trozos, y por todos los operadores compactos

fue estudiada en [13]. Las álgebras C∗ generadas por las proyecciones de Bergman y anti-

Bergman (también por n proyecciones poli-Bergman y m proyecciones anti-poli-Bergman)

con coeficientes continuos a trozos que admiten un número finito de ĺımites de un lado en

los puntos de ∂G fueron estudiadas en los art́ıculos [8], [9], [10]. En todos esos art́ıculos se

asumió que la frontera de un dominio G era suficientemente suave.

En este trabajo, las álgebras C∗ de operadores del tipo de Bergman son estudiadas por

primera vez en dominios con fronteras no suaves que admiten ángulos, estudiamos las álgebras

C∗

Cm = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈ C(L)}

generadas por los operadores de multiplicación por funciones constantes a trozos a con dis-

continuidades en un sistema L de rayos que comienzan en el origen (a ∈ C(L)) y por las

proyecciones de Bergman y anti-Bergman que actúan sobre el espacio de Lebesgue L2(Km)

sobre los sectores abiertos

Km = {z = reiθ : r > 0, θ ∈ (0, π/m)}, (m = 1, 2, ...).

También estudiamos las álgebras C∗

Am = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈ PC(L)}

generadas por los operadores de multiplicación por funciones continuas a trozos a con dis-

continuidades en un sistema L de rayos que comienzan en el origen (a ∈ PC(L)) y por las
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proyecciones de Bergman y anti-Bergman que actúan sobre el espacio de Lebesgue L2(Km)

sobre los sectores abiertos Km. Aplicando representaciones de las proyecciones de Bergman

y anti-Bergman por medio de un operador de rotación y operadores integrales singulares

bidimensionales con coeficientes que admiten discontinuidades homogéneas, su subsecuente

reducción a operadores en el espacio L2(T) basados en resultados de [18] y [7], y modificando

un cálculo simbólico de [8] para álgebras C∗ con unidad generadas por n proyecciones orto-

gonales cuya suma da la unidad y por r proyecciones ortogonales unidimensionales, primero

construimos un cálculo simbólico para el álgebra C∗ Cm y establecemos un criterio de inver-

tibilidad para los operadores A ∈ Cm en términos de sus śımbolos, después, haciendo uso de

los resultados obtenidos para el álgebra C∗ Cm, construimos un cálculo simbólico de Fred-

holm para el álgebra C∗ Am y establecemos una propiedad de Fredholm para los operadores

A ∈ Am.

Éste trabajo de tesis está organizado de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 1, se exponen de manera breve lo que son las álgebras, las subálgebras,

ideales y homomorfismos; se define lo que son los operadores compactos y algunos teoremas

importantes relacionados a ellos; también se define lo que es un álgebra C∗ y se dan algunas

propiedades en relación a ellas; también se desarrolla un poco de teoŕıa de espacios de Hilbert.

Todo esto con el propósito de que éste caṕıtulo sirva como base para entender los conceptos

que se abordan durante todo el trabajo.

En el caṕıtulo 2 se presentan los resultados que fueron base para mi estudio con respecto

a álgebras de operadores del tipo de Bergman sobre el semiplano superior complejo. En

éste Caṕıtulo, destaca la elaboración de un esquema para construir un cálculo simbólico del

álgebra C∗ A = {aI,BΠ, B̃Π : a ∈ PC(L)} y se establece un criterio de Fredholm para los

operadores de ésta álgebra C∗ en términos de sus śımbolos.

En el caṕıtulo 3 se expone la descomposición de Plamenevski para la transformada de

Fourier bidimensional y se da su aplicación a operadores de tipo convolución con datos

homogéneos, se consideran propiedades de las proyecciones de Bergman y anti-Bergman

y se define el álgebra C∗ Cm. Se construye un cálculo simbólico para el álgebra C∗ con

unidad abstracta, A, generada por n proyecciones ortogonales cuya suma es igual a la unidad

y por r proyecciones ortogonales unidimensionales, lo cual nos proporciona un esquema a

seguir para establecer un isomorfismo de álgebras C∗ entre el álgebra C∗ A y un álgebra

C∗ de matrices finitas. Este resultado fue obtenido por una modificación producida en el

esquema en [8, Theorem 8.1], donde excluimos la condición de ortogonalidad por pares de las

proyecciones Pk, esto debido a que los operadores generados a partir de las proyecciones de

Bergman en el sector Km resultaron no ser ortogonales, en contraste con lo que ocurrió con
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los operadores generados por las proyecciones de Bergman y anti-Bergman en el semiplano

superior. Finalmente se da un cálculo simbólico para el álgebra C∗ Cm y se establece un

criterio de invertibilidad para los operadores A ∈ Cm. Se deduce que los śımbolos de los

operadores y los criterios de invertibilidad dependen esencialmente del ángulo π/m del sector

Km. Con los resultados obtenidos en éste Caṕıtulo, se desarrolló el art́ıculo [5], el cual ya fue

enviado para su publicación. El álgebra C∗ estudiada en este art́ıculo (misma que se estudió

en éste Caṕıtulo) es un modelo local para el estudio de álgebras C∗ de operadores del tipo

de Bergman con coeficientes continuos a trozos sobre dominios con fronteras suaves a trozos.

En el caṕıtulo 4, se define el álgebra C∗ Am y se prueba que el ideal K de todos los opera-

dores compactos en L2(Km) está contenido en el álgebra C∗ Am. Se aplica el principio local

de Allan-Douglas al álgebra C∗ cociente Am/K, reduciendo el estudio a álgebras C∗ locales

(Am)πz asociadas con los puntos z ∈ K̇m. Finalmente, aplicando los resultados obtenidos en

el Caṕıtulo 3, se da un cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra C∗ Am y un criterio

de Fredholm para los operadores A ∈ Am.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Durante el desarrollo del presente trabajo se estarán estudiando álgebras C∗, es por eso que

comenzamos dando un repaso sobre lo que son las Álgebras para después definir las álgebras

C∗ y sus propiedades más importantes. Además, en éste caṕıtulo mencionaremos algunos

conceptos y resultados referentes a espacios de Hilbert y teoŕıa de operadores. Para conocer

aún más sobre los diferentes temas abordados en éste Caṕıtulo, se recomienda revisar [4],

[11], [15] y [16].

1.1 Álgebras y subálgebras

Definición 1.1.1. Sea A un C-espacio vectorial .

1. Decimos que A es un álgebra si existe un mapeo bilineal llamado producto

A× A→ A, (a, b) 7→ ab,

tal que a(bc) = (ab)c para a, b, c ∈ A.

2. Una subálgebra de A es un subespacio vectorial B tal que:

b, b′ ∈ B⇒ bb′ ∈ B,

en donde la multiplicación está dada por la restricción de la multiplicación en A. Con

esto, B también es un álgebra.

Si A admite una unidad 1, es decir, a1 = 1a = a para todo a ∈ A, decimos que A es una

álgebra con unidad. Si A tiene unidad y x ∈ A tiene un inverso con respecto al producto,

entonces x es un elemento invertible de A. Si el producto es una operación conmutativa,

entonces se dice que A es un álgebra conmutativa.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.1.2. Una norma en A, es una función ‖ · ‖ : A → R, que cumple para todo

a, b ∈ A y α ∈ C, las siguientes condiciones:

(i) ‖a‖ ≥ 0,

(ii) ‖a‖ > 0 si x 6= 0,

(iii) ‖αa‖ = |α|‖a‖,

(iv) ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖.

Entonces se dice que A es un espacio normado.

Definición 1.1.3. Se dice que A es un álgebra normada si existe una norma definida en A

la cual cumple ser submultiplicativa, es decir, para toda a, b ∈ A : ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖.

Si A es un álgebra con unidad y admite una norma la cual cumple ‖1|‖ = 1, entonces

decimos que A es un álgebra normada con unidad.

Todo espacio normado puede considerarse como espacio métrico, lo cual es inmediato de

la siguiente proposición.

Proposición 1.1.1. Si ‖ · ‖ : A → R es una norma sobre un espacio vectorial A, entonces

la función d : A× A→ R, definida por

d(a, b) = ‖a− b‖

para toda a, b ∈ A, es una métrica.

La métrica d de la Proposición 1.1.1 es la métrica generada por la norma ‖ · ‖. Aśı, como

se hab́ıa mencionado, todo espacio normado es un tipo especial de espacio métrico, la cual

a su vez induce una topoloǵıa, por lo tanto, la estructura topológica del espacio normado,

siempre se entenderá como la topoloǵıa inducida por la métrica generada por la norma. Ésta

topoloǵıa es llamada la topoloǵıa norma.

Si A es un álgebra normada, entonces de la desigualdad

‖ab− a′b′‖ ≤ ‖a‖‖b− b′‖+ ‖a− a′‖‖b′‖

se obtiene que la operación multiplicación (a, b)→ ab es continua.

Si (A, ‖·‖) es un espacio normado, tenemos que para toda a, b ∈ A :
∣∣‖a‖−‖b‖∣∣ ≤ ‖a−b‖.

Entonces, la norma ‖ · ‖ : A→ R es una función continua con respecto a la topoloǵıa norma

de A. Entonces, una norma preserva convergencia: Si an → a en la topoloǵıa norma de A,

entonces ‖an‖ → ‖a‖ en R; y también preserva sucesiones de Cauchy: si {an} es una sucesión

de Cauchy en A con respecto a la métrica generada por la norma en A, entonces {‖an‖} es

una sucesión de Cauchy en R.
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Definición 1.1.4. Un espacio de Banach es un espacio normado completo, con respecto a

la topoloǵıa norma.

Una álgebra normada es llamada Álgebra de Banach si la métrica que induce su norma

es completa y la norma es submultiplicativa. Si se trata de una álgebra normada completa

con unidad, se llama Álgebra de Banach con unidad.

Una subálgebra de una álgebra normada también es una álgebra normada con la norma

dada por la restricción. La cerradura de una subálgebra es una subálgebra. Una subálgebra

cerrada de una álgebra de Banach es una álgebra de Banach.

Ejemplo 1.1.1. Se tienen diferentes ejemplos de álgebras:

1. Si S es un conjunto, el conjunto l∞(S) de las funciones complejas acotadas en S, es

una álgebra de Banach con unidad, donde las operaciones se definen puntualmente de

manera usual y la norma es la norma del supremo.

2. Si Ω es un espacio topológico, el conjunto Cb(Ω) de las funciones complejas continuas

acotadas sobre Ω es una subálgebra cerrada de l∞(Ω). Entonces Cb(Ω) es una álgebra

de Banach con unidad.

Si Ω es compacto, C(Ω), el conjunto de las funciones continuas de Ω a C, es igual a

Cb(Ω).

3. Si Ω es un espacio Hausdorff localmente compacto, decimos que una función continua

f de Ω a C se desvanece en el infinito, si para cada número positivo ε el conjunto

{ω ∈ Ω : |f(ω)| ≥ ε} es compacto. Denotamos al conjunto de tales funciones por

C0(Ω). Este conjunto resulta ser una subálgebra cerrada de Cb(Ω), y por lo tanto, un

álgebra de Banach. Es álgebra de Banach con unidad si y sólo si Ω es compacto, y en

este caso C0(Ω) = C(Ω).

El espacio C0(Ω) se usa constantemente en la teoŕıa de las álgebras C∗.

4. Si (Ω, µ) es un espacio de medida, el conjunto L∞(Ω, µ), de (clases de) funciones

complejas medibles esencialmente acotadas en Ω es una álgebra de Banach con unidad

con las operaciones usuales y la norma del supremo esencial.

5. Sea Ω un espacio medible y B∞(Ω) que denota al conjunto de las funciones complejas

medibles acotadas en Ω. Entonces B∞(Ω) es una subálgebra cerrada de L∞(Ω), también

es una álgebra de Banach con unidad.
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6. El conjunto A de las funciones continuas sobre el disco unitario cerrado D en el plano,

las cuales son anaĺıticas en el interior de D es una subálgebra cerrada de C(D), entonces

A es una álgebra de Banach con unidad, llamada Álgebra del disco.

Aunque hasta ahora sólo hemos dado ejemplos de álgebras conmutativas (con el pro-

ducto), en general, las álgebras no son conmutativas.

Ejemplo 1.1.2. El álgebra Mn(C) de las matrices de n×n con entradas en C es identificada

con B(Cn), el conjunto de las transformaciones lineales acotadas de Cn en Cn , es un

álgebra de Banach con unidad. Las matrices triangulares superiores forman una subálgebra

de B(Cn).

Si (Bλ)λ∈Λ es una familia de subálgebras de una álgebra A, entonces
⋂
λ∈ΛBλ es una

subálgebra. Entonces, para cualquier subconjunto S de A, existe una subálgebra más pequeña

B de A que contiene a S, a saber, la intersección de todas las subálgebras que contienen a

S. Esta álgebra es llamada la subálgebra de A generada por S. Si S es el conjunto singular

{a}, entonces B es el envolvente lineal de todas las potencias an (n=1,2,...) de a. Si A es un

álgebra normada, el álgebra cerrada C generada por un conjunto S es la subálgebra cerrada

más pequeña que contiene a S. Es claro que C = B, donde B es la subálgebra generada por

el conjunto S.

1.1.1 Ideales

Definición 1.1.5. Un ideal izquierdo (respectivamente, ideal derecho) en un álgebra A es

un subespacio vectorial I de A tal que

a ∈ A y b ∈ I ⇒ ab ∈ I (respectivamente ba ∈ I).

Un ideal bilátero I en A es un subespacio vectorial que es simultáneamente ideal izquierdo

y derecho en A. Obviamente, {0} y A son ideales en A, llamados los ideales triviales. Un

ideal maximal en A es un ideal propio que no está contenido en ningún otro ideal propio de

A. Maximal izquierdo y derecho son definidos similarmente.

Decimos que un ideal I es modular si existe un elemento u ∈ A tal que a− au y a− ua

están en I para todo a ∈ A. Del Lema de Zorn se concluye que todo ideal modular está

contenido en un ideal maximal.

Si I es un ideal de A, entonces A/I es un álgebra con la multiplicación dada por

(a+ I)(b+ I) = ab+ I.
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Si I es modular, entonces A/I es con unidad, pues el u resultaŕıa ser la unidad. El

rećıproco también válido. Si A es con unidad, entonces todos sus ideales resultan ser modu-

lares, y entonces, A tiene ideales maximales.

Si (Iλ)λ∈Λ es una familia de ideales de un álgebra A, entonces
⋂
λ∈Λ Iλ es un ideal de A.

Entonces, si S ⊂ A, existe I el ideal más pequeño de A que contiene a S, al cual llamaremos

el ideal generado por S. Si A es un álgebra normada, entonces la cerradura de un ideal es

un ideal. El ideal cerrado J generado por S es el ideal cerrado más pequeño que contiene a

S. Notemos que ese ideal es la cerradura del ideal más pequeño generado por S.

Teorema 1.1.1. [15, Theorem 1.1.1] Si I es un ideal cerrado en un álgebra normada A,

entonces A/I es un álgebra normada cuando la consideramos con la norma cociente

‖a+ I‖ = inf
b∈I
‖a+ b‖.

1.1.2 Homomorfismos de álgebras

Definición 1.1.6. Un homomorfismo de un álgebra A a un álgebra B es una transformación

lineal φ : A→ B tal que

φ(ab) = φ(a)φ(b)

para todo a, b ∈ A.

Si φ es un homomorfismo de álgebras, su kernel, denotado ker(φ), es un ideal en A y su

imagen, φ(A), es una subálgebra de B. Decimos que φ es un homomorfismo con unidad si A

y B tienen unidad y además φ(1) = 1.

Si I es un ideal, entonces la transformación cociente π : A→ A/I es un homomorfismo.

Si φ y ψ son homomorfismos continuos de un álgebra normada A a un álgebra normada

B, entonces φ = ψ si φ y ψ son iguales sobre un conjunto que genera a A como álgebra

normada.

1.1.3 Espectro

Sea C(z) el álgebra de todos los polinomios en la indeterminada z con coeficientes complejos.

Si a es un elemento de un álgebra con unidad A y P ∈ C(z) es el polinomio P (z) = λ0 +

λ1z+ · · ·+λnz
n, entonces P (a) = λ0 +λ1a+ · · ·+λna

n. Aśı, el mapeo C(z)→ A, P 7→ P (a)

es un homomorfismo con unidad.

Decimos que a ∈ A es invertible si existe un elemento b ∈ A tal que ab = ba = 1. En este

caso, b es único y se denota como a−1. Tenemos que el conjunto

A−1 = {a ∈ A : a es invertible}
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resulta ser un grupo bajo la multiplicación.

Se define el espectro de un elemento a ∈ A como el conjunto

σ(a) = σA(a) = {λ ∈ C|λ1− a 6∈ A−1}.

Nota: De aqúı en adelante, se va a escribir λ1 sólo como λ.

Ejemplo 1.1.3. Se dan algunos ejemplos de espectros:

1. Sea A = C(Ω), donde Ω es un espacio compacto Hausdorff. Entonces σ(f) = f(Ω)

para toda f ∈ A.

2. Sea A = l∞(S), donde S es un conjunto no vaćıo. Entonces σ(f) = f(S) (la cerradura

en C) para toda f ∈ A.

3. Sea A el álgebra de las matrices triangulares superiores de n× n. Si a ∈ A, digamos

a =


λ11 λ12 · · · λ1n

0 λ22 · · · λ2n

...
...

. . .
...

0 . . . 0 λnn

 ,

tenemos que σ(a) = {λ11, λ22, · · · , λnn}.

En general, si A = Mn(C) y a ∈ A, entonces σ(a) es el conjunto de eigenvalores de a.

1.2 Álgebras C∗

Para poder definir las Álgebras C∗, definiremos unos conceptos más que son necesarios.

Definición 1.2.1. Sea A es un álgebra, una involución es una función a 7→ a∗ sobre A, la

cual satisface:

1. a∗∗ = a para a ∈ A,

2. (αa+ βb)∗ = αa∗ + βb∗ para a, b ∈ A y α, β ∈ C,

3. (ab)∗ = b∗a∗ para todo a, b ∈ A.

La pareja (A, ∗) es llamada un álgebra involutiva o un álgebra-∗.
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Si S es un subconjunto de A, entonces definimos el conjunto S∗ = {a∗|a ∈ S}. Si

S = S∗, entonces decimos que S es autoadjunto. Una subálgebra autoadjunta B de A es una

subálgebra-∗ de A y es un álgebra-∗ cuando la dotamos con la involución obtenida por la

restricción. Como la intersección de una familia de subálgebras-∗ de A es una subálgebra-∗,

existe para todo subconjunto S de A la mı́nima álgebra-∗ B de A que contiene a S, llamada

el álgebra-∗ generada por S.

Si I es un ideal autoadjunto de A, entonces el álgebra cociente A/I es un álgebra-∗ con

la involución dada por (a+ I)∗ = a∗ + I para toda a ∈ A.

Un elemento a ∈ A es autoadjunto o hermitiano si a∗ = a. Para cada a ∈ A existen únicos

elementos hermitianos b, c ∈ A tales que a = b+ ic, a saber, b = 1
2 (a+ a∗) y c = 1

2i (a− a
∗).

Los elementos a∗a y aa∗ son hermitianos.

Decimos que a es normal si a∗a = aa∗. En este caso el álgebra-∗ generada es conmutativa

y de hecho es el generado lineal de todos los am(a∗)n, donde m,n ∈ N y n+m > 0.

Otro de los elementos importantes en nuestro trabajo son las proyecciones. Decimos que

un elemento p es una proyección si p = p∗ = p2.

Si A tiene unidad, entonces 1∗ = 1. Si a ∈ Inv(A), entonces (a∗)−1 = (a−1)∗. Además,

para toda a ∈ A,

σ(a∗) = σ(a)∗ = {λ ∈ C|λ ∈ σ(a)}.

Un elemento u ∈ A es unitario si u∗u = uu∗ = 1. Si u∗u = 1, entonces u es una isometŕıa,

y si uu∗ = 1, entonces u es una co-isometŕıa.

Definición 1.2.2. Si φ : A → B es un homomorfismo de álgebras-∗ A y B que preserva la

involución, es decir, φ(a∗) = (φ(a))∗, entonces φ es un homomorfismo-∗. Si además φ es

una biyección, se dice que es un isomorfismo-∗.

Si φ : A → B es un homomorfismo-∗, entonces ker(φ) es un ideal autoadjunto en A y

φ(A) es una subálgebra-∗ de B.

Un automorfismo de un álgebra-∗ A es un isomorfismo-∗ φ : A→ A. Si A tiene unidad y

u es un elemento unitario en A, entonces

Ad u : A→ A, a 7→ uau∗,

es un automorfismo de A. Tales automorfismos son llamados internos. Decimos que los

elementos a, b ∈ A son unitariamente equivalentes si existe un elemento unitario u en A

tal que b = uau∗. Como los elementos unitarios forman un grupo, esta es una relación de

equivalencia sobre A. Notemos que σ(a) = σ(b), si a y b son unitariamente equivalentes.
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Definición 1.2.3. Un álgebra-∗ de Banach es un álgebra-∗ A junto con una norma submul-

tiplicativa completa, tal que ||a∗|| = ||a|| para toda a ∈ A. Si, además, A tiene una unidad

tal que ||1|| = 1, llamamos a A un álgebra-∗ de Banach con unidad.

Definición 1.2.4. Un álgebra C∗ es un álgebra-∗ de Banach, tal que

‖aa∗‖ = ‖a‖2, ∀a ∈ A.

Una subálgebra-∗ de un álgebra C∗ es también un álgebra C∗, entonces llamaremos a

una subálgebra-∗ de un álgebra C∗ una subálgebra C∗.

Si un álgebra C∗ tiene una unidad 1, entonces automáticamente ‖1‖ = 1, porque ‖1‖ =

‖1∗1‖ = ‖1‖2. Similarmente, si p es una proyección no cero, entonces ‖p‖ = 1.

Si u es un elemento unitario de A, entonces ‖u‖ = 1, porque ‖u‖2 = ‖u∗u‖ = ‖1‖ = 1.

Aqúı, σ(u) ⊂ T (donde T es el ćırculo unitario), pero si λ ∈ σ(u), entonces λ−1 ∈ σ(u−1) =

σ(u∗), entonces |λ| y |λ−1| ≤ 1; es decir, |λ| = 1.

Ejemplo 1.2.1. Para entrar en materia, daremos algunos ejemplos de álgebras C∗:

1. El campo escalar C es un álgebra C∗ con unidad, con involución dada por la conjugación

compleja λ 7→ λ.

2. Si Ω es un espacio Hausdorff localmente compacto, entonces C0(Ω) es un álgebra C∗

con involución f 7→ f .

Similarmente, todos los conjuntos siguientes sabemos que son álgebras, pero resultan

ser álgebras C∗ con la involución dada por f 7→ f :

(a) l∞(S) donde S es un conjunto;

(b) L∞(Ω, µ) donde (Ω, µ) es un espacio de medida;

(c) Cb(Ω) donde Ω es un espacio topológico;

(d) B∞(Ω) donde Ω es un espacio medible.

3. Si (Aλ)λ∈Λ es una familia de álgebras C∗, entonces la suma directa
⊕
λ∈Λ

Aλ es un

álgebra C∗ con la involución definida puntualmente.

4. Si Ω es un conjunto no vaćıo y A es un álgebra C∗, entonces l∞(Ω,A) es un álgebra

C∗ con la involución definida puntualmente.

Es conocido que para cualquier álgebra-∗, existe a lo más una norma que la vuelve un

álgebra C∗. Una condición necesaria para que un álgebra de Banach sea un álgebra C∗ se

exhibe en el siguiente resultado:
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Teorema 1.2.1. [15, Lemma 2.1.3] Sea A un álgebra de Banach dotada con una involución

tal que ‖a‖2 ≤ ‖a∗a‖ para toda a ∈ A, entonces A es un álgebra C∗.

Algunas propiedades que se cumplen en las álgebras-∗ de Banach son las siguientes:

Teorema 1.2.2. [15, Theorem 2.1.7] Un homomorfismo-∗ φ : A → B de un álgebra-∗ de

Banach A a un álgebra C∗ B es necesariamente de norma decreciente.

Teorema 1.2.3. [15, Theorem 2.1.8] Si a es un elemento hermitiano de un álgebra C∗ A,

entonces σ(a) ⊂ R.

Teorema 1.2.4. [15, Theorem 2.1.11] Sea B una subálgebra C∗ de un álgebra C∗ con unidad

A que contiene a la unidad de A, entonces σB(b) = σA(b) para todo b ∈ B.

1.3 Espacios de Hilbert

Dado que el tema principal de este trabajo se desarrolla sobre espacios de Hilbert, en esta

sección se comienza definiendo lo que es un espacio pre-Hilbert, para que posteriormente se

defina lo que se entiende por un espacio de Hilbert.

1.3.1 Espacios de Hilbert

Definición 1.3.1. Un espacio vectorial V será llamado espacio pre-Hilbert si existe una

función (·, ·) : V× V→ C, que satisface las siguientes condiciones:

1. (x, x) ≥ 0; (x, x) = 0 si y sólo si x = 0;

2. (x, y) = (y, x);

3. (λx, y) = λ(x, y);

4. (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y).

La función (x, y) es llamada el producto interno de los elementos x y y. También se les

conoce como espacios con producto interno.

Podemos introducir una norma en un espacio pre-Hilbert, por medio de: ||x|| =
√

(x, x).

Entonces todos los axiomas de norma se satisfacen.

Definición 1.3.2. Un espacio de Hilbert H es un espacio pre-Hilbert el cual es completo

respecto a la norma ||x|| =
√

(x, x).
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Teorema 1.3.1. [16, Prop. II, pág. 84] Todo espacio pre-Hilbert puede ser completado a

un espacio de Hilbert.

Teorema 1.3.2. [16, Prop. III, pág. 85] Todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert

es también un espacio de Hilbert.

1.3.2 Ortogonalidad

Dos vectores en un espacio pre-Hilbert V se dicen ortogonales si su producto interno es

cero, y se denota por x⊥y. Dos conjuntos en el espacio pre-Hilbert V se dicen mutuamente

ortogonales si todo vector de un conjunto es ortogonal a cada uno de los vectores en el otro

conjunto. La ortogonalidad de dos conjuntos S1, S2 ⊂ V es denotada por S1⊥S2.

El conjunto de vectores los cuales son ortogonales a algún conjunto S ⊂ V, es un subes-

pacio cerrado de V. Este subespacio es llamado el complemento ortogonal de S en V y es

denotado por S⊥.

Teorema 1.3.3. [16, Prop. II, pág. 86] Si M es un subespacio cerrado en un espacio de

Hilbert H y x es un vector arbitrario en H, entonces M contiene un único vector x′ tal que

(x− x′)⊥M .

El vector x′ ∈M para el cual (x− x′)⊥M es llamado la proyección del vector x sobre el

subespacio M .

Nota: Este teorema puede reformularse aśı: Si M es un subespacio cerrado en un espacio

de Hilbert H, entonces todo vector x ∈ H puede ser únicamente representado en la forma

x = x1 + x2, donde x1 ∈M, x2 ∈M⊥.

Esto nos arroja una caracterización de los subespacios densos en los espacios de Hilbert.

Teorema 1.3.4. [16, Prop. IV, pág. 88] Un subespacio M es denso en H si y sólo si H no

contiene vectores no cero los cuales son ortogonales a M .

1.3.3 Sistemas ortogonales de vectores

Definición 1.3.3. Un conjunto de vectores en un espacio de Hilbert es llamado un sistema

ortogonal si cualesquiera dos vectores distintos de este conjunto son ortogonales. Si además,

todos los elementos del sistema ortogonal tienen norma uno, entonces se dice que el sistema

es ortonormal.

Teorema 1.3.5. [16, Prop. I, pág. 90] Si x1, x2, · · · , xn es un sistema ortogonal, entonces

‖x1 + x2 + · · ·+ xn‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 + · · ·+ ‖xn‖2.
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Teorema 1.3.6. [16, Prop. II, pág. 90] Si {xn} es un sistema ortogonal numerable, entonces

la serie x1 + x2 + x3 + · · · converge si y sólo si la serie ‖x1‖2 + ‖x2‖2 + ‖x3‖2 · · · converge.

Todo vector no cero se puede normalizar simplemente dividiéndolo por su norma.

Recordemos que si e es un elemento de un sistema ortonormal, entonces su producto

interno α = (x, e) es llamado el coeficiente de Fourier del vector x respecto al elemento e.

Teorema 1.3.7. [16, Prop. III, pág. 91] Si e1, e2, · · · , en son vectores de un sistema ortonor-

mal y αk = (x, ek), k = 1, 2, ..., n, son los correspondientes coeficientes de Fourier, entonces
n∑
k=1

|αk|2 ≤ ‖x‖2.

Teorema 1.3.8. [16, Prop. IV, pág. 91] Todo vector x tiene a lo más una cantidad nume-

rable de coeficientes de Fourier no cero con respecto a un sistema ortonormal fijo.

Teorema 1.3.9. [16, Prop. V, pág. 90] Si e1, e2, e3, · · · , es un sistema ortonormal nume-

rable en H y αk = (x, ek), k = 1, 2, 3, ..., son los correspondientes coeficientes de Fourier del

vector x ∈ H, entonces la serie

∞∑
k=1

αkek converge en H y x−
∞∑
k=1

αkek es un vector el cual

es ortogonal a todos los vectores e1, e2, e3, · · · .

Un sistema ortogonal se dice completo si no existe un vector no cero el cual sea ortogonal

a todos los vectores de este sistema. En otras palabras, la completez de un sistema significa

que este sistema no pude ser aumentado a un sistema ortonormal más extenso adjuntando

nuevos elementos.

A continuación damos una caracterización de los sistemas ortonormales completos:

Teorema 1.3.10. [16, Prop. VI, pág. 92] Un sistema ortonormal es completo si y sólo su

subespacio envolvente es denso en H.

El siguiente resultado es muy importante en la teoŕıa de los espacios de Hilbert:

Teorema 1.3.11. [16, Prop. VII, pág. 92] Todo espacio no cero de Hilbert contiene un

sistema ortonormal completo.

Finalizamos esta Subsección con un teorema sobre espacios isométricos:

Teorema 1.3.12. [16, Prop. XI, pág. 94] Dos espacios de Hilbert son isométricos si y sólo

si tienen la misma dimensión.

1.3.4 Sumas ortogonales de subespacios

Sea Λ un conjunto de ı́ndices y supongamos que los Mλ, con λ ∈ Λ, son subespacios cerrados

mutuamente ortogonales en el espacio de Hilbert H. El mı́nimo subespacio cerrado que
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contiene a todos los Mλ es llamado la suma ortogonal de los subespacios Mλ y es denotado

por
⊕
λ∈Λ

Mλ.

Si Λ es un conjunto finito, digamos {1, 2, ..., n}, o un conjunto numerable (el cual podemos

identificar con N), entonces también usamos la notación

M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn

y

M1 ⊕M2 ⊕M3 ⊕ · · ·

respectivamente.

Ahora veamos la forma que tienen los vectores que conforman esos subespacios.

Teorema 1.3.13. [16, Prop. I, pág. 95] La suma ortogonal M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn de

un número finito de subespacios es el conjunto de todos los vectores

x = x1 + x2 + · · ·+ xn, xk ∈Mk.

Un resultado análogo se obtiene para una suma numerable de subespacios. Además un

resultado más general se desprende en esta subsección:

Teorema 1.3.14. [16, Prop. III, pág. 96] La suma ortogonal M =
⊕
λ∈Λ

Mλ, donde Λ es un

conjunto arbitrario, es el conjunto,

M = {x | x : Λ→Mλ, x(λ) = xλ}

donde:

1. xλ ∈Mλ;

2. xλ 6= 0 para una cantidad finita o numerable de ı́ndices λ;

3. Si x ∈M , entonces ‖x‖2M =
∑
λ∈Λ

‖xλ‖2Mλ
converge.

1.4 Operadores compactos, de Fredholm y ĺımite fuerte

Uno de los tipos de operadores más fáciles de analizar, son los operadores compactos, esto

debido a que se comportan como operadores sobre espacios vectoriales de dimensión finita.

Definición 1.4.1. Una transformación lineal T : X → Y entre espacios de Banach X y Y

es compacta si T (S) es relativamente compacto en Y , donde S es la bola unitaria cerrada de

X. Equivalentemente, T (S) es totalmente acotada.
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Definición 1.4.2. Si X y Y son espacios de Banach, denotamos por B(X,Y ) el espacio

vectorial de todas las transformaciones lineales acotadas de X a Y ; además es un espacio de

Banach cuando lo dotamos con la función norma. A los elementos de B(X,Y ) les llamaremos

operadores. El conjunto de todos los operadores compactos de X a Y lo denotamos por

K(X,Y ).

Teorema 1.4.1. [15, Theorem 1.4.1] Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X,Y ),

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es compacto;

2. para cada conjunto acotado S en X, el conjunto T (S) es relativamente compacto en Y ;

3. para cada sucesión acotada (xn) en X, la sucesión (T (xn)) admite una subsucesión que

converge en Y .

De esto se sigue fácilmente que K(X,Y ) es un subespacio vectorial de B(X,Y ). También,

si f : X ′ → X, g : X → Y y h : Y → Y ′ son transformaciones lineales acotadas entre espacios

de Banach y g es compacto, entonces hg y gf (operación composición) son compactos.

Entonces K(X) = K(X,X) es un ideal en B(X) = B(X,X).

El siguiente resultado nos da una condición necesaria y suficiente para que todas las

transformaciones lineales acotadas sean compactas:

Teorema 1.4.2. [15, Theorem 1.4.2] Si X es un espacio de Banach, entonces K(X) = B(X)

si y sólo si X es de dimensión finita.

Una propiedad muy importante del espacio de las transformaciones compactas es el si-

guiente.

Teorema 1.4.3. [15, Theorem 1.4.3] Si X y Y son espacios de Banach, entonces K(X,Y )

es un subespacio vectorial cerrado de B(X,Y ).

En este trabajo, cuando tomemos un operador T en un espacio de Hilbert H, estaremos

considerando que T ∈ B(H).

Definición 1.4.3. Si H es un espacio de Hilbert, entonces un operador T ∈ B(H) es un

operador de rango finito si la dimensión del rango de T es finito. Con F (H) denotaremos al

conjunto de los operadores de rango finito.

Proposición 1.4.1. [4, Proposition 5.6] Si H es un espacio de Hilbert, entonces F (H) es

el ideal bilátero minimal en B(H).
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El siguiente resultado caracteriza a los operadores compactos sobre un espacio de Hilbert,

pero cabe mencionar que no caracteriza a los operadores compactos sobre un espacio de

Banach.

Lema 1.4.1. [4, Corollary 5.10] Si H es un espacio de Hilbert de dimensión infinita y T es

un operador en H, entonces T es compacto si y sólo si el rango de T no contiene subespacios

cerrados de dimensión infinita.

Teorema 1.4.4. [4, Theorem 5.9] Si H es un espacio de Hilbert de dimensión infinita,

entonces K(H) es la cerradura en norma de F (H).

Corolario 1.4.1. [4, Corollary 5.11] Si H es un espacio de Hilbert de dimensión infinita,

entonces K(H) es un ideal bilátero cerrado minimal de B(H).

Definición 1.4.4. Si H es un espacio de Hilbert, entonces T ∈ B(H) es un operador de

Fredholm si el rango de T es cerrado y la dimensión del kernel de T y del kernel de T ∗ es

finita.

Definición 1.4.5. Si H es un espacio de Hilbert, entonces el álgebra cociente B(H)/K(H)

es un álgebra de Banach, llamada el álgebra de Calkin. El homomorfismo natural de B(H)

sobre B(H)/K(H) es denotado por π.

El álgebra de Calkin está ı́ntimamente relacionada con los operadores de Fredholm me-

diante el Teorema de Atkinson.

Teorema 1.4.5. [4, Theorem 5.17] Si H es un espacio de Hilbert, entonces T ∈ B(H) es

un operador de Fredholm si y sólo si π(T ) es un elemento invertible del álgebra de Calkin

B(H)/K(H).

El siguiente teorema muestra que las álgebras cociente generadas por ideales biláteros

resultan ser álgebras C∗ y se deduce que el álgebra de Calkin es un álgebra C∗.

Teorema 1.4.6. [4, Theorem 5.38] Si A es un álgebra C∗ y J es un ideal bilátero en A,

entonces J es autoadjunto y el álgebra cociente A/J es un álgebra C∗ con respecto a la

involución inducida por el mapeo natural.

Por último, damos la definición de ĺımite fuerte, pues se estará usando durante ésta tesis.

Definición 1.4.6. Sean {Tn} una sucesión en B(H) y T ∈ B(H). Decimos que {Tn}

converge fuertemente a T si Tn(x) → T (x) para toda x ∈ H. En este caso escribiremos

s-lim
n→∞

Tn = T .



Caṕıtulo 2

Álgebras de operadores del tipo

de Bergman en el semiplano

El estudio que nosotros estamos realizando es en base a un tipo de álgebras muy especiales,

las que son generadas por las llamadas proyecciones de Bergman. En esta sección daremos

definiciones y teoremas de vital importancia para el desarrollo del tema central de este

trabajo.

Sea Π = {z ∈ C : Im z > 0} el semiplano superior del plano complejo C equipado con la

medida de área de Lebesgue dA(z) = dxdy, Π = Π ∪R, Π̇ = Π ∪ {∞} la compactificación a

un punto de Π, Ṙ = R ∪ {∞}, A2(Π) el subespacio de Hilbert de las funciones anaĺıticas en

L2(Π), y Ã2(Π) := {f : f ∈ A2(Π)} el subespacio de Hilbert de las funciones anti-anaĺıticas

en L2(Π). Dada una unión finita L de curvas de Lyapunov en Π̇ tales que el conjunto L∩Ṙ es

finito, denotamos por PC(L) la subálgebra C∗ de L∞(Π) que consiste de todas las funciones

continuas sobre Π̇\L las cuales tienen un ĺımite lateral en los puntos de L.

Sea B := B(L2(Π)) la subálgebra C∗ de todos los operadores lineales acotados en el

espacio de Hilbert L2(Π), K := K(L2(Π)) el ideal bilátero cerrado de B que consiste de

todos los operadores compactos en el espacio L2(Π), y Bπ := B/K el álgebra C∗ cociente.

Estudiaremos la subálgebra C∗ A = alg{BΠ, B̃Π, aI : a ∈ PC(L)} de B generada por

la proyección de Bergman BΠ, por la llamada proyección de anti-Bergman B̃Π, y por los

operadores de multiplicación por funciones continuas a trozos en PC(L). Como es conocido

(ver [23, Chapter 4]), BΠ y B̃Π son proyecciones ortogonales sobre los subespacios cerrados

A2(Π) y Ã2(Π) de L2(Π), respectivamente, y ellas están dadas por

(BΠf)(z) = − 1

π

∫
Π

f(w)

(z − w)2
dA(w), f ∈ L2(Π), z ∈ Π,

15
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(B̃Πf)(z) = − 1

π

∫
Π

f(w)

(z − w)2
dA(w), f ∈ L2(Π), z ∈ Π.

2.1 Álgebra de operadores tipo convolución con datos

homogéneos

Los resultados de esta sección son esencialmente debidos a la descomposición de Plamenevsky

de la transformada de Fourier multidimensional [18]. Tales técnicas fueron también aplicadas

en [7], donde los resultados de Plamenevsky fueron extendidos en el caso bidimensional.

Sea B(H) el álgebra C∗ de operadores lineales acotados actuando sobre un espacio de

Hilbert H. Denotaremos por H∞ = H(L∞(T)) al álgebra C∗ de las funciones a ∈ L∞(R2)

tales que a|T ∈ L∞(T) y a(tτ) = a(τ) para casi toda τ ∈ T y toda t > 0. Sea R la subálgebra

C∗ de B(L2(R2)) generada por los operadores de multiplicación A = a(x)I para toda a ∈ H∞

y por los operadores singulares bidimensionales F−1b(ξ)F para toda b ∈ H∞.

Aqúı F : L2(R2)→ L2(R2) es la transformada de Fourier definida por

(Fu)(x) =
1

2π

∫
R2

u(t)e−ix·tdt, x ∈ R2, (2.1)

donde x · t es el producto escalar de vectores x, t ∈ R2, y F−1 es la transformada inversa de

Fourier.

También consideramos la transformada de Mellin y su inversa, dadas por

M : L2(R+, rdr)→ L2(R), (Mv)(λ) =
1√
2π

∫
R+

v(r)r−iλdr,

M−1 : L2(R)→ L2(R+, rdr), (M−1u)(r) =
1√
(2π)

∫
R
u(λ)riλ−1dλ.

Siguiendo [18] y [7], para λ ∈ C tal que Im λ > 0 y λ 6= ik, k = 1, 2, ..., definimos los

operadores E(λ) ∈ B(L2(T)) sobre funciones u ∈ C∞(T) por

(E(λ)u)(τ) = γ(λ)

∫
T
(−τ · ω + i0)−iλ−1u(ω)dω, τ ∈ T, (2.2)

donde dω es la medida longitud sobre T,

γ(λ) =
1

2π
Γ(1 + iλ)eπ(i−λ)/2 (2.3)

y la expresión (t± i0)µ para t ∈ R y µ ∈ C es entendida en el sentido de distribuciones:

(t± i0)µ =

t
µ
+ + e±iπµtµ− si µ 6= −1,−2, ...,

tµ ± (−1)µ iπ
(−µ−1)!δ

−µ−1(t) si µ = −1,−2, ...,
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tµ+ = 0 para t ≤ 0, tµ+ = eµ log t para t > 0, y tµ− = (−t)µ+.

Para Im λ < 0 la integral (2.2) es entendida en el sentido de continuación anaĺıtica,

porque para toda u ∈ C∞(T) la función λ 7→ E(λ)u(t) admite continuación anaĺıtica en el

plano complejo menos los polos λ = ik (K = 1, 2, ...) de la Γ-función en (4.1) (ver [18]). El

operador inverso E(λ)−1 está dado por

(E(λ)−1v)(ω) = γ(−λ)

∫
T
(ω · τ + i0)iλ−1v(τ)dτ, λ 6= −ik, k = 1, 2, ...

Por [18, Proposition 4.4], los operadores E(λ) son unitarios para toda λ ∈ R.

Consideremos el operador reflexión

V : L2(R)→ L2(R), (V f)(λ) = f(−λ), λ ∈ R. (2.4)

Pasando a coordenadas polares en el plano, obtenemos la descomposición

L2(R2) = L2(R+, rdr)⊗ L2(T). (2.5)

El producto tensorial M ⊗ I será tomado relativamente a la descomposición (2.5). Para

una función cuyo valor es un operador

R→ B(L2(T)), λ 7→ L(λ),

denotamos por I ⊗λ L(λ) el operador en B(L2(R)⊗ L2(T)) dado por la fórmula

[(I ⊗λ L(λ))f ](λ, t) = [L(λ)f(λ, ·)](t), (λ, t) ∈ R× T. (2.6)

Dada λ ∈ R, introducimos el álgebra C∗ Ωλ ⊂ B(L2(T)) generada por los operadores

a(t)I y E(λ)−1b(ω)E(λ) (a, b ∈ L∞(T)).

Sea Ω el álgebra C∗ de funciones cuyos valores son operadores lineales acotados y con-

tinuos en sentido de la norma

U : R→ B(L2(T)), λ 7→ U(λ) ∈ Ωλ (2.7)

con la norma ||U || = sup
λ∈R
||U(λ)||.

De acuerdo a [7, Proposition 2.5] tenemos la descomposición

F = (M−1 ⊗ I)(V ⊗ I)(I ⊗λ E(λ))(M ⊗ I).

Tomando en cuenta que

(M ⊗ I)(a(x)I)(M−1 ⊗ I) = I ⊗ a(t)I,

(M ⊗ I)(F−1b(ξ)F )(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ (E(λ)−1b(ω)E(λ)),

donde t, ω ∈ T, y usando la notación (U(λ))λ∈R para las funciones cuyos valores son opera-

dores lineales acotados (2.7), podemos obtener lo siguiente.
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Proposición 2.1.1. [7, Proposition 2.5] El álgebra C∗ R es isomorfa a una subálgebra C∗

de Ω. El isomorfismo está dado sobre los generadores de R por

a(x)I 7→ (a(t)I)λ∈R,

F−1b(ξ)F 7→ (E(λ)−1b(ω)E(λ))λ∈R.

2.2 Proyecciones de Bergman y anti-Bergman, y sus

relaciones con operadores integrales singulares

Sea Π el semiplano superior equipado con la medida de área de Lebesgue dA(z) = dxdy,

A2(Π) el subespacio cerrado de las funciones anaĺıticas en L2(Π), y BΠ la proyección orto-

gonal de L2(Π) sobre A2(Π). El espacio A2(Π) y el operador BΠ son llamados el espacio de

Bergman y la proyección de Bergman del semiplano superior, respectivamente. La proyección

de Bergman BΠ es el operador integral con kernel de Bergman

KΠ(z, w) = − 1

π

1

(z − w)2
, (2.8)

(ver [22, Section 3.1]), es decir,

(BΠf)(z) =

∫
Π

KΠ(z, w)f(w)dA(w), f ∈ L2(Π), z ∈ Π. (2.9)

Denotamos por Ã2(Π) el subespacio de las funciones anti-anaĺıticas en L2(Π) y por B̃Π

la proyección ortogonal de L2(Π) sobre Ã2(Π). Aśı, para toda f ∈ L2(Π), B̃Πf ∈ A2(Π).

Entonces,

B̃Π = CBΠC donde Cf = f para toda f ∈ L2(Π),

y entonces, por (2.8) y (2.9), la proyección B̃Π está dada por

(B̃Πf)(z) =

∫
Π

KΠ(z, w)f(w)dA(w) =

∫
Π

KΠ(w, z)f(w)dA(w), f ∈ L2(Π).

Además de [22, Theorem 3.14] obtenemos lo siguiente:

Proposición 2.2.1. Para el semiplano superior, B̃ΠBΠ = 0 y BΠB̃Π = 0.

Dado un dominio U ⊂ C consideraremos el operador integral singular bidimensional sobre

L2(U) definido por

(SUf)(z) = − 1

π

∫
U

f(w)

(w − z)2
dA(w), z ∈ U.

El adjunto de SU es el operador singular integral bidimensional dado por

(S∗Uf)(z) = − 1

π

∫
U

f(w)

(w − z)2
dA(w), z ∈ U.

De acuerdo a [22, Lemma 7.5] tenemos lo siguiente,
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Proposición 2.2.2. Para el semiplano superior,

BΠ = I − SΠS
∗
Π, B̃Π = I − S∗ΠSΠ.

Identificando los operadores BΠ y B̃Π con los operadores que actúan sobre L2(R2), obte-

nemos las representaciones

BΠ = χΠI − χΠSχΠS
∗χΠI, B̃Π = χΠ − χΠS

∗χΠSχΠI, (2.10)

donde χΠ es la función caracteŕıstica del semiplano superior, S y S∗ son los operadores

integrales singulares bidimensionales que actúan sobre L2(R2) y están dados por

(Sf)(z) = − 1

π

∫
R2

f(w)

(w − z)2
dA(w), (S∗f)(z) = − 1

π

∫
R2

f(w)

(w − z)2
dA(w).

De la fórmula de la transformada de Fourier de los kernels de operadores integrales sin-

gulares multidimensionales (ver [14, Chapter X, p. 249]) se sigue que

S = F−1(ξ/ξ)F, S∗ = F−1(ξ/ξ)F, (2.11)

donde F es la transformada de Fourier bidimensional que actúa sobre L2(R2) por la fórmula

(2.1).

2.3 Operadores compactos

De (2.10) y [14, Chapter XI, Theorem 7.1] se deduce lo siguiente.

Proposición 2.3.1. Para cualquier función a ∈ C(Π̇), los conmutadores aBΠ − BΠaI y

aB̃Π − B̃ΠaI son compactos en el espacio L2(Π).

Además, si a ∈ C(Π̇), entonces la función

ã(z) =

a(z), si Im z ≥ 0,

a(z), si Im z ≤ 0

es continua en Ċ := C ∪ {∞}, la compactificación por un punto del plano complejo C. Por

[14, Theorem 7.1], los conmutadores ãS − SãI y ãS∗ − S∗ãI son operadores compactos.

Entonces, de (2.10) y la igualdad ã|
Π̇

= a se sigue que

aBΠ −BΠaI, aB̃Π − B̃ΠaI ∈ K = K(L2(Π)).

De acuerdo a [2, Section 8.2], un operador A ∈ B(L2(Π)) es llamado un operador de

tipo local si los conmutadores cA − AcI son compactos para toda c ∈ C(Π̇). Aśı, por la
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Proposición 2.3.1, los operadores BΠ, B̃Π, y entonces todos los operadores en la C∗-álgebra

A = alg{aI,BΠ, B̃Π : a ∈ PC(L)} son de tipo local.

Denotaremos por Λ el conjunto de todos los operadores de tipo local en B = B(L2(Π)).

Se puede ver que Λ es una subálgebra C∗ de B.

Lema 2.3.1. [8, Lemma 2.6] El álgebra C∗ A = alg{aI,BΠ, B̃Π : a ∈ PC(L)} contiene a

todos los operadores compactos K ∈ B(L2(Π)).

2.4 El principio local de Allan-Douglas

Sea A un álgebra C∗ con unidad y Z una subálgebra C∗ central de A que contiene la

identidad de A. Denotamos por M(Z) el espacio de ideales maximales de Z. Con toda

x ∈M(Z) asociamos el ideal bilátero cerrado Ix de A generado por el ideal x de Z. Entonces

Ix = xA (ver [2, Proposition 8.6]). Consideremos el álgebra C∗ cociente Ax := A/Ix y el

homomorfismo canónico πx : A→ Ax.

Recordemos el principio local de Allan-Douglas (ver [4, Theorem 7.47] y [3, Theorem

1.35]).

Teorema 2.4.1 (Allan/Douglas). Sea A un álgebra C∗ con unidad que satisface las condi-

ciones mencionadas arriba.

(i) Si a ∈ A, entonces a es invertible en A si y sólo si para toda x ∈M(Z) la clase lateral

ax := πx(a) es invertible en Ax.

(ii) Para toda a ∈ A, la función

M(Z)→ R+, x 7→ ‖ax‖

es semicontinua superior. Si a ∈ A y la clase lateral ax0 ∈ Ax0 es invertible en Ax0

para algún x0 ∈M(Z), entonces las clases laterales ax son invertibles en Ax para toda

x en una vecindad de x0.

(iii) Para toda a ∈ A,

||a|| = max
x∈M(Z)

||ax||.

2.5 El álgebra C∗ A = alg{aI,BΠ, B̃Π : a ∈ PC(L)}

Como el álgebra C∗ A contiene al ideal K = K(L2(Π)) de todos los operadores compactos en

B = B(L2(Π)), entonces el álgebra C∗ cociente Aπ := A/K está bien definida. Para obtener
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un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ A necesitamos estudiar la invertibilidad de

las clases laterales Aπ := A+ K en el álgebra C∗ cociente Aπ. Para terminar aplicaremos el

principio local de Allan-Douglas al álgebra Aπ.

Por la Proposición 2.3.1 se sigue que Zπ := {cI + K : c ∈ C(Π̇)} es una subálgebra

central del álgebra C∗ Aπ. Obviamente, el álgebra C∗ conmutativa Zπ es (isométricamente)

isomorfa-∗ al álgebra C∗ C(Π̇), y entonces el espacio de ideales maximales de Zπ puede ser

identificado con Π̇. Para todo punto z ∈ Π̇, con Jπz denotamos el ideal bilátero cerrado del

álgebra C∗ Aπ generada por el ideal maximal

Iπz := {cI + K : c ∈ C(Π̇), c(z) = 0} ⊂ Zπ. (2.12)

De acuerdo a la Sección 2.4, el ideal Jπz tiene la forma

Jπz = {(cA)π : c ∈ C(Π̇), c(z) = 0, A ∈ A}. (2.13)

Aqúı, con toda z ∈ Π̇ asociamos el álgebra C∗ cociente Aπz := Aπ/Jπz . Como una

consecuencia del principio local de Allan-Douglas, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.5.1. Un operador A ∈ A es de Fredholm en el espacio L2(Π) si y sólo si para

todo z ∈ Π̇ la clase lateral Aπz := Aπ + Jπz es invertible en el álgebra cociente Aπz .

De acuerdo a la Sección 2.4, decimos que las clases laterales Aπ, Bπ ∈ Aπ son localmente

equivalentes en un punto z ∈ Π̇ si Aπ − Bπ ∈ Jπ,z y en tal caso escribimos Aπ ∼z Bπ. Para

caracterizar a a las álgebras locales Aπz para toda z ∈ Π̇ necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.5.1. [8, Lemma 3.3] Las clases laterales BπΠ y B̃πΠ son localmente equivalentes a

cero en todo punto z ∈ Π.

El estudio avanzado de las álgebras locales requiere describir el conjunto L de discon-

tinuidades para los coeficientes de los operadores en el álgebra C∗ A = alg{BΠ, B̃Π, aI : a ∈

PC(L)}. Podemos asumir que L satisface las siguientes condiciones:

(L1) para cada z ∈ Π ∩ L existen números rz > 0 y nz ∈ N tales que todo disco D(z, r)

de radio r ∈ (0, rz) centrado en z es dividido por L en nz dominios con z como punto ĺımite

común;

(L2) para cada z ∈ L ∩ R existe una vecindad Vz de z tal que Vz ∩ L consiste de un

número finito de arcos de Lyapunov que tienen sólo al punto z en común y forman en este

punto ángulos no cero diferentes dos a dos con R+ menores que π;

(L3) si ∞ ∈ L, entonces existe una vecindad V∞ del punto z = ∞ tal que el conjunto

{−1/ζ : ζ ∈ V∞ ∩ L} consiste de un número finito de arcos de Lyapunov que tienen sólo al
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origen como punto en común y forman en este punto ángulos no cero diferentes dos a dos

con R+ menores que π.

Aśı, para una vecindad suficientemente pequeña Vz, el conjunto Vz ∩ (Π \ L) consiste de

un número finito, digamos nz, de componentes conexas Dk cuyas cerraduras contienen a z.

Primero estudiamos las álgebras locales Aπz asociadas con puntos z ∈ Π̇ \ (Ṙ∩L). Por [8,

Lemma 4.1] vemos que existen tres tipos de álgebras locales en este caso.

Lema 2.5.2. Para el álgebra C∗ A = alg{BΠ, B̃Π, aI : a ∈ PC(L)}, se cumple lo siguiente:

(i) si z ∈ Π \ L, entonces Aπz
∼= C;

(ii) si z ∈ Π ∩ L, entonces Aπz
∼= Cnz , donde nz ∈ N está dado por la condición (L1);

(iii) si z ∈ Ṙ \ L, entonces Aπz
∼= C3.

2.6 Álgebras locales en los puntos de Ṙ ∩ L

Sea Λ el álgebra C∗ de todos los operadores de tipo local en B = B(L2(Π)) y Λπ = Λ/K.

A todo punto z ∈ Π̇ le asignamos el ideal bilátero cerrado Ĵπz de Λπ generado por el ideal

maximal Iπz de Zπ, donde Iπz está dado por (2.12). Por analoǵıa con (2.13), tenemos

Ĵπz := {(cA)π : c ∈ C(Π̇), c(z) = 0, A ∈ Λ}.

También introducimos las álgebras C∗ cociente Λπz := Λπ/Ĵπz .

Fijemos un punto z ∈ R ∩ L y elijamos una vecindad Vz ⊂ Π que satisface la condición

(L2) impuesta sobre L. Entonces Vz \ L =

nz⋃
k=1

Dk donde nz − 1 es el número de rayos en L

con punto final z y Dk son las componentes conexas de Vz \ L. Sea Lz el conjunto de rayos

en Π̇ que salen del origen y son las imágenes (bajo la traslación ζ 7→ ζ−z) de las tangentes a

las curvas de L en el punto z. Aqúı Π \Lz =

nz⋃
k=1

Rzk donde Rzk son sectores de Π con vértice

en el origen el cual corresponde a los dominios Dk (los conjuntos Dk y Rzk son numerados en

sentido contrario a las manecillas del reloj).

De acuerdo con A = alg{BΠ, B̃Π, aI : a ∈ PC(L)} consideramos el álgebra C∗

Az := alg{BΠ, B̃Π, aI : a ∈ PC(Lz)} ⊂ B(L2(Π)).

Como Zπ es una subálgebra central de la subálgebra C∗ Az,π := Az/K, concluimos que

Az,π ⊂ Λπ y entonces el conjunto

Âz,π0 := {Aπ + Ĵπ0 : A ∈ Az}

es una subálgebra C∗ de Λπ0 .
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Lema 2.6.1. [8, Lemma 7.2] Si la condición (L2) se cumple, entonces para todo z ∈ R ∩ L

las álgebras C∗ Aπz y Âz,π0 son (isométricamente) isomorfas, y el isomorfismo νπz : Aπz → Âz,π0

está dado por

νπz (BπΠ + Jπz ) = BπΠ + Ĵπ0 , ν
π
z (B̃πΠ + Jπz ) = B̃πΠ + Ĵπ0 , ν

π
z ((aI)π + Jπz ) = (azI)π + Ĵπ0

donde

az =

nz∑
k=1

ak(z)χRkz , ak(z) = lim
ζ→z,ζ∈Dk

a(ζ) (k = 1, 2, ..., nz).

Sea ahora z = ∞. Elijamos una vecindad V∞ ⊂ Π que satisface la condición (L3)

impuesta sobre L. Entonces V∞∩L =
⋃n∞−1
k=1 lk donde lk son arcos de Lyapunov de L dados

por las ecuaciones ζ = fk(t), t ∈ (M,∞) con |f ′k| = 1, y que sólo tienen en común al punto

fk(∞) =∞. Sea L∞ el conjunto de rayos

γk := {ζ = bkx : x ∈ [0,∞]} ⊂ Π̇ (k = 1, 2, ..., n∞ − 1)

que salen del origen, donde

bk = f ′k(∞) := lim
t→∞

fk(t) 6= 0.

Aqúı, Π \L∞ =
⋃n∞
k=1R

∞
k donde R∞k son sectores de Π con vértice en el origen los cuales

corresponden a componentes conexas Dk de V∞ \L (los conjuntos Dk y R∞k son numerados

en sentido contrario a las manecillas del reloj).

De acuerdo con A = alg{BΠ, B̃Π, aI : a ∈ PC(L)} consideramos el álgebra C∗

A∞ := alg{BΠ, B̃Π, aI : a ∈ PC(L∞)} ⊂ B(L2(Π)).

Como Zπ es una subálgebra central del álgebra C∗ A∞,π := A∞/K, concluimos que

A∞,π ⊂ Λπ y entonces el conjunto

Â∞,π∞ := {Aπ + Ĵπ∞ : A ∈ A∞}

es una subálgebra C∗ de Λπ∞.

Lema 2.6.2. [8, Lemma 7.3] Si ∞ ∈ L y (L3) se cumple, entonces las álgebras C∗ Aπ∞ y

Â∞,π∞ son (isométricamente) isomorfas, y el isomorfismo νπ∞ : Aπ∞ → Â∞,π∞ está dado por

νπ∞(BπΠ + Jπ∞) = BπΠ + Ĵπ∞, ν
π
∞(B̃πΠ + Jπ∞) = B̃πΠ + Ĵπ∞, ν

π
∞((aI)π + Jπ∞) = (a∞I)π + Ĵπ∞,

donde

a∞ =

n∞∑
k=1

ak(∞)χR∞k , ak(∞) = lim
ζ→∞,ζ∈Dk

a(ζ) (K = 1, 2, ..., n∞).
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2.7 Formas canónicas de las álgebras locales

Sea χU la función caracteŕıstica del conjunto U . Por los Lemas 2.6.1 y 2.6.2, tenemos

Aπz
∼= alg{BπΠ + Ĵπ0 , B̃

π
Π + Ĵπ0 , (χRzkI)π + Ĵπ0 : k = 1, 2, ..., nz}, z ∈ R ∩ L,

Aπ∞
∼= alg{BπΠ + Ĵπ∞, B̃

π
Π + Ĵπ∞, (χR∞k I)π + Ĵπ∞ : k = 1, 2, ..., n∞}, ∞ ∈ L.

(2.14)

Introducimos las álgebras C∗ de operadores

Oω = alg{BΠ, B̃Π, χRkI : k = 1, 2, ..., n} (2.15)

donde ω = (ω1, ..., ωn) y ωk (k = 1, 2, ..., n) son los ángulos de los sectores Rk.

El siguiente resultado muestra que las álgebras C∗ cociente del lado derecho de (2.14)

son isomorfas a las álgebras C∗ de la forma (2.15), (ver [8, Theorem 7.7]).

Teorema 2.7.1. Si z ∈ Ṙ ∩ L, entonces el álgebra C∗ Aπz es isomorfa al álgebra C∗ Oω de

la forma (2.15) donde n = nz y Rk = Rzk (k = 1, 2, ..., n).

2.8 Un álgebra C∗ generada por proyecciones

En esta sección estudiamos un álgebra C∗ A ⊂ B(H) generada por n proyecciones ortogonales

Qi cuya suma da el operador identidad I y por m proyecciones ortogonales unidimensionales

Pk sobre un espacio de Hilbert H. El siguiente teorema nos proporciona un esquema a seguir

para establecer un isomorfismo de álgebras C∗ entre el álgebra C∗ A y un álgebra C∗ de

matrices finitas.

Por medio de 〈x, y〉 denotaremos al producto interno en un espacio de Hilbert H, el

śımbolo δi,j es el śımbolo de la delta de Kronecker, y usaremos Ik para denotar a la matriz

identidad de dimensión k × k.

Teorema 2.8.1. [8, Theorem 8.8] Sea H un espacio de Hilbert y sean Qi, Pk (i = 1, 2, ..., n;

k = 1, 2, ...,m), proyecciones autoadjuntas en B(H) que satisfacen las condiciones:

(i) QiQj = 0 (i, j = 1, 2, ..., n; i 6= j);

(ii)
∑n
i=1Qi = I;

(iii) Pk (k = 1, 2, ...,m) son proyecciones unidimensionales;

(iv) PkPl = 0 (k, l = 1, 2, ...,m;m 6= l);

(v)
⋂m
k=1(Impk)⊥ ∩ (ImQi) 6= {0}, i = 1, 2, ..., n;
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(vi) si v1, v2, ..., vm son generadores normalizados de los espacios ImP1, ImP2, ..., ImPm,

respectivamente, entonces los vectores Qiv1, Qiv2, ..., Qivm son linealmente indepen-

dientes para todo i = 1, 2, ..., n.

Sea A la subálgebra C∗ de B(H) generada por las proyecciones Qi (i = 1, 2, ..., n) y

Pk (k = 1, 2, ...,m), sea S = diag{Si}ni=1 donde Si son matrices invertibles en Cm×m que

transforman los sistemas νi = {Qiv1, Qiv2, ..., Qivm} de vectores linealmente independientes

en H sobre sistemas ortonormales, y sea C la subálgebra C∗ de Cmn×mn generada por las

matrices

Q̃i = diag{δi,jIm}nj=1 y SP̃S
−1 (i = 1, 2, ..., n; k = 1, 2, ...,m)

donde

P̃k = (diag{δk,j}mj=1Es,i)
n
s,i=1, k = 1, 2, ...,m,

y

Es,i =


〈Qiv1, Qiv1〉 〈Qiv2, Qiv1〉 · · · 〈Qivm, Qiv1〉

〈Qiv1, Qiv2〉 〈Qiv2, Qiv2〉 · · · 〈Qivm, Qiv2〉
...

...
. . .

...

〈Qiv1, Qivm〉 〈Qiv2, Qivm〉 · · · 〈Qivm, Qivm〉

 ∈ Cm×m.

Entonces el mapeo σ, definido sobre los generadores de A por

Qi 7→ (δi,1 ⊕ δi,2 ⊕ · · · ⊕ δi,n)⊕ Q̃i (i = 1, 2, ..., n),

Pk 7→ (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊕ SP̃kS−1 (k = 1, 2, ...,m),

se extiende a un isomorfismo-∗ del álgebra C∗ A sobre la subálgebra C∗ D de Cn⊕C generada

por los elementos

(δi,1 ⊕ δi,2 ⊕ · · · ⊕ δi,n)⊕ Q̃i, (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊕ SP̃kS−1 (i = 1, 2, ..., n; k = 1, 2, ...,m).

Aplicando el teorema 2.8.1, en [8] fue construido un cálculo simbólico para el álgebra

A = alg{aI,BΠ, B̃Π : a ∈ PC(L)} y fue establecido un criterio de Fredholm para operadores

A ∈ A en términos de sus śımbolos.



26 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE OPERADORES EN EL SEMIPLANO



Caṕıtulo 3

Álgebras de Operadores del tipo

de Bergman en sectores con

coeficientes constantes a trozos

Sea U un dominio en C equipado con la medida de área de Lebesgue dA(z) = dxdy, y sean

A2(U) y Ã2(U) los subespacios lineales normados de L2(U) = L2(U, dA) que consisten de

funciones diferenciables tales que, respectivamente, ∂zf = 0 y ∂zf = 0, donde

∂z :=
∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
, ∂z :=

∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
.

Es sabido que A2(U) y Ã2(U) son subespacios de Hilbert de L2(U) con el producto interno

〈·, ·〉 inducido por L2(U). Esos subespacios están relacionados por el operador anti-lineal de

norma uno

C : L2(U)→ L2(U), Cf = f. (3.1)

Obviamente, C(A2(U)) = Ã2(U) porque ∂zf = ∂zf.

La proyección de Bergman BU y la proyección de anti-Bergman B̃U , para un dominio

acotado múltiplemente conexo U ⊂ C con frontera suficientemente suave, son representados

en la siguiente manera

BU = I − SUS∗U +K, B̃U = I − S∗(U)SU + K̃,

donde SU , S
∗
U ∈ B(L2(U)), son operadores integrales singulares bidimensionales acotados en

27
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el espacio L2(U) y dados para z ∈ U por

(SUf)(z) = − 1

π

∫
U

f(w)

(w − z)2
dA(w),

(S∗Uf)(z) = − 1

π

∫
U

f(w)

(w − z)2
dA(w),

(3.2)

y K, K̃ son operadores compactos en el espacio L2(U). Claramente, S∗U = CSUC es el

operador adjunto para SU .

La proyección de Bergman BU y la proyección de anti-Bergman B̃U son las proyecciones

ortogonales del espacio de Lebesgue L2(U) sobre sus subespacios A2(U) y Ã2(U), respecti-

vamente. Es claro que B̃(U) = CBUC.

Si U = Π es el semiplano superior complejo Π = {z ∈ C : Im z > 0}, entonces K = K̃ = 0

(ver, por ejemplo [22, Lemma 7.5]) y por lo tanto tenemos

BΠ = I − SΠS
∗
Π, B̃Π = I − S∗ΠSΠ. (3.3)

Además, esas proyecciones están dadas por

(BΠf)(z) = − 1

π

∫
Π

f(w)

(z − w)2
dA(w), f ∈ L2(Π), z ∈ Π,

(B̃Πf)(z) = − 1

π

∫
Π

f(w)

(z − w)2
dA(w), f ∈ L2(Π), z ∈ Π.

(3.4)

Pero si la frontera de un dominio U admite ángulos diferentes de π, las fórmulas para

BU y B̃U , no se cumplen en general, como se muestra en [10, Theorem 5.3] para los sectores

abiertos

Km = {z = reiθ : r > 0, θ ∈ (0, π/m)} (m = 2, 3, ...).

En éste caṕıtulo, estudiaremos álgebras C∗ de operadores del tipo de Bergman en do-

minios que tienen frontera no suave y que admiten ángulos, las cuales denotaremos por

Cm ⊂ B(L2(Km)) generada por los operadores de multiplicación por funciones constantes

a trozos con discontinuidades en un sistema L de rayos que comienzan en el origen y por

las proyecciones de Bergman y anti-Bergman que actúan en el espacio de Lebesgue L2(Km)

sobre los sectores abiertos Km. Aplicando representaciones de las proyecciones de Bergman

y anti-Bergman por medio de un operador de rotación y operadores integrales singulares

bidimensionales con coeficientes que admiten discontinuidades homogéneas, construiremos

un cálculo simbólico para el álgebra C∗ Cm y estableceremos un criterio de invertibilidad

para los operadores A ∈ Cm en términos de sus śımbolos. Los resultados obtenidos dependen

esencialmente del ángulo del sector Km.
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3.1 Álgebra de operadores tipo convolución con datos

homogéneos

Los resultados de ésta sección son debidos, esencialmente, a la descomposición de Plame-

nevsky de la transformada de Fourier multidimensional [18]. Es una revisión y modificación

esencial de la sección 2.1.

Sea PC(T) el álgebra C∗ de las funciones complejas continuas a trozos en el ćırculo

unitario T, y sea H(PC(T)) el álgebra C∗ de las funciones homogéneas de orden cero en

L∞(C), cuyas restricciones en T pertenecen a PC(T) y, para toda τ ∈ T y toda t > 0,

lim
θ→+0

a(teiθτ) = lim
θ→+0

a(eiθτ), lim
θ→−0

a(teiθτ) = lim
θ→−0

a(eiθτ).

También usaremos el álgebra C∗ H(C(T)), que consiste de las funciones a ∈ H(PC(T)) tales

que a|T ∈ C(T).

Sea B(H) el álgebra C∗ de los operadores lineales acotados que actúan sobre un espa-

cio de Hilbert H, y sea R la subálgebra C∗ de B(L2(R2)) generada por los operadores de

multiplicación

A = aI (a ∈ H(PC(T)))

y por los operadores integrales singulares bidimensionales

F−1bF (b ∈ H(C(T))),

donde F : L2(R2) → L2(R2) es la transformada de Fourier y F−1 es la inversa de la trans-

formada de Fourier.

Al igual que en la Sección 2.1, consideramos la transformada de Mellin y su inversa, M

y M−1 respectivamente. Además, para λ ∈ C, tomamos los operadores E(λ) ∈ B(L2(T))

sobre funciones u ∈ C∞(T) definidos por (2.2), y E(λ)−1 su operador inverso, donde, por [18,

Proposition 4.4], los operadores E(λ) son unitarios para toda λ ∈ R. También consideremos

el operador reflexión V definido por (2.4)

Aqúı, también el producto tensorial M⊗I será tomado relativamente a la descomposición

(2.5). Para una función que toma como valor un operador

R→ B(L2(T)), λ 7→ L(λ),

denotamos por I ⊗λ L(λ) el operador en B(L2(R)⊗ L2(T)) dado por la fórmula (2.6)

Dada λ ∈ R, introducimos el álgebra C∗ Ωλ ⊂ B(L2(T)) generada por los operadores

aI y E(λ)−1bE(λ) (a ∈ PC(T), b ∈ C(T)).
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Consideremos la base ortogonal en el espacio L2(T):

{hm/
√

2π}m∈Z, donde h(t) = t para toda t ∈ T. (3.5)

El siguiente resultado corrige [7, Proposition 2.2 y (2.15)].

Lema 3.1.1. Para toda m ∈ Z,

E(λ)hm = µ(|m|, λ)hm si λ ∈ C \ {ik : k ∈ N},

E(λ)−1hm = (−1)mµ(|m|,−λ)hm si λ ∈ C \ {−ik : k ∈ N},
(3.6)

donde h es dada por (3.5) y, para λ ∈ C \ {ik : k ∈ N},

µ(m,λ) = (−i)m2iλ
Γ
(
m+iλ+1

2

)
Γ
(
m−iλ+1

2

) (m = 0, 1, 2, . . .). (3.7)

Demostración. Por [18, Chapter 1], para cualquier armónica esférica Ym de orden m =

0, 1, ..., tenemos

E(λ)Ym = µ(m,λ)Ym, si λ ∈ C \ {ik : k ∈ N},

E(λ)−1Ym = (−1)mµ(m,−λ)Ym, si λ ∈ C \ {−ik : k ∈ N},
(3.8)

donde µ(m,λ) está dada por (3.7). Como en el ćırculo unitario T, para toda m ∈ N existen

sólo dos armónicas esféricas linealmente independientes Ym(θ) = cos(mθ) y Ym(θ) = sin(mθ)

de orden m, donde θ ∈ [0, 2π), inmediatamente obtenemos las fórmulas (3.6) para las fun-

ciones esféricas h±m(eiθ) = cos(mθ) ± i sin(mθ), con µ dependiendo de |m| y λ, de las

igualdades en (3.8). �

Aunque las funciones cuyo valor es un operador λ 7→ E(λ)±1 no son continuas en sentido

de la norma, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 3.1.2. Para toda b ∈ C(T), la función de valor un operador

R→ B(L2(T)), λ 7→ E(λ)−1bE(λ) (3.9)

es acotada y continua en sentido de la norma.

Demostración. Como E(λ) y E(λ)−1 son operadores unitarios,

sup
λ∈R

∥∥E(λ)−1bE(λ)
∥∥
B(L2(T))

= ‖b‖C(T) <∞.

Como b ∈ C(T) es aproximado uniformemente en C(T) por polinomios
∑n
k=−n akh

k en h

dado por (3.5), con coeficientes ak ∈ C, es suficiente probar la continuidad (en sentido de la

norma) de la función con valor un operador (3.9) para toda función b = hk k ∈ Z. Además,

es suficiente probarlo sólo para b = h±1.
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Dada n ∈ Z, para toda λ ∈ R, inferimos de (3.6) y (3.7) que

E(λ)−1h±1E(λ)hn = µ(|n|, λ)E(λ)−1hn±1

= µ(|n|, λ)(−1)n±1µ(|n± 1|,−λ)hn±1

= i|n±1|−|n| Γ
( |n|+iλ+1

2

)
Γ
( |n±1|−iλ+1

2

)
Γ
( |n|−iλ+1

2

)
Γ
( |n±1|+iλ+1

2

) hn±1.

De aqúı, para λ, λ0 ∈ R, obtenemos∥∥E(λ)−1h±1E(λ)− E(λ0)−1h±1E(λ0)
∥∥
B(L2(T))

≤ sup
n∈Z

∣∣∣∣∣Γ
( |n|+iλ+1

2

)
Γ
( |n±1|−iλ+1

2

)
Γ
( |n|−iλ+1

2

)
Γ
( |n±1|+iλ+1

2

) − Γ
( |n|+iλ0+1

2

)
Γ
( |n±1|−iλ0+1

2

)
Γ
( |n|−iλ0+1

2

)
Γ
( |n±1|+iλ0+1

2

) ∣∣∣∣∣.
Por [6, 8.325.1], obtenemos

Fn(λ) :=
Γ
( |n|+iλ+1

2

)
Γ
( |n±1|−iλ+1

2

)
Γ
( |n|−iλ+1

2

)
Γ
( |n±1|+iλ+1

2

)
=


∏∞
k=0

(
1 + 1

|n|+iλ+1+2k

)(
1− 1

|n+1|−iλ+1+2k

)
si n = 0, 1, 2, . . . ;∏∞

k=0

(
1 + 1

|n+1|−iλ+1+2k

)(
1− 1

|n|+iλ+1+2k

)
si n = −1,−2, . . . ;

=

∞∏
k=0

(
1 +

2iλan
(|n|+ iλ+ 1 + 2k)(|n+ 1| − iλ+ 1 + 2k)

)
,

donde an = −1 para n = 0, 1, 2, ... y an = 1 para n = −1,−2, .... Las funciones

fn,k(λ) := 1 +
2iλan

(|n|+ iλ+ 1 + 2k)(|n+ 1| − iλ+ 1 + 2k)

para n ∈ Z y k = 0, 1, 2, ... son uniformemente acotadas y equicontinuas en R. En efecto,

|fn,k(λ) − 1| ≤ 2|λ|
(λ2+1)1/2(λ2+4)1/2

< 2−1/2 para esos n, k y λ ∈ R, y para toda λ, λ0 ∈ R,

tenemos∣∣fn,k(λ)− fn,k(λ0)
∣∣ ≤ 2|λ− λ0|
||n|+ iλ+ 1 + 2k| ||n+ 1| − iλ+ 1 + 2k|

+

∣∣∣∣ 1

|n|+ iλ+ 1 + 2k
− 1

|n|+ iλ0 + 1 + 2k

∣∣∣∣ 2|λ0|
||n+ 1| − iλ+ 1 + 2k|

+
2|λ0|

||n|+ iλ0 + 1 + 2k|

∣∣∣∣ 1

|n+ 1| − iλ+ 1 + 2k
− 1

|n+ 1| − iλ0 + 1 + 2k

∣∣∣∣
≤ |λ− λ0|

(λ2 + 1)1/2

[
2

(λ2 + 4)1/2
+

2|λ0|
(λ2

0 + 1)1/2(λ2 + 4)1/2
+

2|λ0|
(λ2

0 + 1)1/2(λ2
0 + 4)1/2

]
≤ 3|λ− λ0|.

(3.10)

Entonces, para toda N ∈ N el conjunto de productos finitos
{
Fn,N =

∏N
k=0 fn,k : n ∈ Z

}
es

acotado y equicontinuo en R.
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Se sigue de [1, Section 8.26] que, para cualquier conjunto compacto K ⊂ R, los productos

infinitos (3.10) convergen uniformemente con respecto a n ∈ Z y λ ∈ K, porque las series

∞∑
k=0

(fn,k(λ)− 1) =

∞∑
k=0

2iλan
(|n|+ iλ+ 1 + 2k)(|n+ 1| − iλ+ 1 + 2k)

(3.11)

convergen absolutamente y uniformemente con respecto a n ∈ Z y λ ∈ K. En efecto, por

(3.11), lo último se sigue de la estimación

∞∑
k=0

|fn,k(λ)− 1| ≤
∞∑
k=0

2|λ|
(1 + k)(2 + k)

≤ CK := 2 max
λ∈K
|λ| <∞,

lo cual implica, de acuerdo a (3.10) que, para toda n ∈ Z y λ ∈ K,

|Fn(λ)| =
∞∏
k=0

|fn,k(λ)| ≤
∞∏
k=0

(
1 + |fn,k(λ)− 1|

)
≤ exp

( ∞∑
k=0

|fn,k(λ)− 1|
)
≤ eCK .

Consecuentemente, en vista de la equicontinuidad de las funciones λ 7→ Fn,N (λ) en R

para toda n ∈ Z y para toda N ∈ N fija, y debido a la convergencia uniforme (con respecto

a n ∈ Z y λ ∈ K) de Fn,N (λ) a Fn(λ) cuando N → ∞, concluimos que los productos

Fn(λ) = lim
N→∞

Fn,N (λ) (n ∈ Z) son equicontinuos en compactos de R. Esto significa que

lim
λ→λ0

sup
n∈Z
|Fn(λ)− Fn(λ0)| = 0

para toda λ0 ∈ R. De aqúı, por (3.10) y (3.10), tenemos

0 ≤ lim
λ→λ0

∥∥E(λ)−1h±1E(λ)− E(λ0)−1h±1E(λ0)
∥∥
B(L2(T))

≤ lim
λ→λ0

sup
n∈Z
|Fn(λ)− Fn(λ0)| = 0,

lo cual completa la prueba de la continuidad (en sentido de la norma) de la función con valor

un operador λ 7→ E(λ)−1hE(λ).

La prueba de la continuidad (en sentido de la norma) de la función cuyo valor es un

operador λ 7→ E(λ)−1h−1E(λ) es análoga. �

Sea Ω el álgebra C∗ de funciones acotadas y continuas en sentido de la norma, cuyo valor

es un operador

U : R→ B(L2(T)), λ 7→ U(λ) (3.12)

con la norma ||U || = sup
λ∈R
||U(λ)||.

De acuerdo a [7, Proposition 2.4], tenemos la descomposición

F = (M−1 ⊗ I)(V ⊗ I)(I ⊗λ E(λ))(M ⊗ I),
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donde V es dado por (2.4) y I ⊗λ E(λ) es definido de acuerdo a (2.6). Tomando en cuenta

que

(M ⊗ I)(a(x)I)(M−1 ⊗ I) = I ⊗ a(t)I,

(M ⊗ I)(F−1b(ξ)F )(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ (E(λ)−1b(ω)E(λ)),
(3.13)

donde t, ω ∈ T y el operador λ 7→ E(λ)−1b(ω)E(λ) es continuo en sentido de la norma por el

Lema 3.1.2, y usando la notación (U(λ))λ∈R para las funciones de valor un operador (3.12),

podemos obtener lo siguiente.

Proposición 3.1.1. [7, Proposition 2.5] El álgebra C∗ R es isomorfa a una subálgebra

C∗ de Ω. El isomorfismo está dado sobre los generadores aI (a ∈ H(PC(T))) y F−1bF

(b ∈ H(C(T))) de R por

a(x)I 7→ (a(t)I)λ∈R,

F−1b(ξ)F 7→ (E(λ)−1b(ω)E(λ))λ∈R.

Para cada m ∈ N, tomamos el operador rotación Ṽm ∈ B(L2(C)) dado por

(Ṽmf)(z) = f(e2πi/mz) para toda z ∈ C y toda f ∈ L2(C). (3.14)

Es fácil ver que

(M ⊗ I)Ṽm(M−1 ⊗ I) = I ⊗ Vm, (3.15)

donde Vm ∈ B(L2(T)) es el operador rotación, dado por

(Vmf)(t) = f(e2πi/mt) para toda t ∈ T y toda f ∈ L2(T).

También consideraremos el álgebra C∗ Rm := alg{R, Ṽm} generada por el álgebra C∗ R y

por el operador de rotación Ṽm.

Corolario 3.1.1. El álgebra C∗ Rm es isomorfa a una subálgebra C∗ de Ω. El isomorfismo

está dado sobre los generadores de Rm por

a(x)I 7→ (a(t)I)λ∈R,

F−1b(ξ)F 7→ (E(λ)−1b(ω)E(λ))λ∈R,

Ṽm 7→ (Vm)λ∈R.



34 CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS CON COEFICIENTES CONSTANTES A TROZOS

3.2 Proyecciones tipo Bergman y operadores singulares

integrales

Consideremos las representaciones de las proyección de Bergman BKm y la proyección de

anti-Bergman B̃Km del espacio L2(Km, dA) en los sectores abiertos

Km = {z = reiθ : r > 0, θ ∈ (0, π/m)} (m = 1, 2, ...)

sobre los espacios A2(Km) y Ã2(Km), respectivamente, v́ıa los operadores integrales singu-

lares bidimensionales SC y S∗C. Obviamente, K1 coincide con el semiplano superior Π, y

entonces tales representaciones ya fueron dadas en el Caṕıtulo 2.

Identificando BKm y B̃Km con los operadores que actúan en el espacio L2(C)

χKmBKmχKmI y χKmB̃KmχKmI,

donde χKm es la función caracteŕıstica del sector Km, obtenemos la siguiente modificación

de [10, Theorem 5.3].

Teorema 3.2.1. Para toda m ∈ N, las proyecciones de Bergman y anti-Bergman del espacio

L2(Km, dA) son proyecciones autoadjuntas, respectivamente, de la forma

BKm = χKmI − χKm

(
m−1∑
k=0

εkmṼ
k
mSC

)
χKm

(
m−1∑
n=0

ε−nm Ṽ nmS
∗
C

)
χKmI,

B̃Km = χKmI − χKm

(
m−1∑
k=0

ε−km Ṽ kmS
∗
C

)
χKm

(
m−1∑
n=0

εnmṼ
n
mSC

)
χKmI,

(3.16)

donde εm = e2πi/m, y el operador rotación Ṽm ∈ B(L2(T)) está dado por (3.14).

Demostración. Se sigue de [10, Lemma 5.2] que

m2wm−1zm−1

(wm − zm)2
=

m−1∑
k=0

εkm
(w − εkmz)2

. (3.17)

Consideremos el operador isométrico de desplazamiento

Wm : L2(Π, dA)→ L2(Km, dA), (Wmf)(z) = mzm−1f(zm) (z ∈ Km).

Como φm(z) = zm es un mapeo conforme de Km en Π para cada m ∈ N, inferimos de (3.3),

que

BKm = WmBΠW
−1
m = I − (WmSΠW

−1
m )(WmS

∗
ΠW

−1
m ). (3.18)

Como Wm es un operador unitario, concluimos de (3.18) que la proyección de Bergman BKm

es autoadjunta.
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Análogamente a [14] y a la prueba de [10, Theorem 5.3], inferimos en virtud de (3.17),

que para z ∈ Km,

(WmSΠW
−1
m f)(z) = − 1

π

∫
Km

m2zm−1wm−1

(wm − zm)2
f(w)dA(w)

= − 1

π

∫
Km

m2zm−1wm−1

(wm − zm)2

(
w

w

)m−1

f(w)dA(w)

= −
m−1∑
k=0

1

π

∫
Km

εkm
(w − εkmz)2

(
w

w

)m−1

f(w)dA(w),

lo cual implica la igualdad

WmSΠW
−1
m = χKm

m−1∑
k=0

εkmṼ
k
mSCh̃

1−mχKmI, (3.19)

donde h̃(z) = z
z para todo z ∈ C. Similarmente, aplicando (3.17), obtenemos

(WmS
∗
ΠW

−1
m f)(z) = − 1

π

∫
Km

m2zm−1wm−1

(wm − zm)2
f(w)dA(w)

= − 1

π

(z
z

)m−1
∫
Km

m2zm−1wm−1

(wm − zm)2
f(w)dA(w)

= −
m−1∑
k=0

1

π

(z
z

)m−1
∫
Km

εkm
(w − εkmz)2

f(w)dA(w)

= −
m−1∑
k=0

1

π

(z
z

)m−1
∫
Km

ε−km
(w − ε−km z)2

f(w)dA(w)

lo cual nos da

WmS
∗
ΠW

−1
m = χKm h̃

1−m
m−1∑
n=0

ε−nm Ṽ nmS
∗
CχKmI. (3.20)

Combinando (3.18), (3.19) y (3.20) llegamos a la primera igualdad en (3.16).

La segunda fórmula en (3.16) se sigue de la primera en vista de (3.3) y las igualdades

S∗C = CSCC y B̃Km = CBKmC. La última igualdad también implica que la proyección de

anti-Bergman B̃Km es autoadjunta en relación con la proyección de Bergman BKm . �

3.3 El álgebra C∗ Cm = alg{aI,BKm, B̃Km : a ∈ C(L)}

Primero vamos a estudiar el álgebra C∗ Cm = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈ C(L)} generada por

la proyección de Bergman BKm , la proyección de anti-Bergman B̃Km y por los operadores de

multiplicación por funciones constantes a trozos en Km con discontinuidades en L.

Con C(L) denotaremos al conjunto de funciones constantes a trozos en el sector Km con

discontinuidades en el conjunto L =
⋃N
j=1 Lj de rayos

Lj = {reiθj : r > 0} (j = 1, 2, ..., N − 1), 0 < θ1 < · · · < θN−1 < π/m.



36 CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS CON COEFICIENTES CONSTANTES A TROZOS

Los rayos Lj (j = 1, 2, ..., N − 1) dividen al sector Km en N sectores abiertos

Rl = {z ∈ Km : θl−1 < argz < θl} (l = 1, 2, ..., N),

donde θ0 =< θ1 < · · · < θN = π/m. Tomando

γm := Km ∩ T, ηl := Rl ∩ T (l = 1, 2, ..., N),

vemos que γm =
⋃N
l=1 ηl. Tomamos χD la función caracteŕıstica de un conjunto D.

De (2.11) se sigue que

SC = F−1h̃−1F, S∗C = F−1h̃F, (3.21)

donde F es la transformada de Fourier actuando en L2(C) y h̃ = z/z para toda z ∈ C. Por

lo tanto, inferimos en virtud del Teorema 3.2.1, de (3.21) y del Corolario 3.1.1 lo siguiente.

Teorema 3.3.1. El álgebra C∗ Cm está contenida en el álgebra C∗ Rm = alg{R, Ṽm} y es

isomorfa-∗ al álgebra C∗ Ω̃m ⊂ Ωm generada por las funciones cuyo valor es un operador de

norma continua R→ B(L2(T)) de la forma

λ 7→ Bm(λ), λ 7→ B̃m(λ), λ 7→ χηlI (l = 1, 2, ..., N),

donde χηl es la función caracteŕıstica del arco ηl := {eiθ : θ ∈ [θl−1, θl]},

Bm(λ) = χγmI − χγm

(
m−1∑
k=0

εkmV
k
mS(λ)

)
χγm

(
m−1∑
n=0

ε−nm V nmS
∗(λ)

)
χγmI,

B̃m(λ) = χγmI − χγm

(
m−1∑
k=0

ε−km V kmS
∗(λ)

)
χγm

(
m−1∑
n=0

εnmV
n
mS(λ)

)
χγmI,

(3.22)

χγm es la función caracteŕıstica del arco γm := {eiθ : θ ∈ [0, π/m], εm = e2πi/m, el operador

Vm ∈ B(L2(T)), y los operadores S(λ), S∗(λ) ∈ B(L2(T)) para toda λ ∈ R son dados por

S(λ) := E(λ)−1h−2E(λ), S∗(λ) := E(λ)−1h2E(λ), h(t) = t (t ∈ T). (3.23)

Demostración. Como h̃± ∈ H(C(T)), inferimos de (3.21) y (3.13) que

(M ⊗ I)SC(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ S(λ),

(M ⊗ I)S∗C(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ S∗(λ),
(3.24)

Además, de (3.13) y (3.15) deducimos que

(M ⊗ I)χRl(M
−1 ⊗ I) = I ⊗ χηlI (l = 1, 2, ..., N),

(M ⊗ I)χKm(M−1 ⊗ I) = I ⊗ χγmI,

(M ⊗ I)Ṽm(M−1 ⊗ I) = I ⊗ Vm.

(3.25)
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Considerando éstas igualdades, inferimos de (3.2.1) que

(M ⊗ I)BKm(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ Bm(λ),

(M ⊗ I)B̃Km(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ B̃m(λ),
(3.26)

donde los operadores Bm(λ), B̃m(λ) ∈ B(L2(T)) para toda λ ∈ R son definidos por (3.22).

Del Lema (3.1.2) y (3.22) se sigue que las funciones cuyo valor es un operador λ 7→ Bm(λ)

y λ 7→ B̃m(λ) son de norma continua, lo cual completa la prueba de acuerdo al Corolario

3.1.1. �

3.4 Un álgebra C∗ generada por proyecciones

En esta sección estudiamos un álgebra C∗ A ⊂ B(H) generada por n proyecciones ortogonales

Qi cuya suma da el operador identidad I y por m proyecciones ortogonales unidimensionales

Pk sobre un espacio de Hilbert H. El siguiente teorema nos proporciona un esquema a seguir

para establecer un isomorfismo-∗ entre el álgebra C∗ A y un álgebra C∗ de matrices finitas.

Este resultado fue obtenido por una modificación producida en el esquema en [8, Theorem

8.1], donde excluimos la condición de ortogonalidad por pares de las proyecciones Pk.

Sea Cn el álgebra C∗ de vectores con entradas complejas x = (x1, ..., xn) con las operacio-

nes usuales de suma y multiplicación por escalares complejos, con la multiplicación entrada

a entrada, el adjunto x∗ = (x1, ..., xn), y la norma ||x|| = max{|x1|, ..., |xn|}. Por medio

de 〈x, y〉 denotaremos el producto interno en un espacio de Hilbert H, el śımbolo δi,j es el

śımbolo de la delta de Kronecker, y usaremos Ik para denotar a la matriz identidad de k×k.

Denotaremos por H1 u · · · uHn la suma directa de los espacios de Hilbert H1, ...,Hn, que

consisten de elementos x1 + · · ·xn con xk ∈ Hk (k = 1, 2, ..., n), tales que si
∑n
k=1 xk = 0,

entonces xk = 0 para toda k = 1, 2, ..., n.

Teorema 3.4.1. Sea H un espacio de Hilbert y sean Qi, Pk (i = 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, ...,m)

proyecciones autoadjuntas en B(H) que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) QiQj = 0 (i, j = 1, 2, ..., n; i 6= j);

(ii)
∑n
i=1Qi = I;

(iii) Pk (k = 1, 2, ...,m) son proyecciones unidimensionales;

(iv)
⋂n
k=1(ImPk)⊥ ∩ ImQi 6= {0}, i = 1, 2, ..., n;
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(v) Si v1, ..., vm son los generadores con norma uno de los espacios ImP1, ..., ImPm, res-

pectivamente, entonces los vectores Qiv1, ..., Qivm son linealmente independientes para

todo i = 1, 2, ..., n.

Sea A la subálgebra C∗ de B(H) generada por las proyecciones Qi (i = 1, 2, ..., n) y

Pk (k = 1, 2, ...,m), sea S = diag{Si}ni=1 donde las Si son matrices invertibles en Cm×m que

transforman los sistemas νi = {Qiv1, Qiv2, ..., Qivm} de vectores linealmente independientes

en H en sistemas ortonormales, y sea S la subálgebra C∗ de Cmn×mn generada por las

matrices

Q̃i = diag{δi,jIm}nj=1 y SP̃kS
−1 (i = 1, 2, ..., n; k = 1, 2, ...,m),

donde

P̃k =
(
diag{δk,j}mj=1Es,i

)n
s,i=1

, k = 1, 2, ...,m

y

Es,i =


〈Qiv1, Qiv1〉 〈Qiv2, Qiv1〉 · · · 〈Qivm, Qiv1〉

〈Qiv1, Qiv2〉 〈Qiv2, Qiv2〉 · · · 〈Qivm, Qiv2〉
...

...
. . .

...

〈Qiv1, Qivm〉 〈Qiv2, Qivm〉 · · · 〈Qivm, Qivm〉

 ∈ Cm×m.

Entonces el mapeo σ, definido sobre los generadores de A por

Qi 7→ (δi,1 ⊕ δi,2 ⊕ · · · ⊕ δi,n)⊕ Q̃i (i = 1, 2, ..., n),

Pk 7→ (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊕ SP̃kS−1 (k = 1, 2, ...,m),
(3.27)

se extiende a un isomorfismo-∗ del álgebra C∗ A sobre el álgebra C∗ Cn ⊕S.

Demostración. Sean Mi := ImQi (i = 1, 2, ..., n) y Lk := ImPk (k = 1, 2, ...,m). Para

todo k, fijamos un generador con norma uno vk de Lk. Dividimos la prueba en varios pasos.

1) Como las proyecciones Q1, ..., Qn y P1, ..., Pm son autoadjuntas, los subespacios cerra-

dos H0 := (L⊥1 ∩· · ·∩L⊥m∩M1)⊕· · ·⊕(L⊥1 ∩· · ·∩L⊥m∩Mn) y M := H⊥0 de H son invariantes

con respecto a esas proyecciones:

QiH0 = L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥m ∩Mi, PkH0 = {0}, QiM ⊂M, PkM ⊂M.

2) Consideremos las restricciones

Q′i := Qi|M (i = 1, 2, ..., n) y P ′k := Pk|M (k = 1, 2, ...,m).
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Por (i), Q′iQ
′
j = δi,jQ

′
i, y por (ii), Q′iQ

′
j y I ′ = Q′1 + · · · + Q′n, donde I ′ es el operador

identidad sobre M, lo cual implica que M = ImQ′1 ⊕ · · · ⊕ ImQ′n.

3) Por 1), Qi(M) ⊂ M ′i := Mi ∩M. Por otro lado, M ′i ⊂ Qi(M) porque y = Qi(y) para

toda y ∈M ′i . Aśı, M ′i = Qi(M) = ImQ′i y por lo tanto

M = M ′1 ⊕ · · · ⊕M ′n.

4) Además, concluimos que Lk ⊂ M para toda k = 1, ...,m. En efecto, representando a

cada elemento lk ∈ Lk en la forma lk = (
∑n
i=1 xi)+y donde y ∈M y xi ∈ (L⊥1 ∩· · ·∩L⊥m∩Mi),

obtenemos

0 = 〈lk, xi〉 = ||xi||2 + 〈y, xi〉 = ||xi||2.

Aśı, toda xi = 0 y por lo tanto, lk ∈M.

5) Consideremos los operadores

Πi = (P1 + · · ·+ Pm)|M ′i (i = 1, 2, ..., n).

Si g ∈M ′i(= Mi∩M) y Πi(g) = 0, entonces P1(g) + · · ·+Pm(g) = 0. Por (iii), Pk(g) = ckvk

para todo k = 1, 2, ...,m, donde vk es un generador con norma 1 del espacio ImPk y ck ∈ C.

Entonces c1v1 + ...+ cmvm = 0, lo cual implica que

c1Qiv1 + · · ·+ cmQivm = 0 (i = 1, 2, ..., n).

Como los vectores Qiv1, ..., Qivm son linealmente independientes para cada i = 1, 2, ..., n en

vista de (v), deducimos que ck = 0, y por lo tanto Pk(g) = ckvk = 0 para toda k = 1, 2, ...,m.

Por consiguiente,

Πi : M ′i → L1 u · · ·u Lm (i = 1, 2, ..., n).

Por otro lado, como Pk(g) = 0 para toda k = 1, 2, ...,m, concluimos que g ∈ L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥m.

Aśı,

g ∈ (L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥m ∩Mi) ∩M = {0},

y por lo tanto, cada operador Πi es inyectivo.

6) Aseguramos que dimM ′i = m para todo i = 1, 2, ..., n. En efecto, como vk ∈ Lk ⊂

M para k = 1, 2, ...m, Qi(M) = M ′i y los vectores Qiv1, ..., Qivm ∈ M ′i son linealmente

independientes en vista de (v), concluimos que dimM ′i ≥ m. Por otro lado, como Πi : M ′i →

L1 u · · · u Lm es un operador inyectivo y dim(L1 u · · · u Lm) = m (ver (iii)), se sigue que

dimM ′i ≤ m, lo cual prueba nuestra afirmación.

7) Como dimM ′i = m, inferimos de (i) y (v) que el sistema

ν = {Q1v1, ..., Q1vm, Q2v1, ..., Q2vm, ..., Qnv1, ..., Qnvm}.
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es una base ordenada de M. Obviamente, las representaciones matriciales de las proyecciones

Q′i ∈ B(M) con respecto a la base ν tienen la forma

Q̃i = diag{δi,jIm}nj=1, i = 1, 2, ...n.

Además, para toda k, j = 1, 2, ...,m y toda i = 1, 2, ...n, obtenemos

Pk(Qivj) = 〈Qivj , vk〉vk = 〈Qivj , Qivk〉vk = 〈Qivj , Qivk〉(Q1vk + · · ·+Qnvk).

De esto se sigue que las representaciones matriciales de las proyecciones P ′k ∈ B(M), relativas

a la base ν, son de la forma

P̃k =
(
diag{δk,j}mj=1Es,i

)n
s,i=1

, k = 1, 2, ...,m,

donde las matrices Es,i fueron descritas al enunciar el teorema.

8) Aplicando el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt podemos obtener una base

ortonormal ν0 de M de la base ν. Aśı, existe una matriz invertible S = diag{Si}ni=1 ∈

Cmn×mn tal que las representaciones matriciales de P ′k, relativas a la base ν0, son de la

forma SP̃kS
−1, respectivamente. Obviamente, las representaciones matriciales de Q′i en la

base ν0 preservan la forma de Q̃i.

9) De acuerdo a la descomposición

H = (L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥m ∩M1)⊕ · · · ⊕ (L⊥1 ∩ · · · ∩ L⊥m ∩Mn)⊕M

donde, por (iv),
⋂m
k=1(ImPk)⊥ ∩ ImQi 6= {0} para toda i = 1, 2, ..., n y M es tomada con la

base ν0, obtenemos las representaciones (3.27) de los generadores Qi y Pk del álgebra C∗ A

en el álgebra C∗ Cn ⊕G. Aśı, existe un isomorfismo-∗ entre álgebras C∗, del álgebra C∗ A

sobre el álgebra C∗ D de Cn ⊕G, generada por los elementos

Qi 7→ (δi,1 ⊕ δi,2 ⊕ · · · ⊕ δi,n)⊕ Q̃i (i = 1, 2, ..., n),

Pk 7→ (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊕ SP̃kS−1 (k = 1, 2, ...,m).
(3.28)

�

Es natural llamar a las matrices σ(A) ∈ Cn ⊕S los śımbolos de los operadores A ∈ A.

Corolario 3.4.1. Un operador A ∈ A es invertible en el espacio de Hilbert H si y sólo si su

śımbolo σ(A) ∈ Cn ⊕S es invertible en Cn ⊕ Cmn×mn.

Sea

ν0 := {e(1)
1 , ..., e(1)

m , e
(2)
1 , ..., e(2)

m , ..., e
(n)
1 , ..., e(n)}
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la base ortogonal de M obtenida de la base

ν = {Q1v1, ..., Q1vm, Q2v1, ..., Q2vm, ..., Qnv1, ..., Qnvm}

por el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt. Como las proyecciones Q1, ..., Qn son

ortogonales dos a dos, podemos aplicar la ortogonalización separadamente para cada sistema

νi := {Qiv1, ..., Qivm}. Aśı, para i = 1, 2, ..., n y k, j = 1, 2, ...,m, obtenemos las siguientes

fórmulas de recurrencia:

e
(i)
j = f

(i)
j /‖f (i)

j ‖, f
(i)
j = Qivj −

j−1∑
s=1

〈Qivj , e(i)
s 〉e(i)

s ,

‖f (i)
j ‖

2 = 〈Qivj , Qivj〉 −
j−1∑
s=1

|〈e(i)
s , vj〉|2 6= 0,

〈e(i)
j , vk〉 =



1

‖f (i)
j ‖

(
〈Qivj , Qivk〉 −

j−1∑
s=1

〈e(i)
s , vj〉〈e(i)

s , vk〉
)

if j < k,

‖f (i)
k ‖ if j = k,

0 if j > k.

(3.29)

Además, por la prueba de [8, Lemma 8.5], concluimos que las entradas
[
B

(i,r)
k

]
s,j

(s, j =

1, 2, . . . ,m) de los bloques

B
(i,r)
k = Si

(
diag

{
δk,l
}m
l=1

Ei,r
)
S−1
r ∈ Cm×m

de la matriz SP̃kS
−1 =

[
B

(i,r)
k

]n
i,r=1

son dados por las fórmulas

[
B

(i,r)
k

]
s,j

=

〈e
(i)
s , vk〉〈e(r)

j , vk〉, si s, j = 1, 2, . . . , k;

0, de otra manera.

(3.30)

Aśı, todo bloque B
(i,r)
k tiene la forma

B
(i,r)
k =

C(i,r)
k 0m−k

0m−k 0m−k

 , (3.31)

donde C
(i,r)
k ∈ Ck×k y su (k, k)-entrada β

(i,r)
k = ‖f (i)

k ‖‖f
(r)
k ‖ es no cero.

En el caso m = 2, el Teorema 3.4.1 queda reforzado por [8, Lemma 8.6]:

Lema 3.4.1. Si m = 2, todas las condiciones del Teorema 3.4.1 se satisfacen y

αi012 := 〈Qi0v1, Qi0v2〉 6= 0 para algún i0 ∈ {1, 2, . . . , n},

entonces la C∗-álgebra Cn ⊕S coincide con Cn ⊕ C2n×2n.
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3.5 Cálculo simbólico para el álgebra C∗ Cm e invertibi-

lidad

Dada λ ∈ R, definimos Am,λ como la subálgebra C∗ de B(L2(γm)) generada por los opera-

dores Bm(λ), B̃m(λ) y χηlI (l = 1, 2, ..., N). Entonces, de acuerdo al Teorema 3.3.1, para

toda A ∈ Cm y toda λ ∈ R existe un operador Am(λ) ∈ Am,λ tal que

(M ⊗ I)A(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ Am(λ) (3.32)

y la función cuyo valor es un operador λ 7→ Am(λ) es de norma continua. Como el álgebra

C∗ Ω̃m es generada por las funciones cuyo valor es un operador dadas en el Teorema 3.3.1

es representada en la forma

Ω̃m =
⊕
λ∈R

Am,λ, (3.33)

el Teorema 3.3.1 y (3.32) implican el siguiente criterio de invertibilidad.

Teorema 3.5.1. Dada m ∈ N, un operador A ∈ Cm es invertible en el espacio L2(Km) si y

sólo si los operadores Am(λ) ∈ Am,λ son invertibles en el espacio L2(γm) para toda λ ∈ R y

sup
λ∈R
‖(Am(λ))−1‖B(L2(γm)) <∞. (3.34)

Para estudiar la invertibilidad de los operadores Am(λ), primero necesitamos investigar

las imágenes de los operadores Bm(λ) y B̃m(λ).

3.5.1 Imágenes de los operadores Bm(λ) y B̃m(λ)

Para calcular las imágenes de los operadores Bm(λ) y B̃m(λ) seguiremos en general el es-

quema de [12]. Por [11, Chapter 1, Lemma 4.10], tenemos que si P (t) es una familia de

proyecciones sobre un espacio de Hilbert H continuamente dependiente, en la topoloǵıa

norma, de un parámetro real t corriendo a través de un conjunto conexo de R, entonces

todos los espacios P (t)H son isomorfos; en particular, todas las imágenes de P (t) tienen

las mismas dimensiones. Como las proyecciones Bm(λ) y B̃m son de norma continuamente

dependiente de λ ∈ R por el Teorema 3.3.1, tenemos que

dimBm(λ) = dimBm(0), dimB̃m(λ) = dimB̃m(0).

Vamos a probar que Bm(0) y B̃m(0) son proyecciones unidimensionales y entonces todas

las proyecciones Bm(λ) y B̃m(λ) son unidimensionales. Para ésto usaremos el Lema 3.1.1.

Consideramos una generalización de [12, Theorem 3.8] y [10, Proposition 9.2] para el caso

de sectores Km para toda m ∈ N.
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Proposición 3.5.1. Para λ = 0 y toda m ∈ N, tenemos

ImBm(0) = span

{
χγmh−1√
π/m

}
y ImB̃m(0) = span

{
χγmh√
π/m

}
,

donde h(t) = t para todo t ∈ T y χγm es la función caracteŕıstica del arco γm = {eiτ : τ ∈

[0, π/m]}.

Demostración. Como la función Γ es anaĺıtica en el conjunto C \ {0,−1,−2, ...} y tiene

polos de orden uno en los puntos 0,−1,−2, ..., deducimos del Lema 3.1.1 que

E(0)hn = (−i)|n|hn, E(0)−1hn = i|n|hn (n ∈ Z).

Entonces, por el Teorema 3.3.1, obtenemos

S(0)hn = E(0)−1h−2E(0)hn = (−i)|n|i|n−2|hn−2,

S∗(0)hn = E(0)−1hE(0)hn = (−i)|n|i|n+2|hn+2,

lo cual implica que, para todo n ∈ Z,

S(0)hn =

−h
n−2, n 6= 1,

hn−2 n = 1,

S∗(0)hn =

−h
n+2, n 6= −1,

hn+2 n = −1,

Dada f ∈ L2(T), calcularemos Bm(0)(χγmf). Representando la función χγm por la serie

convergente en L2(T)

χγmf =
1

2π

∑
k∈Z
〈χγmf, hk〉hk,

donde h(t) = t para toda t ∈ T, inferimos de 〈χγmf, hk〉 = 〈χγmfh2, hk+2〉 que

S∗(0)(χγmf) = S∗(0)
( 1

2π

∑
k∈Z
〈χγmf, hk〉hk

)
=

1

2π

∑
k∈Z
〈χγmf, hk〉S∗(0)(hk)

= − 1

2π

∑
k∈Z\{−1}

〈χγmf, hk〉hk+2 +
1

2π
〈χγmf, h−1〉h

= − 1

2π

∑
k∈Z
〈χγmfh2, hk+2〉hk+2 +

2

2π
〈χγmf, h−1〉h

= − 1

2π

∑
k∈Z
〈χγmf, hk〉hk+2 +

1

π
〈χγmf, h−1〉h

= −χγmfh2 +
1

π
〈χγmf, h−1〉h.

Entonces, teniendo en cuenta la igualdad
∑m−1
k=0 [ε−km V kmh] = mh y que V km(χγmfh

2 = 0

si 1 ≤ k ≤ m− 1, obtenemos
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χγm

m−1∑
k=0

[
ε−km V kmS

∗(0)(χγmf)
]

= χγm

m−1∑
k=0

[
ε−km V km

(
− χγmfh2 +

1

π
〈χγmf, h−1〉h

)]
= −χγm

m−1∑
k=0

[
ε−km V km

(
χγmfh

2
)]

+ χγm

m−1∑
k=0

[
ε−km V km

( 1

π
〈χγmf, h−1〉h

)]
= −χγmfh2 +

1

π
〈χγmf, h−1〉χγm

m−1∑
k=0

[
ε−km V kmh

]
= −χγmfh2 +

m

π
〈χγmf, h−1〉χγmh.

De manera análoga, considerando las igualdades 〈χγmfh2, hk〉 = 〈χγmf, hk−2〉 y

〈χγmh, hk〉 = 〈χγmh−1, hk−2〉, deducimos que

S(0)(χγmfh
2) = S(0)

( 1

2π

∑
k∈Z
〈χγmfh2, hk〉hk

)
=

1

2π

∑
k∈Z
〈χγmfh2, hk〉S(0)(hk)

= − 1

2π

∑
k∈Z\{1}

〈χγmfh2, hk〉hk−2 +
1

2π
〈χγmfh2, h〉h−1

= − 1

2π

∑
k∈Z
〈χγmfh2, hk〉hk−2 +

2

2π
〈χγmfh2, h〉h−1

= − 1

2π

∑
k∈Z
〈χγmf, hk−2〉hk−2 +

1

π
〈χγmf, h−1〉h−1

= −χγmf +
1

π
〈χγmf, h−1〉h−1.

y también considerando que 〈χγmh, h〉 = π/m, obtenemos

S(0)(χγmh) = S(0)
( 1

2π

∑
k∈Z
〈χγmh, hk〉hk

)
=

1

2π

∑
k∈Z
〈χγmh, hk〉S(0)(hk)

= − 1

2π

∑
k∈Z\{1}

〈χγmh, hk〉hk−2 +
1

2π
〈χγmh, h〉h−1

= − 1

2π

∑
k∈Z
〈χγmh, hk〉hk−2 +

2

2π
〈χγmh, h〉h−1

= − 1

2π

∑
k∈Z
〈χγmh−1, hk−2〉hk−2 +

1

π
〈χγmh, h〉h−1

= −χγmh−1 +
h−1

m
.
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Entonces

χγm

m−1∑
k=0

[
εkmV

k
mS(0)

(
− χγmfh2 +

m

π
〈χγmf, h−1〉χγmh

)]
= χγm

m−1∑
k=0

[
εkmV

k
m

(
S(0)

(
− χγmfh2

)
+ S(0)

(m
π
〈χγmf, h−1〉χγmh

))]
= χγm

m−1∑
k=0

[
εkmV

k
m

(
S(0)

(
− χγmfh2

)
+
m

π
〈χγmf, h−1〉S(0)(χγmh)

)]
= χγm

m−1∑
k=0

[
εkmV

k
m

(
χγmf −

1

π
〈χγmf, h−1〉h−1

)]
+ χγm

m−1∑
k=0

[
εkmV

k
m

(m
π
〈χγmf, h−1〉

(
− χγmh−1 +

1

m
h−1

))]
= χγmf −

1

π
〈χγmf, h−1〉χγm

m−1∑
k=0

[
εkmV

k
mh
−1
]

− m

π
〈χγmf, h−1〉χγmh−1 +

1

π
〈χγmf, h−1〉χγm(t)

m−1∑
k=0

[
εkmV

k
mh
−1
]

= χγmf −
m

π
〈χγmf, h−1〉χγmh−1.

Finalmente, deducimos que

Bm(0)(χγmf) = χγmf − χγmf +
m

π
〈χγf, h−1〉χγmh−1

=
m

π
〈χγmf, h−1〉χγmh−1,

lo cual implica que el espacio de Hilbert ImBm(0) ⊂ L2(γm) es unidimensional. Más aún,

inferimos la primera fórmula del teorema, donde la función t 7→ χγm(t)t−1/
√
π/m es un

generador con norma uno de ImBm(0).

Como B̃Km = CBKmC, donde el operador C es tal que Cf = f , deducimos que

B̃m(0)(χγmf) = CBm(0)C(χγmf) = CBm(0)(χγmf)

= C
(m
π
〈χγmf, h−1〉χγmh−1

)
=
m

π
〈χγmf, h〉χγmh,

lo cual implica que el espacio de Hilbert ImB̃m(0) ⊂ L2(γm) es unidimensional. Esto nos da

la segunda fórmula del teorema, donde la función t 7→ χγm(t)t/
√
π/m es un generador con

norma uno de ImB̃m(0). �

El siguiente Lema es una generalización de [12, Proposition 3.10] y de [10, Lemma 9.3]

para el caso de sectores Km para cualquier m ∈ N. Consideramos T+ := T ∩Π.

Lema 3.5.1. Para toda λ ∈ R y toda m ∈ N, los espacios ImBm(λ) e ImB̃m(λ) son unidi-

mensionales y sus generadores con norma uno son dados para toda t ∈ T, respectivamente,
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por

gm,λ(t) =
( 2λ

1− e−2πλ/m

) 1
2

χγm(t)tiλ−1,

g̃m,λ(t) =
( 2λ

e2πλ/m − 1

) 1
2

χγm(t)t1−iλ,

donde, para λ = 0, ( 2λ

1− e−2πλ/m

) 1
2

=
( 2λ

e2πλ/m − 1

) 1
2

=
1√
π/m

.

Además, las funciones

t 7→
( 2λ

1− e−2πλ/m

) 1
2

tiλ−1 y t 7→
( 2λ

e2πλ/m − 1

) 1
2

t1−iλ

son ortogonales en el espacio L2(T+) para toda m ∈ N y toda λ ∈ R.

Demostración. De la igualdad (M ⊗ I)Bm(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ Bm(λ) obtenemos

(I ⊗λ Bm(λ))(L2(R)⊗ L2(T)) = (M ⊗ I)(A2(Km)),

donde las funciones en A2(Km) son consideradas como elementos del espacio de Hilbert

L2(R+, rdr) ⊗ L2(T) después de su extensión por cero al conjunto C \ Km. Luego, si f ∈

A2(Km), entonces existe g ∈ L2(R)⊗ L2(T) tal que

[(M ⊗ I)f ](λ, t) = [(I ⊗λ Bm(λ))g](λ, t) = [Bm(λ)g(λ, ·)](t), t ∈ T.

Consecuentemente, [(M ⊗ I)f ](λ, ·) ∈ ImBm(λ) para todo f ∈ A2(Km). Tomando h0(z) =

χKm(z)(z + i)−2 ∈ A2(Km), y aplicando [17, Formula 2.19], inferimos por analoǵıa con [12,

Proposition 3.10] y [10, Lemma 9.3], obtenemos que para (λ, t) ∈ R× T,

[(M ⊗ I)h0](λ, t) =
1√
2π

∫
R+

χγm(t)(rt+ i)−2r−iλdr

=
χγm(t)√

2π

∫
R+

(rt+ i)−2r−iλdr

=
χγm(t)√

2π
i−iλ−1tiλ−1B(1− iλ, 1 + iλ),

donde B(·, ·) es la función Beta. Por lo tanto, la función t 7→ χγm(t)tiλ−1 pertenece a

ImBm(λ). Pero como el espacio ImBm(λ) es unidimensional, concluimos que

ImBm(λ) = span{χγmhiλ−1}.

donde h(t) = t para toda t ∈ T.

Ahora vamos a calcular ‖χγtiλ−1‖L2(T).
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Si λ 6= 0, entonces:

‖ χγtiλ−1 ‖2L2(T) =

∫
γ

tiλ−1tiλ−1|dt| =
∫
γ

tiλ−1(t)iλ−1|dt|

=

∫
γ

tiλ−1(t−1)−iλ−1|dt| =
∫
γ

tiλ−1tiλ+1|dt|

=

∫
γ

t2iλ|dt| =
∫ π

m

0

(eiθ)2iλdθ

=

∫ π
m

0

e−2λθdθ =
−1

2λ
(e−2λπ/m − 1)

=
1

2λ
(1− e−2λπ/m)

Si λ = 0, entonces:

‖ χγt−1 ‖2L2(T)=

∫
γ

t−1t−1|dt| =
∫
γ

|dt| = π

m
.

De lo cual tenemos

‖ χγtiλ−1 ‖2L2(T)=


√

(1− e−2πλ/m)/(2λ), si λ ∈ R \ 0√
π
m , si λ = 0

De esto se sigue que la función gm,λ es un generador con norma uno del espacio unidi-

mensional ImBm.

De la misma manera, de la relación (M ⊗ I)B̃m(M−1 ⊗ I) = I ⊗λ B̃m(λ) obtenemos

(I ⊗λ B̃m(λ))(L2(Km) = (M ⊗ I)(Ã2(Km)),

donde las funciones en Ã2(Km) extendidas por cero al conjunto C\Km también son considera-

das como elementos del espacio de Hilbert L2(R+, rdr)⊗L2(T). Por lo tanto, si f ∈ Ã2(Km),

entonces [(M ⊗ I)f ](λ, ·) ∈ ImB̃m(λ). Además, para h0 = χKm(z)(z + i)−2, tenemos que

h0 ∈ Ã2(Km). Del caso anterior, deducimos que para (λ, t) ∈ R× T,

[(M ⊗ I)h0](λ, t) =
1√
2π

∫
R+

χγm(t)(rt+ i)−2r−iλdr

= [(M ⊗ I)h0](−λ, t).

Como ya hemos probado, existe c ∈ C \ 0 tal que

[(M ⊗ I)h0](−λ, t) = cgm,−λ(t).

De lo cual inferimos que gm,−λ ∈ ImB̃m(λ). Entonces la función g̃m,λ := gm,−λ es el genera-

dor con norma uno del espacio ImB̃m(λ).

Finalmente, para toda m ∈ N y toda λ ∈ R inferimos que∫
T+

( 2λ

1− e−2πλ/m

)1/2

tiλ−1
( 2λ

e2πλ/m − 1

)1/2

t1−iλ|dt| = λ

sinh(πλ/m)

∫ π

0

e−2iθdθ = 0,

lo cual nos da la ortogonalidad de las funciones en L2(T+). �
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3.5.2 Test de condiciones del Teorema 3.4.1

Definimos los siguientes operadores en el álgebra C∗ B(L2(γm)):

P1 := Bm(λ), P2 := B̃m(λ), Ql := χηlI (l = 1, 2, ..., N).

Aplicaremos el Teorema 3.4.1 al álgebra C∗

Am,λ := alg{Bm(λ), B̃m(λ), Ql : l = 1, 2, ..., N} ⊂ B(L2(Km)),

para lo cual debemos ver que se cumplen las hipótesis.

Claramente, las Ql son proyecciones ortogonales que satisfacen las condiciones

QlQj = δl,jQj ,
N∑
l=1

Ql = I,

lo cual nos garantiza las condiciones i) y ii). Por Teorema 3.2.1 y Teorema 3.3.1, tenemos

que Bm(λ) y B̃m(λ) son proyecciones autoadjuntas unidimensionales, lo cual nos satisface

iii).

Como todo espacio ImχηlI tiene dimensión infinita, existe g ∈ ImχηlI tal que 0 6= g ∈

{χηlgm,λ, χηl g̃m,λ}⊥. Entonces, para toda l = 1, 2, ..., N ,

0 6= g ∈ (ImP1)⊥ ∩ (ImP2)⊥ ∩ ImQl,

y aśı tenemos la condición iv).

Fijemos λ ∈ R, consideremos la combinación lineal agm,λ+bg̃m,λ con constantes a, b ∈ C,

y supongamos que χηl(agm,λ + bg̃m,λ) = 0 para alguna l = 1, 2, ..., N . Entonces, por el Lema

3.5.1, la función

φ(t) := a
( 2λ

1− e−2πλ/m

)1/2

tiλ−1 + b
( 2λ

e2πλ/m − 1

)1/2

t1−iλ

es igual a cero para toda t ∈ ηl. Pero la función φ(t) admite continuación anaĺıtica a todo

el semiplano superior Π. Como ésta función es igual a cero en el arco ηl, entonces φ(t) = 0

para toda t ∈ T+. Por el Lema 3.5.1, las funciones gm,λ y g̃m,λ son ortogonales en el

espacio L2(T+), entonces a = b = 0. Por lo tanto, las funciones gm,λ y g̃m,λ son linealmente

independientes en todo arco ηl (l = 1, 2, ...N), y entonces tenemos la condición v).

3.5.3 Aplicación del Teorema 3.4.1

Para m ∈ N y l = 1, 2, ..., N , consideramos los siguientes productos internos en el espacio

L2(γm):
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αlm,11(λ) = 〈χlgm,λ, χlgm,λ〉, αlm,12(λ) = 〈χlgm,λ, χlg̃m,λ〉,

αlm,21(λ) = 〈χlg̃m,λ, χlgm,λ〉, αlm,22(λ) = 〈χlg̃m,λ, χlg̃m,λ〉.

Teniendo en cuenta las igualdades αlm,21(λ) = αlm,12(λ) y αlm,22(λ) = αlm,11(−λ) para

λ ∈ R, del Lema 3.5.1 calculamos para λ ∈ R \ {0},

αlm,11(λ) =

∫
χl(t)

(
2λ

1− e−2πλ/m

) 1
2

χγ(t)tiλ−1χl(t)

(
2λ

1− e−2πλ/m

) 1
2

χγ(t)tiλ−1|dt|

=

(
2λ

1− e−2πλ/m

)∫
χl(t)χγ(t)tiλ−1t

iλ−1|dt|

=
2λ

1− e−2πλ/m

∫
χl(t)χγ(t)tiλ−1(t−1)−iλ−1

=
2λ

1− e−2πλ/m

∫
χl(t)χγ(t)t2iλ|dt| = 2λ

1− e−2πλ/m

∫ θl

θl−1

e2iλ(iθ)dθ

=
2λ

1− e−2πλ/m

∫ θl

θl−1

e−2λθdθ =
2λ

1− e−2πλ/m

(
− 1

2λ

)
e−2λθ|θlθl−1

=
e−2λθl − e−2λθl−1

e−2πλ/m − 1

αlm,12(λ) =

∫
χl(t)

(
2λ

1− e−2πλ/m

) 1
2

χγ(t)tiλ−1χl(t)

(
2λ

e2πλ/m − 1

) 1
2

χγ(t)t−iλ+1|dt|

=
2λ

[(1− e−2πλ/m)(e2πλ/m − 1)]
1
2

∫
χl(t)χγ(t)tiλ−1(t)−iλ+1|dt|

=
2λ

e
2πλ
m − e−2πλm

∫
χl(t)χγ(t)tiλ−1(t−1)iλ+1|dt|

=
λ

sinh(πλm )

∫
χl(t)χγ(t)t−2|dt|

=
λ

sinh(πλm )

∫ θl

θl−1

e−2iθdθ

=
λ

sinh(πλm )

(
1

−2i

)
e−2iθ|θlθl−1

=
λ

sinh(πλm )

e−2iθl − e−2iθl−1

−2i

αlm,21(λ) = αlm,12(λ) =

(
λ

sinh(πλm )

e−2iθl − e−2iθl−1

−2i

)

=
λ

sinh(πλm )

e−2iθl − e−2iθl−1

(−2i)
=

λ

sinh(πλm )

e2iθl − e2iθl−1

2i
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αlm,22(λ) = αlm,11(−λ) =
e2λθl − e2λθl−1

e2πλ/m − 1

Por otro lado, aplicando las igualdades

αlm,kn(0) = lim
λ→0

αlm,kn(λ), k, n = 1, 2,

deducimos que para λ = 0,

αlm,11(0) = lim
λ→0

e−2λθl − e−2λθl−1

e−2πλ/m − 1
= lim
λ→0

−2θle
−2λθl + 2θl−1e

−2λθl−1

− 2π
m e
−2πλ/m

=
2(θl − θl−1)

2π
m

=
θl − θl−1

π/m

αlm,12(0) = lim
λ→0

λ

sinh(πλm )

e−2iθl − e−2iθl−1

−2i
= lim
λ→0

1
π
m cosh(πλm )

e−2iθl − e−2iθl−1

−2i

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−2πi/m

αlm,21(0) = lim
λ→0

λ

sinh(πλm )

e2iθl − e2iθl−1

2i
=
e2iθl − e2iθl−1

2πi/m

αlm,22(0) = lim
λ→0

e2λθl − e2λθl−1

e2πλ/m − 1
=
θl − θl−1

π/m

Como las proyecciones Q1, Q2, ..., QN son ortogonales disjuntas dos a dos, tomando

vm,λ,1 := gm,λ y vm,λ,2 := g̃m,λ, inferimos de (3.29) que para l = 1, 2, ..., N ,

e
(l)
m,λ,1 =

Qlvm,λ,1(
αlm,11(λ)

)1/2 ,
e

(l)
m,λ,2 =

Qlvm,λ,2 −
(
αlm,21(λ)/αlm,11(λ)

)
Qlvm,λ,1(

αlm,22(λ)− |αlm,21(λ)|2/αlm,11(λ)
)1/2 ,

(3.35)

donde el denominador no cero ‖f (l)
m,λ,2‖ de e

(l)
m,λ,2 es calculado por la regla

∥∥f (l)
m,λ,2

∥∥ =
(
αlm,22(λ)− |αlm,21(λ)|2/αlm,11(λ)

)1/2
.

Entonces para λ ∈ R \ {0}, tenemos
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‖f (l)
m,λ,2‖

2

=
e2λθj − e2λθj−1

e2πλ/m − 1
−

∣∣∣∣∣ λ

sinh(πλm )

e2iθj − e2iθj−1

2i

∣∣∣∣∣
2

/
e−2λθj − e−2λθj−1

e−2πλ/m − 1


=
e2λθj − e2λθj−1

e2πλ/m − 1
−

(
λ2

4 sinh2(πλm )

∣∣e2iθj − e2iθj−1
∣∣2 /e−2λθj − e−2λθj−1

e−2πλ/m − 1

)

=
e2λθj − e2λθj−1

e2πλ/m − 1
−

(
λ2(e2iθj − e2iθj−1)(e−2iθj − e−2iθj−1)

4 sinh2(πλm )
/
e−2λθj − e−2λθj−1

e−2πλ/m − 1

)

=
e2λθj − e2λθj−1

e2πλ/m − 1
−

(
λ2(2− e2i(θj−θj−1) − e−2i(θj−θj−1))

4 sinh2(πλm )
/
e−2λθj − e−2λθj−1

e−2πλ/m − 1

)

=
e2λθj − e2λθj−1

e2πλ/m − 1
−

(
λ2(−4 sinh2(i(θj − θj−1)))

4 sinh2(πλm )
/
e−2λθj − e−2λθj−1

e−2πλ/m − 1

)

=
e2λθj − e2λθj−1

e2πλ/m − 1
− λ2(− sinh2(i(θj − θj−1)))(e−2πλ/m − 1)

(e−2λθj − e−2λθj−1) sinh2(πλm )

=
−4 sinh2(λ(θj − θj−1)) sinh2(πλm )− (e2πλ/m − 1)λ2(− sinh2(i(θj − θj−1)))(e−2πλ/m − 1)

(e2πλ/m − 1)(e−2λθj − e−2λθj−1) sinh2(πλm )

Pero como sinh2(πλm ) = −(e2πλ/m−1)(e−2πλ/m−1)
4 , entonces

||f (l)
m,λ,2||

2

=
sinh2(λ(θj − θj−1))(e2πλ/m − 1)(e−2πλ/m − 1)

(e2πλ/m − 1)(e−2λθj − e−2λθj−1) sinh2(πλm )

− (e2πλ/m − 1)λ2(− sinh2(i(θj − θj−1)))(e−2πλ/m − 1)

(e2πλ/m − 1)(e−2λθj − e−2λθj−1) sinh2(πλm )

=
sinh2(λ(θj − θj−1))(e−2πλ/m − 1)− λ2(− sinh2(i(θj − θj−1)))(e−2πλ/m − 1)

(e−2λθj − e−2λθj−1) sinh2(πλm )

=
sinh2(λ(θj − θj−1))− λ2(− sinh2(i(θj − θj−1)))

e−2λθj−e−2λθj−1

e−2πλ/m−1
sinh2(πλm )

=
sinh2(λ(θj − θj−1))− λ2(− sinh2(i(θj − θj−1)))

sinh2(πλm )αj11(λ)

=
sinh2(λ(θj − θj−1)) + λ2(sinh2(i(θj − θj−1)))

sinh2(πλm )αj11(λ)

Por lo tanto

||f (l)
m,λ,2|| =

[
sinh2(λ(θj − θj−1)) + λ2(sinh2(i(θj − θj−1)))

] 1
2

| sinh(πλm )|[αj11(λ)]
1
2

Ahora para λ = 0 tenemos:
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‖f (l)
m,0,2‖ =

[
θj − θj−1

π/m
−

(∣∣∣∣e2iθj − e2iθj−1

2πi/m

∣∣∣∣2 /θj − θj−1

π/m

)] 1
2

=

[
θj − θj−1

π/m
−
(
−4 sinh2(i(θj − θj−1))

4π2/m2
/
θj − θj−1

π/m

)] 1
2

=

[
θj − θj−1

π/m
− − sinh2(i(θj − θj−1))

π(θj − θj−1)/m

] 1
2

=

[
θj − θj−1

π/m
+

sinh2(i(θj − θj−1))

π(θj − θj−1)/m

] 1
2

=

[
(θj − θj−1)2 + sinh2(i(θj − θj−1))

π(θj − θj−1)/m

] 1
2

De (3.35), obtenemos que

〈e(l)
m,λ,1, vm,λ,1〉 = 〈Qlvm,λ,1, vm,λ,1〉

(
αlm,11(λ)

)−1/2
=
(
αlm,11(λ)

)1/2
,

〈e(l)
m,λ,1, vm,λ,2〉 = 〈Qlvm,λ,1, vm,λ,2〉

(
αlm,11(λ)

)−1/2
= αlm,12(λ)

(
αlm,11(λ)

)−1/2
,

〈e(l)
m,λ,2, vm,λ,1〉 = 0,

〈e(l)
m,λ,2, vm,λ,2〉 =

(
αlm,22(λ)− |αlm,21(λ)|2/αlm,11(λ)

)1/2
=
∥∥f (l)
m,λ,2

∥∥.
(3.36)

Tomando P1 = Bm(λ), P2 = B̃m(λ) y siguiendo el Teorema 3.4.1 y (3.30), definimos las

matrices Mm(λ), M̃m(λ) ∈ C2N×2N para λ ∈ R por

Mm(λ) := SP̃1S
−1 =

[
B

(l,r)
m,λ,1

]N
l,r=1

, M̃m(λ) := SP̃2S
−1 =

[
B̃

(l,r)
m,λ,2

]N
l,r=1

,

B
(l,r)
m,λ,1 :=

〈e(l)
m,λ,1, vm,λ,1〉〈e

(r)
m,λ,1, vm,λ,1〉 0

0 0

 ,
B

(l,r)
m,λ,2 :=

〈e(l)
m,λ,1, vm,λ,2〉〈e

(r)
m,λ,1, vm,λ,2〉 〈e

(l)
m,λ,1, vm,λ,2〉〈e

(r)
m,λ,2, vm,λ,2〉

〈e(l)
m,λ,2, vm,λ,2〉〈e

(r)
m,λ,1, vm,λ,2〉 〈e

(l)
m,λ,2, vm,λ,2〉〈e

(r)
m,λ,2, vm,λ,2〉

 .
(3.37)

Sea em,λ,(l−1)m+k = e
(l)
m,λ,k para toda l = 1, 2, ..., N y k = 1, 2. Entonces, por (3.36) y

(3.37), las entradas de las matrices (3.37) para λ ∈ R son dadas por
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[Mm(λ)]s,j = 〈Bm(λ)em,λ,j , em,λ,s〉

=


√
αlm,11(λ)αrm,11(λ) si j = 2l − 1, s = 2r − 1,

0 en otro caso,

[M̃m(λ)]s,j = 〈B̃m(λ)em,λ,j , em,λ,s〉

=



αlm,12(λ)αrm,12(λ)/
√
αlm,11(λ)αrm,11(λ) si j = 2l − 1, s = 2r − 1,

(αlm,12(λ)/
√
αlm,11(λ))‖f (r)

m,λ,2‖ si j = 2l − 1, s = 2r,

(αrm,12(λ)/
√
αrm,11(λ))‖f (l)

m,λ,2(λ)‖ si j = 2l, s = 2r − 1,

‖f (l)
m,λ,2‖ ‖f

(r)
m,λ,2‖ si j = 2l, s = 2r,

(3.38)

donde αlm,kn(λ) para k, n = 1, 2 y ‖f (l)
m,λ,2‖ son definidas anteriormente y s, j = 1, 2, . . . , 2N .

Ahora calculamos los siguientes ĺımites:

lim
λ→∞

α1
m,11(λ) = lim

λ→∞

e−2λθ1 − e−2λθ0

e−2πλ/m − 1
= lim
λ→∞

e−2λθ1 − 1

e−2πλ/m − 1
= 1

lim
λ→−∞

α1
m,11(λ) = lim

λ→−∞

e−2λθ1 − 1

e−2πλ/m − 1
= lim
λ→−∞

eλ(2π/m−2θ1) − e2πλ/m

1− e2πλ/m
= 0

lim
λ→∞

αNm,11(λ) = lim
λ→∞

e−2λθN − e−2λθN−1

e−2πλ/m − 1
= lim
λ→∞

e−2πλ/m − e−2λθN−1

e−2πλ/m − 1
= 0

lim
λ→−∞

αNm,11(λ) = lim
λ→−∞

e−2πλ/m − e−2λθN−1

e−2πλ/m − 1
= lim
λ→−∞

1− eλ(2π/m−2θN−1)

1− e2πλ/m
= 1

lim
λ→∞

α1
m,22(λ) = lim

λ→∞

e2λθ1 − e2λθ0

e2πλ/m − 1
= lim
λ→∞

e2λθ1 − 1

e2πλ/m − 1

= lim
λ→∞

eλ(2θ1−2π/m) − e−2πλ/m

1− e−2πλ/m
= 0

lim
λ→−∞

α1
m,22(λ) = lim

λ→−∞

e2λθ1 − 1

e2πλ/m − 1
= 1

lim
λ→∞

αNm,22(λ) = lim
λ→∞

e2λθN − e2λθN−1

e2πλ/m − 1
= lim
λ→∞

e2πλ/m − e2λθN−1

e2πλ/m − 1

= lim
λ→∞

1− eλ(2θN−1−2π/m)

1− e−2πλ/m
= 1

lim
λ→−∞

αNm,22(λ) = lim
λ→−∞

e2πλ/m − e2λθN−1

e2πλ/m − 1
= 0

En los ĺımites que a continuación presentamos, consideramos 1 < l < N :
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lim
λ→∞

αlm,11(λ) = lim
λ→∞

e−2λθl − e−2λθl−1

e−2πλ/m − 1
= 0

lim
λ→−∞

αlm,11(λ) = lim
λ→−∞

e−2λθl − e−2λθl−1

e−2πλ/m − 1
= lim
λ→−∞

eλ(2π/m−2θl) − eλ(2π/m−2θl−1)

1− e2πλ/m
= 0

lim
λ→∞

αlm,22(λ) = lim
λ→∞

e2λθl − e2λθl−1

e2πλ/m − 1
= lim
λ→∞

eλ(2θl−2π/m) − eλ(2θl−1−2π/m)

1− e−2πλ/m
= 0

lim
λ→−∞

αlm,22(λ) = lim
λ→−∞

e2λθl − e2λθl−1

e2πλ/m − 1
= 0

Ahora consideramos 1 ≤ l ≤ N y aplicamos la regla de L’Hopital donde sea necesario y

aplicable:

lim
λ→∞

αlm,12(λ) = lim
λ→∞

λ

sinh(πλm )

e−2iθl − e−2iθl−1

−2i

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−2i
lim
λ→∞

2λ

eπλ/m − e−πλ/m

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−2i
lim
λ→∞

2
2π
m e

πλ/m + π
me
−πλ/m = 0

lim
λ→−∞

αlm,12(λ) = lim
λ→−∞

λ

sinh(πλm )

e−2iθl − e−2iθl−1

−2i

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−2i
lim

λ→−∞

2λ

eπλ/m − e−πλ/m

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−2i
lim

λ→−∞

−2λ

e−πλ/m − eπλ/m

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−2i
lim

λ→−∞

−2

− π
me
−πλ/m − π

me
πλ/m

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−2i
lim

λ→−∞

2
π
me
−πλ/m + π

me
πλ/m

= 0

lim
λ→∞

αlm,21(λ) = lim
λ→∞

λ

sinh(πλm )

e2iθl − e2iθl−1

2i
=
e2iθl − e2iθl−1

2i
lim
λ→∞

λ

sinh(πλm )
= 0

lim
λ→−∞

αlm,21(λ) = lim
λ→−∞

λ

sinh(πλm )

e2iθl − e2iθl−1

2i
=
e2iθl − e2iθl−1

2i
lim

λ→−∞

λ

sinh(πλm )
= 0

Ahora vamos a calcular lim
λ→±∞

(
αlm,12(λ)/

√
αlm,11(λ)

)
con 1 ≤ l ≤ N .
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Primero notemos que:

αlm,12(λ)/
√
αlm,11(λ) =

λ

sinh(πλm )

e−2iθl − e−2iθl−1

−2i
/

√
e−2λθl − e−2λθl−1

e−2πλ/m − 1

=
2λ

eπλ/m − e−πλ/m
e−2iθl − e−2iθl−1

−2i

√
e−2πλ/m − 1

e−2λθl − e−2λθl−1

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−i
λe−πλ/m

1− e−2πλ/m

√
e2λθl−1(e−2πλ/m − 1)

e2λ(θl−1−θl) − 1

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−i
λe−πλ/meλθl−1

1− e−2πλ/m

√
e−2πλ/m − 1

e2λ(θl−1−θl) − 1

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−i
λe−λ(π/m−θl−1)

1− e−2πλ/m

√
e−2πλ/m − 1

e2λ(θl−1−θl) − 1

Entonces

lim
λ→∞

(
αlm,12(λ)/

√
αlm,11(λ)

)
=
e−2iθl − e−2iθl−1

−i
lim
λ→∞

λe−λ(π/m−θl−1)

1− e−2πλ/m

√
e−2πλ/m − 1

e2λ(θl−1−θl) − 1
.

Pero:

lim
λ→∞

λe−λ(π/m−θl−1)

1− e−2πλ/m

√
e−2πλ/m − 1

e2λ(θl−1−θl) − 1

= lim
λ→∞

λ

eλ(π/m−θl−1)

1

1− e−2πλ/m

√
e−2πλ/m − 1

e2λ(θl−1−θl) − 1
= 0.

Por lo tanto,

lim
λ→∞

(
αlm,12(λ)/

√
αlm,11(λ)

)
= 0.

Análogamente, tenemos que:

αlm,12(λ)/
√
αlm,11(λ) =

2λ

eπλ/m − e−πλ/m
e−2iθl − e−2iθl−1

−2i

√
e−2πλ/m − 1

e−2λθl − e−2λθl−1

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−i
λ

eπλ/m − e−πλ/m

√
eλ(2θl−2π/m) − e2λθl

1− e2λ(θl−θl−1)

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−i
λeπλ/m

e2πλ/m − 1

√
eλ(2θl−2π/m) − e2λθl

1− e2λ(θl−θl−1)

=
e−2iθl − e−2iθl−1

−i
(−λ)eπλ/m

1− e2πλ/m

√
eλ(2θl−2π/m) − e2λθl

1− e2λ(θl−θl−1)

=
e−2iθl − e−2iθl−1

i

λ

1− e2πλ/m

√
e2λθl − eλ(2θl+2π/m)

1− e2λ(θl−θl−1)

Como λ→ −∞, entonces λ < 1− e2πλ/m, luego λ
1−e2πλ/m < 1
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Entonces

lim
λ→−∞

λ

1− e2πλ/m

√
e2λθl − eλ(2θl+2π/m)

1− e2λ(θl−θl−1)
≤ lim
λ→−∞

√
e2λθl − eλ(2θl+2π/m)

1− e2λ(θl−θl−1)
= 0

Por lo tanto,

lim
λ→−∞

(
αlm,12(λ)/

√
αlm,11(λ)

)
= 0.

Por otro lado, vamos a calcular los ĺımites de las normas ‖f (l)
m,λ,2‖ cuando λ tiende a ±∞,

con 1 ≤ l ≤ N .

lim
λ→±∞

‖f (1)
mλ,2‖ = lim

λ→±∞

√
α1
m,22(λ)− (|α1

m,21(λ)|2/α1
m,11(λ)),

Caso(λ → ∞). Como lim
λ→∞

α1
m,22(λ) = 0, lim

λ→∞
α1
m,21(λ) = 0 y lim

λ→∞
α1
m,11(λ) = 1,

entonces

lim
λ→∞

‖f (1)
m,λ,2‖ = 0

Caso(λ→ −∞).Aqúı notemos que

|α1
m,21(λ)|2/α1

m,11(λ) =

∣∣∣∣e2iθ1 − 1

2i

∣∣∣∣2( 2λ

eπλ/m − e−πλ/m

)2

/
e−2λθ1 − 1

e−2πλ/m − 1

=

∣∣∣∣e2iθ1 − 1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(e−2πλ/m − 1)

(eπλ/m − e−πλ/m)2(e−2λθ1 − 1)

=

∣∣∣∣e2iθ1 − 1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(1− e2πλ/m)

(e2πλ/m − 1)2(e−2λθ1 − 1)

=

∣∣∣∣e2iθ1 − 1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(1− e2πλ/m)

(1− e2πλ/m)2(e−2λθ1 − 1)

=

∣∣∣∣e2iθ1 − 1

2i

∣∣∣∣2 4λ2

(1− e2πλ/m)(e−2λθ1 − 1)

Como lim
λ→−∞

λ2

e−2λθ1 − 1
= 0, entonces lim

λ→−∞
|α1
m,21(λ)|2/α1

m,11(λ) = 0. Además sabemos

que lim
λ→−∞

α1
m,22(λ) = 1, por lo tanto

lim
λ→−∞

‖f (1)
m,λ,2‖ = 1.

lim
λ→±∞

‖fNm,λ,2‖ = lim
λ→±∞

√
αNm,22(λ)− (|αNm,21(λ)|2/αNm,11(λ)).
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Caso(λ→∞). Calculamos

|αnm,21(λ)|2/αN11(λ) =

∣∣∣∣e2iπ/m − e2iθN−1

2i

∣∣∣∣2( 2λ

eπλ/m − e−πλ/m

)2

/
e−2πλ/m − e−2λθN−1

e−2πλ/m − 1

=

∣∣∣∣e2iπ/m − e2iθN−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(e−2πλ/m − 1)

(eπλ/m − e−πλ/m)2(e−2πλ/m − e−2λθN−1)

=

∣∣∣∣e2iπ/m − e2iθN−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(e−2πλ/m − 1)

(1− e−2πλ/m)2(1− eλ(2π/m−2θN−1))

=

∣∣∣∣e2iπ/m − e2iθN−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(1− e−2πλ/m)

(1− e−2πλ/m)2(eλ(2π/m−2θN−1) − 1)

=

∣∣∣∣e2iπ/m − e2iθN−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2

(1− e−2πλ/m)(eλ(2π/m−2θN−1) − 1)

de donde lim
λ→∞

λ2

eλ(2π/m−2θN−1) − 1
= 0, tenemos que lim

λ→∞
|αNm,21(λ)|2/αNm,11(λ) = 0 y dado

que lim
λ→∞

αNm,22(λ) = 1 entonces

lim
λ→∞

‖f (N)
m,λ,2‖ = 1.

Caso(λ→ −∞). Dado que lim
λ→−∞

αNm,22(λ) = 0, lim
λ→−∞

αNm,21(λ) = 0 y lim
λ→−∞

αNm,11(λ) =

1, entonces

lim
λ→−∞

‖f (N)
m,λ,2‖ = 0.

En los siguientes ĺımites consideraremos 1 < l < n.

lim
λ→±∞

‖f (l)
m,λ,2‖ = lim

λ→±∞

√
αlm,22(λ)− (|αlm,21(λ)|2/αlm,11(λ)).

Caso(λ→∞). Tenemos

|αlm,21(λ)|2/αlm,11(λ) =

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2( 2λ

eπλ/m − e−πλ/m

)2

/
e−2λθl − e−2λθl−1

e−2πλ/m − 1

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2

(eπλ/m − e−πλ/m)2
/
e−2λθl − e−2λθl−1

e−2πλ/m − 1

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(e−2πλ/m − 1)

(eπλ/m − e−πλ/m)2(e−2λθl − e−2λθl−1)

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(e−2πλ/m − 1)

(eπλ/m − e−πλ/m)2e−2λθl−1(e−2λ(θl−θl−1) − 1)

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(e−2πλ/m − 1)

e2πλ/m(1− e−2πλ/m)2e−2λθl−1(e−2λ(θl−θl−1) − 1)

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(e−2πλ/m − 1)

(e−2πλ/m − 1)2(e−2λ(θl−θl−1) − 1)e2πλ/me−2λθl−1

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2

(e−2πλ/m − 1)(e−2λ(θl−θl−1) − 1)eλ(2π/m−2θl−1)
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como lim
λ→∞

λ2

eλ(2π/m−2θl−1)
= 0 tenemos que lim

λ→∞
|αlm,21(λ)|2/αlm,11(λ) = 0 y dado que

lim
λ→∞

αlm,22(λ) = 0 entonces

lim
λ→∞

‖f (l)
m,λ,2‖ = 0.

Caso(λ→ −∞). Análogamente al caso anterior, tenemos

|αlm,21(λ)|2/αlm,11(λ) =

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2( 2λ

eπλ/m − e−πλ/m

)2

/
e−2λθl − e−2λθl−1

e−2πλ/m − 1

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2

(eπλ/m − e−πλ/m)2
/
e−2λθl − e−2λθl−1

e−2πλ/m − 1

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(e−2πλ/m − 1)

(eπλ/m − e−πλ/m)2(e−2λθl − e−2λθl−1)

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(1− e2πλ/m)

(e2πλ/m − 1)2(e−2λθl − e−2λθl−1)

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2(1− e2πλ/m)

(1− e2πλ/m)2(e−2λθl − e−2λθl−1)

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2

(1− e2πλ/m)(e−2λθl − e−2λθl−1)

=

∣∣∣∣e2iθl − e2iθl−1

2i

∣∣∣∣2 4λ2

(1− e2πλ/m)(e−2λ(θl−θl−1) − 1)e−2λθl−1

Como lim
λ→−∞

λ2

e−2λθl−1
= 0, tenemos que lim

λ→−∞
|αlm,21(λ)|2/αlm,11(λ) = 0 y que conocemos

lim
λ→−∞

αlm,22(λ) = 0, entonces

lim
λ→−∞

‖f (l)
m,λ,2‖ = 0.

De todo esto, se sigue inmediatamente la siguiente proposición, por analoǵıa con [10,

Proposition 9.4]

Proposición 3.5.2. Si N ≥ 2, entonces las siguientes igualdades se cumplen:

lim
λ→∞

[Mm(λ)]1,1 = 1, lim
λ→−∞

[Mm(λ)]1,1 = 0,

lim
λ→∞

[Mm(λ)]2N−1,2N−1 = 0, lim
λ→−∞

[Mm(λ)]2N−1,2N−1 = 1,

lim
λ→±∞

[Mm(λ)]s,j = 0, para todos los otros s, j = 1, 2, ..., 2N,

y

lim
λ→∞

[M̃m(λ)]2,2 = 0, lim
λ→−∞

[M̃m(λ)]2,2 = 1,

lim
λ→∞

[M̃m(λ)]2N,2N = 1, lim
λ→−∞

[M̃m(λ)]2N,2N = 0,

lim
λ→±∞

[M̃m(λ)]s,j = 0, para todos los otros s, j = 1, 2, ..., 2N.
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De acuerdo a la Proposición 3.5.2, ponemos

M(±∞) := lim
λ→±∞

M(λ), M̃(±∞) := lim
λ→±∞

M̃(λ) (3.39)

y siendo R = [−∞,∞] tenemos lo siguiente.

Corolario 3.5.1. Si m ∈ N y N ≥ 2, entonces Mm(·), M̃m(·) ∈ C(R,C2N×2N ).

El Teorema 3.4.1 nos implica para el álgebra C∗ Am,λ := alg{Bm(λ), B̃m(λ), Ql : l =

1, 2, ..., N} el siguiente resultado.

Teorema 3.5.2. Para todo m ∈ N y toda λ ∈ R, el álgebra C∗ Am,λ es isomorfa-∗ al álgebra

C∗ CN ⊕ C2N×2N , y el isomorfismo está dado sobre los generadores de Am,λ por

χηlI 7→ (δl,1 ⊕ δl,2 ⊕ · · · ⊕ δl,N )⊕ diag{δl,jI2}Nj=1,

Bm(λ) 7→ (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊗Mm(λ),

B̃m(λ) 7→ (0⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)⊕ M̃m(λ),

(3.40)

donde las matrices Mm(λ), M̃m(λ) ∈ C2N×2N son por (3.37) y (3.38).

Demostración. Como mostramos antes, podemos aplicar el Teorema 3.4.1 al álgebra C∗

Am,λ. Sabemos que αlm,kj(λ) 6= 0 para toda m ∈ N, toda k, j = 1, 2, toda l = 1, 2, ..., N y

toda λ ∈ R. Por el Lema 3.4.1, el álgebra C∗ Am,λ es isomorfa al álgebra C∗ CN ⊕C2N×2N .

En el caso de dos proyecciones unidimensionales P1 = Bm(λ) y P2 = B̃m(λ), tenemos que

SP̃1S
−1 = Mm(λ), SP̃2S

−1 = M̃m(λ).

Finalmente, (3.27) implica (3.40). �

Toda función a ∈ C(L) es representada en la forma

a(z) =

N∑
l=1

alχRl(z) (z ∈ Km), (3.41)

donde los al son constantes complejas.

Los Teoremas 3.3.1, 3.5.1 y 3.5.2 y el Corolario 3.5.1, nos implican el resultado principal

de éste caṕıtulo.

Teorema 3.5.3. Para toda m ∈ N, el álgebra C∗ Cm es isomorfa-∗ a una subálgebra C∗

Φm(Cm) de CN ⊕ C(R,C2N×2N ), y el isomorfismo Φm : Cm → Φm(Cm) está dado por

aI 7→ (a1, ..., aN )⊕ (λ 7→ diag{ajI2}Nj=1),

BKm 7→ (0, ..., 0)⊕ (λ 7→Mm(λ)),

B̃Km 7→ (0, ..., 0)⊕ (λ 7→ M̃m(λ)),

(3.42)
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donde a ∈ C(L) es dada por (3.41), y las funciones cuyo valor es una matriz Mm(·), M̃m(·)

son definidas por (3.38) para toda λ ∈ R y por (3.39) para λ = ±∞. Un operador A ∈ Cm

es invertible en el espacio L2(Km) si y sólo si su śımbolo Φm(A) es invertible en el álgebra

C∗ Φm(Cm), es decir, si

[Φm(A)]k 6= 0 para toda k = 1, 2, ..., N ;

det([Φm(A)](λ)) 6= 0 para toda λ ∈ R,
(3.43)

donde [Φm(A)]k son la k-entradas de la función cuyo valor es un vector [Φm(A)] ∈ CN y

[Φm(A)](λ) son los valores de la función [Φm(A)](·) ∈ C(R,C2N×2N ), cuyo valor es una

matriz.

Demostración. En vista del Teorema 3.3.1, el álgebra C∗ Cm es isomorfa-∗ a la subálgebra

C∗ Ω̃m ⊂ Ωm generada por las funciones cuyo valor es un operador de norma continua R→

B(L2(γm)) dadas en el Teorema 3.3.1. Por (3.33) y Teorema 3.5.1, cualquier operador A ∈ Cm

es invertible en el espacio L2(Km) si y sólo si los operadores Am(λ) ∈ Am,λ son invertibles en

el espacio L2(γm) para toda λ ∈ R y la condición (3.34) se satisface. De acuerdo al Teorema

3.5.2, para toda λ ∈ R el álgebra C∗ Am,λ es isomorfa-∗ al álgebra C∗ CN⊕C2N×2N generada

por los elementos del lado derecho de (3.40), y entonces la invertibilidad de los operadores

Am(λ) ∈ Am,λ es equivalente a la invertibilidad de los vectores Φm(A) ∈ CN y las matrices

[Φm(A)](λ) ∈ C2N×2N . Más aún, la condición (3.34) es equivalente a la condición

max
k=1,2,...,N

∣∣[Φm(A)]k
∣∣−1

+ sup
λ∈R

∥∥([Φm(A)](λ)
)−1∥∥

C2N×2N <∞. (3.44)

Por otro lado, para todo operador Am(λ) ∈ Am,λ la función cuyo valor es una matriz

λ 7→ [Φm(A)](λ) es continua en R por el Corolario 3.5.1, lo cual implica la equivalencia de

(3.43) y (3.44). Finalmente, como las matrices [Φm(A)](λ) son matrices de representación de

operadores Am(λ) en el sistema ortonormal {em,λ,k : k = 1, 2, ..., 2N} ⊂ L2(γm), concluimos

que el mapeo Φm definido inicialmente sobre los generadores del álgebra C∗ Cm se extiende

a un isomorfismo del álgebra C∗ Cm sobre su imagen Φm(Cm) ⊂ CN ⊕ C(R,C2N×2N ). �

De (3.38) y el Teorema 3.5.3 se deduce que los śımbolos Φm(A) y por lo tanto las condi-

ciones de invertibilidad (3.43) dependen escencialmente del ángulo π/m del sector Km.



Caṕıtulo 4

Álgebras de Operadores del tipo

de Bergman en sectores con

coeficientes continuos a trozos

En éste caṕıtulo también estudiamos álgebras C∗ de operadores del tipo de Bergman en

dominios que no tienen frontera suave y que admiten ángulos, pero ésta vez estarán generadas

por operadores de multiplicación por funciones continuas a trozos con discontinuidades en

un sistema L de rayos que comienzan en el origen y por las proyecciones de Bergman y

anti-Bergman que actúan en el espacio de Lebesgue L2(Km) sobre los sectores abiertos Km;

éstas álgebras las denotaremos por Am ⊂ B(L2(Km)). Aplicando los resultados obtenidos

en el Caṕıtulo 3 construiremos un cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra C∗ Am

y estableceremos un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ Am en términos de sus

śımbolos.

4.1 El álgebra C∗ Am = alg{aI,BKm, B̃Km : a ∈ PC(L)}

Ahora vamos a estudiar el álgebra C∗ Am = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈ PC(L)} generada por

la proyección de Bergman BKm , la proyección de anti-Bergman B̃Km y por los operadores de

multiplicación por funciones continuas a trozos en Km con discontinuidades en L.

Con PC(L) denotaremos al conjunto de funciones continuas a trozos en el sector Km con

discontinuidades en el conjunto L =
⋃N
j=1 Lj de rayos

Lj = {reiθj : r > 0} (j = 1, 2, ..., N − 1), 0 < θ1 < · · · < θN−1 < π/m.

61
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Los rayos Lj (j = 1, 2, ..., N − 1) dividen al sector Km en N sectores abiertos

Rl = {z ∈ Km : θl−1 < argz < θl} (l = 1, 2, ..., N),

donde θ0 =< θ1 < · · · < θN = π/m. Tomando

γm := Km ∩ T, ηl := Rl ∩ T (l = 1, 2, ..., N),

vemos que γm =
⋃N
l=1 ηl. Tomamos χD la función caracteŕıstica de un conjunto D.

4.2 Operadores compactos

Sea K̇m := Km ∪ {∞} la compactificación a un punto del sector

Km := {z = reiθ : r ≥ 0, θ ∈ [0, π/m]} (m = 1, 2, ...).

De (3.16) y [4, Chapter XI, Theorem 7.1] podemos deducir fácilmente lo siguiente:

Proposición 4.2.1. Para cualquier función a ∈ C(K̇m) y cualquier m ∈ N, los conmuta-

dores aBKm −BKmaI y aB̃Km − B̃KmaI son compactos en el espacio L2(Km).

Demostración. Para toda n = 1, 2, ..., 2m, introducimos los sectores

Km,n = {z = reiθ : r ∈ [0,∞), θ ∈ [(n− 1)π/m, nπ/m]}.

Se puede ver fácilmente que si a ∈ C(K̇m), entonces la función

ã(z) =

a(ze−(n−1)iπ/m), si z ∈ Km,n y n es impar,

a(zeinπ/m), si z ∈ Km,n y n es par

con ã(∞) := a(∞), es continua en Ċ := C ∪ {∞}, la compactificación a un punto del plano

complejo C. Entonces, por [14, Theorem 7.1], los conmutadores ãSC − SCãI y ãS∗C − S∗CãI

son operadores compactos en el espacio L2(C). Por lo tanto, de las igualdades V kmãI = ãV km

(k = 0, 1, ...,m−1) se sigue en vista de (3.16) y ã|Km = a que los operadores aBKm−BKmaI,

y aB̃Km − B̃KmaI son operadores compactos en L2(Km). �

De acuerdo a [2, Section 8.2], un operador A ∈ B(L2(Km)) es llamado un operador de

tipo local si los conmutadores cA − AcI son compactos para toda c ∈ C(K̇m). Aśı, por la

proposición 4.2.1, los operadores BKm , B̃Km , y entonces todos los operadores en el álgebra

C∗ Am = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈ PC(L)} son de tipo local.

Denotaremos por Λ el conjunto de todos los operadores de tipo local en B = B(L2(Km)).

Se puede ver fácilmente que Λ es una subálgebra C∗ de B.
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Lema 4.2.1. Las álgebras C∗ alg{aI,BKm : a ∈ C(K̇m)} y alg{aI, B̃Km : a ∈ C(K̇m)} gene-

radas por todos los operadores de multiplicación por funciones en C(K̇m) y por los operadores

BKm o B̃Km , respectivamente, contienen a todos los operadores compactos en B(L2(Km)).

Demostración. Como la transformación de similaridad A 7→ CAC, con C dada por (3.1),

mapea el álgebra C∗ alg{aI,BKm : a ∈ C(K̇m)} sobre el álgebra C∗ alg{aI, B̃Km : a ∈

C(K̇m)}, es suficiente probar el lema para el álgebra C∗ Ãm := alg{aI,BKm : a ∈ C(K̇m)}.

Primero vamos a probar que Ãm es un álgebra C∗ irreducible, lo cual significa que las

proyecciones ortogonales sobre los subespacios cerrados de L2(Km) que conmutan con todos

los operadores en Ãm son únicamente 0 e I. Sea P una proyección ortogonal sobre un

subespacio cerrado de L2(Km) la cual es invariante para todos los operadores A ∈ Ãm, es

decir, P conmuta con todos los operadores en Ãm. Como P conmuta con los operadores de

multiplicación por todas las funciones continuas a : Km → C con soporte compacto, se sigue

(ver, por ejemplo, [16, §26, Subsection 5, Propositions IV and VI]) que P es el operador de

multiplicación por una función m ∈ L∞(Km). En este caso, la igualdad P 2 = P implica que

m = χU , donde χU es la función caracteŕıstica de un conjunto medible U ⊂ Km. Supongamos

que χU 6= 0 a.e. en Km y que χU 6= 1 a.e. en Km. Entonces la medida de Lebesgue |Km \U |

es no cero. Para una función arbitraria f ∈ L2(Km), tenemos que

BKm(χUf) = χUBKmf (4.1)

Como BKm(χUf) es una función anaĺıtica con ceros en el conjunto Km \ U de medida de

Lebesgue no cero (ver (4.1)), concluimos que BKm(χUf) = 0 idénticamente en Km. Si

f ∈ A2(Km) es no cero, entonces reescribiendo (4.1) en la forma

0 = BKm(χUf) = χUf

inferimos que f(z) = 0 para todo z ∈ U . Como f es una función anaĺıtica no cero, todos los

ceros de f en Km son aislados. Entonces, χU = 0 a.e. en Km, lo cual contradice nuestras

suposiciones. Por lo tanto, el álgebra C∗ Ãm es irreducible.

Como toda subálgebra C∗ irreducible de B(H) que contiene un operador compacto no

cero que actúa en un espacio de Hilbert H contiene a todos los operadores compactos en B(H)

(ver, por ejemplo, [4, Theorem 5.39, pag. 126]), sólo necesitamos probar que Ãm ∩K 6= {0},

donde K es el ideal de todos los operadores compactos en B(L2(Km)). Por la Proposición

4.2.1, BKmaI − aBKm ∈ K para todo a ∈ C(K̇m). Por lo tanto, si BKmaI − aBKm = 0

para todo a ∈ C(K̇m), entonces [16, §26, Subsection 5] implica que BKm es un operador de

multiplicación, lo cual es imposible. Aśı, Ãm ∩K 6= {0}. �
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Corolario 4.2.1. El álgebra C∗ Am = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈ PC(L)} contiene a todos los

operadores compactos K ∈ B(L2(Km)).

4.3 Aplicación del principio local de Allan-Douglas

4.3.1 Álgebras C∗ cociente de Am

Por el Corolario 4.2.1, el álgebra C∗ Am contiene al ideal K = K(L2(Km)) de todos los

operadores compactos en el álgebra C∗ B = B(L2(Km)). Entonces, el álgebra C∗ cociente

Aπm := Am/K está bien definida. Para obtener un criterio Fredholm para los operadores

A ∈ Am necesitamos estudiar la invertibilidad de las clases laterales Aπ := A + K en el

álgebra C∗ cociente Aπm. Para terminar aplicaremos el principio local de Allan-Douglas al

álgebra Aπm.

Por la Proposición 4.2.1 se sigue que Zπ := {cI + K : c ∈ C(K̇m)} es una subálgebra

central del álgebra C∗ Aπm. Obviamente, el álgebra C∗ conmutativa Zπ es (isométricamente)

isomorfa-∗ al álgebra C∗ C(K̇m), y entonces el espacio de ideales maximales de Zπ puede ser

identificado con K̇m. Para todo punto z ∈ K̇m, con Jπz denotamos el ideal bilátero cerrado

del álgebra C∗ Aπm generada por el ideal maximal

Iπz := {cI + K : c ∈ C(K̇m), c(z) = 0} ⊂ Zπ. (4.2)

De acuerdo a la Sección 2.4, el ideal Jπz tiene la forma

Jπz = {(cA)π : c ∈ C(K̇m), c(z) = 0, A ∈ Am}. (4.3)

Por lo tanto, con cada z ∈ K̇m asociamos el álgebra C∗ cociente (Am)πz := Aπm/J
π
z .

Como un resultado del principio local de Allan-Douglas, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.1. Un operador A ∈ Am es Fredholm en el espacio L2(Km) si y sólo si para

todo z ∈ K̇m la clase lateral Aπz := Aπ + Jπz es invertible en el álgebra cociente (Am)πz .

De acuerdo a la Sección 2.4, decimos que las clases laterales Aπ, Bπ ∈ Aπm son localmente

equivalentes en un punto z ∈ K̇m si Aπ −Bπ ∈ Jπ,z y en tal caso escribimos Aπ
z∼ Bπ.

Para caracterizar a las álgebras locales (Am)πz para toda z ∈ K̇m necesitamos el siguiente

lema auxiliar.

Lema 4.3.1. Las clases laterales BπKm y B̃πKm son localmente equivalentes a cero en todo

punto z ∈ Km.
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Demostración. Si U y V son vecindades, respectivamente, abierta y cerrada de z tal que

V ⊂ U ⊂ U ⊂ Km, entonces existe una función f ∈ C(K̇m) que posee las siguientes

propiedades: f |V ≡ 1, f |Uc ≡ 0, 0 ≤ f ≤ 1, donde U c = Km \U . Entonces, BπKm
z∼ fBπKmfI

y B̃πKm
z∼ fB̃πKmfI. Pero fBKmfI y fB̃KmfI son operadores integrales con kernel acotado

compactamente soportado en Km×Km. Por lo tanto, los operadores son compactos, ya que

son operadores Hilbert-Schmidt. �

El estudio avanzado de las álgebras locales requiere describir el conjunto L de discon-

tinuidades para los coeficientes de operadores en el álgebra C∗ Am = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈

PC(L)}. Podemos asumir que el conjunto L satisface las siguientes condiciones:

(L1) para cada z ∈ Km ∩L existen números rz > 0 y nz ∈ N tales que todo disco D(z, r) de

radio r ∈ (0, rz) centrado en z es dividido por L en nz dominios con z como un punto

ĺımite común;

(L2) si 0 ∈ L, entonces existe una vecindad V0 del punto z = 0 tal que el conjunto V0 ∩ L

consiste de un número finito de rayos que tienen sólo al punto 0 en común y forman

en este punto ángulos no cero distintos dos a dos menores que π/m con R+;

(L3) si ∞ ∈ L, entonces existe una vecindad V∞ del punto z = ∞ tal que el conjunto

{−1/ζ : ζ ∈ V∞ ∩ L} consiste de un número finito de rayos que tienen sólo al origen

como punto en común y forman en este punto ángulos no cero diferentes dos a dos

menores que π/m con R+;

(L4) ∂Km ∩ L = {0,∞}.

Aśı, para una vecindad suficientemente pequeña Vz, el conjunto Vz ∩ (Km \L) consiste de

un número finito, digamos nz, de componentes conexas Dk cuyas cerraduras contienen a z.

4.4 Álgebras Locales (Casos fáciles)

Primero estudiamos las álgebras locales (Am)πz asociadas con puntos z ∈ Km. Estas álgebras

son más simples que las álgebras locales (Am)πz para z ∈ ∂Km ∩ L o para z ∈ ∂Km \ L.

Sea Cn el álgebra C∗ de vectores con entradas en los complejos x = (x1, ..., xn) con las

operaciones usuales de suma y multiplicación por escalares complejos, con la multiplicación

entrada a entrada, el adjunto x∗ = (x1, ..., xn), y la norma ||x|| = max{|x1|, ..., |xn|}. Sea

δi,j el śımbolo de Kronecker. Para caracterizar las álgebras locales para z ∈ Km ∩ L y

z ∈ ∂Km \ L, necesitamos el siguiente lema.
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Lema 4.4.1. [8, Lemma 4.1] Si A es un álgebra C∗ con unidad y Pi, (i = 1, 2, ..., n) son

proyecciones no cero de A tales que PiPj = δi,jPi para i, j = 1, ..., n y P1 + · · · + Pn = I,

entonces la subálgebra C∗ de A generada por los operadores P1, ..., Pn tiene la forma

alg{P1, ..., Pn} = {λ1P1 + · · ·+ λnPn : λ1, ..., λn ∈ C}

y el mapeo

λ1P1 + · · ·+ λnPn 7→ (λ1, ..., λn)

es un isomorfismo entre álgebras C∗ de alg{P1, ..., Pn} sobre el álgebra C∗ Cn.

Si dos álgebras C∗ A1 y A2 son (isométricamente) isomorfas-∗, escribiremos A1
∼= A2.

Del Lema 4.4.1 podemos ver que existen dos tipos de álgebras locales en el caso z ∈ Km.

Lema 4.4.2. Para el álgebra C∗ Am = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈ PC(L)}, se cumple lo

siguiente:

(i) si z ∈ Km \ L, entonces (Am)πz
∼= C;

(ii) si z ∈ Km ∩ L, entonces (Am)πz
∼= Cnz , donde nz ∈ N está dado por la condición (L1).

Demostración. (i) Sea z ∈ Km \ L. Si a ∈ PC(L), entonces (aI)π
z∼ a(z)Iπ porque la

función a es continua en z. Del Lema 4.3.1 se sigue que BπKm
z∼ 0, B̃πKm

z∼ 0. Aśı, los

generadores del álgebra C∗ Aπz tienen la forma (aI)πz , donde a ∈ PC(L), y entonces el mapeo

dado por

(aI)πz 7→ a(z) (a ∈ PC(L))

se extiende a un isomorfismo de álgebras C∗ de (Am)πz sobre C.

(ii) Sea ahora z ∈ Km ∩ L. Nuevamente, BπKm
z∼ 0 y B̃πKm

z∼ 0. Sea rz > 0 y nz ∈ N el

número dado por la condición (L1) sobre L. Fijemos un disco D(z, r) de radio r ∈ (0, rz)

con centro en z. Por (L1), L divide a D(z, r) en nz dominios Dk (k = 1, 2, ..., nz) que tienen

el punto ĺımite común z. Fijemos a ∈ PC(L) y ponemos

ak(z) := lim
ζ→z,ζ∈Dk

a(ζ) (k = 1, 2, ..., nz).

Sea χDk la función caracteŕıstica del dominio Dk. Claramente, la función g = a−
∑nz
k=1 χDk

es continua en z y g(z) = 0. Por lo tanto,

(aI)π
z∼

nz∑
k=1

ak(z)(χDkI)π.

Aśı, el álgebra (Am)πz es generada por las proyecciones no cero (χDkI)πz tales que

nz∑
k=1

(χDkI)πz = Iπz , (χDkI)πz (χDjI)πz = δk,j(χDkI)πz , (k, j = 1, 2, ..., nz).
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Como todas las proyecciones (χDkI)πz son no cero, el Lema 4.4.1 implica que las álgebras C∗

(Am)πz y Cnz son isomorfas-∗, y el isomorfismo de álgebras C∗ está dado sobre los generadores

del álgebra (Am)πz por

(aI)πz 7→ (a1(z), a2(z), ..., anz (z)).

�

4.5 Álgebras locales en los puntos de ∂Km \ L y ∂Km ∩ L

4.5.1 Álgebras locales en los puntos de ∂Km \ L

Sea Λm el álgebra C∗ de todos los operadores de tipo local en B = B(L2(Km)) y Λπm = Λm/K.

A todo punto z ∈ K̇m le asignamos el ideal bilátero cerrado Ĵπz de Λπm generado por el ideal

maximal Iπz de Zπ, donde Iπz está dado por (4.2). Por analoǵıa con (4.3),

Ĵπz := {(cA)π : c ∈ C(K̇m), c(z) = 0, A ∈ Λm}. (4.4)

También introducimos las álgebras C∗ cociente (Λm)πz := Λπm/Ĵ
π
z .

Lema 4.5.1. Consideremos el álgebra C∗ Am = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈ PC(L)}. Si z ∈

∂Km \ L, entonces (Am)πz
∼= C3.

Demostración. Fijemos z ∈ (0,∞) (la prueba para z ∈ {reπi/m : r ∈ (0,∞)} es análoga).

Tomemos el mapeo conforme βz : Π → Km dado por βz(w) := (w + zm)1/m. Entonces

βz(0) = z. Haciendo uso del operador unitario

Wβz : L2(Km)→ L2(Π), f 7→ β′z(f ◦ βz),

deducimos (ver [8, Proposition 2.2]) que

Wβz (aI)W−1
βz

= (a ◦ βz)I, WβzBKmW
−1
βz

= BΠ, Wβz B̃KmW
−1
βz

= czB̃Πc
−1
z I, (4.5)

donde cz := β′z/β
′
z.

Fijemos A ∈ Am. Si la clase lateral Aπz ∈ (Am)πz es invertible, entonces por (4.4) existen

un operador B ∈ Am, operadores D1, D2 ∈ Λm, operadores K1,K2 ∈ K(L2(Km)) y funciones

c1, c2 ∈ C(K̇m) tales que c1(z) = c2(z) = 0 y

BA = I + c1D1 +K1, AB = I + c2D2 +K2.

De aqúı obtenemos

(WβzBW
−1
βz

)(WβzAW
−1
βz

) = I + (c1 ◦ βz)D̃1 + K̃1,

(WβzAW
−1
βz

)(WβzBW
−1
βz

) = I + (c2 ◦ βz)D̃2 + K̃2,
(4.6)
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donde K̃1, K̃2 ∈ K(L2(Π)) y D̃1, D̃2 ∈ WβzΛmW
−1
βz

. Para constantes k > 0, introducimos

los operadores unitarios de dilatación

Uk : L2(Π)→ L2(Π), (Ukf)(z) = kf(kz) para toda z ∈ Π.

Entonces, en vista de

BΠ = I − SΠS
∗
Π, B̃Π = I − S∗ΠSΠ. (4.7)

y de la igualdad s-limk→0(UkczU
−1
k ) = (β′z(0)/β′z(0))I, inferimos para los generadores (4.5)

del álgebra C∗ WβzAmW
−1
βz
⊂ B(L2(Π)) que

s-lim
k→0

(
Uk(a ◦ βz)U−1

k

)
= a(z)I,

s-lim
k→0

(
UkBΠU

−1
k

)
= BΠ, s-lim

k→0

(
Uk(czB̃ΠczI)U−1

k

)
= B̃Π,

De aqúı, para toda A ∈ Am y toda z ∈ (0,∞) existe el ĺımite fuerte

Az := s-lim
k=0

(
Uk(WβzAW

−1
βz

)U−1
k

)
∈ alg{I,BΠ, B̃Π}. (4.8)

Aplicando ahora [8, Proposition 7.5], deducimos de (4.6) que

BzAz = I, AzBz = I.

Aśı, la invertibilidad de la clase lateral Aπz ∈ (Am)πz implica la invertibilidad del operador

Az ∈ alg{I,BΠ, B̃Π}.

Por otro lado, la invertibilidad del operador Az ∈ alg{I,BΠ, B̃Π}, asociado con un ope-

rador A ∈ Am, implica la invertibilidad del operador

W−1
βz
AzWβz ∈ Âm := alg{I,BKm , dzB̃Kmd

−1
z I},

donde dz := (β−1
z )′/(β−1

z )′. Como dzI
z∼ (β′z(0)/β′z(0))I, se implica que dzB̃Kmd

−1
z I

z∼ B̃Km ,

y como aI
z∼ a(z)I para toda a ∈ C(K̇m), concluimos que las álgebras C∗ cociente (Âm)πz

y (Am)πz coinciden. Consecuentemente, la invertibilidad del operador W−1
βz
AzWβz ∈ Âm

implica la invertibilidad de la clase lateral
(
W−1
βz
AzWβz

)π
z

= Aπz ∈ (Am)πz .

Aśı, la invertibilidad de la clase lateral Aπz ∈ (Am)πz , para A ∈ Am, es equivalente a la

invertibilidad del operador Az ∈ alg{I,BΠ, B̃Π} dada por (4.8). Esto implica que el mapeo

(Am)πz → alg{I,BΠ, B̃Π}, dado sobre los generadores del álgebra C∗ (Am)πz por

(aI)πz 7→ a(z)I, (BKm)πz 7→ BΠ, (B̃Km)πz 7→ B̃Π, (4.9)

es un isomorfismo-∗ del álgebra C∗ (Am)πz sobre el álgebra C∗ alg{I,BΠ, B̃Π}. Finalmente, el

álgebra C∗ alg{I,BΠ, B̃Π} es generada por las tres proyecciones ortogonales dos a dos BΠ, B̃Π

y I−BΠ−B̃Π 6= I (ver Proposición 2.2.1 y [21, Theorem 4.5]), lo cual inmediatamente implica

el isomorfismo de álgebras C∗ (Am)πz
∼= C3. �
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4.5.2 Álgebras locales en los puntos 0,∞ ∈ L

Para z = 0, como el álgebra C∗ Am es de operadores del tipo local, el conjunto

(Âm)π0 := {Aπ + Ĵπ0 : A ∈ Am} (4.10)

es una subálgebra C∗ de (Λm)π0 .

Elegimos una vecindad V0 ⊂ Km que satisface la condición (L2) impuesta sobre L. En-

tonces V0 \L = ∪n0

k=1D
0
k donde n0− 1 es el número de rayos en L con punto final 0 y Dk son

las componentes conexas de V0 \ L. Entonces Km \ L = ∪n0

k=1R
0
k, donde R0

k son sectores de

Km con vértice en el origen, los cuales corresponden a los dominios D0
k (los conjuntos D0

k y

R0
k son numerados en sentido contrario a las manecillas del reloj).

Como Zπ es una subálgebra central del álgebra C∗ Aπm := Am/K, concluimos que Aπm ⊂

Λπm y entonces el conjunto

(Âm)π0 := {Aπ + Ĵπ0 : A ∈ Am}

es una C∗-subálgebra de (Λm)π0 .

Para z = ∞ elegimos una vecindad V∞ ⊂ Km que satisface la condición (L3) impuesta

para L. Entonces, Km \ L∞ =
⋃n∞
k=1R

∞
k , donde R∞k son sectores de Km con vértice en el

origen, los cuales corresponden a componentes conexas D∞k de V∞ \ L (los conjuntos D∞k y

R∞k son numerados en sentido contrario a las manecillas del reloj).

Como Zπ es una subálgebra central del álgebra C∗ Aπm := Am/K, concluimos que Aπm ⊂

Λπm y entonces el conjunto

(Âm)π∞ := {Aπ + Ĵπ∞ : A ∈ Am}

es una subálgebra C∗ de (Λm)π∞.

Observación 4.5.1. Sea z ∈ {0,∞}, tomemos a ∈ PC(L) y ponemos

ak(z) := lim
ζ→z,ζ∈Dzk

a(ζ) (k = 1, 2, ..., nz).

Sea χDzk la función caracteŕıstica del dominio Dz
k. Claramente, la función g = a−

∑nz
k=1 χDzk

es continua en z y g(z) = 0. Por lo tanto,

(aI)π
z∼

nz∑
k=1

ak(z)(χDzkI)π.

Lema 4.5.2. Si z ∈ ∂Km ∩ L, entonces las álgebras C∗ (Am)πz y (Âm)πz son (isométrica-

mente) isomorfas, y el isomorfismo σπz : (Am)πz → (Âm)πz está dado por

σπz (BπKm + Jπz ) = BπKm + Ĵπz , σ
π
z (B̃πKm + Jπz ) = B̃πKm + Ĵπz ,

σπz ((aI)π + Jπz ) = (azI)π + Ĵπz ,
(4.11)
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donde

az =

nz∑
k=1

ak(z)χRzk , ak(z) = lim
ζ→z,ζ∈Dzk

a(ζ) (k = 1, 2, ..., nz).

Demostración. Consideraremos el mapeo

σπz : (Am)πz → (Âm)πz , Aπ + Jπz 7→ Aπ + Ĵπz ,

el cual es un isomorfismo-∗. En efecto, como el ideal Jπz está contenido en el ideal Ĵπz , se sigue

el mapeo está bien definido y que la invertibilidad de la clase lateral Aπ+Jπz ∈ (Am)πz implica

la invertibilidad de la clase lateral Aπ + Ĵπz ∈ (Âm)πz . Por otro lado, como Ĵπz ∩Aπ = Jπz , la

invertibilidad de la clase lateral Aπ + Ĵπz en el álgebra C∗ (Âm)πz implica la invertibilidad de

la clase lateral Aπ + Jπz en el álgebra C∗ (Am)πz . Esos dos hechos producen

(Am)πz
∼= (Âm)πz ,

porque la norma de cualquier elemento normal en un álgebra C∗ coincide con su radio

espectral.

El hecho de que (aI)π = (azI)π, se sigue de la Observación 4.5.1. �

4.5.3 Formas canónicas de las álgebras locales

Sea χU la función caracteŕıstica del conjunto U . Por lo visto hasta ahora en ésta Sección,

tenemos que

(Am)π0
∼= alg{BπKm + Ĵπ0 , B̃

π
Km + Ĵπ0 , (χR0

k
I)π + Ĵπ0 : k = 1, 2, ..., n0}, 0 ∈ L,

(Am)π∞
∼= alg{BπKm + Ĵπ∞, B̃

π
Km + Ĵπ∞, (χR∞k I)π + Ĵπ∞ : k = 1, 2, ..., n∞}, ∞ ∈ L.

(4.12)

Introducimos las álgebras C∗ de operadores

Oω = alg{BKm , B̃Km , χRkI : k = 1, 2, ..., n} (4.13)

donde ω = (ω1, ..., ωn) y ωk (k = 1, 2..., n) son los ángulos de los sectores Rk.

Vamos a probar que las álgebras C∗ cociente (Am)π0 y (Am)π∞ son isomorfas a álgebras

C∗ de la forma (4.13). Para eso haremos uso de operadores ĺımite.

Consideraremos las dilataciones dy(w) = yw (y > 0, w ∈ Km) y los operadores unitarios

de desplazamiento asociados Wdy , tales que (Wdyf)(w) = f(dy(w))d′y(w) y W ∗dy = Wd−1
y

.

Dada A ∈ B(L2(Km)) tal que los ĺımites fuertes

A0 := s-lim
y→+0

(WdyAW
∗
dy ), A∞ := s-lim

y→+∞
(WdyAW

∗
dy ) (4.14)
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existen, decimos que A0 y A∞ son los operadores ĺımite de A (con respecto a la familia

{Wdy}y>0 cuando y → 0 y y → ∞, respectivamente). Del teorema de Banach-Steinhaus se

sigue que A0, A∞ ∈ B(L2(Km)) y

‖A0‖ ≤ lim inf
y→+0

‖WdyAW
∗
dy‖ = ‖A‖,

‖A∞‖ ≤ lim inf
y→+∞

‖WdyAW
∗
dy‖ = ‖A‖.

(4.15)

De acuerdo a [19, Section 1.2] tenemos las siguientes propiedades de operadores ĺımite.

Proposición 4.5.1. Supongamos que A,B,An ∈ B(L2(Km)), n ∈ N y τ ∈ {0,∞}.

i) Si Aτ , Bτ existen, entonces para toda λ1, λ2 ∈ C, los operadores ĺımite (λ1A + λ2B)τ ,

(AB)τ también existen y (λ1A+ λ2B)τ = λ1Aτ + λ2Bτ , (AB)τ = AτBτ ;

ii) Si An converge uniformemente a A y (An)τ existe para toda n ∈ N, entonces Aτ existe

y Aτ = lim
n→∞

(An)τ .

Proposición 4.5.2. Para τ ∈ {0,∞}, las siguientes afirmaciones se cumplen:

i) si K ∈ K, entonces Kτ = 0;

ii) si a ∈ C(K̇m) y a(τ) = 0, entonces (aI)τ = 0;

iii) si C ∈ Λm y Cπ ∈ Ĵπτ , entonces Cτ = 0.

Demostración. (i) Tomamos una base ortonormal {ψj}j∈N de L2(Km) tal que cada ψj

es una función continua con soporte compacto en Km. La compacidad de K implica que

K es un ĺımite uniforme de combinaciones lineales finitas de operadores Kij dados por la

fórmula Kijf = (f, ψi)ψj . Por la Proposición 4.5.1, sólo necesitamos probar que (Kij)0 = 0 y

(Kij)∞ = 0. Escogemos una función f ∈ C(Km) con soporte compacto. Entonces obtenemos

‖WdyKijW
∗
dyf‖ = ‖(W ∗dyf, ψi)Wdyψj‖ = |(W ∗dyf, ψi)| = |f,Wdyψi)|

≤ y
∫
Km
|f(w)ψi(yw)|dA(w) ≤ y‖ψi‖∞

∫
Km
|f(w)|dA(w)→ 0

(4.16)

cuando y → 0, lo cual implica que (Kij)0 = 0. Si y →∞, entonces de nuevo

‖WdyKijW
∗
dyf‖ = ‖(W ∗dyf, ψi)Wdyψj‖ = |(W ∗dyf, ψi)|

≤ 1

y

∫
Km
|f(w/y)ψi(w)|dA(w) ≤ 1

y
‖f‖∞

∫
Km
|ψi(w)|dA(w)→ 0,

(4.17)

y por lo tanto (Kij)∞ = 0.

(ii) Tomando una función f ∈ L2(Km) con un soporte compacto D, obtenemos la esti-

mación

‖WdyaW
∗
dyf‖

2 =

∫
Km
|a(yw)f(w)|2dA(w) ≤ max

w∈D
|a(yw)|2‖f‖2.
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Como lim
y→τ

max
w∈D

|a(yw)| = 0, obtenemos que (aI)τ = s-lim
y→τ

WdyaW
∗
dy = 0.

(iii) Por (4.4), la clase lateral Cπ ∈ Ĵπτ es de la forma BaτI + K, donde B ∈ Λm, aτ ∈

C(K̇m) y aτ (τ) = 0. Entonces existe un operador compacto K ∈ K tal que C = BaτI +K.

Por lo tanto, de las partes (i) y (ii) y de la Proposición 4.5.1, se sigue que Cτ = 0. �

Proposición 4.5.3. Si A ∈ Oω, entonces Aτ = A para toda τ ∈ {0,∞}.

Demostración. El operador Wdy conmuta con los operadores χRiI, porque las funciones

χRi son positivamente homogéneas de orden cero. Además, tenemos que

WdyBKmW
∗
dy = BKm , Wdy B̃KmW

∗
dy = B̃Km .

Por lo tanto, el operador Wdy conmuta con todos los elementos del álgebra C∗ Oω y aśı, para

todo A ∈ Oω,

Aτ = s-lim
y→τ

(WdyAW
∗
dy ) = s-lim

y→τ
(AWdyW

∗
dy ) = A,

lo cual termina la prueba. �

Teorema 4.5.1. Si z ∈ ∂Km ∩ L, entonces el álgebra C∗ (Am)πz es isomorfa al álgebra C∗

Oω de la forma (4.13), donde n = nz y Rk = Rzk (k = 1, 2, ..., n).

Demostración. Es suficiente probar que el álgebra C∗

Oω = alg{BKm , B̃Km , χRzkI : k = 1, 2, ..., nz}

es isomorfa al álgebra C∗ (Âm)0,π
0 si z = 0, y es isomorfa al álgebra C∗ (Âm)∞,π∞ si z =∞.

Para 0 ∈ L consideremos el mapeo

Ψ0 : Oω → (Âm)0,π
0 , A 7→ Aπ + Ĵπ0 .

Obviamente, Ψ0 es un homomorfismo-∗ de Oω sobre (Âm)0,π
0 . Sólo necesitamos probar que

Ψ0 es inyectivo. Teniendo en cuenta (4.4), para toda A ∈ Oω obtenemos

‖Ψ0(A) = inf{‖A+BaI +K‖ : B ∈ Λm, a ∈ C(K̇m), a(0) = 0,K ∈ K}‖.

Las Proposiciones 4.5.1, 4.5.2 y 4.5.3 implican que (A + BaI + K)0 = A. Por lo tanto, por

(4.15), ‖A‖ ≤ ‖A + BaI + K‖. Como los operadores B, aI,K satisfacen las condiciones de

arriba y son arbitrarios, obtenemos que ‖A‖ ≤ ‖Ψ0(A)‖. Aśı, Ψ0 es inyectivo, y entonces

(Am)π0
∼= Oω.

Si ∞ ∈ L, entonces considerando el homomorfismo-∗

Ψ∞ : Oω → (Âm)∞,π∞ , A 7→ Aπ + Ĵπ∞,

y usando operadores ĺımite en∞, podemos probar por analoǵıa que ‖A‖ ≤ ‖Ψ∞(A)‖, lo cual

implica que (Am)π∞
∼= Oω. �
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4.6 Cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra C∗

Am y la propiedad de Fredholm

Por Teorema 4.5.1, las álgebras C∗ Oω definidas por (4.13) tienen la forma del álgebra C∗

Cm estudiada en el Caṕıtulo 3. Por lo tanto, el Teorema 3.5.3 y el Teorema 4.5.1, implican

inmediatamente el siguiente resultado.

Teorema 4.6.1. Para toda m ∈ N. Si z ∈ ∂Km ∩ L es un punto final común de nz − 1

rayos de L, entonces el álgebra C∗ local (Am)πz es isomorfa a una subálgebra C∗ Cn⊕Sz de

Cn ⊕ C(R,C2n×2n), donde n = nz. El isomorfismo está dado por

aI 7→ (a1(z), ..., an(z))⊕ (λ 7→ diag{aj(z)I2}nj=1),

BKm 7→ (0, ..., 0)⊕ (λ 7→Mm(λ)),

B̃Km 7→ (0, ..., 0)⊕ (λ 7→ M̃m(λ)),

(4.18)

donde al(z) (l = 1, 2, ..., n) es el ĺımite de la función a ∈ PC(L) en el punto z en el sector

Rl, y las funciones cuyo valor es una matriz Mm(·), M̃m(·) son definidas por (3.38) para

toda λ ∈ R y por (3.39) para λ = ±∞.

Los Lemas 4.4.2 y 4.5.1, junto con el Teorema 4.6.1 nos dan la descripción completa de

las álgebras locales (Am)πz para todos los puntos z ∈ K̇m. Juntando todas esas descripciones

y reuniendo las representaciones en los puntos z ∈ K̇m que env́ıan a los operadores BKm y

B̃Km en cero, establecemos el resultado principal de éste Caṕıtulo.

Teorema 4.6.2. Para toda m ∈ N, el álgebra C∗ Aπm = alg{aI,BKm , B̃Km : a ∈ PC(L)}/K,

contenida en B(L2(Km))/K, es isomorfa a la subálgebra C∗ Φ(Am) del álgebra C∗

ΦAm
:=

⊕
z∈ ˙Km

Cnz

⊕
 ⊕
z∈∂Km\L

C2

⊕( ⊕
z∈∂Km∩L

Sz

)
,

y el isomorfismo Φ : Aπm → Φ(Am) está dado por

Φ(BπKm) :=

⊕
z∈ ˙Km

(0, ..., 0)

⊕
 ⊕
z∈∂Km\L

(1, 0)

⊕( ⊕
z∈∂Km∩L

(λ 7→Mm(λ))

)
,

Φ(B̃πKm) :=

⊕
z∈ ˙Km

(0, ..., 0)

⊕
 ⊕
z∈∂Km\L

(0, 1)

⊕( ⊕
z∈∂Km∩L

(λ 7→ M̃m(λ))

)
,

Φ((aI)π) :=

⊕
z∈ ˙Km

(a1(z), ..., anz (z))

⊕
 ⊕
z∈∂Km\L

(a(z), a(z))


⊕

( ⊕
z∈∂Km∩L

(
λ 7→ diag{aj(z)I2}nzj=1

))
,
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donde Sz es la subálgebra C∗ de C(R,C2nz×2nz ) determinada en el Teorema 4.6.1, nz es el

número de componentes conexas Dk del conjunto (Vz ∩Km) \ L para una vecindad suficien-

temente pequeña Vz de un punto z ∈ K̇m, y

ak(z) := lim
ζ→z,ζ∈Dk

a(ζ), (k = 1, 2, ..., nz).

Un operador A ∈ Am es Fredholm en el espacio L2(Km) si y sólo si su śımbolo Φ(A) es

invertible en el álgebra C∗ ΦAm , es decir, si

([Φ(A)](z))k 6= 0 para toda z ∈ K̇m y toda k = 1, 2, ..., nz;

([Φ(A)](z))k 6= 0 para toda z ∈ ∂Km \ L y toda k = 1, 2;

det([Φ(A)](z))(λ) 6= 0 para toda z ∈ ∂Km ∩ L y toda λ ∈ R,

donde ([Φ(A)](z))k son las k-entradas de las funciones cuyo valor es un vector [Φ(A)](z).
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