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Resumen

El presente trabajo está dedicado al cálculo y estudio de los potenciales de Kähler a se-
gundo orden para los módulos geométricos que surgen tras compactificar en orbifolios
toroidales abelianos las teorías de cuerdas heteróticas. Para lograr esto, primeramente se
determina el número y estructura de los campos modulares presentes en este tipo de com-
pactificaciones, lo cual permite entonces determinar los potenciales de Kähler empleando
cálculos de funciones de correlación en la teoría conforme de campos asociada a la teoría
de cuerdas y una comparación con las amplitudes de dispersión en SUGRA obtenidas
previamente en la literatura. Por último, usando los resultados obtenidos, analizamos la
viabilidad cosmológica de nuestros hallazgos estudiando un potencial sencillo con cuali-
dades cosmológicas para inflación.

Abstract

This work is devoted to the computation and study of Kähler potentials up to second order
in the geometric moduli that appear after compactifying the heterotic string theories
on abelian toroidal orbifolds. To achieve this goal, we first determine the number and
structure of the modular fields appearing in these constructions, which allows one then to
determine the Kähler potentials by using standard correlator function computations in the
conformal field theory associated with string theory and a comparison with the scattering
amplitudes in SUGRA found in the literature. Finally, using these results, we analyze
the cosmological viability of our findings in studying a simple potential with cosmological
inflationary properties.
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Introducción

Uno de los mayores deseos de los físicos teóricos es formular una teoría unificada capaz
de describir las 4 interacciones conocidas en la naturaleza simultáneamente. En este sen-
tido, uno de los grandes éxitos de la física teórica ha sido el Modelo Estándar, el cual,
si bien tiene varios problemas que deben ser resueltos, ha logrado unificar tres de las
cuatro fuerzas fundamentales (la fuerza nuclear fuerte, la fuerza nuclear débil y el electro-
magnetismo) mediante teorías de campo cuánticas con simetrías en un grupo de norma
SU(3)c × SU(2)L × U(1)y. Entre los problemas que aún faltan por resolver en el Mod-
elo Estándar se encuentra la explicación de la materia y energía oscura, la inclusión de
la gravedad, las masas de los neutrinos, además de las inexplicables diferencias entre las
escalas energéticas de las fuerzas fundamentales. Este último problema, llamado el proble-
ma de jerarquías tiene una particular forma de explicación si se agrega una simetría entre
bosones y fermiones llamada supersimetría.

A pesar de los éxitos del modelo estándar, todas las inconsistencias llevan a pensar que
existe una teoría fundamental detrás de éste y que además contendría a la gravedad, de-
jando la descripción de todas las fuerzas conocidas de la naturaleza a todas las escalas
energéticas a partir de esta.

Un intento de unificar a la gravedad con otra de las fuerzas fundamentales, el electro-
magnetismo data del año 1919 [1] cuando Kaluza mostró que una teoría de la relatividad
en 5 dimensiones contiene a ambas, relatividad general de Einstein en 4 dimensiones y
la teoría de Maxwell del electromagnetismo. En la teoría de Kaluza, él justificaba el por
qué la física sería 4 dimensional con una condición sobre las derivadas con respecto a la
dimensión extra X4, con esto Kaluza obtuvo las ecuaciones de campo de Einstein en pres-
encia de un campo electromagnético; además, obtuvo una ecuación de Klein-Gordon para
un campo escalar sin masa que fue suprimida por Kaluza.

Klein mostró en 1926 [2], que la condición de Kaluza podría surgir naturalmente si la
quinta dimensión tenía una topología circular, de tal modo que los campos tendrían condi-
ciones periódicas en esa dimensión y si la escala de compactificación era lo suficientemente
baja como para tener modos con energías muy altas e inobservables para nosotros. La
física sería entonces independiente de la quinta dimensión como Kaluza decía.

VI
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En la búsqueda de teorías unificadas es donde aparece la teoría de cuerdas, que, si bien
es una teoría aún en construcción, ha mostrado tener ciertas características que debería
cumplir una teoría unificada. Teoría de cuerdas fue construida originalmente como solu-
ción a ciertos problemas que aparecían en la descripción de la fuerza fuerte. Fue en 1974
cuando nace la teoría de cuerdas bosónica, cuando se encontró que uno de los modos de
vibración tenía propiedades que encajaban con el “gravitón”, la partícula mensajera de la
fuerza gravitacional. Esta teoría no sólo contiene un gravitón entre sus modos de oscilación,
también, se reduce a la gravitación de Einstein a bajas energías. Sin embargo, pronto fue
descartada pues sólo contiene modos de vibración asociados a estados bosónicos y tiene
además otro problema: un taquión, un signo de la inestabilidad de la teoría. La teoría
fue formulada partiendo de la acción de Polyakov y el requerimiento de la cancelación
de la anomalía conforme indica que las vibraciones de la cuerda bosónica habitan en 26
dimensiones.

La materia que observamos está compuesta de fermiones, de modo que para que la teoría
de cuerdas explicara el origen de éstos, fue necesario agregar grados de libertad fermióni-
cos a la acción de la cuerda. De esta forma, aunque no es obvio el por qué, se obtienen
modos de vibración fermiónicos en el espacio-tiempo, que ahora es de 10 dimensiones como
resultado de la consistencia matemática de la teoría. En un principio, existen 5 maneras
distintas de formular teorías de supercuerdas en 10 dimensiones, incluyendo cuerdas cer-
radas y en ocasiones cuerdas abiertas. La teoría de cuerdas tipo IIA incluye tanto cuerdas
cerradas como cuerdas abiertas; ésta se diferencia de la tipo IIB en que no posee un es-
pectro quiral. La teoría tipo I es una teoría que incluye cuerdas abiertas y cerradas no
orientadas. Finalmente las teorías de cuerdas heteróticas son dos: heterótica SO(32) y
heterótica E8 × E8. Estas dos últimas son teorías de cuerdas cerradas cargadas bajo el
grupo de norma correspondiente. El único parámetro con dimensiones de una teoría de
cuerdas es la longitud de la cuerda: ls, la cual no debería ser mayor que la longitud de
Planck lp. Con base en estas teorías, para fines fenomenológicos, se estudian los limites a
bajas energías Eᵀ � l−1

s , en donde solamente las vibraciones o modos no masivos de las
teorías pueden ser observables. En este límite, es preciso el empleo de supergravedad.

Durante las años noventa fueron descubiertas todo un conjunto de dualidades 1 que
conectan a las teorías entre ellas. En particular los límites de bajas energías de las teorías
IIA y heterótica E8 ×E8 se presentan como un caso de compactificación de una teoría de
supergravedad en 11 dimensiones. Los hechos anteriores, han conducido a la conjetura de
la existencia de una teoría en 11 dimensiones cuyo límite es supergravedad en 11 dimen-
siones. A esta teoría se la ha dado el nombre de “Teoría M”, y se sugiere que su principal
componente ya no son cuerdas, sino otro tipo de objetos.

1Llamadas dualidades S y T. Las dualidades son cierto tipo de transformaciones en los parámetros de
la teoría que llevan de una teoría a otra, ver por ejemplo [3] en el capítulo 8
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Como se mencionó antes, las cinco teorías de (súper) cuerdas son consistentes matemáti-
camente sólo en 10 dimensiones. Por lo tanto, si se quiere hacer contacto con el universo
4 dimensional que observamos, una de las primeras tareas de los físicos teóricos dedicados
a cuerdas es formular una teoría efectiva en 4 dimensiones. Siguiendo la idea de Klein,
compactificar las 6 dimensiones extras y postular que estas son muy pequeñas es uno de
los caminos más usados. En términos fenomenológicos, las teorías heteróticas son quizá las
más prometedoras debido a que ya tienen incluido un grupo de norma, aspecto que en las
otras teorías no es fácil de conseguir pues requiere la inclusión de efectos no perturbativos,
tales como las llamadas D-branas, que no siempre están bajo control. Por esta razón, en
esta tesis analizamos un tipo de compactificaciones en teorías heteróticas: compactifica-
ciones en orbifolios.

Un orbifolio heterótico surge al compactificar alguna de las dos teorías heteróticas en
un objeto llamado orbifolio (en inglés orbifold). Existen varios tipos de orbifolios, entre los
cuales se incluyen orbifolios abelianos y no abelianos, en esta tesis solo nos enfocaremos en
orbifolios abelianos. A estas construcciones también se les puede agregar líneas de Wilson
(ver e.g.[4] para mas detalles de orbifolios heteróticos). Son éstas y las características del
orbifolio las que determinan la teoría efectiva 4-dimensional.

La compactificación en estos objetos permite definir otro tipos de estados que no se tienen
en las otras teorías de cuerdas. Estos provienen de una cuerda abierta, la cual al aplicar
la condición del orbifolio se cierra, estos son los llamados estados en el sector torcido.
Aparte de los estados en el sector no torcido y en el sector torcido, una característica de
cualquier compactificación es la aparición de módulos, es decir, parámetros que pueden
tomar cualquier valor y que en la teoría 4-dimensional se consideran como campos. La
aparición de estos módulos está relacionado con los modos cero de la reducción dimen-
sional de los campos de la teoría. Relacionados con la métrica existen dos tipos de módulos:
los módulos de estructura compleja y los módulos de Kähler, en los cuales nos enfocaremos.
Además, de los módulos geométricos mencionados anteriormente en orbifolios toroidales
suelen aparecer más módulos que provienen de los puntos y toros fijos que cualquier orb-
ifolio posee, a estos se les llama módulos “torcidos” (en inglés twisted).

En este trabajo buscamos caracterizar los potenciales escalares de los campos modulares
que aparecen en las compactificaciones en orbifolios toroidales, para lo cual es fundamental
primeramente tener conocimiento del potencial de Kähler asociado en su límite de super-
gravedad. Además de aportar información sobre la energía cinética de los (súper)campos
considerados en el límite de supergravedad, el potencial de Kähler es determinante en la
estructura del potencial efectivo de la dinámica de todos los campos resultantes de las
vibraciones de las cuerdas no masivas en una teoría de cuerdas compactificada. Aunque ha
habido varios esfuerzos por obtener a partir de la teoría de cuerdas todos los posibles poten-
ciales de Kähler que emergen en compactificaciones heteróticas (ver e.g. [5, 6, 7, 8, 9]), aún
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no se tiene una clasificación completa de ellos. Incluso en los casos en los que se tiene infor-
mación sobre éstos, no se han logrado describir más que a primer orden en una expansión
en la que se considera que el volumen del espacio compacto es grande. Uno de los puntos
medulares del presente trabajo es precisamente contribuir a un mejor entendimiento de
los potenciales de Kähler emergentes de la cuerda heterótica compactificada en orbifolios
heteróticos.

Tras un análisis del potencial de Kähler, el siguiente paso es conocer los acoplamien-
tos entre (súper)campos que conducen a la construcción del llamado superpotencial en
una teoría de supergravedad. El superpotencial es una función holomórfa de los campos
que contiene los acoplamientos de Yukawa de los campos . En este sentido se ha dado
un gran progreso en los últimos años (ver e.g. [10, 11, 12]). En este trabajo, nosotros no
calcularemos las propiedades del superpotencial; cuando sea necesario, propondremos la
existencia de un superpotencial típico, basado en los trabajos existentes.

Con estas dos herramientas, el potencial de Kähler y el superpotencial, es posible calcular
el potencial escalar de los problemáticos módulos de las compactificaciones heteróticas de
nuestro interés. El problema obvio a resolver ahora es lo que se conoce como estabilización
de módulos, un problema que, aunque ha sido explorado desde los orígenes de la teoría
de cuerdas y es la fuente del llamado String Landscape, aún no es resuelto en teorías het-
eróticas debido a la dificultad del mismo (ver e.g. [13, 14, 15]). En esta tesis abordaremos
este problema sólo tangencialmente, con la finalidad de conocer el potencial de los campos
modulares caracterizados en la resolución de urgentes interrogantes cosmológicas, como el
origen de inflación2.

Como es bien sabido, a la etapa temprana en la que el universo se expande casi expo-
nencialmente se le denomina inflación y fue propuesta para resolver la falta de naturalidad
en las condiciones del universo en sus inicios en el modelo cosmológico de Friedmann-
Robertson-Walker. Un ejemplo de la poca naturalidad es denominado el problema de la
“planitud”. Dado que el universo actual es (casi) plano, de acuerdo a las ecuaciones de
Einstein, el universo debió haber sido plano desde un inicio, lo cual es un escenario que
es muy improbable ante la multitud de posibles condiciones iniciales [16]. Otro problema
de este tipo es el problema del horizonte: surge de la observación de que la temperatura
de la radiación de fondo cósmica es isotrópica, lo cual resulta difícil de imaginar si partes
del universo que hoy observamos no estuvieron en contacto térmico en el momento de la
última dispersión. La solución más sencilla a este problema corresponde a postular una
época en la cual el parámetro de Hubble3 fue casi constante, H ≈ cte..

2En esta sección se dará una muy breve introducción a algunos conceptos importantes en cosmología y
en especial del escenario inflacionario, los cuales serán utilizados en el capítulo 5. Para una introducción
mas detallada se sugiere consultar [16, 17, 18]

3El parámetro de Hubble se define como H = ȧ/a, en donde a(t) es el llamado factor de escala, el cual
tiene unidades de longitud y se puede interpretar como el “radio” del universo al tiempo t.
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En un universo inflacionario, el factor de escala a(t) del universo crece exponencialmente,
i.e.

a(t) = aie
H(t−ti) = aie

N . (1)

Es sabido que, para resolver estos problemas, es necesario que el llamado número de e-
folds N tenga el valor aproximado N & 60. Una expansión acelerada del universo puede
explicarse mediante una fuente de presión p negativa o una densidad de energía ρ casi con-
stante dominando la dinámica del universo. El modelo más simple para generar inflación
es el que introduce un campo escalar ϕ(t) homogéneo (llamado inflatón) que dominaba en
el universo en sus inicios. La presión y densidad de energía de este campo esta dada por

p = 1
2 ϕ̇− V (ϕ), (2)

ρ = 1
2 ϕ̇+ V (ϕ). (3)

El potencial V (ϕ) de este campo tiene que ser lo suficientemente plano durante un peri-
odo en cual se puedan conseguir los e-folds necesarios. La aceleración del universo ocurre
entonces cuando la energía cinética de este campo es despreciable con respecto a la en-
ergía potencial del mismo. Cuando ambas energías son comparables, inflación termina.
Las cualidades que debe tener un campo escalar para producir inflación de la manera en
la que se ha descrito se pueden codificar en dos parámetros: los parámetros de slow roll
o rodamiento lento η y ε, dados en términos de las derivadas de V . Inflación ocurre en-
tonces cuando estos parámetros son lo suficientemente pequeños y termina cuando éstos
se aproximan o llegan a 1.

La generación de perturbaciones escalares y tensoriales es otra cualidad del modelo in-
flacionario. Con este se puede explicar la formación de estructura a gran escala pues las
fluctuaciones del inflatón proporcionan las semillas necesarias para el crecimiento y la
formación de las estructuras que vemos hoy en día. Si se generan o no perturbaciones
tensoriales (de la métrica) en un modelo inflacionario se puede saber calculando r o el
cociente entre las perturbaciones escalares y tensoriales4. Los últimos avances hacia la
medición de este parámetro [20] indican que su valor debe ser pequeño.

Esta tesis está organizada como se describe a continuación. En el primer capítulo se
presenta una breve introducción a supersimetría, para después introducir los conceptos
básicos de supergravedad poniendo énfasis en las herramientas necesarias para construir
el potencial de los campos escalares en la teoría. El capítulo 2 es una breve introducción
a las ideas de cuerdas y supercuerdas, presentando la idea principal detrás de las cuerdas
heteróticas. En ese capítulo también se muestra la definición de un orbifolio toroidal con
un ejemplo fácil. Se muestra la aparición de módulos como consecuencia de la reducción

4Para un estudio detallado consultar [17, 19, 18]
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dimensional y la forma de contarlos. El capítulo 3 presenta la forma explícita de calcularlos
en términos de las longitudes y ángulos de los vectores que forman la red del toro sobre
el cual se construye el orbifolio. En el cuarto capítulo se procede a comparar amplitudes
de dispersión entre módulos de orbifolios y campos en los sectores torcidos y no-torcidos
de la teoría para obtener la forma del potencial a segundo orden válida para cualquier
orbifolio. En el quinto capítulo se analiza un potencial muy sencillo, en el que el potencial
de Kähler puede ser obtenido bajo algunas consideraciones de un orbifolio heterótico, y
las consecuencias si éste fuera utilizado como inflatón.



Capítulo 1

Supersimetría y Supergravedad

El límite de bajas energías de una teoría de supercuerdas es una teoría de supergravedad
en 10 dimensiones con N = 1 o N = 2 supersimetrías, en donde el valor de N depende de
cada una de las 5 teorías de cuerdas a las que nos podemos referir: I, IIA, IIB, heterótica
SO(32) y heterótica E8 × E8. Este trabajo estará enfocado en las teorías heteróticas. Si
se realiza una compactificación de las dimensiones extras se tiene una teoría de super-
gravedad en 4 dimensiones, la cual puede tener un número de supersimetrías menor si las
características de la variedad compacta son especiales.

El estudio de supergravedad es entonces crucial en teoría de cuerdas; ésta es la conex-
ión entre una posible teoría final unificada y la teoría efectiva a bajas energías que puede
ser comprobada experimentalmente. En este capítulo revisaremos los conceptos claves en
supersimetría (SUSY) y supergravedad (SUGRA) que son importantes para el análisis de
las teorías efectivas a bajas energías de supercuerdas.

1.1 Supersimetría
El teorema de Coleman-Mandula [21] establece que es imposible combinar una simetría
interna con una simetría en el espacio-tiempo (Simetría de Poincaré) con generadores
que obedezcan un álgebra de Lie. Sin embargo, poco después [22] se encontró que se
puede generalizar la noción de un álgebra de Lie a la de un álgebra gradada de Lie, o
más específicamente a una súper álgebra de Lie y evadir el teorema. De manera simple,
un álgebra gradada de Lie es un álgebra en donde los generadores satisfacen leyes de
conmutación y de anticonmutación. La forma esquemática de estas relaciones es:

{Qα, Q̄α̇} = 2σµαα̇Pµ (1.1)
{Q,Q} = {Q̄, Q̄} = 0 (1.2)
bPµ, Q] = [Pµ, Q̄] = 0, (1.3)

1
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en donde se está usando la notación de espinores de Weyl. En esta representación, un
espinor de Dirac de cuatro componentes es escrito en términos de dos componentes, com-
plejos y anticonmutantes con dos tipos distintos de índices espinoriales α = 1, 2 y α̇ = 1, 2,

ΨD =
(
ηα
χ†α̇

)
. (1.4)

Debido a la naturaleza fermiónica de Q, la cual se puede observar en las relaciones an-
teriores, al actuar Q sobre un campo bosónico se debe obtener un campo fermiónico y
actuando sobre un campo fermiónico se debe obtener un campo bosónico. De esta forma,
una transformación supersimétrica, es una transformación que convierte estados bosónicos
en estados fermiónicos, y viceversa. Es, por tanto, una transformación que une partículas
de espín entero y semi-entero en un supermultiplete común:

Q|Bosón〉 = |Fermión〉, Q|Fermión〉 = |Bosón〉. (1.5)

Cada supermultiplete contiene un número igual de grados de libertad bosónicos y fer-
miónicos. La teoría más simple invariante bajo SUSY es una teoría libre con un espinor
de Weyl ψα (2 grados de libertad) y un campo escalar complejo ϕ (2 grados de libertad).
Su acción está dada por1

S =
∫
d4x(−∂µϕ∂µϕ∗ − iψ†σ̄µ∂µψ), (1.6)

la cual tiene una corriente conservada en la capa de masa y es invariante ante las siguientes
transformaciones

δφ = εψ (1.7)
δψα = −i(σµε∗)α∂µφ. (1.8)

Para describir teorías más generales, es necesario que la simetría se cumpla fuera de la capa
de masa. Esto se logra agregando grados de libertad extra que desaparecen en la capa de
masa, es decir, utilizando las ecuaciones de movimiento de los campos. Al supermultiplete
anterior se le suele agregar un campo escalar usualmente llamado F .

1.1.1 Supercampos y Superespacio

La construcción de Lagrangianas supersimétricas se puede realizar introduciendo la noción
de superespacio y supercampos. El superespacio se obtiene al extender el espacio-tiempo
utilizando coordenadas anticonmutantes (espinoriales o grassmanianas) θα, θ̄α̇ (ver e.g. [24,
seccion 1.5]). La construcción se hace a través de supercampos, los cuales dependen de
las coordenadas del superespacio (xµ,θα,θ̄α̇) y unen a las diferentes componentes de un
supermultiplete.

1Para una primera y útil introducción a SUSY, se recomienda por ejemplo [23].
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Los dos supercampos necesarios para construir Lagrangianas son el supercampo quiral
y el supercampo vectorial

Φ(x, θ, θ̄) y V (x, θ, θ̄).

Debido a las características de los números de Grassmann las expansiones de cualquier
supercampo general S siempre terminan, i.e. son series formadas de unos cuantos términos
fácilmente calculables.

Supercampo Quiral

En teorías supersimétricas el supermultiplete más simple es el quiral, el cual contiene un
campo escalar complejo Φ, un espinor de Weyl ψ y un campo auxiliar F .

Un supercampo escalar puede expresarse como un polinomio a segundo orden en las vari-
ables θ y θ̄. Esta forma general de expresarlo es reducible con respecto a las transforma-
ciones de SUSY; es por eso que es necesario imponer condiciones extras. De esta forma,
un supercampo quiral se caracteriza por D̄α̇Φ = 0 (DαΦ∗ = 0 para su correspondiente
anti-quiral), en donde las derivadas covariantes quirales se definen de la siguiente manera:

Dα = ∂

∂θ
+ iσµαα̇θ̄

α̇∂µ (1.9)

Dα̇ = − ∂

∂θ̄
− iθα̇σµαα̇∂µ. (1.10)

En la expresión anterior es importante notar que la integración con respecto a variables
de Grassmann de una derivada covariante quiral de cualquier expresión es siempre una
derivada total con respecto a xµ, dado que la integral de la derivada con respecto a
variables de Grassmann se anula. La estructura de un supercampo quiral es con esta
restricción impuesta:

Φ(x, θ, θ̄) = φ(y) +
√

2θψ(y) + θθF, (1.11)

con yµ = xµ + iθσµθ̄ un cambio de variable hecho por conveniencia,
√

2 es agregado por
convención.

Para construir Lagrangianas de un supercampo quiral, basta notar que el término F trans-
forma como una derivada total en el espacio tiempo [25, 23], de tal forma que al integrar
sobre las componentes fermiónicas del superespacio se obtiene un término invariante bajo
las transformaciones SUSY. Por lo tanto, la integral en el espacio-tiempo del término F
de cualquier polinomio de supercampos quirales es invariante bajo SUSY. La forma mas
general de obtener acoplamientos renormalizables de supercampos quirales es∫

d2θW (Φi) + h.c. =
∫
d2θ(1

3h
ijkΦiΦjΦk + 1

2m
ijΦiΦj + λiΦi) + h.c.

≡ [W (Φi)]F + h.c., (1.12)
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en donde se ha introducido una función holomórfica W (Φi) a la que se le llama el super-
potencial.

Para obtener una Lagrangiana completa sólo falta considerar los términos libres de los
campos, los cuales ya conocemos y se obtienen de considerar∫

d2θd2θ̄Φ∗iΦi ≡ [Φ∗iΦi]D. (1.13)

La densidad Lagrangiana completa es entonces

L = [Φ∗iΦi]D + [W (Φi)]F + h.c. (1.14)

Las ecuaciones de movimiento de los campos auxiliares Fi permiten eliminar estos ex-
plícitamente induciendo una contribución al potencial de los campos escalares. A esta
contribución se le llama término F del potencial

VFi(Φi) =
∑∣∣∣∣∂W∂Φi

∣∣∣∣ . (1.15)

Supercampos vectoriales

Al imponer la condición de realidad V = V ∗, se obtiene un supercampo vectorial. El
contenido de un supermultiplete vectorial es: un bosón de norma Aµ, un espinor de Weyl
en la representación adjunta llamado normino (gaugino) λα y un campo auxiliar escalar
real D. Utilizando la llamada norma de Wess-Zumino [23] la expansión de un campo
vectorial es

V (x, θ, θ̄) = −θσµθ̄Aµ(x) + iθ̄θ̄θλ(x) + 1
2θθθ̄θ̄D(x). (1.16)

Para construir Lagrangianas de teorías de norma (abelianas o no abelianas) es necesario
definir un supercampo quiral Wα (y su correspondiente anti-quiral) que es invariante de
norma y contiene el tensor de intensidad de campo usual (Fµν). Si la teoría es abeliana,
éste se define como

Wα = −1
4D̄D̄DαV (1.17)

y se generaliza para teorías no abelianas de la siguiente forma

Wα = −1
4D̄D̄e

−VDαe
V , (1.18)

en donde ahora se tiene una matriz V i
j = T ijaV

a con Ta los generadores correspondientes
de la simetría no abeliana.

Los términos cinéticos para bosones de norma, gauginos y sus interacciones se obtienen de

1
4Tr

∫
dθ2WαW

α + h.c. = Tr

(1
2D

2 − iλσµDµλ̄−
1
4F

µνFµν

)
. (1.19)
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Y los acoplamientos de un supercampo vectorial V con un supercampo quiral Φ se obtienen
al considerar el siguiente término: ∫

d2θd2θ̄Φ∗eV Φ. (1.20)

En resumen, una Lagrangiana de manera general se escribe como

L = Tr [WαW
α]F + h.c.+ [Φ∗i(eV )jiΦj ]D + ([W (Φi)]F + h.c.). (1.21)

Es posible también agregar términos no renormalizables a las Lagrangianas anteriores
(1.14)-(1.21): ∫

d2θd2θ̄K(Φ,Φ∗), (1.22)

en donde K es una función que, a diferencia del superpotencial W , es función tanto de
supercampos quirales como de anti-quirales. Este último término puede contener términos
cinéticos no canónicos de la forma Kij̄∂µΦi∂µΦ̄j̄ con

Kij̄ = ∂2K

∂Φi∂
¯

Φ¯
j
. (1.23)

Otro término admisible en una Lagrangiana supersimétrica y que contiene términos cinéti-
cos es ∫

d2θf(Φ)Tr(WαW
α), (1.24)

en donde a f(Φ) se le llama la función cinética de norma y es una función holomórfica de
los supercampos quirales tratados como variables complejas.

1.2 Supergravedad en d=4
Si en una teoría supersimétrica se quiere tener en cuenta a la gravedad, supersimetría debe
ser promovida a una simetría local, la teoría resultante es llamada Supergravedad (SUG-
RA). La versión local de SUSY involucra transformaciones generales de coordenadas en
el espacio-tiempo ya que SUSY global contiene al generador de traslaciones en el espacio-
tiempo Pµ. Por lo tanto, SUSY local es la versión supersimétrica de la gravedad. Esto
puede ser visto explícitamente al tratar de construir una teoría invariante bajo transfor-
maciones supersimétricas locales en donde la necesidad de introducir campos de espín 3/2
y 2 es clara (para ver la construcción completa de una Lagrangiana supersimétrica, se
recomienda ver ([26],[27],[25],[28]). La partícula que se acopla a la corriente conservada,
tal como en una teoría de norma, es el gravitino ψαµ de espín 3/2 y que pertenece al su-
permultiplete de gravedad junto con el gravitón gµν .

Los acoplamientos de los supercampos quirales Φ están determinados por una función
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G(Φi,Φi) la cual es una combinación de una función real, el potencial de Kähler K y de
una función analítica, el superpotencial W . En unidades en donde la masa de Plank es 1
esta función se escribe

G(Φi,Φ†i ) = K(Φi,Φ∗i ) + ln |W (Φi)|2. (1.25)

Una propiedad importante deG (y por lo tanto de la Lagrangiana) es que resulta invariante
ante transformaciones de Kähler, que están definidas como sigue,

K → K +H(Φ) +H∗(Φ∗)
W → e−H(Φ)W. (1.26)

Esto expresa el hecho de que el espacio de los campos escalares en supergravedad es una
variedad de Kähler. Los campos escalares deben ser pensados como coordenadas y la
métrica de Kähler está dada por la ec. (1.23)).

En supergravedad, el término F del potencial escalar es

VF = eK(Kij̄DiWDj̄W
∗ − 3|W |2), (1.27)

en donde Di = ∂i + ∂iK es la derivada de Kähler y Kij̄ es la inversa de la métrica de
Kähler. Al igual que en supersimetría global, surge cuando los campos auxiliares F que
aparecen en los supermultipletes quirales son eliminados mediante el uso de sus ecuaciones
de movimiento.

Los términos cinéticos de norma se escriben en términos de funciones holomorfas fab(Φi)
(función cinética de norma) y el término D del potencial es

VD = 1
2[Ref−1]ab[Ki(Ta)ikΦk][Kj(Tb)jkΦ

k]∗. (1.28)

Esta contribución al potencial escalar surge al eliminar los campos auxiliares D de los
supermultipletes vectoriales con ayuda de sus ecuaciones de movimiento. Ta son los gen-
eradores del grupo de norma en la representación adecuada.

La parte de la densidad Lagrangiana que contiene exclusivamente campos bosónicos es

LB = e(eK(Kij̄DiWDj̄W
∗ − 3|W |2)− 1

2[Ref−1]ab[Ki(Ta)ikΦk][Kj(Tb)jkΦ
k]∗

+ 1
4 iIm(fabF aµνF̃µνb)−

1
4Re(fabF

a
µνF

µνb)

+ Ki
jDµΦiD

µΦj − 1
2R) (1.29)

con e el determinante de eaµ.
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1.3 Supergravedad extendida
En una teoría de campos es posible tener más supersimetrías, es decir, tener más súper
cargas Q que permitan transformaciones entre bosones y fermiones y viceversa respetando
la invariancia. De este modo, las teorías de supergravedad extendida son definidas en
términos del número de súper cargas QI , Q̄J con I = 1, ..,N que satisfacen un álgebra
generalizada

{QIα, QJα̇} = 2σµαα̇PµδIJ (1.30)

las cuales contienen tantas simetrías entre bosones y fermiones como gravitinos, ya que

QI |λ = 2〉 = |λ = 3/2〉 ∀ I, (1.31)

en donde λ es la helicidad. Las teorías de SUGRA extendida son solo viables para 1 ≤
N ≤ 8 ,

Q1Q2..QN |λ = 2〉 = |λ = 2−N/2〉, (1.32)

pues para N mayor se tendrían campos con espín 5/2 e incluso mayores y más campos con
espín 2 serían necesarios; aunque, recientemente el interés en teorías con espines mayores
ha resurgido y más en teorías de cuerdas en donde se tienen estados de la cuerda asociados
a partículas con todo tipo de espines.

La extensión más simple es N = 2 supersimetrías, en donde:

QI |λ = 2〉 = |λ = 3/2〉 I = 1, 2
Q1Q2|λ = 2〉 = |λ = 1〉, (1.33)

dando lugar a un solo supermultiplete de gravedad con un gravitón, dos gravitinos y un
fotón. Aunque esta teoría parece convincente al unificar la gravedad con el electromag-
netismo, es no finita (la teoría es no renormalizable). El caso N = 8 es interesante también,
pues toda la materia pertenecería al mismo súper multiplete. Pero, otra vez las divergencias
están presentes.



Capítulo 2

La Teoría de Cuerdas Heterótica y
sus compactificaciones

La teoría de cuerdas surge como candidata a una teoría de unificación y por lo tanto a una
teoría de gravedad cuántica, sin embargo, la consistencia matemática de la teoría (ver por
ejemplo [29], [30],[3]) requiere que el número de dimensiones aumente. La primera teoría de
cuerdas que surgió fue la teoría de cuerdas bosónica, la cual solo contiene estados bosónicos
en su espectro y vive en 26 dimensiones. Cualquiera de las teorías de supercuerdas vive
en 10 dimensiones. Las teorías de supercuerdas se convirtieron en teorías mas realistas al
contener en su espectro estados fermiónicos.

Históricamente la idea de compactificar dimensiones extras, como se ha mencionado en
la introducción vino de Oskar Klein [2], quien propuso unificar la gravedad con la teoría
electromagnética de Maxwell ampliando el espacio-tiempo a 5 dimensiones. Algunas con-
clusiones importantes pueden aprenderse de la compactificación “a la Kaluza-Klein” (ver
por ejemplo [29, cap. 8], ahí se trabaja en el contexto de teoría de cuerdas):

• La compactificación de una dimensión produce una cuantización del momento en la
dirección compactificada.

• El espectro de masas se ve modificado.

• El radio de compactificación puede ser totalmente arbitrario.

En el contexto de teoría de cuerdas se busca compactificar las 6 dimensiones extra, prin-
cipalmente porque no se han observado indicios experimentales que nos conduzcan a con-
siderar mas allá que de forma teórica una teoría de dimensiones extras y para reducir el
número de supersimetrías y de esta forma tener un acercamiento con el modelo estándar
o alguna de sus extensiones supersimétricas.

En este capítulo revisaremos primero, brevemente la teoría de cuerdas y específicamente

8
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Figura 2.1: A) Cuerda cerrada, B) cuerda abierta

las teorías heteróticas, así como las compactificaciones de las dimensiones extras y sus
consecuencias en la teoría efectiva 4-dimensional (Para profundizar se recomienda [29],
[30],[3] y en el último tema [4])

2.1 Teoría de cuerdas
La teoría de cuerdas postula la existencia de objetos unidimensionales, similares a una
cuerda (ver imagen 2.1), que conforman toda la materia que conocemos. Estas cuerdas
pueden ser abiertas o cerradas y su longitud característica es del tamaño de la longitud de
Planck lp. Las cuerdas pueden oscilar y moverse libremente por el espacio-tiempo y son
estas características las que determinan las propiedades de partícula que observamos a dis-
tancias mucho mayores a la longitud de Planck. Es decir, cada modo de oscilación de una
cuerda se traduce al cuantizar en el espacio-tiempo como un estado con las propiedades
conocidas para una partícula fundamental: masa, espín, etc. De esta forma, de una sola
cuerda se pueden obtener infinitos estados de partícula.

Al moverse la cuerda en el espacio-tiempo, ésta va trazando una superficie dos dimensional
llamada hoja de mundo (Ver imagen 2.2). Para describir el movimiento y oscilaciones en
el espacio-tiempo es necesario parametrizar las coordenadas de la cuerda xµ en el espacio-
tiempo, para esto, se usan dos parámetros σ que identifica la posición en la cuerda y τ
el tiempo. Cada coordenada ahora depende de estos dos parámetros y las funciones que
parametrizan usualmente se denotan por: Xµ(τ, σ). Al espacio que forman ~σ = (τ, σ) tam-
bién se le llama hoja de mundo. Toda la descripción de la teoría se hace en el espacio de
Minkowski, sin embargo se tiene la aparición de un modo de oscilación no masivo con espín
2 que representa un gravitón, una fluctuación del propio espacio tiempo. Esta y algunas
otras características hacen que esta teoría sea considerada por muchos como un candidato
prometedor para una teoría cuántica de la gravedad.
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Figura 2.2: Hoja de mundo para una cuerda cerrada

2.1.1 Cuerdas Bosónicas

La cuerda bosónica es una cuerda de la cuál solo se pueden obtener estados de partícula
bosónicos, su acción es la acción de Polyakov

Spol = 1
4πα′

∫
d2σ
√
−ggab∂aXµ∂bXµ, (2.1)

en donde gab es la métrica en la hoja de mundo y a, b = 0, 1. Las simetrías que esta acción
posee son :

• Reparametrizaciones en 2-dimensiones, es decir en las coordenadas de la hoja de
mundo.

• Transformaciones de Weyl. Éstas son transformaciones a la métrica del tipo:
gab −→ g′ab = Ω(σ)gab, con Ω(σ) una función arbitraria

• Reparametrizaciones en el espacio-tiempo.

Las simetrías anteriores nos permiten trabajar en la norma plana (gab = ηab o δab). Cabe
mencionar que para que las simetrías anteriores se preserven a nivel cuántico se necesita
que la dimensión del espacio tiempo sea D = 26, a ésta se le llama dimensión crítica.

La variación de la acción de Polyakov nos conduce a la ecuación de movimiento para
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las variables Xµ, que es la ecuación de Klein-Gordon sin masa:

∂a∂aXµ = 0. (2.2)

La solución a esta ecuación para una cuerda cerrada, en donde las condiciones de frontera
son Xµ(τ, σ) = Xµ(τ, σ + 2π), es

Xµ = xµ + α′pµτ + i

(
α′

2

)1/2
∑
n6=0

1
n
α̃µne

−in(τ−σ) +
∑
n 6=0

1
n
αµne

−in(τ+σ)

 (2.3)

= Xµ
R(τ − σ) +Xµ

L(τ + σ), (2.4)

en donde la parte derecha (R) es la asociada con α̃n y la parte izquierda (L) la asociada
a αn.

Además de la ecuación de movimiento para Xµ la variación con respecto a gab proporciona
su ecuación de movimiento,

Tab = 0, (2.5)
con Tab el tensor de ”energía-momento” en la hoja de mundo.

Al cuantizar canónicamente α, p y x se convierten en operadores asociados a un espa-
cio de Hilbert, con reglas de conmutación usuales, en donde se construyen los estados
actuando con los operadores de creación y aniquilación α y α̃ en |0, 0, ...., p〉. Este espacio
de Hilbert de estados de oscilación cuánticos en dos dimensiones constituye el espectro de
partículas en el espacio-tiempo de la teoría de cuerdas.

Se tiene entonces una teoría de campos en 1 + 1 dimensiones para cada una de las Xµ. Es
común pasarse a un espacio complejo para expresar la forma de los modos de oscilación
de las coordenadas y trabajar con la teoría conforme de campos que se tiene en dos di-
mensiones.El espectro no masivo de esta teoría consiste en un gravitón GMN , un tensor
antisimétrico BMN y un escalar conocido como dilatón Φ. La teoría también contiene un
taquión.

Las cuerdas abiertas pueden tener dos tipos de condiciones de frontera: condiciones de
frontera de Neumann y condiciones de frontera de Dirichlet, estas ultimas están asociadas
con la aparición de las D-branas en la teoría [31], ya que una cuerda abierta con condiciones
de Dirichlet tiene adheridos sus extremos a esta. Una D-brana es un objeto extendido con
dimensión y aparecen naturalmente en las teorías que contienen cuerdas abiertas. Hacien-
do cumplir estas condiciones en la ecuación de movimiento (2.2) se obtiene la expansión
en modos para estos dos casos. Para condiciones de frontera de Neumann la expansión en
modos es la misma que para la cuerda cerrada, con la condición de que α̃ = α. El espectro
de cuerdas abierta además contiene un campo vectorial AD que vive en una D-brana, lo
cual puede ser útil si se quiere describir una teoría de norma.
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2.1.2 Supercuerdas

La teoría de cuerdas bosónicas como fue presentada en la sección anterior es incapaz de
describir la naturaleza pues carece de fermiones y sufre de una inestabilidad taquiónica. Lo
anterior propició la aparición de una nueva teoría de cuerdas capaz de contener fermiones
en su espectro.

A la acción de Polyakov se le puede agregar una parte correspondiente a espinores Ψ
de Majorana en dos dimensiones

Ψµ =
(

Ψµ
R

Ψµ
L

)
, (2.6)

y hacer a la teoría en la hoja de mundo supersimétrica. Tener SUSY en la hoja de mundo
no asegura SUSY en el espacio tiempo, sin embargo, más adelante se verá que con esto
se obtienen fermiones en el espacio tiempo. Agregando la acción correspondiente a estos
fermiones se tiene

Sp = 1
4πα′

∫
d2σ
√
−ggab(∂aXµ∂bXµ − iΨ̄µΓa∂bΨµ). (2.7)

En la hoja de mundo, aprovechando las simetrías de la acción anterior se puede fijar la
métrica gab a una métrica plana o de tipo Minkowski. Las matrices Γa dos dimensionales
son

Γ0 =
(

0 −i
1 0

)
Γ1 =

(
0 i
i 0

)
(2.8)

y cumplen {Γa,Γb} = 2gab12 y Ψ̄ se define de la manera usual. La dimensión crítica de
esta teoría es D = 10.

Las ecuaciones de movimiento son

∂a∂aXµ = 0 (2.9)
γa∂aΨµ = 0, (2.10)

y los espinores pueden satisfacer condiciones de frontera periódicas o antiperiódicas

Ψ(τ, σ + 2π) = Ψ(τ, σ) Neveu− Schwarz (2.11)
Ψ(τ, σ + 2π) = −Ψ(τ, σ) Ramond. (2.12)

Las soluciones clásicas a las ecuaciones de movimiento para las dos distintas condiciones
de frontera son

Ψµ
R =

∑
n∈Z

dµne
−in(τ−σ) R (2.13)

Ψµ
R =

∑
r∈Z+1/2

bµr e
−ir(τ−σ) NS. (2.14)
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Las soluciones Ψµ combinan los diferentes sectores R y L con los dos tipos de condiciones
de frontera, existen entonces 4 sectores para las supercuerdas etiquetadas por las condi-
ciones de frontera que cumplen sus modos derechos e izquierdos: R-R, R-NS, NS-R,NS-NS.
Campos bosónicos surgen de los sectores R-R y NS-NS, mientras que campos fermiónicos
surgen de los sectores R-NS y NS-R (para ver explícitamente los estados que aparecen en
cada sector se recomienda [30]).

Para construir una teoría consistente, sin estados taquiónicos es necesario realizar una
proyección, la llamada proyección GSO [32](Gliozzi-Scherk-Olive). El modo en que se hace
esta proyección en los dos sectores da lugar a las dos primeras teorías de cuerdas IIA y
IIB.

2.2 Cuerdas heteróticas
La cuerda heterótica es una cuerda cerrada con la característica inusual de tratar las
compactificaciones en el sector derecho e izquierdo separadamente. El sector derecho o
modos de oscilación derechos, son supersimétricos y viven en 10 dimensiones. El sector
izquierdo o modos de oscilación izquierdos son puramente bosónicos y por lo tanto viven
en 26 dimensiones, razón por la cual 16 de estas dimensiones se compactifican en un toro
16-dimensional T 16. La dimensión de estas teorías es por lo tanto 10.

2.2.1 Modos Derechos

Los grados de libertad derechos fermiónicos y bosónicos son denotados como ψiR(τ − σ) y
Xi
r(τ − σ) respectivamente, en donde i toma valores i = 0, .., 9. De estas 10 coordenadas

solo n − 2 = 8 son independientes y para fijar 2 de esos grados de libertad se puede
utilizar la norma del cono de luz . Los modos bosónicos satisfacen condiciones periódicas
de frontera Xi

R(σ, τ) = Xi
R(σ + π, τ) y tienen expansiones

Xi
R(τ − σ) = xi

2 + pi

2 (τ − σ) + i

2
∑
n6=0

αin
n
e−2in(τ−σ), (2.15)

en donde xi denota la coordenada del centro de masa y pi su momento; los coeficientes αin
son llamados osciladores derechos y después de cuantizar satisfacen reglas de conmutación
características de operadores de creación y aniquilación. Los modos fermiónicos pueden
satisfacer dos condiciones de frontera distintas, ec. (2.11); y sus expansiones en modos
están dados por

ψiR(σ − τ) =
∑
n∈Z

dine
−2in(τ−σ) RAMOND (2.16)

ψiR(σ − τ) =
∑

r∈Z+1/2
bine
−2ir(τ−σ) NEVEU-SCHWARZ, (2.17)
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en donde di y bi después de cuantizar obedecen las reglas de anticonmutación usuales
[30, 33]. De esta forma, se definen estados al actuar estos operadores en el estado del vacío
|0〉R, el cual es aniquilado por los operadores con r, n > 0. La ecuación para la masa de
estos estados es

1
4M = Ñ − 2ν(1− ν), (2.18)

con ν = 1/2 para el sector NS, y ν = 0 para el sector R. Los respectivos operadores de
número son

Ñ =
{ ∑∞

n>0(αi−nαin + di−ndin) R∑∞
n>0 α

i
−nαin +∑

r=1/2 rb
i
−nbin NS

(2.19)

2.2.2 Modos Izquierdos

En el sector izquierdo solo existen grados de libertad bosónicos Xi
L, XI

L con i = 0, .., 9 y
I = 1, .., 16, su descomposición en modos esta dada por

Xi
L = 1

2x
i + 1

2p
i(τ + σ) + i

2
∑
n 6=0

ᾱin
n
e−2in(τ−σ) (2.20)

XI
L = 1

2x
I + 1

2P
I(τ + σ) + i

2
∑
n6=0

ᾱIn
n
e−2in(τ−σ), (2.21)

en donde ᾱi son osciladores izquierdos. Los estados izquierdos también se forman al per-
turbar el estado de vacío izquierdo |0〉L. La masa de estos estados es

1
4ML = 1

2P
2 +N − 1 (2.22)

en donde P 2 = P IPI ; el operador de número en este caso esta dado por

N =
∞∑
n>0

(αi−nαin + αI−nαIn). (2.23)

P I pertenece a la retícula 16 dimensional con la cual se define T 16. La invariancia mod-
ular de la función de partición a un lazo de la teoría requiere que la retícula que define
T 16 sea par, auto-dual y euclidiana (ver por ejemplo [30] capítulo 11). De manera usual
una retícula se puede definir utilizando una base de vectores enI de dimensión igual a ella.
En 16 dimensiones existen solo dos retículas que cumplen con las condiciones anteriores.
Estas retículas están definidas en términos de las raíces de los grupos SO(32) y E8×E8 de
manera que la teoría heterótica puede tener a uno de estos grupos como grupos de norma.

El espectro de la teoría se construye tomando el producto tensorial de excitaciones derechas
e izquierdas. Como siempre en cuerdas cerradas se debe satisfacer la condición de “em-
patamiento” de niveles ML = MR.
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2.3 Compactificaciones de la Cuerda Heterótica
Los campos 10 dimensionales de la teoría son

Súper multiplete de gravedad : (GMN , BMN , φ, ψMα, χβ̇)
Súper multiplete de Norma : (AM , λα), (2.24)

en donde GMN es la métrica, BMN un tensor anti-simétrico, φ, ψMα, y χβ son el dilatón,
gravitino y dilatino. En el multiplete de norma se encuentran los bosones de norma AM y
sus correspondientes norminos λα (gauginos).

Las simetrías de la teoría son demasiados grandes: super Poincaré en 10 dimensiones y de
norma SO(32) o E8 × E8 . Si queremos tener teorías mas realistas necesitamos Poincaré
en 4 dimensiones y un grupo de norma más pequeño.

Para tener una teoría en 4 dimensiones una de las propuestas más concurridas es la de
compactificar las dimensiones extras

M1,3 ×X6, (2.25)

M1,3 es el espacio de Minkowski en cuatro dimensiones al que estamos acostumbrados y X6
es una variedad compacta de tamaño arbitrario pero que convenientemente se supone muy
pequeña. De esta forma, a escalas grandes comparadas con el radio de compactificación
efectivamente se tiene una teoría 4-dimensional.

La primera opción que se puede probar es X6 = T 6 un toro 6-dimensional, sin embar-
go, está lejos de ser fenomenológicamente aceptable. La razón es que de una teoría con
N = 1 supersimetrías en diez dimensiones al compactificar se finaliza con una teoría con
N = 4 en cuatro dimensiones que además no es quiral, por lo que no puede contener al
Modelo Estándar. Para obtener teorías que compitan por describir el universo que parece
tenemos se busca que la teoría efectiva en d=4 solo tenga una supersimetría. Usando el
ansatz (2.25) y la condición de N = 1 SUSY se encuentran una serie de requerimientos
([34], para revisión rápida ver capítulo 9 de [3]) que debe cumplir la variedad compacta
X6, en donde se puede compactificar y obtener algo aceptable en 4 dimensiones, éstos son:

• X6 admite un grupo de holonomía SU(3).

• X6 es una variedad de Kähler con Ricci plano (Rmn = 0).

Al tipo de variedades compactas que cumplen con los enunciados anteriores se les llama
Calabi-Yau. Otro tipo de espacio en donde es posible compactificar reduciendo el número
de supersimetría son los orbifolios.
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Variedades de Kähler

Una variedad compleja n-dimensional (para entender bien variedades complejas se re-
comienda ver [24], [35]) es una caso especial de una variedad real 2n-dimensional en donde
se pueden definir coordenadas complejas za y sus complejas conjugadas z̄ā (con a = 1, ..n)
de manera local.

En una variedad compleja se pueden definir (p,q)-formas con p índices holomorfos y q
índices anti-holomorfos

wp,q = 1
p!q!wai..ap,an̄,aq̄dz

ai ∧ ... ∧ dzap ∧ dz̄an̄ ∧ dz̄aq̄ . (2.26)

La derivada exterior, ahora se compone de una parte holomorfa y una anti-holomorfa

d = ∂ + ∂̄ (2.27)

con
∂ = dza

d

dza
∂̄ = dz̄ā

d

dz̄ā
. (2.28)

Por definición una variedad de Kähler es una variedad compleja, con una métrica Her-
mitiana (gmn = gm̄n̄ = 0) y con forma de Kähler cerrada, es decir dJ = 0. La forma de
Kähler se define como

J = gmn̄dz
m ∧ dz̄n. (2.29)

La métrica de una variedad que cumple con los requerimientos anteriores puede ser escrita
en términos de una función K

gmn̄ = ∂

∂za
∂

∂z̄b̄
K, (2.30)

a K se le llama potencial de Kähler.

2.3.1 Orbifolios Toroidales

De manera general, un orbifolio se define como el cociente entre una variedad suave y un
grupo discreto de isometrías Γ ≡ X/H. En X existen puntos que no se transforman bajo
la acción de H; estos puntos fijos se convierten en singularidades de Γ, de forma que Γ
no es en general una variedad. Debido al enfoque en teoría de cuerdas de esta tesis nos
concentraremos solo en los orbifolios toroidales.

Existen dos maneras de construir un orbifolio toroidal: 1) se puede comenzar con el espa-
cio n-dimensional Rn y dividirlo por un grupo discreto S. 2) Como otra opción, se puede
iniciar con una retícula n-dimensional Λ, que define un toro Tn y dividir entre un grupo
discreto de simetría.

O = R/S = Tn/G. (2.31)

Las geometrías resultantes son localmente planas excepto en un conjunto de puntos sin-
gulares. Estos puntos son singulares desde el punto de vista geométrico, sin embargo, las
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teorías de cuerdas están bien definidas ahí.

El grupo S es llamado comúnmente el “grupo espacial”. Estos grupos aparecen en crista-
lografía como los grupos de simetría de las estructuras cristalográficas. Cada elemento g
del grupo puede ser escrito como la composición de un mapeo θ (puede ser pensado como
una rotación) que deja al menos un punto invariante y una traslación por υ:

g = (θ, υ). (2.32)

La acción de g sobre un vector V ∈ R es

V 7−→ θV + υ. (2.33)

Si h = (ω, τ) es otro elemento de S la composición esta dada por

h ◦ g = (ωθ, ωυ + τ). (2.34)

Para un grupo S con elementos de la forma (2.32), el conjunto P formado por todos los θ
forman un grupo finito, el llamado grupo de punto. Este grupo no es necesariamente igual
a G utilizado en la definición (2.31) debido a la presencia de roto-traslaciones (ver [36]).
A los elementos de este grupo se les llama twist˝o rotaciones.

El subgrupo Λ que consta de todas las traslaciones se le llama retícula de S. Cada retícula
es descrita por un conjunto de n vectores Λ = {eni } independientes, de tal forma que
podemos escribir υ = nie

i .

Si el grupo de punto es un subgrupo de S, entonces se puede escribir

O = Tn/P. (2.35)

Considerando solo grupos abelianos, como grupos de punto válidos se tiene a los grupos
cíclicos Zn y Zn × Zm,

Zn = {θ = ϑk | 0 ≤ k < n} (2.36)
Zn × Zm = {θ = ϑkωl | 0 ≤ k < n; 0 ≤ l < m}. (2.37)

En las coordenadas complejas del toro el twist˝actúa como

θ : (z1, z2, z3) −→ (z1e
2πν1 , z2e

2πν1 , z3e
2πν3), 0 ≤ |ν| < 1. (2.38)

Para que el grupo de holonomia sea SU(3) (y en consecuencia se preserve SUSY N = 1)
se necesita que la (3,0)-forma Ω del toro sea invariante, lo cual se cumple si

±ν1 ± ν2 ± ν3 = 0. (2.39)
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Zn ν = 1
n(ν1, ν2, ν3)

Z3
1
3(1, 1,−2)

Z4
1
4(1, 1,−2)

Z6−I
1
6(1, 1,−2)

Z6−II
1
6(1, 2,−3)

Z7
1
7(1, 2,−3)

Z8−I
1
8(1, 2,−3)

Z8−II
1
8(1, 3,−4)

Z12−I
1
12(1, 4,−5)

Z12−II
1
12(1, 5,−6)

Tabla 2.1: Generadores de los grupos de punto Zn que satisfacen N = 1

Zn × Zm νn = 1
n(νn1 , νn2 , νn3) νm = 1

m(νm1 , νm2 , νm3)
Z2 × Z2

1
2(1, 0,−1) 1

2(0, 1,−1)
Z2 × Z4

1
2(1, 0,−1) 1

4(0, 1,−1)
Z2 × Z6−I

1
2(1, 0,−1) 1

6(0, 1,−1)
Z2 × Z6−II

1
2(1, 0,−1) 1

6(1, 1,−2)
Z3 × Z3

1
3(1, 0,−1) 1

3(1, 0,−1)
Z3 × Z6

1
3(1, 0,−1) 1

6(0, 1,−1)
Z4 × Z4

1
4(1, 0,−1) 1

4(1, 0,−1)
Z6 × Z6

1
6(1, 0,−1) 1

6(1, 0,−1)

Tabla 2.2: Generadores de los grupos de punto Zn × Zm que satisfacen N = 1

En las tablas 2.1 y 2.2 se muestran los vectores νn y νm que cumplen (2.39) para cada uno
de los grupos de punto Zn y Zn × Zm

La acción de los elementos del grupo también puede ser expresada mediante una matriz
Q que actúa en los vectores de la base como

θeα = eβQβα, (2.40)

esta matriz Q tiene que ser invertible y debe tener entradas enteras. Algunas veces los
vectores de la base pertenecen a una retícula de un grupo de Lie, en este caso a Q se le
conoce como Matriz de Coxeter. La métrica del orbifolio debe ser invariante bajo la acción
de esta matriz, es decir

QT gQ = g. (2.41)

Sectores torcido y no-torcido

En el orbifolio existen dos tipos de estados no masivos importantes en la teoría efectiva:
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• Estados no torcidos, son los estados que existen en T 6 correspondientes a cuerdas
cerradas y son invariantes ante la acción del grupo de punto.

• Estados torcidos, son estados que aparecen después de la aplicación del grupo de
punto, ya que algún elemento del grupo podría identificar puntos (cerrar una cuerda)
y cumplir la condición de frontera matemáticamente

Xµ(σ + π) = gXµ(σ). (2.42)

Ejemplo

A continuación se presenta un ejemplo sencillo de un orbifolio en dos dimensiones: T 2/Z4
(Fig. 2.3).

Para formar la retícula 2-dimensional del toro tomamos como vectores base de ésta a
e1 = (1, 0) y e1 = (0, 1), ésta retícula tiene simetría bajo la acción del grupo Z4. El
orbifolio consta de todos los puntos identificados por

xi ∼ θxi + niei (2.43)

con θ = e2iπ/4 y n entero. La matriz Q es

Q =
(

0 0
−1 0

)
. (2.44)

Los puntos fijos de orbifolio están dados por todos los V que cumplen

Figura 2.3: Se muestra en gris la reducción del dominio fundamental del toro y los puntos fijos
bajo la acción de los elementos del grupo
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V θn = V + l l ∈ Λ (2.45)

Las representaciones matriciales de θn están dadas por Qn. Resolviendo las ecuaciones que
surgen de (2.45) se tienen los puntos fijos mostrados en la tabla 2.3.

Twist Puntos fijos
θ1, θ3 0̄
θ2 0̄, 1

2(e1 + e2), 1
2(e1)

Tabla 2.3: Puntos fijos del orbifolio T 2

Z4

2.4 Módulos
Cuando se realiza la reducción dimensional de los campos de la teoría 10 dimensional,
que en general son formas diferenciales, éstos deben expandirse en una serie que contenga
otras formas de menor dimensión y luego substituirse en las ecuaciones de movimiento.
De las nuevas ecuaciones que se obtienen para estos nuevos campos que surgen al descom-
poner la forma principal en 10 dimensiones se pueden extraer los modos zero, es decir los
campos sin masa que son importantes fenomenológicamente, estos campos corresponden
a módulos de la teoría 4-dimensional ya que no tienen un valor definido.

Usualmente el operador que aparece en las ecuaciones de movimiento es el operador Lapla-
ciano ∆ en el espacio compacto. El número de campos escalares d-dimensionales sin masa
por lo tanto corresponde al número de Betti, (Ver por ejemplo [24], [35]) bp, pues éste
determina el número de formas armónicas independientes en una variedad dada o la di-
mensión del grupo de cohomología. En variedades complejas, como las de Kähler, existe
una generalización de los números de Betti que cuenta el número de (p,q)-formas armóni-
cas independientes a estos números se les conoce como números de Hodge h(p,q).

Por ejemplo, el tensor antisimétrico Bmn se descompone como

BMN −→ Bµν ⊕Bµm ⊕Bmn, (2.46)

en donde los índices griegos son usados para referirse al espacio tiempo en d = 4 y los
índices m,n a las coordenadas en el espacio compacto. Entonces de Bµν se obtienen b0
modos cero, de Bµm b1 modos que son vectores en 4 dimensiones y de Bmn se obtienen
b2 campos escalares. En lo anterior debe notarse que dado que la descomposición de la
ec. (2.46) corresponde a los campos en 4-dimensiones y que los correspondientes coefi-
cientes deben ser la forma diferencial tal que en 10 dimensiones se tenga una 2-forma (en
este caso), es por eso que para Bµν el coeficiente es una constante o una 0-forma y para
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Bmn una 2-forma. En variedades de Calabi-Yau b1 = 0, así que del tensor anti-simétrico
BMN solo se obtienen campos escalares como módulos.

Por otro lado, la métrica se descompone como

gMN −→ gµν ⊕ gµm ⊕ gmn, (2.47)

en donde solo se tiene un modo gµν , que corresponde al gravitón en 4 dimensiones. Se
obtienen campos similares a bosones de norma si b1 es diferente cero y de gmn se obtienen
modos que corresponden a campos escalares en 4 dimensiones. Para poder estudiar mas
a detalle los campos escalares que surgen de gmn es necesario estudiar sus fluctuaciones.
Las fluctuaciones de la métrica son estudiadas realizando una pequeña variación

gmn −→ gmn + δgmn, (2.48)

tal que se siga cumpliendo las condiciones mencionadas anteriormente

Rmn(g + δg) = 0. (2.49)

Esta ultima expresión conduce a ecuaciones diferenciales para δg y el número de soluciones
cuenta las formas posibles en las que se puede deformar la métrica preservando la topología
y SUSY N = 1. Los coeficientes independientes de esas soluciones son los módulos y son
valores de expectación de los campos escalares sin masa.

Como se explica en ([3]) una variedad de Calabi-Yau puede ser deformada de dos for-
mas: variando su estructura compleja (esencialmente su forma) o variando su estructura
de Kähler (tamaño). Al resolver la ecuación (2.49) se encuentra que las ecuaciones para
variaciones mixtas δgmn̄ y puras δgmn se desacoplan. A las variaciones mixtas se les puede
asociar la siguiente (1,1)-forma

iδgmn̄dz
m ∧ dzn̄, (2.50)

y a variaciones puras de la métrica δgmn y δgm̄n̄, se les asocia una (2,1)-forma

iΩlmng
np̄δgp̄q̄dz

l ∧ dzm ∧ dz̄q̄, (2.51)

Ωlmn es la 3-forma holomórfica. Debido a la correspondencia anterior el número de módu-
los de Kähler y de estructura compleja están dados por h(1,1) y h(2,1) respectivamente.

Los módulos provenientes de la métrica, en varias compactificaciones de teorías de cuerdas
en donde existe el tensor anti-simétrico BMN , suelen juntarse con los módulos provenientes
de éste ultimo y forman módulos complexificados

Tj = τj + ibj . (2.52)

Los módulos de estructura compleja ya son números complejos.
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En compactificaciones en orbifolios además de los módulos que provienen de las varia-
ciones a la métrica, existen los módulos ”twisted” o torcidos que están en correspondencia
con los puntos fijos del orbifolio, de manera que se tienen un número grande de módulos
totales si el orbifolio tiene muchos puntos fijos.

El espacio de módulos de estructura compleja y de Kähler forman una variedad de Kähler;
es por eso que se les puede asociar un potencial de Kähler K el cual resulta ser la primera
contribución al potencial de Kähler necesario para describir la teoría en supergravedad.



Capítulo 3

Obtención de Módulos de Kähler
en Orbifolds

3.1 Ejemplo en 2 dimensiones
Para ejemplificar en su forma más sencilla el cálculo de módulos en un orbifolio, se comienza
con un ejemplo 2-dimensional, el cual se empezó a trabajar en el capítulo anterior: T 2/Z4.

En un toro 2-dimensional se pueden definir las siguientes formas complejas:

dz ∧ dz̄, dz, dz̄;

de modo que h(1,1) = h(1,0) = h(0,1) = 1. En el orbifolio definido por T 2/Z4 , se tiene
que h(1,1) = 1, sin embargo, h(1,0) = h(0,1) = 0. Se tiene entonces un solo módulo y es de
Kähler. Para encontrar la forma en que se parametriza éste con respecto a los radios y
ángulos que definen la base de vectores del toro primero es necesario encontrar la métrica.
Esta métrica tiene que satisfacer la ecuación (2.41). Las restricciones puestas por el grupo
Z4 en el toro para formar el orbifolio permiten que esta métrica sea muy sencilla

g =
(
R2 0
0 R2

)
. (3.1)

Las coordenadas complejas también pueden ser halladas fácilmente

z = x1 + ix2, (3.2)

y la métrica hermitiana es gzz̄ = R2. Es esta única componente de la métrica de Kähler el
módulo de Kähler del orbifolio.

23
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Zn h(1,1) h(2,1)

Z3 9 0
Z4 5 1
Z6−I 5 0
Z6−II 3 1
Z7 3 0
Z8−I 3 0
Z8−II 3 1
Z12−I 3 0
Z12−II 3 0

Tabla 3.1: Números de Hodge en el sector no-torcido para los orbifolios formados con Zn

Zn × Zm h(1,1) h(2,1)

Z2 × Z2 3 3
Z2 × Z4 3 1
Z2 × Z6−I 3 1
Z2 × Z6−II 3 0
Z3 × Z3 3 0
Z3 × Z6 3 0
Z4 × Z4 3 0
Z6 × Z6 3 0

Tabla 3.2: Números de Hodge en el sector no-torcido para los orbifolios formados con Zn × Zm

3.2 Módulos geométricos del Orbifolio T 6

Z7

Para definir la acción que Z7 tendrá sobre las coordenadas complejas con las que se define
la red del toro, se requiere encontrar el vector que cumple con la ec. (2.39). En Z7 hay un
solo vector que cumple (tabla 2.1) y es ν = (1/7, 2/7,−3/2).

Para saber el número de módulos de Kähler presentes, basta contar el número de (1,1)-
formas invariantes definidas en T 6 bajo las transformaciones del grupo Z7. En un toro
6-dimensional se pueden definir 9 (1,1)-formas, sin embargo al formar el orbifolio solo 3
continúan siendo invariantes,

dz1 ∧ dz̄1̄, dz2 ∧ dz̄2̄, dz3 ∧ dz̄3̄; (3.3)

se tienen entonces 3 módulos de Kähler. Para saber si existen módulos de estructura com-
pleja se necesita contar las (2,1)-formas invariantes bajo la acción de los elementos del
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grupo, en este caso no existen (2,1)-formas invariantes por lo que la estructura compleja
está totalmente determinada.

La matriz que define la transformación de los vectores (los vectores fueron tomados del
programa Orbifolder [37]) de la base que forman la retícula del toro es

Q =



0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 −1 −1 −1 −1 −1


. (3.4)

Para encontrar la métrica del orbifolio, recurrimos a la ec. (2.41) y resolvemos. De la
ecuación ec. (2.41) se obtienen 21 ecuaciones las cuales no son todas independientes y las
que nos dicen como se relacionan las componentes de la métrica. Para este orbifolio la
métrica debe ser escrita en términos de tres componentes:

g =



g11 g12 g13 −y −y g13
g12 g11 g12 g13 −y −y
g13 g12 g11 g12 g13 −y
−y g13 g12 g11 g12 g13
−y g12 g13 g12 g11 g12
g13 −y −y g13 g12 g11


, (3.5)

con y = 1
2(g11 + 2g12 + 2g13). Parametrizando la métrica en términos de las longitudes de

los vectores base y los ángulos entre ellos

gij = 〈ei, ej〉 = RiRj cos θij . (3.6)

La métrica es entonces:

g = R2
1


1 cos θ12 cos θ13 x x cos θ13

cos θ12 1 cos θ12 cos θ13 x x
cos θ13 cos θ12 1 cos θ12 cos θ13 x
x cos θ13 cos θ12 1 cos θ12 cos θ13
x cos θ12 cos θ13 cos θ12 1 cos θ12

cos θ13 x x cos θ13 cos θ12 1

 , (3.7)

con x = −1/2(1 + 2 cos θ12 + 2 cos θ13). Para encontrar la forma en la que los módulos
de Kähler dependen de los radios y los ángulos entre los vectores de la red del orbifolio
se deben encontrar las coordenadas complejas en las cuales el “twist” actúa diagonal y
después encontrar la métrica compleja. Utilizando

QT zj = zje
2πiνj (3.8)
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y suponiendo una forma general

zj = aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 + aj4x4 + aj5x5 + aj6x6 (3.9)

se pueden encontrar las coordenadas complejas. En este caso se tiene que:

z1 = a(x1 + e2πi/7x2 + e4πi/7x3 + e6πi/7x4 − eπi/7x5 − e3πi/7x6) (3.10)
z2 = b(x1 + e4πi/7x2 − eπi/7x3 − e5πi/7x4 + e2πi/7x5 + e6πi/7x6) (3.11)
z3 = c(x1 − eπi/7x2 + e2πi/7x3 − e3∗πi/7x4 + e4πi/7x5 − e5πi/7x6). (3.12)

Haciendo las constantes a = b = c = 1
61/675/12 por cuestiones de normalización, las coorde-

nadas complejas que describen el orbifolio son las siguientes

z1 = 1
61/675/12 (x1 + e2πi/7x2 + e4πi/7x3 + e6πi/7x4 − eπi/7x5 − e3πi/7x6) (3.13)

z2 = 1
61/675/12 (x1 + e4πi/7x2 − eπi/7x3 − e5πi/7x4 + e2πi/7x5 + e6πi/7x6) (3.14)

z3 = 1
61/675/12 (x1 − eπi/7x2 + e2πi/7x3 − e3∗πi/7x4 + e4πi/7x5 − e5πi/7x6). (3.15)

Ahora para determinar la métrica compleja, sabemos que

gijdx
i ⊗ dxj = gij̄dz

i ⊗ dz̄j̄

Resolviendo las ecuaciones que se siguen de la igualdad anterior usando la métrica real y
las coordenadas complejas, se encuentra que las componentes de ésta métrica son

g11̄ = R2
1

(7− 7e2πi/7)
[(−4 + 6eπi/7 − 8e2πi/7 + 5e3πi/7 − 6e4πi/7 + 6e5πi/7 − 7e6πi/7)

+ (4− 6eπi/7 + 8e2πi/7 − 8e3πi/7 + 4e4πi/7 − 8e5πi/7 + 4e6πi/7) cos θ12

+ 2e3πi/7(−2 + eπi/7 + e2πi/7 − 2e3πi/7) cos θ13] (3.16)

g22̄ = R2
1

(7− 7e2πi/7)
[(9− 6eπi/7 + 3e2πi/7 − 6e3πi/7 + 7e4πi/7 − 5e5πi/7 + 6e6πi/7)

− 2(2− 3eπi/7 + 4e2πi/7 − 2e3πi/7 + e4πi/7 − 5e5πi/7 + 4e6πi/7) cos θ12

+ 2(1− e2πi/7 + e3π/7 + e4πi/7 + e5πi/7 + e6πi/7) cos θ13] (3.17)

g33̄ = R2
1

(−6 + 5eπi/7 − 4e2πi/7 + 3e3πi/7 − 2e4πi/7 + e5πi/7)
[(−3 + 3eπi/7 − 3e2πi/7 + 2e3π/7

− e4πi/7 + e5πi/7 − e6π/7) + 2(1− e3πi/7 + 2e4πi/7 − 2e5πi/7 + e6πi/7) cos θ12

+ 2e2πi/7(−1 + e2πi/7) cos θ13]. (3.18)

Los módulos de Kähler se leen directamente de escribir la ec. (2.29)

iJ =
h(1,1)∑
i

τ iwi, (3.19)
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se necesita entonces una base real wi de 2-formas, si escogemos la base real que forman
directamente las (1,1)-formas invariantes de la eq. (3.3)

w1 = idz1 ∧ dz̄1 (3.20)
w2 = idz2 ∧ dz̄2 (3.21)
w3 = idz3 ∧ dz̄3, (3.22)

los módulos serán directamente las componentes de la métrica compleja:

τ1 = g11̄ (3.23)
τ2 = g22̄ (3.24)
τ3 = g33̄. (3.25)

Los módulos en su forma complexificada se obtienen al agregar una parte correspondiente
a la 2-forma B que tiene el mismo número de parámetros libres h(1,2) que GAB, como se
escribió en ec. (2.52). Otra forma usual de definirlos es

Ti = τi + τ̄i. (3.26)

Es importante mencionar que existe un modelo de la teoría heterótica E8 ×E8 compacti-
ficada en este orbifolio (T 6/Z7) que al agregar una línea de Wilson y un vector de “shift”
estándar rompe el grupo de norma original, y dentro de los grupos en los que se rompe se
encuentran los del Modelo Estándar de partículas SU(3)×SU(2)×U(1)y, los detalles del
espectro se encuentran en el apéndice A.

3.3 Módulos geométricos para algunos otros Orbifolios

3.3.1 T 6/Z3 × Z3

El orbifolio formado con Z3×Z3 tiene 3 módulos de Kähler y no tiene módulos de estruc-
tura compleja.

Λ τ1 τ2 τ3

1 21/3 · 35/6R2
1 21/3 · 35/6R2

3 21/3 · 35/6R2
5

2 −31/6 · 24/3(−R2
1 +R2

1 cos θ24) 37/6 · 21/3R2
5 31/6 · 21/3(R2

1 + 2R2
1 cos θ24)

3 21/3 · 35/6 (12R2
6 cos θ15)

1+2 cos θ12
−21/3 · 35/6 24R2

6 cos2 θ15(−1+cos θ12)
1+2 cos θ12

21/3 · 35/6
(
R2

6 −
(12R2

6 cos θ15)
1+2 cos θ12

)
4 21/3 · 35/6R2

5 21/3 · 35/6(3R2
1 −R2

3 −R2
5) 21/3 · 35/6R2

3

5 21/3 · 35/6(R2
1 + 2R2

1 cos θ12) 21/3 · 35/6(R2
1 + 2R2

1 cos θ14) 21/3 · 35/6(R2
1 − 2R2

1 cos θ12 − 2R2
1 cos θ14)

Tabla 3.3: Módulos de Kähler τi en Z3 × Z3
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Todas las retículas con las cuales se puede hacer un orbifolio T 6

Z3×Z3
, sin roto-traslaciones

se encuentran en [36] y en total son 5. Los vectores de la base que forman estás retículas
se pueden encontrar en los archivos de geometría del programa Orbifolder [37].

El número de módulos de Kähler en estos orbifolios es 3, no se tienen módulos de es-
tructura compleja de tal forma que se tienen sólo 3 parámetros libres. En la tabla 3.3 se
observan las parametrizaciones de los módulos en términos de los radios y ángulos de los
vectores que conforman la red de cada orbifolio para las cinco retículas con las que es
posible formar el orbifolio. En la primera columna se encuentra el número de retícula tal
como se encuentran enumeradas en los archivos de geometría del programa orbifolder. Se
observa también, que el único orbifolio factorizable es el correspondiente a la retícula 1.

En el apéndice B se pueden ver los detalles de cada orbifolio.



Capítulo 4

Potenciales de Kähler a partir de
amplitudes en cuerdas

4.1 Interacciones y operadores de vértice
Hasta ahora hemos descrito solamente cuerdas libres; sin embargo, las cuerdas también
pueden interactuar para dar lugar a estados finales de cuerda que podrían ser diferentes a
los iniciales. Al utilizarse el formalismo de primera cuantización en teoría de cuerdas las
interacciones tienen que meterse a mano, es decir, se tiene que decidir que es lo que se le
permite hacer a la cuerda y después describirlo. Una cuerda por ejemplo podría partirse
en dos o viceversa, dos cuerdas unirse y formar una sola. Ya que la teoría heterótica es
de cuerdas cerradas y orientadas el proceso descrito anteriormente es el único que puede
llevarse a cabo y por tanto las interacciones da la cuerda heterótica son determinadas en
su totalidad por la amplitud de probabilidad de una cuerda de “partirse en dos”.

Para calcular la probabilidad de que cierto proceso ocurra, al igual que en teoría de campos
es necesario conocer la amplitud de dispersión de éste. Esto también nos permite construir
una acción efectiva a nivel de teorías de campos.

La amplitud de probabilidad de que una cuerda en una configuración dada Xi
inicial(τi, σ)

se propague a otra con configuración Xi
final(τ,σ) en τ = τf , es simplemente (como en

cualquier teoría cuántica)

〈Xi
final(σ)|e−iH(τf−τi)|Xi

inicial(σ)〉 (4.1)

en donde H es el operador de traslaciones en τ . El propagador anterior puede ser calcu-
lado de otra forma: como una integral funcional sobre todas las configuraciones posibles
Xi(τ, σ) pesadas por la acción de la cuerda. Por ejemplo, para calcular la amplitud de que
una cuerda se rompa en dos estados de cuerda solo se necesitaría calcular la integral fun-
cional sobre la superficie con la topología que ejemplifica el proceso (ver [29, 30, 38, 33]).

29
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A nivel “árbol” entonces, la dispersión de cuerdas estará dada por la integral sobre todas
las hojas de mundo en donde los cilindros de cuerdas al final se reducen a puntos sobre
una esfera (ver 4.2) . La manera en la que se distingue un proceso de otro es a través de

Figura 4.1: Dispersión de estados asintóticos de cuerdas, la hoja de mundo es equivalente a una
esfera con cuatro inserciones en diferentes puntos (Imagen tomada de [39])

la topología de la hoja de mundo. En un proceso que en una teoría de campos usual sería
a nivel árbol, en cuerdas la topología de la hoja de mundo puede reducirse a una esfera,
mientras que un proceso a un lazo la topología de la hoja de mundo que describiría este
proceso sería la de un toro. Para incorporar todas las posibles interacciones es por tanto
necesario sumar sobre todas las posibles topologías de la hoja de mundo que puedan tener
estos procesos.

Figura 4.2: Diagrama equivalente en cuerdas a un diagrama de Feynman a un lazo (Imagen tomada
de [39])

Antes de explicar como se calculan explícitamente las interacciones en cuerdas, es necesario
hacer una serie de cambios de coordenadas para obtener una descripción en coordenadas
complejas (z, z̄) y así trabajar más fácilmente en la teoría de campos conforme en la hoja
de mundo. Primero es necesario hacer una rotación de Wick en la coordenada τ , iτ → σ2,
de manera que en la hoja de mundo se tienen coordenadas (σ1, σ2). Después, es usual
cambiar a coordenadas w y w̄ definidas como:

w = σ2 + iσ1 = i(τ − σ) (4.2)
w̄ = σ2 − iσ1 = i(τ − σ). (4.3)
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Conviene de hecho, hacer una transformación más de coordenadas que en caso de la cuerda
cerrada mapea el cilindro (hoja de mundo de la cuerda cerrada) en el plano complejo; esta
transformación es

z = ew. (4.4)

En términos de la coordenada z el tiempo corre radialmente, de modo que el orden tem-
poral ahora está dado por la norma de z, |z|, siendo el origen el pasado remoto (−∞).
Bajo estos cambios de coordenadas los modos izquierdos pasan a ser funciones holomórfas
(por ejemplo XL = XL(z)), y los modos derechos funciones anti-holomorfas.

Aunque, en principio uno podría calcular cualquier amplitud de dispersión en cuerdas
mediante el uso de técnicas del cálculo funcional, el método con operadores es más usados.
La teoría de campos en la hoja de mundo, en dos dimensiones, tiene una simetría que no
es usual en todas las teorías de campos, esta simetría es la simetría conforme (invariancia
ante el grupo conforme de transformaciones). Una de las características más importantes
de estas teorías de campos es la existencia de un mapeo entre estados cuánticos y oper-
adores. El mapeo estado-operador [40, cap. 5 y 6] es un isomorfismo y se trabaja fácilmente
en teorías libres como la teoría en la hoja de mundo de la cuerda, éste nos dice que cada
estado cuántico |Ξ〉 tiene asignado un operador O que lo representa.

Para definir una integral de camino es necesario especificar el estado inicial (en el pasado
remoto) de los campos, en las nuevas coordenadas z esto equivaldría a especificar el valor
de los campos en el origen. Esto define un operador local conocido como operador de
vértice asociado con el estado. Los operadores de vértice VΞ son operadores definidos en
la hoja de mundo, que representan la emisión o absorción de un estado de la cuerda |Ξ〉
en un punto de la hoja de mundo. En cuerdas cerradas se definen en el interior de la hoja
de mundo y en la integral funcional entran de la forma

∫
d2zVΞ(z, z̄) ya que no se tiene

un punto específico de inserción.

Para la cuerda bosónica se tiene por ejemplo, la correspondencia entre el siguiente es-
tado y operador:

|0; k〉 =: eik·X(0,0) :, (4.5)

:: significa operadores en orden normal conforme [29]. En la cuerda heterótica, los op-
eradores de vértice están dados por productos de vértices de la supercuerda derecha y
vértices de la cuerda bosónica izquierda.

Un elemento de matriz de la matriz S, es dado entonces por

Sj1,..,jn =
∑

Topologías

∫ [dGdX]
diff ×Weyl

e−S[G,X]
n∏
i=1

∫
d2zVji(ki, z, z̄), (4.6)
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en donde dG significa que se debe sumar sobre todas las posibles métricas (sobre la hoja de
mundo), sin embargo, debido a la simetría ante transformaciones de Weyl y difeomorfismos
se debe tener presente que solo se deben tomar métricas no relacionadas mediante las
transformaciones antes mencionadas y es por eso que hay que dividir entre el volumen de
estos grupos.

4.2 El potencial de Kähler para los módulos a partir de
amplitudes

El potencial de Kähler para los campos modulares es a segundo orden

K = K(M,M̄) +Gα,β̄(M,M̄)ΦᾱΦ̄β + ..., (4.7)

en donde M y M̄ denotan los módulos de Kähler y de estructura compleja y sus respec-
tivos conjugados. Los campos Φα son campos de materia del orbifolio.

La parte solo dependiente de los módulos geométricos K ha sido obtenida de varias formas.
La forma más simple es utilizando argumentos geométricos aprovechando el hecho de que
los espacios de módulos de Kähler y de estructura compleja forman cada uno una variedad
de Kähler con una métrica de Kähler definida y al que por lo tanto se le puede asignar un
potencial de Kähler que coincide con el potencial de éstos como campos escalares. Otra
forma es calculando las amplitudes de dispersión de 4 módulos y comparando con las am-
plitudes en SUGRA. Para calcular la métrica Gα,β̄(M,M̄) también se requiere de conocer
las amplitudes de dispersión y de compararlas con SUGRA, solo que ahora se necesita
la amplitud de dispersión de 2 módulos y 2 campos de materia de los diferentes campos
que se pueden definir en un orbifolio. En general, para orbifolios con solo tres módulos
de Kähler esta forma se conoce y se comprueba mostrando la invarianza modular de K.
Entonces, trataremos de ver la forma que se obtendría para orbifolios de manera general
y no solo con 3 módulos pues existen estos casos. Si se quiere saber el K a mas ordenes es
necesario calcular a más órdenes amplitudes de dispersión.

4.2.1 Amplitudes de dispersión de 4 módulos

Primero se calcularan las amplitudes de dispersión de 4 módulos, para esto es necesario
conocer los operadores de vértice que corresponden a éstos.

En toda compactificación de la teoría heterótica de cuerdas en un orbifolio toroidal, como
se vio en el capítulo anterior, siempre aparecen 3 módulos de Kähler correspondientes a la
diagonal de la métrica gij̄ de la variedad en donde se compactifica, los estados correspon-
dientes son de la forma

|Mr〉 = br−1/2|0〉Rαr−1|0〉L, (4.8)
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con r = 1, ..3 que etiqueta al módulo con respecto a gīi (g1,1̄, ..g2,2̄), de igual manera r eti-
queta el plano al que corresponde, por simplicidad r = 1√

2(xi−ixi+1) con i en la dimensión
compacta (Si el orbifolio no es factorizable se pueden reetiquetar los planos invariantes de
manera que se tenga esa forma).

Para un estado como ec. (4.8) el operador de vértice correspondiente es

V0(Me, k, z, z̄) = (∂zXr
R + ψrR

1
2k · ψR)eik··XR∂z̄X r̄

Le
ik·XL . (4.9)

La amplitud de dispersión de 4 campos modulares en el formalismo Hamiltoniano y a nivel
árbol 1 está dada por

A(Ma,Mb,M
†
c ,M

†
d
) = 1

4π

∫
d2z〈Mc,−k3|V0(M †

d
, k4, w, w)V0(Ma, k1, z, z)|Mb, k2〉, (4.10)

que sustituyendo los operadores de vértice y sus conjugados

A(Ma,Mb,M
†
c ,M

†
d
) = 1

4π

∫
d2z〈Mc,−k3|V0(M †

d
, k4, w, w)V0(Ma, k1, z, z)|Mb, k2〉. (4.11)

Una parte que es común para todas las amplitudes de dispersión a nivel árbol es la parte
que corresponde a las exponenciales, que se puede separar ya que solo contienen elementos
en las direcciones del espacio-tiempo. De esta forma, es correcto calcular aparte la función
de correlación de las exponenciales [41]:

〈eik1·X(z1,z̄1)eik2·X(z2,z̄2)...〉 =
∏
i<j

|zi − zj |α
′
ki·kj , (4.12)

además, se sabe que es posible fijar 3 operadores de vértices en cualquier punto [29] (es
equivalente a dividir el volumen de los grupos de simetría que aparecen dividiendo en la
ec. (4.6)2 [29]), si elegimos z3 → 0, z2 → ∞ y w → 1 (se mantendrá w hasta realizar las
integrales) tenemos,

|w − z|α
′
k1·k4 |w|α

′
k4·k3 |z|α

′
k1·k3 . (4.13)

Esto puede ser escrito en términos de las variables de Mandelstam usuales en teoría de
campos:

s = −(k1 + k2)2 = −2k1· k2 = −2k3· k4 (4.14)
t = −(k1 + k4)2 = −2k1· k4 = −2k2· k3 (4.15)
u = −(k1 + k3)2 = −2k1· k3 = −2k2· k4. (4.16)

(4.17)
1Se emplea este método porque es más sencillo, a nivel de integral funcional este cálculo sería equivalente

a calcular solo sobre la esfera
2Además es necesario considerar el jacobiano de la transformación que llevo a esos puntos.
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De esta forma se tiene, con α′ = 1/2 que

A(Ma,Mb,M
†
c̄ ,M

†
d̄
) = 1

4π

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8w̄−s/8z̄−u/8(z̄ − w̄)−t/8

〈Mc|∂w̄Xr
L∂z̄X

s̄
L|Mb〉 ×

(
〈Mc|∂w̄X r̄

R∂z̄X
s
R|Mb〉 −

1
4 〈Mc|Ψr̄

RΨs
R|Mb〉kαkβ〈Mc|ΨRαΨRβ |Mb〉

)
.(4.18)

Para que la amplitud anterior sea distinta de cero, se requiere que a = d y b = c, o
a = b = c = d, es decir, que dos módulos estén en el mismo plano o los cuatro en el mismo.
Para el primer caso, el cálculo es más sencillo.

Si a = d (que tomaremos como plano r) y b = c, los valores de los correladores de la
ec. (4.18) son

〈Mb|∂w̄Xr
L∂zX

r
L|Mb〉 = 1

(z − w)2 , (4.19)

〈Mb|∂wX r̄
R∂zX

r
R|Mb〉 = 1

(z − w)2 , (4.20)

〈Mb|Ψr
RΨr

R|Mb〉 = − 1
(z − w) , (4.21)

〈Mb|ΨRαΨRβ |Mb〉 = ηαβ
(w − z) . (4.22)

Para conocer entonces el resultado es necesario calcular:

A(Ma,Mb,M
†
b̄
,M †ā) = 1

4π

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8w̄−s/8z̄−u/8(z̄ − w̄)−t/8

× 1
(z̄ − w̄)2

( 1
(z − w)2 + t

8
1

(z − w)2

)
. (4.23)

La integral anterior es fácilmente llevada a una forma bien conocida (ver apéndice) en
términos de funciones gammas, esta integral es :

1
π

∫
d2z|z|−α|1− z|−βzn(1− z)m = (−1)n+m Γ(1 + n+ α/2)Γ(1 +m+ β/2)Γ(−1− n−m− 1

2 (α+ β))
Γ(−α/2)Γ(−β/2)Γ(2 + 1

2 (α+ β))
. (4.24)

Ahora, recordando que w = 1 el resultado final es

A(Ma,Mb,M
†
b̄
,M †ā) = us

32t
Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) (4.25)

Si los 2 módulos están en el mismo plano r, es decir si a = b = c = d, la amplitud tiene un
valor diferente, pues ahora existen operadores que pueden actuar en los estados externos,
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cambiando los correladores por:

〈Ma|∂w̄Xr
L∂zX

r
L|Ma〉 = w̄2 + 2z̄(z̄ − w̄)

z̄2(z − w)2 , (4.26)

〈Ma|∂wX r̄
R∂zX

r
R|Ma〉 = 1

(z − w)2 , (4.27)

〈Ma|Ψr
RΨr

R|Ma〉 = −w
z

1
(z − w) , (4.28)

〈Ma|ΨRαΨRβ |Ma〉 = ηαβ
(w − z) . (4.29)

Sustituyendo los correladores anteriores,

A(Ma,Ma,M
†
ā ,M

†
ā) = 1

4π

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8w̄−s/8z̄−u/8(z̄ − w̄)−t/8

× w̄2 + 2z̄(z̄ − w̄)
z̄2(w̄ − z̄)2

( 1
(z − w)2 + t

8
w

z

1
(z − w)2

)
. (4.30)

Para conocer A es necesario entonces realizar dos integrales:

A1 = 1
4π

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8−2w̄−s/8z̄−u/8−2(z̄ − w̄)−t/8−2(w̄2 + 2z̄(z̄ − w̄)),

A2 = t

8 · 4π

∫
d2zw−s/8+1z−u/8−1(z − w)−t/8−2w̄−s/8z̄−u/8−2(z̄ − w̄)−t/8−2(w̄ − 2w̄z̄).

(4.31)

Las integral anteriores nuevamente se pueden llevar a la forma de la ec. (4.24); para esto
es necesario igualar algunos exponentes, lo cual se logra expresando los términos como
derivadas totales y el término extra en la derivada total. La derivada total no contribuye
a la integral y el resultado es

A(Ma,Ma,M
†
ā ,M

†
ā) = −s

2(u2 + t2 − 8s)
256ut

Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(2 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) (4.32)

En un orbifolio con más de 3 módulos de Kähler, de manera general se puede escribir una
matriz de módulos, que en la base adecuada coincide con gij̄ ,

M =

M11̄ M12̄ M13̄
M21̄ M22̄ M23̄
M31̄ M32̄ M33̄

 (4.33)

Los estados correspondientes a estos módulos son de la forma

|Mad̄〉 = ba−1/2|0〉Rαd̄−1|0〉L, (4.34)
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en donde a y d̄ etiquetan uno de los tres planos a = 1√
2(xj − ixj+1) y su conjugado

d̄ = 1√
2(xj + ixj+1). Sus operadores de vértice son

V0(Maē, k, z, z̄) = (∂zXa
R + 1

2Ψa
Rk ·ΨR)eik·XR∂z̄X ē

Le
ik·XL . (4.35)

Las amplitudes entre los módulos no pertenecientes a la diagonal de la métrica de Kähler
son diferentes a las que se han mostrado anteriormente. La amplitud por ejemplo

A(Maā,Mbā, (Mbā)†, (Maā)†) = 1
4π

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8w̄−s/8z̄−u/8(z̄ − w̄)−t/8

× w̄2 + 2z̄(z̄ − w̄)
z̄2(w̄ − z̄)2

( 1
(z − w)2 + t

8
1

(z − w)2

)
(4.36)

es igual a

A(Maā,Mbā, (Mbā)†, (Maā)†) =
(
s(8 + t)

32(u+ 8) + su

32t

) Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) ,

(4.37)
mientras que

A(Maā,Mab̄, (Mab̄)
†, (Maā)†) = −−s

2

32t
Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) . (4.38)

Además, también se tiene que el valor de las amplitudes para el caso de tres módulos se
obtiene ahora en más casos

A(Maā,Maā, (Maā)†, (Maā)†) = −−s
2(u2 + t2 − 8s)
32tu(u+ 8)

Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8)(4.39)

A(Mad̄,Mbē, (Mbē)†, (Mad̄)†) = 32us
t

Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) . (4.40)

Juntando todas las amplitudes diferentes de cero en una fórmula general,

A(Maē,Mbf̄ , (Mcḡ)†, (Mdh̄)†) = 1
32

Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8)(δēh̄δf̄ ḡδadδbc

us

t

+sδacδbdδēh̄δf̄ ḡ + δf̄ h̄δēḡ
(8 + t)
(8 + u) (sδbcδadδf̄ ḡ[δēh̄δf̄ ḡ] + st

u
δacδbd)). (4.41)

El término con δ entre corchetes significa que también se tiene que cumplir esa condición.

Para poder comparar con Supergravedad, es necesario tomar el límite de bajas energías
de cuerdas (el cual debe coincidir con SUGRA si es cierto que es el límite de la teoría),
es decir, se debe tomar |s| � 1, |t| � 1 y |u| � 1 y orden cuadrático en los momentos. El
límite de las funciones gamma Γ es sencillo en este caso, y calculándolo

ĺım
|s|, |t|, |u|�1

Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) = 1. (4.42)
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A bajas energías entonces se tiene

A(Maē,Mbf̄ , (Mcḡ)†, (Mdh̄)†) = 1
32(δēh̄δf̄ ḡδadδbc

us

t
+ sδacδbdδēh̄δf̄ ḡ +

δf̄ h̄δēḡ(sδbcδad[δēh̄δf̄ ḡ] + st

u
δacδbd)). (4.43)

Comparación con las amplitudes en SUGRA

Para conocer la forma general del potencial de Kähler es necesario comparar con las
amplitudes de SUGRA. En SUGRA las amplitudes de dispersión para un orbifolio con
una matriz de módulos de Kähler Mad̄ es [9, 7]

A(Maē,Mbf̄ , (Mcḡ)†, (Mdh̄)†) = 1
32

(
us

t
δadδbcδēh̄δδf̄ ḡ + st

u
δacδbdδēḡδδf̄ h̄ + sgbf̄ ,cḡ;aē,dh̄(0, 0)

)
.

(4.44)
La métrica de Kähler para las módulos a segundo orden se puede aproximar como

gbf̄ ,cḡ(M,M †) = δbcδf̄ ḡ + gbf̄ ,cḡ;jk̄,lm̄M
jk̄M lm̄† + .... (4.45)

De comparar las amplitudes en SUGRA y en cuerdas se tiene

gbf̄ ,cḡ(M,M †) = δbcδf̄ ḡ +Mcm̄M
†
bm̄δf̄ ḡ +MlḡM

†
lf̄
δbc, (4.46)

en donde se ha usado la convención de la suma de Einstein. La forma de K se obtiene
recordando que gbf̄ ,cḡ = ∂2K

∂M†
bf̄
∂Mcḡ

.

Forma final del K

Si se realiza la siguiente redefinición holomorfa en los módulos de Kähler, el potencial
se podrá expresar de una forma en la que se ve como un potencial modificado por una
transformación de Kähler. Esta redefinición es

Ma →
1 + Ta
1− Ta

. (4.47)

Para orbifolios que solo contienen los tres módulos correspondientes a la diagonal, es muy
faćil ver que el potencial está dado por

K = − ln(T1 + T̄1)(T2 + T̄2)(T3 + T̄3) . (4.48)

Para orbifolios con un número mayor de módulos, siguiendo la lógica de la referencia [6],
no es difícil suponer que esta expresión puede ser simplificada a

K = − ln det(Tij + T ij) , (4.49)

en donde Tij es la matriz de módulos.
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4.3 Amplitudes de dispersión entre módulos y campos de
materia

4.3.1 Sector no-torcido

En el sector no-torcido, las cuerdas asociadas a los campos de la teoría efectiva no están
localizadas, por lo que tienen menos restricciones para interactuar entre ellos. Sin em-
bargo, las simetrías de la teoría (locales y globales) determinan si las interacciones entre
los campos elegidos están permitidas o no, es decir, si las correspondientes amplitudes son
diferentes de cero o no. De particular relevancia para la teoría de supergravedad (SUGRA)
resultante son las interacciones entre los campos modularesM y los campos de materia Φ,
ya que estas determinan el potencial de Kähler, es decir, la normalización de los términos
cinéticos de los campos de la teoría efectiva.

La amplitud de dispersión de dos campos de materia Φ en el sector no torcido y dos
módulos M está dada por:

A(Ma,Φβ, (Φγ)†,M †
d̄
) = 1

4π

∫
d2z〈Φγ , k3|V0(M †

d̄
, k4, w, w̄)V0(Ma, k1, z, z̄)|Φβ, k2〉. (4.50)

La forma de los estados asociados con estos campos en el sector no-torcido son

|Φγ〉 ∝ bγ−1/2|0〉R, (4.51)

en donde se escribió proporcional debido a que en el sector izquierdo que no se escribe
están osciladores que crean los números cuánticos del grupo de norma para el estado. La
amplitud de dispersión esta dada por

A(Ma,Φβ , (Φγ)†,M†
d̄
) = 1

4π

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8w̄−s/8z̄−u/8(z̄ − w̄)−t/8

〈Φγ |∂w̄Xr
L∂z̄X

s̄
L|Φβ〉 ×

(
〈Φγ |∂w̄X r̄

R∂z̄X
s
R|Φβ〉 −

1
4 〈Φγ |Ψ

r̄
RΨs

R|Φβ〉kαkβ〈Φγ |ΨRαΨRβ |Φβ〉
)
.(4.52)

Para que A sea diferente de cero, claramente a = d, lo que significa que un módulo no
puede convertirse en otro módulo durante el proceso, de la misma forma γ = β. Si sucede
lo anterior la amplitud de dispersión arroja el mismo resultado que ec. (4.25) Se obtiene
otro resultado si por ejemplo, a = d = γ = β; esto significa que el campo de materia esta
en el mismo plano que el módulo.

Ya que los campos en el sector no-torcido cumplen las condiciones de frontera usuales,
los correladores anteriores se calculan utilizando las expresiones para X y Ψ que son solu-
ciones a las ecuaciones de supercuerdas con condiciones a la frontera de cuerda cerrada.
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Los modos para el sector derecho e izquierdo están dados entonces de forma usual

∂z̄X
r̄
L =

∞∑
n=−∞

αr̄nz̄
−1−n, (4.53)

∂z̄X
r
L =

∞∑
m=−∞

αr−nz̄
−1+n, (4.54)

Ψs
R =

∑
Z+1/2

αs−rz
−1/2−r, (4.55)

Ψs̄
R =

∑
Z+1/2

αs̄−pz
−1/2+p, (4.56)

y calculando con estos los valores esperados en la ec. (4.52), se tiene:

〈Φγ |∂w̄Xr
L∂z̄X

r̄
L|Φγ〉 = 1

(z̄ − w̄)2 , (4.57a)

〈Φγ |∂wXr
R∂zX

r
R|Φγ〉 = 1

(z − w)2 , (4.57b)

〈Φγ |Ψr̄
RΨr

R|Φγ〉 = −w
z

1
(z − w) , (4.57c)

〈Φγ |ΨRαΨRβ|Φγ〉 = ηαβ
(w − z) . (4.57d)

Sustituyendo en la amplitud (4.18), se obtiene

A(Ma,Φa,Φ†ā,M
†
ā) =

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8w̄−s/8z̄−u/8(z̄ − w̄)−t/8

1
(z̄ − w̄)2) ×

( 1
(z − w)2 + t

8
w

z

1
(z − w)2

)
. (4.58)

Realizando las integrales, la amplitud queda finalmente como:

A(Ma,Φa,Φ†ā,M
†
ā) = 1

4s
(

u

t(t+ 8) −
(s− 8)
8(t+ 8)

)
Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8)

A(Ma,Φa,Φ†ā,M
†
ā) = −s2

32t
Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) . (4.59)

Ahora, si se tienen más de 3 módulos |Maē〉 en el orbifolio, sólo basta observar la forma
de estos para concluir que amplitudes serán cero y cuales no, ya que en las amplitudes
anteriores se han calculado todos los correladores necesarios. Las diferentes de cero darán
resultados como los anteriores.

A(Maē,Φγ , (Φβ)†, (Mbf̄ )†) = δβbδγaδēf̄
−s2

32t
Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) ,

A(Maē,Φγ , (Φβ̄)†, (Mbf̄ )†) = δβγδabδēf̄
us

32t
Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) .

(4.60)
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Escribiendo los resultados anteriores en una fórmula general,

A(Maē,Φγ , (Φβ)†, (Mbf̄ )†) = 1
32δēf̄

(
δβγδab

us

t
+ sδγaδβb[δγβ ]

) Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) .

(4.61)
Para poder comparar posteriormente con SUGRA es necesario obtener el límite de bajas
energías, es decir |s| � 1, |t| � 1 y |u| � 1 y orden cuadrático en los momentos. El limite
del término que contiene las funciones Gamma es

Γ(1− u/8)Γ(1− s/8)Γ(1− t/8)
Γ(1 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8) −→ 1, (4.62)

de tal forma que a bajas energías en teoría de cuerdas

A(Maē,Φγ , (Φβ)†, (Mbf̄ )†) = 1
32δēf̄

(
δβγδab

us

t
+ sδγaδβb[δγβ]

)
. (4.63)

Comparación de amplitudes con SUGRA y la métrica de Kähler

En teorías de supergravedad han sido calculadas ya las amplitudes de dispersión entre
2 campos de materia ordinarios y 2 módulos de Kähler (lo mismo vale para módulos de
estructura compleja), es decir módulos que por si solos forman una variedad de Kähler, y
es precisamente apoyándose en este hecho la forma en que se calculan. De este modo, en
SUGRA [42, 7]

A(Maē,Φγ , (Φβ)†, (Mbf̄ )†) = 1
32(us

t
δabδēf̄δγβ + sGγβ̄;aē,bf̄ (0, 0)). (4.64)

Ahora, si se expande la métrica de Kähler

Gγβ̄(M, M̄) = δγβ̄ +Gγβ̄;aē,bf̄M
aē(M bf̄ )†. (4.65)

De comparar la amplitud en cuerdas y en SUGRA se puede concluir

δēf̄δγaδβ̄b = Gγβ̄;aē,bf̄ (0, 0). (4.66)

La métrica de Kähler para los campos en el sector no-torcido es entonces

Gγβ̄ = δγβ̄ + δēf̄δγaδβbM
aē(M bf̄ )†. (4.67)

En general, si se tiene un orbifolio con 9 módulos de Kähler,

G11̄ = 1 +M1ĪM̄1LδĪL̄ = 1 +M11̄M̄11̄ +M12̄M̄12̄ +M13̄M̄13̄ (4.68)
G22̄ = 1 +M22̄M̄22̄ +M21̄M̄21̄ +M23̄M̄23̄ (4.69)
G33̄ = 1 +M33̄M̄33̄ +M31̄M̄31̄ +M32̄M̄23̄. (4.70)
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En la ecuación anterior se ha quitado el simbolo † y se ha puesto una barra para indicar a los
campos conjugados. Las amplitudes anteriores son tomadas a segundo orden, de manera
que recordando que esto debe ser una aproximación, podemos inferir la forma general
para Gγβ̄ teniendo en cuenta que debemos recobrar la métrica anterior si mantenemos
solo términos de segundo orden, de esta forma

G11̄ = (1−M11̄M̄11̄)−1(1−M12̄M̄12̄)−1(1−M13̄M̄13̄)−1 (4.71)
G22̄ = (1−M21̄M̄21̄)−1(1−M22̄M̄22̄)−1(1−M23̄M̄23̄)−1 (4.72)
G33̄ = (1−M31̄M̄31̄)−1(1−M32̄M̄32̄)−1(1−M33̄M̄33̄)−1. (4.73)

El término final que aparecerá en el potencial de Kähler será∑
δnm(1−M11̄M̄11̄)−1(1−M12̄M̄12̄)−1(1−M13̄M̄1̄3)−1Φm

1 Φ†n1̄ +∑
δnm(1−M21̄M̄21̄)−1(1−M22̄M̄22̄)−1(1−M23̄M̄2̄3)−1Φm

2 Φ†n2̄ +∑
δnm(1−M31̄M̄31̄)−1(1−M32̄M̄32̄)−1(1−M33̄M̄33̄)−1Φm

3 Φ†n3̄ . (4.74)

Realizando la redefinición holomorfa de campos llevada a cabo para transformar K en la
sección anterior y una redefinición en los campos del sector no torcido dada por

Φm
a −→ Φm

a

1
(Ma1̄ +Ma1̄)(Ma2̄ +Ma2̄)(Ma3̄ +Ma3̄)

(4.75)

Φm†
ā −→ Φm†

ā

1
(Ma1̄ +Ma1̄)(Ma2̄ +Ma2̄)(Ma3̄ +Ma3̄)

, (4.76)

la ecuación (4.74) se escribe∑
δnm(M11̄ +M11̄)−1(M12̄ +M12̄)−1(M13̄ +M13̄)−1Φm

1 Φ†n1̄ +∑
δnm(M21̄ +M21̄)−1(M22̄ +M22̄)−1(M23̄ +M23̄)−1Φm

2 Φ†n2̄ +∑
δnm(M31̄ +M31̄)−1(M32̄ +M32̄)−1(M33̄ +M33̄)−1Φm

3 Φ†n3̄ , (4.77)

en donde m y n cuentan el número de campos no torcidos en ese plano.

4.3.2 Sector torcido

La amplitud entre dos campos en el sector torcido y dos módulos nos proporciona infor-
mación sobre el potencial de Kähler a segundo orden en estos campos. Un campo en el
sector torcido está representado por el estado:

|Φ〉 ∝ |0〉R, (4.78)

en donde hacen falta los osciladores izquierdos que crean los números cuánticos del grupo
de norma correspondiente a la compactificación.
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La amplitud se calcula de la misma forma que las anteriores solo que ahora calculan-
do los correladores con estados en el sector torcido, y utilizando las expansiones en modos
para X y Ψ con las condiciones de frontera apropiadas

∂zX
r̄
L =

∞∑
n=−∞

αr̄η+nz̄
−1−m−η, (4.79)

∂zX
r
L =

∞∑
n=−∞

αr−n−η z̄
1+n+η,

Ψs
R =

∑
bsp+ηz

−1/2−r−η,

Ψs̄
R =

∑
bs−p−ηz

−1/2+r+η.

en donde η = θ si θ > 0 y η = 1−θ si θ < 0 (θ es el elemento del grupo de punto con el cual
se tiene el estado torcido correspondiente). Para uno de los 3 módulos correspondientes a
la diagonal de la métrica de Kähler, la amplitud es

A(Ua, Φβ, Φ†γ̄ , U
†
d̄
) = 1

4π

∫
d2z〈Φγ , k3|V θ

0 (U †
d̄
, k4, w, w̄)V θ

0 (Ua, k1, z, z̄)|Φβ, k2〉. (4.80)

Los operadores de vértice tienen la misma expresión que la ec. (4.35) con las expresiones
de los modos dados por las ec. (4.79)., de esta forma la amplitud es

A(Ma, Φβ , Φ
†
γ̄ ,M

†
d̄
) = 1

4π

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8w̄−s/8z̄−u/8(z̄ − w̄)−t/8 ×

〈Φγ |∂w̄Xr
L∂z̄X

s̄
L|Φβ〉 ×

(
〈Φγ |∂w̄X r̄

R∂z̄X
s
R|Φβ〉 −

1
4 〈Φγ |Ψ

r̄
RΨs

R|Φβ〉kαkβ〈Φγ |ΨRαΨRβ |Φβ〉
)
. (4.81)

La amplitud anterior es distinta de cero solo si γ = β y a = d, esto se puede deducir tan
solo de observar la forma de los estados en el sector torcido. Los correladores en este caso
son

〈Φγ |∂w̄Xr
L∂z̄X

r̄
L|Φγ〉 =

(
w̄

z̄

)η 1
w̄(z̄ − w̄)2 (w̄(1− η) + ηz̄), (4.82a)

〈Φγ |∂wXr
R∂zX

r̄
R|Φγ〉 =

(w
z

)η 1
w(z − w)2 (w(1− η) + ηz), (4.82b)

〈Φγ |Ψr̄
RΨr

R|Φγ〉 = −
(w
z

)η 1
(z − w) , (4.82c)

〈Φγ |ΨRαΨRβ |Φγ〉 = ηαβ
(w − z) . (4.82d)

La integral que hay que calcular para conocer la amplitud es entonces

A(Ma, Φβ , Φ
†
γ̄ ,M

†
d̄
) = 1

4π

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8w̄−s/8z̄−u/8(z̄ − w̄)−t/8

(
w̄

z̄

)η 1
w̄(z̄ − w̄)2 ×

(w̄(1− η) + ηz̄) ×
((

w

z

)η 1
w(z − w)2 (w(1− η) + ηz) + t

8

(
w

z

)η 1
(z − w)2

)
. (4.83)
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La integral anterior también se puede expresar en términos de funciones gamma, que son
mucho más fáciles de manejar y que en el límite a bajas energías tienen un valor finito bien
definido. Para esto hay que llevarla a la forma de la identidad utilizada anteriormente, el
resultado final es

A = s

32t(u+ t(1− η))Γ(1− η1 − u/8)Γ(η1 − s/8)Γ(1− t/8)
Γ(η3 + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8− η3) . (4.84)

Cuando se tienen mas de tres módulos, las amplitudes correspondientes a los módulos
fuera de la diagonal y 2 campos de materia también contribuyen en la métrica de los
módulos de materia en el sector torcido. Una amplitud de este tipo se ve como

A(Mad̄, Φβ , Φ
†
γ̄ , (Mbē)†) = 1

4π

∫
d2zw−s/8z−u/8(z − w)−t/8w̄−s/8z̄−u/8(z̄ − w̄)−t/8 ×

〈Φγ |∂w̄Xe
L∂z̄X

d̄
L|Φβ〉 ×

(
〈Φγ |∂w̄X b̄

R∂z̄X
a
R|Φβ〉 −

1
4 〈Φγ |Ψ

b̄
RΨa

R|Φβ〉kαkβ〈Φγ |ΨRαΨRβ |Φβ〉
)
.(4.85)

la cual es distinta de cero si γ = β, a = b y d̄ = ē, los correladores son entonces:

〈Φγ |∂w̄Xr
L∂z̄X

r̄
L|Φγ〉 =

(
w̄

z̄

)ηē 1
w̄(z̄ − w̄)2 (w̄(1− ηē) + ηēz̄) (4.86)

〈Φγ |∂wX r̄
R∂zX

r
R|Φγ〉 =

(
w

z

)ηa 1
w(z − w)2 (w(1− ηa) + ηaz) (4.87)

〈Φγ |Ψr̄
RΨr

R|Φγ〉 = −
(
w

z

)ηa 1
(z − w) (4.88)

〈Φγ |ΨRαΨRβ |Φγ〉 = ηαβ
(w − z) . (4.89)

en donde ηa y ηē corresponden al “twist” del sector (nótese que al ser un módulo no
correspondiente a la diagonal de la métrica de Khähler no necesariamente se tiene el
mismo “twist” en el sector izquierdo y derecho).

A(Mad̄, Φβ, Φ
†
γ , (Mbē)†) = δγβδabδd̄ē(A1 +A2), (4.90)

con las integrales dadas por

A1 = 1
4π

∫
d2zw−s/8+ηē−1z−u/8−ηa(z − w)−t/8−1w̄−s/8+ηē−1z̄−u/8−ηē(z̄ − w̄)−t/8−1

× (s+ ηat

(t+ 8)
(s+ ηē)
(t+ 8)

A2 = 1
4π

∫
d2zw−s/8+ηa−1z−u/8−ηa(z − w)−t/8−1w̄−s/8−ηē−1z̄−u/8−η3(z̄ − w̄)−t/8−1

× (s+ ηēt

(t+ 8)
(s− 8ηa)
(t+ 8) .

(4.91)
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Sumando las dos integrales anteriores

A(Mad̄, Φβ , Φ
†
γ , (Mbē)†) = δγβδabδd̄ē

s

32t (u+ t(1− ηē))
Γ(1− ηa − u/8)Γ(ηa − s/8)Γ(1− t/8)
Γ(ηē + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8− ηē)

.

(4.92)
Para poder comparar posteriormente con SUGRA es necesario obtener el límite de bajas
energías, es decir |s| � 1, |t| � 1 y |u| � 1. El limite del término que contiene las funciones
gamma es

Γ(1− ηa − u/8)Γ(ηa − s/8)Γ(1− t/8)
Γ(ηē + u/8)Γ(2 + t/8)Γ(1 + s/8− ηē)

−→ sin πηa
sin πηē

(4.93)

que tiende a 1 si ηa = ηē. En el límite de bajas energías la amplitud es entonces

A(Mad̄, Φβ, Φ
†
γ , (Mbē)†) = δγβδabδd̄ē

s

32t(u+ t(1− ηē)). (4.94)

Comparación con SUGRA

Para el sector torcido la amplitud reportada en SUGRA [9] es

A(Mad̄, Φβ, Φ
†
γ ,M

†
bē) = 1

32

(
us

t
δabδēf̄δβγ + sGβγ̄;ad̄,bē(0, 0)

)
. (4.95)

Ahora se expande la métrica de Kähler de igual manera que en los casos anteriores

Gβγ̄(M, M̄) = δβγ̄ +Gβγ̄;ad̄,bēM
ad̄M bē. (4.96)

De comparar la amplitud en cuerdas ec. (4.94) y en SUGRA ec. (4.95) se puede concluir

Gγβ̄;ad̄,bē(0, 0) = (1− ηē)δγβδabδd̄ē = η′ēδγβδabδd̄ē. (4.97)

De esta forma se tiene que a segundo orden,

Gαβ̄ = δαβ̄(1 +
3∑
a,ē

η′ēMaēM
†
aē), (4.98)

en donde la suma es hasta tres solo en el caso de Z3 ya que es el único orbifolio abeliano
con este número de módulos de Kähler. Si este no es el caso habrá términos iguales a cero
en la suma.

Nuevamente se debe recordar que las amplitudes anteriores son tomadas a segundo or-
den, podemos inferir entonces Gγβ̄ teniendo en cuenta que debemos recobrar la métrica
anterior si mantenemos solo esos términos, de esta forma

Gαβ̄ = δαβ̄(1−M11̄M̄11̄)−n11(1−M12̄M̄12̄)−n12(1−M13̄M̄13̄)−n13 (4.99)
× (1−M21̄M̄21̄)−n21(1−M22̄M̄22̄)−n22(1−M23̄M̄2̄3)−n23

× (1−M31̄M̄31̄)−n31(1−M32̄M̄32̄)−n32(1−M33̄M̄33̄)−n33 ,
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en donde en la ecuación anterior se ha escrito

nij = η′j̄ = 1− ηj̄ (4.100)

para cada módulo Mij̄ . Como se ha encontrado en los renglones anteriores esos valores
para nij coinciden en algunos módulos. También es importante notar que el valor de nij
depende del sector en donde sea definido el campo de materia torcido, pues de este sector
depende el valor de ηi, así que para identificar cada sector deberíamos escribir nθij . Estos
exponentes usualmente se definen con el signo negativo y son llamados pesos modulares
del campo en cuestión, los cuales se especifican en un vector para indicar el módulo al
que afectan. El nombre proviene de la invariancia modular del potencial de Kähler y si el
módulo es no-torcido como se ve en ec. (4.77) el peso modular es 1 o 0.

El término final que aparecerá en el potencial de Kähler será∑
δαβ̄(1−M11̄M̄11̄)−nθ11(1−M12̄M̄12̄)−nθ12(1−M13̄M̄13̄)−nθ13 (4.101)

(1−M21̄M̄21̄)−nθ21(1−M22̄M̄22̄)−nθ22(1−M23̄M̄23̄)−nθ23

(1−M31̄M̄31̄)−nθ31(1−M32̄M̄32̄)−nθ32(1−M33̄M̄33̄)−nθ33ΦθαΦ
θ
β.

El potencial de Kähler lo podemos escribir realizando la misma redefinición holomórfica
que se hizo para el sector no torcido,

Φθa −→ Φθa
1∏3

ae(Maē + M̄aē)n
θ
ab

(4.102)

Φ̄θā −→ Φ̄θā
1∏3

ae(Maē + M̄aē)n
θ
ab

, (4.103)

la parte correspondiente a los campos de materia en el sector torcido se escribe entonces∑
δαβ̄(M11̄ + M̄1̄1)−nθ11(M12̄ + M̄1̄2)−nθ12(M13̄ + M̄1̄3)−nθ13 (4.104)

(M21̄ + M̄2̄1)−nθ21(M22̄ + M̄2̄2)−nθ22(M23̄ + M̄2̄3)−nθ23

(M31̄ + M̄3̄1)−nθ31(M32̄ + M̄3̄2)−nθ32(M33̄ + M̄3̄3)−nθ33ΦθαΦ
θ
β.

4.4 Potencial de Kähler a segundo orden para orbifolios
abelianos

Es importante notar que aunque el cálculo se hace para módulos de Kähler, los resultados
son válidos para módulos de estructura compleja.
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La manera general de escribir el potencial de Kähler para cualquier orbifolio es:

K = − ln det(Tij + T ij)

+
3∑
i=1

N∑
mi

(Ui + U i)−1
3∏
j=1

(Tij + T ij)−1ΦmiΦmi

+
N∑
t

h(2,1)∏
l=1

i,j=3∏
i,j=1

(Ul + U l)m
θ
l (Tij + T ij)−n

θ
ijΦtθΦtθ , (4.105)

en donde los términos que contienen módulos de estructura compleja desaparecen si el
orbifolio en cuestión no tiene ninguno de estos módulos, como es el caso de varios orbifolios,
y en donde se ha puesto Tij en lugar de Mij̄ a la matriz de módulos de Kähler.

Tij =

T11 T12 T13
T21 T22 T23
T31 T32 T33

 . (4.106)



Capítulo 5

Potenciales modulares en
cosmología

En este último capítulo nos interesa mostrar que, incluso de los resultados más modestos
obtenidos en los capítulos anteriores (que aparecen genéricamente en otras teorías de
cuerdas), surgen propiedades cosmológicas que podrían ser consideradas prometedoras.
Consideremos el potencial de Kähler más simple encontrado en compactificaciones de la
cuerda heterótica dado por la ec. (4.48) y supongamos que alguna simetría (por ejemplo,
la simetría modular de orbifolios tipo Z2 × Z2, Z7) impone que T1 = T2 = T3. Bajo estos
supuestos, y agregando un campo de materia, el potencial de Kähler propuesto es:

K = −3 ln(T + T̄ ) + ΦΦ̄(T + T̄ )−1. (5.1)

Debido a la simetría indicada, naturalmente los campos de materia no torcidos Φ aparecen
con multiplicidad triple (un campo asociado a cada Ti), por lo que la estructura de Käh-
ler para dicho campo es la supuesta, salvo por la redefinición Φ −→ 1√

3Φ. Otro aspecto
importante que hay que notar, es que en este modelo nunca se incorpora al dilatón S1, el
cuál de alguna manera tendría que haber sido estabilizado al igual que los otros campos
que aparecen en la teoría a energías mas altas que los campos considerados aquí.

El segundo aspecto de un modelo supersimétrico de módulos que debemos considerar
es el superpotencial. En este capítulo, dado que el objetivo es sólo mostrar las cualidades
generales de nuestras construcciones, proponemos el superpotencial más simple posible,
el cual incluye un término cúbico para el campo de materia y la posible aparición de
un término con coeficiente e−aT asociado a la interacción de Φ con otros campos a nivel
del superpotencial (no del potencial de Kähler) que no son relevantes para la dinámica
cosmológica del modelo:

W = AΦe−aT +BΦ3. (5.2)
1Este campo aparece en el potencial de Kähler como ln(S + S̄)
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Las constantes A, a y B son números reales. Es importante mencionar que éste se ha
propuesto con base en otros ejemplos en donde se tiene estabilización; sin embargo, para
proponer un modelo realista es preciso calcular todos los acoplamientos permitidos siguien-
do, por ejemplo, el tratamiento de [10, 11]. Las constantes A, B y a pueden ser obtenidas
de forma aproximada siguiendo también dicho tratamiento.

Con ejemplos como los encontrados en [13], se puede inferir que en el superpotencial
están contenidos términos como e−f(Ti)〈ψi〉nϕjϕkϕl en donde los campos ψi son aquellos
que obtuvieron un valor de expectación previamente. Los campos ϕj son aquellos que en
esa etapa del universo aún no han sido estabilizados. De manera que A, a, B y constantes
similares en el superpotencial dependen usualmente de los valores de expectación de los
campos 〈ψi〉 de la teoría estabilizados en una etapa previa.

En compactificaciones arbitrarias de teorías heteróticas el término D del potencial de
los campos escalares (ver ec. (1.28)) sufre una pequeña modificación debido a la presencia
de un grupo U(1) anómalo, dando lugar al comúnmente llamado término D de Fayet-
Iliopoulos ξ [43, 13]. Para un grupo U(1)anom con esta contribución el término D del
potencial escalar es:

VDA ∝
(
ξ +

∑
i

qanom
i |ψi|2

)2

. (5.3)

Si suponemos que el término D del potencial de los campos escalares es cero (suponiendo
que los campos ψi se estabilizaron supersimétricamente en una etapa previa), entonces, de
acuerdo a ec. (5.3) los valores de los campos estarán restringidos y en general son números
complejos. En nuestro ejemplo, la constante B que acompaña al término Φ3 puede ser
negativa y muy grande si se tienen muchos campos ψi como en el caso de orbifolios het-
eróticos. De esta forma en este ejemplo, supondremos que la gran mayoría de los campos
se estabilizaron primero de manera supersimétrica y cuando entran en el juego Φ y T su-
persimetría se rompe como se observa al obtener un valor distinto de cero para el potencial
de estos campos.

Con los elementos anteriores, estamos listos para calcular el potencial escalar VF em-
pleando la ec. (1.27). Por simplicidad, consideramos que las partes imaginarias de los
campos T y Φ se anulan y buscamos mínimos adecuados para sus componentes reales.

En el potencial obtenido, se encontró que para valores positivos de A y a y valores nega-
tivos de B se tienen dos mínimos simétricos con respecto al origen en Φ, pero, tomaremos
el positivo como el valor en el que se encuentra el campo (ver figura 5.1). Estos mínimos
son positivos, es decir dS y los mínimos que se pueden obtener son usualmente muy pe-
queños. Las masas que se obtienen varían mucho dependiendo de los valores que se tomen
para A, B y a.
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Como ejemplo, tomemos A = 1/10, B = −10000 y a = 1/10. Con los valores anteri-
ores el mínimo se obtiene en

(Re T )mínimo ≈ 1.43 , (5.4)
(Re Φ)mínimo ≈ 0.0017 .

Para saber si el potencial para alguno de los campos tiene las cualidades para ser usado có-
mo inflatón (en inflación del tipo rodamiento lento y con un solo campo) es necesario saber
cómo evolucionan los parámetros η y ε en los alrededores del mínimo. Estos parámetros
son [18]

εν = 1
2

(
V
′

V

)2

(5.5)

ην = V
′′

V
,

en donde las primas denotan derivadas con respecto al campo.

0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020
0.0000

0.0002

0.0004
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0.0008

Φ

V

Figura 5.1: Corte a Re T = (Re T )mínimo del potencial

Debido a que las fórmulas típicas para describir el comportamiento cosmológico de un mod-
elo de campos se encuentran dadas en términos de campos canónicamente normalizados,
es importante realizar las transformaciones de campos necesarias para que los términos
cinéticos de los campos dinámicos de nuestro modelo tengan un coeficiente canónico. Este
cambio requiere definir los campos canónicamente normalizados χ y λ a partir de la iden-
tificación

1
2(∂µχ∂µχ+ ∂µλ∂

µλ) ≡
∑
i,j

Ki∂µΨi∂
µΨj , (5.6)
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en donde Ψi se refiere a los campos T y Φ.

Los valores de las masas de los dos campos son

MT ≈ 3.8× 10−5Mpl, (5.7)
MΦ ≈ 50.35Mpl. (5.8)

El campo Re Φ tiene una masa mucho mayor a Re T por lo que consideraremos que se
estabilizó primero. De esta forma, podemos fijarnos ya solo en el potencial para el campo
Re T y normalizarlo canónicamente para usar de la manera definida en (5.5) los parámetros
de rodamiento lento. El campo χ normalizado canónicamente está dado entonces por

χ = 1√
2

(
3 ln (Re T ) + 2(Re Φ)2

mínimo
(Re T )1/2

)
≈ 3√

2
ln (Re T ) (5.9)

Así, encontramos que se obtienen condiciones de rodamiento lento (slow roll) para el campo
χ, i.e. se cumple que

|ην | � 1 y |εν | � 1 (5.10)

en una determinada región en el espacio de campos cercana al mínimo. Además, se satisface
que

|εν | ≈ 1

para un valor antes de llegar al mínimo χmínimo, al cual llamamos χfinal y lo identificamos
con el valor del campo para que inflación termine. Este valor, así como la estructura
del potencial inflacionario resultante, se muestra en la Fig. 5.2. Ahí mismo, también se
muestra el valor χinicial correspondiendo a una posible condición inicial de χ que permite
la correcta duración de la época inflacionaria de nuestro universo (que resuelva los típicos
problemas de planitud, entropía y homogeneidad del universo observable). El número N
de e-folds asociado a esta duración puede ser calculado como [16]

N =
∫ χinicial

χfinal

(
V

V ′

)
dχ, (5.11)

donde χ denota el campo usado como inflatón.

En nuestro caso, es suficiente tener un trayecto relativamente corto para tener suficientes
e-folds de inflación; al iniciar por ejemplo en χinicial se obtienen aproximadamente 80 e-
folds de inflación. Otra cantidad de valor en cosmología es r la razón entre perturbaciones
escalares y tensoriales. El valor de r por tanto es una medida de la generación de pertur-
baciones tensoriales en un modelo de inflación. En la aproximación de rodamiento lento
se tiene que [18]:

r ≈ 16ε . (5.12)
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El valor que se obtiene si se inicia en χinicial es casi cero r ≈ 2× 10−8 de forma que no se
tiene generación de perturbaciones tensoriales. El valor del mínimo es

V ≈ 3.78× 10−10,

Χmínimo Χfinal 2.5 Χinicial 5

0

1. ´ 10-6

2. ´ 10-6

3. ´ 10-6

4. ´ 10-6

5. ´ 10-6

6. ´ 10-6

7. ´ 10-6

Χ

V

Figura 5.2: Corte a Re Φ = (Re Φ)mínimo del potencial del campo canónicamente normalizado
χ. La región entre líneas punteadas cumple las condiciones de rodamiento suave con un número
suficiente de e-folds

Con un ejemplo simple como el anterior, se muestra un posible uso de los campos modulares
que aparecen en teorías de cuerdas, en donde además se encuentra estabilización. Pero para
poder considerar una teoría de cuerdas como la descripción del universo que observamos
es necesario tener control sobre todos los módulos. La estabilización de los potenciales
completos en valores adecuados se deja como tarea futura. También es importante idear
nuevas formas de estabilizar en estas construcciones como se hace en otras teorías de
cuerdas.



Capítulo 6

Conclusiones

El objeto de interés en este trabajo han sido las compactificaciones de la cuerda het-
erótica en espacios llamados orbifolios abelianos. En esta teoría, al igual en otras teorías
semejantes, al compactificar las dimensiones extra en un orbifolio toroidal se obtienen
varios parámetros geométricos libres que se pueden interpretar como campos escalares
en la teoría 4-dimensional. Estos campos deben ser tomados en cuenta físicamente en la
teoría efectiva. Uno de los principales problemas a los que se enfrentan estos modelos, es
al problema de estabilización de módulos, según el cual todos los módulos deben tener
un mínimo estable en su potencial asociado y, por lo tanto, una masa. Si los campos de
materia son pequeños (como se supone habitualmente), el potencial de Kähler a segundo
orden constituye una buena aproximación de sus contribuciones al potencial escalar, por
lo que puede ser utilizado como punto de partida para analizar la física emergente a bajas
energías.

En nuestra búsqueda por una mejor comprensión de la fenomenología supersimétrica emer-
gente en 4 dimensiones en estas construcciones, notamos que, mientras que se calculan
algunos acoplamientos del superpotencial explícitamente, frecuentemente se hacen suposi-
ciones serias sobre la estructura del potencial de Kähler, el cual puede incidir crucialmente
en la dinámica efectiva de los campos de la teoría resultante. Asimismo, no todos los orb-
ifolios abelianos han sido completamente caracterizados en su estructura modular. Por
estas razones, estudiamos con sumo detalle la forma de determinar los campos modulares
que surgen en estas construcciones para posteriormente concentrarnos en el cálculo explíc-
ito del potencial de Kähler, el cual requiere de técnicas avanzadas en teoría conforme de
campos y cierta comprensión de las interacciones gravitacionales entre cuerdas.

Aunque en principio pueden existir muchos modelos de teorías de cuerdas heteróticas
en orbifolios abelianos, a nivel de los módulos provenientes de la métrica los potenciales
de Kähler son muy similares. La principal diferencia reside en el número total de campos
en los sectores torcido y no-torcido que aparecen en la teoría y en los llamados pesos mod-
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ulares de los campos en el sector torcido que aparecen como exponentes en (4.100), ya que
estos dependen del sector en donde está definido el campo de materia de cada orbifolio.
Otra diferencia se encuentra en los orbifolios con más de 3 módulos de Kähler porque
los módulos que provienen de términos no diagonales en la métrica de Kähler asociada
también contribuyen (ec. (4.92) y ec. (4.60)) en procesos de dispersión tanto con módulos
en el sector no-torcido como en el torcido.

En esencia, encoontramos que existen 5 formas de potenciales de Kähler a segundo orden,
las cuales se enumeran a continuación, indicando mediante los grupos de punto para qué
orbifolio abeliano son útiles:

• Orbifolios con 3 módulos de Kähler Ti y 0 módulos de estructura compleja

Grupos de punto: Z7, Z8−I , Z12−I

K = − ln(T1 + T 1)(T2 + T 2)(T3 + T 3) +
3∑
i=1

N∑
mi

(Ti + T i)−1ΦmiΦmi +
N∑
t

3∏
i=1

(Ti + T i)−n
tθ
i ΦtθΦtθ ,

donde Φmi denotan campos de materia no torcidos, Φtθ , campos de materia torcidos,
y ntθi son sus pesos modulares.

• Orbifolios con 3 módulos de Kähler y 3 módulos de estructura compleja Ui

Grupo de punto: Z2 × Z2

K = − ln(T1 + T 1)(T2 + T 2)(T3 + T 3) +
3∑
i=1

N∑
mi

(Ui + U i)−1(Ti + T i)−1ΦmiΦmi

+
N∑
t

3∏
i=1

(Ui + U i)m
θ
l (Ti + T i)−n

θ
iΦtθΦtθ .

• Orbifolios con 3 módulos de Kähler y 1 módulo de estructura compleja

Grupos de punto: Z6−II , Z8−II , Z12−II

K = − ln(T1 + T 1)(T2 + T 2)(T3 + T 3) +
3∑
i=1

N∑
mi

(Ul + U l)−δli(Ti + T i)−1ΦmiΦmi

+
N∑
tθ

3∏
i=1

(Ul + U l)m
θ
l (Ti + T i)−n

θ
iΦtθΦtθ .

El término δl,i se añade para indicar que ese término es no nulo sólo cuando el
módulo de estructura compleja Ul está definido en el plano en donde el campo Φmi

se define. Puesto que sólo existe un Ul para cada orbifolio, el término (Ul + U l)−1

sólo aparece para campos de materia tales que mi = ml.
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• Orbifolios con 5 módulos de Kähler y 0 módulos de estructura compleja

Grupo de punto: Z6−I

K = − ln[(T33 + T33) ((T22 + T22)(T11 + T11)− (T12 + T12)(T21 + T21))]

+
2∑
j=1

N∑
mj

2∏
i=1

(Tji + T ji)−1ΦmjΦmj +
N∑
m3

(T33 + T 33)−1Φm3Φm3

+
N∑
tθ

2∏
i=1

(T1i + T 1i)−n
θ
1i(Ti1 + T i1)−n

θ
i1(T33 + T 33)−n

θ
33ΦtθΦtθ .

• Orbifolios con 5 módulos de Kähler y 1 módulo de estructura compleja Ul

Grupo de punto: Z4

K = − ln[(T33 + T33) ((T22 + T22)(T11 + T11)− (T12 + T12)(T21 + T21))]

+
2∑
j=1

N∑
mj

2∏
i=1

(Ul + U l)−δjl(Tji + T ji)−1ΦmjΦmj +
N∑
m3

(Ul + U l)−δl3(T33 + T 33)−1Φm3Φm3

+
N∑
tθ

2∏
i=1

(Ul + U l)−n
θ
l (T1i + T 1i)−n

θ
1i(Ti1 + T i1)−n

θ
i1(T33 + T 33)−n

θ
33ΦtθΦtθ ,

• Orbifolios con 9 módulos de Kähler y 0 módulos de estructura compleja

Grupo de punto:Z3 × Z3

K = − ln det(Tij + T ij) +
3∑
i=1

N∑
mi

3∏
j=1

(Tij + T ij)−1ΦmiΦmi +
N∑
tθ

i,j=3∏
i,j=1

(Tij + T ij)−n
θ
ijΦtθΦtθ .

Como parte final de esta tesis se analizó un potencial modular que podría ser encontrado
en construcciones de cuerdas heteróticas en orbifolios toroidales, sin embargo para poder
estabilizarlo se dejaron de lado los muchos campos de materia que aparecen, que se supo-
nen poseedores de una masa superior a las escalas de interés. En el potencial propuesto
se encontró toda una serie de parámetros para los cuales se obtiene un mínimo dS (con
constante cosmológica positva) y además condiciones favorables para inflación del tipo
slow roll o rodamiento lento, suficientes e-folds y r pequeño.

Para saber si los potenciales provenientes de cuerdas podrían tener cualidades cosmológicas
reales, sería necesario primeramente extender el trabajo presente para considerar correc-
ciones al potencial de Kähler provenientes de acoplamientos entre campos de materia Φ
y campos modulares. Las correcciones esperadas serían del tipo |Φ|n con n > 2. Posteri-
ormente, se deberían calcular acoplamientos de campos de materia en el superpotencial,
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para lo cual avances recientes [11, 10] podrían ser de enorme utilidad. La tarea final con-
sistiría en estabilizar y analizar el potencial considerando todos los campos que aparecen
en cada teoría. Ese trabajo ya se encuentra bajo análisis y será producto de alguna(s)
publicación(es).



Apéndice A

MSSM con Z7

El grupo espacial con el que se construye un orbifolio, en la teoría de cuerdas heterótica
puede ser “incrustado” en los 16 grados de libertad compactificados en términos de un
vector de desplazamieto y líneas de Wilson (Ver e.g. [4, secciones 5.2 y 8.3]):

XI 7−→ XI + kV + nαA
α I = 1, ..16 (A.1)

En este apéndice se muestran las características y el espectro del modelo mencionado en
el capítulo 3, con el cual al agregar una línea de Wilson y usar “standard embedding” se
rompe el grupo de simetrías original de la teoría heterótica E8 ×E8 y se obtiene el grupo
del modelo estándar.

El vector de Shift es:

V =
(
− 2

7 , −
2
7 , −

1
7 , −

1
7 , −

1
7 , −

1
7 , −

1
7 , −

1
7
)

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 )

La única línea de Wilson es

W =
( 1

7 , −
5
7 ,

5
7 , 0, 0, − 3

7 , −
3
7 , −

5
7
) (

0, 0, − 2
7 , −

2
7 , −

2
7 , −

2
7 , −

3
7 , −1

)
El grupo de norma es: SU(2)×SU(3)×SU(8)×U(1)6

Los grupos U(1):
U(1)anom =

(
3
14 , −

11
14 ,

5
14 , −

9
14 , −

9
14 ,

5
14 ,

5
14 ,

19
14

)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 )

U(1)Y =
(
−1

3 ,
1
3 , −

2
3 , 0, 0, 1

6 ,
1
6 ,

1
3

)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 )

U(1)2 =
(

17521
2 , 8799

2 , −3073
2 , 945

2 , 945
2 , −3073

2 , −3073
2 , 5649

2

)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 )

U(1)3 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 )
(
0, 0, −7

2 , −
7
2 , −

7
2 , −

7
2 , 7, 0

)
U(1)4 =

(
0, −2709

2 , 1197
2 , 3388, 3388, 1197

2 , 1197
2 , 1953

)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 )

U(1)5 =
(
0, 119

2 , 105
2 , 0, 0, 105

2 , 105
2 , −7

)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 )

La notación que se usa en las tablas es:

56
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• Ui denota el sector no-torcido en el i-ésimo plano complejo.

• El k-ésimo sector torcido es Tk(n1,n2,n3,n4,n5,n6), en donde los tres pares de índices
(n1, n2), (n3, n4) y (n5, n6), especifican los puntos fijos en el primero, segundo y
tercer plano complejo, respectivamente.

• U(1)anom denota el generador de el grupo U(1) anómalo y qanom su correspondiente
carga.

• U(1)Y es el generador de la hiper-carga. La carga es denotada por qY .

Sectors Repr. qanom qY q2 q3 q4 q5 m1 m2 m3 Labels
U1 (1,1,1) − 15

7 0 1575 0 − 6615
2

133
2 1 0 0 N2

(2,1,1) 6
7

1
2 8288 0 −3388 0 1 0 0 L̄1

U2 (1,1,1) − 9
7 0 945 0 6776 0 0 1 0 N1

(1,3,1) 12
7 − 1

3 1288 0 5103
2

91
2 0 1 0 D1

U3 (1,3,1) 3
7

1
3 −2863 0 756 −112 0 0 1 D̄1

(2,1,1) 3
7 − 1

2 −9233 0 −3388 0 0 0 1 L1

T3(0,0,0,0,0,0) (1,1,1) − 6
7 1 1176 0 − 1435

2 − 7
2

3
7

6
7

5
7 Ē1

(2,1,1) 1
7 − 1

2 5537 0 637 −63 3
7

6
7

5
7 L2

(1,1,1) 2
7 0 −4760 0 2471

2 − 21
2

10
7

6
7

5
7 N3

(1,1,1) 2
7 0 −4760 0 2471

2 − 21
2 − 4

7
13
7

5
7 N4

(1,1,1) − 4
7 0 2240 0 −4704 −56 3

7
13
7

5
7 N5

(1,1,1) − 2
7 0 8400 0 −119 49 3

7
20
7

5
7 N6

(1,1,1) 2
7 0 −4760 0 2471

2 − 21
2

3
7

34
7

5
7 N7

(1,1,1) 2
7 0 −4760 0 2471

2 − 21
2

3
7

20
7

12
7 N8

(1,1,1) − 2
7 0 8400 0 −119 49 3

7
6
7

12
7 N9

(1,1,1) 2
7 0 −4760 0 2471

2 − 21
2

3
7

6
7

19
7 N10

(1,3,1) 1
7

1
3 −833 0 −3507 49 3

7
6
7

5
7 D̄2

(2,3,1) − 6
7

1
6 1176 0 − 1435

2 − 7
2

3
7

6
7

5
7 Q1

(1,1,1) − 13
7 0 −3185 0 −2072 56 3

7
6
7

5
7 N11

(2,1,1) 8
7

1
2 3528 0 − 4305

2 − 21
2

3
7

6
7

5
7 L̄2

(1,3,1) 1
7

1
3 5537 0 637 −63 3

7
6
7

5
7 D̄3

(2,1,1) 1
7 − 1

2 −833 0 −3507 49 3
7

6
7

5
7 L3

(1,1,1) − 13
7 0 3185 0 2072 −56 3

7
6
7

5
7 N12

(1,3,1) 8
7 − 1

3 3528 0 − 4305
2 − 21

2
3
7

6
7

5
7 D2

(1,3,1) − 6
7 − 2

3 1176 0 − 1435
2 − 7

2
3
7

6
7

5
7 Ū1

T3(0,0,0,0,0,1) (1,1,1) − 9
7 − 1

7 −2513 8 − 2461
2 − 97

2
3
7

6
7

5
7 S̄11

(2,1,1) 3
7

5
14 −1225 8 1321 −3 3

7
6
7

5
7 X11

(1,1,1) 2
7 − 1

7 2702 8 − 6843
2

113
2

3
7

6
7

5
7 S̄12

T3(0,0,0,0,1,1) (1,1,8) − 3
7 − 2

7 −2051 − 3
2 52 64 3

7
6
7

5
7 S̄21

T3(0,0,0,1,1,1) (1,3,1) − 6
7

5
21 −5740 −4 −461 19 3

7
6
7

5
7 X21

(1,1,1) 1
7 − 3

7 −1379 −4 1787
2 − 81

2 − 4
7

6
7

5
7 S̄31

(1,1,1) 8
7

4
7 −3388 −4 −1896 12 3

7
13
7

5
7 S41

(1,1,1) 1
7 − 3

7 −1379 −4 1787
2 − 81

2
3
7

27
7

5
7 S̄32

(1,1,1) 1
7 − 3

7 −1379 −4 1787
2 − 81

2
3
7

13
7

12
7 S̄33

(1,1,1) − 1
7

4
7 −2443 −4 4880 12 3

7
6
7

5
7 S42

(1,3,1) 0 − 2
21 2548 −4 −3849 19 3

7
6
7

5
7 X31

(1,3,1) 5
7

5
21 5845 −4 1492 12 3

7
6
7

5
7 X22
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Sectors Repr. qanom qY q2 q3 q4 q5 m1 m2 m3 Labels
(1,1,1) −1 4

7 4557 −4 − 2119
2 − 67

2
3
7

13
7

5
7 S43

(2,1,1) − 2
7

1
14 1484 −4 275

2
143
2

3
7

13
7

5
7 X41

T3(0,0,1,1,1,1) (1,1,1) 5
7 − 4

7 −7077 4 −2409 −33 3
7

6
7

5
7 S̄41

(1,1,1) 3
7

3
7 −8141 4 3155

2
39
2

3
7

13
7

5
7 S31

(2,1,1) 2
7 − 1

14 2156 4 979 −33 3
7

20
7

5
7 X51

(2,1,1) 2
7 − 1

14 2156 4 979 −33 3
7

6
7

12
7 X52

(1,1,1) − 12
7

3
7 −196 4 2414 −26 3

7
6
7

5
7 S32

(1,3,1) 9
7

2
21 147 4 − 3621

2
39
2

3
7

6
7

5
7 X61

(1,1,1) 1 − 4
7 −917 4 2176 72 3

7
6
7

5
7 S̄42

(1,1,1) 1
7 − 4

7 6083 4 − 7527
2

53
2

3
7

6
7

5
7 S̄43

(1,1,1) − 3
7

3
7 −1141 4 −4362 −26 3

7
13
7

5
7 S33

(1,3,1) − 5
7 − 5

21 −2205 4 − 751
2

53
2

3
7

13
7

5
7 X71

(1,1,1) − 1
7

3
7 5019 4 223 79 3

7
13
7

5
7 S34

T3(0,1,1,1,1,1) (1,1,8) 3
7

2
7 5691 3

2
2129

2 − 51
2

3
7

6
7

5
7 S51

T3(1,1,1,1,1,1) (1,1,8) 1 1
7 −7 5

2 −2238 −18 3
7

6
7

5
7 S61

(1,1,1) 1 1
7 −7 −8 −2238 −18 3

7
13
7

5
7 S11

(1,1,1) − 2
7

1
7 938 −8 4538 −18 3

7
6
7

5
7 S12

T5(0,0,0,0,0,0) (1,1,1) − 4
7 1 56 0 3269

2
49
2

5
7

3
7

6
7 Ē2

(2,1,1) 3
7 − 1

2 4417 0 2989 −35 5
7

3
7

6
7 L4

(1,1,1) 4
7 0 −5880 0 7175

2
35
2

12
7

3
7

6
7 N13

(1,1,1) − 2
7 0 1120 0 −2352 −28 19

7
3
7

6
7 N14

(1,1,1) − 2
7 0 1120 0 −2352 −28 12

7
3
7

20
7 N15

(1,1,1) − 2
7 0 1120 0 −2352 −28 5

7
10
7

6
7 N16

(1,1,1) − 2
7 0 1120 0 −2352 −28 5

7 − 4
7

13
7 N17

(1,1,1) 0 0 7280 0 2233 77 5
7

3
7

13
7 N18

(1,1,1) 4
7 0 −5880 0 7175

2
35
2

5
7

3
7

20
7 N19

(1,1,1) − 2
7 0 1120 0 −2352 −28 5

7
3
7

34
7 N20

(1,3,1) 3
7

1
3 −1953 0 −1155 77 5

7
3
7

6
7 D̄4

(2,3,1) − 4
7

1
6 56 0 3269

2
49
2

5
7

3
7

6
7 Q2

(1,1,1) − 11
7 0 −4305 0 280 84 5

7
3
7

6
7 N21

(2,1,1) 10
7

1
2 2408 0 399

2
35
2

5
7

3
7

6
7 L̄3

(1,3,1) 3
7

1
3 4417 0 2989 −35 5

7
3
7

6
7 D̄5

(2,1,1) 3
7 − 1

2 −1953 0 −1155 77 5
7

3
7

6
7 L5

(1,1,1) − 11
7 0 2065 0 4424 −28 5

7
3
7

6
7 N22

(1,3,1) 10
7 − 1

3 2408 0 399
2

35
2

5
7

3
7

6
7 D3

(1,3,1) − 4
7 − 2

3 56 0 3269
2

49
2

5
7

3
7

6
7 Ū2

T5(0,0,0,−1,0,0) (1,1,8) 9
7

1
7 −1127 5

2 114 10 5
7

3
7

6
7 S62

(1,1,1) 9
7

1
7 −1127 −8 114 10 5

7
3
7

13
7 S13

(1,1,1) − 6
7

1
7 6818 −8 1901

2 − 71
2

5
7

3
7

6
7 S14

T5(0,−1,−1,−1,0,0) (1,1,1) 1 − 4
7 −8197 4 −57 −5 5

7
3
7

6
7 S̄44

(1,1,1) − 1
7

3
7 −2261 4 −2010 2 12

7
3
7

13
7 S35

(1,1,1) − 1
7

3
7 −2261 4 −2010 2 5

7 − 4
7

6
7 S36

(1,1,1) − 8
7 − 4

7 −252 4 1559
2 − 101

2
5
7

3
7

13
7 S̄45

(1,1,1) − 1
7

3
7 −2261 4 −2010 2 5

7
3
7

27
7 S37

(1,3,1) − 3
7 − 5

21 −3325 4 3953
2

109
2

5
7

3
7

6
7 X72

(1,3,1) 6
7 − 5

21 2100 4 − 1311
2 − 115

2
5
7

3
7

6
7 X73

(1,3,1) − 4
7

2
21 6972 4 1378 2 5

7
3
7

6
7 X62

(2,1,1) 4
7 − 1

14 1036 4 3331 −5 5
7

3
7

13
7 X53

(1,1,1) 3
7 − 4

7 4963 4 − 2823
2

109
2

5
7

3
7

13
7 S̄46

T5(−1,−1,−1,−1,0,0) (1,3,1) 5
7

5
21 −1435 −4 −741 −65 5

7
3
7

6
7 X23
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Sectors Repr. qanom qY q2 q3 q4 q5 m1 m2 m3 Labels
(1,1,1) 3

7 − 3
7 −2499 −4 6491

2 − 25
2

12
7

3
7

6
7 S̄34

(2,1,1) − 2
7

1
14 −5796 −4 − 4191

2 − 11
2

5
7

3
7

13
7 X42

(1,1,1) 3
7 − 3

7 −2499 −4 6491
2 − 25

2
5
7

3
7

20
7 S̄35

(1,1,1) 10
7

4
7 −4508 −4 456 40 5

7
3
7

6
7 S44

(1,1,1) − 12
7 − 3

7 −924 −4 −62 54 5
7

3
7

6
7 S̄36

(2,1,1) 9
7

1
14 5789 −4 − 285

2 − 25
2

5
7

3
7

6
7 X43

(1,1,1) − 5
7

4
7 3437 −4 2585

2 − 11
2

12
7

3
7

6
7 S45

(1,3,1) 2
7 − 2

21 1428 −4 −1497 47 5
7

3
7

13
7 X32

(1,1,1) − 3
7 − 3

7 4501 −4 −2694 −58 5
7

3
7

13
7 S̄37

(1,1,1) − 5
7

4
7 3437 −4 2585

2 − 11
2

5
7

3
7

20
7 S46

T5(0,0,0,0,1,1) (1,1,8) 8
7 − 2

7 2254 − 3
2 −228 −20 5

7
3
7

6
7 S̄22

T5(0,0,0,0,1,0) (1,1,8) −1 − 1
7 −3633 − 5

2
2243

2 − 41
2

5
7

3
7

6
7 S̄71

(1,1,1) −1 − 1
7 −3633 8 2243

2 − 41
2

5
7

3
7

13
7 S̄13

(1,1,1) 4
7 − 1

7 1582 8 − 2139
2

169
2

5
7

3
7

6
7 S̄14

T6(0,0,0,0,0,0) (1,1,1) − 4
7 1 −3584 0 518 −14 6

7
5
7

3
7 Ē3

(2,1,1) 3
7 − 1

2 777 0 3745
2 − 147

2
6
7

5
7

3
7 L6

(1,1,1) 4
7 0 −9520 0 2471 −21 13

7
5
7

3
7 N23

(1,1,1) − 2
7 0 −2520 0 − 6937

2 − 133
2

20
7

5
7

3
7 N24

(1,1,1) 0 0 3640 0 2233
2

77
2

34
7

5
7

3
7 N25

(1,1,1) 0 0 3640 0 2233
2

77
2

20
7

12
7

3
7 N26

(1,1,1) 0 0 3640 0 2233
2

77
2

13
7

5
7 − 4

7 N27
(1,1,1) − 2

7 0 −2520 0 − 6937
2 − 133

2
6
7

12
7

3
7 N28

(1,1,1) 0 0 3640 0 2233
2

77
2

6
7

19
7

3
7 N29

(1,1,1) 0 0 3640 0 2233
2

77
2

6
7

5
7

10
7 N30

(1,3,1) 3
7

1
3 −5593 0 − 4543

2
77
2

6
7

5
7

3
7 D̄6

(2,3,1) − 4
7

1
6 −3584 0 518 −14 6

7
5
7

3
7 Q3

(1,1,1) − 11
7 0 −7945 0 − 1673

2
91
2

6
7

5
7

3
7 N31

(2,1,1) 10
7

1
2 −1232 0 −917 −21 6

7
5
7

3
7 L̄4

(1,3,1) 3
7

1
3 777 0 3745

2 − 147
2

6
7

5
7

3
7 D̄7

(2,1,1) 3
7 − 1

2 −5593 0 − 4543
2

77
2

6
7

5
7

3
7 L7

(1,1,1) − 11
7 0 −1575 0 6615

2 − 133
2

6
7

5
7

3
7 N32

(1,3,1) 10
7 − 1

3 −1232 0 −917 −21 6
7

5
7

3
7 D4

(1,3,1) − 4
7 − 2

3 −3584 0 518 −14 6
7

5
7

3
7 Ū3

T6(0,0,0,0,−1,0) (1,1,1) 9
7

1
7 −4767 −8 − 2005

2 − 57
2

6
7

5
7

3
7 S15

(1,1,1) − 6
7

1
7 3178 −8 −166 −74 6

7
5
7

3
7 S16

(2,1,1) − 1
7 − 5

14 105 −8 1031 31 6
7

5
7

3
7 X81

T6(0,0,0,−1,−1,0) (1,1,8) 5
7

2
7 931 3

2 2300 −36 6
7

5
7

3
7 S52

T6(0,0,−1,−1,−1,0) (1,3,1) − 3
7 − 5

21 −6965 4 860 16 6
7

5
7

3
7 X74

(1,1,1) − 1
7

3
7 −5901 4 − 6253

2 − 73
2

13
7

5
7

3
7 S38

(1,1,1) 1
7

3
7 259 4 2917

2
137
2

20
7

5
7

3
7 S39

(1,1,1) 1
7

3
7 259 4 2917

2
137
2

6
7

12
7

3
7 S310

(2,1,1) − 11
7 − 1

14 −1029 4 −1093 23 6
7

5
7

3
7 X54

(1,1,1) 10
7

3
7 5684 4 − 2347

2 − 87
2

6
7

5
7

3
7 S311

(1,1,1) − 6
7 − 4

7 2268 4 4248 16 6
7

5
7

3
7 S̄47

(2,1,1) 4
7 − 1

14 −2604 4 4429
2 − 87

2
13
7

5
7

3
7 X55

(1,3,1) − 4
7

2
21 3332 4 523

2 − 73
2

13
7

5
7

3
7 X63

(1,1,1) 3
7 − 4

7 1323 4 −2528 16 20
7

5
7

3
7 S̄48

(1,1,1) 3
7 − 4

7 1323 4 −2528 16 6
7

12
7

3
7 S̄49

T6(0,−1,−1,−1,−1,0) (1,1,1) − 12
7 − 3

7 −4564 −4 − 2357
2

31
2

6
7

5
7

3
7 S̄38

(2,1,1) 9
7

1
14 2149 −4 −1259 −51 6

7
5
7

3
7 X44
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Sectors Repr. qanom qY q2 q3 q4 q5 m1 m2 m3 Labels
(1,1,1) 3

7 − 3
7 −6139 −4 2129 −51 13

7
5
7

3
7 S̄39

(1,1,1) − 5
7

4
7 −203 −4 176 −44 20

7
5
7

3
7 S47

(1,1,1) − 5
7

4
7 −203 −4 176 −44 6

7
12
7

3
7 S48

(1,3,1) 1 5
21 1085 −4 5455

2
3
2

6
7

5
7

3
7 X24

(1,1,1) 6
7

4
7 5012 −4 −2015 61 6

7
5
7

3
7 S49

(1,3,1) 2
7 − 2

21 −2212 −4 − 5227
2

17
2

13
7

5
7

3
7 X33

(2,1,1) 0 1
14 −3276 −4 1373 61 13

7
5
7

3
7 X45

(1,1,1) − 1
7 − 3

7 7021 −4 1549
2

17
2

20
7

5
7

3
7 S̄310

(1,1,1) − 1
7 − 3

7 7021 −4 1549
2

17
2

6
7

12
7

3
7 S̄311

T6(0,0,0,0,0,1) (1,1,8) 4
7 − 1

7 −2058 − 5
2 −2186 46 6

7
5
7

3
7 S̄72

(1,1,1) 4
7 − 1

7 4312 8 1958 −66 6
7

5
7

3
7 S̄15

(1,1,1) 4
7 − 1

7 −2058 8 −2186 46 13
7

5
7

3
7 S̄16



Apéndice B

Detalles de los orbifolios Z3 × Z3

En este apéndice se muestran las métricas, matrices de transformación y coordenadas
complejas de los orbifolios formados con Z3 × Z3 en las 5 diferentes redes disponibles sin
roto-traslaciones. Los orbifolios están enumerados como en la tabla 3.3.

Los elementos mostrados son suficientes para el cálculo de los módulos de Kähler.

Retícula 1

Las dos matrices que definen las transformaciones de los vectores de la retícula son:

Q1 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1 1

 , Q2 =


0 −1 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1 0

 . (B.1)

De resolver las ecuaciones QTi gQi la métrica que se obtiene es

g =


R2

1 −R2
1/2 0 0 0 0

−R2
1/2 0 0 0 0 0

0 0 R2
3 −R2

3/2 0 0
0 0 −R2

3/2 R2
3 0 0

0 0 0 0 R2
5 −R2

5/2
0 0 0 0 −R2

5/2 R2
5/2

 (B.2)
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y, de resolver las ecuaciones (3.8) y (3.9) se encuentran las siguientes coordenadas com-
plejas:

z1 =
( 1

18
√

3

)1/6
(x1 + e2πi/3x2) (B.3)

z2 =
( 1

18
√

3

)1/6
(x3 + e2πi/3x4) (B.4)

z3 =
( 1

18
√

3

)1/6
(x5 + e2πi/3x6). (B.5)

Retícula 2

En la retícula correspondiente las matrices que codifican las transformaciones son:

Q1 =


0 0 1 0 0 0
1 0 0 −1 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 1 −1

 , Q2 =


0 0 1 −1 0 0
0 −1 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 1 1 −1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 . (B.6)

La invariancia ante las dos matrices anteriores da como resultado la siguiente métrica:

g =



R2
1

1
2R

2
1(1− 2 cos θ24) 1

2R
2
1(1− 2 cos θ24) −R

2
1

2 0 0
1
2R

2
1(1− 2 cos θ24) R2

1
1
2R

2
1(1− 2 cos θ24) R2

1 cos θ24 0 0
1
2R

2
1(1− 2 cos θ24) 1

2R
2
1(1− 2 cos θ24) R2

1 −R
2
1

2 0 0
−R

2
1

2 R2
1 cos θ24 −R

2
1

2 R2
1 0 0

0 0 0 0 R2
5 −R2

5/2
0 0 0 0 −R2

5/2 R2
5/2


,

(B.7)
y resolviendo (3.8) y (3.9) se obtienen las siguientes coordenadas complejas:

z1 =
( 1

54
√

3

)1/6
(x1 + x2 + x3 + e2πi/3x4) (B.8)

z2 =
( 1

54
√

3

)1/6
(x5 + e2πi/3x6) (B.9)

z3 =
( 1

54
√

3

)1/6
(x1 − eπi/3x2 + 2πi/3x3 − eπi/3x4). (B.10)
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Retícula 3

Las matrices Qi son:

Q1 =


0 0 1 −1 0 −1
1 0 0 1 0 2
0 1 0 0 0 2
0 0 0 1 0 3
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 1 −1

 , Q2 =


0 −1 −1 1 0 −1
0 1 0 −1 −1 1
0 0 1 −1 −1 1
1 1 1 −1 −1 2
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 1 −1

 . (B.11)

La métrica es:

g =



x 6x cos θ12
1+2 cos θ12

6x cos θ12
1+2 cos θ12

3x(1−2 cos θ12)
1+2 cos θ12

x x
6x cos θ12

1+2 cos θ12
6x

1+2 cos θ12
6x cos θ12

1+2 cos θ12
− 3x

1+2 cos θ12
x x

6x cos θ12
1+2 cos θ12

6x cos θ12
1+2 cos θ12

6x
1+2 cos θ12

− 3x
1+2 cos θ12

x x
3x(1−2 cos θ12)

1+2 cos θ12
− 3x

1+2 cos θ12
− 3x

1+2 cos θ12
6x

1+2 cos θ12
x x

x x x x R2
6

1
2 (−R2

6 − 6x)
x x x x 1

2 (−R2
6 − 6x) R2

6


,

(B.12)
con x = (6R2

6 cos2 θ15)/(1+2 cos θ12). Las coordenadas complejas que describen el orbifolio
son

z1 =
(

1
54
√

3

)1/6
(x1 + x2 + x3 + e2πi/3 + x4 + (1 + e2πi/3)x5 + (1 + e2πi/3)x6) (B.13)

z2 =
(

1
54
√

3

)1/6
(x1 + e2πi/3x2 − eπi/3x3 + x4) (B.14)

z3 =
(

1
54
√

3

)1/6
(x5 − eπi/3x6). (B.15)

Retícula 4

Las matrices que definen las transformaciones de los vectores de la retícula son:

Q1 =


−1 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 1 −1 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
−2 0 0 0 1 0
−1 0 0 0 0 1

 , Q2 =


1 0 0 0 0 0
−1 0 −1 0 0 0
−1 1 −1 1 0 0
0 0 0 1 0 0
1 0 0 1 −1 1
1 0 0 1 −1 0

 . (B.16)



64

La métrica es:

g =



R2
1 0 R2

3
2

1
2 (−R2

1 +R2
5) −R

2
5

2 0
0 R2

3 −R
2
3

2
R2

3
2 0 0

R2
3

2 −R
2
3

2 R2
3 −R

2
3

2 0 0
1
2 (−R2

1 +R2
5) R2

3
2 −R

2
3

2 R2
1 −R52

2 0
−R

2
5

2 0 0 −R
2
5

2 R2
5 −R

2
5

2
0 0 0 0 −R52

2 R2
5


, (B.17)

y las coordenadas complejas que describen el orbifolio son

z1 =
( 1

162
√

3

)1/6
(x1 + x4 + (−2− e2πi/3)x5 + i

√
3x6) (B.18)

z2 =
( 1

162
√

3

)1/6
(x1 − eπi/3x4) (B.19)

z3 =
( 1

162
√

3

)1/6
(x1 + i

√
3x2 + (2− eπi/3)x3 + e2πi/3x4). (B.20)

Retícula 5

Las transformaciones de los grupos de punto en los vectores de la retícula están dadas por:

Q1 =


0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 , Q2 =


0 0 0 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
1 0 0 0 −1 0
0 1 0 0 0 −1
0 0 1 −1 0 0

 . (B.21)

La métrica es:

g =



R2
1 R2

1 cos θ12 R2
1 cos θ12 R2

1 cos θ14 −R
2
1

2 x

R2
1 cos θ12 R2

1 R2
1 cos θ12 x R2

1 cos θ14 −R
2
1

2
R2

1 cos θ12 R2
1 cos θ12 R2

1 −R
2
1

2 x R2
1 cos θ14

R2
1 cos θ14 x −R

2
1

2 R2
1 R2

1 cos θ12 R2
1 cos θ12

−R12/2 R2
1 cos θ14 x R2

1 cos θ12 R2
1 R2

1 cos θ12

x −R
2
1

2 R2
1 cos θ14 R2

1 cos θ12 R2
1 cos θ12 R12


. (B.22)

con x = −R2
1(cos θ12 + cos θ14). Las coordenadas complejas que describen el orbifolio son

las siguientes

z1 =
(

1
486
√

3

)1/6
(x1 + x2 + x3 + e2πi/3 + x4 + e2πi/3 + x5 + exp2πi/3x6) (B.23)

z2 =
(

1
486
√

3

)1/6
(x1 + e2πi/3x2 − eπi/3x3 + x4 + e2πi/3x5 − eπi/3x6) (B.24)

z3 =
(

1
486
√

3

)1/6
(x1 − eπi/3x2 + e2πi/3x3 − eπi/3x4 + e2πi/3x5 + x6). (B.25)
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Apéndice C

Algunas funciones de correlación

Para el cálculo de los correladores usados, se hará uso de las relaciones de conmutación
y anticonmutación entre los operadores de creación y aniquilación correspondientes. Y se
procederá a calcular paso a paso, teniendo cuidado de la forma de los estados y de los
operadores que podría actuar en ellos. Además, se utiliza el hecho de que los estados están
normalizados.

Para modos bosónicos izquierdos,

∂w̄X
r
L∂z̄X

r̄
L =

[
∞∑
m=0

αr−m−ηw̄
−1+m+η +

∞∑
m=1

αrm−ηw̄
−1−m+η

]
·

[
∞∑
n=0

αr̄n+η z̄
−1−n−η +

∞∑
n=1

αr̄−n+η z̄
−1+n−η

]
∂w̄X

r
L∂z̄X

r̄
L =

∑
m,n=0

αr−m−ηα
r̄
n+ηw̄

−1+m+η z̄−1−n−η +
∑

m=0,n=1

αr−m−ηα
r̄
−n+ηw̄

−1+m+η z̄−1+n−η

+
∑

m=1,n=0

αr−m−ηα
r̄
n+ηw̄

−1−m+η z̄−1−n−η +
∑
m,n=1

[(n− η)δmn + αr̄−n+ηα
r
m−η]w̄−1+m+η z̄−1−n−η.

(C.1)

En donde se ha usado la relación de conmutación

[αr̄n+η, α
r
−m−η] = (n+ η)δmn. (C.2)

El término que contiene la delta es una serie finita

∑
m,n=1

(n− η)δmnw̄−1+m+η z̄−1−n−η = 1
z̄w̄

(
w̄

z̄

)η (∑
n=1

n( w̄
z̄

)η −
∑
n=1

η( z̄
w̄

)n
)
. (C.3)

Haciendo las sumas∑
m,n=1

(n− η)δmnw̄−1+m+η z̄−1−n−η =
(
w̄

z̄

)η 1
(w̄ − z̄)2 + η

w̄η−1

z̄η
1

(z̄ − w̄) . (C.4)

Ahora, si hacemos el correlador con campos de materia en el sector torcido con γ 6= r,
dada la forma de estos estados |Φ〉 ∝ |0〉R y el orden normal los otros términos producirán
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valores nulos, de modo que

〈Φγ |∂w̄Xr
L∂z̄X

r̄
L|Φγ〉 =

(
w̄

z̄

)η 1
w̄(z̄ − w̄)2 (w̄(1− η) + ηz̄) (C.5)

Para los modos derechos se tiene el complejo conjugado del resultado anterior.

Si η = 0 las expresiones (4.79) igualan a las expresiones (4.53), que son las utilizadas
para calculas si se tienen estados no-torcidos o los módulos mismos. Entonces, si r 6= s

〈Ms|∂w̄Xr
L∂z̄X

r̄
L|Ms〉 = 1

(w̄ − z̄)2 ,

si r = s existirá un término de operadores de creación y aniquilación que actuara en la
forma de los estados |M〉 y se obtendrá el resultado mostrado en el capítulo 4.

Ahora, pasando a los modos fermiónicos, el ordenamiento normal de los modos fermiónicos
es:

Ψs̄
RΨs

R =
∑
p,r>0

Ψs̄
−p−ηΨs

r+ηw
−1/2+p+ηz−1/2−r−η +

∑
p,r>0

Ψs̄
−p−ηΨs

−r+ηw
−1/2+p+ηz−1/2+r−η

+
∑
p,r>0

Ψs̄
p−ηΨs

r+ηw
−1/2−p+ηz−1/2−r−η +

∑
p,r>0

Ψs̄
p−ηΨs

−r+ηw
−1/2−p+ηz−1/2+r−η (C.6)

ordenando el cuarto término∑
p,r>0

Ψs̄
p−ηΨs

−r+ηw
−1/2−p+ηz−1/2+r−η =

∑
r,p

w−1/2−p+ηz−1/2+r−η(δrp −Ψs
r+ηΨs̄

p−η) (C.7)

en donde se usó
{Ψs

r+η,Ψs̄
−p−η} = δrp. (C.8)

El primer término es una suma finita
∑
r,p

w−1/2−p+ηz−1/2+r−ηδrp =
(
w

z

)η 1
w − z

. (C.9)

Si hacemos el correlador con estos estados en el sector torcido Φ la ec. (C.6) los otros
términos serán cero, de modo que

〈Φγ |Ψs̄
RΨs

R|Φγ〉 =
(
w

z

)η 1
w − z

. (C.10)

Ahora con eta = 0 y actuando sobre estados no-torcidos |Φγ〉 ∝ bγ−1/2|0〉R con γ = s,
también existirá un par de osciladores de creación y aniquilación que actuaran, por lo que
el resultado es ahora

〈Φs|Ψs̄
RΨs

R|Φs〉 =
(
w

z

) 1
w − z

. (C.11)
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