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RESUMEN

La flexo-electricidad en las membranas timpanicas, es un efecto de
acoplamiento electromecanico entre la curvatura promedio de la membrana y la
polarizacion eléctrica macroscopica que es esencial para la fisiologia de la
audicion. La flexo-electricidad aplicada a las membranas utiliza un campo eléctrico
impuesto para crear flexioén entre ellas, la cual es utilizada por las células ciliadas
externas (CCE) ubicadas en el oido interno. Motivados por el funcionamiento de la
(CCE), en este trabajo se modela la respuesta mecanica oscilatoria de una
membrana flexo-eléctrica circular inmersa entre dos fases viscoelasticas sujetas
por un campo eléctrico armonico de pequefa amplitud con frecuencia arbitraria. El
modelo se basa en la integracién de: (i) la ecuacion de forma de la membrana
flexo-eléctrica aplicada a una membrana circular unida a la superficie interior de un
capilar circular y (ii) el flujo volumétrico acoplado a las fases viscoelasticas de
contacto, de tal manera, que el efecto del campo eléctrico produce distorsién en la
membrana y la evolucion de ella induce un flujo volumétrico, el cual depende
completamente de las propiedades viscoelasticas del sistema.

Palabra claves: Flexo-electricidad. Reologia, Cristales liquidos, Ecuacion
constitutiva, Modelo de Maxwell, Modelo electroreolégico, Electromotilidad,
Células Ciliadas Externas.

ABSTRACT

Membrane flexoelectricity is an electromechanical coupling effect between
the membrane average curvature and macroscopic electric polarization, which is
essential to the physiology of hearing. Flexoelectric actuation uses an imposed
electric field to create membrane bending and is used by the Outer Hair Cells
(OHCs) located in the inner ear. Motivated by the functioning of the OHC, in this
paper we model the amplitude oscillatory dynamics of a tethered circular
membrane immersed in viscoelastic fluid media driven by a small amplitude
harmonic electric field of arbitrary frequency. The model is based on the integration
of (i) the flexoelectric membrane shape equation applied to a circular membrane
attached to the inner surface of a circular capillary and (ii) the coupled capillary
flow of the contacting viscoelastic phases, such that the membrane flexoelectric
oscillations drive periodic viscoelastic capillary flows.

Key words: Flexoelectricity, Rheology, Liquid Crystals, Constitutive Equations
Maxwell Model, Electro rheological model, Electro-motility Outer Hair Cells
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NOTACION

a Radio del capilar [m]

{bi};i =12 Coeficientes viscoso e inercial [1/s, 1/s?]

{c1,c2} Coeficientes flexo-eléctricos

Ci(2) Constante de integracion [1]

C; Coeficiente flexoeléctrico de la membrana [C]

{E,Eo} Magnitud del campo eléctrico, y amplitud del campo eléctrico
aplicado [N/C]

Em Energia elastica de almacenamiento de la membrana [J]

{dE/dt,dzE/dtz} Primera y segunda derivadas temporales del campo eléctrico
[N/ Cs; N/Cs?]

Fmembrana Fuerza de restauraciéon de la membrana [N]

{Gb,Gt} Mdédulo elastico definido en la regidn inferior y superior [Pa]

h Altura del domo esférico [m]

H Curvatura promedio [1/m]

{Ho, H1} Condiciones iniciales de la curvatura promedio [1/m, 1/m s]

(F1 e Primera y segunda derivada temporal de la curvatura
promedio [1/ms, 1/m s?]

{kc,Ec} Médulos de rigidez y de torsion de la membrana [J]

L Longitud caracteristica axial del tubo capilar [m]

M Parametro elastico de la membrana [Pa]

P Potencia [J/s]

p(zt) Presion [Pa]

Ap (z, 1) Diferencia de presion [Pa]

{pt, pv} Presion superior (z = 2L) e inferior (z = 0) [Pa]

Po Presion constante en la parte superior e inferior del capilar
[Pa]

</(t) Flujo volumétrico [m?/s]

R Radio del domo esférico[m]

(HI),Z) Coordenadas cilindricas [m, rad, m]

t Variable temporal [s]

Vz Velocidad axial [m/s]
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Vectores y tensores

QamSQ@Tog

Tensor rapidez de deformacion [1/s]
Fuerza eléctrica [1/s]

Vector aceleracion de la gravedad [m/s?]
Vector director [1]

Vector de posicién [m]

Tensor de esfuerzo [Pa]

Variables adimensionales

mi mj

3 »—\c-x-
O
N *
—_—

9]
[l

—— ——
TIs
]|

——

S
et

peak

—~1 0O 5 Tl

M g |

3

{Z i Ziee

*

el
T
I
T

=

Coeficientes viscosos e inercial [1]

Campo eléctrico [1]
Energia elastica de la membrana [1]
Mdédulos elasticos de los fluidos (superior e inferior) [1]

Curvatura promedio, en fase y fuera de fase y compleja [1]

Primera y segunda derivadas temporales de la curvatura

promedio [1]
Condiciones iniciales de la curvatura promedio [1]

Radio elastico [1]
Radio elastico critico [1]

Elasticidad de la membrana [1]
Potencia [1]

Potencia maxima [1]

Factor de selectividad bioldgico Q [1]

Tiempo [1]

Frecuencia [1]
Viscosidad total [1]

Limites inferior y superior de la viscosidad total [1]
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Letras Griegas

€
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er
{ntno}

{M Ao}

ﬁi 1= {t,b}
]
{pt, po}

hYY

26

2

{Grr > 699 > Gzz > Grz

Otros Simbolos

{sen, cos}

H

+

—
~

e
{>>,<<}
{dldt)
(olez plet)

Parametro de dimensiones pequefas [1]
Tensién superficial [Pa]

Rapidez de corte [1/s]

Viscosidades inferior y superior [Pa s]

Tiempos de relajacion viscoelasticos de Maxwell superior e
inferior [s]

Viscosidades adimensionales (superior e inferior) [1]

Tiempos de relajacion viscoelasticos de Maxwell (superior e

inferior) [1]

Densidades de los fluidos (superior en inferior) [kg /m3]
Suma de los tiempos de relajacién en el sistema [s]
Suma de la elasticidad de bulto en el sistema [Pa]
Suma de las viscosidades en el sistema [Pa s]
Componentes del tensor de esfuerzos [Pa]

Funciones seno y coseno [1]

Determinante [1]
Diferente of cero [1]

Factor geométrico [mz]
Mayor y menor que [1]

Mucho mayor y mucho menor que [1]
Numero irracional pi [1]

Derivadas con respecto al tiempo[S'l]
Derivada parcial espacial y temporal[M™,S"]
Raiz cuadrada [1]

Valor absoluto1]

Determinante [1]

Definicidon de integral [1]
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Subindices

(o]
{rz,1r,00, 2z}

Abreviaciones
LC

NLC

OHC

CCE

(LS, LV, FM}
{LS, LV, SM}
(LS, HV, FM}
(LS, HV, SM}
{HS, IV, FM}
{HS, IV, SM}

Refiere a los fluidos en la parte inferior y superior
respectivamente [1]
Refiere a las componentes del tensor de esfuerzos [1]

Cristal liquido

Cristal liquido nematico
Células ciliadas externas
Células ciliadas externas

Baja simetria, baja viscosidad y membrana suave
Baja simetria, baja viscosidad y membrana rigida
Baja simetria, alta viscosidad y membrana suave
Baja simetria, alta viscosidad y membrana rigida
Alta simetria, viscosidad intermedia y membrana suave
Alta simetria, viscosidad intermedia y membrana rigida
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Campo eléctrico:

Cristal liquido:

Ecuacion constitutiva:

Ecuacion de continuidad:

Ecuacién de movimiento:

Electromotilidad:

Estado estacionario:

Flexo-electricidad:

Fluido incompresible:

Fluido newtoniano:

Fluido no newtoniano:

Flujo volumétrico:

Membrana:

Glosario
Fuerza eléctrica por unidad de carga

Sistema complejo que presenta propiedades
entre sdélido y liquido que es altamente
anisotropico.

Ecuaciéon que relaciona las variables dinamicas
en un sistema (Rapidez de deformacion,
Esfuerzo, Deformacion).

Ecuacion diferencial parcial que representa la
conservacion de materia en un sistema fisico.

Segunda ley de Newton aplicada a un medio
continuo.

Es el cambio de forma que resulta de la
conversion directa de potencial eléctrico a fuerza
Mecanica, comprimiendo y expandiendo las
CCE.

Estado en el que ninguna propiedad dinamica del
sistema depende del tiempo.

Capacidad de un material para modificar su
curvatura por accidn de un campo eléctrico
externo.

Fluido que tiene una densidad constante.

Fluido con viscosidad constante e independiente
de la rapidez de deformacion.

La viscosidad es una funcion de la rapidez de
deformacion.

Volumen por unidad de tiempo.
Elemento biolégico o sintético que delimita un

espacio fisico y puede o no tener actividad
biologica.
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Modelo de Maxwell:

Rapidez de deformacion:

Resonancia:

Viscoelasticidad:

Ecuacion constitutiva no newtoniana que
combina las propiedades elasticas y viscosas del
fluido.

Rapidez con la que se deforma un fluido.

Fenémeno que se produce cuando un cuerpo
capaz de vibrar es sometido a la accion de una
fuerza peridédica cuyo periodo de vibracion se
acerca al periodo de vibracién caracteristico del
sistema.

Termino que se utiliza para describir materiales
que poseen caracteristicas tanto viscosas como
elasticas.
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

1.1 Flexo-electricidad en la membrana

La flexo-electricidad en las membranas timpanicas, es un efecto de
acoplamiento electromecanico entre la curvatura promedio de la membrana y la
polarizacion eléctrica macroscopica que es esencial para la fisiologia de la
audicién (Petrov 1999, 2001, 2006; Sachs et al. 2009).

La flexo-electricidad aplicada a las membranas utiliza un campo eléctrico
impuesto para crear flexion entre ellas, la cual es utilizada por las células ciliadas
externas (CCE) ubicadas en el oido interno, para amplificar el sonido que viaja del
oido externo al oido medio, a través del complejo sistema auditivo (Thornton &
Abbas 1980; Ehrenstein & Iwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001;
Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009).

Motivados por el funcionamiento de la (CCE), en este trabajo se modela la
respuesta mecanica oscilatoria de una membrana flexo-eléctrica circular inmersa
entre dos fases viscoelasticas sujetas por un campo eléctrico sinusoidal de
pequefia amplitud (Rey 2006a-c, 2007, 2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012;
Herrera-Valencia & Rey 2014).

El modelo se basa en la integracion de: (i) la ecuacion de forma de la
membrana flexo-eléctrica aplicada a una membrana circular unida a la superficie
interior de un capilar circular y (ii) el flujo volumétrico acoplado a las fases
viscoelasticas de contacto, de tal manera, que el efecto del campo eléctrico
produce distorsién en la membrana y la evolucidon de ella induce un flujo
volumétrico, el cual depende completamente de las propiedades viscoelasticas del
sistema (A. D. Rey 2006a-c, 2007, 2008 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-
Valencia E.E. & A. D. Rey 2014).

El modelo membrano-dinamico que describe la evolucion de la curvatura
promedio en funciéon del campo eléctrico aplicado, es de segundo orden en las
derivadas temporales de la curvatura promedio y del campo eléctrico y bajo ciertas
transformaciones algebraicas, se mapea en un modelo de Burgers de Ia
mecanica de sdlidos (A. D. Rey 2006a-c, 2007, 2008 2010; Abou-Dakka et al.
2012; Herrera-Valencia E.E. & A. D. Rey 2014).

El espacio material conformado por la inercia, viscosidad y la elasticidad
de la membrana, se utiliza para clasificar y caracterizar la respuesta de la
frecuencia del sistema eléctrico-mecanico. La respuesta dinamica del sistema, es
tipica de un oscilador arménico forzado y puede mostrar curvas resonantes en la
potencia total.

La amplitud, la frecuencia y la anchura de las curvas resonantes en la
potencia son de relevancia para el funcionamiento de las células ciliadas externas
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

(CCE), las cuales dependen de la inercia que proviene de las fases viscoelasticas
y la relacion entre la elasticidad de la membrana y la de los liquidos en contacto.

El modelo membrano-dinamico (Viscoelastico/Flexo-Eléctrico) integrado y
las aportaciones de este trabajo contribuyen a la busqueda constante en el
entendimiento de los motores bioldgicos conocidos como células ciliadas externas
(CCE), especialmente en el papel fundamental de la deformacion de la membrana
en la entrega de energia mecanica, a través de electro-motilidad y su conversion
en energia dependiente de la frecuencia (Brownell et al. 2001; A. D. Rey 2006a-c,
2007, 2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia E.E. & A. D. Rey
2014).

i
\

Figura 1. “Contraccién de la membrana plasmatica de la CCE”

Los cristales liquidos nematicos son materiales multifuncionales
viscoelasticos anisotropicos auto-organizados, los cuales son orientados debido a
campos externos como por ejemplo: (i) campos eléctricos, (ii) campos magnéticos,
(i) esfuerzos cortantes, (iv) potenciales quimicos, y (vi) sistemas o6pticos (Petrov
1999, 2001, 2006; Sachs et al. 2009).

El orden orientacional se define por un vector director n y las distorsiones
elasticas por el tensor Vn (Rey 2006a-c, 2007, 2008 2010; Abou-Dakka et al.
2012; Herrera-Valencia & Rey 2014).

Una propiedad sorprendente y caracteristica de los cristales liquidos
nematicos es conocida como flexo-electricidad (Petrov 1999, 2001, 2006; Sachs et
al. 2009; Rey 2006a-c, 2007, 2008 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-
Valencia & Rey 2014), la cual describe el acoplamiento entre los mecanismos
asociados a los gradientes elasticos y la polarizacién eléctrico, como aquella
producida por un campo eléctrico el cual modifica la curvatura y esto a su vez crea
un efecto de polarizacién en el sistema (Petrov 1999, 2001, 2006; Sachs et al.
2009).

El vector natural de polarizacion asociado a las deformaciones S=nv-n y
el asociado con la orientacion de la curvatura B=-nxVxn pueden polarizar los
cristales liquidos nematicos (Petrov 1999, 2001, 2006; Sachs et al. 2009; Rey
2006a-c, 2007, 2008 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey
2014).
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

P, =cS+cgB (1.1)

en donde Ps es el polarizacion asociada a la flexo-electricidad, los coeficientes
flexo-eléctricos {CS,CB}, estdn asociados a los mecanismos tipo abanico y a la

curvatura y son del orden de 10pCm™ (Rey 2006a-c, 2007, 2008 2010; Abou-
Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014). La Ec. (1.1) describe un sensor
que cuantifica los mecanismos flexo-eléctricos (Rey 2006a-c, 2007, 2008 2010;
Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014), donde la deformacion crea
polarizacion. El efecto de los mecanismos flexo-eléctricos (Rey 2006a-c, 2007,
2008 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014), describe una
torca asociado a estos, e inducida por el campo eléctrico:

T, = n><{(cS —Cg)[ EV-n-V(n-E) |+(c,+ cB)(n-VE)} (1.2)
donde I'; depende del campo eléctrico y del tensor gradiente de campo eléctrico.

La torca I'; esta dada por la suma de un tensor de esfuerzos flexo-eléctrico
y un tensor acoplado flexo-eléctrico:

I,=—¢T+V-C, (1.3)

La Ec. (1.2) indica como el campo eléctrico E crea un efecto mecanico. Las
aplicaciones actuales de los cristales liquidos flexo-eléctricos incluyen ahorro de
energia, transductores electro-mecanicos y pantallas (Petrov 1999, 2001, 2006;
Sachs et al. 2009; Rey 2006a, 2006b, 2006c, 2007, 2008 2010; Abou-Dakka et al.
2012; Herrera-Valencia & Rey 2014). La electro-elasticidad de membranas
biolégicas y sintéticas pueden ser eficientemente descritas por la teoria de
cristales liquidos, usando wuna aproximacion conocida como nemato-
membranologia. Por ejemplo la elasticidad de una membrana doble bi-lipida es
bien descrita por la conocida ecuacién de Helfrich En para las energias de flexiéon
y torsion respectivamente. Matematicamente se expresa como (Rey 2006a-c,
2007, 2008 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014).

E, =2k H? + kK (1.4)

donde H es la curvatura promedio y K es la curvatura Gaussiana, la cual surge de
la ecuacién de energia elastica nematica de Frank (Rey 2006a-c, 2007, 2008
2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014).

EF=%(V-n)2—K24V~(nV'n+nxVxn) (1.5)

en donde K; y K24 son constantes de elasticas. Las variables geomeétricas
definidas en este trabajo se pueden estudiar en la literatura especializada en el
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

tema (Petrov 1999, 2001, 2006; Sachs et al. 2009; Rey 2006a-c, 2007, 2008,
2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014).

La ciencia que estudia las membranas flexoeléctricas desde el punto de
vista de los cristales liquidos, es conocida como nemato-membranologia. Esta se
basa en la premisa de que una membrana es afin a un cristal liquido cuando el
vector unitario normal k, el cual describe como cambia la curvatura promedio en
una membrana, coincide con el vector director n que describe la orientacion
preferencial de los elementos materiales de un cristal liquido, i.e. n = k en Ec.
(1.5), y considerando solamente deformaciones tangenciales Vs, se obtiene la
siguiente ecuacién para la energia de Frank (Rey 2006a-c, 2007, 2008 2010;
Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014).

E. :(%MK?A)HZ +(-2K,, K (1.6)

si se comparan las Ecs. (1.5) y (1.6) se obtienen las siguientes relaciones:
4k, =(K,+8K,, ) (1.7)
ke =-2K,, (1.8)
El gradiente asociado a la superficie puede ser obtenido por la proyeccién
tangencial del gradiente total Vs(-)=15-V(:);ls=1-kk , en donde las membranas

y los cristales liquidos exhiben flexo-electricidad, i.e., un acoplamiento entre la
polarizacion y la curvatura (Petrov 1999, 2001, 2006; Sachs et al. 2009; Rey
2006a-c, 2007, 2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia E.E. & Rey
2014). Usando la misma aproximacion que se estudidé anteriormente, la Ec. (1.1)
da la polarizacién en funcion de los cambios del vector unitario k y el gradiente
superficial Vs:

P=c,(Vs-k)k (1.9)

en donde Ct es el coeficiente flexo-eléctrico de la membrana, el cual puede ser
calculado a través de experimentos. La torca I' asociado a los efectos flexo-
eléctricos E , puede ser descrita de la siguiente manera (Rey 2006a-c, 2007,
2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014).

r=kx{c,[(V-k)E,-Vs(k-E)]} (1.10)

donde la proyeccion tangencial del campo eléctrico es E, =(1-kk)-E. La Ec.

(1.10) muestra que los efectos eléctricos se llevan a cabo bajo las siguientes
condiciones:

¢, >0, E,#0 6V, (k-E)=0 (1.11)
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

En conclusién parcial, los mecanismos asociados a la flexo-electricidad
pueden aplicarse a sensores de tipo biolégicos, debido a su acoplamiento entre la
polarizacion y la curvatura como en los cristales liquidos nematicos. Esta
investigacion es motivada por las propiedades flexoeléctricas, i.e., la facilidad que
tiene un sistema para modificar su curvatura por efecto de un campo eléctrico
aplicado, como aquel encontrado en las células ciliadas externas localizado en el
oido interno (Petrov 1999, 2001, 2006; Sachs et al. 2009; Rey 2006a-c, 2007,
2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014).

1.2 Membranas flexoeléctricas

Las membranas flexoeléctricas han sido estudiadas debido a sus
capacidades como sensores debido al acoplamiento entre la curvatura promedio y
los mecanismos de polarizacion, los cuales describen a los cristales liquidos
nematicos. Esta investigacion es motivada por las observaciones en membranas
biolégicas flexoeléctricas como las observadas en las células ciliadas externas, las
cuales se encuentran en el oido interno y son conocidos como los motores
biolégicos que amplifican el sonido en el oido humano (Petrov 1999, 2001, 2006;
Sachs et al. 2009; Rey 2006a-c, 2007, 2008 2010; Abou-Dakka et al. 2012;
Herrera-Valencia & Rey 2014). La flexo-electricidad en las membranas tienen un
potencial uso debido a sus capacidades como sensores bioldgicos (Petrov 1999,
2001, 2006; Sachs et al. 2009; Rey 2006a, 2006b, 2006¢, 2007, 2008 2010; Abou-
Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014) y debido a esto, es una area de
interés en materia suave de materiales (Petrov 1999, 2001, 2006; Sachs et al.
2009; Rey 2006a-c, 2006b, 2006¢, 2007, 2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012;
Herrera-Valencia & Rey 2014). La flexo-electricidad en materia suave
complementa y extiende la aplicacién de los materiales piezoeléctricos los cuales
acoplan la deformacion con la polarizacién en materiales complejos tipo cristales y
ceramicos.

Muchos materiales, exhiben estructuras complejas como los cristales
liquidos, como los encontrados en la proteina producida por las araias, colageno
y membranas biolégicas como las encontradas en las células ciliadas externas
(Petrov 1999, 2001, 2006; Sachs et al. 2009; Rey 2006a-c, 2006b, 2006¢, 2007,
2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014).

Durante muchos afios, mucho de las investigaciones en materiales flexo
eléctricos se han centrado en el estudio del calculo de las coeficientes flexo-
eléctricos en diferentes sistemas de cristales liquidos. Para membranas bioldgicas
tipo cristal liquido, el valor numérico de los coeficientes estan en el orden de 3 a
20 pC/m, pero recientemente Harden et al. 2010, han reportado coeficientes flexo
eléctricos hasta del orden 35 nC/m en cristales liquidos tipo banana empleados en
transductores mecanico eléctricos (Patel & Meyer 1987; Broughton et al. 2005;
Harden et al. 2008; Harden et al; 2010).
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

Las células ciliadas externas exhiben un comportamiento complejo llamado
electro-motilidad (Patel & Meyer 1987; Broughton et al. 2005; Harden et al. 2008;
Rabitts et al. 2009; Harden et al; 2010). Las células ciliadas ubicadas en el oido
interno, en la coclea las cuales amplifican el sonido hasta un valor cercano de 50
db (Patel & Meyer 1987; Broughton et al. 2005; Harden et al. 2008; Rabitts et al.
2009; Harden et al; 2010) la coclea amplifica y provee a los mamiferos la
capacidad de oir en un amplio intervalo de frecuencias. La potencia disipada por
las células ciliadas (Patel & Meyer 1987; Broughton et al. 2005; Harden et al.
2008; Rabitts et al. 2009; Harden et al; 2010) es de mucho interés en los procesos
de pérdida auditiva muchas veces causados por el deterioro de estos motores
bioldgicos (Patel & Meyer 1987; Broughton et al. 2005; Harden et al. 2008; Rabitts
et al. 2009; Harden et al; 2010), cuyo entendimiento requiere de teoria de
ecuaciones constitutivas viscoelasticas para el entendimiento de la
electromotilidad en las células ciliadas externas.

Un hecho clave en la amplificacién del sonido en las células ciliadas, son la
energia disipada y la energia almacenada respectivamente. Asi que la descripcidn
y el entendimiento de la electromotilidad se basa en su dependencia con la
frecuencia de oscilacion, inmersas en medios viscoelasticos debido a campos
eléctricos oscilantes (Patel & Meyer 1987; Broughton et al. 2005; Harden et al.
2008; Harden et al; 2010; Rey 2006a-c, 2007, 2008, 2010; Abou-Dakka et al.
2012; Herrera-Valencia & Rey 2014). El campo eléctrico E produce oscilaciones
en la membrana elastica a través de efectos mecano eléctricos y flexo-eléctricos
(Rey 2006a-c, 2007, 2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey
2014).

Por otro lado las oscilaciones de la membrana elastica desplazan las fases
viscoelasticas a travées de los mecanismos elasticos y viscoelasticos
respectivamente (Rey 2006a-c, 2007, 2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012;
Herrera-Valencia & Rey 2014). El efecto combinado que permite la conversion de
energia eléctrica a mecanica es la integracion de los efectos flexo eléctricos y los
efectos mecanicos (Rey 2006a-c, 2007, 2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012;
Herrera-Valencia & Rey 2014). Los puntos importantes de la conversion de
energia en este dispositivo son: (i) Cuanta potencia es liberada por la membrana
debido al contacto de las fases viscoelasticas por efecto al campo eléctrico
impuesto, (ii) Cuanta energia elastica es almacenada en la membrana elastica y
(iii) en sistemas bioldgicos las propiedades importantes son las curvas resonantes
y su caracterizacion (frecuencia de resonancia, maximo valor en las curvas
resonantes, anchura de las curvas resonantes, Rey 2006a-c, 2007, 2008, 2010;
Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014)

Las células ciliadas externas o CCE, estan colocadas en tres hileras en el
lado externo del tunel de Corti. Son células sensoriales con caracteristicas
realmente unicas. Estan preparadas para realizar la transduccion mecano-
eléctrica, como las CCI, pero no trasmiten ninguna caracteristica del estimulo
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

sonoro al cerebro. Al contrario, un mecanismo activo de transduccion inversa
(electro-mecanico) le permite reenviar la energia para aumentar la sensibilidad y la
selectividad frecuencia. La coclea humana tiene entre 10.000 y 12.000 de la CCE
(Rey 2006a-c, 2007, 2008, 2010; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey
2014).

1.3 Modelos mateméticos electro-reoldgicos

1.3.1 Modelo estatico

La relacion basica entre la curvatura promedio y el campo eléctrico aplicado
en membranas flexo-eléctricas, ha sido presentada y discutida profundamente por
Rey (2005, 2006a-c, 2007, 2008) y Abou-Dakka et al. (2012), matematicamente
se expresa de la siguiente manera:

275+ (2K, ke )3 C.3
H(t)= = E(t 1.12
L (t) aL (t) (1.12)

La Ec. (1.12) es la relacién basica para estos sistemas, la cual se basa en
la relacion entre la curvatura promedio y el campo eléctrico. Nétese que el
paréntesis del lado izquierdo de la igualdad, describe la elasticidad de la
membrana a través de las propiedades materiales asociados a los mddulos de

torsion y de flexion {kC,EC}, y la tension interfacial. EI miembro derecho de la Ec.

(1.12) describe los mecanismos eléctricos a través de la carga en el sistema Csy
variables geométricas {L,J}.

1.3.2 Modelo viscoso

La Ec. (1.12) ha sido base para estudiar el efecto de las membranas
flexoeléctricas en medios viscosos y viscoelasticos (Rey 2005, 2006a-c, 2007,
2008, Abou-Dakka et al. 2012). Para estudiar estos sistemas, Rey (2008) y Abou-
Dakka et al. (2012), propusieron un capilar de longitud z = 2L y radio r = a, la parte
superior inmersa con un fluido viscoso de viscosidad n, y la parte inferior con una

viscosidad n,. La membrana flexo-eléctrica es colocada en medio del capilar, en

donde la curvatura de la membrana cambia por efecto de un campo eléctrico
aplicado a la parte inferior del capilar (Rey 2008; Abou-Dakka et al. 2012).

El modelo resultante, es una ecuacién diferencial de primer orden para la
curvatura promedio en funciéon del campo eléctrico y las propiedades materiales,
i.e.
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dH(t) s 2y0+(2kc+Ec)S

C.3
(nﬁnb) at m H(t)=—

4L

E(t) (1.13)

enla Ec. (1.13), Z=ntmn, es la viscosidad total del sistema y d/dt es el operador

derivada temporal, que describe la evolucién de la curvatura promedio, y
fisicamente da informacién acerca de la rapidez con la que oscila la membrana (
Rey 2008; Rey et al. 2012).

1.3.3 Modelo viscoso no lineal

Este modelo fue extendido a un modelo no lineal tomando en cuenta que la
longitud L es una funcion de h(t), i.e., L= h(t), por lo que se obtiene la siguiente

ecuacion diferencial no lineal, la cual fue resuelta por Rey 2008, mediante técnicas
perturbativas.

dH(t)
dt

2na?H(t) +(270+(2kC+EC)S)H(t) = C,JE(t) (1.14)

notese, que la Ec. (1.14) no contiene una longitud caracteristica axial. Aqui se
supuso que las dos fases viscosas tienen el mismo valor, por lo que
X =n,+n, =2n. El siguiente paso fue extender el modelo viscoso incorporando

los mecanismos elasticos, mediante el modelo de Maxwell (Abou-Dakka et al.
2012).

1.3.4 Modelo viscoelastico

Abou-Dakka et al. 2012, analizaron este mismo problema, para dos fluidos
viscoelasticos en el régimen de viscoelasticidad lineal generando el siguiente
modelo de segundo orden lineal de coeficientes constantes:
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d? d d? d
Lbz F—’_ bla'i‘ bO]H(t) = [az W"‘ala*'aojE(t)

2y,+(2k, ke )3
b,=nA, A A, (4L )
205+ (2K, +ke) 3
b,=n,, + (2, +kb) m (1.15)
2y,+(2k ke )3
sy
41
C.3 C.3 C.3
a, :4f_L)\‘t>\‘b’ 4 :4f_L()\‘t+}\’b)’ a4y = 4fL

este modelo incluye como casos particulares los modelos anteriores, cuando los
tiempos de relajacion son cero, i.e., A,=1, =0, por lo que se recupera el modelo

viscoso. Sl los tiempos de relajacion y las viscosidades son cero, i.e. A=A, =0;
n,.="n, =0, se recupera el caso flexoeléctrico (Abou-Dakka et al. 2012)).

Por otra parte Herrera-Valencia & Rey 2014, demostraron que el modelo
viscoelastico de Abou-Dakka et al. 2012, es equivalente a un sistema mecanico y
que el sistema fisico campo eléctrico-curvatura promedio puede ser representado
mediante una funcion de transferencia compleja con retroalimentacion, el cual es
gobernado por los mecanismos reologicos y flexoeléctricos a través de las
propiedades materiales en el sistema. Ademas, se demostréo que los efectos
inerciales con llevan a tener varios picos resonantes como los encontrados en
otros sistemas fisicos (Herrera-Valencia & Rey 2014). Finalmente, los efectos
resonantes, son un acoplamiento entre las propiedades viscoelasticas, elasticas
de la membrana y flexoeléctricas. Las curvas resonantes, son obtenidas cunado
hay un contraste entre las fases viscoelasticas, i.e., una de ellas es muy
viscoelastica y la otra débilmente viscoelastica, la viscosidad de bulto debe ser la
maxima en el sistema, la elasticidad de la membrana debe ser pequefia en
comparacién con la elasticidad de bulto (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera—
Valencia & Rey 2014).

En este trabajo, tomamos como punto de partida, la investigacion realizada
por Abou-Dakka et al. 2012 y corregimos el modelo dado por las Ecs.(1.15) en
forma adimensional de Abou-Dakka et al. 2012 mediante la incorporacion de
un_término faltante. A partir del modelo obtenido, se deduce la soluciéon en
estado no estacionario vy las respectivas ecuaciones para la potencia y la energia
elastica de la membrana. La distribucion de la tesis se presenta en la Figura 2y el
objetivo general y los particulares son enunciados posteriormente.
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

Por otro lado y debido a la busqueda constante de entender el sistema
auditivo humano y asi poder acceder a aplicaciones cientificas y tecnolégicas en la
busqueda de nuevos materiales y resultados analiticos simples que permitan
contrastar las predicciones numéricas y las observaciones experimentales, se
justifica plenamente la originalidad de la investigacion, contenida en el presente
proyecto de licenciatura.

1 Introduccion

v
2 Marco Teorico

\ 4

3 Modelo

A 4

4 Evolucién temporal y oscilatoria

Y

5 Simulaciones
Computacionales

\ 4

[ 6 Conclusiones )
v
5 Trabajo futuro
J

Figura 2. “Organizacion del proyecto de tesis”.
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo General

a) Contribuir al entendimiento del comportamiento reoldgico de las
membranas flexoeléctricas en medios viscoelasticos, para su aplicaciéon
como modelo a las CCE.

1.4.2 Objetivos Particulares

a) Deducir un modelo matematico que describa la curvatura de la membrana
flexoeléctrica, en funcion de las propiedades viscoelasticas, flexoeléctricas
y elasticas del sistema.

b) Mediante un campo eléctrico, obtener expresiones para la médulos de la
curvatura, potencia, energia elastica y el factor Q, el cual describe la
relacion entre las propiedades elasticas y la disipacion en el medio.

1.4.3 Hipotesis

La aplicacion de un campo eléctrico al sistema (membrana flexoeléctrica)
produce el efecto de curvatura en la membrana flexoeléctrica la cual a su vez
induce un flujo volumétrico a través del capilar, de los fluidos viscoelasticos
produciendo una disipacion de energia la cual esta relacionada con el efecto de
amplificacion en las células ciliadas externas.
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

2.1 Fluidos complejos

Los fluidos complejos como su nombre lo indica, son aquellos que
presentan comportamiento reoldgicos en estado estacionario y no estacionario,
muy interesantes debido a los agentes externos que apliquen en ellos (de Gennes
& Prost 1994; Rey & Herrera-Valencia 2012a-b). Algunos ejemplos de fluidos
complejos son los sistemas poliméricos, micelares, fluidos bioldgicos, cristales
liquidos, etc. Los polimeros por ejemplo, son sistemas en donde una unidad
llamada mondémero se repite y que presentan propiedades fisicas complejas
debido a las interacciones entre sus cadenas y peso molecular (de Gennes &
Prost 1994; Rey & Herrera-Valencia 2012). Los sistemas micelares contienen
miles o decenas de miles de agentes tenso activos (un tensoactivo es un sistema
que abate la tensidn superficial de los liquidos) y que contienen una parte
hidrofobia y una hidrofilia (Rey & Herrera-Valencia 2012). Los sistemas micelares
dependen de la concentracién y dependiendo de esta, pueden pasar de sistema
esféricos a cilindricos por efecto de un agente estos sistemas micelares dependen
de la concentracion y por agente externo entiéndase una fuerza que se aplica en
una area paralela a la fuerza (Rey & Herrera-Valencia 2012a-b). Los cristales
liquidos son fluidos anisotropicos, es decir dependen de la posicién y pueden ser
orientados a través de campos externos eléctricos y magnéticos (de Gennes &
Prost 1994; Rey & Herrera-Valencia 2012a-b).

2.2 Cristales liquidos

El cristal liquido es un tipo especial de estado de agregacion de la materia
que tiene propiedades de las fases liquida y sélida (de Gennes & Prost 1994; Rey
& Herrera-Valencia 2012a-b). Dependiendo del tipo de cristal liquido, es posible,
por ejemplo, que las moléculas tengan libertad de movimiento en un plano, pero
no entre planos, o que tengan libertad de rotacion, pero no de traslacion cada
molécula consta de un papel que a su vez o sirve y no se llega a una conclusion
exacta solo por eso se le llaman liquidos. Se suele atribuir el descubrimiento de
los cristales liquidos al botanico Friedrich Reinitzner que en 1888 encontrdé una
sustancia que parecia tener dos puntos de fusion (de Gennes and Prost 1994). Un
afno mas tarde Otto Lehmann solvento el problema con la descripcion de las nano
estructuras liotropicas de cristal liquido (de Gennes & Prost 1994).

2.2.1 Cristales liquidos biolégicos

Los cristales liquidos biolégicos son abundantes en los seres vivos. Por
consiguiente, los cristales liquidos liotropicos atraen la atencion particular en el
campo de la quimica biomimética (Rey & Herrera-Valencia 2012a-b). En particular,
las membranas bioldgicas y las membranas de las células son una forma de
cristal liquido. Sus moléculas dispuestas en forma de barra (por ejemplo, los
fosfolipidos o las lecitinas) son organizadas perpendicularmente a la superficie de
la membrana, mas la membrana es liquida y elastica (Rey & Herrera-Valencia
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

2012a-b). Las moléculas del componente pueden fluir facilmente, pero tienden a
no salir de la membrana, y pueden desplazarse de un lado a otro de la membrana
con alguna dificultad (de Gennes & Prost 1994; Rey & Herrera-Valencia 2012a-b).
Estas fases del cristal liquido en la membrana pueden recibir e introducir las
proteinas importantes como si fuesen libremente receptores "flotantes", o por fuera
de la membrana (de Gennes & Prost 1994; Rey & Herrera-Valencia 2012a-b).
Muchas otras estructuras bioldgicas exhiben la conducta de cristal liquido (de
Gennes & Prost 1994; Rey & Herrera-Valencia 2012a-b). Por ejemplo la solucién
concentrada de la proteina que es arrojada por una arafia para generar seda de
arana es, de hecho, una fase del cristal liquido (de Gennes & Prost 1994; Rey &
Herrera-Valencia 2012a-b). El orden preciso de las moléculas en la seda es critico
para darle su conocida fuerza. El ADN y muchos polipéptidos conforman fases de
cristal liquido (de Gennes & Prost 1994; Rey & Herrera-Valencia 2012a-b).

2.2.2 Tipos de fase en los cristales liquidos

Los cristales liquidos dependen fuertemente de la temperatura ya que estos
son una mesofase entre la fase cristal y la fase liquida, un primera clasificacién de
los cristales liquidos consiste en la temperatura de operacion y el grado de
ordenamiento.

2.2.2.1 Fase nematica

Una de las fases de cristales liquidos mas comunes es la nematica. La
palabra nematica viene del griego nua (nema), que significa “hilo”. Este término se
origina de los defectos topolégicos que se observan en los cristales liquidos
nematicos, los cuales se denominan formalmente como “disclinaciones”. Los
nematicos también exhiben defectos topoldgicos llamados “erizos”. En una fase
nematica, las moléculas organicas calamiticas o con forma de vara no tienen un
orden posicional, pero se alinean automaticamente para tener un orden direccional
de largo alcance con sus ejes longitudinales mas o menos paralelos; por lo tanto,
las moléculas son libres de fluir y el centro de las posiciones de sus masas se
distribuyen al azar como en un liquido, pero mantienen su origen direccional de
largo alcance. La mayoria son cristales liquidos nematicos mono axiales: tienen un
eje que es mas largo y preferido, con los otros dos siendo equivalentes (pueden
aproximarse como cilindros o varillas).
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

Figura 3. “Ordenamiento de las moléculas en la fase nematica”

Sin embargo, algunos cristales liquidos son nematicos biaxiales, lo que
significa que, ademas de la orientacion de su eje largo, también se orientan a lo
largo de un eje secundario. Los nematicos tienen una fluidez similar a la de los
liquidos comunes (isotropicos) pero pueden ser facilmente alineados por un
campo eléctrico o magnético externo. Los cristales liquidos nematicos alineados
tienen las propiedades Opticas de los cristales mono axiales y esto los hace muy
utiles en pantallas de cristal liquido LCD).

Figura 4. “Esquema que clasifica las diferentes fases que se presentan, por orden de
temperatura”

2.3 Ecuaciones constitutivas

En esta seccion, se presentan algunas de las ecuaciones constitutivas mas
utilizadas en Fendmenos de Transporte y Reologia de fluidos complejos. Primero
se define la ecuacion mas simple, el modelo newtoniano, seguida de alguno de los
modelos no newtonianos mas utilizados en la literatura especializada en el tema
(Bird et al. 1987).

2.3.1 Fluido newtoniano

En esta seccion, se presentan algunas de las ecuaciones constitutivas mas
utilizadas en Fendmenos de Transporte y Reologia de fluidos complejos (Bird et al
1987). Primero se define la ecuacion mas simple, el modelo newtoniano, seguida
de alguno de los modelos no newtonianos mas utilizados en la literatura
especializada en el tema (Bird et al 1987).
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

Desde el punto de vista de los fendmenos de transporte y reologia, el fluido
mas sencillo es el newtoniano, llamado asi porque su comportamiento sigue la ley
de Newton (Bird et al 1987). El esfuerzo de corte es proporcional al gradiente de
velocidad de corte:

oc=2uD

D:E(VV+VVT) 2.1)
2

La constante de proporcionalidad se denomina viscosidad y se mide en Pa
s (en Sl) en la practica se utiliza comunmente el centipoise (cp). Por definicion,
todos aquellos fluidos que no siguen la ec. (1) son no newtonianos (Bird et al.
1987).

2.3.2 Fluidos no newtonianos

Desde el punto de vista tecnoldgico e industrial, los fluidos no-newtonianos,
son aquellos que presentan propiedades, aplicaciones tecnoldgicas y cientificas
mas interesantes (Herrera et al. 2009; Herrera et al 2010; Bird et al. 1987).

La definiciobn mas simple y sencilla de un fluido no newtoniano, es aquella
en donde la rapidez de deformacidon, no muestra una relacion lineal entre el
esfuerzo y la rapidez de deformacion (Bird et al. 1987). En este punto la viscosidad
no es constante y depende de la rapidez con la que se deforme la muestra, la
temperatura, la presion, la concentracién, el pH entre otras (Bird et al 1987).

2.3.2.1 Modelo de ley de potencia

El modelo mas sencillo después del modelo newtoniano, es el del ley de
potencia, o de Ostwald de Waele, el cual, tiene la siguiente representacion
matematica (Bird et al. 1987):

=2 (I, )D = 2K(,/2(D:D))MD (2.2)

donde K y n son parametros empiricos, K es el indice de consistencia y n es el
indice de comportamiento de flujo (Bird et al. 1987). El término entre corchetes se
denomina viscosidad aparente y es evidente que no es constante, dependiendo

directamente de la velocidad de corte y,. Debido a que n determina precisamente

el modo en que se desarrolla el flujo, si n < 1 el fluido se denomina pseudoplastico
(Adelgazante al corte), estos fluidos fluyen mas facilmente aumentando la
velocidad de deformacion (Bird et al. 1987).
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

Por el contrario, cuando n > 1, la resistencia a fluir aumenta con un
incremento en la velocidad de corte, y el fluido se denomina dilatante (engrozante
al corte).La mayoria de los fluidos no newtonianos son pseudplasticos: alimentos
(ugo y pure de frutas, salsas) polimeros fundidos (poliestireno, acrilonitrilo,
polipropileno, etc), cosméticos, latex, tinta de imprenta (Bird et al. 1987).

Los fluidos engrozantes al corte son los mas raros, entre otros el cemento y
las suspensiones concentradas (ej: almidon de maiz) siguen este comportamiento
(Bird et al. 1987). A bajas velocidades de corte, el liquido presente llena los
espacios libres, a medida que la velocidad de corte aumenta, el material se
expande o dilata y comienza a aparecer esfuerzos de interaccion solido-solido que
se traducen en un aumento de la viscosidad aparente (Bird et al. 1987).

Una limitacion importante de la ley de la potencia es que es aplicable a un
rango limitado de velocidades de corte. Ademas el valor de K depende del valor
numeérico de n, con lo cual valores de K de distintos fluidos no son comparables.

2.3.2.2 Modelo de Ellis

El modelo de Ellis, contiene tres propiedades materiales las cuales
describen una primera zona newtoniana a bajas rapideces de deformacién, y una
zona intermedia relacionada con el modelo de ley potencia (Bird et al. 1987). Este
modelo puede ser deducido mediante una combinacién del modelo newtoniano y
el de ley de potencia respectivamente, suponiendo que la rapidez de deformacién
es aditiva (Bird et al. 1987). La ecuacion constitutiva de Ellis, contiene tres
parametros ajustables denotados por: {po,p1,a} los cuales estan relacionados con
la fluideces a cortes bajos y moderados y el inverso del indice del modelo de ley
de potencia. Este modelo admite soluciones analiticas en flujo cortante simple en
diferentes situaciones de flujo para el perfil de velocidades, flujo volumétrico,
funcidn viscosidad, rapidez de deformacién, etc, el modelo matematico es el
siguiente:

2D= @ 0+ (p1|<s|m'1 ¢ (2.3)

2.3.2.3 Maxwell

El modelo de Maxwell, es el modelo mas sencillo que describe a los fluidos
viscoelasticos en el régimen de viscoelasticidad lineal (Bird et al. 1987; Calderas et
al 2009; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014). Este modelo
combina al solido de Hook, con el fluido newtoniano. EI modelo de Maxwell

contiene dos parametros materiales {KOZHO/GO,T‘IO} , el tiempo caracteristico
A,=1,/G, se conoce como el tiempo de relajacion del sistema, y es el tiempo que
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

tarde el sistema en alcanzar el equilibrio después de ser sometido a un esfuerzo
(Bird et al. 1987).

6+X0§6=2n0D (2.4)

cuando el tiempo de relajacion i, es cero el sistema se reduce al modelo

newtoniano, mientras que a velocidades muy bajas y, =0, el sistema puede ser

integrado y puede obtener el modelo de Hook (Bird et al. 1987). Las propiedades
materiales que intervienen la Ec. (2.4) pueden ser calculadas mediante pruebas de
flujo oscilatorio y de flujo en estado estacionario respectivamente (Calderas et al
2009).

2.3.2.4 Jeffrey

El modelo de Jeffrey, es un modelo viscoelastico que acopla el modelo
newtoniano (solvente) con el modelo de Maxwell (polimero) (Bird et al. 1987,
2005). Suponiendo que el esfuerzo total en el sistema es la suma del esfuerzo del
solvente, mas el esfuerzo del polimero:

6=0,+6,=2nD+o,

0 (2.5)
G, +1 aop =2n,D
combinando las Ecs. (2.5), se tiene el modelo de Jeffrey;
0 0 n, :
c+A, ac =21, (1+XJP EJD;XJP = {ns ey pr,no =N, +1, (2.6)

Este modelo contiene tres propiedades materiales las cuales son dos
tiempos caracteristicos y una viscosidad a bajo corte {no,kp,kjp} (Bird et al. 1987,

2009). La Ec. (2.6) es frecuentemente utilizado en la descripcion de polimeros de
peso molecular bajo. Esta ecuacion constitutiva se reduce al modelo newtoniano

cuando el tiempo de Maxwell y Jeffrey tiende a cero, i.e. {Kp=kjp =O}, al modelo

de Maxwell cuando {kjp = O} , al modelo de Hook cuando el frente de velocidades

es homogéneo, es decir a rapideces de deformacion baja, i.e. vy, =0 (Bird et al
2009, 2010).
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2.3.2.5 Tanner

Existen en la literatura de fenobmenos de transporte y reologia muchas
ecuaciones constitutivas que describen el comportamiento a altas rapideces de
deformacion, i.e. en el régimen de viscoelasticidad no lineal (Bird et al 1987,
2010). Uno de esos modelos, es la ecuacion constitutiva de Tanner (Bird et al
1987; Bird et al 2010), la cual puede ser expresada en términos de la derivada
convectiva superior de Maxwell (Bird et al. 1987, 2006)

6440 =2n(I1,)D 2.7)

en donde la derivada convectiva superior de Maxwell se define como:

;=Ec—{va -c+o~vv}=ﬁc+V~VV—{VVT~c+o~VV} (2.8)
Dt ot

La funcidén viscosidad puede tomar cualquier forma, en particular, si se
combina el modelo de Tanner (Bird et al. 1987) con el modelo de Ley de potencia,
se tiene lo siguiente:

G+7\.0;=21’1’1( 2(D:D))n-1D (2.9)

Esta ecuacidon nos describe el comportamiento viscoelastico no lineal para
un fluido que presenta propiedades elasticas y adelgazantes al corte
respectivamente (Bird et al. 1987, 2009).

Finalmente, los modelos discutidos en esta seccidn, nos permite establecer,
las diferencias de los modelos ineldsticos no-newtonianos mas comunes de la
literatura, en general las soluciones de bajo peso molecular como el agua,
acetona, algunos liquidos inmiscibles. Por otra parte, los fluidos no-newtonianos
presentan un reto en la descripcion de sistemas complejos. La aplicacidon de estos
fluidos, se presenta en diferentes situaciones fisicas, como por ejemplo: La ciencia
y la ingeniera de nuevos materiales como son: (i) fibras sintéticas (utilizadas en la
industria espacial), (ii) polimeros (plasticos), (iii) polimeros asociativos (utilizados
como agentes estabilizantes en la industria de las pinturas base agua), (iv)
cristales liquidos (utilizados por sus propiedades Opticas en pantallas de cristales
liquidos, fibras sintéticas, y reconstruccion de tejido 6seo en bioingenieria), (v)
fluidos bioldgicos, los cuales representan un reto para los ingenieros modernos
(Rey 2005, 2006, 2007, 2008; Rey & Herrera 2012). En este contexto, los fluidos
no- newtonianos involucran conocimientos multidisciplinarios, como la fisica,
quimica, biologia, matematicas e ingeniera.
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2.4 Fendmenos de transporte

Los Fendmenos de Transporte, se define como la rama de la Ingenieria
Quimica que estudia los mecanismos de transporte en momento, energia y masa.
Los fendmenos de transporte pueden ser estudiados a nivel macroscépico,
microscopico y molecular (Bird et al. 1987, 2006). La ecuacion basica de

transporte puede ser descrita en término de la derivada material D/Dt (Bird et al
1987):

%:(§+v-vsz—v-v+f (2.10)
Dt et

Mecanismo de % v £
Transporte

Momento

Newton pV ®=pvv+T=pvw-pl+o P9

Energia
Termodinamica U=pCpT q=—kvT c:D
Irreversible

Masa
Conservacion
N, =—cD,.VX, +X, (N, +N
de los moles en Ca A 2o V%p X (NA+Ng )
un sistema

Continuidad

Conservacion
V

de la masa P P 0

Tabla 1. “Variables aplicables a la ecuacion general de transporte”

El primer término de la Ec. (2.10) representa la derivada material de la
propiedad X, la cual es igual a los cambios espaciales del flux a través de la
divergencia del flux Y y por ultimo la fuente f (Bird et al. 2005).
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2.4.1 La ecuacion de transporte de cantidad de movimiento

La ecuacion de momento, se basa principalmente en la segunda ley de
newton del movimiento en un medio continuo, la cual puede ser escrita de la
siguiente manera (Bird et al. 1987, 2005)

DV 0
—=p| —+V-V |V=-Vp+V.0+ 2.1
i p( p j p pg (2.11)

En la Ec. (2.11) p es la densidad del liquido, V es el vector de velocidad, p es
la presion, ¢ es el tensor de esfuerzos viscoso, y g es el vector aceleracion de la
gravedad, que en el campo terrestre es constante. Si el fluido que describe la
relacion del tensor de esfuerzos con la rapidez de deformacién es lineal, la Ec.

(2.11) se transforma en la Ec. de Navier-Stokes para los fluidos newtonianos (Bird
et al. 1987, 2005):

p%:p(§+V-VjV:—Vp +uV2V+pg (2.12)

la Ec. (2.12) es base para el calculo de la mecanica de fluidos newtonianos.

2.4.2 La ecuacion de transporte de energia

La ecuacién de energia, se puede interpretar como una extension de la
primera ley de la termodinamica a un sistema irreversible, en donde el tiempo si
es una variable importante, ya que desde el punto de vista clasico, no es tomada
en cuenta (Bird et al. 1987, 2005). A partir de la tabla se tiene lo siguiente:

pCp%:pCp(§+V-VjT:—V-q+c:D:kV2T+c:D (2.13)

La Ec.(2.13) describe la evolucion temporal y espacial de la temperatura
como una consecuencia del flux de energia, y del trabajo irreversible realizado por
un agente externo sobre los mecanismos viscosos. La Ec. (2.13) es punto de
partida en los calculos del perfil de temperatura asociado a los procesos
moleculares y los disipativos respectivamente (Bird et al. 1987, 2005).
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2.4.3 La ecuacion de transporte de masa

Suponiendo que existe un sistema fisico en donde hay intercambio de
masa, la ecuacién que rige este intercambio, puede ser descrita en términos de la
derivada material (Bird et al. 1987, 2005):

DC,
Dt

:(2+V-VJCA =cD, VX, —

ot (2.14)

VXa(Na+Ng) =X, V-(Ny+Ng )+R,

La Ec. (2.14) describe los cambios temporales y espaciales de la
concentracion de la especie A por efecto de los mecanismos difusivos y de las
contribuciones de los cambios espaciales a través del movimiento global del fluido.
Cuando el movimiento global del fluido se desprecia es decir, los cambios
espaciales en el movimiento global del fluido son despreciables y solamente los
mecanismos difusivos y el término de generacién contribuyen al balance, por lo
que la ecuacion de conservacion se puede escribir como (Bird et al. 1987, 2005):

D;A = (§+V-VJCA =D,5V?(cX, )- k,Ch =DgV?Ca-k,Ch (2.15)

La Ec. (2.15) describe los cambios espaciales y temporales de la
concentracion como funcién de los mecanismos difusivos y de reaccién quimica
respectivamente.

2.5 Reologia

La reologia, es la ciencia que estudia el flujo y la deformacion de la
materia, es decir, las propiedades mecanicas de los gases, liquidos, plasticos,
substancias asfalticas, materiales cristalinos y otros. Por lo tanto, el campo de la
reologia se extiende, desde la mecanica de fluidos newtonianos por una parte,
hasta la elasticidad de Hooke por otra parte. Su objetivo esta restringido a la
observacion del comportamiento de materiales sometidos a deformaciones muy
sencillas, desarrollando posteriormente un modelo matematico que permita
obtener las propiedades reoldgicas del material. Un sistema es capaz de fluir
debido a las fuerzas de cohesidon en sus moléculas vy suele deformarse
continuamente cuando se somete a un esfuerzo cortante (Bird et al. 1987, 2005).
En su forma mas simple, la viscosidad y es una propiedad de transporte, que se
puede interpretar como la resistencia que ofrecen los fluidos a ser deformados
cuando son sometidos a un esfuerzo (Bird et al. 1987, 2005).
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

2.5.1 Fluidos newtonianos

Los newtonianos son fluidos en los que el deslizamiento relativo de los
elementos de fluido al circular uno sobre otro es proporcional al esfuerzo cortante
sobre el fluido. Todos los gases, agua liquida y liquidos de moléculas sencillas
(amoniaco, alcohol, benceno, petréleo, cloroformo, butano, etc.) son newtonianos.
Las pastas, emulsiones, fluidos bioldgicos, polimeros, suspensiones de sélidos y
otras mezclas son probablemente no newtonianos. Un fluido newtoniano se
caracteriza por cumplir la Ley de Newton, es decir, que existe una relacion lineal
entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion (Bird et al. 1987, 2005).
La viscosidad de un fluido newtoniano no depende del tiempo de aplicacién de
esfuerzo, aunque si puede depender tanto de la temperatura como de la presién a
la que se encuentre.

2.5.2 Fluidos no newtonianos

Las suspensiones densas, lodos, emulsiones, soluciones de polimeros de
cadena larga, fluidos biolégicos, alimentos liquidos, pinturas, suspensiones de
arcillas y mezclas de hormigdn son, en general, no-newtonianos (Bird et al. 1987,
2005). La relacion entre esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion para
fluidos no newtonianos no es lineal (Bird et al. 1987, 2005). Estos fluidos a su vez
se diferencian en dependientes e independientes del tiempo.

2.5.3 Tensor de esfuerzos

El tensor de esfuerzos, es un tensor de segundo orden, el cual se puede
describir como una matriz de 3 x 3 formada por nueve elementos. Los elementos a
fuera de la diagonal principal son llamados esfuerzos cortantes, mientras que los
elementos en la diagonal principal son llamados esfuerzo normales. Notese, que
los esfuerzos cortantes deforman continua e irreversiblemente el material, por lo
que el sistema fluye (Bird et al. 1987, 2005). Mientras que los elementos en la
diagonal principal modifican la forma geométrica del elemento de control, pero no
su volumen. La representacion del tensor de esfuerzos se puede expresar como:

Oxx ny Oy,

=6, ©, © (2.16)

yx yy yz

GX)( GXX

matematicamente, es importante destacar que el tensor de esfuerzos es simétrico,
es decir los elementos fuera de la diagonal principal, son iguales (Bird et al. 1987,
2005).
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2.5.4 Tensor gradiente de velocidad y su traspuesta
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Los tensores gradiente de velocidad y su transpuesta se definen como (Bird

et al. 1987, 2005):

oVx oVy 0Vz oVx oOVx 0OVx
oX  OX  OX ox oy oz
vV = ovVx oVy oVz ; (VV)T: ovVy oVy oVy (2.17)
o oy oy ox oy oz
ovVx oVy 0dVz oVz oVz 0oVz
0z oz oz oX oy oz

2.5.5 El tensor rapidez de deformacién

El tensor rapidez de deformacion, es la parte simétrica del tensor gradiente
de velocidad por lo que, se puede expresar de la siguiente manera (Bird et al.
1987, 2005):

VX 1 8Vy+an 1(6Vz+6ij
OX 2 ox oy 2\ ox oz
D:l(VV+(Vv)T): 1[ovx  ovy Ny 1fovz oWV (2.18)
2 2 oy  OX oy 2 oy oz
1(%%) Loy avz)  avz
2\ oz OX 2\ oz oy 0z

es importante notar, que el tensor de rapidez de deformacién nos da informacion
acerca de la rapidez con la que se deforma el material.

2.6 Pruebas de flujo

2.6.1 Flujo cortante en estado estacionario

En el flujo cortante en estado estacionario, se destruye la estructura con el
fin de estudiar la funcién viscosidad del sistema (Bird et al. 1987, 2005). En esta
prueba mecanica, la muestra es colocada en dos palcas paralelas y la placa
superior se le aplica una velocidad constante, de tal forma que el momento se
transfiere ortogonal a la velocidad y el fluido se deforma continua e
irreversiblemente. La Figura 5 ilustra este experimento:
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EL PLATO SUPEROR SE MUEVE f?OC'DAD CONSTANTE.

R

V.= 'Y.y

Y,
1

Figura 5. “Esquema que muestra el corte simple en un sistema de placas paralelas”

2.6.1.1 Flujo cortante: Modelo viscoelastico de Maxwell

El flujo cortante simple se genera cuando las fuerzas que actuen en el
sistema, quedan fuera de la diagonal principal de la matriz asociada al tensor de
esfuerzos (Bird et al. 1987, 2005):

1/oVz oVx
0 0 =| —+—
0 0 o, 2\ ox oz
c=| 0 0 O ;D= 0 0 (2.19)
o, 0 0 1(oVx 0oVz
= —+— 0
2\ 0z  oX
sustituyendo en el modelo de Maxwell se tiene lo siguiente:
0 0 o 0 0 o,
0 0 O +kog 0 0 0 |=
ot
c, 0 O o, O
0 1fovz ovx (2.20)
2\ ox oz
2N, 0 0 0
1 avm%) 0 0
2\ oz OX
desacoplando el sistema se tiene lo siguiente:
a 0
(mo ajcrz =M Y (2.21)
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en estado estacionario, este modelo se reduce al newtoniano, i.e.
Oz =Moo Vr, (222)

la viscosidad en este caso, se define como el cociente entre el esfuerzo y la
rapidez de deformacion (Bird et al. 1987, 2005):

n(yn} %% _n, (2.23)
yrZ

por lo tanto, el modelo de Maxwell en un flujo cortante simple en estado
estacionario coincide con el modelo de Newton de los fluidos viscosos.

2.6.2 Flujo oscilatorio a bajas frecuencias

En el flujo oscilatorio, se prueba la respuesta mecanica del sistema, i.e., la
muestra es colocada en dos palcas paralelas y la placa superior comienza a
oscilar en torno a una posicion de equilibrio (Bird et al. 1987, 2005; Barnes et al.
1989). La Fig. (6) ilustra este experimento.

Plato superior oscilatorio con baja amplitud

N
v, (vt)=y ycos et

T

)

Figura 6. “Esquema que ilustra el flujo oscilatorio a bajas frecuencias”

2.6.2.1 Flujo oscilatorio a bajas frecuencias: Modelo viscoelastico de Maxwell

En flujo oscilatorio se estudia la respuesta mecanica del material por lo que
el modelo de Maxwell toma la siguiente forma en el espacio de Fourier de las
frecuencias (Bird et al. 1987, 2005; Barnes et al. 1989):

(142, -io) o, (©) =1,y () (2.24)

dividiendo el esfuerzo y la rapidez de deformacion, se obtiene la viscosidad
compleja (Bird et al. 1987, 2005; Barnes et al. 1989):
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: G(i(’)) Mo
N(io) =- = - (2.25)
( ) y(io)) 1+7\,01(,0

desacoplando la Ec. (2.25) se tiene lo siguiente:

1 1lido 1 . Mo
: 1 — Moo 2 21 2 2
1+ir,0 1-iA,0 [+A;0°  1+Ajo

n(io)=n"(o)-in"(0)=n, } (2.26)

igualando ambos miembros de la ecuacion tenemos lo siguiente:

1 (0)=—2 ()= —he® (2.27)
B
(30 (30

y recordando que los médulos y viscosidades complejas estan dados por las
siguientes expresiones: G (0)=on'(o) ¥ G'(w)=on"(w). Po dltimo, igualando

las ecuaciones obtenemos (Bird et al. 1987, 2005; Barnes et al. 1989):

A, @ Mw?
G~ =G, —>———: G =G, ——— 2.28
(00 Go s (o) G 0 (2:28)

{G’, G} son los mddulos de almacenamiento y perdida del modelo de Maxwell.

Estas expresiones describen las propiedades viscoelasticas del material a
través de la variacion de la frecuencia. Un hecho importante, es cuando se igualan

las dos expresiones: A,=l/o,, se obtiene el tiempo viscoelastico de Maxwell a

int
frecuencias bajas por lo que este sistema de flujo, permite calcular una propiedad
material del liquido en la zona viscoelastica lineal (Bird et al. 1987, 2005; Barnes et
al. 1989). Por otra parte, al aumentar la frecuencia, i.e.,

0 0

1{%}@2 ;(g_o}f; 6" (0)= 22 6 (0)=G, (2:29)
0

Por lo que se tendria el valor del médulo elastico G, en la zona donde es

independiente de la frecuencia. A muy baja frecuencia G” es mucho mayor que G’,
por lo que predomina el comportamiento viscoso de un liquido. Al aumentar la
frecuencia, las curvas de G y G” se cruzan y empieza a dominar el
comportamiento elastico tipico de un sélido. A bajas frecuencias hay una regién
viscosa o terminal en la que G” > G’ y gobierna el flujo. Al aumentar la frecuencia
hay una regién de transicion al flujo, en la que el punto de corte entre G’ y G” da
una frecuencia definida por la inversa del tiempo de relajacion en el modelo de
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

Maxwell, luego hay una muestra elastomérica en la que domina G’, la cual puede
aumentar ligeramente y, tras una region de transicion, en la que G” vuelve a
aumentar mas rapidamente que G’ hasta que a mayor frecuencia, vuelven a
cruzarse ambas, momento a partir del cual se aprecia una region vitrea en la que
vuelve a dominar el comportamiento viscoso (Bird et al. 1987, 2005; Barnes et al.
1989).

2.6.2.2 Flujo oscilatorio a bajas frecuencias: Modelo viscoelastico de Jeffrey

La componente rz del modelo Jeffreys esta dado por la siguiente ecuacién
diferencial parcial (Bird et al. 1987, 2005):

6+X0§6:n0 (MJ %jy (2.30)

aplicando el formalismo de Fourier en la se obtiene la siguiente expresién para la
funcién viscosidad (Bird et al. 1987, 2005)

o(io)  m(1+2 i)
’}['(i())) 1+7\/0i0\)

n(io) = (2.31)

multiplicando por el complejo conjugado del denominador de la Ec.(2.31), y
separando las partes real e imaginaria respectivamente (Bird et al. 1987, 2005):

Ny ey Ao TR
n(io)=1"(0)-in" (o) n°1+ik0(o 1-id®

2 J—
Gyhy {H”ﬂ“‘” %o KJ)C‘)}

(2.32)

10?1+ o’

igualando ambos miembros de la ecuacién y recordando que los mddulos vy
viscosidades complejas estan dados por las siguientes expresiones:
G’ (0)=om(w) ¥ G (w)=on(w). Por ultimo, igualando las ecuaciones

obtenemos:

7"o '7%

. 1+ A A .

n (®)=Go%oﬁw2;n (OJ)ZGOXOWOJ (2.33)
i (XO'XJ) 2. - ?»Scoz

G '(w)= o G (o)=on, ——— (2.34)
(0) n°1+(x0m)2 (©) n°1+(x0co)2
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MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

{G’, G”} son los modulos de almacenamiento y pérdida del modelo de Jeffrey.
Estas expresiones describen las propiedades viscoelasticas del material a través
de la variacion de la frecuencia (Bird et al. 1987, 2005).

2.7 Campo eléctrico

El campo eléctrico es un campo fisico que es representado mediante
un modelo que describe la interaccion entre cuerpos y sistemas con propiedades
de naturaleza eléctrica. Se describe como un campo vectorial en el cual una carga
eléctrica puntual de valor g sufre los efectos de una fuerza eléctrica F dada por la
siguiente ecuacion (Griffiths, 1999):

e_F (2.35)
q

Los campos eléctricos pueden tener su origen tanto en cargas
eléctricas como en campos magnéticos variables (Griffiths, 1999). Si se tiene una
distribucién de carga superficial o volumétrica, la Ec. (2.35) se sustituye por la
siguiente expresion:

E=;;X:{G,p} (2.36)

la Ec. (2.36) representa el campo eléctrico en una distribucién superficial ¢ y
volumétrica de carga p (Griffiths, 1999).

2.8 Polarizacion eléctrica

En electromagnetismo clasico la polarizacion eléctrica, también llamada
densidad de polarizacion, es un campo vectorial que expresa la densidad de los
momentos eléctricos dipolares permanentes o inducidos en un material dieléctrico
(Griffiths, 1999). El vector de polarizacién P se define como el momento dipolar
por unidad de volumen. La unidad de medida en el Sl es el Cm™. La polarizacion
eléctrica es uno de los tres campos eléctricos macroscéopicos que describen el
comportamiento de los materiales. Los otros dos son el campo eléctrico E y el
desplazamiento eléctrico D (Griffiths, 1999).

P=¢g,E (2.37)

en la Ec. (2.37) y. es la susceptibilidad eléctrica del medioy ¢, es la permitividad
en el vacio (Griffiths, 1999).
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2.9 Fisiologia del oido

La generacion de sensaciones auditivas en el ser humano es un proceso
extraordinariamente complejo, el cual se desarrolla en tres etapas basicas
(Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & Iwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell
et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009):

» Captacion y procesamiento mecanico de las ondas sonoras.

» Conversion de la sefial acustica (mecanica) en impulsos nerviosos, y
transmision de dichos impulsos hasta los centros sensoriales del cerebro.

» Procesamiento neural de la informacion codificada en forma de impulsos
Nnerviosos.

La captacién, procesamiento y transduccién de los estimulos sonoros se
llevan a cabo en el oido propiamente dicho, mientras que la etapa de
procesamiento neural, en la cual se producen las diversas sensaciones auditivas,
se encuentra ubicada en el cerebro (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & lwasa
1996; Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al
2009). Asi pues, se pueden distinguir dos regiones o partes del sistema auditivo: la
region periférica, en la cual los estimulos sonoros conservan su caracter original
de ondas mecanicas hasta el momento de su conversibn en sefiales
electroquimicas, y la region central, en la cual se transforman dichas sefales en
sensaciones (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & Ilwasa 1996; Oghalai et. al
2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009)

2.9.1 Region periférica del sistema auditivo

El oido o region periférica se divide usualmente en tres zonas, llamadas
oido externo, oido medio y oido interno, de acuerdo a su ubicacion en el craneo,
como puede verse en la Figura 7.

Estribo
(pegado a la
ventana oval) Canales
Semicirculares

. Yunque
Martillo Nervio

Vestibular

Nervio
Auditivo

Coclea
Canal ) (Caracol)
Auditivo externo Cavidad
Timpanica

Trompa de Eustaquio

Timpano

Ventana
redonda

Figura 7. “Representacion esquematica del oido externo, medio e interno”
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Los estimulos sonoros se propagan a través de estas zonas, sufriendo
diversas transformaciones hasta su conversion final en impulsos nerviosos. Tanto
el procesamiento mecanico de las ondas sonoras como la conversion de éstas en
sefales electroquimicas son procesos no lineales, lo cual dificulta Ia
caracterizacion y modelado de los fendmenos perceptuales (Thornton & Abbas
1980; Ehrenstein & lwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001; Messini
et. al 2002; Sachs et.al 2009).

2.9.2 Oido externo

2.9.2.1 Anatomiay funcionamiento

El oido externo (Figura 7) esta formado por el pabellén auricular u oreja, el
cual dirige las ondas sonoras hacia el conducto auditivo externo a través del
orificio auditivo. El otro extremo del conducto auditivo se encuentra cubierto por la
membrana timpanica o timpano, la cual constituye la entrada al oido medio. La
funcién del oido externo es la de recolectar las ondas sonoras y encauzarlas hacia
el oido medio. Asimismo, el conducto auditivo tiene dos propdsitos adicionales:
proteger las delicadas estructuras del oido medio contra dafios y minimizar la
distancia del oido interno al cerebro, reduciendo el tiempo de propagacion de los
impulsos nerviosos (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & Iwasa 1996; Oghalai et.
al 2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009).

2.9.3 Oido medio
2.9.3.1 Anatomia

El oido medio (Figura 8) esta constituido por una cavidad llena de aire,
dentro de la cual se encuentran tres huesecillos, denominados martillo, yunque y
estribo, unidos entre si en forma articulada (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein &
Iwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs
et.al 2009). Uno de los extremos del martillo se encuentra adherido al timpano,
mientras que la base del estribo esta unida mediante un anillo flexible a las
paredes de la ventana oval, orificio que constituye la via de entrada del sonido al
oido interno (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & lwasa 1996; Oghalai et. al
2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009). Finalmente, la
cavidad del oido medio se comunica con el exterior del cuerpo a través de la
trompa de Eustaquio, la cual es un conducto que llega hasta las vias respiratorias
y que permite igualar la presion del aire a ambos lados del (Thornton & Abbas
1980; Ehrenstein & lwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001; Messini
et. al 2002; Sachs et.al 2009).
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Figura 8. “Representacion esquematica del oido medio”

2.9.3.2 Propagacion del sonido

Los sonidos, formados por oscilaciones de las moléculas del aire, son
conducidos a través del conducto auditivo hasta el timpano (Thornton & Abbas
1980; Ehrenstein & lwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001; Messini
et. al 2002; Sachs et.al 2009). Los cambios de presion en la pared externa de la
membrana timpanica, asociados a la sefial sonora, hacen que dicha membrana
vibre siguiendo las oscilaciones de dicha sefial .Las vibraciones del timpano se
transmiten a lo largo de la cadena de huesecillos, la cual opera como un sistema
de palancas, de forma tal que la base del estribo vibra en la ventana oval
(Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & lwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell
et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009). Este huesecillo se encuentra en
contacto con uno de los fluidos contenidos en el oido interno; por lo tanto, el
timpano y la cadena de huesecillos actian como un mecanismo para transformar
las vibraciones del aire en vibraciones del fluido.

2.9.4 Oido interno

El oido interno representa el final de la cadena de procesamiento mecanico
del sonido, y en él se llevan a cabo tres funciones primordiales: filtraje de la senal
sonora, transduccion y generacion probabilistica de impulsos nerviosos (Thornton
& Abbas 1980; Ehrenstein & lwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001;
Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009).

2.9.4.1 Anatomia

En el oido interno se encuentra la coclea o caracol, la cual es un conducto
rigido en forma de espiral (ver la Figura 9) de unos 35 mm de longitud, lleno con
dos fluidos de distinta composicién (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & Iwasa
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1996; Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al
2009).

El interior del conducto esta dividido en sentido longitudinal por la
membrana basilar y la membrana de Reissner, las cuales forman tres
compartimientos o escalas (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & lwasa 1996;
Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009).
La escala vestibular y la escala timpanica contienen un mismo fluido (perilinfa),
puesto que se interconectan por una pequefia abertura situada en el vértice del
caracol, llamada helicotrema (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & lwasa 1996;
Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009).
Por el contrario, la escala media se encuentra aislada de las otras dos escalas, y
contiene un liquido de distinta composicion a la perilinfa (endolinfa).

La base del estribo, a través de la ventana oval, esta en contacto con el
fluido de la escala vestibular, mientras que la escala timpanica desemboca en la
cavidad del oido medio a través de otra abertura (ventana redonda) sellada por
una membrana flexible (membrana timpanica secundaria). Sobre la membrana
basilar y en el interior de la escala media se encuentra el 6rgano de Corti, el cual
se extiende desde el vértice hasta la base de la céclea y contiene las células
ciliares que actuan como transductores de sefiales sonoras a impulsos nerviosos
(Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & Iwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell
et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009). Sobre las células ciliares se
ubica la membrana tectorial, dentro de la cual se alojan las prolongaciones o cilios
de las células ciliares externas. Dependiendo de su ubicacion en el 6rgano de
Corti, se pueden distinguir dos tipos de células ciliares: internas y externas,
Existen alrededor de 3500 células ciliares internas y unas 20000 células
externas (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & lwasa 1996; Oghalai et. al 2000;
Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009).

Ambos tipos de células presentan conexiones o sinapsis con las fibras
nerviosas aferentes (que transportan impulsos hacia el cerebro) y eferentes (que
transportan impulsos provenientes del cerebro), las cuales conforman el nervio
auditivo. Sin embargo, la distribucion de las fibras es muy desigual: mas del 90%
de las fibras aferentes inervan a las células ciliares internas, mientras que la
mayoria de las 500 fibras eferentes inervan a las células ciliares externas
(Brownell 1985; Raphael et al. 2000; Hawkins & Lovett 2004; Spector et al. 2006;
Rabbits et al. 2009).
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Caracol Conductos
semicirculares

Utrfculo

Saculo

Figura 9. “Representacion esquematica del oido interno”

2.9.5 Células ciliadas externas

2.9.5.1 Que son las células ciliadas externas

Las células ciliadas externas o CCE, estan colocadas en tres hileras en el
lado externo del tunel de Corti. Son células sensoriales con caracteristicas
realmente Unicas. Estan preparadas para realizar la transduccion mecano-
eléctrica, como las CCI, pero no trasmiten ninguna caracteristica del estimulo
sonoro al cerebro (Thornton & Abbas 1980; Ehrenstein & Iwasa 1996; Oghalai et.
al 2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al 2002; Sachs et.al 2009). Al contrario,
un mecanismo activo de transduccién inversa (electro-mecanico) le permite
reenviar la energia para aumentar la sensibilidad y la selectividad frecuencia
(Brownell 1985; Raphael et al. 2000; Hawkins & Lovett 2004; Spector et al. 2006;
Rabbits et al. 2009) y debido a que la coclea humana tiene entre 10.000 y 12.000
de la CCE es de vital importancia en el funcionamiento del sistema auditivo ya que
son consideradas como los motores biolégicos del oido (Thornton & Abbas 1980;
Ehrenstein & Iwasa 1996; Oghalai et. al 2000; Brownell et al. 2001; Messini et. al
2002; Sachs et.al 2009).

2.9.5.2 Funcionamiento de las células ciliadas externas

El funcionamiento de las células ciliadas externas es muy complejo ya que
estas poseen una capacidad unica de contraccion-expansion la cual es la base de
la transduccion electro-mecanica (electromotilidad) descubierta por Brownell en el
afno 1985, la cual se activa de la siguiente manera (Brownell et al. 2001):

a) El estimulo eléctrico viaja a través de la escala vestibular en forma de
vibraciones mecanicas, excitando la membrana basilar, esta ultima vibra a una
frecuencia de resonancia la cual se acopla con la frecuencia de las vibraciones
mecanicas produciendo el efecto de resonancia.

b) La membrana basilar oscila hacia arriba y abajo permitiendo que estas
vibraciones muevan las células ciliadas externas, dandole cierto grado de
inclinacién a los estereociliios que se encuentran en su polo apical, dando lugar a
la transduccion mecano-eléctrica.
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c) El efecto mecano-eléctrico abre los canales que permiten el paso de
fluido rico en iones potasio (endolinfa), este fluido a su vez modifica el potencial
eléctrico de la célula ciliada, lo cual resulta en una contraccién de la membrana
plasmatica.

d) Finalmente, al regresar a su potencial de equilibrio la célula expande su
membrana plasmatica, estos cambios de curvatura inducen un flujo volumétrico
debido a una potencia de energia liberada, la cual es una medida indirecta de la
transduccion electro-mecanica (Brownell 1985; Raphael et al. 2000; Hawkins &
Lovett 2004; Spector et al. 2006; Rabbits et al. 2009).
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3.1 Modelo electroreoldgico viscoelastico

Basicamente el sistema fisico es el mismo que el propuesto por Rey 2008;
Abou-Dakka et al. 2012 y Herrera-Valencia & Rey 2014).

Para estudiar el comportamiento de las células ciliadas externas afectadas
por un campo externo, propusieron el siguiente esquema fisico. Con el fin de
modelar la dinamica de estos sistemas bioldgicos, se utiliza un capilar de longitud
z=21L,yradior = a (Rey 2008, Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey
2014).

La parte superior del capilar [L, 2L] estad llena con una fase liquida
viscoelastica de constantes materiales {n:, Ay, de la misma manera la parte
inferior del capilar [0, L] estd llena con otra fase liquida viscoelastica con
constantes materiales {np, Av} ¥ las densidades de las fases liquidas son: {pt, pb}
respectivamente (Rey 2008, Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey
2014).

Nétese Los subindices (t, b) estan referidos a la parte superior (top) e
inferior (bottom) respectivamente. En medio del capilar, i.e., (z = L), se adhiere una
membrana flexo-eléctrica circular, es decir una membrana que por efecto de un
campo eléctrico se deforma en forma de domo esférico y oscila en torno a una
posicion de equilibrio (Rey 2008, Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey
2014).

Las siguientes suposiciones fisicas son necesarias para el modelado de
este problema:

a) Los efectos inerciales son despreciables, i.e. el sistema opera bajo numero
de Reynolds pequefios (Re -> 0).

b) Los efectos gravitacionales son despreciables en comparacion con el
gradiente de presion inducido por el movimiento dela membrana debido al
campo eléctrico.

c) La presién en la parte superior e inferior es lamima, i.e. P (z=2L)=Po &P
(z =0) = Po.

d) El flujo y la reologia del sistema pueden ser descritos mediante el moldeo
viscoelastico de Maxwell, i.e. las deformaciones en el fluido son bajas
(viscoelasticidad lineal).

e) Simetria cilindrica, i.e. no existe dependencia de ningun atributo o variable
dinamica con el angulo.
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Respuesta
Curvatura de la membrana
Fase Superio:

Domo Esférico

Entrada

Campo eléctrico

Figura 10. “Esquema ilustrativo de la geometria y la membrana flexoeléctrica”

Enla Figura 10 . se ilustra el capilar de radio r = a y longitud z = 2L con la
membrana flexo-eléctrica inmersa. El campo eléctrico E distorsiona la membrana y
la evolucién de la membrana con el tiempo, induce un flujo volumétrico debido a la
dos fases viscosas con viscosidades {n:, no} y densidades {pt, po}. Suponemos
que el campo eléctrico aplicado deforma la membrana en forma de domo esférico
de altura h y radio r = R, como se muestra en la Fig.12 y crea una oscilacién entre
las fases viscoelasticas (Rey 2008, Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia &
Rey 2014).

a) La rapidez de evolucién de la curvatura de la membrana induce un flujo
volumétrico.

b) El flujo volumétrico es generado por una diferencia de presiones en la parte
superior e inferior.

3.2 Ecuaciones basicas

La dinamica lineal de la membrana es descrita mediante un balance de
fuerzas entre las eléctricas, la diferencia de presiones en la membrana y la fuerza
restauradora asociada con la elasticidad de la membrana flexo-eléctrica. La
ecuacion fundamental puede ser descrita de la siguiente manera (Rey 2008; Abou-
Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

(C,3) E(t)zAp(z=L,t)+[2yo+(2kc ke s} H(t) = Ap(z=L.t) + AMLH(®)  (3.1)

La Ec. (3.1) es un balance de fuerzas entre la fuerza eléctrica, las fuerzas
del bulto debido a la disipacion y la fuerza elastica del sistema basada en la
recuperacion de la membrana, el factor geométrico indica el area deformada
debido al campo eléctrico E(t) aplicado en la direccion axial de la geometria
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(Figura 10). Notese que en la Ec. (3.1) se redefinido la Ec. (3.1) la elasticidad de la
membrana como:

— 1 1 <
—I(Zyo+(2kc+kc)\5) (3.2)
la fuerza eléctrica oscilante Fg (t)

Fe (1) =(c;3)E® =cf (872 E(1) (3.3)

es directamente proporcional al campo eléctrico aplicado y un coeficiente ( el

cual, esta asociado con las propiedades eléctricas del sistema (Rey 2008; Abou-
Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014). Para que la Ec. (3.1) pueda ser
utilizada para relacionar la deformacién de la membrana con el campo eléctrico
aplicado, es necesario conocer la diferencia de presiones entre la membrana, i.e.,
Ap (z =L, t), para esto se aplica un balance de presiones entre la parte superior e
inferior del capilar y la membrana (Rey 2008; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-
Valencia & Rey 2014). A partir de la ecuacién de momento (Segunda ley de
Newton aplicada a un medio continuo), se tiene la siguiente expresion matematica
para la presion en la parte superior del sistema (membrana-capilar superior):

vy 10 Giht  ovy

=pn+| Py —L+=—| r—L L 2 (D]~ 3.4

Pt=Po ptat rﬁrrlﬂﬁ 8r(z) (5.4)
tot

de la misma manera, para la inferior y la membrana se tiene:

vy 10 Cphy  ovg

=pa-|p. D229 35

= P07 Pb 5 T r(“x 8] or (3:9)
b ot

el cambio de presion evaluadoen z =L, i.e. Ap (z = L, t), esta dado por la siguiente
expresion

G, A G, A ov ov
Ap(t)= tt . b™ |12 r—=Z |—(p,+p, | =% |L (3.6)
d o) |ror| or t b/ ot
(m ] (m j
t ot b at

sustituyendo la Ec. (3.6) en el balance de fuerzas (Ec. (3.1)) se tiene lo siguiente
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Gtxt + Gbkb }é(r%j-(pt—l—p )% =
or b/ at (3.7)

(1+xt§tj (H}‘b;] ror
(Cfs)E(t)-[2y0+(zkc+12c)s]H(t)

La Ec. (3.7) es una ecuacion diferencial parcial que describe los cambios
temporales y espaciales de la velocidad en funcion del campo eléctrico aplicado y
la curvatura promedio de la membrana a través de las propiedades flexo-eléctricas
y elasticas de la membrana (Rey 2008; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia
& Rey 2014). La rapidez con que evoluciona la membrana es proporcional a la
evolucion temporal de la curvatura promedio por lo que se tiene la siguiente
relacion:

1, dH(1)

V(1) = drdo = — = 7a* 3.8
(t) .([!vzrr 2na " (3.8)

Una vez que la Ec. (3.7) se resuelve suponiendo que los efectos inerciales
son despreciables y sustituyendo el resultado en la Ec. (3.8) se tiene la siguiente
ecuacion diferencial de segundo orden para la curvatura promedio (Abou-Dakka et
al. 2012; Herrera-Valencia & Rey 2014):

2 2
(b2§?+b1%+bojH(t) = Lazg?wl%wojE(t)
295 +(2k ke ) 3
AL
295+ ( 2k, e )3
AL

b2 = Gt}\’txb +Gb>\’b}\’t +>\’t>\‘b

b,= G A, + Gy, + (A +4y) (3.9)

2y, ( 2k ke )3
o = AL
C,3 C.3

az =I)\.t>\.b, a4 :I()\.t'i‘ }\’b)’ g =

La Ec. (3.9) describe los cambios temporales de la curvatura promedio de
la membrana en funcién del campo eléctrico aplicado. Los coeficientes bi, i =
{0,1,2} y a;, i = {0,1,2} son los coeficientes asociados a los mecanismos inerciales,
disipativos y de almacenamiento relacionados con la evolucion temporal de la
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curvatura promedio en la membrana (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia &
Rey 2014).

El modelo diferencial contiene una segunda y primera derivadas temporales
las cuales estan asociadas a la inercia y a los procesos disipativos en el sistema
respectivamente. Notese, que la ecuacion diferencial es simétrica en el orden de
la derivada para la curvatura y el campo eléctrico respectivamente. En la siguiente
seccion, se presenta el modelo (Ec. (3.9)) y se propone un conjunto de variables
adimensionales con el fin de obtener una ecuacion diferencial adimensional y los
correspondientes grupos adimensionales, los cuales nos dan una panoramica
general de los mecanismos gobernantes en el sistema (Rey 2008; Abou-Dakka et
al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

3.3 Consideraciones energéticas

Para deducir el modelo electroreolégico adimensional se propondran
variables para poder escalar el sistema, primeramente se encuentran la relacion
energética que da lugar a las definiciones de los puntos clave en la descripcidén de
este sistema como modelo para las células ciliadas externas.

3.3.1 Balance de Energia

Partiendo de la ecuacion de forma de la membrana (Ec. (3.1)), se puede
obtener el balance energético, multiplicando por el flujo volumétrico, por lo que se
tiene la siguiente expresion (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey
2014).

V(1)(C,3)E(t)= V (§)Ap(z=L.t)+ 4V ()MLH(t) (3.10)

si se divide la Ec. (3.10) por 4 ML, la siguiente expresiéon es obtenida:

V(®(C,3)

1 1
4L M

E(t) = M\’/(t)Ap(t) + 4V (HH(D) (3.11)

La Ec. (3.11) es punto de partida en los calculos relacionados con: (i) la
potencia disipada debido por la membrana debido al contacto por las fases
viscoelasticas, (i) La membrana elastica, (iii) la potencia del fluido, las cuales son
definidas a continuacion (Rey 2008; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia &
Rey 2014).
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3.3.1.1 Potencia disipada

La potencia disipada es la energia utilizada debido a la oscilacién de la
membrana flexo-eléctrica en las dos fases viscoelasticas y se define como el
producto de la fuerza eléctrica por unidad de area, multiplicada por el flujo
volumétrico, i.e.

LCOVOED . Cara 1 T
P(w)=(P(t))= %I( f\ZMI(_t) (t)dtch‘SMML 1 [ VoE®md  (3.12)

0

21/ ®

la Ec. (3.12) muestra como la potencia disipada por el contacto de la membrana
flexoeléctrica depende de los mecanismos elasticos y flexo eléctricos de la
membrana (Rey 2008; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

3.3.1.2 Energia elastica de la membrana

La energia elastica de la membrana esta asociada con la energia de
recuperacion debido a las deformaciones que sufre por efecto de la fuerza motriz,
asociada con el campo eléctrico de bajas frecuencias. Matematicamente, se
calcula como el producto de la fuerza elastica y el flujo volumétrico, i.e.,

En (@)= (E, (1)) = %J.OT\./(‘()H(t)dt = ﬁ [V oH@d (3.13)

3.3.1.3 Potencia del fluido

La potencia disipada por el fluido debido a las fuerzas viscosas, se puede
calcular como el producto del flujo volumétrico y la diferencia de presion debido al
flujo de Poiseuille inducido por la membrana flexo-eléctrica:

T=2n/w

Prido ((D) = <Pﬂuido (t)> = %J‘\.} (DAp(z=L,t)dt = ﬁ J V(©)Ap(z=L,tydt (3.14)

0

3.3.1.4 Factor de selectividad Q

El factor de selectividad Q es un cociente entre los mecanismos disipativos
y los elasticos asociados con la recuperacion de la membrana, el cual se define
matematicamente de la siguiente manera:
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T=2n/® ®
Em(o) [ VHod
Qo) =gy BTy (3.15)
(C,3/4L) = j V (H)E(t)dt
M 0

El factor de selectividad Q(w) es punto de partida en la descripcidn bilogica

de nuestro modelo matematico inspirado en las células ciliadas externas del oido
interno, debido a que nos da un criterio para discernir bajo qué criterios, los

mecanismos disipativos dominan sobre los elasticos.

3.4 Modelo electroreoldgico viscoelastico adimensional

Para deducir el modelo electroreolégico adimensional se propondran
variables para poder escalar el sistema, primeramente se encuentran la relacion
energética que da lugar a las definiciones de los puntos clave en la descripcién de
este sistema como modelo para las células ciliadas externas.

3.4.1 Variables adimensionales

Para la resolucion de la Ec. (3.9) se proponen el siguiente conjunto de
variables adimensionales, para el campo eléctrico, curvatura, tiempo, frecuencia,
moddulos elasticos, tiempos de relajacion y elasticidad de la membrana (Rey 2008;
Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

E= E;ﬁ:aH,f= i;(TJZZK(D;(_L:&;
EO 2?» EG
G N N M (3.16)
G Zk A EG

las variables caracteristicas empleadas en Ec. (3.16) son definidas a
continuacion en la Tabla 2.
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Variable Simbolo | Variable caracteristica Descripcién

Campo eléctrico E Eo Amplitud campo eléctrico
Curvatura H a Radio del capilar

Tiempo t )Y Viscoelasticidad total
Frecuencia ® )Y Viscoelasticidad total
Mdodulo elastico Gt G Elasticidad de bulto total
Modulo elastico Go G Elasticidad de bulto total
Tiempo de Maxwell M > Viscoelasticidad total
Tiempo de Maxwell b )Y Viscoelasticidad total
Membrana elastica M PN Elasticidad de bulto total

Tabla 2. “Variables caracteristicas para la Adimensionalizacion”

Las variables adimensionales para la elasticidad total de bulto de los fluidos
y la suma de los tiempos de relajaciéon de Maxwell, satisfacen las siguientes
restricciones (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

X+ X, =1;X = {G\}

Al sustituir las variables adimensionales en la ecuacion de energia se
obtiene las variables escaladas para el caso de la potencia disipada y la energia
mecanica elastica (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

= P _ P 1 - _ Em Em

L L
P, 4%,(L/a)Q, M Em, 43.(L/a)Q, M

En donde Q,=ma’/%, es el flujo volumétrico caracteristico en el sistema
(Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).
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3.4.2 Modelo electroreologico adimensional
Al sustituir las variables adimensionales obtenemos el modelo membrano-
dinamico el cual, es punto de partida, en la presente tesis de licenciatura. Este

modelo corrige el modelo deducido por Abou-Dakka et al. 2012, por lo que se
describe a continuacién:

o (xen > . d — /-
[ 2(ktkb,k)¥+b1(Zn,k)E+I]H(t)
=a;(%j[kb;(xtxb,k)d;%ﬂjﬁ(z)

L t (3.17)
Dy (R, k=222
b (2,k)=1+(%)2
la Ec. (3.17) satisface las siguientes condiciones iniciales:
H(t = 0) :ﬁo;ﬂ = H (3.18)
dt |,

La Ec.(3.17) es una ecuacion diferencial de segundo orden en la derivada
temporal para la curvatura promedio y el campo eléctrico aplicado. EI miembro
izquierdo, describe la evolucion de la curvatura promedio de la membrana a través
de la inercia, disipacion y los procesos de recuperacion o elasticos de la
membrana (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014). El miembro
derecho de esta expresidn, describe la evolucién del campo eléctrico en funcién
de la inercia, la disipacion y los procesos flexo-eléctricos en el sistema (Abou-
Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014). La ecuacién diferencial Ec.
(3.17) contiene tres numeros adimensionales los cuales, estan asociados con los

diferentes mecanismos involucrados en el sistema {}_LtXb ,ZH,k}, que junto con las

condiciones dadas por las Ec. (3.18) , corresponden a un problema de valor inicial
(Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

3.4.3 NUumeros adimensionales

La ecuacion diferencial con las condiciones iniciales definidas en las Ecs.
(8.17) y (3.18) contienen tres grupos adimensionales los asociados con los
diferentes mecanismos en el sistema (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia
& Rey 2014).
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3.4.3.1 Memoria

El primero de estos grupos esta relacionado con la memoria (thb)del

material, y es el producto de los tiempos viscoelasticos adimensionales, At y A

que obedecen la restriccion: A++Ap =1. Este numero estd asociado con la
asimetria elastica de los fluidos y contiene dos limites relacionados con la
asimetria de los fluidos (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).
Este numero adimensional, contiene dos limites asintéticos relacionados con el
contraste de las fases viscoelasticas:

(1) Cuando Ahb=1/4 (simétrico), el valor numérico de los tiempos de

Maxwell es el mismo en las dos fases viscoelasticas, i.e. Ai=Av=1/2.

(i) Por otra parte, cuando el producto de los tiempos de Maxwell es
pequefo, i.e. Ahp =107 (anti-simétrico), uno de los tiempos de
relajaciéon es muy pequefio del orden de M =10, mientras que el otro
es del orden de A» = 0.9999.

3.4.3.2 Viscosidad de bulto

El segundo grupo adimensional, relaciona la viscosidad total del bulto, es
decir es la suma de la viscosidad en la parte inferior y superior del capilar
respectivamente.

T, =n+n, =Gl +Gohy (3.19)

Noétese que la suma de los modulos elasticos adimensionales satisface la

siguiente restriccion en el sistema: Gi+Gp =1, es decir tanto los tiempos
viscoelasticos de Maxwell como los modulos elasticos estan normalizados a la
unidad (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

El valor numérico de este numero esta controlado por el producto de los
tiempos viscoelasticos adimensionales. Los valores maximo y minimo que toma la

viscosidad de bulto {Eﬁ min® 2 max} son determinados por los valores de los tiempos

de relajacion de Maxwell. Bajo simetria perfecta e =1/4, la viscosidad total es

igual @ 0.5, i.e. (A =%o=2)=7,+n, =Gike+Gohs =(Ge+Go )L =1-1=0.5, por lo

que en el caso de simetria el valor de la viscosidad queda completamente
determinada. De la misma manera, en el caso asimétrico, cuando el producto de
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los tiempos de relajacion es pequefio del orden de épsilon, i.e. M= ¢[] 1, los
valores de los tiempos de relajacion estan determinados por: Aho= {8,1-8}, por lo
que la viscosidad total toma la forma: . (7_“ =&, kb :1—8):(_}t(8)+(1—(_}t)(1—8),
por lo tanto la viscosidad de bulto, satisface la siguiente desigualdad para sus
valores maximo y minimo respectivamente: s=Eﬁm<Zﬁ(7_w7_m:s)<Eﬁm =1-¢

(Abou-Dakka et al. (2012); Herrera- Valencia & Rey (2014)).
3.4.3.3 Radio elastico

El tercer grupo adimensional es conocido como radio elastico (k): es la

relacion adimensional entre la elasticidad total en las dos fases viscoelasticas y la
de la membrana:

O<k= 1 <1 (3.20)
1+1/M

La Ec. (3.20) tiene dos limites asintoticos, respectivamente. (i) El primero
de ellos es cuando el valor de k<< 1. Esto significa, que es una membrana suave y
que puede ser deformada debido a la fuerza externa (Campo eléctrico). (ii) Por
otra parte, cuando el valor de k es uno, i.e. k =1, se tiene una membrana
completamente rigida (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

3.4.4 Coeficientes adimensionales
Los coeficientes en la Ec. (3.17) estan relacionados con los mecanismos

inerciales y viscosos de la siguiente manera (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-
Valencia & Rey 2014).

3.4.4.1 Inercia

El coeficiente asociado a la contribucién inercial tiene la forma (Abou-Dakka
et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014):

AtAb

b, (Mo, k)= (3.21)

Es claro que la contribucion inercial, esta completamente determinada por
la memoria de las fases viscoelasticas y el radio elastico.
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3.4.4.2 Viscosidad

El coeficiente asociado a los mecanismos disipativos tiene la forma (Abou-
Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

b (En,k)=1+(%j2n (3.22)

La Ec. (3.22) depende de la viscosidad total (bulto) y del radio elastico. Los
coeficientes {blbz} asociados a los mecanismos inerciales y viscosos satisfacen la
siguiente desigualdad (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

kb, =Aehs < b (KAhs) < bI(k,Eﬁ)

Memoria Inercia Viscosidad

(3.23)

La Ec. (3.23) indica que para cualquier valor de la memoria y de la
membrana elastica, el coeficiente asociado con la viscosidad es mayor que el de
la inercia. Notese, que los valores limite de los numeros adimensionales

{Zﬁ,}_ht}_bb,k} despliega seis posibles modos distintos resumidos en la Tabla 3

(Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014). La notacién en la
Tabla 3, se describe a continuacién: (LS, HS) se relaciona con la baja y alta
simetria de las fases viscoelasticas, (LV, HV) tiene que ver con la minima y
maxima viscosidad en el sistema. Por ultimo, (FM, SM) describe los dos limites
posibles de nuestra membrana. El primero de ellos, se basa en una membrana
suave facilmente deformable por el campo eléctrico, y el otro limite relaciona una
membrana rigida. Los valores numéricos caracteristicos mostrados en la Tabla 3
son seleccionados para cada modo (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia &
Rey 2014).

Distintos modos del sistema My 2; k
I Baja simetria, Baja viscosidad, Membrana suave 0t | 10
Il Baja simetria,Baja viscosidad,Membrana rigida 0t |t 0.9999
111 Baja simetria, Alta viscosidad, Membrana suave 10t | 0.9999 | |
IV Baja simetria, Alta viscosidad, Membrana rigida 10" | 0.9999 | 0.9999
V Alta simetria, Viscosidad media, Membrana suave 025 0.5 10*1
. . . . . - 0.25
VI Alta simetria, Viscosidad media,Membrana rigida 0.5 0.9999

Tabla 3. “Modos que despliega el sistema”
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3.5 Espacio prismético 3D

Los seis modos en la Tabla 3, pueden ser descritos en un espacio
prismatico tridimensional, que describe el estado material en el sistema. Los
primeros cuatro modos {I-IV} estan asociados con la asimetria, y los modos {V,
VI}, estan asociados con la simetria en el espacio fisico (Rey 2008, Abou-Dakka et
al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

a) Modo asimétrico

Por ejemplo, la manera de interpretar cada punto en el espacio material
prismatico se ejemplifica con el modo |. EL modo I (LS, LV, FM) describe una baja
simetria, es decir, una de las fases viscoelasticas es muy poco viscoelastica y la
otra completamente viscoelastica, la viscosidad de bulto es la minima del sistema
y se tiene una membrana muy deformable (Membrana suave).

b) Modo simétrico
El segundo ejemplo es el modo VI. Este modo esté relacionado con una alta
simetria en las fases viscoelasticas (la viscoelasticidad en las fases es la misma),

se tiene una viscosidad Intermedia y la Membrana es rigida (en este caso, la
membrana actua como un soélido).

in ib :Memoria

V:HS,IV,FM

T VI:HS,IV,SM

I: LS, LV, ™ 1I: LS,L"’, SM

[ k : Elasticiticidad

Jl\" LS, HV,SM

LS HS
X, :Viscosidad I } |

II:LS,HV,FM | gy

A =025
50(10’4)

Figura 11. “Espacio material prismatico para los seis posibles modos”

3.6 Restricciones del modelo electroreoldgico

El modelo electroreolégico que se dedujo en la Ec. (3.17), es valido
tomando en cuenta las siguientes restricciones fisicas:

[ =)
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e Es valido solamente para campos eléctricos de baja amplitud, debido a que
para grandes amplitudes los efectos de compresibilidad juegan un papel

importante en el sistema.

e Los mecanismo de transferencia de calor se desprecian por lo que
suponemos que el proceso es isotérmico, es decir que ninguna propiedad
fisica o fisico-quimica del sistema es funcion de la temperatura.

e Es valido para deformaciones bajas, es decir en el régimen de
viscoelasticidad lineal

¢ Los efectos gravitacionales no se consideran en el balance de momento
e Los mecanismos inerciales son despreciables (Numero de Reynolds bajos)
¢ El espesor de la membrana es despreciable.
En la siguiente seccion, probaremos las bondades de nuestro modelo

cuando el campo eléctrico toma la forma mas simple que es la de una funcién
sinusoidal (Rey 2008, Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).
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4.1 Respuesta mecanica

En esta seccion se presenta la funcion respuesta del sistema a la aplicaciéon
de un campo eléctrico an-armoénico (cosenoidal), para analizar el comportamiento
de la curvatura promedio.

4.1.1 Estado no estacionario

En esta prueba se estudia la evolucion de la curvatura promedio en funcién
de las propiedades materiales del medio. Matematicamente se considera como un
problema de valor inicial. En esta seccion se resuelve la Ec. (3.17) con las
condiciones iniciales dadas por la Ec. (3.18) mediante la técnica de coeficientes
indeterminados (Ver apéndice A para la deduccién completa) para un campo de
eléctrico de la forma (Rey 2008, Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey
2014).

E(c_of)=cos((;£) 4.1)
sustituyendo la Ec. (4.1) en la Ec. (3.17) se obtiene:

2

5 () i (2,0) 1 )
o2 (ke os (o) -men )

la ecuacion diferencial anterior (Ec. (4.2)), puede ser descrita, en una forma mas
simple:

(4.2)

(b’; j—:z +bj%+1jﬁ(f) = (a’; (%}(1—614); )]cos(&)
- i[5 en(a) @3)
= Acos(o_JE)Jr Ba)sen((;f)

La ecuacion diferencial (Ec. (4.3)), se resuelve con los métodos clasicos de
ecuaciones diferenciales ordinarias. La solucion puede ser separada en dos
contribuciones, la primera de ellas la solucion homogénea, y las soluciones
particulares correspondientes (apéndice A), finalmente obteniéndose:

H(t) = C.Exp(5t)+ C,Exp(r,t) +(Ay+ By )cos(wt) +(A,+ By )sen(ot)  (4.4)
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donde los coeficientes estan dados por las siguientes expresiones

o+ 02 an b — [o2-ap
P W A o B (4.5)

: 2b;, ST
o b (Ho-(Ay+ By, ))—(Hi—o(A,+ B,,))
1 7 (4.6)
C_ (H1 _(’O(A12+ By, ))_rl (HO_(A11+ Bll))
2 r,—h
. 2 —2
1k (1-kb2w)(1—b2w )+blo)
A11+Bll =4, (Tj —\2 — (4.7)
(1—b2w ) +(bzw)
b’ (1-kb*6)—(1—b*62)
(1K =T 2 2
A,+B, =a, (T 0 (4.8)

(1— Do )2 +(biw)

Las Ecs. (4.4)-(4.8) representan la solucién al problema de valor inicial. La
solucion se puede separar en dos contribuciones: (i) Una parte que se desvanece
en forma exponencial, (ii) la otra contribucién oscilatoria.

4.1.1.1 Casos particulares

La solucién general (Ec. (4.4)) contiene varios casos particulares, los cuales
son mencionados a continuacion:

a) Membrana rigida (Modos pares 2,4,6) la solucion oscilatoria desaparece y
solo queda la contribucion de las exponenciales decrecientes:

ﬁ(f) = ClExp(rlf)+C2Exp(r2f)
RN W
I’l—? (49)
2\t \b
-1-\1-4 o
r,=———
2\t b
b) Membrana rigida y alta simetria (fases viscoelasticas iguales), k =1,

7_»t7_ub=1/4
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(1) = C,Exp(rf) +C, tExp 1) (4.10)
L=r=r=-2 |

las raices de la Ec. (4.5) para el caso de una membrana rigida y fases
viscoelasticas iguales (Modo VI) presenta el caso de raices repetidas y una
solucion se desvanece con el tiempo mucho mas rapido que la otra.

4.1.2 Flujo oscilatorio

Esta prueba, consiste en descomponer la curvatura promedio en dos
contribuciones, una en fase con el campo eléctrico y la otra desfasada del campo
eléctrico (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014). Por lo tanto, se
propone que la solucién oscilatoria tenga la siguiente forma:

Hp (E) =Hio (5) cos(go{>+ﬁoi (m)sen((?)i) (4.11)

En la Ec. (4.11) io denota la parte de la curvatura que esta es fase con él
campo eléctrico y oi representa la parte de la curvatura que esta fuera de fase del
campo eléctrico. Sustituyendo la Ec. (4.11) en la Ec. (3.17) e igualando los
coeficientes, los mddulos de curvatura son obtenidos (Abou-Dakka et al. 2012;
Herrera- Valencia & Rey 2014).

= *\ 2 x4
Hio (a5, by, b3, kio ) =a, (ﬁj 1+ (b (1+_k)t2’2)‘” +_kt2’2 ® (4.12)
K (1-b;c02) +(bzm)
* — * 3
Hoi (a’;, b;,b;, k;c_o)za; (Qj (b:-1) °i+ (1 'blk)l_)i” (4.13)
K (1-b;0)2) +(bI(o)
por lo tanto, la solucion general es la siguiente:
H(as, by, by, kiw)=a, (%)
. = xp— .\ o\ (4.14)
1+(b1-(1+_k)t:2)w2tkl:22m4 cos(ot)+ (bl-l)ofr(i-blk)_szjs sen((TJf)
(1—b;0)2) +(bzw) (l-b;mz) +<bIco)
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A partir de esto se calculan los modulos de curvatura, la potencia disipada y
la energia elastica promedio. Se calcula ademas el factor de selectividad 6(5) ,

el cual es un cociente entre la energia elastica y la potencia disipada en el sistema
(Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014). Es importante resaltar,
que las cantidades clave para la descripcion del sistema son la potencia liberada a

los fluidos viscoelasticos por la oscilacién de la membrana 5(6), la energia
elastica almacenada por la membrana E(c_o) y la relacion de estas cantidades

conocido como factor de selectividad 6(5) .

4.1.2.1 Potencia

La potencia liberada a los fluidos viscoelasticos por la oscilaciéon de la
membrana puede ser calculada por medio de una integral promediando sobre un
periodo, y se define como el producto del campo eléctrico y el flujo volumétrico.
Nétese, que el flujo volumétrico puede ser expresado en términos de la evolucién
de la curvatura promedio (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

ﬁ(ag,bj,b’;,k;o_a):—%<E(E)V(E)>=<E(E)-ﬁ(E)>

* —2 * »—4
;[ﬁjc‘oﬁmziag [%j(bfl)m_j(f'blk)_biw
(l-b;(o ) +(bI(o)

(4.15)

k

4.1.2.2 Almacenamiento de energia elastica de la membrana

La energia elastica promedio almacenada por la membrana se calcula
utilizando el teorema del promedio integral sobre un periodo. Fisicamente, la
energia elastica de la membrana, indica la cantidad de energia almacenada y se
define como el cuadrado de la evolucion de la curvatura promedio (Abou-Dakka et
al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).

En(23,b7,b;, ki) = (i @) H(w))~(H' (5))%(?(5))2
H ()= Jﬁi (0)+Ha ()

(4.16)
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4.1.2.3 Factor de selectividad Q

El factor de selectividad Q es la relacidon entre la energia almacenada por la
membrana y la potencia liberada hacia los fluidos viscoelasticos y es una medida
de la importancia relativa del proceso disipativo y de almacenamiento de energia,
este factor depende los mecanismos inerciales, elasticos y volumétricos a traves
de numeros adimensionales (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey
2014).

_ . En(apblbyke) H (ap.biby ko)
Q (2303 o) P (a5, by, b, kio) B oHa (a5, by, b, kio) @.17)

la magnitud del factor Q(a’;,bz,b’;,k;o—)) define 3 regiones para las cuales toma el
valor de:

Q_(a;, b;, b}, k;(TJ)> 1; Almacenamiento elastico de la membrana > Potencia liberada a los fluidos

Q_(ag, by, b5, k;(T)) = 1; Almacenamiento elastico de la membrana = Potencia liberada a los fluidos

Q_(a;, b;, b}, k;(TJ) < 1; Almacenamiento elastico de la membrana < Potencia liberada a los fluidos

4.2 Resonancia

Para obtener la frecuencia de resonancia en el sistema ., el denominador
de los médulos de curvatura (Ecs. (4.12) y (4.13)), debe ser cero, por lo que,
despejando la frecuencia se tiene lo siguiente:

— == 1 [k
mres(k,xtxb)—\/bxkj&b) \/Mb (4.18)

la Ec. (4.18) muestra que la frecuencia a la cual el sistema presenta los
mecanismos resonantes esta determinada por la elasticidad y la asimetria de las
fases viscoelasticas (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014).
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5.1 Respuesta mecanica

En esta seccion se representa la respuesta mecanica: (i) moédulos de
curvatura, (ii) potencia vy (iii) la energia elastica promedio vs funcién de la
frecuencia adimensional. Nuestro analisis muestra que los modos pares (ll, IV, V)
no tienen relevancia fisica, por lo que nos centraremos solo en los modos impares
(I, 1M, V). Por efectos de simplicidad, solo se muestra el analisis para el modo |
(LS, LV, FM) y posteriormente, se hace un resumen de los seis modos en la Tabla
4.

1.0
Hio

I
-]
L L L I I
T

I
(=)
L L L
T

RESPUESTA MECANICA
=
Tl
E

0.0 — N Nidii —+—H -
1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

1.E+04 1.E+06

Figura 12. “Respuesta mecanica en funcion de la frecuencia adimensional’

En la Figura 12 se ilustra la respuesta mecanica en flujo oscilatorio de la
ecuacion electroreoldgica para el modo |. Se observa que Hi,, describe una
primera meseta, seguido de una zona intermedia tipo ley de potencia y a
frecuencia altas una segunda meseta que tiende asintéticamente a cero. Por otra
parte H., despliega el clasico comportamiento resonante en donde el maximo
esta centrado en la frecuencia de resonancia. Es importante resaltar, que el
maximo esta determinado por un acoplamiento entras las propiedades
viscoelasticas y elasticas del sistema.
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La potencia 5(6), describe un comportamiento constante a bajas

frecuencias y para un cierto valor critico, la potencia disipada describe un
comportamiento monoétono creciente hasta un segundo valor en donde es
independiente de la frecuencia. Finalmente la energia elastica presenta dos zonas
constantes a baja y altas frecuencias y una zona intermedia tipo ley de potencia.
A bajas frecuencias el sistema se comporta como sélido, mientras que a altas
frecuencias el sistema se comporta como un liquido, en la Tabla 4 se muestra en

resumen el comportamiento de las respuestas mecanicas.

Modo Hoi(co) Hio(m) P(o)) Em (m) Q((o)
| Pulso simple 2 mesetas a baja 2 mesetas a 2 mesetas a baja Decrece
con un pico y alta frecuencia baja y alta vy alta frecuencia linealmente a
{LS,LV,FM} maximo y una zona Fipo frecuencias Y Y una zona tipo un valor
centrado en la ley de potencia una zona tipo ley de potencia, asintdtico
frecuencia de ley de con un mdximo menor a la
resonancia potencia, con a bajas unidad
un valor  frecuencias
maximo a altas
frecuencias
1 El médulo de El médulo de La potencia se La energia El factor Q de
curvatura se curvatura se anula en este eléstica de la selectividad se
{ LS, LV,SM} anula anula modo membrana se anula
anula en este
modo
I Pulso simple 2 mesetas a 2 mesetas a 2 mesetas a Decrece
con un pico bajas frecuencias bajas bajas frecuencias linealmente a
{LS,HV,FM} maximo y una zona Fipo frecuencias Y Y una zona tip_o un \_/alor
centrado en la ley de potencia una zona tipo ley de potencia asintético igual
frecuencia de ley de potencia con un maximo a la unidad
resonancia a bajas a bajas
frecuencias frecuencias
\V/ El médulo de El médulo de La potencia se La energia El factor Q de
curvatura se curvatura se anula en este eléstica de la selectividad se
{LS,HV,SM} anula anula modo membrana se anula
anula en este
modo
V Pulso simple 2 mesetas a 2 mesetas a 2 mesetas a Decrece
con un pico bajas frecuencias bajas bajas frecuencias linealmente a
{HS,|V,FM} maximo y una zona tip_o frecuencias Y Y una zona tip_o un valor
centrado en la ley de potencia una zona tipo ley de potencia asintotico
frecuencia de con un valor leyde potencia con un maximo menor a la
resonancia maximo a bajas a bajas a bajas unidad
frecuencias frecuencias frecuencias
VI El médulo de El médulo de La potencia se La energia El factor Q de
curvatura se curvatura se anula en este eléstica de la selectividad se
{HS,|V,SM} anula anula modo membrana se anula
anula en este
modo

Tabla 4. “Repuesta del sistema en funcion de la frecuencia adimensional para los

distintos modos”
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5.2 Factor de selectividad Q

En la Figura 13 se ilustra el Factor de selectividad Q vs frecuencia
adimensional para los seis modos descritos en la Tabla 4. EI comportamiento del
factor Q se puede separar en dos regiones: (a) Q > 1, los mecanismos dominantes
son los elasticos, en comparacion con los procesos disipativos asociados con el
contacto de las fases viscoelasticas. En este contexto los modos pares, (ll, 1V, VI)
los procesos dominantes son los elasticos. (b) Q =1, en este contexto, los
mecanismos de almacenamiento y los disipativos son iguales, (c) Q < 1, los
mecanismo dominantes son los disipativos y los que se minimizan son los
elasticos (almacenamiento de la energia en la membrana). De igual manera, los
modos que minimizan la energia elastica corresponden a los modos (I, lll, V). En
las siguientes secciones se demostrara que el unico modo biolégicamente posible
es el modo Ill asociado con el contraste en las fases viscoelasticas, la maxima
viscosidad de Bulto del sistema y una membrana suave y deformable.

2.7E+13
1l I:LS/LV/FM
6.7E+11 O:LS/LV/SM
1.7E+10 or:LS/HV/FM
IV:LS/HV/SM
4.2E+08
V:HS/IV/FM
1.0E+07 VI:HS/IV/SM
o 2.6E+05 Q > 1; Almacenamiento > Potencia liberada

6.6E+03 £  ~ 1  UTEmmImnIanaNIToTIIITIOnIInIIINIINTIINIInTIILTIILTaS

&
o
= 1.6E+02
3
= 4.1E+00

1.0E-01 N N Q =1; Almacenamiento = Potencia liberada

2.6E-03 . N
6.4E-05 e N
1.6E-06 N

4.0E-08 ~

1.0E-09 - — —— — —— —
1.0E-03 1.0E-01 1.0E+01 1.0E+03 1.0E+05 1.0E+07
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 13. “Factor de selectividad Q en funcién de la frecuencia adimensional”
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5.3 Linea material resonante
5.3.1 Condiciones materiales para las curvas resonantes

La identificacion de las condiciones materiales que conducen a la
localizacién del maximo en la funcion potencia P(w) es un paso importante en el

entendimiento de las células ciliadas externas (CCE). Un examen de la Ec. (4.15)
muestra que la potencia es una funcién monétona creciente y para valores altos
en la frecuencia adimensional, su valor es constante, i.e. no_existe ningun valor
numérico de la frecuencia para el cual, la potencia presente las curvas resonantes
que permiten disipar la _maxima potencia debido al contacto de las fases
viscoelasticas.

l. Primera condicion material:

Sin embargo, cuando el coeficiente viscoso b, es igual al inverso del radio
elastico k, i.e. b, =1/k este hecho implica que el segundo término del numerador

de la potencia disipada se anule, i.e. 1-bk=0, por lo que la potencia disipada
toma la siguiente forma analitica:

—2

P (@a s )= 2ai[ ) ( 21Kk 51

_ _ _9\2 _
2 k-mbof) e

la condicién b; = 1/k implica las siguientes condiciones materiales en el sistema:

a) El valor de la viscosidad de bulto debe ser maxima, es decir, la suma de la
viscosidad debe aproximarse a 1, i.e. %, —>1.

b) La condicién de maxima viscosidad en el sistema, implica que el producto
de los tiempos viscoelasticos de Maxwell debe ser pequeio, del orden de
cero, i.e. Mi» ~e=10". Fisicamente, significa que una de las fases debe
ser muy viscoelastica y la otra débilmente viscoelastica.

c) Los numeros adimensionales {Xtib,zﬁ} no son independientes por lo que

el producto de los tiempos de Maxwell determina las cotas inferior y
superior de la viscosidad de bulto, respectivamente.
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Il. Segunda condicion material

De la misma manera como en la condicion 1, un examen exhaustivo del
modelo simplificado (5.1), los mecanismos flexo-eléctricos deben de cumplir la
siguiente restriccidn en el sistema:

«1-k . = k
a07=1<:>a0 =a0(k):ﬁ (52)

d) De acuerdo con nuestro espacio prismatico 3D adimensional, los modos
que corresponden a estas condiciones materiales son los modos: (i) Ill (LS,
HV, FM) y (ii) IV (LS, HV, SM) respectivamente.

En la Tabla 5. Se presentan algunos valores del coeficiente flexo-eléctrico
en funcién del radio elastico.

Radio elastico Numero flexo-eléctrico Mecanismo dominante
K ay (K)

0.0001 0.0001 Elastico
0.10 1/9 Elastico
0.25 1/3 Elastico
0.50 1 Elastico=

Flexo eléctrico
Elastico=
0.75 3 Flexo eléctrico
0.90 9 Elastico=
Flexo eléctrico

Tabla 5. “Variaciéon del numero flexoeléctrico con el radio elastico”
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Figura 14. “Coeficiente viscoso adimensional como funcién del radio elastico”

5.4 Curvas resonantes de la potencia

La potencia de resonancia se calcula a la frecuencia de resonancia, por lo
que:

|3res = 5((7)res,az,k): %az (&j(l - k)k (53)

un analisis exhaustivo de la Ec. (5.2) implica que las unicas condiciones posibles
para obtener las curvas resonantes, se presentan cuando el coeficiente asociado a
los mecanismos flexo-eléctricos satisfacen la Ec. (5.2), por lo que se tiene:

Pres :E(E)res,a; :%,k} %(1 -k)k (5.4)

La Ec. (5.4) es la mas importante, del presente analisis y es punto de
partida, de las simulaciones que se presentan en los capitulos posteriores. Al
tomar la derivada con respecto al radio elastico en la Ec. (5.4) e igualarla a cero

dP.s /dk =0 , y despejando el radio elastico, se tiene que el valor critico es: k=1/2,
por lo que la Ec. (5.4) toma la forma:
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(Eres )max = E(&rES,kzl/z)z 1/2° (5.5)

la Ec. (5.5) representa el maximo valor que puede tomar la potencia en las curvas
resonantes.
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T — — k=05
1 -4
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ml ok
a, = —
: l'k
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(@] |
Z y
= a)k =0.90,a; =9
2 006 T bh)k=0.75,a) =3
1 c)k=0.5,a3 =1
0.04 : d)k = 0.25, a; =1/3
I ok=01,a=1/9
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Figura 15. “Potencia en funcién de la frecuencia adimensional”

En la Figura 15 se presenta la potencia en funcién de la frecuencia
adimensional para diferentes valores del radio elastico. Los parametros utilizando
en esta simulacién corresponden al modo Il (LS, HV, FM). Se observa que el
maximo valor de la membrana se obtiene para k = 0.5, y el valor maximo de la

potencia se obtiene en Pmx =0.125. Dos regimenes se pueden observar en la
figura 12. (i) A valores de radio elastico de k€(8,0-5) las curvas resonantes

aumentan hasta el valor maximo en k = 0.5, mientras que (ii) para ke (0-5,1), el

maximo y el ancho de las curvas resonantes decrecen, debido a los mecanismo
elasticos asociados con el radio elastico. Un hecho importante, en esta simulacion,

es el de que el numero adimensional a’;(k) esta determinado por las propiedades
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flexoeléctricas del material a través del radio elastico k, por lo que para el inserto
de la Figura 14 los valores correspondientes son descritos en la Tabla 5.

5.5 Energia elastica en la linea material que une los modos llly IV

En la Figura 16 se ilustra el efecto del radio elastico en la energia elastica
de la membrana como funcién del radio elastico k, para la linea material que une
los modos (lll) y (IV) representada en la Figura 11. Matematicamente, en todos los
casos, se observa dos mesetas a bajas y altas frecuencias adimensionales
respectivamente, y una zona intermedia tipo ley de potencia. Fisicamente, a bajas
frecuencias se comporta como un sdlido elastico, mientras a frecuencias
moderadas, el sistema presenta un comportamiento monétono decreciente lo que
infiere que el sistema pasa de estados de mayor a menor elasticidad por efecto de
la frecuencia adimensional aplicada en el sistema.
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1.E-02 Meds =107

LE-03 & Eﬁ =1

1.E-04 7 - k a)k=090,a, =9
i 4y = 1-k b)k=0.75.a, =3
1.E-05 o) k=05,2,=1

Modo III — Modo IV

d)k=0.25a,=1/3

ENERGIA ELASTICA DE LA MEMBRANA

1.E-06 Ed e)k=0.1,a;,=1/9
1 )k =0.0001, a, = 0.0001
LE-07 §
LE-08 | f
¥ [
LE-00 i

1.0E-10 1.0E-08 1.0E-06 1.0E-04 1.0E-02 1.0E+00 1.0E+02 1.0E+04 1.0E+06
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Figura 16. “Energia elastica de la membrana como funcion de la frecuencia adimensional”
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5.6 Factor de selectividad Q en la linea material que une los modos Ill y
vV

En la Figura 17 se ilustra el factor Q como funcion de la frecuencia
adimensional y en funcién del radio elastico k. En general las curvas muestran un
comportamiento monétono decreciente y creciente a bajos y altos valores de la
frecuencia adimensional respectivamente y una zona intermedia a valores
intermedios de la frecuencia adimensional. Es claro que en la linea material que
une a los modos (lll) y (IV) se observan todas las curvas resonantes, sin embrago,

el factor de selectividad Q es menor a uno, i.e., Q<1 solamente para K 6(8,0.5).
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1.0E+09
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1.0E+05
o
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< 1.0E+02
= 1.0E+01
LOEAQQ goeeerereerereneee N e e e
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1.0E-02
1.0E-03
1.0E-04

My =107
> =1
n

k.
(k) =T

k =0.9999

Region Biologica Region Biologica
- [ S
Q<1 k =0.0001 Q<1

1.0E-04 1.0E-02 1.0E+00 1.0E+02 1.0E+04 1.0E+06 1.0E+08
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 17. “Factor de selectividad Q en funcién de la frecuencia adimensional para los
parametros materiales”

En esta zona, la energia elastica de la membrana se minimiza y la potencia
disipada debido a las fases viscoelasticas se maximiza. Los resultados obtenidos
en la Figura 17 pueden ser resumidos a continuacion:

a) Q > 1, para k€(0-5,1) los mecanismos dominantes son los elasticos

asociados con la elasticidad de la membrana.
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b) Q =1 para k = 0.5 la disipacion viscosa debido a las fases viscoelasticas y
los mecanismos elasticos de la membrana son iguales.

c) Q< 1, para k e(s,O.S) la disipacion viscosa se maximiza en comparacion

con las propiedades elasticas en el sistema, lo que corresponde
precisamente a la zona biologica de las células ciliadas externas en el
organismo humano.

5.7 Aplicaciones bioldgicas (CCE)

De acuerdo con los trabajos de Sachs y colaboradores (2009) las CCE
usan la electromotilidad de los estereocilios (HB) para vencer la viscosidad vy
ajustar el efecto de resonancia para maximizar la potencia y disipar la energia. El
receptor (estereociliios) de las células ciliadas externas activa las oscilaciones
permitiendo que se ajusten a la frecuencia de resonancia, para poder disipar la
maxima energia y posteriormente mediante otros procesos fisiologicos y
fisicoquimicos poder convertirla en impulsos nerviosos.

La respuesta mecanica al campo eléctrico inducido produce las oscilaciones
en las CCE que ocurre a la frecuencia del sonido que llega y ajustada a la
frecuencia resonante, produciendo una amplificacion mecano-eléctrica. Rabbit et
al. 2009 formularon un modelo matematico para las CCE basado en el primer
principio (electromotilidad HB) de transduccién mecano-eléctrica y ellos analizaron
la conversion de potencia en el dominio del espacio de la frecuencia (espacio de
Fourier). Cabe mencionar que en este trabajo se usa la integracion de la ecuacion
de forma de la membrana acoplada con el modelo constitutivo de Maxwell para
caracterizar los fluidos viscoelasticos, el cual es un modelo que intenta reproducir
el efecto producido por la electromotilidad somatica. Como ha sido demostrado
(Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey 2014) una caracteristica
bioldgica clave es la forma y ubicacién del pulso de amplificacion de la potencia
liberada a los fluidos. El modelo presentado en este trabajo es cualitativamente
consistente con el fendmeno biolégico que ocurre en las OHC.

Finalmente, en la Figura 18 se presenta un resumen de los principales
méritos de la presente investigacion. La Figura 18 ilustra el factor de selectividad
Q , la potencia disipadas por las fases viscoelasticas y la energia almacenada en
funcién de la frecuencia adimensional y los parametros biolégicos que describen
las curvas resonantes y las caracteristicas relevantes de ellas (Anchura y maximo
de las curvas resonantes) y minimizan la energia elastica asociada a los
mecanismos elasticos de la membrana. En nuestro modelo, el valor del maximo
en la potencia esta determinado por tres efectos acoplados. (i) La asimetria en las
fases viscoelasticas, i.e. x.a. 11 1 , esto significa que en una de las fases, el tiempo
de relajacion es muy pequeno (débilmente viscoelastico) y la otra fase es
completamente viscoelastica. (ii) La viscosidad de bulto en el sistema, toma su
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valor maximo, i.e. Zﬁ =1 y (iii) el valor numérico del radio elastico es pequefio, es

decir KL l'O(k) =10". El ancho de las curvas resonantes esta determinado por

la asimetria de las fases viscoelasticas a través del numero de memoria ., y del
radio elastico k. La energia elastica presenta dos mesetas a bajas y altas
frecuencias y una zona intermedia tipo ley de potencia. La segunda meseta esta
completamente determinada por el radio elastico. La zona de ley de potencia y la
meseta a bajos valores en la frecuencia son de vital importancia en el
funcionamiento bioldgico y fisioldgico de las células ciliadas externas. De acuerdo
con nuestro analisis paramétrico, el valor de Q en el modo Ill (baja simetria,
maxima viscosidad de bulto y radio elastico mucho menor a uno) el factor Q es
menor de la unidad, lo que implica que el sistema se comporta como un
amplificador de tipo bioldgico.
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Figura 18. “Factor Q, energia elastica y potencia en funcién de frecuencia adimensional
para un valor del radio elastico de 0.25”

En nuestro sistema, un valor de Q << 1, significa que los mecanismos
elasticos se minimizan en comparacidén con los procesos disipativos, los cuales
estan determinados por los procesos biolégicos y fisiolégicos en las células
ciliadas del cuerpo humano. Las propiedades materiales importantes aqui son: la
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dureza de la membrana, (ii) la elasticidad de las fases viscoelasticas, (iii) los
tiempos de relajacion de Maxwell asociados con los mecanismos viscoelasticos en
el sistema. La forma de cambiar o adaptar estas propiedades materiales es
cambiando la concentracién, la distribucion del peso molecular disolviendo las
cadenas poliméricas. Para incrementar la amplitud en las curvas resonantes
asociadas a la disipacion viscosa, uno de los fluidos debe ser débilmente
viscoelastico y el otro completamente viscoelastico (asimetria en las fases). Para
cambiar la localizacién del maximo y el ancho en las curvas resonantes, la
elasticidad de la membrana con respecto a la elasticidad de bulto de las fases
viscoelasticas debe ser ajustada. Para ajustar la anchura de las curvas
resonantes, los tiempos de relajacion de Maxwell, elasticidad de la membrana y la
viscosidad de bulto deben ser modificados.

ks > £<1,0(107)
Q>1 E?. —1
Region no Region no .
.g, . -g’ , a, =k =& <1,0(10%)
Biologica Biologica L
P < En
— — Region no Biologica
Q=1 E, =P
Region no P> ]_Em,Resonancia R ewion Tnexistnt
egion Inexistente
Q«xl1 Biologica a'(k,)= k, g
0 i
1-k,
Region Biologica
k. <1 k=0.5 k=1
Membrana muy suave Membrana rigida

Figura 19. “Resumen cualitativo de los resultados obtenidos”

En la Figura 19 se presenta un esquema en el que se resumen los
resultados cualitativos de este trabajo. Se puede observar que la regién biolégica
se obtiene solo con una membrana con una rigidez menor a 2 y cierto valor
critico, que es donde se amplifica la sefial debido a la resonancia del sistema,
fuera de esta region descrita anteriormente nuestro modelo no puede describir el
sistema bioldgico.
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6.1 Resumen y principales contribuciones

En este trabajo se utilizd el concepto de flexo-electricidad en cristales
liquidos con aplicacién a las células ciliadas externas. Para modelar este
fendmeno se utiliz6 un capilar con dos fases viscoelasticas y una membrana
flexoeléctrica adherida en el centro del capilar a la cual se le aplic6 un campo
eléctrico de baja amplitud, lo que provoca que se forme un domo inferior y superior
lo cual, induce un flujo volumétrico debido a la diferencia de presiones entre la
parte superior e inferior de la membrana demostrado (Abou-Dakka et al. 2012;
Herrera- Valencia & Rey 2014).

A partir de un balance mecanico y la ecuacion de forma de la membrana y
suponiendo que las fases son viscoelasticas se deduce una ecuacién que describe
el cambio de la curvatura promedio en funcién del campo eléctrico aplicado y las
propiedades materiales (viscoelasticas, elasticas y flexoeléctricas) del sistema.

Matematicamente el modelo describe una ecuacién diferencial ordinaria de
segundo orden en la curvatura promedio la cual se puede interpretar como una
clase de oscilador armoénico forzado, este modelo contiene una contribucién
inercial asociado a la segunda derivada de la curvatura con respecto al tiempo,
una primera derivada asociada con la disipacién y el termino constante
relacionado con la elasticidad de la membrana. Es importante resaltar, que este
modelo es un caso especial de un modelo mecanico de Burgués de seis
elementos. Por otra parte, el miembro derecho de la ecuacién contiene una
segunda y primera derivadas del campo eléctrico por lo que el modelo matematico
es simétrico.

Para analizar la respuesta mecanica, se propuso una funcién anarmonica
para el campo eléctrico (Trigonométrica) por lo cual, la curvatura promedio se
separd en dos contribuciones una en fase con el campo eléctrico y otra desfasada
del campo a partir de esto, se obtuvieron expresiones analiticas para las
siguientes variables dinamicas:

Moédulos de curvatura

Potencia disipada por el contacto con las fases viscoelasticas
Energia elastica de la membrana (Recuperacion)

Factor Q de selectividad el cual separa en dos mecanismos
principales, uno de ellos asociado con la disipacion viscosa y el otro,
con la energia elastica

oo oo

Proponiendo un conjunto de variables adimensionales, se obtuvieron tres
numeros adimensionales(thb,Zn,k), relacionados a la asimetria de las fases
viscoelasticas, la viscosidad total de bulto y el radio elastico, en donde los limites
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matematicos de estos numeros adimensionales, generan un espacio material de
seis posibles modos. Geométricamente, este espacio puede ser representado por
un espacio prismatico 3D. Las coordenadas de este espacio son la viscosidad de
Bulto, la elasticidad de la membrana y la memoria asociada al producto de los
tiempos de relajacion respectivamente. Estos modos representan cualquier punto
material en nuestro sistema.

6.2 Modelo dindmico

La Ec. diferencial deducida por Abou-Dakka et al. 2012, para un sistema
similar, no esta bien escalada por lo que esta tesis presenta la ecuacion diferencial
correcta. Sin embargo, el modelo de Abou-Dakka et al 2012, deducido por un
método similar al que se presenta en este trabajo, conduce a la siguiente ecuacion
diferencial de segundo orden (Ver apéndice B de Abou-Dakka et al 2012)

b (e k) 9 b7 (= 1) L1 (D) =[ 1 (R k) S+ 91 |E(
2 (Aeoule) 2+ 07 (Z5. k) g JH () = | 10} (Rioak) 5+ 41 E (1)

este modelo esta incompleto porque le falta un numero asociado a la flexo-
electricidad. El modelo deducido en este trabajo corrige este defecto y explica la
cuarta condicion para que existan las curvas resonantes. Matematicamente la
correccion es la siguiente:

2

(b’;(Xtib,k)j—;+bZ(2n,k)%+lJﬁ(E):a;(%j(kb; (xtzb,k)%%ﬂjﬁ(z)

dt

Nétese, que esta ecuacion fue deducida de un manera general, por lo que
se puede extender facilmente a otras ecuaciones constitutivas lineales como las
explicadas en la capitulo Il (Modelos viscoelasticos de Jeffreys y Burgers) de la
presente investigacion. La correccion de este trabajo, es el producto del numero
flexoeléctrico multiplicado por la elasticidad de la membrana, i.e.

<[ 1-k
a, T

Este producto de numeros adimensionales, sera punto de partida en la
descripcion de las curvas resonantes y de la zona biologica.

6.3 Curvas resonantes y zona biolégica

Las condiciones que se encontraron para las curvas resonantes son
enlistadas a continuacion: (i) EI nUumero de memoria debe ser menor que uno, del
orden de 10%* es decir una de ellas es débilmente viscoelastica y la otra
completamente viscoelastica. (ii) La viscosidad de bulto debe ser la maxima
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permitida, es decir, su valor debe ser cercano a la unidad. (iii) El radio elastico, el
cual relaciona la elasticidad de la membrana con la de la elasticidad de bulto del
fluido debe ser menor de uno. La cuarta condicion y contribucion de esta tesis (iv),
es que el valor numérico del numero flexo-eléctrico el cual, debe ser del orden del

radio elastico, i.e., a, =k =10". Para que se cumpla esto, el producto a’; (1-k/k)
debe serigual a la unidad, i.e.

* l'k

a,| — |=1

(%)

Esto implica que existe una relacién entre el numero flexoeléctrico y el radio
elastico por lo que podemos expresarlo en términos de una funcién:

. Kk
a, (k)=
1-k
Fisicamente se encontrd que las curvas resonantes estan asociadas a que
el coeficiente flexoeléctrico sea del orden del radio elastico, i.e. que

a5 (k) =k(1-k) " =k(1+k+O(k?)) = k

Finalmente una de las contribuciones mas importantes de la presente
investigacion, es que los numeros adimensionales estan acoplados, es decir los
mecanismos no son independientes. La viscosidad depende de la memoria y la
flexo-electricidad del radio elastico, por lo que se tiene lo siguiente:

3, =2 (ko)
2,72, (k)
Aetho =1
Gi+Gy =1

Numeros-adimensionales:

las condiciones para las cuales se da el efecto resonante son las siguientes:
a) El numero adimensional asociado a la memoria debe ser del orden de

épsilon, i.e. Adhb =€ = 0(10‘4). Fisicamente implica que hay un contraste en

las fases viscoelasticas del sistema.
b) Una vez que el numero de memoria es muy pequefio, la viscosidad del
bulto, puede tener dos valores posibles minimo y maximo

Zm <Z=Z ()_Mt}_bb :s)<2ﬁmax, por lo que, se debe de escoger el valor

nmin

maximo de acuerdo a nuestro estudio paramétrico, i.e. Zﬁ 2

nmax "

c) El radio elastico debe ser del orden de épsilon, i.e. k=¢. Fisicamente la
elasticidad de la membrana es mucho menor que la elasticidad de bulto del
sistema (las dos fases viscoelasticas).
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d) El coeficiente flexoeléctrico, debe ser del orden del valor numérico de la

membrana, es decir, a, =k =¢= 0(104‘)

6.4 Potenciay disipacion viscosa

Abou-Dakka et al. 2012, obtuvieron dos ecuaciones adimensionales para la
disipacion viscosa y la energia elastica de la membrana.

()25 T R

22w 3 dt

Sin embargo, y de acuerdo con la teoria desarrollada en este trabajo, la
potencia propuesta por Abou-Dakka et al. 2012, es incorrecta debido al numero
adimensional, asociado con la flexo-electricidad del sistema, multiplicado por 1-k/k.

La ecuacién correcta para la potencia disipada es la siguiente:

_ -kl o101 2o dH(t) _ _. -
Plo)=-2= _Ezn/c_o! dg)E(t)dt

Un hecho notable de este modelo, es que los numeros adimensionales
estan acoplados y por ende las curvas resonantes, son un fendmeno acoplado es

decir, las variables independientes son el nUmero de memoria Atls Yy el radio
elastico k del sistema. Estos valores determinan el valor de la viscosidad de bulto

y los mecanismos flexo-eléctricos a través del nimero a, .

6.5 Factor Q

Abou-Dakka et al. 2012, obtuvieron al igual que la potencia, una expresion
que relaciona la disipacion viscosa con la energia elastica de la membrana. La
férmula que obtuvieron es la siguiente:

200 dﬁ(i)

N T

El factor 6(5) obtenido en este trabajo, contiene el numero flexo-eléctrico

a, multiplicado por (1-k)/k, por lo que el factor de selectividad 6(6_0) queda

expresado como:
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ngdﬁ t)_
gy
*1_k2n/5dﬁ( )__ B

! E E(t)dt

k d
Noétese, que el factor é(c_o)obtenido en este trabajo, no esta definida

S —

~ |

cuando el radio elastico k —1.
6.6 Calculo de los parametros materiales

En este trabajo, los resultados relevantes y que caracterizan la resonancia,
la cual es punto de partida en el célculo de la zona biologia son: a) El maximo en
la curva resonante, (b) la anchura de las curvas resonantes y (c) el
desplazamiento de las curvas resonantes. La manera de poder modificar los
parametros fisicos importantes, es a través de las propiedades materiales en el
sistema, estas propiedades son funciones del pH, el peso molecular la
concentracion etc. Experimentalmente los parametros materiales reoldgicos y
fisicoquimicos pueden ser calculados de la siguiente manera:
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Propiedad Simbolo Prueba Prueba Prueba
Material Reométrica Fisicoquimica Geomeétrica
Flujo
Tiempo de {Aes 2y} Oscilatorio a
relajaciéon baja amplitud.
Cono y plato
Flujo
Médulo {G,,G,} Oscilatorio a
elastico baja amplitud.
Cono y plato
Prueba de
MMy } Flujo en
Viscosidades estado
estacionario.
Cono y Plato
Tension Tensiometro
interfacial Y de Du Nouy
Tedricamente
Coeficientes {k, RC} se pueden
de curvatura calcular

Este trabajo contribuye a la busqueda constante de comprender

los

sistemas bioldgicos que conforman el sistema auditivo utilizando los fendmenos
de transporte, reologia de fluidos complejos y teoria de cristales liquidos,

modelado matematico y simulacion computacional

caracterizacion de nuevos materiales.

6.7 Contribucion al conocimiento

como herramientas de

e Se deduce un modelo electroreolégico que describa los cambios en la
curvatura en funcion del campo eléctrico aplicado y las propiedades
viscoelasticas del medio y elasticas de la membrana flexo-eléctricas.

e Se presenta una metodologia general en el régimen de viscoelasticidad
lineal, con el fin de incorporar diferentes mecanismos a través de las

ecuaciones constitutivas.

e A partir de los resultados obtenidos se mejora y corrige el modelo
membranodinamico recién publicado en Journal of Non-Newtonian Fluid

mechanics

por Abou-Dakka et al. 2012, introduciendo un término que

cuantifica los efectos flexoeléctrico acoplados con la membrana.
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Se obtiene soluciones analiticas, para la curvatura como funcién del tiempo
(inicio de curvatura) y las propiedades del medio (fases viscoelasticas y
membrana elastica).

Se corrigen las soluciones en la prueba oscilatoria (respuesta mecanica)
para los médulos de curvatura que son punto departida en los calculos de la
potencia disipada y energia elastica almacenada por la membrana.

Se corrigen y mejoran las ecuaciones analiticas para la potencia disipada,
energia elastica almacenada en funcion de los parametros adimensionales.

Con base en el analisis adimensional, se obtiene las condiciones para las
cuales, se obtienen las curvas resonantes en donde el sistema trabaja
como un amplificador de tipo biolégico. La primera de estas condiciones es
el contraste en las fases viscoelasticas (asimetria de las fases), una de las
fases es muy viscoelastica y la otra débilmente viscoelastica, (ii) La
segunda es que la viscosidad de bulto debe ser muy grande es decir
cercana a uno. Esto significa que la fase superior e inferior tiene la maxima
viscosidad posible. La tercera es que la elasticidad de la membrana se muy
pequena con respecto a la elasticidad de bulto de las fases viscoelasticas.
La cuarta condicion y la contribucién de esta tesis es que los mecanismos
flexo-eléctricos deben ser del orden del radio elastico de la membrana, i.e.
las fuerzas flexoeléctricas deben ser pequenas en comparacion con la
elasticidad de bulto del sistema.

Todos los resultados obtenidos en la presente investigacion, son analiticos
y pueden ser punto de partida para resultados numéricos en el régimen de
viscoelasticidad no lineal.
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7.1 Modelos viscoelasticos de orden superior

En este trabajo se abordaron fluidos a bajas deformaciones de corte, una
extension natural de este trabajo seria incorporar otro tipo de modelo
viscoelasticos lineales con el fin de introducir parametros reoldgicos que permiten
obtener otro tipo de respuesta mecanica (Maximos y Minimos en las curvas
resonantes), como el modelo de Jeffreys (Bird et al. 1987)

c+ko§c=2n0(l+XJ§jD

el cual es una combinacién del esfuerzo del solvente y la contribucion del esfuerzo
de un liquido polimérico (Capitulo 2). Otro modelo que se puede ocupar es el de
Burgers el cual se describe a continuacion

2
6+X0§6+B%6 =21, (l‘l‘}\/J %JD

7.2 Modelos viscoelasticos no lineales

Por otra parte, fendbmenos mas complejos estan relacionados con el
régimen de viscoelasticidad no lineal a través de ecuaciones constitutivas que nos
representen rapideces de deformacién alta. En este punto se pueden utilizar
modelos como son: Tanner y Oldroid B (Bird et al. 1987).

G+l %c =2n(1I,)D

Por otra parte se pueden incorporar efectos inerciales y estudiar por medio
de la transformada de Fourier el efecto de los mecanismos inerciales y elasticos
en la potencia disipada. Las membranas son sistemas en donde hay intercambio
de iones por lo que acoplar el efecto del corte con la transferencia de masa es un
paso natural del presente proyecto de licenciatura. Este modelo de membrana
flexoeléctrica intenta ser una primera aproximacion para poder representar el
fendmeno fisico de electromotilidad somatica descubierto por Brownell 1985, en
las células ciliadas externas, los experimentos y modelos desarrollados en su
mayoria tratan de representar la electromotilidad HB (Hair Bundle) en los
estereocilios debido a la transduccion mecano-eléctrica, debido a esto, seria
posible acoplar un modelo de transduccion mecano-eléctrico con el modelo
desarrollado en este trabajo (transduccion electro-mecanica) para poder asi
comparar datos experimentales (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera- Valencia & Rey
2014).
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APENDICE A

En este apéndice se presentan las principales derivaciones del modelo
electroreoldgico empleado en este trabajo. Las hipotesis principales, para su
deduccion, son las siguientes: (i) Fluido incompresible (densidad constante), (ii) El
sistema se encuentra en estado no estacionario, i.e., la velocidad axial, el esfuerzo
y el gradiente de presion dependen del tiempo, (iv) El flujo es unidireccional, i.e., el
vector velocidad solo tiene una componente en la direccion axial, la componente
radial y angular son cero. El vector velocidad puede ser expresado de la siguiente
manera:

V=(V, V,, V,)=(0, 0, V,(rt)) (A.1)

el tensor gradiente de velocidad y su transpuesta toman la forma:

(001 (000
VW=y,[0 0 0;VW'=y,/0 0 0 (A.2)
000 100

los tensores de esfuerzo y el tensor rapidez de deformacion pueden ser escritos
de la siguiente manera:

0 0 o, (0 0 1
=0 0 O |;D=y,|0 0 O (A.3)
s, 0 0 1 00

El tensor des esfuerzos fisicamente nos da la distribucion de las fuerzas por
unidad de area en un elemento de control mientras que el tensor rapidez de
deformacion, nos describe la evolucién temporal del tensor de deformacién. La
ecuacion de movimiento en forma vectorial toma la forma:

p‘%:pi (%W'sz—vaﬂﬁpig i={tp} (A-4)

despreciando los términos no-lineales, se tiene el siguiente conjunto de
ecuaciones diferenciales lineales involucradas en la parte superior:

oV
pt5=—Vp+V-ct+ptg (A.5)
y en la parte inferior se tiene:
oV
prZ_Vp+v'Gb+Pbg (A.6)

multiplicando por el operador temporal O,
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0,=1+1, %;iz{t,b} (A7)

las Ecs. (A-5, A-6), se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales
lineales:

0 \oV 0 0
Py (l+kt EJE = —(l+kt aij + ntVZV+(1+kt ajptg (A.8)

0oV 0 0
Py (1+kb 5)5 = —(1+Xb aij + ntV2V+(1+kb ajpbg (A.9)

multiplicando por un vector unitario en la direccion de z, se tiene lo siguiente
0)\o0 ~ 0 ~
1+, — |— V'ez =—|1+A, — |V e, | +
pt( tatjat( ) ( ‘at] (p j
5 A a A
ntV (V'ezj+(1+7\.t ajpt (g'ez]

0)0 0\d 0
pt(1+ktaja\/z(r,t):—(l+ktajd—g+ntV2VZ(r,t)+pt(l+ktajgz (A.11)

(A.10)

la Ec. (A.10) toma la forma

incluyendo la componente z del vector aceleracién gravitacional en el gradiente de
presién, e integrando con respecto a z, se tiene lo siguiente:

T o) o g d) -
I (pt (1 +2, aja - ntVZJVZ (r,t)dz= _,;[ (1 +, ajdp (A12)

L

simplificando esta expresion se tiene lo siguiente:

o) o ) . AT
(pt(1+ktaja-ntv sz(r,t)L— (1+>LI6J(pO p,) (A.13)

repitiendo los mismos calculos para la parte inferior, obtenemos una expresion
similar a la Ec. (A.13):

[Pb (“‘M %)% nbvzjvz (r,t)L :—(1+Xb gj(pb —po) (A.14)

Las Ecs. (A.13), (A.14)son las mas importantes del presente analisis, por lo
que son punto de partida en la deduccion del modelo electro-reoldgico.

Multiplicando la Ec. (A.13) por el operador O,=1+A,0/¢ct y la Ec. (A.14) y por el
operador O,=1+A,0/0t se tiene lo siguiente:
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0 0)o0 0 0
(1”% EJ{pt (l+kt aja ‘LVZJVZ (rt)L= —(1+xb EJ(HXI aj(po -p,) (A.15)

0 0\0 ) 0 0
(1”% a][pb(Hkbaja-nbV sz (r,t)L:—(l+kt aj(lﬂubaj(pb—po) (A.16)

sumando las Ecs. (A.15) y (A.16) obtenemos la ecuacion diferencial lineal, que
describe la transferencia de momento en el sistema flexoeléctrico inmerso en las
fases viscoelasticas:

[ocsmfin 2 )2 [(ren 2142, D Jo e o
_ _(1+ Ay %)(th %j(pb -p,)

factorizando la Ec. (A.17), se tiene lo siguiente:

N
>

0 0%\ o 0
{(Pt +pb)(l+(7\‘b +7\‘b)a+>\‘b}\‘b EJE—{WJ% +(7\bﬂb +7“tnb)a}vz}vz (r,t)L
(A.18)

0 0°
== 1"'(7% +}”b)a+xb)‘b¥ (pb _pt)

finalmente, tomando la parte radial del operador Laplaciano V? , y despreciando
las variaciones angulares y axiales se tiene lo siguiente:

0 0*\o 0l10 0
{(Pt +pb)(l+(7\‘b +7"b)_+7"b7\‘b Tj__{ntﬂ'lb +(7~bﬂb +>\’tnb)_}__r_}vz (r,t)L
ot ot® )ot otjror or
(A.19)
{14 +2) L2 2 (0, =p1)
ot ot? '
integrando con respecto a r y utilizando la siguiente relacién del flujo volumétrico
0 o’ \o(f ., ¢,
—n(pt +pb)(1+(kb +Xb)a+kbkb Ela(ldnldrr]Vz(r,t)_
0
{nﬁnb + (A + AN, )E}Q (A.20)

S ) S S (6, b1
L b b 6t bbatZ b t
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El flujo volumétrico puede ser expresado en funcion de la evolucion de la
curvatura:

a 82 a a roo__
—n(p, +pb)(l+(7\,b +7»b)5+7»bkb —zja[jdrrjdrrjw(r,t)
0 0

ot
1 ol o
+E7Ta4 {nﬁnb +(7‘bnb +}‘tnb)a}aH(t) = (A.21)
”—"‘41+(x +x)§+ma—2( ~p,)
L b T ) o T S Py — Py

simplificando la Ec. (A.21), se obtiene la siguiente ecuacién diferencial lineal

{—n(pt erb)(u(xb +xb)§+xbxb ;—Zj%[idrrid;;sz(r,t)}

1 0| o
+ETCa4 {nt+nb +(}‘“bnb +}Mtnb)a}aH(t) (A22)

ma’ 0 0’
= +8—L(1+(7\,b +7\.b)a+7\,b7\.b yjAp(t)

En la Ec. (A.22) la diferencia de presion Ap(t), es la diferencia entre la
presién en la membrana superior e inferior, i.e. Ap(t)=p, —p,, sustituyendo en la

Ec. (A.22) la diferencia de presién de la membrana por la diferencia entre las
fuerzas eléctrica y elastica de la membrana.

{—n(pt +pb)[1+(xb +xb)§+xbxb ;—szg[zdrridf;)Vz(r,t)}

1 0] o
+§na“ {nﬁnb + (MM, + AN, )E}EH@ (A.23)

- +7;;f(1+(xb +xb)§+xbxb jt—ZJ((cfs)E(t)- [ 210+ (2 vk ) 3 |H00)

finalmente, la Ec. (A.23) puede tomar la forma:
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{—(pt +pb)(1+(xb +xb)§+xbxb ;—ZJ%[IdHIdH}VZ(r,t)}+

o) o
=a’ {nﬁnb + (XM, +7»mb)a}aH(t) +
(A.24)

4

0 &
:—L(H(MH )2 b J(4MLH(t))
) (Cfs)[u(xbw )2
8L at

finalmente, el modelo electroreoldgico, puede ser expresado de la siguiente

manera:
An, +Am, ) d? n,, ) d
AMA, 420 Tt = (A A )+ ——2 | —+1H(t
{( o M )dtz (o +2) M )dt ®

:i{xbxbs—;+1+(xb+xb)%+lj{ (G gy, (pt+pb)d (t)j

0’
+hohy jE(t)

(A.25)

M 4L a* dt

en el modelo electroreoldgico definido en la Ec. (A.25), se han definido las
siguientes cantidades:

= [idrridFF]Vz (rt) (A.26)

AMLH(D)= 2y, +(2k ko ) (A.27)

en ausencia de mecanismos inerciales, la Ec. (A.25) toma la forma del presente
trabajo de investigacion:

AN, + A d? d
{(xbxb %jdz ((xbmb) ntMnbjdt+1}H(t)

o (A.28)
:M%“ LESION +x)§' 1](13(0)

4L a

sustituyendo en las Ec. (A.28) las variables adimensionales, definidas en el
capitulo (3), se obtiene el modelo electroreolégico correspondiente a este trabajo,
descrito en los capitulos 2 y 3 respectivamente.
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APENDICE B

En este apéndice se presenta la solucién completa de la curvatura promedio
en el estado transitorio, se procede de la siguiente manera. El modelo dinamico
que representa la curvatura promedio esta dado por la siguiente expresion:

LA d Vo *(1-kj — j — [ *(1-kj—j —
b, —+b, —=+1|H(t) =|a,| — |(1-okb, ) [cos(mt)+| —a,| — |® [sen (ot
= Acos(c_of) + Ba)sen((;f)
La Ec. (B.1) es una ecuacion diferencial de segundo orden, la cual puede ser
resuelta por el método de coeficientes indeterminados. Por lo tanto se postula que

la solucién general de la Ec. (B.1) puede ser escrita como la suma de dos
contribuciones, una solucién homogénea y una particular, i.e.

H(t)=Hu (t)+He(t) (B.2)
Solucién particular

La solucion particular se obtiene de la siguiente manera:

b’;d;Z+b; LI} H(t) =0 (B.3)
dt dt
el polinomio caracteristico toma la forma:

p(r)=byr*+b;r+1 (B.4)
las raices de la Ec. (B.3)caracteristica, son obtenidas igualando el polinomio a
cero, i.e. p(m)=0;
b,r?+b;r+1=0 (B.5)
la solucion de la ecuacion de segundo orden algebraico esta dada por

-b; +4/b;*- 4b; -b; —\/b;*-4b
= 1 1* 2 <O, rz - 1 i 2 <
2b, 2b,
y las solucidon particular general, es la suma de dos soluciones particulares, la
primera de ellas, se propone de la siguiente manera:

I 0 (B.6)

Fip, () = A,,c08(wt ) +A ,sen (ot (B.7)
la segunda solucién puedes ser descrita en una forma similar:

Hp, (f) = B,,C0s (c_of)+Blzsen ((T)f) (B.8)
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La solucidn general corresponde a la solucion homogénea mas las dos
soluciones particulares, mediante la técnica de coeficientes indeterminados se
obtienen las siguientes ecuaciones:

C,+C, =Ho-(A,+B,,) (6.9)
rC,+1,C, =Hi—o(A,+By,)

que en forma matricial es:

[1 1J(Clj: SRR (B.10)
rl r2 Cz Hl —(D(A12+ B12)
la solucidn de este sistema se puede obtener mediante la regla de Kramer

Ho-(A,+B,) 1
Fi-o(Ay+By) 1| ©(Ho-(Ay+By))-(Hi-o(A,+By,))

L= rh,—h
1 Ho-(A,+By,)
I nl—O_J(Alz-l- Blz) (Hl_m(A12+Blz))_rl(HO'(A11+ Bll))
C2 = =
r,—nh =N
los valores de A,, y A,se obtienen mediante el siguiente sistema de
ecuaciones algebraicas

. dzﬁpl(f) ) ( -,
2

(B.11)

b, T =b, (- Allcos(cT)_)—c_ozAlzsen((T)f))
+b; dHZ—%(t) =b, (—(TJAM sin(o_af) +0A,, cos(o_af)) = Acos((T)f) (B.12)

+ﬁp1 (E) =A,cos (c_of) +A,,sen (o_af)

en forma matricial. El sistema descrito por la Ec. (B.12) toma la siguiente forma

_2 * *_
l-ob b, ® A A
*_2 1*_2 [ 11]:( ] (B.13)
-bo 1-b,0 Ay 0

la solucion de este sistema de ecuaciones algebraicas es:
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2
1-b,®
*—2 2 * 2
(1—b2(o ) +(blw)
b, ®
2 2 * 2
(1—b2(o ) +(blm)
sumando las dos expresiones se tiene la primera solucién particular , de la misma
manera, para la segunda solucion “particular

A=A

(B.14)

A12

—
b, dH—pl(t> =b, (—(T)ZBMCOS (5%) — o Bysen (CTJE))

+b, ——=—~=b, (—(T)Bll sen(o_)i) +0B,, cos(;){)) = Bsen(;)f) (B.15)

+Hp, (E) = Bﬂcos(o_af)+ Blzsen(o_ai)

igualando los coeficientes se tiene lo siguiente
—obB, +(1—(be;)1312 -B

-, _ (B.16)

(1— b )B11 1 bleB, =0

que en forma matricial es:
* *—2
_bl(D (1_b2(1) ) Bll B
. _ = (B.17)
(1—b;c0 ) b,® By, 0
resolviendo y sumando las soluciones se obtiene la segunda solucion particular

B,+B,=-B (B.18)

* 2
bl"”(l‘bz“’) (1K) - 1-Bo +be
2 =a (_j ® p 2 :
* * * * 2
(1—b20)2) +(b1co)2 K (l—bzcoz) +(b103)

finalmente sustituyendo se llega a la solucién es estado no estacionario.
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APENDICE C

En este apéndice presentamos los pasos principales en la deduccion de la
respuesta mecanica oscilatoria. La ecuacion basica se presenta a continuacion:

(b; j: +h; ; +1}H(_) = (ao(lkkj(l -kb,® )JCOS((T)E)-F(— a, (%jc_ojsen(c;f) 1)

= Acos(o_of) + Bsen((;f)
descomponiendo la curvatura en fase y fuera de fase con el campo eléctrico, se
tiene lo siguiente:

ﬁ( ) H|o( )cos(oot)+Ho.( )sen((ot) (C.2)
introduciendo esto en la Ecuacién diferencial se tiene lo siguiente:
[b; (;jt +b1 (;jE +1JH( ) (Hm( >+(Db HOI( )-(D b H|o( ))COS((T)E)

+ (ﬁoi (0_3) —wb; Hio ((T)) — cT)zb; Ho ((T))) sen ((T)E) = Acos ((T)E) +Bsen ((T)f)

(C.3)

simplificando e igualando coeficientes, se tiene:

(1070} ) Ho (@) + b Ha (o) = A
~ab;Hio (o) +(1-0'b; |Ha (o) =B =Y

en forma matricial

—2_ — — —
(1'(’3 bz) wb, Hio ((D) A
—ob, (1—03 bz) Hoi ((D)

resolviendo el sistema matricial, se tiene lo siguiente:
—2_ % —
o A(l—a) 132)—me1
io (0))— A = o\2 Y
(1-b20) ) +(b1co)
—2 % — %
. B(1-w'b; |+ Aab;
oi ((,0)— A = - > o
(1-b203 ) +(blm)

y simplificando la expresion anterior, obtenemos lo siguiente:

(C.6)
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_ 14O\ (0 (1 K)b) o kb
Hio((D)=ao[—) >
k —2, — )2
(1—co bz) +(00b1)
* - * *—3
_ k\ (b, —1)o+(1-kb, )b,®
Hoi(m)=a3(%]( ) (?_ L
k *—2 * 2
(1-b2(o ) +(b}0)
las Ecs. (C.7) representan los modulos de curvatura de la curvatura de la
membrana en la curvatura promedio en la prueba de flujo oscilatorio.

(C.7)
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APENDICE D

En este apéndice se deduce la relacidon que existe entre el flujo volumétrico
inducido por la oscilacién de la membrana flexo-eléctrica vy la rapidez de la
curvatura promedio de la membrana. La relacion se deduce para un domo esférico
mostrado en la Figura 20 mostrada a continuacion.

Figura 20. “Geometria de la membrana flexoeléctrica”

Por el teorema de Pitagoras se obtiene la siguiente relacion:

R*=a’+(R-h)’ (D.1)
a’(h) =2Rh - h? (D.2)
para calcular el volumen del domo esférico se sabe que el area de la seccién

transversal del domo es un circulo que es funcion de la altura h, utilizando la
definicién de volumen

V:TA(h)dh (D.3)
se tiene la siguiente expresion a
V= 'TA(h)dh:'Tna(h)zdhzin(ZRh -h?)dh (D.4)
donde finalmente se obtiera;e 0 0
V(h) = gaZh + ghs (D.5)
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Debido a que la altura es funcion del tiempo el volumen también dependera del
tiempo por lo que se tiene

V(h(t)) = gazh(t) + gh(t)3 (D.6)
El flujo volumétrico se define en términos de la derivada temporal del volumen
V(1) = d\ét(t) (D.7)
por lo tanto, el flujo volumétrico en el domo esférico es
vV (t) :%[gazh(t) —h(t) j 2 { {?ﬂ? (D.8)

por otro lado, la curvatura media de una esfera de radio R es el inverso del radio
i.e. H=1/R por lo que se tiene usando la relacion dada en la Ec. (D.2)

_at+h@®)? 1 2h(®) _  2h()
2h® TR at+h® {1 . (h;t)”

obteniendo la curvatura promedio H(t) como:
H(D) = ——20 (D.10)

T

despejando y derivando h(t) de la Ec. (D.10) se obtiene

(1 H()h(t)jdh(t) 1{{“ (@ﬂ}w
dt 2 a dt
(27
dht) 1 a dH(t)

dt 2 (1_H(t)h;t)J dt

a
sustituyendo la Ec. (D.11) en la Ec. (D.8) se obtiene finalmente la relacion buscada

i
el
V() ="a2 {1{1““)} ﬁ { dH(®) (D.12)
2 a ) |1 h@®)] dt
L '“‘t’(aﬂ

<<1, se obtiene la relacion usada en este trabajo,

(D.9)

()

si se supone que el factor

entre el flujo volumétrico y el cabio temporal de la curvatura promedio con respeto
al tiempo:

93

—
| —

Y]

)

E S
ZARAGOZA



MODELO ELECTROREOLOGICO APLICADO AL SISTEMA AUDITIVO

V(1) =2a dljt(t) (D.13)
la Ec. (D.13) esta deducida para medio CIC|O (solamente el domo superior), debido
a que la membrana oscila también hacia abajo creando un domo esférico inferior,
el flujo volumétrico total es el doble del flujo volumétrico deducido anteriormente,

por lo tanto:

V ()h(t) = 2V (t) = Za* dljt(t) (D.14)
finalmente, la Ec. (D.14) es rescrita como:
T dH(t)
V(t)=—= D.15
O=-a— (D.15)

el signo de la ultima ecuacién es debido a que el flujo volumétrico debe de ser
positivo.
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