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EL PROBLEMA. ECUACIONES DIFERENCIALES DEL MCVIMIENTO

1. EIl problema. - Imaginemos una particula restringida a mo
verse en una superficie esférica y solicitada por una fuerza cons
tante; se tiene entonces lo que se llama un péndulo esférico. --
Prdcticamente se tiene una aproximacidn de un péndulo esférico en
el sistema constituldo por una masa pequefila y pesada unida a una
varilla rigida y de peso despreciable que puede fijarse en uno de

sus puntos.

El problema que se tiene es el problema dindmico de descri--
bir analiticamente el movimiento de la particula en la superficie
esférica; en particular, en este trabajo se investigan las condi-

ciones en las que el péndulo describe trayectorias cerradas (o pe

riédicas) v la manera (e encontrar los elementos de estas trayec-
torias.
2. Llas ecuaciones del movimiento. - Se va a deducir directa

mente la ecuacidén de las trayectorias recurriendo al principio de
la menor acoién;l ¢ste principio, enunciado por vez primera por -
Maupertuis expresa que la accién 4 a lo largo de una curva (C)
entre los puntos P y &, definida como

hMcConnell, "Applications of the Absolute Differential Cal
culus,” (Blackie ar= Son; London, 1936), pdgs. 228-231.
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A = v JY/ECT as, (1)

4

(c)
en donde d3 es el elemento lineal, h une constante, M la ma
sa de la particula y V su energla potencial, es estacionaria pa
ra la trayectoria de la particula. Ademéds, h es la energia to-

tal a lo largo de la trayectoria; resulta de lo dltimo que a lo -

largo de le trayectoria real (L) 1la accién es

A = .;]p'QMvdS= _{?’Qp as ()
(L) (L)

si v es la velocidad de la particula y p su cantidad de movi-

miento.

Hagamcs ahora una transformacidn del espacio en donde se mue

ve la particula a un espacio definido por el elemento lineal

3% | 2 2M(h - V) dSe, (3)
donde dS es el elemento lineal en el espacio del movimiento; re

sulta entonces:

A = S8 as,
A

(L')

0 sea que la accién es igual a la "longitud" de la curva (L'), -
representativa de la trayectoria en el nuevo espacio; lwzgo, las
trayectorias estdn reprssentadas en el nuevo espacio por gecdési-
cas. El problema dindmico de encontrar las ftrayectorias de una -

particula en un campoe de fuerza dado se reduce pues al de encon--
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trar las geodésicas en una superficie ¢ hipersuperiicie de elemen
to lineal conocido.

Bs interesante, ademds, hacer notar que el principio de Fer-
mat es traduccién del principio de la menor accién de Maupertuis
cuando se introducen las relaciones entre onda y corpisculo de la
Mecdnice Ordulatoria, ELl primero dice que el tiempo que emplea -
un fotdén o un rayo luminocso para ir de P a & por diferentes -

caminos, es estacionario para la trayectoria real del rayo, ésto

es, que
5 JYE - o
P
(L)
pero
I
v vA hv X
y ademéds
h
}.=5,E=hv,

donde como crdinariamente, h es la constante de Planck, E la
energia del fotén, p su cantidad de movimiento y v la frecuen

clae de la onda asociada;

= %
(L) (

(o /]
|
<
==

Jp as = o,
P
L)

¥y se ve entonces Que ambos principios no son més que una misma co
sa, logrdndcse establecer asi una conexién entre la Mecédnica y la

Optica.
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Sea R la longitud del péndulo y g la aceleracidén del cam
po que sobre &1 actda, magnitudes que se considerardn como datos

del problema. En el caso que nos ocupa el elemento dS estd de-

finido utilizando coordenades esféricas (R, 6, ¢) por

682 = R2 d92 + R2 sen29 dwz.

Ademds, si se toma el plano ecuatorial 2z = 0 como plano de refe

rencla para medir la energla potencial,

V = Mgz = MgR cos ©;
entonces, segdn (3),

2
as® = 2M(h - MgR cos ©) R° seno [—992— + d¢2}. (4)

gen 0

La superficie caracterizada por este elemento lineal, cuya forma
general, en términos de las coordenadas curvilineas ortogonales -

Ny v, o8

as® = (U - V) [Ui qu + ﬁ dva],
donde U = TU(u), U, = Ul(u),
y Vo= W), V; = T,(w),

es una superficie de Liouville.2

Las geodésicas en estas superficies son:

—— ——— - S ————— e —— e

2Eisenhart, "A Treatise on the Differential Geometry of --
ggrves and Surfaces,” (Ginn and Co.; Boston, 1909), pédg. -
- % :



donde a; y b; son constantes arbitrarias.

En el caso particular de (4) las geodésicas serdn:

q):'-tur e L —é 5 72+cl,
sen ® L.ty _ iR cose) R sen<@ - C

(5)

donde C y Cl son constantes arbitrarias.

Esta es la ecuacidén de las trayectorias del péndulo esférico
en coordenadas esféricas © y ¢. Para M, h, g y R dados, =
cada valor de C corresponde una trayectoria. En particular, si
C =0, se tiene el caso ordinario del péndulo oscilante en un --

plano y la trayectoria es un meridiano.

Ia ecuacibn (5) también se puede escribir, multiplicando nu-
merador y denominador del integrando por H2 sen © y haciendo =~

transformaciones obvias,

SOR.aR (6)

+ C L]
% (i &

9% 2f s
(B2 - 22

.

—_— -
) Jou(nh - Mgz)(R® - 2°) - C
Encontremos el significadc de la constante arbitraria C. -~

En la superficie de elemento lineal

as® = B ao® + ¢ da¢°,

la direccidn superficial 140, d¢; hace un éngulo < con las --

curvas © = constante, tal que
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(@)Y
1

= do
o = ‘i) 2
cos /G a5
: a
sen X = JE 33,
)
(= g2 B
tan KX = /G g
Para una trayectoria, el dngulo & se encuentra sustituyendo %%
por el obtenido de la ecuacién (5):
%% = % sen © VéM(h - MgR cos@) R2 sen“o - 02

y como en la esfera

’E 1
VG T Sen o
tan X = < V@M(h - MgR cos8) R2 sen20 - 02;

C

8]l para un punto de la trayectoria en que 0 = 90 Fop= g 89

tiene tan & = 0,

02 = 2M{h - MgR cos OO) R2 senzso
= Hgvg R® sen” 8.
i e = M % R sen @O

y se ve entonces que C es el momento de la cantidad de movimien
to para @ = 00 con respecto a 04; pero en virtud dé un teore-
ma bien conccido de Dindmi-o _cdcics afirmar que en el caso del -
péndulo esférico el momento de la cantidad de movimiento con res-

pecto a 0Z es constante, ya que se tiene en general
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donde {1 es el momento de la cantidad de movimiento con respecto
a un eje cualquiera, t el tiempo y Mf la suma de los momentos
de las fuerzas con respecto al mismo eje, y puesto que en nuesiro
problema Mf = 0 para 0%Z. =Zsto nos permite, dade h,C y un pun
to cualquiera (Ol, @l) ceterminar v: es decir, que si estamos
interesados en las trayectorias cerradas y podemos determinar por
alglin medio los valores de C correspondientes a estas trayecto-
rias, estamos capacitados para saber si las condiciones iniciales

de posicién y velocidad llenan los requisitos necesarios para que

la 6rbita determinada por esas condiciones sea cerrada.

En virtud de que C es el momento de la cantidad de movi---

miento con respecto a 0Z se puede escribir la relaciébn

w(e® - 25) @ - o,
. 49 _ C. (7)
avs _,I(Ra X ZZ)

Tenlendo en cuenta (6) se deduce de aqui:

R 2 L vau(n - Mgz) (B® - 2°) - c°. (8)
Para eliminar en las ecuaciones (6), (7) y (8) las dimensio-

nes fisicas hagamos las sustituciones siguientes:

= 2 s alk -
L = wzm> @ s

y dichas ecuaclones se transfcrran en



Gl - - = o (g ;
¥ (1 =% &7 2 g o
i /2([-}1)(1-11)—0
.dﬁ = ._____..{:‘_) "O)
at e ot

(11)

i
jaf eV
28
]
P
=<
|
=
'_l
i
b o
'i
Q
b

Es fééil ver que 1, X F £ . BoRn nﬁmerps abstractos; aho--
ra, si se toma como unidad de longitud la longitud R del péndu-
lo y como unidad de aceleracidn la producida por el campo Que ac-
tda en 61, lo que implica, corio puede demostrarse en seguida, aque

la unidad de tiempo sea

las ecuaciones (9), (10) y (11) toman la siguiente forma si se de

signa con la misma letra t la nueva variable que depende del --

tiempo:
c dun
q) = 2 - : + Cl’ (12)
(1 =2n7) y-n)(l - ] = o°
e = (13)
& . A(f-n)1-pD) - 5 (14)

con lo cual se ha logrado que aparezca Unieamentc el cardcier né-

trico del movimiento.
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FUNCIONES ELIPTICAS

s gofnt An

Las integrales & que den lugar las dltimas scuacion:

@D

tegrales eiipticas. A continuacidén se dan algunas definiciones -
sobre funciones elipticas y se demuestran las propiedades que in-

teresan en este trabajo.

1. Funciones de Weierstrass. - En la teoria de Weierstrass

de las funciones eli’pticas3 se generan éstas de una funcién de la
variable compleje u, ansloga en ciertos aspectos a sen u, re-
gular en tcdos los puntos a distancia finita y admitiendo como ce

ros los puntos

Br = _0
u = Zmw + 2nwt, o5 R T ST TR - OB S
donde ® y w«w!' son dos constantes cuya razén no es real, llama-

da funcibén sigme, definida por:
2

. 54

— T—- '_" '_j
glu) = u 7- ) & wo, : (X5}
m,n

e
n—:l—'

donde w = 2mw *+ 2nw', m Yy n no siendo simultadneamente nulcs,

circunstancia que se indica con el acento puesto al signo del prec

ducto.

3P Appell y E. laccur, "Principes de la Théorie des Fouc
tions Flliptiques et Appllcatlons,” (Gauthier-Villars;-
Paris, 1897), pdgs. 22 y sigs.



Se puede demostrar gue o(u) tiens cercc Ynicamentc sn 1o
puntos indicados y que estos cercs son de primer orden.4 Il pro-
=

ducto de «iu) converge uniforme y absoslutamsnta” en cualquisr -

dcminio cerradc de u.

Ta derivada logaritmica de o(u) es la funcidn 2’{1}:

i) i 1
glig! g 1 I 1 3 U .
—_——t = = (u) = ?(u) = = =+ o [ - e (_6)
{4 -W W 2 b
o \»1] a u m’n u- w
con w = 2mw + Z2nw', m y n no simulidneamente nulos.
La funcién eliptice =zleizntal en o teurla de Welerstrass es

la funcién P(u) (pe u), definida por

Fla) = ek 2'[ Ly - —“-«}. £46

Las funciones o(u) vy :?(u] no son doblemente periédicas;
en cambic s puede demostrar a partir de la definicidn (17) que -
P(u) es doblemente periddica con pericdos 2w y 2w', ésto es,

que

P (v + 2uw)

]
)
c—

P (ua+20') = P {u).

2. Propiedades que interesan de oflu) y ¢ {\_)_ Integremos

las ecuaciones (18) .

4K; Rnopp, “Teoria de Zunciones,”" (Edit. Labor; Barcelona,
1926), pdg. 188.

5Wh1ttaﬁer and Watson, "A.Course of Modern Analysis,® {Ceam
bridge, University Press; 4th ed., 1940, repr.), pdg. --

%
447 .
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Slu +20) = Z(u) + 29,
| (19)
2lu +20') = Z(u) + 29,
donde 7 y 7‘ son constantes arbitrarias; si se hace u = - w

en la primera y u = - w' en la segunda y se tiene en cuenta que

o(u) es impar,6 se encuentra:

(

g (w),

(20)
g $lw').
Integrando de nuevo las (19):
olu + 20) = ¢ &% glu),
(21)
clu + 2w') = ¢! eEy“u ag(u),

donde ¢ y c¢' son constantes; para determinar las constantes -
arbitrarias de integracidén hagamos en la primera ecuacién u = -

Yy u=-w en la segunda; teniendo en cuenta que ?(u) es tam-

bién funcién impar7 resulta:
2 Yw
c e - e 11 £
c' = - eg"’}'m‘.

il
]
@

Tu + w)

Je o ¥ 2h) o(u),

1 1 {22
olu + 20') = - 32 7" (u + ') o(u). )

GWhittaker and Watson, op. cit., pdg. 445.
7Whittaker and Watson, op. cit., pdg. 447.

s [ —— e —
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3. La férmula de adicién de la funcién“?(pl. - Se demues--

tra que toda funcidén eliptica f(u) de polos 81, 8py.0y 8, Y

de ceros by, Yo,e.r, b (el numero de pulos es igual al ndmero

de ceros en cada paralelogramo de periodicidad) se puede represen

tar en la Torma:

o(u - bl) olu - b2) eee oflu - br)

gl - alI'EIu - 32? oo B0e = B ?

f(u) = A

donde 4 es una constante.

Puesto que la funcidén f(u) = P(u) - P(v) admite a cero co-
mo polo doble, también tiene dos ceros en cada paralelogramo de -
periodicidad. Estos puntos son u=v y u= - v. Por tanto, -

segin el teoreme anterior,

gl + v) olu - v)
o°(u)

P(u) - P{v) = &

siendo A wuna constante; para determinarla multipliquemos ambos
miembros de la ecuacién anterior por u2 y hagamos tender u a

cero; resulta, puesto que

1m 2w o g
u—>0 U
X
& ¥ Tee s
o~ (v
2 Bl B olu *+ v) ofu - v) (23)

o“(u) o°(v)
Si se toma ahora la derlvada logaritmica con respecto a u -

ge tiene:

s :_53'{_11_)_. = Ju+v) +3(u-v) - 2% u);



permutando u y Vv en ambos miembros:

STaT —BreT = Siuww mli- i - v) - 8w}, (24)

1 Pt{u) - P'(v) _ ¢ b g
5 Fto =t ter - St ) - T - Siw) (25)
4. Funciones de Jacobi. - En las notaciones de Jacobi el pa

pel de la funcién o(u) 1lo desempefla la funcién H(u) (Eta u),
impar, con ios mismos ceros que o(u). La relacién entre ambas -

funciones es:

H'(0) = B o(u). (26)

De las propiedades de o(u) relativas a la edicién de un pe

riodo en el argumento se deducen las correspondientes de H{u):

H{u + 2w) - H(u),

—%?(u + ')

H(u + 2w') - e H(u), (27)

{l

donde & = 7(0' - m7'.

La funcién ZXuJ en la teorla de Jacobi se reemplaza por la

runcién9

a(u) = F{u (28)
o

Zz{u) = ?(u) - g u. (29)
___é e . _ SRR A

Appel-lacour, op. cit., pdg. 28.

Se siguc aqul la notacién de Jacobi-Hermite y no debe con
fundirse la funcién que se introduce con la conocide gene
ralmente con el nombre de funcién zeta de Jacobi: Z(u) =
e'(u)/e{u); v. pdg. 22.



Con estas definiciones Z(u) satisface las relaciones

Z{u),

Ziu + 2w)
(30)

o 3 b 2
Zlu * 20') = Ziu) =- E?’

con la misma significacién para 3 que en (27).

B 5

INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES POR FUNCIONES
DE WEIERSTRASS

ILas ecuaciones (12), (13) y (14) pueden reducirse directamen
te a los tipos de las integrales de Legendre y Jacobl pero es més
conveniente tener la expresién de ¢ y n en términos de t --
utilizando las funciones elipticas de Weierstrass, ya Que estas -

funciones son méds menejables para estudios tedricos.

Después, y a fin de poder hacer las aplicaciones numéricas,-
se hard la transformacidén de las soluciones a las notaciones de -
Jacobi.

1. Cédlculo de n. - En la ecuacién (14) p queda definida

como funcién de <U; hagamos el cambio de variable

para darie le forma

= [{,Sj - gas - 83- (31)



e

Ia constante A4 se determinard desde luego igualando a 4

el coefliciente de 33 en la expresién transformada de

ﬂ%‘)‘ _ 28 - w1 -p?) -02;

A A2

B se determinard igualando a 0 el coeficiente de s en la mis

ma expresién transformada; se encuentra asi:

no

4 =
2
B;.{. (32)
3-

Sustituyendo estos valores en las expresiones de los coefi--

cilentes de s y del término independiente en la transformada de

QL%l Se encuentra:

A

g2=l+

€3

El polinomio G(p) = 2(§ - p)(1 - pz) < e tiene tres raf--

ces reales By, Roos ps; en efecto, se tiene para

- 1, elp) = - o,

y para

-1, Glpn) = - 02,

B

y ademds debe existir un valor de 4, Ry tal que - l<p.o< o

para el cual G(po)f>0 para que pueda existir el movimiento.

Supongamos p.l> o > p.3; entonces n, y p.3 estdn compren-
didas entre +1 y -1 y nl) 1. El movimiento se efectia pues

entre los paralelos de alturas Bo ¥ “3‘



Ademds, ya que en
; TR - 02
Glp) = ¢ =P =m*=lf=-9) >0 (33)
se verifica, como es sabido, Qque

Bifo ¥ Rolz ¥ Rapy = - 1,

se tendré:
1+ Rok3

p'l > v u_a + 1_1'3 (34)

y como pl> 1l se deberéd tener:
}12 - 113<0!

lo que demuestra gue p3z o8 siempre menor que cero y que el limi
te superior de p, es 'p3!'

El polinomio 453 - 808 - 53 tiene entonces tres ralces rea

les en

erl 2 %P-r = '66/) (I' 5 112:3): (35)

y se tendré el> en )e;.

La funcién P{u) donde u puede a su vez ser funcién de ¢,

de "invariantes" 8 ¥ g3 verifica la ecuacién diferenciallo
2 ' :
P %(w) = 4 PA(u) - 8p P(u) - gz = QLAEEEL. (36)
. : L

Sustituyendo s por P{u) en (31) se tiene:

loAppell—Laeour, op. cit., pdg. 40.
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tomando el signo +, 1lo que siempre puede hacerse ya que P(u)

es par, se deduce

u s t +a,

a s8siendo una constante que vamos a determinar echando mano de =--
las propiedades de la funcién P(u) y de las condiciones inicia-
les del problema. Para u = L tiene s = P(u) = 3 Y para
B =1y, 8=Plu)=e, Ilarelacién n = AP(u) + B donde 4>0
indica que si p decrece de p, a 3, P(u) decrece de e, @&

1l que si u tiene la forma v + w' (v real), -

33. Se demuestra
cuando v varia de w & 0, P(u) varia de Plo + o') = ey @

Plw') = 83 pasando por valores reales; por lo tanto se tendr4:

u=%t +a=v+ w

ysi t= t, cuwando p = ps, esto es, cuando

s = e
3
o
u = ',
deberd ser v = 0
y entonces t.+a = ',

S1i ademés to = 0, O sea Qque se empiece a contar el tiempo cuan-

do el mévil se encuentre a la altura u3, gse tiene a=ww' y -~

por tanto

llAppell—Lacour, op. cit., pdgs. 68-75.
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w o= % *at, | (37)
s = P(t + w');

RISy i

AR P{t + w') - 3 (28)

El tiempo que tarda 4y en variar de p, a T3 es w, el
semiperfiodo real; cuando el tiempo aumenta en 2w 1la altura del

péndulo adquiere su valor inicial.

2. Cédlculo de ¢@. - Determinada q como funcién de t, ¢

queda también definida como funcién de t por la ecuacién (13),-

T -—*E—jg . (13)

Descomponiendo en fracciones simples el segundo miembro y notando

por (37) que
dt = du,

_ du du
dq}~'2.('}l+l-‘jl-l)'

Definamos los argumentos a y b con las condiciones:

1. = 2 P(a) + %,
{
-1 = 2 P(b) + %1 -
entonces usando (38):
' d
o S E'[EWEwauﬁT‘T 4 P(uT':lP(a)] ; (40)

pero por la ecuacién (24):
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fﬁu) d-uP(v) " P'lv (L olu +v) = Lolu-v)-2u Z(V)] ’

luego, aplicando esta fé4rmula a cada término del 2° miembro de --

(40):

o = %Sﬁﬁ g{u + b) - L o(u - b) - Zu?(b)]

+'P—'%?T[L olu +a) = L o(u - a) - Eu?(a) + L(- FZ)‘H ’

donde F es una constante arbitraria.

De la ecuacién (36) se deduce haciendo p =1 y p= -1,

o sea, por (39), haciendo u=a y u= Db, Qque

2
pila) = p3(p) - 'i‘g‘-
O Sea que )
Pr(a) = P'(b) = 3 (41)
entonces

+

R s ¢ U

o

219 _ _ -2 glu + a) ofu - b) _2ul3(v) - Z(a)]

. - F Slu bl olu —a) ® SR
La constante -~ F2 se determina por las condiciones iniciales; -

por ejemplo, si ¢ = 0 cuando ¢ = ps y si entonces t =0 y -

or tanto u = w', resulta de (42):
P

= F2) B e glw' + a) o(w' - b) = 2m|[2(b) - Z(a)]. (4_4)

clw' + b) olw' - a)

Las ecuaciones (38) y (42) son lds ecuaciones que definen el
movimiento del péndulc esférico y también, desde luego, las ecua-

ciones paramétricas de su érbita.



ANGULC DE LONGITUD DESCRITO EN EL TIEMPO 2w TRAYECTO-
RIAS CERRADAS. TPRADUCCION DE LAS ECTJACIONES ANTERIORES
A ZAS NOTACIONES DE JACOBIL

1. Angulo girado en el tiempo 2w. - La ecuacién (3%8) mues

tra que %1 es una funcién periddica de t; cuando t aumenta -

en -2w la altura del péndulo vuelve a ser su altura iniciasl. 1La
funcién ¢ no es peridédica. Nos interesa ahora calcular el cam-

bio en ¢ cuando t aumenta en Z2w.

Para ésto hagamos uso de la primera de las ecuaci ones (22).-
Se encuentra, llamando ¢, el é&ngulo de longitud correspondiente

al tiempo %t + 2w y determinado por (43):
e".L o gtiw w4 [Z(b) = ??a)J w + 47(& - b),
o designando el dngulo 91 - ¢ por 20
28 = ‘= 24 [Z{b) - ZKa)] w - 271 (a - b). (45)

Resulta que el dngulo girado en el tiempo 2w es constante.

2. Condicién necesaria y suficiente para gque una trayecto--

ria sea cerrada periddica. - Se ve desde luego que si la trayecto,

ria del péndulc (se excluy

U

el caso del péndulo cénico en donde
pn. = constante) es cerrada (periddica), el dngulo 20 debe ser --
conmensuravle con &, pues basta considerar el movimiento como -
iniciado er uvac de leog puntcs d= altura extrema: si el mévil pasa

por dicho runto después de un numero determinado n de vueltas -



alrededor del sje 0Z, ce 3sberd cumplir le condicidén enunclada.
Por otra perte @i sate condiocibn se verifica, el péndule, despuss
de uil nimerc dsterminadc de pericdos tendrd el mismc dngulc de --
longitud ¢ cualguiers gue haya sidc el punto inicial y como el

tliempo transecurrido es up mfiitiple de¢ 2w, su alitura y su velocl
dad serdr las mismas que la de 2s¢ punte 1nicial y le trayectoria
serd cerradz. En otros términos, que 27 =ses conmensurable con

x® es la coudicién necesaria y suficiente para que la trayectoria

sea periddica:

donde r es un numerc racional para érbitas periédicas. En vir-

12

tud de que *<@<&x, m es acctado:

roj s

b

< m<C

rolp—

-

3. Traduccidn de las ecuaciones anteriores a las notaciones

T

de Jacobi. -~ Las funciones de Welerstrass se prestan para discu--

siones tefricas; pero cuando se trata de calcularlas numéricamen-
te scn poco manejables debido & que intervienen series de doble -
éntrada o series de potencias lentamente convergentes; a fin de -
tener las soluciones del problema en forma utilizable al cdlculo
numérico, haremos la transformacidén de las ecuaciones a las nota-

ciones de cacobil.

La funcién sn u, de periodos 2K y 2iK', se define como

sigue:

lEG. H. Iulphen, “'rult? des Fonctions 111 thues et da -

leurs ‘pplications, rauthier-Villars; Paris, 88) 290
tomo, déé 128,

Se puede dar una demostracién elemental de que 2@ >,
véase pur e jemplo: 4Appell, "Traité de hécanlque Ration--
nelle," \hauunler-J11¢arsn Paris, 1926), ler. tomo, pags.
515-519 o Webster, "The Dynamics of particles and of rigiad,
elastiec, and fluid budies,” (Der Mathematiscien Wissens-
chaften £I. Teuhner; Teipzig, 1925), pdgs. 52-54.



1 H{u)
spu = —
_/EOU.
= _ H(K
con vk = 91gR)
1 —%% (2u + iK')
o(u) = T H(u + iK') , N = e :

Ademds se tienen para H(u) y ©(u) los siguientes desarro---

1103:13
&2 A e
H(u) = 2 /g sen v - 2 /g7 sen 3v + 2 v¥q? sen 5v -..., (46)
8(u) = 1 - 2q cos2v + 2q4cos Av - 2q9 cos bv - ..., (47)
JHKY
g =0T
o

Se dem.uestral4 que las funciones P(u) ¥y sn u estdn rela-

¢cionadas entre siI mediante la ecuacién

e, - e S
2 ~“(48)

P(u) = + ’
3 wlive - e W

Pre(u) = 4 [P(u) - ei][ P(u) - 62][ P(u) - 63].

en la cual sn u tiene médulo k dado por:

2 eé -
k° = ——381_83; | (49)

13Wilson, “Advanced Calculus," (Gian and Company; Boston,
1912), pédgs. 467-471.
lAWhittaker and Watson, op. c¢it., pég. 505.



ademéds, si 2w y 2w' son los perlodos de P(u) vy

2 -
A = ——
81-93
se tiene:
2w = 2K\,
(50)
2w' = 2K'\.
Aplicando (48) con el argumento t + w':
e, - ©
1 3
P(t + w') = e, + — 3
T
teniendo en cuenta las (50) y la relacién15
sn (u + iK') =k-lHSU“kTJ;1.'1",
se encuentra:
P(t + w') = ez + k2 (el - 63) sn2 %
y finalmente por (49):
A et
P(t + w') = ez + (e - e3) sn (Jel i t).
"Llevando esta igualdad a (38),
n = 2Pt+ow)+ %, (38)
se obtiene finalmente:
; B §
n o= 2 ez + 2{e, - 85) o~ (Yeq = ez t] 3 (51)

Para encontrar la expresién de ¢ en términos de las funcip
nes de Jacobi utilizamos las ecuaciones (26) y (29) de las que ds

ducimos:

15Whittaker and Watson, op. cit., pdg. 503.



H(u), . (52)

q?(u) = Za) = % u. (53)

Haciendo las sustituciones en la férmula {42) se encuentra des---

pués de reducciones féciles:

okl [P R o se] oo

y con las mismas condiciones iniciales que en (III, 2) se tiene -

para F:

L (- ¥

) = pBer r bl H -8l o [g(n) - z(a)].  (55)

Para el dngulc 2@ de (45) se encuentra por (53) y (45):
20 = - 21&[2(13) - Z(a)], (56)

valor que también puede obtenerse de (54).

La determinacién numérica de 2@ requeriria al aplicar (56),
el cédlculo de la funcién Z(u) para los dos argumentos a y b;
es preferible encontrar otra expresién para 2@ en donde Sea uno .
sélo el argumento de Z(u) y que obtendremos de la siguiente ma-
nera: de la ecuacidén (25) se tiene cambiando u ean b y Vv en

=
Z(o) = Qa) = Ub-a)-FEiELERUEl - (5

ya que P(u) es par y P'(u) impar.
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Los parémetros b y a -satisfacen las ecuaciones (39) por
las que quedarcn determinadas y ademds las (41); segdin esto la --

(57) se transforma en
J(b) -2(a) = {(b-a) -3,
Llevando esta expresién de ¢(b) - C(a) a (45) se tiene:
2 = - 2iw (b - a) + co - 291 (a - b),
e introduciendo la- funcién Z(u),
2p = - 2iw Z{(b - a) + cw, (58)

que es la relacién buscada.

las constantes a y b quedaron definidas por {(39); para -
su cdlculo numérico es necesarioc tener su expresién en término de
las funciones de Jacobi, la cual se obtendrd a partir de (39) con

aplicacién de (48); se tiene por (39):

P(a) (59)

CfE‘

P(b) (60)

sl (61)
# §—§JL g (62)

*

pongeamos

entonces por (48):

an” (Ve, - e3-b);
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e, = 64
e Snam 1/-5-1"_-: e?) a) = 1/}}—_——83 :63)
ey - e .
y sn (/8] - &3 b) = ———55 =55 - (64)

b falv
si x=JY = y = sn (x, k) y por tanto
o A1 - %)l - k)’ :

las igualdedes anteriores son equivalentes a

i i
J‘ I -83 - dw . (65)

Lo 123

Vel - e3 a

Y i1 =~ W)t - £
/s

Ve, - 83 b= B iz s — (66)
: AL - o) (1 - K°)

Examinando la estructura de (58) nos damos cuenta de que es
muy conveniente encontrar una relacién andloga a (63) y (64) en -
donde intervenga el argumento a - b con objeto de no tener que
determinar separadamente las integrales elipticas (65) y (66). =

Dichas relaciones las deduciremos como sigue: de la férmula de -=-

adiciénl6 de la funeién P(u):
Pz +y) = +|EqE =2 H] - ®(z) - Bly),
ge obtiene haciendo 2z =Db y y= - a:
P(b - a) = Z[g%"{'ﬁ%i%] ~ P{b) - P(a),
la cual se convierte por (59), (60) y (41) en:
P(b -a) = - %r %

e S e

16Whittaker and Watson, op. cit., pdg. 441.
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aniéndo
2
"'%]'_"'"Jg = P (67)

se tendré de modo andlogo a como se procedié con (59) y (60):

e, - € ‘
sn - ve; - ez (a - b) = 5l_:_3§ (68)
) e .~-e
J adnid
B B 3 ol dw
veq - &z O 441 g wz)(l 2 k2w2)
con
2, . SRS
e - ez
v

FLECCION DE wu, Y p3 COMOC PARAMETROS INDEPENDIENTES

l. Pérmulas generales. - Si se nos diera en el problema Qque

estudiamos la energia totel del péndulo, su cantidad de movimien-
to, su masa, longitud y la aceleracién g del campo de fuerza --
que sobre &1 actua, podriamos calcular con las férmulas ya esta--
blecidas los elementos del movimiento, por ejemplo, su perlodo de
oscilacidén, su posicién en cada instante, y por tanto su trayecto
ria o también, por ejemplo, su velocidad o el 4ngulo de longitud

# descrito en el tiempo ® Qque tarda en ir del punto mds bajo -
al méds alto de su trayectoria. Para aplicar las fémulas encon--
tradas, habria que resolver en bprimer lugar la ecuaciébn de tercer

grado
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2 2
Gifp) = 2(F=alil =) - 0o = 0; (69)
ahora bien, el problema concreto que estamos tratando es el de en
contrar la energla total y cantidad de movimiento que satisfagan
la condicidén de que la Orbita determinada por ellas sea cerrada;-
después de encontradas estas magnitudes podremos encontrar todas

las que intervienen en el movimiento.

Se vié en (IV, 2) que la condicién necesaria y suficiente pa

ra que una 6rbita sea periddica es que

20 = 2mx
(%—(m <1, m Tracional)
o por (58):
- 2iw Z(b - a) + cw = 2mzx. (70)

El primer miembro de (70) depende de los pardmetros I v ¢
puesto que a y b son funciones de J y ademés w es funcién
de ¢; como no tenemos manera de resolver la ecuacién (70), para
m dado, con respecto a uno de los dos pardmetros 5 y ¢ en --
forma explicita cuando mantengamos el otro constante, habremos de

caleular diversos valores del primer miembro para después por

aproximaciones sucesivas o por interpolacién encontrar los valo--
res del pardmetro que hayamcs hecho variar que satisfagan dicha
ecuacién (70). Salta a la vista entonces, la conveniencia de to-
mar como pardmetros independientes las raices By ¥ p3 en lu--
gar de J y ¢ a fin de evitarse la resolucién de (69) para di-

versos pares de valores de [ y c.
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Vamos a encontrar con ayuda de las ecuaciones establecidas -
las expresiones de las diversas magnitudes que aparecen en la so-

lucién del problema.

Se tiene, como se vié en (IV, 3), ecuacidén (51):

p = 2 93 + 2 (92 - 63) sn2 (VEI - e3 t) + @w (51)

de donde se deduce inmediatamente, con ayuda de las (35),

i §
Sp R B T @
(35)
(r = &, 2, 35): %
B = 13-3 + (112 = 113) 3ﬂ2 (Y’el - 93 t). (71)
Ademds, ecuacién (34),
~ 1+, pz
lll I s P’2 o+ 113 )
o 1 1*21*2113*1132
. {2 & el- 631-2-(}11_}13) = - 2_‘(}12_’_\13) 5 (72)
El médulo de la funcién sn u de (71) es, ecuaciébn (49):
oF o oe
e - 83 )
2 2
B - n _
R L - (73)

1+2np, Rz * B3

La determinacién de las constantes & y b depende de

e, - © Gy — @
_l_.__i yde _1—1

r —83



segin (63) y (64). De nuevo con aplicecién de (35) y recordando

que se ha puesto como indican las ecuaciones (61) y (62),

r = E—%JL :

se encuentra:

2

- 2 A L
ey e5 Ly 1+ Bo p3 ps
T - e tay * n3)(l = u3) . (74)
2
e - 65 " 1+29p, Bz + Bz
5 - eg {py + uB)(l + P}T ; )

Los pardmetros X y ¢ se expresan desde luego en términos
de ny vy u3 considerando las relaciones que se verifican en la

ecuacién (69); se tiene:

P B3 {1 + ¥o u3) " 02
]12.’,}13 = E- 2 (76)
1+p,ng
n2+p3-———5n2+p3 =3 (77)
2 2
(o + nz)" = (1L + py nz)
2 2 3 2 ™3
S b : (78
112"']3-3 i

el valor de c¢ es necesario obtenerlo para determinar el dngulo

2¢ mediante la ecuacién (58),
2 = =~ 2iw Z(b - a) + cw (58)

y Unicamente habrd que valuar la funcién Z(u) para él argumento

b - a definido por (68),



sn ve; - 83 (a - b) = E;———Ei s (68)

como

n
S

P -8y -%~J;+§ (79)

y llevando a esta igualdad los valores 02 y X dados por (77)
y (78) se tiene:

2 2
e oY) (80)
P - 33 = 2 (pe + u}j ’
: 2
X Nl S e % ML (81)
P - @ e &
e, -~ e
Haremos notar que 5;;:—€% es siempre mayor que 1, porque
de .
-l+fu2ﬁ+n5>1
(};2 '}13) = uB)
se deduce
1+
+ A

Ro +u3

y se vié en (III, 1) que el primer miembro de esta desigualdad es

By la ralz mayor de

2 (f -1 - p°) - &,

y que esta ralz es siempre mayor que 1. Ademéds,



el = 85 3
e 83 (;2':

porque esta desigualdad es equivalente a

2 2
l+2'p.2'p. + R l+2112113+}13 '
A (}12+P35(1‘113)< -612"'113)(112'113}'

de donde se deduce

3 1
i = }13<P-2 - }13

P‘2< 1,

lo que siempre se verifica segtin lo dicho en (III, 1).

Por lo anterior, recordando el comportamiento de la funciénl7

sn u, se puede ver que la constante a tiene la forma

siendo T, un nimero positivo que habréd que determinar,

o por (50):
wry

a = : (f.u + T i). (82)

Asimismo se ve que

2
-8 O LEEEERE
5 - ez (py, + p3)(1 + n3) *
puesto que q, + p3<:0, (III, 1); luego la constante b serd un
imaginario puro,

mr2

b = # =1, (83)

— - - - - - e

17Appell-Lacour, op. oit., pdgs. 148-152.
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en donde T, es un numero positivo por determiner. . La constante

C
MR vgR

C =

se puede suponer siempre positiva; luego por (41l) y por el conoci

miento del signo de P'(u) en el rectdngulo de los semiperio---

18

dos, se deberéd tener:
wry
&5 o= (D+-—ﬂ-—i, (84)
Wry
b = - A, (85)
A el W s % (rl + r2) i - w. (86)

Ahora, a fin de valuar % (b - a), si @ y ' son los pe

riodos de la funcién H(u), se tiene, ecuacién (46):

H(u) = 2 éﬁ sen ¥ - 2 $E§ sen 3v + 2 $q25 2888y « ..., @7

_rw !
e i ’K"
. ¥

v = -2-6,

de donde se deduce:
H'(u) = 2 $§ (cos v - 3q4 cos 3v + 5q6 cog 5% = ...) é%

. H'(u £ COS ¥ - 334 cos 3v + 5q6 cos 5v -
. Z('LI) =H Y ='25 —, (88)

gan v - @ Ben v + g 86D S5v =,..

Para el argumento b - a, se encuentra, utilizandp las expresio-
nes de a y Db dadas por (84) y (85):

-18Appell—Lacour, op. cit., pdg. T5.




T +T 3(r,+r,) 5(rq*+r,)
Sh—lz-g + 3q2 Sh—lé-—2— + 5q6 Sh.._.:.LE__g_ + P
e e i T, 5 3(T +r5) 6 _ D(T,+T,] (89)
Ch + q Chr———é——*— *  q Chr-‘—g———— , S

férmula qQue se usard para la determinacién de 2@ al eplicar la

ecuacién (58).

2. La 6rbita limite correspondiente a g = 0, Péndulo co--
nico. - Por la férmula que da k, para el caso en que o = ns

se tlene:

Se obtiene entonces (véase VI, 2):

Como aqui 1

1"'3113

Las ecuaciones (68) y (81) dan para este "caso de degenera--

cién™ de las funciones elipticas:

2

1
- ( = b) = [ 3 [

puesto que en estas circunstancias la funcién sn u coincide con

sen u. Ademds, 2Z(u) es en este caso:

Z{u) = 5% cot

o

se encuentra entonces que:



z2(b - a) !

It
&l
:
+
-
AN
\;\J

de (58),

1

24 2n f i,
1+3n
3
Por otra parte, esta férmula se comprueba fdcilmente poraque
cuando Py = w3 se tiene el caso del llamade péndulo cbnico en -
que la trayectoria es un paralelo porque se puede ver Que enton--
ces la altura es constante. Por métodos elementales se demuestra

que la velocidad angular  es también constante y que vale

El dngulo de longitud descrito en el tiempo 2w €8 pues

- o ra R
l"'3}13

igualdad que coincide con la encontrada antes.

VI

EJEMPLO NUMERICO: INVESTIGACION DE UNA TRAYECTORIA
CERRADA PARA EL CASO n = 3

l. Objeto. - Nos proponemos encontrar ahora, como un ejem--
plo de aplicacién de las férmulas deducidas, una érbita cerrada -
cuando el péndulo ejecuta tres vueltas alrededor del eje vertical

0z.
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Se tiene en general llamando n el ndmero de vueltas Qque --
ejecuta el péndulo alrededor de 0Z en una 6rbite cerrada y,l

el nimero de dngulos iguales a 2@ recorridos en esa érbita:

L. 2¢

[}
B
no
=

2

ésto es, el racional m de (IV, 2) es

m o= A
Como ’E

F<m<l,
se deberd tener

n <,g<:2n.

3 se tendré: 3(£<6, esto es: £= 4 o _£= 5.

Para n

Tomaremos 2? 4; entonces:

3
7
3,

Ademds, para tratar un problema concreto se suponen los datos: ==

2f

g = 980 cm/segz, R = 100 ecm (es necesario dar dnicamente la ra -

£
z6n R).

Se vié en (V) que en el problema general aparecen dos paréme
tros independientes arbitrarics y resultd ahi que convenia elegir
como tales las raices o, p3 de cierto polinomio de tercer gra-
do. Como tene—<s 1ibertad al dejar variar estos parédmetros, -
podemos hacser que uno de ellos permanezca constantej para nuestro

caso particular estudiado pondremos:



}13 = Wi

quiere decir que obligamos al péndulo a moverse de manera que la
altura del pasralelo mds bajo de los dos entre los cuales se efec-

tda el movimiento sea igual a - 90 cm.

El problema actual es de encontrar Bo de manera que el pén
dulo describa una trayectoria cerrada y que al partir de un punto
inicial cuelquiera regrese a &1 después de tres vueltas alrededor
de la verticai de su punto de suspensidén. Por otra parte, por la
eleccién de A la érbita tendrd 4 arcos 2@ (4 hojes). Encontra
do np 8e podrd calcular la energia total y el momento de la can
tidad de movimiento del péndulo asl como todos los elementos del

movimiento, por las férmulas ya establecidas.

2. Célcuio de g, K y w. - A continuacién se expone muy -

brevemente cémo se encuentran en general los pardmetros de gue de
penden las funciones elipticas y cémo se calculan éstas numérica-

mente.

Por la férmula (73) se calcula directamente, con ho ¥ pB
dados, el mddulo k. A partir de éste se tendréd el "médulo com--

plementario," k' dado por

en seguida el pardmetro Q de Jacobi por la férmula19

iy Y 4 2. (__:_ﬁgl)S + 12 (}_:_122)9
1+ ¥ET 221 » 4E7 29 "1 + 4&T

Ne)
I
NOg

P na (90)
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El semiperiodo real K estéd relacionado con q y K' por

la ecuacién.20

K = —Y2E _ (14294 +...). (91)
1+ /&

Calculado K, ® se obtendréd en seguide por
w = KX\,

donde N estd dado por (72).

Es digno de mencidén el hecho de que en las series que apare-
cen en (90) y (91) bastan generalmente uno o dos términos para te
nerlas correctas con cinco cifras decimales.

La funcién eliptica sn u (que es la que aparece en la solu

cibén para ) se calcula por la expresiénzl

4
o

_2sen v - 2q2 sen 3v + 2q6 sen 5v - ...
?

sn(x,k) = T 5
1 - 2q cos 2v + 207 cos 4v - 2q7 cos bv +...

~ |
=i

- X
g = 'EK,

férmula muy conveniente para el cdlculo numérico debido a la ex--

trema rapidez de convergencia de las series que en ella ocurren.-

Las funciones c¢nu y dn u Qquedan determinadas por las re
laciones

2 .
sn”- u +cn u

]
-

dn? u + k2 sn2u

1]
=

QOWilson, op. eit., pag. 507.
2lwilson, op. cit., pég. 506.
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3. Cédlculo de a y b. - Los argumentos a y b gque in--

tervienen en la solucién para ¢ y en la férmula que da 2@ de-
penden, como se ha visto, del cdlculo de "integrales elipticas de
primera especie.” Este cdlculo se llevé a cabo mediante la férmu

la dada por Wilson,22

dax 1% 83 sog @v 2q4 cog 4v + ...
vk' 1 - 2q cos 2v + 2;4 cos 4v +

cot ll =

de la cual se obtienen las ecuaciones aproximadas:

cot kl -1
T xl =T = 2q cos 2v
y
cot }x.l -1 o ... 28 co& 2y (94)
cot Ay + 1 1 + 204 cos v

con las gque puede calcularse cos 2v por el método de aproxima--
clones sucesivas. En general las aproximaciones dadas por las --
ecuaciones anteriores bastaron para que los resultados fueran co-
rrectos con cinco cifras decimales. Al aplicar (93) y (94) fue -

necesario utilizar las funciones hiperbélicas.

Con las férmulas anteriores quedan determinadas directamente
las constantes r, y r, de (82) y {83) o preferiblemente, par-
tiendo de (68), la suma r, *+ T, Trequerida para el cdlculo de --

Z(u) por (89).

4. Deberminacién de ., para una 6rbita cerrada. - Con el

parémetro k3 constante e iguel como se dijo a - 0.9 se calcu-

22Wilson, op. cit., pédg. 508.
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laron por la ecuacién (58) y con ayuda de (89) diversos valores -
del 4ngulo 2@ correspondientes a diferentes valores del pardme-
tro n,. Con los valores ny, = 0.26936 7 n, = 0.26447 se obtu
vieron los dngulos 28 = 4.72381 y 2@ = 4.72058 respectivamen-
te; una extrapolacion lineal entre estos valores de p,, para --

los cuales el dngulo 20 es bastante cercano a

2 = <& = 4.71239,
suministré el valor
ppy = 0.26002

con el que se calculé el dngulo 2 correspondiente como se ha -

indicado, arrojando el valor
2 = 4.71248.

Es evidente que el valor n, puede obtenerse con la aproxi-
macién suficiente para que el dngulo 20 difiere de uno arbitra-
riamente dado 2¢l tan poco como se quiera; para ésto hay Qque de
terminar varios valores de 2@ suficientemente cercanos a 2¢l
para distintos valores de 103 en seguida por interpolacidn y --
con ayuda de una de las férmulas conocidas, calcular el valor de
Lo due corresponda al dngulo 2g = 2@1. El problema de encon---
trar las trayectorias cerradas puede pues considerarse completa--

‘mente resuelto.

El valor de up, calculado para nuestrc caso particular sumi

nistra un dngulo 28 que difiere del valcr

2, = 4.71239
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dnicamente en una unidad del cuarto orden y tiene por tanto una -
aproximacién satisfactoria para el objeto de los presentes’ cdlcu-

los.

Las magnitudes que intervienen en la solucién y que se calcu
laron por la manera ya indicada, son las siguientes para el ante-

rior valor de Bot

k2 = 0.55321
k% = 0.44679
q = 0.050185
X = 1.909198
X = 0.31197
w = 0.59336.

El ti-wo w y AN estdn aqul ya reducidos a segundos te--
niendo en cuenta que, como se dijo en (I, 2), la unidad de tiempo

es
= E .
T o /g 3

se tomaron los valores de R y g dados al principio del caplitu

lo.

Con el pardmetro de Jacobl g de arriba y con ayuda de (92)
se calculé i por (71},

BNy (o - p3) sn® % (71)

para diversos valores de t, resultados que aparecen en la Tabla
I con otros que se deducen de ellos inmediatamente. Con las dos

primeras columnas se construyé la gréfica de la figura 1.
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TABLA I
t » 1 - p° e
1-p
0 -0.9 0.19 12.25947
gﬁ -0.89274 0.20302 11.47325
4 -0.87123 0.24096 9.66675
2 -0.83630 0.30060 7.74883
2 -0.78925 0.37708 6.17720
% -0.66576 0.55676 4.18367
% -0.51661 0.73311 3.17729
%% -0.35825 0.87166 2.67226
2 -0.20474 0.95808 2.43122
e -0.06637 0.99560 2.33959
%? +0.05038 0.99716 2.33523
3 | vo.14221 | 0.97978 2,37737
= +0.20782 0.95681 2.43444
e +0.24702 0.93898 2.48067
w +0.26002 0.93239 2.49820
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® i@ en gradongP= vY1-n

=

H
kR o vl 2 e ) e me o o e B o

0.000
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O, T74

0.942
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2.358
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93.

100.
107.

0 o i

12h
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1355

00

02

50

14

.

54

10

0

o

0

43589
.45058
.49088
54827 | -
.61407 5
74616
.85622'

+93363

.97882

-99760
-99873

.98984

.97817

.96901
.96560 |
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El dngulo de longitud ¢ requiere pars su cdlculo la deter-
minacién numérica de las 4 funciones Hiu * a), H(u - b), -
H(u + b), H{u - a) de le férmula ‘54) y que se lleva a cabo me-

diante el desarrcllo en serie de H{u) dado por (87).

Unicamente pera el objeto de dibujar una representacién de -
la trayectoria se puede utilizar para la determinacién de ¢ un
método grdfico. Desde luego para este propésito se ve también --
que era por demds haber obtenidoc el pardmetro wu, correspondien-

te al dngulyu 2¢l = %; con mayor aproximacidén que la alcanzada.

Se procedid de la siguiente manera: se utilizé la ecuacién -
(13); de los valores de 3 calculados y del de ¢ dado por (78)

se obtuvieron los de

__SL_g (13)

l-n

i

para diversos valores de t; se construcyé asi la gréfica 2; en -
seguida por medio de una integracidn mecédnica con un planimetro -
se obtuvieron los resultados que aparecen en la Tabla II, (se in-
eluyen aqui en la 42 columna los valores de ]5= vi_:_;E) cong--
truyéndose con los de las dos primeras columnas la grafica de la

figura 3. Debe notarse la gran concordancia, dentro de los limi-
tes de precisién del procedimiento, entre los dos valores de 2f:
el calculado y el determinado por el método grafico. Finalmente,
con los resultados de las dos dltimas columnas, Que representan -
respectivamentc el 4nglc g longi+tu” de]1 péndulo y su distancila

/3 al eje vertical 0Z, se construyé la figura 4 que es la pro--

yececidén ortogonal de la trayectoria sobre el plano ecuatorial.
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