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I 

EL PROBLEMA. ECUACIONES DIFERENCIALES DEL MOVIMIENTO 

l. El problema . - Imaginemos una partlcula restringida a m~ 

verse en una superficie esférica y solicitada por una fuerza cons 

tant e; se tiene entonces lo que se llama un péndulo esférico. 

Pr~cti camente se tiene una aproximación de un péndulo esférico en 

el sistema constituido por una masa pequeffa y pesada unida a una 

varilla rígi da y de peso despreci able que puede fijar se en uno de 

sus puntos. 

El pro blema que se tiene es el problema dinámico de descri-

bir ana líticamente el movimiento de la part1cula en la superficie 

esférica; en particular, en este traba jo se investigan l as condi 

ciones en las que el péndulo describe trayectorias cerradas (o p~ 

r i 6dicas) y l a manera ~e encontrar los elementos de estas traye c

torias. 

2. L~ ?__ ~g~i!.~_~sme_~-ª~.l_ movlp!'iento. - Se va a deducir di re cta 

mente la ecua ci 6n de la s trayectorias recurriendo al principio de 

la meno r acci 6n;1 éste principio , enuncia do por vez primera por -

Maupert uis expresa que la acci6n A a lo largo de una curva (C) 

entre los puntos P y ~, defini da como 

~cConnell , ifAppl ications of the Abso l ute Differential Cal 
culus, ;~ (Blackie ar:.":. Son; London, 1936), págs. 228-231. 

1 

EL PROBLEMA, ECUACIONES DIFERENCI ALES DEL MOVIMIENTO 

l. El problema. - Imaginemos una partic~la r estringida a mo 

verse en una superficie esférica y solicitada por una fuerza cons 

tant e; se tiene entonces lo que se llama un péndulo esférico. 

Prácticamente se t iene una aproximación de un péndulo esférico en 

el sistema constituido por una masa pequeffa y pesada unida a una 

varilla rígida y de peso despreciable que pu ede fijarse en uno de 

sus puntos. 

El prúblema que se tiene es el problema dinámico de descri-

bir analíticamente el movimiento de la partícula en la superficie 

esférica; en particular, en este traba jo se investigan las condi

ciones en las que e l péndul o describe trayec torias cerradas (o p~ 

ri6dicas) y la manera e encontrar los elementos de estas trayec-

torias. 

2. La~_ ~_c~_~q ~one~~el. movl:-E!i ento. - Se va a deducir directa 

mente la ecuaci6n de las trayectorias reQurriendo al principio de 

la menor acci6n ;1 éste principio, enuncia do por vez primera por -

Maupertuis expresa que la acción A a lo l a rgo de una curva (e) 

entre 16s puntos P y ~J definida como 

\~cConnell, i!Applications of the Absolute Differential Cal 
culus,í~ (Blacki e a r_~ Son; London, 1936), pags. 228-231.-
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A - -v''3! 	 ¡Q, -v'h - V dS, (1) 
P 

(e) 

en donde dS es el elenento lineal, h una constante, M la me 

sa de la partícula y V su energía potencial, es estac ionaria p~ 

ra la trayectoria de la partícula. Además, h es la ene r gia t o

tal a lo largo de :a t r ayectoria; resulta de lo ~ltimo que a l o 

largo de la trayectoria real (L) la acción es 

A = .r Mv dS = j'Q, P dS (2) 
p P 

( L) (L) 

si v es la velocidad de la partícula y p su cantidad de movi 

miento. 

Hagamos ahora una transformación del espacio en donde se mu~ 

ve la partícula a un espacio def i nido por el elemento l i neal 

2
2M( h - V) dS , 

donde dS es el elemento lineal en el espacio del movimiento; r~ 

sulta entonces; 

A = ¡S ds, 
A 

(L' ) 

o sea que la acción es igual a la "longitud" de la curva (L' ) , 

representativa de la trayectoria en el nuevo espacio; 1\\3g0, las 

tra yectorias están representadas en el nuevo espacio por ge0dtsi 

cas. El prob~ema dinámico de encontrar las ~rayectoria s de una 

partícula en un campo de fuerza dado se reduce pues al de encon-

- 2 -

A -- ;IN JQ, ;lh - V dS , 
P 

(e ) 

( 1) 

en donde dS es el eleMento lineal, h une constante, M la ma 

sa de la partícula y V su ener gía pot enci a l, es estacionaria pa 

r a la trayector i a de la partí cul a . Ademáo, h es la energia to

tal a lo largo de :a t rayectoria; resu l t a de l o dlt imo que a lo -

lar go de l a trayectoria real (L) la acci6n e s 

A = r Mv dS 
p 

(L) 

= fQ, P dS 
P 

( L ) 

( 2 ) 

si v es la velocidad de l a partícula y p su cantidad de movi

mient o . 

Hagamos ahora una transf orma ci6n del espacio en donde se mu~ 

ve l a part ícula a un espacio defi ni do por el elemento lineal 

= 2M ( h - V ) dS
2

, ( 3) 

donde dS es el e l emento l i nea l en el espa ci o del movimiento; r~ 

sulta entonces; 

A = r ds, 
A 

(L' ) 

o sea que la acc i6n es igual a l a "long i tud '1 de la curva (L' ), -

repr esentati va de l a trayect oria en e l nuevo espacio ; 1\\9go, las 

trayectoria~ es t án representadas en el nuevo espacio por gev dlsi

oas. El prob~ema dinámi co de encon t rar l as trayectorias de una -

partícula en un campo de fuerza dado se reduce pues al de encon--
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trar las geodés i cas en una superficie o hipersuperfici e de e lemen 

to lineal cono ci do . 

Es interesante, además, hacer not~r que el princ i pio de Fer

mat es traducc i 6n del principio de la menor acción de Maupertuis 

cuando s e intr oducen las relaciones entre onda y corp~sculo de la 

Mec~nica Ondulatoria. El primero dice que el t i empo que emplea 

un f otón o un rayo lumi noso para ir de P a Q por di ferentes 

caminos , es estacionario pa ra la trayectoria real del rayo, ésto 

es , que 

5 .r dS = o·, 
p v 

( L) 

pero 

1 1 _ 1 h 
- = v VA - hv ~ 

y además 

).. = E = hv, 

donde como ordi nariamente, h es la constante de Planck , E la 

energía de l f otón, p su cantidad de movimiento y v la frecuen 

01a de la onda asociada; 

.
• • 5 r dS = 5 i r p ds = O,

P v P 
( L) (L) 

y se ve entonc es Que ambos princi pios no son má s que una misma co 

sa, lográndose establecer a s! una conexi6n entre l a Mec~nica y la 

Opt ica. 

- 3 -

trar las geodésicas en una superficie e hipersuperficie de elemen

to lineal conocido. 

Es interesant e, además, hacer not~r que el principio de Fer

mat es traducci6n del pri ncipio de la menor acci6n de Maupertuis 

cuando se introducen la s r elaciones ent re onda y corp~sculo de la 

Mecánica Ondulatoria. El primero dice que el tiempo que emplea -

un fot6n o un rayo luminoso para ir de P a Q por diferentes -

caminos, es estacionario para la trayectoria real del rayo, ésto 

ea, que 

pero 

y además 

5 ..r dS = 
P v 

o· , 
( L) 

1 1 _ 1 h v = VA - hv ~ 

).. = h 
p' E = hv, 

donde como crdinar iamente , h es l a constant e de Planck, E la 

energía de l fot6n, p su cantidad de mov imient o y v la frecuen 

oia de la onda aso ciada; 

. 
• • 8 r d3 = 

P v 
(L ) 

5 i r p ds = O, 
p 

(L) 

y se ve entonces que amboa princi pios no son más que una misma C0 

sa, lográndose establecer as! una conexión entre la Mecánica y la 

Opt1ca. 
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Sea R la longitud del péndulo y g la a celeraci6n del c~ 

po que sobre él act~a, magnitudes que se considerarán como datos 

del problem~. En el caso que nos ocupa el elemento dS está de

finido uti l izando coordenadas esféricas (R) e,~) por 

= 

Además, s1 se toma el plano ecuatorial z =° como plano de ref~ 

renci a para medi r la energía potencial, 

v = Mgz = MgR cos 9; 

entonces, seg~n (3), 

La superficie caracterizada por este elemento lineal , cuya forma 

general, en términos de las coordenadas curvilíneas ortogonales 

u y v, es 

= 

donde u = u(u) , = 

y v = v( v) , = 

es una super f icie de Liouville. 2 

la s geod~sicas en est~s superficies son: 

2Ei senha r t , nA Treatise on the Differential Geometry of 
Curves and Surfaces,n (Ginn and Co.; Boston, 1909). pág. 
218 . 

- 4 -

Sea R la longitud del péndul o y g la aceleraci6n del c~ 

po que sobre él a ct~a , magnitudes que s e considerarán como datos 

del problem3. En el caso que nos ocupa el elemento dS está de

fi nido ut i lizando coordenadas esférica s .R) 9, ,) por 

= 

Además, si se toma el plano ecuator i al z = O como plano de refe 

rencia para medir la energia potenc ial , 

v = Mgz = MgR cos 9; 

entonces, s eg~n (3), 

La superfici e cara cterizada por es t e e lemento lineal, cuya forma 

general, en términos de las coordenadas curvilineas ortogonales -

u y v, es 

= 

donde u = U(u) , 

y v .., V{v) I = 

es una superfi cie de Liouville . 2 

Las geodési cas en e s tas sup erfi cies son: 

2Eisenhart, A Treati se on the Diff erential Geometry of 
Curves aud Surfa ces ,~ (Ginn and Co .; Boston, 1909), pág. -
218. 
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donde al y son constantes arbitrarias.bl 


En el caso particular de ~4) las geodésicas serán: 


e deep == + J .- r 
+ el' 

s~n e R2 2 2 
y i..l¡ ~ h ::b~t e;) c. ¿ ) sen 9 c

donde C y el son constantes arbitrarias. 

Esta es la ecuaci6n de las trayectorias del péndulo esfér ico 

en coordenaodas esféricas 9 y ep. Para M, h, g Y R dado s, a 

cada valor de e corresponde una trayectoria. En parti cular, si 

e al O, se tiene el caso ordinario del péndulo oscilante en un _0
plano y la trayectoria es un meridiano. 

La ecuaciÓn (5) también se puede escribir, multiplicando nu

R2 merador y denominador del integrando por sen 9 y haciendo - 

transforma ciones obvias, 

(6) 

Encontremos el significado de la constante arbitrari a C, 

En 18 superficie de elemento lineal 

= 

la d1recci6n superficial (dG, d~~ hace u~ ángulo ~ con las 

curvas g. constante, tal que 

.. 

1 Ul du 
~J --- - + 

.,tu - al 

- 5 .4 

donde a l y bl Bon constantes arbitrar i a s. 

En el ca so pa r t i cu l ar de ~ 4 ) las geo d~ si cas s er án: 

... J e dG + °1 ' cp ;; -
02 S d il e r 

R
2 2 

"V c.....~1\ n ~~b-t Gu C..:¡ j sen 9 

donde O Y 01 son constantes a rbitrari as. 

Esta e s la ecuaci 6n de las t rayect or i as del péndulo esférico 

en coordena.das esféri cas 9 y q>. Pa r a M, h, g Y R dados, a 

cada valor de O corresponde una trayectoria . En particular, si 

e a O, se ti ene el caso or dinario del péndulo oscilante en un --

plano y la trayectoria es un meridiano. 

La ecuaci Ón (5) t ambi én se puede escribir, mul tip l i cando nu

merador y denominador del integra ndo por R
2 sen 9 y haciendo --

transformaciones obvias, 

(6 ) 

Encont remo s el significada de la con stante ar bitraria C. 

En la superf i ci e de e lemento l i neal 

= 

la d1recci6n superfi cial \dG, d~; hace un éngul o ~ con l a s --

curves 9 ~ const ante, t21 Que 
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O( ~ cos = v'G ds 
y 

d9sen ex - -lE ds' 

E d8tar¡ <X = Irr dcp • 

dQPar a una trayectoria, el ángulo O( se encuentra susti tuyendo 
d~ 

por el obtenido 	de la eC'J.aci 6n ( 5) : 

1 ~ " 2 2 
e sen e y2M(h - MgR cosG) R sen 9 

y como en la esfera 
r:. •• 

" E 1
Y G = sen O' 

s1 para un punto de la trayectoria en que 9 = 90 Y ~ = ~o se 

t i ene t an o( = O, 

2 	 2 2
0 = 2M(h - MgR cos 9 ) R sen

0 
90 

M2 2 R2 2 
= V seno °0' 


.. e = M R sen 8
va 0 

y se ve entonces que e es el momento de la cantidad de movimien 

to para Q = 9 con respect) a OZ; pero en virtud de un teoreo 
ma bi en conoe ido de Di!l~mi ~..; ¿. ~ .: :'1c;.L.: s afirmar que en el ca so del 

p~ndu10 esférico el moment o de la can:' io.f",d. d('; movj.!niento con r es

pecto a OZ es constante, ya que se tiene en general 

fuI. M 
dt" = f ' 

y 

Pera una trayectoria , 

por e l obtenido de la 

= 

y como en l a esf era 

- 6 -

cos ex -= {G 

sen ex - -lE 

tar o< E = ./-
' G 

., e ..... ángul') O( se 

eC'J.&.ci 6n ( 5 ) ; 

1 
sen O' 

~ 
d s 

dEl 
ds ' 

'l ~j 
d{{l • 

encuentra sustituyendo dQ 
d~ 

s i pa ra un punto d.e l a t r a yect ori a en que 9 = 9
0 

Y cp = \Po s e 

tiene tan o< = O, 

c2 2M (h - Mgrt Q , R2 2 
= cos sen 00 o' 

M2 2 R
2 2 

El o ' = - V o son 

e ;:: M va R sen Go 

y se ve entonces que e es el mClliento de l a canti dad de movimi en 

to para 9 == 9 o con re spectJ a OZ; pero en vi rtud de un teore-

ma bi en conoo i do de Di !l3nll .~:. .(:"'.:.. r1 (,.1-:'- S a fi r mar que en el caso del -

p~ndulo esférico e l momento de la can"'::; ltJ.p." rl ~ !I1ov~.~ie n to con res-

pecto 8 OZ es constante, ya que se tiene en genera l 

= 



- 7 

donde 12 es el momento de la cantid8.d de movimi ento con respecto 

a un eje cualquiera, t el tiempo y M.", la suma de los momentos ... 
de l as f uerza s con respecto al mi smo eje, y puesto que en nuestro 

prob lema M"" = O para OZ. :2sto nos permite, da.do h,C y un pun ... 
to cualquiera c.eterminar v's es decir, que s i e stamos 

int ere sados en las trayectorias cer~adas y podemos dete rminar por 

alg~n medio los valores de C correspondientes a esta s trayecto

rias., estamos capacitados para saber si las condiciones i nicia les 

de posici6n y velocidad llenan los requisitos necesarios para que 

la órbita determinada por esas condiciones sea cerrada. 

En virtud de que C es el momento de la cantidad de movi--

mi ento con respecto a OZ se puede escribir la rela ción 

C, 

e• ~ = .• <i~ -~-~ . 
M(R - z ) 

Teniendo en cuenta (6) se deduce de aquí: 

1 2- 2R dz = M -v'2M(h - Mgz)(R - z ) (8 ) dt 

Para eliminar en las ecuaciones (6), (7) y (8) las dimensio

nes fi s1cas hagamos las sU3tituciones siguientes: 

ec = 
MR/gR 

:r dichas eC"J.aciones se tre.nsfo:::-rrar. en 

- 7 -

donde 12 es e l momento de la caut i d8.rJ r1e m.0virüento con respecto 

a un eje cualquiera, t el tiempo y 11.", la suma de l os momentos 
.l-

de las fuerzas con respecto al mismo e j e ; y puesto que en nuestro 

problema M~ = O para az . :2stQ no s permite, de.do h ,C y un pUQ 

-to cualquiera (91 , ~l) ceterminar v: es decir , que si estamos 

interesados en la s trayectorias c er~adas y podemos determinar por 

alg~n medio l os valore s de C correspondient es a e stas trayecto-

rias., estamos capaci te das pare saber si l as condiciones iniciales 

de posición y velocidad llenan los re qui si tos necesarios para que 

la 6rbita dete~inada por esas condi ciones sea cerrada. 

En virtud de que e es el moment o de l a cant idad de movi---

miento con respecto e OZ se puede escribir la relación 

::: 

::: e , 

e 
--~-~ -
M(R - z ) 

~enlendo en cuenta (6) se deduce de aquí-

R dz 
dt = ( 8) 

Para eliminar en l a s ecuaciones (6), (7) y (8) las dimensio

nes ffsi ca s hagamo s l as suctl tuciones s iguiente s: 

y= h 
o MgR' c = C 

y dichas eC~laci ones se "~ re.[l sfC' :,rr ar. en 
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~dt (10 ) 

~ 11) 

Es fá cil ver que 11, O y c son mlm.eros abst ractos; aho-

re, si se toma como unidad de longitud la longi tud R del péndu

lo y como uni dad de aceleraci6n l a producida por el campo que a c

t~a en él , lo que implica, cono puede demostrarse en s eguida, que 

la unidad de t i empo sea 

T = ftg' 

l as ecuaciones (9), (lO) y (11) toman la siguient e fo rma s i se de 

signa con la misma let ra t la nueva variable que depende del 

tiempo: 

(12 ) 

c~ = ( 13)dt 

~ dt 1: 

con lo cual se ha logrado que aparezcu dn:_1J8'~'8rJ.tc el ca :;:: ~(; -~ ar m.~

tri co del movimiento. 

- 8 -

= J __ ----:...--__ ....::c-=d:.cp. _ _ .-.. _-'--' --- - ~ .. 
(1 - 112) h( (_ 11 )(1 _ 112) _ c2 

~ -
dt ( 10) 

Es fácil ver que 11 , O y c son m1meros abstractos; aho-

re, si se toma como unidad de longitud la longitud R del péndu

lo y corno unidad de ace l era oión la producida por el campo que ac

tóa en ~l, lo que impli ca, cono puede demostrarse en seguida, que 

la unidad de tiempo sea 

T = IR g ' 

las eouaoiones (9 ) , (10 ) Y (11) toman la siguiente forma si se de 

signa con la misma le tra t la nueva va r iable que depende del 

tiempo: 

(\ c du. 
q> .. .J :-:--22:-~=======::;::===; + el ' 

(1 -11 ) /. v 2 2 

~ = dt 

v2 ( o - 11) (1 - 11 ) - c 

~ = e 
dt 

2 
- e , 

(12 ) 

( 1 3) 

oon lo eua1 se ha l ogrado que apare ZC;l 1.ln:.1'J9 ;Y'!h t e el e 3.~ ¿ ~ ~ar r2.~ '" 

trico del movimiento. 

http:dn:_1J8'~'8rJ.tc
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11 

FUNCIONES ET...IPT'I0A.S 

Las i ntegrales a que dan lugar l as últuna s e cuac..i.ones so:! in 

tegrales elipticas. A continuaci6n se dan algunas definiciones 

sobre funciones elipticas y se demuestran las propiedades que in

teresan en este trabajo. 

l. ~l1:ci ones de Weierstrass. - En la teor:!a de Weierstrass 

de las f unciones elipticas3 se generan ést as de una funci6n de la 

variable compleja u, análoga en ciertos aspectos a sen u, re

guIar en tedas los puntos a distancia finita y admitiendo como ce 

ros los puntos 

u - 2mw ... 2n.:;.); , 0, + ¡, + 2, ... ), 

donde w y w' son dos constantes cuya raz6n no es real, llama

da funci6n sigma, definida por: 

a{u) "" u 
In(l

m)n 
);!\
w' 

U 

e W 
1 ¿ 11 

2 
~·7 

w , (15) 

donde w = 2mw + 2nw', m y n no siendo simultáneament e nulos, 

circunstancia que se indica con el acento puesto al signo del pT~ 

dueto. 

3p. Appell y E. Laecu:'$ f!Principes de la Théor ie des Fone 
tions Ell iptiCiu')s et App1ications,¡t (Gauthier-Vil1ars ;-=
Paris, 1897), págs. 22 y sigs. 

- s -

I 1 

FUNGIONF13 ELI F 'l:)AC 

Las ir,t,egrales a q1:e de.n lugar las d lt i mA J 8cu3cionss so:-J. i n 

tegrales e l ípt icas . A cont i nuac i6n se dan a l guna s def iniciones -

sobre fun cj ones el1pt i cas y se demue st!'an las prop i edades que in-

teresa n en este t r aba jú . 

, 
.,;,.. Funciones de Weiers tras5. - En la teo rí a de Weierstl'uss 

de l a s f unciones eli.pt icas3 se g ener an éstas de una funci6n de l a 

va r ia ble cúmp 2..ej e u, an.:iloga en ciertos aSlJ ecto s a sen u , re-

guIar en teJos los punt os a distancia fi nit a y a emi t iendo como ce 

ro s l os puntos 

u"..., O 

u 2m(t} + 2n-:.J ; , (m , n - 0 , + .,;,., + 2, .. ,), 

donde W y ((j t son dos c on s tan te s cuya r azÓn no es real, lle.ma-

de funci 6n sigma, definida por : 

1 2 
I U 1l 

a{u) = u n (l u , eW ¿ -"7 
( .l5 ) Vii "IN , 

m)n 

donde w = 2mw + 2nw' , m y n no siendo simul táneamente nu les, 

circunstancia que se i nd i ca con e l acento puesto al signo del yr~ 

du ct o. 

3p. Appe l 1 y E. Lac c ;.z", {!Pri nci pes de la Théorie des Fonc 
t i ons Ell i pt l<,iu'..s et Appli cat i ons,r' (Gau thi er -Vi1lars ;-=
Paris, 1897 ) , págs. 22 y 8igs. 
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- .1...) 

Se puede demostl'~r qt:e 0'(1.1) tieü5 C6rc:: '.1!1i.namentc e~ lc~ 

4puntos i ndi cados y que est os ceros son de primer orden . El pro

ducto de c:~ u) conve:rge uni fo!'me y a (¡s')}.utam~nt95 en cual quier 

dominio cerrado de u . 

'-..,."1.\.La der'ivada logar ítmica de cr(u) es la funci6n 
" \ I I • 

al 1= - (u) = ,(u) = ,,'" ( ::.6 ) cr u 

con w = 2mw ~ 2nw ' , m y n no simultáneamente nulos. 

La funciÓn e1. ~ .t)'0ic.:- :: l c-.19nt:.::' en ~3. ta:Jria de ~lfe i er stra ss es 

la función p(u) (pe u), Qefinida por 

P(u) = - d>."= ~ + ¿Ir 1 7')" - ~)1.
du u':: (u-w) c. w(;. 

Las funciones O'(u) y ~( u ) no son doblemente peri6di cas ; 

en cambio se puede demostrar a partir de la definición (17) que 

p(u) es doblemente peri6dica con períodos 2w y ésto es, 

que 

( .p (u + 2w) = P \ U) , 

(18) 
P (u ';-' 2w I ) = P (u). 

2. Pr.Jpi eda des que inter~a.n de .._cr( u L. ,Y . "((lU.. I n tegremo s 

las ecuacio~es (18): 

4K • Knopp, ¡'Teoría de l'unciones," (Edi t. Labor; Barcelona,
1926), pág. 188. 

5whi t t aker and Watson, :lA. Course of Modern Analysis , " (Cam 
bridge, Uni versity Press; 4th ed. , 1940, repr.), pág. -~ 
447. 

Se puede demostl',11' qc:.e cr(u) tier .. ~ 061''':: ,jl1t~ament..G 3:::' .le:;, 

puntos indicados y que e s tos ceros son de p r imer orden. 4 El pro-

duc:,o de C• i • 1 )' 
'\ \...-. 

h 

converge uní fo!'me y a 05') ~.u~a~'l:':Jnt '3 ) en cual quie r -

do~inio cerrado de ,"; 
'-'- " 

; ... a del'ivada logarítmica de (""' ( u) 

= -a : 
cr 

(u ) = ? (u ) = 1 .'
u 

es la funciÓn '> f -, \ u 

" \ '""- I ' 

.,,; r_L+ 1 +~1 
~ l u-w w eJ' m,n w 

con w = 2n:(IJ + 2nw ', m y n no simul"clJneamente nulos. 

( :,6) 

1 t -. -
~ s 13n :..... ,:::n .. s. te~ ria de We ierstrass es 

la f unci6n p(u) (pe u ) , ~efinida por 

p(u) = d>" 1 - du = -,- + 
u '-

( 17 ) 

Las funciones a( u) y ~ (u ) no son doblemente p6riGdicas; 

en cambio ~1::¡ ¡puede demostr5r a partir de la definicion (17) que -

p( u) es d·,) blemen t e peri ·jdica con perí odos 2w y 2w;, ésto e s , 

qu e 

p (u + 2w) = P (uj, 

(18 ) 

p (u ':- 2w') = P (u). 

2. PrJp'edades que interesan de .. a(uL -,Y~_ .. iJ~l. Integremos 

las ecuaciones (18): 

4K, I;noPl:"l, ':Teo r !a de Punciones," (Edi t . Labo r; Barcelona, 
192b), pág. 188 . 

5t¡;hi ttaker and \ at son , 'IA . Course' of Modern Analysis, II (Cam 
bridge; Universi t y Pre ss~ 4th ed., 1940, repr. ) , pág. -
. t '7 4-,+ I • 

http:orden.El
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?(u + 2w) 

(19) 
?( u + 2w 1) = ? (U) + 21' , 

donde i y j' son constantes arbitrarias 9 si se hace u = - w 

en 13 primera y u = - w' en la segunda y se tiene en cuenta que 

a(u) es 1mpar,6 se encuentra: 

1, = ?(w), 
(20) 

7' = ?(w'). 

I ntegrando de nuevo las (19): 

C1(U + 2w) = 

( 21) 
2 ')1tu

ú( u "'" 2w') = e' e I cr(u) J 

donde e y c' son constantes; para determinar las constantes 

arbitrarias de integraci6n hagamos en la primera ecuaci6n u • - w 

y u ~ - 00' en la segunda; teniendo en cuenta que ~(u) es tam

bién funci6n impar7 resulta: 

e = 

21'W'e' = - e ; 

... C1(U + 2w) = e" "j{u + w) cr(u) , 

(22)
2 '1'(u + w') ()a(u + 2w') = e cr u • 

~ittaker and Watson, op. cit., pág. 445. 
7Whittaker and Watson, op. cit., pág. 447. 

- 11 -

{'( u + 200 ) = ~( u) + 21, 
(19) 

~(u + 2(ú f) == ? (U) + 2/' , 

donde i y j' son constantes arbit r ar i a s) si se hace u = - ro 

en la primera y u = - w' en la segunda y se ti ene en cuenta que 

a(u) es 1mpar,6 se encuentra : 

~ = ?(w), 
I 

( 20 ) 

I ntegrando de nuevo las (19): 

a(u + 2w) = 
( 21) 

c(u + 2w ' ) = e
2111u e' I a(u), 

donde e y e' son constant es ; para de t erminar las constantes -

arbi t ra rias de integración hagamo s en la pr imera ecuaci6n u • - w 

y u ~ - wl en la segunda; t eni endo en cuenta que l( u) es tam

bién f unc16n imp ar7 r esulta: 

c ::::: 

e' ::::: 

. . a(u + 2w) ::::: 

a(u + 2w') ;: 

-- - -

~ittaker and Watson, op. 
7Whittaker and Wa tson J op. 

2 'l1' (¡), 
- el ; 

, 

e ·}(u ~ w) 
0'( u) , 

e 2~'(u+(¡)') a (u) • 
- -- ~-----

cit. J pág. 445-
el t. , pág. 447. 

(22) 
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3. Lª_f~rmula de adici6n de la funci6n' ? (u). - Se demues-

tra que toda función elíptica f(u) de polos al' a2'···' ar y 

de ceros b l , b2 , ••• , b (el número de pulos es igual al número r 
de ceros en cada paralelogramo de periodicidad) se puede represeg 

tar en la forma: 

a(u - bl ) a(u - b2} a(u - b )rf(u) = A J{u - al) a{u - a2 ) a( u - a ) ,r 

donde A es una constante. 

Puesto que la funci6n f(u} = p(u) - P(v) admite a cero co

mo polo doble, también tiene dos ceros en cada paralelogramo de 

periodicidad. Estos puntos son u = v y u = - v. Por tanto, 

según el teorema anterior, 

A a(u + v) a(u - v)p(u) - P(v) z: 

a2(u) 

siendo A ~na constante; para determinarla multipliquemos ambos 
2miembros de la ecuaci6n anterior por u y hagamos tender u a 

cero; resulta, puesto que 

a(u) = lim 1,u
u~O 

1A = 2 a (v) 

a(u + v) a{u~ ~ p(u) - p(v) = (23)2 2, . 
a (u) a (v) 

Si se toma ahor3 la de::-i vada 10gar1tmica con respecto a u 

se tiene: 

p'(u) __ ~ »- '>
Plü-} -- ':--'pTv) S(u + v) + ",(u - v) - 2s(u); 

- 12 -

3. La fqrmula de adici6n de la funci6n ? (ul. - Se demues-

t ra que tod~ funci 6n eliptica f (u ) de polos al' a2 ,. ··, ar y 

de ceros 01' t 2 , .. " br (el número de pu los es igual al n~ero 

de ceros en cada paralelogramo de periodi ci dad) s e puede represe!!, 

t er en la :,.'orma : 

f (u) = 

donde A es una constante. 

. . . 
C1{U - br ) 
0'( u - a ) , 

r 

Pueste que la funci 6n t (u) = p(u) - F(v) a dmit e a cero co

mo polo doble, t ambién t ie ne des cer os en cada paral elogramo de -

periodicidad. Es tos punt os son u = v y u = - v. Por tanto, -

según el t eorema anteri or , 

P(u) - p(v) .. A cr(u + v) O'( u - v) 
a2 (u) 

siendo A 'J.l1a co nst ante;. para determ:inarla multipli quemos ambo s 

miembros de l a ecua ci 6n ant eri or por u2 y hagamos t ender u a 

cero; r esu lta , puesto que 

. . . 

lim 
u ---=; O 

A = 

F(u) - p(v ) 

a ( u ) ;:: 
u 

1 
2 

(J ( v) 

1, 

= O' (u + v} O'{u =-!l 
2 2. . 

(J (u) O' (v) 
(23) 

Si se toma ahor3 la de-:: ':'vada logaritmca con respecto a u 

se t i ene: 

p l(U) = '> >" '> P1 u T - - ?Tv} $ (u + v) + ~ (u - v ) - 2 ~ (u) ; 
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permutando u y v en ambos miembros: 

- pt(v) ..,.. 'r "?
P{u)-p{VT s(u+v}-s(u-v)-2c,(v),00 0 

de donde, sumando mi8llib~~o 9. miembro las últimas igualdades: 

1 PI(U) - pl(V) ~ ..,. '> 
2 p (u} _ p TVT = ~(u + v) - seu) - ~(v) (25) 

4. Funciones de Jacobi. - En las notaciones de Jacobi el p~ 

pel de l a funci6n a(u} lo desempeffa la funci 6n H(u) (Eta u), 

impar, con los mismos ce~os que a(u). La relación entre ambas 
8funciones es: 

ILl.!!l = (26)H'T5T 

De las propiedades de a(u) relativas a la edición de un p~ 

r iodo en el argumento se deducen las correspondientes de H(u} : 

H(u + 2w) = H(u), 

_2o(u + W') 
H{u + 2w') = e W H(u) , (27) 

donde 5 = "']W' - w¡,. 
La funci6n ? (u) en l a teor1a de Jacobi se reemplaza por la 

tunción9 

Z{u) = ~'~~t (28) 
o 

~7 
Z(u) = ?(u) - ro u. (29) 

8APpel-Lacour, op. cit., pág. 28. 
9Se sigue aquí la notación de Jacobi-Hermite y no debe con 

fundirse l a funci6n que se introduce con la conocida gene 
ralmente con el nombre de función zeta de Jacobi: Z(u ) ; 
9' (u)/9(u); v. pág. 22. -
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permutando u y v en ambos miembro s: 

-Pi(V) '> ? 7 =-r----:--"-~ c;, (u ~ V\, - (u - v) - 2", (v) , p (U ) . - Pl vf __ o 

de donde, s~ndG mie!J.J.b ~:- 0 9. m.iembrc las ú..l..t imas i gualdades: 

1: pi (u ) - p! ( v ) ~ '7 
2 P (u ) _ p TVT = ~ ( u + v ) - ~(u) - ~(v ) (25) 

4. Funcione s de Jacobi. - En la s nota ciones de Jacobi el pa 

pel de la funci 6n cr{ u) lo de sempef'la la funci6n H(u) (Eta u) J 

~parJ con ios mis~os ceros que a(u ). La relación entre ambas -

f unciones es: 8 

H ~u ) 
H' \ O) 

J'j 2 
- 27iu 

e W a( u). (26) 

De las propiedades de a( u) r ela tivas a l a edici6n de un p~ 

riodo en e l argumento s e deducen las correspondi entes de H(u}: 

H(u + 2w ) ::: H( u) J 

H{u + 2w') ::: 
_ 20(U + W1 ) 

e W H(u) J (27 ) 

donde 5 = r¡wl 
- w¡'. 

La func ión ? (u ) en la t eor1a de Jacobi se reemplaza por l a 

tunci6n9 

o 

Z{u) 

Z(u ) 

= H' (uf 
HTu. 

= ?(u) 

( 28 ) 

') - w u. (29) 
- - - - ... _----

8APpel-Lacour, "t ~ 28 op . c ~ 'J pago • 

9Se sigue aqui l a notac i6n de Ja cobi -Her.mite y no debe con 
f undirse l a funoión que s e i ntroduce con la conocida Eene 
ra~ente con e l nombre de función zeta de Jacobi: Z(ú) ~ 
e' (u )/9~u) ; v. pág . 22 . --
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Con estas defini ciones Z{U) satisface 1&3 relaciones 

Z(u + 2w) - Z{u), 

. 26
Z (1.: -+ 2w') = Z' u) - . w ' 

con la misma significación para o que en (27). 

111 

INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES POR FUNCIONES 

DE WEIERSTR..~ 


Las ecuaciones (12), (13) y (14) pueden reducirse di rectame~ 

te a los "tipos de las integrales de Legendre y Jacobi pero es más 

conveniente tener la expresión de ~ y ~ en términos de t 

utilizando las funciones elípticas de Weierstrass, ya que estas 

funciones son nás manejables para estudios teóricos. 

Después, y a fin de poder hacer las aplicaciones numéricas, 

se hará la ~ransformación de las soluciones a las notaciones de -

Jacobi. 

l. Cá].cu}o de n. - En la ecua ci6n (14) 11 queda definida 

como función de hagamos el cambio de variable 

= As ... B 

par a darle l a forros 

1 ' ,-

Con es t as definici one 0 Z(u) satisfa c e l~s rel aciones 

Z( u + 2w) z (u) , 

Z ( l: ';' 2w I ) = 
. 28 Z'u) --, w ' 

con la mi sma s ignificación para 6 que en (27). 

111 

INTEGRACION DE LAS ECUASIONES DIFERENCIALES POR FUNCIONES 

DE WEIERSTRA.SS 

Las ecuacio nes (12), ( 13) Y ( 14) pueden r educi rse directamea, 

te a lo s tiDoS de l as integrales de Legendre y Ja cobipero es más 

oonve nient e tener la expr esi6n de ~ y ~ en términos de t 

ut i li za~do las f unciones elipti ca s de Weier s trass, ya que estas -

funcione s fh)n uás manejables para estudios t eór icos. 

Después, y a f i n de poder hacer l as ap li caciones numéricas,

se hará la ~ransformac i 6n de las so lucion es a l as no taciones de -

J acobi. 

l. Cálculo de ~. - En la ecua ción (14 ) ~ qu eda definida 

como funci6n de .~ ; hagamos el cambio de varia bIe 

= As ..,. B 

para dar l e la form~ 

( 31) 
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La cons tante A se determi nará desde luego igualando a 4 

el coeficiente de s3 en la expr esi6n transformada de 

2 
- c~= 

A 

B se determinará igualando a O el coeficient e de s en l a mis 

ma expresión transformada; se encuentra asl: 

A 2111 

,.rB = 

Susti t uyendo estos va l ores en las expr esiones de los coefi-

cientes de s y del término independiente en la transformada de 

~ se encuentra: 
A 

= 1 


2El poli nomio - c tiene tres ral-· 

ces rea l es ~l' ~2' ~3; en efecto, s e tiene para 

21, G(l1) a c , 
y pa ra 

2 = - 1, G(l1) = c , 

y además debe existir un valor de 11, 11
0

, tal que - 1~110<' 1 , 

para el cual G(11 ) >O para que pueda existir el movimiento .o

Supongamos 111> 112 >~3; ent onces 112 y 113 están compren

didas entre +1 y -1 Y 111) l. El movimient o se efect~a pues 

entre los pa r alelos de altur as 112 y ~3. 

- 15 -

La constante A se determinará deBde luego igualando a 4 

el coefici ente de 8 3 en la expresión transformada de 

~. = 
A 

2 
- e 

B s e determinará igua l ando a O el coef ic iente de s en la mis 

ma expresi6n transformada; s e encuentra asl : 

A. :al 2 

B :a 
r 
3" 

Sustituyendo estos valores en las expre siones de los coefi-

cientes de s y del t érmino independiente en la transformada de 

~ se encuentra: 
A 

= 1 

El polinomio G(p.) .: 2( K - 11 )( 1 - 112) - c 
2 t i ene tres ra!-.. 

ces r ea l es lll ' ~2J ~3 ; en efecto , s e t iene para 

11 = 1, G( p. ) :a 
2 c , 

y pa ra 
= - 1 , = 2 c , 

y además debe exi stir un valor de 11, llo' tal que - 1<'11
0
('1, 

para el cual G(l1o ) > O para que pueda existir el movimiento. 

Supongamos 111> 112 > 113; entonces 112 y 113 están compren

didas entre +1 y -1 Y 111) l . El movimiento 8e erect~a pues 

entr e los paralelos de alturas 112 y 113 . 
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Además, ya que en 

0 2
3G(l1) • 11 -

. 
11 

2 
- 11 + (X - 2) • O (33) 

se verif ica , como es sabido, que 

se tendrá: 


111 • 


y como 111> 1 se deberá tener: 

lo que demuestra que 113 es si empre menor que cero y que el l!mi 

t e superior de 112 es 1113'· 
. 

. El. polinomio 4s3 .. g2s - ti ene entonces tres raices reaS3.'- ...-,. 

les er 
.'

" 

1 t e , • (r • 1,2, 3) , ( 35 )r ~ l1r - o' 

La funci6n p{u} donde u puede a su vez ser funci6n de t, 

de " invariante Sf' verifica la ecua'ci~n diferencial10 

Sustituyendo s por p{u) en.(31) se tiene: ' 


l OAPpell -tacour, op. cit. , pdg. 40. 


- 1ó -

Además, ya que en 

G(p.) 3 . 2 0 2 
• 11 - 11 - 11 + ( l - 2) • O ( 33 ) 

se verifica, como es sabi do, que 

se t e ndrá: 

111 • 

y como 111> 1 se deber á t ener: 

l o qu e demuestra que 113 es si empre menor que cer o y que el 11m! 

te superior de 112 es 11131. 

.... .... ~ 

4s3 - g2s - g3 t i ene entonces tres raices re!. . El 'pol inomio 

• 

y se tendrá el) e2 > e3" 

1 t 
~ l1r - o' ( r e 1,2 , 3), (35 ) 

La función p (u) donde u puede a su vez ser función de t, 

de " i nvariantes'· 82 y 83 ver ifica l a ecua'ción dif'erencial10 

Sustituyendo s por P{u) en . (31) se t i ene : 

10APpell-tacour, op. cit., pdg. 40 . 
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= 

. du.. dt = + 1; 

t omando el signo +, lo que s i empre puede hacerse ya que p(u ) 

es par , se deduce 

u = t + a, 

a siendo una constante que vamos a det erminar echando mano de - 

l as propiedades de la funci6n P{u) y de las condiciones inicia

l es del problema. Para y parase tiene 

11 :a 112' s = p{u) ,. e2; la relaci6n 11· AP(u) + B donde A) O 

indica que sl 11 decrece de 112 a 113' P(u) decrece de e2 a 

8 3- Se demuestrall que sl u tlene la forma v + w' ( v r eal) , 

ouando v "Taria de 00 a O, p( u ) varia de p (oo + (1) ') • e2 a 

p(w') = 9 pasando por valores reales; por lo tanto se tendr á : 3 

u = t + a = v + 00' 

y si t = t cuando esto es, cuandoo 


s .. 
 e3 
o 

:au w· , 

deberá ser V ,. O 

y entonces t o + a • 00' • 

S1 además U - O, o sea que se empiece a contar el tiempo cuan-o 
do el móvil se encuentre a la altura se tiene a w' y

113 ' 
:c 

por tanto 
--- - "--'-~---"- "-" "-"-~"----~-"--._- ----- -~-

llAppell-LaCour, op. cit., págs . 68-75. 
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= 

du 
dt = + 1; 

tomando el signo +, l o que si empre puede ha cer se ya que p (u) 

es par, se deduce 

u = t + a , 

a siendo una constante que vamos a det ermi nar echando mano de --

lae propiedades de la función p(u) y de la s condi ciones i nic i a-

les del problema. Para 11 = 11 3 
se tiene s == p( u ) 

• 6 3 Y para 

11 ~ '112 ' s ::. P( u) • 82; la relación 11 • AP {u) + B donde A) O 

indica que si 11 decrece de 112 a 113' p( u) decrece de e2 a 

8 3" Se dem-:.¡estral1 que si u tiene l a forma v + w' (v real) J -

cuando v 'lari a de (¡) a O, P (u ) varia de p(w + ro') ~ e2 a 

p( w') = 8
3 

pasando por valores reale s ; por lo tanto se tendrá: 

u = t + a = v + 00' 

y si cuando esto es, cuando 

s = 8 3 
o 

u == 00' , 

deberá ser v :11 O 

y entonces t o + a a 00' • 

Si además Jo ~ O, o s ea que se empi ece 8 contar el tiempo cuan-

do el móvi l se encuentre a l a alt ura 113 ' se t l ene a :: w' y 

por tanto 
- -- - --

llAPpell-LaCour, op. cit ., págs. 68-75. 
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u = t + w' , (37) 

s = p( t + w'}; 

:. 11 = 2 p(t + w') .¡. f. 
El tiempo que tarda en variar de a -11 es ro, el11 112 3 

semiperiodo real; cuando el tiempo aumenta en 2w la altura del 

pándulo adquiere su valor inicial . 

2. Cá1.culo de ~. - Determinada 11 como funci6n de t, cp 

queda tambi én definida como función de t por la ecuaci6n (13), 

dcp = c 
2 .dt 

1 - 11 

Descomponi endo en fracciones simples el segundo miembro y notando 

por (37) que 

dt = du, 

Definamos los argumentos a y b con las condiciones: 

r1 - = 2 p(a) + )' 

K+ _.- 1 = 2 P(b) 
3' 

entonces usando (38): 

.. c [ . du du J
dcp 4 p{u) --mT - p(u) - pía) 

pero por la ecuación (24): 

- 18 -

u = t + ro ' , 

s = p( t + w'); 

. ~ ~ = 2 p( t + w' ) + !. 
El t i empo que t arda 11 en vari ar de 

s emiperIodo real; cuando el tiempo aumenta 

péndulo adquiere su valor i nicial , 

2, Cá2.culo de ~, 

queda también def inida 

- Determi nada 11 

como fun ción de 

dq> = 
dt 

c 
2 ' 

1 - 11 

t 

112 

en 

como 

por 

( 37 ) 

(38) 

a '11 3 
es 00 , el 

2w l a altura del 

fUnci6n de t, cp 

la ecuaci6n (13), -

( 13) 

Descomponiendo en fracc i ones simples el segundo miembro y notando 

por (37) que 

dt = du, 

dm = c ( du du ) 
T ~ 11 + 1 11- 1 ' 

Defi namos los argumentos a y b con las condiciones: 

1 = 2 p(a} + r 
J' 

- 1 2 P ( b) 
X 

= + -' 
3' 

entonces usando (38): 

pero por la ecuaci6n (24): 
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J du • - PI tV) (L o{u + v) - La(u - v) - 2u ? (v)] ,p(u} - p( v) 

luego, aplicando esta fórmula a cada término del 2° miembro de 

(4° ): 

cp & 4\ P7(t)(La(U + b)-La(U-b)-2U~ ( b )] 

+ po f a ' ( L a(u + a) - L a(u - a) - 2u « a) + L( - F
2)1) o 

donde F es una oonstante arbitraria. 

De la ecuaci6n (36) se deduce haciendo ~ = 1 Y ~ a - 1, 

O sea, por (39) , haciendo u = a y u· h, que 

22 	 2 c
P' (a) = pi (h) := - -:-2"" 

A 
o 	sea qu e 

ic.la 

2'P'{a) = P' ( b) 

entonces 

2 o( u ... 
q> • fi ~ t[- F a J °tu 

- ~¡} 2u~(b) - ~(a~) oa( u + b a u 

o 

(43) 

_ F2La constante se determina por laS condici ones i niciales; 

por ej emplo, si q> ° cuando 11 = 113 Y si entonces t = O Y = 
u 0:1por tanto w' , resulta de (42 ) : 

L (_ F2 ) afoo' + a~oo ' = L aoo' + - : f - 2w' [((b) 	 ?(atl. (44)~~ a oo' 

La s ecuaciones (38) y (42) son las ecuaciones que def inen el 

movimiento del péndulo esférico y también, desde luego, l as ecua

ciones paramétricas de su órbita. 
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J du 
p(u) - p(v) • - p' IV) (L o(u + v ) - L a(u - v ) - . 2u ?(v)] • 

luego, aplicando este f6rmula a cada término del 2° miembro de 

(4°): 

'1' • 4l P; It) (L a (u + b ) - L <J(u - b) - 2u ~ (b)] 

+ p' t a) ( L a(u + a) - L a( u - 8) - 2u ~( a) + L( - ¡2))J . 
donde F es una oonstant e arbi traria . 

De la ecuaci6n (36) se deduce haciendo ~ = 1 Y ~ a - 1, 

O sea, por (39), haciendo u = a y u · b, que 

2 2 c2 
P' (a) = P' (b) :a - ~. 

A. 
o sea que 

PI ( a ) = P'(b} :11 ~; 
entonces 

o 

(43) 

La constante F2 s e determina por l as condiciones iniciales; -
por e j emplo, si <p = O cuando ~ = 113 Y si entonces t = ° y -

por tanto u .. w' , resulta de (42 ) : 

= 

La s ecuaciones ( 38 ) y (42) son la s ecuac i ones que definen el 

movimi ento del péndulo esféri co y tambi én , desde l uego, las ecua

elones paramétricas de su órbita. 
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IV 

_~11"GULO DE LONC,:'IT-OD DESCRrrJ EN EL TIEI\i"PO 2w TRAYECTO

RIAS CERRADAS. ~P.ADUCCION DE LAS ECTJACIONES ANTERI ORES 

A :..AS XQ 'TACIONES DE JAe OEI 

l. Angulo girado en el tiempo 2w. - La ecuaci 6n (38) mue~ 

tra que 11 es una funci6n peri6dica de cuando t aumenta 

en ·2w la a l tura del péndulo ·ruelve a ser su altura inicia l. La 

func i 6n ~ no es peri6dica. Nos interesa ahora calcula r e l cam

bio en ~ cuando t aumenta en 2w. 

Para ésto hagamos uso de la primera de las ecuaci one s (22 ) .

Se encuent=a, llamando ~l el ángulo de longitud correspondi ent e 

al tiempo t + 2w y determinado por (43): 

o designane.o el ángulo Cj)l - cp por 29) 

(45) 

Resul ta que el ángulo girado en el tiempo 2w es constante. 

2. Cq!.ldici6n ne_2.~s.ªr~a Y . ~u;j..9_~~!lte~-9..~e una t r ayecto- 

ria s~a. ~~~:.a..dB:._p,~~J_6di~. - Se ve desde luego que si la traye ct~. 

ria del péndulo (se excluys el caso del péndulo c6nico en donde 

11\ = constante) es cerrada (peri6di ca), el ángulo 2~ debe ser -

oonmensurab l e con ~,' pues basta considerar el movimiento como 

inic i ado éL 'Uc::' C de puntus dd altura extrema: si el m6vil pasa 

por dicho ~unto después de un nQ~ero determinado n de vuel ta s 
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IV 

.~1I¡GULC' DS LONl~-IT-(jD DE2CRI'fJ 2:N EL fIEt',fPO 2w TRAYECTO

RI AS C~RRADAS. ':P..ADUCCION DE LAS 1tCTJACI ONES A-"N"TERIORES 

A :.:..AS !:~)'rACIONES DE J"ACOBI 

l. Angu~o gir a do en e l tiem12...o 2w. - La ecua ci6n (38) mues 

tra que 1,1 es una f unci6n periódica de cuando t aumenta -

en -2w l a 8.1 t1.2ra del péndulo m e lve a ser su a l tura inic ial. La 

función ~ no es pe riódica. Nos interesa ahora calcular el cam

bio en ~ cuanJo t a~menta en 200. 

Para ésto haga1TI.os uso de la primera de la s e cuac:i. one s (22).-

Se en cucnt~a, llamando ~l el ángulo de longitud correspondiente 

al tiempo t + 2w y QeterF,inado po r (43): 

2 1 ()_ -- ( .L 
e = 

o designan0.o el ángulo epI - cp por 2~ 

= 

Resulta que el ángulo gira do en el t iempo 200 es cons t ante. 

2. Condic ió!l ne_s:. e..s.-'?:.ria y 3u:'iciepte para 9..~e una trayecto-

r i a sea c_t?}~~~dB: __ p~:r:.i_6di ca. - Se ve desde luego que si l a trayect~. 

ria del péndulc: ( se exclu ys el caso del péndulo c6nico en donde 

'\1 '.,= constante) es cerra da (periódica ), el ángulo 2~ debe ser --

oonmensura'ole con te, ' pue s basta co ns i der a r el movimiento como -

ini ciado éL u ::.c ,le ~_" s punt c;o; d:J él ::.tu:::,a ext rema : si el móvil pa sa 

por dicho .Villlto clG.3pu é s de un mi'i1ero deterrninE\ 10 n d e vueltas -



alrededor d31 3je OZ ~0 i6~e76 c~Dlir : 8 ~ondición enunciada. 

Por otra pe.l't.e si este. oondioiór.. s a ;Te¡-i íiea, el péndulo , de spués 

de un nÚlne:'8 d.eter...nin.adc de p.3:.-icdCls tendrá el mi.smc ángulo de -

tiem¡¡o t:ransclli:I'ido e3 u !: .:J.'lí-;:,i:¡; ::'c dE; 2 ~1 : SU. altura y su veloc! 

dad serán las mi smas que la de ese f'J.ntc ,'i nic.ial y la trayector i a 

será cerrada. En otr03 térmirl. :Js, que 2;'1 sea conmensurable con 

# es la cOL,6.ioi6n necesaria y sufie:!. ente pa ra que la t ra yectori a 

sea periódica : 

donde ~ es un número racional para órbitas periódicas. En vir

tud12 de que ~< 0<.¡¡ s :n. es acotado: 

1-<' "12 m"......... 


de Jscobi. - Las funciones de Weierstrass se prestan para dis cu-

siones teóricas; pero cuando se trata de calcularlas numéricamen

te sen poco manejables debido a q~e intervienen series de doble 

entrada o series de pCltencias lentamente convergentes; a fin de 

tener las soluciones del p~oblema en forma utilizable al cá l culo 

numérico, h8.remos la ~ransforIlla0i6n de las ecuaciones a las nota 

ciones de ~acobi. 

La funció~ sn u, de períodos 2K y 2iK', se define como 

sigue: 

l2G• H. Ralphen, ¡'Traité des Fonctions :'llíptiques et de - . 
leurs :'..pp :!..i cations,:1 (Gau thier-Vi llars; Paris, 1888) 20 

tomo, :;}6.g. 128. 
Se puede dar una demostraciólJ. elemental de qu e 2~>I~, 

véase por ejemplo: Appell , ftTrai té de Mécanique Ra t i on-
nelle~ ,t (Gauthier-Vil':'ars; Paris, 1926), :¡'er. t omo , págs . 
515-519 o Webstel', :'The Dynamics of partic1es a n d of r i gid, 
e1as t :' c, au'i fluid boG.i es,.~ (Der Mathemati sci18n Wi ssens
chaft611 l~I. l'e.lbl~r; ~,Gipzig, 1925), págs . 52-54. 

a l rededor éJl 3je ;;Z 

Por atTu pa r te si e o +~. 
t.J ve.. co n1 J :J l Ór;. s 3 ~fe ¡- i fie a j e l p éndulo, después 

de Ull mime -:- :, ú s -'.:e rmi r:3dc de p e:."r c dQ s t end.::-j el mi. smc ángul o de --

long:_'sud e::':i'.lnto --- ~-~ 

• .# • • 

'- ... 1..1 3-:1 a l:G'lra y Sl1 veloc!. 

da d s erár. las hlisma 3 Cf..lO l a de :-? ;..;c 1-'l n sc' } rü(?ial y le tra yectoria 

será cerraé!::. En otr03 ~érmi Il J ::;i que 2~ sea Go:unensurable con 

# es la C ()~~á. l ci6n nece s a r i a y suf i c::' en t e pa r a que la trayectoria 

sea periódica ~ 

dond e II. eS un nQ1D.er o r acior..91 para órbi t as per i 6d i ca s. En vir-

t Ud12 de que e3 acote.do ~ 

1 
;< m<. l. 
'-

d e J9 cobi . - La s funci ' nes de Wei erst r a ss s e prestan para discu--

s iones t e6r i cas ; pero cuando se ~rata de calcularla s numéricamen-

t e s en poco manejable s de bido E g~e i ntervi e nen series de doble -

entrada o ,::,e1"'ie 3 de f'Jt encias lentar.l.ente con~lergentes; a fin de -

ten er la s s .) l uc i ones de:!. p:,oblema en forma ut ili zable al cálculo 

numéri co, ll~lremos :!.a 'f-, r '=lnsforL1a ~ i<'m de las ecuaciones a las no ta -

ciones de ~acobi . 

La funci6~ sn u, de por i odo s 2K y 2iK', s e define como 

sigue: 

l2G• H. Ra1phen, " r¡; r ai t é des Fonct ions ~l lipti ques et de
leurs :\.pp 2.. i ca tions) :-I (Gauthi er -Vl 11ars; Fa r i s , 1888) 20 

tomo , ?é G. 128, 
Se pu ede dar u~a demostraciÓ'l. e l emental de que 2~ > 1., 

v éase por e jmll,plo: Appel1, ilTrai t é de Mécanique Ration-
n elle ," (Gaut h ier-Villars; Paris, 1926 ), -l-e r . tODO, págs. 
515- 5-L9 o W'3 s te:, , ; ~ The Dynamics of pa rti c les and of rigid, 
elast:' c) a.U'l :'lu id b,) G.ie s , ': (Der Ms. the:'Jl tiSC ~l n Wissens-
e ó.f t 6U i.I . 1:6'.lh '1 ~ :' ¡ T.,Gipzig, 1925), págs. 52-54. 
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sn u = ..L H~ul
v'k Q u 

oon v'k = Hf~~G ' 

- ir. (2u + iK I ) 

9(u) = ~ H(u + iK') ).. = e 4K 

Además s e tienen para H(u) y Q(u) los siguientes desarro- -

110s:13 

H(u) = 2 ~q sen v - 2 ~q9 sen 3v + 2 ~ sen 5v - ••• J 

9{u) :: 1 - 2q cos2v + 2q4cos 4v - 2q9 cos 6v - .00, 

r.K' 
e-Kq ,. 

r.uv = ~o 

Se demuestra14 que las funciones p{u} y sn u están rela

oionadas entre si mediante la ecuaci6n 

p(u) :: 

= 4 [F(U) - e~ ( p{u) - e21 [P(u) - e3]. 

en la cual en u tiene m6dulo k dado por: 

- e3 "oe2 
e1 - e3 

, 

l3wi1son, ¡tAdvanced Ca1culus, il (Ginn and Company; Bos ton, 
1912 ) , págs. 467-471. 

14whittaker and Watson, op. cit., pág. 505. 

con 
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sn u = 1- H ~ ul 
Yk 9 u 

v'k = Hf ~? O ' 

Q( u} = fx H( u + iK') 
ir. (2u + i K' ) 

)... = e -4K 

Además se t ienen para H{ u) y 9(u} los sigui ent es desarro---

110s : 13 

H( u) = 2 ~q sen v - 2 ; q9 sen 3v + 2 ~ sen 5v - ••• J 

Q{ u ) = 1 - 2q cos2v + 2q4cos 4v - 2q9 cos 6v - •.. , 

q ::o: 

v = 

tcK' 
e-K 

tcU 
Z( . 

Se demuestr a14 que la s fu nci ones p(u} y sn u están re1a-

cionadas entre si medi ante l a ecua ción 

F{u) = 

= 

en la cual sn u tiene módulo k dado por : 

e2 - e3 ". 
e e ' 1 - 3 

13wilson, /'Advanced Calcu1us, iI (Ginn and Company ; Bos ton, 
1912), págs. 467-471 . 

14whi ttaker and Wat son, op. cit., pág . 505. 
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además, si 200 y 2w' son los periodos de p(u) y 

).,2 = l ' ,
el  e

3 
se tiene: 


200 = 2n, 


200' = 2K'A. 

Aplicando (48) con el argumento t + 	00': 


el  e3p(t + 00') = 

teniendo en cuenta las (50) y la relación15 

sn (u + iK') = k- l ns u = 1
k sn u ' 

se encuentra: 


2
p(t + oo'} = e3 + k (el - e3) sn2 f 
y finalmente por (49): 

p(t + 00') z e + (e2 - e ) sn2 (yel - e t) .
3 3 3 

. Llevando esta igualdad a (38), 

~ 
11 = 2 p(t + 00')'+;, 

se obtiene finalmente: 

Para encontrar la expresi6n de ~ en términos de l as funcio 

nes de Jacobi utilizamos las ecuaciones (26) y (29) de las que d~ 

ducimos: 

15whittaker and Watson, op. cit., pág. 503. 

,/ 

además, si 200 y 200' son l os períodos de p( u ) 

>-2 = l ' 
el - e3 

, 

se tiene: 
200 = 2KA, 

200' = 2K'A. 

Aplicando (48) con el argument o t + 00': 

p( t + 00') = 
el - e3 

teniendo en cuenta las (50) y la relación15 

sn (u + iK') = k- l na u = k 1 sn u ' 

se encuentra: 

p(t + 00') = 93 + k2 (el - 83) sn2 f 
y fina lmente por (49): 

y 

p(t + 00') K e
3 

+ (e2 - e
3

) sn2 (yel - 8
3 

t) . 

. Llevando esta i gualdad a (38), 

r 2 p(t + 00')' + ) ' 

se obtiene fi nalmente: 

11 -= ( 51 ) 

Para en oontrar la expresión de q> en ténninos de las funcio 

nes de Jacobi utilizamos l a s ecuaciones (26) y (29) de las que d~ 

dueimos : 

15whittaker and Watson, op. cit., pég. 503. 
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'1 2 

O'(u) = 1 e 
2w u 

H(u) ,H' ( O) 

''(-( u ) = Z(u ) ? ( 53)- Wu. 

Haci endo l as sustituciones en la fórmula (42) se encuentra des-- 

pués de r educciones fáciles: 

1ft = 1 ~ L ( F2 H (u + a) H(u = ~ ~ 1+ 2u (z(b) - Z ( a )] ]
T 2I t - H(u + b} Htu ~ 

y con la s mismas condiciones iniciales que en (I II, 2) se tiene 

para F: 

Para el ángulo 2~ de (45) se encuent ra por (53) y (45 ) : 

2~ = 2 iw fZ ( b) - Z ( a ~, (56) 

valor que también puede obtenerse de (54). 

La determinación numérica de 2~ requerirla al aplicar <56). 

el cálculo de l a fUnci6n Z{u) para los dos ar~mentoB a y b ; · 

es preferible encontrar otra expresi6n para 2~ en donde sea uno 

s6lo el argumento de Z{u) y que obtendremo s de la siguiente ma

nera~ de la ecuación (25) se tiene cambiando u en b y v en 

-8: 

('(b) - ~(a) (57) 

ya que p(u) es par y P'(u) impar. 
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'1 2 

a (u) 1 2w u H(u ), ;: 

H' ( O) e 

' ~( u) = Z(u) ? - W u. ( 53) 

Haciendo laS sustituciones en la fórmula (42 ) se encuentra des--

pués de reducciones f á ciles : 

" = ir t L (- F
2 ~¡~ : ~ l ~¡~ = ~¡ 1 + 2u [Z( b) - z(a)] 1 (54) 

y con las mismas condiciones iniciales que en (111, 2) se tiene -

para F: 

Para el ángulo 2~ de (45) se encuentra por (53) y (45): 

2~ = 2 iw r Z ( b ) - Z ( .. ~. 

valor que t.ambi én puede obtenerse de (54 ). 

La determina oión numéri ca de 2~ requeri ria al aplioar (56). 

el oálculo de la funoión Z{u) para los dos argumentos a y b; 

es preferible enoontrar otra expresi ón para 2~ en donde sea uno 

s610 el argumento de Z(u) y que obtendremos de la siguiente ma

nera: de la ecua oi6n (25) se t iene cambiando u en b y v en 

-8: 

('( b) '> "7 1 p i {b} + pi (a) 
s(a ) = S( b - a ) - ~ P (b) P {aJ ' 

ya que p(u) es par y P '(U) impar. 
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Los parámetros b y a . satisfacen las ecuaciones (39) por 

l as que quedaron "determinada s y ade~ás las (41); segrtn esto l a - 

(57) se transforma en 

Llevando esta expresiÓn de ?(b) - '(a) a (45) se tiene : 

2~ = - 2ioo ~(b - a) + ero - 2¡i (a - b), 

e introduci endo la· funciÓn Z(u), 

2~ ~ - 2ioo Z(b - a) + cw, 

que es la r elaciÓn buscada. 

Las constantes a y b quedaron definidas por (39) ; para 

su cálculo num~rico es necesario tener su expresión en térmi no de 

las funciones de Jacobi, la cual ee obtendrá a partir de (39) con 

apl icación de (48); se tiene por (39): 

P{a) = 

P(b) = (60) 

pongamos 
r, ( 61) 

s', (62) 

entonces por (48): 


r :11 

s = 

- 25 -

Los paráme t r os b y a . sati sfacen l a s ecuaci ones (39) por 

las que queda r 0n "determinadas y adenás las (41); seglln esto la -

(57) se transforma en 

{(b) - ~( a ) = {(b - a) - ~ • 

Llevando esta expresi6n de ? ( b) - '(a) a (45) se t i ene: 

2~ = - 2i oo ~(b - a) + cw - 21i (8 - b) , 

e introduciendo la· fun ci 6n Z(u) , 

2~ ~ - 2i oo Z( b - a) + ow, 

que es l a rela ci6n bus ca da . 

Las constant es a y b queda ron defi ni das por (39); para -

su cál culo numér ico es necesari o t ener su e xpresi6n en término de 

las f unciones de Ja oobi , le cual Be obt endrd a partir de (39) con 

aplicaci6n de (48); s e tiene por (39 ) : 

pongamos 

entonces por (48): 

p(a} = 

p( b) = 

~ = 

-4 = 

r :a 

s = 

r, 

S' , 

(60 ) 

( 61 ) 

(62) 
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/-----el . , --

• • sn \'¡el - e a) - ;. r -
e
e
3 

3 3 

.J
,. sn ("¡e - e3 b) = /el - e

3
l S  e3 

Si - .ry - ==;;;-:::=:d"!!::"=--==;;;::=;:== y = sn (x, k) y por t ant o 
x - o .¡(i _ w2-) (1 _ k2w2 ) , 

las igualdades anteriores son equi7alentes a 

(66) 

Examinando la estructura de (58) nos damos cuenta de que es 

muy conveniente encontrar una relaci6n análoga a (63) y (64) en 

donde intervenga el argumento a - b con objeto de no tener que 

determinar separadamente las integrales elípticas (65) y (66) . 

Dichas relaciones las deduciremos como sigue: de la fó rmula de 

adici6n16 de la función P(u): 

p( z+ y) = 1 r~_~J z } ~~1] 2 _ F ( z) _ P ( y) ,
4LP (Z) - p ~YJ 

se obtiene haciendo z = b Y Y = - a: 

P(b - a} = 

1a eua1 se . t e por (59), \' 60) y en:conV1er (41) 

p( b - a) = 
---._--... 

l~ittaker and Watson, op. cit., pág. 441. 
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• • 

= 

v _ (hl 
X ~ ¡J ~ 2 2 ' 

o ~ - w~)( l - k w ) 
Si y ::: sn ' x, k) y por tanto 

la s igualdedes anterior es son equi7alentes a 

/ el -e3 = J r -e
3 

____ ...:;;;dw~ _ _ 

o ' ~-, -, "--k'~t-w"""2 ' 
-.I,1. ~. W J \ -

(66) 

Exami nando la est ructura de (58) nos damos cuenta de que es 

muy conveni ente encontrar una r e lación aná loga a (63) y (64) en -

donde i nt ervenga el argumento a - b con objeto de no tener que 

determi nar sepa radamente l a s integr a les elípticas (65) y (66) . -

Dichas relac iones l a s deduciremos como sigue : de la f6rmula de 

adici6n16 de l a función p(u) : 

P( z + y } :: 1 r p~t~} - P' ~ YL 
]

2 

4 LP (Zl - P \YI 
- p( z) - P(y) , 

se obtiene haciendo z = b Y Y = - a : 

P ( b - a l = 

la cua l se conviert e por (59), (60 ) y (41) en: 

P( b - a) = 
c2 ~. 
- + "'1" 4 ) ' 

l~Nhittaker and Wa t son, op. cit., p~g. 441, 
,._- _._---
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poniendo 

c:+~ = p, 

se tendrá de modo análogo a como se procedi6 con (59) y (60): 

/el - e:2 sn . yel - e3 (a - b) = (68)
P - e3 

o /el -e:2 

a - b = 1 f p -e3 
dw 

- eye1 3 o ;(1 w2){1 k2 
W 

2) 
con 

= 

v 

ELECCION DE 112 Y '113 COMO PARAMETROS INDEPENDIENTES 

l. F6r.mulas generales. - Si se nos diera en el problema que 

estudiamos la energía total del péndulo, su cantidad. de movimien

to , su masa~ longitud y la ac eleración g del campo de fuerza - 

que sobre él act úa, podríamos calcular con las f6rmula s ya est a-

blecidas los elementos del movimiento, por ejemplo, su periodo de 

oscilaci6n, su posici6n en cada instante, y por tanto su trayect2 

ria o también, por ejemplo, su velocidad o el ángulo de l ongitud 

~ descr ito en el tiempo ro que tarda en ir del. punto más bajo -

al más alto de su trayectoria. Para aplicar las fórmula s encon 

tradas, habr ia que resolver en ~rimer lugar la ecuaci6n de ter cer 

grado 
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poniendo 

~ + ~ ::;; p, ( 67) 

se tendrá de modo aná logo a como se procedi6 con (59 ) y (60): 

/el - e2 sn -vel - e3 (a - b) ::;; 

P - e3 
(68) 

o /e1-e3. 

a - b = 1 ¡ p -e3 dw 

-ve1 - e3 o ;(1 w2)(l k 2w2) 
con 

v 

ELECCIClN DE 112 Y 113 COMO PARAMETROS INDEPENDIENTES 

l. F~rmula s generales. - Si se nos diera en el problema que 

est udiemos la energía tota l del péndulo, su cant ida d de movimien

to , su ma sa~ long itud y la ao eleración g del campo de fuerza -

que sobre é~ actrta , podrlamos calcular con la s f6rmulas ya esta-

blecidas lo s elementos del movimi ento , por ejemplo, su perIodo de 

osci la ci6n, su posici6n en cada i nstant e , y por t anto su trayect2 

ria o t ambién, por e jempl o , SU velocidad o el ángulo de longitud 

~ descrito en el tiempo w que t arda en ir del . punto más ba jo -

al más al to de su traye ctor ia. Para apli car la s f6rmulas encon--

trada s, hab rla qu e resolver en ~rimer lugar la ecuaci6n de tercer 

grado 
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2 2 
:: 2 (1- 11 )( 1 - 11 ) - c • O; (59) 

ahora bien, el problema concreto que estamos t ratando es el de en 

contrar la energl a total y canti dad de movimiento que satisfagan 

l a condici6n de que la 6rbita det erminada por ella s sea cerradaj

después de encontradas esta s magnitude s podremo s encontrar todas 

l as que i ntervienen en el movimiento. 

Se vi6 en (I V, 2) que l a condición necesari a y sufi ciente p~ 

ra que una 6r bi t a sea periódica es que 

(~<m<l, m racional) 

o por ( 58 ) : 

- 2iw Z(b - a) + cw ; 2m~. (70) 

El pr ime r miembro de (70) depende de los parámetros 1 y e 

puest o que a y b son f unciones de f y ademá s w es función 

de C', como no tenemos manera de resolver la ecuación (70), para 

m dado, con r e specto a uno de los dos parámetros K y c en 

forma expli ci t a cuando mantengamo s el otro cons t ante, habremos de 

calcular diversos valor es del pri mer miembr o pa ra después por 

aproximaciones sucesiva s o por interpolación encontrar l os valo-

res del parámet r o que hayamcs hecho variar qu e sati sfagan dicha 

ecuación (70). Salta a la vista entonces, la conveniencia de to

mar como parámetros independient es las rafees y en lu-112 ~3 
gar de 6 y c a fin de evitarse la resolución de (69) para di

versos pare s de valores de O y c. 
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G (/1) == 2 (d - p.) ( 1 - 112) - C
2 = O; 

ahora bien: el prob l ema concreto que estamos tratando es el de en 

contrar la energla total y cantidad de mo vi miento que satisfagan 

la condiciÓn de que la órbita determinada por ellas sea cerrad8;

después de encontrada s e stas magnitudes podremos encontrar todas 

las que intervienen en el movimiento. 

Se vió en (IV, 2) que la condici6n necesaria y suficiente p~ 

ra que una 6rbita sea periódic a es que 

2~ = 2Irut 

(~ < m< l, m r a cional ) 

o por (58): 

- 2i w Z(b - a) + cw ~ 2m~. 

El pr:L'TIer miembro de ,( 70) depende de los parámetros Ó y e 

puesto que a y b son funciones de r y además w es funciÓn 

de c' , como no tenemos manera de r e sol ver la ecuación (70), para 

m dado, con respecto a uno de los dos parámetros K y c en 

forma explicita cuando mantengamos el otr o constante, habremos de 

calcular diversos valor es del primer miembro para después por 

aproximaciones suc esivas o por interpolaci6n encont rar los valo--

res de l parámetro que hayames hecho va riar qu e satisfagan dicha 

ecuaciÓn (70). Sal ta a la vist a entonces , l a conveniencia de to

mar como par~metros i ndependientes la s ralees 112 y ~3 en lu-

gar de r y c a fi n de evitarse la resoluc i6n de (69) para di

versos pares de va lore s de 6 y c. 
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Vamos a encontrar con ayuda de las ecuaciones esta~ecidas 

las expresiones de las diversas magnitudes que aparecen en la so 

lución de l problema. 

Se tiene, como se vió en (IV, 3), ecuación (51): 

de donde se deduce inmediatamente, con ayuda de las (35), 

(r = 1, 2, 3): 

Además, ecuación (34), 

111 = 


• 1 =.. ~ 
El módulo de la función sn u de (71) es, ecuación (49) : 

2 e2 - e3k = ,
el  e3 

2 2 . 2 
:: 

112 - 113., k (73)2' 
1 + 2 112 113 + '\13 

La determinación de las const antes a y b depende de 

y de 
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Vamos a encontrar con ayuda de l as ecuaciones establecidas -

l as expresiones de las diversas magnitudes que aparecen en la so-

lución del probl ema . 

Se tiene, como se vió en (IV, 3), ecua ción (51): 

de donde se deduce i nmedia tamente, con ayuda de l a s (35), 

= 

Ad~ás, ecuaci6n (34), 

1 r 
2 l1r - '6' 

(r = 1, 2, 3): 

111 = 
1 + 112 113 

112 + 113 

. 1 = .. ~ 1 1 + 2 112 \13 + 113 
el - e3 :a. ~ (111 - 113) = - - 2 -

c. (112 + 113 ) 

2 

(35) 

(72) 

El m6dulo de la funci ón sn u de (71) es, e cuación (49): 

k2 = 
e2 - e3 
el - e3 

, 

2 2 
• k2 = 112 - 113 (73) . . 2" 

1 + 2 112 113 + i13 

La determinaci6n de las constantes a y b depende de 

y de 
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s egun (63) y (64). De nuevo con aplicación de (35) y recor dando 

que se ha puesto como indican las ecuaciones (61) y (62) , 

r = 

s = 

se encuentra: 

2 
el - e 1 + 2 112 113 + 1133 = (74)r - e - \112 + 113)( 1 - 11313 

2
el - 1 + 2 112 113 + 113e3 = (75)s - e (112 + 113) (1 + 113) •3 

Los par~metros y c se expresan desde luego en términos ~ 
de ~2 y ~3 considerando las relaciones que se ver ifican en la 

ecuaci6n (69) ; se tiene: 

... 

(76) 

(77) 

el valor de c es necesario obtenerlo para determinar el ~ngulo 

2~ mediante la ecuaci6n (58), 

2~ = - 2ioo Z(b - a) + coo 

y rtnicament e habr~ que valuar la función Z(u) para el argumento 

b - a definido por (68), 

.... " - )..; .. 

seg~n (63) y (64). De nuevo con apl iceci6n de (35) y recordando 

que se ha puesto cama i ndican las ecuaci ones (61) y (62), 

se encuentra: 

el - e2 
r - e3 

el - e~ 
s - e3 

r = 

s = 

2 
1 + 2 112 113 + 113 

= 
- (112 + ~3)( 1 - 113' ' 

= 
2 

1 + 2 112 113 + 113 

( 112 + 113) (1 + 113) (75 ) 

Los par~metros r y c se expresan desde l uego en términos 

de 112 y 113 considerando la s re l ac iones que se verifican en la 

ecuación (69 ) ; s e tiene: 

. . . 

112 113 (1 + 112 113 ) 

112 + 113 = a 
1 + 112 113 

112 + 113 - = 'i , 112 + 113 () 
(77) 

el va lor de c es necesario obtenerlo para determinar el ángulo 

2~ mediante la ecuaci 6n (58) , 

2~ = - 2ioo Z(b - a } + coo 

y rtni camente habrá que valuar la f unci6n Z(u) para el argumento 

b - a definido por (68) , 
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(68) 

como 

p = 

ecuac ión (67), se tiene, siguiendo el camino de antes: 

2 y llevando a es t a igual dad los valores 0 Y O dados por (77) 

y (78) se t iene: 

(80) 

el • (81)
1> 

Haremos notar que 1 , por que 

de 
2 

1 + 2 112 113 + 113 ') 1 
- -r'(11-2~ - lf--+-11 3"")'"I""!( --11-3~) 

se deduce 

e3 
e3 

= 

el  e3 es siempre mayor que 
r - e3 

y se vió en (III, 1) que el primer miembro de esta desigualdad es 

~1' la raíz mayor de 

·22 
2 (~ - 11) (1 - 11 ) - c , 

y que esta ra í z es siempre mayor que l. Adem~s, 
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(68) 

como 

p = 

ecuaci6n (67), se tiene , siguiendo el camino de antes: 

(79) 

y llevando a esta i gualdad los va lores c2 YOdados por (77) 

y (78) se tiene: 

• .. el - 9 3 
P - e3 

= 

Haremos notar que 
el - e3 
r - e3 

de 

se deduce 

(80) 

(81) 

es siempre mayor que 1, porque 

y se vió en "(111, 1) que el primer miembro de esta desigualdad es 

~1' la raíz mayor de 

" 2 2 
2 ( ~ - 11)( 1 - 11 ) - e , 

y que esta raíz es si empre mayor que l. Adem~s, 
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por que est a desigualdad es equivalente a 


de donde s e deduce 

1 
1 
-

< 
113 112 

1 
- 113 

o 

112 <1 , 

lo que siempre se verifica seg~n lo dicho en (I1I, 1). 

Por lo anterior, recordando el comportamiento de la funci6n17 

sn u. se puede ver que la constante a tiene la forma 

Kr 
8 • + ~ (K + ~ i)- n' 

siendo un ndmero positivo que habrá que determina r,r l 
o por (50): 

wr 
a + (w + ~1 i). (82) a 

Asimismo se ve que 

puesto que 112 + 113< 0, (III. 1) ; luego ' la constante b ser' un 

imaginario puro, 

b = 
_._ -- .- - -. . - -'. - ..- --_._----------- 

17APpe11-LaCOur, op. cit.) págs. 148-152. 
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porque esta desigua l dad es equi va l ente a 

de donde se deduce 

o 

lo que si empre s e verifica seg~n lo dicho en (III, 1). 

Por l o anterior, recordando el comport ami ento de la funci6n17 

sn u. se puede ver que la cons tante a tiene la forma 

a • 
Kr 

+ A (K + -1. i) 
te ' 

s i endo r l un ndmero positivo que habrá que determi nar, 

o por (50 ) : 

a=-+ 

Asimi smo se ve que 

(82) 

puesto que 112 + 113< 0, (111 t 1) ; luego ' la constante b será un 

imagi nario puro, 

b = (83) 

- -- - _.- - ------ ------
17APpell-Lacour, op. cit . , págs . 148-152. 



- 33 

en donde es un mlmero posi ti vo por determine':,.' •. La constanter 2 

ec = 
MR ..,tgR 

s e puede suponer siempre po sitiva; luego por (41) y por el canoei 

miento del signo de p'(u) en el rect ángulo de los semiperI o--

dos, lB se deberá tener: 

wr l a = 00 + - i, (B4 )
tí 

wr 2 . 
b = - - ~ (B5 )

tí ' 

. . • b - a = - ~ (r + r ) i - w. (B6 )
tí 1 2 

Ahora , a fin de valuar Z (b - a), si w y 00 ' son los p~ 

rIodos de la funci6n H(u), se tiene, ecuación (46) : 

H(u} = 2 ~q sen v - 2 ~ sen 3v + 2 ~ sen 5v - •.• , (B7) 

q = 

tíUv = 2w 

de donde se deduce: 

2 ~q (cos v - 3q4 cos 3v + 5q6 C06 5v - •.• ) ~ H' (u) = 

. _ ~ _ tí cos V - 3q4 cos 3v + 5q6 eos 5v -... (88)
• • Z{u} 

-~ - 2w sen v _ q2 sen 3v + q6 sen 5v - .. .. 

Para el argumento b - a t se encuentra, ut ilizandp las expresio

nes de a y b dadas por {B4} y (85): 

18 . Appe11-Lacour, op. cit., pág. 75. 
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en donde r 2 es un nmnero posi ti vo por determi ne':,.'. , La constante 

c = e 

se puede suponer siempre posi t iva; luego por (41) y por el conoci 

miento del signo de p'( u) 

dos,lB se deberá t ener: 

en el rectángulo de los sem1per!0---

wr l i, (84) a = ú) + --n 

b 
wr2 i, (85) = - -te 

b - a = SE (r n 1 + r 2 ) i - oo. (86) 

Ahora, a fin de va l ua r Z (b - a), si 00 y 00' son los p~ 

riodos de la función H( u ) , se tiene, ecuación (46): 

H(u} = 2 ~q sen v - 2 ~ sen 3v + 2 ~ sen 5v - ••• , 

q = 

v = nu 
2w 

de donde se deduce : 

2 ~q ( cos v - 3q4 cos 3v + 5q6 cos 5v - .... ) 1t 
H' (u) = '2W 

. Z(u} _ H' ~ u~ _ neos v - 29.4 cos 3v + 59.
6 cos 5v - . . . (88) .. - - ~ q2 q6 H u 00 sen v - sen 3v + sen 5v -

Para el argumento b - a, se encuentra, utilizando las expresio-

nas de a y b dadas por (B4 ) y (85): 

lB , Appell-Lacour, op . cit., pág. 75 . 
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+ • •• 
-2ioo Z(b-a)= n (89 ) 

+ .... 

fórmula que se usará, para la determinaci6n de 2.0 al apli car la 

ecuación (58). 

2. La órbita limite correspondiente a q = O. Péndulo co-

nico. - Por la fórmula que da k, para el caso en que ~2 = ~3 
se tiene: 

Se obtiene entonces (véase VI, 2): 

q = o, K = 

Como aqui 

)!
1 

= 

00 = 

Las ecuaci ones (68) y (81) dan para 

ción(' de las funciones elípticas: 

este "caso de degenera-

sen iw (a - b) = 

puesto 

sen u. 

que en estas circunstancias la función 

Además, Z(u) es en este caso: 

sn u coinci de con 

Z(u) = 2~ cot 2~ 

se encuentra entonces que: 

, 

34 -

r 1+r 2 2 3(rl +r 2 ) 6 5(r1+r2 ) 
+ .•• Sh 2 + 3q Sh 2 + 5q Sh 2 

-2iw Z( b-a)= te r l +r 2 2 3(rl +r 2 ) 6 ;{rl +r 2 l (89) 
eh + q e h 2 + q eh 2 + ~ •• 

2 

fó rmula que se usará, para la determina ci6n de 2~ al aplicar la 

ecuaci6n ( 58) . 

2. La 6rbita lími te correspondiente a q = O. Péndulo co-

nico. - Por l a f 6rmula que da k, para el caso en que ~2;;;: ~3 

se tiene: 

= O. 

Se obtiene entonces (véase VI, 2) : 

q = o, K ;;;: 

Como a quí 

w = / - 113 

/i + 3 113 2 • 

La s ecuaciones (68) y (81) dan para este "caso de degenera- 

ci6n" de las f unciones el!pticas : 

sen k (a - b) = 1- 2 
1 + 3 113 

- 2 2 
..¡ 1-l3 (113 - 1) 

puesto que en e stas circunstancia s la f unci6n sn u coinci de con 

sen u. Ademá s, Z(u) es en es t e caso : 

Z(u) = 2~ cot 2~ 

se encuentra ent onces que: 
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ni 2 1
Z(b - a) = (1 + 113 )2w ~ 11 + 3 113 

Y 


/2 1cw = n (1  113 2) /1 + 3 113 
... de (58), 

12P = .2n il 2+ 3 113 

Por otra parte, esta fórmula se comprueba f ácilmente porque 

cuando se tiene el caso del llamado péndulo c6nico en 112 = 113 
que la trayectoria es un paralelo porque se puede ver que enton-

ces la altura es constante. Por métodos element ales se demuestra 

que la velocidad angular ~ es también constante y qu e va le 

CI-1113 • 

El ángulo de longitud descrito en el tiempo 2w es pues 

igualdad que coincide con la encontrada antes. 

VI 

EJEíPLO NUMERICO: INVESTIGACION DE UNA TRAYECTORIA 
CERR..WA PARA EL CASO n = 3 

l . Ob~to. - Nos ~roponemos encontrar ahora, como un e j am-

pIo de aplicación de las fórmulas deducidas, una 6rbita cer rada 

cuando el péndulo ejecuta t r es vueltas alrededor del e je verti cal 

oz. 

y 

de (58) , 
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Z(b - a) ::; ~ (1 + ~32 ) / 1 2 
..¡ 1 + 3 113 

te (1 - 2 / 1 cw ::; 113 ) 11 + 3 )13 2 

2p ::; 231 A 1 
2 + 3 113 

Por otra pa rte , est a f6rmula se comprueba fácilmente porque 

cuando tl2 = 113 s e tiene e l caso del l lamado péndulo cónico en -

que la trayectoria es un paralelo porque se puede ver que enton-

ces la altura es cons ta nte. Por métodos elementales se demuestra 

que la velocidad angular ~ es t ambi én constant e y que vale 

El ángulo de longi t ud descrito en el tiempo 2w es pues 

igualdad que coi nci de con la encont r ada antes. 

VI 

EJ~eLO NUMERICO: INVESTI GACION DE UNA TRAYECTORIA 
CERRWA PARA EL CASO n = 3 

l . Obj eto . - No s .;¡roponemos encont ra r ahora, como un e jem-

pIo de aplicación de la s fórmulas deduci da s, una 6rbita cerrada -

cuando el péndulo ejecuta tres vueltas alrededor del eje vertical 

OZ . 
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Se tiene en general llamando n el n~ero de vuel tas que -

ejecuta el péndulo alrededor de OZ en una órbita· cerrada y 1 
el n~ero de ángulos iguales a 2~ recorridos en esa 6rbi ta: . 

f. 2~ = n' 21' , 

= n 2:¡',
f, 

ésto es, el racional m de (IV, 2) es 

Como 

se deberá tener 
n < R<2n. 

Para n = 3 se tendrá: 3 <1 < 6, esto es : 1. = 4 o J,= 5. 

Tomaremos t= 4; entonces: 

2m = 4' 

2~ = 3;. 

Ademá s, para tratar un problema concreto se suponen los datos!. 

g = 980 cm/seg2 , R = 100 cm (es necesario dar únicamente la ra 

z6n ~). 

Se vi6 en (V) que en el problema general aparecen do s parám~ 

tros independientes arbitrarios y resultó ah! que conven!a elegir 

como tales las ralees ~2' ~3 de cierto polinomio de ter cer gra

do. Como tene .~ <.:>·s l .i bertad al dejar variar estos parámetros, 

podemos hacer que uno de ellos permanezca constante; para nuestro 

caso particular estudiadq pondremos: 

J 

Se t i ene en general llamando n el número de vueltas que -

ej ecut a el péndul o alr ededor de OZ en una Órbi ta" cerrada y 1 
el número de ángulos iguales a 2~ recorridos en esa órbita: 

f · 2~ = n' 21t , 

n = 
f, 

ésto es, el ra cional m de (IV, 2) es 

m = n 
f: Como 

1 2"< m < 1, 
se deberá t ener 

n < f. ( 2n . 

Para n = 3 se t endrá : 3<1.<6, esto es: 1. =401= 5. 

Tomaremos }::: 4; entonces: 

m = i 
4' 

2~ = 

Ademá s, para tra t ar un pro blema concreto se supo nen los datos: 

g = 980 cm/seg2 , R = 100 cm ( es ne cesario dar únicamente la ra 

z6n ~) . 

Se vi 6 en (V) que en el probl ema general apa r e cen dos paráme 

tras i ndependi entes arbi t rari os y resultÓ ah! que convenía elegir 

oomo t ales l as raices 112 J ~3 de cierto polinomi o de tercer gr a-

do . Como tene~' ,- s 1 i ber t ad al de jar vari ar est os parámetros, -

podamos ha cer qu e uno de e llos permanezca const ante; para nuestro 

caso particular estudiad~ pondremos: 
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quiere decir que obligamos al péndulo a moverse de manera que la 

altura del paralelo más bajo de l os dos e~tre los cuales se efec

t~a el movimiento sea igual a .. 90 cm. 

El problema actual es de encontrar ~2 de manera que el pén 

dulo descr i ba una trayectoria cer rada y que al partir de un punto 

inicial cua lquiera regrese a él después de tres vuelta s alrededor 

de l a vertical de su punto de suspensi6n. Por otra parte, por la 

elección de 1. la órbita tendrá 4 arcos 2~ (4 hojas). Encontr~ 
do ~2 se podrá calcular la ener gía total y el momento de la can 

t idad de movimi~nto del péndulo as! como todos los elementos del 

movimiento, por las f6rmulas ya establecidas. 

2. Cá l cu¡o de q, K Y ~. - A continuaci6n se expone muy 

brevemente cómo se encuentran en general los par ámetros de qu e d~ 

penden las f unciones elipticas y c6mo se calculan ~stas numérica

mente. 

Por la fórmula (73) se calcula directamente, con ~2 y ~3 

dados, el módulo k. A partir de éste se t endrá el umódulo com-

plementario, " k' dado por 

l', 

en seguida el parámetro q de Jacobi por la f6rmula19 

q 1 1 - .¡F 2 (1 - v.kT)5 + 12 (1 - ,IkI)9 +.. •. ·2 1 + ,Ik t ~ 25 1 + ,Ik'l 29 1 + ,Ik' 

1Q7!~ ' C:l o n , 01' . cit., pág. 472. 

-- . 
- ) I -

:::: 

quiere decir que obligamo s al péndulo a moverS8 de manera que la 

altura del paralelo más bajo de los dos e~tra los cuales se efec-

t t1a el movimiento sea i gual a -- 90 cm. 

El problema a ctua l es de encontrar ~2 de manera que el pé~ 

dulo describa una trayectoria cerrada y que a l par t ir de un punto 

inicia l cualquiera regrese a él después de tre s vueltas alrededor 

de la "ertical de su punto de suspensi ón. Por otra parte, por la 

el ecci6n de 1 la 6rbita tendrá 4 arcos 2~ (4 hojas). Encontra 

do ~2 se podrá calcula r la energía total y el momento de la can 

tidad de movimi~nt o del péndulo asr como to dos los elementos del 

movimiento, por la s f6rmulas ya establecidas. 

2 . Cálcu Lo de q , K Y ~. - A cont i nua ci6n se expone muy -

brevemente c6mo se encuentran en general los parámetros de que d~ 

penden las funcione s elí pticas y cómo se ca l culan éstas numérica-

mente. 

Por l a fórmula (73) se calcula directamente, con ~2 y ~3 

dados, el Llódulo k. A partir de é ste se t endrá el ¡1m6dulo com--

plementario , '! k' da do por' 

en segui da el parámetro q de Ja co bi por la f órmula19 

q ll - -/k ' 
') 
- 1 + ,¡F 

l~._~lQ nn . o~. cit p ~ g 472 !:' " ti . • 

+ .... 
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El semiperiodo r eal K está relacionado con q y K' por 

la ecuación. 20 

l"'2jt 4'l'1{ = ( 1 + 2q ..... o ) • ( 9l) 
1 + l"'F 

Ca lcul ado K, ro se obtendrá en seguida por 

ro a: n, 

donde A es t á dado por (72 ). 

Es digno de mención el hecho de que en la s s erie s que apare

cen en (90) y (91) bastan generalmente uno o dos términos para te 

nerlas correctas con cinco cifras decimales. 

La función elíptica sn u (que es la que aparece en la sol~ 

016n para ~ ) se calcula por la expresi6n2l 

4._ 2 6 = l"'q 2sen v - 2q sen 3v + 2q sen 5v sn(x,k) ,
vk 1 - 2q cos 2v + 2q4 cos 4v - 2q9 cos 6v + • • • 

v = 

f6rmula muy conveniente para el cálculo numérico debido a la ex-

trema rapidez de convergencia de l as series que en ella ocurren.

Las fun ciones cn u y dn u quedan determinadas por las re 

18010nes 

2 2d 2 n. u + k sn u = lo 

2Owilson, op. cit. , pág. 507· 
2lwilson, op. clt., pág. 506. 
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El semiperiodo real K está relac ionado con q y K' por 

la ecuación. 2Q 

YK = v2; (1 + 2q4 + • • • ) . 
1 + .ykT 

Calculado K, w se obtendrá en seguida por 

w '" IO. , 

donde A está da do por (72 ). 

Es digno de mención el hecho de que en las series que apare

cen en (90) y (91) bastan generalmente uno o dos términos para te 

nerlas correctas con cinco cifras decimales . 

La funci6n eliptica sn u (que es l a que aparece en la solu 

. 6 ) 1 1 l . 6 21 C1 n para ~ se ca cu a por a expres~ n 

sn(x,k) 
4__ 2 6 

= yg 2sen v - 2q sen 3v + 2q sen 5v -
vk l - 2q cos 2v + 2q4 cos 4v - 2q9 cos 6v 

v = r.x 
"2K' 

J 

+ ••. 

f6rmula muy conveniente para el cá l cu l o numéri co debido a la ex-

trema rapidez de convergencia de las ser ies que en ella ocurren.-

Las funciones cn u y dn u quedan determinadas .por las re 

18clones 

= 1 , 

dn~ u + k2 2 
lo sn u = 

2Owilson j op. cit . , pl1g . 507. 
21wilson, op. ci t. t pág . 506. 
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Cálcu lo de ~_y----.l, - Los argumentos a y b que i n-

tervienen en la solución para ~ y en la fÓrmula que da 2~ de

penden, como se ha vist :J , del cálculo de Uintegrales elípt i ca s de 

primera especie. ;t Este cálculo se llevó a cabo mediante la f Órm.!! 

W·l 221a dada por .~ son, 

~ = 1 + 2q cos 2v + 2q4 cos 4v + .. . cot 1.1 = 
v'k' 1 - 2q cos 2v + 2q4 cos 4v + 

v = 

de la cual se obtienen la s ecuaciones aproximadas: 

cot Al 1-
= 2q cos 2vcot Al + 1 

Y 
cot Al 1- 2q cos 2v = , (94)cot )101 + 1 i + 2q4 cos 4v 

con las que puede calcularse cos 2v por el método de apr oxima-

ciones sucesivas. En genera: las aproximaciones dadas por la s -

ecuaciones anteriores bastaron para que los re sultados fu eran co

rrectos con cinco cifras decimales. Al ap l icar (93) y (94) fue 

necesario uti l izar las funciones hiperbólicas. 

Con 1as fórmulas anteriores quedan determinadas direct amente 

las cons tantes y de (82) y (83) o preferiblemente , parr l r 2 
ti~ndo de (68), la suma + requerida para el cá lcul o de -r l r 2 

Z{ u ) por (89). 

4. De~errp.ina.E.~6n_sle..__'P-2~ra_.._~n~ ..Qrbi ta _cerrada. - Con el 

parámetro ~j constante e igual como se dijo a - 0.9 se calcu

22wilson, op. cit., pág. 508. 
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~ ; 1 + 2q cos 2v + 2q4 cos 4v + 

v'F 1 - 2q cos 2v + 2;:;.4 cos 4v + 

v = 

de la cual s e obtienen las ecuaciones aproximadas : 

cot Al - 1 
= 2q cos 2v cot 11 + 1 

1 
cot Al - 1 2q cos 2v 
cot )01 + 

= i + 2q4 cos 4v 1 , 

. . . 

con las que puede calcu la r se cos 2v por el método de aproxima-

ciones sucesiva s. En genera:_ l as aproxima ciones dadas por la s -

ecuaciones ant eriores bastaron para que los resul tado s fueran co-

r r ec t os con cinco cifra s decima le s. Al aplicar (93) y (94) f ue -

necesario ut i lizar la s funciones hiperbólicas. 

Con las f6rmulas anteriores quedan determinadas directament e 

la s constantes 

ti'endo de ( 68) , 

Z(u) por ( 89) . 

r l y 

la suma 

r 2 de (82) y (83) o preferibl emente, par

r l + r 2 re querida para el cdlculo de - -

4- Det erminaci 6n de 
_.- ---- - - --- ".2 __ ~a_~a ,una ~rbi ta __ cer rada. - Con el 

parámet ro ~j constante e igual como se di jo a - 0.9 se ca lcu-

22wi l son , op. cit., pág . 508 . 
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lar on por la ecuación (58) y con ayuda de (89) diversos valores 

del ángulo 2~ correspondientes a diferentes va lores del paráme

tro ~2' Con los val~res ~2 ; 00 26936 Y ~2 = 0~26447 se obt u 

vieron los ángulos 2~; 4072981 y 2~ ~ 4072058 respect ivamen

te; una extrapolación lineal entr e estos valores de ~2' para -

los cuales el ángulo 2~ es bastante cercano a 

= 

suministró el valor 

= 0.26002 

con el que se calculó el ángulo 2~ correspondiente como se ha 

indicado , arrojando el valor 

2~ = 4.71248. 

Es evi dente que el valor ~2 püede obtenerse con l a aproxi

maci6n sufioiente para que el ángulo 2~ difiere de uno arbitra

riamente dado 2~1 tan poco como se quiera; para ésto hay que de 

terminar varios valores de 2~ suficientemente cercanos a 2~1 

para distintos valores de ~2; en seguida por interpolación y -

con ayuda de una de las fór mulas conocidas, calcular el valor de 

~2 que corr esponda al ángulo 2~ = 2~l' El problema de encon--

trar las trayectorias cerradaS puede pues considerarse completa- 

·mente resuelto. 

El valor de 

nistra un ángulo 

~2 

2~ 

calculado para nuestrc 

que difiere del valor 

caso particul ar sumi 

= 4.71239 
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l aron por la ecua ci6n (58) y con ayuda de (89) dive r sos valores -

del ángulo 2~ correspondientes a di ferentes valorea del paráme

tro ~2. Con los valor e s ~2 ~ 00 26936 Y ~2 = 0.26447 se obtu 

vi eron los angulos 20 == 40 72'381 y 2~ =- 40 72058 respe ctivamen-

te; una extrapolación lineal entre estos va l ore s de }l2' para -

los cuales el ángulo 20 es bas tante cercano a 

= .lE. - 7 1')3 2 - 4· l e.. 9 , 

suministr6 el valor 

:: 0. 2600 2 

con e l que se calcu16 el ángu lo 2~ correspondi ente como se ha -

indicado , a rro j ando el valor 

2pj = 4.71248 . 

Es evidente ~ue el valor ~2 püede obtene rse con la aproxi

mac i6n sufi0iente para que el ángulo 2~ di f i ere de uno arbitra 

riamente dado 2~1 t an poco como se quier a; para ésto hay que de 

termi na r varios valore s de 2~ sufi c ient emente cercanos a 2~1 

para distintos valores de ~2; en seguida por interpolaci6n y -

con ayuda de u na de las fór mulas conoc idas, calcular el valor de 

~2 que corresponda al ángulo 2~:: 2~1. El pro bl ema de encon-- 

trar l a s trayec t orias cerradas puede pues considerarse completa--

' mente resuelto. 

El valor de 112 calculado para nuest,r c caso parti oular sumi 

ni at ra un éngulo 2~ que difiere del va l or 

:: 4-. 71239 
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~ni camente en una unidad del cuart o orden y tiene por tanto una 

aproxima ci6n satisfactoria para el objeto de los presentes' cálcu

los. 

Las magni tudes que intervienen en la soluc iÓn y que se calc~ 

laron por la manera ya indicada, son las sigui entes para el ante

ri or valor de ~2: 

::: 0·55321 
::: 0·44679 

q = 0.050185 

K = 1.909198 
A = 0.31197 

::: 0.59336. 

El ti c~po ro y A están aqu! ya reducidos a segundos te-

ni endo en cuenta que, como se dijo en (I, 2), la unidad de tiempo 

es 

T = j!.
g , 

se tomaron los valores de R y g dados al principio del caplt~ 

lo. 

Con el parámetro de Jacobi q de arriba y con ayuda de (92 ) 

se calcu16 ~ por (71), 

= 

para diversos valores de t, resultados que aparecen en la Tabla 

1 con otros que se deducen de ellos inmediatamente. Con las dos 

primeras columna s se construyÓ la gráfica de la figura l . 
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~nicamente en una unidad del cuarto orden y tiene por tanto una -

aproximaci6n sati s f actoria para el ob jet o de los preSentes"cá1cu-

l os. 

Las magnitudes que i ntervienen en la soluc ión y que se calcu 

laron por l a manera ya indicada, son las siguientes para el ante-

rior valor de ~2: 

k2 
== 0·55321 

k , 2 = 0.44679 
q == 0.050185 

K == 1· 909198 
). == 0·31197 
w == 0.59336. 

El ti'---l?O CA) y ). están aqui ya reducidos a segundos te--

niendo en cuenta que, como se dij o en (1, 2}J la unidad de tiempo 

es 

T == j] . 
g , 

se tomaron los va lores de R y g dados a l princ ipio del caplt~ 

lo. 

Con el parámet ro de J a cobi q de arriba y con ayuda de (92) 

se calculó ~ por (71) , 

= ~; + ( ) sn2 t "'3 ')12 - 113 A 

para diversos valores de t, resultados que aparecen en la Tabla 

I con otros que se deduc en de e llos i nmedia tamente. Con las dos 

primeras oolumnas se construyó la grá f ica de la figura l. 
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TABLA I 

I
t 11 1 - 11
2 e 

21 - 11 

O -0·9 0.19 12 . 25947 
w -0.89274 0.20302 11".47325 
~ 

CA) -0 .87123 0.24096 9.66675 ~ 
CA) 

'8 -0 .83630 0.30060 7.74883 

ro 
'6" -0.78925 0.37708 6.17720 
CA) 

¡ -0.66576 0.55676 4. 18367 
w
; -0 .51661 0.73311 3.17729 

~ -0.35825 0.87166 2.67226 

ro 
"2 -0.20474 0·95808 2·43122 

~ -0.06637 0.99560 2·33959 
200 
T +0.05038 0.99746 2.33523 

~ 
4 +0.14221 0·97978 2.37737 

~ +0.20782 0.95681 2·43444 
1100 
TI'" +0.24702 0.93898 2.48067 

Ca) +0.26002 0.93239 2.49820 
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TABLA 1 

t 1 - 11 
2 e 

11 ~ 
1 - 11 

O -0·9 0.19 12 .25947 
w -0.89274 0.20302 11".47325 
~ 
w -0 .87123 0. 24096 9. 66675 n 
w -0 .83630 0. 30060 7.74883 E 
w -0.78925 0. 37708 6.17720 '6' 
w -0 .66576 0. 55676 4. 18367 4 
w -0 .51661 0.73311 3.17729 , 
~ -0 . 35825 0. 87166 2.67226 

ro -0 .20474 0.95808 2·43122 2 

~ -0 .06637 0.99560 2.33959 
200 +0.05038 0.99746 2.33523 T 
~ +0.14221 0. 97978 2. 37737 4 

~ +0 . 20782 0. 95681 2·43444 
1100 +0.24702 0. 93898 2.48067 TI"" 

Ca) +0 .26002 0.93239 2·49820 
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t 

O 

00 
~ 
00 

12 
w 
"8" 
w 
'6 
w 
4 
w 
)" 

~ 

w 
2" 

~ 

200 
T 

~ 
4 

~ 

1100 
T 

w 

TABLA. 11 


¡ ~ 

CD, q> en grado s 1 f= vl412'; 

0.000 

0.297 

0·557 

0.771 

0.942 

1.190 

1·370 

1·513 

1.637 

1.754 

1.870 

1.987 

2.105 

2.236 

2.358 

I I
0.00 I 0·43589 I 

I
17·02 

31·91 

44. 18 

53·97 

68.18 

78.50 

86.69 

93.79 

100·50 

107.14 

113.85 

12r ..11 

127.. 54 

135·10 

0·45058 

0·49088 

0.54827 

0. 61407 

0.74616 

0.85622 

0·93363 

0.97882 

0·99780 

0.99873 

0.98984 

0·97817 

0.96901 

0~96560 
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T.:U3LA. 11 

i 

i 
, 

I I 

2' t ! cp ! 'P en grados ¡ f = v' l -'1l ; 

I 
0·43589 I 

! ! I 
I 

0. 000 I 0 . 00 i O 

W t 
0. 45058 24 0.297 17.02 

w 0·557 31·91 0·49088 12 
w 0. 771 44. 18 0.54827 E 
w 0. 942 53·97 0. 61407 '6 
w 1.190 68 .18 0.74616 4 
~ 1.370 78.50 0.85622 3 

~ 1·513 86. 69 0.93363 
w 1.637 93 ·79 0·97882 2" 

I ~ 1.754 100· 50 0·99780 

I 
2w 1.870 107 .14 0.99873 T 

! ~ 1.987 113.85 0.98984 4 

~ 2.105 12r . .11 0·97817 
i 

[llW 
10 2.236 127.54 0.96901 
i 
I 2.358 j 135 ·10 0 ~96560 , w , ¡ 
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El ángulo de longitud ~ requiere para su cálculo l a deter

mina ción numérica de las 4 funciones H{u ~ a}, H(u - b) , 

H(u + b), H(u - a} de le fórmula ~ 54) r que se lleva a cabo me

diante el deserrolla en serie de H(u} daio por (87). 

Unicamente pera el objeto de dibujar una representación de 

la trayector ia se puede utilizar para la deter.minación de ~ un 

método gráfico. Desde luego para este propósito se ve también -

que era por demás haber obtenido el parámetro ~2 correspondien

te al ángulo 2~1 = ~~ con mayor aproxi~aci6n que la a l canzada. 

Se procedió de la siguiente manera: se utilizó la ecuación 

(13); de los valores de ~ calculados y del de c dado por (78 ) 

se obtuvie=on los de 

c~ = dt 2
1 - 1l 

para diversos valores de t; se construcyó as! la gráfica 2; en 

seguida pO :C' medio de una integración mecánica con un planimetro 

se obtuvieron los resultados que aparecen en la Tabla I I, ( se in-

a f 2cluyen aquf en la 4- columna los valore s de . = -vil - 1l) cons-

truyéndose con 103 de las dos primeras columnas la gráfica de la 

figura 3. Debe notarse la gran concordancia, dentro de l os l i mi

tes de precisión del procedimiento, entre los dos valores de 2~: 

el calculado y el determinado por el método gráfico. Finalment e, 

con los resultados de las dos dltimas columnas, que repre sentan 

respectivamente e.} ~n..g-':c ~t-':; Jo,.,.~ ·H::,v~ 'l"!] péndulo y su di s tancia 

f' al eje vertical OZ, se construyó la figura 4 que es l a pro- 

yección ortogonal de la trayectoria sopre el plano ecuator ial. 
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