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TRODUCCION 

En el desarrollo h':;t6rico de la frsica nuclear se han seguido algunas ideas co

munes no sólo a ot/tJS romos de b ~sico, sino o lo cienc ia en general: la construcci6n de 

modelos poro describir ciertos feoorr¿nos. Uno de los modelos m6s antiguos en la frsica nu

47)
c1eor, fue el modelo de la gota de I "quido, desarrallado, principalmente, por N. Bohr 

meoiante el cual se pueden describir algunos aspectos ele las reacciones nucleares y ciertas 

corocterrsticos colectivas de los estados de algunos núcleos. Entre los fenómenos que el ~ 

de1a de la gola de Hquido es incapoz de describir, podemos apuntar teda una serie de regu

laridades que se obsel"YOn a lo largo de la tabla periódica y que se repiten cuando el número 

de pl'Otanes o el de nevtrones es igual a uno de los llamados m:!meros m6gicos. Esto recuerda 

un fen6meno andlago en la fTsico atómica, que ya se habfa explicado con el modelo de ca

48) 
pos del dtamo. Esta lIeyó a M. G. Mayer , Jensen y aIras personas o proponer un mod=. 

lo an6logo en la fTsico nuclear. Este es el modelo de capas del núclea, que ha tenido un 

éxita consideroble en lo interpretaci6n de muchos fen6menos: adem6s de expli cor las num=. 

rosos corocterrsticas de lo sistem6tica nuclear asociados con los discontinuidades en los núme 

!'IX m6gicos, el modelo explico mucllas regularidades en los espines y paridades de los núcleos. 

El modela de copos wpone que los partrculas se mueven ( en prImera aproximaci6n indepen

dientemente) en un potenciol común, con ciertos nive/es de energra. 

I 
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Estamos ac¡uf frente a dos modelos en cierto fonna contradictorios ~ por un lodo 

el modelo de lo gota de Ifquido, que supone uno interocci6n muy intenso entre los nucleones 

y que es capaz de describir carocterfsticos colectivos en los nudeos y, por otrc lodo, el mo

delo de copas, que considero que las portrculos se mueven independientemente en un poten

cial común y que es capaz de describir excitaciones individuales ( de uno solo partrculo ) de 

los núcleos. 

Hoy entonces fenómenos que 5610 pueden ser descritos por uno de los dos mode

los y 6tros, igualmente importantes, que 3610 describe el segundo modelo. 

Serro entonces muy interesante tener un modelo dnico , capaz de describir a la 

vez ambos tipos de fenómenos. Esto es lo idea del modelo unificado de Beh, - Mettelson 37), 

dentro del cual un núcleo se troto como si los nucleones fuera de lo copa cernIdo se estuvie

ron moviendo en un potencial comlln producido por una gota de Irc¡uido, que es el modelo 

hidrodinómico de los nucleones dentro de lo copo cerrada. Los extronucleones interoccionon 

con la gota, pero se siguen considerondo independientes entre sr. 

Uno de los éxitos del modelo unificado es la predicción del momento cuaclnJPC2. 

lar de los núcleos. El modelo de partrcula independiente predice un momento cuadrupolar 

mós pequeño que el valor experimental, a veces por un foctor de 20 ( ref. 37), pdg. 54) ; 

en el modelo unificado el valor te6rico es un poco mós grande que el experimental y la rozxSn 

entre ambos es, o veces, igual <5 2: o seo, 10 veces menor que en el case anterior. 

Hoy sin embargo algunos fenómenos que no se pueden explicar si no se tama en 

cuento lo interacción residual entre los nu cI eones • Por ejemplo, en el espectro experimental 

de los núcleos pares se observo que el primer grupo de excitaciones individuales de uno sola 

partfculo estó separado del estado base por una brecha considerable de energfa. Este hecho 

llevó a Behr, Mottelson y Pines 28) o sugerir el uso de uno interocci6n ntlidual de apare 

miento entre 105 nudeones, semejante a lo que se hebra usada con éxitc en la f'«)rto de la 
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con la goto, pero 58 siguen considerando independientE!$ entre sr. 
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superconductividad 16) • 

Llegamos entonces a un modelo en el que los extranucl eones se mueven en el 

poten cial producido por la coraza e interaccionan con ella y además interaccionan entre sr 

med iante una fu erza de apareamiento. Este modelo unificado puede describ ir razonableme~ 

te varios aspectos, tanto nucleares como co lectivos, de la estructura nuclear. Sin embargo 

es todavra demasiado feno meno l6gico, " poco uni ficado ", usando una frase de Baranger 31): 

quisiéramos un modelo más fundamental que, usando exclusivamente la interacción entre to

dos los nucleones que componen el ndcleo , nos pud iera describir tanto los aspectos individ~ 

les como los co lec tivos del sistema. Ante todo hay que darse cuenta que éste es un punto 

de vista demas iodo utópico, ya que no se conoce la interacción exacta entre los nucleones¡ 

aun cuando se conociera, el problema matemático serra extremadamente comp! icado. Pero se 

conocen a lgunas de las caracterrsti cas de dicha interacción y a lgunas de sus consecuencias. 

Po r e jemplo, por la discusión qu e acabamos de dar del modelo unificado, es de esperorse que 

una parte de la interacción entre los nuc leones produzco un potencial común den tro del cual 

los mismos nu cleo nes se van o mover y que otra porte praduzca un efecto de apareamiento 50). 

Se han desarroll ado métodos muy poderosos que permiten extraer de una intera cción genera l , 

por un lado aquella parte que da luga r a un campo autoconsistente y, par ótro, aquella que 

. b I . 51), 52), 53) . d II l' I . '6contri uye a apareamIento. SI esarro amos en mu tIpo os una Interaccl n ge

neral, las prime"), términos correspond ien tes a los órde nes mu ltipo lares más baios corresponden 

a una interacción de larga alcance y son las qu e más contribuyen al campo a o.: to cons istente i 

en cambia , el res ta de los términos corresponde a una in teracción de corto alcance y se espe

ra qu e puedan reproducir las carocterTsricas de apareamiento 50), 14). De los primeros té rm i

nos, el cuad rupo lar es el responsab le de que el campo efectivo que siente coda nucleón tenga 

precisamente una deformación de tipo cuodrupo lar, que es uno de los más importontes en los 
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.-.Jcleos. De hecho, una interacción de tipo cuadrupolo-cuodrupolo ha sido usada con éxito 

por Elliott para describir las características colectivos de algunas núcleos ligeros 54,55. p~ 

demos entonces pensar en un modelo en el que los nucleones se mueven en un potencial 

común como en el modelo de capas e interaccionan a través de uno fuerza de apareomiento, 

más una interacción cuodrupolo-cuadrupolo. 

&t el presente trabajo util izamos método. g_n.ales de teoría de grup:>s !Xl ra de

lalTOllar técnicas que si rvan para atacar el problerno indicado en el párrafo anterior . En -

particular nos interemmos en entender, desde el punto de vista de teoría de grupos, el for

malismo conectado con las cuasipartículas. los ternos tratados en estoe trabajo incluyen trI 

e! primer capítulo, los métodos de teoño de grupos que se utilizarón después para la sol u-

ción del problema de la fle rza de ClJDreomiento en tres nucleones idérticos . En el segundo 

c;apítulo se aprovecha el fonnali smo del cuasispin para dor la solución exacto 01 problerna 

de nucleones idénticos movi éndose en capas degenerados e interaccionando mediCl1te una

fuerza de apareomi anto¡ se expone el problema de capos no degeneradas y se resuelve me

diante lo aproximación de boión, la aproximación de lau:uosiparticulas libres y la op' vxi

mación d. cUcisibasón. En el tercer capítulo se introduce una interacción multipolor, para 

hQtar las vibraciones colectivas en los .-.Jeleos esféricos. En el cuarta capítulo se troto br,! 

vemente el problema d. una interacción o"rbitraria. Finalmente , en el capítulo quinto se -

consideRI el caso de una interacción de apareamitrl to que puedo actuar sobre protone~ y -

neutrones simultáneamente, se expone el fonnal ismo del grupoR 5 que permite resolver-

ecaetamente el problema con copos degenerados y se desarroll o un método sistemáti co para 

la construcción dejas eigenful\Ciones de la fuerza de apareamiento . 

En esta tesis no se discuten aplicaciones especfficas, parque algunas de éstcz ya 

han sido cmalizadca en otras publ icaciones en que partici pé el autor 36,49. 
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CAPITULO I 

INTRODUCCION MATEMATICA 

(PARTlCULAS IDENTICAS) 

I .~ Los gru pos MUl. y 5p~n.. 

Consideremos un conju nto de fermiones idénticos moviéndose en un poten

cial común, Supongamos que elegimos el esquema j-¡ pora clasificar los estados de una 

so la partrcu la. Por ej emplo , en un potencial camón de oscilador armónico, olgunos de los 

estados de uno sola pa rt rcu la en el esquema j j serran los que se indican e n la fig. I 

_----'- ;~ < o'I>~ Q--_.t 
j:l!1. 

tr. ~- 1/1J'h 

Fig. I 

CAPITULO I 

li' lTRO DUCCION MATEMATICA 
(PART ICU LAS I DENTlCAS) 

Consideremos un oo n¡unto de fermi o nes i d~n t icDs movié ndose 'zn un poten -

eia ;1 común. Supongnmüs que elegilTo s el esquema j-j pa ra clasifi car tos estados de una 

;010 partlcula. Por eiemplo, en un potencial común de oscilador ann6n ico, algunos de los 

estados de una sólo part rcula en el esqu¿ma ¡ i serran lo s qu <! se indican en ¡(J f' g . 1 

Fig . I 
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Podemos usar 105 rnd ices 1I t i m que se indican en la Fig. 1 para cla

sifi ca r los estados de una so la part rcula , que se indicardn par tanto can el ket 

( 1.1 >. 

Para todas. las discusiones posteriores es conveniente trabajar con las técni. 

cas de la segunda cuantizaciÓn 1), que no sólo penniten e5cribir muchas expresione5 de 

una mone ra m6s compacta, si no que penniten también tener una expresi6n explrcita de 01

gunas interacciones, como la fuerza de apareamiento, ""e no se puede escribir como un 

potencial local en el espacio de configu raciÓn 2). Introducimos entonces los operadores 

de creaci6n y de aniqu ilación de fenniones, con las reglas de anticonmutación o rdinarias. 

op. de creac iÓn 

" aniquilaci6n" 

( 1.3 ) 

Introducimos el vacl"o de partrculas lo) por la definici6n : 

, 
( 1.4 ) 
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Podemos usar 105 rndices 1I t i m que se indican en la Fig. I para cla-

sificar los estados de vna soja partrcula, que se indicardn por tanto con el ket 

( 1.1 ). 

Para todos. las discus iones posterio res es conveniente trabajar con las técn~ 

cas de la segunda cuantizaci6n 1), que no sólo penni te11 escribir muchas expresiones de -

una menera m6s compacta, sino que penniten también tener una expresidn elCpl rci ta de 01-

gunas interacciones, como la fuerza de apareamiento, q.¡e no se puede escribir como un 

potencial local en el espacio de configuraci6n 2). IntrocW cirnos entonces los operadores 

de creaci6n y de aniquilaci6n de fenniones, con las reglas de anticonmutaci6rJ ordinarios. 

op. de creaci6n 

11 aniqu ila ci6n 
(1.2) , 

( 1.3 ) 

Introducimos el vac lo de partrculas I Q> por la definici6n : 

, 
( 1.4 ) 
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El efecto de es e l de crear un fermión en el esto do (v ~ j m) y el de 

b",~j~ 
es el de aniquilarlo en ese estado. 

Como una función de onda de n fermiones debe ser anti,imétrica frente al 

intercambio de 2 partrcu las cua lesqu iera , vemos que los operadores de Fermi recién defi ni. 

dos estd n hechos ad hoc para t ra tar funciones de onda de este tipo. Por ejempl o , si de~ 

nimos ~;;¡(}J.ei'fn) ,entonces a l determinante de Slater: 

( 1.5 ) 

( P indica permutación de las variables 1, 2, ••• , n) 

se I e asocia: 

( 1.6 ), 

que cla ramente es ant isimétrica frente al intercamb io de 2 rndices cualesquiera. 

Vamos a concentramos en una sol o capa (y~ j) y, por brevedad, vamos a 

indicar los op. de creac ión y de aniqui lación de Fermi en esa capa por 

b~ , 6VY\ ( 1.7 ) 

respecti vamente. 

Las(2 j +. i) cantidades b+~ son las componen tes de un tensor irredu

cib le ( re f. 3), cap. 5 ) de orden i frente a rotaciones en e l espacio R3 qu e afec te n 

tanto las coo rdenadas espacial es como las de i spin. Los b~,..lo> son ento nces bases pa 

ra las representaciones irreducibles (BR! ) !lJ~ ...,(d. ry ) del grupo R3, en la 
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El efecto de 

b .. ~jM 
e s e! d e crea r un fermi6n en el e stado (.., ~ i m) y el de 

es el de aniquilarlo en ese estado. 

Como una funciÓn de onda d.= n ferm ion es debe ser anti,imét ri co frente 01 

intercambio de 2 parttculos cualesquiera, 'lemas que 105 op.emdores de Fermi reci én defin":' 

dos estdn hechos ad hoc para tratar funciones de onda de este t ipo . Por ejemplo, si de~ 

nimas ~ a (v tiY'n ) ,entonces al determinante de Slater 

( 1.5 ) 

( P indica permlJtaciÓn de las 'I':¡riobles 1, 2, .. . , n ) 

se le asocio : 

1_6 ), 

que claramente es anrisimé t íica fr2nrE~ 01 inrerCClrtlbio de 2 fnaice..; cual-=squiera. 

Vamos a concentrumo5 en una sola capa (vi.. ¡) y, por bre'l"dad, 'lamas a 

indicar los op. de creaciÓn y d e aniquilaciÓn de Fenni en esa capG po r 

( i.7 ) 

respectiv,~rn",n te . 

Las (2 ¡ +" i) can t idodes 
1+ 
D in ,on lo s componen t2S de un tensor i rredu-

cible ( ref. 3), cnp . 5) d e Cl rd t:n ¡ Frt:n k o ra lacionb e n e l eópa cio R3 que afecten 

tanto las coordenados espacia les co n":' los dei sp in . Los b+", lo) son entonces hases po-

ro los repre:;eni-acione; irr"dueibie; (~,RI) 
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cadena R3 ::J ~ O sea : 

( 1.8 ) • 

Transponi endo y con jugando ambos miembros y reco rdando que 

( 1.9 ) , 
(ref. 3), cap . 4) 

VII' CM[a~. (o.Al)J* : t- ) - ID i 
I 

(d8 , } 
~"" _ ,. - Ii't -"1 1- ( 1.10) , 

se ti ene : 

[i-,i·-b1': r 9~ '1II L(_>i-*' b-'-t'] ( 1.11), 
N' 

l-'" 1 -WI 
que muest ra que las cantidades (-) O tienen las mismas propiedades de tran~ 

L+ 
formación frente a R3 que las cantidades 0"'" 

Definimas entonces : 

- i-~ L- WI

6~ =- (-) D ( 1.12 ) • 

1+Ya hemos averiguado las propiedades de 105 operadores 1:> _ frent e 

al grupo R3. Varn<n a estudiar aho ra sus propi edades frente a otros grupos, pora poder cf~ 

sificar las funciones de onda de n partrculos . 

Considerémos un espac io vectorial de 

( 1.13 ) 
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Transponiendo y conjugando ambos miembros y recordando que 

(ref. 3), cap. 4) 

[ " J* WI' WI ~ ( Cl\~ I (0.87) :: (- ) - ID, d (1) 
():) .. '" r -1iI! - ~ '" 

se tiene: 

[(-)l-"b~ ': r 9;,. [c_>i-"" b- "' '] 
N' 

( I.B) . 

( 1.9 ) , 

(1 .10), 

( 1.11 ), 

que muestro que los cantidades (-) i-'" b-WI 
tienen las mismas propiedades de tron~ 

L+ 
formaci6n frente o R3 que los cantidades 0"'" 

Definimos entonce; : 

b - ~-~ I_-WI 
W\ = C-) D 

1+_ 
Yo hemos averiguado 105 propiedades de los operadores D_ frente 

01 gllJpo ~. Vamos o estudiar ohoro sus propiedades frente a otros gllJpoS, paro poder cI~ 

siñcar los funciones de anclo de n pa rtrcu las • 

Conside remos un espacio vectorial -de 

( 1.13 ) 
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L~~dimensiones y consideremos a las O~ como las !L.Q.. componentes de un vector en 

este espacio. Si sobre este vector efectuamos una transformaci6n, mediante una matriz un.!. 

torio de 1!l. dimensiones, las ~ o. componentes se transfonnardn entre sr y se ve enton

ces qu e consti tuyen una base pora una representaci6n del grupo J,{2J1. (ref. 4 cap. 11 ) 

De hecho son una base para la R. l. (.f.1 de ....ul~ • La funci6n de onda de n 

+....partrculas, o sea un producto de n b .. , serd una base para una representaci6n de 

AA.'2..n. y, dadas las reglas de anticonmutaci6n de las b+"" y puesto que sólo tene

mos un ¡ndice dispon ible ( m ), ese producto serd una base para la R. l. totalmente antisi

de • Por otro lado, las!l!2. b~ son, como ya se 

ha visto, una base para la R. l. ~~,~ de R:l; un producto de n b+"", serd una 

base , en general reducible, de R3' Tomando combinaciones lineales apropiadas se pueden 

construrr SRI de R3, o sec, bases de momento angular total J definido. 

Hasta i :: 7/2 y n:: 3 partrculas la clasificaci6n anterior 

es sufi ciente, puesto que cada J aparece una sola vez. Para i y n mayores se re-

quieren otros números cuónticos para clasi ficar totalmente las funciones de onda. Pode-

mos buscar un grupo G contenicb en »2.n y que contengo a R
3

, pora tener un 

nuevo número cuón tico. Hay varias formas de escoger ese grupo G y en la pz6ctica G 

es de util idad si las transformaciones de G dejan invariante a la porte de interacci6n 

del hamiltoniana del problema. Aqur escogeremos al grupo G que deje invariante una 

fo rma bi lineal del tipo 

I ( 1.14 ) • 
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L+ ..... dimens iones y consideremos o I as O..,. co mo las .2..Q.. componentes de un vector en 

este espocio. Si so bre es te vector efectuamos uno transfonnación, mediante una matriz un.!. 

torio de l.n.. dirr,ension l!5, los ~ a componentes se t ransfonnardn entre ~r y se ve enton

ces que consti tuyen uno base para una representación del grupo JÁt J1. ( ref. 4 cap . II ) 

De hecho ,on uno base para la j ,. :. (-1..1 de J.t1 Sl. • lo función de onda de n 

b+ ... portrcu las, o seo un produ cto de n .. , se", una base para una representa ció n de 

y, dadas las reglos.:le ont" conmutoción de las b+ ... y puesto que 5610 tene-

mas un ¡ndice disponible (m ) . ese producto seró una bese pa ra lo R. 1. to talmente ontisi-

mMrico [i"] de 
+ 

• Por otra lodo, la s !la. b"", 5On, coroo yo se 

ha visto, uno base pora la R. l. fl)~'1M de R
3

; un p~ducto de n b+..... seró uno 

base, en general reducibl e, de Ry Tornclr!do combinocionl!5 lineales op~piados se pueden 

construIr BRI de R3, o ~ €C~, bases de me mento angu lar total J defin ido. 

Hasta i = 7/2 }' n:: 3 partrcu las lo clasifica c ión anterior 

es suficiente, puesl o Cj ue cada J aparece una sol .:l ve z. Po ra i y n mayores se re--

quieren otros n,)mero, cuónti,;os para clasificar total mente las funciones de onda. Pode--

mos buscar un g ru po G conteni do en ) ,A..2.!l y que contenga a R
3

, para tener un 

nuevo númera cIJántico. Hoy varios formas de "".coge r ese grupo G yen la p:dctico G 

es de u ti 1 idad si :Ios tn:¡mformqciones de G dejan invariante o la parte de interacción -

del hqmiltonioflodel problema. AquTescogererr.osolgrupo G que ¿eie inva rionte una 

forma bilineal del tipo 

I (1.14 ). 
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Esta elecciÓn YO a ser muy importante para nosdtros, po~ veremos ~ la llamada int_ 

racciÓn de apareami ento se puede expresar en términos de 1 y de su transpuesta oonill9'! 

da, y serd entonces invariante frente a R3' Pero hay un grupo mds ~Iio cp.Ie R3, bajo 

e l cual 1 es un inva riante . Viendo que el producto escalar (1.14) se puede eJCPresar 

en té rminos de un tensor métrico 

( 1.15) 

( 1.16) 

es una matriz antisimétñca, inferimosy observando que 

(raf . 3 eco 10 .64) qu e G es e l grupo simpléctico de (,.1+4) dimensione SPZD.' 

Mds adelante, cuando veamos la construcción explrcita de las funciones de onda, veremos 

que las R. I. de 5 p'2.n. contenidas en la R. l. [1."'1 de .Át'1.Q. esldn 

carocterizadas por (i'V') , donde 'Ir es el seniority del estado, definida axno el 

número de partrculas no apareadas a momento angular cero presentes en ese estado. En

tonces, al usar la cadena de grupos 

( 1.17 ) 

para clasificar los estados, estos se pueden escribir en la fonna 

( 1.18) ~ 

donde d... rep resenta los números cudnticos extra, necesarias para dasificar totalmente 

- 10 -

Esta elecci6n va a ser muy importante pora nosdho5, po~ verern05 ~ la llamada ¡nte-

recci6n de apareamiento se puede expresar en ténn il"101 de 1 y de su transpuesto conjlJ9l!. 

da, y serd entonces invQriante frente a R3. Pero hay UI'I gl\lpo mch amplio <pie ~ bajo 

el cual 1 es un invariante. Viendo que el producto eKOlor (1.14) le puede elq)remr 

en términos de un tensor métrico 

( 1.15 ) 

( 1.16 ) 

y observando que es una matriz antisimo!imoo, inferimos 

( ref. 3 eco 10.64 ) que G es el grupo simpléctico de C2.j+l) dirnensio~ Spu a.. . 

Mds adelante, cuando veamos lo construcci6n e>qll rcita de las funciones de onda, _remos 

que las R.I. de S P2n 

caracterizadas por ( i V ) 

contenidas en lo R. l. [1"1 de .Á,(,'t.Q. estdn 

,donde 1T es el ~niority del estocb, definido CXJmO el 

número de partrculos no apareados o momento angula r cero presente¡; en ese estado. En-

tonces, al usar lo cadena de grupos 

( 1.17 ) 

poro elasi ficar los estados, estos se pueden escribir en la lonna 

( 1.18) ~ 

donde d... represento los números cudnticos extra, necesarios paro clasifioor totalmente 
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los estados. 

Vamos a estudiar brevemente los generadores de los grupos y 

que acabamos de introduci r. 

b+ 
A parti r de los operadores de c reoci6n \111\ Y de los de a n iquil ac i6n 

podemos construrr los operado res : 

( 1.19 ) 

,¿J ...... ' 
y las reg las de conmutaci6 n de dos ""t2:>IM son 

CV' iM' '" ~I 
( 1.20 ) ,Oy;;;b IM 

que son p rec isamente las reglas de conmutaci6n de los generadores de un grupo unita rio de 

!2. n dimens;one; ( cef. 5, cap. 2 Y apéndice 1 ). Entonces los operado res ~.,.,:M.' 

de fin idos en ( 1.19 ) so n los generadores de nuestro grupo ),t:¿.Q. 

se deben construrr corno comb inacio nes Los generado res de 

li nea les de los , ya que S!?~!l. es subgrupo de M 2ft ; ademós 

esos generadores deben canmutar con e l invaria nte I defin ido en ( 1.14). 

Esas combinoc;ones l in ea les son: 

1\ 'M' == 
( 1.21 ) • ...... 

Es inmediato veri fi cor que: 

o 
( 1.22) • 
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los estados. 

Vamos a estudklr b revemen te los generadores de los grupos y 

que acabamo:i d ~ i n rroduc !r . 

b+ 
'M Y de los de aniquilaci6n 

podemos consrru ir los operod0res ! 

( 1.19 ) 

'i 10 5 reglas de conmu tación de dos 
\OwI, ' 

LLP so n 
~\M 

( 1.20 ) 

!2. n dimens;O!l e ~ ( re r . J, ':0; . 2)i op2ndice \ ). En tonCo:!13 los opero ¿or ~$ 

LrJ.i generod ¡ t;;} de ; 2' ~L?b en co ns t rU f! CO rno cornbino::.iones 

li neale, de las ; ad emós 

eso s generaJ0re·) dl:!ben conmut t ·: ün el ¡rtvo rio ll te 1 d2finido en ( 1 io t4 ) ~ 

( 1.21 ) • 

Es inm 2d¡ C1 ~o v¿ri Fi c::J r que 

(i\~~1 , 1 J o 
( 1. 22 ) • 
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Po r otro lacio se puede ve rifi car que las reglas de conmutación 

( 1. 23 )= 
wtI+ "" W\' 

+ (-) J\. I 

-~ 

son las de los generadores de un grupo simpléctico de R..n. dimensiones. 

Acabamos de exponer brevemente lo clasificación de los estados de n po!:.. 

trculas en una capo de momenta angular tota l i , según la cadena de grupos y subgrupos 

( 1. 17 ) cadena conocida camo de Racah - Flowers. 

Cua ndo e l número cudntico i es muy grande, tenemos que trata r con un 

grupo unitario y su subgrupo si mpléctica de un número de" dimensiones ( ~o.) considerable. 

Veremos en la secci6n siguiente qu e existe otra cadena de grupos, conoci da 

como la de Helmers, que consiste en util iza r explrcitamente el grupo complementario del 

y obtener la misma informaci6n que lo qu e nos do la cadena de Racah. Ese-

grupo complementario es un grupo S U2 , independiente mente del valor de i, cuyas 

transformociones se llevan a cabo en el llamado cuasiespacio, según veremos en la próxima 

sección. 
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Por (ltro lado se puede verificar que las reglas de conmutaci6n 

= + ( 1.23) 

- - , - :::/ 
WI+Wl I\- 1M d Pfl 

+ (-) .... 
OT· _\tI1 

son las de los generadores de un grupo simpléctica de i n dimensiones . 

Acabamos de exponer brevemente la clasificaci6n de los estados de n pa~ 

trculas en una capa de momento angular total i, según la cadena de grupos y subgrupos 

( 1.17) cadena conocido como de Racah - Flowers. 

Cuando el número cu6nti ca i es muy grande, tenemos que t ratar con un 

grupa uni torio y su subgrupo simpléctico de un número de' dimens,iones ( ~n ) considerable . 

Veremos en la secci6n siguiente que existe otra cadena de grupas, conocida 

como la de Helmers, que consiste en util izar explrcitamente el grupo complementario del 

y obtener la misma informaci6n que la que nos da la cadena de Racah. Ese -

grupa complementario es un grupa S U2, ,independientemente del valor de i, cuyas 

transformaciones se lIevon a coba en el llamado cuasiespacio, según veremos en la próxima 

secci6n. 
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2.- El grupo del Cuasispin. 

Consideremos una sola capa j • En eso capa definimos los siguientes ope~ 

dores : 2), 6) , 7) 

Si :: - ~ [6· ~Joc 

So = - N[~b1oo -~ N-.rl 
( 1.24) 1:¡ 

donde 

( 1.25 ) 

y andlogamente y[b'" 6J oo , y N es el operodo r de mlmero 

en la capa ('II(j) , definido coma : 

(1 . 25 )'. 

Si se calculan los conmutadores de los operodores ( 1.24) se obtiene: 

[ S .• ) Se J = So 
LSo ¡ s( 1 = -S4 ( 1.26.) • 

[ So J S.41 =- S_4 

- 13 -

2.- El grupo de l Cuas isp in . 

Consideremos una sola capa i . En esa copa definimos los sigu ientes ope~ 

dond e 

Si : - ~ [6+ b+]oc 

So = - {% [~bl~o -~ - N-,n 
!2.. 

[b~b+]oo ~L<1~Yn-~doo,> b+n\ b~W\ 
nt 

( 1.24) , 

( 1.25 ) 

y an610gamente [bT bJ
DO 

y , y N es el operoclo r de número 

en lo copo ('I/(J) I defin ido como ! 

( 1.25 >: 

s j se calculan los conmutadores de los operadores ( 1.24) se obtiene : 

[ 5_. ) S.] = So 

[501 5,1 = S" 

(So, S_41::-S_~ 

( 1.26 ) • 



- 14 

Vemos gue ( 1.26 ) coinciden con las reglas de conmutación de 105 opera<*:. 

res L. , Lo , L _~ del momento angular; entonces S~ , So , S_~ son 

los generadores de un grupo S V2 ' el llamado gru po del cuasispin . And logomente a lo 

gue se hace para el momento angu la r ordina rio, definimos S", como el generador de 

ascenso , S.4 como e~ de descenso y So como e l de peso; 01 ap licar S. o un 

estado con proyecci6n M ( e igenvolor de So) definido, lo aumento en unq unidad, mien_ 

tras gu e S-4 la disminuye en una unidad . 

Por los defini ciones ( 1. 24) vemos gue S" creo una parejo de portrculos 

acopladas o momento angular J:: O, S_~ an iguila una pareja acoplado & J =O 

y So cuento esencialmente el número total de partrculas. Es entonces de esperarse que 

el eigenvalor ~ ( -& + i. ) de 

( 1.27 ) 

esté conectado con el sen iori ty del es tado . En efecto, consideremos un estado de 

. partrculas en lo copo j y co n seniority v ; po r defi nici6n de seniority, este estado no 

tien e parejas de partrculas a cop lados ~ J,. O ; entonces S_t aplicado a é l debe dar 

cero : 

( 1.28) •o 

es de mr~Pero , por lo explicado antes, esto sign ifica gue el estado If'" 1T d J) 
nime peso en el cuasispi n ; e sea : 

) 51 Ir '\f C( J): ~ (~ -\o 4) I{1T Gt r> 
1. So 1{11"ct '1) - M If''\1'd 1) 

v 
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Vemos que ( 1. 26) coinciden con las reglas de conmutación de los opera~ 

del momento angular; entonces Si I S. ,S_ ~ son 

las generadores de un grupo S Vz ' el llamado grupo del cuasispin. Andlogomente a lo 

que se hace para el momento angular ordinario, de finimo s S~ como el generado r de 

ascenso, 5. ( como d de descenso y So como el de peso; al aplicar Si a un 

estado con proyecci6n M ( eigenvalor de S ) definida, la aumenta en una unidad , mien o _ 

tras que S.1 la disminuye en una unidad. 

Por las definiciones ( 1.24) vemos que S~ crea una pareja de partrcu las 

acopladas a momento angular J: O, S.1 aniquila una pareja acoplada á J = O 

y So cuenta esencialmente el número total de pa rt iculas. Es entonces de esperarse q'Je 

el eigenvalor -5 ( -& + {) de 

( 1.27 ) 

esté conectado con el sen iority del estado . En efecto, consideremos un estado de v 

. partfculas en la capa j y can seniority v i por definici6n de seniority, este estado no -

tiene parejas de partfculas acopladas ~ J:O ; entonc es S-e aplicado a él debe da r 

ce ro : 

o 

Pero, par lo explicado ant es , esto significa que e l estado I j""'". a J) 
nimo peso en el cuasispin ; o sea : 

í s'Ir' '\f <t J)" -5(~ .. :4)\~~V-aJ> 
1. So 1 { 'V" d. l) : M \ ~ '" Gt J > 

( 1.28 ) • 

es de mr-

( 1.29 ) , 
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con 

~ n-V"v=-M::. - 30) •:¿ 

Un estado con n partrculas y (n > v) no serd de mrnimo peso y se obt iene aplicdndole al 

estado Ir' '1J" G:( 1) el generador de ascenso Sf ; pero Si conmuta con S2 

yen e l proceso no se a ltera e l eigenvolor de S \. Y por tanto no se altera e l seniority Vi 

esto concuerda con la defin ici6n de sen iority, que es el mismo para diferentes estados que 

solo difie ran en pare jas de partrcul as acopladas a momento angu lar cero. Entonces un es-

todo de n parti'cu las y seniority v se puede indicar de cualquiera de las dos forma s si-

gui entes : 

( I .31 ) 

En lo 1':. secci6n se vio que clasificando los estados en la cadena de Racah 

Flowers, e l grupo unitario J.A~.n nos da el número de partlculas del estado y SU subgru_ 

-~ po simpléctico S\"'Z..!l. nos da e l seniority; acobomos ahora de ver que el grupo 5 .. 

del cuasisp in nos da e l seniority del esto do y su subgrupo R, con generador S o nos 

do e l namero de portrculas. Se ve que esta 2':. forma de clasificar los estados, que da o ri 
I 

gen a la ll amada cadena de Helmers, es muy prdctica, ya que la d imensi6n de l grupo no 

cambia al cambiar la degeneraci6n 1n de nuestro estado. 

Vamos ahora a estudiar mds de cerca la relaci6n ent re las dos cadenas de 

grupos 6) • 

Recordando las definiciones para los ge~eradores de los grupos )J.. '1t:L 

y S VI. I definimos: 

con 
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~ .n-1r v=-M: - :¿ 
30) • 

Un estado con n particulas y (n > v) no se rd de mrnimo pes.o y se obti en e aplicdn dol e al 

estado ¡ ~v '\l' ~ r) el generado r de oscense S( ; pero 5 i conmuta co n 52 

yen el procese no se al tero el e igenvalor di:! S'lo )' po r tanto no se al tera el senio rity v; 

e$to concuerda con la de finiciÓn de seniority, "lue ~ el mismo paro d iferentes estado. que 

solo difieron en parejas de po rt lCu las acopladas a rm menlQ angular c ero . Enton celi un es-

todo de n parti'culos y seniority v se pued <!, indicar de cualquiera de !eu dos formas si --

gui entes : 

( 1,31 ) 

En la I~ secci6n se vio qu clasificando los estado s en lo cadena de Racah 

Flower~ , el gnJpO Imlta rio )J:¡,.n. no, da e l núm e lo de, parti'clJlas de l estado y su subgru_ 

S 5 Uz po ¡impléctico \"1.Jl. nos do el ¡en iol'ity; acabamos ahoru de ver qu .. ~ el grupo 

del cuasispin nos da el seniarity de l e3tado y ;l.: subgrupo R, con gen erador So nOS 

da el número de po rtr'culas. Se v que esta 2 ~ fo rma de elo'sificor k~ estados, que do ari 
I -

gen a la llamada cadena de Helmef"l , <as muy prdctica , ya que lo dimensi6n del grupo no -

cambia al cambia r la degeneraciÓn 2.n de nuestro e¡; tado. 

Vamos ahora o estudiar mds de .. erca la relaci6n entre la s dos cadenas de 

grupos 6) . 

Recordando las de finiciones para 105 gen e radores de lo; grupos Át\~ 

y 5 Vt, l definimos : 
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WtOperador de Cesimir de ler. orden de )J.t.R.: N:.r.g_ ( e ) 
WII 

Operador de Casimir de 20. orden de ..ul~: 

( c) (1 .32)Operador de Casim ir de SPUl,. 

Operador de Casimir de SUt ( d ) 

Operador de Casimir de Rt ( e) 

CK'tC' SUd 

Por un simple desarrollo algebraico se encuentra : 

( 1.33) . 

Ante todo, como estamos trabajando con operadores de creaci6n del t ipo 

b+..a~ can un 5010 fndice disponible, recordamos que la R. l. de AA:z.!l. queda es

pecifi cada po r un salo namero ( n) y la de SpUl. también por un solo número ( v) . Er;..
!ly

tonces, debido a ( 1.33 ), vemos que un conjunto de funciones de on da es una S. R. l. de 

e.u 
J 2. , lo es eutom6ticemente de e~r2.A' porque ocnociendo el eigenvelor de c:."l.,;) 

ocnocemos el de ~ ; por otro ledo ( 1.33 ) muestra que si -;$ estd ocloectado ocn 

el sen iority, el eigenvalor de ~ del gnJP,O simpléctico también lo es taro • 

Adem6s ( e) muestra que conociendo el eigenvalor de So se conoce el 

del operador de Casimir de ler. orden de .Ál".D. ,que es el número de partrculas en ambas 

cosos. 
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Operador de Casim ir de ler. orden de )).t.R. : 

Operado r de Casimir de 20 . orden de lt1.Q.: 

Operador de Casimir de S P1Q. 

Operodor de Casim ir de SU}. 

Operodor de Casimir de Ro!. 
(R'tC SU,, ) 

Po r un simple desarrol lo a lgebraico se encuentra : 

( c) (1 . 32 ) 

( d ) 

( e) 

( 1.33) . 

Ante todo , como es tamos tra ba jando con operado res de crea c i6n del tipo 

b+ ..... 
.... con un solo rndi ce disponi ble, recordamos que lo R. J. de AA 2.~ queda es -

pecificada por un solo ndmero ( n) y la de SP2n tambi én por un solo ndmero ( v ) . E'2.. 

tonces, debido o ( 1. 33 ), vemos qu e5~n conjunto de fun ciones de on da es una B. R. l . de 

su e c.. 2 
2. , lo es autom6ti camente de ~'r2.A ' po rque conociendo el eigenva lo r de ,;) 

conocemos el de i ; por otro lado ( 1. 33 ) muestro que si -S est6 oor.e ctado con 

el seniority, el e igenvalor de ~ del grupo simpl éc tico tambi én lo es tará • 

Adem6s ( e) muestro que conociendo el e igenvclor de So se conoce el 

del operador de Casimi r de ler. o rden de )J't~ ,que es el m:íme ro de pa rtl'culas en ambos 

CQ30's. 
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Con lo anterior se ve entonces que es enteltlmente equivalente clasificor 

o por la cadenalas funciones de onda por la cadena 

Recordemos que en la secciÓn I se habran introducido los generadores 

S"'U~. pidiendo que conmutaran con el invariante 1de la eco (1.16); 

pero 1es proporcional a Si.. Entonces [A....... ', 5 41=O • Se puede verifi

car dE' inmediato que 

( 1.34 ) • 

Si los generadores de un grupo G conmutan con los de un grupo H y 

los operadores de Casimir de G se pueden expresar en ténninos de los de H, se dice que 

G Y H son complementa-rios. Entonces el grupo SU!, del cuasispin es complemen

6) 
ta rio del grupa simpléctico SP'J'l. Un buen ejemplo de esto se puede encontrar 

en la ref. 7), en donde se obtiene el grupo complementario del grupo r{ 3 de rotacio 

nes en el espacio frsico; ese grupo complementario resulta ser un grupo de l.orentz. 
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Con lo an te rior se ve entonces que es enteramen te equi va lente c1osifi cor 

los fun cio nes de onda por la cadena o por lo ca deno 

Recordemos que en lo sección I se hab ron introduc ido los gen erodores 

SP1.Q. p idi endo que conmutaron can el invari ante 1 de lo ec o (1 . 16); 

pero t es proporcional o Sol' Enton ces [A ... ""', s41 = O • Se puede verifi-

cor de inmediato que 

( 1.34 ) . 

Si 105 generodores de un grupo G conmutan con 10$ de un grupo H y 

los operado res de Casim i r de G se pueden expresa r en t~nninos de 10$ de H, se dice que 

G Y H son compl ementCl1'io s. En tonces el grupo SU!, del cuosispin es complemen-

torio del grupo simpl écti ca S 6) P'I,J'l . Un buen e j emplo de es to se puede ence ntro; 

en la ref. 7), en donde se obt iene el grupo complementario del grupo íZ3 de ra tocio 

nes en el espacio fTsico; ese g rupo co mplemen ta rio resulta ser un grupo de lorent~. 
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3.- El grupo auxiliar. .R4 A 

Como se menc iona en la ref . 9), se puede encont~r un grupo que conten 

go al producto directo de los dos grupos complementa rios Sp2.J1. y 

ello vamos Q definir los siguientes ope~dores : 

r:;()+
\M~(= 

- b~ b~J ( a ) 

( 1.35 ) • 
, IN,rl) ~ b!AA' ::. W\'b ( b ) 

Uti I izando el rnd ice 

( 1.36 ) 
• 

con f:.~) , . . ) Q.,n ( r- '> O siempre), podemos defin ir los opern 

dores 

( o ) 

( b ) ( 1.37 ) • 

( c ) . 

nSi calculamos las reglas de co '11 utaci6n de los Qp eradares ( 1.'37 ), 

obtenemos: 
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3.- El grupo auxiliac R4 ,n, • 

Como se menciona en la ref. 9), se puede encontrar un grupo que conten-

9'l al praducto directo de los dos grupos complementa rios s U~ . Para 

ello vamos a deFinir los siguientes operadores: 

~+ -\M~/= b~ b~, ( a ) 

[f) ~ 1Al' I~ 
( 1.35 ) . 

- b b WI' - ( b ) 

lJti I izando el rndice 

( 1.36) 
• 

con ( r- ,. O siempre), podemos definir los opera-

dores 

( a ) 

( b ) ( 1. 37) . 

( c ). 

Si calcularros las reglas de co n ~lutoci6n de los operadores ( 1.37 ), 

obtenemos: 
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[ A M' A;;1'] :.M, PI 

_ lA M' ,,""M' 

- Ji ~M OM 

(1 .38), 

donde M = -:¿.n) ... J - ~ J ~} .,. } !l n. . 

Se demuestra en la ref. 5) cap. 5 Y apéndice I que ( 1. 38) son los reglas 

de conmutaci6n de un gru po ortogonal de 4-!2. dimensiones, que designaremos como 

Utilizando las defin iciones de los generadores 

de 5 p2..tI. . y S~ de SU Z ,se puede demostrar: 

( 1.38 ) , 

~'_ lA ~' 
/\ ( 1.39) ,lA -11'l.r 
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[ A M' A,q, ] M, M 

( 1.38) , 

Se demue5tro en la re f. 5) cr,;¡p. 5 y apéndi ce I que ( 1.38 ) son las reglas 

de c:onmutadón de un gl'\J pa ortogona l de l+!2.. dimension es, que de5 ignaremo5 como 

\. 

\Al I 

L ~ 

Utili~Qndo 105 defin iciones de 105 generudo res 

de 5 p2..a. , Y S~ de S VZ¡5epuededemostror : 

A ~'_ lA )A' 
i)... - Ii~r 

( 1.38 ), 

(1.39) , 
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con f ::. 1M +SL + 1; ">'" O 

l as ecs. ( 1.38 ) y ( 1.39 ) muestran que y son 

sub grupos de R 4n ¡ como Sp2..n y S Ut son disjuntos, entonces 

contiene a su producto directo. 

Podemos entonces escribi r la siguiente cade na de grupos y subgrupos, que 

llamaremos cadena de Helmers : , 

(".) ( ".) 

lR~n.. ::> S'p:¿,n x. S U2, 
HElMERS U U ( 1.39 ), 

R.~ Rz. 
(:¡) ("") 

'~ que puede contrastar con la de Racah : 

<Y\) ( ....) ("J) 

RACA H )J... '2. A. ::::> S'r'Ul. "::> R3 . ( 1.40) • 
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con f- ::. 1M. +.n. +~ "> O 

Las ecs. ( 1. 38 ) Y ( 1.39 ) muestran que y san 

subgrupos de R 4 .n ; como Spz..n y S Ut son disiuntos, entonces 

contiene a su producto directo. 

Podemos en tonces escri bi r la sigu iente cadena de grupos y subgrupos, que 

llamaremos cadena de Hel mer.; : , 

(v-) ( 17) 

R~~ ::> Sp2..n X ~ U~ 
HELMERS U U ( 1.39 ), 

R.1 R2. 
(j) e ... ) 

s~ 
que puede contrastar con la de Racah : 

<f\> ( .... ) (1) 

RACAH }J.. 'lA :::> SPUl. :::> 1'<3 . ( 1.40) . 
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4. - Operadores tensoriales en el cuasiespacio. 

Uno ventaja muy grande de la cadena de Helmers sobre lo de Racah estó en 

e l cólculo de los elementos de matriz de algunos operadores. Si un operador es un tensor 

irreducible frente a un grupo G ya un subgrupo H en la cadena G :::> H y quere

mos calcular sus elementos de matriz respecto a funciones de ondo clasificadas en la cad=. 

no de grupos G ::> H, podemos apl icor el teorema de Wigner - Eckart y la dependencia 

en e l rengl6n aparecero exclusivamente o través de un coeficiente de Wigner en lo cade

no G::> H. Ahora bien, si se tiene un tensor irreducible en lo cadena M'2..Q. ::> SpzJt) 

el teorema de Wigner - Eckart nos doro un coeficiente de Wigner en eso cadena, coefi-

ciente que, en general, no se conoce. Pero sobemos que ese operador también es tenso r 

irreducible en lo cadena S Ut :::> R1 y aqur el coeficiente de Wigner es un coefi

ciente de Clebsch - Gordan ordinario del grupo de rotaciones. 

Procedemos entonces o señalar algunos operadores que son tensores irred;:. 

cibles en el cuasi espacio. 

Calcularemos, ante todo, los reglas de conmutación de los generadores 

5,,-, S.) 5 .• del cuasispin, con los operadores de c~ci6n y de aniquilaci6n bTIM. ' 

• Se obtiene: 

[S.,b+... l :. O [S~) bw.J :. - 1- b~
([ 

- ~[50 ) b+~] ~~ [SO) bW\] ---
~ 

6~ 
~ ~ 

[5. 1 ) b+W\] ~ ~ b.. [5_ 4 } b",,] O 

( 1.41 ). 
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4 ,- Ope radores tensoriales en e l cuosiespacio . 

Una ,¡en toio mu y grande de la cadena de He lmers sobre la de Racah es t6 en 

e l cclc ulo de lo s e lem E1~to$ d" rlOt;iz de a lgunos operadores . Si un operador e, un l en50 r 

'rreducible frente e un grufY.J G ~i a un SUbg"JpO H en la cadena G :::> L ' " , 

mas calcu lar sus e lemento" d e: motri z respec to a fu nc iones de onda clasificadas en la cad.:. 

na de grupos G => H, pod emos epi, car e l teoremQ de Wigner - Eckart y la dependencia 

en e l rengl6n aparece n:i e:<.c lusivamente a través de u,-¡ coeficiente de INigner en la cade ~ 

na G ::> H. Aho ra bi en" , se t iene un tensor irreducible en la cadena M'2.JI. '::> S/='z.t!. J 

e l teorema de Wigne r - Eckart nQs darel un coeficiente de Wi gner en eS'.J cadena, coe fi--

ciell!'" qu e , en general, no se conoce . Pero sabemos que ese o perador también es tensor 

irreducibl e en la cadena S Ul. :> R1 y aqur el coeFicie nte de Wigner es un coefi ~ 

c i ent.~ de Clebsch - Go rda n ordinario del grupo de "l raciones. 

Procedemos ento nces a señalar alguno , operadores qu e son tensores irred~ 

cibl es en e l cuasiespa c io . 

Ca lcularemos, ante todo, las reglQs de conmutaci6 i1 de los gen e rado re, 

S ... , S.; S-t del cuas ispin , con 105 operadores de c rec ción y de ani qu ilación bTIM.. ' 

• Se obt iene : 

[ s{ 1 b+il\] ::. O [S~) b~J _.L b+-
([ IV. 

[So) b+M 1 !.~ [SO ) b ~J ': ~ 6~ --
~ ~ ", 

[5. 1 } 6+~J ~ ~ b~ [S-4) bw.] O 

( 1.41 ) . 
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Las reglas anteriores muestren ( ref. 3) ec . 5.5 ) que los operedores de 

erección y de aniquilación de Fermi son tensores de orden 1/2 en el cuasi espacio : los 

operedores de erección tienen componente 1/2 y los de aniquilaci6n, -1/2. Indica 

1i,....remos con un tensor irreducible en el cuasiespacio, donde el rndice ~ es el 

orden del tenso r y M es su proyección. Con esta notación podemos escribir : 

'- - T·D.... - - -
~ 1 

( 1. 42 ) 

· t 

Si adem6s queremos especificar, en un tensor dado, sus prcpiedades de trensfonnaci6n 

frente a R3 ' usamos la notación: T:fM )-k ~ , que frente á 'Rj se t rens

forme como un tensor de arden k y proyección q. Con esta notación tenemos : 

b~ 
~ 

- T!..!.)~W\
1 lo 

( 1. 43 ) • 

b~ 'Ti-¡J~'M 

Con estos tensores de orden 1/2 podemos construir, por acoplamiento di-

recto, escalares y vectores en el cuasi espacio . 

Podemos constrvrr de inmediato un escalar en el cuosiespocio de la man!. 

ro siguiente : 
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Las reglas anteriores muestran ( ref. 3) ec. 5.5 ) que los operadores de 

creaci6n y de aniquilaci6n de Fermi son tensores de orden 1/ 2 en el cuasiespocio: los -

operadores de creaci6n tienen componente 1/2 Y los de aniquilaci6n, -1 / 2 . Indica 

remos con 1iM un tensor irreducible en el cuasi espacio, donde el rndice :! es el 

orden del tensor y M es su proyecci6n. Con esta notaci6n podemos escribir : 

( 1.42) 
1- _ T. , 
V... ---
~ ¡ t 

Si ademds queremos especificar, en un tensor dado, sus propiedades de transformaci6n 

frente a R3 ,usamos la notaci6n : , que frente á 'RJ se trans-

forme como UA tensor de orden k y proyecci6n q. Con esta notaci6n tenemos: 

( 1.43) . 

Con estos tensores de orden 1/2 podemos construir, por acoplamiento di--

recto, escalares y vectores en el cuasiespacio. 

Podemos construrr de inmediato un escalar en el cuasiespocio de la man~ 

ro siguiente: 
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( 1.44 ) 

La pa rte encerrada en e l par4ntesis cuadrado es el generador del 

grupo simpl~ctico SP1.J'l que, de acuerdo con ( 1.34 ), conmuta con los generad':. 

res S, de l cuasisp in¡ entonces Too es, efectivamente, un escalar en e l cuasies~ 

cia. 

La expresión ( 1.44 ) se indicó simp lemente con Too , porque no tiene 

prapiedades irreducibles de transformación frente a 'R.) ¡ m6s ade lante nos interesar6n 

expresiones acopladas a momento angular total definido. Vamos a anal izar los siguientes 

operadores 7): 

s...~ == -Jf [b- b]l.~ -tdl. 
--,fA Lb 6J~

1 ~ 
( 1.45 ) , 

- 23 -

( 1.44 ) 

La parte encerrada en el par~n t es i s cuadrado es el generador del 

grupo simp l4c tico SPl~ que, de acuerdo co n ( 1.34 ), conmuta con lo s gene rad~ 

res Sl de l cuasisp in¡ entonces Too es, efecti vamente, un esca lar en e l cuo siesp<:. 

cio. 

La expres ión ( 1.44 ) se ind ic6 simp lemente con Too ' po rqUi: no t iene 

prop iedades irreduc ibles de tronsfo rmoc ión fren te a 'R.] ; mds ade lante no. interesardn 

expres ion es acop ladas a momento angular t<l ta l d.finido. Vamos o anal ilOor lo ; sigui entes 

operadores 7): 

s, .. ~ = -* [b" b ]I..~ -f dl , 

lb 6J~ 
~ 

.{A 
--

1 
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donde 

[b+b+J =¿ <-j' j' ~t tu~ I~~> b: b+u,t
ft ~ -tl1z. 

Lb+ bJ"1 =LZij rt\,~~ l-l~> b'¡"~~ b~:t 
( 1.46) ,

~1Il1. 

las 3 ca'ltidades ( 1.45) son, desde luego, tensores irreducibles en el espacio ffsi co de rot~ 

ciones, de orden k y proyecci6n q. Varoos a analizar sus propiedades de transronnac i6n 

frente al cuasispin. 

Si k es non, entonces , debi 

da a las reglas de simetña de los coeficientes de Clebsch - Go rdan y o los reglas de ont~ 

c:onmutaci6n de 105 operodores es di fe rente 

"de ce'O. Si calculamos los conmutadores oon los generodores del cuasispin, obtenemos: 

[5.) Sofl,] -::. O 

[50) Sol,] : O ( 1.47) ,k non 

[S_i }So l~1~ O 

elCpre5iones que indican que Soft. ':¡. oon k non es un escalar frente al cuasispin . 

Si k es par, se t ienen las siguientes reglas de oonmutaci6n : 
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( ¡ .46 ) 

IJB 3 ca'ltidades ( 1.45) $01'1, desde luego, tenso res irreducibles en el espacio frsico de rot:: 

dones, de o rden k y proyec c i6n q . Varoos a analizar sus propiedades de tronsfonnaci6n 

frente al aJQ5ispin. 

Si k es non, entonces I debi 

do a las reglas de simetrl'a de los coefici entes de C lebsch ~ Gordan y a las reglas de ant~ 

conmutac ión de I~ operadores es di ferente 

"de cetO . Si colculCllnOli los c:onmutadore5 am los generadores del cuasispin, obtenemos: 

[5.) Soft,] ~ O 

[5o~ Sal,] : O 

[S_ .. J Sol~l ':. O 

( 1.47 ) , 

elIpre\iOfIes que ¡ndicen que 5 0-- ':(. c:on k non es un escolar frente al cuasispin. 

Si k es par, se t ienen los siguientes reglas de c:onmuttlc i6n : 
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[s~ }Si ,,-,1 ': o j [54 )So,,~l:. -S-tl, i ['5() S.i',J': -S.?i~ 

k [~o} Sil,]: Sil~j [So J Sol~J:: b j [50) S.ll~]:-S.ii9. 
par 

[S.e ) 5 4l,] : Sol\i [S.t) Sel,]:: S.il, i [ 5_, }S.i ld:: O 

( 1.48 ) , 

Estos conmutadores indicon que St ~~ , So"'~ 

con k par son las 3 componentes de un vectar en el cuasiespacio. En particular, si k:: O, 

las expresiones ( 1.45) se reducen exactamente o las definiciones de 54) So J S _, , 

que, como sabemos, son las 3 co~nentes de un vector en el cuasi espacio • 
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[s~}s" ... ,l -= O j [54 ISo~~l:.-S~~; [S,,) 5_1., J:. -S.;¡,~ 

k [~O J S~l,]: S1l,j [S. 1 Sol~J; O j [So ) S-Il~]: - S_1 i«i 
por 

[5_1 ) S~l\J -:. So"~i (S_t ) Sol, J : 5_1l1 j [5_ 1 } S-ia.d =- O 

( 1.48 ) , 

Estos conmutadores indicon que S 1 fI.~, So Il~ 

con k par son 105 3 componente:; de un vector en el cuasiespacio. En particula r, si k = O, 

105 expreione:; ( 1.45) se reducen exactamente o Igs defi nicione5 de 5. J So ~ 5_, ' 

que, como sobemos, son los 3 co~nentes de un vector en el cuasi espac io • 
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5.- Generol iza ci6n del cuasispin a va ri as capas 2), 7). 

El trotamien to anterior se llevó a cabo para una sola capo ".t i (vease 

fi g 1) por simplicidad. En un pro bl ema fl'sico hay necesidad de considerar, en generol, 

mez cl as de configu roci6n , hecho que nos ll eva a la necesidad de generalizar la definición 

de cuas ispin . Desd e luego, la no taci6n mds precisa para los operadores de creación serra 

; por simp licidad en la escri tu ra los :ndicaremos con 

cuando hubie re conFusi6n, po rque la misma ¡corresponde (l niveles con distin 

tos, dist ingu iremos esos niveles con una prima , una do ble prima, etc.; por ejemplo, se -

sobreentiende qu e 1/2, 1/2' , 1/2 " son estados de i =1/2, pero que provienen de V y 

diferentes. An610gomente usaremos la notaci6n paro indicor los gene~ 

dores del cuasispin en la capa i, con la misma convenc i6n del p6rrafo anterior. En la 

nueva notaci6 n escribimos en tonces los generodo res del cuasispin en la copa i : 

( 1.49 ) , 

, como antes ydonde 

es el operado r de número en la capa i . 

Un hecho mu y importan te es que los generadores S,J corwnuton con 

los generadores . 5"1' de una capa dife rente y, como ya sabemos, dentlO de una co

po S,j tienen las reg la s de co nmutac i6n ordinarias del momento an~lar. O sea : 
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5 . - Generalización del cuasispin a varias capas 2), 7). 

El tratamiento anterior se llevó a cabo pa ra una solo capo "I1.t i (vease 

Fig 1) por simplicidad . En un problema Frsico hay necesidad de consideror, en gene~l, -

mezclas de configuración, hecho que nos lleva a la necesidad de gtlrleralizar lo definic i6n 

de cuasispin. Desde luego, la notación m6s precisa para los operaoonss de Cre<JCÍCSn serra 

; por simplicidad en la escritura los :ndi caremos oon b~", 
cuando hubiere confusión, porque la misma i corresponde a niveles oon V ,.t distin 

tas, distinguiremos esos niveles con una primo, una doble prima, e tc .; por ejemplo, se --

sobreentiende que 1/2, 1/2' , 1/2" son estados de i :: 1/2, pero que provienen de V y 

diFerentes. An610gamente usaremos la notación para indicar 105 gene~ 

dores del cuasispin en la capa j , con la mismo convención del p6rrafo anterior. En lo 

nueva notación escribimos entances los generadores dd cuasi~in en lo capa i : 

( 1.49) , 

donde , como antes y 

es el operador de número en la capa i. 

Un hecho muy importante es que los generado res S'S oonmutan oon 

los generadores . S"l' de una COpa di Ferente y, corno ya sobemos, dentro de una 00-

tienen las reglas de conmutación ordinarias de l momento angular. O sea : 
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[5_~j , S.rJ: Soj 0jj' 


[5o~, S4j/] :: S~j 06jl 


( 1.50) .[So~ , 5.~j/1:- S_4j ~jl 

And logamente, los operadores de creación y de aniqui lación 

., .~ 
so n esca lares frente al cuas iespacio de una capa ~ ~ j y son las dos 

componentes de un tensor de orden 1/2 en el cuasi espacio de la capa i . O sea: 

[SAjl , b+6~.,J ': O' [S~~I , 6~~] =-~ b+~1M dJ'~' 

[ Soj/' b~Yf\J:: ~ b~~ dH' j [SOit , bi'M] :: -!. b· ~ .. 
o ú .t J~ ~~ I 

l5_~j/, 6~~'tJ:~ b~,"" ~jY j [S.4j/, bl ",,] ': O 

( 1.51 ) • 

Con esta nueva notación 5~j) podemos escribi r la ec. ( l . 'lJ ) que 

c. \. . 
defi ne el cuas ispi n .,J de la capa i de la manera siguiente: 

( 1.52) 
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[5_~~ , S.j' ] = Soj Ojd' 

[ So~ , S4 ~/ ] : S~j 06jl 

[So~ , :;-~j/l:- S_fj ~J' 

Andlogamente, los ope radores de creación y cie ':Jn iqu ilación 

/ ... 4' son escalares frente al cuasiespac io de una capo <.! ~ d 

( 1.50 ). 

y son las dos 

componentes de un tensor de orden 1/2 en el cuasi espacio de lo capa i. O sea : 

[SAjl , b"'~Yr\J -: O' 

[ Soj/ ' b~~J ~ ~ b~~ dH' j 

l S_q, 61W\J = ~ b~M ~j j' j 

( 1. 51 ) . 

Con esta nueva nota ción 5~~ ) po demos escribir la eco ( I . ll ) que 

t. 
define el cuasispin 5 de la capa i de la manera sigu iente: 

( 1.52) 
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N6tese que en la ec . ( 1.50 ) se muestra que los generadores del cuasispin 

para capas diferentes san independi ent es; por tanto se puede t raba jar con e llos exacta meo:: 

te como se trata n los gene radores del momento angular o rd ina rio de part rcul as difere ntes . 

En part icu la r, si tenemos un pro blema con c copos, podemos hab la r de un es tado con 

cuasispin 1. y proyecci6n M4 en la capa 1, cuasisp in -:foz. y proyecci6n M~ 

en la capa 2, etc., hasta un cuasispin 6c, con pro yecci6n Me en la úl t ima capa c. 

Ind ica remos este estado con e l ket 

( 1.53 ) , 

donde J es el momen to angular tota l del es tado y ex. es un número cu6nt ico extra 

que completa la c1asifi caci6n . Un estado como ( 1.53 ) significa qu e hemos clasificado 

los estados de una sa la po rtrcula de la fo rma si gu iente : 

su., ('¿)R 4Jl, =' SP:¡n¡ X 

U U 

rb~¡ (R ~) ~l« ) 

( 1.54 ) .. 

e 

donde n:;. ~ Q( y S 0.1 (4) es el grupo del cuasispin cuyas 
i:{ 

transformaciones s~ efectúan en el cuasi espocio de la capa i. 

Coma se explicó en los caprtul05 anteriores : 
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N6tese que en la ec . ( 1.50 ) se muestra que los generadores del cuasispin 

para capas diferentes son independientes; par tanto se puede trabajar con ellos exactame~ 

te como se tratan los generadores del momento angular ordinario de partrculas diferentes. 

En part icular, si tenemos un problema con c capas, podemos hablar de un estado con 

cuasispin j, y proyecci6n M. en la capa 1, cuasispin ¿1. y proyecc i6n M2. 

en la capa 2, etc., hasta un cuasispin &c, con proyecci6n Me. en la última capa c. 

Indicaremos este estado con el ket 

( 1.53) I 

donde J es el momento angular total del estado y ex. es un número cu6ntico extra 

que completa la clasificaci6n. Un es tado como ( 1.53) significa que hemos clasificado ~ 

los estados de una sola partrcula de la forma siguiente: 

~.) R 411. =::> SP,2,n, X 

U 
2)~¡(R~) 

S U~ (.i) 

U 

~l «) 

( I .54 ) ~ 

donde y es el grupo del C\Jasispin cuyos 

transformaciones Stl efechlan en el cuasi espacio de la capa i. 

Coma se explicó en los caprtulos anteriores : 
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( 1.55) o} 

Entonces el estado ( 1.53 ) tiene, en cada capa, un n6mero de partrculas y 

un seniority definidos. Por tanta podemos escribir el estado ( 1.53) de la forma siguiente: 

oo~ Aa. 0n. _> ( 1.56) o 

\ 
~4 ~ J ~'1 "2, ) o o o ) ~~ ~ } ~ J 

De ( 1.56 ) se ve claramente ""e la cadena de Racah correspondiente o este tipo de esto" 

dos es : 

( 1.57 ) 

Los funciones de onda clasificadas por la cadena anterior diagonal izan 

exactamente una porte muy i"lJOrtante del hamiltoniono: la parte que corresponde a lo 

separaci6n original de los n.iveles i (vease fig I ) de una sola partrcula ("single."article 

splitting"} y que se puede escñbir as7: 
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J ( 1.55 ) . 

Entonces el estado ( 1.53) tiene, en coda capa, un número de part rculas y 

un senior ity definidos. Por tonlo podemos escribir el estado ( 1.53 ) de lo forma si gu ¡ente: 

( 1.56 ) . 

0'" ( 1.56 ) se ve cla ramente que le cadena de Racoh correspondien te a este tipo de esta-

( 1.57 ) 

Las funciones de onda clasificcdos por la ccdena anterio r diagonali :wn -

exactamente una parte muy irJllOrtante del hamil toniano: lo parte que corresponde a la 

sepa ración original de los n.iveles i (vease fig I ) de una sola partrC\lla (lrsingle-pa rti de 

spl itting") y que se puede escñbir as7: 
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( I .~),~ps 

donde é~ es la energra del ~ i vel j . 

El operodor ( 1. 58 ) es diagonal respec ta a los funciones de onda ( 1.53 ) 6 

( 1.56 ), ya que en e ll as el ndmero de part rculas en cada capa es buen numera c:udntico. 

Se mencion6 anteriormente que la cadena ( 1.39 ) o su ~ivolente ( 1.40 ) 

diagonaliza exactamente en 1 capa la parte del hami ltoniana llamada "interacci6n de apa_ 

reamiento", que se ¡" rotard en detalle en el caprtulo si guiente. Se expl icó que esto se de

be a que la fuerza de apareamiento se puede expresar en tE!nninos deI( eco (1.14 » y su 

tronspuesto conjugodo, que son invariantes frente al grupo • Entonces los . 

estados ( 1.53) 6 ( 1.56) diagonal izan no s610 Ws p• sino también uno fiJeno de opCI_ 

reomiento expresable exclusivamente en térm inos de los invariantes I, 11' para cada 

~no de las capas; es una fuerza de apareami ento cortada, incapaz de posar partrculas de 

una capo a otra. Si se tiene uno fuerzo de apareamiento general, que inclusive puede ~ 

sor portrculas de uno copo o ó tro, entonces un estado como el ( 1.56) no puede ser un 

eigenestodo de eso interacci6n , porque ésto alterarra e l n(jmero de partrculos en coda copo. 

Se verd en el capM-ulo siguiente que se puede d iagonal izar exactamente uno interacción 

como la descrita, si nuestro cadena de grupos con ti ene a l grupa Spu. , donde 
e 

.Q. :. 5'. Q¡ " en la cadena de Racah o bien a su grupa complementaño 
t;t 

SU2. en la cadena de Helmers . Este grupo 5 U1 e fect(ja transformaciones por el 

mismo dngulo en todas las copas simultdneam ente . N6tese que las transformaciones del 

de ( 1.54) son andlogc ~ a los que se efectuorlbn con el grupogrupo 

R~ ordinario sobre las coordenados de lo partrcula i, en un sistema de e partrculas; 
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w''pS - ( 1.5!I) , 

donde éj es la energra del nivel j. 

El operador ( 1.58 ) es diagonal respecto a las func:iQf\e$ de onda ( 1.53 ) 6 

( 1.56 L ya que en ellas el n,jmero de partrculas en cada capa es buen nunero cu4nrico. 

Se mencion6 anteriormente que la cadena ( 1.39 ) o su efJ'ivolente ( 1.40) 

diagonaliza exactamente en {capa la parte del hamiltoniano lI amo.da -interacción dea~ 

reamiento", que se l" ratard en detalle en el caprtulo siguiente. Se explic6 CJle esto se de-

be a que la Fuerza de apareamiento se puede expresar en télminos de I ( eco ( 1.14) ) y 5U 

transpuesto conjugado, que son invariantes frente al grupo • Entonces los 

estados ( 1.53) d ( 1.56) diagonal izan no s610 W sps sino tambi~ una ruerza de apa_ 

reamiento expresable exclusivamente en términos de los invariantes I J 1t 
para c:ada 

una de las capas; es una fuerza de apareamiento cortada, incapa z de pasgr partrculas de 

una capa a otra . Si se tiene una Fuerza de apareamiento general, que inclusive puede ~ 

sar partrculas de una capa a ótra, entonces un estado como e l ( 1. 56) no puede ser un -

eigenestada de esa interacci6n, parque ésta alterarra el ntímero de partrcu/as en coda capa. 

Se verd en el capnulo siguiente que se puede diagonal izar exactamente una interacd6n -

como la descrita, si nuestra cadena de grupas contiene al grupo SP2JZ.' donde 
e 

..Q. = ¿. Q¡ en la cadena de Racah o bien a su grupo complementaño 
l.t 

SU 2. en la cadena de Hel mers. Este grupa 5 U1 efecttía transfonnaciones por el 

mismo 6ngulo en todas las capas simul tdneamente. N6tese que las transformaciones del 

grupo de ( 1.54) son andl0 9<':1 a las que se efectuarlbn con el grupo 

R~ ordinario sobre las coo rdenadas de la partrcula i, en un sistema de e partrculas i 
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las tronsformaci~nes del gru po SUl. que se acaba de mencionar son ond logas a las que 

se efectua rran ( en nuestro ejemplo de c partrculas ) simultdneamente sobre las c partrcu

las, por e l mismo dngu lo en todas . 

En esta clas ificación el ket correspondiente es : 

(1 .59), 

donde J representa el momento angul ar total; o() ¡3 sirven paro clasificar totalmente el 

estado I -:5 es el cuasispi n tota l de l sistema, obten ido acoplando vectoria lmente los 

cuasisp ines individuales de la s diferentes capas y M es la proyección de -8 
De nueva, por anal ogro con el caso de l momento angulor ordi nario de e 

portrculas, podemos escrib ir inmediatamente los generodores de l cuasispin total del sistema 

de la fo rma siguiente: 

( 1.60) . 

Desde luego $, ) So, S_{ tienen los reglas de conmutación ordinarios de l momento 

angu lar. Usando la notaciÓn de ( 1.59 ), M serd el eigenvalor de So : 

( 1.61 ) , M= 

donde n es ahoro el n~mero total de partrcu las y..a... la degeneroci6n total i 

serd el eigen valor de 
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las transforma c ion es del grupo SU.4. ql.le se acaba de menc iona r so n and loga s a las gue 

se efec tuarran ( en nu estro ej em plo de e partrcl.llas ) si mul tdn eamente sobre las c pa rtrcu-

!as, po r el mismo dngulo en rodas. 

En es ta clol ificacidn e l ke~ correspondi ente es 

( 1.59 ) I 

donde J rep resenta el momento angular toto [; o/ ) ~ si rven para closificar totalmente el 

esrodo, -:5 es el cuos isp in totol del sistema , obt enido ,xoplando 'fec toriolmente los 

Guasispines individl.loles de 101 diferentes copos y !v\ es lo proyecciÓn de -8 
De nl.levo , por anologra con el caso del momento ongular ordinario de c 

pa rtrCl.llas, podemos escribir inmedia ta mente los gene;,adores del cl.lasispin total del sistema 

de la forma siguiente: 

( 1.60) . 

Desde luego $, ) So, $-1. tien en los reglas de conmuta cic:ln ordinarias del momento 

angular. Usando lo notaciÓn de ( 1.59) , M serd e l eigenvalar de S~ 

M= ( 1.61 ) I 

donde n es ohora e l ndmero tota l de partrcu los y !L lo degenerac ión total i 

serd e l eigenva lor de 
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( 1.62 ) 

y 

~ = SJ...-v 
~ ( 1.63 ) • 

A la cantidad V de (1.63) le llamaremos seniority vectorial total del sistema, porque 

se obtiene acoplando vectorialmente los cuasispines de todas los capas; llamaremos simpl~ 

mente seniority total 7), 10) o seniority algebroico a la suma algebroica de los senio rit ies 

de todas las capas y lo indicaremas con v : 

( 1.64 ). 

Un estado como el ( 1.59 ) proviene de la siguiente clasificacidn de los es -

todos de una sola partrcula, en la cadena de Helmers : 

(Y\ ) 

?Rt 

( 1.65 ) 
) 

y 

~ = SL-V 
:t 
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( 1.62) 

( 1.63). 

A la cantidad V de (1.63) le llamaremos seniority vectorial totol del sistema, porque 

se obtiene acoplando vectorial mente los cuasispines de todas las capas; llamaremos simpl~ 

.. I 7), 10) .. lb· 1 1 b· dI· .. mente senlorlty tata o senlonty a ge ralco a a suma a ge ralca e os senlontles 

de todas las capas y lo indicaremos con v : 

( 1.64 ). 

Un estado como el ( 1.59 ) proviene de la sigu iente c1asificaci~n de los es -

todos de una sola partrcula, en la cadena de Helmers : 

(v) 

S U1. 

( 1.65 ) 
} 
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donde las cantidades entre paréntesis indican los números cuánticos a los que da lugar cada 

grupo. Nótese que la presencia de los grupos hace que el seniority Sfzn.. 
l 

de cada capa 	esté definido. 

La cadena ( 1.65 ) es equiva len te a la cadena de Racah sigu ie nte: 

( 1.66 ) , 

cadena que, por la ausencia de la pa rte ( que sr aporece en 1.57 ) , 

ha ce que e l número de portrculas en cada capa no sea buen nlJmero cuántico . 
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donde los ca ntidades entre paréntesis indican los números cu6nticos o los que do lugar codo 

grupa . Nó tese que la presencia de los grupas hace que e l seniority 

de cado capa esté definido . 

La cadena ( 1.65 ) es equival ente a la cadena de Racah sigu iente : 

( 1.66) , 

~adena que, par la ausencia de la parte ( que sr aparece en 1.57 ) , 

hace que el número de partrcul as en cada capa no seo buen nCime ro cu6nt ice. 
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6. - Construcci6n de las eigenFunciones del cuas ispin. 

Si una func i6n de onda de part rcu las idénticas es base paro una 1\. l . de l 

grupo SU!t, del cuasispin, autom6 ti camente lo será de l grupo simp léctico complementaria . 

Constru iremos entonces las funciones de onda co n seniority y número de partrcu las defini

dos pidiendo que seon eigenfuncio nes de l cuasisp in y de su proyecci6n . 

Empezaremos con el problema de una so la capa. Querer construfr una fun

c i6n de onda de n partrculas y senio ri ty v, corresponde a pedir que su cuasis¡)in -S 
y su proyecci6n M valgan: 

8:. ..o..-v M= ( 1.67) . 
J¡ 

Como M es proyecci6n de J) vemos que v "es pa r si n es par y 

v es no n si n es non i adem6s O ~ Ir ~ "r1. 

Para empeza r, podemos construrr la funci6n de onda con la ~ pedida y 

da proyecci6n mfn ima : 

( 1.68 ) 
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6 . - Construcción de los eigenfunciones del cuasispin . 

Si uno Función de onda de partrculas idén tica s es ba se po r.:¡ uno R. l . del 

grupo SU:t, del cuasispin, automóticamente lo será de l gru po sim pl éctico compl ementario . 

Const ruiremos entonc es los funcion es de onda con se niority y número de pa rt rculas defini-

dos pi d iendo que sean e igenFunciones del cuasispin y de su proy ección . 

Empelaremos con el problema de una sola capo. Q ue re r constru rr uno Fun

c ión de onda de n part,culas y seniority v, corresponde o ped ir que su cuas ispin -5 
y su proyección M valgan: 

M: ( 1. 67 ) . 

Como M es proyección de ¿ ) vemo; qu v es pc;¡r . i n es por y 

v es non si n es non; ademós O ~ 1r ~ 11. 

Para empezar, podemos conSTruir lo Función de o nda con lo -8 ped ido y 

de proyección mrnimo : 

( 1.68 ) 
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Pero esto equivale a tener v partrcu las con seniority v i o seo, v 

porti'culas sin que ninguna pareja esté acop lada a momento angul ar cero. Un estado de es 

te tipo es, po r e jemp lo, el sigui ente: 

2_n-v- M- 'V-n. , J... "'; ~V (.2.S+i-V)'" = 
O - --¡-' - --¡- ~~"" '/ 

( 1.69 ) . 

Es inmed iato verificar que 

( 1.70) • 

Este estado está acoplado al momento a ngu lar móximo posib l e con v 

¡ los demó5 momentos angu lares compatibles con pa rti'cula s : 

e l seniority ( <1 sea ta les que nunca se tengan pa re jas apareadas a cero ) se pueden obte 

ner, por ejemplo, por acop lami ento di recto mediante coeficien tes de Clebsch - Go rdan • 

Para este fi n se plolede también segu ir un proceso enteromente anólago a los 

pro cesos sistemót icos que han sido desa rrol lados paro la cadena de grupos 

)J~ ::> R.., ::> f(.3 36) . Hemos construrdo un estado de mrn imo peso en e l cuasispin , 

lo qu e signi fico un estado con el menor número posible de partrcu las, compatible con e l 
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Pero esto equivale o tener v port rculos con seniority v i o seo, v 

parti'cul os sin que ninguno pa rejo esté acoplado a rn_Jme nto angular ce ro. Un estado de es 

te tipo es, por ejemplo, e l siguiente: 

( 1.69 ) . 

Es inmediato veri fi cor que 

(1 JO) • 

E5te e5tado ",tá acoplado al momento angular máximo posible con v 

parti'culos : ; los demás momen~os angulares compatibles con 

el seniority ( <1 sea toles q,ue nun ca se tengan rl areias apareados a cero) se pueden obte-' 

ner, por ejemplo, par acoplamiento directo mediante coeficientes de Clebsch - Gordan • 

Paro e5te fin se plolede también seguir' un proceso enteramente análogo a los 

procesos sistemáticos que han sido desarrollados poro lo cadena de grupo;, 

M., ":) KT ::> R 3 36). Hemos construrdo un estado de mrnimo peso en el cuosi5pin, 

lo que significa un estado con el menor número posible de parlrculas, compaTible con el 
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seniority pedido. Para aumentar el peso, basta apl icar r~petidas veces el operador de 

ascenso S. ' has ta tener el peso pedido; o sea, a l estado ( 1. 69 ) le vamos agregando 

parejas de pa rtrculas acopladas a momento angular cero, hasta tener el n~mero pedido de 

part tculas . Recordemos que en el proceso no se altera el seniori ty, ya que [521
" S.] =0 . 

En el proceso tampoco se altera el momento angular, ya que S. tiene momento angu

lar cero. Enton ces un estado de n parttculas, seniori ty v y el mismo momento angu lar 

de ( 1.&1 ) es : 

( 1.71 ) . 

Nótese que el proceso seguido es el mismo que se usa en conexiÓn con el 

grupa Rl ordinario, si, dada una funciÓn de onda = n un cierto momento an gul ar y 

proyección mtnima, se quieren construtr los estados con todas las proyecciones pasib les . 

Si se tienen varias capas, e l proceso a seguir es en teramente a ndlogo, 

considerondo ahora el cuas ispin tota l ,.g y su proyección M . Pero surgen aqut 

algunos hechos interesan tes, que es conveniente visualizar antes bajo otro dngu lo. 

Consideremos un problema de dos capas y supongamos que queremos con.:. 

trurr los estados de cuasispin total definido acoplando estados de c~sispines individua 

les, usando coeficientes de Clebsch - GOrdan ordinarios. Por ejemplo, el "nico estado 

posible de seniority vectarial V= O y n parttculas es el siguiente: 
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seniority pedido . Para aumentar el peso, basta aplicar r!lpetidos veces el operador de -

ascenso S 4 , hasta tener el peso pedido; o sea, al estado ( 1.69 ) le vamos agregando 

parejas de partrculas a copladas a momento angular cero, hasta tener el nÓmero pedido de 

partrculas. Recordemos que en e l proceso no se altero e l seniority, ya que [ S2." 5. ]=0. 
En e l proceso tampoco se altera el momento a ngu lar, yo que S, tiene momento angu-

lar cero. Entonces un estado de n part rculas, senio rí ty v yel mismo momento angular 

de ( 1.69 ) es : 

( 1.71 ) _ 

NÓtese que el proceso seguido es el misma que se usa en conexiÓn con el 

grupo R l ordinario, si, dada una funciÓn de ondo -con un cie rto momento angular y 

proyecciÓn mrnimo, se quieren constru rr ¡os estados con todas los proyecciones posibles . 

Si se tienen varias "opas, el proceso o seguir es enteramente andlogo r -

considerando ahora el cuosispin tota l S y su proyección M . Pero surgen aqu r 

algunos hechos interesantes, que es conveniente visualizar antes bajo otro dngulo. 

Consideremos un problema de dos capas y supongamos que queremos con.:. 

trurr los estados de cuasispin total definido acoplando estados de c~sispines individua-

les, usando coeficientes de Clebsch - Gordan ordinarios. Por ejemplo, el Clnico estado 

posible de seniority vectorial V'= O Y n portrculas es el siguiente: 
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( 1.72 ) I 

donde ( capa 1) 

( capa 2) 

y 

Se ve que un es tado de seniority vectorial V= O sólo se puede obtener 

mediante estados de seniorities individuales ~: 0; o sea, nuestro estado tiene seniori ty 

'Ir: O (véanse las definiciones de seniority total v y seniority vectarial total V d~ 

pués de la ec. ( 1.63 »¡ entonces en ( 172) todas las parejas de partrculas estcln aparea

das a cero. 

Si ahora queremos un estado de seniority vectorial V='- y n partrculas, 

tenemos las sigu ientes posibilidades : 
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( 1.72 ) , 

donde ( capa 1 ) 

( capa 2) 

y ...Q 

Se ve que un estado de seniority vectorial V= O sdlo se puede obtener ~ 

mediante estados de sen io rities indivi dua les "í= 0; o sea, nuestro estado tiene seniority 

'1/" = O { 'léanse las defin iciones de seniarity total v y seniority vec torial total V des_ 

pués de la ec. ( 1.63 ); entonces en ( 1]2 ) todos los pareios de partrculas estdn aparea-

das a cero. 

Si ahora queremos un estado de seniority vectorial V=,- y n partrculas, 

tenemos las siguientes posibil idades : 
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'Di: 4 ",~4 .~ I"IT:~ 

~:1. "~~>,." ." r<~-~ n;-4 M.M~ I ~1 ft~ll>[Jt~-~ f.\9.ISl;-. ~~>. " 
_.~. h ~"'1. 7,-1, J'l-J, 

( 1.75 ) 

( 1.76 >. 

Vemos que un estado de sen iori ty vectorial V=.2 puede corresponder a 

seniorl ty v =O ó bien v : 2 i entonclI$, si bien los seniorities individuales 'ti¡ n06 

indi ¡;an el ndmero de pa rt rculas no apa readas en cada capa, el seniority vectorial V 

nI;) indi¡;o l.:Is partrculas no apa readas en todo el sistema; par ejemplo, en (1.73) 

V va le 2 y todas 10 5 po rtrculos estdn apareados; ni siquiera el seniority total algebra.!. 

ca v nos da esa informa ción ya que, en ( 1.75) v = 2 Y sin embargo, si i, fuera igvol 

a j 2 ' podrlbmos aparea r a cero la portrcula no apa reada de la primera copa con la par

tr¡;ula no apareada de la segunda. El senio ri ty algebraico nos indica simplemente ~ 

sumg de las partrculas no apa readas en las diferen tll$ capas. 

Veremos mds adelante que, asr como e l seniority ordinario en una capa 

c lasifi co los niveles de energlb debidos a la fuerza de apareamiento, el sen iority vlleto

rial V juega ese mismo papel en varias copas; ver~s sin embargo que V no es 

nllc~ariomente un buen ndmero cudntico en un problema fl'sico; veremos que en a lgunos 

cosos seld el seniarity algebraico v el que juegue e l papel de buen ndmero cudnt ico 10) . 

Desde luego todos los estados ( 1.73) .•• ( 176 ) se pueden obtener con 
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1Jj,: 4 V,: ( .~ 1'11": i) 
lSl.¡1, n~n~. -: I <~~-~ n;-4 M.M~I ~1 "~Jl)lJl~-~ f.i1.ISl;.4 ~\>- . 

- -~. ~ \ ~"' t s. ... ,. 11 -JJ 

( 1.75 ) 

( 1.76) • 

Vemos que un estado de seniority vectorial V= 2 puede corresponder a 

seniority v = O ó bien v ': 2; entonces, si bien los seniorities individual es v¡ nos 

indican el ntlmero de partrculas no apareadas en cada capa, el seniority vectariol V 

na indice 1.:15 partrculas no apareadas en todo e l sistema¡ par e jemplo, en (1 .73) 

V vale 2 y todas las partrculas estÓn apareados; ni siqui ero el seniority total a lgebro.!. 

ca v nos da El5a información ya qUII, en ( 1.75) v = 2 y sin embargo, si jI. fuero igual 

a j 2 ' paddbmos aparear a cero la partrcula no apareado de la primero capa con la par-

trcula no apareada de la segunda. El seniority algebra ico nos indica simplemente ~ -

suma de las partrculas no apareadas en las diferentes capas. 

Veremos m(!, adelante qu e, asr como e l seniority ordinario en una copa -

clasifica las niveles de energlb debidos a la fuerza de apareamiento, el seniority vecto-

rial V juega ese mismo papel en varias capas; ver~s sin embargo que V no es 

necesariamente un buen ntlmara cu(!ntico en un problema frsieo¡ veremos que en algunos 

casos serd el seniority algebraico v el que juegue e l papel d. buen n(Jmero cudntieo 10). 

Desde luego todos las estados ( 1.73 ) ••• ( 176 ) se pueden obtener con 



un proceso enteramente andlogo al que se explicó para una sola capa. Por ejemplo, para 

construir un estado de seniori ty vectorial V y, n partrculas, se empieza con un estado 

de V partrcu las, para agrega rl e luego e l operador Si n-V veces. 
2 

La diferencia respecto al problema de una capa estd en que ese estado de 

mrnimo peso (V partrcu las y seniority vectorial V ) puede con tener parejas de partrcu

las apareadas a momento angular cero; la anica condiciÓn que se pide es que sea de mrni 

mo peso en el grupo SU del cuas ispin total. O sea: 
2 

o 

Un e jempl o es el estado ( 1.73 ) ya menc ionado en el que todas las partrculas estdn aparea_ 

das. Para construirlo debemos part ir de un estado de V = 2 partrculas apareadas e cero . 

Busquemos una combinaciÓn lineal de Si.~. y de , tal que: 

( 1.78) . 

Esta condiciÓn impone 

a. ( 1.79 ) . 

Debemos entonces partir de un estado que, aparte la nomal izacidn, vale: 

l~-~ 
( 1.79 ) , 
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un proceso enteromen te e n.jlege el qu e se exp licó pare uno so la cope . Por ei emplo, pere 

construir un estedo de seniority vectorial V y, n partrculas , se empieza con un estado 

de V partrculas, para agregarle luego el operador Si n-V 
2 

veces . 

La diferencia respecto al problema de una capa esrd en que ese estada de 

mrn ime peso (V partrculas y ¡eniority '.'ectoria! V ) puede contener parejas de partrcu-

las apereadas a momento angul a r cero; lo Clnica condicidn que se pide es que seo de mrni 

me peso en el grupo SU
2 

del cuesispin total. a sea : 

o ( 1.77). 

Un e jemplo es el es tado ( 1.73 ) yo mencionado en el que todas los partrcu las est.jn aparea_ 

dos. Pare construirla debemos pertir de un estado d" V = 2 pa rtrcu las apareados e cero. 

Busquemos uno combinaciÓn lineal de Si~~ y de , tal qu," : 

( 1.78 ) . 

Este condiciÓn impone 

a ( 1.79 ) 

Debemos entonces pertir de l) n estado que, a pe rte re norma lización, va le: 

l.n.:¿-~ 1-n.>. -- o<. 
1-

"',:: "" = o 

(1.79), 
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y aplicarle n - 2 veces el operador de ascenso E .J . En efecto, el estado ( 1.79 ) 
-2- • 

es id4!ntico al que se obtiene por acoplam iento di recto, si en ( 1.73) ponemos n = 2, ya 

que en este caso 

( 1.80 ) 

( vease ref. 3, e~. 3.29 ) 

y el estado ( 1.73 ) normal izado es : 

..l2.-.t :b-.Q >
V; :: O J '11'2,:: O) V =3- ¡ Yl::!t :. -;¡;-~ = 1I > 

(1.81), 

que corrobora el resul todo ( 1:J9 ). 

Paro constnJir los estados ( 1.74 ), ( 175) y ( 1.76 ) se parte, respecti va

mente, de los estados : 
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y aplicarle n - 2 veces el operador de ascenso Si . En efecto, el estado ( 1.79 ) 
2 

es idéntico al que se obtiene por acoplamiento directo, si en ( 1.73) ponemos n = 2, ya 

que en este caso 

( I . BO ) 

• (vease ref. 3, ec. 3.29 ) 

y el estado ( 1.73) normalizado es : 

( 1.81 ) , 

que corrobora el resul todo ( 179 ). 

Para construí r los estados ( 1.74 ), ( 175 ) y ( 1.76 ) se parte, respect i va-

mente, de 105 estados : 
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( 1.B2 ) 

y se les aplica luego ~ veces el ope~dor de ascenso .si. 
2 

Pa~ mds de dos capas los principios que se aplican son exactamente los m~ 

mos. 

En e l caplrulo siguiente haremos uso extenso de los conceptos expuestos en 

este capM-ul9, aplicados a la i nte~cci~n de a¡x..reamiento ya mencionada, que es una parte 

muy importante de la inte~cci~n entre los nucleones. 
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y $e les ap lica luego n - 2 veces el operador de ascenso 15'1' 
2 

( ,.a2) 

Para m(ls de dos copos los principios que se aplican son exac tamen te los m~ 

mas. 

En el coprtulo siguien te haremos uso extenso de los conceptos ellfluestos en 

este caprtul9, apl icado$ a la interacci~n de op<.oreomiento ya mencionado, que es una parte 

muy importante de la in terac c i~n entre los nve/eones. 



CAPITULO II 

EL PROBLEMA DE LA FUERZA DE APAREAMIENTO 
(PARTlCULAS IDENTICAS) 

l. - Introducci6n . 

En los espectros de los núcleos cercanos a una capa cerrada y con un número 

par de nucleones se ha observado qu e la separaci6n entre el estada base y el primer nivel 

excitado es bastante mayor que entre este último y los niveles que le siguen inmediatam~ 

te . La existencia de este hecho es notoria, por e j emplo, en los espectros del 81P b~~ 
C> '2.to 

y del t4rO~2' , que se presentan en la Fi g . 2 . Si tomamos como refere••cia el nú

cleo doblemente m6gico , en ton ces el primer núcl eo citada tiene 4 

agujeros de neutrones ; e l segundo, tiene 2 protones 

i,

0 

Fig. 2 

l. - Introducci6n. 

CAPITULO 11 

EL PROBLEMA DE LA FUERZA DE APAREAMIEN TO 

(PARTlCULAS IDENTlCAS) 

En los espectros de los núcleos cercanos a una capa cerrada y con un número 

par de nucleones se ha observado que la separaci6n entre el estado base y e l primer nivel 

excitada es bastante mayar que entre este último y los ni veles que le siguen inmediatom~ 

te. La existencia de este hecho es notoria, por ejemplo, en los espectros del 82. P 6~~ 
0'2.. 0 

Y del tlfrO~l' ,que se presentan en la fig. 2. Si tomamos como refere.,cia el nú-

cleo doblemente m6gico , entonces el primer núcleo c itado tiene 4 

agujeros de neutrones i el segundo, tiene 2 protones 

'\.-

0 -

It 
2+ 

'Pbao~ 
'l 11.1. 

(,+ 

4+ 
2.~ 

Fig. 2 



- 43 

Un hecho notable es que eso brecha na aparece en los nó cleos impares. 

Lo brecha en la energra que se observa en lo fig. 2 . lleva a la mente un fen~ 

meno an610go en los superconductores ( lo existencia de lo brecha no es condicicSn necesa

n,o, pero s r su f"IClente para que hayo supercondUCtlVI"dod 18) ) • 

Hist6 ricamente, Cooper trat6 el problema de dos electrones fuero de lo super

ficie de Fermi y encontro que su espectro presento uno brecho como lo mencionado, si entre 

los 2 electrones se supone uno interacc i6n que sólo actúe cuando los dos partrculas est6n 

apareadas a momento linea l nulo 17). Esto interacci6n recibe e l nombre de interacci6n de 

apareami ento. 

20) 
- De hecho Racah yo ha bra int roducido lo clasi ficación de los estados por 

seniority ( que es la que diagonal iza la fu e rza de apareamiento) como una necesidad mat':.. 

m6tica de clasificaci6n. 

Debido a l éx ito que habra ten ido la in teracci6n de apareamiento en el pro

blema de la superconductiv idad, se pensó en lo aplicaci6n de una interacci6n an610ga en 

14)
lo frsica nu clear 

Empezaremos entonces po r el estudio de la fuerza de apareamiento, que tan

to éxito ha tenido en 105 prob lemas de estructura nucl ear, 

Es posib le demostrar que una interacci6n de muy corto alcance entre los nu
_ 11) ,21) 

cleones da lugar o una brecha en e l espectro de energras, como la que queremos describir 

La interacci6n de apareamiento que definiremos dentro de un momento se 

puede considerar como un buen modelo que toma en cuento lo parte de muy corto alconce 

de lo in teracc-idn entre 105 nucleono!S. 

Definimos lo fu erzo de apareamiento de la manero siguiente: 
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Un he cho notabl e es gue 1!10 brecha no apa reee en los nú cleo5 impare5. 

La breeha en la energra gue se observa en la fig, 2 lleva a lo mente un fen~ 

meno aná lo go en 105 supe rcondu ctores ( lo existen cia de la brecha no es condi c ión neCe5a-

, ~ f" h d "d d 18) rla, pe ro SI su ICl e nte para que a ya supercon Uc tlVI o ) , 

Histó ricamen te, Cooper t rotó e l probl ema de dos e lectrone5 fu e ro de la super-

fic ie de Fermi y en cont~ que su espectro presento uno brecha como la menc io nado , si entre 

105 2 electrones se supane uno inte ra cción que só lo actúe cuando las dos pa rtrculos e5t6n 

a pareados a momento lineal nulo 17) . Es ta intera cci6 n recibe el nomb re de in teracci6 n de 

apareamiento, 

20) 
De hecho Raeah ya habra introducido lo c lasificación de los esta dos por 

senio rity (que es la que diagona liza la fuerzo de a pa reami ento) como una necesidad mat~ 

mática de c lasifieac ión, 

Deb ido a l éxito que habro tenido la interacció n de apareamiento en e l pro-

blema de la superconductividad, se pensó en la apl icaci6n de uno interacc i6n análoge¡ en 

14) 
la frsica nu cl ea r 

Empezaremos en tonces po r el ~tudio de lo fuerza de apareami ento, que tan-

to 6xito ha ten ido en 105 pro blemas de es t ru ctu ra nucl ea r, 

Es posib le demost ra r qu e uno interacción de muy corto Glcance entre los nu-
11),21) 

d eanes do luga r o una brecho en e l espec tro de ene rgras, como lo que queremos describir 

La in tero c ció n de opa re<Jmiento qu e definiremos dent ro de un momento se 

puede consideror como un buen mode lo que toma en cuenta lo parte de muy corto alcance 

de lo inte roc ci6n entre 105 nucl eor,.!!5, 

Definimos lo fu erza de apareamiento de lo manera sigu iente : 
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"' I ., , 

G 
. " , + ..o J - 1In á m 

~ ~-"" ~ -m I . \ ... \ . b
- -4 
.t.. l-) (-) 0jm !)j_m 1:::> ( 2 .1 ) 


Se toma G>O para tener una interacci6n at ract iva . 

Como se habia mencionado en el capllulo 1, (J está expresada en términos 

del invariante I y su transpuesto conjugado. 

Utilizando las definiciones ( 1. 49 ) para los generadores de l cuasispin tene 

mos: 

( 2. 2) . 

Recordando la de finici6n de los ge nerado res del cuasispin tota l ( 1.60) se ti ene: 

(2.3 ) 

O bi en: 

( 2.4 ) . 

Entonces, en una base de funciones de onda en la que gt y So sean 

diagonales, la interocci6n de aporeomiento él es diagonal . Recordando que e l eigenv~ 
lor de 13:' es ~ ( &+ {) , con -8: (.n.-V) / '" y el eigenvalor de So es 

t1. =(Y\';;SL.)/~ , podemos escribir el eigenvalorde (J como f"v , que 

G 
4-
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"' I "' , . ., I + ~ ~-~ 6 K1 
~ ~-f'n ~ -m I . \ ... \. b 
~ l-) (-) 0im !)~-'M" (2.1 ) 

Se toma G > O para tener una interacci6n atractiva . 

Como se habla mencionado en el caphulo 1, (J est6 e xpresada en términos 

del invariante 1 y su transpuesto conjugado. 

Util izando las definiciones ( 1.49 ) poro los generadores del cuasispin tene-

mos: 

( 2.2). 

Recordando la definici6n de los generadores del cuasispin total ( 1.60) se tiene: 

( 2 .3 ) 

o bien: 

( 2.4 ) . 

Entonces, en una base de funciones de onda en la que SI. y So sean 

diagonales, lo interacci6n de apareamiento éJ es diagonol. Recordando que el eigen:-r<:.. 

lor de .o" es ~ ( -& + ~) ,con -8: (.o..-V) / J. y el eigenvolor de 130 es 

t1. = (n...:;.n.)/:¿ ,podemos escribi·r el eigenvalor de él como rnv ' que 
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ser6 funcieSn del seniority veclorial Iotal V y del número de partrculas /)'\ 


(2.5) . 

Desde luega, como M. es la proyección de J ,paro n par sólo 

pueden ocurrir valores pares de V y para n non sólo pueden ocurrir valores nones de 

V ' con la condición V ~ "rl 

Podemos entonces debujar el espectro de la interacción de apareamiento po_ 

ra los núcleos pares y los nones, como se muestra en las figuras 3 y 4. 

V:4
e:1®t~---

E::G.n E=Gn V:2. 

V:o ]' v=oE=o :'0 E:o j=o V=o 

Yt:o n:4 

Fig. 3 

E=o 

- 45 -

5e r~ Fu ndeSn del seniority vectorial total V y del número de partTculas tri. 

(2.5 ) . 

Desde luego, como M. es la plOyecci6n de J , paro n par sólo 

pueden ocu rrir va lores pares de V y paro n non sólo pueden ocurri r valares nones de 

V ' can la condici6n V ~ '"r"L 

Podemos entonces debujar el espectro de lo interocci6n de apa reamiento po_ 

ro los núcl eos pares y los no nes, como se muestru en las figuras 3 y 4. 

V:o , 
:'0 

Y!. = O 

E=G,n 

V:o 
E:o~-';~j=O 

Fig.3 

v=~ 

V=o 



- 46 

v:.~
E:2fi(a.··qZ)-_J=-

E:O 

Fig.4 

En las figurtls se indicó e l sen iority vectorial V , que es el <fJe aparece
\ 

directamente en la eco (2.5) partl los eigenvalores del apareamiento. Asrcomo en 

( 1.73 ) el estado de V:O ertl único , se tiene el mismo hecho en la fig. 3; t'l estado 

base no est6 degenertldo. En la misma figurtl el nivel indicado con V':. 9.. contiene estl!.. 

dos can seniorities a lgebraicos cero y dos y sus correspondientes momentos angulares; 10

dos estos estados est6n degenerados. Nótese que hemos grtlficado los eigenvalores de la 

intertlcción de apoream iento exclusivamente; si introdujértlmos en el hamilloniano una 

separación de "single - porticle sp litting" como perturbaci6n, se romperra la degenera-

ción mencionada y tendrramos un gruoa de niveles bien seporado del estado base; esta 

nos da la brecha bien conocida de los núcleos pares • 

En la fig. 4 el estado base ( V= 1 ) est6 degenerado, ya <fJe se puede 

E= O 
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Fig.4 

En las figu ras se indicó e l senio rity vectorial V , que es el q.Ie apa..-ec:e 
\ 

directamente en lo eco ( 2. 5 ) para 105 ei genva lo res del opareamiento. Asrc:omo en -

( 1.73) e l es tado de V:Q era único, se ti ene el mi smo hecho en la fig. 3; ~I estado 

ba se no est6 degen erado . En lo misma figuro e l nivel indi codo con V':.!J. contiene est~ 

dos con senioriti es algeb raicos cero y dos y sus correspondi entes momentos angulares i 10-

dos estos es tados esMn degene rados . Nó tese gu a hemos groficodo los eigenvalores de la 

interacción de apareamien to e xclu sivam en te ; si in troduj6romos en el hamiltoniano una 

separodó n de "si ngl e - porticle splitting '¡ como perturbación, se romperra lo degeneru-

ció n men cionado y tendrramos un gl'1J OO de niv e les bien sefXIrodo del estaclo base; esta 

nos da la brecha bien conocida de los núc l eos pares • 

En la fig . 4 el estado base ( V = 1. ) est~ degenerudo, ya que se puede 
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formar con una partrcula en el nivel , o bien en el A ,etc.,m6s(n-I)/2 pa-Jt 
re jas acopladas a cero. La degeneración de nuevo se debe a que en nuestras capas no 

hemos considerado el "si ngl e - pa rt ide sp litt ing" . Al introducirlo, se rompe IQ degene':!. 

ci6n y tendremos c - I niveles ( si hemos partido de c capas) cercanos al estado base. 

Vemos que para n impar no hay brecha de energra, tal como se observa experimentalme~ 

te. 

Vemos entonces que la fuerza de apaream iento es un buen modeio para ex

pl icar a lgunas caracterrs ti cas de los núcleos cercanos a una capa cerrada . Si suponemos 

que los nucleones se mueven en un potencial común, como en el modelo de capas, tendr~ 

mas que reso lver e l problema de n nucleones regidos por un hamiltoniano del tipo : 

+ (j ( 2.6 ) , H 

donde las E~ son las energras de los diferen tes niveles del potencial común, en el que 

se mu even las partrcu las en un mode lo de partrculas independientes; (J es la interac

ción residua l de apareom iento. Ya hemos visto que una base de fu nciones de ondo clasi

ficadas como en ( 1.53 ) diagonaliza exactamente la I ~ parte de H; en cambio la base 

( 1.59) diagona l iza ti ; desde luego, como (j no conmuta con 

no se puede encon· t rar una base que diagona l ice simult6neamente las dos partes., 

Se han ideado varios métodos 21)para reso l ver aproximadamente el hamilto

niano ( 2 .6); trataremos a lgunos de ellos en las secciones siguientes. En la secci6n 2 

veremos la so lu ción aproximada del ham iltoniano ( 2 .6 ) mediante la aproximaci6n de 

basón, que da resultados razonab l es cuando el número de partrculas del sistema es muy 

pequeilo comparodo con la degeneración de los estados. Pora un número arbitrario de 
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fOrmar con una partrcul a en el nive l j1 ' o bien en e l ~t ,etc., m6s ( n - I )/2 pa

rejos acopladas o cero. Lo degenerac ión de nuevo se debe a que en nuestros copas no 

hemos considerodo el "single - partide splitting" . Al int roduci rlo, se rompe la degene~ 

c i6n y tendremos c - I ni ve les (si hemos portido de c capas) cercanos 01 estado base. 

Vemo s que para n impar no ho y brecha de ene rgro, tal como se observo experimentolme~ 

te. 

Vemos entonces que la ru er7:0 de apareamiento es un buen modeio poro ex-

plicar ,algunas carac te rrsticas de los n,jcleos cercanos o lJ'1a capa cerroda . Si suponemos 

que los nuc l eo nes se mueven en un potencioll común, como en el modelo de copas, tendr-:. 

mas que resolver el problema de n nucleones reg idos por un hamiltoniono del tipa : 

donde los 

se mueven 

H + ( 2.6) , 

E~ san los energfos de los diferentes niveles del poten ciol común, en el que 

las particulas en un modelo de partrculos independientes i (j es la interac-

ción residual de apa reami en to . Yo hemos vis to que uno base de Funciones de onda c1osi-

ficodas como en ( 1. 53 ) diagonal izo exactamente lo 

( 1.59 ) diagonal izo f1 ; desde luego, como (j 
I~ parte de H; en cambio la ba5e 

no conmuto con ~ E.~ "'j 
~ 

no se puede encon - tror uno base qu e diagonal ice simul t6neomente las dos partes. 

Se han ideado varios métodos 21)poro resolver aproximgcjomente el hamilto-

niano ( 2.6); trotaremos algunos de ellos en las s~cciones sigui entes. En la secci6n 2 

veremos la sa lud6n aproximada del hamilton iano ( 2.6 ) med iante la aproximaci6n de 

basón, que do resul tados rozonables cuando el número de pa rt reu las del sistema es muy -

P6<1ueño compa r<:ldo con 'la degeneroci6n de los estados. Paro un número arbitra rio de 
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partrculas, la aproximaci6n de bes6n no se puede apl icar y se puede entonces usar el esque 

ma de cuasipartrculas libres para tener una aproximaci6n mejor, según veremos en lo secci6n 

3 . Estos resultados se pueden todavl"a mejorar, mediante lo aproximaci6n de cuasibos6n, qu e 

se vero en lo secci6n 4 • 
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partrculas, la aproximaci6n de bosón no se puede aplicar y se puede entonces usar el esque

ma de cuasipartrculas libres para tener una aproximaci6n mejor, según veremos en Ja secci6n 

3. Estas resultados se pueden tadavra mejorar, mediante la aproximaci6n de cuasibosón, que 

se vero en la secci6n 4 . 
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2. - la aproximaci6n de bosón. 

Como se explicard en detalle en este capITulo, lo aproximaci6n de basón c0'2

siste en considerar a uno poreja de fenniones aproximadamente como un basón ; veremos 

que esto es razonable cuando el número de partrculas del si5tema es muy pequeño compara

do oon lo degeneraci6n total de los estados en lasque se mueven dichos partrculas. 

Empecemos definiendo unos operadores que crean o que aniqui Ion dos portrc,:

21), 28) 
los situados en lo misma copo j y acoplados o momento angular cero : 

( 2.70 ) 

( 2.7b ) 

Comporando los definic iones ( 2.7 ) con los de 105 generadores S~j del 

cuosispin en lo copa j, tenemos : 

A~. 
j 

=- r,: S....
~ñi ~j ( 2 .80 ) 

( 2 .8b ). 

Los operadores y A~ difieren respectivamen te de y por 

uno constante; esto nueva definici6n nos va Q permitir escribir el conmutador entre A;¡ 
y de uno manera que, posteriormente, VQ a ser muy importante. Dicho oonmuta

ciar vale: 
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2.- la apmximoci6n de ~n. 

Como 5e explicoro en detalle en este cap lfulo, lo apro ximación de bosón co,:,-

siste en cansideror o uno poreia de fenniones aproximadamen te como un bosón ; veremos 

qu e eslo e5 rozonable cuando el número de partrcu lQ~ de l silitemo es muy pequeño comparo c • 

do con lo degeneroci6n Iotol de los estados en ICíque "" mueven dienas partrculas. 

Empecemos definiendo unos operado res que crean o que aniquilan dos partrc,=-

21 ), 28) 
los si tuad~ en lo misma copo i y o copl adas a momento ongul a r cero : 

Comporondo las defi nicio nes ( 2.7 ) con las de los generodo res 

OJosispin en la copo i, tenemos : 

I..os operodores y A~ difi eren respec ri vamente de y 

( 2.70 ) 

( 2.7b ) 

5 · 
~j 

( 2 . 80 ) 

( 2 .8b ) . 

de l 

por 

una constente; esta nueVQ definici6n nos va Q pe rm itir escribir el conmutodor entre A ~ 
y A+: ~ de una manera que, posteriormente, va o 5er muy importante. Dicho conmuto-

dar vale : 
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( 2.9 ) , 

N~ =I ~1IiI b~1Mdonde es, como siempre, el operador de nl1mera en la capo ... 
l. En t'"" inos d ••stos nu evos operado res podemos escribir el hamiltoniana ( 2.6 ), que 

consta del "Iingl e - particle sp litting" mds la interacc i6n de apareamiento, de la manera 

siguiente : 

(2.10).Gt ~ ~.nin~ A:A~' 
ij 

Para empezar, consideraremos' e l problema de dos partrculas ~e se pueden 

mover en e capas de un potencial coml1n, regidas por e l hamiltoniana ( 2.10). Empeza

mos con este prablema, porque el resultado exacto para los niveles de energra se puede e~ 

pr81Clr en una ecuaci6n implrcita sumamen te sencil lo, qu e pe""ite inmed iatamen te el estu

dio cualitativo de dichos nive les . Adem6s es tos resultados nos servirdn de base pora tratar 

e l problema con un nl1mero mayor de portrculas, dentro de la aproximaci6n de basón que 

definiremos mds adelante . 

Los elemen tos de matriz de (j entre estados de dos pa rfrculas valen: 

: ( 2. 11 ) 

(2 .9 ) t 

donde N~ = r ~i'II b~1M es, como siempre, e l operador de n(lmero en la copa ... 
¡. En t,,,.,,inos de estos nuevos op.rodores podemos escribir el hamiltoniono ( 2 .6 ), que -

consto del "single· particle splitting" mds la interacción de apareami ento, de la manera 

siguiente: 

H = ~ é· N· ~ ~ ~ 
Ó 

Gt ~ ~S2.inJi A:A~' 
..:~ 

( 2.10). 

Para empezar, consideraremos e l prablema de dos pa rtrculas '?-J e s. pueden 

mover en c capas de un potencial común, regidas po r a l hamiltoniano ( 2.1 0 ). Empezo · 

mos con este problema, porque el resultado exacto para los niveles de ene rgra se puede e~ 

presar en una ecuación implrcita sumamente sencilla, qu e pe"."ite inmediatamente e l estu · 

dio cualitativo de dichos nivel es . Adem6s estos resultados nos servirón' de base pora tratar 

el problema con un n(lmero mayor de portrculas, dentro de la aproximación de baSÓn que 

definiremos mds adelante. 

Los elementos de matriz de (j entre es tados de dos parfrculas valen: 

-- ( 2.11 ) 



- 51 

Consideremos enton-ces la matriz de l ham il toniano ( 2.10), cuyos renglones 

y co lumnas corresponden a estados del tipo : 

( 2.12) . 

Por la eco ( 2.1 1 ) se ve t¡ue hay una submatriz diferente de cero y no diagonal, cuyos ren

glo nes y co lum nas corresponden a los estados: 

( 2.13 ). 

Fuera de esta submatriz tendremo~ <;c lamente elementos diago nales, que va ldr6n: 

( 2. 14 ) . 

De ( 2.1 1 ) é ( 2. 14 ) hemos escrito los niveles de una sola partrcula como 

( .ti ), para enfatizar e l hecho de que la fuerza de apareamiento se def ine diFerente de 

cera sólo entre estados con J:: O y por tanto 1.: ~J. ' ).'-..i' ( ee. ( 2.11 »
<l. - ,).t 

con la co ndici6n de que .Q.:: -f.t y ;,.':: 1.; Entonces en ( 2.14 ) tendremos: 

I ) va lores de:r diFerentes de cera y 2 ) valores de J:. O si 

co n ..e i #.(.2" caso que corresponde a las dos partrcu las en capos diFerentes. 

La única parte que hay que diagona lizar es la submatriz correspond iente a 

los estados ( 2.13 )i sobre e ll a nos concentramos ahora. 

Un estado normal izado del tipo ( 2 . 13 ) se puede eseribi r como : 

( 2.15)A~ \0> 
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Co nsideremos en ton-ces la matriz del homiltoniano ( 2.10 ), cuyos renglones 

y -.:olumnas corresponden a es'odos d e ! ¡i p.:J : 

( 2 .12) . 

Por la eco ( 2 .11) se ve que hay una submatiÍz difu-=nr,= d~ c ero y no diasona.l, cuyos ren --

glones y columna; corresponden a las e,tados : 

( 2.13 ). 

Fuero. de esta submat,iz tendrern0; '\Olamenre elemen tos diago nales, que voldrón: 

Í. :2 .14) , 

De ( 2.11 ) Ó ( 2.1 4 ) :,emos escl'ito 105 nive les de una so la partlc\.."la -.:omo 

( g i ), pa ra enfati za r e l he cho de qu e la fue rzo de apa ream iento se define d i fe rente de 

cera sól o entre estados co n J:. O ',1 0, or tanto .\ -.i .1. I - ..i I 
Ji - JJ, , .~~ - ilL ( ec. ( 2. I! ) ) 

con la condición de que .Q \ :.~.t y Entonces en (2.14) tendremos : 

I ) valores de J diferentes de cero y 2) valores de J =-O si 

con ~l #~J. ] co50 que co rrespo'id e a las dos parti"culas en copos diferen tes. 

La única !Jorte que hay que diogonol izor es la submotriz correspondiente o 

los estodos ( 2. 13)i sobre e ll a nos concent ramos a ho ra . 

Un estado norma lizado de l tipo ( 2 .13) se puede escri bi r como 

A~ \0> ( 2.15) 
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y un eigenestado de nuestro hamiltoniano sero entonces de la· fonna : 


( 2.16 ) , 

N6tese que ( 2 . 16 ) describe so lamen te algunos de los eigenestados con :J =O de nues ~ 

tro hamiltoniano; 105 otros estados tienen uno energra conocida ( dada por ( 2. 14) ) y co

rresponden a la submatriz diagonal . 

El efecto del hamiltoniano ( 2 . 10) sobre el estado '-/1 de la eco ( 2. /6) se 

puede calcular inmediatamente : 

H Lj; =~ (~a.j ES - G~~j).i2; a.i)A~ \0) :: E~Qj K~ lo,) 
~ .. ~ 

Por independencia lineal de los di ferentes A+~ lo> ,tenemos: 

! EjaJ - G¡ JJl4S2¡\ ai ( 2.17)
4 

Q.:_ Gfsii"i (~&a.) 
~ E-lE. t c. , ( 2 . 18 ). 

J 

De aqur se obtiene la siguiente ecuación de e igenvalores : 

_.-i..-~ 
(2.19).G -~, E -!tE· 

J 
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y un eigenestado de nuestro hamiltoniano serd entonces de la fonna : 

( 2.16) , 

N6tese que ( 2.16 ) describe solamente algunos de los eigenestados con :J = O de nues-

tro hamiltoniano; 105 otros estados tienen una energra conocida ( dada por ( 2.14 ) ) y co-

rresponden a la submatriz diagonal. 

El efecto del hamiltoniano ( 2.10) sobre el estado f de la eco (2.16) se 

puede calcular inmediatamente: 

H t = ¡, (~a.j Ci - G~~~i2; (Ai)A: lo) = E~QjX-~ lo ~ 
~ ~ ~ 

Por independencia lineal de los diferentes A+~ l0> ' tenemos; 

!Ejaj - G¡J.Q~~t ll¿ 
~ 

Gfsii" ( ) Q. :- ~ ~J.S[ 0. . 
3 E-lE. t c. , 

J 

De aqur se obtiene la siguiente ecuaci6n de eigenvalores : 

E -.!E· 
J 

( 2 . 17 ) 

( 2.18 ). 

( 2.19 >. 
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En la deducción de esta ecuaci6n se ha supuesto : 

ya que se tuvo necesidad de d ividir entre esto cantidad. Es posible demostrar que si tene

mas un problema con c capas y ninguna est6 degenerada con ótras, entonces la condición 

( 2.20) se sigue necesariamente, para todos los eigenvectores Q~.ft) , donde el l"ndice 
j 

(k) numera los eigenvectores. En este coso las soluciones de ( 2.19 ) nos don los c eigen

valores de nuestra matriz de e )( e . También es posible demostrar que si en nuestra es

pectro de uno solo portlculo hoy grupos de niveles degenerados, con energl"os é, e', ... , 
respecti vamente, ( Fig. 4 ) , 

~~------------ ~a 
t, --_____ ~~ 

El: E,::E~",~ _______ á O j 
~I JI 8 

t~ '5 
(:E3 ", éc. ~J,ju 

Et ~~ 
l. ~ 

( Fig. 4) 

entonces la condición ( 2.20) hoce que lo ecuación ( 2.19 ) nos describa sólo algunos de 

los eigenvololé!s de lo matriz de e ICC ; faltan los eigenvalores !E, !l.E/, etc., porque 

se demuestra que pora ellos los eigenvectores cumpl en %a.j tSl.~ = O . En 
S 

resumen, ( 2.19 ) nos do todos los eigenvolores de nuestro problema que podrl"omos llamar 

"no triviales". Sobemos cÓmo obtener los dem6s: los que provienen de !. Q.d fS2j :: O 
~ 

valen!1f, 1 f " etc. y los que pravienen de la submatriz ya diag:>nal (2.14) va len 

l2.4 + Et ¡ . 
"VI ZUt 
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En lo deducc ión de esta ecuación se ha supuesto : 

(2.20 )" 

ya que se tuvo necesidad de d ivid ir e nt re esta cantidad. Es posible demostra r que si tene-

ma s un prablema con c capa s y n inguno estó degenerada con c5tros, en tonces lo condición 

a~4) 
(2 . 20 ) se sigue neceiQriamente , poro todos lo s ei genvectores j , donde el rndice 

(k ) numero los eigenvectores . En es te caso las 5Cl lucion es de (2.19 ) nos dan los c e igen-

valo res de nuestra mat riz de e )( e . También es posible demostror que si en nuestro es-

pectro de uno so la particulo hay grupos de nive les degenerados, con energros t, t', ... , 

respe ct ivamente, ( Fíg. 4 ) , 

~~------------ ~~ 
t, ______ ., 

E': E,=t~':~ ______ i AO ~ 
'~/<J~ ,U. 

t~ '5 
E ::.E3 ': e~ • "1,3u 

El. ~.t 
lt ~ 

( Fig . 4 ) 

en tonces la condició n ( 2.20 ) hace que la ecua d6n ( 2.19 ) nos describo só lo al gunos de 

los e igenvo lo res de la matriz de e xc ; fa ltan los e igenvalore5 !E
l 

!2E / , etc., po rque 

se demuest ra que pora ello~ los eigenvectores cump len ~a..1 -4 A j :: O . En 
S 

resumen, ( 2.19 ) nos da todos los e igenvalores de nuestro problema ~e podrramos llama r 

"no trivia les" . Sa bemos c~mo o btener [os ciemeSs: los que provienen de ~ a¡ f§j = O 
~ 

va len fU, .2 E' , e tc . y 105 que p rov ienen de la submat ri z ya dio!;pnal ( 2.14 ) valen 

te .• + 4 JO • 
"<11 I ~ 
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los solu ciones de ( 2.19) son los puntas de intersección que se mu estran en 

la Fig. (5) can un pequeno crrculo. 

Fig . 5 

Se observa la depresión caracterrstica de la energra del estado base, respecto 

a las estados exci todos . 

E 
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Los soluciones de ( 2.19 ) son los puntos de intersección que se mu estran en 

lo fig. ( 5) con un pequ eño crrcul o . 

Fig . 5 

,u • .2 Eo, 
I 

Se observo la depresiÓn caracterrstica de la energra del estado base, respecto 

a los estados excitados . 
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Los niveles de energra de nuestro problema de dos partrculas son entonces los 

circulitos de lo Fig. 5, m6s las niveles de l tipo según se ho explic~ 

do. 

Consideremos ahora el problema general de p parejas de partrOJlas regidas 

por el ham ilto niano ( 2.(0). En este caso los e lementos de matriz: de H entre estados con 

J-I:o no san necesariamente nu los; es entonces necesario considerar la forma más 

genera l posible de estos estados. Para este fin es muy conveniente generaliz:ar las defini-

A~ciones ( 2.7 ) de y , para poder dispaner de operadores que creen y 

que a niqui len parejas de partrculas situadas en capas cua lesquiera y acopladas a un mome':. 

to angular J arbitrario. Definimos entonces las siguientes operadores: 

( 2.210 ) 

( 2.21 b ). 

Estos operadores se reducen c;{ A+· y A~ respectivamente, si en las definicio
d 

nes a nterio res hacemos .i - .i -,1' J"::: M ::: O • En la notación de (2.21),
44 - dj. - d 

.M iooA~ y A~ se escriben y , respectivamente.
J A~~oo 

En términos de los operadores ( 2.21 ) se puede escribir la función de onda 

más general posible de 2p partrcu las de la manera siguiente: 
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Los ni ve les de energ ra de nuestro problema de dos po rt rcula s son entonces los 

ci rculito s de la Fig. 5, m6s los niveles del tipo según se ha exp l ic~ 

do . 

Consideremos ahora e l prob lema general de p pare jas de pa rtrculas regidas 

por e l ha mil toniano ( 2 .10) . En es te caso !os eleme'1 'tos de matriz de H ent re estados con 

no son necesariam ente nulos; es en tonces ne cesario considerar la forma m6s 

general posible de estos estados. Para este fin es muy convenien te genera:i.:ar las defin¡ -

cianes ( 2.7 ) de y A~ , pe ra Fode( d lsplJ ner de ope rador;::s que c reen y 

qu e aniquilen pareias de partrcul as si tuadas en cafY.l s cUGlesquiera y a copladas a un mome~ 

ta angular J arbitraria. Defin imos entonces las 5ig uiel-t.~s .:¡peradores: 

( 2.21c ) 

A~· l~1M. 

( 2 . 21 b l. 

Estas operadores se redu cen ¡{ A~ 
á 

y A~ respecti vamente, si en las defi nicio-

nes anteriores hac emos ~4 = jj, ':: ~ J := M:: O En la notaci6n de (2.21), 

A-+: y A~ se escriben A~~ oo y 
~lOO , respec tivamen te. 

J 
En té rm ino s de 105 operodúres ( 2.21 ) se puede escribir la funci6n de onda 

m6s general posible de 2p portrculas de Ir;¡ manera sig" iente : 
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( 20 22) o 

Por ej emplo, una e xpresi6n coma : 

se puede escribi r coma : 

¡'+ Oj,iJ.~Hdjll3~<i,~2.~. II.I2.\rM)<jJ j}~AJ U{ct! J/M)At 
lO J~j{~ jj~ í0>i;n~ , 1: 

¡~I 

ya part ir de ella se puede const ru fr la funci6n de onda m6s general posible de 4 partfcu las . 

Supondremos de ahora en adelante que ordenamos las niveles (...ti )de una 

sola partfcula de alguna manero arbitraria; por ejemplo, podemos decir que (1l.j) < (.ejj 
si en la pareja (.t- l l 

) i-jIJ, el ter. número diferente de cero que aparece es negativo 

yque (~j) = ( l'j') si i.:.R. 
I

, Ó'=j' En la convenci6nque hemossegui,.o 

( nO) y (n/Jo,)da ( por brevedad de escrituro ) de indicar Jt.J ' simplemente con J oC. 

simplementecon ~I ,escribiremos ~~ ~I cuando secumpla (.lj) ~ (.e1y) 
en el sentido arriba indicado o 

Habiendo de finida el o rden, convenImos ahoro en usar excl usivamente los 

O • , 

con á~j (diremos que las operadores A~fn~ y 
. , 
~ S est6n en orden crecient.e ) . Por un lado esto es suficiente, ya que: 
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( 2,22) , 

Por ejemplo, una expresión coma : 

se puede escribir como; 

{cH Oj'ij .. Hr\J3 ~ <if~2. ~cll.l2.IJMXlJj41AA11.l{~IJ'M)Ati l' r~j{~jj)(í 0> 
:r ~ • L 
r~' 

yo partir de ella se puede constru rr la función de onda m6s genera l posible de 4 partrculos, 

Supondremos de aharo en adelante que ordenamos 105 niveles (lJ' ) de una 

sola portrculo de alguna manera arbitraria; por ejemplo, podemos decir que (.Jl j) < (!. j ') 
si en la parejo (..t - .tI ) i -jI) , el ter, númera diferente de cero que aparece es negati\lO 

y que (~j) = (R,Jj') si i::..e " Ó'= jI , En la convención que hemos segu~ 
(n') I y ( n/

J
',) do (por brevedad de escrituro) de indicar I..x.J ' simp emente con .1 .-:. 

simplementecon jI , escribiremos j~~1 cuando se cumpla (.tj) ~ (.e/y) 
en el sentido arriba indicado . 

Habiendo definido el orden, convenlmos aharo en usar exclusivamente los 

operado res A ~ s' í fot\ y oon 
• • I 
~~1 (d iremasque las -

. ) 
~ S ast6n en orden creciente) . Por un lado esta es suficiente, yo que : 
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A+ - (_6+r- 1 A+
~j/J~ - - ) ~/j 1" M ( 2.230 ) 

( 2.23b ) 

I . J
Por otro lodo, debemos usar solo operadores con las tl S en un cierto orden ( hemos el:.. 

gido el creciente ), para que las reglas de conmutaci6n entre ellos tengan la forma que 

anotamos a continuaci6n : 

"'+~"'i+j' I ., 
(-) i ~" (2.J+~)(.2.J'+~) 

j( J.+ O~f~') (~4- 6~{~ ) I 

( 2.24 ). 
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A+ __ (_~+r-1A+ 
Ü'J~ -) j'jJ"'1 ( 2 .230 ) 

( 2.23b ) 

I . I 
Por o tro lado , debemo~ u;or so lo operadores con las ~ S en un ci erto orden ( hemos el:.. 

gido el creciente ), paro que los reglas de conmurac:i6n entre ellos tengan lo forma que 

anota mos a o:¡nt inuaci6n : 

'1<t~"'i ... j' I ' 
(-) 1 2. V (:¿ J +~) (l J +i) 

j ( .{ + '01, ~) ( ~ 4- Ó 3f ~ ) , 

( 2.24 >. 
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Como referencia, reproducimos aqur los reglas de conmutaci6n ( 2 .9), que 

corresponden al caso: ~ , : ~2.: ~ 

( 2.25 >. 

Por las reglas de conmutación ( 2.24) vemos que la aplicación de nuestro 

hamiltoniano ( 2.10) a una funci6n de onda de n partrculas esc rita en télTT'l inos de los 

operadores A+· . es una tareo sumamente laboriósa. Es necesario en este
1'~2.j M 

punto introducir alguna aproximación para facil itar la sol ución del problemo. Hemos me'!. 

cionado al principio de este caprlulo que se espero que un hamiltoniano del t ipo ( 2.10) 

describa algunas de las caracterrsticas de los núcl eos cercanos 9 una capa cerrada; si en 

nuestro tratamiento nos restringimos a esté tipo de núcleos, podemas tratar de resalver el 

problema de pocas portrculos moviéndose entre una capa cerrada y la siguiente de nuestro 

potencial común . En este caso podemos afi rmar que el número de partrculos es pequeño 

comparodo con la degeneración de los estados comprendidos entre las dos capas cerradas 

menc ionadas. 

Se ve entonces que puede ser de interés abordar el problema de un número 

de partrculas pequeña comparado can la degene mción de los estados . ~n este caso hace 

mas la aproximación de despreciar el térm ino N~ jn.j en la eco (2.9) y el carun~ 

tador se reduce a : 

( 2.26) 

Yemas que ( 2 .26 )es prec isamente la regla de conmutación de las bosones; por esta raz6n 
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Como referencia, reproducimos aqur las reglas de conmu tación ( 2 .9 ) , que 

co rresponden a I caso : 1 :: J'~ M :.M'= O : 
} 

( 2. 25 L 

Por los reglas de conmutación ( 2.24) vemos que lo' aplica ción de nuestro 

homiltoniano ( 2.10) a una función de onda de n partrculas escrita en t¡§rminos de los -

operadores A+· . 
1'~2.jM. 

es una tarea sumamente laboriosa. Es necesario en este 

punto introducir alguno aproximación para facilitar la solución del problema . Hemos me~ 

cionado al principio de este coprtulo que se espero que un homiltoniano del tipo ( 2 .10 ) 

describa algunos de las caracterrsticas de los núcleos cercanos o una capa cerrada; si en 

nuestro tratamiento nos restringimos o este tipo de ndcleos, podemas trata r de resolver el 

problema de pocas partlculas moviéndose entre uno capa cerrada y la sigu iente de nuestro 

potencial comdn . En este caso podemos afirmar que el número de parti'culas es pequeño 

comparado con la degeneración de los estados comprendidos entre las dos capas cerroda$ 

menc ionados . 

Se ve entonces que puede ser de interés abordar el problema de un número -

de partrculos pequeño comparado con la degeneraci6n de los estados . ~n este caso ooce-

mas lo aproximación de despreciar el término Ni /ni en la eco ( 2.9 ) y e l conmlJ.. 

todor se reduce o : 

( 2 .26) 

Vemos que ( 2.26 les precisamente lo reglo de conmutación de los bosones; por esta razón 
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.. h h II " . . d be 11),21),26)Ia aproximación ec a se ama aproximación e són". 

En el 20. térm ino de ( 2.9 ) aparece e l operador de número 

y su presencia se 

debe a la estadrst ica de las particu las, que impide que una pare ja de fermio nes sea rigurosa

mente un bosón¡ el efecto ser6 e l de pro vocar una disper.;ión en cada partrcu la ( "single 

particle scattering" ), representada por [b~ b~· J()" ¡ se espera que esta dispersión 

seo pequeña si las pocas particu las presentes tienen mucho "espacio" para moverse ( n 
grande ). An610gamente, en ( 2.24 )aparecen térm inos del tipo [b+j 6jfJtCM'_~) 

que de nuevo representan una dispersión de las partrculas y desprec iamos estos términos por 

las mismas razones ya apuntadas. Veremos en el caprtu lo !V que es rtJzonoble despreciar 

esos térmi nos cuando la intertJc¿ión e ntre las-partrculas es de corto alcance. Con estas 

si mpl i fica ciones, todos nues tros operado res A~; 1; j'M' 

cumpl en apro ximadamente las reg las de co nmutación de los operado res de creac ión y de an!. 

qu ilaci6n de bosones : 

( 2.7J ). 

Vemos entonces que dentro de la aproximación de bosón, el aperador 

), cuentaactuando sobre una expresión del t ipo (2.22 ) .( func ión de 

A+el número de bosones presentes.
~1 ~.t,rM 
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. . .. 11), 21 ), 26) 
la aproXima ció n hecha se llama "aproximación de bosón". 

En el 20 . término de ( 2.9 ) aparece el operador de núme ro 

o o y su presenc ia se 

debe a la estadrstica de las parti"cu las, que impid e que una pareja de Fermiones sea rigurosa -

mente un bosón; el eFecto será e l' de provocar una dispersión en cada par"tlcula ( "single -

particle 5cartering" ), representada por [b+~ bi J 01) i se espera que esta dispe~i6 n 
sea pequeña si las pocas part/culos presentes Henen mucho "espacio" pa m moverse ( n 
grande). Anó!cgamente, en ( 2.24) aparecen té nnino s del t ipa [ b~j b ji J! (M'.,..) 

que de nuevo representan una dispersión de las parti"cu ias y despreciamos estos términos por 

las mismas rozones ya apuntados. Veremos en el capl1ulo IV que es ro z,::¡nab I e despreciar -

esos términos cuando la interac¿ión entre les p::¡rtlcu!os es de corto alcance. Con estas 

simpl iFicaciones, todos nuestros operadores 

cumplen aproximadamen te los r¿g las de conmu tación de los operado res de creación y de an!. 

quilación de bosan es : 

( 2.'27 ). 

Vemos entonces que dentro de lo aproximación de bosón, el operador 

actuando sobre uno expresión del tipo ( 2 . 22 ) ( función de 

e l número de boson es A+·· 
j 1~ trM 

presen tes. 

), cuenta 
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Por ejemplo: 

( 2.28 L 

Vemos enton ces que dentro de fa aproximaci6n de bosón, y para un sistema 

con un numero par de pa rt lCU I as, el térm ino ~ EJ Nj del hamiltoniano, actuando 50_ 
J 

bre uno expresi6n del tipo·( 2.22 ) es equival ente a : 

( 2.29 ) 

Po r ej emplo, usando el mismo e jemplo ( 2.28 ) se tiene : 

¡ tj Nj ~1i,.n.JJl o>=:2. (E. j ", ... ~J~) (A+i~rMt IO> 
d 

~ (eJ + E1,) KH'Ar¡{a'A/4(A~,1tH,J lo> = l (é34 + E~2) (A+~3tj~) l o'> 
irA/"". 

Por consiguiente, si aceptamos la apro ximación de bosón, podemos escribir el 

homil toDiano ( 2.10 ) de la siguiellte manera : 
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Por ejemplo : 

( 2 . 28 ). 

vemos entonces que den tro de lo aproximo ci6n de bosón, y poro un sistema -

con un numero por de port ICU las, el término ~ Ej Nj 
J 

bre uno expresi6n del tipo-( 2. 22) es equivalente a : 

Por ejemplo, usando el mismo ejemplo ( 2.28) se tiene: 

del hamiltoniono, actuando 50_ 

( 2.29 ) 

Por consiguiente, si aceptamos la aproximación de besón, podemos escribir el 

hamiltolliano ( 2.10) de la siguiente manera : 
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o bien: 

( 2.31 >, 

donde 

(tj + é~) a~ 1 d~ l - GJ2i 2i ' Ó¡. (j. . d_ 
I 3 t &Jd~ O&t S oI,~ J J.., JO3

( 2.32 >. 

Yemos de inmediato que ( 2.31 ) es la expresión en ~ cuantizaci6n del hami~ 

toniar¡o de un sistema de bosones independientes sujetos exclusivamente a un potencial de 
~ 

una sola portrcu la¡ es decir, un potencial de la forma ~ V¡ , donde (, es el rn 
isi 

dice de partrcula y se tienen p portfculas (p bo5Ones en nuestro problemo ). En ( 2.31 ) 

vemos que nuestros bosones est6n sujetos solamente a un potencial como el mencionado y ~ 

aparece ninguna interocción entre porejas de bosones. Esta es realmente la gron ventaja que 

se obtiene de la aproximación de OOs6n. 

Nuestro objetivo es ahoro diagonal izar la matñz ( 2.32) : 

paro tener un hamiltoniano de bosones independientes, moviéndose en un potencial común, 

cuyos niveles de energfo van a ser los eigenvalares de la matñz mencionada. Pora diagonal~ 

zar esa matriz, es conveniente presentar su forma, aunque sea esquem6ticamente ( ver fig. 6). 

En esta figuro se indican con cruces 105 elementos :F O • Yerros de ( 2.32) que los b~ 

ques de :r # O son diagonales y sus elemenlo5 san del tipo ( Ej. -+ e~2) En el 

bloque j:. O hemos vuelto a indicar en la -figuro las estados.originales de una sala partrc!!. 

la con ( J., ~ ), por claridad. 
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o bien: 

( 2.31 ) , 

donde 

(~.i + é~) Ó~ 1 d~, - el J2i 52i ' Ó¡. ;j . . d_ 
I 3 1 lidio ~ S d.~ JlJ'f JO 

( 2.32 ). 

Vemos de inmediato que ( 2.31 ) es lo expre5i6n en -f!. cuantiz!oc i6n de l hami!.. 

toniano de un sistema de bosones independientes $Ujetos exclusivamente o un potencial de -
~ 

una sol a po rtlcula¡ es decir, un potenc ial de lo forma ~ V¡ , donde ~ es e l In 

i"'t 
dice de portreula y se tienen p partTculas (p bo5Ones en nuestro problema). En (2 .31 ) 

vemos qu e nuestros bosones estón sujem solamente o un patencial COftX) el mencionado y ~ 

aparece ninguno in temecidn entre parejos de bosones . E!ita es regimente lo gron ventaja que 

se obtiene de lo aproximación de besón. 

NUe5tro ob jetivo es ohoro diagonal izar lo matriz ( 2. 32 ) : 

paro tener un hamiltoniano de bosones independientes, moviéndose en un potencial común, -

cu}/Os nivel es de energro van o ser los eigenvalore5 de lo matriz mencionodo. Paro diagonal~ 

zar esa mat riz, es conveniente pre5entar 5lJ torma, aunque $eCl esquem6ticomente ( ver fig. 6). 

En esta figure se indic;an con cruces 105 elemenm "# O • V_ de ( 2.32) ~ue los bl~ 

En el 

bloque j;, O h_ vuelto o indicor en la 'figuro los es~originales de uno !Ola pa rtrc~ 

IQ QOn ( i., 1 ), por daridad. 
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Como ya sabemos, e l 20. t~rmino de ( 2.32 ) se esc ribe , en esto notación osr : 

I 

11 :~" .1 

t, ;H4 : 

BLOQUE 

BLOQueS 

Fig. 6 

Entone .., en el bloque ~=O , este t6nnino no contribuye o lo porte 1, .,. 14 

, parte que se rd de nuevo diagonal, con e lementos del tipa 

Finalmente, .1 primer bloque de la fíg . 6 es el Ilnico no diagonol, 

con elementos ciados por : 
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Como ya sabemos, el 20. t4!rmino de ( 2. 32) se e$cribe, en esta notaciÓn asr : 

BLOQuE 

BLOQUES 

Fig. 6 

Entan~ .. , en el bloque J = O ,este t6rmino no contribuye a la parte .J.. f lfl. 

, parte que ,erd de nuevo diagonal, con elementos del tipa 

Finalmente, el primer bloque de la Ag . 6 es el Ilnico no diagonol, 

con elementos dados par : 



- 63 

V ~~o ='-CÁ O.A ' - G VQ¡-nJ-" (2.33 ).~j'O • o. 

Regresemos ahora a la eco ( 2.17 ), con la que se calculan los e igenvalores 

de l problema de dos pa rtrcu las. Por comodidod, reproducimos aqur la eco ( 2. (7) : 

~Ej a.j - G!J.2¡S2l a~ E Q 
J 

¿ 

Esta e cuac ión se puede tamb ién escribi r osi : 

::. ~ Q . ~ (t éj ~i' - G6 j Qj:)Gll. , 
r 

Usando ( 2.33) obtenemos: 

(2.34). 

Esta ecuaciÓn nos dice un hecho muy importante: la única submatriz que te

nemo s que diago na lizar en la fig. 6 t iene exactamente los mismos eigenvalores yeigenve<:., 

tares que la submatri"z no diagona l de l problema de dos particu las. 

Entonces los eigenvalores de la mat ri z de la fig. 6 son las intersecciones de 

lo fig. 5, más otros trivia les que, como di ji mos, son del tipo 

Para tener una notaciÓn cómoda, des ignemos con al q--ésimo eigenvalor del bl~ 

~ 
qu e de momento angular J , en la matr iz de la fig. 6 y con alai.j~ ¡ 

e lemento (i ~ ~) del ei genvector co rrespondi ente. Supondremos que nuestros 
4, d".J 

eigenvectores están ortonormal izados. 
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VHO __ t:\ <= ":;: . . "" c;. o.~ , 
j'j'D • d. (2 .33 ). 

Regresemos ahora a la ec. ( 2.17 ), con la qU;¡; se ca 'lculan los eige-nva lores 

de l p rcblema de dos partrculas . Po r comodidad, ,~produci mos aqu r lo e c o ( 2. 17) : 

,q, €i a.á - G ¡J.sl¡ Q¡ o.~ 
4 

Es~a e cuaci6n se puede también escribi r os i : 

~ (1. éJ ~1' - G 6 j Q j: ) cti. 
f 

Usando ( 2 . 33) obten emos 

~ vj.iCl 
~ j'1'Cl a~, 
J' 

Ea· 
.1 

( 2.34 ) . 

Esta ecuac ió n nos d ice un hecho muy importante: la ún ica submo triz que te" 

nemos que c !ogonaliJ!o r en la fig . 6 ¡"¡ene exoc¡"amente los mismas e'genvolores y e¡'::¡enve~ 

ta res que la submatrí'z no diagonal del i~tUbl ema de das ,Jartlculas. 

'Entone ,,,,, 10 1 eige ll vala res de la matriz de la Fiq. 6 son las intersecciones de 

la fig _ 5, más orros ¡',l" i':r les que, cama dijirr.Q', ion del cipo E -+ t. · 
J, ~2. 

Para ~ener una no~acián e6modc, designemos con al q- ésimo ai genvaior del 

que de momento angular J , e n la matri z de la [i 9 . 6 y con 
~ 

Q.~j" .J 
elemento ( i ~ j) 

'4 d',L 
del eigenvactor '::0 rr.espondien te , Supondremos que nuestros 

eigenvectores están ortonormalizados. 

blo 

al 
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En esta nota ci6n tendremos : 

( 2 .35 ) 

Por comodidad, vamos a definir los sigu ientes operadores : 

( 2. 360) 

( 2.36b). 

Substi tuyendo en ( 2.31 ) obtenemos la siguiente expresión: 

( 2.37 ) . 

Este es el resultado que querramos obtene r. La expres ión (2.37 ) es un ha

miltoniano que describe un con junto de bosones independientes, moviéndose en un poter::.. 

cia l comlln con niveles dadas por Ep • Como se ha indicado, al gullOs de estos ni

veles son 105 que se indica n en la fig . 5 para e l problema de dos partrculas, y los ótros son 

del tipo ( f· + E.') • Basta entonces colocar nuestro.s p bosones en todas las 
~. ~2. 

fo nnos posibles en ese pozo común y tendremos todos loS' niveles de energra del sistema. 

Dent ro de lo apro ximaci6n de bosón, los eigenestados de nuestro hamiltoni~ 
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En esto notaci6n tendremos : 

(2.35 ) 

Por comodidad, vamos a defin ir los siguientes operadores : 

( 2.360) 

~ ct~. A~!M 
~ J ~ 1 -
~ ]<J Of 

( 2.36b ) 

Substituyendo en ( 2.31 ) obtenemos la siguiente expresi6n : 

( 2. 37 ). 

Este es el resultado que querramos obtener . La expresi6n ( 2 .37) es un ha-

miltoniano que describe un conjunto de basones independientes, moviéndose en un pote~ 

cíal q:¡mún ron niveles dados por Ep • Como se ha indicado , a lgunos de estos ni -

veles son los que se indi can en lo fig _ 5 para el problema de dos partreulas , y los ótros 50n 

del tipo ( f· + [ . ) 
~~ 3~ 

. Sosta entonces colocar nuest ros p bosones en todas las 

fonnas posibles en ese pozo común y tendremos todos los niveles de energra del sistema . 

DentlQ de lo apIQximaci6n de basón, los eigenestados de nuestlQ hamiltoni~ 
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no serón entonces del tipo 

-+
A Q _ •• lO) (2.38 ),

'tI' ",. l->\> 

Se pueden luego calcular combinaciones lineales apropiadas de funcion es de 

onda del tipo +' 'para tener estados con momento angular tota l d~finido. 

Regresemos al problema de los niveles de energra. Si tenemos p parejas de 

-po rtrcu las, o sea p bosones, el estado base se consegui rá colocando los p bosones en el 

nivel m6s bajo de l potencial común E" de (2.37). Si llamamos ..e.. la energra 

del estado base de un bosón ( el primer circulito de la izquierda en la fig. 5) Y E" 

la del estado base de nuestro sistema de p bosones, tenemos: 

E" pJlo 

Es interesante calcula r explrcitamente esta cantidad, camo funci6n de la in

tensidad de la fuerza de apareamiento y de las energ ras originales t . . Reproducimos
a 

aqur la eco ( 2.19 ) para! bosón, que es la que nos va a servir de base: 

( 2.39 ) 

Como hemos visto, esta ecuac i6n se puede resolver para E gró ficamente, o 

bien numéricamente. Para tener una eI<Presi6n expl rcita pare E es necesario nacer alguna 

suposici6n extra. Para tener una idea cual itativa del comportamiento del estado base, va-

mas a suponer que nuestros niveles forman una distribuci6n contTnua desde e/ 
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no serán enronces del tip::> 

(2 .38 L 

Se pueden I.uego Cq ! c~ ! (¡; combi nac!o'les linec!es aprop iadas de funciom,s de 

I 
onda del tipo (-JI ,paro rene,' 'o:;laclos con momento ang,dor total definido . 

Regresemos al probl ema. do;: los niveles de energrr". Si renemos p parejas de 

partrculas, o sea p basan"", ¿j 2srodo base ,02 conseguirá coiocar1do los p basanes en el 

n ivel rn6s boio del potencial co."",(ín E~ , de ( 2.37 ) . Si llamamos ...e. " la energra 

del esla¿o base de un basón ( el primer circu /ilu de lo iz.qui lHdo en la fig. 5) Y E CJ 

la del estado base de nuestro s'¡s~emo de p oosones, tenema ;; ; 

Es interesante calcurar explrciYomer.l'e ,,,sra Gonl';dad, como funci6n de la in-

tensidad de la fuerza de apareamiento }' de las e"ergias o riginales t . . Reproducimos 
A 

aqur la eco ( 2.19 ) para l. bosón , que es lo que nos 'lO ," servir de base; 

2 n.¡ 
- G{:: ----".-

A E - :E~ 
(2.39 ) 

Como hemos 'listo, esta ecuaciÓn se puede resolver paro E gráficamente, o 

bien num6ric:am ente . Pora tener uno expresi6n expi rcit~ poro E e~ "e~esario hoc:er alguna 

suposici6n extra. Poro tener uno idea cual itativa del comportamiento del estado base, va-

mas a suponer que nuestros nivel es forman una dist ribuci6n cont rnua desde e./ 
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hasta E" llamemos ~'(f) o lo densidad de niveles i en lo energra E 

en vez de E· pongamos yen vez de .Q(e) ; podemos substitui r 
~ 

la suma en ( 2.39 ) por una integral: 

E" 
_.1- = S~(e) f'(E) Je 

G E-~€. 
e' 

es la densidad de parejas de estados en la energra EPero 

ya que cada nivel j contribuye con nj estados. Llamemos f (e ) a dicha densi 

dad de estados : 

Tenemos entonces : 

Como ejemplo, vamos a resolver el problema de una densidad de estados con~ 

tante : Tenemos : 

Definimos la cantidad 

( 2.40 ) 
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hasta E" llamemos ~ , ( f) a la densidad de nivel es i en la energra E 

en vez de Ei pongamos yen vez de n · J 
; podemos substi tu i r 

la suma en ( 2.39 ) por una integrel : 

Pero es la densidad de parejas de estados en la energra E 

ya que cada nivel j contribuye con nj estados. Llamemos f (e) a dicha densi 

dad de estados: 

Tenemos entonces : 

e'" 
-.L _ S f(~) d€ 

G 5 -:u. 
e' 

Como ejemplo, vamos a resolver el problema de una densidad de estados con~ 

tante : Tenemos: 

Definimos lo cantidad 

( 2.40 ) 
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Si nos interesa la energra del estado base , vemos de la 

fig. 5 que 	 -€..o < ~ é. / siempre; desde luego se sigue -eo <: :z e: // ; para 

podemos en tonces suprimir las ba rras de valor absol u to y tenemos:E = .1lo 

( 2.41 ) 

, entonces Si y 

Si 	 , entonces y ..e o ~ - ce , 

como se puede observar en la grófica de la fig. 5. 

Uti lizando la definici6n de las funciones hiperbólicas podemos escrib.ir: 

..Q.o:' e' + E ,,' - (E "_ é ,) c~1 ( 2.42) . 

La energra de l estado base de p bosones, o seo, n =2 p partrcu las, es entonces : 

( 2.43) . 
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Si nos in~<lresa ro ene rgra d'e l estado cGse , vemos de la -

fig. 5 que .ea < ~ E l , iemine; desde luego \e si'jue .eo < :¿ € ", ; para 

podemos en~once5 suprimir IGS barros de valor absoluto y ~e,.,emos : 

( 2.41 ) 

Si G-- o I entonces y 

Si I entonces y ..e o ~ - 00 > 

como se puede observa r en la grMica de la fi g . 5. 

Utilizando iCl defi n ici<5n de las funcio nes hiperbó licas podemos es cribir : 

..Q.o :. e l + e 1/ - ( € 11 - El) c~ 1 ( 2.42) . 

lo energlG del estado bG,e de p. Colones, ·:; sea, n :: 2p portrcul as, e5 en tonces : 

( 2.43) . 

http:escrib.ir
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Esta f6nnula coincide precisamente con la que obtiene Bel iaev 14) para e l caso 

de una dens idad de estados constante , si adem6s se considera 'l'\.. <<I( .Q • (ec. ( 63 ) 

de la ref. 14» . 

Vamos a ca lcu lar ahora la ene rgra del primer estado exci tado respecto -al esta_ 

do base . En el estado base se tienen los p boso nes co lo cados en el estado m6s bajo del 

problema de 2 parttculas. Lo primera excitaci6n se obtiene sacando i bosón y co lac6ndolo 

en el prime r estado exci tado : o sea, con ene rgra J. é'. La d iferencia de energras se

ro entonces : 

: ~ E. 
I 
-~ ... 

( 2.44 ) 

Si ca lculamos la" energta de dos cuasiparttcu las utilizando la eco ( 69 ) de la 

ref . 14) ( Beliaev ), pa ra una densidad constante de nivel es y usando 

obtenemos exa ctamente el resul tado ( 2.44 ) . 

Es in teresante ver a qué se reduce ( 2.44 ) para e l caso se 

tiene : Jf~ -1 ~ 1 : f G 

E. =( é '/- e)p G 
(E'I- t') p:. Q. 

( 2.45 ) 

Para el caso totalmente degenerado, podemos pensar que 

se va reduciendo y f va aumentando, manteniéndose eEI~ f ,) f =n la 

~ 68 -

Esta fórmula coincide pr.ecisamente con la que obtiene Beliaev 14) paro el caso 

de una densidad de estados constante, s i adem6s se conside ra '"Yl.. <.c::..Q • (ec. (63) 

de la reL 14) ) . 

Vamos a cal cular ahora la energra de l' primer estado excitado respecto -al esta_ 

do base. En el estado base se tienen los p besones colocados en el estado m6s bajo del -

problema de 2 partrculas . La primera exc itación se obtien e sacando 1. besón y coloc6ndolo 

en el primer estado e xcitado : o sea, con energra :. é l. La d iferencia de energras se-

ro entonces : 

( 2.44 ) 

Si calculamos la energra de dos cuasipart rculas utilizando la eco (69 ) de la 

rer. 14) ( Bel iaev ), para una densidad canstante de niveles y usanda 

abtenemas exactamente el resultado (2.44) . 

tiene : 

Es interesante ver a qué se reduce ( 2 .44 ) para el caso 

ctf1 -i ~ ~:: rG 

E . = Cél
/- E/Jp G 

CE"- E') P -::. Si.. 

Para el caso totalmente degenerado, podemos pensar que 

se 

( 2.45 ) 

se va reduciendo y f va aumentando, manteniéndose C E '~ f 1) f = .r¡ la 
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degeneración total ; si ~ aumenta mucho y si suponernos que G es suficientemente grac,_ 

de, tenemos precisamente el caso f G » 1. ; o sea, y la ec . 

( 3.45) es aplicable. Veremos en lo sección siguiente ( ec. (2.86) ) que el método de las 

cuasipartl'culas da el siguiente va lar para la energra de V cuasipartl'culas : 

:: V G.Jl ,2 

de modo que la energra de das cuasipartrculas es precisamente la que nos da ía eco ( 2.45 ) 

calculemos ahora los eigenvec tores correspondientes o los diferentes eigenvo

lores que nas da lo eco secular ( 3.12) . 

De ( 2.18) obtenemos: 

eJ. . G.JS2i 
~ - ( 2.46 ) ,E -!)E. . 

.) 

- - cti:Iol)Cle ex· 
~ 
~~ . ~ 

ai 
~ 

la eco ( 3.47) nas da entonces las componentes del eigenvector normalizado, si se conoce . ~ 

E correspondiente; los otras cantidades que in tervienen en ( 2.19 ). son conoc idos. 

Como eran las componentes del e igenvector normalizado, tenemos 

Utilizando ( 2.46 ), lo suma que aparece en la ecuación anterior se puede e~_ 

presar como : 
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degeneroci6n total ; si ~ aumenta mucho y si suponemos que G es suficientemente gra ':... 

de , tenemos precisa men te el ca so fG» 1. ; o sea , y la e c 

( 3.45) eo¡ aplica b le. Veremos en lo secc i6n siguiente (ec . (2 .86)) que el mé todo de b5 

CUQsiparttcula s da e l sigui ente valo r pa ra la energra de V cuasipartlculas! 

= V G...R. 
2 

, 

de modo qve la energra de dos cuosi pc rtrculos es precisamente lo que nas da ia ec o ( 2.45 ,1 

ca lcu lemos ahora los eigenvectores correspondientes o los diferentes c:i genv': -

lores que nos da lo e c . secular ( 3.12 j . 

De ( 2.18) ob ten emos : 

~ . G[[i 
~ - ( 2.46 ; E - St o 

.1 

:Ionde el· - a.1 
~ - ¡,.mz 0. . 

~ 
-4. 

La ec. ( 3 .47) nos do en tonces las component es del eigenvecto r norma lizado , si se conOCE , ~ 

E co rrespondiente; los ot ros cantidades que intervienen en ( 2.19 ). SOn conocidos. 

Como eran los componentes del eigenvector no rmal izado, tenemm 

Ut ilizando ( 2 .46 ) , lo sumo que aparece en lo ecuoc i6n a n terior se puede e> 

presar como : 
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De nuevo podemos aproximar la suma por una integrol, calculada desde E' 

hasta E" y tenemos : 

Entonces los componentes del eigenve ctor normalizado, correspondientes al 

eigenvolor E son : 

Q. ( 2.47 ).~ 

Como comprobaci6n, supongamos que tenemos e l coso totolmente degenemdo: 

t ' =é" : E· • Entonces ( 2:47) nos do : 
c1 J V ~ 

( 2.48 >. 

Sobemos que en este coso lo ec . secular ( 2.19 ) 5610 nos do el estado base 

del sistemo de 2 po rt rcu las • En vista de ( 2 .48 ) podemos entonces escribir: 
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De nuevo podemos aproximar la suma por una integro l, calculada desde E' 

hasta E /, Y tenemos : 

Entonces las componentes del eigenvector no rmal izado, correspondientes al 

eigenvalor E son : 

Q . = 
3 

Como comprobaci6n, supongamos q.¡e tenemos el caso totolmente degenerado: 

e· J J V ~ • Entonces ( 2 :47 ) nos da : 

( 2.48 >. 

Sabemos que en este caso la ec. secu lar ( 2.19 ) 561o nos da el estado base 

del sistema de 2 partrculas. En vista de ( 2.48) podem05 entonces escribi r : 
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\0) (2.49), 

que como yo sobemos es precisamente el estado base normalizado de 2 particulas en el caso 

Totalmente degenerJdo. En el caso gener'J1 sin degeneración, los componentes 

del eigenvector del e,r::.:lo D:Jse roman Jna forma muy sencilla si se hace USO de la eco 

( 2.42) para la ener;¡la -€o correspondiente: 

( 2.50 ) 

o bien: Ct
e 

a ( 2.51 ) 

Si definimos 

( 2.52 ) , 

ento nces el estado base del sistema de 2 partrculas es : 

( 2.53)A+ lo> 
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\ O) ( 2.49 ) , 

'1u e como ya sobem :s cs pre c isa ~nte el esta o ~Qse r OnT1olizado '~e 2 porticul üs en ~I caso 

roral mente ciegeneM~o . ::'1 e l -aso gen ep~i s in degener:Jci~n , I;a componentes 

de l ci gen 'l e c ,o r ~e ' ~ ::'.:/0 c:J,e :omon ~n'l forma mL , ¡encilh si .,e h K <! u$O de lo e c o -

o bien ; 

o 
Q . 

j 

Si definimos 

..e -"E · 
• J. J 

entonces el estado bose a e l sistema de 2 ? artrculas es : 

A+ [O > 

1. 2 .50 ) 

( 2. 51 ) 

( 2. 52) , 

1. 2 . .33) 
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y, dentro de la apro ximación de basón, sabemos que el estado base de n partTcu las ( n, por) 

estó dado por : 

( 2.54 ) • \0) 
""" 

Calculemos ahora el número de po rtrculas que en promedio se encuentran en 

la capa a ,cuando el sistema est6 en el estado base ( 2.54 ) : 

( 2.55 ) 

Se tiene: 

( 2.56) • 

Substituyendo el valar de ct•· 
~ que da la ec. ( 2 .50 ), se tiene : 

'n ' ( 2. 57 ) 

Podemos ahora compa rar esta expresión can la que se obtiene del traba jo de 

16)
Belyaev . El número promedio de partrculas en la capo ~ est6 dado, según ve remos 

en la sección siguiente Cee . (2.BO) ), por ; esta cantidad se puede 

calcular usando la ec. ( 55 ) que Belyaev da poro el potencial qurmico 'A y la ec o 

( 5] ) pora la cantidad A . Si lue!;!O se desarrolla en serie el resultado, conservando 

solo el t6rmino lineal en n, se tiene exactamente la expresión ( 2.57). 
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y, dentro de la aproximaci6n de basón, sabemos que el estado base de n partrculas ( n, par) 

está dado por : 

(2.54), 

Calculemos ahora el nllmero de portrculas que en promedio se encuentran en 

la capa a ,cuondo el sistema está en el estado base ( 2.54 ) : 

( 2.55 ) 

Se tiene: 

( 2.56 ) 

Clo. Substi tuyendo el valor de ~ que da la ec. ( 2.50 ), se tiene: 

'n' ( 2.57 ) 

Podemos ahora comparar esta expresión con la que se obtiene del trobajo de 

16) 
Belyaev . El nllmero promedio de partrculas en la copa J está dado, seglln veremos 

en la secci6n siguiente (ec. (2.BO) ), por ; esta cantidod se puede 

calcular u50ndo la eco ( 55) que Belyaev da para el potencial qurmico ~ y la eco -

( 57 ) para la cantidad f:::. • Si luego se desarrolla en serie el resultado, conservando 

solo el ténnino lineal en n, se tiene exactamente la expresi6n ( 2.57 ). 
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Es interesante utilizar estos resultados para escribir en una forma un poco di

ferente la energra f"c (ec. (2.43) ) del estackJ base de n partrculas . Queremos es

cribir Ec de la siguiente forma: 

donde definimos Wo como 

( 2.58 ) 

y de aquf queremos calcular el valor de E~. Wa va a ser entonces la contribuci6n 

que dan al estado las energros é de una sola portrcula; si no hubiera fuerza de apa-
J 

reamiento, Wo serra simplemente 'n e', ya que todas las partrculas estarian en e l 

nivel m6s bajo E. ' ; debido a la presencia de la interacción, la superficie de Fermi ya 

no presenta un corte tan neto, sino que se difunde; este efecto lo toman en cuenta las ca'2.,. 

tidades que aparecen en ( 2.58 ). Substituyendo el valor de que da la 

eco ( 2.57) se calcula W y, de agur, se obtiene E f . El resultado es el siguie'2.,. 
o 

te : 

(2.59). 

Si consideramos la ec. ( 115) que da Bel yaev 14) y hacemos como siempre 

"'-/~ <.<. { I los primeros dos términos dan precisamente la eco ( 2.59 ) que acobo

mas de obtener¡ el tercer tármino de la ec. ( 115) de 8elyaev está conectado con la int~ 

facci6n cuadrupolo-cuadrupolo, que ro hemos considerado en nuestro análisis. 
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Es in teresante urilizar estos resul tcdos pal1l esc ribir en una forma un poco di -

ferente la en ergra ¡; ( eco (2.43) ) del estado base de n pa rt rculas . Queremos es-
e 

cribir Eo de la siguiente forma: 

donde de fi nimos Wo como 

( 2 .58 ) 

y de a qur queremos calcular ei va lor de E(f' Wa va o ser entonces la con tribLici6n 

que can a l estado las energras é
J 

de uno se la partrcul a ; si no hubiero fue rza de apa

reami ento , Wo serra simplemente 'Y\.. e' ,ya que todas los partrcu!as e5tarra n en el 

nive l m6s bojo é. ' ; deb ido o la presencia de la interocci6n, lo superfi cie de Fermi yo 

no presenta un <:Drte tan neto, sino gue se difunde; es te eFecto lo tomon en cuenta IG> ca':.. 

tidodes que aparecen en ( 2.58 ). Substi tuyendo el valor de que 00 la 

ec o ( 2. 57 ) se cal cu la ""o y, de aqur, se obtiene E f . El ~sultado es el s i gu i e~ 

te : 

( 2.59 ) . 

Si consideromos la eco ( 115 ) que do Be lyoev 14) y ha cemos como siempre -

"f\. / 1:L <.(. 1. I los primelOll dos térm inos don precisomente lo ec o ( 2 .59 ) que aeabo~ 

m05 de obtener; el tercer término de la se. ( 115 ) de Bel yaev ost6 conectado con lo inte 

meci6n euadrupo lo-euadrupolo, que no hemos cons iderado en nuestl1l anál is is. 
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Vemos que la aproximaci6n de bos6n da resultaQos satisfactorios para un sist.:. 

ma de partrculas moviéndose en un po tencial común e interacciona ndo mediante una fu erza 

de apareamiento, cuando el número de partlculas es pequeño comparado con la degenera ci6n 

de las estados de una sola partlcula que se estén considerando. Para un número cons iderable 

de partlculas hay que uti I izar otros métodos . Veremos en la próxima secci6n el método de 

las cuasipartrculas ,1 ibres. - 74 -

Vemos que la aproximaci6n de bosón da re~ultados satisfactorios pora un sist=. 

ma de partrculas moviéndose en un potencial común e interaccionando mediante uno fuerza 

de apareamiento, cuando el número de porticulos es pequeño comparado con la degeneraci6n 

de los estados de una solo partrcula que se estén considerando. Paro un número considerable 

de porticulas hay que utilizar otros métodos. Veremos en la próxima secci6n el método de -

las cuasipartrculaslibres. 
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3. - El método de las cuasipartl'culas libres. 

Este método es la apl icaci6n directa a la frsica nuclear de las téqlicas usa

das en la teorl'a de la superconductiv idad para resolver un hamiltoniono del tipo ( 2.6). 

La apl icaci6n de la teorra B.C.S. a los núcleos fue mencionada por primera vez por Bahr 

28) 14) 
Motte lson y Pines y entonces Belyaev IIev6 a cabo un estudio cualitativo de sus 

consecuencias en va rios aspectos de la estructura nuclear. Posteriormente Kisslinger y 

Sorensen ';!;) llevaron a cabo estudios cuantitativos, aplicando la teorl'a del aporeamiento 

a los núcleos esféricos. 

Usar' ·)S aqur la. nomenc latura de partl'culas y de cuasipartlculas en el senti.. 

14) !!)
do de Be lyaev y de Bayman . Daremos después las razones frsicas par las que los 

creadores de la teorla de la superconductividad prefieren usar una nomenclatura un paco 

17) 
diferente y, en cierto sentido, un poco meSs precisa. 

Hemos defin ido en el primer capl'tulo los operadores de creaci6n y de aniqui.. 

b+ 61~ 
laci6n de partl'culas : j'M' . Vamos a efectuar sobre estos operadores la 

tra nsformac i6n ordinaria de Bago I iubov 22) _ Valatin 23) , que define los operadores de 

c reaci6n y de aniquilaci6n de cuasipartrcu las : 

~~~ - Va b~~ 'ld b~1to\
{ + 

+V ( 2.60) ,~~IM :: ~ 'o~YW\ + ~ b~1W\ 

donde 

como en ( 1. 12). En ( 2.60 )se t iene la condici6n : 
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3 .- El método de las cuasipa rtrculas libre5. 

Este método es la apl icación direc ta a la frsicc nu clear de ras t~C!licas usa-

das en la rearia de !a superconductividad para resol ver un hamiltoniano del tipo ( 2 .6 ) . 

La aplicación de la tearla B.C .S . a las núcl eas Fue mencionada por primera vel; por Bohr 

28) 14) 
Mottelson y Pines y enronces Bely.:rev lI'evó ::: cabo un es tudio cualita tivo de sus 

consecuencias en varios aspectos de la estructura nuci e aT . Posteriormente Ki;sling"r y 

Saren.en 71) lleva ron a cabo estudios cuantitativos, apl icando la teor!'"q del apgreamiento 

a los núcleos esféricas. 

Usar' ' )5 a quila.nomenclarura de paLllculas y de cuasiporti"culas en el sent!.. 

14) !!) 
do de Belyaev y de ayman. Caremos de, pué. IG raZones fi'"sicas por las que las . 

creadores de 'lo reori',," de la 'luperconduc,'lvidad pref ieren usar una nomen cíatura un PQCO 

17) 
diferente y, en c ierto seni'ido, un fXlco m6s pf'ecisa. 

Hemos definido ,~n ·,,1 primer copnu lo lo s operadores de c reación y de oniqu!.. 

6+ i 1"'" 
loción de part(culGJ , j vv" O Vamos a efectuar sobre estas aperado res lo 

transfarmaci6n o rdi,.lario de Bosoliubo'/ 22)_ Valatin 23) , que define las operadores de 

creac ión y de aniquilación de cu as ipartrculas : 

donde 

rp1~ -
l~ ~~ = 

como en (1.12) , En( 2.60 )5e t iene la oondici6n 

( 2 .60) , 
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( 2. 61 ) , 

con lo que se oseguro que la transforma ción sea canón ica , en el sentido de que conserva las 

+ 
reglas de anticonmutación de Fermianes para las [3 ~..... y 

{ + + J { ~~ ~/~/J 
~ ~ M , ~~'.' = ~ , ~ = O 

(2.62 ).{ ~~~ , ~~'~'j:: 8t bWl.w, I 

Cabe mencionar que Carm i 24) est6 invest igando la posibil idad de una trans 

formación no canón ica , de manero qu e los operadores de creación y de an iquilación de 

cuosipartrculos no tengan n i las reglas de conmutación de los ferm iones ni la de los bosones . 

So argumento se basa esencialmente en e l hecho de que uno cuosipart l"culo es uno portTcu la 

"vestida" por la interacción yo priori no podemos afirma r nodo acerco de lo estod rst ico que 

debe obedecr . 

Podemos escribir la transformación ( 2.60 ) en formo matricial 

( 2.63 ) • 

Recordemos que y son los componentes yt/ i. 
, res~ectivamente, de un tensor de orden en el cuasi espacio de la capa ~ • 

En este cuasiespacio podemos definir 3 e jes {;' 1¡ , ~ ~ y podemos hablar de 

+ 
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v .2. 
j = (2.61 ) , 

con lo que se asegura que la tronsformación sea canónico, en el sentido de que conserva las 

+ 
reglas de anticonmutación de Fermiones para las f ~W\ Y 

{ + + J J ~I'\ ~/~'J 
~ a w. , ~ ~'.' = 1 ~ , ~ :: o 

{~~~ , ~ ~/~ '] :: óf ~wt WJ' ( 2.62). 

Cabe mencionar que Carmi 24) est6 investigando la posibilidad de una trans-

formación no canónica, de manera que los operadores de creación y de aniquilación de -

cuasipartrculas na tengan ni las reglas de conmutación de los ferm iones ni la de las bosones. 

Su argumento se basa esencialmente en el hecho de que una cuasipartrcula es una partk ula 

"vestida" por la interocción ya priori no podemos afirmar nada acerca de la estadrstica que 

debe obedecr. 

Pademos escribir la transformación ( 2.60 ) en forma matricial 

( 2.63) • 

Recardemos que y son las camponentes tI ~ y 

, resRectivamente, de un tensor de orden en el cuasi espacio de la capo j 

En este cuasiespocio podemos definir 3 ejes {;' l¡ , ~ ~ y podemos hablar de 
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rotaciones de los eles, definidas por 3 ángulos de Euler : <f'J" ( alrededor de ~J" ), 

( a Irededor de t; ~ ) ( estos 3 6ngu los de 

a 3) 
Evler se han definido en el mismo orden de (d.. ¡3 r) de Rose , pág. 50 ). Entonces 

( al rededor de 

( 2.63) corresponde a una rotación en los ejes del cuasiespacio de la capa j por los 

6ngulos de Euler siguientes : 

-o 

u" 3 

~ 
m{!t 

( Compárese la matriz 2 x 2 de ( 2.63 ) con oti',., m' de la ref. 3), eco (4.54 ) ). 

Veremos que, en general, los parámetros varran de ca 

po a capa. Entonces la transformación de Bogol iubov corresponde a una rotación en el 

cuasi espacio de cada capa, por un ángulo distinto en cada una de ellas. Si tene 

mos C capas, podemos regresar a nuestro ejemplo de c partrcu las del ler capllulo y d=. 

cir que la transformación de Bogoliubov es análoga a efectuar una rotación en las coor

denadas de cada partrcula, por un ángu lo diferente en cada una de ellas. 

Al efectuar estas rotaciones, [as componentes del cuasispin se transformarán 

con la ley ordinaria de transformación de los vectores. Tendremos unas componentes rot~ 

+ 
~ j..... y de que las 

'o+~....... Y ~/M 
que son las mismas funciones de 

S~:- ";i [(3+~ ~~Joo 

(2.64), 
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ro tac io nes de los ef~r defi n idos por 3 ~ ngulos de Eul ,¡n : ~i ( a lrededor de r; i 
( al rededor de 

I 

7~ ) y 
( a lrededor de t;-:'" ) ( ~tos 3 6ngulos de 

3 3) 
E\ll er 5e han defin; do en el mismo orden de (d.. ¡s r) de Rose r póg. 50 ) . ErHonces 

( 2.63 ) co rre~ponde o una rut·:lci6n en los ejes del cuosiespacio de la capo j por los 

6ngu los de Eu ler s iguientes : 

'f . 
j 

~" - O 
~ 

i~s-t 1.9 ~ .::.L - V 
'- ,,- ~ 

u· a 

m(!i. 
(Comp6rese lo matriz 2)( 2de( 2.63 )eon OZ:::;It!It't ' de la ref. 3), eco (4.54) ) . 

), 

Veremos que, en genero l, los po~metros u· , V; vcrran de ca 

po a capa. En to nces lo transformación de Bogol iubo v corresponde a una rotac i6 n en e l -

cu asiespa cio dé cada copa , por un 6ngu lo distinto en codo uno de ellos. Si ten e 

mas c capos, pod emos regresa r a nuestro ejemp lo de e portrcu las del ler cop11'ulo y d~ 

cir qu e la trons formoción de Bogo l iubo v es aná loga a efecrua runo rotación en las ooor-

denadas de cado partrculo, po r un á ngul o diferente en cada una de ell as. 

Al efectua r estos rota ciones, las componentes del c uasispin se trcnslÍJrma r6n 

can la ley ordinaria de trcnslÍJrmac i6n de 105 vectores. Tend remos unas componentes ro~ 

lo +~IM. Y ~l W\ 

+ 
~j~ y de que los -que son las mismas fun c iones de 

St~ : - ~ [~+j ~~to 

l 2. 64 ) , 
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/ 

. es el operador de númera de cuasipartrcu las en 

tienen las mismas reglas de conmuta ci6n de las 

y Ies llamaremos los generadores del cuasi cuasispin . La transformaci6n entreS~j 
Ll\:1. ) .OUmm" . 

( 2.65) . 

donde 

la capa 

Las cantidades 

las S~~ y las es la siguient~ ( ref . 3), ec o 4.46 para 

En términos del cuasispin, el hamiltoniano ( 2.6) se puede escribir asr: 

(2.66).H =~ e~ V. Svj +n~) +!i G! Sij S-ii' 
~ d1 

Si le aplicamos a ( 2.66) la t ransformaci6n de Bogoliubov ( 2 .65) Y hacemos las conmut:: 

cienes apropiadas pora pone r todos los términos en orden normal, podemos escri b ir H de 

la sigu iente manera : 

( 2.67) , 

donde : 
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donde .es el operador de número de cuasipartrculas en 

lo capa 

Las cantidades tienen las mismas reglas de conmutación de las 

y les llamaremos los generadores del cuasicuasispin. La transformaci6n entre 

y las 
Ll , 1. 

es la siguiente ( ref. 3), eco 4.46 para ocJmm/ ) : 

( 2.65 ). 

En términos del cuasispin, el hamiltoniano ( 2.6) se puede escribir as~: 

H = ~ e~ (it Svj + 2~) + ~ G! Sij S-i.i' (2.66). 

~ d1 
Si le aplicamos a ( 2.66 ) la transformaci6n de Bogoliubov ( 2.65) Y hacemos las conmut~ 

ciones apropiadas para poner iodos los términos en orden normal, podemos escribir H de 

la siguiente manera: 

( 2.67 ) , 

donde: 
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( 2.680 ) -1 =-~ (E. - ~) · ~.Q.V1
00 ~ ~ ~ 3 j 

~ 

( 2.68 b)H~1 =¡,~Ej- 6\t)(Uj1. - ~t) + .t~ \Jj váJ Ni 
j 

( 2.68c ) H:o = -!tú ~~U;_\jl)~ -UjVs(E~- Gvt1 (s~tr s:j) 
J 

(2.68d)H!40 = ~ GLu;vt (S;i s:~ + s--:¿ S~ti) 
i., ~ 

H31 =-(1GL(V:~-u¿'-)~~ (S;~N~-· NrlS:ii ) ( 2.68e ) 

~·l 

( 2.68f ) , 

donde 

( 2.69 ) .6= G!nj U~V1' 
j 

Los subrndices en cada H indican el número de operadores decreaci6ry de 

aniqu ilaci6n presentes: por e iemplo, H~1 indica que contiene 3 operadores de crea

ci6n y uno de aniquilac ión en un tám, ino y uno de creación y 3 de a niquilaci6n en el 

, 
otro . 

Si escogemos nuestros par6metros Ud ' Vj de tal forma que --
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~oo =-~ (E ~ - G;;') . .t ~~~" 
~ 

H~i = ¿ ~El-6\t)(Ut-~t) + '-6. ~v~J Ni 
j 

H:¡o = -!tú ~~u;-vt)1- -UiVl (E ~ - G Y¡¡1 (s~tr s:) 
J 

H~o = ~ G L U:vt (S;, ~~ + s-:¿ S:i~) 
¿, i 

H3 1 = {i G ¿ ('{'--Vi
t

) U~ ~ ( S~~N~·· N~ s:ú) 
~·i 

donde 

6 = G~njUi"~· 
j 

( 2 .680 ) 

( 2. 68 b) 

( 2.68c ) 

(2 .68d ) 

( 2 .68e ) 

( 2 .68f ) , 

( 2.69) . 

Loo, ,ubi~1dices en coda H indican el núme~ de o perodo res decreoci6ry de 

oni'1uiiac i6 n presentes : por e iemp lo, H:'1 indica '1ue contiene 3 operadores de creo-

ción '1 uno de:míguilo66n en un ~~ rm ino y uno de c rea ci6n y 3 de aniguil acid n en el -

ótro . 

Si escogemos nuestros par6metros U~ , Vá de tal forma gue ---
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H~o =0 y despreciamos HLf,O' H~1) ti z. t , sobre lo base de que 

H 4 0 Y H ~{ no conservan el número de c uasipa rtrculos y H2.% es de la 

formo ~+~+~~ y corresponde po r tonto o una interacc ión entre cuosiport rculos, 

que podemos suponer pequeña , entonces nuestro hamil ta niono H se redu ce o uno constan 

te K00 , más un térm ino de cuosiport rculos independ ientes HH 

Si los hipó tesis propuestos son válidos , hemos logrado d iagonal izar oproxim~ 

domente el homiltoniano ( 2.66 ) . Aqur lo ideo es a náloga o lo que lleve de los nucleo

nes en inte racci6n a unos nucl eones independiéntes, meti dos en un potencia l común, coma 

en el modelo de copas; ( los nive les son los energros é j que hemos estado usando); lo 

mayo r pa rte de lo interacci6n se ha usodo para constru ir el po tencia l común y de ahr en 

adelante se traba ja con un mode lo de partrcu las independientes. Se refina e l modelo in

troduciendo una inte racci6n residual, como e l apa ream iento en nuestro caso. Se pasa po r 

segunda vez de un mode lo de porticulas en interacci6n a un modelo de cuosipo rt rculos in

dependientes, metidas en un nuevo potencia l comlln, con .niveles dados por e l coefic iente 

de N
j en HH ; de nuevo se ha usado lo porte más impo rtante de la inte racc i6n ~ 

residual para const ru ir este nuevo pozo comlln y de aqur en adel ante se traba jo con un m~ 

delo de cuosipartrculos independ ientes, moviéndose en e l nuevo pozo mencionado. Un r:. 

finam iento pasterio r serio segui r adelan te par tercera vez con lo misma ideo y toma r en 

cuento lo interacci6n entre los cuasipartrculos. Este paso lo haremos posterio rmente. 

Admitiendo lo validez de las hipótesis hechas, vemos que lo ene rgia más ba ja 

del sistema esteS dada por el térm ino constante y cuento el núme ro 

de cuasipartrculas independientes y su coeficiente nos da entonces lo energra de exc itación. 

Busquemos entonces una función de onda para el estado base del sistema; esa fundeSn de 

onda, que de~ignaremos con \ O) , debenS ser tal que cualquier operador de aniquil~ 

tieSn de cuasipartrcula actuando sobre ella de cero; \ O) es entonces el vado de -
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H",o =0 y despreciamos Hc..,o ' H31 J +-Iz.t , sobre I a base de que 

H 40 Y H 3i no conservan e l número de cuasipartrculas y 1-12.2 es de la 

Forma 0+ ~+ ~~ y corresponde por tanto a una interacción entre cuasipartrculas, 

que podemos suponer pequeña, entonces nuestro hamilton iano H se reduce a una constan 

te H 00 ,más un término de cuasipartrculas independientes H H 

Si las hipótesis propuestas >on válidas, hemos logrado diagonal izar aproxim~ 

damente el hamiltoniana ( 2.66). Aqur la idea es análoga a la que lleve de los nucleo-

nes en interacción a unos nucleones independ iéntes, metidos en un potencial común, cama 

en el modelo de capas; (los niveles san las energras é j que hemos estado usando); la 

mayor parte de la interacción se ha usado pora construir el potencial común y de ahr en 

adelante se trabaja con un modelo de partrculas independientes. Se refina el modelo in-

troduciendo una inte racc ión residual, como el apareamiento en nuestro caso. Se pasa por 

segunda vez de un modelo de portlculas en interacción a un modelo de cuasipartrculas in-

dependientes, metidas en un nuevo potencial común, con ,niveles dados por el coeficiente 

de N~ 
j en H H ; de nuevo se ha usado la porte más importante de la interacción 

residual pora constru ir este nuevo pozo común y de a qureri adelante se trabaja con un me:, 

delo de cuasiportrculas independientes, moviéndose en el nuevo pozo mencionado . Un r~ 

finamiento posterior seria seguir adelante por tercera vez con la misma idea y tomar en -

cuenta la interacción entre los cuasiportrculas . Este paso lo haremos posteriormente. 

Admitiendo la validez de las hipótesis hechas, vemos que la energia más baja 

del sistema está dado por el término constante y cuenta el número 

de cuasipartrculas independientes y su coeficiente nos da entonces la energra de excitación. 

Busquemos entonces una función de onda para el estado base del sistema; esa función de 

onda, que designaremos con \0) , deberó ser tal' que cualquier operador de aniq,uil~ 

, ión de cuasipartrcula actuando sabre ella de cero; \ O) es entonces el vado de --
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cuasipartrculos : 

(2.70), 

Vemos inmediatamente que uno expresión que satisface ( 2.70) es lo siguiente: 

¡3~W\ IO) ::. O , 

(2.71) I\ O) ~ n ~~~ lo> 
~,"" 

donde \ O> es el vacro de partrculas. 

Usando ( 2.60) tenemos: 

( 2.72 ) , 

o bien: 

i-WIn r, (2.73),\0)=. Ll-) U~~ 
1, ""'0 

Hemos escrito lo) en lo forma ( 2.73) pare compararlo posteriormente 

con el estado base que se prepone usualmente en lo superconductividad. El estodo base 

( ? 73 ) es muy f6cil de normal izar y se obtiene : 

(2.74 ).lo) = n [U~ + C-)~·""~ ~~ b~_~l\O)
~)W\'" J 

Es muy ilustrativo escribir el estado base de la siguiente manera ; 

( 2.75 ) . 
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cuosiportfcu las: 

r'iW\ I o) = O , ( 2.70 ) . 

Vemos inmediatamente que una e¡qJresi6n que satisface ( 2.70) es lo siguiente: 

\ O):: n p~~ l0> 
~ .,,,,, 

( 2.71 ) • 

donde \ O> es el '\lacro de po rtfculas . 

Usando ( 2.60 ) ten s ; 

( 2.72 ) , 

o bien : 

( 2.73) . 

Hemos escrito lo) en lo farma ( 2.73 ) poro comparorlo posteriormente 

con el estado base que se propone usualmente en lo superconductividad. El estocio oose -

( ? 73 ) es muy fócil de normal izar y se obtiene: 

lo) = n [U~ + c-t~~ ~~P\ b~-~1\o) 
~)'II'I>o 

( 2.74). 

Es muy ilustrotillC !5cribir el estado base dI! la siguiente manero : 

( 2.75) . 
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Vemos que nuest ro estado base es una mezcla de O, 1, 2, ••• , ..Q.. 


parejas de pa rt rculas acopladas a momento angular cero. Consi

deremos un térmi no p de la suma: 

( 2.76 >., 

donde ~ .='1 / t-j 
Este término contiene exactamente p parejas de portrculas acopladas a mom~ 

to angu la r cero, dist ribuida s sobre todas las capos ~ • Si las valieran 1 pora toWi 
das las capas, ( 2.76 ) se reduc irra a : 

( 2.D) , 

que sabemos que corresponde al estado base de 2 p pa rtrculas interaccionando con fuerza de 

apaream iento en el caso totalmef' te degene rado" ( sin "single - porticle spliHing" ). Una 

combinaci6n como la ( 2 .76) se espe ra que pue.:la describir el caso no degenerado. 

Si queremos describ ir un sistema con 2p = n portrculos, serra deseable que 

en lo) apareciera salo el té iTll ino ( 2 .76 ); pero el tipo de tratamiento es tol que apa

recen otros términos con un núme ro d ife rente de partrculas. Entonces es necesorio pedir cpre 

el término n = 2p sea e l m6s importan te: o seo, que la distribución en el número de por

trculas tenga un pico en n ::.2p; esto se obtiene pidiendo que el valor espe rodo del opera

do r de número de partrculas en e l estado base seo n. O sea : 

( 011\110) 
( 2.78) . 

(010) 
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Vemos que nuestro estado base es una mezcla de O, 1, 2. •.. , ..n. 
parejas de part rculas a coplados a momento angular cero . Consi-

de remos un término p de Jo suma : 

(2.76 ), 

donde ~ == '1/11 . 
Este término contiene exactamente p pare jas de partrculas a copladas a rnotrIe!!. 

to angular cero, distribuidas sobre todos los capas J 
das las capas, ( 2.76 ) se reducirra a : 

• Si las wJ val ieran ! para to-

( 2.n ) , 

que sabemos que corresponde al estado base de 2p part rculos interaccionando con fu erza de 

apareamiento en el caso totalmerte degenerado· (sin "single - particle ~Iitting"). Uno -

combinaci6n como la ( 2.76) se espero que pueda describi r e l caso no degeneMdo. 

Si queremos describir un sistema con 2p = n pattrculas, seña deseable que 

en lo) apareciera solo el téiTl'1ino ( 2.76); pera e l t ipo de tratamiento es tal que apa-

recen otros términos con un número diferente de partrculas. Entonc es es necesario pedir q.Je 

el término n = 2p sea e l méls importante: o seo, que la distribuci6n en el nClmero de par-

trculas tenga un pico en n :. 2 p ; esto se obtiene pidi endo que e l valor esperado del ope/Q-

dar de número de partrculas en el estado base seo n. O sea : 

(oI N l o ) 

( 0 10) 
( 2.78) . 
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Desarrollando ( 2.78 )' se obtiene: 

( 2.79 >. 

Es interesante notar que 

( 2.80) 

es e l promedio de partrculas en la capa j Entonces e l i~.r término de 

1( ec. 2.680 ): ~ f. (2n·V.) nos da precisamente la energl"a promedio 
~ ~ I I 
\ 

de nuestros partrculas, por estar met idas en un pozo común con energl"as de una sola partl"c~ 

la iguales a éj . 

Tenemos ahora e l problema que nuestros pardmetros '1 deben satisfacer 

( 2.79) y ademds deben ser tales que anulen idént icamente H~o según ya se explicó. 

El mismo conjun to de ~ no podrra, en gene ral, satisfacer ambas condiciones. Se i n t~ 

duce entonces un parnmetro extra co n dim. de energra y se conviene en medir las 

energras desde ~ • Debemos entonces substituir por E. - A en
J 

todas las ecuaciones. Se llega al mismo resultado si en vez de pedir que ~10:: O 

se buscan los parnmetros ~ tales que minimicen .10 energra H00 del estado ba

se, con la condición ~.tQ.~ ::: '1"\. ; esto nos fuerza a introducir un multiplicador 
. 1 3 
1 

de lagrange 'A ya trabajar con el hamiltoniano. 

( 2.81 ), 
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Desarrol lando ( 2 .78)' 5e obtiene : 

( 2.79 l. 

Es inte resante nota r que 

(o 1 Nj \ o) _ . V'-
(0 1 0 ) -;t.Q.~ l ( 2.80 ) 

es el promed io de partrcul as en la capa j Entonces el 1~r térm ino de 

( ec. 2.680 l : ~ f. (2n·V.1) nOS da p,·ecisamente la energra promedio ~ 
~ l I ~ 
~ 

de nu es tras partrculas, par estar metidas en un poza común ca n energras de una sola pa rtrc~ 

la igua les a éj . 

Tenemos ahora el problema que nuest ras parÓmet ras ~ deben satisfacer 

( 2.79 ) y ademós deben ser tales que a nulen idénti camen te H~o segdn ya se e xp li có . 

El mismo conjunta de ~ no podrro , e n genera l, sat is fa cer ambas condiciones. Se int~. 

duce entonces un par6metro extra co n dim. de energra y se convien e en medir los 

energ ras desde ?-.. . Debemos entonces substitu ir par E. - A 
J 

en 

todas las ecuaciones. Se ll ega al mismo resultada si en vez: de ped ir que 1-110 :: O 

se buscan las par6metros ~ tales que minimicen .10 energra H del estado ba-00 

se , con la condición '!..1n..~ = "1"\. ; es to nos fu e rza a intraducir un multiplicador 
. J 3 , 

y a treba ja r con el hamiltoniono. de Logronge Í\.. 

HI' = H- AN ( 2. 81 ), 
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donde H es el hamiltoniano o rigina l y N es el operado r de nllmero . Por ambos métodos 

H), H) 
el resu ltado es el sigui en te : 

{c~_).'f+~~1 

( 2 . 82a ) 

( 2. 82b ) , 

N G v.:'
donde E = é · 

~ - j ~ ( 2. 82c ) . 

Reso lviendo la pare ja de ecuaciones ( 2.82a, b) se encuentran A y 6 . 

El parometro vale: 

( 2. 83 ) 

y 

Con es tos par6metros se puede demost rar 14) que la fluctuación fracc ional en e l número de 

part rculos para el estado base és 6 n/n ('V i/.¡yt . Si n es mu y grande, esto 

fluctuación es pequeña . 

Con las h ipótesis hechas, podemos escribir el hami/toniono ( 2.66 ) de lo man~ 

ra siguiente : 

H=Hoo + L E&N ~ 
( 2.83) , 

~ 

- 84 -

donde H es el homiltoniono original y N es el operador de mímero. Por ambos métodos 
H ) , H ) 

el resu l tado es d sigu iente : 

=2 
á 

donde 

{(~. -).'1' + tl.'J. I 

,.. 
e = é. 
c~ - j 

G v.:¿ 
~ 

( 2.820 ) 

( 2. 82b ) ) 

( 2.82c ) . 

Resolviendo lo po rejo de ecuaciones ( 2.820, b) se encuentran A y t::. . 
El porometro 

y 

vale : 

!. ( [ v: =- {
j ~ ( 2 . 83 ) 

Con estos parámetros se puede demostrar 14) que lo fluctuación fraccional en el número de ~ 

partrculas paro el estado base es 6 n/n ('V i /rrt . Si n es muy grande, esto 

fluctuaci6n es pequeño. 

Con los hipótesis hechos, podemos escribir el homiltoniano ( 2.66) de lo mon=. 

re siguiente: 

H :: Hoo + L E, N ~ 
~ 

( 2.83), 
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donde Ei ' la energra de una cuasipartTcula, se abtiene de ( 2.68b ) introduciendo los 

resultadas que acabamos de citar : 

( 2.83 )'. 

Vanos a investigar ahora algunas caracterTsticas del espectro, en nuestro mo

deJa de cuasipartraJlas independien tes . Empecemos con la energra del estado base y consi

deremos, como ilustracicSn, el caso tetalmente degenerado, ya que este coso se puede resol

ver eJ«Jclamente; par afio lado, los ecuaciones ( 2.82 ) y ( 2.83) tienen soluci6n inmedi~ 

tu. PolO el caso totulmente degene rodo de c copos situadas o uno energra é se ob

tiene : 

Si calaJlamos la energra del estado base con lo ecuaci6n exacto ( 2.5 ) ha-

ciendo V: O y agreg:indole la energra '"n ~ obtenemos: 

CalaJlemos el enor relativo 8' de la porte de lo energra del estado base d=. 

bicha la fueaa de apareamiento : 

g:: H...(UOLtt) - Hoo 
Hoo (uaJQ.) 

~'.n. 

Si ..Q. » i , entonces 

( 2.84 ) 

- as -

donde ~i ,lo energfo de UOCI CUClSipartTcula, se obtiene de ( 2.68b ) introduciendo los 

resultud05 cpJe acobamos de citar : 

( 2.83 )'. 

Vart05 o investigar c haro a lgunas corocterrsticas del espectra, en nuestro mo-

delo de CUQ$iportrOllas independienl~. Empecemos con la energi'a del estado base y co nsi-

deremos, como ilustnJci6n, el t::a5D tat<:¡(mente degenerodo, ya que este coso se puede reso l-

ver e.JClarnente; peroho lodo, as ecuaciones 2.82) Y ( 2.83) tienen soluci6n ¡nmedía 

tu. PalO el caso totulmente degenerado de e capas situadas a uno energra t se ob-

tiene : 

Si c;olOlIOlllOS lo energra del estado base co n la ecuaci6n exacta ( 2. 5 ) ha--

ciencb V:. O y ogreg1ndole la energra "r1. ' obtenemos: 

Calculemos el enor relativo S de la porte de lo energra del estado base d=. 

bicha la fueno de apanuniento : 

~ '-n. 

Si .1l»i , I!fltonces 

( 2.84 ) 
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Esperamos entances tener buena aproximación si la degeneraci6n es muy gronde. 

Pasemos ahora a los estados excitados. Hemos vista que el estado base 

es una combinaci6n lineal de términos, cada uno con un número par de partrculas. El pñmer 

estodo excitodo se obtiene aplic6ndole a lo) un aperador de creación de cuasiaartrculil: 

H \0) = J.t GO \0) 

H[~t~ \o)J (~oo ~ E3) f31tt\ lo) 

y su energra seIÓ ; el estado correspondiente es una mezcla de tér

minos con un número non de partrcu!as. La siguiente exciroci6n se obtiene ..olviendo a apJi. 

cor un operador de creación de cuasipartrcula : 

La energra es ahora Hoa + (E~ +E31 ) y el estado correspondiente contiene sÓlo 

términos con un número par de partfculas. 

Vemos entonces que para describir un núcleo par debemos partir del estada ~ 

se \0) y los estadas excitados se obtendlÓn aplicando sucesivamente parejas de cuasi

partrculas. Para un núe leo par tenernos entonces el estado base y luega un grupa de niVe les 

con energras E3 + Et Ejl + E j ,,, ' donde los rndic~ ~ pueden correr 

lIObre Iodas las copas. Si 6 es mucho mayor que la diferencia entre las energros é
l 

originales, entances los niveles del primer grupa excitada estalÓn separooos por uno energra 

del oroen de la diferencia mencionada, mientras que su altura lIObre el estado base ser6 del 

o roen de ~11 . Tenemos entances la caroc terrstica que esper6bamos de los núcleos pa
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bpel'llJn05 entonces tener buena aproximación si la degeneración es muy grande. 

Pasemos ahora a 105 e5tados excitodos. Hemos visto que el estado ~ 

es una combinación lineal de ténninos, cada uno con un mlmelO par de partrculas. El primer 

estado excitado se obtiene aplic6ndole a lo) un operador de creación de cuasioanrcul.:J: 

H \ O) = 1-100 \ O) 

y su energra sero ; e l estado oorrespandiente es una mezcla de tér-

minos con un número non de partrcu!as. La .¡guiente excitución se obtiene ..olviendo a epli 

car un ape:-:Jdor de crea cid n de cuasipartrcula : 

La energra es ahora HOo + ( E3 + E ., ) y el estooo correspondiente contiene sÓlo 

ténniOO$ con un número par de parttculas. 

Vemos entonces que paro describir un núcleo par debemos partir del estodo ~ 

\0) y los estados excitados se obtendlÚn aplicando sucesivamente parejos de cuasi -

porttculos. Paro un núe leo pa r tenemos entonces el estado base y I~go un grupa de niveles 

000 energtos E3 + Et 

lObee todos 1m copas. S i ~ 

, donde los rndic~ ~ pueden correr 

-es mucho mayor que la diferencia entre las eoerSfos f · 
l 

originales, entonc es los niveles del primer grupo exc ikloo esturón separados por uno €-Oefgto 

de l orden de lo diferencia mencio nado, mientros que su alturo !Obre el estado base \eró del 

orden de ~11 . Tenemos entonces 1" corocteñstico que espe~ de los núcleos po-
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res, como se explicó en conexi6n con la figura 3. 

Para un núcleo non en cambio, e l estado base se obtiene como un estado de 

una cuasipartrcu la. 

( 2.85) 

Como ~ puede tener cualquier valor entre las capas escogidas, tendremos muchos niveles 

ce rca de l estado base, a una d is tancia del orden de la diferencia entre las e . Este es
á 

precisamente e l hecho que se observ6 en conexi6n con la fig. 4. El siguiente grupo de ni

ve les excitados se obtiene agreg6ndo le a ( 2.85) 2 cuasipartrculas. Por la expl icaci6n 

que se acaba de dar se ve que se reproducen 105 grupos de niveles de las fi.gs. 3 Y 4 con un 

número de cuasipartrculas igual ó V . Podemos demostrar esto m6s formalmente pa ra el 

caso totalmente degenerado. En es te caso todas las energras de una cuasipartrcu

la son igua les a Gn(~ Entonces para un núcleo par, la energra de excitaci6n de V 

cuas ipartrculas vale: 

v G.n.. 
:L ( 2.86 ) • 

La fórmula exacta ( 2.5 ) nos da : 

Entonces si y .n.-:;:.>V ,podemos identifi car el núme 

ro de cuasipartrculas con el seniority vectorial. 

An610gamente se puede probar lo mismo para un núcleo impar. 

Habiendo encontrado la forma de construir los estados excitados con el méto

do de las cuasipartrculas libres, es importante hacer notar que este m~toda nos da estados 
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res, como se expl ic6 en conexión con la figura 3 . 

Pa ra un núcleo non en ca mbio , el estado base e o b tiene como un estado de 

una cuasiportrcula . 

(31~ \ O) ( 2.85 ) 

Como ~ puede tener cua lquier vaior entre las copas escogidas, tendremos muchos nivel es 

cerco del estado base , a una dista nc io dél orden dE: lo di fe rencio ent re las Ed . Este es 

precisamente e l hecho que se observ6 en conexión con !i o fig . 4. El 'i lgu iente grupo de ni-

veles excitados se ob tiene ag regóndole a ( 2.85) 2 cucsipap'!'cula5 . Por lo explicaci6n -

que se acaba de da r se ve que se reproducen 10$ grupo$ de ni veles de las figs. 3 y 4 co n un 

número de cuasipa rt rculas igual á V Podemos demostrar e510 m6s fo rmal,,, e nte para el 

caso totalmente dege ne rado . En es te CQSQ todas ia; energ l'as E , 
~ 

de una cUG~ipartr"cu ..¡¡ 

lo so n iguales a Gn(:. En to nces para un núcleo pa r, lo energ ra de excitQci6n de V 

cuasipart rcu la s va le: 

(2.S6 ) . 

La fórmula exoct¡;¡ ( 2.5 ) nos da 

En tonc es si y n.. '» V , podemo s iden t ifi car e l núme 

ro de cuosiportrcu las con e l senio ri ty vectoria l. 

Anólogamente se pu ede probor lo mismo po ro un núdeo impar . 

Hab iendo en cont rada la forma de cOr1S~rJir los esrados excitados con el méto-

do de los cuosiport rculas libres, es impor.'ont.o hacer' r1Ot'.lr gue este m~todo nos do estados -
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espurios, cuyo presencio se debe o los a proximaciones del mé todo, qu e llevan o la no canse!:. 

voción del número de portrcu los. Como refe renc ia , consideremos lo solución exacto po ro el 

p robl ema de lo fuerzo de apareamiento poro el coso de una sa la capa ~ • Si ten emos 

n partrculas, e l estado base (V::. O ) es : 

( 2. 87) • 

Tenemos luego un con junto de es tados de seniority '\T'::¡' y momento ongu 

lar J ~ O , todos con la mismo en ergro : 

"" -1 

I V::") J"M) OC S~JM (~\i'T l0> ( 2.88 ) , 

donde J :< 2, 4, •. . , ( 2 j - I ) . 

En lo so lu ci6n aproximada de este probl ema con el método de los cuasipart rcu 

I 
las libres, se ti ene un grupo de e,tados de 'Y\. ~ ~ cuasipa rt rculas, todos con energra 

, que se ob tienen aplic6ndo le 01 e~tado base lo) dos cuas ipartrculas aeo

piadas a un momento angu lar tota l definido J : 

( 2.89 ) , 

donde J = 0,2,4, . .. , (2 j - 1) . Vemos gue e l estado J;: 0, que no oporec e en el 

tratamiento exa cio, es pos ih le ·"n e l ./T,éro.Jo de le s cuosipot-tl",_ t,s libres . Se troto de un es

15' 
todo espurio , cuyo origen se d,,- he a la no consF:rvac i6n en el número de portrculas ) 

Tam bi én en e l probl emo de e copos degenetTJJ\ls, el mé todo de los cuosiport ICU los libres no, 
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espurios, cuyo presencio se debe o los aproximaciones del métodQ, que llevan a lo no conse~ 

"ación del número de portrculas . Como referenc ia, consideremos lo soluci6n exocra poro el 

probremo de 'lo 'fuerza de apareamiento para el caso de una sola capa á . Si tenemos -

n partrcul1as, el estado base ( V:. O ) es : 

( 2.87) . 

Tenemos luego un conjunto de estados de seniority V :: =z. y momento angu-

lar J'¡' O , todos con lo mismo energ ra : 

I't'\ -i 

\ \f : " J .J M) OC S~jM C?~) T lo) ( 2.88 ) , 

donde J :: 2, 4, . . . , ( 2 i - I ) . 

En la solución apr,) ximaoa de est~ problema con el método de los cuosiportrcu-

las libres, se tiene un grupo de e ~,raclos de rn.'::. ~ cuasipartrculas, todos con energro 

, que se obtienen aplic6nóole 0'1 estade, base lo) dos cuasipartrcu'las oeo" 

piadas o un momento angular total definido J: 

( 2.89 ) , 

donde J = 0, 2, 4, ... , ( 2 i - I ). Vemos que el estado J;;:: 0, que r.o aparece en el 

tratamiento exocio, es posihle ,¿n el .r(",¿ro,jo de "'5 cuosiportlc"I,S libres. Se troto dE: un es-

15' 
todo espurio, cuyo origen se ddJe o lo no cons"rvoción en el número de portrculos I 

También en el problema de c copas d~geneloJ',ls, el mé todo de los cuosiportlculos libres no, 
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da, entre los estodos de dos cuasipartrculas con J =O, un estado m6s que el que se ob t i~ 

ne con el tratamiento exacto. En este tratamiento exacto el estado base es 

( 2.90) , 

ic 
donde 'si =- ~ .s . es el operador de ascenso del cuasispin total. Como se 

~ "~i i ~ 
vió en la eco ( 1.73 ), si se tiene m6s de una capa es posible construir estados de sen iority 

vectorial V ="" y momento angular J: O. Los estados con estas caracterrsticas y 

2 partrculas se pueden escribir por generalización inmediata de la eco ( 1.79) : 

l-"'t:~) V:~} J;o) = ¿ a.j Sij \0> ( 2.91 ) , 

j 

con la condición 

~Q.n~ =C (2.92), 
~ ~ 

que equivale a pedir: ))-1 ~ aj SiJ' \ O> = O (ec. ( 1.77 ) ). 

El estado con V::. ~, 
4 

J = O Y n partrculas es entonces: 

( 2.93) . 

Debido a la condición ( 2.92 ), vemos que sólo tenemos ( c - I ) combinacio

nes lineales linealmente independientes del tipo (2.91 ), si c es el ndmero de cafXls deg=

neradas del problema. Entonces tenemos (c -1 ) estados ~xcitados con J =O y \": ~ • 
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da , entre los es tados de dos cuasipa rtrculas con J = O, un estado m6s que el que se obt ¡~ 

ne co n e l t ra tamiento exac to . En es te tratamiento exacta el estado base es 

( 2.90 ) . 

ic 
donde 'si =- 4 5iá E'5 el operador de ascenso de! cuasispin tota l . ComO,6 

J;l1. 

vid en la eco ( 1.73 ), si se tiene m6s de una capa es posible CD nstruir estados de se niority 

vectorial V =:t y momen to angular J ; O. los e'.i tados con estas caracterrsticas y 

2 part rcuk¡s se pueden escribi r por generaliza c ión inmedia¡·o de la eco ( i .79) ; 

II'n = ~) V=!t J J~o > '= ¿ IÁj Sij \ 0> 
j 

co n la cond iciÓn 

( 2.9 1) ¡ 

~ Q. n j e ( 2.92 ), 
5 ~ 

que equ iva le a pedir: E_i ~ Gj S~J. \ 0> = o ( ec. ( I.n )) . 

4 
El estado con v; ~, J = O '! n po ctl'culas es enton ces: 

'l'I-t. 

I 'V\ , V = :t) J = O> = C¡ o..j Sij) (,(~\)-r \.0 > ( 2.93 ) . 

j 

Debido a la condiciÓn ( 2.92 ), vemos qve só lo tenemos (c: - 1) combinacio-

nes li neales linealmente independientes del t ipo ( 2.91 J, si c es el ndmero de copos deg=. 

"\.t __ GIl • neradas del problema . Entonces t nemas ( c - 1 ) estados !xci tados con J = O y <><. 
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En el método de las cuasipa rtrculas, tenemos exactamente c estados exci'tados 

de 2 cuas ipart rcu las y momento a ngular ce ro : 

con 

( 2.94 ), 

Como se ve, tenemas un estado extro , que es espurio. 

En la secciÓn sigu ien te veremos qu e la apro ximación de cuasibosó n pe rmi te no 

sólo mejo ro r los resultados de la aproximac ión de cuasipart rculas libres, sino que también 

elimina automáti camente los estados espurios menc ionados. 

Finalmente, pa ro te rm ina r es ta secc i6n es conveni ente anotar la fo rma de ra 

zona r que sigu en Bordeen ,. Coaper y Sch rie ffer en la teorra de la supercondu ctivida d 16),17). 

La única di ferencia en notaciÓn con el caso de la fi"sica nuclea r es tá en gue hay gue usa r 

el momento lineal en vez de l momento angula r . Usaremos este último paro no a lte ro r las 

fó rmulas ya obtenidas. 

En la teorlb de la supe rco nductiv idad se t iene que reso l ~er el hami ltoniano 

( 2 .6 ) . Se acostumb ro llamar "pa rt rcula " a l e lect rón tota lmente "desnudo ", cl e lectrón 

libre . Se introdu ce lu ego la interacción entre las partrculas y la mayor parte de ella se 

toma en cuenta para constru ir un po tencial común ( como en la teorra de Landau, po r ej e~ 

plo ) , dentro del cual se van a move r nuestras pa rt rcu las, ya "vest idas " por la pa rte de la 

inte racción gue se ha tomado en cuenta; estas pa rt rculas vestidas se ll aman "cuasipartrculas " 

y di fi eren de las pa rt rculas "desnudas" en una renorma lizac l6 n de la maso. Esto da origen 

al primer término de la ec o ( 2.6 ) . Se me jora luego el modelo, introduciendo una inte -

racciÓn entre las cuasipart rculas, gue es la interacci6n de apareamiento . Entonces se - 
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En el métodb de las cuasipartrculas, tenemos exactamente c estados eXc;ltados 

dE) 2 cuasipartrculas y momento angular cero : 

( 2.94), 

con 

Como se ve, tenemos un estado extra, que es espu rio . 

En la secciÓn siguiente veremos que la aproximación de cuasibosón permite no 

sólo mejoror los resultados de la aproximaci6n de cuasipart rculas libres, sino que también -

el imi na autom6ti comente los estados espurias mencionados. 

Finalmente, para terminar esta secciÓn es conveni ente anotar la Forma de ro

zonar que siguen Bordeen,. (oope r y SchrieFFer en la teorra de la superconductividad 16),17). 

La único diFerencia en notaciÓn con el cOSQ de lo Fi'sica nuclear estd en que hay que usar 

el momento lineal en vez del momento angular. Usaremos este úl timo para no alterar las 

Fórmulas ya obtenidas. 

En la teorra de la superconductividad se tiene que resolver el hamiltoniano 

(2.6). Se acostumbra llamar "partrcu lo" 01 electrón to tolmente "des.,udo",!lI electrón 

libre. Se intmduce luego la in te racciÓn entre las partrculos y la mayor porte de ello se 

toma en cuerita para construir un potencial común ( como en lo teorra de Landau, por eje':1. 

plo) , dentra del cuol se van a mover nuestros partlculos, yo "vestidas" por la parte de la 

interacciÓn que se ha tomado en cuenta; estas partrculas vestidas se 1·loman "cuosipartrculas" 

y diFieren de las partrculas "desnudas" en una renormalizoclón de la masa. Esto da origen 

01 primer término de la eco ( 2 . 6 ). Se mejora luego el modelo , introdu~ i endo una inte--

racciÓn entre las cuasipartrculas, que es la in te ro cci <:i n de apareamiento. Entonces se --
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cons idera la eco ( 2.6) como un hamiltoniano de cuasipartrculas. 

En vista de que la fuerza de apareamiento favorece las parejas apareadas, se 

parte proponiendo una probabil idad ~t de que se encuentre en la capa i una-

pareja de l t ipo (-) ~-... b+j .... bj -1M. y una probabilidad de que esa 

pareja no se encuentre (entonces ~ '1. + Vj t:: i ). Se propone entonces el estado 

base ( 2.74) que reparducimos aqur: 

( 2.95) 

De hecho hay en IO) una fluctuaci6n en e l número de parejas: pora 

los problemas de la superconductividad esto no importa, ya que se trabaja usua lmente con 

23 
un número de e lectrones que es del orden de 10

Según la nomenclatura estab lec ida,( 2.95 ) es el estado base de nuestras cuas!.. 

partrcu las en interacci6n. Si no exis t iera dicha interacci6n de apareamiento entre ellas, el 

estado base consistirra de todas las cuasipartrculas colocadas en los estados m6s bajos posi-

bies del potencial común. Un estado excitado de una sola cuasipartrcula se ob tendrla ani

quilando una cuasipartrcu la, y volviéndo la a crear en un estado m6s alto. Si adem6s tene

mas una in teracci6n de apareamiento, pensamos de una manera an610ga; se excita al siste

ma rompiendo un par, operaci6n que consite de dos pasos: primero se aniquila un electron 

de un par y luego se crea en un estado diferente. 

Queremos entonces averiguar cómo se puede lograr esa excitación, utilizando 

105 operadores de creación y los de aniquilación de cuasipartrc,:: 

las, que tenemos a nuestra disposición. Para ello, apl iquémosle los operadores b~,",1 
6~1_'I'I\.1 \ O) 

y al estado base definido en ( 2.95). Se hace el c61culo y se 
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considera la e c o ( 2 .6 ) como un hamil toniano de cUQsipafTrcu las . 

En vista de que la fuerza de apareamiento favorece las pa rejos apareados, se 

parte propon iendo una probabilidad de que se encuent re en la copa i una-

pareja del tipo y uno probab il idad V,l. 
J 

de que esa 

pareja no se encuentre (entonces ~ 'l + Vj t = 1. ). Se propo ne entonces el estado 

base ( 2.74 ) que reporducimos aqur : 

l o ) =n ( 2.95 ) 

De hecho hay en ¡ O) una fluctuación en el nú mero de parejas: para 

los pmblemas de la superconductividad esto no importo, ya qUe se trabaja usuCllmente con ~ 

un número de e lectranes que es del orden de 10
23

. 

Según la nomenclaturo establecida,C 2 .95) es e l estado base de nuestra. cuas~ 

partlculas en interoación. Si no exi.tiera dicha interacci6n de a pareamiento entfe ellas, e l 

estado base consistirro de tadm las cuasipart!culas calocadas en los e;;~ados m6s bajos posi--

bies del potenciai qcmún. Un es tado excitado de una ~ol Q cUGs ipartrcula se obtendrla an i-

quilanda una cuosiparticula, y '"Jlvi'éndola a creClr en un estado meSs a lto. Si adem6s tene-

mas una interacción de apaream iento, pemamos de una manera on610ga; se excita al siste-

me rompiendo un ,Dar, opera ci6n que cansí 're de dos pasos: primera se an iquila un electrón 

de un por y luego s-e ere,] en un estada diferente. 

Queremos entonc es averiguar cómo se puede logror esa exc itación, utilizando 

los operadores de creaci6n y los de ani quilaci6n de cuasiportrc~ 

ras, que ten emos o nuestra disposic ión. Para ello, apliquémosle los ope radores 

y 
61' -'IY\' 

al estado base \0) definido en ( 2 .95 ). Se ha ce e l c6lcuio y se 
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encuentro un resultado sorprendente: 

( 2.960 ) 

( 2.96b ) 

Debido a la forma especial que tiene e l estado IO) Ydebido al bloqueo 

qu e se produce el introducir uno nueva cuasipartrcula ( por e l pri ncipio de Poul i ), el efecto 

\ /-ioIt I 
de b'\'IIn ' y e l de 1::) sobre lo) es exactamente el mismo (salvo una -

. / , 
co nstante ) : la producción de una cuasipartrcula en el estado si n que esté ap~I~W\. 

reada con ninguna ~tro. 

El es tado ( 2.96) tiene una energra mayor qve el IO) eso excitación se 

17) Epuede calcular y resulta ser igual a jI de la ec o ( 2.83 ). 
ji -Wl I 

Es entonces muy natural combinar los operadores y9'"",' b 
paro que e l resultado sea el estado (2 .96 ) nonnal izadQ. El resu ltado es : 

( 2 .97 ) 

En efecto : 
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encuentra un resul todo sorprendente: 

( 2.960 ) 

(2.96b) 

Debido a la roma espe c ial que tiene el estado I O) Y debido al bloqueo 

que se produce el introducir una nue va cuasipartrcula (por el principio de Pauli ), el efecto , ) '-"" , 
de b\' III1' yelde 10 sobre lo) es e xactame nte e l mismo (salvo una --

constante): la producción de una cuasipartrcula en el estado 
., , 
~W\. , sin que esté ap~ 

reada con ninguna ~tra. 

El estado ( 2.96 ) ti ene una energra mayo r que el I O) esa excitación se 

17) E 
puede calcular y resulta ser igua l a ji de la ec o ( 2.83 ). 

Es entonces muy natural combinar los operadores 9/",,' y 

para que el resultado sea el estado ( 2.96) nomalizado . El resultado es : 

( 2 .97 ) 

En efecto : 
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(2.98), 

Como en ( 2.97 ) el efecto sobre IO) tanro de 6+j YI'\ como de 

es e l de crear uno cuc:s ipartrcu la b+Jht no acoplado o ninguna ótra, 01 

operador se le llama operador de creaci6n de uno cuosiportrcula. N6tese 

que solo es legrtimo aplicar sobre un estado como IO) , que tiene fluctuo

t 
ciones en el número de partrculos, ya que (3~~ se defini6 como en ( 2.97) por 

conveniencia, aprovechando las propiedades de b~"" y b áW\ al actuar prec!... 

samente sobre \O) . Si + se aplialfa ( coso que no es legrtima ) al estado F-> j'vo1 

\ O) (obtenido proyectando de lo) un número definido de cuosipartrculas), nos e~ 
"Y\. 

controriomos con lo situaci6n paradójico de que es una mezclo de uno porticulo 

y un agujero. Sobre U) estado como \ O) ya sobemos cÓmo crear una cuosiporticu 
~ 

+ 
la en el estado j' W\ I : se aplico sencillamente Dj'"", 

la definición ( 2.97 ) no ~Io tiene la ventaja de que su efecto sobre lo) 

nos da un estado nonnolizodo ; su principal venta ja es que podemos definir su transpuesto 

Atlll\
conjugado \_ que, 01 ocruor sobre nos da : 

( 2.99 ) 

(l,~w...
Entonces 1_ aniquilo lo excitaci6n producido por 

destruyendo lo cuasiportrculo que hebra creado sin porejo,y regresando todo 01 
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(.3tm, lo) = 6+A,m, JT [tJ: 
~ - j,\TI">O • 

(- )~--\f b~~ 6;_~ 1 \ o> 
-' 

(#:3',I'r") 
( 2.98 )" 

Cemo en ( 2.97 ) el e ecÍO s.obre I e) tanto de b +j W1. como de 

+ 
es el de crear uno c~ipcrtrClJla Vj,.. no acoplada o ninguna ótrc, 01 

operador se le llamo operoéor de creación de na cucsiparrrculo. N6 t ese 

que 5010 es leg?timo aplicor 50bre un estado como \0) I que tiene fluctua -

ciones en el número de ¡>artrculos, "fO ":;_e se definió co:no en (2.97 ) por "--

conveniE'11cio, opro ech~ndo les propieDades de y e! actuar p rec~ 

:;amente !iObre \ O) " Si H: oplicara ( =so que no e. legtl iP1 a ) al estado 

\ O) (obtenido proyecTando de lo) un número definido de c:uo~iportrculas) , nos e~ 
"'l 

controñomos con lo situación porod6jico de que es una mezcla de uno pa rt icu la 

y un agujero. Sobre Ul 

lo en el estodo ~f m. I 

estado como \0) ra sabemos c:Ómc crear uno cuosipa rt i-cu -.... 
+ 

: se aplica sencillamente O ji'" ' 

La definición ( 2.97 ) no sÓlo tiere lo Y~ntaia de ~ su erecto !iOb re lo) 

nos do un estodo nC)¡TTlalizodo : su princi pal Yef"ltajc es que podenns definir su tronspdestD 

At'" con jugado t ... que, 01 actuar sobre nos do : 

( 2.99 ) 

(l..6"'" 
Entonces 1 .... aniquila la excitación producido por 

destruyendo lo cuasipartrOJla que habTa creado sin parejoJY regresando todo a l 
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es todo base . 

A Bi~í se le ll ama enton ces operador de aniqui lación de una cuasi

partl"cula. 

Es f6 cil verificar que, si ~á"" 

~~~ : ~ b~M + ~ b~ W\ (2. 100 ) , 

en tonces se t iene la propiedad anterior y adem6s : 

, co n 

., 


Entonces al estado \ O) se le llama vado de cuasi partrculas. 

Se ve entonces que el punto de part ida de Bordeen - Caoper - Sch rieffF'r y e l 

de Bogoliubov son formalmente d i ferentes , pe ro que los resultados de a mbos ataques son idé'::.. 

ti cos . 
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estado base. 

Af'" A í se le llama entonces operador de aniquilación de una cuasi -

partrcula. 

Es f6cil verificar que, si ~á ..... 
i -W! c-) 

~~Vf\ = ~ b~Yf\ + Vj ba~ 

entonces se tiene la propiedad anterior y adem6s : 

{) ., V ¿j V'(L o 

Entonces al estado \ O) se le llama vado de cuasipartrculaso 

I con 

(2.100), 

Se ve entonces que el punte de partida de Bordeen - Cooper - Schrie ffFr yel 

de Bogoliubov son formalmente diferentes, pero que los resultadcs de ambos ataques son ¡dé':.. 

tices . 
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4. - La aproximaci6n de cuasibosón. 

En la secci6n anterior vimos lo soluci6n aproximada del problema de n fermi~ 

nes moviéndose en un potenc ial común con c niveles de energra no degenerados e interac-

cionando mediante una fuerza de apareamiento. La aprox imaci6n consistió en usar el esque

ma de las cuasipartrculas li bres. Se anuló idénticamente el térmi no H.tO ,mediante una 

elección apropiada de los coeficientes Vi } V~ y se despreciaron los términos que 

no conservan el número de cuasipartrculas y aquéllos que corresponden a una interacción e~ 

tre las mismas. Hasta la fecha no se conoce un método que sea capaz de toma r en cu enta 

exactamente todos esos términos; sin embargo se han desarro llado métodos que permiten es

tudiar el efecto de aquella porte de los té rm inos restantes que puede tener a lgún si gnificado 

frsico cla ro . Po r e jemplo, de esos términos restan tes es posible extraer una porte que, ba jo. 

cie rtas aproximaciones, corresponde a un conjunto de osciladores arm6nicos, cuyos cuantos 

de excitaci6n tienen momento angular cera. Esto es muy interesante, yo que corresponde a 

extraer de la interacci6n de apareamiento aquell o po rci6n que tiene prop iedades colectivos; 

en efecto, estas ú ltimas est6n rntimamente conectados con lo interacci6n entre los cuasi -

partrculas. 

Vemos inmediatamente que de H'+<l (ec. (2.68d ) ) y H",.t (ec. 

( 2.68f ) ) podemos extraer la porte siguiente: 

( 2.101 ) 

y desechamos el resto, por no saber cOmo tratarlo . 

Nuestro hamilton iano aproximado ser6 entonces: 
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4. - La apro xima ción de cuasibosón . 

En la sec c:ión anterior vimos la solución aproximada del pro blema de n fermi~ 

nes moviéndose en un potencial común con c nivele:; de enel-gra na deg ,~"erados e intetac--

c:ionondo mediante una fuerza de apareamiento. La aproximGción consi stió en usar el esque-

ma de las cuasipartlculas libres. Se an uló idén~icamen te el ~::rm ino H.z O ,mediante unG 

elección apropiada dI? los coeficienres Vi } Vi l' se desprec i'Jro n los térm ino s que 

no conservan el núm ero de cuasipa'rt¡'cuim f aquéllos que cOI-responde" G Jlla interacción e~ 

ire las mismas . Hasta la fecha .. o se canoce un má;-odo que 5¿CJ cCJpaz de rornGr en cuenta 

exactamente todos eSQS t~nminos; si n emealSo Si: ;lQn desarroliJdo métodos que permiten es-

tudiar el eFecto de aque llG porte de los términos restantes qc; e puede rener algúr. significado 

frsico claro. Por e¡emplo, de eso s té rminos restant", '"' posibl e ext rae r una ,narre que, bajo 

ciertas aproximaciofles, correspon de a un car junto ::L=- os(:iladCJ res crm6 n i ca:i, cuyos cuantos 

de exc; \ación tienen momento angular cero. Esto es muy irüeresante,. ya que corre;ponde G 

extraer de lo inreracción de apaream:enro ,::¡qIF!lla po,-ción "lu .2 tiene propiedudes co[ecrivGs; 

en efecto, estas úl timas están rnrimameMe conectadGs 'con IG in ',-e,-acción entre la~ cuasi --

partrculas . 

Vemos inm ediatamente qu e de Hito (ec . ( 2.68d) ) y H1 .t ( ec. 

( 2.68f» podemos ext raer la pa rte siguiente : 

( 2.101 ) 

y desechamos el resto, por no sober c6mo tratarlo. 

Nu est ro hamiltoniano aproximado será entonces: 
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Pa ra estudiar las prapiedades de este hamiltoniano es conven iente defin ir unos 

Ai
operadores , an61090s a los operadores nA+.¡J , de las ecs . 

( 2.7 ), pe ro definidos en té rminos de los operado res de creación y de aniquilaci6n de cuasi

partrcul as : 

( 2.1020 ) 

( 2.102b ) 

En térm inos de los generadores delcuasicuasisprn,ec. ( 2.64 ), se ti ene : 

( 2. 1030 ) 

( 2.103b ) • 

Los operadores y , que creon o des truyen una pareja de 

cuasipartrculas situadas en la capa J y acopladas a momento an gular cero, cumplen las 

reglas de conmutoci6n sigu ientes : 

(2 .104), 

- 96 -

Para estudiar las prapiedades de este hamiltoniano es conveniente definir unos 

operadores 11+ ... , Ai 
, ondlog05 o los operadores n ~ delosecs .-

( 2.7), pero definidos en términos de los operadores de creoción y de aniquilación de cuosi -

partrculos ; 

D · j 

( 2.1020 ) 

( 2.102b) 

En términos de los generadores delcuasicuasj¡p rn,ec. (2. 64 ), se tiene ; 

(2.1030 ) 

( 2.103b ) . 

Los operadores y , que creon o destruyen uno pareja de -

cuasipartrculas situadas en lo capa J y acopladas a momento angular cero, cumplen las 

reglas de conmutación siguientes ; 

(2.104), 
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donde es, como siempre, el operador de número de 

cu05iportfculas en lo copa a . Si en nuestro problema tenemos muy pocas cuasipa rt fculas, 

en comparaci6n con la degeneraci6n de los estados ( 'V'!~. « J2.~) , podemos 

escribir ( 2.104 ) aproximadamente como : 

(2.105). 

Esta se llama la a¡:noximaci6n de cuasibosón. 

Si el número de partrculas del sistema es grande, la aproximaci6n de bosón 

Cf.'e se describid en la sección 2 na es vó/ida; pero si se quieren estudiar los estados de exc~ 

tacidn m6s boj a, el número de cuasipartrculas ser6 pequeño y la aproximaci6n de cuasibosón 

sero razonable. 

Varrr0t5 a escribir el térm ino ( ec. ( 2.101 ) ) de nuestro ham iI tan iano 

en ténninas de los operodores y 

H=6 ¿Jn42~' (U¿2. B: -Yi"e/)(ut?) -V/B~) ( 2.106 ) e 
i,j 

Como se va a supaner que los operádores 'B~ y 3~ cumplen las re

glO5 de conmutación ( 2.105), se pueden considerar como los operadores de creaci6n y de 

aniCf.'ilacicSn de cuan10s de un oscilador armónico. Veremos ahora que los diferentes oscil~ 

dores anncSnicos aooplados que aparecen en ( 2.106 ) se pueden desacoplar y que el hamil~ 

niano se puede escribir en la forma siguiente: 

H'= Ho'., (-2.108 ) , 
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donde es, como siempre, el operador de núme ro de 

cuasiportl'"culas en la capo a . Si en nuestro problema tenemos muy pocas cuasipartrculas, 

en comparoción con lo degeneración de las estados , podemos 

escn"bir (2.104) aproximadamente como : 

( 2 .105). 

Esto se llama la apIOximación de cuasibosó n. 

Si el número de partrculas del sistema es grande, la aproximación de basón • 

~e se describid efl la secxión 2 na es válida; pero sí se quie ren estudiar los estados de exc~ 

toc ión mós boj a , el núnero de cuasiportrculas será pequeño y la aproximaci6n de cuasibosón 

serd razonable. 

VrmD$ ti escribir el término ( ec . ( 2 .1 01 » de nuestro hom iltoniano -

en h!nninos de los operadores y 

Hc= 6¿ Jn42~i (~1 B: -v/e/)(vt3~ - v? B~ ) ( 2. 106 ) 

·,i 

Coma se va ti suponer que las operádo res B~ cumplen los re-

glO5 de conmutación ( 2.105 ), se pueden considerar como los ope radores de creaci6n y de 

aniqu ilación de cuantos de un oscilado r a rmónico. Veremos ahora que los d ife ren tes oscil~ 

dores armóniQOs aoopladas que aparecen en ( 2.1 06) se pueden desacoplar y que el hamilt~ 

niano se puede escribir en la forma siguiente : 

H'= H~ ( -2 .1 08 ), 
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por lo que se refiere a su aplicaci6n a estados con momento angular celO. 

H:o r¡es la energra del estado base del sistema, y r~ son 

los operadores de creación y de aniquilación de los cuantos libres .del sistema y ~- es 

lo energro del cuanto creado por • El estado base del sistema lo indicaremos 

como y tended la propiedad:lo) 

o ( 2.109 ) _ 
J 

Se puede excitar el estada base , mediante la creación :fe un cuan to .lo) 
Asr, el estado tended una energra t.V , respecto 01 estado base 1\ tí) .r 1 \ O) J 

r iQueremos ahora cal cular liJj" , usando el hecho de que r~- y ¿¡¡egon::. 

I l' B~li zan n y debeedo ser combinaciones lineales de los operodores y s~J 

+ s-- B-)~~ .c. ( 2.11& ) 

r- ( 2.11<L ,. 
~ 

{ 

Pedimos que el o~rodor satisfaga la siguiente oandici6n : 

( 2.11 ) 

El resultado nos doró una ecuacicSn de eigenvalon:s pora • Elclku lo 

de l conmutador ( 2.111 ) es ·una aplicación directo de la regla ( 2.105 ), e igualando el - 
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por lo que se re fi ere o su aplicación a eslados con momento angular celO. 

. H:o es lo ene rgra del estado base del sistema, rI y r~ son 

los operador~ de creación y de aniquilación de los cuantos libres ,del si5tema y ~' es 

la ene rgfa del cuanto creado por . El e5tado base del sistema lo india..-err,o s 

como lO) y tendIÓ la propiedad: 

( 2.109 L 

Se puede e xcitar el estado base l;; ) , mediante la Cl'l!Oción de un cua nto. 

Asf, el estado r¡ \ (5 ) tendIÓ una energra w
J 

, respecto 01 estado base ~ O) . 

Queremos a horo calcula r WJ· , usando el hecho de que r-l-· 
~ 

I l' I izan M y deberóo ser combinaciones lineales de 105 operodares 

diagon:: 
. 

y 8' 

( 2.1100 ) 

(2.11~ ) . 

Pedimos que el operodar 50tisfaga la siguiente condici6n : 

( 2.11) 

El resu ltado nos daIÓ una ecuaci6n de eigenvalores pan:! W~ . El cdlculo 

del conmutador ( 2.111 ) es 'una aplicación directa de la regla ( 2.105 ), e igualando el --
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resultado á se tienen las siguientes condiciones sobre los coeficientes: 

( 2. 1120 ) 

( 2. // 2b) , 

donde: 

( 2.//30 ) 

( 2.//3b ) . 

Substituyendo las ecs. (2.112) en las ecs. (2. // 3) se tienen las dos re lacio

nes siguientes : 

( 2.114b ) , 

donde , como siempre y?", es el potencial quf

mico. 

resu[ ado tí 

donde : 
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se tienen las siguientes cond iciones sobre 105 coeficientes: 

es .. - G ¡¡:¡; (V.2. 
~j - .(. ~. 

(,J. + tE· i 
~ t 

~. = ¿ ~.Qft ( u"t "(t~ ... '{" Slj ) 
~ l 

~ = ¿ ~Ql (Va.~ 'Í .. ~ + U .. 
t Sl~ ) .. 

( 2 . 11 20 ) 

( 2.112b ) , 

( 2. 113a ) 

( 2.113b ) . 

Substituyendo las ecs. (2.112) en las ecs. (2 . 113 ) se tienen las dos rel ocio ~ 

nes siguientes : 

( 2 . ([4b ) , 

donde , como siempre y 'A es el potencial qur-

mico . 
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La condici6n para que l'Js ecs. ( 2.114 ) tengan soluci6n no trivial pare ~. 
j 

y es que el detenninante de los coeficientes valgo cero. Calculando el detenni(5.
l 

nante y haciendo los reducciones algebraicos necesarios se obtiene: 

o (2.115) 

Po ro el coso w · i= O tenemos entonces : 
~ 

(2.116). 

Esto es lo ecuaci6n que debe satisfacer W1 
Lo gr6fica de esta ecuación es cualitativamente muy sencilla y de ella podre

mas obtener una conclusión muy importante. Definimos las cantidades: 

,..,
E~ E·

4 - A 
4 

((;.)1_ 4t}.'X 

( 2.117 ) 
Sli lE..

j ¡
, -:x. +", ~ I 

y 
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La condici6n para que l'Js ecs. ( 2.114 ) tengan soluci6n no .trivial para ~. 
j 

es que el determinante de los coeficientes valga cero. Calculando el determi-

nante y haciendo las reducciones algebraicas necesarias se obtiene: 

o 

Poro el caso w· i= O 
1 

tenemos entonces : 

=0 

Esta es la ecuaci6n que debe satisfacer W~ 

(2.115) 

(2.116). 

La gr6fica de esta ecuaci6n es cualitativamente muy sencilla y de ella padre-

mos obtener una. conclusi6n muy importante. Definimos las conticlodes : 

E.~ '" - A - € . .. .. 

(0./-
i 

:x. - 4t}· 

¿ Sli IE~ ( 2.117 ) 

~ 
:. 

"X+"'~' , 
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!I 

E'1 

r 

rigo 7 

j, é I1:n la figure se indican con Irneos llenas verticales las energras para 

el problema de c capas; las Irneos vertiades de puntos son -.! ~ 
I 
e , - :2, EC

/ 
_i , • •• , 

- !l. f. ~, -:¡, ~ ~ ; o sea, las reflejadas respecto al eje y de las Itneas llenas; las 

curvasconltneagruesosonlagrofica y= y(~) delaec.(2.iI7). Finalmentelasso

luciones del problema se obtienen cortando esa grofica con la recta y = O Y se obtienen 

Jos circulitos de la figure. Un hecho notable es ""e pare el problemo de c capas se obtie

nen precisamente ( c - 1) solucionei paro GJj ; recuérdese que c.J) es lo energra del 

cuanto creado por y corresponde, par lo tanto, a estados de momento angular cero . 
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Fig.7 

""En la fi guro se indican con Irneas lI'"f1as verricales las energTas :J. E ' paro 

el problema de e capaS; las Irnea5 vertieples de puntos son - 1. E. ~ , -!2, E:_ i , .... 

- !l. e;, - 2. f. ~ ; o sea, las reAejodas respecto a l eje y de las Irneas llenas; las 

curvas con Irnea gnJe50 son la grdfica y:: y (",,) de la ec. ( 2.117 ). Finalmente las so-

luciones del problema se obtienen cortando ese gnSfico con la recto y : O y se obtienen 

los circuli/o5 de la figuro. Un hecho notable es ",e pero el problema de e copas se obtie-

neo preciSllTlente ( e - 1) soluciones para GJj ; reCllltrdese que W~ es la energra del 

=to creadc por y corresponde, per lo tanto, a estadc$ ~e momento angular cero. 
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Tenemos en tonces que el primer grupo de estados exci tados contiene c -1 estados con J =O. 

Recuérdese que 1a aproximaci6n de cuasipartrculas libres predecra c estados de ese tipo. 

Debido a la inclusión de He hemos mejorodo nuestra aproximación y se ha eli~inado el 

estado espurio. Se puede demostrar 26) que ese estado espurio está contenido en la soluci6n 

W=O , $OIuci6n que se ha eliminado al posar de lo eco (2.115) a la (2.116). 

Veremos otraventajaque se obt iene pe la aproximaci6n de cuasibos6n. En el 

método de las cuasipartrculas libres se pide que el valo r esperado del operador de número 

N en e l estado base valga n, el número de partrculas del problema; si con los pardmetros 

. + + 
obtenidos se calcula el valor esperado de N en el estado de 2 cuasipartrculas (33'" Pi~.It)) 

se obtiene un resultado diferente de n: 

o sea: 

( 2.119 ). 

Si ~e hace ahora el mismo cálcu lo ( 2.119 ) dentro de la aproximaci6n de cua

sibosón, utilizando los parámetros del método de cuasipartrculas libres, se obtiene un result:: 

do que esencialmente contiene el término ( 2.119 ) sumado sobre todas las capas; se espera 

que esta sumo sea pequeña, si hay niveles de uno sola partrcula E. , a ambos lados de 
j

'A. . Enparticular, el resultado vale cero si esos niveles estdn distribuidos simétrica

mente alrededor de íl 
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Tenemos entonces que el primer grupo de estados excitados contiene e -1 es tados con J = O. 

Recuérdese que 10 aproximaci6n de cuas ipartrculas libres pred"cra e estaoos de ese tipa. -

Debido a la inclusión de H c: hemos meiorado nues tro apro ximación y se ha e l i ~inado e l 

estado espurio. Se puede demostrar 26) qu e ese estado espurio esté contenido en lo 5O Iuci6n 

W=O , soluci6n que 59 ha el im inado a l pasar de lo eco ( 2 .115 ) a la ( 2.116 ). 

Veremos o troventaja que s obti eTle pe la aproximaci6n de cuasioos6n. En el 

método de las cuasiportfcu los libres se pide que el va lo r asperodo del operador de número 

N en e l estado base volg:¡ n, el núme ro de pa rt i'cu las del problema i si con los parómetros 

+ + 1 obtenidos se calculo e l valo!" esperado de N en el es tado de 2 cuosiparrrculas ¡S3Wt Pilll.' o) 

se obtiene un resu ltado diferente de n : 

0 580: 

( 2 .119 ). 

Si ~e hoce enaro e l mismo cá lcu lo ( 2. 11 9 ) dentro de la aproxima ció n de cuo· 

s¡b0$6n, utilizando 105 parometros del método de cuosiportrcul as lib res, se obt iene un ~I t~ 

do ""e esencialmente conti ene e l té tmina ( 2 . 119) sumado sobre todas los capas; se e5pero 

que esto suma seo ~eña, si hay niveles de uno 5C la partrcu la Ej' a ambas lodos dE! 

'A . Enporticular, e l resul tado val e cero si esos niveles es tdn d istribu idos simél"riea-

mente al red edor de A 
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5 . ~ Interpretación del estado base 8. C. S. en el lenguaje de la mec6nica estadrstica. 

Vamos a considerar un problema sumamente sencillo: sean dos capas j4 y 

, con degeneración j.Q., y ~Q2. ' respectivamente, con n, >'>.S'lz..áJ, 
® 


Et <D 
~\ 

5. 

Fig. & 

Las capas no est6n degeneradas y la separación entre ellas es E • Supangamos que tene

mas precisamente ~ nI nucleanes. Entonces, en ausencia de interacción, el estada ~ 

se del sistema se obtiene cuan da los 2 nI nucl eanes est6n en la capa t, mientras que 

la capa 2 est6 vacra¡ la capa i define entonces con roda precisión el nivel de Fermi. Va-

mas a ver cuál es el efecto de introducir una interacción de apareamiento entre las partfcu

las. Claramente el estado base anterior no ser6 eigene~da de la interacci6n, ya que la 

fuerza de apareamiento aniqu ila una pareja de partrculas acopladas a momento angular cero 

y las puede volver a crear ya sea en la mismo capa, o· bien en una diferente. Entonces el 

estada base de nuestros :l. nI nucleanes se-r6 una combinación lineal del estado base 

arriba mencionado ( cero partrculas en la capa 2 y ce¡o agujeros en la capa i ), de un 

segundo estado con i pareja de partrculas ( acopladas a momento angular cero) en @ y una 

pareja de agujeros en CD, un tercer estado con 2 parejas ( cada una de momento angular 

cero) de part rculas en <V y 2 parejas de agujeros en <!), etcétera, hasta un estado con 

.Q..,t parejas de partfculas en G) y .st~ parejas de agujeros en CD . En forma 

esquemótica, esta combinación lineal se verra asr : 
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5 . · Interpretación del estado base B. C. S . en e l lenguaje de la mec6n ica estodfst icQ. 

Vamos a considerar un probl ema sumamente sencillo: seon dos copos j.. y 

A,t , con degeneración jQ¡ y ~S21 I respectivamente, con n, »,Slz. ' 

@ 
~t. 

ei (i) 
~f 

Fig, e, 

las capos no e$tdn degeneradas y la separaci6n entre el ias es E • SupongorTlO$ que tene-

mas precisamente j nI nu deones. Entonces, en ausencia de interacci6n, el estado ba 

se de l sistema se obtiene cuando los ~.n.. nudeones ast6n en la copa t, mientras que 

lo capa 2 estd 'lacra; lo capa t defi ne enton ce$ con Todo precisi6n el nive l de Fermi. Va-

mos a ver cuál es el efecto de introducir una i nteracc i~n de apareamiento entre las po rtt"cu-

las. Cla ramente e l estado base an terior no ser6 eigene~ado de la interacc i6n, ya que la -

fu erzo de apareamiento an iquila uno pareja de partrculas acopladas a momen to angular cera 

y las puede vo lver a crear ya seo en la misma capa, o bien en uno dife rente. Entonces e l 

estado base de nuestros ~ n. nucleo nes serd una combi naci6n lineol del estada base 

arribo men cionado ( cero partrcu las en la capa 2 y celO agujeros en lo capa i ), de un 

segundo estado co n i pareia de pa rt lculas ( acopladas a momento angular cero) en ® y una 

pa reja de aguje ros en CD, un te rce r estado con 2 parejas ( cada una de momento angular -

cero ) de pa rt rculos en @ y 2 porejas de agujeros en (j), etcétera, hasta un estado con 

pare jas de partrcu/as en el) y St~ pa rejas de agujeros en CD . En forma 

e5C!uem6tica, esto combina ción II neol se verra asf ; 
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.. .... 

+ + .. .. + 

.. " .. .. fe ... "" ......... .. .......... ,~ te fe"
tI ...... ........., 

i. ,""fllja.  !l.\H""iCl.\

ch~.jUV~ c:l& saur'o, 

( 2. 120 ). 

Hasta este punto, esta es la forma exacta del estado base ( con ios coeficientes 

apropiaclc$ en la combinacidn lineal) y el número de parttculas del si$t.ma es buen nOmero 

.... fe •• 

cu~ntico. Pero, si , podemos introducir una simplificacidn . 

En la combinaci6n lineal mencionada, ..Q..2, es el número m6ximo de pare

jas de agujeros en la capa 4. ; como parti.1TIO$ ele nt parejas de partrculas en CD y 

, pademos despreciar en <D . 1 efecto de los agujeros; (!) 
es un mar muy grancle, que procticamente DO se afecta al sacarte una, das, •.. , Q.t, 

parejas de partrculas. En cambio eJ efecto de las partrculas en ® sero notable, ya que 

tenemos t6nn inos que van desde la capa 2 vacra hasta la copa 2 ll ena. En la figura 

podemos entonces introducir una rejilla imoginaria entre las dos capas, ele ta l fo rma que nos 

permita obsefVOr sdlo arriba de ella. El resultado esquemdtico sero una c:ombinaci6n lineal 

del tipo : 

( 2.1 21 ). 

.... 
 .. te el ••• + + .. . + 

.. " te .. fe ... 

.. 
........ ti •• -t ....... j .. 

,M -".j&f'OI' 

+ 
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.... 
...b ..... U 

.......... 
~ 1-'"<\ .... , 
~ ~ut .. , 

.. .. . ... 
+ .. .. + 

• ...... l1li f' .. ,. 

------.g, .. ~ ...... &,1""\ 

ola. ~_~S 

( 2.120). 

Hasto este punro, e$ta es la forma exacta det estado base ( con 105 coeficientes 

apropiodm en lo combinaci6n lineal) y el IlÚmetO de parttculas del SiSNmo es buen nOmero 

cudntico. Pero, si , podemos inttOducir uno simplificación. 

En la combinación lineal mencionada, Q.2, es el nllmero m6ximo de pare

jos de agujeres en la capa 4. ; como partimos de n i, parejas de partrcufas en CD y 

, podemos desp~iar en (!) .1 efecta de los agujeros; (l) 

es un mar muy grande, que prdcti comente 00 se afecto 01 sacarle una, das, ••. , Q,t 

parejas da parttculas. En cambio el efecto ele las partrculas en ® s.erd notoble, ya que 

tenemos t6m1inos que van de5de la capa 2 vacf'a hasta la capa 2 llena. En lo figure 

podemos anronees introducir una rejilla imaginaria entre las dos copas, de tal forma que nos 

pennita obsefVOr sólo arriba de ella. El I'I!I5Ultadc esquemótico serd una combinación I ineol 

del tipa : 

( 2.121 ) . 

• + .. M + . . . + .... t. 
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Si bien el número de partrculas en (!) m6s en (i) es constante, estamos des

preciando el cambia en el número de partrculas del ma r y, al observar sólo lo capa 2 

tenemos la impresi6n de que el número de partrculos del sistema varra de término a término 

en la combinoci6n lineol. 

Podemos resolver el problema ( 2.120), usando la presencio de lo capa CD 
sólo como un artificio que nos permite pedir que el eigenvector correspondiente ( los coefi

cientes de la combinaci6n lineal) seo tal que el promedio de portrculas en la copo 2 sea 

un número dado n . Es de esperarse que los coeficientes resultante.s correspondan a 105 del 

estado base B.e.S., cuando se r"'ue lve el problema de n partrculas en la capa 2 median 

te una combinoci6n lineal del tipe 2.121). 

Las ideas anteriores son totalmente an610gos a los que se siguen en mec6nica 

estadrst ica, cuando se poso de una distribuci6n microcon6nica en el número de partrculas o 

una can6nico en dicho namero 'O). Se supone que el cuerpo en estudio tiene un número bien 

definido de partrculas en el primer tipo de distribuci6n; en el segundo Tipo, en cambio, se 

supone que el cuerpo se ha introducido en un reservoir muy grande, de tal forma que el cuer

po yel reservoir puedan intercambiar partrculas. Si bien la suma total de las partrculas es 

siempre constante, el número de partrcu las del cuerpo es variable; por otro lado , la variaci6n 

correspondiente en el reservoir es despreciable, si ~ste es muy grande comparodo con el cuer 

¡X). 
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Si bien el número de port rcu/05 en CD más en 0 es constan te, estamos d~

pre ciando el cambio en el numero de part rcu lG \ cel mar y, al ob5ervar sólo !a capa 2 

¡"enemas lo imp resión de c¡ue el numero de partTcu ias de l sistema vo rra de térmi no a término 

en la combina c ió n lineol. 

Pode mos resolve r e l problema (2.120) , usando lo presencio de la copa CD 
sólo como un a rt ificio que nos permite pedir que e l eigenvectcr correspondiente los coefi-

dentes de la combinación 1 ineol ) 5(;a tal que el promedio de po rt rcu las en lo capa 2 sea 

un número dado n . Es de esperarse que los coeficiente resu ltantes correspondan o tos del 

estado base B. e . s ., cuando s uelve el problema de n partrcu los en la capo 2 median 

te una comb ina ci6n lineal de f p- . 2.1 21 ) . 

Los ideos anteriores son to ta lmente an610gas o los que se siguen en mec6nica 

estod Tst ica, cua ndo se paso de una dist ribuci6n microcan6nica en el número de portrculas o 

una con6n ica en dicho namero 'lJ) . Se supone 'lue el cuerpo en estudio t iene un namero bien 

definido de portrc:ulas en el prime r t ipo de distribuci6n; en el segu ndo Tipo, en cambio, se 

¡upone que e l cuerpo se ha introduc ido en un reservoi r muy grande, de tal formo qve el cuer

po y el rese rvoir puedan intercambiar po rt rcu las . Si bien (o suma to ta l de los pa rtl"culas es 

siempre conston re, e l namero de partrcu las del cuerpo es variable; por otro lodo, lo variaci6n 

correspondiente en el reservoir es desprecia ble, si !lste es muy grande comparado CO,", el cuer 

rJO· 
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21), 31}
6. - Algunos resultados de la teerTa del apareamiento • 

Se mencionó al principio de la sección 3 de este capltulo que Kisslinger y 

29)
Sorensen ( K S ) hicieron apl icaciones cuantitativas muy interesantes de la teorla del 

apareamiento. KS decidieron estudiar las n.:lcleas semim6gicas: es decir, aquellos en los 

cuales Z 6 N (pero no ambos) es m6gico. De este modo el problema es el de un solo tipo 

de partTculas: neutrones, o bien protones • 

En primer lugar, K S tuvieron que elegir las energTas Ej de una sola par

tTcula. En algunas casos, ellos tomú,on simplemente las energTas del modelo de capas esf~ 

30) , 
rico que N ilsson habra usado como punto de partida paro el cólculo de las energTas de 

los estados deformados. En los isótopas del Pb, KS tomaron los niveles de energTa del 

207Pb , qu'e difiere del núcleo doblemente m6gico Pb208 por un agujero en neutrones. 

Despuás de esto, K S se quedaron con un solo pardmetro, la intensidad G de 

la fu e rza de apareamiento; pensaron que la intensidad de lo interacción renTa que ser ( en 

"rden de magn itud) inversamente proparcional al volumen del mlc1eo. Un argumento pare

cido se encuentra en la referencia 32). Entonces supusieron y tomaron 

G A como pardmetro • 

En la figura se muestran los resultados de KS para la diferencia en la masa, 

entre los nú cleos pares y los nones. Los puntos gruesos muestran los resultados experimenta

les y las Irneas delgadas muestran 105 resultados te6ricos paro 3 valores del pardmett ... GA: 

a; GA 19 MeV 

b; GA 23 MeV 

c; GA 30 MeV 
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I I 1
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6.- A gunes resu todos de a teo rro del apareqmiento • 

Se mencioneS a l pri ncipio de I secci6n 3 de este caprtulo que Kisslinger y 

CJ) 
Sorensen ( K 5 ) hic ieron e pi icaciones cuantimtiva s muy interesantes de la teorra del 

apareamiento . K S decidieron estudia r los nLicleos semimdgicos: es decir, aquellos en los 

cuales Z 6 N (pe ro no amoos ) es m6glco. De es te modo el problema es el de un solo tipo 

d e po rtrculas : neutrone5, e b ien p rotones • 

En primer luga r, K S Nvieron que elegir las energtas Ej de una sola par

,rcu/a . En algunos casos , e llos tome. ,on simplemente las ene!]:}Tas del modelo de capas esf~ 

30) , 
rico que Nilsson hobro usado como punto de portido para el c6lculo de las energras de 

tos es tados deformados . En los isótopos del Pb, K S tomaran los niveles de energra del 

Pb 207, q~e difiere del núcleo doblemen te m6g ico Pb 208 por un agujero en neutrones . 

Después de esto, K S 5e queda ron con un 501 0 porometro, la intensidad G de 

la fuerza de apareamiento; pensaron que la intensidad de la interacc¡6n reo j"a que ser ( en 

" rden de magnitud) inversamente propo rciono l al volumen del nllcleo. Un argumento pore-

ciclo se encuentra en la re ferencia 32) . Ento nces supusieron y tomaron 

G A como po rdmetro . 

En la figura se mU e5t ro n los resultados de K S paro la diferenc ia en la maso, 

entre los núcl eos pares y los noneS . Los puntos gruesos muestron los re5ultados expe rimenta-

{es y los Irneas delgadas muestran los re5u!tados teóricos poro 3 valares de! pammetrl.. GA: 

a: GA 19 MeV 

b: G A 23 MeV 

e: GA 30 MeV 
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Por la grdfica , parece razonable tomar Se puede ver con c1~ 

ridad la tendencia de las curvas a bajar cerca de los ndcleos doblemente m6gicos. 

K S también predijeron los estados excitados m6s bojos de toda una serie de 

mlc1eos impares. 

Es interesante notar que Cohen y Price 34~ y Yoshido 35) han mostrado c6mo 

se pueden uSQr la~ regcc:iones de $tripping y de pick-up para determinar las prababil idades ,. 
de ocupación ~ de los niveles de una sola partrcula en el estado base 8.C.S. 

. 33) • d •• • 1 El fa ctor espectrosc6plco para una reaccl6n e strtpPlng es esencia mente u~ a 
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Por la grdfica, pan!lce razonabl e tomar Se puede ver con c1~ 

ridad la tendencia de las cu rvas a bajar cerca de 10$ nCld eos dobl emente mógieos. 

KS también predi jeron los estados exci tados moSs bajos de toda una serie de 

núcleos impares. 

Es in teresante notar que e ohen y Pri ce 34) y Y05hida 35) han mostrado cómo 

5e pueden u~r 10:$ reacciones de strippi ng y de pick-up para de te/Tllinor las probabi l ida des 

V. l. de ocupación S de ¡as nive les de una sola pa rtrClJ la en el estodo base 8 .C.S . 

El fa cto r espectroscóp ico 33) para una rea cción de st rippi ng es esencialmente vt 
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mientras que para uno reocci6n de pick-up es esencialmente 

La si guiente figura muestra una comparaci6n de los valo res obtenidos por 

(ohen y Pri ce para e l estaño ( los pun tos d iscretos de la grófi ca ) con los va lores de K S 

( I rneas cont inuas ) . El acuerdo es sa tisfactorio, sobre todo si se piensa que KS tomaron 

sus energras de una so la portrcu la directamente de Ni lsson, si n ajustes. 

0.& 

VALeello 
EX~IU~'HTA~iS , 

x d. sh 
A 

O 

+ 
O 

S' I'<. 

c:\3 /:I. 

t.Hj;¿ 

~t /.2 

111. l'lt '" " ' 110 11'\ 11 ... 11' ta. 

Fig. i,O 
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mientras que para una reacción de pi ck-up eS esencialmente 

La siguiente figura muestra una comparación de los valores obtenidos por 

(ohen y Price para el es taño ( los puntos discretos de la grnfica) con los valores de KS 

( I rneas continuas). El acuerdo es satisfactorio, sobre todo si se piensa que 'KS tomaron 

sus energras de vna sola partrcula directamente de N ilsson, sin a jus tes . 

0.& 
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CAPITULO 111 

OSCILACIONES COLECTIVAS EN LOS NUCLEOS ESFERICOS 

(PARTlCULAS IDENTICAS) 

l. - Introduccidn. 

El modelo que hemos discutido en el capnulo 11 es capaz de explicar algunas 

propiedades nucleares, como la brecha de energra entre el tostado base y el primer estado 

excitado de los núcleos pores y la diferencia importante entre el espectro de los n.:icleos pa

res y los nones. Las estados excitados que se obtienen son estados de cuosiportfculos libres 

y, como tales, son excitaciones individuales del sistema. Ahora bien, se sobe por evidencia 

experimental que los estados excitados de muchos núcleos corresponden o excitaciones cole~ 

tivas del sistema; por ejemplo, en los núcleos esféricas se encuentran estados que correspo~ 

den a vibraciones colectivas, del tipo de los vibraciones de la gota de Ifquido, discutidas 

por Bohr y Mottelson 37). En el modelo hidrodindmico se predice que las vibraciones de 

cardcter cuadrupolar son las mds bajas en energra 37), 38) y entonces el primer estado exc!. 

tado corresponde a la excitación de un fon6n de momento angular J'1f = ~+ y 

energra CU I,Q siguiente excitaci6n corresponde a 2 follOnes y se tienen entonces 3 

estados d dos con energra " y con I I J'lr -- , oC.egenera j(¡ W os momentos angu ares 0+. • +, 4+ • 

Un espectro de este tipo se llama : espectro vibracional 

CAPITULO 111 

OSCILACIONES COLECTIVAS EN LOS NUCLEOS ESFERICOS 

(PARTlCUlAS IDENTlCAS) 

l. - Introducción. 

El modelo ~e herms discutido en el CQPn-ulo 11 es capoz de explicar algunas 

propiedades nucleares, como la brecha de energra entre el :,tado base y el primer ~todo 

excitado de los ",leleos pares y la diferencia importan te entre el espectro de los n6c1eos po-

~ y los nones. l,gs estados excitados que se obtienen son estados de cuasiparttculos libres 

y, carno toles, son excitaciones individuales del sistema. Ahoro bien, se sobe por evidencio 

experimental que los estados excitados de muchos ntlcleos calTesponden a excitaciones cole=-

tivas del sistema; por ejemplo, en los ndclaos esféricos se encuentron estados que aorrespo!!, 

den a vibrociones oolectivos, del tipo de 105 vibraciones de lo gota de I rquido, discutidos 

por Bohr y Mottelson 37}. En el modelo hidrodindmico se predice que las vibrociones de -

cardcter cuodrupolor son las mm bajas en energro 37}, 38) y entonces el primer estado exc!.. 

tado corresponde Q la excitacidn de un ftm6n de momento angular y 

energTo W I,g siguiente excitaci6n corresponde o 2 fonones y se tienen entonces 3 

estados degenerados oon energra !tW y con los l'IIOIftentos angulares J'lr = O~ 1.+, l.: . 
Un espectro de tille tipo se 1IC11'11C1 : espectro vibrocional 
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En lo naturaleza no se ver iFico exactamente este fenómeno, Sin embargo, la 

idea cualitutiva del modelo se encuentro presente en muchos casos y en algunos de ellos lo 

rozón de lo e:nergra del segundo grupo de niveles excitados o la energra del primero 

39
es razondblemente cercana a 2 ) , Este fenómeno se encuentro principalmente en los nú-

deos esféñeos, ya que los núcleos muy deformados presentan m6s bien bandas rotacionales 

'..J__'1... --""- ' ' ó ' d' 'd I b' b d " 'b ,. 131 ),39) c.onslnJ'''''''''':>u.IlIre ct>llIC exc ltacl n In IVI ua ,0 len so re ca a excltacI6n VI raciona • 

Es .entonces importante construir un modelo microsc6pica de las osc il aciones 

colectivm, qUle Sce~rm en tonces m6s fu ndamen ta l que el modelo hid rodin6m ico de la gota de 

Ir",ido 31) _ Veremos que esto se puede hacer introduciendo una interocción del tipo cuad,:: 

polo-c:uacllNpolo entre los nucl eones, 

lEn l;a secc i6n 2 veremos el t ro tami ento de esta inte roc ció n mediante la a proxi

- 11 )
maclCSn de cuasib0s6n , 
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En la naturaleza no se ver iFica exactamente este fenómeno, Si n embargo, la 

ideo cualitatiYIJ d el modelo se encuentra presen te en muchos casas y en algunos de ellos la 

razón de lu energra del segundo grupo de niveles ex citados a la energra del primero 

es IOZIlnCI'blemente cercana a 2
39

), Es te fenómeno se encuentra pri nci pa lmente en lo~ nú ~~ 

deos esférioos. ya gue los nú cleJs muy deformados p resentan mós b ien ba ndas n:> tac ion<ll es 

, "' __ 'L __ ..J _ ' , 'd' 'd 1 b' b d " 'b ,. 1 :31),39) 
conYrul~~ ..... re == exc itación In IVI ua ,o len SO re ca a exc ltacI6 n VI raciona • 

h en'onces impo rtante construir un modelo microscópico de los oscilac iones -

colectiYm, qtJe~.ro entonces m6s fundamental gue el modelo hidradin6mico de la gota de 

Ir.ich 32}. Veremo5 gue esta se puede hacer introduciendo uno interacción del tipo cuadru 

polo~ entre los nucleJnes, 

En 111 secc ión 2 veremos el tratamiento de esta interacción med iante la apro;ú 
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2. - La aproximación de cuasibosón. 

Este método se presta para discutir excitaciones vibraciono!es de un orden 

cualquiera. Discutiremos ac¡ur una interacción del t ipo siguiente: 

( 3.1 ) 

( 3.2 ) , 

donde se define el operador de uno sola portrcula \l~ como : 

( 3.3 ) . '4~ =~ ~l (~,,) Yt~ (Sl¡) 
.c. 

En la interacci6n ( 3.1 ) se han inclurdo los té""inos de uno sola portrcula, 

del tipo , que modifican los niveles originales de una 

sola po rtrcula • Supondremos que se ha resuelto el problem.a de n partrculas moviéndose en 

un potencial comlln e interaccionando a través de una fuerza de apareamiento, utilizando 

el métádo de las cuasipartrculas libres; tomaremos esos resultados como base y expresaremos 

el efecto de ( 3.1 ) como una interacción entre las cuasipartrculas; trataremos entonces con 

parejas ligadas de cuasiportrculas y mediante dichas parejas construiremos los follOnes de 

excitaci6n del sistema. 
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2.- la aproximaci6n de cuas ibo16n . 

Este mo!todo $e presta paro discutir excitaciones vibrociona!es de un orden 

cua lqu ie ra. Discutiremos aquf una ¡nterocdón del t ipo $iguiente ; 

v ( 3.1 ) 

[Vi V,Joo ( 3.2 ) , 

do nde se defi ne e l operado r de una sola portfcula como : 

\i~ = 4 ~l ("f.() Yt~ (D.¡ ) ( 3.3 ) . 

4 

En la intecucc i6n ( 3.1 ) se han inc/urdo 105 to!rminas de una sola part fcula, 

del t ipo , que modifi ean 10$ niveles orig inales de una 

so la pa rtrcu!a. Supondremos que se ha re5Uelto el problem? de n partrculos moviéndose en 

un po ten cial común e interaccionando a travé!> de una fuerza de apaream iento, utili:tando -

el ménido de las cuasipartrculas libres; toma~ e5<n resu ltados coma base '1 exprescrnlmos 

el efecto de ( 3.1 ) como lino interacciÓn entre 105 cuosipartrcu los; trotoremos entances con 

parejos ligados de cuasipartrcu las '1 mediante dichas parejas construi remos los follOnes de 

excitadoSn del sistemo. 



- 112 

Vamos a generol izar las defin iciones ( 2.102 ) para tene r operadores que pue

dan c rear o aniquil a r una pareja de cuasipart rculas situadas en dos capas cualesquiera y a~ 

piadas a un momen to angul a r arbi t ra rio. Esta nueva definición va a ser an61ogo a la que se 

dió en ( 2 . 21 ) para , con la diferen ciay 

que ahora va a contener operadores de c reación y aniquila ción de cuasiparttcul as. Defini 

mas entonces : 

(3.4a) 

( 3.4b ) 

Se hace la misma convenci6n de la sección 2, cap. 11, de que 

estén en orden creciente y, al calcular las reglas de conmutación de los operado res 

a+ B~dL 1M se llega a la ec. ( 2.24 ), simple-O ~:i~ J',4,(' y 

mente cambiando ~6 , y b· 3 
por . Por el mismo argumen por 

to que se dió en esa secci6n, si tenemos pocas cuasipartrculas en comparaci6n con la degen~ 

ración de los estados, hacemos la apraximaci6n de cuasibosón y llegamos a las reglas de co!2, 

mutaci6n aproximadas : 

( 3.5 ) 
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Vamos a generalizar las definiciones (2 . 102) para tener operadores que pue-

dan crear o aniqui lar una pareja de cuasipartrculas situadas en dos capas cualesquiera y ac~ 

piadas a un momenta angular arbitrario. Esta nueva definición va a ser anólago a la que se 

dió en ( 2.21 ) para y , con la diferencia 

que ahora va a contener operadores de creación y an iquilación de cuasipartrculas. Defini-

mos entonces : 

(3.40) 

( 3.4b ) 

Se hace la miSl"llCl convención de la seccieSn 2, cap. 1\, de que 

est6n en arden creciente y, al colcular las reglas de conmutación de las operadores 

~ + B~"~L j M 
O ~:~~ J',A.( I Y 

por ~j mente cambiando , y b· 3 
por 

se llega o la eco ( 2.24 ), simple-

. Por el mismo argumen-

to que se dieS en esa sección, si tenemos pocos cU05ipartrculas en comparaci6n con la degen~ 

raciÓn de los estados, hacemos la aproximoción de cuasibos6n y I regamos a las reglas de co~ 

mutaci6n aproximadas : 

( 3.5 ) 
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Esto aproximación seJ'Ó rozonoble si trobajamos con estados de 2 cuasipartrcu

los. Veremos m6s adelante que en términos de estos cuasibosones podremos definir las exci

taciones vibrat ivas; del sistema. 

Como hemos dicho, suponemos que hemos resuelto el problema de cuasipartrc~ 

las libres; el hamiltoniano correspondiente es : 

( 3.6 ) , 

si convenimos en poner nuestro origen de energras en la energra del estado base IO) 

Por un argumento an610go al que lIev6 a la eco (2.'19), si aceptamos la aproximación de 

cuasibosón podemos escribir el hamil toniano de cuasipartrculas libres en la forma: 

( 3.7 ) 

Se tiene entonces un sistema de osciladores independientes. Veremos ahora que el efecto 

de introducir la interacci6n ( 3.1 ) es el de acoplar esos osciladores. Mediante ena trans

formaci6n apropiada los desacoplaremos, paro encontrar asr los fonones apropiados para 

nuestro probl ema. 

Empezaremos expresando la cantidad Vl~ ( ec. ( 3.3) ) en segunda 

cuantizaci6n. Como es un operador de una sola partrcula, se tiene:'4, 
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Es to aproxima ci6n sero ra zonGble si traboiomos con estados de 2 cuasipart rcu-

las. Veremos m6s adelante que en términos de estos cuasibosones podremos defin ir las exci -

tacion es v ibrat ivas. del sistema . 

Como hemos dicho, suponemos que hemos resue lto el problema de cuasipartrc~ 

las lib res; e l hamiltaniano correspondiente es : 

( 3.6 ) , 

si convenimos en po ner nuestro origen de energros en la energra del estado base 1 O) 

Por un argumento an610go a l que IIev6 a la ec o ( 2.19 ), si aceptamos la aproximación de 

cuasi bosón podemos esc rib i r el hamiltoniano de cuasipa rtrculas libres en la forma: 

( 3.7 ) 

Se tiene entonces un sistema de osciladores independientes. Veremos ahora que el efecto 

de introducir la int eracci6n ( 3. 1 ) es el de acop lar esos osciladores. Media nte ano trons -

fo rmación apropiada los desacoplaremos, paro encontrar asr los follOnes apropiados paro 

nuestro problema . 

Empezaremos expresando la cantidad V'-1 ( ec. ( 3.3 ) ) en segunda 

cuantizaci6n. Como '4., es un operador de una sola partrcula, se tiene: 
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e bien: 

donde se define: 

l(. A ) 

~ ~JU=- (3.9 ) 

y el el emento de matriz reducido se define de la manera usual 3) : 

Para nuestra inte racción ( 3.2 ) tenemos entonces : 

(3.10) 

Expresemos ahora en t6""inos de los opem

dores de creación y de aniquilación de cuosiparttcu las. En el resultcxlo aparecerón té""il1O$ 

de los siguientes tipos : 

- 11 4 -

e bi en : 

donde se define: 

t (. A ~ 
~ ~JU= - 3.9 ) 

y el elemento de matriz reducido se define de la manero usual 3) : 

Paro nuestro interacci6n ( 3.2) tenemos entonces : 

v-:. (-l' ~ ~ ~l (j, i. ) '{ Ii, i.) [[ b'"~ bjJ "I b';, bl~ 1,..] 
a.3t. 00 

~) ~I¡ 

(3.10) 

Expresemos ahora en t~inos de los opera-

dores de creaci6n y de aniquilaci6n de cuosiportrculas . En el resultaZ aparecerdn h!1lIIil'105 

de los siguientes tipos : 



Ú[ -t:~}[~ J]A fJ.. AA A. 
I"i! n2, ~ ¡-0l n l o'; 
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, con las permutaciones posibles de g,+¡q .
f- 1

L' It 11 

Si estamos interesados en extraer de la interacci6n la parte que da origen a 

las vibra ciones, desechamos H34 , porque no se puede expresar en términos de los ope~ 

dores de cuasibos6n. Por otro lado, si estamos estudiando la interacciÓn k -polar, los es~ 

dos del problema serán del tipo 

... lO) (3.11>. 

Ahora bien, un término de H11 como el que se indic6 más arriba -tendrd una cierta contr~ 

buci6n a l actuar sobre ( 3. 11 >. Pero un término de H,U. del tipo : 
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Si esta mos interesados en extraer de la Interacci6n la parte que da origen a 

las v ibracianes, desec hcmo, H!~ f porque no se puede expr.,,;or en término. de los ope~ 

dores de cuasibosón. Por o'ra iodo, si estamos estud ia ndo la interacci6n k -polor, los est~. 

dos del prablema serdn del tipa 

\ O) ( 3. 11 ) 

Ahora bien, un térm ino de H11 como el que se indicó más arriba tendr(! una cierta contr~ 

bu ci6n al actuar sob re ( 3 . 11 ) . Pera un término de H11. del t ipo ; 
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( 3.12 ) 

contiene osciladores repart idos entre muchos valores de K y se espera que su efecto sobre 

un estado del tipo ( 3. 11 ) sea pequeño; ademós, si bien N~ ( el operador de númera 

de cuasipartrculas ) se puede e¡q:> resar en térm inos de los cuasibosones, vemos que est6 divid!.. 

, que es un mlmelO grande; se espera que su efecto sea mds peque 

ño que el de 16 parte ¡. E~· N; 

Al quedamo! 51610 can H y los términos de H2 2. con osciladores con

centrados en k, tenemos el siguiente resultado para e l hamiltoniano ( 3 .7 ) mds la interac 

ci6n k -polar : 

40 

(3.13) , 

donde 

Q~(' ') ( 3.14 ). t ~4~:: 

Vemos entonces que el efecto de la intemcci6n consiste en acoplar los d ife~ 
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( 3 . 12 ) 

contiene osciladores repartidos entre muchos valores de K y se espera que su efecto sobre 

I 
un estado del tipo (3.11 ) sea pequeño; adem6s, si bien N~ ( e l operador de número 

de cuasipartrclJlas ) se puede expresor en térrniOCls de los cuasibosones, vemos que está divid!,.. 

I que es un número grande; se espera que su efecto sea más peque -

ño que el de la parte ~ Ej' N; 
Al quedamo! sólo con HL.O y las términos de H2 2. con osciladores con-

centrados en k, tenemos el siguiente resultado paro el homiltoniano ( 3.7 ) m6s la interac-

ción k -polar: 

(3.13) I 

donde 

--le' , ) ~ ~4~ == 
( 3.14), 

Vemos entonces que el efecto de la inhlmcci6n consiste en acoplar los dife~ 
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tes cuasibosones de momento angular k. La fonna de desacoplarlos es con el procedimiento 

que se expuso en el capllulo 11. Se buscan operadores del tipo : 

con la propiedad: 

( 3.16 ). 

Estos nuevos operadores son los que diagonal izan el hamiltoniano, el cual va o describir en

tonces un sistema de nuevos cuasibosones libres, con energro W . El nuevo vacfo del i 
problema tendró entonces la propiedad:1") 

( 3.17 ) 

y el estado tendró uno energra Wl respecto al estado base 15) . 
El estado tendró uno energra .fW~ etcétera. 

Al imponer lo condici6n ( 3.16) se llega a un sistema de 2 ecuaciones pora los 

coeficientes y los cuales son aun m6s f6cilmente eliminables que I 

en el caso expuesto en el capllulo 1/. Después de la eliminación se llega a la siguiente -

ecuaci6n de eigenvalores : 

- Jl7 -

tes cuasibownes de monIento angular k. Lo forma de desaco plarlos es con el procedimiento 

que se expuso en el coprtulo 11. Se buscan operadores del tipo : 

con la propiedad: 

( 3.16). 

Estos nuevos operadores son los que diogonaliz.an el hamiltoniono, el cual va o describir en-

tonces un sistema de nuevos cuasibosones libres, c;on energto Wl . El nuevo vac;ro del 

prablema les) tendró entonces lo propiedad: 

o ( 3.17 ) 

y el estado r ~ lo ) tendró una energta W, respecto 01 estodo base lo) . 
El estado r:\ f'~~1 lo) tendrá uno energra .2W~ e tcétero. 

Al imponer lo condición ( 3.16 ) se llego a un sis tema de 2 e cuaciones paro los 

coeficientes y I los cuales son aun mISs fdcilmente eliminables que 

en el caso expuesto en el c;aptlulo 11. Después de la eliminación se llego a la siguiente --

ecuación de eigenvolores : 
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( 3.18) 

El aspecto de la gr6fica de ( 3.18) se muest ra en la siguiente figu ra : 

~ ~l(ii)(e. +EJ 


t (i (~i"Ei)1. -wi 


Fig. ti 
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( 3 .1 8 ) 

El aspecto de la gr6 fica de (3 .18) se muestro en la siguiente figuro : 

~ ~l(ij)(Ei +E~) 

i(i (~i4Ei)2. -w," 

- ---- 1 
Zo" • .M~~ I 

Fig. H 
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Las soluciones Cu,,- se indican con pequeños crrculos en lo figure. Se ob

servo que si es muy pequeña, las soluciones tie.1den o las energras de 2 cuasipartrc~ 

las libres. Si la intensidad F ft de la interacción aumenta, el primer nivel excitado baja; 

estamos en la zona en que el mlc1eo es esférico; si F l. aumenta más, llegamos a un punta 

en el que el primer nivel excitado ha alcanzado el estado base; en esto zona la forma esfé

rica se vuelve inestable; para F( tadavra mayor, ~ es imaginaria, lo que significa 

que estamos en la zona de deformación estable del núcleo. 

Es de particular interés el coso totalmente degeneredo, porque en ese caso se 

puede escribir explrcitamente la solución de (3.18) yen ella se puede ver claremente la 

dependencia del número de partrculas . Utilizando los resultados del cap.lIpare el caso d~ 

generado, se tiene: 

Se tiene entonces: 

( 3.19 ) 

En esta ecuaci6n se muestra explrcitamente la dependencia de la energra de 

exci taci6n con el número n de part rcu las . Vemos que al principio de la copa, Wl está 

muy cerca de la energra G'!L de dos cuosipartrculas libres. La energro de excitación 
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Los so luciones Cuk se indican con pequeoos ctrcu los en lo fi guro . Se ob-

se rvo que si es muy pec¡uei'lo , las soluciones tj,e.,den a las energras de 2 cuasi pa rt rc':.. 

las libres. Si la intensidad F'" de lo interacc i6n aumenta , el primer nivel excitado ba jo; 

estamos en la zona en que e l ndc1 eo es esférico; si F'- aumenta m6s, llegamos a un punto 

en e l qu e el prime r nivel exci tado ha o loanzodo el estado base; en esta zona la forma esfé

rica se vuelve ines tabl e; para ¡:-' tadavro mayor, c..t es imaginario , lo que sign ífi ca 

que estomas en la zona de deformoci6n es tabl e del m'deo . 

Es de pa rt icul ar inte res el caso totalmen te degenerado, pa rque en ~e caso se 

puede escrib ir exp lTci tame nte [a so lu ci6n de ( 3.18) Y en ello se puede ver cl aramente lo 

dependencia del n'Jmera de portrculas. Utilizando los resultados del cap . II para el caso de 

genercda , se t iene: 

Se tiene entonces : 

( 3.19 ) 

En e~ta ecuación se muestra e><tlITcil'amente lo dependencia de la energ Ta de 

excitación con el nllme ro n de po rt rcu las . Vemos que al principio de lo capa, Wl est6 

muy cerCQ de IQ en rgra G '~ de dos c:uQsipartTcu las libres. La energta de excitaci6n 
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disminuye al introducir más partrcul as; a l acercarnos a l valor cero del radicando de ( 3 .19 ), 

la forma esférica se hace ines table y más allá de este punto el núcleo tiene deformación es 

table . Las vibrac iones colectivas ocurren entonces poro valo res de n y de la intensidad de 

la interacción que hacen positivo el radicando ( 3 .19 ). 
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disminuye al introducir más partrcu!as; al acercarnos al valor cero del radicando de ( 3.19 ), 

la fOrma esférica se hace inestable y mós alió de este punto el núcleo tiene deformación es

table . Las vibraciones colectivas ocurren entonces para valares de n y de la intensidad de 

la interacción que hacen positiva el radicando ( 3.19 ). 



CAPITULO IY 

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE UNA INTERACCION ARBITRARIA 

( PARTlCULAS . IDENTICAS ) 

l. - La aproximaci6n de bosón. 

En la secci6n 2 del capitulo 11 vimos que la aproximación de bosón da buenos 

resultados para un sistema con un n6mero par de parttculas moviéndose en un potencial co

mún con niveles no degenerados e interaccionando a travl!s de una fuerza de apareamiento. 

la res tricci6n bdsica del método es que el número de parttculas debe ser par y muy pequeño 

comparado con la degeneraci6n de los estados de una sola partrcula que se consideren. 

Yamos a considerar brevemente el caso de uno interacción arbitraria, para ver 

en qué casos podemos aplicar la aproximación de besón. 

Consideremos entonces un can junto de niveles clasificados en el esquema ii 

como siempre y consideremos, camo hamiltoniano del problema, el siguiente: 

+V ( 4.1 ), 

donde V es una interacción central ariJítraria entre pares de partrculas,. del tipo 

v o:: IV... . Yamos a concentromos por el momento 5610 en esto interocción. Su 
~s • 

CAPITULO IY 

ALGUNAS CONSI DERACION ES SOBRE U!,!A INTERACCION ARBITRARIA 

( PARTICULAS IDENTlCAS) 

1. - La aproxima ci6n de bosón. 

En la secci6n 2 del cap1tulo 11 vimos que la aproximación de bosón da buenos 

resul tados para un sistema con un namero par de pgrttcu las moviéndose en un potenc ial co-

mún con ni veles no degene rados e in teraccionando a trov~s de una fuerza de apareamiento. 

l a rest ricción bósi ca del método es que el namero de portteulas debe ser par y muy pequeño 

comparado con la degen eración de las estados de una sola parttcu la que se consideren. 

Yamos a consideror brevemente el caso de una interocci6n arbi traria, poro ver 

en qu é casos podemos aplicar la aproximoci6n de bosón . 

Consideremos entonces un oonjunto de niveles clasificados en el esquema ii 

como siempre y consideremos, <XUTlO ham iltoniaf'lO de l problema, el siguiente: 

+V ( 4.1 ) , 

donde V el; una in teracci6n cen trol arbirrorio enrre pares de portrcula!ir del tipo 

Ve IV.... . Yamos a concentromo$ por el momento 5610 en esta ¡ntemcc i6n . Su 
~¡ • 
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expresión en t:. cuantización es : 

( 4.2 ) , 

donde ab es 	una pareja arbitraria de partrculas. 

Usando los desarrallos siguientes : 

<j,Vo\IJ \~~ I = ~ <: ~A~!i Wlt WlL 11M> «id~,J MI 
1M 

\ ~WI~, ~"Wc:): ~~~" 'm) ~ .. 11'M ,) I~l ~ Ij J fv1) 
j/M' 

y el hecho de que V es una interacci6n central, podemos escribir: 

( 4 .3 ) . 

o sea, hemos desarrollado 1)' en fuerzas de apareamiento generalizadas 5) . 

Ai 3Usando ahora las definiciones de A+ y de 3 .. J'M, ,dadas en las 
~~jM 

ecs. ( 2.21 ), tenemos : 

( 4.4 ) . 
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expresi6n en t:.. cuantizaci6n es : 

( 4.2) , 

donde a b es uno pareja arbitraria de partTculos. 

Usando las desarrollos siguientes : 

<jfVt\tJ 1sW.~ I = ~ « ~A~" Wt( M.., 11M> < ii 1./ M l 
1M 

\ ~ 'M~, jI¡ \Al ~: ~ ~ ~" vn) 'M .. \ J' MI) \ ~l j L¡ J ~ 
j'M' 

y el hecho de que V es una interacci6n central, podemos escribir: 

( 4.3 ) . 

o sea, hemos desarrollado 1)" en fuerzas de apareamiento generalizados 5) . 

Usando ahora las definiciones de A+ y de A ~l ~,,:rM. ,dadas en las 
~~1M 

ecs. ( 2.21 ), tenemos : 

( 4.4 ) . 
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Nótese que la primera suma en ( 4.4 ) se efechJa sobre todos las valores posi

. Si quisiéramos restringir la suma sólo a valores crecientes de 

y de A 
J3) J&f 

" , el resultado serTa el siguiente: 

'0'= ~ V~f~J At.. A~i,+lM. 
( 4.5 ) , L.,¡ 1J i,.J ~j1JM 


~,~ 

"3,j.. 


1M 


donde las cantidades se definen como : 

( 4.6 ) , 

con el bra y el ket antisimetrizados. O sea, ( 4.6 ) son los elementos de matriz de nuestn 

interacción, para el problema Frsico de 2 partrcu las; fTsico, porque los estadas que hay que 

usar para construir la matriz son los estados ya antisimetrizados. La matriz HVrI =I1 V{:t; 11 

tiene renglones numerados por ~ t ~1' y columnas numeradas por 

adem6s esta matriz estd rota en bloques, por cada valor de J. El aspecto de la ma triz es el 

siguiente: 

\i VIl ( 4.7 ) 

~J.J&' 

Ji. 

w. 
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Nótese que la primera suma en ( 4.4 ) se efectúa sob re todos I~ valo res posi-

bies de ~4 ~t j 3 ti • Si quisiéramos re.tringir la suma sólo a vola res c recientes de 

y de A " I el resultado seria el sigu iente: 
J J , J/4 

( 4.5 ) , 

do nde los cantidades se definen como : 

f ~f ~ r I v.." \ ~) jtf J ~ 
( 4.6 ) , 

co n el bra y el ket antisimetnzados. O sea, ( 4.6 ) son los elementos de matriz de nuestr o 

interacc i6n , paro el problema fl'sico de 2 partrculasi fTs ico, po rque los estados que hoy que 

usar para construi r la matriz son los estados yo ant isime tri zados. Lo mo triz KV(I: I/ vf:t ;1I 
tiene renglones numerados por ~ t i

1
' y columnas numeradas por 

adem6s esta matriz esld rota en bloques, por cada valor de J. El aspecto de la matri z es el 

siguiente: JK l,JLl 

Ji 

\\ vil W. ( 4 .7 ) 
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Supongamos que diagonal izamos cada bloque de la matriz ( 4 .7 ) Y que des ign~ 

mos con Va '1 al q-ésimo eigenva lor del bloque J y con C\.~ . al elemento G~i..r)
l' ~ ljz.1. 

del eigenvector co rrespondiente. Supondremos que nuestros eigenvectores 

est6n ortonormalizados . O sea : 

( 4.8 ) . 

-+ 
Definimos ahora, como se hizo en (2.36), los operadores A~.:rM y 

A9,1 M 

( 4 .90 ) 

(4.9b) 

SubstihJyendo estas definiciones en la eco (4.5) obten.-nos : 

(4 . 10 ) . 1J= ~ '41 A;IMÁ~jM 
~lM 

Esimportonte enfatizar el hecho de que (4.10) es una expresi6n exacta: es 

simplemente otra forma de escribir la expresión en ~ cuantizoción (4.2) de n~estra inte

racci6n entre pares de parttculas . 

Supongamos ahoro que tenemos un problema en el que todos nuestros niveles 
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Supongamos que diagonal izamos cada bloque de la matriz ( 4.7 ) y que design~ 

mos con Va., al q-ésimo eigenvalor del bloque J y con a. ~ . 01 elemento G~j".J') 
1'" M2.1 .. 

del eigenvector correspondiente. Supondremos que nuestros eigenvectores 

est6n ortonormal izados. O seo : 

( 4.8 ) . 

-+ 
Definimos ahoro, como se hizo en ( 2 . 36 ), los operodones A~jM y 

( 4.90 ) 

( 4.9b ) 

Substituyendo estas definiciones en la eco (4.5} obten~s : 

1J= ~ '41 A;1MÁ~!M (4.10) . 

~J'~ 

Es importante enfatizar el hecho de que ( 4.10) es una expresi6n e>«lcto: es 

simplemente otro forma de escribir la expresi6n en ~ cuantizaci6n ( 4.2) de nuestra inte-

rocci6n entre pares de paTttculas. 

Supongamos ahora que tenemos un problema en el que todos nuestJos niveles 
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est6n degenerados Entonces ( 4.10) es, salvo una constante aditiva, el hamiltoniano de 

nuestro problema. En estos condiciones (4.10) sugiere inmediatamente hacer la aproxima-

como el operador deci6n de bosón, pora tratar a la cantidad 

número de bosones en el nivel ('\o j) . Con esto podrramos resolver el problema de un nú

mero pequeño de partrculas, para una interacci6n arbitraria, conociendo simplemente la sol~ 

ción del problema pora ,,1 caso de 2 partrculas, tal como se hizo para la fuerza de aparea

miento . Vamos a ana lizar esta posibilidad. Para ella, vamos a consideror un C<lSO sumam~ 

te sencillo. Consideremos el problema de n partrculas situadas en una sola capa i , inte

roccionando a trovés de una · .,terocci6n de alcance infinito y ae intensidad Yo Inme 

diatamente podemos escribir: 

v= ~Vi~ = ¿ Vo ( 4.11 ) 

":<:5 i,~ 

(4.12). 

Por otro lado, la expresi6n ~ en ~ cuantización de esta interocci6n es: 

(4.13), 

Si en este momento convenimos en trator solamente el problema de "'t'I.« S2. hace-I 

~ Aii1M mos la aproximaci6n de bos6n y el operador A es el operodor de~ II:1M 
IP jM

nÚr"'era Ul de nuestros bosanes¡ este aperodor J( , al actuar sobre una funci6n de o!!, 

da de IYI./~ bosones, nos da, como eigenvalor, IV\. /~ • Entonces, si designamas con 

VI al eigenvalor de \J- , tenemos: 
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es t6n degene rados En tonce:> ( 4.1 0 ) es, salva una consta nte aditiva, el hom iltoniono de 

nuestro problema . En estas cond icione, ( 4. rO) sugiere inmediatamente hacer la apltlximo-

ción de bo;ó n, po ra tro ta r o lo cant idod como el operodo r de 

número de bosones e n el nive l (,\-J). Con esto podrtomos re50iver e l problema de un nú -

mero pequeño de pa rt rcul os, poro uno interacci6 n a rb it raria , conociendo simp lemente lo sol~ 

ción del problemü poro .:1 ceso de 2 pa rt rcu las, tal como se hizo para lo fu e rzo de aporea-

miento . Vamos a ene lizar esta posi bilidad. Para ello, vemos a cansideror un CiJSO 5umom~ 

te sen ci llo. Conside remos el problema de n partrcul as situadas en uno sola copo i , inte-

racc ionando a través de unu "" teracción de alcance infi ni to y at: intensidad % Inme 

diatomen te podemos escribir: 

( 4.11) 

(4.12) . 

po r o tro lado, la expresi6n ~ en :t: cuan tizaci6n de esta inte racci6n es: 

( 4. 13 ) • 

Si en es te momento conven imos en tratar so lamente e l p ro blemo de "'rt <.<. ..n.. , hoce-

~A+- Aj j1M 
mes la a proxima ci6n de bosón y el operador es e l ape rador de 

Il:TM 
~ ¡M 

nú,., ero CI1 de nuestros bosones ¡ est@ aperado r J( I a l ac tuar sobre una fun ci6n de o.!!, 

do de IYI./:" bosones, nos da, como eigenvalor, /"(\ /~ • Entonces, si designamos con 

V I al eigenvolor de ~ ,tenemos : 
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(4.14 L 

Notamos que ( 4 .12 ) Y ( 4 .14) son totalmente diferentes: el resultado excc

to ( 4. 12 ) nos dice que la energl'a tiene 2 ténninos, uno de los cuales es pro¡JOrcional ; 

1'(\,"- ,independientemente de la capacidad '!.Q. de la copa. En c:a:mbil> la oproxima

ci6n de bosón ( 4. 14 ) predice una energ ra proporcional á rn. . Ven.>s enlonoes que no 

basta que el número de partl'culas sea pequeño para hacer la aproximaci6n de bosISn; palO 

el caso particular de los operadores , el conmuloocn 

vale: 

t j' ( N.)[A.'i IOO A.. J- 6- i--L , .2;, "00 

y basta despreciar Ni/Q~ para tener la aproximaci6n de bosón. Paro una inremed6n 

de apareamiento estos son preciso mente los operadores que intervienen . Paro una interocci6n 

general entran en juego todos los operado res y palO haCef" l.a aplOxi

maci6n de bosón hay que despreciar los términos que aparecen en el corchete de la eco (2.24), 

de los cual es, los que tienen 1 =F O no corresponden al operacbr de nCmero. A.cabamos 

de ver que para una interacci6n de largo alcance no esld justificado despreciarlos. Si anal~ 

zamos la apraximaci6n d~ bosón, es fdcil ver la raz6n fTsico por la cual funciona pero una 

interacci6n <;le corto alcance, pero no pa ra una de largo alconce. En efeclO, lo apraxirnacicSn 

de besón considera que hay corre laciones sólo entre las Z partrculas que focman cada bos6n, 

pero no entre los diferentes besones; en efecto, en esta aproximaci6n la e>Cpresi6n ( 4.10) se 

interpreta como el hamilton,iano de un sistema de bosones independientes, moYi~ erl un 

potencial común. Desde luego esto no puede se r vdlido paro una interocci6n de laJ9) alCD'lce, 
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V/_ \,, " · ~ - "o ,. 

Notamos que (4.12) Y (4.14) son totalmente diferentes: el I1SIlrodD e,roc -

to (4.12) nos dice que la energra tiene 2 términos, uno de los cuales es p~cioJ1lll ,; 

ror\, "- , independientemente de la capacidad ~.n. de la Ctlpa . En cambio la CJl)suximo -

ci6n de bosón (4.14) predice una energra proporcional á rn.. . Vemos enlunces que no 

basta que el número de partrculas sea pequeño para hacer la aproximación de ha$dn; ?Oro 

el caso particular de los operadores 

vale: 

y basta despreciar Ni/Q~ para tener la aproxima ci6n de bosón. Paro una inl'e r:acóéln 

de apareamiento estos son precisamente los operadores que intervienen . PonJ una intelOCd 6n 

general entran en juego todos los operadores y paro hacer a ~xi-

maci6n de bosón hay que despreciar los términos que aparecen en e l oo.-chete oe la eco (2.24), 

de los cuales, los que tienen I::f:. O no corresponden a l operador de nOmero. Aoa~ 

de ver que para una interacci6n de largo alcance no estd jU!i tiFicado d~reciarfos . Si <mal~ 

zamos la aproximaci6n de bosón, es Fdcil ver la raz6n Frsica por la cual funciono ?Ora una -

interacci6n <;le corto alcance, pero no para una de largo alcance. En efecla, la aplOximaeic5n 

de bosón cansidera que hay carrelaciones sólo entre las 1 parttculas que ro cada bas6n, -

pero no entre los diferentes bosones; en efecto, en esta aproximaci6n lo e>q).-.i6l1 ( •• 10) se 

interpreta cama el hamilton.iano de un sistema de bosones independientes, rmvi4!ndcse en un 

potencial camún. Desde luego esto OQ puede ser vdlido para una inten:rccicSn de largo alcance, 
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que toma en cuen ta la interacci6n ent~e todas las partrculas. Entonces la aproximaci6n de 

bosón no se puede usar para describir propiedades colectivas. En cambio una interacci6n de 

corta al cance es efectiva sólo entre 2 partrculas m""y cercanas y pora ella es de esperarse 

que la aproximación de basón sea razonab le: de hecho, esto se ha demostrado para la fue~ 

za de apaream iento, en la secci6n 2 del capnulo Ir. 

Entonces en la expresi6n (4. 10) podemos hocer la aproximaci6n de bosón si 

nuestra interacci6n es de alcance suficientemente pequeño y el número de portrculos del 

sistema tombién es pequefío comporado con la degeneraci6n de los niveles. Si aceptamos 

esto, podemos aún tratar el término ~E , N. 
. J j 

en nuestro homiltoniano, de la misma for 

~ 
ma que se vi6 en la eco (2.';9 ) : 

Dentro de la aproximación de bosón podemos entonces escribir el hamiltonia

no (4.1) de la siguiente manera : 

1.~ilJ ~!,j.. (4.15), 
:JM 

H~¿ 

donde 
(-4.16 ) 
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que to ma en cuenta la in te ra cción eMi'e to das las partrculas . Entonces la aproximGción de 

bosón no se puede u:iar pG ra descr ibi r prop iedad es colecti va>. En camb io una intera cc;;Íón de 

corto al cance es efectiva só lo en t re 2 part rcu la\ mJ y cercanas y para e lla es de e5peror.;e -

qu e la apro ximación de bosó sea razonable : de hecho , es to se 'na demostrodo para la fue~ 

zc de apareamien to , _n ro sección 2 del capi1u lo Ir. 

Entonces e n la expres ió n ( 4 .10) podemQ s hacer la apro ximac ión de balón SI 

nu est ra in te ra cción es de a lca nce su fi c ien temente p;=queno y e l número de partrculas del -

sis tema tambi én es pe'luei'io comparado can la degeneroc ión de los niveles. Si acep tamos 

esta, podemos aún tra ta r e i té rmino en nuestro hamilto niono, de la misma For 

ma que se vió en lo ec: o ( 2.ZJ ) : 

Den tro de la aprox imación de bosó n podemos entonces escribir el hamiltonia -

no (4.1 ) de lo sigui ente maneIU : 

H= ¿ 
( 4.15) , 

do nde 
( 4 .16 ) 
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ya se ha definido en la eco (4.6) . En este caso,y 

son los e lementos de matriz de nuest ra interacci6n, paro e l prob lema frs ico de 2 partrculas, 

moviéndose en un pozo común con niveles f 1 · no degenerados. De nuevo podemos su~ 

ner que hemos diagona l izado esta matri z y que E':f:J' es e l q-ésimo e igenvalor del blo

-t 
que j i en ténni nos de l eigenvector correspondiente definimos los aperodores A~jM 

-q JM 
y A ,ta l como se hizo en las ec o (4.9 ) . Podemos entonces escribir el 

hamiltoniano como 

( 4. 17) . 

Esta expresi6n se interpreta en tonces, dent ro de la aproximaci6n de bosón , 

como el hamiltoniano de un sistema de bosones independientes, moviéndose en un potencia l 

común, con niveles de energ ra de un sola bosón dados por E~1 . De nuevo enfatiza 

mos e l hecho de que ( 4 .17) es vól ida si el número de part rcu las es pequeño y si lo i ntera~ 

ci6n V tiene un al cance sufi ci entemente corto . Recordemos que la aproximaci6n de 

cuasibosón ha sido utili zada con éxi to paro describir movimientos colectivos en los - - 

11),12),13), 21)
nú cleos , como se expreSÓ en el cap. m. El forma lismo es e l mismo que el 

que se acaba de exponer paro la apro xi maci6n de bosón i la ún ica diferencia es que se t~ 

boja con cuasipartrculas en vez de pa rt rcul as . la roz6n del éxito es que se consideron es-

todos con 2 cuasipartrculas como m6ximo, lo que equivale a considerar !. solo cuosi bosón, 

y en este coso est6 justificado considerar un homiltoniono de cuosibosones libres . 
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y ya se ha definido en la ec. ( 4.6) . En este coso, 

son los elementos de mot riz: de nuestro interacción, para e l problema frs ico de 2 partrculas, 

mov iéndose en un poz:o común con ni veles no degene rados. De nuevo podemos su~ 

ner que hemos diagonal iz:ado esto matriz: y que E'l :r es el q-ésimo eigenvalor del blo -

- + 
que J ; en térm inos de l eigenvector correspondiente definimos los operadores A~rM 

-~ J¡.Ii 
y A , tal como se h iz:o en los eco (4.9) . Podemos entonces escribir el 

hamiltoniano como 

( 4 .17) . 

Esto expresi6n se interpreto entonces, dentro de lo aproximación de bosón, 

como el hamil toniano de un sistema de bosones indepe ndientes, moviéndose en un potencial 

común, con niveles de energra de un solo bosón dados par E~:r . De nuevo enfotiz:a-

mas el hecho de que ( 4 .17) es vólida si el número de partlculas es pequeño y si lo intera:. 

ción V tiene un alcance suficientemente corto. Recordemos que la aproximación de 

cuasibosón ha sido utiliz:ada con éxito para describir movimientos co lectivos en los - - -

1I),12),13L 21) 
núcleos , como se expreSÓ en el cap. m. El formalismo es el mismo que el 

que se acabo de exponer poro la aproximación de bosón; lo ún ica diferencio es que se t~ 

baja con cuasipartrculas en vez de part rculas. Lo raz:.ón del éxito es que se cons,ideran es-

todos con 2 cuasipartrculas como m6ximo, lo que ec¡uivale a considerar ~ solo cuasibosón, 

yen este caso estó justificado considerar un hamiltoniano de cuasibosones libres. 
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2. - El método de las cuasiportrculas-. 

En las secciones 3 y " del capllulo 11 vimos oJmo se puede trotar una interoc

ción de aporeamiento mediante el método de las cuosiporttOllas y en el capl'tula 111 vimos 

las correlaciones entre las cuasiportrculas a las que da lugar una interacción k¡x>lar. 

Veremos en esta sección cÓmo se puede trotar una interocción arbitroria can el método de 

las cuasiportrculas libres. 

Seguiremos considerondo el caso de los n(lcleas esféficos y supondremos, como 

siempre, que los estadas de una sola porttcula estón clasificadas en el esquema jj. Por bre 

vedad uso remos la siguiente notación: 

( todas los números cu6nticos de los estados 

de una sola partraJla ) 

( lo mismo que ex.. • excepto por el signo 

de V't\. ) 

CA_ClV\ej) ( 4.18) . 

Sol:: (-)-~ Sil{ 

Supongamos entonces que las porttculas del sistema se mueven en un pozo co

mún con niveles de energra de una sola partrc:ulo dados por Ea. y est6n sujel'Os a una 

interocci6n arbitroria entre pares del tipa : 

(4.19 J. 
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2. - El método de los cuasiportrculos-. 

En los secciones 3 y 4 del cophulo 11 vilnO$ cJmo ~ puede trorar una intero c -

c idn de apareamiento mediante el mérodo de las cuasipartrculm y en el cap l1-ulo 111 vimos 

la~ correlacion~ enrre las cuasipartfculas a las 'f'e do lugar una interocd6n k tJ<l lar . 

Veremos en esta secci6n cómo se puede tratar una interacci6n arbitraria co n e l método de -

las cumipartrculas libres . 

Seguiremos considerando e l caso de los n6c1eos esfl!ricns y supondremos, como 

siempre, que los estados de una sola partrcvla estón cllIsificados en el ~uema ii • Por bre 

vedad usaremos la siguiente natación: 

d.. = ( "Y\ ~ J m ) ( b:Ios los ..-lmeros cvónticos de los estados 

de una s>la partfCJla ) 

ex. = (n~~ -m) (lo mi5ll1O If-Ie o<.. • ext:epto po r el signo 

de rt\ ) 

lA _ (IV\ ~) (4. 18 ) . 

SCI(:: (_)-wt Sjj{ 

Supongamos entonces que las partfcvlas del sistema se mueven en un pozo co-

mlln con niveles de energfa de una sola partrcula dados par Ea. y esM" su¡etos a una -

interaccicSn a rnitmria entre pares del tipo : 

( 4. 19 l. 
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El hamiltoniano del sistema es entonces : 

( 4.20), 

donde ya se ha incluido el potencial qurmico A . Como siempre : 

Veremos en los desarrollos algebroicos que siguenque, en vez de usar VCU.) 

en lo expresi6n (4.21 ), es más c6modo trobajar con un operador ontisimetrizado 1>(U.} , 

que definimos asr : 

( 4.21 ) , 

donde P." es el operador que intercambia las partrculas 1y 2. La raz6n de este cambio 

es que las cantidades: 

~~r6:: S~:(~)~;(?)1J(I"t)4'/¡)~~(2,) ~rf drt 

( 4 . 22 ) 

=<a{ ~ 1'\)'(lt) \ 'Y ~) 

obedecen ahora las siguientes relaciones: 

( 4 .23 ) 
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Ej hamiltoniano del sistema es entonces : 

( 4.20), 

donde ya se ha incluido el potencial qurmico A. Como siempre ; 

Veremos en I'os desarrOl'los a 'fgebraicos que siguenque, en vez de usar VCil) 

en la expresión ( 4.21 ), es m6s cómodo trabajar con un opercdor ontisimetrizado 1)-(U.) , 

que definimos asr : 

( 4.21 ) , 

donde P.t es el operador que intercambia las partrculas 1 y 2. La roz6n de este cambio 

es que las cantidades: 

~ArÓ :: Sy;:cn ~~Ú)1J(lt) Yt (f) ~¡(l,) ~'(f ch t ,- ~ r 
( 4.22 ) 

= <~(3l V(11) \ 'Y~) 

obedecen ahora las siguientes relaciones; 

(4.23 ) 
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En términos de estas nuevas cantidades podemos escribir 

el hamiltoniano H / (ec. (4.20) ) de la siguiente manera: 

( 4.24) . 

Intraducimos ahora la misma transformación de Bogoliubov que ya ten ramos en 

el capTtu lo 11 y la escribimos con la notación nueva del presente capTtulo, para los diferen

tes rnd ices : 

( 4.250 ) 

( 4 . 25b ) 

El vacro de las cuasipartrculas es el mismo que se dió en la ec. ( 2.71 ). 

Para expresar el hamiltoniano H' (ec. (4.24» en términos de los oper:!. 

dores de creaci6n y de aniquilaci6n de cuasipartrculas podemos substituir d irectamente -

(4.25) en (4.24) Y efectuar las conmutaciones necesarias pora poner los términos en orden 

normal. Sin embargo es m6s r~pido y elegante usar un teorema de la teorro del campo, el 

teorema de Dyson ( ref. 1, p6g. 440) : 

6: b+~ bO bY = 

=<b:b1>(8"~~> -<8atf><b~b't>+<b~t5¡!><bObY> + 
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En térm inos de estes nuevas cantidades podemos esc ribir 

el he miltonieno H I ( ec. ( 4.20 » de la sigu iente ma nera: 

H ( 4.24) . 

(ntroducimos ahoro la misme t ronsfo rma c ió n de Bogo livbo v que yo t·enromos en 

e l ceprtulo I! y le esc rib imos con la notación nueva del presente cepn ulo¡ pare los diferen-

tes fndi ces : 

bol el + :. UQ.(3 + Sc.t VQ. (3 Ct ( 4.250 ) 

b: : UQ.(3: 
Ci 

+ 5~ Va. ~ ( 4 . 25b ) 

El vac ro de les cuasipa rtrcu las es el mismo que se d ió en lo ec. ( 2 JI ) . 

Para e xpresar el hamil toniano H' (ec. ( 4.24» en t~rm j ncs de los oper:=. 

dores de c reac ión y de an iqu ilación de cuasipart rculas podemos subst itu ir directamente --

(4 . 25 ) en ( 4.24 ) y efectuar les conmuta <;ione. necesaria . pora poner (os té rminos en orden 

normel . Si n embargo es mós r~pido y elega nte usar un teo rema de la teo rro del campo , e l 

teoreme de Dyson ( ref . {, p6g . 440 ) : 

b: b~ 6° b)' 

< 6: b1><~~ ~> -<~t~ ~) <b~ 61') + <~ tj~><b¡ bY) + 
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+ : tt... b~ <: b+~ bS>+ <b+~ bY) : ~~ t!: - : kta( b 
ó
: <b+¡9 b") 

6
G-c(b:b~> :IJ~ !J': +;b~ b'¡'tl:<61 b7> + .(~ot 6~') : b": + 

+ : tt b'¡'~ 6°b'Y: 
( 4.26 ) 

Con la no taci6n :A: indicamos que al substi tu ir en el operador A los 

operadores (3+ I (8) ,éstos deben quedar en orden noma l; con <(3) indicamos 

el valor esperado del operador 13 respecto al vacro de las cuasipartrculas . 

Como ejemplo tenemos : 

( 4.27 ) 

<tt 6(3) ='{~~ (4 .280 ) 

+ + ,el<bol b¡s>=SOl Uca.'lo. o~ ( 4 .28b ) 

<~ bf..> =- Sd UQ.'{ a~ 
(4. 28c).~ 

Usando el teorema ( 4 .26 ), HI se puede escribir como la suma de los 4 

tErminas siguientes : 
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+ : ~CIl 61': <: b+r! bS> + < b+c(. bY> : Ia"¡g lf: -: ~~ bó
: < b+(9 bY> -

-c(b:b~>:¡j¡!!J: +:b:b+~:< 6¡b7> + .(~g{b~> : b¡-~?': + 

+ : ttb'¡'¡16°b'Y: 
( 4.26 ) 

Con la notación :A : indicamos que al substituir en e l operador A los 

operadores (3+ I (3 ,éstos deben quedar en oroen normal; con < 6) indicamos 

el w lor espe rado del operador B respecto 01 vacro de los cuasipartrculas. 

Como ejemplo tenemos : 

: ~ b')': = Uo.. Ue (3: (3) '"1 

+ + 
+ S1' ~ Yc ~d. (->::¡ 

<~ br;> = \{~ ~ 
+ + ,eL < be;.. b(3) = SOl U~ Va. o~ 

<~ b~> =-5<:( UClV~ ~~ 
~ 

(4.27 ) 

( 4 . 280 ) 

( 4.28b ) 

(4.28c) . 

Usando el teorema (4.26), H I se puede e$cribir como la sumo de los 4 

términos siguientes : 
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1-\' (4.29), 

donde se ha usado la notoci6n del cophulo II poro los primeros 3 términos, en el sentido de 

que ~o es una constante, HH contiene términos del tipo f"'(3 y HlO contiene 

+ +- I I 
términos de l tipo ~ ~ y (->(' N contiene partes del tipo 

HS
. 

H;~ ((~~~, r+tt0) Ha ((r+r~) d H40 (~+('+(S+~+, 

~~r{') 
Si queremos empezar con un modelo de cuosiportrculos libres no tomomos en cuento H"re, , 

de acuerdo con lo filosofl"o expuesto en el caprtulo ". Apuntaremos solamente que 

tiene 16 té rm inos provenientes del siguiente producto normal: 

( 4.30 ) 

La constante H se puede calcu lar inmediatamente usando las relacionesQO 

( 4.28 ). El resu I todo es : 

Vemos c'1ur la utilidad de habe r usado el opel'Jdar antisimetrizodo ( 4.21 ), 

porque ahora se puede hacer uso de ( 4.23 ) paro escribi r ; 
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( 4. 29 ) , 

donde se ha usodo [o no toc i6n de l .:.ap ltu lo II poro [os prime ros 3 té rm inos , en el sen 1ido de 

que ~o es una constant e, H li contie ne té rm inos de l tipo (3)'''(3 y H.1O cont,'ene 

+ +- 1-\ términos de l ti po \,1 ~ y (->r' .,.. ~ cont iene partes del tipo 

H ~1 ( (~r~, r+((~+0 ) , Ha ( (r+~~) ~ Hito ( ~+(3+(3+~ + , 

~~r(') 
Si que remo s emp eza r co n un mode lo de cuasiportrculas libres no tomamos en cuenta H-(d , 
de ," cuerdo con la f i loso fro exp ues to en e l cap1'tu lo " . Apun taremos solamente que 

tiene l6 t.f rm i nos provenien tes de l siguíente producto no rmal: 

( 4.30 ) 

La co n j tante Hao se pUc!,.·de cal cula r ;nmediatqmente usand_"J las relacioneS 

( 4 .28 ). El resu I todo es , 

Vemos_'1u r fa utif idod de haber u5odo el operudo r antisimet rizado ( 4 . 21 ), 

po rque ohora se puede hacer uso de ( 4.23 ) paro escribir: 
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( 4.31 ) 

Vomos o defini r los siguientes contidades : 

( 4.320 )lo. == ~ ~r4ct~ V'D~ 
~ 

(4.32b),~o.== -¡ ~¿~a - s" ~~ 
'r 1'r 

donde fa. juego el papel del patenciol outoconsistente de Hortree - Fock y 60... 
represento el efecto de lo parte de lo interacci6n que corresponde o una fuerzo de aparea 

miento. En términos de r~ y 6.0.. podemos escribir Hoo en lo forma : 

( 4.33 ) 

e( el 

Hoo = ¿(Eo. +!fo. -).)%.'- - i ¿6Q.U(lVa. 

N6tese que en los definiciones ( 4.32) hemos escrito rel y ~o.. en vez de re( y 

~ 01. ' ya que se puede demostrar que esas cantidades no dependen de me(. En efecto: 

r:. :: ¿ ~~~~Vb7. =2(z ~~.(1)Vb~ 
~ b ~p 

¿ ~~~ = Z(ol~ IV((1)\Il(~) = 
m~ ~ ~p 

:. ¿ «(n2,jWl)« (~~j\lo)(3 \1)-(1 t) \ Cntjlhl)a( (~tjWl)~) :: 
~~ 
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( 4.31 ) 

Vamos a definir las siguientes cantidades : 

1", == ~ ~~CI!~ Vb~ 
~ 

(4 .32a) 

La. == -1 ~ ~ ~a - s')' ~ ~ 
't 11 

(4.32b), 

donde ~ juega el popel del potencial autocansistente de Hartree - Fock y 6Q.. 
representa el eFecta de la parte de la interacci6n que corresponde a una Fuerza de aparea-

miento. En términos de lo.. y 60. podemos escribir Hoo en la forma : 

(4.33) 

N6tese c¡ue en lasdeFiniciones(4.32) hemos escrito r", y ~o.. envezde fct y 

~ eX. ,ya que se puede demostrar que esas cantidades no dependen de Y'Y\O(' En efecto: 

r:. :: ¿ ~~oI~ Vb1. = ¿ (z ~~ ot(l) Vb" 
~ b ~p 

6 ~~~ = L, (ol~ I V(11)\G(~) = 
M(!> ~ ~~ 

:. ¿ «n(jWl)« (~~j~)¡!o \ 1)-(lt) \ CntjlM la( (~tjWl)~) :: 
""~ 
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::. L¿ ~",~j)CI. (nej)b 111)(11,) le VI~iJCI. (~~i)..j)<i..\n¡"tttt'IJM)<j~1 ..,."c"'t' 11M) = 
'IVIt :H"'. 	 . 

:. ~ =~-¿ (2.J+i) .«("'~j)o. (l\~j)bJ \ \J(t1J \ ()\fj) (nfj) :1) (" .31oa.)
o.. 1. ~ +1 	 • !, \.It 'to 

'lQ.. bJJ 

Yemos que, efect ivamente, ~ no depende de la proyección 'WlG(' An6logamente 

tenemos paro La.: 

L}. :-is ~I n._ S UV =-1.5 ")'(9 5 1" JUv. 
Q. 	 1 d..L Vo{ocYr "( e c. .t t6.L 6 "(V(I«¡ - e e 


'r c.. ni)' n 


ZSr~ar'r =¿\- «(w\~j)Q.~ l (n~i)CI.-"\rllX41>\C.ftlj)c Wlr I("~c -rny)= 
YY1y "'y 

:.¿ SI' <(n~j)Q. ("ej)Q. J 11)(41) \ (WlQj)c: (WltVc J)<t,.1«."tr-......\1M~"'r-.,IJM): 
"'rJM 

:. 5.... . ís.~c + 1.' ~n~j)C\. (\\tj1.J \ 1)(~1)I(lItVc ("'1)c 1 > 
V~~CI.+t 

(-4.34& ) 

y nuevamente 6.0.... na depende de la proyecci6n 'YV\G( • 

Por lo que ahora concierne los términos Hu y H~o •no los escñbi

remas explrcitamente. Sin ~bargo daremos algunos detalles palQ ilustrar un punto nuy
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=-I ¿ ~Y'I~jJ ... (n~l )b J 11)(u,) 1(~tj),,..c~~1}101)<i..~ ftt,1W"IJM)<j .. 1!, .... ttal' 11M) = 
""'r 1 M 

Vemos '1u e , efectiva mente , ~ na depende de la plOye<:ción lVlaf. Andlogamente 

tenemos para b,. a. : 

b. o. =- - i Sd ¿ ~Oi 1'1 s'}' Ve: Ve: = -l S",Z(L: S-yltc(dñ )q'{ 
7 e m~ V 

¿ Sr ~arY = L\«(YI ~~ JQ.~ ) (n~j)Q.-~11X41)\lJt1j)c~,(1\~" -rny>= 
VY1 y Wly 

::.¿ Sy «~~ilo. (I\~j)o. J !V(11J \ ("Qj)c: (~tvc: J)<ica.1 .. trtr-M...\lHX3J "" -, IJ~>= 
Y'/IrJM 

:. Sal ' /i~.+1.' 4n~n~. C".t.i1. J\ V(uJlC1\tvc ("fIfi)" 1) 
V ~ j~+t 

y nuevamente 6.0... no depende de la p royecci6n 'YV\G( . 

(4.34b ) 

Por lo que ,]hora concieme los t~nninos H" y H.lo . 00 los I!5Cribi-

remos explicitamente. Sin embargo daremos al gtJna5 detalle¡ para ilUlitnu un punto rruy-
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importante. Para ~e fin consideremos, como ejemplo, el ténnino de HH que proviene 

'. b~'" L 1'.' <......./ 6+,4 b$) de la expresión (4.26)¡de 10 1_ o seo: 

¿V;~Y(3Vb"CíJo.Vc.~:~1' - S~S1'v..Vc. ~; ~a) (4.35) 
ot~l' 

=¿¿ (z lt~rp)Vb1(U~~(3:~1'-~51'v:.", r~~a) 
d.."'( b I"t\!' 

Debido a la presencia de estas deltas, vemos que en la sumo sobre y de 

(4.35) permanece uno suma sobre (n~) y lo parte (im) sólo tomo el valar)' r 
(jwd« ¡ si bastaran (jM) para definir totalmente los estados de uno sola portrcula, 

entonces los rndices d) ~) 'Y) ... serran abreviaturas de (11M)«) (j,")~ JilOt)r ) ... ¡ 
si esto fuera cierto, los deltas de (4.36) implicarran 8 0( y podñamos simplifica r 

1
inmediatamente lo expresión (4.35)¡ como se ha mencionado, ése no es el caso en nuestro 

. problema y seguimos teniendo uno suma sobre (nVy . Sin embargo, en un c6lculo pr6c
c:Ic 

tico con el model~opos para núcleos esféricos r podemos suponer que nos restringimos a 

uno sola cop<:! completq. en cuya coso (~II'I) bastan para clasificar completamente los 


. 13), 31)

niveles de una solo portrculo • 
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importante. Paro ~e fin consideremos, como ejemplo, el ténnino de HH que proviene 

: b~ !-1',' / I +,4 b¡> de .... IQ '-.. t:> 1_ de la expresi6n ( 4.26)¡ o seo : 

~ V:.~Yf.>Vb"CfJo.V~f->:~Y - 5~Sl"XV~~; ~a) (4.35) 
O(~r 

=¿¿ (llt~yp)Vb1(U~~rs:~1'-~5'r v:.~ ~~~a) 
d..1 b r'IIl5 

Z ~.4Yd ::= ¿ «YI~j~)o( (nej~)r1I1)(42.) I c.,ejm)" (n(j~)r4 > :: 
.".~ (r m(S 

= ¿ L ~~ej)lI.(nej)b J I V(j.1)I(~{j)c l~ej)" ~<l..ilomCllm~I¡M~i"ltIy..".lrM) 
t'YI(l 1M 

=~Z .t~+f4I'1eJ~(n~iJ J~ 1.J(u.)I(~(j)Q.(YI(J)IoJ>l ~ . . dm \to1 
.lJ +1 lo >j .le ~o.. r 01. 

Q.. 

( 4.36 ) 

Debido a la pr~encio de estas dehas, vemos que en la suma sobre y de 

(4.35) permanece una suma sobre (VlV y la parte (jm) sólo toma el valor )' r 
( j WdD( ¡ si bastaron (jM) paro defin·ir totalmente los estados de uno so lo partrculo, 

entonces los rndices d) ~) 'Y) ... serran abreviaturas de (111\4)«) (j ... )~ J j""')r ) ... ¡ 
si esto fuero cierto, las deltas de (4 . 36) implicarran 8'}'C( y padrramos simplificar 

inmediatamente la expresi6n ( 4.35)¡ como se ha mencionado, ése no es el coso en nuestro 

. problema y seguimos teniendo una suma sobre (VI~)y . Sin embargo, en un cdlculo pr6c-
de 

tica con el model~pas poro núcleos esféricos r podemos svponer que nos restringimos o 

uno sola capa completo, en cuyo caso (~WI) bastan paro clasificar completamente los 

. 13), 31) 
niveles de uno sola partrcula • 

http:S~S1'v..Vc
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Esta suposici6n no es vólida para núcleos deformados, porque para el cólculo 

de la deformac i6n la mezcla de las capas completas e s muy importante . 

Si nos interesa tratar los núcleos esféricos, entonces, bajo la aproximación me~ 

cionada, ( 4.35) se convierte en : 

(4.37 ). 

Para escribir la ~xp resión explrcita de Hit y H.to usaremos la simp lif~ 

caci6n mencionada y ademós haremos usa de la invarianda de la interacci6n frente a inver

si6n en el tiempo, que implica : 

Se llega finalmente a los resultados: 

(4.38), 

(4.39 ) , 

donde se ha U$Odo la notaci6n : 
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Es to suposici6n no es vó lido para núcleos deformados, porque pa ra el cólculo 

de la de formaci6n lo mezcla de las capas completas e s muy importante. 

Si nos inte resa tratar 105 n(id eos esféricos, ento nces, ba ja la a proximación me~ 

cionado, ( 4.35 ) se convierte en : 

( 4.37). 

Para escribi r la expresión explTci to de H., usa remos la simplif!.,. 

cación mencio nada y adem6s haremos U SQ de lo invarian c io de la interacción fren te a inver-

sión en el t il!mpo, que implico : 

( 4.37 ) 

Se ll ega fina lmente a los resu ltados : 

( 4.38 ) , 

(4. 39 ), 

donde ~ ha usado la noh:lción : 
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( 4.40 ). 

Vemos que en los fórmulas (4.38) Y (4.39) es lo cantidad que juega 10. 
el papel de la energto de los estados de una sola partrculo; en ( 4.40 ) se ve claramente 

que ~ es el potencial autoconsistente proveniente de lo interacci6n. Vemos enton

ces de ( 4.38) que en la energta de las cuasiportfculas libres se estó tomando en cuenta a 

trovés de la contribuci6n de la interacci6n arbitraria al campo autoconsistente y, a r<l. 
trav6s de ~o.' la contribución de nuestra interacción al aporeamie~to. 

En este momento se sigue el mismo proceso que se explicó en el capttulo 11 

y se pide que H =_O ; esto impone una condici~n sobre los coefici entes Uo.. y10 

Vo.. "que substituida en ( 4.38 ) nos permite escribir finalmente el término de cuasi

partrculas libres en la forma: 

(4.41). 

Finalmente, al pedir que el valor esperado del operador de ndmera en el est~ 

do base sea n, se tiene: 

~ (tó..+~) VQ.'" =rn 
( 4.42 >. 

"
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( 4.40 L 

Vemos que en las f6nnulas (4.38) Y (4.39) 1Q. es la cantidad que juega 

el papel de la energfa de los estados de una sola partfcula; en ( 4.40 ) se ve claramente 

que ~ es el potencial autoconsistente proveniente de la interacci6n. Vemas enton-

ces de ( 4.38 ) que en la energfa de las cuasipartrculas libres se est6 tomando en cuenta a 

través de ro.. la contribuci6n de la interacci6n arbitraria al campo autoconsistente y, a 

través de 60..' la contribuci6n de nuestra interacci6n al apareamiento. 

En este momento se sigue el mismo p"roceso que se explicó en el caprtulo 11 

y se pide que H10 =0 ; esto impone una condici<in sobre los coeficientes Uo... y 

Vo.. ", que substituida en (4.38) nos pennite escribir finalmente el ténnino de cuasi-

partrculas libres en le Fonne : 

( 4.41 ). 

Finalmente, al pedir que el valor esperado del operador de namero en el este:.. 

do base sea In, se tiene: 

~ (~~ +v Vo.
1 

== t'f\. 

~ 
(4.42), 
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En la secci6n 3 del caprtulo 11 vimos lo solucoo del pJOblemo de lo fuerzo 

de apareamiento usando lo aproximaci6n de las cuosiparticulos libres; en lo sección 4 

mejoremos la soluci6n mediante la oproximoci6n de cuosib0s6n. 

Ahora estamos estudiando una interacción arbitrario y estamos en lo etapa de 

las cuasipartrculas libres. También en este caso se puede mejorar lo solucÍCSn u'lllndo lo 

aproximación de cuasibosón, para tomar en cuento las correlaciones entre los cuosi-

12),13)
partrculas • 

Arvieu 12) ha aplicado este método para el estudio de los i56topas del esto

00, utilizando una interacción de Yukawa con intercambio y los resultados se comparan 

con el experimento en forma bastante satisFactoria. 
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En lo se cci6n 3 del caprtu lo " vimos lo soluci6n del pfOblema de lo fueno 

de apa reamien to usando la op roxi ma c i6n de las cumiparticulcn libre:$¡ en lo seccidn .. 

mejo remos la so luc i6n med ia nte la aproximaci6n de cu<niboscsn. 

Aho ru estamos es tudiando una interacción mbitrorio y esltlmos en lo e~pa de 

las cuasipart rcufas 1 ibres. Tam bián en este caso se puede mejorar lo solución u5alldo la 

ap rox imoc i6n de cu asibos6 n, paro toma r en cuenta 105 correlaciones entre 1(15 aJ<J5i-

12), 13) 
port rculas . 

Arvieu 12) ha aplicado este método poro el esrudio de los is6tapa~ del eslu-

00, uti lizando una inte racc iÓn de Yukawa con intercambio y I~ resultadas ~ comparan 

can e l experim ento en fo rma bastante sa tisfactorio. 



CAPITULO V 

ALGUNAS CONSIDERACI ONES SOBRE EL CASO 

DE PARTlCULAS CON ISOSPIN 

.M.l"t}
1. - Los grupos Vu , ).,tUL , t 

Consideremos un conjunto de fermiones con isospin moviéndose en un potencial 

común y supongamos que e legimos el esquemaii pa ro clasificar los estados de una sola par

tfcula ; por ej emplo, en un potencial común de osc ilador ann6nico se tienen las estados que 

se muestron en la Fig. l. 

Camo se hizo en el capn-ulo 1, clasificamos la parte spinarbital de los estadas 

de una sola partfcula med iante los rndices (lJ~ ~ W\. ) y ahoro indicamos con 7: la 

pa rte co rrespondiente al isospin ; r puede tomar los va lores I (estados de neutn;;n) y 
2" 

- I (estado de prot6n ) . Los operodores de creación y de an iquilación sereSn entonces : 
"2 

) 

con las reglas de anticonmutaci6n : 

CAPITULO V 

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE EL CASO 

DE PARTlCULAS CON ISOSPIN 

1.- Los grupos V".ll.' JJ...1 .o.. 

Consideremos un conjunto de fermiones con isospin moviéndose en un potencial 

común y supongamos que elegimos el esquema' jj paro clasificar los estados de una sola por-

trcula; por ej emplo, en un po ten ciol común de oscilador annónico se tienen los estados que 

se muestran en la Fig. l. 

Como se hizo en el capfTulo 1, clasificamos la porte spinorbital de los estados 

de una sola partrcula, mediante los rndices (lJ~ j wd y ahora indicamos con 7: la 

pa rte correspondiente a l isosp in; r puede tomar los valores I (estados de neut~n) y 

2" 
- I (estado de prolón ). Los operadores de creación y de aniquilación sen:ln entonces: 
2 

) 

ocm las reglas de anticonmutación : 
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y, como siempre,se introduce el vacro lo> con la propiedad: 

Podemos indicar con la letro f al conjunto de números cuánticos 

y en ese caso podemos escribi r las reglas de anticonmutoci6n ( 5.1) en la 

forma : 

fb+~) b+f }: {b
V

) bf
'] o 

( 5.2 ). 

{b;) bY'} = (j~~' 

Igual que en el caprrulo 1, vamos a concentramos en una sola capa ¡¡cuando 

tengamos necesidad de desdoblar el rndice ~ en sus componentes, indicaremos fstos sim

plementecon (VII\t) ,yaque lVQj) sonfijos¡ losoperadoresdecreaci6n yde 

aniquilaci6n le indicardn entonces asr: 

( 5.3 ) . 

Vamos a definir ahora los sigu iente 30peradores5): 
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y, como siempre,se in rroduce el lIocro I O> con lo propiedad : 

formo: 

Podemos indicar <Xln la 'etro 01 <Xlnjun to de nl3meros (;Uónticc5 

y en ese coso podemos escribi r las regios de anticonmutoción ( 5. 1) en 'a 

{ b +~ ) 6 +r } = {t/ ) b ~/] - O 

{b~) 6f '} = (;y~ I 

( 5.2 ) 

Igual que en el coplhJlo 1, liamos a concentrarnos en una tola cClf'a i; cuando 

tengamos necesidad de desdob lar e l rndice ~ en sus componentes, ind i coremos I5tas sim -

plemente con (~t) ,yo que ( V Qj) $IOn Fijos; los operodores de creaci6n y de 

aniquilación se indiCJ:Irdn entonces fJ3?' : 

( 5.3 ) . 

Vamos a definir ahora los sigu ient. 30peradores5): 
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bfl 
(5.40)~;I :: b+ y 

~~~/= ¿, ( 5 . 4b ) 

( 5.4c ) . 

Es inn lediata verificar que los operadores (5.4) obedecen las sigu ientes reglas 

de conmUTól.. :":; ' . 

( 5.50 ) 

( 5. 5b ) 

( 5.5c l. 

Reco"ocemos inmediatamente las reglas de conmutaci6n ( 5 . 5 ) como las de los 

generadores de las gl"JpOS unitario;? Como el rndice m ' · ".puede tomar 1n valares y 

el rndice , 2 'I'=Ilo res, tendremos que podro tomar 4 Sl va-Io.res . 

Enton;;es son los generadores de \Jn grupo unitario de 4Q. dimen 

siones, que indicaremos como son los generadores de un grupo 

i:J: (t)
unitario JÁj n.. y finalmente son los generadores de un grupo :t 

• 142 • 

(5.4a) 

( 5.4b ) 

( 5.4c ) 

Es i,illl8diato verificar que los operadores (5.4) obedecen las siguientes reglas 

de canmUráC..~ f 

., 
ó: P 
f ( 5.50 ) 

( 5 .5b ) 

( 5 .5c l. 

Recol1acemas inmediatamente las reglas de conmutación ( 5.5) como las de los 

generadores de 105 g[1JpOS unitario;! Como el rndice rt'r -. puede tomar 1,n, valares y 

el rndice , 2 v<:llores, tendremos que podro tomar va-bJes. 

Enronces son las generadores de \Jn grupo unitario de 42 di men-

siones, que indicoremos como son los generadores de un grupo 

unitario M..1 n.. y finalmente son los generadores de un grupo 
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V4 n. corresponde a transformaciones en el espacio completo: spinorbital m6s 

11 Tr(t')
isospin; 1V\.!n. sólo efectúa tranformaciones en el espacio spinorbital y v.1 

transforma en el espocio del isospin. 

Nótese que podemos escribir las definiciones ( 5.4 ) en la Fo,rma : 

( 5.60 ) 
I + b~'t'-= 0",,,( 

( 5 .6b ) 

(s.6c) , 

MI' 
son combinaciones que muestra que tanto los generadores (IN!. como 105 

lU't' 
lineales de los generadores <ClM.t Entonces y 

son subgrupos de QJ4Sl.' Cama por otro lado 

- O (5.7) , 

}ltenemos que e l grupo contiene al producto directo "u u. lt)
2,.$2. .t 

( 5.8 ) 

Tenemos entonces una cadena de grupos, mediante la cual podemos clasificar 

nuestros estados. u>s estados de una sola partrcula son una B. R.I. coracterizada por un 

solo bloque, tanto del grupo AA1n , como del 
1J. (r) 

1 y eleI • Un 

estado de n partrculas del tipo : 
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QJ 4S'l.. corresponde o transformociones en el espacio completo: sp ino rb ito l miSs 

isospi n i 
11 U ('[') 

1V\.¡n. sólo efectúo tronfonnoc iones en el espacio spinorbitol y .2. 

tra nsformo en el espacio del isospin. 

N6tese que podemos escribir los defin iciones ( 5.4 ) en lo fo.nna : 

Itl/"t' 

([M"t = b:-c 6 liIrI ''t' 

rt' ... 1M.

1 

- ~ 
([ WI-'r 

~"t 
"t 

"t' 

~ t[ ~t' C
t 1'I\ 't 

V'I'I 

que muestro que tonto los generadores 
~ ' tl 

"'t ' 

celM.. como los 

linea les de los generadores ([IM.! Entonces 

son subgrup05 de VIl-Sl.' Como po r ot ro lodo 

o 

tenemos qu e el grupo co ntiene al producto di recto 

( 5.60 ) 

( 5.6b ) 

(5.6c ) , 

son comb ino cione. 

y 

(5.7 ) , 

( 5.8 ) 

Tenemos en tonces una cadena de g rupos, m~iante la cual podemos clasificar 

nu estros estadas. los estados de una so la partrcula 10n uno B. R.I . c:aracterizcd<¡ por un 

JJ TrÍf) ni 
so lo bloque, ta nto del grupo .lVl..ln ,corno del V.l y del t¿.Ilt..lt . Un 

estada de n portrcu las del tipo : 
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( 5.9 ) 

es outom6ticomente uno base poro lo representoci6n irreducible totalmente ontisimétrico 

del grupo Q.Jc.n. ; (5 .9 ) es uno base para uno represento ci6n en general 

U Ct )
reducible de los subgrupos M.lSl. y ; formando combinaciones lineales!l. 

40
apropiados se pueden construir B. R.I. de los subgrupos mencionados . Se pueden demostrar ) 

quedodounoR.1. (t,J de J.,t,,~ contenidoen {i"! de 1lJ4.st ,Ioúnico 

R. I. permitido de u",(l,) es lo con jugado de [-k] ( que indicaremos con 
~ 

('\1") -= [~] ) y viceve rsa, ( [t.J ::&)) . Ahora bien, como el diagrama de 

Young de un grupo un itario de n dimensiones pu ede tener n renglon es como m6ximo, los 

R.I. de l1.(t) pueden tener, o lo m6s, 2 renglones; entonces los R. I. de M.tn. 

pueden tener, a lo m6s, 2 columnas . Tenemos en tonces, en forma esquem6t ica : 

)( V. (t) 
Q)4.st ::;) »~ 2

ED I ] ( 5 . 10 ) . ml~-'~ }1T X 

{in} ::J [ t .· ·· .f. t.Jt1)( C'\T, iT2.) 

~ 
('V', 1T2.) ':- ( t. ... "-1ll1 

Como se sabe, si uno R. I . del grupo del isospin est6 caracterizada po r (v¡ , ~) 
4), 40) 

entonceS el isospin mismo est6 dado por : 

T: ( 5.11 ) 
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( 5.9 ) 

es autom6ticamenle una base para la representación irreducible totolmente antisimétrica 

{t"} del grupo QJI¡.,n ( 5 .9 ) es una base para una representación en general 

reducible de los subgrupos M".Sl. y 
V. (t) 
~ ; fonnando combinaciones lineales 

apropiadas se pueden construir B.R.I. de los subgrupos mencionados. Se pueden demostrar
40

) 

que dado una R.I. (t] de )J.2.n. contenida en {f'! de QJ 4,St ,la única 

R.!. pennitida de 
~ 

('\T) -:: [tJ 
u;t .. o es la conjugada de [~ ] ( que indicaremos con 

) y viceversa, ( (t.] =~) . Ahora bien, como el diagrama de 

Young de un grupo unitario de n dimensiones puede tener n renglones como móximo, las 

R.I. de l1.(.t) pueden tener, a lo mós, 2 renglones; entonces las R.I. de M..1n. 

pueden tener, a lo mós, 2 columnas . Tenemos entonces, en fonna esquem6tica : 

!=B}i':-T [[JI I I 
8}1i X 

{i"J ::J (t.···,f,u] II L'\T;iJ"2.) 
r---<---::

('V'", "2.) -::. [~ ... ~u 1 

(5.10 L 

Como se sabe, si una R.1. del grupo del isospin astó caracterizada por ('\Ji,~) 
4), 40) 

entonc~ el isospin mismo estd dado por : 

T-:: ( 5." ) . 
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Siguiendo las mismas ideas que se expusieron en el copl'tulo 1, queremos enoon-

JJ U lt)
trar ahora subgrupos de 'V"2.st y de :, que nos pennitan clasificar mds nuestras 

funciones de onda. 

U (t)
Empecemos .con el grupo : • Claramente podemos elegir, pora el grupo 

correspondiente, los siguientes 3 generadores : 

( 5.120 ) 

(5.12b ) 

( 5.12c ) , 

que son 105 generadores de ascenso, de peso y de descenso, respectivamente el peso es el 

eigenV'CIlor M,. de lo , que es la tercera componente del isospin. Podemos elegir, 00

u h:)mo subgrupo de , al grupo con generador , de manera que1 To 

la.cadena 

( 5.13 ) 

nos da, pora un número dado n de partrculas, el isospin T y su proyecci6n 

Para el grupo ~st elegimos, como subgrupo, al grupo simpl'ctico SP~st' 

porque veremos que est6 conectado con un tipo de fuerza de apareamiento que es escalar fre~ 

te al i5Ospín. Elegimos luego, OGITIO subgrupa de S PJ~ ,al grupo R3 de rotaciones 

en el espacio frsíoo. Las representaciones irreducibles de S~ contenidas en una 

R.I. de 2 columnas d • .Ál.tst. pueden tener, a lo mós, 2 co lumnas. 

lDs generadores cIel grupa SP2Sl, 5On: 

A -' _ ,¿1 "",' r'II...,,,,,,'....o - "" 
1\.. - 10"", + (-) ~_"" ( 5. 12). 
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Siguiendo la, mismas ideas que se expusieron en el caprtulo 1, quersn05 encon -

trar ahota subgrupos de ~Sl.. y de 
U{'t) 

:. que nos pennitan clasificar md$ nuestros 

funciones de onda • 

Empecemos con el grupo U.ll) 1. . Clal1lmente poderoos elegir, para el grupo 

co~ndiente, las sigu ientes 3 generadores : 

( 5.12r.l ) 

( 5.12b ) 

( 5.12c ) , 

~e son los generaoores de ascenso, de PIS) y de descenso , respectivamen te el peso e-:; el 

eigen\ICIlor Mi 

mo subgrupo de 

lo .codeno 

de 'T. 
U h;) 

1 

, que es la tercero componente del isospin. Podem05 e legir, 00-

, el grupo U. (t) 
i con generador T(I , de manero que 

nos da, ¡x¡ra un número dodc n de ¡x¡rtrc.ulas, e l isospin T y su proyección M T 

Pota el grupo ~st elegimos, como .ubgrupo, el gNpo simp l6c tico SP.2~ 

porq.¡e veremos que estd conectaoo con un tipa de fuerzo de e¡x¡reamiento que es esco lar fre,2. 

te 01 isospin. ElegilTlCl5 luego, ocmo SUbgNpo de S p,~ ,al grupo R 3 de rotaciones 

en el espacio frsico. L.m ~rnentaciones irreducibles de 5~ COf'Itenidas en una 

R.I. de 2 oolumnas d. ll",.$l pued.., tener, a lo mds, 2 col ufftr.a. 

lDs generadores del grupo S P"rl. 5On: 

" ." _ ,¿) '-t' W\+.',..o - "" 
I \. - 10... + (-) '1:7_ ... ' ( 5. 12 ). 
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Introducimos aquf dos cantidades para caracterizar estas dos columnas: e l seniority 11' y 

el isospin reducido;( , que est6n relacionados con la R.I . de SF.t~ en la siguiente fo r-

me: 

( 5 . 13 ) 

y se puede ver que el significado de '\r es exa ctamente el mismo que en el caso de pa r

trcul es idénticas y que t no es m6s que el isospin de los 1T nucl eo nes no apareados; 

como caso particu lar, si se tuvieran part fculas idénticas, e l isospin de los 'tr nucleanes 

serra yen ese caso (5.13) se reducida a una so la columna , con un númerot:: '17'/1 
de cuadros igual a l sen iority . 

Acabamos entonces de ver que podemos clasifica r nuestros estados de n pa r

tfcula s de acuerdo con la si gu,ente cadena, cono cida como de Racah - F" 'e rs : 

(v) *) C::r) CM:r) 
~ S f.t .n. .:::> 1<3 ::J í(~ 

X1U4.n =:> ( 5 . 14) , 

U tt) "::) 
U ( t ) 

t ~ 

(YI)1) ( MT ) 

donde se han indicado entre paréntesis los números cu6nticos a los que da lugar cada grupo . 

Asf como en e l caprtulo I se mostro que para portrculas idénticas existe otra 

cadena, la llamada de Helmers, conectada con el grupo d"el cuasispin S U.t ' veremos en 

la sección siguiente que tamb i!n para el caso de partrculas con isospin podemos introducir 

una cadena de Helmers y veremos que el grupo correspondiente seI'Ó 'R5' ' que es isomorfo 

a un grupo simpléctico Sp/¡ 
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Introducimos aqur dos cantidodes para caracterizar estos dos columnas: el seniority 1/" y 

el isospin reducido;{ ,que estón relacionados con la R.I. de SF.¿~ en la siguiente for-

ma: 

( 5.13 ) 

y se puede ver que el significado de V es exactamente el mismo que en el coso de par-

trculas idénticas y que t no es mós que el isospin de los 1T nucleones no apareados; 

como caso particular, si se tuvieran partTculas idénticas, el isaspin de los 'Ir nucleones 

serTa t:: v)", yen ese coso ( 5.13) se reducirTa a una salo columna, con un número 

de cuadros igual 01 seniority. 

Acabamos entonces de ver que podemos clasificar nuestros estados de n par-

tTculas de acuerdo con lo sigo ,ente cadena, conocida como de Racah - F" 'ers : 

("Ir) 1:) (J) CM,) 
:::> SrlQ. ~ í(3 ::J 'R~ 

1lJ4Sl. ::> X (5.14) , 

U le) :::> U~(t) 
2-

(nJí) (M T ) 

donde se han indicado entre paréntesis los números cu6nticos a los que da lugar cado grupa. 

Asr como en el caprtulo I se mostro que para partTculas idén ticas existe otro 

cadena, la llamado de Helmers, conectada con el grupa d'el cuasispin S V:., ,veremos en 

la secci6n siguiente que tomo ; ú, paro el coso de partrculas con isospin podemos introducir 

uno cadena de Helmers y veremos que el. grupo correspondiente sero 'RS" ,que es isomorfo 

a un grupo simpléctico 
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2. - El grupo RS' . 

Helmers 6) ha discutido el grupo del cuasispin genen:Jlizado para el caso de 

partrculas con isaspi n arbitrario. Veremos aqur Ilnicamente el CXISD de partrculas con ilOS

pin i /1 ' que ha sido discutido por Hecht 41) Ginocchio 42), FIoweI'5. Seguiremos de 

cerca la notación de Hecht. Para la capa j que estamos considelUlldo, definimos los 

siguientes 10 operadores : 

At 
(MT) -: ¡¡ [bt b+to, i fo\~ ( S.ISa ) 

A(MT):-~[b bloo}!M~ 
( S.I!iJ ) 

( 5.15c ) 

( 5.1Sd ) 

( 5.ISe ) 

(5.15f), 

donde 
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2. - El grupo Rs- . 

Helmen 6) ha disC\.I tido el 9Npo del cuasispin genetalizado Ixna COlO de 

partrculas con isospin arbitrario. Veremos aqur Llnicarnente el aJID de partrculas aJn ims

pi n ti!, que ha sida discutido por Hecht 41) Ginocchio 42), Fto-n. Seguirana5 de 

cerca lo notaci6n de Hecht. Para la capa j que estamos con~.ando, deflnimQ15 105 

sigu ¡entes 10 operadores : 

donde 

A+UJI T)a If [bt b+]O()J H~~ 

A ( MT ) :-~[b bloo)!M~ 

( S.ISa ) 

( S.I!i:I ) 

( 5.150: ) 

( 5.15d ) 

(5./Se ) 

( 5.15f ) r 
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El conjunto ( 5 .15 ) es cerrado bajo la conmutaci6n y se demuestra que es el 

conjunto de generadores de un grupo Rs- . 
:,Vemos que 1+ , 10 , T_ forman el grupo U:¡,

(1: ) 
del isospin y son 

los mismos operadores que se definieron en ( 5. 12 ). A+(M T) crea una pareja de 

portrculas acopladas a mom ento angula"r to tal cero e isospin i con proyecci6n M T 

A (M,.) aniquila una pare ja con las ca ra cterrs ticas mencionadas. 

Es trivia l demostrar 'lu e los generadores 1\.-: I de SP.2,n conmutan 

con los gerne rodores ( 5.15)i esta carac terrstica ya lo habramos encontrado en conexi6n con 

el cuasispin S U1 . 

Vamos a investigar ahora cómo se caracterizan las R. I . de 'R, y cuál es el 

signifioooo fisico de los números cuá nticos correspo ndi ent es. Las R.I. de un grupo RoS' 

se caracterizan por 2 números ('Al~) y necesitaremos entonces 2 núme ros (Wi W~) 
para especificar el peso de un estado; elegimos como el eigenva lor de Hi yW1 Wt 

como el de H Como es cos tumbre, el máximo peso define la R I : t 

( 5. 16 ). 

Convenimos en deci r que el peso (W\ w,,) es mayo r 'lue el peso (W: W,./) si en 

el primer número diferente de cero es pos it ivo". 

Vamos a ver en 'lué fo rma podemos subdividir los 8 generadores restantes en 

generadores de ascenso y en generadores de descenso. Para e llo, ca lcu lerTJ9s el conmutador 

de Hi, y de ~1 con esos 8 generadores . El cálculo es inmediato y el resultado es : 
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El conjunto (5.15) es cerrado bajo lo conmutaci6n y se demuestro que es el 

conjunto ele generadores de un grupo Rs- . 
Vemos que 110' 10 , T_ forman el grupo 

c:. (1:) 
.JUt del isospin y son 

los mi~ operadores que se definieron en (5.12). A+(M. T ) crea una pareja de 

pa rtrculas acop ladas a momento angula"r totol cero e isospin i con proyecci6n M T 

A (M,.) ani quila uno pareja cen las corocterlsticas mencionadas . 

"",.' 

b t riv ial demostrar que los generadores !\ 1M de S p.z.fl conmutan 

o:m los gen erodores (5.15); esta carocterrstica ya la habramos encontrado en conexi6n con 

el C1IQSispin S U~ . 

Varrv:;:¡s a investigar ahora cómo se caracterizan las R. I . de 'RS" y cuál es el 

significcdo tis ico de los números cuánticos correspondientes. Las R . 1. de un grupo íZS-

se carocte ñ zan po r 2 números (A ¡ ~) y necesi taremos entonces 2 números (Wi Wt ) 

para ~ci ficar el peso de un estado; elegimos W1 como el ei genvalor de H1 y Wt 

como el de Ht Como es costumbre, el máximo peso define la R ¡ : 

( 5.16 ) 

Convenimos en decir que el peso ( W~ Wt ) es mayor que el peso (W/ W2,/) si en 

el primer número diferente de cero es positivo .. 

Vamos a ver en qué forma podemos subdividir los 8 generadores restantes en 

generadores de ascenso y en generadores de descenso. Para ello, calculem9s el conmutador 

de Hi, y de ~1 con esos 8 generadores. El cálculo es inmediato y el resultado es : 
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[14<4 ) At(M)] =A+ (~) 
[HuA(M)) :-A(~d 

(5.170 ) , [H i )Tt 1=O 

[H,,) .t\(-4)}= - A+ (-f)[~) A+(o] :Á(~)j [H1J K (0)1 =o ) 

[~ } A(4)]~-A(4)i [Hu A(o)]: o 
/ [H1J A(-O] = A(-1) 

[~) T~1 = 1.¡. 

\ 


[H1J T_1::-1_ 

(5.17b). 

Podemos entonces constl'\Jir lo siguiente tabla, que indica el incrementa que 

sufre el peso de un estado al aplicarle cada uno de 105 8 genen:ldores que se indican: 

6.W. flWz. 


XCi) 1. 1. 


A+(O) i O 


;.: (-1) i. -i 

( 5.18 ) 

A (4) -i., -i 


A (o) -{ O 


A (-~) -t {, 


O {T. 

T_ O -~ 


[~~ ) A"'r(M)] = A+ (~) 
[Hu A (M)] -=:- A (M) 

[H. ) Ti: ] =0 

[H1J A+(01 =: XC~) j 

[H,,) A (4)}::.-A(4) j 

[~) T~1=1+ 

[H2,J 1_1::: -1_ 
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( 5. 170 ) , 

\, 

( 5 .1 7b ). 

Podemos en tonces c:cnstru ir la sigu iente tabla, que indi co el inc reme nto que 

5llfre e l peso de un es ta do al aplicar le coda uno de 10$ 8 generadores que $e indi can; 

t::..W~ t:.Wz. 

I\(d i -i 

A+(O) i O 

X(-/) i -i, 
( 5. 18 ) 

A (~) -i, -i. 

A (o) -{ O 

A (-~) -t { 

T+ O { 

T_ O -~ 
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De acuerdo con lo convenci6n que se di6 para saber si un peso es mayor que 

6tra, tenemos entonces que subdividir los 8 generadores que aparecen en (5.18) en los dos 

conjur'tos siguientes: 

Generadores de oscenso 

Generadores de descenso : 

y luego se tienen los siguientes dos 

Generadores de peso ( 5 . 19c ), 

Aprovecharemos en seguida estos resul tados. 

Definimos ahora un estado de 'lJ" nucl eones con seniority 'V"' mediante la 

ecuaci6n : 

(5.20) . 

Definimos el isospin reducido .t como el isospin de estos tr' nucleones; si la prayec

ci6n de t es mfnima (-X) ,tenemos : 

( 5.21 ) . 

Como 1054 generadores de descenso aplicados o nuestro estado 

don cera, ese estado es de mrnimo peso en 'R.S' 
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De acuerdo cQn la convenciÓn que se dió para saber si un peso es mayor que 

Ótra, tenemos entonces que subdividir los 8 generadores que aparecen en ( 5.18) en los dos 

coniu~tos siguientes : 

Generadores de ascenso : 

Generadores de descenso: 

y luego se tienen los siguientes dos 

Generadores de peso (5.19c), 

Apravecharemos en seguida estos resul todos. 

Definimos ahora un estado de 'V" nucleones con seniority 'V"' mediante la 

ecuaciÓn: 

( 5.20) , 

Definimos el isospin reducido .t como el isospin de estos V" nucleones¡ si la prayec-

ciÓn de t es mfnimo (-.t) ,tenemos: 

( 5.21) , 

Como los 4 generadores de descenso aplicados a nuestra estado 

dan cera, ese estado es de mrnimo peso en 'Rr 
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recordando que tenemos ~: 11" nucleones y ",e el eigenvalor de J.\ es precisamente 

la proyecci6n del isespin, tenemos, para ese mrnimo peso ~..) I las elCpresiones : (W4J11 

(5.220 ) 

(5.22b >. 

Se puede demostrar 44) que para el glVflO 'RS el .mximo peso y ellllrnimo 

peso tienen signos contrarios. Entonces, usando ( 5.16 ) : 

(5.23 >. 

Veamos cudl es el proceso que lleva del estado de mrnimo peso ",e se muesha 

en ( 5.21 ) al estado de m6ximo peso. En este proceso hay ~ apliCXJr : 1) los operadores 

de ascense K(M) , que van agregando pares de partrculos con _to angular celO 

e isespin 1. y 2) el operador T ... que cambia la proyección del isospin tolol, sin c:a:!!. 

biar, desde luega, el isespin mismo. Si al empezar tenramos 1r partrculas CXJn imspi~ t , 
durante el praceso "Ir permanece conslonte, ya ~ no se altelO el lÚnero de partl'culas 

no apareadas y el isespin reducido .t de esas partrculas tunpoco cambia, ya cp! 

sólo puede cambiar su proyecci6n. Se ve entonces razonable ",e los rndices de la represen_ 

taci6n irreducible ('A. ~) estén conectodos precisamente con el seniañty 'r y el 

isospin reducido t ,corno se muestra en ( 5.23). Al llegar al final ddprocem de ascenso, 

los operadores K CM) y i + dan cero al apliCXJrse al nuevo estado, par ser generadores 

de ascenso. 
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recordando qu e tenemc» ~ = 'ti" nucleones y ",e el eiga¡wJor de H,. es preci ___ te 

la proyecci6 n del ¡sospin , tenemos, paro !!$e mrnimo peso (W4 • ~.) ,las e)Cf'resiones ; 

(5.2m ) 

(5.22b >. 

Se puede demostror 44) que para el grupo 'RS- el peso y el ",mimo 

peso ti enen signos contrarios. Entonces, usando ( 5.16) ; 

Veamos cuól es el proCe50 que I eyo dd estacb de rn- pelO ",e se lIIUI!5ha 

en ( 5 .21 ) 01 esta do de m(lximo peso _ En este proceso hay ~ apliCXIr : 1) los openxb~ 

de CIlicemo AT CM) . que vtm agregando pare5 de partrculas c:Dn 

e ¡sospin ! y 2) el opemdor T+ que canbia lo proyección del itlHpin 1Olal, sin OIII! 

bia r, desde luego , el isospin mismo. Si al empezar tenfmnD5"" putrculas c:Dn ÍWCIIspi~ t . 
duronte el proce50 'Ir permanece <:Dostonte, ya que no se altero el ~ de partl'cula.s 

no apareadas y e l isospi n reducido t de e5ai 

56la puede cambiar su proyecci6n. Se ve entonces ramnable 'fJt! los rndices de la ~ 

laci6n ilTeducib le ('A. t ~) estén conectada!. preci---.hI c:Dn el illniañty ",. Y el 

isosp in reducido t , como se muestlQ en (5.23). Al llegar al final ~ptaeeSII ele CISC8I5O, 

los ope radores !\ (M) y i + dan cero 01 aplicmse 01 mJeVO ~, pDf" ser ga-..mrm 

de CIlicen$O. 
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Adem6s se obtiene, de ( 5.23 ) : 

o seo: 

donde es nuestro estado de m6ximo peso . Co mo acabamos de ver qu elPlo) 

\~ 1Plo)= O 

se infi ere que el isospin total de l estado de m6xi mo peso es igual 6 que ero el isospin *, 
total del estado de mrnimo peso. 

Pa ra ve r cu6ntas parejas se han ten ido que agregar paro llega r al m6xi mo peso , 

recordemos que : 

Como , se infi ere que:W~M 

4S2..-v ( 5.24 ). 

Entonces, si se t iene un estado de seniori ty 'V , el mrnimo peso corresponde 

6 "Ir partrculas y e l m6ximo peso , 6 '\r agu jeros . 

El número de parejas agregadas es entonces : 

no. de parejas = !rL -'V" 
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Adem6s se obtiene, de ( 5.23 ) 

o sea : 

donde lPlo) es nuestro estado de m6xi mo peso. Coma acabamos de ver que 

se infiere que el i~spin tota l del estado de m6ximo peso es igual 6 * ,que ero el isospin 

total del estada de mlnimo peso. 

Para ver cu6ntas parejas se han tenido que agregar paro llegar 0'1 m6ximo peso, 

recordemos que: 

Como W~M , se infiere que 

4S2. - v (5.24 L 

Entonces, si se tiene un estado de seniarity V ,el mrnimo peso corresponde 

6 "Ir partrculas y el m6ximo peso, 6 'Ir agujeros . 

El nllmero de parejas agregadas es entonces : 

na. de parejas :: ! n. - 'V'" 
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Habiendo visto cuól es el significado del mrnimo y del m6ximo peso, vamos a 

construir explrcitamente el polinomio de mfnimo peso en RS-. Si designamos con Plo) 
al estado correspondiente, hemos visto que debe satisfacer las ecuaciones : 

ACM) Plo') =O ( 5.260 ) 

"T _ PI\?') O ( 5.26b ) 

( 5 .26c ) 

(5.26d ). 

a) implica que en Plo') no hay parejas apareadas a momento angular cero. 


c) implico que en Plo> hay 11""= 2. (U.-í\.4) partrculas. 


b) y d) nos dicen que el isospin de estas '\1' portrculas es con proyección 
'* = i\..1 
mrnima : me =- Al. . 

Las condiciones (5.26) no determinan totalmente al polinomio buscado. Pa_ 

ro ello, falta imponer ciertas condiciones sobre el grupo de 105 invariantes de 'R ~ , que 

es el grupo simpléctico SP~+t . Supondremos que estamos interesados en e l polino

mio de móximo peso en el grupo 5].., · . En estas condiciones, vamos o demostra r 
nJ+f 

que el siguiente estado cumple las condiciones ( 5.26 ) : 

.../,. -t 

(5.27). 
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Habiendo visto cuól ~ el significa do del mrnimo y del móximo peso, vamos a 

con5truir explrcitamente el pol inomio de mrnimo peso en RS- . Si d~ignamos con Plo) 
01 estado co rrespond iente, hemos visto que debe satisfacer los ecuaciones : 

ACM) P \o') -= O ( 5 . 260 ) 

1_ Pla') o ( 5. 26b ) 

H" P lo') -= - A~ ? lo> ( 5 . 26c ) 

( 5.26d ). 

o) implico que en no hoy parejos aparecidos a momento ongular ceru. 

c) imp lica que en hoy '\r = ~ (Q.- í\.f) partrcu los. 

b) y d) nos dicen que el isospin de es tos '\t partrculas es * ': A.,t con proyecciÓ n 

mrnima : vYl ~ = - A2., • 
Los condiciones (5.26 ) no determinan totolmenteal pol inomio buscado. Po_ 

ro ello, fal to imponer c iertas condiciones sobre el grupo de 105 inva riantes de 'R!r ' que 

es el grupo simpléctico Sl'~+t . Su pondremos e estamos interesados en e l pol ino

mio de móximo peso en el gru po 5],., . . En estos condiciones, vamos o demostrar 
nJ+t 

que el sigu iente estodo cumple ¡as cond icion~ (5. 26 ) : 

( 5.27). 
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Vemos que en el ter. paréntesis ~ay (¡ +*') operadores de creaci6n y 

hay CI --t) en el segundo. 

T_ aplicada ó PI o) da cero, ya que cambia i/~ por -i/i y, 

como hay menos rndices i/:¿ que -f/~ , todos los rndices 1Yn4que hay en el 20 . porént.:. 

sis est6n también en e110. Entonces se satisface ( 5 .26b ) . 

Por otro lado: 

H~ Plo> =[~ C~ +t + ~ -1:) -st1Plo) =(~-Q) P)o)= -Al FID) 

H!1. P \ O>:: i [ ( ~-*) - (~ + ~)] PI o,> = -t PI o) ~ - A:¿ PI o> 

y se satisfacen ( 5.26 c y d ). 

Falta demostrar que ACM) P lo) O= 

Ante todo demostraremos que todos los rndices M j de la expresi6n (5.27 ) 

son positivos. Como el 20. paréntesis tiene menos operadores 6+ que e l io , basta de- . 

mostrar que todos los rndices YY\~ del to. son positi vos. Para demostrarlo, recordemos que, 

si (~fAt) definen la R 1 de Rs-' se tiene : 

Ái ~ Al 
n..-Y>tt., ....- ( 5.28 ) . 

Entonces en el primer poréntesis de ( 5.17 ) hay, como m6ximo, Q por

trculas. En ese primer poréntesis el rndice VYl ~ m6s pequero es ~ - (f +t) + ~ ; 

usando ( 5.28 ) se tiene: 

- 154 -

Vemos que en el ter. paréntesis ~ay 0f + *) operadores de creaci6n y 

hoy cr -:t) en el segundo. 

T_ oplicadoá Plo> do cero, yo que cambio i/f¿ par -1/2 y, 

como hoy menos rndices i/~ que -f/1 ,todos los rndices 1'ff1.: que hoy en el 2c . porént! 

sis estdn también en e110. Entonces se satisface ( 5. 26b ). 

Por otro lodo: 

H~ p l0> = [~ (~ +t + ~ --\;) -SL 1 PI O'> = (~ -S() f')O)=-~, ~lo> 

H!). P \ O>:: ~ [ ( ~ -*) - (~ + ,t) ] PI o;' = -t PI o> : - AQ. PI O> 

y se satisfacen ( 5.26 c y d ). 

Falto demostrorque ACM) P lo) = O 

Ante todo demostraremos que todos los rndices Mj de lo expresión (5.V ) 

son pasitivos. Como ello. paréntesis tiene menos operadores 6 + que el io, bosta de- . 

mostrar que todos los rndices YV\3 del to. son positivos. Poro demostrarlo, recordemos que, 

si ('~w/ ~t) definen lo R I de Rs-' se tiene: 

A'1 ~.Al 
.Q..-Y>-t 1. ..... (5.28 ) 

Entonces en el primer paréntesis de ( 5.17 ) hoy, como m6ximo, Q par-

trculos . En ese primer paréntesis el rndice VV\ j m6s pequeño es ~ - (~ + t) + ~ ; 

usando ( 5.28 ) se tiene: 
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~-(i ++) +1 ~ j -.Q. +1 = ~. _ ~~+i + ~ : 

. ~ *~-~- 4-~ 

( 5.29 ) I 

como querramos demostrar. 

Vamos ahora a ver cudl es el efecto de A(M) sobre el eskldo ( 5.17 ). 

Para ello, calculemos primero el conmutador siguiente: 

( 5.30) . 

Ahora bien: en (5.11 ) hay "Ir operadores ' con V'I'\. siempre positiva; al 

apl icarle A(M),esteoperadorsa ltauna b+lM't' yse tiene un término extra, que es 

e l conmutador ( 5.30), que da lugar a una 
I -W\~ I 
O 

-

, con t-m) negativa; esta. 
I_-I,~n' 
10 

b+ 
m1: 

puede saltar todas las b+m1 con V'Y\. positiva que tiene a su derecha, hasta actuar so

bre lo) , para dar cero; repitiendo la operación con todas las de(5.17),b+mr 
se comprueba entonces que ACM) P l0> :. O . 

Queda entonces demostrado que (5.V ) es un estado de mrnimo peso en R$"' 
correspondiente a la R I (A~ J..J; en particular, hemos escrito el estado que es de mdx~ 

. Es cuestión ahora de subir el peso para conseguir los valorEmo peso en 

aprop iados de y de i o seo, para conseguir el ",'mero de partrculas y la proy~W 4 W1 

ción del isospin total que se pidan. Pera es mds interesante caracterizar los pesos mediante 

los rndices de las R 1 de los subgruP05 de RS . Vamos entonces a inves.tigar algunas ~ 

denas de subgrupos de RS-' 
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~- (i++) + ~ ~ j-S2..+1: j'_:¿~+i +4: 

( 5.29 ) , 

como qu e rramos demostrar. 

Vamos ahora a ver cul'! l es e l eFecto de ACM.) sobre el estado (5.V ). 

Para ello, calcul emos primera el conmutador siguiente: 

t' ( 5.30 ) 

Aho ra bien: en ( 5.27 ) hay V- operada res , con \I"f\. $iempre positiva; a l 

aplicarl e A (M), este operado r salta una y se t iene un término extra, que es 

I -W\'t' - L-~t' 
el conmutador ( 5 .30 ), que da luga r o una O ,cen (.wt1) negativa; esta. O 

puede sa l to r todas la , 6+¡.y, 1 can vy\. posi ri va que tiene a su derecha, hasta a c tuar so-

bre lo> , pa ra dar cero¡ rep it iendo looperoción con todos los bT
mr de(5.Zl ), 

se comprueba enton ces qu e A CM) P \0) :. O . 

Q ueda entonces demostrado que ( 5.'0 ) es un estado de mfnimo peso en RS'I 
co rrespo nd ien te Q lo R I (A~ 'J.J i en pa rticular', hemos escri to el estach que es de m6x~ 

me peso en • Es cues tiÓn aho ra de su bir el peso pora conseguir los va lo res 

apropiados de W 4 y de W1 ; o sea , para co nsegui r el número de partrculos y la ?ray~ 

ciÓn del isosp in total que se pidan. Pero es mÓs in teresante coracterizor los pesos med ion te 

los rndke5 de los R I de 105 sUbgru P0 5 de RS . Vomos entonces a investigar algul1Q$ ~ 

de nos de subgrupos de R5 . 
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Una cadena posible es la sigu iente : 

( 5. 31 ) • 

R ~p)
En esta cadena, :> y son homomorfos respectivamen te a 

su (.,,)105 grupos , que son precisamente 105 grupos del cuasispin 1 

pora pra tones por un lado y para neutrones por e l ótro, con todas las cal'Octerrsticas estudia

n e,, )
das en el capl'tulo I. "'3 nos da, como números cuánticos, "Y\.p y VI' , que son 

, d .. R (,,) d IY\ v:: Ie1 numero e protones y su senlon ty ; 3 nos a . , l"" y . "" ,que son e número 

de neu trones y su sen iori ty. La cadena ( 5 .31 ) nos da entonces 4 números cuánticos como 

rengl6n de (A. ~ 'l..t.) ;' se t rata entonces de una cadena completa, que n05 puede defi 

nir totalmente un estado . Sin embargo tiene poco inte rés frsico, ya que en e lla e l isospin 

total T no es buen núme ro cu6ntico . Preferimos entonces usar la sigu iente cadena frs ica, 

en lo cual el número de part rculas, e l isosp in total y su proyección son buenos números cuá~ 

ticos : 

c...", ) 
U .¡ ( 5.32 ). 

Otro interés considerabl e de la cadena ( 5.32) es que pennite diagonal izar 

un t ipo especial de fuerza de aporeamiento para protones y neutrones en una sola capo j . 
que definiremos en la próximo sección. Sin embargo, esto cadena no es completa, ya que 

nos da solamente 3 números cuónticos como renglón de 

En tl!nninos de esta cadena, nuestro estado de mfnimo ~ ( 5.17 ) se escribe 

asf : 

(5,33). 
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Uno cadena posible es lo siguiente: 

( 5.31 ) • 

R ~p) 
En esto cadena, ;;J y 

oc.,,) 
1\3 son homomorfos respectivamente o 

los grupos , que son precisamente los grupos del cuosispin 

poro protones por un lodo y poro neutrones por el ótro, con todos los corocterrsticos estudio-

o CI» 
dos en el copl'tulo r. 1'\.3 nos do, como mlmeros cu6nticos, np y VI' , que son 

I - d .. R ('"1\) d""'" 17: I e numero e protones y su senior! ty; 3 nos o . Il,.,. Y ,.,. ,que son e número 

de neutrones y su seniority. La cadena (5.31) nos da entonces 4 números cu6nticos como 

rengl6n de (A~ ~) ; se troto entonces de una cadena completo, que nos puede defi-

nir totalmente un estado . Sin embargo tiene poco interés Frsico, ya que en ella el isospin 

total T no es buen número cu6ntico. Preferimos entonces usar la siguiente cadena ffsica, 

en la cual el número de partrculos, el isospin total y su proyecci6n son buenos números cu6~ 

ticos : 

C:"f\.) 

U~ ( 5.32). 

Otro interés considerable de la cadena ( 5.32 ) es que permite diagonal izar 

un tipo especial de fuerzo de apareamiento pora protones y neutrones en una sola copa j . 
que definiremos en la próxima secci6n. Sin embargo, esta cadena no es completa, ya que 

nos da solamente 3 números cu6nticos como rengl6n de 

En t\!rminos de esto cadena, nuestl1:l estado de mrnimo peso (5.17) se escribe 

asf: 

(5.33). 
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Para un estado con un peso aroftrario necesitaremos, en general, un nllmero 

C1J6ntico extra eX , que lo clasifique completamente. 

Aumentar el peso de ( 5.33) significa conseguir el nllmero de partrculas, el 

isospin y su proyecci6n que se pidan. El siguiente estado 

lY\-lI: .11:-+'"J, ) 

( 5.34 ) 

"'-'Ir J...tiene '\'\. partrculas, su isospin tatal es T: -r + "'" con proyecci6n mrni

ma. El problema es ahora encontrar un método para conseguir el isospin deseado sin alterar 

el nllmero de partrC1Jlasi el operador buscado debe cambiar el isospin y debero contener e~ 

tonces generadores de R.~ que no estén en S U;(r) ; proponemos el uso de NA, 
ya que cumple con esta condición y no altera el número de portrculas. Le pedimos al ope

rador buscado que nos pase de un estado con un cierto isospin T y mrnimo proyecci6n 

( como el estado ( 5.34 ) »a otro estado con isospin T' y mrnimo proyecci6n. Llamando 

vvtTT I o ese operador, tenemos : 

'frlTTI '(l.,i\,.)d. 'YI ,. - i):~ 'BCIt'c( IlA4~)d I VI T'-,. ,) 
c<' 

(5.35). 

Proponemos un operador del tipo : 

( 5.36 ) , 
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Para un estado con un peso arbitrario necesitaremos, en general, un namero 

evdntico extl1:l eX , que lo clasifique completamente. 

Aumentar el peso de ( 5.33 ) 5i gnifi ca conseguir el namero de partrculos, e l 

isospin y su proyección que se pidan . El sigvi~te estado 

í I'J'I.-v: .L -=-+A J., ) 

"'-lr t tiene ""- partrculcs, su isospin total es T ': ~ + 

(5 .34 ) 

con proyección mTni -

mo. El problema es ahora encontror un método paro conseguir el isospin deseado 5in alterar 

el número de partTevlas; el operador buscado debe cambiar el i5O$pin y deber6 cantener e~ 

tonces generadores de R.$" que no estl!n en S q/rJ ; proponemos el uso de KA , 
yo que cumple con esta condición y no altera el n.lmero de portrculas. Le pedimos al ope-

rador buscado que nos pase de un estado con un cierto i so~in T y mrnima proyección 

( como el estado ( 5.34 ) ), a otro esrodo con isosp in T' y mTnima proyección. Llama ndo 

V'VtTT' o ese operodor, tenemos : 

Y'rtTT,I().t~1)d.'Yli-i>: ~'B~/o( 1().4~)d/~ ¡'_jI) 
0(' 

( 5.35 l. 

Proponemos un operador del t ipo : 

( 5.36 ) , 
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conde: 

J1.M =~ (- /"t.<:_H M. Mt, \.2. M,> A+ (M.) A (-M:.) (5 . 37) I 

M,MI. 

con la condici6n : 

( 5.38 ) . 

Es inmediato verificar que esta condici6n da lugar a la siguiente regla de re 

r. (T) T'J 
currencia sobre los coeficientes V\. de ( 5.36 ) : 

/lA, 

v' C3+ M)(:'- M) I 

( 5 . 39 ) • 

Vamos a escribir la forma expl rcita de v4!. ) Jt~) Jt .., ; n6tese que cA_ 1 y t.A_.t 
no se necesitan, ya qu e estos dos últi mos operadores dan certl a l apl icar.;e a un estado de m!:.. 

nima prtlyección del isospin . 

( 5.400 ) 

( 5.4Ob ) 

~ =~[K(~)A(~) +1K(o)A(o)-X(-i)A(-I)l
-~ {6 [ ~ 

(5,4Oc). 

El operador YYLíT' definido en ( 5.36 ) cambia el isospin de un est~ 

do de T á T', conservando la proyección mrnimo¡ pero nótese que IT-T'\~.1, 
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aonde: 

Ji.M = ~ (_/"\t.<:.H Md'''t. \1 M? A+ (M 4 ) A (-M.t) (5.37), 

M.""2. 

con lo condiciÓn: 

o ( 5.38) . 

Es inmediato veriFicar que esto condición do I:ugor o lo siguiente reglo de re

r. (')T'J 
currencio sobre los coeficientes V\. M de (5.36) : 

(M-T~ T~)(M. -1 - 1" f - ~ ) 

v' C3+M)(:'-M) i 

(5.39) . 

Vamos o escribir lo Formo explrcita de ~'J.) Ji i ) cA IJ i nótese que ~- 1 y vA_.t 
no se necesitan, yo que estos dos últimos operadores don cero 01 aplicarse a un estado de m.!:. -

nima proyección del isospin . 

( 5.400 ) 

( 5.4Ob) 

Jt -=~[K(~)A(.) +1N(o)A(o)-X(-i)A(-I)l 
-~ {6 [ ~ 

(5,40c). 

Eloperodor rt't. íi' definido en ( 5.36 ) cambio el isospin de un este:. 

do de T á T', conservando lo proyección mrnimo; pero n6tese que I T - T' \ f: ~ , 
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ya que J4. M es un tensor de Racah de orden 2 en el isoespacio; si se deseara cambior el 

isospin en meSs de 2 unidades, habrra que aplicar el operador "VYLTT' m6s de uno vez. 

Habiendo conseguido el estado con el i50spin deseado, es ahora un problema 

trivial conseguir la proyecci6n pedido , ya que bosta aplicar el operador de ascenso T+ 

un número apropiado de veces. 

La idea del proceso que acabamos de exponer es id~tico a la que se expone 

.en la ref. 36) para conseguir el momenta angular L' deseado, partiendo de otro mome~ 

to angular L ; el operador definido en eso referencia es YYl L.L.' • 

Queremos hacer notar que la aplicaci6n del operador miTI a un estado 

del tipa ( 5.34 ) es totalmente mec6nica, si se hoce uso de las tablas 1 y][ , que dan 

los conmutadores de 105 10 generadores de R5" entre sr y de 105 operadores K (M) ) A(M) 

con 
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ya que J1. M es un tensor de Racah de o rden 2 en e l isoespacio ; si se deseara cambiar el 

isospin en m6s de 2 un idades, ha brro que aplica r el operodor Yyt 'T'T' mós de una vez. 

Habiendo cansegu ido e l estado can el isospin deseado, es ahoro un problema 

trivial conseguir la proyección ped ida, ya que basta aplicar el operado r de ascenso T+ 

un número apropiado de veces. 

La ideo de l proceso que acabomos de e:l<pOner es i d~ ti ca o lo que se e"flOne 

en la ref. 36) pare conseguir el momento aneu1ar L1 
deseado , part iendo de otro mome~ 

h:I angular l ; el operedor definido en esa referencia es YYl LL,' • 

Que~s hacer notar que la aplicación del apercdo r V'Y1'TT 1 o un estado 

del tipo (5.34 ) es totalmen te mecónico, si se hoce uso de los tablas 1 y ][ I que dan 

10 5 conmutadores de los 10 generedores de R) entre sr y de los operedo res K (M) ) A (M) 

con b+1IYI T \oW\T . 
. Y 
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TAB LA 1 

~ A+(I) A+(oJ At (-.) A(f) Ala) A(-4) H. H'l. T+ 1

At(l) O O O H." I-Il. ~ « O - A+(I) _At (.) O -.[2At(o) 

p.:(o) O O O 
T. 
VI: HI ~ rz: -At(o) O - fi l(4) -Ji A+(-4) 

At(-.¡j O O O O 
1_ 
VE H.- Hl. _ At(-I) A+H --flA+(o O 

A(~) -14.- Ht 
l_

-/F O O O O A(. ) A(~ ) off A(o) O 

A(o) 
T. --¡z - H. T_ 

-ff" O O O A(o) O .¡z AL-4) li A(I) 

A(-I) O 
l. 

-.¡z. H~- ~1 O O O A(-4) -A(-4) O GA(o) 

H. At(l) A+(o) A+(-4 ) -A(i) -A(o) -At-I) O O O O 

Hl. At (.) O _At (-. ) -A(~ ) O A (-l ) O O 1+ -1_ 

T.. O ft.A7(I ) fi A+(o) -fi A(o) -rtAh O O -T+ o . .:. H.:¿ 

T_ ÜA~o) .Jll(-I O O I-.ftA(t} -.fiMo) O 1_ -:d4z O 

En la tabla aparecen los conmutadores de los generado res de RS" en 

el siguiente orden: [<D , ®J . 

( La notaci6n es la de Hecht ) . 
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TABLA I 

~, A"(I) A"{o) A+(-.) A{I) Alo) A(-~) 11. Ht í .. T_ 

A+(I) O O O 14.+ I-Il. ~ O -A+(I) -A+(.) O .-{f A+(o) « 
A"(o) 1 O O O 

T_ 
H, "T .. -At(o) O -,¡zAt(ll , '-Ji A"(-l) 

VI: rz: 
A+(-~ O I O O O T. H.· Ht -A+(-I) AtH -fiA+(o , O va 
A(~) -14.-I-It. 

T_ 
O o O O A(I) A(~) off A(o) O -/F 

A(o) 1+ - H1 
l. 

O O O A(o) o .¡z At-.) li A(I) --rr -ff 

A(-I) O 
_ T~_ 

1-11.- H, O O o A(-.) I -A(-I) O fiACo) 
ff I -- -

H. At(l) A+(o) A+(-. ) -A(i) -A(o) -A(-ü O O O O 
-- I 

Ht 
A+(~) O -A+(-·) -A(~) O A(...¡) O O lo¡. -1_ 

T~ O {t~(I) «A+(o) -{i A(o) -«Ah O O -T+ O :, HoZ 

l. .JiA1oJ .Ji At (_¡ O O f-.ftA(tJ -.fiA(o) o 1_ -~ ~z o 

En la tabla aparecen los conmutadores de los generadore5 de RS- en 

el siguiente orden: [<D,®J . 

( L" notación es la de Hecht). 
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TABLA 11 

~ tj"1?\1: b:_+ bM 
'¡ 

M-.!..b ~ 

A\~) O O 
J.'" + 

-Col b,--.¡ O 

At(o) O O 
¡-.. + 

_tL b ,rz -"'-j 
l-li-6~ 
.¡r ... } 

A+(-l) O O O ¡-",~ 
_(o) .... --1 

A(4) (_t"bm1 
O O O 

A(o) 7f~b'"-! (-t-"\;""i
,ff O O 

A(-l) O loo'" \;"'-1(-) O O 

En la tabla aparecen los conmutadores en el orden [<D J @] . 
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TA BLA II 

~ t;lfty b:_+ b"-I M-L b l 

A\ 1) J-'" + 
O O -C-) D , O - .. ¡ 

At(o) 
~ ... + H i-6't" O O _tL 8 , 

(f -"'- Í" ([ ·"1 
A+(-l) O O O ¡-... b+ 

_(o) • 
- ... -.¡. 

A(~) (-3-- b"'~ o o o 
A (o) (-r"'bm-~ 

~ 
(:t"' \j"" i 
rt o o 

A(-4) o i-"'\;"'-l (-) o o 

En lo ~ob l o aparecen los conmutadores en el orden [ <D J ® 
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En esta secci6n hemos estado trabajando con la siguiente cadena de grupas y 

subgrupos, conocida como la cadena de Helme~ : 

( 1T~t ) 

5,,2. Sl. X Rs- ( q Sr.. ) 
u ( 5 .41 ) , 

\..T.¡ l' SU1 
(""") (í)M T) 

donde se han i ndi cado en tre pa réntesis los números cu6nti cos a las que da luga r cada grupo . 

Se ve entonces que es ente ramente equ iva lente trabajar con esta cadena o co n la de Racah
S. 

Flowe~, que se mues tra en ( 5.14 ) . La gra n ventaja de lo cadena de Helmers es que?t'rabo 

jo con un> grupa o rtogonal que siempres es de 5 d imensiones, independ ientemente de la cop~ 

c idod de lo copo . Si se sigue el procedimi en to expues to poro constru i r B R 1 en la cadena 

, tendremos fun ciones de onda ca ra cte ri zados po r 'VI.)1) V J t 

y sigue en pie, desde luego , el probl ema de constru ir combinaciones linea les ap ropiados po ro 

tener un momento angula r to tal J definido . Pa ra este fi n se pueden segu ir técnicos an6 10 

gas o las que se exponen en lo referencia 36) . 

Como yo hemos indicado , la cadena ( 5. 32 ) pe rmite diagona l iza r un t ipo de 

fuerza de apareamiento entre protones y neu t rones e n una sola capa j que defin iremos en 

la próxima secci6n. Veremos que esa fu erzo se puede expresar en térm inos del operador de 

Casimir de 20. orden de 'Rs- ; vamos en tonces a estudiar ese operador y a encontrar sus 

eigenvalores. Para ello es muy conveniente escrib ir los ~eneradores de RS- en una forma 

ligeramente diferente . Nos vamos a basar en las e xpres iones (5.18) Y vamos a indicar cada 

; comogenerador con el srmbolo EQ. b , con CA. 5. b Wi 

H~ no cambia ni W.. ni W,. , lo indicaremos can Eoo y finalmente ~ se 
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En esta secci6n hemos estado trabajando con la siguiente cadena de grupos y 

subgrupos, conocido como la cadena de He fmers 

(1T,t) 

SPZSl. )( R5 (q Sr .. ) 
u 
~ )( SU1 
e "t\.) (í)M i ) 

( 5 Al ) , 

donde se han indicado entre paréntesis los números cu6nticos a los que da lugar cada grupo. 

Se ve entonces que es enteramente equivalente trabaior con esta cadena o con la de Racah 

s~ 
Flower.>, que se muestra en (5.14). La gran ventaja de la cadena de Helmers es que'traba-

ia con un grupo ortogonal que siempres es de 5 dimensiones, independientemente de la cap~ 

cidad de Jo capa. S¡ se sigue el procedimiento expuesto para construir SR I en la ca¿ena 

, tendremos funciones de onda caracterizadas por ~)í) V) t-

y sigue en pie, desde luego, el problema de construir combinaciones lineales apropiadas para 

tener un momento angular total J definido . Paro este fin se pueden segu ir técnicas an610-

gas a las que se exponen en la referen<;ia 36). 

Como ya hemos indicado, la cadena (5.32) permite diagonal izar un tipo de 

fuerza de apa·reamiento entre protones y neutrones en una sola capo j que definiremos en 

la pr6xima secci6n. Veremos que esa fuerza se puede expresar en términos del operador de 

Casimir de 20. orden de RS' ; vamos entonces a estudiar ese operador y a encontrar sus 

eigenvalores. Para ello es muy conveniente escribir los ~eneradores de RS" en una forma 

I igeromente diferente. Nos vamos a basar en las e xpresiones ( 5.18 ) y vamos a indicar cada 

generador con el srmbolo EQ,b ; como 

H~ no cambia ni W\ ni W,. , lo indicaremos con Eoo y finalmente +it re 
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indicaro can E'o'o' (se conviene en que -0';;0' ). Constru imos entonces la siguiente 

tabla, donde 105 diferentes coeficientes se han introducido par conveniencia: 

H" - Eoo 

H" Eo'O' 

N(~) = EH 
A+(o) = E40 (5.42) . 

Pi:.(-i) : Ei-4 

A(,,) = E:-4-4 

A(o) : E._ iO 

A.l-~)= E_-\~ 

T+ =€E04 

T_ ; % 1;0-1 

Definimos ahora la siguiente cantidad: 

( 5.43) . 

ClJb 

Se puede verificar que ~ conmuta con todos los generadores E.,.b y es por tanto 

un operado~ de Casimir de 20. orden de 'RS" Desarra1lando la suma ( 5.43 ), usando las 

definiciones de los E(A\o (5.42)' Y efectuando las conmutaciones apropiadas se puede 

escribir ~ en la siguiente forma : 
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indiearo con E.o., (se conviene en que -0'=0' ). Construimos entonces la siguiente 

tabla, donde los d iferentes coeficientes se ha n introducido por conveniencia: 

H" :::: Eoo 

Ht, Eoooo 

N(~) = EH 
R(o) : E. •• ( 5.42 ) 

.N.(-i) : E1--t 

A(-t) = e: -4-4 

A(o) : G._ iO 

A.l-i) -= E_~~ 

T+ = ~Eo~ 
T_ ~ Ji" 1;0-1 

Definimos anera la siguiente cantidad: 

( 5.43 ) " 

Se puede veri fi car que ~ conmu ta con todos las generodores EG\b 'f es por tanto 

un aperodor de Casimir de 20. olÚen de RS'·. Desarrol lando la suma ( 5.43 ), usondo ras 

definiciones de los E~1o (5.42) y efechJondo los conmutocion= opropiodas 5e puede 

escribir ~ en la siguie{lte forma : 
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~ =.1 !~(M)A(M) 1- T1 + H~( H~ - 3) 
M 

Lo mot riz de ~ es diagonal en uno base pora uno representaci6n irreduci 

ble de Rs y los elementos de motriz dependen de (?.. A.t. ) pe ro son independien tes 

del renglón . Podemos e nto nces ca lcul a rlos poro e l mrnimo peso en (A 4 ?"1. ) ; esto es 

muy conveniente porque e l primer término de (5.44) aniquila e l es tado de mrn imo peso, por 

ser A CM) un generado r de descenso . Para este estado e l isosp in tota l es igual al isospin 

reducido ; T:. t ::. At y e l ei genvalor de H4 es simp lemen te - A~ Llama n 

do ~ 6 los e igenva lores de tenemos entonces; 

( 5.45 ) . 

Hasta este mome nto hemos traba jado con una solo capa a . Para lo exten

si6n o va rias capas se siguen ideos totalmente anólogas o los que se expuesie ran en conexi6n 

con el cuasispin pa ra pa rt rculas idénticos. En pri me r lugar hay que defi ni r los gen e radores 

para el grupo R5" (~) , correspondiente o coda capa ~ • Los ecuaciones (5 . 15 ) se 

convierten entonces en lo siguie nte ; 

( 5.460 ) 

( 5.46b ) 

( 5.46c ) 
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~ = .2. ~;':-(M)A(M) + T1 + H~ (H~-3) 
M 

(5.44). 

La matriz de ~ es diagonal en una base para una representaci6n irreduci-

ble de ((5 y los elementos de motriz de pe nden de (?"4 A.t. ) pero son independientes 

del rengl6n. Podemos ento nces calcularlos para el mrnimo peso en (A 4 ).1) ; esto es 

muy conveniente porque el primer té nnino de (5.44 ) aniquila el estado de mrnimo peso, por 

ser A CM) un generador de descenso .. Pa ra es te estado el isospin total es igual al isospin 

reducido: T ~ t ::. A:¿ y el eige nvalo r de H~ es simplemente - A~ ,llaman 

do ce (\ los eigenvalores de tenemos entonces , 

( 5.45 ). 

Hasta este momento hemos trabajado con una sola éapa j . Para lo exten-

si6n a varias copos se siguen ideas totalmente análogas a las que se expuesieran en conexi6n 

con el cuasispin para partlculas idénticas. En primer lugar hay que definir 'los generadores 

para el grupo R5" (~) ,correspondiente a cada capa ~ • Las ecuaciones (5.15) se 

convierten entonces en lo siguiente: 

( 5.460 ) 

( 5.46b ) 

( 5.46c ) 
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( 5.46d ) 

(5.46e ) 

. , .... ' 
T _ H _ ~ ~(I+ I~W\'i 1+ ,J l)
'oj - ~j - ¡ ~ t),J"'~ b - 0J'",o! lo ( 5.46f ) 

WI 2 L 

En el caso de varias capas, una forma posible de clasificar los estados consiste 

en asociarle a cada capa los núme ros cu6nticos que acabamos de encontrar : seniority 1.J ' 
isospin reducido t j , .isospin to tal 1 y su proyecci6n Mij , mJmero de par1 
trculas 'Yt~ y algún fndice extra a~ que nos complete la clasificoci6n o Un estado 

para c copas clasificodo en esta forma es entonces del tipo : 

( 5.47 ). 

En un sistema de estados clasificados como en ( 5.47 ) la porte del hamiltonia

no co~pondiente al potencial de uno sola partrcula ( "single - particle splitting) 

es diagonal; nótese que nos da el seniority ~ y el isospin reducido t~ 

de la capa ~ • 

Otra forma posible de clasificar los estados de c capas consiste en acoplar 

las diferentes ('A. A2.)~ para tener una (').4 í\1.) total definida, con su rengl6n 

correspondiente (ex. "t\T M¡). Esto es anólogo a lo que se hizo con el cuosispin para 

partrculas idénticas, donde acoplóbamos -&., &2, ,. o o, ~c:.' para tener un 
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( 5.4Qd ) 

( 5.46e ) 

En el ca50 de lIarios capas, una fOnTIa posible de c10sificar los estados consiste 

en aso c iari e a codo cope lo s números cu6nti cos que acabamos de encontror: sen iority 1'¿ , 

i50 spin reducido t j I .i sospin total Ij y su proyecci6n MTj , número de par-

trculas '\'1..3 y algl1n rndice extra C(~ que nos complete lo clasificaci6n. Un es tado 

paro c capas cl asificado en esta fo rma e¡ entonce¡ del tipo : 

( 5 .47), 

En un sistema de estados closificados como en ( 5.47 ) lo porte del hamiltonia-

no co rrespondiente al potencial de UnQ sola partrcu la ( Usingl e - po rticle splitt ing ) 

es diagonal ; nótese ~e nos da e l ~niori ty ~ y el isospi n reducido t. 
~ 

de la COPQ j 
Otra fo rma posible de cl asifi ca r los estados de c ca pas consiste en acoplar 

las di fe rentes (';\.4 A2,.) ~ paro tener una ( 7\4 ~1.) total definida , ctm su renglón 

correspond iente (C( 'Y\. T MT). Esto es am~logo a lo que iie h izo con el cuasispi n palO 

partrculClli id~ti cas, donde a copl6bamos , ... , -5" , poro tener un 
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cuasispin -d total definido, que nos daba el senio rity vecto rial V del estado, con un 

renglón M ' que nos daba el número total l)1t de partrculas . En este esquema los est~ 

dos son del tipo : 

( 5.48 ) , 

donde ex.. sirve po ra completar la clasifi cación en la cadena 'R5 ~ )( S\.!¡V1 

(donde Rs-, U~ y S V,t. corresponden a transfo rma ciones en el espac io tota l de las 

c capas simult6neamen te ) y ~ prov iene de l hecho que el mismo conj unto (Á i ~1)4~ 

(A 4 At)3" ... () 4 ~2.) i c. ' a l acopla~e puede dar la misma representa ción 

( 1.A2I ) mós de una vez. 

El grupo Rs de transformaciones sobre las c I;OpaS simul t6neamente tiene 

los siguientes generadores : 

Kf}A.T) =~ t.~ (M~) ( 5.490) 
~ 

A (MT)= }: A~ (MT ) 
( 5.49b ) 

( 5.49c) 

( 5.49d ) 

( 5.4ge ) 

( 5.49f ). 
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cu-.sispin -& total definido, que nos dabo el seniority vectoriol V de I1 estado, con un 

renglón M , que nos dobo el número total 'I'l de portrculas. En este esquema los est~ 

dos son del tipo : 

(5.48), 

donde (j.. si rve po ro completar la clas ificación en la cadena 'R5':::> V" X S \4 
(donde R~, U4 y S U.2., corresponden a tronsformaciones en el espacio tota l de las 

c capas simultóneomente ) y ~ proviene del hecho que el mismo co njunto (A f ~t) ~~ 

(}.4 "t\2. ... (A 4 ~l.) ~ C. ' al acoplarse puede dar la misma representac i6n 

( 1 i A ~ ) mós de una vez . 

El grupo RS' de transformaciones sobre las e ~opos simul tóneom ente tiene 

los siguientes generadores : 

~(fA.T) = ¡ ~~ (Mor) 
~ 

( 5.490 ) 

A (MT)= ~ A~ (M T ) 
( 5.49b ) 

(5.49c) 

( 5.49d ) 

( 5.4ge ) 

( 5.49f). 
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En ( 5.48), "t es el mlmero torol de partrculos, \" el isospin total, MT 
su proyecci6n, ~ =.t el isospin reducido del sistema, A..i =.n. - i , y lIoma

remos V el seniority vectorial del estado. 

Cuando trotamos el caso de partrculas idénticas vimos cp.¡e en el caso de dos 

capas, la relaci6n entre un estado del tipa ( 5.44 ) Y uno del tipo ( 5.43 ) no ero mós que 

un coeficiente de Wigner ordinario de S'Ci i en el coso presente, se tendr6 un coefjcie~ 

te de Wigner del grupa RS- . Podemos escribir entonces, pora dos copos : 

Aun para el coso de dos capas se necesita el rndice ~ ,debido a la no sim

ple reducibilidad del grupo Rs i ese rndice no era necesario en el problema de dos capas 

con el grupo 5U2,. Algunos de los coeficientes de Wigner de 1<:; se encuentran.dis

cutidos par Hecht en la referencia 41). 

Veremos en la proximo secci6n que la cadena (5.48) es muy importante, 

porque permite diagonal i:z:ar una fuena de apareamiento especial entre protones y neutrones 

que se pueden mover en c capas degeneradas. Veremos cp.¡e esa fuerza de apareamiento se 

puede escribir en términos del operador de Casimir de 20. orden del grupo Rs- ,cuyas 

transformaciones· se efect1lan sobre las c capas simult6neamente y cuyos generadores se a~ 

ben de dar en ( 5.49 ) 
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En ( 5.48), "t es el ndmero Iotol de portrculos, 1 el ¡50Spin Iotal, MT 
$U proyecci6 n, ~:::.t el i50spin reduc ido del ~istemo, , y lIoma-

remo . V el seniarity vectorial del es~ado. 

Cuando tro tamos el coso de portrculos idénticos "irn:ls ~e en e l coso de dos 

capas, lo reloci6n entre un estado del tipo ( 5.44 ) Y uno del tipo ( 5.43 ) no era mÓ$ q<Je 

un coefi ciente de Wigner ordinario de S'ti i en el caso presente, se tendró un coeficie!2. 

te de Wigner del grupo RS- . Podemos escribi r entonces, pora dos copas : 

. ~ ~AtAJj.dj,t\T¡1~ij.)('l.1~1)jC\r\1j¡MTl 1~(~~)ahTM~ I 

ct.l, n~.Tj. M'T. t ¡ ,- y .. 
~iL '\ T" ""TI, 

X \ (:~1~1\d.~ ~~;rit Mii, ) ()I~t)~ q\ nia T 4 M¡i
t
) 

(5.50 L 

Aun pora el caso de dos Cap<l5 se necesita el rndice ~ ,debido a lo no sim

ple reducibilidad del grupo Rs ; ese rndice no ero necesorio en el problema de dos capas 

con el grupo S U.,t' Algunos de los coeficientes de Wigner de 'Rs ~e encuentron .dis

cutidas po r Hecht en la referencia 41). 

Veremos en la prdximo secci6n que la cadena ( 5.48 ) es muy importante , 

porque permite diagonal izar una fuerzo de apareamienlo especial entre prolones y neu trones 

que se pueden mover en c copos degeneradas. Ve~os que eso fuena de aporeo.miento 5e 

puede escribir en térm inos del operador de Casimir de 20. orden del grupo Rs- ' cuyos 

tronsformacioneo se efect(jan sobre las e copos simultdneamalte y cu)'01 generodores ¡el a~ 

ben de dar en ( 5.49 ) 
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Como las reglas de conmu taci6n de los generodores ( 5.49 ) entre sr son las 

mismas que los de los generadores ( 5. 15), el operador de Casimir buscado sero : 

~ =:¿~X(M)JJM) + -r"-t IH.(IH.-)) (5 . 51) , 

M 

con eigenvalo res : 

( 5.52) , 

donde lA. A;¡J son los rndices que caracte rizan la R I del grupo 'R5' total menci~ 

nado y son los mismos rndices que aparecen en (5 .48 ) . 
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Como las reglas de conmutaci6n de los generodores ( 5.49 ) entre sr 50n las 

mismas que las de los generadores (5.15), el operador de Casimir buscado ser6 : 

~ = .1~~ (M)~JM) + Ti T 1H~(~ c -~) (5.51), 

M 

con eigenvalores : 

( 5 .52) , 

donde lA. t Aa') son los rndices que caracterizan la R I del grupo "R. !) total menci~ 

nado y son los mismos rndices que aparecen en ( 5 . 48) . 
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3. - Fuerza de apareamiento para protones y neutrones . 

En muchas artrculos se ha recalcado la importancia de tomar en cuento una 

fuerza de apareamiento que pueda mezclar pratones y neutrones y el formalismo del grupo 

RS- se presto particularmente o un estudio de este tipo. Consideraremos aqurúnicamente 

una fuerza de aporeomiento independiente de la carga ( escalar en el isoespacio ) y tal que 

su occi6n sobre una parejo de partrculas sea efectiva s610 cuando éstos estén acopladas 6 

J:. O y T:: i . Desde luego ésto es una representaci6n incompleto de la interacci6n 

rea l, ya que hay casos en que lo parte correspondiente 6 J:{ y 1:0 es importante. por 

ejemplo, una interacci6n en acoplamiento L S como la siguiente: 

aniquila una pareja de partrculas con L: O y se tienen 2 posibilidades para el spin y el 

isospin : s: O) í: 1 , o bien s: i J T: O , que corresponden, respectivamente, 

J::O) i-={ Esta fuerza ha sido usada con éxito en 

. bl d 1 36),49)varios pro emas e estructura nuc eor • El grupo de simetrras de esta interacción es 

un grupo ortogonal 'R. 2.('H. ( para una subcapa ..e )y su grupo complementario co

rrespond iente es 'Re 50). S in embargo puede ser interesante estudiar algunas coracterrs., 

ticas de lo fuerza mencionada al principio de la sección, efectiva sólo para parejas con 

, ya que se puede escribir enteramente en términos de los generadores 

del grupo y se pueden general izar inmediatamente muchas propiedades encontrados enR') 
el capitulo II para la fuerza de opareom iento entre nucleones idénticos. 

Consideremos una interacci6n del tipo : 
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3 .- Fuerza de apareami ento para protones y neutrones . 

En muchos o rt l'culos se ha recalcado la impo rtancia de to mo r en cuenta uno 

Fuerza de ap :¡ reom iento que pueda mezc c lar pro tones '1 neutrones y el forma li,mo del grupo 

RS' se pres ta port i cula rm ente a un estudio de .este t¡po. Conside raremos a qu rúnicamente 

una fuerzo de apa reami ento in dep endiente de lo carga ( escalar en e l isoespacio ) y tal que 

>U a cc iÓn so bre u /N pa rejo de pa rt,cJlos seo efectiva sólo cuando éstas es tén acopi'adas 6 

J:.O y T:.! . Desde lu ego ~ I ta es uno representa c i6n incompleta de la inte racción 

rea l, }oaue hoy cesos en o,ue lo porte co rrespond ient e 6 J:-i, y 1-:0 es impo rtante. Por 

ejem pl o , uno in terec c iÓn en " .:oplomiento L S carne la sigu iente: 

a niqui la uno pa re ja de partrculas con L:;. O y se tien en 2 pos ibil idades poro e l spin '1 e l 

isospin: S~ O J jo: 1 ,Q bien 

á J:O ) 1-=1. y J::1.} 

S:. i} T:: O ,c¡ue correspo nden, respec t ivamente, 

Es ta Fuer?-a ha sido usado co n éxito en 

• '-1 I 36), 49) 
yonos pro b lemos de e~tructu ro nu c "or • El grupo de s ime t rtas de esto in te ra cci6 n es 

u n g ru po orto go nal 'R. 2~ .H. ( para una subcapo .t ) y su grupo complementa rio co -

-, o -O 50) 
rrespo nu I en te es f\. B • S,n emba rgo puede ser i r. tere~onte estudiar algunas carocte rr~ 

t icas de la fu erza men cionada 01 pri nci pio de lo sec c i6n, efe ct ivo só lo paro parejos con 

, 'lo que se puede escribir e nterame nte en térm inos de los gene radores 

de l g rupo 'Rs-- y 5e pueden gene ralizar inmedi a l"am en fe muchas prop¡edad~ en controdas en 

e l capi1u!o [ pare la fue rza de apa ream ien to entre nucf eones idénticos . 

Consideremos una inte rocci6 n del ti po 
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( 5 . 53) 

Utilizando los expresiones ( 5 .45) podemos escribir en la forma:(J. 

( 5 .54) .e:. -G2, R(M)A (M) 
M 

Este t ipo de fuerzo de apaream iento se expreso entonces en térm inos de los generadores del 

grupo 'Rs- . Utilizando ahora la ec o ( 5. 51 ), podemos escribir (l en términos del ope 

rador deCosimir f de R5" ' del operador de Casimir U t 
desusubgrupo 5'{ y en 

términos del operador de Casimir [Hl del subgrupo ,ui ( IH I coin c ide con el único ge

nerador que tiene Mi ) : 

( 5 .55) . 

y seVemos entonces que si se uso la cadena 

uso el esquema (5.48), lo fuerza de apareamiento es diagonal. Utilizando los eigenvalo res 

(5.52) para el operador de Casimir i ' se pueden escribi r inmediatamente los eigenval~ 

res pde lo fuerzo de apareamiento : 

( 5.56) 
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( 5.53 ) 

Uti I izando los expresiones ( 5.45 ) podemos escribi r en lo formo: 

~ = - G ¿ ~(M)IA (tv,) ( 5 .54). 

M 

Este tipo de fuerzo de apareamiento se expreso entonces en términos de los generadores del 

grupo 'Rs- . Util izando ahora la eco (5.51 ), podemo; escribir (l en términos del ope 

rador de Casimir f de R,), del operador de Casimir 1f'2. de su subgrupo SI{ yen 

términos del operador de Casimir U1 1 del subgrupo ..u. i ( !H I coincide con el ún ico ge 

nerador que tiene ).Al ) : 

( 5.55) 

Vemos entonces que si se uso la cadena y se 

usa el esquema ( 5.48), la fuerzo de apareamiento es diagonal. Utilizando los eigenvalores 

( 5.52) pora el operador de Casimir i ,se pueden e5cribir inmediatamente los eigenval~ 

res p de lo fuerza de apareamiento : 

( 5.56) 
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Substituyendo 

se tiene 

( 5.57 ). 

1T
Como comprobación, si hacemos y , tenemos: 

!L 

r-= - ~ [m. (!tn-l'\+~) - V(2Q -V + 1)] , 

que es p recisamente el resultado que se obtuvo en la eco ( 2.5) para el caso de partrculas 

idénticas. 

Vamos a analizar Srevemente el espectro (5.57) de la fuerza de apareamien

to que hemas introducido . Consideraremos un sisrema con un número de partrculas y un 

isospin total dados y, en las gr6ficas, pondremos el origen de energras en el estado base. 

Las can tidades a la izquierda de cada n ivel indican la energra y los números entre paréntes is 

a la de recha son el seniori ty V yel isospin reducido t 
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Sub;~ituyendo 

se t ien e 

( 5.57 ). 

Co mo c,) mp robación , i l hoc emo s 
V" 

~ 
y , ten emos. : 

r:- ~ [rn(!t~ -h+2.)- V(!l.Q.-V +- .2. )] 

''1u e es precisamerH2 e l resul ~ 'Jd') que S2 :¡b llJ'/o en lo eco (2 .5) para e l CQSD de port rculos 

id én ~ i cas . 

'h mos a onoli zar Srev em ente e l e5pec tro (5 .57) de la fuer"o de apareami en -

te que h emo s in t ro.:!u cido. Conside raremo'l un si s. rema con un ;,úmero de porrfcul<Js y l.Jn 

;,ospi l" ~o ~a l d,lCo ; '( , en [(lo :jrMic::Js , pondremos e l arig en de energras en el es tado bo se . 

L::JS cantidades:J lo izqu ierda .:le cada niv e l ;n¿ i c.an la energia '1 los núme ros entre parén t esis 

o la derecha son el senio ri ry i¡ ye l i,ospin reducido t 
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lG(n·¡l (~o) 

2.Gn (,.4) 

1G(A-i) (It~J 

ú (n. ,) ( :tO ) c;.(.¡t+i} l ¡O J 
6n (2. 4) ~.Sl.. ca.n 

:l"::0 :r:O = OO (00) O (00) O :T \Oo} 

""- :0 'VI. =~ 'Y\ :: 4 

a.Gn ( 'S '/t) 
2G(A-~) ( S , / ...) 
2.G. (SI.-t ) (5 siL) 

G(sl.·iJ (~.¡ ) GGIt· f) (:'1 /2) 
Gell..- I) (!> i-) G(SI. - I) (\ ,/2) 

A lo largo de este caprtulo hemos visto entonces cómo se pueden construir las 

eigenfunciones de la fuerza de apareamiento ( 5.53) Y hemos obtenido sus eigenvalores. 

Hemos entonces resuel to el problema 

( 5.58) , 
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lG(Q'¡l (~O) 

:¿Gn. (~d 

1~(A-t) (~t) 

ú(n.,) (~o) G(.It+I) (¡al 
60\. (2. A) ~.n. l~1) 

O 
~:=O (00) O :T= O (00) O :T= O (.00) 

""':: O 'V\ =~ 'Y\ = 4. 

~G.n. (~ oft) 
2G(A -~) (, ,h.) 
2. e. (A-l.) <.S SiL) 

G(.lIo+I) (~.¡ ) G(.¡¡.+f) (") ,It) 
<:'(51.-1) (?> t) GtA-') (,. ~h) 

o _J"_=..:.lj,L.;.'o_o,:..:, !~( - (~ t) o ......::~:....::.::.J ... o. L''':.!.o J u:S, _ _ 

A lo largo de este caprtulo hemos visto entonces c6mo se pueden construir las 

eigenfunciones de la fuerza de apareamiento ( 5.53) Y hemos obtenido sus eigenvolores. 

Hemos entonces resuel to el problema 

(5 .58), 
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, o sea para el caso totalmente degenerado. Cuando loscuando 

niveles de una sola partrcula no est6n degenerados, surge el mismo prablema que para el c~ 

so de las partrculas idénticas. Como los dos términos de H (ec. (5.58 » no conmutan, 

no se pueden diagonal1zar simult6neamente: el ter. término es diagonal en el esquema 

(5.47) yel 20. lo es en el esquema (5.48 ) . Hoy que recurrir entonces o métodos apraxi

modos para la soluci6n del hamiltoniano completa . 

En lo ref. 43), Camiz, Covello y Jean analizan uno transformaci6 n de Boga

liubov generalizada para tratar el problema de lo fuerzo de apareamiento ( 5.53 ) Y par 

simpl icidad consideran solamente el problema de una copa ~ ; como el prob lema es bas

tante complejo, analizan sólo ese caso (que por otro lodo tiene soluci6n exacto con lo cual 

se pueden comparar los resultados), para explorar lo validez del procedimiento. 

Recordemos que en el caso de los partrculas idénticas lo transfolTTlaci6n de 

Bogoliubov no es m6s que uno rataci6n en el cuasiespacio SU.%. y como (b+.1 b) son 

los dos componentes de un espinor de orden '12 en dicho cuasiespacio, la matriz que pa-

es una matriz :t X:¿ . Para el coso de protones 

y neu trones se considera en la ref. 43) una rotaci6n general en el espacio SP4 y se tie

nen motrices unitarias de 4l( 4 Se transformo el hamiltoniano como siempre y se 

introducen dos potenciales qurmicos: A~ para los neutranes y Ap para los protones. 

Se encuentra la energra del estado base como siempre y se pide que sea estacionaria respecto 

o variaciones de los parometros de lo transformaci6n. Muestran los autores que se tienen e~ 

tonces dos soluciones EA y E6 pare lo energra del estado base y que EA es siem

premenorque ES i muestran que EA. escomparoblecone/resultadoexacto(V::t:o 

en lo eco (5.57 » pare. T = T",;".::./11 I y que El; lo es para T o:: I"'AI ': ~ . 

Un resul tado muy interesante es que los parometros correspondientes 01 primer resul tado EA 
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cuando E· = E V~· 
~ J ~ 

, O seo poro el caso totalmente degene rado. Cuando los 

niveles de uno solo partrcula na están degenerados, surge el mismo problema que para el c~. 

so de las partrculas idénticas. Co mo los dos témlinos de H (ec. (5. 58 l l no conmutarl, 

no se pueden diagonalizar , imultáneamente: el {ero término es diagonal en el esquema 

(5.47) y 09120. lo es en e 'l esquema (5.48 l. Hoy gue recurrir entonces a métodas aproxi-

modos pl.lra la >olución del hamilto ni ano completo. 

En la ref. 43), Cam i;;:, (uvello y Jean ana lizan una transformaci6n de Bogo-

li ubov generalizada paro trota r el problema de lo fuerza de apaream ien to (5.53) y por 

simplic:idad consideran solamenre el problema de uno capa ~ ; como el problema e$ bas-

tante complejo , analizan sólo ese caso (que por otro lado tiene so luci6n exacta con la euol 

se pueden comparar los resul tados ), para explorar la val idez: del procedimie nto. 

Recortlemos que en e l caso de las partrcu lQ5 idént icos la transformaci6n de 

Bogoliubov no es más que una rotaci6n en el cuas iespa cio SVl. y como C.kt; b) :;o n 

las dos componentes de un espi ncr de orden V2 en dicho cUQs iespa c io, la mat riz que pa-

sa de (b\ b) '" una matriz ~)(:¿ Para el caso de proiones 

y neutrones se considera en la ref. 43) lma rotaci6n ge ne ra l en el espocio SP4 y se t ie-

nen mot rices un itar ias de 4 lt' 4 Se transforme el homilto niano como siempre y se 

introducen dos pOten c iales qurmicos : A~ para los neutrones y Ap para los p ro tones . 

Se encuentro la energ la del estado bose como siempre y se pide que .ea estacio naria respecto 

a variaciones de los pa r6metros de la transformaci6n. Muestran los Quto res que se tienen e~. 

tonees dos soluciones EA y EfI para la energ io del es tado base y que E.
A 

es siem

premenorque Es ; muestran que EA. escomporab lecol1e! resuhQdo e xa cto ( V;::t:o 

en la ee . ( 5 . 57)) po re. T= T",,".=fT¡1 y que El!, IO e5pc1 ra T-="T .... A1 ':. ¡- . 
Un resu ltado muy interesan te as que los partlmetros correspondien tes al primer resu ltado EA 
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dan lugar a dos transformaciones de Bogoliubav ordinarias para protones y neutrones separa

damente. En otras palabras, para este CCl$O la transformaci6n se efect1la en la cadena que 

. R O Rl,,) 
\ R(",)

mencionamos en la eco (5.31) : r::> "4 f'\i 3 X 3 ; o sea, es una 

O(p) t")C .. ) 
rotaci6n en el cuasiespacio 1\.1 de los protones y una rotaci6n en el cuasi espacio "'3 de 

los neutrones, independientemente. 

Estos resultados son muy interesantes; pero aparece una dificultad que vamos 

a mencionar brevemente. Para el coso de las partrculas idént icos se muestra en la ref. 10) 

para varios núcleos que para el estado base y los estados excitados mós bajos el seniority es 

buen número cu6ntico con una aproximaci6n muy buenQ. Como e l número de cuasipartrcu

los es aproximadamente igual 01 seniority , se tiene una aproximaci6n razonable 01 restrin

girse a un número pequeño de cuasipartlculas¡ el estado base, por ejemplo, es un estado 

de cero cuasipartrculas, con aproximaci6n muy buena . Pero pa ra e l coso de protones y 

. 45), 46)
neutrones, se ha mostrado en muchos artrculos . que la simetrra simpl~ctica (vt) 

no es buen número cu6ntico, no sólo para los estados excitados, sino que tampoco lo es pa

ra el estado base ¡ esas articulas se refieren a nú cleos con protones y neutrones en la capa 

. Es entonees muy dudoso el uso de la idea de cuasipartrculcs, como es.tamos 

acostumbrados con partrculas id~nticas . 

31) . 
Como hace notar Baranger ,el problema para protones y neutrones es, hasta 

la fecha, un problema abierto, en el sentido de que no se han logrado obtener resultados 


. 14) 

cualitativos sistem6ticos para un número arbitrario de capas,coma lo ha hecho Belyaev 


para el caso de las particulas id~nticas. 
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dan lugar a dos transfornlaciones de Bogo!iubov ordinarias para protones y neutrones separa-

damente. En otras palabras, para este caso la transfornlaci6n se efechla en la cadena que 
I . R a o l~) R ('Y\) 

mencIonamos en la eco (5.31) : r:::> I\c.¡. N ""3 )C. 3 ; o seo, es una 

otp) ~( .. ) 
rotaci6n en el cuasiespacio 1\.] de los pratones y una rotaci6n en el cuasi espacio ""3 de 

los neutrones, independientemente. 

Estos resultados son muy interesantes; pero aparece una dificultad que vamos 

a mencionar brevemente. Para el caso de los portrculas idénticas se muestra en la ref. 10) 

para varios núcleos que para el estado base y los estados excitados mds bajos el seniority es 

buen número cu6ntico con una aproximaci6n muy buenQ. Como el número de cuasiportrcu-

las es aproximadamente igual al seniority , se tiene una aproximaci6n razonable al restrin-

girse a un número pequeño de cuasiportl'culas; el estado base, por ejemplo, es un estado 

de cero cuasipartrculas, con aproximoci6n muy buena. Pero pora el caso de protones y 

45),46) ( t) neutrones, se ha mostrado en muchos artrculos que la simetrra simpléctica V 

no es buen número cudntico, no sólo para los estados excitados, sino que tampoco lo es pa-

ra el estado base i esos artIculas se refieren a núcleos con plOtones y neutrones en la capa 

. Es entonees muy dudoso el uso de la idea de cuasipartlculas, como es.tamos 

acostumbrados con partrculas idénticas . 

31) 
Como hace notar Baranger ,el problema pora pratones y neutrones es, hasta 

la fecha, un problema abierto, en el sentido de que no se han logrado obtener resultados 

. 14) 
cualitativos sistemdticos pora un número arbitrario de capas,corno lo ha hecho Belyaev 

para el caso de las partrculas idénticas. 
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