UNIVERSIDAD NACIONALAUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

'TEORIA DE GRUPOS Y
CUASIPARTICULAS

TESIS

Que para obtener el grado de
DOCTOR EN FISICA
presenta

PIER ACHILLE MELLO PICCO

México, D. F.

1965



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Mi agradecimients al Br. Marcos
Woshinsky por haber propuesto n

dirigida este trabajo.






INTRODUCCION

INDICE

P&g.

CAPITULO |

INTRODUCCION MATEMATICA
( PARTICULAS IDENTICAS | 5

w

/ b
Los grupas Ad, o v SPS‘.S}_ -
El grupo del cuasispin.
El grupo auxiliar Ru_n,'
Coeradores rensoriales en 2l cuasiespaziz.
Generalizacidn del cuasispin a varias capas,
Zunsiruccidn de las eigenfunczionas dal

as eige 25 € CLagsizpin,

CAPITULO H

EL PROBLEMA DE LA FUERZA DE APAREAMIENTCO

( PARTICULAS IDENTICAS ) 42

.= Introduccién.

W

La aproximacidn de bosén.
El mérodo de las cucsiparticulas libras.
La aproximacidn de cuasibosdn.

Interpretacidn del estaco base BCS en el lenguaje
de la mzcdnica 2sradfstica.

Algunas resulrados de la reorlz de aparsamiento.

%


http:S!-':l.Sl

CAPITULO 11

OSCILACIOMES COLECTIVAS EN LOS NUCLEOS
ESFERICOS. ( PARTICULAS IDENTICAS )

l.- Introduccién.

2.= Lo aproximacién de cuasibosén.

CAPITULO IV

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE UNA INTE=
RACCION ARBITRARIA. ( PARTICULAS IDENTICAS )

.- La aproximacidn de bosén.

2.- El mérado de las cuasiparttculas

CAPITULO Vv

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE EL CASO DE
PARTICULAS CON ISQSPIN ,

| {1
.- Los grupos ﬂ-"h&’ ‘U"Zn. : U.?. J
2.- El grupo Q:. -

3.~ Fuerzo de apareamiento para protones y neutrones.

Pég.

121

140



INTRODUCCION

En el desarmllo histérico de la fisica nuclear se han seguido algunas ideas co-
munes no sélo a otras ramos de I2 Msica, sino a la ciencia en general : la construccién de
modelos para describir cierios fendmenos. Uno de los modelos més antiguos en la fisica nu-

47)

clear, fue el modelo de la gota de | Yquido, desarmllado, principalmente, por N. Bohr #
mediante el cual se pueden describir algunos aspectos de las reacciones nucleares y cierias
caracterfsticas colectivas de los estodos de algunos ndcleos. Entre los fendmenos que el mo
delo de la golo de {Tquido es incapaz de describir, pedemos apuntar toda una serie de regu=~
leridades que se observan a lo largo de la tabla perigdica y que se repiten cuande el ndmero
de protones o el de neutrones es igual a uno de los lemades ndmeros mégicos. Esto recuerda
un fendmeno andlogo en lo fisica atémica, que ya se habia explicado con el modelo de ca=
pas del dtomo . Esto llevs a M. G. Mayer 43), Jensen y otras personas a proponer un mode
lo andlogo en la flsica nuclear. Este es el modelo de capas del ndcleo, que ha tenido un
éxito considerable en la interpretacién de muchos fendmenos : ademés de explicar las nume
rosas caracteristicas de la sistemdtica nuclear asociadas con las discontinuidades en los ndme
1os mégicos, el modelo ;:q:"cn muchas regularidades en los espines y paridades de los ndcless.

El modelo de copas supone que las partfculas se mueven ( en primera aproximacién indepen~

dientemente ) en un potencial comdn, con cierfos niveles de energla.
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Estamos aqur frente a dos modelos en cierta forma contradictorios : por un lado
el modelo de la gota de Ifquido, que supone una interaccién muy intensa entre los nucleones
¥ que es capaz de deseribir caracterfsticas colectivas en los nuclens y, por ot lado, el mo=
delo de capas, que considera que las partfculas se mueven independientemente en un poten-
cial comdn y que es capaz de describir excitaciones individuales ( de una sola parttcula ) de
los ndcleos.

Hay entonces fendmenos que sélo pueden ser descritos por uno de los dos mode=~
los y 6tros, igualmente importantes, que sélo describe el sequndo madelo.

Serfa enfonces muy interesante tener un modelo dnico, capaz de describira la
vez ambos tipos de fenémenos. Esta es la idea del modelo unificado de Bohr = Mottelson 37)'
dentro del cual un ndcleo se trata como si los nucleones fuera de la capa cerrada se estuvie—
ran moviendo en un potencial comdn producido por una gota de ITquide, que es el modelo
hidmodindmico de los nucleones dentro de la capa cerrada. Los extrunucleones interaccionan
con la gota, pero se siguen considerando independientes entre sT.

Uno de los éxitos del modelo unificado es la prediccidn del momento cuadrupo
lar de los ndcleos. El modelo de partfcula independiente predice un momento cuadrupelar
mds pequefio que el valor experimental, a veces por un factor de 20 ( ref. 37), pdg. 54 ) ;
en el modelo unificado el valor tedrico es un poco mds grande que el experimental y la razdn
entre ambos es, a veces, igual d 2 : o sea, |0 veces menor que en el caso anterior.

Hay sin embargo algunos fendmenos que no se pueden explicar si no se toma en
cuenta la interaccién residual entre los nucleones. Por ejemplo, en ei espectro experimental
de los ndcleas pares se observa que el primer grupo de excitaciones individuales de una sola
partfcula estd separado del estado base por una brecha considerable de energla. Este hecho
llevé a Bohr, Mottelson y Pines - a sugerir el uso de una interaccién residual de apare

miento entre los nucleones, semejante a la que se habla usado con éxito en la teorfa de la
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superconductividad ol

Llegamos entances a un modelo en el que los extranucleones se mueven en el
potencial producido por la coraza 2 inferaccionan con ella y ademds interaccionan entre si
mediante una fuerza de apareamiento. Este modelo unificado puede describir razonablemen
te varios aspectos, tanta nucleares como colectivos, de la estructura nuclear. Sin embargo

)

es todavia demasiado fenomenolégico, "soco unificada *, usando una frase de Barmnger
quisiéramos un modelo mds fundamental que, usando exclusivamente la interaccidn entre to=
dos las nucleones que componen el ndcleo, nas pudiera describir ranto los aspectos individua
les como los colectivos del sistema. Ante tado hay que darse cuenta que éste es un purifo
de vista demas iado utdpico, ya que no se conoze la intaraccisn exacta entre los nucleones;
aun cuando se conociera, 2l problema matemdtico serfa extremadamenta complicade. Pero se
conocen algunas de las caractarfsticas de dicha intaraccidn y algunas de sus consecuencias.
Por ejemplo, por la discusidn que acabamaes de daor del modelo unificade, 2s de esperarse que
una parte de la interaccidn entre los nucleones produzca un gotencial comidn dentro del cual
! . X 3 : 50)
fos mismos nucleones se van a maver y que otra parte produzca un efecto de agareamients = ',

Se han desarrollado mérades muy godarosas que pemmiten extraer ds una interoccién general,

por un lado aquella parte que da lugar @ un compo autocensistente y, por dtro, agqualla que

51), 52), 53)

contribuye al aparsamiento arrollemos en multipolos una interaccién ge-

neral, los prime = rérminas correspondientes a los drdenes muiripolares mds bajos corresponden
a una interaccidn de largo olcance y son los que mds contribuyen al campo avtoconsistente ;

en cambio, el resto de los rérminos corresponde a una interaccidn de caria alcance y se espe-
ra qua puadan reproducir fas caracterfsticas de apareamiento i M). De los orimeros témi=

a

nos, el cuadrupalar a3 el responsable de que ¢l campo efective que siente cada nucledn tenga
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nicleos. De hechc, una interaccion de tipo cuadrupolo-cuadrupeio ha sido usada con éxito
por Elliott para describir las caracteristicas col ectivas de algunos nicleos ligeros 54’55'P3
demos entonces pensar en un modelo en el que los nucleones se mueven en un potencial -
comiin como en el modelo de capas e interaccionan a través de una fuerza de apareamiento,
mas una interaccion cuadrupolo-cuadrupola.

En el presente trabajo utilizamos metodos generales de teoria de grupos para de-~
sarrol lar técnicas que sirvan para atacar el problema indicado en el parrafo anterior. En =-
particular nos interesomos en entender, desde el punto de vista de teoria de grupos, el for-
malismo conectado con las cuasiparticulas. Los temas tratados en este trabajo incluyen en-
el primer capitulo, los métados de teoria de grupos que se utilizaran después para lo soflu--
cion del problema de la fie rza de amreamiento en tres nucleones identices. En el segundo
capitulo se aprovecha el formalismo del cuasispin para dar la solucion exacta al problena~
de nucleones idénticos moviendose en capus degeneradas e interaccionondo mediante una-
fuerza de apareami ento; se expone el problema de copas no degeneradas y se resuel ve me-
diante ia aproximacion de boson, la aproximacion de las cuasiporticulas libres y la oprosi -
macion de cuasibosdn. En el tercer capitulo se introduce una interaccién multipolar, para-
tratar los vibraciones colectivas en los nicleos esféricos. En el cuarto capitulo se trato bre
vemente el problema de una interaccion arbitraria. Finalmente, en el capitulo quinto se -
considera el caso de una interaccion de apareamiento que puedn actuar sobre protones y —-
neufrones simulténeamente, se expone el formalismo del grupoR § que permite resol ver-=-
exactamente el problema con capas degeneradas y se desorrolla un meétodo sistematico para
la construccian de las eigenfunciones de lo fuerza de aparecmiento.

En esta tesis no se discuten aplicaciones especificas, porgue algunas de éstes ya

han sido analizades en ofras publicaciones en que participo el autor 36, 49.



CAPITULO |

[NTRODUCCION MATEMATICA
{PARTICULAS IDENTICAS)

t.~ Los grupos Ak ¥ ‘5P1£2. .

Consideremas un cenjunte de fermiones idénticos moviéndose en un goten=

cial comin, Supongamas que
sola particula. Por ejemplo, 2n un

estados de una sola partfcula en el

aglegimos =l

esquema |=| pora clasificar los estados de una
potencial comdn de oscilador aménica, algunos de los

i | serfan los que se indican en ia fig. |

3: iz
¥a1 v=1 '“—""/1) -3z
i=0 i=2 .
:" o i=5k
F Wz-5/ /3
m=-f2, f2 shy o, sz
iz 302
W -3z, 3f2
v=0 feo
pEv
“ﬂ:-\/z) A

Fig. |
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Podemos usar los Indices w4 jm que se indican en la Fig. | para cla-

sificar los estados de una sola partfcula, que se indicardn por tanto con el ket

|v2jm> (1.1),

Para todas las discusiones posteriores es conveniente trabajar con las técni

1
cas de la segunda cuantizacién °, que no sélo pemiten escribir muchas expresiones de -

una manera mds compacta, sino que permiten también tener una expresidn explicita de al-
gunas inferacciones, como la fuerza de apareamiento, que no se puede escribir como un

5 : g o 2) ;
potencial local en el espacio de configuracisn Introducimos entonces los operadores

de creacién y de aniquilacién de fermiones, con las reglas de anticonmutacién ordinarias.

+
bu&jm ¢ op. de creacién
Lim (1.2)
b"’ ; ‘ " " aniquilacién ’
+ + vijm V’Q'.'\'m’} "
{Butim » Blagw}= {b, b g
. vike) _ vV el el ow!
{b”i“" o J= 878, 52’ gw. (1.3)

Introducimos el vacio de partfculas IQ> por la definicién ;

vl jm )
b \0>:O 9 V\JJ‘E')Q:W\ (1.4)



~

+
£l efecta de Dpﬂ,iw\ es el de crear un fermién en el estado f\v 2 i m) y el de
vijm
b es el de aniquilarlo en ese estado .

Como una funcién de onda de n femiones debe ser antisimétrica frente al

intercambio de 2 partfculas cualesquisra, vemos que los oparadores de Fami recién defini

dos estdn hechos ad hoc para tratar funciones de onda de este tipa. Por ejemplo, si defi

nimas ?E (VEJW\) , entonces al determinante de Slarer :

P :
Z(—) PH(*)\HI)'”&%M) (1.5)
? e £ -
( P indica permutacidn de las variables 1, 2, . . ., n)

se le asocia:

que claramente es antisimétrica frente al intercambio de 2 fhdices cualesquiara.

Vamos a concentramos en una sala capa (JZ |) y, por brevadad, vamos a

indicar los op. de creacién y de aniquilacidn de Fermi en esa capa per

+ | w

" O (l.7)

respectivamente .

e : ¥ i
Las(2 | + 1) cantidades Dy son las componentes de un fensor irredu-

cible (ref. 3), cap. 5) de arden | frente @ laciones en el espacio Ry que afecten

11 - Il b+ & L
o [as def spin. Laes M[O> son entonces bases pa-
. . e ; ] i
ra los representaciones irreducibies ( BRI} ey (df"}’) del giupo R3, en la



cadena R3 o R2 O sea :
(Bm)’ = 2 (%’:,m b+ml (l.B) 5
ml

Transponiendo y conjugando ambos miembros y recordando que
&) =b"
™ - (1.92) 4
(ref. 3), cap. 4)

A * W' é
[OC'D:.. MMJ it &.)u.'_q (d{e'r) (1.10) ,

se tiene ;

[(_,5"" L;"‘] r_—_z' @:‘,m [(:)’l-w b.w] (11,

2 ) g : . ;
que muestra que las cantidades  (-? b tienen las mismas propiedades de trans

formacién frente a Ry que las cantidades bw

Definimos entonces :
e | A
bm'—; &b (L12)

+

Ya hemos averiguado las propiedades de los operadores b w frente
al grupo R3. Vamos a estudiar ahora sus propiedades frente a otros grupos, para poder cla
sificar las funciones de onda de n partfculas.

Consideremos un espacio vectorial de

9.9_5:15+1 (1.13)



S T

=
dimensiones y consideremas a las bw\ como las 20 componentes de un vector en
este espacio. Si sohre este vector efectuamos una transformacién, mediante una matriz uni
taria de LLL dimensiones, las 2 {2 componentes se transformardn entre sTy se ve enton=-
ces que constituyen una base para una representacién del grupo M!.ﬁ. (ref. 4 cap. Il ),
De hecho son una base para la R. |. E-{] de Ju.gg. . La funcién de onda de n
+ 2
partleulas, o sea un producto de n bh‘l serd una base para una representacién de
! . b"'
/U'ZR. y, dadas las reglas d= anticonmutacién de las Oy, vy puesto que sélo tene~
mos un Tndice disponible ( m ), =s= producto serd una base pama la R. |. totalmente antisi=~
¥
métrica [1,“] de Mg‘_ﬂ . Porotro lade, las 22 b” son, como ya se
ha vi 8. b,
ha visto, una base para la R. |. N de Ra; un producto de n w, Serd una
base, en general reducible, de R,. Tomande combinaciones lineales apmpiadas se pueden
ol

construlr 8R| de Rq, o sec, bases de momento angular total ) definido.

Hasta | = 7/2 y n= 3 partfeulos la clasificacién anterior

B =R, >R

i
es suficiente, puests gque cada J  aparece una sola vez. Pam | y n mayores se re--
quieren otros ndmeros cudnticos para clasificar totalmente las funciones de onda. Pode--
mos buscar urn grupo G contenido en /u-?__q_ y que contenga a R3, para tener un

nuevo ndmero cydntico. Hay varias formas de =scoger ese grupo Gy en la prdctica G
es de utilidad si las transformaciones de G dejan invariante a la parte de interaccién =
del hamiltonianc del problema. Aqul escogeremos al grupo G que deje invariante una

forma bilineal del tipa

E= B e b... (114),
™M
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Esta eleccién va a ser muy importante para nosdtros, porque veremos que la llamada inte—
raccién de apareamiento se puede expresar en téminos de | y de su transpuesta conjuga
da, y serd entonces invariante frente @ Rg. Pero hay un grupo més amplio que Ry, bajo
el cual | esun invariante. Viendo que el producto escalar (1.14 ) se puede expresar
en téminos de un tensor métrico

Gy = ) O (1.15)

oW’

Y
I=2 bw- QMM'};."" (Ll6)

mm’

y observando que QW\M' =- gm,m es una matriz antisimétrica, inferimos
(ref. 3 ec. 10.64) que G es el grupo simpléctico de (E._“l-l) dimensiones SPZH. .
Mds adelante, cuando veamos la construccidn explicita de las funciones de onda, veremos
que las R.l. de 5\923 contenidas en la R. I. [-]_“] de M‘ln estdn
caracterizadas por (iv) ,donde U es el seniority del estado, definido como el
ndmero de partfculas no apareadas a momento angular cer presentes en ese estado. En-

tonces, al usar la cadena de grupos

para clasificar los estadas, estos se pueden escribir en la forma

|5t a3 M>, (118) ,

donde O representa los ndmeros cudnticos extra, necesarios para clasificar totalmente



los estados.
Vamos a sstudiar brevemente los generadores de los grugos /uz_n_ y
6\5 que acabamos de introducir.
T

A partir de los operadores de creacidn b wy Y delas de aniquilacién

n
b podemos construlr los operadores
-6 ! + | V\‘\/
™ - I o L b 12
’
] - ) M
y las reglas de canmutacién de dos b son :
’ . / -
m/ m v, W 7’ m’
Wy oy I 8-— = Cé’ g (1.20)
m vA h W ]
que zon precisamante las reglas de conmutacidn de la: generadores de un gruge unirario de
W’
25 dimensiones ( ref. 5 2y apd : ntor 5 operadores
s :

A

definidos en (1.

lineales de las

Cgm ) i s subgrpo de A g o ; ademds

esos generadares deben canmutar can o

Esas combinacionaes lineales son -

Es inmediato verificar que :

/\:"?I] = 0

(1.22)
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Por otro lado se puede verificar que las reglas de conmutacién

AR T =
: A:I 5_,-:' _Av_'_:’é'rn':‘ + (1.23)

mem/ . R W o - m’
+(’) Ah‘l" gm +(_)M+MAM ahl

son las de los generadores de un grupo simpléctico de 28 dimensiones.

Acabamos de exponer brevemente la clasificacién de los estados de n par.
tTculas en una capa de momento angular total | , segin fa cadena de grupos y subgrupos
( 1.17 ) cadena conocida come de Racah ~ Flowers.

Cuando el ndmero cudntico | es muy grande, tenemos que tratar con un
grupo unitario y su subgrupo simpléctico de un nimero de dimensiones (2€L) considerable.

Veremos en la seccién siguiente que existe otra cadena de grupos, conocida
como la de Helmers, que consiste en utilizar expltcitamente el grupo complementario del

SP?R y obiener la misma informacién que la que nos da la cadena de Racah. Ese =

grupo complementario es un grupo SUz , independientemente del valorde |, cuyas
transformaciones se llevan a cabo en el llamado cuasiespacio, segun veremos en la préxima

seccidn.



2.~ El grupo del Cuasispin.

Considersmos una sola capa | . En esa capa definimos los siguientes opera

dores:z)' € 7)
S‘-‘- ol _JQTE l:b+ B-]oca
,=_\/_D:L>-.\“ -'% = 1-;0' (1.24)

_1_'-"— [bb]Oo

donde

[b"g]u EZ {fym-wmloo b+m btm (1.25)
™

y andlogamente [ b+ b]oo y [ b b] oo .y N es el operador de némero

en la capa (vl;) , definido como :
Nz b, b" (1.25)’
m

Si se caleculan los conmuradores de los operadores ( | .24 ) se obtiene :

[5-{ ) Sc] 3 S°
[Sc, sq]
[So, S_‘]:—S_q

S (1.26)
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Vemos que ( |.26 ) coinciden con las reglas de conmutacién de los operado
res L4 ;. l—o . L_‘ del momento angular; entonces 51 y Sn ” 5_4 son
los generadores de un grupo Suz ; el llamado grupo del cuasispin.  Andlogamente a lo
que se hace para el momento angular ordinario, definimos S4 como & generador de
ascenso, 5__{ como eb de descenso y S° como el de peso; al aplicar S‘ aun
estado con proyeccién M ( eigenvalor de So ) definida, la aumenta en una unidad, mien_
tras que S_{ la disminuye en una unidad.

Por las definiciones ( .24 ) vemos que 54 crea una pareja de partlculas
acopladas a momento angular J =0 5_4 aniquila una pareja acoplada & J = ©

y S° cuenta esencialmente el nimero total de particulas. Es entonces de esperarse que

el eigenvalor 3('34-{) de
Szazi\,c-)qsgf S"i (q=4,0-9) (1.27)

esté conectado con el seniority del estado. En efecto, consideremos un estado de v
- partfculas en la capa | y con seniority v ; por definicidn de seniority, este estado no ~
tiene parejas de partfculas acopladas a J=0 ; entonces S-l aplicade a &l debe dar

Sl v ady"e (1.28) ,

A —
Pero, por lo explicado antes, esto significa que el estado I J v J) es de mI=

nimo peso en el cuasispin ; o sea :

Szlﬁvva D= $(3+) |[vad)

R (1.29)
Sol'ﬁ"’-tra‘.3>=M\5VdJ> ?



can

- v-R _ _R-v
M- 3 9 S=-M-= 5 30)

Un estado con n particulas y (n > v) no serd de minimo pesa y se obtiene aplicdndole al
o (4
astado ‘ fTva j> el generador de ascensa S{ ; pero .51 conmuta con 9
‘ ; e 2 _ry
3 2 s era el 2igenvalor de / par no s el seniority v
y en el proceso no se alterm &l eigenvalorde S ° vy par tanto no se altera el seniority v;
esto concuerda con la definicidn de seniority, que &s &l mismo para diferentes estados que
solo difieran an parajas de particulas acopladas a momento angular cero. Entonces un es-
tado de n particulas y seniority v se puede indicar de cualquizra de las dos formas si==
guientes :

lj-“vdj>z|-5:_j)M:?-\—-z-%jij (1.31)

En la 12 seccidn se vie que clasificando los estades en la cadena de Racah

Flowers, el grupa unitario M::R nos da el ndmara de particuias dal estado y su subgru
po simpléctico S“J?—R nos da el seniority; acabamos ahora de ver que el grupe - Uz
del cuasispin nos da &l seniarity del estade vy au subgrupo R?. con generador Sc nas
da el ndmero de partfculas. Se ve que asia 22 forma de clasificar los estados, que da ori_
gen a la |lamada cadena de Heimers, s muy prdctica, ya que la dimensidn del grugo no -
cambia al cambiar la degeneracién £ L) de nuestro estado.

Vamas ahora a estudiar mds de cerca la relacidn entre las dos cadenas de
grupes .

Recordando las definiciones para los generadores de los grugos Ml.ﬂ.

SPln y SU'_ ’definimos .
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Operador de Casimir de ler. orden de Min. : N = 2 ,g wa (a)
Operador de Casimir de 2o0. orden de ,uu_: T‘:Z‘g“’fw (b)

Operador de Casimir de SF’-Q : @ :Z /\ w\h,/\m' (c) (1.32)
",

Operador de Casimir de SU,_ : 51: z(‘ Q.S; 8_1 (d)
}

Operador de Casimir de Rl : S, = _’:{_-__‘& {e)
(R,C SV, ) *

Por un simple desarmllo algebraico se encuentra ;

5":-%@ +ig(n+2) (1.33)

&
A

Ante todo, como estamos trabajando con operadores de creacién del tipa -
b+
w con un solo Tndice disponible, recordamos que la R. I. de /’dm_ queda es=
pecificada por un solo ndmerm (n ) y la de SPZSL también por un solo ndmero (v ). En
s
tonces, debido a ( 1.33 ), vemos que ‘un conjunto de funciones de onda esuna B. R. |. de
! 2
SUz , lo es automdticamente de SP?—Q , porque conociendo el eigenvalor de S
conocemos el de é ; porotro lado ( 1.33 ) muestra que si :_f estd conectado con
el seniority, el eigenvalor de é del grupo simpléctico también lo estard ,

Ademds ( e ) muestra que conociendo el eigenvalor de 5, se conoce el

del operador de Casimir de ler. orden de M’l..n. , que es el nimero de partfculas en ambos

Cas0s .
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Con lo anterior se ve enfonces que es enteramente equivalente clasificar

las funciones de onda por la cadena M?_n_ =) SPIQ_ o por la cadena

SYU, 2R,
Recardemos que en la seccidn | se habfan introducido los generadores
'
Am de SPI-Q pidiendo que conmutaran con el invariante [ de la ec. (1.16);
” s
pero [ es proporcional a 51 . Entonces EA.. s 54] =0 . Sepuede verifi~

car de inmediato que

(1.34),

Si tos generadares de un grupo G conmutan con los de un grupo H v
los operadares de Casimir de G se pueden expresar en témminos de los de H, se dice que
G y H son complementarios. Entonces el grupo SU‘_ del cuasispin es complemen -

i del T S 6) ?
tario del grupo simpléctico P:_& . Un buen ejemplo de esto se puede encantrar
en la ref, 7), en donde se obtiene el grupo complementario del grupo R! de rotacio

nes en &l espacio flsico; ese grupo complementario resulta ser un grupo de Lorentz.
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3.- El grupo auxiliar Rg,ﬂ_ 3

Como se menciona en la ref. 9), se puede encontrar un grupoc que conten~
ga al producto directo de los dos grupos complementarios 5}:7“1 y S Uz . Para
ello vamos a definir los siguientes operadores :

+
%+ = bt“ bw (a)

wwm’

@\w = iou“ l’)w (b)

(1.35)

Utilizando el thdice

»

}"L=\M+Q+j-'?: (1.36)

con /u: Ay fvi it Qe ( M0 siempre) , podemos definir los opera~

dores
; ’

)‘= g“‘“ "ngw tad

s 8 4
! -+ :
A/‘)‘E ‘%wm’ (b) FeAE Y

’ ’
A_)}E %WW (¢).

Si calculamas las reglas de conmutacién de los operadores ( 1.37 ),

obtenemos :
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[AY A =

nf M’ m/’ ﬁf Mm! "Ed— _;" Mf
(1.38),

donde M=—2.n)...1,—¢,4}...)2ﬂ_

Se demuestra en la ref. 5) cap. 5 y apéndice | que ( .38 ) san las reglas
de conmutacién de un grupo artogonal de [ £ dimensiones, que designaremos como
Rio
A ’
Urilizando las definiciones de los generadores A/u_ de R,‘&,
w'’
1\-“ de SPZSL oy 51 de SUZ ,5€ puede demostrar :

54 acdo C-—)J'Jk_é}\_)‘.-znﬂl (a)
i 2

Sa=-;72j\ (b) (1.38),

M
- Radry

'.:-..i.. (= -)H-za“ &
S—{ 26}‘2,0 }‘A‘)‘* ( )

‘ ’ wu o 2R A
A::A;-—(—)Fﬁi\ ‘ (1.39)

.)l +2 5L w4
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on M= MR+ z >0

Las ecs. ( 1.38 ) y (1,39 ) muestran que SP?,_Q_ y SUz son
subgrupos de RQSL ; como SPZI‘L y SUZ son disjuntos, entonces R‘f-ﬂ_
contiene a su producto directo.

Podemos entonces escribir la siguiente cadena de grupos y subgrupos, que

llamaremos cadena de Helmers :
e

(v) (v)
Ru.o. = SP?..Q. 9 U’«
HELMERS U U (1.39),
R, R,
(3) (=)
e
que(puede contrastar con la de Racah :
) ) (3)

RACAH M, D 5'}:9“,_ 2D Qs_ | (1.40)
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4.~ Operadores tensoriales en el cuasiespacio.

Una ventaja muy grande de la cadena de Helmers sobre la de Racah estd en

el cdleulo de los elementos de matriz de algunos operadares. Si un operador es un fensor

irreducible frente a un grupe G v a un sthgupeo H enlacadena G o H y quere-

mos calcular sus elementos de matriz respecto a funciones de onda clasificadas en lo cade
na de grupos G M, podemos aplicar el teorema de Wigner = Eckart y la dependencia
en el renglén aparecerd exclusivamente a través de un coeficiente de Wigner en la cade-
na G = H. Ahora bien, si se tiene un tensor irreducible en lo cadena Juu;__g_ = SPZJ?.)
el teorema de Wigner - Eckart nos dard un coeficiente de Wigner en esa cadena, coefi--
ciente que, en general, no se conoce. Pem sabemos que ese operador también es tensor
irreducible en la cadena S Uz > Qz y aqul el coeficiente de Wigner es un coefi-
ciente de Clebsch ~ Gordan ordinario del grupe de wraciones.

Procedemos entonces a sefialar algunos operadores que son tensores irredu
cibles en el cuasiespacio.

Calcularemos, ante todo, las regles de conmutacién de los generadores

5‘_’ ‘5,) 5_* del cuasispin, con los operadores de creacién y de aniquilacién b+'M.

bw\ . Se obtiene :
[54 ) b+m-_[
E S° ) b+m]

(s, bl

[
Q

D)

(s, bu]
b, [Se, bu]

(1]

o]~

2

|~
¥

&~

- LS-U bw\] =0

(1.41),
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Las reglas anteriores muestran ( ref. 3) ec. 5.5 ) que los operadores de
creacidn y de aniquilacién de Femi son tensores de orden /2 en el cuasiespacio : los -
operadores de creacién tienen componente [/2 vy los de aniquilacién, ~1/2. Indica
remos con ‘T}M un tensor irreducible en el cuasiespacio, donde el thdice ff es el

orden del tensor y M\ es su proyeccién. Con esta notacién podemos escribir :
bu= T

= Vol

s 27

R S

(1.42)

%
|2

Si ademds queremos especificar, en un fensor dado, sus propiedades de transformacidn

frente a R3 , usamos la natacidn : TJM &1 , que frente 4 R3 se trans~
1 J

forme como un tensor de orden k y proyeccién q. Con esta notacién tenemos :

(1.43)

Con estos tensores de orden |/2 podemos construit, por acoplamiento di-=

recto, escalares y vectores en el cuasiespacio.

Podemos construir de inmediato un escalar en el cuasiespacio de la mane

ra siguiente :

Tag2 & ShRvled? T, NG T'—-‘t [, =
< Lt ; z ’3 2



" -\%—I (b:‘q bw‘z '3 b"“q +W‘=-) s

I

-, .
(~) + -W W [ F W] A ST
\!? [bu‘ b : =+ (-) . 5 Wy, b ] (-) gﬂl‘ =
- Wy

:‘!'uz =W = - -
(=) 2 - W g A=y
VZ I:Cgm + & ! g’m; ] =4 §""z

(1.44) |

- W
=
La parte encerrada en el paréntesis cuadrado es el generadar W, del

grupo simpléctico 5&92& que, de acuerdo can ( |.34 ), conmuta con los generado
res Si del cuasispin; entonces Tdo es, efectivamente, un escalar en el cuasiespa
cio,

La expresién ( | .44 ) se indicd simplemente con Tco , porgue na tiene
propiedades irreducibles de transformacidn frante a R] ; mds adelante nos interesardn
expresiones acopladas a momente angular total definido, Vames a analizar los siguientes

7).

operadores

Sug= -3 U],
Suy= ELVY), 25

8_4&1-5 ".J—:‘E— [b‘o]

(1.45) .,



[b"bﬂ =2 Liimu k> b, b,

W,

Lbt 6] “" Y i ma [hg> b, b
W,

%2 (1.46)

[bb]l Z<33“‘!““:‘i9{>b |o

Wy Wy
Los 3 cantidades ( |45 ) son, desde luego, tensores irreducibles en el espacio fisico de rota

ciones, de orden k y proyeccién q. Vamos a analizar sus propiededes de transformacidn

frente al cuasispin.

Si k es non, entonces S = 5 , debi
15.4 -
do a las reglas de simetrfa de los coeficientes de Clebsch Gordan y a los reglas de anti
+
conmutacién de los operadores b TG b“ : So-ﬂ.q_ es diferente

‘de cero. Si calculamos fos conmutadores con los generadores del cuasispin, obtenemos :

[S{) 50“_1] = 0

k non [5:;, S..[i] -

[S—-I 2 %o‘.a] =0

!
(o]

(1.47),

expresiones que indican que Soﬂ_q’ con k non es un escalar frente al cuasispin.

Si k es par, se tienen las siguientes reglos de conmutacion :



[6“51&9‘] =0; [S‘ ) 5"&%]:-54&% ; [sl ) S—ilq}"" 5 soﬁq
E [50 )s{i1]= Silq) [So ,Sg‘z]= b j [s° )Sﬁilg]=-s_{&q

{5_. ) 54“] = Solgi' [5-1 ) S-lq] - 5—-1&1) [S-I ;5.411]= ©

(1.48),

Estos conmutadores indicon que S|.&‘ - Se *% ¢ S_‘ & 9
con k par son las 3 companentes de un vector en el cuasiespacio. En particular, si k= 0,
las expresiones ( 1.45 ) se reducen exactamente a las definiciones de 5.' 2 Se 5 Sk s

que, como sabemos, son las 3 componentes de un vector en el cuasiespacio,



5.~ Generlizacién del cuasispin a varias capas 2), 7).

El tratamiento anterior se |levd a cabo para una sola capa v £ | ( vease
fig | ) porsimplicidad. En un problema flsico hay necesidad de considerar, en general, ~
mezclas de configuracién, hecho que nos lleva a la necesidad de generalizar la definicidn
de cuasispin. Desde luego, la notacién mds precisa para los operadores de creacidn serfa

- %

b veim ; porsimplicidad en la escritura los indicaremos con b im ¢

cuando hubiere confusién, porque la misma j corresponde a niveles con ¥ { distin
tas, distinguiremos esos niveles con una prima, una doble prima, etc.; por ejemplo, se - -
sobreentiende que 1/2, 1/2', 1/2"" son estados de i'g 1/2, pero que provienende Vv vy
£ diferentes. Andlogamente usaremos la notacién 5,_:“ para indicar los genera

dores del cuasispin en la capa |, con la misma convencién del pdrrafe anterior. En la

nueva notacién escribimos entonces los generadares del cuasispin en la capa | -

5{‘-_-—.‘@[_ b ]OO

6. & DA

3

(1.49),

S, =- 330 [, by,

-{a 2’

donde Qﬂ - g'_dfi , como antes y N 2 + bﬁh

es al operador de nimero en la capa j.
Un hecho muy importante es que los generadores 514 conmutan con
los generadores ] S%]' de una capa diferente y, como ya sabemos, dentro de una ca-

pa Sq,d tienen las reglas de conmutacién ardinarias del momento angular. O sea :



[S-4j ’ S¢j'] = Sod de/
[Soi ) S‘&!] = S¢3 gddf

b (1.50),
[SOJ 5 S-‘J"] _-S-‘j .a_jd’ 3

Andlogamente, los operadores de creacién y de aniquilacién b im
b. _ N S
Awm son ascalares frente al cuasiespacio de una capa A #J y son las dos

componentes de un tensor de orden /2 en el cuasiespacio de la capa |. O sea :

[def ) b+d”] =0 [545’ 5 bd“‘] :"'\;f' +dw\ Sd&'
i
[Seps Bl =3By (S s byl = -5 by Yy,
[Says Bymlagbynbyy;  [Sup) byul=o
(1.51)

Con esta nueva notacién g demos escribir la ec. (1.27 ) que
. 5 0

¥
define el cuasispin O de la capa | de la manera siguiente:

2
5‘,-1'-‘?@)ll S‘H 5,“- (1.52)
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Nétese que en la ec. { 1.50 ) se muestra que los generadores del cuasispin
para capas diferentes son independientes; por tanto se puede trabajar con ellos exactamen
te como se tratan los generadores del momento angular ordinario de paritculas diferentes.
En particular, si tenemos un problema con ¢ capas, podemos hablar de un estado con ~ ~
cuasispin .’_ﬁ y proyeccidn Mu en la capa |, cuasispin 5.1 y proyeccién M,_
en la capa 2, etc., hasta un cuasispin (fc con proyeccién Mc en la dltima capa <.

Indicaremos este estado con el ket

\&M!) J,M;)-n 'chr.)d3> (1.53),

donde J es el momento angular total del estado y O es un ndmero cudntico extra
que completa la clasificacién. Un estado como ( |.53 ) significa que hemos clasificado =

los estados de una sola parttcula de la forma siguiente :

Rm_:’ K ? Raszi == SPa.n; B
R U U
DRy Ra(4)

(1.54),

<
donde Q= 2 -Qc' y S Ug (4-) es el grupe del cuasispin cuyas

¢z

transformaciones se efectdan en el cuasiespacio de la capa i.

Como se explicd en los capltulos anteriores :



S

(58

Entonces el estado ( 1.53 ) tiene, en cada capa, un ndmero de partfculas y

un seniority definidos. Por tanto podemos escribir el estado ( 1.53 ) de la forma siguiente :
) ™ M 6
407, 4% 5o a5 @ T e

De (.56 ) se ve claramente que la cadena de Racah correspondiente a este tipo de esta-

dos s

Iy
Mlﬂ' Spga. 9 (R.;)
Mag : ! (1.57)
M, Q. SPznt gl‘(gs :

Las funciones de onda clasificadas por la cadena anterior diagonalizan -
exactamente una parte muy importante del hamiltoniano : la parte que corresponde a la
separacién original de los niveles | ( vease fig | ) de una sola partteula ("single~particle

splitting”) y que se puede escribir ast :



Wy = Z & N (1.58),
4

donde Eﬂ es la energla del nivel .

El operador ( 1.58 ) es diagonal respecto a las funciones de onda (1.53) ¢
(1.56), ya que en ellas el ndmero de partlculas en cada capa es buen numers cudnrico.

Se menciond anteriormente que la cadena (1,39 ) o su equivalente ( 1.40)
diagonaliza exactamente en { capa la parte del hamiltoniano Ilamada "interaccisn de apa.
reamiento", que se iratard en detalle en el capftulo siguiente, Se explicd que esto se de-
be a que la fuerza de apareamiento se puede expresar en téminos de T (ec. (1.14)) y su
transpuesto conjugado, que son invariantes frente al grupo SPZ.Qi . Entonces los
estados ( 1.53) 6 (1.568) diagonalizan no sélo W’P‘ sino también una fuerza de apa_
reamiento expresable exclusivamente en rérminos de los invariantes L , I+ para cada
una de las capas; es una fuerza de apareamiento cortada, incapaz de pasar partfculas de
una capa a otra. Si se tiene una fuerza de apareamiento general, que inclusive puede pa
sar parttculas de una capa a dtra, entonces un estado como el (1.56 ) no puede serun —
eigenestado de esa interaccién, porque ésta alterarfa el ndmero de particulos en cada capa.
Se verd en el capltulo siguiente que se puede diagonalizar exactamente una inferaccidn -
como la descrita, si nuestra cadena de grupos contiene al grupo SPza , donde
o= i Qi ~ en la cadena de Racah o bien a su grupo complementario

{
Suz “en la cadena de Helmers. Este grupo S UI, efectda transformaciones por el

mismo dngulo en todas las capas simultdneamente. Nétese que las transformaciones del

grupo S Ug_ ("-) de (.54 ) son andlogas a las que se efectuarfon con el grupo

RB ordinario sobre las coordenadas de la parttcula i, en un sistema de c parifeulos ;



las transformaciones del grupo S UZ. que se acaba de mencionar son andlogas a las que
se efeciuarfan ( en nuestro ejemplo de ¢ partfeulas ) simultdneamente sobre las ¢ partfcu-~
fas, por el mismo dngulo en todas,

h

En esta clasificacidn el ket correspondiente es ;

S 4 4 ,0%M; a7 (1.59),
)¢

donde J representa el momento angular total; o, (ﬂsimen para clasificar totalmente el
estado, 4 esel cuasispin rotal del sistema, obtenido acoplande vectorialmente los
cuasispines individuales d" de las diferentes capasy M es la proyeccion de 3.
De nuevo, por analogfa con =l caso del momento angular ordinario de ¢
partfeulas, podemos escribir inmediatamente los generadares del cuasispin total del sistema

de la forma siguiente :

8, =2534 (1.60) |

Desde luego ,‘S" 3 Sc, S_{ tienen las reglas de conmutacidn ordinarias del momento

angular, Usando [a notacidn de ( [ 59 ), M serd el eigenvalar de S

= (1.81),
2

donde n es ahora el ndmero total de partfeulas y Ll la degeneracién total ;

J(’S + 4,) serd el eigenvalor de
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/S':' =z(_)$51 S_g C o (1.62)
3

2 (1.63).

A la cantidad V de (1.83) le [lamaremos seniority vectorial total del sistema, porque

se obtiene acoplando vectorialmente los cuasispines de todas las capas; llamaremos simple

5oy 7), 10 iy ’ ; o e
mente seniority tofal 110 4 senjority algebraico a la suma algebraica de los seniorities

de todas las capas y lo indicaremos con v :

'U'EZCL'U;; (1.64),

44

Un estado como el ( 1.59 ) proviene de la siguiente clasificacidn de los es-

tados de una sola partlcula, en la cadena de Helmers -

(V) (n)
sU, o R,

R.a> i
s"-m., % (RS)
5\’ 7o) h D g
29 . i
Sp, Q)‘ (Ry)
(V) (vq)"'lve) (J)

(1.65)



- e

donde las cantidades entre paréntesis indican los ndmeros cudnticos a los que da lugar cada
grupo. Ndtese que la presencia de los grupos S P,q. hace que el seniority

t
de cada capa esté definido.

La cadena ( |.65 ) es equivalente a la cadena de Racah siguiente :

i
SPZR: QD (R,)
M,225p, .2 > g

Mo

b (1.66),
Q°(Ry)

W

cadena que, por la ausencia de la parte 2 )"Lm‘ ( que sT aparece en |.57 ),

hace que el ndmero de partfculas en cada capa ne sea buen ndmero cudntico.



- B4 -

§.= Construccidn de las eigenfunciones del cuasispin.

Si una funcién de onda de partfculas idénticas es base para una K. |. del
grupo SUZ del cuasispin, automdticamente lo serd del grupo simpléctico complementaria.
Construiremos entonces las funciones de onda con seniority y ndmero de partfeulas defini=-

dos pidiendo que sean eigenfunciones del cuasispin y de su proyeccidn.
Empezaremos con el problema de una sola capa. Querer construit una fun=

cién de onda de n particulas y seniority v, ¢orresponde a pedir que su cuasispin 5

y su proyeccién M\ valgan :

(1.67)

Como N\ s proyeccién de (5)

) vemos que v &5 Qarsi n espar y
v esnonsi n esnon; ademds O £ U & N

Para empezar, podemos construfr la funcién de onda con la 8 pedida y

de prayeccién minima :

M\‘hf:T (1.68)



Pero esto equivale a tener v particulas con seniority v ; osea, v
particulas sin que ninguna pareja esté acoplada a momento angular cero. Un estado de es

re tipo es, por ejemaolo, 2l siguiente :

, N
\ -_Q v y M= 'ﬂ;n- :juﬁx:z‘_/v(g_b-pf_v)/\)

‘3 v I, x"‘" 2_\+t-u)> 13 Ljd“ J_\m{o>

(1.69)

Esinmediato verificar gque

5,{ (.‘9‘; E-: bﬁ-—v+¢)\o>:o (1.70)

Este estado estd acoplado al momento angular méximo posible con v
particulas : JH“ = —15 v (Qj +1-7) ; los demds momentos angulares compatibles con
el seniority ( & sea tales que nunca se tengan carejas apareadas a cero ) se pueden obte~
ner, por ejemplo, gor acoplamiento directo mediante coeficientes de Clebsch - Gordan .

Para estz fin se puede también seguir un proceso enteramente andlogo a los
procesos sistemdticos que han sido desarrollados para la cadena de grupos
v/u-\" = g'f 2 Q} 36). Hemos construldo un estado de minimo peso en el cuasispin,

lo que significa un estado con el menar nimero posible de partfculas, compatiblie con el
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seniority pedido, Para aumentar el peso, basta aplicar repetidas veces el operador de ==
ascenso S, , hasta tener el peso pedido; o seq, of estado ( 1.69 ) le vamos agregando
parejas de partfculas acopladas a momento angular cero, hasta tener el ndmero pedido de
L 2
partfculas. Recordemos que en el proceso no se altera el seniority, ya que [5 3 5,]'—‘-0.
En el proceso tampoco se altera el momento angular, ya que 5| tiene momento angu-

lar cero. Entonces un estado de n particulas, seniority v y el mismo momento angular

jﬂnx de (1.69 ) es:

\5“ v, ]Mux";“;."v'(ﬂj*i-v)): 1 5:9’1’,/\4:-'3-;& 3 jmx= ;l—v(.ij+(—V>:

= b.: 19+ r b;-vu (5‘)T 10>

ot
(1.71)

Nétese que el proceso seguido es el mismo que se usa en conexién con el
grupo R 3 ordinario, si, doda una funcién de onda con un cierto momento angular y
proyeccién minima, se quieren construlr los estados con fodas las proyecciones posibles.

Si se tHienen varias capas, el proceso a seguir es enteramente andlogo, =
considerando ahora el cuasispin ELI;(_ S y su proyeccién M . Pero surgen aquf’
algunos hechos inferesantes, que es conveniente visualizar antes bajo otro dngulo.

Consideremas un problema de dos capas y supongamos que queremos cons
trulr los estados de cuasispin total definido acoplando estados de cuasispines individua~
les, usando coeficientes de Clebsch - Gordan ordinarios. Por ejemplo, el dnico estado

posible de seniority vectorial ¥'=© y n partfculas es el siguiente :



(72,
24 +4
donde _Q_{ = ;- (capal)
2, ¥4
-Q.J_": ﬁ;" ( capa 2)
Y -(l = 514 +'9"2.1 L

Se ve que un estado de seniority vectorial V= O sdla se puede obtener -
mediante estados de seniorities individuales = Q/' o seq, nuestro estado tiene seniority
VU= 0 (véanse las definiciones de seniarity fotal v y seniority vectorial total Vv des
pués de la ec, (1.63)); entonces en (172 ) todas las parejas de partfculos estdn aparea-
das a cero.

Si ahora queremos un estado de seniority vectorial V=9 y n partfeulas,

tenemos las siguientes posibilidades :

V=0 V=0 E
et n-g =z 2 2y, ﬂ“*ﬂ)]‘-u{)hm)um

iz V.0 _3

) T Fna e

(1.74)




=

' L]
ez na = ) (S B Mm, |2 2 |20ty l““‘
Rt A %

‘_1730"51. MMy I,n.i‘ =j3
(1.75)
v, =2
-2 n-2 2 Q,- Q-2 n-% |.Q4 2.2
b 2( St [RS8 0[5
i h=e
(1.76),

Vemaos que un estado de seniority vectorial V=4 puede corresponder a
seniority v= 0 dbien v = 2; entonces, si bien los seniorities individuales V7 nos
indican el ndmero de partfculas no apareadas en cada capa, el seniority vecrorial Vv
no indica  las partfeulas na apareadas en todo el sistema; por ejemplo, en (1.73)

V ale 2y todas las partfeulas estdn apareadas; ni siquiera el seniority total algebrai
co v nos da esainformacidnya que, en (1.75) v = 2 y sin embargo, si j; fuera igual
9 jg , podrfamos aparear a cero la partfeula no apareada de la primera capa con la par-

tfeula no apareada de |a segunda. El seniority algebraico nos indica simplemente la -

suma de las partfculas no apareadas en las diferentes capas.

Veremos mds adelante que, asf como el seniority ordinario en una capa -
clasifica los niveles de anergla debidos a la fuerza de aparsamiento, el seniority vecto-
rial juega ese mismo papel en varias capas; veremos sin embargo que V o es
necesariamente un buen ndmero cudntice en un problema flsico; veremos que en algunos

casos serd el seniority algebraico v el que juegue el papel de buen ndmero cudntico 10)

Desde luego todos los estados ( 1.73) ... (|76 ) se pueden obtener con
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un proceso enteramente andlogo al que se explicé para una sola capa, Por ejemplo, para
construir un estado de seniority vectorial \/ y, n partfculas, se empieza con un estado

de V partfeulas, para agregarte luega el operador ‘Si , n= V' veces.
—

La diferencia respecto al problema de una capa esid en que ese estado de
minimo peso (V' partfculas y seniority vectorial V) puede contener parejas de partfcu-
las apareadas a momentu angular cero; la nica condicidn que se pide es que sea de mhni

mo peso en el grupo SU, del cuasispin tatal. O sea .

2

R ITITS o wm,
={ T
v Ptrtfduldﬁ

Un ejemplo es el estado ( .73 ) ya mencionado en &l que todas las partfeulas estdn aparea
das. Para constsuirlo debemos partir de un astado de /= 2 parttculas apareadas ¢ cero,

Busquemos una combinacidn lineal de SH y de 5{1 , tal que ;
1

S, (94 +a 5 )lo> =0

(1.78)

Esta condicidn impone

Q= - (1.79)
Debemos entonces partir de un estado que, aparte la normalizacidn, vale ;

Bl D8l T L VID S

iz =
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¥ 4
y aplicarle  n -2  eces el operador de ascenso /5i . En efecto, el estado (1.79 )
2

es idéntico al que se obtiene por acoplamiento directo, si en ( [.73 ) ponemos n= 2, vya

que en este caso

_:;_.s;tzn. ]sz.zzsz> \/—.QT

(1.80)

. ( vease ref. 3, ec. 3.29)

y el estado ( 1,73 ) normalizado es :

Iv‘,:o)\rz:o)'\fzi, Y\=1>-: IJ;—;';--:’—;&>:

Bl E Dl
s L Tl 9 2 a2, =
= o= (a2 %)l

(1.81),
que corrobora el resultado ( |79 ).

Para construir las estados ( 1.74), (175) y (1.76) se parte, respectiva-

mente, de los estados ;



o

(6, B L > DB L 1> [ 6] Jo> (i)

yse lesaplicaluego n =2 ecesel operador de ascenso /S‘L .
2

Para mds de dos capas los principios que se aplican son exactamente los mis

En el capltulo siguiente haremos uso extenso de los conceptos expuestos en
este capfule, aplicados a la interaccién de apureamiento ya mencionada, que es una parte

muy importante de la interaccién entre los nucleones,



CAPITULO I

EL PROBLEMA DE LA FUERZA DE APAREAMIENTO
( PARTICULAS IDENTICAS )

|.= introduccién.

En los espectros de los nicleos cercanos a una capa cerrada y con un némem
par de nucleones se ha observado que la separacidn entre el estado base y el primer nivel
excitada es bastante mayor que entre este dltimo y los niveles que le siguen inmediatamen

bt - . : Pt
te. La existencia de este hecho es notoria, por ejemplo, en los espectros del gq 121
P 240
y del @4 0426 , que se presentan en la fig. 2. Si tomamos como refere.icia el nd-

208
cleo doblemente mdgico BZPJQMG , entonces el primer ndcleo citado tiene 4

agujeros de neutrones ; el segundo, fiene 2 protones

€ (MeV)
) e
. S
4" e
+ ot
& e 2 - —— s
+* ¥
u - ;bzon. c;‘I.lo
82" T2 8y "¢

Fig. 2
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Un hecho notable es que esa brecha no aparece en los ndcleos impares.

La brecha en la energla que se observa en la fig. 2 lleva a la mente un fend

meno andlogo en los superconductares ( la existencia de la brecha no es condicidn necesa-
[
ria, pero st suficiente para que haya superconductividad =~ ).

Histéricamente, Cooper tratd el prablema de dos electrones fuera de la super-
ficie de Fermi y encontrd que su espectro presenta una brecha como la mencionada, si entre
los 2 electrones se supone una interaccidn que sélo actde cuando las dos partfeulas estdn =

g 17) | : p : .
apareadas a momenta lineal nule ~*. Esta interaccidn recibe el nombre de interaccidn de
apareamiento ,

.20 . A B
- De hecho Racah ya habta introducido la clasificacién de los estados por
seniarity ( que es la que diagonaliza la fuerza de apareamiento ) como una necesidad mate
mdtica de clasificacidn.

Debido al éxito que habla tenido fa interaccidn de apareamiento en el pro=-

blema de la superconductividad, se penss en la aplicacién de una interaccidn andloga en

: [4)
la ffsica nuclear

Empezaremas entonces por el estudio de |a fuerza de apareamiento, que tan-
to éxito ha tenido en los problemas de estructura nuclear.
Es posible demostrar que una interaccidn de muy corto alcance entre los nu=

(1.21)
cleanes da lugar a una brecha en el espectro de energlas, como la que queremos describir

La interaccién de apareamiento que definiremos dentro de un momento se
puede considerar como un buen modelo que foma en cuenta la parte de muy corfo alcance

de la interaccidn entre los nucleoras.

Definimos la fuerza de apareamiento de la manera siguiente :



’ -, )

G IR LT ¥y i

(2.1)

(

Se foma G 2 O para tener una interaccién atractiva.

Como se habia mencionado en el capitulo |, & estd expresada en téminos
del invariante I y su transpuesto conjugado .
Utilizando las definiciones ( 1.49 ) para los generadores del cuasispin tene-

mos :

6: QGE Si& S”'.’i’ (2.2),
W

Recordando la definicién de los generadores del cuasispin total ( 1.60 ) se tiene :

6: 26‘51‘8-1 (2.3)

O bien :

F=G[-8%+ 8.(8,-1)] (2.4).

2
Entonces, en una base de funciones de onda en la que S y So sean
diagonales, la interaccién de apareamiento d es diagonal. Recordando que el eigenva
2 .
lor de .5 es 3(3"’4) , con (g: (Q'V)/i y el eigenvalor de 30 es

= (Vl— BYX )/2 , podemos escribir el eigenyalor de 6) como P“v , que



E=0

< i &

serd funcidn del seniority vectorial total Vv y del ndmero de partfculas M :

)FW=--2— n(29-n+2) -—V(zn-V+z)] (2.5).

Desde luego, como M el proyeccién de J , para n par sélo
pueden ocurrir valores pares de V y para n non sSlo pueden ocurrir valores nones de
V , con la condicién V :g m

Podemos entonces debujar el espectro de la interaccién de apareamiento pa_

ra los ndcleos pares y los nones, como se muestra en las figuras 3 y 4.

Eega~tsd Ecen_V=2
V=o J=0 E=z0 30 J=0 V=0
“:O n.:.a h?-‘-}



E—Zﬁ(l?l-———
E=6@y_Y=3 E=G@-1)
J"i‘)i’.y"' E‘o V-i J:il)jl)"' E='° v={ J'ﬂ-uf,!"‘
m=4 n=3 m=g
Fig. 4

En las figuras se indicd el saniori\ry vectoral V. ., que es el que aparece
directamente en la ec. ( 2.5) para los eigenvalores del apareamiento. AsT como en =
(1.73) el estado de V=0 en dnico, se tiene el mismo hecho en la fig. 3; el estado
base no estd degenerado. En la misma figura el nivel indicado con V:i contiene esta
dos con seniorities algebraicos cero y dos y sus correspondientes momentos angulares ; to-
dos estos estados estdn degenerados. N&tese que hemos graficado los eigenvalores de la
interaccidn de apareamiento exclusivamente ; si introdujéramos en el hamiltoniano una
separacién de "single - particle splitting" como perturbacién, se romperfa la degenera—
cién mencionada y tendriamos un gruco de niveles bien separado del estado base ; esto

nos da la brecha bien conocida de los ndcleos pares .

En la fig. 4 el estado base { V' = 4 ) estd degenerado, ya que se puede --
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formar con una partfcula en el nivel d“ , 0 bien en el jz. , etc., més (n ~1)/2 pa-
rejas acopladas a cero. La degeneracién de nuevo se debe a que en nuestras capas no
hemos considerado el "single - particle splitting". Al introducirlo, se ompe la degenera
cién y tendremas ¢ = | niveles ( si hemos partido de ¢ capas ) cercanos al estado base.
Vemos que para n impar nd hay brecha de energla, tal como se observa experimentalmen
te.

Vemos entoncas que la fuerza de apareamiento es un buen modeio pam ex=
plicar algunas caracteristicas de los ndclecs cercanas a una capa cerrada. Si suponemos
que los nucleones se mueven en un patencial comdn, como en el modelo de capas, tendre

mos que resolver el problema de n nucleones regidas por un hamiltoniano del tipo :
H:EE-N- + & (2.6),
2, &1
)

donde las Eb son las energias de los diferentes niveles del potencial comdn, en el que
se mueven las particulas en un modelo de partfculas independientes ; g es la interac=
cién residual de apareamiento. Ya hemos visto que una base de funciones de onda clasi=
ficadas come en ( .53 ) diagonaliza exactamente la 1= parte de H; en cambio la base
(1.59 ) diagonaliza g ; desde luego, como 6; no conmuta con 2 E‘i NJ ,
no se puede encon-trar una base que diagonalice simulténeamente las dosspcﬁﬁ.

Se han ideado varios métodos 2’)pcm:: resolver aproximadamente el hamilto-
niano ( 2.6 ); trataremas algunos de ellos en las sacciones siguientes. En la seccidn 2
veremos la solucidn aproximada del hamilteniano ( 2.4 ) mediante la aproximacién de
bosdn, que da resultados razonables cuando el nimers de partleculas del sistema es muy ~

pequefio comparude con la degeneracidn de los estados. Para un ndmero arbitrario de
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particulas, la aproximacién de bosén no se puede aplicar y se puede entonces usar el esque=-
ma de cuasiparticulas libres para tener una aproximacién mejor, segiin veremos en la seccién
3. Estos resultados se pueden todavia mejorar, mediante la aproximacién de cuasibosén, que

se verd en la seccién 4 .



P

2.~ La aproximacién de bosén.

Como se explicard en detalle en este capitulo, la aproximacién de bosén con
siste en considerar a una pareja de fermiones aproximadamente como un bosén ; veremos
que esto es razonable cuando el ndmem de parttcules del sistema es muy pequefo compara~
do con la degeneraci6n total de los estados en lorque se mueven dichas particulas.

Empecemos definiendo unos operadores que crean o que aniquilan dos partfeu

1 i 2 21), 28)
las situadas en la misma capa | y acopladas a momento angular cero :

A; =+[v 6], | (2.70)
Aﬁ. "='--$2':[55 Lﬁ] = {2 |
5

Comparondo las definiciones ( 2.7 ) con las de los generadores SL‘) del

cuasispin en la capa j, fenemos :

LRt
A3 J—':a 14 (2.8¢)

A‘i = \(-;?) 5—15

(2.80)

Y ;
Los operadores A y Aﬁ difieren respectivamente de 545 y S"j por

una constante; esta nueva definicién nos va a permirir escribir el conmutador entre AB

y A‘ de una manera que, posteriormente, va a ser muy importante. Dicho conmuta=

dor vale :
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[A‘,A}]:gé? (i-—:’-_j-) (29),
]

o Am
donde N‘.! =2 bﬁ“‘ b es, como siempre, el operador de ndmero en la capa
L]
j. En réminos de estos nuevos operadores podemos escribir el hamiltoniano ( 2.6 ), que -

consta del “single = particle splitting" mds la interaccién de apareamiento, de la manera

siguiente :
H=2 &N, -admm A% A (2.10).
4 iy

Para empezar, consideraremos el problema de dos parttculas que se pueden
mover en ¢ capas de un potencial comudn, regidas por el hamilteniano ( 2.10 ). Empeza-
mos con este problema, porque el resultado exacto para los niveles de energfa se puede ex
presar en una ecuacidn implfcita sumamente sencilla, que pemite inmediatamente el estu-
dio cualitativo de dichos niveles. Ademds estos resultados nos servirdn'de base para tratar
el problema con un ndmero mayor de partfculas, dentro de la aproximacién de bosén que

definiremos mds adelante.

Los elementos de matriz de 6 entre estados de dos parficulas valen :

<£454)£2-53,7 JMlgl£:3: )21{ 5£)1M> ™

=-0 Q3¢Q‘1¢' S‘;re!. 83119.6‘;:21.’ 65.{5';,63’0 S
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Consideremos enton-ces la matriz del hamiltoniano { 2.10 ), cuyos renglones

y columnas corresponden a astados del tipo :

‘Qiﬁl')glii) jM> (2.12)

Porla ec. ( 2.1l ) se ve que hay una submatriz difzrente de cero y no diagonal, cuyos ren-

glones y calumnas corresponden a los estados :
|2, 4§ , 00> (243),

Fuera de esta submatriz tendremos solamente elementas diagonales, que valdrén ;
" ' : £ I : (2.14)
Q,‘E(M)Eliz)jM ! H’g450)‘eiﬁl/JM>“ Eg(& o Ei,_ i ' i
1

De (2.1 ) d ( 2.14) hemos escrito los niveles de una sola particula como
( i& ), para enfatrizar el hecho de que la fusrza de aparsamiento se define diferente de
cero sdlo entre estados con J = O v por tanto '1= i'l. b ﬁ.: = d-‘L{ { eco ( Zad1) )
con la condicién de que ‘Q‘ = f-t y ‘E( = ‘E; . Entonces en ( 2.4 } tendremos:
| Y valares de J  diferentes de cero y 2) valores de = 0 i d* = d':‘ , perc
con -Q‘ ’-}é‘az y Caso que carresponde a |as dos partfculas en capas diferentes.

La dnica parte que hay que diagonalizar es la submatriz correspandiente o
los estados { 2.13 ); sobre ella nes concentramos ahora.

Un estado normalizado del tipo ( 2.13 ) se puede escribir como :

A; |o> (2.15)
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y un eigenestado de nuestro hamiltoniano serd entonces de la forma :

%=2Q5A;‘°> (26,
b]

Ty
4

Nétese que ( 2.16 ) describe solamente algunos de los eigenestados con J =0 de nues-
tro hamiltoniano; los otros estados tienen una energla conocida ( dada por ( 2.14) ) y co=
rresponden a la submatriz diagonal.

El efecto del hamiltoniano { 2.10 ) sobre el estado ‘# de laec.(2.16) se

puede calcular inmediatamente :
i * *
Hy = ;’ (9'0‘455 ¥, G{Z«J&iszj %)Ad lo> = EJZQJAQ o> .
Por independencia lineal de los diferentes A‘: IO> , tenemos :

g —GZJ.Q;Q& Q; = Ea’i (2.17)

3 { 2.18),

Q; =—§Tszﬂ% (?\Bz_,, a‘->

De aqul se obtiene la siguiente ecuacién de eigenvalores :

Q .

w0 gL
G 2 E -2 B,




En la deduccidn de esta ecuacidn se ha supuesto :
i a2 #o0 (2.20),
§

ya que se fuvo necesidad de dividir enfre esta cantidad. Es posible demostrar que si tene-

mos un problema con ¢ capas y ninguna estd degenerada con Otras, entonces la condicién
&)

( 2.20) se sigue necesariamente, para todos los eigenvectores ad , donde el Tndice

(k) numera los eigenvectores. En este caso las soluciones de { 2.17 ) nos dan los ¢ eigen~

valores de nuestra matriz de CXC . También es posible demostrar que si en nuestro es=

pectro de una sola particula hay grupos de niveles degenerados, con energios €, E’, snay

respectivamente, ( Fig. 4 ) ,

%o im
% i
El= E‘:E;=§, i"difdg
fg—— ‘.S
€626, i,
§ i,
&

( Fig. 4)

entonces la condicién ( 2.20 ) hace que la ecuacidn ( 2.19 ) nos describa sdlo algunos de

los sigenvalores de la matriz de € XC ; faltan los eigenvalores 2€ €7, etc., porque

se demuestra que para ellos los eigenveciores cumplen za“ rﬁ; = O . En

resumen, { 2.19 ) nos da todos los eigenvalores de nuesfmipmbhmn que podrfamos [lamar

“no triviales". Sabemos camo obtener las demés: los que provienen de 2 a.a- jﬂ_J =0
d

valen3E, 2§/, etc. y los que provienen de la submatriz ya diagonal ( 2.14) valen
g
E‘Q"l E‘tdl



Las saluciones de ( 2.19 ) son los puntos de inferseccién que se muestran en

lo fig. ( 5) con un pequedo clrculo.

b Q5 A 2e, 2 ST
i E--if;‘

m w

ey

Fig. 5

Se ohserva la depresién caracteristica de la energla del estado base, respecto

a los estados excitados.
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Los niveles de energia de nuestro problema de dos partfculas son entonces los
circulitos de la Fig. 3, més los niveles del ripo EJ + & . segdn se ha explica
1
do.

Consideremos ahora el problama general de p parejas de particulas regidas
por el hamiltoniano ( 2.10). En aste caso los elemantos de matriz de H entre estados con
o ?é Q no son necesariamenta nulos; es enfonces necesario considerar la forma mds
general posible de estos estados. Para este fin es muy conveniente generatizar las defini-

+ 3
cianes ( 2.7 ) de AJ y A , para poder disponer de operadorss que creen y

que aniquilen parajas de partfculas situadas en capas cualesquiera y acopladas a un momen

fo angular J  arbitrario. Definimos enronces los siguientes aperadores:

+

I

+'T

v A
{+8“ % '4'. M (2.2a)

Aﬁl!iijM 2 v DD’M 5&5 IM

11*5 (2.21b),

+
’ - - [ _» =
Estas operadores se reducen a A -y A raspectivamente, si en las definicio-

3

nes anteriores hacemos i‘ = d:' = g , J=M=0 ., Enlanotacién de (2.21),
+ : + jioo s
AJ Y Aﬁ se escriben AH 0o ¥ A , respectivamente.
En términos de los operaderes ( 2.2( ) se puede sscribir la funcidn de onda

mds general posihle de 2p particulas de [a manera siguiente :
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i oA LR A
- J' 7 P o T i o)
G 3 T M 1 T 4 { >
Jz‘{jlnl &‘3‘ Tal 'lLJ IH;- JP\" Jer
JI.S-LI-AML l,,.!; T4,
iy M (2.22) |
Por ejemplo, una expresién como

10 b‘:w bt L \o>

) e

se puede escribir como :

I 1 L TH!
(”31"1;)(**54';3;) ZQ‘SLMM\INXEJSHW; W"(J-’M>A+i { mAdl 2 |
Tk g
Tm’
y a partir de ella se puede construlr la funcién de onda mds general posible de 4 partfculas.
Supondremos de ahora en adelante que ordenamos los niveles ( «QJ ) de una
sola porticula de alguna manera ambitraria; por ejemplo, podemas decir que (-QJ) < @37
si en la pareja (—2'11) i.-j-/), el {er. ndmero diferente de cero que aparece es negativo
y que (-QJ) o (zljl’ si f: £ 4 ¢ d.= JI . En la convencién que hemos segui_
do ( por brevedad de escritura ) de indicar (ﬂ‘} ) simplemente con é 2’ ")
simplemente can 3‘/ , escribiremos '5 é A‘/ cuando se cumpla (’EJ) (B \] )
en el sentido arriba indicado.

Habiendo definido el orden, convenimos ahora en usar exclusivamente los

9 e ok
operadores el Wra con <4’ ( diremos que las -
WM Y <1

. ’ -
5 S estdn en orden creciente ). Por un lado esto es suficiente, ya que :



+ 5+J 7
Adi’m syets) Aj’:,jM (2.23)

A‘SS'TH = oty i+~ A‘S’.‘:‘JM (2.23)

«
Por otro lade, debemos usar sélo operadores con las 4 S enun cierto orden ( hemos ele
gido el creciente ), para que las reglas de conmutacidn entre ellos tengan la forma que

anofamos a continuacidn :

B A 0 b 1 b

fsilJM

b 4

'.H-H Jg*'.l-.-, .((2.]1-4)(.1]'4-{) 2 (TTI-M M’II (M- M)>

J(u— 5,,) (1+554,) Val+t

T

P
SR o iy 5, b,

(3 w %
54131.\’3\_* Gsr1i (8, b, ]

N SM‘ Jt_l__W(le:r 1j,) b‘-\;‘llfﬂ‘ 5

: (2.24),
+ 511&;. .—__W (515 "]) é;]Lb@‘ bﬂ ] (H'_H)]}

!.;-tl

11 T (M'-M)

1 (M=m)
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Como referencia, reproducimos aqul’ las reglas de conmutacién (2.9 ), que

corresponden al caso : 4 = 52‘ - ﬁ y 44‘/:32/ " f;l ) F=5'2 M=M= 0

jjoo + ]_ _’_\J_x_) p)
[A y Airjos] = (i' 5. 55' (2.25),

$

Por las reglas de conmutacidn ( 2.24 ) vemos que la aplicacién de nuestro
hamiltoniano { 2.10 ) a una funcién de onda de n partfculas escrita en téminos de los -
+
operadores A. Wk es una ftarea sumamente laboriosa. Es necesario en este
zcaz M
punto introducir alguna aproximacién para facilitar la solucién del problema. Hemos men
cionado al principio de este capltulo que se espera que un hamiltoniano del tipo ( 2.10)

describa algunas de las caracterfsticas de los ndcleos cercanos a una capa cerrada; si en

nuestro tratamiento nos restringimos a esté tipo de nidcleos, podemos tratar de resolver el
problema de pocas particulas moviéndose entre una capa cerrada y la siguiente de nuestro
potencial comdn. En este caso podemos afimar que el nimero de particulas es pequefio
comparado con la degeneracién de los estados comprendidos entre las dos capas cerradas
mencionados .

Se ve entonces que puede ser de interds abordar el problema de un nimero -
de partfculas pequefio comparado con la degeneracién de los estados. En este caso hace-
mos la aproximacién de despreciar el témino Nj /Q,} en laec.{2.9)yel conmu

tador se reduce q :

ijee + o
[A > A&'&’003 e 8,‘3' (2.26)

Vemos que ( 2.26 )es precisamente la regla de conmutacién de los bosones; por esta razén
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11y, 21y, 26)

la aproximacién hecha se [lama "aproximacidn de bossn™ .

En el 20, témino de ( 2.9 ) aparece el operador de ndmero

S o
= ; lD+dm 1‘53 = 252\5 [ba lﬂélo 3 y su presencia se

debe a la estadistica de las particulas, que impide que una pareja de fermiones sea rigurosa-
mente un bosdn; el efecto serd el de provocar una dispersidn an cada partfcula { “single -

ST i rb*'b ; :
particle scattering" ), representada por LP§ ©f )y i seesperaque ssta dispersidn
sea pequefia si las pocas particulas presentes fienen mucha "espacio" pam moverse ()
grande ). Andlogamente, en ( 2.24 ) aparscen t&minos dal tipo [L“+ (C) /]

¢ . cgan e, s 2 T 103 G2l 110 ¥y b ?
’ 3 T84z (Mm)

que de nuevo representan una dispersién de las particulas y despreciamos astos t&minos por
las mismas razones ya apuntados. Veremos en el capftulo IV gue es razonable despreciar =

esos téminos cuando la interaccidn enfre las partlculas es de corto alcanca. Con sstas --
AT A
7 7 i ’

r N g

cumplen aproximadamente las reglas de conmutacidn de los operadores de creacidn y de ani

simolificaciones, todos nuestros aperadores

quilacién de bosones :

ﬁ"in‘TM + 3| Tl,‘(—j r-M “
[A Aﬁﬂjm] a, 1 9 el

:' M

Vemos entances que denfro de laaproximacién de bosén, el operador

Fiiien
§,TMm

+
actuando sobre una expresidn del tipe (1 2.22) ( funcién de A ), cuenta

14'T™M

+
el ndmero de bosones A W presenfes.
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Por ejemplo :
g TM 44,7 M/ -
+ 2
i 2 0>
Vemos enfonces que dentro de la aproximacién de bosén, y para un sistema -
con un numero par de particulas el témino 2 EJ NS del hamiltoniano, actuando so_

bre una expresién del tipo ( 2.22 ) es equivalente a :

A, TM
EEJNJ ———)E(E +Ey )A lﬂMA (2.29)

j&]’M

Por ejemplo, usando el mismo ejemplo ( 2.28 ) se tiene :-

N | DERORRIC
) A A A S 0= 26 ) (B 10

{{ap

Por consiguiente, si aceptamos la aproximacién de bosén, podemos escribir el
hamiltoniano ( 2.10 ) de la siguienfe manera :

H= ZL(E SADTR TP T :o] o i

B,
T (2.30) .
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O bien :
H.,_ZI ¢ 53,IM
H = 2 V;”. u‘,mA (2.30),
A,
IM
donde

34,7
Vs,a,,: = (g + &) a;‘ L4~ GVeg 8'3! i, Q-

(2.32),

Vemos de inmediato que ( 2.31 ) es la expresién en 22 cuantizacién del hamil
toniano de un sistema de bosones independientes sujetos exclusivamente a un potencial de -
una sola particula; es decir, un potencial de la forma é Vl. , donde ¢ esel .
dice de partlcula y se tienen p parifculas ( p bosones :;t:uaslm problema ). En (2.31)
vemos que nuestros bosones estdn sujetos solamente a un potencial como el mencionado y no
aparece ninguna interaccién entre parejas de bosones. Esta es realmente lo gran ventaja que
se obtiene de la aproximacién de bosén.

Nuestro objetivo es chora diagonalizar la matriz ( 2.32) : " V:‘:"Z " ;
para tener un hamiltoniano de bosones independientes, moviéndose en un potencial comdn, -
cuyos niveles de energla van a ser los eigenvalores de la matriz mencionoda. Para diagonali.
zar esa matriz, es conveniente presentar su forma, aunque sea esquemdticamente ( ver fig. 6).
En esta figum se indican con cruces los elementos ié O . Vemosde (2.32) que los blo
quesde T$¥ O son diagonales y sus elementos son del tipo (qu + Ea‘z) . En el
bloc-p.le J= 0 hemos vuelto a indicar en la figura los estados originales de una sola particy

la con ( X,s ), por claridad.
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Como ya sabemos, el 20. témino de ( 2.32 ) se escribe, en esta nofacién ast :

-GVQ.,"Q,’ g«.,’,),u,s,) 5(65,),(&1}‘) 3

3 Jo

I 1 , . : 7 ]
b, Bdy 1 N=h,
: |
LOET 2= i :
9-5.315, & l" t" #‘e"' |
XENAX % X% I
el ¥IEURK X! |
§= 3y [oexxxxxy |
X XXX
£‘=lg, :;:::ixirZ |
e | BLOQUE
:"‘ - |
Lo P J=@
b d ot
7 R
el s, it 1o Wlpre i :
) xx |
G 4 fiod '
bl . Al
le&‘, e | x‘l
Lo
» BLoques
x
x
X
x
x J#0
l_x ——————
Ix
B
] A
| X,
| X
Fig. 6
Entonces, en ol blogue J = O , este témino no contribuye a la parte A, # fe .
‘tj ¢ ‘20 , parte que serd de nuevo diagonal, con elementos del tipo
83 + €52. Finalmente, el primer bloque de la fig. 6 es el dnico no diagonal,

con elementos dados por :
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V.i." = 2§, 5“-, e GVS?_J-SAJ-, (2.33).

f{o

Regresemos ahora a la ec. ( 2.7 ), con la que se calculan los eigenvalares

del problema de dos particulas. Por comodidad, reproducimos aqul la ec. ( 2.17 ) :

2650 - G) (gga; = £

Esta ecuacidn se puede también escribir asi :

2(15‘1. o — @R, a, =Ea,
.

L J

Usando ( 2.33 ) obtenemos :

iio v |
b . = : 2,34
;,V“,O a;, = E, (2.34),

Esta scuacidn nas dice un hecho muy importante: la dnica submatriz que te-

nemos que diagonalizar an la fig, 4 fiene exacramente los mismos eigenvalores y eigenvec

tores que la submatriz no diagonal del sroblema de das parficulas.
Entonces los eigenvalores de la matriz de la fig., 4 son las intersecciones de

la fig. 5, mds otros triviales que, como dijimos, son del rigo £ +»&
g- 9 que, | ' ; j' 52,

Para rener una notacidn cdmada, designemas con t‘J al g=4simo aigenvalior del blo

i
533

elemento (, i, j,'_')') del sigenvectar correspondiente. Supondremas que nuestros =

que de moments angular J , en la matriz de la fig. & y con Q al

eigenvectores estdn ortonormalizadas,



En esta notacién tendremos :

5.7 -1 - 4

Por comodidad, vamos a definir los siguientes operadores :

+

+ 3 *
. = ( 2.36a)
Bijgon ; Riis Agam
i g v
AQ’ . = 2 CK,J- i7 Ag’m (2.36b)
g 3dy

Substituyendo en ( 2.3| ) obtenemos la siguienfe expresién :

bt o _13M
H =2 Ei,AQ{mA (2.97),

13#\

Este es el resultado que querfamos obtener. La expresién { 2.37 ) es un ha-

miltoniane que describe un conjunto de bosones independientes, moviéndose en un poten

cial comin con niveles dados por E;I . Como se ha indicado, algunos de estos ni-
veles son los que se indican en la fig. 5 para el problema de dos partlculas, y los otros son
del tipo ( 5'5‘ + 651.) . Basta entonces colocar nuestras p bosones en todas las
formas posibles en ese pozo comdn y tendremos todos los niveles de energla del sistema.

Dentro de la aproximacién de bosén, los eigenestados de nuestro hamiltonia



no serdn entonces del tigo :
i b o -4 -
- PR ‘ 0
f A‘:‘r‘r. M, A A 1o (2.38)

9,7,My 5 My

Se pueden luego colcular cambiraciones linecles apropiadas de funcionas de
]
onda del tipo 4/, para rener

fados con momento angular total definido.

Regrasemos al problema de los niveles de energla.  Si renemos p parsjas de
partfculas, o sea p bosones, &l esiudo base se conseguisd colocando las p bosones en el
nivel mds bajo del potencial comiin E?rj de (2.37 ). Sillamamos £_ la energla
del estado base de un bosén ( el primer circuliio de {a izquierda en la fig. 5) v &=,

la del estado base de nuestro sistema de p baosones, tenemos :

Es interesante calcular explicitamente esta cantidad, como funcién de la in-
tensidad de la fuerza de apareamiento y de las energias originales  &. . Reproducimos

aqul la ec. { 2.19 ) para 4 bosdn, que es la que nes va a servir de base :

E (S¥F
-4 = ! (2.39)
G E - 2§ -

d

Como hemos visto, esta ecuacién se pusde resolver pama E grdficamente, o
bien numéricamente. Para tener una expresidn expileita para E es necesario hacer alguna
supesicidn extra. Para tener una idea cualitativa del comportamiento del estado bose, va-

: E AR ’
mos a suponer que nuestros niveles Eb ferman una distribucién continua desde €
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hasta §” ; llamemos ?’<£) a la densidad de niveles | en la energta &

en vez de 83- pongamos & v en vez de QJ , (&) ; podemos substituir

la suma en ( 2.39 ) por una integral :
Ef’

_d e hBilo# (8 de
G E-2¢

EI

I

’ ;
Pero  SL (£> ? (€) & la densidad de parejas de estados en la energta &
ya que cada nivel | contribuye con QS estados. Llamemos ? (E) a dicha densi

dad de estados :
E/P

olo= a (&) ¢'Ce) jg(e)de =

é‘l
=P (e)de
G
&’

Como ejemplo, vamos a resolver el problema de una densidad de estados cons

Tenemos entonces :

tante ; g\)(f—,) = ? . Tenemos :

e
- de
e Jae
é‘l
Definimos la cantidad
Yl = __{_'_ (2.40)



=T e

2de _ o ’ 26"-E
= T

2"'}( = e

£

Si nos interesa la enargfa del esfada base E = . , vemos de la -

e

fig. 5 que L, < 2E€ ’ siempre ; desde luago se sigue o2 # ; para

E = £, podemos entonces suprimir las barras de valor absolura y tenemos ;

E! 2’{ 6//
s HEELS (2.40)

21 -4
Si G—o0 , enfonces fL — OO y £, —> QE G
i Q— @ , enfoncas "\ — Q y £, g <

como se puede abservar en la gréfica de la fig. 5.

Utilizando la definicién de las funciones hiperbélicas podemos escribir :

£ = Slng” =T899 Ct%ﬁwt (2.42)

Lo anergfa del estada base de ¢ bosones, v sea, n = 2p partlculas, es enfonces :

=3 :[(£’+E") = LEvign) Jﬁfa Y’L]-;—\"— (2.43) .
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Esta f6rmula coincide precisamente con la que obtiene Beliaev 14) para el caso
de una densidad de estados constante, si ademds se considera M <L . (ec. (63)
de laref. 14)).

Vamos a calcular ahora la energfa del primer estado excitado respecto al esta
do base. En el estado base se tienen los p bosones colocados en el estado més bajo del =
problema de 2 partfeulas. La primera excitacién se obtiene sacando 4 bosén y colocdndolo
en el primer estado excitado : o sea, con energla 2 £’ . La diferencia de energfas se-

rd entonces :

E1 - 251_ 'ea

(K - 1) (et

Si calculamos la energfa de dos cuasiparticulas utilizando la ec. (4% ) de la
ref. [4) ( Beliaev ), para una densidad constante de niveles y usando W /F_ << 4
obtenemos exactamente el resultado ( 2.44 ).

Es interesante ver a qué se reduce ( 2.44 ) para el caso i"k{(’ 4 ; se

tiene : i ~_-
t&"\ T
= (E”—E’)?G
(E”— fl) P: S

A (2.45)

# ’
Para el caso totalmente degenerado, podemos pensar que E7~-€

se va reduciendo va aumentando, manteniéndose (E g = 0 , la
Y



il =

degeneracidn total; si ? aumenta mucho y si suponemos que G es suficientemente grar
de, tenemos precisamente el caso 53 G >> 4 ; oseq, Vl <l d y lo ec
(3.45) es aplicable. Veremos en la seccién siguiente ( ec. (2.86) ) que el métode de las

cuastparticulas da el siguiente valar para la energia de Vv cuasiparticulas :

E

W
v =GR,

de modo que la energfa de dos cuasiparticulas es precisamente la que nos da la ec. ( 2.45
calculemos ahora los eigenvectores correspondientes o los diferentes eigenve -

lores que nos da la ec. secular ( 3.12 ).

De { 2.18 ) obtenemos :

o = ST

Qi E_gea (2.46;,

-4 :
2% o,

La ec. ( 3.47 ) nos da entonces las componentes del eigenvector normalizado, si se conace
E correspondiente; las otras cantidades que intervienen en( 2.19 ). son conocidas.

Como CL: erun las componentes del eigenvector nommalizado, tenemos

4

[0 5 C‘i"

b} r“—“\; 0(;

Utilizando ( 2.46 ), la suma que aparece en la ecuacién anterior se puede e

presar como i
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2
20‘; =2 B 2L
; : (e-2¢Y

De nueva podemos aproximar la suma por una integral, calculada desde £ 7

haste €7  y tenemos :

2 GEC
o =
,32' 4 \/(2 £-)(26%-€)

Entonces las componentes del eigenvector nermalizade, correspondientes al

eigenvalor E son :

(2¢-E)ae-E) Ja;

) 7 E - 2¢

(2.47)

Como comprobacidn, supongamos que tenemos el caso fotalmente degenerado:

El= 7 = EJ = £ y Vé 1 Enmnces(2;47)m=du:

/-Qi
O.‘- i (2.48),

Sabemos que en este caso la ec. secular ( 2,19 ) sélo nos da el estado base

del sistema de 2 partfculas. En vista de ( 2.48 ) podemas enfonces escribir :



s

IO)EGEEN5|0>=J-§§SH[O>

H:o):\/—é_- 8110> (2.49),

que como ya sabemas es precisamente el estado base normalizade de 2 particulas en 2l caso
. ] : ; C]
totalmente degenemdo. En el caso geneml sin degeneracién, las componentes CLﬂ

del eigenvector dal esrado pase toman una forma muy sencilla si se hace uso de la ec. =

{ 2.42 ) para la erergia €, correspondients :

(280,

O bien : a: ;Q\/_b_—_'l__ V325
MV{ Gﬂv((i-f%gr{)“.‘l(sj-f‘) (2.51),

Si definimos

--+ . +
AT= 2 O‘iAa' (2.52),
b
entonces el asrado base del sisrema de 2 partfeulas es :

o) . = Atlo) E2)

23
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y, dentro de la aproximacién de bosén, sabemos que el estado base de n partfeulas ( n, par )

estd dado por :

= @I

Calculemos ahora el ndmero de partfculas que en promedio se encuentran en

la capa é , cuando el sistema estd en el estado base ( 2.54 ) :
i = (ol Njlo) (2.55)

Se tiene :

vt o2
e W m(ai) (2.56)

Substituyendo el valor de CL; que da la ec. (2.50), se tiene :

2
2,
m o= m- G = 3 _
4 M’“v[ (e,-2¢) )

Podemos ahora comparar esta expresién con la que se obtiene del frabajo de
I :
Belyaev . El ndmero promedio de partfculas en la capa ) estd dado, segun veremos
VR R o .
en la seccién siguiente { ec. (2.80) ), por 2 Qa\/ﬁ ; esta cantidad se puede
calcular usando la ec. { 55 ) que Belyaev da para el potencial quimico ‘)\ - ylaec. =
( 57 ) para la cantidad & % luego se desarrolia en serie el resultado, conservando

solo el témino lineal en n, se tiene exactomente la expresién ( 2.57 ).
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Es interesante utilizar estos resultados para escribir en una forma un paco di=~
ferente la energla E-e (ec. (2.43) ) del estado bose de n partfculas. Queremos es-

eribir Ee de la siguiente forma :

Eo "_'Wa + t-g’ ’
dande definimos M coma :

- '-.-. .58)
WQHZ &My (2
b}

y de aqul queremos calcular =l valor de E{? . w va a ser entonces la contribucién

que dan al estado las energias ) de una sola partfeulg ; si no hubiera fuerza de apa-

i

reamienta, M serfa simplemente Y\ £ e ya que todas las partfeulas estarian en el

nivel mds bajo €’ ; debidoala presencia de la interaccién, la superficie de Fermi ya
no presenta un carfe tan nefo, sino que se difunde; este efecto la toman en cuenta las can
tidades m, que aparecen en ( 2.58 ). Substituyendo el valor de ’Tf-\.é que da la

bl
ec. ( 2.57 ) se calecula Wn y, de agul, se obtiene E _ . El resultado es el siguien.

¢

e

r( (2.59)

14
Si consideramos la ec. ( [15) que da Belyaev ) y hacemos como siempre =~
"'\-/.Q_ L&A, los primeros dos términos dan precisamente la ec. ( 2.59 ) que acaba=
mos de obtener; el tercer término de la ec. ( 15 ) de Belyaev estd conectado con la inte

racciédn cuadrupolo=cuadrupolo, que mo hemos considerado en nuestro andlisis.



Vemos que la aproximacién de bosdn da resultados satisfactorios para un siste
ma de partfculas moviéndose en un potencial comin e interaccionando mediante una fuerza
de apareamiento, cuando el ndmero de particulas es pequerio comparado con la degeneracidn
de los estados de una sola particula que se estén considerando. Para un ndmero considerable

de particulas hay que utilizar otros métodos, Veremos en la préxima seccidn el método de =

las cuasipartleulas libres.



3.- El método de las cuasiparticulas libres.

Este método es la aplicacidn directa a la fisica nuclear de las técnicas usa-
das en la teorfa de la superconductividad para resolver un hamiltoniano del tipa ( 2.6 ).
La aplicacién de la teoria B.C.5. a los nicleos fue mencionada por primera vez por Bohi

28) 14)
Mottelson y Pines y entonces Belyaev  llavé @ cabo un estudio cualitativo de sus
consecuencias en varios aspectos de la estructura nuclear. Posteriormente Kisslinger y
2) ; - : . 54 s
Sorensen [levaron a cabo estudios cuantitatives, aplicando la reoria del apareamient:
a los ndcleos esféricos.

Usare 25 aqul la-nomenclatura de partfculas y de cuasiparticulas en el senti

14) 1) ] kN
do de Belyaev ° y de Bayman . Daremos despuds las razones fisicas por las que los
creadores de la teoria de la supercenductividad prefieren usar una nomenciatura un poce

17)
diferenta  y, en cierto sentida, un coco mds pracisa.
Hemos definids en 2l primer capitulo los operadares de creacidn y de aniqui
b, £
lacién de partfculas : ﬁw 5y O . Vamas a efectuar sobre estos operadores la

transformacidn ordinaria de Bogolivbov 22)_ Valatin 23) , aue define los operadores de

creacidn y de aniguilacidn de cuasipartfculas :
+ - L +. - -
B ym = Y bjw = Vs E’a"
L L T
ST Am
Tolu
donde ( ﬁ dm .JI - @ Y

g
i 287 Py

como en (1.12), En( 2.40 )se tiene la condicién :
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2
g R 4 (2.61),

con lo que se asegura que la transformacién sea candnica, en el sentido de que conserva las
. § . t i
reglas de anticonmutacién de Fermiones para las p g-w‘ y p

{p;h 7(32,.“,_} = {ﬁfi“ﬂ, Pé’m’} Lo )
(o 7= B8 s

24)

Cabe mencionar que Carmi estd investigando la posibilidad de una trans-
formacién no candnica, de manera que los operadores de creacién y de aniquilacién de =
cuasipartfculas no tengan ni las reglas de conmutacidn de los fermiones ni la de los bosones.
Su argumento se basa esencialmente en el hecho de que una cuasiparticula es una particula
“vestida" por la interaccidn y a priori no podemos afirmar nada acerca de la estadTstica que
debe obedecr.

Podemos escribir la transformacién ( 2.60 ) en forma matricial :

+ 2%
ﬁ‘jn Uﬁ ..\[3. bﬁ“

B/ A% U/ \bg

(2.63),

+
Recordemos que baw\ y baw son las componentes l/_? y
o ‘1/2, , respectivamente, de un tensor de orden (,/2 en el cuasiespacio de la capa g .

En este cuasiespacio podemos definir 3 ejes f’ 3 Vb " gﬁ y podemos hablar de



rotaciones de los efes, definidas por 3 dngulos de Euler : @, (alrededor de Ca. i
194- ( alrededor de l?f oy «'i (alrededor de £ ) ( stos 3 angulos de -

Euler se han definido en el enismo arden de [01,97) de Rose 3), pdg. 50 ). Enronces

( 2.63 ) corresponde a una rotacidn en (os ejes del cuasiespacio de la capa 9 por los

dngulos de Euler siguientes :

@.

P ook
4 Lr‘l

3
=

L T

y

g

@‘/z
( Compdrese la matriz 2 x 2de( 2,43 ) con mm’ de laref. 3), ec. (4.54)).

Veremos que, en general, los pardmetros Lr’ 5 \'g varfan de ca
pa a capa. Entonces la transformacién de Bogoliubov corresponde a una rotacién en ef -
cuasiespacio de cada capa, por un dngulo 193 distinto en cada una de ellas. Si tene
mos ¢ capas, podemos regresar a nuestro ejempla de ¢ partfculas del 17 capttulo v de
cir que la transformacidn de Bogoliubov es andloga a efectuar una mtacidn en las coor=
denadas de cada partfcula, por un dngula diferente en cada una de ellas.

Al efectuar estas mtaciones, las companentes del cuasispin se transformardn
con la ley ordinaria de rransformacidn de los vectores. Tendremos unas componentes ra
ds Oau i i £ o

as 24 que son las mismas funciones de pé"" y de F que las -
Q.. " i

. Chade -

8” = JRI- [ s +]
7 R ) (5 i P.‘l oo
,
A
i 2 (2.64),

™ 'J_§: [Pa [Si]oo

/
S.H'
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’ + Nt
donde Nﬂ = 2 pjm (35 .es el operador de ndmero de cuasiparticulas en
[
la capa A .
d .
Las cantidades Sqd tienen las mismas reglas de conmutacién de [as
Sqd y les llamaremos los generadores del cuasicuasispin.  La transformacién entre
/ o i
las 513 y las SH es la siguiente ( ref. 3), ec. 4.46 para W ) :
& LGRS X VAVARS - AN 20
13 i 4 A 1
S.: | s iy Ut YEN ’
%4 _— EU:%Y\ UJZ VJ & 4 Sﬂ (2.65)

2 2
S“S V; "EU«VA U¢ S-:ﬁ'

En t&minos del cuasispin, el hamiltoniano ( 2.6 ) se puede escribir asi”;

H =2 €5<£ S"& +.Qd) +2 6525,’ 513 S“i’ (2.66) .
]

Si le aplicamos a ( 2.66 ) la transformacién de Bogoliubov ( 2.65 ) y hacemos las conmuta
ciones apropiadas para poner rados los términos en orden normal, podemos escribir H de

la siguiente manera :

H = Hoo+-Hu % Hgass H;i + Hyy (2.67),

donde :
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o 2 omg\ 2 A

'{oa ‘—2 (Eé . T)ZQ'J\/; —-a— (2.68a)
)

Hi=> [(&S GVY(UI-VE) + 2 UJ-V,] N (2.680
J

H,, =-2f2 2[@ V)E U G\"«'z)}(siu' Sy) | (neae)

i
1i 74y 14

Mo = ZGZU:'V;‘(S g. +S i o ) (2.68d)

H,, =G 2 (-2 Y; A/ (S“N S_“) ({ 2.68e )

A

4.
H= 6 (a0 )5, N I )
(2.68F) ,
donde
A= Gz Q Uivi (2.69) .

Los subindices en cada H indican el ndmero de operadares de creaciéry de
aniquilacién presentes : por ejemplo, H31 indica qu.e contiene 3 operadares de crea=-
cidn y uno de aniquilacidn en un témino y uno de creacién y 3 de aniguilacidn en el -
atra.

Si escogemos nuestros pardmetros Ud , Vi de tal forma que =~ --
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HZO =0 y despreciamos HbO » H 31, Hz 3, sobre la base de que
H A H;g no conservan el ndmero de cuasipartfculas y HZZ es de la
+ ot i
forma @ ﬁ PP y corresponde por fanto a una interaccidn entre cuasiparticulas,
que podemos suponer pequenia, entonces nuestro hamiltoniane H se reduce a una constan
te Hoo , mds un término de cuasipartfculas independientes H“ .

Si las higétesis propuestas son vdlidas, hemos logrado diagonalizar aproxima
damente el hamiltoniano ( 2.66 ). Aquf la idea es andloga a la que lleva de los nucleo-
nes en interaccién a unos nucleones independiéntes, metidos en un potencial comdn, como
en el modelo de capas; ( los niveles son las energlas 63 que hemos estado usando ); la
mayor parte de la interaccién se ha usado para construir el potencial comin y de aht en
adelante se trabaja con un modelo de partlfculas independientes. Se refina el modelo in-
troduciendo una interaccién residual, como el apareamiento en nuestro caso. Se pasa por
segunda vez de un modelo de particulas en interaccién a un modelo de cuasipartfculas in-
dependientes, metidas en un nuevo potencial comdn, con niveles dados por el coeficiente
de NJI en H“ ; de nuevo se ha usado la parte mds importante de la interaccién
residual para construir este nuevo pozo comidn y de aqul en adelante se trabaja con un mo
delo de cuasiparticulas independientes, moviéndose en el nuevo pozo mencionado. Un re
finamiento posterior serfa seguir adelante por tercera vez con la misma idea y tomar en -
cuenta la interaccién entre los cuasipartfculas. Este paso lo haremos posteriormente.

Admitiendo la validez de las hipétesis hechas, vemos que la energia més baja
del sistema estd dada por el témino constante H;,o y N; cuenta el ndmero
de cuasiparticulas independientes y su coeficiente nos da entonces la energla de excitacién.
Busquemos entonces una funcién de onda para el estado base del sistema; esa funcidn de
onda, que designaremos con \0) , deberd ser tal que cualquier operador de aniquila

«i6n de cuasipartfeula actuando sobre ella de cem ; \0) es entonces el vaclo de ~=



cuasiparticulas
ﬁ‘iulo):o » Y4.m (2.70) .

Vemos inmediatamente que una expresién que satisface ( 2.70 ) es la siguiente:

|od)= n{-’)ém|0> (2.71),

i

donde l O> es el vacio de particulas.

Usando ( 2.40 ) tenemos :

[0) = Hq(“z B ¥4 bsm)l°> (2.72),
lo)= ﬂ;"[L- Uava +\/§"b:“n'b:-, :“o> (2.73)

Hemos escrito I 0) en la forma ( 2.73 ) paro compararlo posteriormente
con el estado base que se propone usualmente en la superconductividad. El estado base -

(7 73) es muy fdcil de nommalizar y se obtiene :

9)=T1 [U; + ™"V B B [lod 270,

i,\'ﬂ)e

Es muy ilustrativo escribir el estado base de [a siguiente manera ;

) Tt .

=0
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ol

Q'). = 2 {25+ /2 ) parejas de partfeulas acopladas @ momento angular cero. Consi-
d

deremas un témino p de la suma :

Tws,) lo>

J

Vemos que nuestm estado base es una mezclade 0,1, 2, . .

donde W, =V/U .
3 i i
Este témino contiene exactamente p parejas de particulas acopladas a momen
to angular cero, distribuidas sobre todas las capas é . Silas W valieran { para to-

J

das las capas, ( 2.76 ) se reducirta a :

(1?4545)\?\@ = (g{)bl0> {227y

que sabemos que corresponde al estado base de 2p partlculas interaccionando con fuerza de
apareamiento en el caso totalmerte degenerade ( sin "single - particle splitting” ). Una -
combinacién como la ( 2.76 ) se esper que pueda describir el caso no degenerado.

Si queremos describir un sistema con 2p = n partlculas, serfa deseable que
en IO> apareciera solo el témino ( 2.76 ) ; pero el tipo de tratamiento es tal que apa-
recen ofros téminos con un ndmero difsrente de partlculas. Entonces es necesario pedir que
el témino n = 2p sea el mds importante : o sea, que la distribucién en el ndmer de par-
tfculas tenga un pico en n =2p ; esto se obtiene pidiendo que el valor esperado del opera-
dor de ndmero de partlculas en el estado base sea n. O sea :

(el le)
Colo)

(2.78)
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Desarrollande ( 2.78 ) se obtiene :
2
= E 2Q. V. (2.79),

Es interesante notar que

et olN;
'W-'.:C il =20, V"

¢ Colel L (2.80)
es el promedio de partfculas en la capa (j . Entonces el {Z7 té&mino de H o0
(ec.2.68a): 2 E& (ini\‘?’) nos da orecisamente a energia promedio =
3

de nuestras particulas, por estar metidas en un pozo comdn con energias de una sola particu

la iguales a &

J

Tenemos ahora el problema que nuestros pardmetros Vi deben satisfacer

)
(2.79 ) y ademds deben ser tales que anulen idénticamente H-‘!ﬂ segun ya se explicd.
El mismo conjunto de -\G ne podrfa, en general, satisfacer ambas condiciones. Se intro
duce entonces un pardmetro extra A condim. de energla y se conviene en medir fas

energfas Ei desde A . Debemos entonces substituir EJ por EJ--‘)\ en

todas las ecuaciones. Se llega al mismo resultado si en vez de pedir que H!.o =0 ,

se buscan los pardmetros ‘v; tales que minimicen la energla HOO del estado ba-
se, can la condicidn 2.?_:’_1\/: = M ; esto nos fuerza a introducir un multiplicador
i

de lagmange A y a trabajar con el hamilfonianc .

H =H-AN (2.80),



donde H es el hamiltoniano original y N es el operador de ndmero. Por ambos métodos

14) , 44)
el resultado es el siguiente :

-3 2
6 a ,’(%_1)2,4_&2 (2.820)

Z E - A
j 3 f(ET--lﬁ*“All (2.82),

~ 2
donde Eﬁ = Ed - G\/; (2.82¢).

Resolviendo la pareja de ecuaciones { 2.82aq, b ) se encuentran a y A,
-5
El pardmetro -\/3

vale :

m (2.83)

14
Con estos pardmetros se puede demostrar * que la fluctuacién fraccional en el ndmero de -

particulas para el estado bose es PA V\/h oo i/\/n . Si n es muy grande, esta

fluctuacién es pequena.

Con las hipstesis hechas, podemos escribir el hamiltoniano ( 2.66 ) de la mane

ra siguiente :

(2.83),

H=H,, +2E5Ng
)



ET -

donde EI ; la energia de una cuasipartlcula, se ebtiene de ( 2.48b ) introduciendo los

resultados que acabamos de citar :

By /(g‘___;oz o it (2.83)",

Vamos a investigar chora algunas caracterfsticas del espectro, en nuestro mo-
delo de cuasiparileulas independientes. Empecemos con la energia del estado base y consi-
deremos, como ilustracidn, el coso totalmente degenemdo, ya que este caso se puede resol-
ver exactomente ; por oo lado, las ecuaciones ( 2.82 ) y ( 2.83 ) tienen solucién inmedia
ta. Pora el coso fotalmente degenerado de ¢ capas situadas a una energfa € seob-
tiene :

M, =ne —%n@ﬂ.-n r )

Si calculamos la energlu del estado base con la ecuacién exacta ( 2.5 ) ha=-

ciendo V=0 yagregindole laenergla M £  obtenemos :

H,, (exads) = me — %m(m.--n +2).

Calculemos el eror relativo 8 de la parte de la energla del estado base de

bida.a la fuerza de apareamiento :

S I-L.(mn‘h)—Hoo____Z-% 2"'% B .
T He (omda) 22-m+2 ool G

(exacka) 2-2+ %
Si -Q})i , entonces

SNL/SZ. {2.34}.
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Esperamos entonces tener buena aproximacidn si la degeneracidn es muy grande.
Pasemos ahora a los estados excitados. Hemos visto que el estado base
es una combinacidn lineal de téminos, cada uno con un ndmer par de particulas. El primer

estado excitado se obtiene aplicdndole a 1e) un operador de creacidn de cuasipartfeula:

Hlo)= He |0)
H [ﬁ:nlo)] = (..Hoo * Ej) p:hlo)

y su energla send Hw + Ea ; el estado comespondiente es una mezcla de r&r—
minos con un ndmero non de particulas. La siguiente excifacidn se obtiene volviendo a opli

car un operador de creacidn de cuasiparticula :
QAL RCE N A D)

La energla es ahora HN + ('Ef: + E;’) y el estado correspondiente contiene solo
términos con un ndmero par de partfculas.

Vemos entonces que para describir un nicleo par debemos partir del estado ba
se lO) y los estados excitados se obtendrdn aplicando sucesivamente parejos de cuasi-
parifculas. Para un nicleo par tenemas entonces el estado base y luego un grupo de niveles
con energlas E_1 + Ef ! El’ + Elm , donde los Indice< -3 pueden comer
sobre todas las copas. Si A esmucho mayor que la diferencia enire las enarglos Ej
originales, entonces los niveles del primer grupe excitado estandn separados por una energla
del orden de la diferencia mencionada, mientros que su altura sobre el estado base serd del

odende G /\ . Tenemos entonces la caracterfstica que esperdbamos de los nicleos pa~



res, como se explicd en conexidn con la figura 3,
Para un ndclec non en cambio, el estado base se obtiene como un estade de

una cuasipartfcula.

+
@dm lo) (2.85)

Como a puede tener cualquier valor entre las capas escogidas, rendremos muchas niveles
cerca del astado base, o una distancia del orden d= la diferencia entre las Ed . Este es
precisamente el hecho que se observd en conexidn con la fig. 4. &l siguiente grupo de ni-
veles excitados se obtiene agregdndole a ( 2.85 ) 2 cuasiparifculas. Por la explicacién =
que se acaba de dar se ve que se reproducen los grupos de niveles de las figs. 3y 4 con un
ndmero de cuasiparticulas igual a v . Podemos demostrar esto mds formalmente para el
caso totalmente degenerado. Er; este caso todas fas energlas E.

J

la son iguales a GQ./.?, . Enftonces para un ndcleo par, la energla de excitacidn de A%

de una cuasiparticy-

cuasipartleulas vale :

N
EV"EGQ (2.86)

N

La frmula exacta ( 2.5 ) nos da :

‘sz%e(g_—% +_J%)

Entoncessi Q. 7> 'i y ...:.>>V , podemos identificar el nime

ro de cuasipartfculas con el seniority vectorial .
Andlogamente se puede probar lo mismo para ua ndcles impar.
Habiendo encontrado la forma de construir los estados excitados con el méto=

do de las cuasiparticulas libres, es importants hacer notar que este métado nos da estades =
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sspurios, cuya presencia se debe a las aproximaciones del método, que llevan a la no conser
vacién del ndmero de partfculas. Como referencia, consideremos lo solucidn exacta para el
problema de la fuerza de apareamiento para el caso de una sola capa 4 . Sitenemos -

n partlculas, el estado base ( U= 0 )es:

= n
v=0, Jso> o< {SJ /z]o> (2.87),

Tenemos luego un conjunto de estados de seniority W= 2 y momento angu-

lar 5# © , todos con la misma energia :

M4

|v=2, TMS ec Sip (30T 0> (2.88),

donde J o= 2,4, ...,(2;-1),

En la solucién aproximada de este problema con el método de las cuasiparticu=
/
las libres, se tiene un grupo de z:tados de M = 4, cuasiparticulas, todos con energio
CRPR , que se ootienen aplicdndole al estade base [O) dos cuasiparticulas aco-

pladas a un momento angular total definido J :

ea e [ AL 1) e,

donde J = 0,2,4,...,(2]-1). Vemos que el estado J = 0, gue no aparece en el
tratamiento exacio, es posible ¢n el mérodo de las cuosipartic!as libres. Se trata de un es=

tado espurio, cuyo origen se debe a la no conservacidn en el ndmero de partleulas

También en el problema de ¢ capas degeneradas, el méicdo de las cuasiparticulas libres nos
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da, entre los estados de dos cuasiparticulas con  J = 0, un estado mds que el que se obtie

ne con el tratamiento exacto. En este tratamiento exacto el estado base es

i i C8,1)“/.". [o) {2.90) ;

i
donde S.i = 2 513- ss el operador de ascenso del cuasispin total. Como se
4=4,
vid en la ec. (.73 ), si se tiene mds de una capa es gosible construir estados de seniority
vectorial V =& y momento angular  J = 0. Los estados con estas caracterfsticas vy

2 partfeulas se pueden escribir por generalizacidn inmediaia de la sc. (1.79) :

|m=2 V=2, jz°>=zaj 5{:’-\0> (281},

i

con la condicién

Zaa._Qé:c (2.92),
h|

que equivale a pedir : ,S_i 2 ad 641 10> gl D i (2 o e

4
El estado con V=9, , J= 0 v n particulas es entonces :

m-2
f-,«\)V:z,}}:o\}:(E.O.iS,é)(S{)z ‘0> (2.93)
i

Debido a le condicién ( 2.92 ), vemos que sélo tenemos ( ¢ = | ) combinacio~
nes lineales linealmente independientes del tipo ( 2.91 ), si ¢ es el ndmero de capas dege

neradas del problema. Entonces tenemos ( ¢ = | ) estados :xcitados con J =0 \.-’r .



- 90 =

En el método de las cuasipartfeulas, tenemos exactamente c estados excitados

de 2 cuasipartlfculas y momento angular cero :

[F: (31}]00 \‘3) ' (2.94),

Como se ve, tenemos un estado extra, que es espurio .

En la seccidn siguiente veremos que la aproximacidn de cuasibosén pemite no
s8lo mejorar los resultados de la aproximacién de cuasiparttculas libres, sino que también -
elimina autométicamente los estcdos espurias mencionados.

Finalmente, para terminar esta seccién es conveniente anotar la forma de ra-

3 ; 16),7)
zonar que siguen Bardeen, Cooper y Schrieffer en la teorfa de la superconductividad :
La dnica diferencia en notacidn con el caso de la fisica nuclear estd en que hay que usar
el momento lineal en vez del momento angular. Usaremos este Ultimo para no alterar las
férmulas ya obtenidas.

En la teorfa de la superconductividad se tiene que resolver el hamiltoniano
(2.6). Se acostumbra llamar "particula" al electrdn totalmente "desnudo", al electrdn
libre. Se introduce luego la interaccidn entre las partfculas y la mayor parte de ella se
toma en cuenta para construir un potencial comdn ( como en la teorfa de Landau, por ejem
plo ) , dentro del cual se van a maver nuestras particulas, ya "vestidas" por la parte de la
inferaccién que se ha tomado en cuenta; estas partfeulas vestidas se Ilaman "cuasiparticulas”
y difieren de las parttculas "desnudas" en una renormalizacién de la masa. Esto da origen

al primer témino de la ec. { 2.6 ). Se mejora luego el madelo, introduciendo una inte=-

raccidn entre las cuasipartfculas, que es la interaccién de apareamiento. Entonces se ==
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considera la ec. ( 2.6 } como un hamilteniano de cuasipartfculas.

En vista de que la fuerza de apareamiento favorece las parejas apareadas, se

2 A
parte proponiendo una probabilidad \G de que se encuentre en la capa ] una -
S g b= : t
pareja del tipo L= jw 9j-w  yuna probabilidad .U:’ de que esa
- : Urg Nt S | estad
pareja no se encuentre ( entonces Nl e 1 ). Se propone entonces el estado

base ( 2.74 ) que reporducimos aqui :

D) =11 [U; 4 (_)é'm'x‘[a, b‘;m B:-m}\°> (2.95)

j)mwo

De hecho hay en { O) una fluctuacidn en el ndmero de parejas: para
los problemas de la superconductividad esto no imgorta, ya que se trabaja usualmente con =~
un ndmero de electrones que es del orden de |023.

Segdn la nomenclatura establecida,( 2.95 ) es &l estado base de nuestras cuasi’
particulas en interaccidn. Si no existiera dicha interaccidn de aparsamiento entre ellas, el
estado base consistirfa de todas las cuasiparticulas colocadas an [os estados mds bajos posi=-=
bles del potencial comdn. Un estado excitado de una sola cuasipartfcula se obtendria ani-
quilando una cuasiparticula, y volviéndola a crear en un astado mds alta. Siademds rene-
mos una interaccidn de apareamienfo, pensamos de una manera andloga; se excita al sista=
ma rompiendo un par, operacidn que consite de dos pases : primero se aniguila un alectrén

de un par y luego se crea en un estado diferente,

i . ! B
Queremas enfonces averiguar como se puede lograr esa excitacién, utilizando

! -+ bﬁlﬂ".
los operadores de creacidn D iwm y los de aniquilacidn de cuasipartfcy
fas, que tenemos a nuestra disposicién. Para ello, apliquémosle los aperadores E i'm’

b/_m/
y b al estado base ‘\OD definida en ( 2.95 ). Se hace el cdlculo y se
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encuentra un resultado sorprendente :

b w19 =Y bﬂm,ﬂ [UJ.A—(-)G“‘“VU i ]|o>

, mso S s

(#:.,m)

(2.96a)
y-m’ 5 gvn + 1+
== B T[4 + 0F™ B Bl
(#1,m)
(2.96b)

Dehido a la forma especial que tiene el estado ' 0) y debido al bloqueo

que se produce el introducir una nueva cuasiparttcula ( por el principio de Pauli ), el efecto
+ 1 =l
de j'm’ Y el de b sabre 10) es exactamente el mismo (salvo una ==
L

constante ) : la produccién de una cuasipartfcula en el estado Awm , 5in que esté apa
reada con ninguna Stra.

El estado ( 2.96 ) fiene una energia mayor que el l O) ; esa excitacién se

17
puede calcular ) y resulta ser igual a EJ' de la ec. (2.83 ). -/ a ’
) -

+
Es entonces muy natural combinar los operadores j)m, y b

para que el resultado sea el estado ( 2.96 ) nomalizade. El resultado es :
(AN, 5 39~
(33“" A bam Vs bgm (2.97)

En efecto :
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B [)= Bpo T [0 + Y B k] 1o
i m7
{298

+
Como en ( 2.97 ) el efecto sobre I C) tanto de b ﬂm como de

+ L
bam es el de crear una cucsiparifcula bdh no acoplada o ninguna otra, al

operador ﬁ‘;m se le llama operador de creacién de uno cuosiparifcula.  Nétese
que solo es legltimo aplicar ﬁ.;h\ sobre un estado como l 0) , que tiene fluctua=
ciones en el ndmero de partfeulas, yo que ﬁf‘l se definié como en ( 2.97 ) por =

conveniencic, aprovechando las propiedades de b‘:m y bjh\
samente sobre l O) « 5§ {5‘:“ se aplicarna ( cosc que no es legltima ) al estado

al actuar preci

lO)q { obtenide proyecrando de lo) un ndmero definido de cuasiparticulas ), nos en
+
contrarfamos con la situacidn paraddjica de que ﬁﬂ"‘ es una mezcla de una particula
y un agujero. Sobre un estado como \Or)qlt ya sabemos como crear una cuasiparticu=
lo en el estado 4 M’ li il b,
a en el esta ym : se aplica sencillamente Dy, -+
Lo definicion ( 2.97 ) no sblo tiene la ventaja de que su efecto sobre t D)

nos da un estade nomalizade : su principal ventaje es que podemos definir su transpuesto

conjugado @’l que, al actuar sobre ﬁ;h lo) nos da :

ﬁim (P}n“’)): lo) (2.99)

Enfonces @i“\

4.

aniquila la excitacién producida por ﬁém

3

destruyendo la cuasipartfcula que ﬁ i‘ habfa creado sin parejo,y regresendo todo al
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estado base.

A Pﬁ se le llama entonces operador de aniquilacidn de una cuasi=

particula.
4-m

d
@ , €on

o
Es féacil verificar que, si ﬁéw\ = (-)

+
(-)’a'w\ =y bé"’“ e log'm

(2.100))

entonces se tiene la propiedad anterior y ademds :
(BQW\\O) - 5 VQ;WL-

Entonces al estado 10) se le |lama vaclo de cuasipartfculas.

Se ve entonces que el punto de partida de Bardeen - Cooper - Schrieffer y el
de Bogoliubov son formalmente diferentes, pero que los resultados de ambos ataques son idén

ticos.



4.~ la aproximacién de cuasibosdn .

En [a seccidn anterior vimos la solucidn aproximada del poblema de n fermio

nes moviéndese en un potencial comdn con ¢ niveles da energla no deganarados e interac—-

cionande mediante una fuerza de apareamiento. La aproximacidn consistid en usar el esque
ma de ias cuasiparticulas fibres. Se anuld idénticamentes &l témino H.ZO , mediante una

eleccidn apropiada de los coeficientas U3 . Vi y se despreciaron los témminos que

4 . . ‘
no conservan el ndmem de cuasiparticuias y aquellas que cor

ponden a una interaccidn en

w

tre las mismas. Hasta la fecha no se conoce un método que sea capaz de tomar en cuenta

exactamente fodos esas t&rminos; sin embarge se han desarrallade mérodos que permiten es-
tudiar el efecto de aquella parte de los t&minos rastantas gque puede rener algdn significado
fisico claro. Por ejemnio, de esos réminos restantes es posible extruer una parte que, bajo
ciertas aproximaciones, corresponde a un canjunto ds osciladores armdnicos, cuyos cuantos
de excitacidn tienan momenta angular cero. Esto es muy interesante, ya gue corresponde a
extraer de la interaccidn de apareamiento aquella parcidn qus tiene propiedades colectivas;
en efecto, estas Gltimas estdn mrimamente conectadas con la interaccidn entre las cuasi==
partfculas.

Vemos inmediatamente que de HQ,O (ec. (2.68d) )y Hz

(ec.

2
( 2.68f ) ) podemos extraer la parte siguiente :

H.= .‘Z.GE(U;“S;- \{ 5_ (U‘-l ij.j +Va'1 S;d-) (2.100)

y desechames el resto, por no saber como tratarlo .

MNuestro hamiitoniano aproximade serd entonces :
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Para estudiar las propiedades de este hamiltoniano es conveniente definir unos

+ § .
Bﬁ . B , andloges a los operadores Aj b A‘ de las ecs. =

( 2.7 ), pero definidos en téminos de los operadores de creacién y de aniquilacién de cuasi

operadores

partfculas :

B\;E'\;_z'[@: ﬁ]o, (2.1020)

\ = “;:[F’P} ‘—E[(% (%]eo * BJ (2.102b )

En t&minos de los generadores delcuasicuasisptn,ec. ( 2.64 ), se tiene :

“ 2 <’
Bj"" ﬁisq‘ (2.103a)
)y - (2 8
B Sy PO (2.103b)

B} , B |
Los operadores : y , que crean o desfruyen una pareja de =
cuasipartlculas situadas en la capa J y acopladas a momento angular cero, cumplen las

reglas de conmutacién siguientes :

[BS’B}] o 8; @""2%) (2.104),
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Nf e + am
donde e Pam rﬁ es, como siempre, el operador de ndmero de
™
cuasiparticulas en la capa a . Si en nuestro problema tenemos muy pocas cuasiparticulas,
14
en comparacién con lo degeneracidn de los estados ( 4"\.6- <L _Q3 ) , podemos

escribir ( 2.104 ) oproximadamente como :
5 ot )
[B 3 Bﬁ,] Ak gi' (2.105)

Esta se llama la aproximacién de cuasibossn.

Si el ndmero de partfculas del sistema es grande, la aproximacidn de bosdn =
que se describié en la seccidn 2 no es vdlida; pero si se quieren estudiar los estados de exci_
tacién més baj g, el nimem de cuasiparticulas serd pequefio y la aproximacisn de cuasibosén
serd razonable.

Vamos o escribir el témino Hc ( ec. ( 2.101 ) ) de nuestro hamiltoniano -

en téminos de los operadores B: y Bi

H, = 62\1.&1;9&- (U;'B:' -\él&i)(vf_%" -'\/:-z B-Z ) (2.106)
*23

Como se va a suponer que los operadores B; Y Eﬁ cumplen las re-
glas de conmutacién ( 2.105 ), se pueden considerar como los operadores de creacién y de
aniquilacién de cuantos de un oscilador arménico. Veremos ahora que los diferentes oscila
dores armdnicos acoplados que aparecen en { 2.106 ) se pueden desacoplar y que el hamilto

niano se puede escribir en la forma siguiente :

¢ ’ t '
H =an +§wﬁ .r‘% I-ls (2.108),
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por lo que se refiere a su aplicacién a estades con momento angular cem.

’ + 5
Ho,_, es la energla del estado base del sistema, r" y I—I’ son
los operadores de creacidn y de aniquilacién de los cuantos libres del sistema y GJ: es

i
la energfa del cuanto creado por l-‘ : . El estado base del sistema lo indicaremos

]
como [8) y tendrd la propiedad :

rM8)=0, Vj (2.409).

Se puede excitar el estado base lS) , mediante la creacién de un cuonto .

Ast, el estado r: l 6 ) tendrd una energla LllJ'1 , respecto cl estado bose !6) .
+ 2

Queremos ahora calcular w’ , usando el hecho de que T‘ " Yy r, diagona

¥ 5
lizan H, y deberdn ser combinaciones lineales de los operadores Bj y Bj

1—': =2 ("ﬂ'jBt & 54'3- B;) (2.110a )

4

Fﬂ = 2 (Tig B,; + S¢ Bt) (2.1105).

t
Pedimos que el operador r ﬂ satisfaga la siguiente condicidn :

[H', l'“;] = W F; (2.0)

El resultado nos dard una ecuacidn de eigenvalores para  WD; . El cdlculo

J
del conmutador ( 2.111 ) es una aplicacién directa de la regla ( 2.105 ), e igualando el - -



+
resultado & wa r“ se tienen las siguientes condiciones sobre los coeficientes :

i : * 2.112a
i wi _EE‘ 4 ?‘, 4 4 ( L )
GV, 2 3
S = _ (V4 + U 6;) (2.11b),
W, + 1€, i

donde :

?5 =2@(U:"‘QS + V2 5,3.) (2.113)

3
og=2\[§;(\/:~(&5 4 U:‘ 5i5> (2.113)
n

Substituyendo las ecs. ( 2.[12 ) en las ecs. ( 2.113 ) se tienen las dos relacio-

nes siguientes :

- & p gk
[EQ; 2(.),-(53—1)*-%—2.6-}9 5 [2 g Q. A ']6_
b e

{ %€, (“;"QEE') (Wf'-th')J J (;.1140)

Q & ] [ -2w, (&-1) +wf -94"
Porf Jo o[To LD wlad],
[ E, (wi-4€}) '?3 Z 2E, (Wh-4&f) |

T
(2.114b ),

donde A= 62 SZ‘.,U, Vj , como siempre y ,A_ es el potencial qur-
3

mico.
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La condicién para que las ecs. ( 2.114 ) tengan solucién no trivial para ?
i

y O, es que el determinante de los coeficientes valga cero. Calculando el detemi-

4

nante y haciendo las reducciones algebraicas necesarias se obtiene :

2
ws- 2 : =0 (2.115)
“- EL \I(,:.)J.L-L;Az + i(g‘~l)]

Para el caso (JJ{ ?é o tenemos entonces :

Q.
S o 245
Ei Vwl-uat +2(’€,-~7\)] P,

<

Esta es la ecuacién que debe satisfacer (A-)j
La gréfica de esta ecuacién es cualitativamente muy sencilla y de ella podre-

mos obtener una conclusién muy importante. Definimos las cantidades :

(2.17)
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Fig. 7

En la figura se indican con Ifecs llenas verticales las energlas 2 €’ para
el problema de ¢ capas; las Itheas verficales de puntos son - 2£7 , - 25:_1 ki
-2&; , -2E] ; oseq, las reflejodas respecio al eje y de las Iineas llenas ; las
curvas con Ithea gruesa son la gréfica y = y (x) delaec. ( 2.1I7 ). Finalmente las so-
luciones del problema se obtienen corfando esa grdfica con larecta y = 0 y se obtienen
los circulitos de la figura. Un hecho notable es que pam el problema de ¢ copas se obtie=
nen precisamente ( c - | ) soluciones para GJJ- ; recuérdese que Mi es la energla del

f
cuanto creado por r‘ y corresponde, por lo tanfo, a estados de momento angular cero.
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Tenemos entonces que el primer grupo de sstados excitades contiene ¢~ estados con J = 0,
Recuérdese que 1a aproximacién de cuasiparticulas libres predecia ¢ estados de ese tipo, -
Debido a la inclusién de M. hemas mejorado nuestra aproximacidn y se ha eliminado el
estado espurio. Se puede demostrar %) que ese estado espurio estd contenido en la solucién
W = 0 , solucidn que se ha eliminado al pasar de la ec. ( 2.115) a la ( 2.116 ).
Veremos otraventajaque se obtiene de la aproximacién de cuasibosdn. En el
método de las cuasipariiculas libres se pide que el valor esperado del operador de nimer
N en el estado base valga n, el nimero de particulas del problema ; si con los pardmetros
obtenidos se calcula el valor esperado de N en el estada de 2 cuasiparticulas ﬁ‘:w P}h.lo_)
se obtiene un resultado diferente de n : .
&-

Ej (2.18).

C°| ﬁiM'ﬁih N p.gh (3?;“’\0) Nk 4 &

&-1

b

ow: (ol @B (N-m) gl o) = 2

(2.19)

Si se hace ahora el mismo célculo ( 2.119 ) dentro de la aproximacién de cua=
sihosdn, utilizando los pardmetros del mérodo de cuasipartfeulas |ibres, se obtiene un resulta
do que esencialmente contiens el témino ( 2.119 ) sumado sobre todas las capas; se espera
que esta suma sea pequeria, si hay niveles de una sola partfecula &j' a ambos |ados de

‘A- . Enparticular, el resultado vale cero si esos niveles estdn distribuidos simétrica=—

mente alrededor de 2—



5.= Interpretacién del estado base B. C. 5. en el lenguaje de fa mecdnica estadistica.

Vamos a considerar un problema sumamente sencillo : sean dos capas ) y
4

az , con degeneracidn 29_, y 2 S-ZQ , respectivamente, con .Q‘ >> .ﬂ_g N

Fig. &

Las capas no estdn degeneradas y la separacidn entre ellas es € . Supongamos que tene=
mos precisamente 2 Q| nucleones. Entonces, en ausencia de interaccidn, el estado ba
se del sistema se obtiene cuande los 2 SL, nucleones estén en la capa |, mientras que
la capa 2 estd vacia; la capa i define entonces con rada precisién el nivel de Fermi. Va-
mos a ver cual es el efecto de infroducir una interaccién de apareamiento entre las partfcu-
las. Claramente el estado base anterior no serd eigenestado de la interaccién, ya que la =
fuerza de apareamiento aniquila una pareja de particulas acopladas @ momento angular cero
y las puede volver a crear ya sea en la misma capa, o bien en una diferente. Enfonces el
estado base de nuestros 2.9_4 nucleones serd una combinacién lineal del estado base -
arriba mencionado { cero partfeulas en la capa 2 y cem agujeros en la capa { ), de un
segundo estado con 1 pareja de particulas ( acopladas a mements angular cero ) en @ y una
pareja de agujeros en @ , un tercer estado con 2 parejas { cada una de momente angular =
cero ) de partfeulas en @ y 2 parejas de agujeros en @, etcétera, hasta un estado con
.Q.a parejas de partfculas en @ y St, parejas de agujeros en @ . En forma

esquemdtica, esta combinacién lineal se verfa asf' :
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caba @ Mona

-+
60 30 00 o> 48 Mo 9 e oo LR LR T L N RTRTICNT
s [ e et
1 pavaja q x Mg
e e Py
da aﬂ#’-s
(2.120)

Hasta este punto, esta es la forma exacta del estado base ( con 10s coeficientes

apropiados en la combinacién {ineal ) y el nimero de parttculas del sistema es buen ndmero

Q,>> &,

En la combinacién lineal mencionada, .9.2 es el ndmero mdximo de pare~-

cudntico. Pero, si , podemos introducir una simplificacisn.

jas de agujeros en la capa 4 ; como partimos de 'Q"I. parejas de partfculas en @ y
Q { > "Q'Z

es un mar muy grande, que pricticamente no se afecta al sacarle una, dos,

, podemos despreciar en @ el efecto de los agujeros; @
i

parejas de parttculas. En cambio el efecto de las particulas en @ send notable, ya que
tenemos téminos que van desde la capa 2 vacia hasta la capa 2 llena. En la figura
podemos enfonces introducir una rejille imaginaria entre las dos copus, de tal forma que nos
permita observar sélo arriba de ella. El resultado esquemdtico serd una combinacidn lineal

del tipo :

(2.121 ),
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Si bien el ndmero de parifculas en @ mdis en @ es constante, estamos des—
preciando el cambio en el nimero de particulas del mar y, al observar sélo la capa 2,
tenemos la impresién de que el nimero de particulas del sistema varla de témino a témino
en la combinacidn lineal .

Podemos resolver el problema ( 2.120 ), usando la presencia de la capa @
sblo como un artificio que nos permite pedir que el eigenvector correspondiente ( los coefi-
cientes de la combinacidn lineal ) sea tal que el promedio de paritculas en la capa 2 sea
un ndmero dade n. Fs de esperarse que los coeficientes resultantes correspondan a los del
estado base B.C.S ., cuando se rewelve el problema de n partfculas en la capa 2 median
te una combinacién lineal de! tipe ( 2.121 ).

Las ideas anteriores son totalmente andlogas a las que sesiguen en mecénica
estadistica, cuando se pasa de una distribucidn microcandnica en el nimem de parifeulas a
una candnica en dicho ndmem 2?). Se supone que el cuerpo en estudio tiene un ndmem bien
definido de particulas en el primer fipo de distribucidn; en el sequndo ripo, en cambio, se
supone que el cuerpo se ha introducido en un reservoir muy grande, de tal forma que el cuer~
po y el reservoir puedan intercambiar partfculas. Si bien la suma total de las particulas es
siempre constante, el ndmero de partfculas del cuerpo es variable; por otro lade, la variacidn

carrespondiente en el reservoir es despreciable, si dste es muy grande comparado con el cuer

20 .



- |04 =

2), 31
&.- Algunos resultados de la teorfa del apareamiento ) ).

Se menciend al principio de la seccién 3 de este copitulo que Kisslinger y
2) 3 ok vl 5
Sorensen { KS ) hicieron aplicaciones cuantitativas muy interesantes de la teoria del
apareamiento. KS decidieron estudiar los ndcleos semimdgicos : es decir, aquellos en los
cuales Z6 N ( pero no ambos ) es mdgico. De este modo el problema es el de un solo tipo
de partfculas : neutrones, o bien protones .

En primer lugar, KS tuvieron que elegir las energfas EJ de una sola par-
iTcula. En algunos casos, ellos fomwion simplemenre las energfas del modelo de capas esfé
: ; 30) :
rico que Nilsson habfa usado como punto de partida para el cdlculo de las energlas de
los estades deformades. En los isStopos del Pb, KS tomaron los niveles de energia del

Wria won i . 208 .
Pb™"", que difiere del ndclec doblemente mdgico Pb por un agujero en neutrones.

Después de esta, KS se quedaron con un solo pardmetmo, la intensidad G de
{a fuerza de apareamiento; pensaron que la intensidad de la inferaccidn renfa que ser ( en
arden de magnitud ) inversamente proparcional al volumen del ndcleo. Un argumento pare—

- ; y A-'.l
cido se encuentra en la referencia 32). Entonces supusieron Gev y tomaron
GA como pardmetro.

En la figura se muestran las resultados de K S para la diferencia en la masa,

entre los ndcleos pares y los nones. Los punfos gruesos muestran los resultados experimenta-

les y las Itneas delgadas muesiran los resultados tedricos para 3 valores del pardmetic. GA :

a: GA |2 MeV
b: GA 23 Mev

¢z GA 0 Mev
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Fig. 9

-
Por la grdfica, parece razonable tomar G &4 A . Se puede ver con cla

ridad la tendencia de las curvas a bajar cerca de los ndcleos doblemente mdgicos.

KS también predijeron los estados excitados més bajos de toda una serie de

ndcleos impares.

35
Es interesante notar que Cohen y Price 34) y Yoshida ) han mostrado cémo

se pueden usar las reacciones de siripping y de pick=up para deteminar las probabiiidades

- 5
de ocupacidn ‘f: de los niveles de una sola partfcula en el estado base B.C.S.

.33 . il =
El factor espectroscdpico = ° pama una recccidn de stripping es esencialmente U:' '



mientras que para una reaccién de pick-up es esencialmente V:

La siguiente figura muestra una comparacién de los valores obtenidos por ~-
Cohen y Price para el estafio ( los puntos discrefos de la grdfica ) con los valores de K$S
( Itneas continuas ). El acuerdo es satisfactorio, sobre todo si se piensa que KS tomaron

sus energfas de una sola partfeula directamente de Nilsson, sin ajustes.

A
tp
0.%
VALfES
0,6 EXPERIMENTALES :
X &.5/:’
A S"l
a4 (m} é‘3ll
* 2'\01/'1
9 g
s u‘;/’.'Z
"Ue je 1l e 1 g1y, e 128 A

Fig. 10



CAPITULO 1lI

OSCILACIONES COLECTIVAS EN LOS NUCLEQS ESFERICOS
( PARTICULAS [IDENTICAS )

|.= Intreduccidn.

El modelo que hemos discutido en el caphtulo Il es capaz de explicar algunas
propiedades nucleares, como la brecha de energla entre el =stado base y el primer estado -~
excitado de los ndcleos pares y la diferencia importante entre el espectro de los ndcleos pa-
res y los nones. Los estados excitados que se obtienen son estados de cuasiparticulas libres
y, como tales, son excitaciones individuales del sistema. Ahora bien, se sabe por evidencia
experimental que los estados excitados de muchos nicleos corresponden a excitaciones colec
tivas del sistema; por ejemplo, en los nicleos esféricos se encuentran estados que correspon
den a vibraciones colectivas, del tipo de las vibracicnes de la gota de ITquido, discutidas
por Bohr y Mottelson 37)- En el modelo hidrodindmico se predice que las vibraciones de -
cardcter cuadrupolar son las mds bajas en energla 7). %) y entonces el primer estado exci_
tado corresponde a la excitacién de un fanén de momento angular ~ J T 2+ y
energla @ . Lasiguiente excitacién corresponde a 2 fonones y se tienen enfonces 3
estados degenerados con energla &,y con los momentos angulares "= Ot !..: u.

Un espectro de este tipo se lloma : espectro vibracional
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En la naturaleza no se verifica exactamente este fendmeno. Sin embargo, la
idea cualitativa del modelo se encuentra presente en muchos casos y en algunos de ellos la

razén de la energfa del sequndo grupo de niveles excitados a la energfa del primero

. a2 Lo i
es razonoblemente cercana a 2 . Este fendmeno se encuentra principalmente en los ng--

cleos esféricos, yo que los ndcleos muy deformados presentan mdés bien bandas mtacionales

a1),39)

- 1 . . . . . ) . v - . - /

construidas sobre coda excitacién individual, o bien sobre cada excitacidn vibracional .
Es entonces importante construir un madelo microsedpico de las ascilaciones -

colectivas, gue serfa entonces mds fundamental que el modelo hidrodindmico de la gota de

3
Ifquido 2). Veremos que esto se puede hacer introduciendo una interaccién del tipo cuadru

polo—cuadrupolo entre los nucleones.

En la seccién 2 veremos el tratamiento de esta interaccidn mediante la aproxi«

macidn de cuosibostn ”).
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2.~ La aproximacién de cuasibosén.

Este método se presta para discutir excitaciones vibracionales de un orden ==

cualquiera. Discutiremos aqul’ una interaccidn del tipo siguiente ;

V=- gt 2 ?*('fs) () Pi (eos Wiy) (3.0)
4

&
S I CCRINE
14

B (3.2),

&
V= -F A [y ]

donde se define el operador de una sola partfeula \41 como :
Vo EZ 3600 g () (33).
4

En la interaccién ( 3.1 ) se han inclutdo los términos de una sola partteula,
del tipo - F* ‘?’t (T{'.) fi (‘fi) , que modifican los niveles originales de una
sola partlfeula. Supondremos que se ha resuelto el problema de n partfculas moviéndﬁse en
un potencial comdn e interaccionando a través de una fuerza de apareamiento, utilizando -
el métado de las cuasiparticulas libres ; tomaremos esos resultados como base y expresaremos
el efecto de ( 3.1 ) como una interaccidn entre las cuasiparifculas; rrataremos entonces con
parejas ligadas de cuasipartfculas y mediante dichas parejas construiremos los fonones de =

excitacidn del sistema.
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Vamos a generalizar las definiciones ( 2.102 ) para tener operadores que pue=
dan crear o aniquilar una pareja de cuasiparticulas situadas en dos capas cualesquiera y aco
9 e p p q %
pladas a un momento angular arbitrario. Esta nueva definicidn va a ser andloga a la que se
. % 447 M
dié en { 2.2l ) para A i {7 ¥ .A. s , con la diferencia
1dgTM
que ahora va a contener operadores de creacidn y aniquilacién de cuasipartteulas. Defini~

mas enfonces :

]

+ i &
BMJM \/IF [@51 (3;,_]JM (3.4a)

Bd‘ i, TM

1]
1

(3.4b)

Se hace la misma convencidn de la seccidn 2, cap. il, de que d.l ) dl

estén en orden creciente y, al calcular las reglas de conmutacién de los operadores

+ 54y TM
B 6'15;'1/“: y B t3 se llega a laec. (2.24 ), simple-
1
+ +
mente cambiando bﬂ por ﬁo 'Y bJ por (3,) . Por el mismo argumen-
to que se diS en esdt seccién, si tenemos pocas cuasipartfculas en comparacién con la degene_

racién de los estados, hacemos la aproximacién de cuasibosén y Ilegamos a las reglas de con

mutacién aproximadas :

\dy TM Bt hd M
[_.BH’I } 8 81-{' gf é’—M, (3.5)

637/‘4
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Esta aproximacién serd razonakble si trabajomos con estados de 2 cuasiparticu-
las. Veremos mds adelante que en términos de estos cuasibosones pedremos definir las exci~
taciones vibrativas, del sistema.

Como hemos dicho, supanemos que hemos resuelto el problema de cuasiparticy

las libres; el hamilteniano correspond.ieme 5.2
Hn=2 E’.i N; (ks
§

si convenimos en poner nuesito arigen de energlas en la energia del estado base l O) :
Por un argumento andlogo al que llevs a la ec. ( 2.29 ), si aceptamos la aproximacién de

cuasibosén podemos escribir el hamiltoniano de cuasiparticulas libres en la forma :

3 : + §14, TM
H= X (e, + 6 B, B it

ALTmM

Se tiene entonces un sistema de osciladores independientes. Veremos ahora que el efecto
de introducir la interaccidn ( 3.1 ) es el de acoplar esos osciladores. Mediante ona trans=-
formacién apropiada los desacoplaremos, para encontrar ash los fonones apropiados para ==
nuestro problema.

Empezaremos expresando la cantidad qu- (ec. ( 3.3) ) en segunda
cuantizacién. Como ‘\/‘1 s un operador de una sola partfcula, se tiene :

. : + ), W
1}‘_1'-'-'2 <3{W\4 l\éq{‘:"!ﬂ&wh> b a bﬁ._ -
Jﬂ"li;.; d" <
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C bien :

Vg = qu(ﬂ*d,,)[b lo] (3.8)

3 b

donde se define :

, [2i+1 /- _
% (3432)5"' :E: <3¢ Il 1,,> (3.9)

y el elemento de matriz reducido se define de la monera usual 9 3

4 | Vg (1 dgmed> = (g homyg (5 > <G Mol >

Para nuestra interaccién ( 3.2 ) tenemos entonces :

U”z(-“*“F 2‘1(“ q (i1, [D;% bily [Qb]]

6 ﬁq
(3.10)

4 b
Expresemos ahora b‘i."'! . 4!."‘1 en téminos de los opera—
dores de creacién y de aniquilacidn de cuasipartfculas. En el resultade aparecerdn téminos

de los siguientes tipos :
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SRR AN ARV AP R

+
H.ZJ,, : [[p‘h P.::.]‘- [@33 Pﬂu] l‘&oo , con las permutaciones posibles

de los operadores §+ y ﬁ

HH : [[p:l {s:’.]&[p;! Pﬂu]l] gy con las permutaciones posibles de Ftﬁ g

Ceiedete pdde. - -« - -Ep

Si estamos interesados en extraer de la nteraccién la parte que da origen a
las vibraciones, desechamos H3‘ , porque no se puede expresar 2n té&rminos de los opera
dores de cuasibosdn. Porofro lado, si estamos estudiando la interaccidn k =polar, los esta

dos del problema serdn del ripo
+ 4
'L 2 N e O
4ig ke 1!&‘3«3: l ) (3.11)

Ahora bien, un témino de H!.!. como el que se indicd mds arriba tendrd una cierta contri

bucién al actuar sobre ( 3.1l ). Pero un témino de sz del tipo :

06 s, Ceh pile),, =
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A =4 +$-K Bhse 4o o
22{-)« W ido k008 Teapl ] ¢
K o
. =i =4y g \)2&“' ;}
4

+ & . Pl :Li‘H (3.12)

contiene osciladores repartidos enfre muchos valores de K y se espera que su efecto sobre

4
un estado del tipo ( 3.11 ) sea pequefio; ademds, si bien [\? ( el operador de ndmero

de

de cuasipartfculas ) se puede expresar en téminos de fos cuasibosonas, vemos que estd dividi

do entre 23‘ + 4 , que es un ndmero grande; se espera que su efecto sea més peque-
/7

fio que el de la parte 2 Ea' Nj

3
Al quedamos sélo con Hoo y las términos de sz con osciladores con=-

centrados en k, tenemos el siguiente resultado para el hamiltoniano ( 3.7 ) mds la interac-

cién k -polar :
83y TM
s 2 <c54+E4z> Mzm?’ .
4€1,
IM

& LmF =k [
= qur(a.sl) g (i, )|[8 0 13”“[““(—)8 .ﬂ
h<d,
(3.13),

donde

=4

£
% (d) = T AWV, + Vi) (3.14)

Vi+ 54“51

Vemos entonces que el efecto de la interaccidn consiste en acoplar los diferen
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tes cuasibosones de momento angular k. Le forma de desacoplarlos es con el procedimiento

que se expuso en &l capfulo 11, Se buscan operadores del tipo :

r"’# Z( M:B dhke ‘&15,. Bd.a;i.;) (3.15)
4<

R
o Z( gy 2, Bis i 4 M

§i44,

con la propiedad :

[H l—'iq] W F‘&a (3.16),

Estos nuevos operadores son los que diagonalizan el hamiltoniane, el cual va a deseribir en-
tonces un sistema de nuevos cuasibosones libres, con energla w‘i . El nuevo vacio del

problema ‘ ° ) rendrd entonces la propiedad :

M 15) = o >

4
y el estado r\ ‘ 0 ) tendré una energla CO& respecto al estado base | 6) g
El estado T-l;} T",:%, Ié‘) tendrd una energla 2&)* etcétera.

Al imponer la condicién ( 3.16 ) se llega a un sistema de 2 ecuaciones para los
coeficientes -(3!1!. y 55;‘ i

en el caso expuesto en el capltulo [l. Después de la eliminacidn se llega a la siguiente -~

; los cuales son aun més fécilmente eliminables que

ecuacidn de eigenvalores ;
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36 (Erg)  2has

L (EvEf - w2 wemFh (3.18)
ng

El aspecto de la grdfica de ( 3.18 ) se muestra en la siguiente figura :
37G)(E +E)

Xes (.E(*E‘)z "WL \

v ‘ o En. posibles da 2 cvasip. libres

25,‘| €

5 e 2E.
‘1&&)‘ h

Zona defovuiada |

Fig. 14
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Las soluciones “’i se indican con pequefios clrculos en la figura. Se ob=
serva que si F es muy pequeria, las soluciones tienden a las energfas de 2 cuasipartfey
las libres. Si la intensidad Fk de la interaccidn aumenta, el primer nivel excitado baja;
estamos en la zona en que el ndcleo es esférico; si F  aumenta més, llegamos a un punto
en el que el primer nivel excitado ha alcanzado el estado base; en esta zona la forma esfé~
rica se vuelve inestable; pama F'i todavla mayar, (..)‘_ es imaginaria, lo que significa
que estamos en [a zona de deformacién estable del ndcleo.

Es de particular interés el caso totalmente degenerado, porque en ese caso se
puede escribir explicitamente la solucidn de ( 3.18 ) y en ella se puede ver claramente la
dependencia del nimero de partfeulas. Utilizando los resultados del cap. Il para el caso de
generado, se tiene :

.. o
[qa(mt):{z = ..[q_.(ﬁi’-_ﬂ__ y L'_ﬂ_ 1.-"_1_)
Y- G LAYA 29

_e8 N
Ei=7

Se tiene enfonces :

GO ke

y 1
w{ = GQ ‘L L '\'\(SSL-‘YL) : LFTTF zhi{‘dﬂl (3.19)
G

En esta ecuacidn se muestra explicitamente la dependencia de la energla de
excitacidn con el ndmero n de partfculas. Vemos que al principio de la capa, UU& estd

muy cerca de la energfa G LL  de dos cuasiparticulas libres. La energla de excitacidn
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disminuye al introducir mds partfculas; al acercarnos al valor cero del radicando de ( 3.19 ),
la forma esférica se hace inestable y mds all4 de este punto el ndcleo tiene deformacidn es-
table. Las vibraciones colectivas ocurren entonces para valores de n y de la intensidad de

la interaccién que hacen positivo el radicando ( 3.19 ).



CAPITULO IV

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE UNA INTERACCION ARBITRARIA
( PARTICULAS IDENTICAS )

|.- La aproximacién de bosén.

En la seccién 2 del capltulo |l vimos que la aproximacidn de bosdn da buenos
resultados para un sistema con un ndmero par de partfculas moviéndose en un potencial co=
mun con niveles no degenerados e interaccionando a través de una fuerza de apareamiento.
La restriccidn bdsica del método es que el ndmero de partfeulas debe ser par y muy pequefic
comparado con la degeneracidn de los estados de una sola particula que se consideren.

Vamos a considerar brevemente el caso de una interaccién arbitraria, para ver
en qué casos podemos aplicar la aproximacién de bosdn .

Consideremos entonces un conjunto de niveles clasificados en el esquema jj

como siempre y consideremos, como hamiltoniano del problema, el siguiente :
H""E‘S;N;' +V (4.1),
i

donde V s una interaccién central arbitraria entre pares de partleulas, del tipo

Ve Ejvﬂ . Vamos a concentramos por el momento sélo en esta internccidn. Su
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expresién en 22 cuantizacidn es :

. - . ; + ] 1
v:—%jz z <5‘M1)31H1 \‘\/;B‘ ja‘ms)ﬂumq>1g1. X b‘:'zlmz 533“5 bl’u"ﬂl
AL :
L ::':Q .
(4.2),

donde ab es una pareja arbitraria de partfculas.

Usando los desarrollos siguientes :

<iomn fa | = ) 3, mng | I (i TM |
™M

st” {j“w‘> 3 2@3}“‘3 W‘ulj’M'>\d, §H7M>

J™

y el hecho de que V as una interaccién central, podemos escribir :

U= -_}LE;,'QAJ 1V, 14,1, 3> L:;‘ :;]JM Uos', Lf“]”"
T
(4.3)

5)

O seq, hemos desarrollado v en fuerzas de apareamiento generalizadas
+ 4, 4,TM
Usando ahora las definiciones de A&LTM y de A 3 , dadas en las

ecs. ( 2.2 ), tenemos :
—_— 7 Bl et 44, TM
V=3 D (s G Vulia Dyt Ay A
448, TM

(4.4),
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Nétese que la primera suma en ( 4.4 ) se efectda sobre todos los valores posi=
bles de 34 a.!, 1‘3 ju . Si quisiéramos restringir la suma sélo a valores crecientes de

’j{ . i" y de {is g ‘ja » el resultado seria el siguiente :

Y 497 At 41,TM

U’-— 2 .Vli i, T Aj,j'zIMA (2s),
RN
4s i,
Im

44,7

donde las cantidades V 13 i7

se definen como :
ﬂ,” <1,5,'J"\f._5‘ﬁjuj> (4.6),

con el bra y el ket antisimetrizados. O sea, ( 4.6 ) son los elemenfos de matriz de nuestr=

interaccidén, para el problema fisico de 2 partfeulas; (Tsico, porque los estados que hay que
” r ey . " J

usar para construir la matriz son los estados ya antisimefrizados. La matriz ﬂV“"—' ﬂVl ::; u

tiene renglones numerados por 1| iz k1 y columnas numeradas por jhlju.T;

ademds esta matriz estd rota en bloques, por cada valor de J. El aspecto de la matriz es el

i T
siguiente : k

“Vll = J:. /

Iy

(4.7)
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Supongamos que diagonalizamos cada bloque de la matriz ( 4.7 ) y que designa

% S
ad-‘j'zj, al elemento (,j‘sz)

del eigenvector correspondiente. Supondremos que nuestros eigenvectores

mos con Vq_:x al g~ésimo eigenvalor del bloque J y con

estén ortonomalizados. O sea :

4 9
ZVW’ S 2y (4.8),

3 5‘43 5;5;, 4 7 d{j"j
333;,

Definimos ahora, como se hizo en ( 2.36 ), los operadores Aﬂ,JM y

AY"

-MJ 2 .511 qIM (4.9a)
; &

I (4.95)

6-ad',,,l M T A9M
A™ = Xai A
Substituyendo estas definiciones en la ec. ( 4.5 ) obtenemos :

U=E\/§7 A‘;JMA?J;M (4.10)

QIM

Es importante enfatizar el hecho de que ( 4.10) es una expresién exacta ; es
simplemente otra forma de escribir la expresién en 2% cuantizacién (4.2) de nuestra inte—
raccién entre pares de particulas.

Supongamos chora que tenemos un problema en el que fodos nuestros niveles |



« [P

estdn degenerados  Enfonces ( 4.10) es, salvo una constante aditiva, el hamilteniano de
nuestro problema. En estas condiciones ( 4.10 ) sugiere inmediatamente hacer la aproxima=
| . At FAm

ciédn de bosdn, para tratar a la cantidad é AQJMA como el operador de
ndmero de bosones en el nivel (q. 3) . Con esto podriamos resoiver el problema de un ng-
mero pequefio de partfculas, para una inferaccidn arbitraria, canociendo simplemente la solu
cién del problema para ¢! ceso de 2 partfeulas, tal como se hizo para la fuerza de aparea—
miento. Vamos a anclizar esta posibilidad. Para ello, vamos a cansiderar un caso sumamen
te sencillo. Consideremos el problema de n partfeulas situadas en una sola copa |, inte=
raccionando a través de unu nreraccidn de alcance infinito y ae intensidad ‘\f, . Inme

diatamente podemas escribir :

V=2\C‘i =2V,, ( 4.11)

iy i<y

m (m-4)
e N St

(AR

Por otro lado, la expresién exacta en 22 cuantizacién de esta interaccidn es:
2 4TMm
4.13),

Si en este momento convenimos en tratar solamente af pmblemu de M <KLQ , hace-
mos la aproximacidn de besén y el operadar A_“IM es el aperador de
ndmero ()(, de nuestros bosones; este operador J(‘ , al actuar sobre una funcién de on
da de M/Z, bosones, nos da, come eigenvalor, /T\/J, . Entonces, si designamos con

7/
V al eigenvalor de 1}‘ , tenemos :
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< r/
\/v:%"z}- (4.04)

Notamos que (4.12 ) y (4.4 ) son totalmente diferentes : el resultodo exac=
to (4.12 ) nos dice que la energfa tiene 2 téminos, uno de los cuales es proporcional a
2 . . E s ;

Y\ , independientemente de la capacidad Z£) de la capa. En cambio la aproxima=
cién de bosén ( 4.14 ) predice una energfa proporcional @ 7Y . Vemos entonces que no
basta que el ndmero de partfculas sea pequefio para hacer la aproximacién de bosén ; pam

: ijoe %
el caso particular de los operadores A A{jo:) . el conmutador -

vale :

y basta despreciar N“/,Q3 para tener la aproximacién de bosén. Paro una interoccién
de apareamiento estos son precisamente los operadores que intervienen. Paom una intemccién
- +
general entran en juego todos los operadores A .

44, 7M

macién de bosén hay que despreciar los témminos que aparecen en el corchete de la ec. (2.24),

y para hacer la aproxi=-

de los cuales, los que fienen e 56 O no comresponden al operador de némero. Acobamos
de ver que para u'na interaccidn de largo alcance no estd justificado despreciarlos. Si anali
zamos la aproximacién de bosén, es fécil ver la razén fisica por la cual funciona para una -
interaccién de corto alcance, pero no para una de largo alcance. En efecio, la aproximacidn
de bosén considera que hay correlaciones sdlo entre las Z partfculas que forman cada bosdn, -
pero no entre los diferentes bosones; en efecto, en esta aproximacién la expresién [ 4.10 ) se
interpreta camo el hamiltoniano de uh sistema de bosones independientes, moviéndose en un

potencial comén. Desde luego esto no puede ser vdlido para una interaccidn de large alecance,
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que toma en cuenta la interaccidn entfe todas [as partfeulas. Entonces la aproximacidn de
bosén no se puede usar para describir propiedades colactivas. En cambio una interaccidn de
corto alcance es efectiva sélo entre 2 partlculas muy cercanas y para ella &s de esperarse =
que la aproximacidn de bosdn sea razonable : de hacho, esto se ha demostrado para la fuer
za de apareamienta, 2n la seccidn 2 del capitulo II.

Entonces en la expresién ( 4.10 ) podemos hacer la aproximacidn de bosén si
nuestra interaccidn es de alcance suficientemente pequefio y el ndmero de partfculas del -
sistema rambién es pequefio camparado con la degenemcidn de los niveles. Si acepramos
esto, podemas adn tratar el témine 2 E! Nj -en nuastro hamiltoniano, de la misma FoE_

ma que se vié en la ec. (2.29) :
44, TM
N, —= £ + & o
255}\5 ,zch ’1) 31143’MA

Dentro de la aproximacidn de bosdn podemos entonces escribir el hamiltonia=~

no (4.l ) de la siguiente manem :

3in 7 AF {6, M
H= 2 Hi!“ Aiiu.JM A
§,6ly, 4,64, (4.15)
T M

i e
Hi 2 (e ., . o
donde WiT =( ke 545‘64.& * V’hiqi (4.16)
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4. T 9,4, T
.-j‘.lz ya se ha definido en la ec. (4.6). En este caso, H o

§dq 7 44, 7
son los elementos de matriz de nuestra interaccién, para el problema fisico de 2 partfculas,
moviéndose en un pozo comun con niveles Ei' no degenerados. De nuevo podemos supo
ner que hemos diagonalizado esta matriz y que 2 g es el g=ésimo eigenvalor del blo-

9

que J ; en términos del eigenvector correspandiente definimos los aperadores A

.

AGIM o s
y A , tal como se hizo en las ec. (4.9 ). Podemos entonces escribir el

hamiltoniano como :

e 2 24 ‘E*:,:M AV (4.17),

33m

Esta expresidn se interpreta entonces, dentro de la aproximacién de bosén,
como el hamiltoniano de un sistema de bosones independientes, moviéndose en un potencial
comdn, con niveles de energla de un sojo bosén dados por quj . De nuevo enfatiza~
mos el hecho de que ( 4.17 ) es vélida si el nimero de partfculas es pequedio y si la interac
cién V fieneun alcance suficientemente corto. Recordemos que la aproximacién de
cuasibosén ha side utilizada can éxito para describir movimientos colectivos en los - = -

i1},12),13), 21)

nicleo , como se expresd en el cap. J[[[. El formalismo es el mismo que el
que se acaba de exponer para la aproximacién de bosdn; la dnica diferencia es que se tra
baja con cuasipartliculas en vez de partfculas. La razdn del éxifto es que se consideran es-

tados con 2 cuasipartfculas como mdximo, lo que equivale a considerar 4 solo cuasibosén,

y en este caso estd justificado considerar un hamiitoniano de cuasibosones libres.
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2.~ El método de las cuasiparticulas.

En los secciones 3 y 4 del caphulo 1l vimos cdmo se puede tratar una interac-
cién de apareamiente mediante el método de las cuasiparticules y en el capitulo |1} vimos
las correlaciones entre las cuasiparticulas a los que da lugar una interaccidn k-polar.
Veremos en esfa seccién como se puede tratar una interaccién arbitraria con el método de -
las cuasiparticulas libres.

Seguiremos considerando el caso de los ndcleos esféricos y supondremos, como
siempre, que los estados de una sola particula estén clasificados en el esquema jj. Por bre

vedad usaremos la siguiente notacién :

o= (“ 'ed m ) ( todos los mimeros cudnticos de los estados
de una sola parifeula )

(“{d ""I"ﬂ.) ( lo mismo que X, excepto por el signo
de )

('“?d) (4.18)
S = O™ eisy

2|
11

Qa

Supongamos enfonces que las parifculas del sistema se mueven en un pozo co-
mdn con niveles de energfa de una sola particula dados por Eﬂ. y estdn sujetos a una -~
interaccién arbitraria entre pares del tipo :

v =3 V(44)
iq

(4.19).
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El hamiltoniano del sistema es entonces :

W= 2 (e R Bl 44 2 Vigys B, b

e (4.20),

donde ya se ha incluido el potencial quimico K . Como siempre :

\/0‘(5‘}'5 = 5\{/:(4) \l/;(a.) V(s) \kr(” J(a_(z) dfcd'(z

(4.2)

= {ap|voylys)

Veremos en los desarollos algebraicos que siguenque, en vez de usar VO 1)
en la expresidn ( 4.2l ), es mds c6modo trabajar con un operador antisimetrizado 1}(12) P

que definimos ast :

*.
4B § ool
V)s —=2— o \l? (4.21),

donde ?ﬂ. es el operador que intercambia las partfeulas { y 2. La razdén de este cambio
es que las contidodes :

U‘:P%’ = ‘S'gp:m Lp;n)l)‘(n) ¢7(4> «L;(z) At dr,

(4.22)

= Lap|vimly 5>

obedecen ahora las siguientes relaciones :

Vama = —Uﬁays ol 1}1‘357 > vpa;y (4.23)
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En t&minos de estas nuevas cantidades 1}0[1,57'3' podemos escribir

7
el hamilteniano  H (ec. (4.20)) de la siguiente manera ;

H' = E(E ';\lo lo +-—2 dpﬁglolob’r (4.24)

04.{515

Introducimos ahora la misma transformacidn de Bogolivbov que ya tenfamos en
el capltulo 1l y la escribimos con la notacidn nueva del presente capltulo, para los diferen-

tes indices :
g ol +
b =Ua'e + 8 Va Pa (4.25)
“ + a
bd - Uq_@o( + Se.cva. @ (4.25b)

El vacio de las cuasiparticulas es el mismo que se di6 en la ec. ( 2.71 ).
’

Para expresar el hamiltaniano H (ec. (4.24)) en téminos de los opera
dores de creacién y de aniquilacidn de cuasipartlfculas podemos substituir directamente ==
(4.25) en (4.24 ) y efectuar las conmutaciones necesarias para poner los términos en orden
nomal. Sin embarge es mds répido y elegante usar un teorema de la tearfo del campo, ef

teorema de Dyson ( ref. {, pdg. 440} :
be o b b =
= (b BB, B -, 0B b + (B BB +
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R R AR AL AN R AR
VCA AL S SR CA AT
. B;(Bl-ﬁ \OSL:;YZ

(4.26)

Con la notacidn :A: indicamos que al substituir en el operador A los

w :
operadores {3 7 ﬁ , éstos deben quedar en orden normal; con <\3> indicamos
el valor esperado del operador B respecto al vaclo de las cuasiparticulas.

Como ejemplo tenemos :

bt = WU fep” -~ UVE S+ v
+ + <
+5 UV Pu By +5aV;Uc(5 A

5 ]oﬁ> =\éi§: (4.28a)
o
< B:_ g@>: Sa Uo,\[o. S@

(4.28b)

<|O b‘%> "‘Sde 5—

(4.28¢)

s
Usando el teorema ( 4.26 ), H se puede escribit como la suma de los 4

téminos siguientes :
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H/ = H°o+ Hn * H?.o b H'res (4.29),

donde se ha usado la notacidn del capftulo Il para los primeros 3 téminos, en el seniido de
H . . : + 1
que s €5 una constante, " contiene téminos del tipo ‘B /6 ¥ l4p confiene

Tes

R
términos del tipo I?) (5 y (%(3 : H . contiene partes del tipo
bob

M (ferp, FEFR) 5 R (fpp) o Hao (o,
Beee)

Si queremos empezar con un modelo de cuasipartfeulas litres no tomemos en cuenta H_fe\, 3
de acuerdo con la filosofia expuesta en el capltulo 11, Apuntaremos solamente que

tiene {6 té&rminas provenientas del siguiente producto nomal :

HWS =4 2 4(3’]’5 B. g ba b‘r (4.30)
ctte.aré'

La constante HOO se puede calcular inmediatamente usando las relaciones

{4.28). El resultado es :

et +_L{ 2yt
Zj(a o +4 ;{Sw‘,qpv,,vb

2.4
Z@\,Q}PPO{V& Vb + g - 57qua.Uch ‘-U;ET?}

Vemos cquf la utilidad de haber usado el operador antisimetrizado ( 4.21 ),

porque ahora se puede hacer uso de ( 4.23 ) para escribir :



i 4 E(e AV +42

gap V" e ZS 57%\4[}:\412&77

(4.31)
Vamos a definir las siguientes cantidades
44 2
o T s
@
= -4-
A= zsu;%a_?_?&yuc\/; (4.32),

donde 1—;. juega el papel del potencial autoconsistente de Hartree = Fock vy Aq_

representa el efecto de la parte de la interaccién que corresponde a una fuerza de aparea~

miento. En términos de r y A

o podemos escribir Ho:; en la forma :

E(E +3Ta ?»V" zA Lk

(4.33)

Nétese que en lasdefiniciones( 4.32 ) hemos escrito r y Aq' en vez de I-‘d. y
Ad , ya que se puede demostrar que esas cantidades no dependen de md

2,
=22 U 5 2( 2R
Z o L(dplv((z)\d(b-

s

. En efecto:

2 mZ((nfqm)d (nLimly [ )| (nlmy (NG)y > =
@
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_Z Z<““” (i), 7| V(12) | (18, &), T iy Memg [ 7MDK, 5, M, 1) =

FJM

T 12 (27+1) L), (D), 7| V(12)| (&), (), 7D
4

2= %

Vemos que, efectivamente, [_C\l no depende de la proyeccién 'Wl.d - Anélogomente

Z(MH) £ (0&j), (n), 3 [U(12) | (ney), (), 7) (4.34a)

tenemos para Aﬂ. -

B A )
ik Sdz, a@yy AR "_5-2(%\' 571);&77)({\{
< 4
25 e =, 5,y (i), -m, D) | i, (), mSe
my \'“.‘,

=05, L), (n€i), 7 [V (1| 02, () T, mem TG - [1MD=

mTJM

= % \/: ::1’ <("Ei)a (wtj), T| U (12)| (o), (v), T

A, =- 21(25 w1 (o), (), 7 | V0| (. ), DU

2\/25“-}{

(4.34%)

y nuevamente AOL no depende de la proyeccidn 'T“d'. 2
Por lo que ahora concieme los téminos H" Y H!n , no los escribi-

remos expllcitamente. Sin embargo daremos algunos detalles paro ilustrar un punte  muy -
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importante. Para ese fin consideremos, como ejemplo, el témino de H“ que proviene

de H L); ‘07: <b+rg bs> de la expresién (4.26); o sea :
5, + La
; v Ve (AU B 7 - 25, 65 £°) i)

=2.2(Z YV f(UM DEESEAATY

Z 3% - = 2, L(ntim), (ntjm)s | Va2)| (i), (ntjim)>> =

™
'Z 2, L), (0, 7 | V(12| o), (n, 3K e, [T my i 9
MP M
< 27 s

(4.36)

Debido a la presencia de estas deltas, vemos que en la suma sobre Y de

( 4.35 ) permanece una suma sobre (M)y y la parte (JM)T sélo toma el valor

(j‘W\)d ; si bastaran (QM) para Y e A e de una sola partteula,
entonces los Indices d) (‘}) 7) ... serfan abreviaturas de (dWI)a.; (Jh)ﬂ ,()'w)Y y e
si esto fuera cierto, las deltas de (4.36 ) implicarfan 570( y podrfamos simplificar
inmediatamente la expresién ( 4.35 ); como se ha mencionado, ése no es el caso en nuestro
.problema y seguimos teniendo una suma sobre CV\Q)Y . Sin embargo, en un cdlculo prdc-
tico con el modeloi‘capqs para ndcleos esféricos, podemos suponer que nos restringimos a
una sola capa completq, en cuyo caso (AN) bastan para clasificar completamente los

13), 31)

niveles de una sola parttcula


http:S~S1'v..Vc

= 3T =

Esta suposicidn no es vdlida para nicleos deformados, porque para el cdleulo
de la deformacién la mezcle de las capas completas es muy importante.
Si nes interesa tratar los ndcleos esféricos, entonces, bajo la aproximacidn men

cionada, ( 4.35) se convierte en :
e, T I
2 Uy (W) o

Para escribir la expresidn explicita de H” y Hzo usaremos la simplifi
cacién mencionada y ademds haremos uso de la invariancia de la interaccidn frente a inver=

sién en el tiempo, que implica :

Q e =
’]./ur,-(a' e Sasp C—’-{ 55 IU:?J a@

Se llega finalmente a los resultados :

H“=§I£LL"-'V?J"{Q + .UV, Aa] {3-: (5“ (4.38),

H =; UGN - OR-VA(E s +at)

(4.39),

donde se ha usado la notacidn :
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o= EatTa-2

(4.40),

Vemos que en las fdmulas ( 4.38 )'y (4.39) rz es la cantidad que juega
a

el papel de la energta de los estados de una sola parti’culﬁ; en ( 4.40) se ve claramente
que [1 es el potencial autoconsistente proveniante de la interaccién. Vemos enton=
ces de ( 4.38 ) que en la energfa de las cuasipartfculas libres se estd tomando en cuenta a
través de rq- la cantribucién de la interaccién arbitraria al campo autoconsistente y, a
través de Aq , la contribucién de nuestra interaccién al apareamiento.

En este momento se sigue el mismo proceso que se explics en el capttulo {1
y se pide que Hzo = O ; esto impone una condicidn sobre los coeficientes Uq' y
V& . , que substituida en ( 4.38 ) nos pemite escribir finalmente el témino de cuasi-

partfculas libres en la forma :
L
Hu e 2 Eq (30‘ {3‘
=4

E“: Vli'-!— Ai_

(4.41),

Finalmente, al pedir que el valor esperado del operador de ndmero en el esta

do base sea n, se tiene :

: 2
2 (g eV = m (4.42),
a
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En la seccién 3 del caphulo [l vimos la solucién del problema de la fuerza
de apareamiento usando la aproximacidn de las cuasiporticules libres; en lo seccién 4 -
mejorcmos la salucién mediante la aproximacién de cuasibosén.

Ahorm estamos estudiando una interaccidn arbitraria y estamos en la etapa de
las cuasiparttculas libres. También en este caso se puede mejorar la solucién usando la
aproximacién de cuasibosdn, para tomar en cuenta las comelaciones entre las cuasi——
particulas il .

Arvieu 12 ha aplicado este método pama el estudio de los isStopos del esta=
fio, utilizando una interaccidn de Yukawa con intercambio y los resultados se comparan

con el experimento en forma bastante satisfactoria.



CAPITULC V

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE EL CASO
DE PARTICULAS CON ISOSPIN

)
l.- Los grupos ng ; Mz.g_ ’ MZ

Consideremos un conjunto de fermiones con isospin moviéndose en un potencial
comidn y supongamos que elegimos el esquema || para clasificar los estados de una sola par-
tfeula; por ejemplo, en un potenciol comdn de oscilador arménico se tienen los estados que
se muestran en la Fig. |.

Como se hizo en el capltulo I, clasificamos la parte spinorbital de los estados
de una sola partfcula mediante los Indices (U‘QJW\) y ahora indicamos con T  la

parte correspondiente al isospin; T puede fomar los valores | ( estados de neutron) y
7

= | (estado de protdn ). Los operadores de creacién y de aniquilacién serdn enfonces :
2
Y

vim, T

con las reglas de anticonmutacién :
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+ - vijm, vy VR, T)
{bvljl,t . bu'l'j’n’,tf}: { b ) L" } =0
il T Lol i e T/

P 070 R 8,

viyw,T J (8l
2

Yy, como siempre,se introduce el vacio |O> con la propiedad :
vhju,c 2.
b o> =0, VvijmT.

Podemos indicar con la letm f) al conjunto de ndmeros cudnticos
(V‘QJ w 'E) y en ese caso podemos escribir las reglas de anticonmutacién ( 5.1 ) en la

{b+,b+?,}: qb?) b?’} =l
+ o i
{b )b?}- 6?

(5.2),

Igual que en el capfulo 1, vamos a concentrames en una sola capa |; cuando
tengamos necesidad de desdoblar el Indice ? en sus componentes, indicaremos éstas sim-
plemente con (W\ T) «vaque (V EJ) son fijas; los operadores de creacién y de

aniquilacién se indicardn entonces asf ;

mT
b} = -:,,T ) b? = b (833

Vamos a definir ahora los siguientes 3 qnmdoms):
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(1:;, — b‘} L}Y’ (5.4a)

’ e W
g:« Lo E bmb \ (5.4b)
: T
- 1 + Wt
“‘; Cr = 2 bmr b (5.4¢)
m

Es inmediato verificar que los operadores ( 5.4 ) obedecen las siguientes reglas

de conmurac.déi. -

L ST L P f’
E(EP ) (L-? I- ([f 5—? (Ef gf (5.5a)
_ w a/ _v:‘, Wl/ W\I —L;i,
[__%‘M y fm ]:7 {gw S(FR . fv’w 5w1
(5.50)
’ f/ - :(,-" re 55 <’
[C: g Cf ] 3 Ct gf Cf 5{ (9:5¢).

Reconocemos inmediatamente las reglas de conmutacién ( 5.5 ) como las de los
; o o) Abve
generadores de los grupos unitarios. Como el ndice ¥ . puede tomar 2 valores y

el mdice T , 2 valores, tendremos que ? podrd tomar 4 SL valores.
’
Enronces (£? son los generadores de un grupo unitario de 4 dimen-
f ,
siones, que indicaremos como UJ,,Q g gm son los generadores de un grupo
' (¥)

T
unitario MQQ_ y finalmente CT_ son los generadores de un grupo I&



=

UJQQ_ corresponde a transformaciones en el espacio completo : spinorbital mds
isospin; 50 sblo efectda tranformaciones en el espacio spinorbital y 3
transforma en el espacio dal isospin,
Nétese que podemos escribir las definiciones ( 5.4 ) en la forma :
W't + bvn £ 1o
¢ . mTt

mMT (5.6a)

w = 2 m'7
fm & s d:h'c (5.6b)

%" my’
98 2 €. (5.6c),
m

4 i

" T
que muestra gue tanto fos generadores i como las C z ™" combinaciones

w't’ (v
lineales de los generadores Cmt " Entonces MSSL ¥ .Ui

son subgrupos de lUus:. . Como por otro lade

[cg“:‘", C:] i (5.7),

(x
tenemos que el grupo GJ‘I'SL contiene al producto directo Mzﬂ. A .[];’ ) :
(v
N o DM:,_Q_'U:L (5.8)

Tenemos entonces una cadena de grupos, mediante la cual podemos clasificar
nuestros estados. Los estados de una sola particula son una B.R.!. caracterizada por un
(v
solo bloque, tanto del grupo M!..ﬂ. , como del U;_ y del Wu_ . Un

estado de n partfculas del tipo :
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¥ +
b, by, by, 12>

(5.9)

es automdticamente una base para la representacién irreducible totolmente antisimétrica
n
{i } del grupo ﬂ)Q-Sl i (5.9 ) es una base para una representacién en general
(v
reducible de los subgrupos Mz.ﬂ. y % ; formando combinaciones lineales
40)

apropiadas se pueden construir B.R.I. de los subgrupos mencionados. Se pueden demostrar
que dada una R.I. ['e\,] de /usz contenida en {1“3 de BJ((»SL , la dnica
R.1. permitida de ‘U-z('w es la conjugada de [-&] ( que indicaremos con
~ pe
('U') = ‘:‘g\] ) y viceversa, ( [A]= QU')) . Ahora bien, como el diagrama de
Young de un grupo unitario de n dimensiones puede tener n renglones como mdximo, las
v
R.l. de ‘U;' pueden tener, a lo mds, 2 renglones; entonces las R.l. de Mlﬂ

pueden tener, a lo més, 2 columnas. Tenemos entonces, en forma esquemdtica :

(tr)
Ug DMy ¢ Y,

T }1__-"
2

T
- 5 3}1 X (5.10)

i
{1“} = [‘e\a'e‘m] % (_'\7‘ vl-) { U4V, =N

(Vq V;) = m ‘e\‘-\----‘}f\l&_:m

Como se sabe, si una R.l. del grupo del isospin estd caracterizada por (‘U;, ‘l{'z)

1108 A 4), 40)
entonces el isospin mismo estd dado por :

e .
T= ‘zv’- (5.10)
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Siguiendo las mismas ideas que se expusieron en el caphtulo |, queremos encon~
(v
trar ahora subgrupos de M"LQ y de U: que nos permitan clasificar mds nuestras
funciones de onda.
U['t) ’
Empecemoas con el grupo g - Claramente podemos elegir, para el grupo

(t
Sq ) correspondiente, los siguientes 3 generadores :

T = Cq/’“ (5.12a)

Tephoch)  ew
T <Ch (5.12c),

que son los generadores de ascenso, de peso y de descenso, respectivamente el peso es el
eigenvalor MT de T. , que es la tercera componente del isospin. Podemos elegir, co-
mo subgrupo de ‘U.':l'\'.) , al grupo -U: @) con generador T, , de manera que
la_cadena

L;(,t) 5 U‘lu)

(5.13)

nos da, para un nimem dade n de partfculas, el isospin T y su proyeccién MT "

Para el grupo MAQ_ elegimos, como subgrupo, al grupo simplécrico szi .
porque veremos que estd conectade con un tipo de fuerza de apareamiento que es escalar fren
te al isospin. Elegimos luego, como subgrupo de SPZQ. , al grupo RB de mtaciones
en el espacio flsico. Los representuciones irreducibles de Sﬁa contenidas en una

R.l. de 2 columnas de Mlﬂ, pueden tener, a lo mds, 2 columnas.
Los generadores del grupo SP&Q son :

’ ’ ’ -m
A: - (&“ " (-)“*hg (5.12),

-m’
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Introducimos aqut dos cantidades para caracterizar estas dos columnas: el senjority Uy

el isospin reducido /t , que estdn relacionados con la R.1. de SPIQ en la siguiente for-

o

o (5.13)

ma :

y se puede ver que el significado de Y es exactamente el mismo que en el caso de par-
tfculas idénticas y que t no es mds que el isospin de los U7 nucleones ro apareados;
como caso particular, si se tuvieran partfculas idénticas, el isospin de los 1~ nucleones
serfa /t = ‘U‘/Z y en ese caso ( 5.13 ) se reducirfa a una sola columna, con un ndmero
de cuadros igual al seniority.

Acahamos entonces de ver que podemos clasificar nuestros estados de n par=-

tfculas de acuerdo con la siguiente cadena, conocida como de Racah - F'~ ‘ers :

nT) ¥ Q) (M)
My =8 » K, DK,
lUm_D Gu) _ Um (5.14),
(vt'r) (;\T)

donde se han indicado entre paréntesis los ndmeros cudnticos a los que da lugar cada grupo.
Ast como en el capltule | se mostrS que para particulas idénticas existe otra
cadena, la |lamada de Helmers, conectada con el grupo del cuasispin S U.?, , veremos en
la seccién siguiente que tambi:n paro el caso de partfculas con isospin podemos introducir
una cadena de Helmers y veremos que el grupo correspondiente serd RS ; que es isomorfo

a un grupo simpléctico 6PL,



< g

2.- El grupe R’S ‘

Helmers 4 ha discutido el grupo del cuasispin genemalizado paro el coso de
partlculas con isospin arbitrario. Veremos aqul Gnicamente el cosm de parifculas con isos-
pin 1[4, , que ha sido discutido por Hecht *') Ginocehio 0 Ploes. - Bl
cerca la notacién de Hecht. Para la capa 3 que estamos considerando, definimos los

siguientes |0 operadores :

A(My) = \/—[b*lp" m & (5.150)
T)E-E—[b b] ot (5.1%)

N
Hi T g < (5.15¢)
~tfa
T.5 Cg (5.154)
/s
T = C..;; (5.15)
T.=H,= -4 (C.,, C-,}/:) (5.15F) ,

donde

(B Bl i, _2 "’ <4h¢/z'cf|1&)b

I'['

jom my  _mzg’
b 14" 527?5):? e welin> b b

m,T
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El conjunto ( 5.15 ) es cerrado bajo la conmutacién y se demuestra que es el

conjunio de generadores de un grupo Rs
(r)
Vemos que [, , To y T__ forman el grupo SUZ del isospin y son
; . . +( 2
los mismos operadores que se definieron en ( 5.12). A M -r) crea una pareja de
particulas acopladas a momento angular total cero & isospin 4. con proyeccidn M T
A ( M-") aniquila una pareja con las caracterfsticas mencionadas.
Wi

Es trivial demostrar que los generadores /\-w de SP-Z.Q conmutan
con los generadores ( 5.15); esta caracterlstica ya la habfamos encontrade en conexién con
el cuasispin o UZ. :

Vemos a investigar ahora cdmo se caracterizan las R.1. de R\.; y cudl es el
significado fisico de los ndmeros cudnticos correspondientes.  Las R.i. de un grupo ﬁ;

Y - (2 %) : )

se caracterizan por 2 ndmeros | Ay k]\/ y necesitaremos entonces 2 ndme ros l/\./4 Wz)
para especificar el peso de un estado; elegimos W, como el eigenvalor de H4 y Wy

como el de H:‘ . Como es costumbre, el mdximo peso define l[a R

(\MM W:.M) - (%4;\1)

(5.16)

Convenimos en decir que el peso (W‘ WL) es mayor que el peso (W‘/ WL/) sien
(W‘- W, W, - W,'/ ) el primer ndmero diferente de cero es positivo.

Vamos a ver en qué forma podemos subdividir los 8 generadores restantes en
generadores de ascenso y en generadores de descenso. Para ello, calculemos el conmutador

de H‘L y de H’. con esos 8 generadores. El cdlculo es inmediato y el resultado es :
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(H,, AMm)] = AT(M)
EHUA(M)] ""A(M)
I:H")T:t]:o (5.47a),

/[H,,,A*m}%(a),- [H,, A@]=0 [Hy, A]=- AT ()
< [Hy , Al]=-AG); [H,,A(9]=0 ; [Hy, Al-]= AG)

[H, Tul=Te
\[ H:,, ‘T.,.-] = -—T-

(5.17b).

Podemos entonces construir la siguiente tabla, que indica el incremento que

sufre el peso de un estado al aplicarle cada unc de los 8 generadores que se indican :

AW, Aw‘.‘.

A1) il
A*(o) 4 o
A 1 -1 (5.8)
A Q) w -1
A (o) < 0
A () <k 1

; 5 0

Tz o -4
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De acuerdo con la convencidn que se dig para saber si un peso es mayor que
étro, tenemos entonces que subdividir los 8 generadores que aparecen en ( 5.18 ) en los dos

conjuntos siguientes :

+ +
Generadores de ascenso : W A+(4 ) ) A— (0)) A ('4 ) > T"' (5.19a)

Generadores de descenso : A(A) p) A(O)J A(“‘ )) T- (5.196)

y luego se tienen los siguientes dos

Generadores de peso : H,( I3 Hg_, (5.19¢),

Aprovecharemos en seguida estos resultados.
Definimos ahora un estado de V¥ nucleones con senjority W mediante la

ecuacién :

A(.M)[5Vv>: 0, M=4,0-4 (52),

Definimos el isospin reducido j: como el isospin de estos V- nucleones; si la proyec-

cién de t es minima (—k) , fenemos :

T v Tet, Mys <D =0 (32).

Como los 4 generadores de descenso aplicados a nuestro estado

;v ¥ - :
16 " T:t) MT"'f> dan cero, ese estado es de minimo peso en Rf;



=

recordando que tenemos Nz v nucleones y que el eigenvalor de H’. es precisamente

la proyeccién del isospin, tenemos, para ese mihimo peso (W‘_ \\l:.) ; los expresiones ;
v
Wi = 7 - 5 (5.2%)

-1

W:m

(5.»).

Se puede demostrar “ que para el grupo Rg el mdximo peso y el minimo

peso fienen signos contrarios. Entonces, usando ( 5.16 ) :
=0 -2
% =0-2
A =

(5.3),

Veamos cudl es el proceso que lleva del estado de minimo peso que se muestra
en ( 5.2l ) al estado de mdximo peso. En este proceso hay que aplicar : I) los operadores
de ascenso A*(M) , que van agregando pares de particules con momento angular cero
eisospin 4 y 2) el operador T,  que cambia la proyeccisn del isospin total, sin cam
biar, desde luego, el isospin mismo. Si al empezar tenfamos 4 parifculas con unq:int -
durante el proceso - permanece constante, ya que no se altera el nimero de partfeulas
no apareadas y el isospin reducido k' de esas partlculas tampoco cambia, ya que
sélo puede cambiar su proyeccién. Se ve entonces razonable que los indices de la represen
tacién irreducible (?\.‘ 7\_,_) estén conectados precisomente con el seniority 4 y el

isospin reducido t , coma se muestra en ( 5.23 ). Al llegar al final dd proceso de ascenso,

los operadores N (M) y T+ dan cem al aplicarse al nuevo estodo, por ser generadores

de ascenso.
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Ademds se obtiene, de (5.23) :

A =t

Wy = 4
O sea :

TPl>= 2 Plo>

donde ]Pto> es nuestro estado de méximo peso. Como acabamos de ver que

T, Ple>=0

se infiere que el isospin total del estado de méximo peso es igual & * , que era el isospin

total del estado de minimo peso.

Para ver cudntas parejas se han tenido que agregar para llegar al méximo peso,
recordemos que :

e O i
A= Q-2

"
Wim=—— =2

Sage }\4 = Wim

, se infiere que :

’Y\.M:Ll-&"U' (5.24)

Entonces, si se tiene un estado de seniority U, el mInimo peso corresponde
& " partfeulas y el méximo peso, 4 U agujeros.

El ndmero de parejas agregadas es entonces

no. de parejas = 28 -V (5.25),



{
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Habiendo visto cudl es el significado del minimo y del méximo peso, vamos a
construir explicitamente el polinomio de minimo peso en Rf . Si designamos con P[O>

al estado correspondiente, hemos visto que debe satisfacer las ecuaciones :
AM) Plo> =0 (5.260)
. Ple> =0 { 5.26b )
H4P}0\> =~;\-4Pl°> (5.26c)

Hz Ple>=- 7\-;?\°> (5.26d ).

a) implica que en P ] O> no hay parejas apareadas a momento angular cero.
c) implica que en P]0> hay Tr=92 (Q-;\_‘) particulas.
b) y d) nos dicen que el isospin de estas " particulas es '.t = 2'.2 con proyeccidn
mlnima : mn‘: == )\.1

Las condiciones ( 5.26 ) no determinan totalmente al polinomio buscado. Pa.
ra ello, falta imponer ciertas condiciones sobre el grupo de los invariantes de RS’ , que
es el grupo simpléctico SP'I;HQ. . Supondremos que estamos interssados en el palino-
mio de mdximo peso en el grupa Shkiﬂ . En estas condiciones, vamos a demostrar

que el siguiente estado cumple las condiciones ( 5.26 ) :

/‘—---;é’:.f_.-—-—-\ .
/—\—————J’\‘~’—'~'\
o] + + L + + + LY *
s [bt-‘: 0 b@-}-w,-'-J [ba.'; by, btx-§~t+-),';]}°>

= e(n-2))

t'll (5-2?)
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Vemos que en el {er. paréntesis hay (‘z_r + *) operadores de creacidén y
hay Cl;:' —7‘;) en el segundo.

T aplicado & P]O> da cero, ya que cambia 1/,‘2, por -1/2 Ys
como hay menos Indices 1/2, que -{/2 , todos los Indices /m'd' que hay en el 20. parénte

sis estdn también en el fo. Entonces se satisface ( 5.26b ).

Por otro lado :

H,Plo> = [:(Z ”*%’%)‘SL]PI‘D: (%-R)P]@:J«.P]@
Hy Plo>=4[(Z-4)- (3+ 9] Plo>= 4Pl = -2 Plo>

9.

y se satisfacen (5.26cy d).
Falta demostrar que A( M) P |O> = .
Ante todo demostraremos que todos los Indices W\J de la expresién ( 5.27 )
son positivos, Como el 2o0. paréntesis tiene menos operadores b+ que el {o, basta de- "

mostrar que todos los Tndices YW\. del {o. son positivos. Para demostrarlo, recordemos que,

i (A4Ag) definenla RI de K | se tiene ;
7"1 Z ;\2.
Sk % = 1 (5.28)
%ﬂ' <£SL
Entonces en el primer paréntesis de ( 5.27 ) hay, como méximo, SL  par-

tfculas. En ese primer paréntesis el Indice W\j mds pequefio es 6 - (g.pb) +14 ;

usando ( 5.28 ) se tiene :



(5.22),

como querfamos demostrar,
Vamos ahora a ver cudl es el efecto de A(M) sobre el estado ( 5.27 ).

Para ello, calculemos primero el conmutador siguiente :

[AM), Bwe]= - 2(4/: et [AM> b""

(5.30)

+
Ahora bien : en (5.27 ) hay WU~ operadores bm T rcen M siempre positiva; al
aplicarle A(H), este operador salta una H-W\T y se tiene un témino extra, que es
-mT’ mt”

el conmutador ( 5.30 ), que da lugar a una b ® , con (..-Vn) negativa; esta. b

puede saltar rodas las bhﬂ'[ con YY| positiva que tiene a su derecha, hasta actuar so-

e . =
|0> , para dar cero; repitiendo la operacién con todas las b mT de ( 5.27 ),

se comprueba entonces que ACM) P ‘O> -

Queda entances demostrado que ( 5,27 ) es un estado de minimo peso en R -
correspondiente a la R [ (9\_‘ 1,) ; en particular, hemos escrito el estado que es de méxi_
mo peso en SPLJ'H . Es cuestién ahora de subir el peso para conseguir los valores
apropiados de W, y de W, ; o seq, para conseguir el ndmero de partfculas y la proyec
cién del isospin total que se pidan. Pero es mds interesante caracterizar los pesos mediante
los dices de las R | de los subgrupos de R.s. . Vamos entonces a investigar algunas ca

denas de subgrupos de Rg ’
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Una cadena posible es la siguiente :

()
RSDR“NRE KQ;M (5.31)
R (p) R ) :

En esta cadena, 3 y 3 son homomorfos respectivamente a
los grupos SUzCP) y SUz(‘H) , que son precisamente los grupos del cuasispin
para protones por un lado y para neutrones por el dtro, con todas las caracterfsticas estudia-
das en el capfiulo T. R (P nos da, como ndmeros cudnticos, YL, y VUV, , queson

3 by Y
el nimero de protones y su seniority; RS("‘) nosda M, vy V.. , que son el ndmero
de neutrones y su seniority. La cadena ( 5.3 ) nos da entonces 4 ndmeros cudnticos como
renglén de (K‘ 1,_) ; se trata entonces de una cadena completa, que nos puede defi-
nir totalmente un estado. Sin embargo tiene poco interés fisico, ya que en ella el isospin
total T no es buen ndmero cudntico. Preferimos entonces usar la siguiente cadena fTsica,
en la cual el ndmero de partfculas, el isospin total y su proyeccidn son buenos nimeros cudn

ticos :
(Ady) (w)  (UMy
R ' U uasin (5.32),

Otro interés considerable de la cadena ( 5.32 ) es que pemite diagonalizar
un tipo especial de fuerza de apareamiento para protones y neutrores en una sola capa J »
que definiremos en la préxima seccién. Sin embargo, esta cadena no es completa, ya que
nos da solamente 3 ndmeros cudnticos como renglén de ('X‘ Aﬂ. ) 5

En téminos de esta cadena, nuestro estado de minimo peso ( 5.27 ) se escribe

asl :

P10>= l(‘quz)}' n=v 'T_-_tl M1=_%>
(5.33).
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Para un estado con un peso arbitrario necesitaremos, en general, un ndmero
cudntico extra @, que lo clasifique completamente.
Aumentar el peso de ( 5.33 ) significa conseguir el ndmero de partfeulas, el

isospin y su proyeccién que se pidan. El siguiente estado

l(_‘l A1) a m 'T-——-wt , M e (%r+$)>:

e [5: - L"E-%-w—l,] D’I'a o L’Jr('r%ﬁﬂ)»*i][m'*ﬂ;{ o>

(5.34)

tiene M\ partfculas, su isospin total es | = m—;ir + i’ con proyeccién mini=
ma. El problema es ahora encontrar un método para conseguir el isospin deseado sin alterar
el ndmero de partfculas; el operador buscado debe cambiar el isospin y deberd contener en
tonces generadores de Rf que no estén en SLE[I) ; proponemos el uso de HA 5
ya que cumple con esta condicién y no altera el mimero de partfculas. Le pedimas al ope~
rador buscado que nos pase de un estado con un cierfo isospin Ty minima proyeccién

{ como el estado ( 5.34 ) ) a otro estado con isospin T/ y minima proyeccién. Llamando
Y pray

wl-r-r: a ese operador, tenemos :

VYL.”, | 2)amT "T> i 2 Baa t (AA)a m T/-7 ">

(5.35),

Proponemos un operador del fipo :

m“’____z () ( +)-M+‘r-(-:étm ol

M
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agonde :

H = EC-)MZM MMy |2 m> AT (M) Aly) e 8

MM,

con la condicién :

[T- ) YYITTJ |T -T> =0 (5.38) .

Es inmediato verificar que esta condicién da lugar a la siguiente regla de re-

)

currencia sobre los coeficientes (A M de (5.36) :

Q(Tn') t1) (M=T+T)(M-T-T"-4)
Mat M “/—('3+M)(2I_M)j

Vamos a escribir la forma explicita de &AQ_) UQ.U (/q. v ; ndtese que (JQ-1 y 'jq.l

(5.39).

: 2 : o
no se necesitan, ya que estos dos Gltimos operadores dan cero al aplicarse a un estado de mt

nima proyeccién del isospin.

(-A'!, — A+(1)A (" i) (5.40a)
A, =%[g(4)A(O) -A+(O)A(-4)j‘ (5.400)

A= AWA +2 ALAR) - A (DAC)]

(5,40 ),

El operador YYLTT’ definido en ( 5.36 ) cambia el isospin de un esta

z

dode T & T’ , conservando la proyeccién minima; pero nétese que ‘T'—T'\ £2,



b5y <

ya que LHM es un tensor de Racah de orden 2 en el isoespacio; si se deseara cambiar el
isospin en mds de 2 unidades, habrfa que aplicar el operador WL-”-; mds de una vez,

Habiendo conseguido el estado con el isospin deseado, es ahora un problema
trivial conseguir la proyeccidn pedida, ya que basta aplicar el operador de ascenso T+
un ndmero apropiado de veces.

La idea del proceso que acabamos de exponer es idéntica a la que se expone
en la ref. 36) para conseguir el momento angular 5 deseado, partiendo de otro momen
to angular L ; el operador definido en esa referencia es m Lyt

Queremos hacer notar que la aplicacién del operador mTT’ a un estado
del tipo ( 5.34 ) es totalmente mecdnica, si se hace uso de lastablas I y T , que dan
los conmutadores de los |0 generadores de R; entre sl y de los operadores AT(M), A(M)

T
cort 4;“ T bm .
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TABLA |

® @ A | At | AT | AD | Ale) | ALY | H, H, G % o
AWl o | 0 |0 [Hin| 2= | o [-AW|-AG)] o |aAe
Ao o o o Tﬁ H, % -AMo)| o |-EAW|-EAC)
A o 0 O | 0 | Z= [H-H |-AC)| A |-zh ©
AW |-hete-=1 0 [0 | 0 | o | AW | AW |ZAWG| o
Alo) --;% “Ho|-=(0 | o |0 |Ae | o |EAW|&AW
AGY] o |- f-;'— Ho-H,| © 0 o | AtYD [-AG)| © [z Al)
He | & | afo) | A0 |-A() [-AG) |-AR)| © - N o)
H, | AW o [-A'C)]-AW) | o | AG)| o o N 5|
T, | © | @AW GAE-ZAG-ViAY O | 0 |-T. | o |a2H,
T. | @AW GAH © | o LEAW|-AL)| o | T. | -ah,| o©

En la tabla aparecen los conmutaderes de los generadores de Fes_ en

el siguiente orden :

L@, @].

{ L~ notacién es la de Hecht ).




- l&l -

TABLA Il

+ + 1 T
4 @ bmtt bm_{_ bm‘z b 2
Al 0 e S bj.-f o

F i BT
A (o) D O “‘% b-m".f -E b""[
At © 0 0O B,
AW |dTE"E o - 5
S meL [ o

Alo) % b z _E b 7 e 0
A=) o | BT © o

En la tabla aparecen los conmutadores en el orden [@J @] :
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En esta seccién hemos estado trabajando con la siguiente cadena de grupos y
subgrupos, conocida como la cadena de Helmers :
(vt)
(4
S‘PZSL X QS Slou)

(5.41),
U, xSV,

() (My)

donde se han indicado entre paréntesis los ndmeros cudnticos a los que da lugar cada grupo.

Se ve entonces que es enteramente equivalente trabajar con esta cadena o con la de Racah=

)
r -
Flowers, que se muestra en ( 5.14 ). La gran ventaja de la cadena de Helmers es queftraba-

ja con un grupo ortogonal que siempres es de 5 dimensiones, independientemente de la capa
cidad de la capa. Si se sigue el procedimiento expuesto para construir BR 1 en la cadena

QS = U4 x SUZ , fendremos funciones de onda caracterizadas por 'V'\-)_T) v, t
y sigue en pie, desde luego, el problema de construir combinaciones lineales apropiadas para
tener un momento angular total J definido. Para este fin se pueden seguir técnicas andlo-
gas a las que se exponen en la referencia 34).

Como ya hemos indicado, la cadena ( 5.32 ) permite diagonalizar un tipo de

fuerza de apareamiento entre protones y neutrones en una sola capa | que definiremos en
la préxima seccién. Veremos que esa fuerza se puede expresar en términos del operador de
Casimir de 20. orden de R, ; vamos entonces a estudiar ese operador y a encontrar sus
eigenvalores. Para ello es muy conveniente escribir los yeneradores de Qs- en una forma
ligeramente diferente. Nos vamos a basar en las expresiones ( 5.18 } y vamos a indicar cada

generador con el simbolo Ea.b ,con A= Aw, b

AWy ; como

H4 no cambia ni W, ni Wa, , lo indicaremos con E°° y finalmente Ht se
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indicard con [£,.,»  (se conviene en que =0"=0’ ). Construimos entonces la siguiente

tabla, donde los diferentes coeficientes se han introducido por conveniencia :

H4 = i
H’J = Ee'a'

B
sy
e
[

E.
E‘io
A.‘-("') = qu

A
e
"

(5.42)

Definimos ahora la siguiente cantidad ;

§Ez E“E_&_b (5.437) .
v

con CL,‘O:.{, O)O',—L

Se puede verificar que § conmuta con todos los generadores Eab y es por tanfo
un operador de Casimir de Zo. orden de Rs . Desarrollando la suma ( 5.43), usando las
definicianes de los Ea'u (5.42) y efectuando las conmutaciones apropiadas se puede

escribir § en la siguiente forma :
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=2 AMAM + T+ H (H-3)

(5.44)

La matriz de § es diagonal en una base para una representacién irreduci-
ble de RS y los elementos de matriz dependen de ('k;AL) pero son independientes
del renglén. Podemos entonces calcularlos para el mihimo peso en (1‘ "\2,) ; esto es
muy conveniente porque el primer término de ( 5.44 ) aniquila el estado de miimo peso, por
ser A(M) un generador de descenso., Para este estado el isospin total es igual al isospin
reducide : T=%1 = 11 y el eigenvalor de H" es simplemente = 2,4 . Llaman

do (€ 4§ los eigenvalores de § tenemos enfonces :

¢ :1&7\&3) + 7\.2(’)«.24-4). (5.45).

Hasta este momento hemos trabajado con una sola ¢apa 4 . Para la exten—
sién a varias capas se siguen ideas totalmente andlogas a las que se expuesieron en conexién
con el cuasispin para particulas idénticas. En primer lugar hay que definir los generadores
para el grupo QS (ﬁ) , correspondiente a cada capa 3 . Las ecuaciones ( 5.15) se

convierten entonces en lo siguiente :

‘A;S(M*)“/%D;d L;;]ooluq.r (5.46a)

Ad(Mv) =‘\/_§,—'i [B bi]m,iMT (5.46b)

N; _
Hy =3 -9 ( 5.46c )



- |45 -

T 2hi
T = 2 gm-/,, me&_ (5.4 )

Ty=Hy =B ) o
™

En el caso de varias capas, una forma pesible de clasificar los estados consiste
en asociarie a cada capa los ndmers cudnticos que acabamos de enconfrar : seniority 'Ui :
isospin reducido ‘bl , Isospin total Tj y su proyeccién M-r! , ndmero de par=
tfculas 'Y\-a y algdn tndice extra aﬂ que nos complete la clasificacién. Un estado

para ¢ capas clasificado en esta forma es entonces del tipo :

|(1‘Zt)i‘da| hi‘Tiq MT.\. ’ . (1 l‘) aJ{ n: T M >
(5.47),

En un sistema de estados clasificados come en ( 5.47 ) la parte del hamiltonia-
no correspondiente al potencial de una sola partfeula ( “single - particle splitting )
es diagonal ; nétese que (‘A.q 12_)1 nos da el seniority 'U; y el isospin reducido 'tj
de la capa é

Otra forma posible de clasificar los estados de ¢ capas consiste en acoplar
las diferentes ('A.{ 'A.g_)a para tener una (14 7(,') total definida, con su renglén

correspondiente (dg'“—r M'T) . Esto es andlogo a lo que se hizo con el cuasispin para

particulas idénticas, donde acoplébamos 8,, , 53. TR 5‘ , para fener un



P

cuasispin 5 total definido, que nos daba el seniority vectorial V' del estado, con un

renglén M , que nas daba el ndmero total M de partfculas. En este esquema los esta

dos son del tipo :

| (A, (AR, (W), 58 (L) am TMLD

(5.48),

donde Ol sirve para completar la clasificacién en la cadena RS =3 U1 x SLL
( donde Rf , U4 y SU-'L corresponden a transformaciones en el espacio total de las
¢ capas simulténeamente ) y p proviene del hecho que el mismo canjunto (X, }1)4

1

(1 }‘1) ( ‘A Xl)g , al acoplarse puede dar la misma representacién

(1 ). ) mds de una vez.

El grupo RS’ de transformaciones sobre las ¢ wapas simultdneamente riene

los siguientes generadores :

A+(M-r) =; N& (Mw) (5.49a)
A (M'r)= 2 Ai (.M-r>
H, = ? My

(5.49b)

(5.49¢)

T.=2T. (5.494)
i

T_:E i (5.49¢)
3

1;:-. H"=ZT0j (5.49f),
3



e

En (5.48), M es el ndmero total de particulas, | el isospin fotal, MT
s proyeceion, Ay = 4 el isospin reducido del sistema, A, = L - -‘{'— , y llama-
omos Vel seniority vectorial del estado.

éuando tratamos el caso de partfeulas idénticas vimos que en el caso de dos
capas, la relacidn entre un estada del tipo ( 5.44 ) y uno del tipo ( 5.43 ) no era més que
un coeficiente de Wigner ordinario de Sq ; en el caso presente, se tendrd un coeficien
te de Wigner del grupo Rs- . Podemos escribir enfonces, para dos capas :

| (1411)3-| (A2), ; & Ad)anT MT> =

ds
q?n§M§(1|li)d"dj. n.i,TL M‘I‘,-‘ ) (lllz)i;djznilTilM'r,‘ I P(L ll)d hTM> :
"‘-il_ nd-Tit M-fl‘
x ‘(']‘ll')ilail \"'IilTil MT," 3 0;11)" d%nJ‘le M'Tit>
(5.50).

Aun para el caso de dos capas se necesita el Indice ‘% , dabids o la oo sim=
ple reducibilidad del grupe R’S ; ese Indice no era necesario en el problema de dos capas
con el grupo SUz . Algunos de los coeficientes de Wigner de RS se encuentran.dis-
cutidos por Hecht en la referencia 41).

Veremos en la préxima seccidn que la cadena ( 5.48 ) es muy importante ,
porque permife diagonalizar una fuerza de apareamiento especial entre protones y neutrones
que se pueden mover en c capas degeneradas. Veremos que esa fuerza de apareamiento se
puede escribir en téminos del operador de Casimir de 20. orden del grupo R; , Cuyas
transformaciones se efectdan sobre las ¢ capas simultdneamente y cuyos generadores se aca

ban de dar en ( 5.49 )
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Como las reglas de conmutacién de los generadores ( 5.49 ) entre st son las

mismas que las de los generadores ( 5.15 ), el operador de Casimir buscado serd :
+ 2
@ =22 A MAM) + T+ H,(H-3) (5.5),
M

con eigenvalores :

(fz ';\{(Zﬁr-i) * r)\'z(’/‘\ﬂ,"’"‘) S e

donde (_).1 13‘) son los Indices que caracterizan la R del grupo RS total mencio

nado y son los mismos Indices que aparecen en ( 5.48 ).
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3.~ Fuerza de apareamienta para protones y neutrones.

En muches artfculos se ha recalcado la importancia de tomar en cuenta una
fuerza de apareamianto que pueda mezclar protones v neutrones y el formalismo del grupo
Rg se presta particularmente a un estudio de este tipo. Consideraremos aqul’ dnicamente
una fuerza de apareamiento independiente de la carga ( escalar en el isoespacio ) y tal que
su accidén sobre una pareja de particulas sea efectiva sélo cuando éstas estén acopladas 4

J=0 v T=4 . Desde luego &sta es una representacién incompleta de la interaccién
real, ya que hay casos en que la parte correspandiente & J=4 y T=0 s impartante. Por

ejemplo, una interaccidn en acoplamisnto ]_S come la siguiente :

6»1: _;’_ z i Bﬁ;ﬂ bjmc-:r, J-z (_)m’b'“'ﬂ"t" Bm’a‘t

’
7

aniquila una pareja de partfculas con L‘-: O y se tienen 2 posibilidades para el spin y el
isospin : 520 ,T=4 ,obien S:{} T= 0O , que corresponden , respectivamente,
& Iz 0, T=d y J=4, T=0 Esta fuerza ha sido usada con éxito en

; [ 36), 49) b . :
varios problemas de estructura nuclear . El grupo de simetrias de esta interaccidn es
un grupo ortogonal RNH. ( para una subcapa £ ) v su grupo complementario co=
- ] R 30) : . !
rrespondiente es 8 - Sin embargo puede ser interesante estudiar algunas caracrerls
ticas de la fuerza mencionada al principio de la seccidn, efectiva sélo para parejas con

Js O} T=4 , yaque se puede escribir enteramente en t&minos de los generadores

del grupo RS’ y se pueden generalizar inmediatamente muchas propiedades encontradas en

el capitulo [T para la fuerza de apareamiento entre nucleanes idénticos.

Consideremos una interaccidn del tipo :
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§=-&% e o ol AT s

IMT AT,

(5.53 )

Utilizando las expresiones ( 5,45 ) podemos escribir é en la forma :

@z—GEN(M)A(M) (5.54)

Este tipo de fuerza de apareamiento se expresa entonces en téminos de los generadores del
grupo QS . Utilizando ahora la ec. ( 5.5l ), podemos escribir C? en téminos del ope-
rador de Casimir @ de QS' , del operador de Casimir Tz de su subgrupo 5\5 y en
t&éminos del operador de Casimir [H‘ del subgrupo M‘. ( [H‘ coincide con el Gnico ge=

nerador gue tiene Mi ) :

@=-%[@ —T"—H-M[H‘--a)} (5.55).

Vemos enfonces que si se usa la cadena Rs — M, x 3 Uz y se
usa el esquema ( 5.48 ), la fuerza de apareamiento es diagonal . Utilizando los eigenvalores
( 5.52) para el operador de Casimir @ , se pueden escribir inmediatamente los eigenvalo

res % de la fuerza de apareamiento :

AP == %‘--'X,(La-s) $ R ) =T (Tra) = Wi (w4 '3)] (5.56)
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Substituyendo

se fiene -

AP :—%-i(sz-%}(g_ﬁ’_ )+ () - T -4 (uregm rualan)]

a

q

;

(5.57),

Como comprobacidn, si hacemos | = -I- y = , fenemas :

ol

&: =- %Eﬂ(iﬂ-mz) -Vv(eg-Vv+ s.)] )

que es precisamenre al rasultado que se sbruvo en la ec. { 2.5) para el caso de partfculas

idénticas.

Vamas a analizar brevemente el especro ( 5.57 ) de la fuerza de apareamien~
o que hemas infroducido. Cansideraramas un sisiema czon un ndmero de parifculas y un
isospin taftal dados y, en las grdficas, pondremos el origen de energlas en el estado base,
Las cantidades a la izquierda de cada nivel indican la energla y los ndmeros entre paréntesis

a la derecha son el seniority .v- y el isospin reducido ,t- 5
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26(a+3) (4o)
260 ———— (1)
2G(-1) ——————— (42}
aloe)——— (20) G ) ———————— (20)
R ——————_: (24) G —— (24)
o J=0 (_OO) o T=0 (00) ) J=© - (o0)
M=o n=2 M=l
BBE et il )
26@-3)—————— (530
2G(o-t)—— (5 s[1)
Gl caalos (33) Ga+g)— — (3:/2)
@) —— (3 1) 6@-t)————— (3h)
o T=dode (i %) 0 J= 814, (‘ ‘?.) a sl (1 4/1)
M=4 n=3 n=gs

A lo largo de este capftulo hemos visto entonces c6mo se pueden construir las
eigenfunciones de la fuerza de apareamiento ( 5.53 ) y hemos obtenido sus eigenvalores.

Hemos entonces resuelto el problema

H=265N5 L 8 (5.58),
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cuando E:l e v; , 0 sea para el caso totalmente degenerado. Cuando los
niveles de una sola partfeula no estdn degenerados, surge el mismo problema que para el ca
so de las particulas idénticas. Como los dos téminos de H (ec. (5.58)) no conmutan,
no se pueden diagonalizar simultdneamente : el {er. témino es diagonal en el esquema
(5.47 ) y el 20. lo es en el esquema { 5.48 ). Hay que recurrir entonces a métodos aproxi~
mados para la solucidn del hamiltoniano completo.

En la ref. 43), Camiz, Covello y Jean analizan una transformacién de Bogo-
liubov generalizada para tratar el problema de la fuerza de apareamiento ( 5.53 ) y por
simolicidad consideran solamente ef problema de una capa d ; como el problema es bas-
tante complejo, analizan sélo ese caso ( que por otro lado tiene solucién exacta con la cual
se pueden comparar los resultados ), para explorar la validez del procedimiento.

Recordemeos que en el caso de las partlculas idénticas la transformacién de
Bogoliubo sl atsiatdh e &) eustompaieis. SU (B L) s

g0 v no es mds que una rotacién en el cuasiespacio 'y ¥y cOmo J s0n
las dos companentes de un espinor de orden |/2 en dicho cuasiespacio, la matriz que pa-

+ +
sa de uo ) b) 4 (ﬁ ) (3) e una matriz 2 X 2, . Pam el caso de protones
y neutrones se considera en la ref. 43) una rotacién general en el espacio SPQ y se tie=
nen matrices unitarias de L‘L X L}, . Se transformma el hamiltoniano como siempre y se
introducen dos potenciales quimicos : Kn\ para los neutrones y ';\'}"‘ para los protones.
Se encuentra la energla del estado base como siempre y se pide que sea estacionaria respecto
a variaciones de los pardmetros de la transformacidn. Muestran los autores que se tienen en
tonces dos soluciones EA y E’B para la energia del estado base y que £ s siem=
: A

pre menor que EB ; muestran que E.A es comparable con el resultado exacto (V:t =0

r 5.57)) T—T'-_-.h'[ E T T ek
en la ec. ( 5. parc | = | puin. 3 y que Bloesparu i = M.,—z i

Un resultade muy interesante es que los pardmetros correspondientes al primer resultado =3

A
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dan lugar a dos transformaciones de Bogoliubov ordinarias para protones y neutrones separa=~
damente. En otras palabrus, para este caso la transformacién se efectda en la cadena que
W, p)

1 n
mencionamos en la ec. (5.31) : RS — RQ ~ RS' X R; ; oseq, esuna

: L e ; g N
rotacién en el cuasiespacio Q; de los protones y una rotacién en el cuasiespacio RS de
los neutrones, independientemente.

Estos resultados son muy interesantes; pero aparece una dificultad que vamos

a mencionar brevemente. Para el caso de las partfculas idénticas se muestra en la ref. 10)
para varios ndcleos que para el estado hase y los estados excitados mds bajos el seniority es
buen ndmero cudntico con una aproximacién muy buena. Como el nimero de cuasipartfcu-
las es aproximadamente igual al seniority , se tiene una aproximacién razonable al restrin-
girse a un ndmero pequefio de cuasiparticulas; el estado base, por ejemplo, es un estado
de cero cuasipartfculas, con aproximacién muy buena. Pem para el caso de protones y

45), 46)

neutrones, se ha mostrado en muchos artfeulos que la simetrfa simpléctica (Vf)

no es buen ndmero cudntico, no sélo para los estados excitados, sino que tampoco lo es pa-
ra el estado base; esos articulos se refieren a ndcleos con protones y neutrones en la capa
‘Lg?/l . Es entonees muy dudoso el uso de la idea de cuasiparticulas, como estamos
acostumbrados con particulas idénticas.
3l) :
Como hace notar Baranger  *, el problema para protones y neutrones es, hasta
la fecha, un problema abierto, en el sentido de que no se han logrado obtener resultados

cualitativos sistemdticos para un ndmero arbitrario de capas,como lo ha hecho Belyaev

para el caso de las particulas idénticas.
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