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Es bien sabido de 1la teorfa cudntice de la dispersién, que
nay veries msneras de obtemer relaciones de dispersidn pars la
matriz S cuando la interaceidm tiene aleence finito, mediante la
impoeicidn de 1a condicién de ceausalidad expreseda de un modo ~-
conveniente, En la primera parte de este trabajo se estudia uma
manera de obtener esas relaciones usendo dnicemente la condicidn
inicial y un desarrcllo en eigenfunciones, tanto en mecénica cudn
tica mo relativiste como en mecénice cudntica relativista,

Por otra perte es de interds ver como las propiedades snali-
ticas de la matriz S se modifican cuendo la iuteraccidn no se cop
ta en cierto punto, sino que continda hesta el infinito, tendien-
do 8 cero asintéticemente para grandes dista.nciu'. La disousidn
se hace primero usando la condicién de causalidad, que en el pro-

blema no relativista, que es el Unico que se c¢ctudia en la seguns

da parte de este trabajo, se puede formular diciendo que la fun-—-
cién de onda nsociada con cualquier paquete de onda inicial perma
nece acotada en todo tiempo, Como conmsecuencin se obtiene que ya
no es la matriz S, sino una nueva funcidn que &o designard como -
funcidn de dispersidn, la que setisface las condiciones analiti--
cas que implicen relaciones de dispersidn, Supciiendo gque el dis
persor es un potencial no cortado, se prueba tanilén directamen-
te las propiedades de la funcidn de dispersién, Ia matriz S pue-
de en este caso tener polos en la parte superior el plano comple
Jo del momento, pew esos poles no tienen importancia en la des——
eripeidn dependiente del %tiempo del proceso de la dispersidm, y=

que en esta descripeidn temporal es la funcidn de dispersidm la -



que aparece, y no a8dlo la matriz S, Se introduce finalmente el
concepto de funcidén bdsica de interacoidn de Green asociads con
cada uno de los poles de la funcidén de dispersidn, y mediante -
las propiedades asintéticas de dichas funciones se hace uma dis
cusién de la interpretacidn fisica de los polos de la funcidén -
de diapamﬁ. Se mencionan finalumemte algunas posibles gemera
lizaciones de las funciones bdsicas de interaccidén de Creem a -
otro tipo de problems'.
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INTRODUCCION Y SUMARIO

El objeto de eate trebsjo es discutir, por un procedimiento
relativamente simple, la di spersién de particulas por un potencial
para establecer la conexidn entre la condicidn de ceusalidad y las

relaciones de & spersidn,

Siguiende unz mugestién de Kramers 1 y de Kronig 243 s V&
rios autores han usado la condicién de cemselided para discutir al
gunog problemass de diapersidn 445 s ¥ en particulsr para obtener -
relaciones de dispersidén pers el campo de Maxwell 6,7 y pare parti

culas que obedecen las ecuacionos de Schridinger "*” , de Klein~ -~

Gordon o de Dirac 1° ,

1a conficidn de ceusalidad ha sido formulada de difcrentes
maneras por diferentes autores, Algumo de ellos 446,10 enuncian
1z llamada condicidén estricta de causalidad expresando simplemente
que ninguna sefial fisica se transmite con velocided mayor que la -
velocidad de la luz en el vecfo, Es claro que esta formulacidn de
la condicidn de csusalidad sdlo es aplicable a teorias relativis-——
tas y que carece de significado en el caso de la ecuscidén de Schrd
dinger, Intonces 8i se quiere discutir el problema de¢ la disper--
sidén por un potencial, tanto en el caso no relativista como ea el
relativista, por un procedimiento endlogo en ambos casoe, 28 nece-
sario formular la condicidn de csusalided de otre manera, Iata ma
nera de formular lea condiocidn de ceusalided, puesto que e aplica-
rd al probleme de la dispersidén per un potemciel, que por im es——
tructure no es covariante, no seréd covariante, aunque la amplitud
de dispersidén en el caso relativiste, sf10 es, como ha sido probe-

do por Woshinsky ! .
Ia formmlscidn de la condicidén de ceusalidad, que se usa -
en la primers seccidn de este trabajo, estd relacionada com 1 com

dicidén iniciel; mfs adelante se¢ indicard el procedimientc que se -
sigue en esa seccidn para obtener relacionss de dispersién.

las relaciones de dispersidn son relaciomes que expreswn -
le parte real de la funcidén de dispersidn en la forma de una ire-
gral de la perte imagineria de dicha funcidn y viceversaj en otias
palabras, la parte real y la parte imagineria de la funcidn de dis
persidn estén ligadas por transformedas de Hilbert,
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en los que se estudian ea la teoria cudntica del campo, las reatriceig
nes gue la condicidn de causalidad impone en la matriz S; aqui la con-
dieidn de causalidad express que el conmutador (o anticonmutador) de
dos variables del canpo seperadas espacialoidemente se anula, Esas --
restricociones se pueden poner como relaciones de dispersidn. El inte-
rés que para la teoria cudntica del campo tienen las relaciomes de dis
persién, radica, en parte, en que estzs relaciones dependen de la vall
deg de prineipios muy generales como el de cauealidad, y de suposicio~
nes muy fundamentales como el de la localizabilidad de los campos y -~
sus interacciones,

Como ha sido sefialado por Lévy' 2, un exdmen del desarrollo his
térico de la fisica tedrica durante los dltimos afios, explica el inte-
rés actual en la teorfa de las relaciones de dispersidn y también el -
hecho de que eeas relaciones, conocidas desde hace mushe tiempo en al-
gunas ramas de la fisica clésica, tardarin mucho tiempo en ser incorpo
radas a la mecénica cudntica. Con el advenimiento de la teorfa del -
campo, surgieron serias dificultades en la deseripcidn causal detalla-
da de la interaccidn, como es la descripeidén por medio de un hamiltonia
no con el gque se da el desarrollc de la funcién de onda en intervalos
infinitesimales del tiempo, ya que no se conoce con seguridad dicho ha
miltoniano, ni se dispone de un procedimiento completamente coherente
para utilizar el hamiltonianc en la resolucidn de problemas fieicos, -
Para evitar eses dificultades, Heisenberg °'17 propuso que se sustitu-
yera el concepto de hamiltoniano por el concepto de matriz S que conec
ta el estado de un sisiema en el tiempo t=-om con el satado del siste-
ma en el tiempo t=+00, sin dar una descripcidn del estado en los tiem-
poe intermedios, Sin embarge, sélo fué posible calcular la matriz S -
utilizando un hamiltoniano y por tanto la difioultad subsiste., Ahors
bien, la técnica de las relaciones de dispersidn da la posibilidad de
encontrar algunas caracterfisticas de la matriz S sin recurrir e ningin
hamiltoniano particular de interaccidn. Las relaciones de dispersién
constituyen entonces uns de las técnicas de que se dispone para encon-
trar directamente algunas de las propiedades de la matriz S, FPor tan-
to es importante tener una idea clara de la conexidn entre las relacio
nes de dispersidén pera la matriz S y loe principios genersles como el
de causalidad,
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Por otra parte, como indica van Keppen 6 s 81 1a matriz S
e el concepto fundamentzl en L& descripeidn de loe procesos ffsi-
cos, tieme interés ver come estén conectadas las propiedades de l1a
matriz S con eleritas observables fisicasy por ejemplo, entre la po
sicidn de los poles de la matriz S y la energia y la vida media de
los estados quasi-estaclonarics, De hecho es muy importeante discu-
tir el significado de los polos de la metris S, ya que algunos de
ellos contienen la informacién fisica sotre el resultado de la dig
persién, Puede haber, en clertcs casos, polos redundantes (a la -
mairiz S. In la segunda seccién de este trabajo se hace une d sou
8i6n del significado de los polos, In este punto, el presente es-
tudio estéd relecionade oom los trebajos de 3053-15'19, Rueaensvuigao,
Martin 21 ¥ BeckyRuesenzvelg o p

Lo wencionado en lea pérrafos anteriores se refiere an su
mayor parte al problems de las relaciones de dispersiém en la teo-
r{a cudntice del cempo, mientres que en este trebajo unicamente se
estudien problemes de la teorfa no cuantizeda, Sin embergo, como
gefialan Knight y Por1 10 , elgunas caracteristicas del probleme de
las relacioncs de dispersidn en el caso de la teorfa con segunds ~—-
cuantizacidn, tiemen su contrapartida em les teorfas no suaniizades
y por tento, el estudio de las relaciomnes de dispersién sn estas —-
teor{as puede ser de interés pers comprender mejor las dificultadea
del problema correspondiente en el caso de campos cuantizados, Fa-
ra recelcar la impertencia del cstudio del problema de las relacio~
nea de dispersidn en teorfas sin segunda ocuantizacién, baste recor-
dar que cuando en la teorfa cudniica del campo mse considera la pre-
sencia de wne sola partioculs 12 , €l problema se reduce al ceso de
1las teorfs sin cuentizar, de modo que los resultados en esta teoria
son casos particulares de 1ies primera,

Como ha sido menciomsde anteriormente, la condicién des cam-
salidad ha eido formulada de varies maneras diferentes, In lz teo-
ria cudntica del campo, psrece ser necesario imponer le condizidn -
de causalidad como wma restrizcifn a los conmtadores (o anticonmu~
tadores) de las variables del compo, para obtener relaciones de dis
persi&n; este hecho ha llevade & varios autoras'4'1° a2 usar °n pre
blcmes no cuantizados, upa condicién de causalidad formulada de una
manera adecuada =l problema particular de que se trate, Aef, para
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el estudio de las rolscioncs de dispersidn para el campo de Haxwell,
o pare las ecuacioncs de Klein-Gorden o de Dirac, se ha usado la -~
condicién .stricte de ceusalidedj como este formulacidn no puede —-
sostencrse en cl case de la scuecidén de Schrddinger, debido a que -
en este caso no erxiste vne velovidad mixime lfmite para la propage-
cién deiondas, elgunas veces se ha cxpresado le condicién de cagaa-
1idad en la forme en que fué introducida por Schiitzer y Tiomno :
d%cienﬂo gue no debe haber onda saliente antes de que la onda en——-
trente llegue el dispersor. Ista menera de formular la condicidm -
de causalided implica claremente que se supone que la omda entrante
es rigurossmente Gero hasta cierto womento, que es cuando empiezs -
la interaccidng dicho de o%ro mody esta formulacién séle es uplica-
ble a pequetes de ondas que en slguna regién son nulos hasta cler—-
to tiempo, Pero segim sefiala van Ianpura bay uaa seria ob;ecidn
en este punto y 68 (ué en la mscdnica cudntica de Schi¥dinger, no -~
existen paquetes de ondas entrantes o salientes que socan rigurosa--
mente cero hasta clerteo tiempo, Fara solventar cata dificuliad, --
van Kampen propons enunciar la condicidn de causalidad en este caao
en le siguiente forma: si el pequete de ondas inicialmente estd -
normalizado de tal modo que para cl tiempo +P=<00 represonte una —
particula incidentc, entonces la probabilided total, en el tiempo -
t=t,;, de encontrar uma partfcule fuera de cualquier esfera de radic
r , 2o puede ser mayor que la vnided.

Ahore bien, Khurdi 24 ¥y Bhuri y Treiman 25 hem cbtenido -
relecionss de dispersidn en loe casos de Sehr®dinger y de Dirac --
respectivemente, sin usar, ni aln formular explicitamente, la con-

dicién de causalidad, sino que imponen ciertas restriccicnes sobre
el potencial y siguon un trabajo de Jost y Pais 26 en el que se -
estudia la splicacidn de la teoria de Fredholm de las eocuaciones -
integrales a los problemas do dispersidén, También pucde eitarse -
un trabejo de Klein y Zemach 27 y uno de Faddeev 2 sobre e.. pro
bleme de las relacioncs de dispersiém para particulas de Schridin-
ger en el que tampoco usan la condicidn de causalidad, sino que im
nonen clertas restricciomes al petencilal,

Cabe entonces proguntarse cual es el papel de la condiciln
de causslidad en los problomas de las relacioncs de dispersidy en
las teor{ss no cuantizadas, puos 23 posible obtemer relaciones de
dispersidn usando le comdieiln de cemsalided y teambién no userde -
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dicha condicidn, al menos en forma explfcita, Sobre este puaso es
neceaario mencionar que les releciones de dispersidn obtenidas por
diferentcs sutores suelen diferir en su expresidn y puede ser baa-
tante diffeil hacer uns comparecién de los resultados.

Pera trater de entender el papecl de la condicidn de cousa-
lidad en este tipe de problemas, se puede observer que si blen en
la teorfs cufitica del campo dicha condicién es necesaria pare ob-
tener relaciones de dispersidn, ca una teorfa sin segunda cuertiza
cidn, la condicidn de cmusalided parcce cstar contonida en el for—
malismo de la teoria de la disperasidn.

Puede mntonces pemserse gque en las diferentes formas ca -
expresar la condicidn de causalidad, hay algo comin a todas ellas
y que ya estéd contenide en la tsorfa de la dispersién. Dicho de -
otro mod, perece haber cierto sentido de la nocidn de causalidad -
aue estd involucrade em el problsna desde su misme formulecién y -
que se manifiiesta mediante las relaciones de dispersién, ILas re—
laciones de dispersidn mparccén, entonces, como una expresidn de -
la nocidn de causalided y es de interdés investigar y poner em cla-
r0 12 manera en gue le causelidad esté contenida en las relacionas
de dispersidn, Un rcsultedo de ecte trabajo aclars este ypumto. -~
Las relaciones de dispersidén indicen, desdo el punto de vista natis
udtico, que cierte funeidn, ls que satisface las relaciones, tlena
clertes propiedades analiticas y estes propiedades permiten uns -
deseripeidn ceusdal de la dispsrsidn. In comsecuencia, la nocidm de
causelidad que apersce involucrads en la teorfa de la dispersiin -
es la de descripcidn cmueal, Por descripeién causal de la disper-
8ifn se sniiende la posidiliced de exhibir l= comexidn que hay em
el curso del tiempo, entrs le forma iniciel y la forma final do ==
la funcién de onda, o sea encontrar la funeidn de onda dependiente
del tiempo, de modo que 8l coupcoriamiento de los transitorilos ces
correcto, esto es, gque tlenden a snularse cuando el tiempo tierde
a infinito, Desde un punto de visia cualitetivo, ec muy clare la
nocidn de descripoidn ceusal, rues si se tiene em eierto momento -
un paquete de onda que incide sobre un potencial, de ningin modo
podria esperarse que el paguete saliente creciera indefinidamerte
en el curso del tiempo, sino tedo Lo comtrario, eato es, que do==-
crezgn y tiendn a desaparecer cunando el tlempo tiends 2 infinitoe.
Egte comcepto de comportamlenic cangal e3 clarememts el miuvmo tan-
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to en el ceso de dispersidn no rcletliviste como en el caso relativig

ta y desde luego no es una condic.én que se afiade a la teor{e, sino
que ya estd contenido en el formal.isao de la teoria,

Ahora cs gonvenlente indicar el método gue ce ha seguide en
este trabajo para estudiar el probleua de la dispersidn.

Por uma parte, o3 posible cbtoner la funcidén de orda depen-
diente del tiempo como un desarrollo en téminos de las eigenfuncig

nes estacionarias de la ecuacidn e ondaj estas eigenunciones con-

tienen la matriz 5 en su expresidn, de modo que si se concce la Tox
me iniciel pera =0 de l2 onda, enionces al igualar la form2 ini-
eial de le onda con la expresifr de la funcidn de onda dependimte

del tiempo pera el tiempo +=0 , se obtiene une relacién cue coniie
ne a le matriz S, Dicha relacidn, se puede expressr como una “ela-
oién de dispersién,

r

En comsecusncia, las rclaciones de dispersién se obtienen -
simplemente de las condiciomes iniciales ¥ la condicién de gque laa
eiganfuncioneé estecionarias formen un sistema completo, ©On lu pri
nera seccifn de este trabajo ss usa cate procedimionto pera derivar
relaciones de dispersidn en ol caso de partfculas que obedszcexr las
ecuaciones de Schrddinger, de Klein-Gordon o de Dirac, suponierde -~
gue el potencisl dispersor tiene cimetria esférica y es de alecence
finito,

También se muestra gue las relaciones de dispersidn simple-
mente expresan que la funcidn que cumple esas relaciones tiene cier
tes propicdedes analiticas y cierio comportamiento &l infinite en -~
el plano complejo del momento, Pare estudiar el comportami.ente al
infinito de le funcidn que matisface las relacionus de dispersidn,
¥ gque e8 la matriz ‘S(x) multiplicada por exp (2ica. ), donde =
68 @l momonto y "a" es el alcance del potencial, se usa la aproxing
cién de Borm, De pamo guede claro que no se pueden obtemcy relacio
nes de dispersidn del tipo que en cste trabajo se obtiene.. para le
matriz S sola,

En la segunda paric del trabajo se estudia la dispersidn de
ondas de Schrédinger por un potencial con simetrfa esférice de zor-
to alcance pero no nceesariamente finito.



Tn este caso no se omplea la condicidn de completes de las
eigenfunciones, sino que se usa lo transformade de Laplace y el teg
rema de inversién de la trsneformada para obtener la funecidn de on-
da dependiente del tiempe. Ahora blen, la funcidén transformade de
Laplace de la funcidén dependiente del tiempo, y que se designard —-
por funcidén de dispersidn, setisface une couacidén difersmeial que -
contiene la forma injicisl del paquote ondas y ya solucidr muede -
expresarse en iérm.nos de las funciones de Jost . que representan
ondss entrantes o saliemtes al infinito. A contimuacidn, vsando la
condicidén de causslidad en el sontido que ha sido mencionaco anfe--

riormente, 0 sca, cowd une descripcién causal de la dispercidm, y -
algunas propiedades ue simetrie de la funcién de dispersidn, se pus
de probar que diche funcidn tieme un comportamiento snalftico y una
forme esintética quo permite defivar rolaciones de dispersién para
la funcidn de dispersién. Por otra parte, se mmestra que las pro--—
piedades de la funcidn de disperzidn se pueden obtener directamcmie
de las propiedades de las funcicnes de Jost, y también se hace ver
que éstas parmiten uma descripeidn caucel del proceso, confirmdndo-
ge ontonces la existencino de l= conexidn entre las relaciones de --
dispersidn guc se encueniran er osic caso se reducen a las obtenidas
en le primera seccidén pars un potoncizl cortado.

En la dltime pertc del trabajo se ilustran los resultades ob
tenidos mediente ls disocusidn de do3 ejemplos en los que 68 posible
construir oxplicitamente las furciomes de Jost y la matriz S del pro
blema, haciéndose ademds un estudio sobre la interpretacidn fisica
de los polos de le matriz 5, Para dar esa interpretscién se obiie-
ne la solucidn completa del procese introduciendo una funcidn eso--
cliada a cada uno de lcs polos de la matriz S y que se designa como
funcidn bdsica de iateraccidn de Green (B.X.G.), le cusl se expre-
se en términos de integreles de error y se pueden obtemer, de les
propiedades las funciones B,I1.G., las restricciones que deben impo
nerse & los poles de la funeidn de disperaidén, asf como la inter—
protecifn de cada uno de elles, ya sea como estados ligados, o co-
uo cstados gquasi~estaciomarics o cone términos de difusién, In —
comclusién toda la informacidén fieica sobre la interaccidn cstf -
contenida en los polos de la funcidn de dispersidn.



Finalmentes es conveniente mencionar que, sungue no ostd ip
clufdo en este trabajo, es posivle gemerslizer el concepto de fun
cidn bésice de interaccidn de Graen a problemas relativisias 30 e

En resumen el plan de trabtajo es el siguiente: 1la condicidn
de completez de las eigemfunciones estacionaries y las condiciones
iniciales implican relaciones de dispersién (Seeccidén I, capitulos
1, 2, 3), las cuales son una mera expresidn de las propiodades ana
1{ticas y asintdticas de la funcién de dispersidn (Seccidén I, ca--
pitulo 4)., la condicidén de comportamientc causal de la funcidn de
onda impone cierte comportamiento emalitico y por tanto unas rela-
ciones de dispersién para la funcidén de dispersién (Seccién II, ca
pitulo 1), las propiedades analiticas de 1la funcidn de dispersién
(Seccidn II, capitulo 2), el cual es ilustrado por dos ejcmplos —-
(Seceidén II, capitulo 3), que permiten vor con elarided le inter--
pretacién fisica ue 1los polos de la matris S y en gemeral de todo
el proceso de la dispersidm.



SECCION I. Relsciones de dispersidém pars potencisles cortados.

Clgétulo 1. Caso no relativista.

1,1 Planteamiento del problema.- En este capitulo se estudiard
la dispersidn de partfculas de Schrodinger por un ceniroe dispersor -
con simetria esférica y de sleance finito "o " por un procedimiento
que permite una derivacién metemdticemente muy simple de les relacic
nee de dispersiém, y que bésicamenie consiste en el uso de una trans
formada generalizeda de Hankel, que ha sido estudiada por UOlhinlkyj?

Las relaciones de dispersidn s=e obtendrén haciendo uso de la -
condicidén inicial, esto es, en la forma de la funciin de onda depen-
diente del tiempo, se hace [=C y se iguala & le fcrma que el paque
te de onde tenfa en £=0 . Este punto de vista tiene una diferen--
cie interesante respecto al procedimiento usual de obtener relacio--
nes de dispersidn, en el sentido de que no se utiliza el hecho de -
que hay una velocidad limite para la propagacidn de sefiales f{sicas,
¥y por tanto este procedimiento es aplicable tanto al c&so ro relati-
vieta como al relativista,

A todo lo largo de este trabajo se usard el siuteme natural de
unidades ":C=| , Ademés se pondrd 1la masa de la pertfeula incidep

t. m’-‘a o
El potencial dispersor es
V(¥) T 40
V(x) = (1.1)
® > Qa

La parte radial de 1a ecuscidn de Schrodinger dejendiente del
tiempo es pare el momento angular ( ,

] 3\}#(\;‘”
\h(c,t\*\l(*) ‘Pg("“ 4 —‘;':" (1.2)

Ll D2 R(0+1)
.._L-‘__(‘f-—)— <

De la ecuscidn (1.2) se sigue inmediatamente que las wigenfun-

ciones estacionariae (s (F,c) correspondientes a le emergia ¢:l (" ,

satisfacen 1a ecuacidn



ar <

S R NG (1.2

Ahora bien, fuera del potencial dispersor, o sea, para V>4
las eigenfunciones U:2(%:Y) tienen la conocida forme

ug(""') s %[\n" (ex) + S, (k) \L(tf)] o (1.4)

donde \i(*%) son las funcicmes de Henkel esféricas y S;(v) es 1 me
trize S para el momento anguler [ .

Se supondré ahora que inicielmente, se tenfa una onda plans 3
que en el instante t=0 ge introduce el potencial dispersor. En-~

tonces, la parte radial de la componente [ estéd dada, para --
t =0 , por 1a ecuacidn
ﬁ(f)o)‘;\iﬁ(k’(\ ] ’ (1n5)
y en generel, pars t»o , 8¢ tiene
2 o s (¢,) “'iet 2
‘\’g(‘»*‘ ‘,/r:r e e*de (1.6)
donde Y e
ek = /2 S L (RO (e d e (1.7)

Este desarrollo estd justificado por el hecho de que las eigen
funcicnes Ug (¢,x) formam un conjunto ortonormal, ya que segin se -
nuestra en otro lugsrlz,

ol

J Ug (0 Uk, e de = 5 §(-) (1.8)

(+



1.2 Obtencién de las relaciones de dispersidu.- En este punto
ea3 fdeil visualizar el procedimiento que conduce a obtener las rela-
ciones de dispereién. Las eigenfunciones ({,(k,v) se conocen explif.-
citamente para ¥>Q , en términcs de la fumeidn S.(¢) , de modo que
los coeficientes del desarrollo J,(k,x) se obtienen en términos de

S.(x) j una vez encontrados dichos coeficientes, se introducen en
1a £érmule del deserrollo (1.6). Por iiltimo haciendo t =0 y usando
la oondiecién inicial (1.5), se obtisne una relacidn que esencisimen-
te 88 una relacién de dispersidén. La :dez es entonces trabajar sl -
problema de la dispersidm comc un problems de condiciones inicileles.

En primer lugar es necesario esva_.uar los coeficientes Qg(i?,t) A
En vista de que la integral (1.7) es doe O & °© , o sea que compren
de valores de Y< G , no ee posible usar la forma (1.4) de las fun--
ciones W,(x,vr) para todo el intervalo de integracién. Entonces se
puede proceder como sigue:

Se define una funeidén V;(x,¥) que tenga para toda Y 1la forma
que la funeidn W,(x ) tiene pars Y>4 | esto es,

Ve(ex) = %[MTQ(((\*SR(V')‘“;(“)X g 0gvr<@ (1.9)

Es evidente que la funcién Vi (¢, ¢) satisface la ecuacién (1.3)
8l se pone V ()20, En términos ds la funoiénm Y (¥.¥) , se pueden -
poner los coeficientes ax(k,r.) en la Torma

A4k, %)= jg( jjn(km:;*(u)\-‘avaf[sn(uf u;’(t,ﬂ-\&'(‘»‘%fu" (1.10)
k Q o

Pero como Uy(k, )= f(xY) para ¥>4 , la segunde integrel en 13
ecuacidn enterior se reduce & una integral entre © y A . E1 cél-
culo de 18 primera integral es fdcil usando la conoeide PSrmulass.

Jrog,ovtar - (L [eh (g, 016 k) g () o



donde f';z ¥y g p Bon combinaciones de funsiones de Bessel y de New-
maun, y las formas asintéticas

: (hf\
J (‘“\ r-vc? {(2na) 1) 2

Lk E
J (k"\ scn(hv.gn)

‘llhr
3 kf

(1.12)

3

K. (k«\——-—»r \“

asf como la férmula

I\Yn e;kf = (W S(h\ (1.13)

T

Loe ocoeficientes ag(h ©) quedan ontoncu,

(‘tr.) '/-“.H"S (hilg(p-h)+(') i\,.s (\'.)] (mi‘)}

+; :_r ;‘[1(34::))1( ) o Rl ) (1.94)

donde 1, es la segunda integral que aparece en la ecuaeién §10). -
ObviamentedEth)= 0, Suetituyendo shora la expresidén (1.74) en la £&mu-
la del desarrollo (1.6), se tiene, si el célenlo es restringe a valo-
ree de Yo, esto ee, fuera del potencial dispersor,

bete,ty = JE LT [lesiw) L1 (ko) S, (RN, (o]
Zn' SMA(F.‘) hng("-ﬂ*s (k.)\{'(\tﬂle ¢ g 1\:&\:.

‘1 k’.

(Lt
+fg [, (k) Ug ey e T i, wia (1.15)

donde le V delante de la integral significa valor primeipal.




e tiene agqui la expresidn pare la funcidén de onda dependienie |

cel tiempo, que se obiiene como resultado de intrcducir en una onde
plane, un centro dispersor en el instente £=C . Como la forme iri
cial de la funcidén de onda es conocide por la fdrmula (1.5), se tie-
ne , heciendo =0 en la ecusecién (1.15), y usando la bien concciée
propiedad de la S de ser uniteria, ¢ see

S () S:(F) | (1.16)
que le ecuacidén (1.15) ss reduce a ] "
G () = H[W o) W (k) S, (0K (ko) S (1, (k)

PS W, (w{Sg(n g b, (0] S ()] ( \;Au

&-EL [(ke)U (e krde | <>a (1.17)

Ahora bism, como se demosirard en el siguiente inmciso, T320,
18 dltima integrel em la ecumcidn (1.77), y que se denotard por -
Ts € hpr) , B¢ enula; entonces s@ pucde poner simplemenve, sumendo
y restando hy(Re)+hg(kr) @ 18 expresién entre llaves | { en 1la ecus-
¢idn anterior,

3, (k) = 3(hﬂ+-[[5g(h\ (k) £ {87 (1|, 0“}

g [Sa0er -0\, (69) - [5 ()= ‘]\1 () (_) v dy €324
) - - (1.18)

Entonces se tiene

1) i R .
{S.(H—\]\Q‘,(h) 4{3'; (L\.\l\;‘(\“\ M?(l[%“’*l\n(‘ :is‘r(a A (66 [ (‘)t de | 224

(1.19)

Ahora bien, 28 comooido” que

[ # LI =hh (40 20

2 a A\
de modo que aplicendo el oporador(zd;*?) . ( 7 pa < ) a ambos mniem
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bros de la ecuacidn (1.19). se uieme que el orden de las funcicnes de
Hanlmll se reduce hasta llegar al orden cero. For otra parte ‘
k‘,[!)a%:; , @a8f que de la ecuacién (1.19) se obtiene !

lS.em-\}o." [siw ﬂ & ““‘le__ﬂéxi‘*‘)&"-a 24

e (1.21)

0 sea
e 0. T8 () o i
\m[Sg(h)-\]a f=—$P[£%?%?—LLQ de | 224 (1.22)
5 .

Por dlsimo, derivendo respecto a T sambos miembros ds la ecuacidn
(1.21), se tisue

ReSil0)e™ . 2 PS \m&Sam-qQ‘“r_ de | 3TA (1.23)

Las ecuacionee (1.22) y (7.23) son las relaciomes de &isperside.
También se puodtn poner en la forma ufis simple

TSRV o 2k P] Ke S0 | -
oo EL
: oo 2{ 0.
RQ Sa(\l) QDL\ = z PS Im 5—2“:)'2 e dig (1.25)
w A ct. ‘ZL
en donde se puso (=2A y ademés ee integrd la parte em'+ Q.\w Eiiae

integral ds la ecuacidm (1.21).

Una observacidn de cierto interes es que la scuzeidén (1.2%) se
obtiens de la ecuseidn (1.24) derivando esta respecto “ A% come wo-
riable, pero también es porible deriver la scuseién (1.25) para obig
ner otra rolacién entre la parte imaginaria y la parte real ds la o3
presién S,(R)e" e ¥ q,m an )

21k
[ S.g(k)éhha' - % pS ReSe(Kl@ =y

K% k= (1.26)




Ahora bien, comparando las ecusciones (1.24) y (1.26) se tiene que

o0 o0 A
h?ffzesp(nye“"‘ - Lp 3 Redgme™

b EE- k= 3 s
o sea
- ik > Zica
[ ReSs®1e™ (s gyge = [ReSut0™dic =0
| K_‘l._ h?. A
esta ecusoidn se puede poner inmediatemente como
e -%
g DR(F)el AK p—3 g (1027)

Esta dltima ecuacidén, que se obiiene simplemente de las rela-
ciones de dispersidn, es, segin se probard a continuacién, la condi
cién que hace que la dltime integral de la ecuacidn (1.17) se anule
y que permitid obtener les relaciones de dispersidn. Esto es, en -
cierta forma una comprobacidén de la autoconsistencie del método em-
rleado en el presente estudio.

1.3 Dpterminaci&n de la condicién que anule a la 1nt¢535114(h9\‘

El problema ahora ee enccntrar en que condiciones la dltima
integrel de la ecuaciém (1.17) es nule y en consecuencis, em que con
diciones son védlidas las relaciones de dispersidn obtenidas.

Dicha integral es, selve factores numéricos que no interesan,

L (ko) = [ T,(ke) Uy (e0) e de

o0

. [ {S:E\Q(hp{u;(z,e)-w“(n,f)]f,uf} Uyl dic (1.26)

fhora bien, intercambiando el orden de las integraciones, se pueds po
n

ar
L(k,ﬂ = X { S {u:(tlf") -T&'(K-,fﬂ Uk, )it r.} p* jg( ke)d P (1.29)
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La dificultad de la evalusecidn de la integrel I‘(h: <) proviere
de que no se conoce la forma explfcite de las eigenfunciones U, (k)
para Y <A , pero si se encuentra en que condicicnes se anula la €z
presién entre llaves en lea integral (1.29), se obtiene que 2ungue ro
se conozca la integral I. y 8u influerncia en la integrel L. y per
tanto en la relecidn (1.17) que es 1la que conduce & las relaciones -
de dispersidn, es nula.

Ilamando L.(fr) =

Is(ﬂ‘h) [u_’{(t,p) -“d;*(u,f)]ug (g,0) K dE (1.30)

=}

se tiene que por la definicidén (1.9) de la funeidn Ve (kf), |
|
\

IB(P)\’) =0 S F) a. (1.31)

Recordando que la relacidm (1.17) es védlide psra Y2 A& | as
puede sustituir en 1s ecuacidén (1.30) la funcidén U, (¥, r) por su for-
na explleita (1.4), entonces

[N =fuf(ﬁr)u.<tr\t‘dt—Sw*ue)ug(m erde = X 5(p-0)

) f{ﬁ%’; sy v e e S PR TR e
’ ’ (1.32)

Pero ‘ .
T [ 1 (e, Gy 1 eI o))
= &‘Q'UP\ &Q(\cr\ - 2‘\-{.\\*2 (ep)\W, (k1) *Rﬁ(ur)\\; (w\‘l 1

de modo que la ecuacién (1.32) queda, tomando en cuenta la complestez
de las funciones de Bessel,

Lt )= [[SQ(I-)-‘RQ(W)\:Q(F“‘) {50 -1, P\ (“"‘S crdi

y eomo S, (x)=S(-x) y \;l(-f-fh\r{q (vp) , es poeible pomer la inte-
gral en la forma



Loy == | [Seter-h (epv, Ger d e (1.33)

Ahora bien es aabido35 que 8i no hsy estedos ligados, la fun-
cifn S,(v) es enalftice en el semiplano superior del plano complejo
del momento ¥ , de modo gque el contorno de integracidém puede defor
narse & una semicircunferencia infinita en la parte superior de di-
c¢ho plano, esto es, -

L, (e =-; ﬁsgm | | (epdlag (£0) €¥dl &

Como la integracidén se hace para valores muy grandes de la va
riable K , se pueden usar las formas asintéticas de la funcién de
Hankel y se tiene entonces

27 ¢ LELTP) iy Ve (Pe)
L2 f}[Se(ﬂ-\]e de = e j[sa(‘\-\ e de,
¥y por la ecuacidém (1.31), se tiene que
T oy e(pen)
j[s{(‘)‘\)Q‘?+tdt:O St f,f)a_ s (1.34)
esto es LA
S‘[Sg(“-)*\]e de =0 (1.35)

Este resultado indice que si P+ 224, Ig(e)ﬂ =0, de modo gue
sl se tome Y324, se tieme que I,(P, Y)=0 para todo velor de P .
Por tanto 1a integral |,(R,Y) dada por (1.29) es nule a1 tp24 ¥y
la validez de las relaciones de dispersidém (1.24) y (1.25) queda es
tablecida.
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1.4 Relaciones de dispersidn con le amplitud de dispersidu.-
En el inciso 1.2 se obtuvieron relacicnee de dispersidm para

la u:prosj.énSe(lz)e""h‘"k y para [S(b-1] ¢ zika.  + es conveniente obte--
ner ahora une relacidn em 1la que aparezes explicitamente la amplitud

de dispersién que, como es sabido estd relacionada cor l1la funcidn ds __

dispersién (k) por la férmule

C(his\:i‘ﬂ.z (zm)[_sl(m-l] Polws®) (1.36)

donde 5 es el éngulo de dispersidnm.
Tomando la relacidn (1.22) para 7:24, multiplicendola por ---
(';_Q“)P (o9 ) ¥ sumando sobre los momentos ungularu ,Q s 86 tiens

L¥1)|S
\MZ_(I.QH)[SQUIH]Q f_’g(‘obe) __?.h-Pj Rei(z ¥l [ (e)- \lg

= P(““")dr_(mv)

o

y por la ecuacién (1.36) se tione. entonces

2k Re F(h,e)q"‘"‘“,_pj \m 2 FCe, 9)e r_dii,

U g

o més brevemente,
Re F( k,0)e

gue es una relacidén de dispersiédn pa:;-l le amplitud de dispersidn.
Procediendo de una manere andloga con la relacién de disper--
sidén (1.23), =e obtiene

lm (‘\(h P)e ey = 'ﬁ'}}.?g TReb (v, e)e \c‘ah: (1.39)

- R

] =0 AL
2\hﬁ PS |m "(“)9)@ i CIL i (1038)

- kY

gque es otre relacidn de dispersidn para la amplitud de dispersiién.
Pero por otra parte, por el conocido tsoreme 6ptioo36, se tiene que

B =,

lm C(KJO) :ﬁ_ G(t) , (1,;‘0) |



que es una relecidén entre la seccidén total y la amplitmd de dispex

8ifn hacia adelante. I:n consecucncia, las relaciones de dispersidn
(1.38) y (1.39), se puedem poner como rclaciones entre la seecién -
total y la parte rcal de la amplitud de dispersién hacia adelente -
gi se hace ©=0 , Istas relaciones toman una forme mucho pds -~
simple si ademds sc supone que el alcancc del potencial se puede to
mar como mulo, esto es, i la interaccidén se considera puntual, Im

tal caso se tiene

Re € (k,0) = ke P 2 €7d® )
y (k) = “-:—1 P[ *———"RQKE(_&;S} krde (1.42)

(]

Estas relaciones son, en principle, relaciones entre cantidades ob-
servables exclusivamente,

Io que hasta agquf se ha hecho es, en rosumen, tratar el pro--
blema de le dispersidén como un problema de comdicionos iniciales, y
ocntonces, del hecho de que las eigenfunciones estacionarias forman
un conjunto completo de funcioncs y usando la condicidn inicial se
siguen las relaciones de disporsién., Imte resultado debe completar
se con 1o gue sc discutird em el capf{tulo 4 y con los resultados de
la seccidén II para entender su relacién con la descripeidn causal -
do la dispersién, ya que en la derivacién preseantada aqui no se ha
usado ni formulado la condicidn do cesucalidads sin embarge, en otre
trabajo>?, usando también le condicién imicial y desarrollando la -
funcién de onda dependiente del tiempo em términos de las eigenfun-
cioncs cstacionarias, se ha obtenido ura descripeién eh el curso —-
del tiempo de la dispersidnm, que ¢s caucal en el sentido de dar el -
comportamiento correcte de los transitorios, lo que indice la exis-
toncie de una conexidn emtre la nocidn de causalidad y las relacio-
nes de dispersidn, Tn la scgunda scceidn de este trabajo se acleras

completomentc cste punto,.
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Copitulo 2, Caso relativiste, Icumecidn de Xlein-Gordon.

2,1 teamicnto d blema.~ EL procedimicnto que se usa
rd para obtener relaciones de dispersidn pera ecuaciones de onde rg
lativistas es esencialmente el mismo que se empled en el caso no re
lativista, con las diferencias inherentes al hecho de que en el oa-
80 relatigista se tieme la posibilidad de tener energias positivas
y negativas, IEn particular, en la ecuascién de onda de Klein-Gordon
se ticne una ligera complicacidén matemdtica debido a la presencia -
de una deriveda de segundc orden respccto al tiempo, y que hace gque
la condicidén de ortomormalidad de las eigenfunciones mo sea ten sim
ple como en les casos d3 la ecuacidén de Scheddinger o de la de Di--
rac, Ese complicacién dificulta un poco la evalumcién de los coefi
cientes del desarrollo de la funcidn de onda dependiente del tiecmpo
en términos de las eigenfunciones estecionarizs,

Upe observacidén de interda es que con el método que se usaréd
se puede ver con claridad que la condieidén inicial es, en cierto -
sentido, un caso partiocular de la condicidn de ceausalidad, la que
en ¢l caso de ecuaciones relativistas si tiene pleno sentido como
un limite a la velocideri de propasacidn de seflales fisicas,

In esta discusidn se considerard gue el potencial dispersor
actia en la forma de la componente temperal de un cuadrivector o -
como un escealar, Hay u:ia diferoncia importante entre estes dos po
sibilidades, pues si el potencial es la componénte temporal de un
ouadrivector, la funcién S asocisda al problema depende no sélo --
del momento k. , sino también del signo de la emergia, mientras que
en el segundo ceso la func..6n S ee independicnte de dicho signo, -
como puede vorse directamente de la ecuacidn. =ZEsta diferencia se
manificsta en las relaciones de dispersidn que sc obtienen y son -
micho mds simples si se tielnlc solamente un poloncial esealar,

Se tretaréd entonces ln ecuacién de Klein-Goz ‘on con dos po--
tencieles V,(v) y Vo(¥) sujetos a la condicién (1.1), de los
tipos mencionados, Intonces, la parte radial de la ccuccién de -
Klein-Gordon dependiente del ticmpo, para momento angular b ¥y me-
sa M= es
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[(1 > \ P(PH) q \h({’t)
S R e ORED | e

donde V.(\'\ es el potenciel que es cuarta componente de vector y
V.(¢) es el potoncial escalar,

De la ecuacidén (2,1) se sigue que las eigenfunciones estacio-
narias correspondientes a la emorgfa §- j; - satisfacen le ecua
cidén

( Auz("-ﬂ\\ ﬂ(fﬁ) Uy (%) = Ug(kyx)

rl de
‘ [E +\/.(ﬂ] U, (6) + Y, () U (e, (2.2)

_— In esta ecuacidn se ve claramente que debido al término
, 2
L€+ V(0] = g2 28N+ V(x|
si V,(Y) no es idénticamente cero, las eigenfumciomea U/, (¢,¢)
dependen del signo de la energfa ¢

Ahora bien, la forma de las eigenfunciones fuera de la regidén
de dispercidn, esto es, para Y > & en

Ue (1902 ALk S, (80,20 5 (2.3

de modo que s V,(\) O  se tieme S, (v1e)# 5p(6€) ¢ g
V.(¢) = O , 1las eigenfunciones no dependen del signo de la -
encrgia y por tanto

SQ(V-;E)r- S_R(LI‘E) S\ Vi(V)EO . (2.4)
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Por brevedad se introduce la siguiente notacidn
Spe(e) = 5,0k 28)

L g (2.5)
Usa (6,) = Al ey 4 §, (1)1 (40|

Ee neceseric ahora emoontirer el factor de normalizecién A
Procediendo segin el método usual, o sea mmltiplicando la ecuaciién
(2.,2) per U, (&', X) , la ecuacidén conjugada de la (2,2) eseri
te para el momento t' por o(k,v¥) y restando, e integrande -
respectc a ( se obtiemne

| (€-8)[& +e' 2 WUl (RO UL “de
%

) A(Ug“’-ﬂ(‘ N {ux(“‘,)
d<

drj::n'.v)] i

- U, (¢

donde ¢  es la energia correspondiente al momemnto k' .

Sunoniendc que las eigenfunciones (U, (¥,¢) +tienen un --
comportamiento regular en el origem, basta evaluar el miembro de-
rocho de la ecuascidn anterior para ¢ —°° wusando la ecvacidn (2,3)
¥ las propiedades asintétices de las funciones de Hanken dadas --
por la forma (1.12), asi como la férmula (1.13) y la condicién de
uniterided de la funcién S ., Ll resultedo es el siguiente:

J LE+& vV (Oug (e, U () od v
- A gam(geeyS(e-¥) =

k'
El factor de normalizacién eos entonces

[o 5i 5\'gn£¢sign£' (2.07)

178 A‘LS(!LK) 3\ 5.‘8\\1_-.-.5\3\'\&.'

I

e |
A= * fre (2.8)
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¥ las eigenfunciones normalizedas son, para Y >4 ,

 Biblieiech

ux(z.\r\:\,—% {{h}(zmsﬂm)\rﬁ(wfﬂ TR (2.9)

Se supondrd shore gque inicialmente se tenfa una onda plana y
qua en el instante = O se introduce el dispersor, de modo que la
funcién de onda para t=O es, para el momonto angular (.,

t,(4,0) = J, (k) ,
B‘ﬂ(v;ﬂ, . -‘E\\ (k, 'c)

(2,10)

donde E‘L: h +\
En general, para >0 se tieme

- et (T et
\PR(T‘{)-.jah(h.u\uh(me Au[a,.(k,nu,_(me de . (2.1

o

las condiciones (2,10) se pusdem poner, por la ecuascidén (2.11), come

[,k dug (e de + [, (oo (i) = | (1)

(2,12)
& )
j(-ii) INCRAV UL S‘ 0y (R YU () e = B o

Ahora se construye la expresidn "

(2N §, (k) - B 1000 = [ (-2 <2V ()], (Y LV

+ S[sug L] a, (U, (¥) dic . (5 45



'y

Multiplicendo embos miembros de este ecuseldn por Uy («r)r”
integrando respecto a ¥ , intercambisndo el ordenm de las Integre-
ciones y usando la condicidn de ortonormalidad (2,7), queda simplc

mente

Q- () S[F«'-E 2] | (UL 0 ede
© R

Por un procedimiento andlogo, consitruyendo la expresidn
[£'+2V,(r)] j‘(h*\ +E 32(\“) ¢+ 86 puede emcontrar Qm( R,<).

En resuman se tiene
0o

Qg (kyx) =J[£ LE«2VA0] § (ke) Uy (H ) YT (2.14)

, 2,2 Obtenc de las relaciones de dis dn.~ ILa ecuacién
(2,14) es la scuacidén correspondiente & la férmmle (1,7) que se ob
tuvo pera el ceso de la ecuacidén de Schrddinger, y a partir de es-
te punio, el procecdimiento que conduce a las relaciones de disper-~
sifn se puede seguir por asnalogfa, In primer lugar, en la evalua-
cidn explfoite de los coeficientes del desarrollo 4 ,. (k, k),
se presenta la dificulted de que las eigenfunciomes (p: (k,y) 86lo
se conocen para >4 , mientres que la integral que es necesario
caloular se extiende a distanciss menores que Q°, Intonces, por
analogfe con el caso de Schrddinger, se definen unas funciones -

Ve (£, Y) gque tengan pars toda Y la forma que las -
eigenfunciones g+ (k,v) tiemen para v > & , esto es,

Ve (619 :./-?r% %- i_h; (k) 34*_(\‘)\;1(‘\')] ot e (2:15)

Ios coeficientes g+ (k,x) se pueden poner em términos de
les funciones V,,(%,¥) en la siguiente formas



a,, (ki) ={ez E)S 5 (R¥)Ups () <*d ¢
HIW(O ] (kIUE (et
= (£20)| (b)) (e ke
+(ELE) j::h(kv)‘_u_&(t,x\d'\&: (Ln:\]r"dv

+§ (A (ko) Ugsy (60) 7 d ¥ (2.16)

Ie primere integral de la ecuacidn anterior es esencialmente
1z misme que ha sido calculada en el caso de Schrddinger,y & la su
m2 do lss otras dos se le llamard simplemente I.t( k, kY « &
igual que en el caso no relativista, [”_( k,«) no dard contri-
bucidn a le funcién de onde en ciertas condicioncs, Tomendo en -~
cuenta el resultado (1.74) en la discusidn del caso de Schrddinger,
con las diferencias debidas & los factores de normalizacidn, se --

tiene

au(k,\q itE/;[‘s (..)],S(t\n\ﬂ-n) [.*3 M]S(HL)S

Sps ()
-}'%_’LL\C:E'](J eI, (k) @

Sustituyendo el valor de los coeficiemtes (4 ( L, £) en
la funcién de onda (2,11), y usando la exprosién (2.9) para las -
eigenfunciones (| 24 (¢,r) o se tiene



%o = 2 08 ke 5,008, (k) ™
Vi ?jo( d- )’T( k))[" 5:*(‘)][Ka(”)*saf‘mg(m)eqi kde

£ -t
A ey ill-Se o) fi- S W (el R pon
N "f(' ﬂ%ﬁ‘&"[“n“‘“*’* (e|(E) e
- . o0 (2°18)

At
+JI|*(\1,L)U14(\’-,<\Q adv.-»j[\_(b_\‘_)ug_(p,ﬂ_ de sa

o o
en la
In la umda i.ntegul no se h: pnuto sl vaiur pﬁ.noipnl porque en

realidad no hay poloas, ya gue (I-& = y K-k = e'-E% (t-e)(e4E) .

Como se demostrard més adaluta, lssfltimas dos integralea, -
cuya suma se representard simplememte por [,(k,x) , se anulen si --
(224 de modo que restringiéndose a esos velores de { , la fun—
cidn de onde se puede poner

V(58 =) (ke e, Z‘L{[SR*(lzyl)L;.(kw‘) SHOR N T

L 5*\L I ( ¥) - b = k< -igt
+%TPJ(\+%§‘H‘” b () ~[Se, 1) ‘}(k) “edi

| Al Ny

- 5 X e Te®* e 1T (ke 2 et
ol S (i %y{[s.-m-\]h (49 ~[Sam 0001 (% )]( EVe 'y duzasy
o T2la

En eate puanto, se puede ijmponer la condicidn inicial y obtener
las rolecionee de dispersidn, pero es ilusirativo ver como la condi-
cidn inicial estf relacioneda con la2 condicidén de gausalidad, la —--
cual impone que an el puntc situadoe a la distencia T , no debe haber
onda diepersa hsste que haya pasedo um tiempo t =Y desde que 36 -—
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tione una onda plana establecids hasta el instante 1t =2 el que
se introduce el dispersor, no debe haber onda dispersa antes del --
tiempo t = ¥ , entomces se tiene que Ja funcidén de omda es

-+Et

\ljg(“){)= 32(\“)@ t<rx (2,20)

Por tanto, 3 la ecuacién (2,19) se sigue que los términcs -
que dan la onda dispersa se ammlan por T & (, esto es,

ﬂ S -0 (k) + [s8 -k €

j £ L{ISen-he (tg [ 5t 00-\;, (00} (.é.)ﬂe';i e

?‘ ) t“s,. (x) -I]L,Jl (e -{Sg. (‘)"‘]\“ (\u))(h )Re‘ittcd‘
: o - (2.21)

o

d-z)--(5+5F)

a ambos miembros de esta ecumcidm, se reduce el orden de las funcio
nes de Hankel y s¢ obtieme, usandc la forme de las funciones hs (1),

e «t&k R L - “_“ ey -lst
(SRS T,

Ahora, aplicando el opondor(

_o-i] o*le
—“_S {p‘ds:: 1]-2 L (I-— E ) d (2.22)
=]

Esta relacién es vdlida para tiempos ¢ £ y fuera del dis-
persor. Tiene una forma parccida & la relscidn de &ispersidén obto-
nide para el caso no rolativiata, pero es une relacidén quec depende
del ticmpo & trovés de unas cxpononciales. Tete es cl resultadeo --
que se sligue de la imposicidn de la condicidn de causslidad, Ahora
bien, puesto que la relacidn enterior vele para tiempos T <Y , en
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particular vale pare t-o0 ;, O Bae pera un caso particular, pero la
condicién en = O es precisamente l2 cundieidn inicial, que aparece
como un c¢aso particular de la condicidn de omxaalidad. Intonces, ha

ciendo (=0 en 1a ecuacién (2,22) y tomende = 24 ge obtliene
lat.a

\Yh [S.!&(,"-)"\]Qz‘h“ =~ L ?S —BLLS";- (|+ E) dx

Zied

E .
- £)de (2.23)

_k S"‘ Re[ 9. (¥)-l]e
>

ke k*

Ahore bien, esta relscidn se juede oviencr directamente de la
condicidn inicial sin moncionar y haeta sin formlar la condicidn -
de ceusalidad,

‘ Si se supone ahora que la intersccidn cs sélo de tipe escalar,
tato es, V (x) = (O, ®e sigue de 1a ecuaciln (2.4) que
(R) = Sp (k) = S (kY 7 la relacién snterior se raduce a

o

: b

2ika kol Relscte)-e*“*
I LSeCk)-i]e =_7-?PS° LB e, e

que es la misme relacidn de dispersidn que se obtuve em sl caso de
Schr8dinger., Tomando la derivada respecto 2 " " como variable se
obtiense la otre relacién de disporsién.

Uns observecidén interesante es que para obtencr estes relascio
nee s8lo se usé la primera condicidm inicial (2,10) y podrfa pensaxr
se que la condicidén iniciel para la derivada 2‘!‘2 (v,®) , Que eg
t4 dada en la segunde ecuacidén (2,10), darfz luger & otro pa.r de re
laciones de dispersién, 0In el ceso de que e tenga interaccidn del
tipo de cuarta componente de cuadrivector, ze obtiensn emn efecto --
otras relacioncs de dispersién liaermnte diotintas, pues en veg -
de los fectores (| + §- y (L - —- ) en la ecuacidn (2.23),
sparccen los factores (H E) 4 (I ) , pere egi la in--
teraccidp es uYnicemente escalar, se obtiana exactamente le relacién

de dispersién (2.24).
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2.3 Determinecidn de la coandicidn gue &nula a Lakx). o

Ahore es necesaric determinér las condiciones en que T,(k ) 8o
eanula, ya que esas condiciones daterminan-la validez de las relscio-
nes de dispersiin encontradas. Bl prozedimiento que se saguird es -
muy semejante &l que se siguid en la discusidén del caso no relativias
ta.

Las integrales [,(R,r) son, para el tiempo t=0O |

I,_(k,r\=]ln(\!,t) Ug, (5,0) A + ﬁ‘_(h,v.\ Ug. (£,5)d (2.25)

Llamando Iu{ka\ y I,. (k,¥) respectivamente & las dos inte--
grales anteriores, se tieme, por la ecuacién (2.16), gue contienc -
las definicionea de [, (k) ,

o0 -
e

L[y = J { L [( EtE)l.uL.(‘,f)"&:(H(’)]+2V|(r)u:;.(\"f’jjz(kf)fla‘r} ;

% uﬁ_([,ﬂdt (2.26)

Intercembiendo el orden de las integraciones, esta ecuacidn se pusdn
poner

b ko) f 3,k 5: (Ul -1 e pl) - 2P )

* Ug. (g, ) de (2.28)

Une expresidn andloga se obtiene para [, (k,v).
Ahora se designard por [at(fv,ﬂ a la integral

L,(ﬂvhﬁ(ﬂE)\u};,(u,n-w';(n,p)p2v.(f)u;‘,(n,p)]u,,(c,na\u (2.29)

-—r— r
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Povo de la férmule del desarrello (2.11), de la férmula de lov
coeficientez (2.14) de dicho desarrollo y de la condieidn inicial -

(2.10), s=e ggue que .
Jotko)=] uh(r-,f)dnjo[a PE2hi)] ) (k) UG, Gl A

ob o0

+su9_ (l,\'\ d(&\&-& '\’2\41([“)] ‘\j(kr)u;-(tf)ftdf,

intercanbiando =1 orden de las integraciones, se tiene

Syl j j,(“r)r’dfr{[e YELV(PYU, (k,p) Ug, (1)

* \E‘E*7.\/-((’)]u:_(l‘-,?)u!_(¥'»'()3 de ’

por tanto se ticne que
0

J {[E +E 12\1.(?)._} Uy, (&PYU, (%)
S(x-p)

r'!.

y (2.30)

*‘ii -E+ 7.V.(P)] u,jf (k,p)Ugq_ (m,ﬂ‘ A

que es 1la condicidén de cerredura para las eigenfunciones de la ecua-

¢ién de Klein-Gordon.
Ahora bien,

Il = Il,_(k)"\ ‘\'I_.l_(k)'(\

> ﬁ L.« I, (p) i, (ke ptdp

La dificultad de evaluar la integral [, (k,r) se debe a que -

le integral (2.31) comprende valores de p<G y por la definieidn ~-
(2.29) de las integrales 1., (p,r)se tiene que para emcontrar [, [f()
para p <q seria necesario conocer las eigenfuncicnes Ups (61P) pare -
P<& y estas eilo se comocen sipPra. Sin embergo se probard que si

Y>24, entoncen [, (A<)+1, (p,¥) @2 nula para teda f .

(2.31)



BEn primer lugar, por la definiecién de las funeicnes U,}t(c, P
dada en la ecuacidn (2.15) se tiene que, por la ecuacidén (2.29),

13-_\-_(?1{):0 sl P (2.32)

Ahora bien
13, (P;f) + 15'- (P,Y') =

= J' “_e +Eax2V, (F’]u}'“ (sf) Ue (k,Y) {?.—e J.QV\(fi}u,':(:,e)ug_ (%, V% Aae

- “{(i*E\U;’: (4P U, (K17 +(€~EVVR2 (¢,p) Ug. (m\] 4« (2.33)

la primera integral es conocida por la ecuacidn (2.30); queda
entonces por evaluar la segunda integrel. Para esto se supondrd -
que Y>@ , de modo de poder utilizer la forma (2.9) para las eigen
funciones ({,(«,¢) 3 usando ademds la definicién (2.9) de las funcio
nes V,(«,p) , se tiene

I'S'r(e\“ + I,.@) = Sk v

B

i J:('u E o) + S5, (0 (ep[ W () # 5 (I (k] e

- L (Tee ) e ST RO, (e S OR o)) A

_Step) 2 ( Ll
. 2] Leng e

o SQ-E- i[sq*(ﬂ S (el g (0 +[5:*(n-3:_@\;2&‘4)\,;!(“% de
¥ | " . m*S*(u\-\\E(r-ﬂ\?(m} R
- (ERCEE 5, G-Il ) S ek,

]

(2.34)



¥ por la complete= de las funciones de Bessel, y aprovechando el ha-d’
cho de que 5, (x) = 5 (-¢) ¥ que by (ep) = WYy (kp) , se puede poner

Ly (por s Ty (po) = - L g (900914 S D=1\, (epley Cer) ¥ &

3 &st (\:’) S (V-q\'\ ("E’BW (ex) \Clah:. oa (2.35)

Ahora, por 01 procedimiento de daformar el contorno que se usd en la
discusién del problems no relativists, se puede ver que la sum& -~
Lileo+ Li(p, %) » QUe 86 anula #i P> A | se apula para Stoda

P 8i (32a , de modo que queds establecids ls condieidén que, por
la scuseidn (2.31), anule la integral L_(h,r)y que establece lan ra
laciones de dispersidn obtenidas.

laes relaciones de ersién.- La ra-
lacidn de dispersién en el caso de interaccidn puramerte escelar, da
da en l2 ecuscidn (2.24) es una forme bastante simple, pero em ol o3
20 on que 18 intereccidn pueda ser tembien del tipo de la components
temporel de cusdrivector, la relacidn de dispersidn estd dade por 1a
ecuscidn (2.23) que no tieme una forme tan semcilla, entonces es con
veniente expresar esa relacién en une forme mds simple. BEsto es po-
gible haciendo un cambio de varisble y poniendo la ecuscidm (2.23) -
como una integral sobre un cierto contorno.
En primer lugar, del hecho de que S, ()= 92 (k) , se sigue que
la scuscidn (2.23) se puede poner como

s [s,e0-]e** T =
S TS (0)- ne““ [sﬂ,(-n-qe“"—*

] = (H %)d\:
j_Lt-(“ ]e-um;z[_s‘_(-ﬂ_l 2 (1-§)4e (2.35)

Ahora bien, el miembro izgquierdo es
ALY

—Z{V &S‘*(M'ﬂ_eﬁ“ |4 E)dn &V 5"‘(‘\ ’]Q (I+g€\dh\g

i Lz
b k
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por tanto la ecusecidn (2. 36) se puede poner

"™ g, [ L™

e T (]-g)d[:O (2.37)

- -co

Siguiendo una sugestidn de Io-hinekyBO, ge puede hacer en la primeru
integral el cambio de variable

'S:K-\-a (2.38)
¥ llamando
Z=R+E (2.39)
28 tiene que (
230559 y £= L (3+37) 2.40)

sk 108 TG tas 4 is integrel se convierten en (0,) para 1laJ,
de modo qnn la integral queds

[Sa(3) 428557
}:" . (3-2)(5-z") d3

Si en la segunda integrel se hace sl cembio 5=K~f, se tieme gue ess
integral queda

tal3-v")
57‘ [53) -1 " 4«
L7 (3-2)(3-27)

Entonces la ecuaeién (2.37) queda en la forma reducida

S.Q(S)“' ra(3-37)
(5-2)(3-2) .

4% =0 C (2.41)

En este capitulo se higo una generaligacidm sl caso relativie-

ta de partfcuisas que obedezcan la ascuscidn de Klein-Gordon, del métc

do que se empled en el caso de particulas de Schrodingsr para obte--
ner relaciones de dispersién. Como ya se indicd,en el caso relati--

vieta podrfa formularse una condicidn estricta de causalided, pero -
aa suficiente atacar el problema come un problema de condiciones ini

eciales para obtener relaciones de dispersién. Tambien se indicéd co-
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mo la condicidém inieiel es un caso pérticular de la condieidn estrig
ta de causelidad. ZEste setudio podria completarse haciendo una des-
eripeidn dinémica de la dispereidn, ¢el mismo tipo de le qus se hace
en la ssceibén II de este trabajo pare partfcules de Sehrédinger y
que exhibe la conexidn entre las releciones de dispersidn y la no---
eién de deseripcidn causel,
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Capitulo 3. Caso relativista. FEcuscidén de Dirac.

«1 Planteamiento de blema.~ Se discutird em este capitu-
lo el problema de obtener relaciones de dispersidén péra la ecuscidn
de onde relativista de Dirac por el mismo procedimiento gque ha ser.--
vido para establecer relaciones de dispersién tanto ep el caso no
lativista con la ecuacidn de Schrédinger, como en el caso relativis-
%a con la ecuscidn de Klein-GCorden. En el ceso de la ecuseidn de DL
rag, surge la complicacién de temer gue trebajar con espinores, pero
por otra parte, hay une simplificecidn con respecto &1 caso de Klein
Gordon debido & que 1la ecuacidn de Dirac es de primer orden.

Se traterd entonces 1la ecuaoidn de Diree con un potemecial su-
jeto 2 la condieidén (1.1). En unidades naturales, la ecusecién de DL
ra¢c con mase M=\ para un potencial oontrll oy

[rap - p Ve e 25 Y0 51

donde g-.(;f) ; F"(:):) (3.2)

Y(yt) e 61 espinor dependiente del tiempo.

Ahora bien, se supondrd en este andlisis, que se tiene inicial
mente una onda plans y que en el instante { = O se introduce el po-
tencial dispersor, de modo que pare 120 @& tiene, desarrollando
la onda plane de emergfe E = /k*s+| en ondes perciales, como se -
muestra en el apendice 1,

: UYL
— -] B &+l J‘\.vt ‘Ej;;& Y . F.+l \\-‘ Yaj,s-i.;_
p(x.0) "Z (7 2D B \ (3.3)
1= L \l(
! (h"),a%i \S ( y \&.,l‘
donde 1
y."l ’-2?_<‘Qlimxms\i!i>\(xmxims (3.3
L S P 3

son los armdnicos esféricos espinoriales
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Si se pone
i

T a3 ). (ko) /Hj-l, )

E+l 3=

3. (®.9) = '*d"—‘i ! - (3.4)
s - ;
Jlts(kf]y‘) .

1\¥S ‘;

la ecusecién (3.3) se puede poner simplemente como

\l»(‘_‘)o\‘. i i /]T(‘P ) L _IRSJ (h.—) (3.5)

i \
i e |

Tomando ahore sflo un término particuler del deserrollo, o sea
tomendo wna | y una $ fijes, y llamando £ alasuma (+S , se -
puede poner por simplicidad la condieién inicisl, del mismo modo co-
mo se procedid con los dos caesos enteriores, como

¥ (50 = J (ke 3;?(\1#-3 (3.6)

El estudio se haréd tomando, para concretar, S=--‘,~_ de modo =
que la condiecidén inicial dada por la ocuao;wn (3.6) queda en la for-

ma
EH J,M( ’a Al l

' (,0)= (k)= _ (3.7)
t'a( 4 W, 3

Ahora bien, las eigenfunciones estecionarias correspondientes
a la energfa ¢ - /ct+| , se pueden pomer, para (>4 , en la forma

t(r'lf-)': é[ﬁ;t(r'lf)-\—sj(“)‘ﬁ;: (K)f)-l ) 20 - (3.8)

- ¥
donde los espinoraes ‘ﬁf I(“,S\y ‘ﬁut(\‘,\‘) estdn dados, para ener
gias positivas y negatim, por
5 ¢ \L M (L
‘E‘(K\t) = W " ,aaxu ‘) para £ > O (3.9)
A% h {K‘)I‘jt. \

Y47
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y > L ) DE CIERCLAE
L W, ey G .
aﬁ (t,'g) - 4»2“"5_ lodfck ¢ 0 (3.10)
= L |y, (e 2
S
Ahora debe procederse del mismo modo que se procedid em el ca-
80 de Klein-Gordon. En primer lugar, hay que determinar el factor -
de normalizacién A, luego se deben determinar los coeficientes del
desarrollo de la funcién de onda dependiente del tiempo en términos
de las eigenfunciones estacionarias y finalmente, mediante el uso de
la condicién iniciel, se obtienen las relaciones de dispersidn.
Entonces, suponiendo gue las eigenfunciones ({,. ()Y ) tiemen
un comportamiento adecuado en el origem, y tomando em cuenta la uni-
taridad de la funcién S5 y la ortonormelidad de los arménicos esféri
cos espinoriales, se obtiene que -

g+l £

SAJL]IA‘:(;"‘:)T u.ez("-:f-\ thdr = Al[ézt—\i +\}1lr\58(‘-" )5’1#- (3.11)

donde O,  significa S.,=5_,_ =l ;6:,-=8.,=0

En consecuencie el factor de normalizacidn es

A=c /2 [75;:-,1*'\]'1‘ (3.12)

Ahora se puede construir la funcién de onde dependiente del -

tiempo pare en la siguiente forma:
- =] s ..if 0 \f'.t
u}»ﬁ(!,t)-.juh(uc.na,*(k,u.)e ‘+Jun-(u,!)a£_(k,z)e de (3.13)

Tomando la ecuscidén aterior para 1=O , multiplicendo por --
Upy (;,‘_-f‘ ¢+ @ la izquierda, integreando respecto & ( , intercam--
biando el orden de las integraciones y tomando en cuenta la ortonor
malidad de las eigenfunciomes U,, (x,¢), sa tiene

an(h,z)-.gd.n.g uxt(t,f{'%(‘%!)vzd\' (3.14)



Nétese laanalogia entre la ecuacidn (3.74), que da los coefiecientesn
del desarrollo de la funcidén de onda de Dirac, y la ecuacién (1.7)
que da los coeficientes del desarrollo para el caso de Schrodinger.

— 352 Obtencién de las relacicmes de dispersién.- En este Taso,
iguel que en los dos casoe anteriores, la principal dificultad gue

se presenta en la evaluacién de los coeficientes ({,, (k,x)es que 1a
integral que define los coeficientes se extiende de cero a infinite
pero las eigenfuncicmes sflo se conocen explfcitamente para T >4 .
Procediendo por analogfe, es posible definir ume funcidn U (K1L) que
tenga, para toda ¥ , la forma que las eigenfunciones tienen para -
Y>Q , esto es,

\

Up, (010)= "‘\/ [(t:n 1]-1li{ﬂ;z(t’ﬁ*sfmf;t(“\] v (3.15)

Los coeficientes Q ,t(hnﬂ) se pueden,poner, en términos de -~
las funciones V,,(¢,T) , en la forma

“(& \c)-SaLn.j 1N qa(kr\r"alr

v foo { Tty g et 4 () s (3.16)

En lo que sigue se demotard por [,.(k,<) a la segunda inte--
grel en la ecuscidén (3.16). Como se demoatrard més adelante, la in
tegral l.(k,<) no da contribucidn a la funcidén de omda &i cier-—-
tas condiciones se satisfacen. ILa parte importante de los coeficien
tes Q,,(k,«) es dnicamente la primers integral de la ecuscién -
anterior, cuya evaluacidén es bastante simple si se use la férmuls
(1.11). En realided el célculo de los coeficientes < ,.(k,&) es,
mateméticamente, una duplicacidn del céleulo similer que se hizo en
el casc de la ecuacidn de Schrodinger, como se ve fdcilmente em la
siguiente forma pare el caeso de energfe positiva:


http:a-R"!:"(k.lC

5
s _5.,
-

a0

o tbns /5 (g fue 5

'y U"m(“‘ O (m’““(m] yj;u

x

)
2

LWe (20 4 S, (= W) ysi\

p—=

E+I LR /!34 o

j(\tv\’ai

y tomando en cuenta le ortonormalided de los arménicos esféricos es

pinoriales ?? s 8¢ tieme
% - s "z v i (k i
a‘H(k‘ﬂ - "\/; [i%ﬂ? H] {(ﬁﬂ)(EﬂJ D‘ H(HHS( “1 ( ]J N edr

de v L (ke (3.17)

+Sﬂ\\;(m* s‘mh‘,(m]*ji(h\-) r‘d(g + I,, (k)  (3.98)
o

Si se compars la ecu2eidén (3.18) con las ecuaciones (1.9) ¥
(1.10), se ve que las integrales que hay que evaluar son exactamen-
te del tipo de las integreles que se calculeron en el cago de la -
ecuacidn de Schrodinger. Aprovechando el resultedo de ese cdloulo,

el cusl estd dado por la ecuacidém (1.14), se tiene
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Q-Qi-“‘ k)= ti.

! » Sﬁ(t)) Sl
i’ ek l.\/ﬁ (|+5£(v:))3(v. h)+.__g1?_?)—( ) }

“f" (e+)(E+) L4 Re

: L(1-52(k)
{h_ (“54(“))5("- -k) *Fﬁ‘i(_(ﬂ‘;— (r_) } + 1, (k)

LS ICE B
K N=s*a .
+ FL(im‘ ] z & E-l(‘ (h_%_( ) [(Eﬂ)(E*\) \l

1, (R x) (3.19)

De une manera andloga se puede encontrer el coeficiente ---
Ae.(k, k) de las eigenfunciones de energia negativa, usande la -
ecuacién (3.10). E1 resultado es

Kt -3 ik f1=-S> . §+
QAp_(k,)= [ il =4 { [ sgm](é_) \

(5'!“1' /_— E+l K (r_’l_ h‘z.\

- e (3] (%)1 X + T, (k)

R

‘t‘mn’- ] rLE(\SCf(\Z:‘] ){_‘é"‘?-iﬂ] L (L <) (3.20)

Es posible ahora construir la funcién de onde dependisnte del
tiempo mediante la ecuacidén (3.13), pero sélo se calculard em parti- -
cular para L -C , de modo que por la condicién inicial (3.6), se -
tiene, pare (> 4 , que es la zona de validez de la ecuaciém (3.2),



gl(h ) LE/Z é?{l-fﬁz(k)tﬂ (k< Hsg(a){;(h,g)]
o 1/ (] e LB Tk -]

i e0s S, 045, (e 0y] de
el ff L 7 LS () - 5]

A0 s @ f; ol dv

0 o
+S u“(t.,g\l,,(k,x.\dr. -\-S(,(.Q_(zfg)l‘_(k,v.\a‘\é , Y24 (3.21)
[¢] o
Como se demostrerd més edelante, ei (224 , las Wltimas dos
integrales, que’ representarén simplemente como T, (k,¥) ; se enulan
de mode que limitandose a valores de Yza , se tiene, usando la
condicién de unitarided de la funcién S, (¥), que

g;?(‘z.‘()=é—[-ﬁ;+(k,f)+'ﬂ_;+(h‘()] "

o ?ﬁ—‘i l] (L)f [_Sg(m-ﬂﬁ,,,(n. )=[Seo-{ o0 K ]yzdt

2 ¥ i*“(%*l
aw ) (5. HY I )

g4 wio g*

o

L?ﬂjm *\T(%Yz et g e l ¥ E 1 o

(3.22)



c Usando abora el hecho de que jﬂ :% L‘ﬁ‘; + fj*] , e tieue

;;-_i[s,zm-t]ﬁ;(h,g{s’;m-‘]&;gk,:\g - T

_L h" 5()'-] +* )!"‘* - -r.f %
Pj L“"" ‘l (r) L Lv-gf \z)" [.Skm ‘]ﬁh( = Limw)*q b

2 2 LR [ Sele er)-[She (k) t
X[(im \]( \ 2 ‘Hx \(c.l_ \} e ‘]{t ( \E\:% ’c:]‘ad‘
| (3.23)

+
Escribiendo en forma explicite los espinores 'ﬁ;,, (L)‘;)
segin las ecuaciones (3.9) y (3.10) se tiene ¥

—E‘%\(Sﬂh-nwh\(hﬂ (5 (ey- D\u"( H‘] p - ,J-‘-Pj N,Lﬂ h’-‘ X
g
(Seler=D, (ke + (52 (RY=1) g (Re)

Seler-Di () (200N kb _ix)
x [( 2(¥) I)‘\.m(l“) (5.:(‘)'1)\\3“('5 i{ﬁ*\‘(‘-"’“ﬂ) |]+ Eq € €l e W
“ - (efik b LE
(Selr-1)lyy ()= (52 (“‘"3\‘4(”)“&“\(&“)*l* €41 ‘_’Eﬁ r 1
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'l__h__ L 't . t'h h ‘(1

£+I \(Eﬂ)(eﬂ) q* " E"L*"‘ - "_J =3 [_‘(‘;‘_)i*]

(3.25
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de modo que la ecuacidn (3.24) se puede poner simplemente como
( (S C-Dkg,, + (52(R-) Vg, (k) )
(S0 (R)-PW, D) +( Sek)-D W (k)

o~
—

- . k 2x
. | L(SR("‘"] K‘“(Kr) ~(52 () _;)\\M‘(\u)]( .‘.:\
Ak P edic (3.26)

’ \.(S*(‘H“{n“’“"(5-:(\'-\-0\\:(\t\')]( \%"SQ

Si se compara esta ecuacidn con le ecuacidémn (1.19) del caso no
relativista, se ve que la ecuacién (3.26) es una duplicacidm de la
féemula correspondiente para el caso de Sohrddinger. Usando, enton-
‘ces, los cédlculos efeoctuados en ess caso, se obtienem las relaciones
de dispersidn :

iha “Re Lal01-]* |
lMI‘S‘(h\_‘]Qz - - ZT%PSO e \‘t- ‘21'] C{V— (3027)
— 2V
Relsatio-i]a™ « 8t SONGIGHE. wov A0
4 S Lt - et -

En todo este cdlculo se ha supuesto que la interaccidm es de 1
po escaler, aunque también podria hacerse el anélisis suponiendo, co-
mo se hizo en el caso de Klein~Gordon, que la interaccidn es del tipo
de la cuariae componente de wvector.

3.3 Determinacién de la condicién que enula s la integral L(% ¢) |
Se determinard ahora la condicidn que hace que la integrel ---
Iz(h\\:) que aperece en la ecuscifn (3.21), se anmule, ya que la vali-
dez de lss relaciones de dispersién (3.27) y (3.28) dspeade de que -
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dicha integrel sed nuls. El método que se usard pare determiver di- |

cha condicidn es el mismo que se empled an los cazos de Schrodinger
y de Kigin-Cordom.

La integral I, (k,¢) se puede separer en dos partee, uns co-
rrespondiente & energf{as positivas y otra & energfas negativas

LoCkyed= T, (o) # ToChi) (3.29)

donde [, (k,c)= S:’uu(r.,g)[‘t (k)di (3.30)

v les integrales 1,; (R,x) estén dadas por
I, (ke) -54&L[u,t(t,z)r-u;t(u,g)r] aij(k,g)rla{r (3.31)

Sustituyende ahora la ecuscidn (3.31) en la ecuacidn (3.30) o

intercambiando el orden de las iategraciones, 2e tiens
= -]

L.(ke) maﬂj ux:('-‘i)[uu(n»mt-wi(m,e)t]a:c};L',(k,f)f"df (3.32)

v}

Ia dificulted en la evaluacidn de esta integral es que no ee
conoce la forme explfcita de las eigenfunciomes U, (x,p) pare f<q :
pero si la suma para energias positivas y negaiivas de las expresio
nes entre 11&789{ ‘, en la ecuacién (3.32) se anula para todo f si

¢ cumple cierta condieién, entonces la integral T, (k,c) se anule
también. Por otra parte es obvio que diche integral es cero 8ifpra

En primer lugar, de la férmula del desarrollo (3.13) pere t:=0O

y de la expresidn para los coeficientes de dicho desarrcllo dados por
la ecuscidén (3.14) se sigue que

X \ S(¥-p)
{da 89\“%("”"‘&(%?)** U (0t () ] dic = 2 = ks

de modo que la integral J[.(k ) se puede poner como

L W] A gr— T

T
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I.,_(k S g(r f’5 Sdﬂ'“.u“(" \'Uu(“'f)t-r uj_(k,t_‘\]fz_ (\c,f)‘]a\k. } x

(-]

& éx(k’ﬂ prdp (3.34)

fhore el problema se reduce a calcular la integral entre llaves
lo cual es posible porgue se conoce la forma explfecita tanto de las
funciones u“ (x, g'\ para U4, como de las funciones lﬁt(t,f)parnfm
Ilemando T,(p,r) 81la expresién entre llaves se tiene

L(g - S alm.i {u O[T C f\*.th;,gf]+u&fnf)[ug! 60)'- 1. (k, ff] }cl € (3:35)

- . .o. t t
= S(t,;ﬂ -!‘“"S[“a.(“)m&d“»f’*“1.(“;5)?{5.(%)J dy (3.36)
¥y Ls(pcy=0 =1 pra (3.37)

Ahora, de las formas explicitas (3.8) y (3.15) ese tiene, apro-
vechando la ortonormelidad de los armdénicos esféricos,

S (x-p) -l
I-;(f)ﬂ: ;f _'i Z 2 m+]] 4. .

w 4 -
(iﬂ)q"- ‘gv‘(hf + S.Q (l‘“’jﬂ(u )] [\1 (Kf\*sn(t)\‘{h‘stfj O )
-t
O (im0 fee] [ (kpro 50 )]
(U. L6 45 (0, () [h, 6P # Se(E W, ()] o
de
O

e S e e o o)

=§"(;ft-‘d—}-gatd (K\\Qﬂ(hf) 0 rf'diﬁ
L J,ctvn,(rfl)
-l Sm([sg(\(-\“m{u}u) \:;H(LP) ‘P‘_S:(E) -l]nm(t\')“m(ke) 3 }
2w Jo

O [ ep) esita-l (eIl (ep) )



¥ por la completez de las funciounes de Bessel y aprovechande al he-
che de qus 5)( )=5.(-«) ¥ que W, (el =hy(ep) » se tieme que

§° (S0l eMen () ©
- g [S@Jk, (e, Lep)
Este ecusciém es simplemente una duplicacidén de la ecuacidén -~

(1-33) del csso de Schrédinger, de modo que por un rezonamiento ente
ramente endlogo 81 que se siguid en aguel caso se tiene que

\
Y)=z=-= T
Lie,s) Cde oy

I;(E_’. ):=0 pera toda P 8. 22a (3.39) |

Entonces la condicién que anula a la integrel I,(k,C) es que
¥224 , Quedan por tanto establecidas las relaciones de dispersidn
(3927) 7 (3028)0

El interes de este capftulo radica em que se demostrd que es
posible generalizar & particulas que obedecen la ecuaoeldén de Direc,
el método que se siguid en el primer cap{tulo para partfculas de -
Sohrodinger y en el segundo para particulas de Klein-Gordon. Es in-
teressnte hacer notar que aungue la ecuscién de Direc es relativiets
y por tanto tiene sentido la condicién estricta de ceuselidad, no hace
falta imponer esta condicidn, sino que simplemente usando le condicidm
iniciel y un desarrollo en eigenfunciones de energia positiva y nege
tiva se pueden obtener relaciones de dispersién pars la matriz O , -
del mismo tipo de las que se satisfacen en el ceso no relativista.



de dispersidn.

En este capftulo se estudiardn las propiedades de la funcidn
S en el plano complejo del momento para el caso de d:l.nperéidn no re
lativista, esto es, usando la ecuacidén de Schr¥dinger, por el méto
do de la aproximacidén de Born, de modo de eihibir, de una manera -
muy simple y directa que el comportamiento asintético de la funcidn
S es tal que permite expresar inmediatamente las relaciones de dis
persidn, que previamente han sido encontradas construyendo la funcidn
de onda dependiente del tiempo en términos de las eigenfunciones -
estacionariae de la ecuacidén de Schr¥dinger. Se mostrard ademds -
que es necesario gue la interaccidn representada por el potencial
V?Y? sea de un alcance finito C{ para que sea posible establecer --
las relaciones de dispersidn que se han obtenido. Este dltimo pun
to tiene interée porque indica que no pueden obtener relaciones -
de dispersién como las encontradas aquf para potenciales no corta-
dos.

La conooida férmula para la amplitud de dispersién es

f(ey:- Z(usfl)[&(n—l]a(cose) , (4.1)

£=0
y en la aproxinncidn de Born, la amplitud dispersidn estd dada por38
(o )--1j () 22K ctar, (4.2

donde V(r) es el potencial diaspersor y ¥ =k|0~-1|  donde Yy o8 -
un vector unitario en la direccidn en la que incide la particula y
n ea la direccidén de salida.

- Ahora bien, de la teorfa de las funciones de Bessel se sabe

Senk ¥

_IE._T'ES_ E_(NML { (\m)) R(wse), -
’p-

de modo que sustituyendo la ecuacidn (4.3) en la ecuacidn (4.2) se

tiene gque en la aproximacién de Born,

que



1,
vt

F(g)-z (2 2+1)Pp(cos 9){ V(f)hg(m] '('"o(f‘} (4.4)
y conparango la ecuacidn (4. 4) con la ecuacién (4.1) se ve que en
la aproximacién de Born sea tiene

[_S,(H«l_] x =4 (\130\/({) ‘\lg(i‘-f)]z‘(ld\' (4.5)

Ahora bien, es sabido3’ que la funeidn S.(k) es analitica en el se
miplano superior del plano complejo R #1 no hay estados ligados y
es necesario por la razén que se verd posteriorménte ®vtudiar el -
comportamiento asintético de S(k),

La forma asintdtica de la funcidén J _Q( K<) estd dadapor la -
ecuacién (1.12) que es w-f _‘M _M qp

sem LS
Lo 0 oy el

%Y

‘;( -ll-\' )
Zlf-f(‘ ) e (406)

De la férmula (4.6) se ve que s&i v-'--‘>°° on el semiplano supe-
rior L, J,(kY)diverge debido al término @~ = y que i \c es real,
,\j(r-f) tiende a cero como -:: » Ahora bien, ai se mltiplionj (x¥)
por el factor Q‘ ¥ se tienme que

- .0 e A=
Cea - R u;.(ah'} Vel a f)] ‘
< AR(KT) o % e -¢€ (4.7)

LRo
de modo que si (<A , entonces € |,(k¥) tiende a cero si -
en I, . Entonces, si el potencial V(r)se corta en la distancia g
se tiene que

o
\Sem1-] @ < -4 kgo\’“‘{emiﬁ“]l"‘”‘f (4.8)

tiende s cero si ¥ en 1, si se supone qucj“\lk)d(-d\o\(w

> 2

En consecuencia se tiene gue

{]&[_SR(H ‘] H* e =0 | (4.10)

¥y por la snaliticidad de la funcidn S(¢) en T,, se sigue que



_jw LSQ(C\]"I] e de a0, (4.11)

que es la misma condicidén que se derivé em la ecuacién (1.35)

Finalmente se pueden-vbtener las relaciones de-dispersidén co
mo una consecuencia del teorema de la integral de Cauchy en la si-
guiente fbrmas &

-V s,y
-"'-j"b M__.Ji @ [K-" k!' de = O’ (4.12)
L «g‘._ {- . PX (4.13)

‘t Y -0

Por tanto .
f B, g.wﬂ ] LI
2 kra it . |
Ra Ziea
o sea -.m\ 1Se(-¥) ‘!1 ~2iko Ls‘mh \le J:_? S [_s:(::-ete dx,
~ oD

y usando el hecho de que Sebh)25‘(53 se tiene que

.- k L Py
lm‘_s‘g(h\"qu . :—1—; S e['é_iz de (4.14)

que es la relacidn de dispersidén (1.22)

Como se ve, las relaciones de dispersidn son Unicamenie una
expresién de la analiticidad de la matriz S en I y del hecho de -
gque para un potencial cortaio, la expresidn S_,(:)eu““ estd aco~
tada al infinito en el mismo semiplano I . En realidad esto com--
pleta la discusidén sobre la obtencidén de relaciones de dispersidnm
en el caso de potenciales cortados, Ln la seccidén II se generali-
za esta discusién al caso de potenciales le corto alcance pero no
necesariamente cortados y se exhibe la conexidén entre las relacio-
nes de dispersidén y la nocidn de causalidad,
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SECCION II. Relaciones de dispersidn para potemciales no gortados.

Gag‘ itulo 1. Desor_:l.ngﬁn temporal de la dispersifn, ceusalidad y re-
laciones de dia!o;agn.

En esta secoidn se estudiard la dispersidn de partioulas gue
obedezcan 1la ecuaciln de Schrédinger, por un centro dispersor con
simetria esférica y de corto alcance, aunjue no necesariamente cor
tado, Por simplicidad se tratard solamente el caso de momento an-
gular eerov, :

‘En el caso de potenciales oox-tado-, la funcién S(X)no tiene
polos en el lﬂiphno. superior del plano complejo del moemento ¥ ,
excepto posiblemente sibre 61 eje imeginario, em Giyo ‘Gaso, los -
polos representan estados ligados, Adeads, es nnbido35" que 81 la
funciénS(x)tuviera un polo en €l primer cuadrante, este introduciria
un estado que creo® infinitamente ouando el tiempo tiende a infini
to, lo cual es claramente no oawsal, Por otra parte, la funeidn
St 0 i e—»>co euel semiplano superior, Como se
mostrd en el capftulo 4 de la primera seccidn estas prop:l.cdadu per
miten obtener relaciones d¢ dispersiém para la funcidn semet™e
Ademds, cowo ha eido mstx_-ado en un trabajo anterio_r”. esas n:ls-’-
mas propiedades som las—iue permiten dar una desoFipaidn cuasal de
la dispersién en el sentido de que la parte transitoria de la fun-
cién de onda tienda a cero cuando el tiempo tienda a infinito.

La situacién en el easo de potenciales mo cortados es comple
tamente dietinta. FPor uma parte, el 'tipo de razonamisnto que se -
usé para encontrar el comportamiento asintdtico de 1a funocidn S(¥)@
en el semiplano superior cuando el potencial es de alcance @ , clag
ramente no es aplicable al caso de potenciales no cortados. Por =
otra parte, es posible tencr ciertos potencizles a los que corres-
ponda una finoiénS(x) que tengas poloe en el semiplano superior y ==
fuera del e¢je imaginario. Latos hechos indican con claridad que -
en el caso de poteacidiles no cortados, no e¢s posible obtener rela~
cionea de dispersidn pars la matriz S sola o multiplicada por uma
exponencial, '

Ademfs, sl hecho de que la funcidn S pueda tener polos em el
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semiplanc superior, obliga a interpretar algunes de los polos de la
en el caso Je potenciales no cortadoa, de difercnte manera gque
en el caso de potenciales cortados,

El problema es entonces, obtener la funcidn de onda dependien
te del tiempo en términos de una funcidn que podria llamarse funcidn
de diapersién, y que tenga las propiedades analiticas que permitan
establecer las relaciones de 'disparsién. Ademis es necesario ver -
como se relaciona esa funcidén con la funcidn S(K) para ver la come-
xién entre los polos de la funcién S y los polos de 1a funcidn de
dispersién, ya jue asi es posible entenier el papel de los polos de
la funcidén S en la descripeidn temporal de la dispersién., Finalmen
te hay que exhibir er que sentido se usa la condicidn de causalidad
en la derivacidén de las relaciones de dispersidn,

En esta seccidén, el procedimiento que se seguird para construir
la funcién de onda dependiente del tiempo, es el de la transformada
de Laplace. Nétese que tambidén en el caso de potenciiles cortados
se puede emplear este método. En particular, ei en las relaciones
de dispersifn que se obtendrdn ahora se iace jue potencial se corte,
se verd que las relaciones de dispersidn se reducen a 1las encontra-
das en la primera seccidn.

La parte radial de 1la ecuacidn de Schrdiinger depeniiente del
tiempo, para momento angular cero es, haciendo la masa wmz| , ¥y po=
nienlo el potencial como %V(f} 5

L2 (¢ ) (Y bl t) = -2
ax

D‘P(‘,i)
= ¢ L

s (1.1)

la cual se puede poner, haciendo $(v,t)= ¥ Y(v,t)

¥ (T){) . _ . ?) (Y,t
? %\‘L __V(Y) &( j{\ = -2t —;Lt_)- ? (1.2)

con 1la condicidén de que c{>(0,£) =0 (1.2a)

Ahora, se define 1la transformada de Laplace de 12 funcidén de

onda M*;“-‘)com@
00

P(T)S) = L Q"St4>(~(,-{:\ at (1.3)



. I < e
Obviamente "it‘ 59 ) =0 "r. e300 )

~st
Multiplicando la ecuacién (1.2) por € e integrando, se ob-
tiene que 1la funcién(p(gs\ satisface la ecuacidn

d:i‘“ F2is P(65) - N as) =21 & (1)0) (1.4)
S1 se hace el cambio de variable
B Ry (1.5)
la ecuacién anterior queda, poniendo ¢ (%:¥)= P(%,3)
4t 4’(""" -V Bz 26 &Cx 0 (1.6)

Ahorc se considerard que la forma irnicial del paquete de onds
es una delta de Dirac, de modo que lo que se determinari puede lla
marse la funcidén de Green de interaccidn.

Entonces la ecuacidn queda finalmente

d ¢ V(f)]<\>(m\ = L 8(¢ %)

> (1.7)

donde se hizo
$5,0)= - £ 8(v-x0) (1.8)
Ee claro que ;(\c,o\ =0 (1.8s)

Para expresar ahora la funcién dependiente del tiempo <}>(\' 'k)

en términos de Q’(Hﬂ es necesario invertir la transformada de Laplace

(1 3).

Por el teorema
se tiene gue

40 4e inversiér de 1a transformeda de Laplace,

Cyi=o

#(T\H-—fﬁ.\ e’ 'f(\' 5) o\j (1.9)

L-ioo

donde ¢ es una contante 220 tal que

J— T I Nl Ty G AT




l q)(f) t)\ & K e"t com K5O (1.10)

Ahora bien, ls condicidn de causaliced indices gque si inicial
mente se tiene un paquete de onda, entonces para fyo la funcidn de
onda estd acotada. Esta formulacidn de la condicidn de causalidad
no dice nada sobre la velocidad de propagacién de sefiales “fsicas
y por tanto no coincide con la-llamada condicién estricta de causa
lidai, sino gque estd basada en 1a idea de que en una interaccién -
la funcidn de onda no debe crecer indefinidamente cuando el tiempo I
tiende a infinito. Entonces, por la condicidn de causalidsd, 1la - |
scuacidn (1.10) es vdlida parac=0, Como por otra parte 1la funcidn 1
¢(vs)es analitica en la regiém del plano complejo s definida por -
la condicién ReS »¢, se tiene gque la condicién de causalidad, al - *
hacer gquec=o, impone jue la funci&u‘f“,&) sea analftica en el semi- :
plano derecho o

|
Entonces la ecuacién jue da la inversa de la sransformada, }
esto es, la funcién de onda iependiente del tiempc gqueda |

: |

] (oo
c{:(r,t\z%\;{'& estt.r(f,s\als (1.11)
" -\
Otra propiedad de la funcidn transformada jue se puede seguir
de 1la condicién de causalidad y que, comoee verd después, tiene im
portancia para obtener relacionmes de dispersidn es jue la funcidn
ip(x,s) tiende a cero si $->% en el semiplano derecho, Para pro--
barlo basta tomar la ecuaeidn (1.3) que define la tranformada y --
usar la condicidn de causalidad ld‘s{f,{,)\< K § en efecto, ponisado

$=5x+¢Sy  ge tiene o g

o & L2 Shey NS -5,t |
\L(’(‘\s)\?—\joe‘stdp(\r,t)df\é-LlQ"t<}>(Y,f\\A’t<j“S b

]

y si Jx @s positivo, se tiene que

lKP(Y,S)\ L -s\% | (1.12)




Ahora biem, al hacer el cambio de variable (1.5) que coanvier
te 1a funeidn ?(V,Slen 1a funcién Mm), en 11 integral (1+11), el ==
contorno de integracidn se convierte en un contorno jue va desde el
infinito hasta cero sobre el eje real y lucgo desde ceroc hasta el
infinito sobre el eje imiginario positivo. Ademds el hecho de jue
la funcidn f(f,s) sea analf{tica en 2l semiplano derecho se traduce en
que 1a funcién $(k.v)sea analftica em el primer cuadrante, Por cira
parte, de la ecuacidn (1.5) se sigue que S*i%k, de modo que de la
ecuacién (1.12) se sigue qm en el primer cuadrante iel plsmo ¥

l‘#(ki‘f\ (1.13)

K ’___ Ll Y -

Esto indica que si L% por el primer cuidrante, C{’("'\ b

Es interesante sefialar que es 13 condicidén de causalidad la
que pemitl establecer tanto el comportamiento analitico de la fun
cién 4("-.')«1 el primer cuadrante, como su comportamiento sa:lntdtico,
Como por otra parte, seg&_g se verd mdis adelannte, las propiedadesn
anteriores de 1a funcidn ¢(¥,¥) se pueden encontrar direcsamente de
la ecuncidn diferencial que satisface, y como ademds esas proplsda
des permiten establcer unas relaciones de dispersién y hacer una -
deseripcién temporal de la dispersidn, se puede concluir gue %taato
las propiedades analfticas y acintéticas de la funcidn como las re
laciones de dispersién y la posibilidad de hacer una deseripecidn -
temporal de la Jispersién, son diferentes expresiones e una misma
idea bésica y que es la condicidn de causalidad.

A

Figura 1a. Figura 1b,
contorno en el plamo s contorno en el plano |~
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En le figura 1a. estd ilustrado el contorno de integracion en
el pleno 5 y en la figura 1b el contorno en el plano ¢ .
La integral (1.11) se conviorte, por el cambio de variable -

(1.5) en
..1'% k‘-z‘t

4)(‘(,1):-‘* S CE(L,\')E ede (1.14)

27T

El problema es ahora ¢l de encontrer la funeidn c&;(“'\") » Egw
ta funcién, que satisface la ecuacidn de Schrodinger pera el momen-
to ¥ , se puede llamar funcién de dispersidm, ye que si me convoe
dicha funcidén, es posible encontrar la funcidn de onda dspendiente
del tiempo, esto es, permite hacer una descripcidén de la dispersidn
del paquete ds onda inicial en el curso del tiempo. Ahora bien, eas
sabido®? que la ecuacidn de Schrodinger

[j; +E - V(\‘)] Flgy) =09, (1.15)

cuando el potencial satisface que

j IVIx)|dr <0 (1.16)

3

tiene ocomo soluciones & las funciones de Joet F.( 3 K,r) s Gus tienen
el comportamiento asintdtico siguiente:

-\eC & 2 Q{k.f’
flangze e 52 (1.17)
¥ £y 20wy pare y real (1.18)

Fisicemente 1a funcién +(%¥) represents una onda entrente al in
finito y la funeién “(-¢ <) representa una onda saliente al infini
t0.

Denotando por ([ (1v) =

F(re) = F(tg0) , (1.19)
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se tiene que 18 Unica solucién de la ecuscidén (1.715) que se anule en
el origen es la combinacidn

F (<) = cte. L;(-;\C(\c.,v\ —F(V-)C(‘V-r‘f)} (1.20)

Pero la forma asintética de la solueidn [ (%)) aeve ser, en l
términos de la funcién S,

E(ery—> cte[e™some™ ] (1.21)
> m

’

!
La forma asintdtica de la funeidén F("—u\() ea, por la ecuacio- j
nes (1.20) y (1.17), t

-7 . :

-t N # o P(b\ \"f )

F(\‘-)(\ ;—Z i Lc ()& - ? (¥)e Ff] » cde "-\( "-)‘—Q o % ] ]
(1.22)

Comparando las expresiones (1.21) y (1.22) se sigue que la re-
lacidn entre la matriz S y las funciones de Jost es

3\
S(L) - c (K )
F (-6

Considerada como fumeién del momento complejo « , la fumeidén
S(x) tiene polos tanto en los polos de la funeidn [(v) como en los
ceros de 1a fumeibn F(-¢).

Ahora bien, el probleme que se tiene es, deade el punto de vig
ta fisico, el de estudiar como se dispersa un paquete dealtoide cuan-
do estd sometido a la accidén de un potencial. Como dicho pequete eg
t4 colocado 2 la distancia (, , entonces 2 distancies mayores sfloc -
debe tenerse onda salient_o, mientras que a distancises menores deben ’!
tenerse ondas entrantes y salientes, se puede poner que la soluciérn
de la ecuacién (1.7) debe ser una combinacidn de funciones de Jost
entrantes y salientes para V<Yoy debe ser proporcionsl a la funcidn
saliente para Y>% , 0o sea

(1.23).
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T |
$ (k) = A FERE (40 - P FEe0)  vedo (1.24) |
Q{:(tm: ORISR Y% (1.25)
Ademfe la funcién & (c,() esta sujeta a las condiciones :
¥p40
[ép(t,ﬂ] (1.26)
d e 1%*° _ |
) [ dx ]r.,-o T e (1.27)

|
1
\
J
1
De la condiecién (1.26) se sigue que !
|
|

C—b(tm C(\L)P(-z,vo){\?(—wF(\c,ﬂ-ﬂr‘(\-d?(-*\ﬂ} vafy (1.28)

¥ J? (e, x)

De la condicién (1.27) se sigue que
CRILRER) Fla ) - F6) FE66)] F=0%) l

- C ("—\[ﬂ'ﬂ F.(\")fo] - £ v F' (“)‘fc}] F(‘hfo\ - —t(—o f

L'

W

o

¢ H[C CANCRSE F‘(L\F(-t,vomj (e 2% (1,29)4
|

Simplificendo, se tieme que
ROl f g - Fem Flae) ) =

Pero el dltimo factor es simplemente el wromskiano W(¥,-k)
de las dos soluciones, entrante y seliente de la ecumeidm (1.15), -~
calculado para V=Yp , pero como el wronskiano es constante, se¢ pue- F
de calcular para cualquier valor de ¥ , de modo que usapndo la for-- |
me asintética de las funciones de Jost, se tiene, por (1.17), )

-k er s |

Wlk-pyze (e —e™ (L) g™ 2 2y (1.30) ?

Por tento, le constante ( (k) es f
{

ey = —r— (1.31) ||

2 6o bl
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Solo se estudiara en lo que sigue, @ la funcidn de dispersidn
a distancias mayores que la posicidén inicial del paquete, entonces,
limitédndose al case Y >Yo se tieme

T | Y(‘H\’) :
= - \‘(0 - ( )F(-t) ° ———— °
c#(r-.ﬂ z—im\.\?( n?(f )-Fle *\] e (1.32)
y en consecuencie, la funcién de onda dependiente del tiempo queda

-iK ¢

F(“r\
e, e o] S G

Ahora bien, de la ecuacién (1.15) y las condiciones asintdéti-
cas (1.17), se ve que la funcién ((-¢" ¥) satisface la ecuscién

—

[_.. ' -—V(T\]F(‘tt ¥)=0 (1.34)
con la condicidén asintdtioca
F-) = g ey (1.35) -

*
Pero ademds, la funcidn [‘F(Hﬂ] satisface la misma ecus--
cién y la misma condicidn asintética, de modo gue debe cumplirse

[fan]™ = Fleto) | (a6

Este ecuacién es una extemsién &l plapo complejo de la propie-
dad (1.18) para v 1real y que aparece como un caso particular de la
ecuacidn (1.36). _

Entonces, la funcidn de dispersién b (<)) dada en la ecuacién
(1.32) satisface la ecuaeién

[c\s(m\] &(«" <) (1.37).

Por tanto, si la funecidm Ck’("-\ﬂ tiene un polo en k= Ko , se
tiene que $(\’-,r)—._._:ao , entonces [4-(«-,;)] Leip 4(—" ) ..__..>o°,
0 sea 4’(:—.") h—-—am

Esto es, #i K, es un polo de la funciém ;(tw) , entonces
~kd tembién es un polo. Bsto indice que los polos de 1a funcidén
de dispersidn ;( h\’\ osta’n gimftricamente colocadoe respecte al
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eje imeginario. Este resultado excluye la poeibilided de polos en
el segundo cusdrasnte. Los polos en el segundo cuadrente estdn ex~-
cluidos no por la condieién de causalidad directamente sino por la
simetria de 1la funcidén de dispersiém. Naturalmsmie, los posibdles

polos sobre el e&je imaginario no quedan exeluidos.

Tembién de la ecuacién (1.37) se sigue que 1los ceros de 1a -
funeién ¢ (¥,v) estén eimétricemente colocados respecto al eje ims
ginario y en particular que si & (K,*)—+Ocusndo £ ->°° en el =
primer ocuadrente, entonces tambien cuamdo K-> < en el segun-
do cusdrente la fumcidn de dispersidn tiende 2 cero,

Entonces la e’zprosién
~(1 i <

(= 39 (ix) e ——> O
Bl k>%® en o1 segundo cusdrante y t 20,
En conseouencia, en la integral (1.14) que da la funoidn de
onde dependients del tiempo en %términos de la funoidm de dispersiénm
J( (¥y¢) , se pusde cambiar el contormo de integraciém & un contor-

no sobre el eje roal rocorrido negativemente, esto u.
Jiert

4@(\‘,{-)}- o j &(t,x)na Y e S $(Hr)e :.alr. (1.38)

—ams o | e Bleim- P""W""-ﬂf—— et Ak (1.39)

Es elaro que &i hubiera polos modbre el eje imaginario positi-
vo, sntonces deberia agregerse a las ecusciones anteriorss una suna
de los residuos del integrando en esos polos. Nétese que e= la fun
cidn de dispersidn la gue mo tieme polos en el semiplano superior,
¥y no se dice que see la matris S la que no tenga polos en &83 re-
gién.

Ahora conviene insistir sobre el papel de la causelidad en la
obtencidn de la funcidn de onda dependiente del tiempo. Si la fun-
cifn ?(\‘,s) tuviera poles en el semipleno derecho del plame S , en
tonees el contesno de integracién de le integral que invierte la - -
transformada de Laplace deber{a estar a la derechs de los polos y sd
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lo podrfa pasarse a un contorno sobre el eje imaginario si adends se
agregare una sumé de los residuos del integrando en esos polos. Esta
situacidén se traducirfa en el plano del momento Kk como una integral
sobre el contorno C; de la figura 1b més una suma de residucs de la
funeidn r-d’(hﬂe"i"* en los polos que aparecerian en el primer cug
drante. Pero esos residuos contendrfan un factor é“ittt » @1 cual,
para cutlquier (€ en el primer cuadrante crece exponencialmente a
medide que pasa el tiempo. Se tendrian entonces estados claramente
no causales. FEl prineipio de causalidad excluye en consecuencia la
existencia de polos en el primer cuedrante. Los polos sobre el eje
imaginario, representen estados que Unicamente oscilan en el curso
del tiempo sin crecer ni decrecer y son, por tanto, estados ligados
de energfa ; ¥ ,

Une observacién de interés concerniente & la ecuacidn (1.39)
es que =i se pone en términos de la matris S , usando (1.23), se -
tiene

iet

+(T} {‘ 3# S %O[F(t)‘(b\— S(V-)F ('K‘(o).l F (-I-;Y\ e:i d e ( 1 -40)

Puesto en esta forma, se ve que ol conocimiento de la matriss
séle no es suficiente para describir el comportamiento en el curso -
del tiempo de la fumcion - de onda, sino que deben tomarse en cuen-
ta otros términos, uno de los cuales estéd relacionedo con la onda
entrante, pars poder dar una descripeidn adecuada de le funcidn de
onda dependiente del tiempo. _

Ahora bien, la funcidn ¢ (<iv) es enalftica en el semiplano
superior excepto posiblemente sobre el eje imaginario, y tiene un -
comportamiento &l infinito que indica que tiende 2 cerec °°m°££?§ °
Entonces, estas propiedades se pueden poner en forme de relaciones

de dispersién, observando primero que si k es real,

5':53 tff';: de =0 (1.41)

Si no hay polos sobre el eje imaginario, esto es, si se supone gque
no hay estadoes ligados. Esta supoeicidn puede quiterse, sgregando
simplemente una sume sobre los estados ligados.

Pero por el comportamiento asintético del integrende ds 1la
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ecuscidn (1.41), la integral sobre el semicircule al infinito es nu
la y por tanto

( & (o PCRA & (R ”;i:(“-'\c{ =0
_Ajr\. \f—"-l:?' de =-iw ~2 R ! R +P-S.» S . |

* —
y como para ¥ real ‘S? (vi) = <\>('V- \'\ s entonces se tieme que

*(kw\‘ S Kew"\' de (1.42)

e

que @8 una relacidn de dispersidn. Procediendo de un modo anélogo,
se puede poper que

@D .____*—"f'“'“ dic (1.43)
k'b

y de aquf se liguo que

Re & (ko= :-_rpg H”"a?ét‘ﬂa\u -
o

que es otra relacidn de dispersidn. Nétese que la Funcidn que satis
face las relaciones de dispersidén es precisamente la funcidn de dis-
persidn que, a través de 1la integral (1.38), da 1a funeidén de onda
dependiente del tiempo. Esta observaeién trivial aclara, sin embar-
go el sentido de las relaciones de dispersién y su conexidén con la
condicidn de causalided; en primer lugar, em la derivacidén de las re
laciones de dispersién, se ve que éstes son dnicamente resultados de
las propiedades analiticas de la funcién de dispersidn; en segundo -~
lugar, dichas propiedades son ur resultado de la condizién de causé
lidad en el sentido de que ol comportamiento en el curso del tiempo

de la funcidén de onda no presente estados qus crescan indefinidamen- ‘
te, sino por el contrario, que la funcidn de onda tienda & cerc cuan

do el tiempo tiende a infinito. BEn consecuencia, las relaciones de
dispersifén son simplemente expresiones de la condicidn de causalidad.
Este discusidn se complementard en el capf{tulo siguiente.

Ee evidente que el método empleado en este capitulo es aplice-
ble al caso de un potencial cortado y que en consecuencia, loe resul
tados del primer capfitule de la primera seccidn deben ssr casoe par=
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ticulares de los resultados de este capftulo., En efecto,si se tome

gue el alcance del potencial es (| , entonces, se puede poner --
€y = e T 8 T2Y.2a y se tiene que, haciendo Y =¢, >

- _f;c\ 4 kA,
<i>(\:,ct)=‘_ni“-a~ e _5(;)2”‘“}2 =1 {1-5ye *““1 (1.45)

2iwa

La relacidn de dispersidn (1.42) queda .
21ka : 'Zh - lm[_l-S(K'Q.uﬂ d
Ty | Re ‘_S(h) ] 4 S -

o Zk (5%« k)

0 Ssea 2164

Re S (k) zckq: %EIFS Ims((t\ek) de (1.46)
ok (ei-R?

La relscidén (1.44) gqueda

i SCK) 21KQ
_.\W,Lsme ‘”‘_] “PS,, KR:‘EK" e -] ux

ka

o T
** W T ke %Pg Re\czsfi\ze dk (1.47)
Esta relacidn es la misma que se obtuvo en la ecusocidén (1.24) del pri
mer capitulo de la primera seccidn desarrollendc la funcién de onde |
dependiente del tiempo en las eigenfunciones estacionarias y usando

la condioidén inicial. En cambio la relacién (1.46)no es la misma que
la ecumeidén (1.25) de la primera seccidn, sunque =f expressn lo mis-
mo, como puede verse del hecho de gque igualando los mienbros derechos
de la ecuamcién (1.46) y le ecusoién (1.25) de la primera seccidn se

tiene que o |m 3(x) ezum.
i..l?s" lmSl\de (ic.- hl)dn--—PS - . e
TRt
-.Tr.P .LS(:\G e = S (e)
l -
Pero la igualdad S(eo)= | oes simplemente una consecuencia del hecho

de gque se ha supuesto, que no hay eatados ligados.
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Capftulo 2. Propiedades de la funciém de dispersidm.

En el capitulo anterior se ha usado la condieién de causali-
ded como una condicidn que permite une descripcién en el curso del
tiempo de la funcidm de onda para obtener relaciones de dispersién
pare la funcidm de dispersidn <¥( Kyy) o Pero dichas relaciones son
una mera expresidén de ciertms propiedades anslitices de la funmcidn
de diespersidn. En resimen, lo qua se ha hecho es lo siguiente: a)
El principio de causelidad indies que la funcidén de dispersién --

&(V-\ﬂ no tiene polos en el primer cuadrente del plano complejo
del momento |C . b) De la ecumcidn de onde se sigue que loe polos
de 1a funeidn & (v,v) estén simétricemente colocados respecto al
eje imaginario; por tanto la funoidn ‘F (¥vy) no tiens polos en el
ssmiplano superior del momento, oxécpto pogiblemente sobre el eje
imaginario. ¢) De la condicidén de causalidad y del teoremea de in-
versién de la transformada de Laplace se sigue que la funeidn ---

$(¥,Y) tiende a cero em el semiplano superior del memento, como

;{7‘ o Todas estas propiedades se pueden resumir como relaciocnes
de dispersidn.

Para completar la discusidén del capftulo anterior acerca de
la conexién entre le causalided y las relaciones de dispersidm, se
estudierén directamente las propisdades de la funcidén de dispersidm
én términos de las propiededes de las funciones de Jost.

La expresidn
Flean: F60 fFlan =0 (2.1)
e2 una eolucidn de ls ecuaciém (1.15 con la propiedad de que
F(rpho)=0 (2.2)
Adenés [GE;_:__\] CEO Ry - P E'(-6)
que es wronskiano de las soluciones y celculado en

. Pero como el wronskiano es constante y ya s2 calculd en el
cap{tulo anterior, ecuacién (1.30) tiene que

[d F(t.r)] T - 20 (2.3)
d" Y=0




Por tanto, segin un conocido teorema de la teorfe de las ecus
ciones diferoncialu“, la funcién F (ky¢) es .ume funcién entere
de K y no tiene polos en ningun lado.

Por otra parte se sabo42 que si el potencial esté sujeto a la
condicidn

L Vi) dy < e (2.4)

entonces la funcidn C("‘HT} es reguler en el semiplano euperior y
la funcién £ ( Kr) ea regular en el semiplanc inferior.

Entonces, el se prueba que la funcidn €(-<) no tiene ceros
en el gemiplano superior, se hebrd probado que la funcidn de disper
eidn c} (¥x,x) dada por la ecuseidén (1.30), es analftice en el semi-
plano superior.

Para encontrar en donde estdn los ceros de la fumeién F(-k)
se puede proceder comc sigue:

La funeién § (~«,r) satisface la ecusmeidn

Y oy e .
;—l':" + k= Vir ] ? Ger) = (2.5)
y la condicidén asintética

et
F(‘K‘Y\ ;;': Q

(2.6)
La funcién F (k% v\ satisface la ecuseién
2
(Ei * F*‘-Vu\]?(w‘,f\ = 0 (2.7)
y la condieién asintdtica
C(\‘*)\’\ :9? e-l“ ° | (2.8)

Multiplicado la ecuacidén (2.4) por F(t",r\ s la ecuacién
(2.6) por Fl-v,r), restando e integrendo respecto a Y s ®e obtie-
ne
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(e, OV E'Cene) - Flee, 0F 9

+ (e K'ﬂ)ng(-r'J") Fle*e)de =0

(]
o

Pero por la ecuacidén (1.34), se tiene que _
[[F(—t.tf’?'(—n.r) —F(—w)?'(\c*;fﬂf(\c‘- \a.‘)J\ Feemldi=p (2.9)

Ahora bien, de las formas asintéticas, se ve que en el semi
plano superior, tanto la funcién F(-V-. ¢) como la funcidn F ("ﬁ)tieg_
den a cero si Y—»> < , Entonces, la ecuaeidn (2.8) queda

_{U: (-r,)]*c'(_q . 4‘(.;);'(‘,?)]‘ » (‘Z'F“)STQ(-RY)\-LA( =0 (2.010)

| x
Pero ei f(-#):0, entonces [F(“)] =0 y por tanto, si F [-¢) tie
ne un cero en el semiplano superior, entonces la ecuacién anterior
se reduce a

oo 2
(2 -e2?) So |fCro )l de 200, (2.11)

donde Ko es un cero de F(-¥) en el semiplano superior; y como el
integrando es positivo definido, entonces ¥ » tiene que ser ima-
ginario puro. ZEntonces la funcidén € (-x) no puede tener ceros en -
el semipisno superior fuera del eje imaginario. Finalmente, de 1a
expresidn del wronskiano se tiene que, si ¢ es real,

£ - F' ) -R)F (k)= Fl) P'le) - Pe) Fl-r) =-27

¥ por tanto C('\“) no se anula sobre el eje real,

_ En consecuencia, se ha probado que la funcidén de dispersidn
H\‘ﬁ)ea anali{tica en el semiplanc superior del momento kK .

Para estudiar el comportamiento asintético de 1l funcibn $(r )
cuando «*@en el semiplano superior, es conveniente convertir la -



ecuacién diferencial- que satisface la funcién ®(©Wen una ecuacidn
integral; siguiendo un método conoc:ldo“, se puede poner, por la =
ecuacién (1.7),

_.3-—-."‘4’5:"’ ¥ 3000 «V(r) dle) ¢ 2(n)= G () (2,12)

La ecuacidn intégral oorroapondieﬂte a esta ecuacidn, es
- o A
$ (e a-semee | La a0 dy - L ™ [senex 60 da (2,13)
| 4 °

Si se quiere finicamente la s0lucién para V7% , entonces, ==
sustituyendo G(x) por su valor en las integrales, se tiene

¥(t,r) =~ SeW kY S:o— e V(uMa (e,x)d x

. < - 2
LT j senex VO & lexddx _ L %7,
o ¥¥o - (2.14)

Ahora bien, como se quiere encontrar la forma de la funcidn
4’(1,1‘) » para ¢ muy grandes, se puede usar la aproximacidén de Born
sustituyendo en las integrales la funcidn &(V-.x) por su valor cuan=-
do el potencial se anula, o sea .

T \ en "
¢(")X)"‘3—- e sen¥o S X > Yo
{27
\ e’
¥ ¢\>(V-:?‘)':—— Senv-xe ‘ &1 %X <€

queda entonces y
. = Len 1EX
«#(u,\") = Seh\wf € N &~ genrc,dx
X | = Xo
€o

(et
iy _Gt_ S senex V(x) L =, Senkx e'”'alx
4

w © ¢ V() Ql“" \ e’
2 L““V-* M 2= senkvdx -= @ senex, (2,15)

o | A -]



Puesta 1a funeién ¢(~9en la forma anterior, es_ya muy facil
‘'ver a que tiende la funcidn i x>% en el semiplano superior. En
efecto, sl se introducen los coeficientes de las integrales dentro
de ellas y se ponen los senos en forme de exponenciales, se tiene
una suma de integrales del tipo

j Qi“\/(x) dx ,

con §)0, de modo que si 9% en el semiplano superior, esas integra
les tienden a cero; ademds el Ultimo término de la ecuacidn (2.15)
también tiende a cero, de modo que se tiene que

;\.(r..t) ;;: 0 LI DS o

En consecuencia, se ha probado a partir de las propiedades de
las funciones de Joet y usando por otra parte la aproximacidn de -
Born que la funcidn de dispersidn¢(v,x)es analitica en el semiplano
superior del momento, excepto posiblemente sobre el eje imaginario
¥y que cuando *->° en esa regidén del plano complejo, }‘»(z,d-)o si
€»¢s o De aquf se siguen las relaciones de dispersién.

Ahora biem, siendo 4(%:¥) analitica en el semiplano superior,
la funcidnm ¥(V,S) que es la transformada de Laplace de la funcidn de
onda dependiente del tiempo, es analitica en el semiplamo derecho
del plano complejo S y como por el teorema de imversidn de la trang
formada de Laplace, la funcidn \p(6s)es analitica en el semiplano -
ResyC donde ¢%» 0 tal que \é(c,i)lt. ke‘t , 8e sigue que, puesto
que C =0 por ser \yl(rs) anali{tica en el semiplano Re S0, entonces
b, ) l< K o

Nétese que en este capftulo no se han derivado las propieda-
dee anal{ticas de la funcidn de dispersién a partir de la condicidm
de causalidad, como se hizo antes, sino que una vez establecidas -
1las propiedades analiticas y asintéticas de 1la funcidn de disper--
8idn a partir de 1la ecuacién de onda con un potencial, o sea median
te una formulaciéu hamiltoniana, se sigue la comdicién | &(<#)|<K
que es la condicidén de causalidad y que fisicamente significa que
8i se sigue en el curso del tiempo el modo como se dispersa un pa-
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gquete de onda er presencia de un potencial, sdlo deben obtenerse -
estados ligados o estados que decrecen cuando el tiempo crece, y no
deben aparecer estados jue crezcan indefinidamente cuando el tiempo
tiende a infinito. '

Ahora bien, las propiedades analfticas de 1la funcidn de dis-
persién, que como se ha mostrado, son eguivalentes a la condicidn
de causalidad, pueden expresarse en una forma cémoda como relacio-
nes de dispersién. Dichas relaciones son entonces una expresidn =
matemditica de la nocidn fisica de que el proceso de dispersidémn debe
ser causal,

El hecho interesante es gue aunque en la derivacidn de las -
relaciones de dispersidn no se use o ni siqguiera de formule la don
dicién de causalidad, tal comc se hizo en la primera seccidn, de -
cualquier modo, dichas relaciones estdn conectadas con la idea de
gque el procesoc de dispersifén es causal. Esto aclara finalmente la
relacidn entre el principio de causalidad y las relaciones de dis=-

persidn,

Otra observacién de cierto interés es que tanto el procedimien

to mediante el cual se obtienen las relaciones ds dispersidn, como
la idea de descripcidn causal, no depende del tipo particular de -
interacoidn, de modo que cabe pemnsar que la validez de las relacig
nes de dispersién es independiente del hamiltoniano, En este sen-
tido, las relaciones de dispersidén cumplen con el programa de la =
matriz S de Helsenberg.

Los resultados y conclusiones obtenidos se pueden resumir en
el siguiente cuadro

Formmlacidén hamiltoniano

condicidn de condiciones analiticas relaciones de
causalidad < - asintéticas 4 €—— dispersién



69 =

a o Interpretacién de los polos de ls funcidn de dispersidn
Ljemplos.,

In este capftulo se discutirédn con detolle dos ejemplos en ~-
los que se construird explfcitamente la funcidn de omda ¢(v,t) da-
da por la ocuecién (1. 2) y donde se verd que le funcidén de disper-
sién cumple las condiciones que permiten derivar las relaciones de
dispersifén. Ademds se mostrard gue no fodos los polos de la matriz
S tienen si;nificado f{sico er 1o gque se refiere a la deseripeidn -
dinémice de le dispersidn, haciendo ver quec exiaten en la funciém -

S(«) unos pclos que pueden llamarse rcdundentes porque no inter--
vienen como polos en la determinescidén de 1la funcién de onda, En ==
particular, se puede tener una matriz S que tenga polos en el pri--
mer cuadrante del planc complejo del momentc sin que ello impligue
que la funcidn de onda crezca on el tremscurso del tiempo, 0 puede
tenerse una funcidn S(¢) con pdlos sobre el eje imaginario positive
¥y que no represente estados ligados, Estos casos, que se pueden —-
presentar cuando se tiene un potencial no cortado, no ocurren cuan-
do el potenclal es de alcance finito, en cuyo case se sabe que la -
matsiz S tiene un nimero infinito de polos en el semipleno inferior
del momento y on la parte superior del plano s8lo puede tener polos
sobre el eje imaginarioj en este caso, todos los polos que eatdn —-
sobre el eje imaginario representan estados ligados y los polos gue

estdn en el semiplano inferior representan estados que decasn en

el curso del tiempo.

Algunos autores5 han dicho que los polos de la matriz S que -
eastén en el cuarto cuadrante, representan estados guasi-estaciona—-
rios, ZIsta afirmecién no es completeamente correcta, como ha sido -
indicado en otros eatudiosao de la dispersidén por un potconciel de -
aelcance finito., _n estc capitulo sc construird explicitamente la -
contribucidén de cade polo de la funcidn de dispersidn a la funcidn
de onda dependiente del tiempo y se podréd ver con toda claridad em
que casos las funciones correcspondientecs a cada polo, y que podrien
llamarse funciones de Green bdsicas de interaccidén, representan es-
tados quasi-estacionarios y en que casos reprcsentan estados ligados,
o bien, términcs de difusidm,
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Debe recordarse que la funoién S(¥) estd relacionada con las
funciones de Jost por la ecuacién #

& E ()
¥ RYCS

de modo gue los polos de funcidn 5(k) estén en los polos de la fun-
cién F(¢) y en los ceros de la funcién F(-«) ., Como se ha indice
_ do, 88lo los ceros de la funcién ¢ (-<) son polos de la funcién de
dispersién %(¥,v) y en consecuencia los poles de la funcidn $( &)
que provienen de los polos de la fumeidn ((x) , y que necesaria-
mente estdn en el semiplano superior, ya que la funciédn ? (e)
es analf{tica en el semiplano inferior =i el potencial cumple la <~
condicidén (2.,4), no son polos de 1la funcién de dispersiém y no in-
tervienen comoc polos en la determinacidn de l2 funcidn de onda de-
pendiente del tiempo, esto es, no tienen interpretaciém f{sica, -~
Estos son 1los polos redundantes de la matriz 5, Dicho de otra ma-
nera, 25610 los poloe de la funcidén S(«) que provengsn de los ceros
de 1a funcién ¢ (-<) tienen sentido f{sico. Ahora bien, la funcién
de dispersién es, como se ha mostrada, el producto de una funcidn
entera y de la exprosidn F_g;\_:,;\ » 1a cual tieme polos en los
ceros de Ft-x) y, apa.rantemente, en los polos de £ (=%, ¥ ) ; -

sin embargo, poniendo
2it-+°(t_‘{\ = ?("-‘c (f:,\'\- C(""-) C'(V-\Y) 3 (3.2)

(3.1)

que es una funcidén entera de v , se ve que si €)Y $ieme un -
s0lo em \¢= ¥y ¥ ?(Y-\,\ +0 entonces F(-v) tembién tieme polo

en (=Y, , pero el ldmite

L £L80 _ F o) (3.3)
ke ) F Cep)

estd ocotado
Ahore bien, los ceros de 1a funcién ©(¥) 88lo pueden estar em
el semipizano superior o sobre al eje imeginario negativo y los polos

neff‘lc,r) 86lo pueden estar en el semiplano inferior, de modo que un
polo
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de F(-qv) y un cero de & (¢) s8lo pueden coincidir sobre el eje ima
_ ginario negativo. Sin embargo, del hecho trivial de que

Clex) = Q[-(-n,q , (3.4)

se sigue que los ceros y los polos de la funcidn F (e, ¥) estén en los
puntos reflejados respocto al origem, de los puntos em los que la -
funcidn $(-¢,*) tiene ceros o poloe. In comsecuencia, i (k) tig
ne un cero en el eje imeginario negativo, la funcién F(-¥ tiene un
cero cn €l eje imaginario positivo, que representa un estado 1i_ade.
Por tanto, suponiendo que no hay estados ligados, se tiene gque la -
funeién fll‘) no tiene ceros sobre el eje imaginario negativo. Enton
ces F(-V-,r) no puede tener ningdn polo que coincida con un cero de
$(x) y por tanto, la expresién

€ (¢, %)

C(-¥)
estf acotada en los polos de & (-t,¥) , Loz dnicos poles de le fun-
eién de dispersidn son ontonces los ceros de la funeidn F(-Y-) .

A t de L 0
42

Siguiento un treabajo de Bergmamn'<, se pueden comstruir expl{-
citamonte las funciones de Jost, y por tanto ls matriz S, asociados
a clerto tipo de potenciales, Algunos de sus resultados son los &i-

guisntes:
Si el potencial se puede poner como
ufh\ W' (3.4)
\j(r) 1 w(n w(vx} ~Z 1.2 log u)(*') 4
donde
; O
W(‘W - €>\"+\6 ) con K)-\ Y ))O (3.5)

entonces se tienc explfcitamente



- PG

~I AT
(() = 8y W (3.6)
N v T )
que es el potencial de Bckart“. v lf)
N() ¢
e 3
F:I.g'o 2a Hglo 2b
X>o ¥<0

la figure 2a ilustra le forma del petoncial de Lekart com Y »©
y la figura 2b el caso de <O

Le funcidn de Joat correspondiente al potencial de Eckart ee

zvx ~LAr
. EQTAAw
F(e)ze [l 1—""\,_—_?;-—— ] (3.7)
Llamendo
) et
W= £+ > (3.8)
se tisne que
N ' +§\)
F(h\ - K__i )\ (3-9)

y por tento de la ecuacidn (3,1), 1a funeién S (&) gg

_ (i) wid)
S = e ety (3.10)
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Como se ve, la funoifn 5(¢) tieme dos polos, ambos sobre el
eje imaginario y cuya posicién es arbitreria excepto por el hesho -
de que por lo menos uno de ellos osté en la parte positiva del eje.
in o%res palabras, dados dos puntos sobre el eje imaginario gon la
condicién de que el menos uno osté en 1la parte positive del eje, se
pucde comstruir un potemcial de ickart que tiene csociada una funcidn

S(x) cuyos polos emtéin em esos puntos, Il polo en k=iA oatd -
en la parte positiva del eje, pero como se mostrard después no re---
presenta un estado ligadoi en cambio el poleo em Y=Y puede repro--
sentar 'm estado ligedo sl Y es positivo,

In el apéndice 2 se obtiene la funcién de dispersidn explicits
mente y en comsocucncia la funcién de onda dependiente dil ticmpe 2o

$(x,4) ~_-q'. S-};—{‘zi Senkty o 18 ). \-sm(r.a.;).)v, . Sﬁﬂi“"‘i\"el} '
M‘.) ‘

Wi o (“"\(‘Q.x‘;g i) K->

C haw-Ule) | ikr- Lyt
‘i\“ K*\'y#}e ) )A:, (3.11)
A =¥
donce Ul = 2122 (3.12)
¥~ 4

Es clarc de la ecumecidn (3,11) que el integrando sloc vieme un
polo em k= (V , Eeta integral se puede caleular explicitammte; -
su evaluacidn y la discusidn dol resultado se hard después de tratar

el segundo sjemplo,

B)__El potemeiol de Berguann,
in ol apéndice 3 e indica un procedimiento de hrgnam“s"s-
medisnte el cual o= puede construir explfcitamenmte un potoneial Y(¢)
¥y 1la funeién de Jost asocieda e &1, de modo de obtoner una matriy -
S({v) son ouatro poles., lLoo resultados son los signientes:

Sean 8, ¥y [, dos constentes sujetss a la condicidn




e) B ¥ ﬁz son reeles, positivas y diotintas, o bien
b) f‘ ¥y F" son conju; adas complejas con parte real positive,

Sean o, y o, dos constantes sujetas a la condicidn

¢) 9.y o, don reales, positivas y distintas, o bien
d) o y o, son conjusedas complejas con parte recal poaitivn.

Adendés debe tenorse
) o ¢p] pera tode ¢, =12

Entonces s¢ tiems que si el potencinl as pome

w'(r) _ W"(() 41- . e
Vi =2 55) ::TTX ok il s

donde la funcién Ww(¢) estd definida por

S Gl B o

‘ﬂ‘ﬂ';. )

wi¢) =

donde Y\, y V', toman los valores -l +| y las cuatro constantes
- R ostén dadas por

v 2 “o““t'\ dy ¥ Ny By ;
Ann, = ”"("‘-*“~P~\:‘;“J‘v: “(;( il 4 (3.15)
V9, * (42

entonces la funcidm de Jost os

~lkr
~ e (f) 6(‘)
F(\'— )= \\ + \(_..\P‘ V-*i?l ) (3.16)

donde las funciomes A(Y) gy B(<) s que dependen de los pardme-
tro8 X, o, @, 3 Pa estdn dadas en el mpémdice. In particular,
para ( = , 8e tieme que




[ ey Lem@n(e -i) (3.17)
CEATES fr)

=y-1a funcién S (x) es, en cemsecuencia,

(K-\d.)(l‘ toly )&+ @) (k+i pz)

f (3.18)
(eid) (e o) (k-0 g) (67 Ba)

55(:k\ ~

Nétese que si %, y % son complejos comjugedes y 1 y fa
también lo somn, la funcidn S (v ) tiene un polo on cada cuadrante.

La forme explicita del potencial es bastante complicada pero
ou valor en el origen y su forma asintétice pare distancias muy ——
grandes son come &igue

(0) s 3 K_(O(, +ol-,_)_. (e P" ] | (3,19)

De esta ecuscidn se ve que ajustendo los pardmetros <%, f,F:2
se puede hacer que el potonciel sea atractivo o repulsivo en el ori-

&en,
Pora grandes valorcs de T se tieme

.-?.P‘_f s e
\l((\m "g( - ﬁ'fe a"' Ple f ) : (3.20)

Ahora se pueden distinguir dos casos seglin sca la elecidén de
las Fg,‘e o 81 B, y f2 son reales poeitivas, se denotarfn por
b, ¥ b, respectivemente. GSupdngese que b, > b, , entonces la
exponencial ¢ ~20.C jecrece mds rdpidamente que la exponencial p~»°
y se puede poner
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L

\[(f\w—-g\: ci'—'-'—-e—ﬂ.‘l “35 Ce skl >0 (3.21)

H l

Este resultado indica gue en este caso el potoencial decrece
exponencioclmonte pero por valores positivos,

El otro casc consiste en suponsr que F. y Fz. son complejos

conjugados, Poniendo £, = b +i b' y por tanto P-,_: b-ib een
b y b opositives, se tiene que

-2b
N ~ 16]baib]' D cos (28v48) & (3.22)

S

g el Qi
y ea argumento de "T (:

Ly

G. ot
donde =

Se ve entonces que el potancial decrece sxpononcialmente osci~
lando alrededor de cero,

Combinando el valor inicial del potencial con su forme acinté-
tica al infinito, se tienen cuatro casos ilustrades en las figuras 3

NeY N (¢) )

_ Fig. 3 Pig. 3b
(4.*1:.\<(P}* E:.') ’ ?.b F\ reales (o+ “'})((e}ﬁp‘;‘\)&hcﬂ‘mj”




Fig. 3c. Pig., 3d.
(P432Y>(BEaBs ) 5 po, o reades  (a3A)>(Ef)ipfy complejos

|

L

L

En el apéndice 4 se obtiene la funcidén de dispersidn expl:[citJ

mente, Ia funcién de onda dependiente del tiempo gueda entonces en
le siguiente forma:

\ ot (e-ip)yr, sen(+1@)
(f t) S — l p je“ P o _ e @ ‘o
+ ) q"‘. i —;.:- —2|Sean° '\ Cl(fo ¥_-L' Pl K""(.Fl f

+C1(‘f°)Lsen(L‘i 2)¥o N 5eh(l+ipﬂfo] E

(P K+iBa

de , (3.23)

x{\+ D, () N D, () L(\c\'-‘i\a-{)
K +id, K idly e

donde las funciones Cl("\, Cz("3 ) Du (f) bi Dz (") dependen de

los pardmetres of, d,, @), B2 de una manera besstente complicads, -

aunque existen ciertas simetrias emtre (,(<) y Ca () g entre

PAGE; v, (¥) « Obviememnie, los iinicos polos del imtegrandoe
ostﬁnmL:-{a{' sy on kk=—104g , .

¢) Discusién Gemeral,

En primer lu_er es interesante observar gque hay una analogie

1

entre las scuaciones que dan ls funoidn de onda en el caso dé Lekart
(3.11) y de Bargmsnn(3.23), de modo que las expresiones que den la -



- M -

funeién de onda en cada uno de los dos ejemplos, son del mismo tipo
J 1a ¢ disousidn se puede hacer en oqgn_ip. En segundo. luger, se nota
que la unica diferencis importante entre los dos ejemplos es que pa
ra el potemcial de Tekart, el polo cdel integrando de la expresién -

que da la funcidn de onda puede estar en la parte positiva o en la

negativa dal eje imaginario, mientras que para el potoncial de ===
Bargmann, los polos del correspondicnte integrande no pueden estar
en la parte positiva del eje imaginario, Esta diferencia implica,
como se verd adelante, que el potencial de Eckart puede tenmer un es
tado ligado, pero que el potencial de Bargmann no puede temerlo,

Ia evaluscidén de le funoidn de onda en ambos casos se reduce
al cdloulo de cuatro tipos de integral, que son los siguiontes

2i5en Yo @ de

&" i(ec-it)

oo

1 21 sener, i(er-iet)
* -
o

W%+ iel e cllc

i(:f-}it‘i)
dk

'_[e " S Sen(lﬁ.-ip\"o o
) oo K‘-l?

==

I jm sen(\f--i{s)r. i(*—\’-\a"}ﬂ
o =

e (e~ig) ( Keio) Gl ¥

Ia funcién de onda (3.23) pare el potemcial de Bargmeann queda
entonces,

- \

+ct(m\lb_m.,c.(r.\b.m\t?..(,-I_M ) YO ) PR W)
+ C DD T L] + cz(r,sbz(c)\an_-l_w, } (3.24)
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~ Para el caso del potencisl de Eckart, se tiene, por la ecuacidn
(3.11) que da 19. funcidén de onda en este caso,

: '¢E(f' ’HT A g I : [)“v u‘rl.[ﬂt 3ave
) = *\'= < 2 P -[ - q;.v\ \
Rﬁ%ﬁ'ﬁ'r \_‘-w Lo (av-ul N (Tpra ¢ ] (3.25)

Se procederd toncea e calcular los cuantro tipos de :I.ntegral.

Erimers integral -
«© i . L) ;Lv—(ur,}-‘ir}{ 'L\c.(f-f.)_iu‘t
[.'- S‘ (enwie. \’o) et(h’ L v J‘ ) S {Q ]-QL ¥ ]} clr.

-

. (Cato)? ; (“““l
|

aw - L 573 2t
= ?e“\_Q @

Leta integral representa términos de difusién pura del paquete,

Segunds integral
_[ Sn e\'t.f. e-n’.t, .’(‘f-.\_‘“{) oo i‘_;(t«,)_]i‘utl Q;[‘(M-"'%.‘lq
) = e __ e i 4
o - A0 ‘*’\“ dt’ ‘[_W{ K*\* ‘+“* g

=i [ X s s ) - X (i, 1) (3.27)

Tercera integral R
g .3"“ ‘P)" (et W‘*) 4 o ‘h‘"“’\‘l"”] -vr.,e'[ Sk
B~ at S : g ; - Ar.
- Ko B 2 k-l p

15.1:‘. x(“"\'o t? t) _QP X(\'-(. N ] (3.28)
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C - |
[rq% j -Sen(ic-tm(o( g \ )2.(”-§\r_ {:)
e ¢ (me\ MP € via -
1 ( ‘ <0 Qtlt-te\(},— q..\'(t-\'?\f,, ‘e‘.("f'%"'t)
| -‘,%) T ilpey 2 '_[ e i or d i
—]i \_e" (x40, -iax v 1 Al X(T-fu -m,‘c)] T

t(@*ﬂ) ﬁ(ffd)

Ia funcién X (¢, k,1) estd definide por?
b &("*i‘:‘*) .('lf-o‘lzf) -Lt
 SEA'RIE ﬂ- S - - dez 2 efpc[("“ :/F (3.30)

El eonpoﬂan:lento agintético de la fumcidén x( ¢ k +) es” para
- 0 )

-/W-?Ft Q‘Q 2t '4-‘<a"2h<4 v
. (3.31)
k(f»k,ﬂ———’t.m (e~ L k) n ke
w0 (2e o o
ypera t >0 ., Be um‘
. h {\ e zt “ - t —» O | 32

Como comprobecidén indirectz de estos resuliados, se puede cal
culer el valor de la funcién de onda para t =0 , Por la scua—
eidn §3.32), se ve que ol udnico términoc no mulo en la eewacidn —--
(3.24) o en la councidn (3.25) es el primero, de modo gue sn ambos
se tiene '
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4>(\',o)-.-.___ g \—et\c{rw. Q;‘(r-m]d\c.

XS(nm §(eto))-z - L 5(5-.) (3.33)

mr\‘ 4

que ¢s la forma inicial que se impuso em la condicidn (1.8).

Ahora es necesario discutir el resultado cbgenido para la fun
cién de onda, tomendo en cuenta las posibles distribuciones de los
polos de la mairiz S,

In ol case del potencial de _ckart, la fumeidn O (k) tieme dos
polos, segin la ecuzcidn (3.10), uno en k= i) que estd en la parte
positiva del oje imeginario y otro en \c= (¥, que cstd también sobre
el eojJe imaginario pero gque pucde csiar cn la parte positiva o em la
negativa del eje, Sin embar_o, 86lo el polo en k= (v @8 polo de -
la funecién de dispersidn, In cl ocase del potencial de Bargmenn, la
matriz S («) +iiene cuatro polos, segin la scumcidn (3,18), de los
cuales dos estfn on el semiplano superiar, v = ‘f\ y k=(8s , y dos
en el semiplanc inferior, k~-i®, §y E=-'% j; oin cmbargo los uni

cos polos de la funcidn de dispersidn son los polos K=-'¢; g
Kz-i®q o 1n ambos cesos los polos de la funcidn do dispersidén

provienen de los ceros de la funcién F(-<) | como se vié de la ex
presidn gemeral (1.39). los otros polos son entonces redundantcs,

Por otra parto, on la ovaluacidén oxplicite de la funcidn de -
onda, como sc¢ ve de las ccuaciones (3,24) y (3.25), aparccen no séio
los poles de la funcidn de dispersidn, sino tenbidn los polos redun

dentes de la metriz S y sus negativos, esto es, la funcidn de dis-
persién se pucde poner como
k e(6) = (!_{_z.' sen k@ 4 i Ap(s%) Q"-“*“)
o

- “
(( (o) IK(T’—T,
+L _\ch? . } (3.34)

y la funcidn de onda correspendicntc se puede escribir
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- 2 =
! 2
Sk, E “‘.\ ‘(f-fo\
¢('ﬁf) ~4—“'an { f_ LQ 2¢ -e 2¢ ]

N ? Aglned X (vecs ¥, 1) +7|; B (W) L (r-% kpt) ) (3.35)

donde las sumas se extienden no sélo los polos de la funcidn de dia
persidén sino también a los polos rodundantes de la matidiz S y sus -

negativos,

El problcme cs ahors interpretar todos estos térvinos, Im —-
primer lugar, como los polos rcdundantes de la matriz S pucden eg——
tar sobre el eje imaginario positivo o fuora del eje an el semipla-
no superior, podrfa pensarsc que debido a la forma esin §tica de -~
las funciones X(¥, h, *é) dada en la ecuacidn (3,28), ertonces i ~
ge tienc un polo sobre el ejc imaginerio positive o on el primer -
cuadrente, se tendrfa un término que pera tiempos muy grmdes se —-
comportarfa como una exponcncial escilante si el polo cs d en el --
ojo imaginario, o como une exponcnecial creciente oi el pclo estd en
ol primer cuadrante y parccerfa que se tcndrfa un estade 'igedo en
el primer caso y un estado no csusal en el segundo, in mbargo, -
no es as{, ya que por cada término gue aporcce en la primrs suma -
en la expresidén (3.32), aparcee otro asociado en la sogund: sume y
de tal manera que su suma tiende a cero cuandoe el tieupo t nde a -
infinito., In cfecto, tanto los polos redundantos de la mairiz U cp
mo sus ncgativos solo eparccen en las integrales del tipe lo , ya
que las integralce del tipo I « BON una combinacidén de int rales
Ig 2 Ty ¢y ontonces se tieno, por la definicién (3,30) d¢ las -
funciones X ( < ‘R {-) y do la forma explfcits de las int.grales

[? que

Te= 70 ‘LF"‘?H]{a?c[(“\—u tx effcv""'ww J (3.36)
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hY
Ts elaro que cuando t = ® | 168 argimentos de las Zunciones @Y _(‘C
tienden a ser iguales y que i)or tante su difercncia tiende a cero,
In rcalidad, tomando la forma de las funciones ¢YTC para valores

my grendes de su argumento, que es
r &
-z

A e - T cacaz <« i
= 2 &
Qf\?c(z);—{l-‘j . P (3.37)
|
Z*ﬁ—"' T, a@z< T
se tienc que tomando Z=Q - ";:‘_:.'ht y por tento
arah > GrdZ-2T le integral Tz queda
tx (<%, Jle=¥)t  glve)
P f_:w{ ‘-—e: e B . Ao S
e ‘4 e, - X =X, -;(gt
e .
| (A et (r-r.\ 6%
(JF (e T et oW of =y & (3.38)
B T Q 4 ‘*‘O'iet \f“‘o-\:t {3 3.

2t X
En consecuencia, los polos redundentes de la matrizSro pueden re-

presentar cstados ligados ni estados no capalcs, de modo que sc ~
sigue que el comportamiento de la funcién de onda es completamente
ceusel y dichos polos solo efectan indirectamente a la funeidn de
onda, Para cntender mejor el sisnificade dc csos polos se puede -

tomar como caso cspecial quoe Yo—> 0 | esto es, poner la fuente en
el origeny en ial caso los términos que contienen los polos redun-
dantes y sus negativos desaparecen, como se ve de las etuaciones -
(3,11) y (3.23), de modo que la funcidn de onda queda
. -\‘ 1 f)
. Ao (¥) 4 ifrr-l e
#(T{) -—tg(lw.)\-\ Z_L_]e Y 1

iler-L et)

i[znc +'z.uf_A\,(f\+u'7' gAf(")]Q S

= 4mi P k-¥y
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/% El1 primer términc represente la difusién pura del pagquete inicial y

- 84 =~ l

donde la sume se extiende 80lo a los polos de la funcidén de disper- ['
sibi. le evnlnaoidn dq, la mtsgral es imned:l.ata y queda

PO e o @ 'ZAM
|
» é?\cr ALY, kg, #) (3.40)

es la misma que se tendrfia si no hubiera potancialj el segundo es -
a1 término que revela la interaccidn @ trevés de las fumciones A, ()
que son los residuce de la funcidm de dispersidn en los polos, pero |
gue por otra partc no contienen & los polossy sl tercer término, en |
cambio, rovela la interaccién a través de los polos de la funcidn -
de dispersién, por medio e las funciomes X (v, Ky, £ ) , de mo-
do que la interpretacién de dichas funciones adquierc mucha impor—- |
tancia desde el punto de viata Tisico. - |

IEn cl caso en el gue la fuentc no se coloeca cn 21 origen, los
téruinos que contiencn los polos rodundantes de la metriz S no se -
enulan, pero pueden ontendcrse como t&rminos que indicen unicements
el desplezemiento de la fuente, de un modo semejante a algunos %ipos
de desarrolles en miliipolos que aparceen en otras renas de la f£isi
ca cuando 3¢ desplaza la fuente .el origen. Pera cntender esto, es
conveniente ver como se puede obtcnor uma cxpresidn de las funeio--
nes X cusndc sé hoce un desplazamiento cel origen. Dn efecto, se

tiens por la definicién (3.30) que

o k(e - L et]

Xle+% b 1) = mg e —— de

-ab
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’ -k -k nie (wa)!
e 2 WeS | =5
y Ce-bY = T () kT g8
s:0 5
entonces " - Tle-R)t, ((Kr-%\c"é)
b btz o - L | 8 € dx

e o

‘ko 4 :.o "0“ +S H- 5
=R+ MY Y B ™ e
=0

ke, « @ (.{"Y\ » wed er ;
ke riT t___ ") ) > & =Y e

Por tanto, al desplasar la fuente, 1o fumcidn K asociada -
al nuovo punto y al polo k , se comvierte en la fumcidn A en el
orizen afectada de una fase qw depende del ccsplazagiento y una sg
rie de términos de difusidn,

Otra manera muy clera de ver que Unicemente los polos de la
funcidn de dispersién intarvienen em 1o Jdetermineciér de le funcién
de onda dependiente del tiem»no y gue por tento son los dnicos con
significade fisico, es la siguicote: la funcidén do dispercidn se
juede poner como




C('Ka"x’- € (-x ‘T‘)e‘“re\“" \*i. _E(*V-r.c)e'm v ) in-f S
C(-k) ‘ F-v) . (- K“\de(ﬂ-l] s
v

ya que tanio en el caso de Lekart como en el de Dargmann se tiens que

y solo tiome poles en 1os ceros de [ (-xr) ds wodo gue se pueden poner
como en {3,42) donde la suma se extiende a los ceros de la funcidn
¥ (~¢) . Por tanto

Cb(‘. a2 jF(‘f)et(bf-- 1fi“
4 e
L : T et b
[ zg Flr- Flrp,o  FCnode ifes-tx y
Tl F iy dE-¥) o
o I
“p
-Gy ier-) eit)
4mi [dm-n] k-Ep
de c e
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Cloremente, los doa primercs términos representan esiades
de difusidn, ya que tamto la funciém F(k, 1) como (k--\'—ﬁ"[F(t.%\-F(u?,r,ﬂ
gon funciones enterssj s0lo el dltimo término contiene polos, que
son los coros de la funeidn F(-x) ; y se ve gue eada polo da lu-~
gar & wna funeidn X (¥, Kp, ¢) , quo os la que tieme interds
desde el punto de vista de la intersccidn.

Como se ve, todo el significado fisico de la soluecidn del
problema estf contenido unicemente en las funcignes X que depen
den de los polos de la funcién de dispersién, A ostas funciones
sc los puede llamar funciones de Green de intcraceidn bdsicas y -
su interpretacidén cs muy clara cxamin nde su forma asintdtica para
tiempos grandes,

En primer lugar, la funcidn de dlopersién sblo pucde tener
poles en el semiplano infcrior o sobre cl eje imaginario positive,

Si oe ticne un 0lo en el eje .maginario positivo como puede suce
der en ol caso del potenciel de Eckart, la formo ssintética de la
funcién de Green de interaccidn bdsica asociada a coe polo eatd -

dads, por la ccuacidn (3,31), por

| [ ~eplnn) (elt M GO W
;:(e S A ), (3.44)

con Kp=) positive, de modo que en au dependencia del ticmpo acu
82 un oqnportam-nto oscilatorio, o sca gue no crece ni decrece y
ce entonces un estado ligado de emepgfa -y

Ahora bien, debido a la simeirfe respecto 2l eje imagina-
rio de la distribueién de los polos de la Puncidn de dispersidén,
‘por cade pelo que esté en el cuartoc cuadrentc hay otro npolo en —
el tercero. Intoneces, or la forme cantdtica de la funcidn de -
Green de interaccidn bdsica, sc ve gue los poloe de la funecidn de
disporsidn que estén en el tercer cucdrante o sobre el eje imegi-
nario tienen uns contri.ouciém & la funcidn de onda para tiempos -




miy grandes, del tipo
. L L
L [  axo) 5—-‘-1] (3.45)
5

con “'r"i A en el tercer cuadrente o sobre sl eje imginario negs
tivo, Zstos son términos de difusidn pero asociados con la inter-
accién a través de la prescncia del pole, de mode que puede declr

se que la funcidén de Greon de interaccidn bdsica, representa en -

este caso un término de difusién de interscciin,

,15 K—y
P'ano \-

5 Kx

e

L

o ]

Fig. 4

Por dltimo, si se tome un pole em cl cuerto cuadrante, se
ve, de la formaasintética de la funcidn de Green de interaccién -
correspondionte, que si el polo cstd adajo de la bisecetriz del -
cuarto cundrante, indicada en la fijura 4, su interpretacidn es -
la miema que la de un polo en el tercer cuadrante, o sea gque re--—
presenta un término de difusidn de interaccidn, mientras que si -
se tieme el pelo arriba de la bisectriz, el térmime correspondien
te, para valorcs muy grandes del tiempo, se comporta como

T

(& (fﬁ’('o) . f_ =12} ~é. K s “ ¥a
{_—[e ? “Q““e ¢ Ie slep - kg, ) ¢ e“r*“nt (3.46)
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con kp3-‘d en el cuarto cuadreato, o ssa quu cste términc decre-
ge exponcncialmente en cl curso del tiempo, de wodo que =2 tiene
un eatadc quesi-estacionario,

Lo interesamte ds esta situacidn estd en que mediante el
uso de las funciones de Green de interaccidén, aperecs complete——
mente claro que no todos los poles gue estén em el onarto cuadrenm
te pueden interpretarse como estados guasi-catacionmaris, sinc gue
Unicemente 1los polos «ituados arribe de la bisectriz del cuadran-
te, dam lugar a cstados quasi-estaciomarice y los quo setédn abajo
de la bisectriz son términos de difusidn de interaccidn, Por ~-—-
otra parte, por la simetr{a respecto sl eje imaginario de la posi
cién de los polos de la funcidn de dispersidn, con ceda cetado --
quesi-estacionario, estd asociade um término de difueidn de inter
mi&o

En resumen, ¢l comportamiento en el curso dal tiempo de -~
la funcidn de onda se puede interpretar f{sicamente en la siguien
te forma: a) unos términos que representan la difusidn pura del
pequete como si no hubiera interaccidms b) otros téminos gue spa
recon 36lo debido a que al paquete de onda se coloed inicialmente
fuera del origen y que en consecucncia no tiemen significado fisi
co, sinc mfe bien geométrico, y que estén relacionados con 1log ==
polos redundantes de la matriz S; e¢) unos términos de difusidn de
intoraccidn aseciados con o8 polos de la funcidn de dispersidns
d) posiblemente estados ligados si la funcidn de dispersidn tiene
polos en el eje imaginario positivoj e) posiblemente estades quasi-
estucionerios, si la funcidn de dispersidn tiene polos en el cuar
to cuadrente arriba de la bisectriz. istos estados quasi-estacio
narios tiensn la caracteristica de que estédn asociados sleupre --
con témminos de difueidn de interaccidn.
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NOTAS FINALES,

En 1la primera perte de este trebajo se ham discutideo las
propiedades de la matriz S asociada con un potencial de alesnce
finito "4" en el problems de la dispersidn de particulas de ——
Schrddinger, de Klein-Gordon o de Dirac por un potencisl cemtral,
habiéndose demosirado que en estos cesos es posible obtener rala
ciones de dispersién para la funcidn 5(<) elmck 8l se considera
que se tiene una onda plana y que en sl instante 1= O se introdu
ce el potencial dispersor, In ests parte no se impone ningin ti-
po de condicibén de ceusalidad, sino gue se uss nicamente la con-
dicidn inicial y un desarrollo de le funcidn de onde depemdients
del tiempo en términos de las eigenfunciones estacionariss, las -~
cusles forman un sisteme completo de funciones,

En el primer cepftulo de la primera seccién se usé este métg

do para derivar relaclomes de dispersidém pera la funcidén ‘2(&)8
en ol caso de partfculas que obedezcan la ecuacidn de Sehr@dinger.
Como en este caso no es posible, por no ser uns ecuacidn relati--
vista, imponer uma condicidn estricta de ceusalidad, la condicién
inicial tomé su lugar y se obiuvieron relaciones de dispersidn,
Ahora bien, come la comdicidn inicial se puede usar siempre,
independientemente de gue la ecuscidn ses relativiste o no, se --
pensd en investigar si en el caso de ecuaciones relativistas se
pod{a uwsar dicha condicidn em lugar de la condicidn de cemsalided
estTicva para obtemer relaciones de dispersidn, En el cepitule -

2 se hiso ver que =i es posible ¢biener relaciomes de dlisparsiin

2 N«
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en el caso de la ecuadl én de Elein-Gordon a partir de 12 condi-
oién inicial, En el capitulo 3 se demostrd lo mismo para parti

culas de Dirac,

En el capitulo 4 se probd dnicamente que las relaciones de
dispersidn para la funcidn S(x) Qumv son ume consecusncis
inmedjiata de la propiedad de la matriz S de ser smdlitica en el
seniplano superior dal plano complejo del momento |« y de su -
propiedad asintdétice cuando |k|—>% , la que se investigd usende
1s aproximacidén de Borm,

Por otra parte, em un trabajo antu-.tor"z, usando un método
my semejante al que se siguié en el primer cepftulo, se conatru
y6 la funcién de onda para todo valor del tiem»o y se hizo ver -
que su comportamiento es cauaal..

Hab{a entonces dmpuntos de interés pera rroseguir la iaves
tigacién; el primerc ers tratar de precisar la comexién que exisg
te entre las relaciones de dispersién y la condicién de causali-
ded en la meecdnics cuén,jca y el segundo ers extender el andlisis
del problema &l caso de potenciales no cortadcs, dendo un trata--
miento aplicable también & potencisleas cortados.

Ia primera dificultad que surge o3 gque en el caso de poten—
ciales no cortados, las propiedades de la metriz S que permiten -

obtener relaciones de dispersidn no siempre valmmo Por ejemplo,

es posible construir potenciales cuya matriz S asvcisda tenga po-~
los en 1* fuera del eje imaginario y tambiém polos sobre dicho -
eje que no correspondan & estedos ligados,
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Es posible emtonces pregunterse cual es la funcidn que, pa~
ra potenciales arbitrarios sea la gemeralizaciln de la matriz S,
satisfaga relaciones de dispersidn y esté conectada con la nocidn
de causslidad., Todo esto se investigd en la segunda seccidn de -
este trabajo;

En el primer capftulo de l2 segunda seceidn, se formmla 1a
condicién de cemsalidad indicando que la funcidn de Green depen--
diente del tiempo para la dispersidn de particulas de Schr8dinger
por un potencial arbitrario, estd acotada en todo el tiempo, Co~
mo consecuencia de este principio se demostrd que la funeidn de -
dispersidn, que es ssencialmente la transformada de laplace de la
funcidn de onda dependiente del tiempo, y cayo conocimiento permi-
te encontrar er todo tiempo la funcidm de omnda, satisface unse re-
laciones de dispersidn. Se probd ademds que estas relacionss ae -
reducen & las que valen para poitencisles cortados, si se supone que
el potencial es de alcance "a".

En el segunde capftulo se probd direcismente que la funcidn -
de dispersidn ee analftica en'lf ¢ 6xcepto posiblemente por polos
en el eje imaginario asociados con estados ligados, Ademds, uean-
do, la aproximacién de Born, se demostrd que la funcidn de disper-
#16n tiende a cero si |k|-—»© en [, , De aquf se siguen inmedia
tamente las relaciomes de dispersidnm,

En el cep{tulo 3 se discuten dos ejemplos em los que la matriz
5 tiene une forma particularmeﬁte simple y 2e obtienen axplieitaneg

ie le funcidn de dispersidn y la funcidn de Green dependiente del -
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tiempo, y se exprese esta dltima en términos de unas funciones -
bédsicas de intersccién de Green (BIG) asocizdes con los polos y
los ceros de la matriz S. Se demosird que las funciones BIG qus
tienen =ignificado fisico son aguellas asociadas con los polos -
de la S que son también polos de la funcifn de dispersidén, De -
le forma asintética de las funciones BIC cuando t >° , se =l gue
la interpretacién fisica que debe darse & los polos de la funcién '
de dispersién segin la posieidén que éstos tengan en el plano gom~
plejo.

Es conveniente indicar, como comelusién, algunas posibilida-
des futuras de investigacién a lo largo de estas lineas, En pri-
mer lugar, todo el tratamiento de la segunde seccidén se hizo tmi-
camente pera momento angular cero. Una generalizacidn & momemto
angular arbitrario parece bastante simple. Por otra parte, ya --
han sido construfdas’® umas funciones BIC relativistas, de modo -
que parece posible extender los métodos de la segunda seccién a -
este tipo de problemes, Finalmente podria pensarse en aplicar —-
egos métodos a algunos problemas de la teorfes de las resgeionce -

racleares,
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Apéndige 1, La secoién de dispersi ra una particula de Dirag.

En este apéndice se obtendrd la secoidn de dispersién para una
particula de Dirac en un campo central, desarrollando una ondas plana
de energia E=m en ondas parciales espinoriales, siguiendo un ar
tfculo de Blatt y Bidenharn™®

La ecuacidén de Dirac de una particula de masa wi=| en un campe
central es, en unidades naturales,

(E-Vnhaa-psp)y=0 (A1)
La corriente de particulas es

_'.3_ = \Vz‘_\&’ _ (A1.2)

Suponiendo que inicialmente las partficulas viajan en la direc-
cién del eje Z , se tiene, 1lamando !i“ a la corriente incidente,

. T
l'\hl - +n\ dz n ’ (A1c3)
donde se ha puesto el espinor + como

o= by \ (A1.4)

donde +M es la parte incidente y *\’5 la parte sali:nte.

La corriente saliente en un 4ngulo sélido A.{. en la direccidn
T

del vector unitario w = = es
v * < :
LRV Sl WO \] 22, Ao (£1.5)

y la seccidn es, por tanto,



dq' = \
. ‘_\_::, Y o $. (A1.6)

Ahora hay que caloular el numerador y el dencuminador de la ecua
oidn anterior. ‘

S1 inicialmente se tiene una onda plana, se tiene

&
E+) ceee

\P - _m e
in E«l

/
o

y 8i incide en la direcocidn del eje Z , B‘:Fy: O ., En vnidades natu
rales al momento coincide con el nimero de onda y enton(as se puede
poner p = R

Entonces la funcidén de onda inicial queda

- h'u
Eal
¢ < 0 ik‘l.
i y | @ (A1.7)
0
Por tanto
t 2k
] = - = A1.8)
Hy, oy 4, = & (

que @8 el denominador de la ecuacidn (A1.6)

Pédngase ahora +-.-_( +t) , de modo que, la ecuacidn (A1.1) que
aa Y



(E-vuw,_‘ = -T-p Y
(B-V=\)¥g == T b &

-

(A1.9)

la soluoi&u de este s:latm de ecuaciones se puede poner como
: e @("\ 8 21 3 panidad lye

\{" C(() ran'&o.cl (‘l)

J.l ?

(A1.10)

donde

‘HM‘ i 7i {23 ""“‘"SU“’WYM Xun;, (A1.11)

.._g \\As..-..
son los arménicos esféricos espinoriales, wa, son los arménicos -
esféricos ordinarios,
0

Xpp: (o), %parl

(A1.12)

y <£i"‘“.¢ wmslim > son los coeficientes da Clebsch-Gordan® -,

Ahors bien, de las ecuacilones (A1.9) se ve que \PI y VYn deven

diforir en paridad debido a la presencia del oparndor p « Entonces

.uz y'a , difieren en paridad. Pero conof gt yA'= j+) se eigue
que

!
R0 (A1.13)
Ahora hay que estudiar el efec:o del operador "-‘.';__\-: sobre
+s , para lo cual hay que ver el efealo de 9"_‘_‘5 .2 8¢ sobre
G- N L4
FE Y |

w J
(§_- %Y&jzi 3 Q.u; 91:""; s (A1.14)

N WS
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donde
SAERCESTIRIEAEE S dh
sy - ‘ ' '
20T e SIS W ed s i 1) (41.15)
donde V/(2' 3 A 3, | i) es un coeficiente de Racsh ' y <ANENLS

y ( “5|1 > aon elemsntos de matriz reducidos cuyos vulorca son52

Cziishy ? = \/— (A1.16)

- |
1 f _
{2 ll-\;-\ll)—M(u 00|20 PR
En conseocusncia
gt N |
a,, =0 T am < atooleop /2 WAL, §D) (A1.18)
Ahora bien, si 'Q‘l‘ s entonces £’ =).) y viceversa. Entop
-~ 50,51 2
{ o \
ai*';,-i-i T 7 a‘f-{.y; il (41.19)
Por tanto
( )(‘((‘ 53“ \ o r((\ y&\‘;-\i,i (A1.20)
2

Por otra parte, por un edloulo aoneaanto,

. s [ d "% C o
(“_"f)c“‘ Hj&.:ﬁ,i=l{.d~;_ :L‘:—]F(\gll*n
(80 F0 3 =i |4+ )0 3,

(A1.21)




Ahora bien, de las ecuaciones (A1.9), si no hay interaccidn

'\L‘l = o ._._.—g. E
B
por tanto si
*
+‘E= 3-_;_-(hf\ gil{*{ ? ‘
entonces, por (A1.21), (A1,22)
I.L. \:‘ l’l .
¥ Ext *’i( i BJM%

+ \r\y\ Uz"\ ,3::‘_% \

entonces, por (A1.21) (a.23)

+1-_" Etl J-—(h)gn'

Regresando a la ecuacidén (A1.7), se pude poner, desi zollanio
la exponencial en ondas esféricas,

ity . k.
BAt ik - 1%{
Y3 :")Q z"( B )it (24+1\ § (k) Pe(23€)

P“Q(LDSQ):‘/ 2% on(sl "P) (A1¢24)

y de la ecuacidn (A1.11) se sigue que



23 \
ty = <hiol] & 2
ﬁoll‘ By T lz>22x§ (41,25)
Por tanto
o0 .\#- > :;‘ 52( \'au‘
¥ = 22 “henar <2101\13> (41.26)
-; l_\- Jj(kr)j'f’t
Pero si ({ =)- 2_ el coeficiente de C-G es forr yei (- 5*
el coeficiente de C~G es” _ /iti por tants ;
X (— 25"' . -'- (ke 3 |
%‘%ﬁt“mw( “bga gt -v*%u‘nw,\( Sy, lx
Jr (Re) 4% J .(L"\/a “
~ J.. ;l, 1 ‘)4 - |

! L

5 i o ey K G5 ik 3 RS

R AT wa;.}i( o ‘355-‘;1/
| 354»11( he) a.') i

(a1.27)

L o (A1.28) |
donde i
|
= *s c.h \ (k 2 ‘
e o Yo
334.5( ):\: (A1 );)
|




~ l& 1
(D E+|»‘ (h\/j“s

f\hs k,_) (A1.30)
(k \ g‘)sﬁs_

3*5

ae tiene

\
-

\k“‘ili_ T(i+5) 450&'( “)+ﬁu$ ﬂ:) . (A1.31)

Cuando hay interaccidn, la parte saliente se modificy, de mode

que aeo tiene
I L JRED #0005, 04y, 6o

-
-

\
2

]
oo i —
% 4’;,,+_2 b3 \/my;&) (A1)
J\!i s==\
z
Por tanto
(A1.33)
‘ e‘.hl"
Tomando ahora en cuente gque | ‘(kf)7;;;> i T recsr-
dando que = ( R & - y usando la ecuamcién (A1.20) es féoil
==z(g.¢ et 3
o

calcular el numerador de la ecuacidn (A1.6), Ahora bien, integrando
ecuacién (A1.6) para tener la seccidn total y wsando el hecho de que
los axﬁnicos esféricos son ortonormales, me tiene finalmente

L {(34\) 5&5(;\_” (A3.34)

h"-_

P
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Apéndice 2. La funcidén de disgorai&n para el potencial de Eckart.

En el capitulo 1 de la seccidn II se obtuvo la funcién de dis-
persién 4 (v,c), en términos de las funoiones de Jost, en la ecuncidén

(1.32) que es

;(t,r) ‘_F( ) Flave) < o UV-"«»)J F({_:;f) (42,1)

En al trabajo de Bargnann"‘z citado en el capitulo 3, as obtie-
ne la funcidn de Jost para el potencial de Eckarty dicha funcidn es

. . “
fFle)= Q™ (141 & ] (A2.2)
donde K)\ _ake
ax \e
xes P (42.3)

Se construird ahora la funcidn de dispersién cb («,<) para sate
0as0.

Sea F (\'—)(D) = Q(‘L) p(\'—)fo) - ?(\‘)c("t\‘{o\) {42.4)

Entonces, por la ecuacidn (Az 2),

Fle,a)= e"f“" \-\4, ‘_L"km} ‘m‘.l ‘u“’) |~ L)
ILn PPy

e s il U e L Al%) euuo UOU(%) L uo) LU(C,)
=@ @ ;2 ‘. wie ) T2 70 S A ¥+ )"’ 2 k+i kN

Ussndo shora la ecuacidn (A2.3), sc¢ tiene
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r
!

F(wau\ = ~2(32nkYo + . \
- < l o
7 Q"”"&ZE% 2xhe l'v«)\)_?:\.“_xg___-(l-iﬂ 21 }

= v ¥
T BT TR e ’

-2 )Mo
‘g::: ‘ 2\@) ZX)Q-‘“% K : [(V-i’ )} Z§> (k' l)‘) z\ﬁ)e jg

v 5 20 |
S T T it
o & - ~2i5eng¥o *
i s SN zo e e 1) 20000 - 2 -is)
Ea X (+) (g e%, 2%
~ e\\('(; —X‘O[qK )-2\) ('(-l-l)(h-t)) *2|x X(I:-HX)] Q lK)(K*\))
e (g e ™™y o2)
= =2{35€nks e
pe ¢ % 218 A ’ oejko e)“'u e{V-‘fo ‘z.l'K)‘ _e:i“ 2 _Q_i_(_}
(t4l)(xe')“°+e)‘“9‘_?-s—). " Evix ] E0(xe " @) sy i
= -2vseniYo
4% sen(lctNG  senle-iN X (A2.5)
(e ge™op o) | erik -t A

La expresidn anterior es obviamente una funcidn en ora dek ,
como debia sex

Por otra parte se tiene que

E+iV
£y = l:‘.)‘ L (42.6)
donde
Y ).TE_;'._ g (42.7)

de modo que




C(“\h\'\ : eilf{-la‘_ u(\')} E+ih
Flr) E+id | =i

- |
- MY : . b
=@ L\C--b\).-\u(t;\h-:?:’;

% e\'\cf K_l o Mv- (¢) ]

k-(v

(42.8)
La funcidn de dispersién queda entonces
‘ﬂhﬂ T - {—zisen E% AL [5eh(r— +0%  sen(e-iM)G
-~ et T S |
. NV (¢ v )
' {\+l K-V )]e - (42:9)
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Apéndice 3. El potencial de Bargmann y las fumciones de Jost,
Supéngase que la ecuacidn
[;‘; 4 \n‘—V(ﬂ]F(L' )= 0, (A3.1)
admite una solucidn del tipo e-‘u Bl ¥) « Entonces llamando
Fle, @)= lim §067) (A3.2)
o0

las funciones de Jost son

N -ikY E(t;")
(\(K)“\ il S(V_)w) (A3.3)
Le ecuacidn que ‘satisface la fumcién § (v, ) es
A . d %
[A‘_:':_'.L _?.t.li-d-; -—V(")]i (k""\' O (A3.4)

Considérese shora que existe una funcidén real w(r) tal que

w'(r) ) B u)"(r)] Jl

y que

g( <) = Z(K-)V) .
gk (43.6)

La acuacidn (A3.4) queda entonces

W2"- 2wz’ ¥ W2y 2ik(wz-w2') = 0 (A3.7)

*Se presentm aquf los resultados (3 una discusién privada con V,Bargmana.
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donde 11s "primas" significan derivada respecto ¥
Supon:lando ahora "quo

(n‘p ““P')r

W l") Z a-’t\‘“.,_ A3n3)
T g = -
¥ que )
. ‘ (“.Pt*“m?t . 3
2060V 2 ) Oy, (00BN (keimapa) 2 ; (43.9)
o od;

donde W, y Y\, toman los valores |, de modo gue santo w(r) como z (%)
tienen cuatro términos. Ademds §, y B, son dos constantes tales que

a) ambas son reales, positivas y distintss, o bien
b) son complejas conjugadas con parte real positiva .

Ahora bien, sustituyendo (A3.8) y (A3.9),en (13‘,7). se ve que la exua h

¢idén diferencial se satisface si ’

] 2
e
a“\hz . 9“. ‘o ’ (A3.10)
h|P‘ 4 “1 Pl
. 1
donde B, y O, son constantes. F

Por otra parte, puesto gque las constantes B tienen parte resl
positiva, el término dominante para U grande en 1las funciomes W(¥) i‘
yZ(¥,")eg aquel en el que W=vi, =| , por tanto

E(T w) Iwn Z(K.T) & (l’- ‘F )“;-(P-L\ N (A3o11)

5 W(

Las constantes 9\& se eligen en la forma

On = W, (d,1 n,F.)(Gﬁ ny )

N G S I (43.12)
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donde «, y ¥+ son dos constantes tales que

a) ambas son reales, positivas y distiates, o
b) son complejas conjugadas con parte meal positiwva.
Se supone ademis que «; # P: para toda ¢,

La funcidn de Jost se puede calcular ahora muy facilmente de la

forma de las constantes Qw,, ¥y de la ecuacidn (A3.11). En efecto,
se tiene '

(K—ip.)(lc-i{:,z) )

\

E(;)W) B

(\c-t’p‘)(th‘@z): Ly 2l
E(K)w) \(-\?l

(eeippCr-ipy) o 2if | (43.13)
E(k, ) k=1 f

(L*‘.?‘\(‘*\.?I)‘ . F‘_‘?-I_ { Q‘E! i Z; g’?. )

BEICT IR AT e

Par tanto

oop ABRYT e -(Mi-')
Z(e o 2 S Y W b +7.1E’-. -\Q + Qg 4 .
.?(;:;; ,W(‘\ + t‘if' (q"“g "'l‘ﬁ P‘-eie ) "-ie‘(& F" PI ‘A3¢ 1‘)

y en consecuencia, la funcidn It\ () queda

S(E ad 3 i U+ ACO B () P

(A3.g
W) §(x,») eeipy | =i ¢ "

| . Rigare +B, )X
PR N TR Pl

=0 + a_,_‘g

donde

(A3.16




¥ (fv-§2) T P\ P"‘ -(9.*?«)“
B(e)= Z_j_(a ¢ e )

w (¥) (A3.16)
En particular, para =0, se tiene jue
k-0a)(g-(a
o) = : : ik : B, (A3.17)
(k_-tP.)(K“??.)
debido a que
w(o) = 48, F‘ (o4 ola) (43.18)

El modo de calecular w(0)es may a:l.npl! tomando en cuenta que
Wistda| . g mis -F L S
- R O i
Vi By B l(ﬁ\ . weo, 4 (37.
“‘“1 “\F\#W1?t G?-F: h. b “\P\\V\t \; F F\
Ahora se determinard el valor del potezcial \(t) para =0 »
su forma asintética para ¥ muy grande. De 1 ecuacién (A3.5), se ve

ue para obtener V(©) hay que calcular Wio), o)y W70). ¥En la scua
cidn (A3.18) estd dado el valor de w(v) ,

Usando ahora las igualdades siguientes

T b, = 2\:\\/\;-2\,\,“,:0 y T Wy, =4

L) LS i, Wiy

5

es inmediato ver que

UU‘(O) = 4 P: Fz (9‘(\4'“?1)2 (A3.19)




hnalnento, usando gque
z V‘\v‘t("tel"n"-ez) =z “;L “:.- (“tﬁl"’“t\az) =0 ;
e g

LoWEOngemap) =gy 2 W Gngang) =4fe
nwn,

W,

se tiene que
w"(0) = 48, F._(d‘m.,_\(z_d.a(ﬁ@.‘ *g1) (A3.20)
Por tanto, sustituyendo (A3.18), (A3.19) y (A3.20) en (A3.5) se tiens
\ (o) = 'L(_(*TN%\-(?T’-F:\] (A3.21)

Para obtener la forma asintdtica para { muy grande, es necesa-
rio observar gue el término que crece mds ripidamente en la funcidn
w(r)es el que tiene vi,=\i,=| . Entoncee se puede poner

(Ft*?:)"

wit)= a4, L W, () (A3.22)

donde

—= ¢

Qi "F"f a._“\ e-lf“‘- Qs -t(Pq*Pz\f
2 ¥ (A3.23)

wo(r\:\‘\"a‘:“"e 4

¥ los tres dltimos términos son decrecisantes y el Wltimo es el que -
decrece mds rdpidamente.

De la definicidn (A3.5), se ve que

«n 4 oa waleys 2 [[@HAY _ Wl )
V(o2 & |log wol<) z[(%m oy (A3.24)

Ahora bien, Wo(f) tiende a la unidad cuando X->® , y las funcig
nes w,(v)y W (¥) decrecea exponencialmente en la miema forma, Como




-

s
P

la funcidn w;(r) estd elevada al cuadrado en la ecuacidn (A3.24), el
término dominante para valores grandes de Y en la expresidn que da el

potencial es el iltimo, o sea
V(Y)u-').w(','(\") = 8( ‘a" % "F'r a-u(; e"f ) (A3.2%)

cuando ¥ —» 0 |
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Apéndice 4, La funcién de dispersién pars el potencial de Bargmann,

En el apéndice 3 se determiné la funcidn de Jost para el poten
cial de Bargmann, ahora se determinard la funcidn de dispersién.

Sea Flet) = £0) Bla) = £ £ -xiv) (44.1)
antonces, por la ecuncidn (A3.15), sc tiene
-1kXs
K,G)= @ Alo) _ B(9) A(<) B(j_a_)_l
F( i ['l k-+t@\ k4ipa ‘.H' i ! K=t
_e(\cra " A(o)* 5(0)“ <inhfed Bl ) =
S s ki s
- ~215enwgfe +
| \ Alsa)
il A A \ BUQBEREL o o -
W 1 zip, (\“?\ ity _;T("‘?* ““?‘\ e |
0 )B(<.) \
_ ALY BLS) Ble) A“’w()("“ : A (
LHP v_ﬂ?, K“?,_ l.(?-;#(i\ Emipy rify -t(?ﬁ{%\) Ay K(Q‘\

-.em’"{. A((D\A(o\( e <} _B(ca)B(o\(t\iel_ \ \

ST TN =

b AD A B | BXe) | Al©)BL%) (EL-. —\__>H
K-'\?\ 4R Y-"@’L *-‘”?1 ((Gi" ?;\ e

\Glsz
_ ARG (L }X |
—\(@ (5) e . \pq
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L matidenet, 4 @ '“"{ Al%) Alel _ B(o) MU) s ALG) b“c‘,iv
K—'p. \ 2.\ '(pﬂ‘a. ‘-“ -z-.—-+ “P"f‘ﬂl

+ B(\“a) B(o) Bl | A )
k- \et [‘ z.P‘ t(?‘ P‘,\ ‘-&-ioeg \_' 21 eg £ P.v ’ﬂ}
u(o ALO) _AlG) B A [y, MO | B i
s i t(hof,.\* m\‘.‘* 2ipr  WParfY ‘X

. B(0) \\ B(_n\ Ay, BOR)[ LB | ALO I W} (44.2)
n-&‘h T 2ipy “P"("A gup‘ zi@n L((‘-.oﬂc)

Ahora bien, de las ecuaciones (A3.16) se ve que las funcicnen
Als) 5 B(c) se obtienen una de la otra mediante el intercambic de
B ¥ P,. s eantonces basta evaluir el coeficicnte de .?_..‘:ﬁ y el

[
de (e-ig)'e"“™ para encontrar una forma recucida de la eonacidn (a4,2).

En primer lugar, de las ecuaciones (A3,16) se tienc que
IMEY B K- a,, e PIY_ 6. ~(BitfPar
i F' ‘(h"" W(‘\ W(T\ T o a"l" e

p‘-b T‘g
(F; Pl\ y <[ByA By
_E‘ (C{‘,, :P‘ '-l .,Q i )] -
e\*h P
Bifade , Bucfe b F*“l A4, 3)

Entonces se tiene que

A(mb _ A Bco)]_ rip Yq ew:_ Buafa e-f,fonaw %,_:_Ea"_.]e‘-ﬁr, _

2‘@‘ “ﬁt’P‘\ -w((u)w(o) ﬁwe;
¢ o
= g Ldnle (Ad.4)
’ Q - B4 R ‘o
o - 29 gy it _fo, B 0 o g bt
1\ e \(e-nfu) w(fe\(p(") v it Ba

- Lela) P (A4.5)

2 )

donde se ha llamado 3 G(G)al coeficiente de ¢ P™ en 1a ecuscidn (AZ.4)
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y al coeficiente de QF'% en la ecuacidn (A2.5), que son iguales como
puede verse efectuando el producto indicado, Llamando ahora (. (f.) |
8 la funcién que se obtiene de C(, (%) por el intercambio de B, y fi |
se tiene que ;

- KX N -B,¥ , 'f. ) ' %
Fle, %)= <2isenevs 4 @ ‘ °‘. LoGlt) P iy eP i Cale) P Qhr)

s el |
» “"P‘ i K-t-iF. +t K-ipt \edsfiy J‘

ll-'f &
-2 o[.:. Ci%) (""°_ v €, (o) ‘9"” v e (%) QP‘(.~ < Cy (Yo e‘f‘t'e |
&8 \F( % "*Ie\ Z I.-\?'l, z K-O\-Pt |

- w2 UICnEN §

- C,( (03\-5 QV\(V..-iPhTo .- se“(t"\' “@ﬁ“’} g C‘&(vo)teu(k.-\&f‘ e Se"(;f"(;z\(u
ol e o F+®2 | (A4.6)

que es evidentemente una funcidn entera de ¢

Ahora, por las ecuaciones (A3.15) y (A3.17),
(C-e0) e\'\u . Alx)  BLO Y (kip)(eips)
Q(_‘\ : L{fﬁ, K+ Pe (grid)(c+iph)

O (e aipdleaipa)  ACeXk+ifa) _B(r)(m@.\]
(e+id) (g +ide) (pectd(rtsdta) (rist,) (K +i2%)

nur By I*-\ 8-y §
K(H ' LAt

\f-+\d\
‘fii?(‘*‘i‘;:;‘) MR W
- ei\c*‘ {\ + El—-m E - (Ba- dmp‘.“ Alﬂ) (e ~at,\'j(r)] 1
+H_‘; T.&l\(? b )i (pamso)- 3(«\) - (% a‘)A(ﬂH ;

:Qilcf % Dl(ﬂ Dl(\‘\‘x :

™ _
Wi e (44.7)



SIS -

4 5
donde se ha llamado D.(r) al coeficiente de (jc+a) yD,_(‘() sl de (x+veay!
en la expresién anterior. KNétsse que ] (r) y D,(r) se pueden obtener
uno del otro mediante el intercambio de f, y f, y de % y Az .

La funcidén de dispersién

T 4 £(-xx)
Ct.?(tﬂ') —mo F(t')f") F(‘K')

queda entonces, por las ecuaciones (A4.6) y (A4.7),

c&(\t)‘f\ :ETL. ~2i{56nkYs & & ({D)I:S_% (e-{@i) Yo sw(k.up.)ral

1kYo -1 (3 £+ (g

yCa (o) semle-iad¥o Sw(H"ﬁz)“oH

If--l’Pz. \c r&lp,_
{n DO, Dl \ ¥ o~
K."'id\ K+i10g .
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