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E bien a b d t d p .. l 16n q 

n&J' varias d obtenc rel c1 n s de d1spe 81& 

matriz S cuando a interacción tien aloance fin to ed1 te 

impoBio16'1l de la condic1ón da e sa1idad expresada d un modo -

CODV 1 ate. En la pr.1me~a parte d este trabaj 8 estudia una 

manera d olJtener aBa relae on s usando Úll1 am te la condic1 D 

1n1o 

tica no relat1vi ta como 

Por otra t es de iD 

010 

1c e 

ti caa d e la ma tri S 88 od oan cuan 

ca qu lmpllc relacion d1sper 16 o 

p r es UD po t 

t. 1 prop1 d de da d 

da t er lo 

P 

o el. 

qu 'ti el t 

t t 

ti at CI 

la pr pied d 8 _~._ ... 

1 te cc1~n no se 

Sup . len que d 

tan. tam 

n" S 

o 

hd 

d 

01 



qu apar , ma riz So S finalmEll 

CODO pto d fUnci D bcd t reco ón de Gre con 

oada uno de los polo d la .f\mclcm de di r 16n, y med1ant 

las propiedadea astnt~t1oa8 de dioha funciones 88 o 

cua1dn de la interpretao1dn tima de 1 polo d la fune 11 

de d1& rs1óD.o S mencionan fina]ment algg -
l1zaoioD 8 de las funcio 8 aloa de int raoc16n de Green a -

otro ti po d e problemas o 
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El. t d . '1 , p ce 

relati'l'smente d ti 
establ o r e e sa.id a 

relaciones d 

S guien 1 n Itram 1 ,. d Kron 2 3 

rios autore han uando la con 1016n de e liS idad para rl1scu ir 

guD08 problomas d par i ,5. '8 partioular ~. obt D 

re! 010l1es d di P 1~ D oa po d 11 6 7 
cu1 s que o edecen eeu cionos de Seu di er 8,9 e 
Gordon o d Dirac 10 • 

~la O el D e 11 ad ha id f'ormul 4 d d1f' e 
eras por d1f' r to autor s, Alg'UDo d. e11 ,6 10 Dt.t.W"'I"g. 

la llamada condición estr1c d causal! expre'iando elmpl 
que ninguna 8 tísica a transmito con veloc1da~ may .C' qu 
velocidad d la luz en 1 cío. Ee cl que esta formulac16n d 

la 0011d1 c16n de causal.1dad 8610 e apIlo ble teor1'i\s rala iv 
tas '3 que e eo de gnU1cado 1 caso de la o oi6 d S 
d1nger. ;!Dtonoe 8 88 qu1 e di aut1.l.· prOblOCLa d \ di p 

a16n por un t Do1al, tant n el oaso rala vi ta e mo 1 
tiv1ste. por un proa d1 ~o o en s e 06, 

o ~oruml.ar 1:9 cond11~D de e re 

-

n de formular o di d i "&.d, paest que ap 0-

al prob oma d d1sp r un pot olo.l, que ¡)Oo. HU 

e 110 covar1ante, BUDqu. 1& a p 
d disparaieS t, ! o 8, como h a .. 40 
do por :40 __ ... 

la f 01 de oau id d. qu se 
la pr1m B c16n d e te t b 0, eat& relaoionada on co_ 

d1c1ón inioial. 8 d 1 nte indic el p eedim1entc que s 
sigue a seoción r obtener relaciones de dispersi D. 

Laa relBcloD d die r ón son r9lac1oDos qua expre 1 

la parte real de la tunci6n d disp rB1~n 1 forma de u a e­
gr de la plrt imasinaria. de d ' cha funci n Y' viceversa, n 

labras t la artG r al yo la par e imtlg1 aria de la tunoi c5n 
pers16n están ligada p r tr efar da aa H11bert 
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n 

1 B q se t n 
n 8 la condic 6n d 
dició' de oa sao id d 
dos var1abl s el e mpo 
reetricolon8 se puad 

r&s que pe. ra la t orí e 
persión, radios, en parte, 
de de prinolp10 muJ g n 
nes muy fUndam ntales 00 o 
sus 1nteraooloD 8 0 

t r 

1 co (o 

a p e n 1 • 

n r ~omo re 3ci.cn de Jlspe alón 
nt1 o po tlen n las r 1aoione 

8n u at r laciones depend n e 
1 o o de e ss11 d, d 

1 d 1 10ca11 bl11dad de lOE c 

O O ha a o lado or J Y,J .5, un x, en de. de a 1 
tcSrico de la tís1cs te6r1oa dur lo 'ltimos 608. xp1:"c 
r4s aotual en la t oría d las r 1 oio es de dlspers1&n y t 

h cho de que esas relaoion • 00 oeidas d sde bace muoho t emp 
guD8S ramas de la fislca el 81ea °ardarán mucho ti po en s r 
radas a la meo&n1ea cuánt10 o e D 1 dven1m1 oto de 1 
o po, urgieron serias d1fio 1 t d s en la descripc16u cau 
da de la 1nteraoo16n, 00 s a d so~1pc16n por mea o de 
no con el que se da el d sarroll d la cióo de nd n 1nt 
1nfin1tesima1e del ti po, ¡a q no 8 conoce n gurles 
miltoniano, n1 se dispone d roe d1m1 oto co pl m nt 
p re uti11 sr 1 ha ilton1ano D 1 r oluc 6n d probl m k 

Para evitsr 8SS8 di icalt d 8, H 1 nb rg,6 17 prop o qu B 

e 1 concepto de ham1 toniano por 1 cono pto de triz S 1 
a 1 estado d un e1st n 1 t empo t--<D con 1 atad del s 

el ti mpo t • in r u d ripci6n dIe tado o lQ 
po intermed1oso Sin ar. B lo f posible e le lar 1 
utilizando un bamilton1a o y por t n o la difioult d ubs1 t o 

bien, 1 t'cnlca d las r 1 ciaD s d dlapers16n da la posibl1 
ncontrar alguna earact í t:i.c 

bam11toniano particular d int 
cODstituyen entono u de 1 

e 16n Las r laolon8a de 
cn1eas de que se dla~on 

trar dir otamente algnnas d 1 8 P 1 dades de la matriz o 

to es importante t n r u 1d 1. de la conexión ntr 1 8 • 

los principios ~ener le nas d d spersl~n p re 1 tri S 
de causalidado 

-
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e 
matriz S 00 

aic16n d 1 
los estados qusel 

r 1 s1 

110 c,ontlen 
p rs16Do Puad 

triz So DI la 

6n del significado d 
tudl0 e ti re 010 
MartiD 21 7' D ck, 11 

, 

6 00 O soa la pro 1 j d 
físioa ¡ r 83 plo, ent¿ J 

S .,. la onergia y la vi la m. d1 
D h oho ea import di 

matriZ S, 

br el re 
lo r 

d este trab 30 
o ~ puilt 

a;,08 de Regg 1 

o 

Lo mene o do s ter10res e re! re JI. 

yor parte al proble 1 c1onos de disper D 1 
r!a cutÚlt1ca d 1 oampo entra que eJJ. ste traba30 un1e a 

stud1aa. problemas de ,la te ría o e 8llt1zad. Sin embargo, e lDI 

g....,~..u.u. :mig t 7 To .10, gu a oaract r!atica d 1 prob 
1 relao10 os de disper 1 1 caso de la teoría con ea 

ouant1zao1&n, ti en nt p rt1 a en 1 'teoría DO en 
;y por tanto t el. e tud- o 11 elac1tmes de disp rsi6n n e 
t ona pued ser d t.r& co prendar Dl 30r las d. 
d problema 00 o i t D 1 ea o d oampos antl o 

recal.oar d o.t--~dl0 de1 prob1a de s r 
D de diape gunda ouantlz cicm, sta 
dar qu C\l o del. oampo 8 DB1d ra 

8 o d problo se r duo 
teor!a si 108 resultadoQ en e t 

son o so pe.rt1 

Como ha 
alidad ha ido 

r! cu.m't1c 
de oausalidad com, r 
t dores) d las ~~able de e 
pera 6111 este he ha ho. llev 
blc 8 no cu tizado 

deo 

• 
riormente 1) la ond~o16 d 

r dlfer te o Bl 1 . 
ecesario impon r 1a o di i D 

109 conmuta . es (o ant onllrul­

po. para obtener elacion s e 
Bl~OS autores ' 4-10 a e U 

ón de cauoal1dad formul da e 
u1 r de que se t ate. A { P 

O 
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o e 
condic .~n .~ omo t fOral: 01 n DO 

sostenurse en el o d 01 "1 de r'chrlSdin . r, debido 
en este OBBO no e t id máxtme. llmi t para la P 
01&n de l..ondas, ~~~a vace h (-%pre ado le. on~~~i6n de ca~3 -
11dad en la forma n que ~ in roducida por Sob tzer y Tia a , 
~'cleDdo que DO debe haber onda ea lenta antes d que la onu en--­
t \ ante llegue al dispersor. ::::: a : era de tor 
de causalidad implica .laram t que De supone q la onj8. 

es rigurosamente e ro ast el l"tO n:om '0, q ou d 
1 intElrBCcidn¡ d1ch de o e ta forrml.aci D 8 
ble a paquetes d ondaa que n r ~cSn 80n nul.o 
to t1empoo Poro egún B KampUl 8 ha7 

8ste punto '7 -¡f qu - en ca cuántica d - Soa 
axia paqu tea d d salientos q e B 

m te oero hast 01 rto tiemp, P lvent 

va Xamp propo e en 01 1 a ndlo1c5n de oau ida 

en igulente formal 1 uet de onda in! talmente 
normalizado de t modo q e al -ti ampo repres mt 
partícula incidenta, tonca ro abil1dad total., 
t-t1 d eno t UDS l'art{c tu" d alqui r e fel~ d 

r, o eda qu 

Abor bien 

re ,acl0 a de di p ~a1ón 
respect .. vamente t D usar. D:2. 

7 TrQ1maD 25 
aso do Schr&d1Dcer 
formular explíci tam 

obte d -
dE Di c­
te, la e 

die1= d causalidad 

el. poteno1a1 7 &1 
estudia la a..p.l1c 

ger 

de 

di alón 

qu t 
re 

do 

pon ciertas ros r1cc1ones o r 
de ost 7 Pala 26 el qu s 

la t or B d Frodholm de. 8 eou 010 o 
dq d rs16n o También rade 1t 

s;lw¡;:r.'I.U,I 27 7 u o d Fadd." 2 bre 

1ap para partícu Ba de Se 

i de csusal1aad. s1 o q e 

11 

dic1u 

t o lo 

es 
e1a ionos 

p s1bl obt 
1 d d Y t 

si 
er re e on 
bl~1I DO U d -
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di e 1l.d10J n frr l{ ita .. uO re te 
r o me el0 a 10 s d 0.1 si obt d 

di El toa utor expresi6n pued sr b 

t te difícil hae e. o )arac~ ~n de los rosultadoB o 

p trata tia andar 1 papel de la condición ie c U. 

l1dBd en este t1~ 
la t or!a cu&t1ca 
t er rolacio ee d 
c1án¡ 1 cond i~ 

b amas, Ba puede observa que s1 bie 
1 c~po d1ch cond1c16n ea necesaria par 

displ'.!r 6n, una teoría. sin sogunda elle 
de alide.d csta~ oont .. id e 1 

11smc de la teo a d 

Pueda t e a 

expresar la condici6n d 

7 que 78. est& con'tenido 

Be a la en 8 d1teren es tor s 

. d bey algo colDlÍ: • tod el 

e -1 t ~a de la d1spe re 6n. D .cho 
otro 100' parece· bar 01 rt s ¡ido de la noc1ón de cau 110 d 
q e eet iDvol r d pr b 

madi 
i~ • 

18 desd miama ormu .016 y 

.ac1ones de di par 16n. s a-
toncse, como u expresión e-
r¡s investigar y pone en 
t contenida las rt:lacl 

que De m.an11i esta 
lac10nas de a1ap 

noc16n d CBIl 

ro J.a manera n q 

de diapers1cSn o 

relaciones de 

resulta o t trabaJo aol.are es e plmto 

'tleo 11 que 1er 
e1 r prop1a sO a 
desoripoión c 
e 1dad q • r 

s la de de e 1pc.;1ó 
lóu 
1 curso del ti~po, 

la tnno1~ de nda 

del tiem • de mod 
oorr~ctQ, eat GS, 

infin1 o Desdé 
noc16n de dascri 

paquet d nd 
podría e p rar q 

a d ti 

e 
, 

an, deado el pmto de vieta 
q e t1sface la relaciones, t 
y t 8 propiedades rmit D 

~81 n. En consecuencia. la C· D d 
.4. ........ -"" ... ,<U en la teoña de la d1sp 8 Jl-

dasoripc1tSn cau de la. di ,e 
e:m1bir la oonexión que hq 

inioial 7 la forma finll d 
~ la fUno16n de onda dep3Dd1 

EIIlto de los tI' e1 tor os e 
lularse cuando el tiompo ti 

e'" muy c. are. 
s se -tiene en C' rto m()' en 
un potenoial, de ningún tIlO 

t oreciera 1 .fin1 amo e 
co trario, salí 

o el tiempo tien 
ea. q e de :­

a :inj'iD1 

C' U1 e el EI1 t el 1111. 
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e 
desd 

q!.l Y 

Abar ca 
este trabajo 

Por una parto 

d to d~.1 mp 
neo eat c1onar1aa de 1 

ti la matriz SI 

!Da inicial. 
o1a1 da la 
d 

De So 

o1óo de diopers16n 

En OODS80U 

1mpl mon~~ d la 

e1G DfUncionee eat 
oera eecc1~ de G t 

r lac1an d die 
ocuac1ones de Sou d1D~ 
q el potenci di 

f1nito o 

te exprc qu 

t prop1cdade 
1 plano compl 30 d 1 

in:fini to de 
y que ea la "r1 

el. momon to " 

o 
rel 

, 

01 D de Born. De q C! 

n do di r cSn d 

tri S sola~ 

o ce er no o 

) 

1ó 

o Ef 1 

t 
t ~ 

étodo que G e .. a .eG'U1 1 en 
a de la diDpor~i6n. 

er la funei n de ol.d 

lo 
e nds. os"'aa 

• d modo que 01 
ea . igual 

e fUDc1 de o d 
e obtieno una re u 

pued expres oomo una 

1 os do diapersi so obt1 
c1ales 7 la condi i6n d qu 

1st oomp·eto en 
te prooedimio to parl d 
partículas qu ob~~ zc 

o de Dir e, p 1 
sfcSri ca ~. e B d e le: 

"S 10JléS de di permó'} si pI 

1m¡ le esas relac10neB t .. 8 
e t:lportamien·o e~ :1nt1ui to 

~ud1ar el 00 portam.ent 
s rol.ac1onúD de .. s Jera" II 

d por exp (2¡to >. do. do 
1 p tcnoial, se 88 la a:pr 

q no se pue~en obt C" re 
t tra a30 se b 1ene~J r pa. 

00 

to 

8 estudia 
Blmetr~ 

d1spt;rsi 

e f&r1ct de o -



I!3le 

1 enf'uncloneB 
ema e inVer cm 

tr 
la. 

ldic16n d 

formad placo y 

~ obtener la funci 'D d 
o -

on-
da d pendiente del licm, la función trans:fo-"U18.d d 

place de la func16 n le1 tiemPo, y que De des .. gns -
por función de die re 6n, at efa~e ecuación diferenc al q e -
oontiene la forma m.c1e.l del q te das y cuya soluci6I !1Ue e -

xpr sares w rm: o d ea de Jost 29 que rEpre D 

ondea entrante t 3 1 1n:f .ni • A continuación, t s d 
co d c16n de c~._1dad 

r1o~nt , O ·0 t CO 

alguu prop1 -ades u 

de pro ar quo c10h fu 
fo 1nt6t1ca qua p 
la func1cSD de Mapa si n 
piada s de la funo1 d 

de lB propiedad e do 1 
qu é t p rmiten d 

e ont~ es la existonc1u 
di pers1ón ~~ 8 eno 

11 el 

s oo.16n un 

del 

a -

d la d1a:perr:1 D. l' -
UD 1 dispera1ó ,o pi 

6 

n 

ento al!t~co y a 
olaoionca de apcrs16n' 
te, se ameatr q • la 

n se pued obt er direo'tam. 

d Joat, y tambi~ se hace el 
o unal dol prooeso t conf d -
art n en'tre s rclac10n 8 d 

se re,ducGn la . " bt 1 

ortado$ 

s 11uotrSD 1 s roma. ta s b -J!il la dI ti 
t idos mod1ent ón ü d ja ploD en loa que es pos bl 

011 t . r oxpÚoi t m 

le ,hac1~dose ad 
lo poloG d la. 

Bolua1cSD oomp 

ca 
t minos de in" 

rop1 dados la !Une. 
r 108 p 1 s d 

out 1 n e 

os d9 Jost y la tnz .3 d ¡¡ro -.. el 

bre la ~terprEtaoi6n ría 08 

r ~ea 1Dterprote.e16n so ob e­
:roduc1ondo una func1rin e 

d ' z S '7 que se des1Z¡18 00 o 
~ (D.I.G.), la e se expr -

1'- . Ir se pueden obt ner, <.: e le 
s . strtcc1onos que deb",n 1 

de dioncrs16n, así como la inter 
ca o estados liüado8 o e -

l ' tórm1noa de dif n1cSno En 

bro la interacción cst' 
lÜapere16no 



FiM,lment 
olu!do 8ate trab 
clón bielaa d 1 te 

En resumen 

ne' onu q , n) o 1 

e ':' ersl.1zer e1 ncep;o f 

problomas relBt vi Jtas 30 

l~ o 9B el siguiente I la con ici6n 
de oompletoz de las 1 e ac10narias 7 las oundic' o 6a 

1nioial.as 1mpl1.o r 1 d1spera1cSn (300016n I, apftul 
1 I 2, 3) J la upres16n d 8 propiodad 
lít1cas 1 asintó e ' d dispersión (Seccl DIe 
pftulo 4). La o nd1ci<Sn d co p rTram1ento OauDal de la ~c1 e 
ond impone c1 orto camport ent anaH tio y por tan o \! e 
o1ones de dispar 1~n para 1 n.1 n de d1spers16n (3 ce ón II, c_ 
p!tulo 1). Las pro ed des a .t1oa de la tunción de ~1epere 6n 
(Sección II, cap~tulo 2). al cua. 8 11\,atrado por dOB ej o ];)10 
(Secc16n 11, oapítulo », que po t vor con olnr1d d 14 inte 
pr tac16n fí. 108 loe lo polo d la matr1$ S '7 en g8lleral de todo 
el prooeso d la d1 pers16D. 



10 Caso no sta. 

";,,,;.,;....;;;;:...;;;;.;;.;.;;..;;.,;;,.-______ ..;;..¡¡,-.....IIi.OOI.oi ............. _.O - En e ate cap ulo e8 e 
de Sohrodin r por un !l ntro diap 

7 4e loanoe fiD1 to a." por UD proc 
1818 d rivao16n met m't eamen mUl' impla 1 s 

n 16D, 1 que b camen° COD818t D el u o de 
fOl"ID a generalizad de H D01, q ha sido atud1 d. por o 

Las l! lac10De8 de di persióll., ob endl1Úl hao .... lulo 

oond101&a 1D101al, esto e , en la orma de 1 funo1ún de o 
Die d 1 tiempo, bao t ~ O 7 B iguala a la ttl"lD qu • 
de OIld tenía D t = O .. Eete punto de viat tia.1. una dit. 

ct1 int resanta respeoto 1 prooedimiento usual de obtener re a 10-
ne de dispersión, en el ntido d que DO 8 uti11eR el h aho d 
q ~ un Ye1oo1 4 l!mi e para 1 propagación 4 • 

'1 por • ste proced1m1 nto 88 aplioabl. taDto 1 08so no re ti-
Yi u oomo al rela ti vi "tao 

A todo lo larso de • 10rab jo 8 usa el sltl ma d 
unid de ~ ... C':lo l o Ad.m'_ poncb4 la ma a de la pa.~:loula in ld 

'm ": \ 

El potenoial di per or •• 

{ 

V( 'f) 

V(-<\= O 

p rte radial d la cuao16D de Sohrod1n r d J',!Ddi nte d) 
t po s para el momen"lo gul r R , 

1 acuao1ón (102) 1¡u 1nmediatam D 
D oionariB8 (JA (}:) '(') oor epond1ent 8 a 1 

1 f can la ecuaci&n 

(1 2 

ti las 1 tuJJ­
eaerg! ~: k ~ 



Ahora bi D, tuera del potenoial dispersor, o 
la. e1senfunclones U~(~l~) tilDen la oonooida torma 

a, para ~> a. I 

dOD • ~~(,, '(' ) aGD la t\lDoiODea el Betel e.férioa r .s.Q,(~) B 

tri • ..s p ra el mento anplar 1 o 

S eupondÑ abo que ·lDic1almente, tema UD oad pl 

que eD el instaDa t: o • introduoe 1 po-Cen 1al 1aperBor. E .. 
oDoe., la parte di 1 de 1 oomponenw 1 est dada , p 
t :: O It por 1 eouac1á 

t ('f) O) ~ J~ ( k '(") t (10 5 

7 D neral, para t '> O • 

dond. co 

aR(k , 1:) )~ ~ ~~( 11,) U: (~,1h'" d (' 
o 

~u.tif1oa o por el h cho qu l. Este de rrollo • 
~cioDe. U.Q (". '() 'lo 

mue t en otro lQS8r32, 
UD oonj\Ulto or on rm 1, ya qu 8 

00 J u:(~,~\(.(~(~ ..... ) '(' ... d (' ~ t; H \<. - V:.') 

O 

(1 6 ) 

( 07 

( 08) 



1 n d 1 

1izar l 1> 
one de dispers16n. Las 19 n:. el 8 (A.e (t '() ~o o 

c t ent pS1"8 1'" > q , en t4:rm1no d l. función S,,", -l ,d o o U 

108 coeficientes del desarrollo .(k,~) e obtien n en término 
SA, l~) I una vez enoontrados diohos c,)efiolentea, se introducen 

la t6rmula del de aarrollo ( .6). Por íl timo hacl ndo t: O 7 uSBnd 
1 oond1c16n inicial (1.5), s obti n una relación qu eBe c1 ID n 
t 88 a relooi6n da dispersión. La . . de ea ent ce trab j r 
p _ b1em de 1 d1apere16n com WI prob:. m de coudí 10ne lni 1 

En pr1mer lusar es nece no va:.U r 108 00 fioiente R( 
En vist de que la integral (107) 8 d O a 00 t o 8 a qu 

o s e r< el , DO es posi 1 usar la torma (104) de 1ss f 
0.one8 U~( .)~) para ~odo el lnt rvalo d lnt grao16no Entones 

ede proceder oomo sigues 
Se define una funoión 1Ji (f.) 'f) qu 

que la tuno16n (.{.t(~lt) tiene para ~ >a. 
t ng& para toda la 'lo 

esto , 

( .J) 

E vid Ilt que la f'uno16n JR (t)) ti.fac la e oió {103 
p ne V ( '(' )2 O. En Urm1noa d la fuaoi6D '1 ( ,'(), p 

p Iler 1 s e eficiente. a-f (k)k:) n la ·.orma 

a-,!(k)~)~flf J}.(k<)Vt (t.1')'r'L J ,- 1~~(\or :(~,<Vll;,·(,.,j ~,h-) (1 n 

P ro o o U((t.,'()-: ~(~\'t) p 'f ., el. la se da int gra n 1 
ecuao16n ante or se reduoe a un 1ute;rel entre O 7 a. o 'i'l e 
oulo de le pr: mera integral 8S f 011 u ndo la 00 oc1da t6rmula3J 

( 1 ) 



k 
n, 1 a 

00 o la f6 ul 

D 10 
in ti 3 

l17 se~) 

Lo ooef101.n 8 a.,t(~. ~) qu.edan entoll ee, 

CtR (k,,) = ::; fll -\" s: (~)1 s (\<.-~) + l-,)R+ l1 5;(\:.) sr Ir. 1 
, ( k, 'f:..) 

1 

(1. 

( 

• 1 gun 1 tegral que p oe n cu oicSu ) 
Obv1sm 11 áC'.) O •. u ti uy do hora 1 xpre 16n ' 1 o 4) en 1 

1 el rrollo 1.6), e ti ne, a1 1 o410ulo tr1ng a 
d 1"')0.. sto ,f e del po na 41 sr rt 

.{iF '\ Id-
~R(")t ::fi + [11"5 (k)) ~ ~ ~ (k . ... SR (~)\\ cai")1 Q- i 

+ ~?( ¡ '-):(~)l(l)~ rh- (k::<)-t (\(.)~1("''(~<2- ·~~1.~ d~ 
Z 'n' lo ~ _ -¡, \C:. l i ~.. '! 

1 \' d lan' d la inte e o pr1ncip o 



aqu 1 

1 U) in 
t ~ O ) 

p r ·a fó 8 ( .5 
un ~ent: o d1gper or n J nst 
la f 16n 1e o den cid 

• h ciando t:. O en la cu o ón (1 
¡rop1edad de la 5 de ser unit ria, 

15). Y usan o 1 bien o no 

-Jt-
S~ ( (.) S..e C~) :.. 

1 e 01 (1 15) duc 

j-'1 (k ) .,. H \1,(h'\')T \ (k"h -l(~)~< ( ~) . S: (h ~ \..< il 
+ l p (00 \,""2 (~1'{ ';.Q(t) ~- \~a ...... 1" \S:(t)-11 (k..\'\. ~ J~ 

J..U J ~"l. _ 2. " J 
o 

\- ffr J" i. (k. ~, U. -'1 (~," \:. ~ e ~ 
11' " 

o b1 D, como t mos;· rá n 1 19u1 e ~ . o. ~o 

]. 111 a ntegral. en 1 t uBo1.11 (, o 7). '3' u de o , 
1. (k. ), anula¡ n t neee pu po~er '. pl en , 

do \,~ <. 'C') .. \,~ O~'f') a 1 e pres1 J] nt 11 e8 "! D 
lón s tenor, 

)11- : ).(k~ .. ~ lls~l\>.)-~h:(k ) .. [S, (k)-·1\";~( l 
1- 1. (:.o [S.t (~ , -1\ ~ ( '() - \:s e ~ ) - ~ ~.. (" 't '\ ( ~_)~ :. cl \, a. 

l"'V1 ~1._'I. \~ 
) ( 

7/ 

( o 

or 1 D, e co 001d033 ue 

(~ ~ )h
t (k~)-

1:. 
) , ~ .9.-\ ( ( o 

q :p 1cE: do . 1 d (~+!.) .) ~ 
f f ,,'<" ) 
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1 1 

Bsta II • 
~U8 de la aCl o 6 (1 0 

1 or Ú1 imo, de vazado ep oto b 8 • b4. 1 e 
1 2 ), S8 'ti •• 

o aion (1022) (023) on 1 1 oion d e1 per 16 
b D se pu en pOD r n la o a impl 

.. ~ SQ(k) e2i ~ ~ ~ p ( f(q 5~(~)e2~~ d ~ ( 2 
1T' j 1.._ kl... 

(1 

D don I!I pu o ('~ '2~ Y 8( em 1n; greS la pB 

nte 1 de la ecuación (1 21)0 

ob o16n de ajarto 1nt 8 que 1 

de la cuao16n (1 o 4) d Jn van' o 8 re ap 
• p ro tambió es po ibl. den .r la cuac_ 

1 C:lcSD e t 1 p rt 1 agt.rL na y la 
5 ( 1.) i...¡~"-

1 ~ ..... ~ ,7 qu 
f<. ) ca S ( ) '1. i ~Q. 1m r .lk)e~i. a..:_ 7..? .::..,. . .Q r~ e. . ~d t: 

11 k. o \<:<-- k"J,. 

cu 1 'D ( Q 

to J.. 

( 02 ) 
rt al 

( 



• 

U8016n po d poner nmed1at m nte Gamo 
o.:t 

J 51/(I') e2. i'''j¡:: =. ') ( 02 ) 

-ClO 

Esta Última eo oi6n, que ob i ne e1mpl n d la 
c101l 8 de d1~ ra16n, ea, .gúD S8 pr ba , a cont1nuaoió t la 
c16n qu haoe que la Últim lnt gral la ouac16n (10 1 ) s en 
l' que permi t16 obtener 18a rela 10ne e di pers16n. E 10 es, n·· 
cierta torma una oomprobaoi6n d 1 a oaon 1st ne1a el método 
pl a40 en 1 p sente eatu 00 

' 03 Determinación de 

El problema ahora e enocntrar 
1nte 1 de 1 ecuao16D (1017) • nul 
diolan 8011 válida. 1aa 1a01 D • el 

Dicha integral • lYO factor 
ao 

I'L (I~,'(')::.l I,(kl\C:.)U.Jl((,,")~1.J,, 

n qu condioiones 1 Últ 
7 en cODsecueDo! , en qu e 
disp ratón obt Di a o 

nu.mdrioo qwa DO int re 

\lO 00 " f ft 1Q
l RP \U;("-,f} - V;'(I" f'1F1dr} 1..(~(1<., r) ~'- d \: ( 1,, 2 ) 

Ahora bien, intercambiando 1 orden d 1 s 1nt grao1one pu 

Dar 
<10 ~ 

L (k,") ~ 1 0,( U:(1<.,f) -Lf,·c ¡c.,f'~ L(..t (\c. ,~ ) ¡C' <k} r' j} lf')J f (1.2 

o 



di! e 1 1 gr I k¡ ~ 
qQ no e o noo 1 ! d la 19 nfu~no1 n 

pa '( <. "" J pero i encuen en qu oondicion B anul 
pre816 nt .. lava en la integral (1.29), e obt1en q e aunq 

OODozoa la ntegr 1 1, I BU 1ntluetlola en la integral 17. '7 P 
tanto n la re ac16n (1.17) que ea le que con4uo a las lac10n 
d d1ep rS16n, es nula. 

Llamando 13 (P, '(' \ • 
00 

I~J fJ ~,-; J [U': (w=)p) ·"'r/ (~)f) U~ (~},..) ,,1.J ~ , (1 
o 

ti ne que por la defin101c5n (1 09) e a funoión ~ (" f) t 

Recordando q e la 1 ció (1 Q l' ) ri11d paru '\ > el , 

puede st1 tuir en la cuac16n (1030) la tuno16n U~ (~-) '() por 
a ezpl~o1t (1 0 4), entonoe 

l~ (r.1) '" fU: (~r) ~.( ~y) ,,' d \: -j :/( I:f)-l~ '1< r) 1<1. J (. =- 7.;' S ( ,- r ) 

00 

_ i~.J J : «f\h; (y..,-)t \:'i~f)hQ (t ri ,,'.:! \:.' ~lS.< ')~/ <r )~( «) .~( <)1\. (tf j' ;.( H t' , . 

L, (, "2 

Pe 

~ (h~ ('t.(')~-~(~y)-\o \ijll"f) ,~(~~)'l 

= \ l~f) ~ ('l'(} - ~ '" h~ ( f)h".o (\:() ~j(\l:r)h~ Ct f)1 '1 

~ .Q ~ L 
d modo que 1 cuao1ón (10)2) qu da, 
de la t clon 8 d Beas 1, 

000 

'CODlando en e en 1 e p 

1.,(P~~) --J~[[S~(d-~~+A(~)~t("-'() +lSQ(-l-) ... q \.Q( F)\).q(~~) ~'Z.d\C 
o 

y 00 o 5:(~) :.S(-~) t~.R. (-'e): \~J (~r) v e po 1 le poner 1 -
gral. e la to 



, 

ao 

1) (p I ~) ~ - ~ ~ [S~ (~\ -'1 ~ ~ ( ~ f) \; (~ ) ~ 1. d ~ (1 .33 
.. 'QO 

Ahora b1en 8a b1c1035 que 8i n ha)" atados ligado , la fun­
o1~n S ('(.) e. 8nalí'tica D el em1platlO sup rior del plano oompl jo 
del momento '~ , e modo que el oanto o de 1ntegrac16n puede d fo_ 

UDa mi c1rcunferenc1 lnfin1t n 1 parte upe~or d 
ho pl o, to es, 

C>O 

I~(r,() ~ -~t( 5 .. (") -I]\">'f) ".1(1'-'<) ~-"c1 w:. 

Como la 1ntegrao16n e hace para lorea m~ ~ nd s de 1 
riable K. í) e pued." usar 18s form s slnt6t1oa. de la funo16n d 
Hankel 7 se tiene entonces 00 

~¡[' ,~(hr) ( ~ r[ \~(f+'(') 
I~(r\<)~~ T S.(~)-~e ,,~ .. ~ J SR(~\-~ e J \C- • 

-110 

y por la eouao16u (1.31), ti n qu.e 
00 

J [ 1\ ~ r.(f+f) 
S.((~)-~Q d~~o 

-00 

to • 
(1., 5 

-(lO 

st. resul ta40 illdio que 111 f +'t' ~lQ.t 13 ce l '() :.0, e m 40 
tom 'f' ~ 'La.. v e ti e qu I)(P. '()-~ o p re todo Y810r d p 

Por tanto la integral 1'1 ( \l) 'f) dada por (1 029) e nula 'f ) 2 Gl 
a 

a valide. de 188 relaoiones de pere1 n (1 0 24) 7 (1025) qued -bleo1d a 



Re i on 
:E.'D el inciso 

1 exp ión Sf(k)e2.i o.... '7 para [s~( l)-'] e.-¡k - , '7 e 
ner ahora una 180160. en 1 q pare208 expl!01t nte a ampl u 

41ep ret6o. que. como b1do está re 010D da con la tunol d 
d18p ra1cSn .5 (k) })or la t6rmula 

~(k)e) 7:~ 'i (1..e~\)lS~Ck)-tl ~?(lD~e) , 
1 

( . 
00.4. e • 1 o.suJ.o d di er in. 

! elo la relaci6n (1 022) pSZ'8 : 2 CA.. IJ mul 'ti:l.pll0 ndo la por 
(¡lH) p~ «.0<;9) 7 8 odo bre mo entoa su1 re ,e, t 

\ 
~ (Z{J )rSc (l) ,~ "L\~(o. 'll 0JGOR~ íJ 2.eH)[ S.t(~) ·'1 e .\"-"~ (((. se) 

Mi- Jt+ltll'" -~e ~(o~9):'- 1T ro ~,_ ~l.. t d~ 

7 por 1 eouao16n (1036) e tienG •• nt DO •• 

lit Re qkl(7)e ... i~o. .. ~ ~ (\."n ~(\<.,&)eti~o.\<.d\::., 
1T Jo ~ "t _ ~L 

que e. UDa rel 01611 48 cl1ap rll16n para 1 ampli 'tiud de d1ap r 1tS 
Prooediendo d UDa m e n'108 on la re1 01 D de d1ap 

16D (1.23), obf¡1eu. . 

\ 
f'(R 9) zi\.." __ 3.. ? (" ¡¿.. C(IC,e)e"'''' 1"'011' 

m t J R. - 11 R. Jo \{ ~- k"L 

q e. otra relación de die eraleS par 1 amp11tQ d d1 per 1 
Pero por otr part, por al CODoe do t o m óptic 36, ti. 

( 1 0 

1 



que es una relación entr 1 seoo'ón t t 7 la plitud e d 
1~ h cia ~delantc. J~ co aecuoncia, la relaoioneD de diepe 

(1.38) 7 (1.39), D pueden poner como raln010nea entre la sacei 
total y la parte raal de la amplitud de dispcrei6n haeia adelant -
8i se hace e:: o o ':8t88 relaciones toman una forma mucho Me 
s1Qple si además BO ~pone quo 1 ale lec del potencial se puad 2 
mar aomo DUlo, eato es, a 1nteraccl6n so oonsidera puntualo En 

t ca o .8 tiene 

Rt¿ ~ (R,O) 

Eetaa relaoiones 8011, en princip:Lo. ro o101les tre cant dades b-

e rvableB ezclua1 anta. 

Lo que hasta aquí Be hecho 8a raBWDOD. trat .... el pr -
ulema d la d1spers16n como UD prono. de condiciollos iD c1eles y 
ontonoes, del heoho de quo las a1Gmfulloi e estacionario tar 
un oon3unto oompleto de tUD iODO 7 U8 d la condición inicial e 
siguen las relaoiones de diopor 6n. jJite reaul.tado d be oomple ar -oon lo que 80 diaoutir! el capítulo 4 7 0011 loo re~.1tados de 
la secc16n 11 para entender su rol.aci6 OOD 1 deBcr1~i6n cau 
do la dispera1cSn. 7B que la d r.t. c 6n prescm.tada aquí no o 
usado n1 formulado la oondic16D do OBUC Dl.1dD.d, sin a bargc. en otr · 
traba~ol2. usando tambi. oondlo16n iD el 1 '7 sarrollnndo 
fuDci6n de onda dependiente uel t10ClpO al tórm1no de las 816-04"".," 

C10DOS outa.alono.rlo.s, se obtenido ura dssorlpc1ón e our o 
del tiempo de lB dis})ers16n, qu OBU al. en al o tido d dar 
oomportBmicnto correoto d loe trano1tcriotJ, lo qu. indic la 
tonola de una oonez16n tr la OC1~D de dad y lae 
Des de d1spers1óno En la ogundll aocc1cSn do eate tl'ab 30 e aol 

oomp1etaa nto aate puntoo 



CO¡!tsl0 2, Caso relativ ein-Gordon. 

2.1 Planteam:1.onto del. problema.- El prooedic.1onto que se UB~ 
ri para obtenor relaoiones de dispersión para ecuaoioneo de onda r!, 
lat1v1stas e esenoialmento el mismo que a mple6 en el oaeo DO r~ 

lat1v1sta, con las diferencias inherentes al hecho de que en el oa­
so relat1psta 8e t1en la oa1b111dad de tener energÍas pos1t1 
'7 negat ws. En ¡;ert10ular, en la ecuaoión do ond de Kl. in-Gor4oll 

t1cn una ligera oompllo 16n mntem&t1ca debido la presenoia -
48 una en veda de seSW!ldo orden respocto al ti ampo t '7 que haoe que 

la condic1dn de ortonorauall ad de las e16Sllfuno1onoa DO s t8J1 sim -ple oomo en le caeoa d, la ecuaci6n ae Sc~d1nBer O de la de D1--
raoo Esa compl1oaci&n 'i1f1culta un poco la e luao16n de los coef1 -
018nt s del desarrollo de fuDo16n de onda dependiente dol tia po 
t&~oa de laa e1geDfUnc1ones estacionarias. 

Una oba rva016n de inter4e 8S que con m&todo que oe usan{ 
a puad ver COD olaridad que la condio16n 1nioial es, en cierto -
sentido, un ca partioular de la cond1a16n de cauoalidad. la qu 
en el e so de eouac1olle s rolat1V1atae si tiene pleno oanti.do como 
UJJ l;(mi te a la veloc1de.,1 de prope.~-ao16n de adulea fÍD:A.oa Q 

Ih esta 41aouslc5n se conslderar4 .8 el pOtencial dispersor 
actúa la forma de la 00 ponente tomperal ti UD cuad:r1 v otor o -
00 un eaoal.ár.. Ha)" Uf. a d1feronoia importante tre eatu doa p!!. 
s1b1l1dados. pu 1 · al. .'potencia1 e8 la OODlpOD te tem.pora1 de un 

ouadrlv ator, la tano16n S asociad al prob1oma d pend no e610 -­
d 1 m to ~ • RilO taillb~ &n 4el aigno de la erBÍa, a1 trae que 
en el B sundo oaso 1& fW1c~·.6n S B 1ndep¡'ndionte de dicho 818110, -

oomo puedo vorsa d1rQotamot\te ele 1 ouao:1.6Ila Eata diferenoia a 
man1f1c ta en laa relacione u d cU.spers16 q11 e 00 obt1en8ll '7 80n -

muoho da oimplaa a1 ee tieno olaBente UD po :-anc1nl escalar. 

S tratar4 tonca lA. cuaci6n de KleiD-Gol .~on oon dos po-~ 
tenelal V, (-r ~ 7 V'L (,,<,,) ml3etoo a la oond101611 ~ 1 1) t de lo 
tipOS clonados. l!DtonC8IJ. ~\a parte radia1 de la 00 ~C1cSD de -
Kl 1ll-G ~dOIl d pendiente d "L tlt.'mpo, para momento ansul.ar ~ '7 ma­
sa. 'm:: J e 

http:Oa�{tp.lo


dond. V, ( '(' ) e. el. potenoial. que, • o ri 00 D t de v ot r 
\,J L ( (") ea el te c1al o e r. 

D la eGUacl&n (2,,1) .8 01811 que la e1a8llf'unc1ones est c1 

11 8 cor.reapon lates la arpa t-= j'(..~-t \ ti taoan 
o1Óii 

-L {(,(,"t dU.q(~I'()) _ J(R+I) U (~){) - U (t l'") 
{L. d '(" ca f "{ 1...e ~ 1 

_ na eata 8 clón. • o te qu d b1do 'ti o 

[t: + V, (~)f =: t 1..¡. 2E. 'l. ( x) + V, ~ C~) , 

1 'J \ ( '( DO ea 14&nt1oam "te o ro, l.,.a e11teD1'\Ulc10 • U ~ (~ () 
dep den de1 s1 o d • g{a t o 

Ah bic, la forma d • la fuDcion. fU de rgi 

de d1ape 01611, • to ea, para Y' ~ a... eo 

U~ (k:, d";. Aí h~(k:.'f) -1- S~(~)E) ~:(~'f)1 , ,\>0.. 

d modo u 1 \1, ( {) $: O 
\}\ ( '( ) ~ O 'l la 19 010n a no d p d d 1 a 6110 de 

orgÍa. por t t 

S~{~,~):: S;a(\C.,"f.) 



P r breve D in d e la 1au en e t el n 

'.e1 (It:.) -:. SJ2(l=-):!:: 

E DOClaar o ahora oontrar el fao r d normal1zao16n A 
adi o se el m'to t1pl1o do la 1 

(2 u 2) U/(K.','() I (2 0 2) 

t al D10 fm o ~, por 8 do, 1nt. do 

ap o"' a f. obt1811 f< t -n . E. .. E' .. 2 '1,( <)1 4 : (.' () u, (\<.. () (1. el -r 

, 
4 48 E ea la en r8Í corr spond. n10 al momellto ~ r Q 

!~.nd que 1aa GeniUDo ODas U~ (~) t") t en 1111 

00 por" ooto repl.ar el or18 • bast ev. u r 1 m1 bro d 
roaho d la ecu 01611 8Ilte or para '(""-.+gQ sando 1 Cli.ao16n (2.3) 
7 ~ pi dad 8 Bs1Dt&tia d 8 tuDa1 ne de Hankan d 

por forma (1.12), así o . la toraala (1.13) 7 1 e nd1c1~ d 
1m tar1d d de la :tuDC1ÓZl S o El resul.tad e el. s gQ1 ni¡ I 

I[t1:t. t2V\(.f)llJ;(~'ti")UJt(t. ,'(')f t.d"f , . 
o [O !d ~ \ ~ n t. -=* S iC rI r ( 

_A1. 2 (f.tf')S(~'_~)= "L I ~I 
- y.!,' ~#~ A Ó (~.~) ~i ~I?";"~')\(\ L 

"-

AL factor normall al&n t no 

~ I --2. ¡ir ( o ) 



7 las e genfullc1 ne s normalizada o t {' ;r a. , 

(20 ) 

Se uponclr4 ahora que inicialmente S6 t í. 
ue 1 inst- t t -.; O e introd o die er r 

func16n de onda ¡ara t:, O s, para el m m to SD,e.--

+; (~lO) :: j,e (~I() , 
(2 1 

() ~.t (\ t )1 = -, E~.Q ( ~,'( ) , 
Z> t t-:. o 

4 dE'\. == k,1."" \ 

ED aeneral, para t ') O S8 ti • 

,1 (~ _ü.t flll \f,t 
~(~li)'Ja..t.(~~)Uh(v.'1)e dr..T a~Jk,v.)U .<I'.,~)e al::. 

o o 

Las oond1ci0D8 (2.10) 88 d poner, por la eou 0160 (20 11)j 
lIO 00 1 ctR• (" ,v.. ) u~. (v:.,~) <1 '1- .. 1 ctR.t k,v. JURo (IC., '() el \:. : i (1< j 
~ o JI 

(2~12 ) 

f,t) CI~.( ~,v..) U .(v., 1).:1 t. + j: a.f. ({t)"" ) UR_ (~,~) el 1:. .,. - i t. ~ ( "-.) 
o o 

Ahora oODat e la %pr a1cm 
~ 

[E.' +2.",( ')1 ~.t hj- t ipl' \ ~ J -í.' • ~ + 2. v, ( 1 )}::¡.f. ( ~)I'. w •. O:J~) clte: 
o 

00 

+ )~~'tl +l.v,(~) Q.J1.( ~)\:. U.q (It) ) d ~ . (2 0 ) 

o 



--- ... 
u 't1pllca: do m m ro d 

in egran o res to a '( • 1ntero iBllclo 

oionea y usando :La oondición de o t no 
monte 

ci6n 
1 rden 
da (2.7 

00 

al_(P.,I:.')~ í[.s'-E +2V'(~jf (k-<)U;: (~'¡'()'('LJ( , ( 
o R 

Por UD pro edlm1 nto '-logo. 00 st do 

[r'-t2.V, CT3JiltT)tES-,!(k'f) •• p de 

En r 8WIl se 1;1_0 

OC' 

a~/k,\:.).,.J tí tE +2.v',(()) s. (b.()U:i (~,X") \"1.dr, 
o 

(2,,1 ) . 

~o a 
t punto el procodimiento q'e oonduce a las relaoiones de dispor 
ic5n ae Illlodo se ir por anal.ogÍa. _ primor l~. en 1 eval.ua 

ol&n expl.Íoi ta d loa ooe~1 1 te del. d.sarrollo ct ~ ~ ( k J I() , 

• prsa 1;a la 41f1oul't d d qu e1aent\mciaa8 I)~ i (~I ,..) eS1 
• oonoo para \) a.. ,~t q ].a 1ntesraJ. qu es n oe o 

.. " oaloular .8 extienda a 41 tBDc1aa IR 01' 8 q: e Q. a.."tODoe. I P r 
alogÍa OOD el caBO de SobrOd1Dger, ee detiD unaa tbnoioDe 
1J; t ( t. » '<) que t Q'BD para toda '(" la fo qUe la -

.is~c1ODe8 U.t '! ( k: I y-) ti 111 para '('" > a.. ,esto.. 

Lo 00 eficient e a..f± (b.,t:.) 11 puedan poner en tC§rm1Doe d 
las tunc101los ~ t (~) 't") 1& l&1ñente f I 



\ 
\ 

pr1 1ntegaJ. d ecuao16n teJ~or ea sene alm .A. 

1 mis qu ha sido oa1culAda en el caso de SCbrOdiDger,"3 a, la 
,ma do la otras dos e le llamnri implemente 1, t. ( ~, ~) • A 
1(r.U1l. q e en el oa~o no relat1v1at , I., 1. ( k) ~ ) o dari oon 
bucl6n a la func16n de onda en ciertas oondiciones. Tomando en - ­
cu uta el reaultado (1.14) e la d1 oua1ón de1 caso de Se dinge 
oon las d1foroncias debidas los f ctores de no 1z 01 t 8 

ti e 

a -tt ( k, 'c.)",- f."t: fl[['+S;t (")1 ~( ... \.. h (-1)"+1[1+ 5";'"1 M) Ó (u~)' 

Su.ti t1qendo el, Y&J.or de 10B ooefioi lit B a..f 1.. ( ~) " ) 

la ~o1 n d onda (2.11), '3 US8I1do la %])rOs1&1 (2. 9) 

e genfun iones lA. J -+ (, '( • ti _ 1 



~ ~ o 

+1 t~(\q·)U~,(~)~\e-il tdl<- ~ r I,J \~ )U.q.(t:. .'f) q,d J ¡: 0(. 

o Jo 

F.I1 la - o g¡mda integral no o • baO puesto 1 lIr c1p pO • 

realld DO hay palos, J'& qua (I-t)- ~~E y ~\_~ :. E.1._='-::(~-~)(~-te.)o 
Co o S8 demoatrar' adel to, Ílt d • 1Il'tegra]. a -

o e re resontar4 mpl mente por I2. ( k\ '(') , ae 8D SIl 1 -
'( ~ 2.Gl d modo que re8tringiéndose e o valorea '(" , la 

o1Sn de onda 88 pu d pon 

.t «,t) : j) In e -í E\ * f[S.q.l \. )_~~~ '. kq 1" ~(:("-)-~h~ (~,)} e-i~ 

+ ~ ?J(~ + ~ ') iÍl S~.('-l -O h~ Cr.<H:S:. - ) l·;:. (~(1 l' ~).e e - t.t~ J ~ 
Jt rr c.. ~"l. _ k"2. v:. 

o 

+ ~ )0 --= ') i.jlSJ-( .. l-ij\,\ (~,<) -(5:_( H h""R(~Y~{ t ) t ~ J ((2.1. 

o r~2~ 

88t pu to, • de er )D 'o16n 101al 7 
la ro ciones 41ap r D, P ro ee 11u""4ra 1 'YO V como 
01 inicial. relao1 da OOD la o nteS de o aal1d1d, 
ou impone que 1 punto al1uado a , no i b 

da dispersa ta qu ha7a pasad 1m desd que 

http:onusal1d.ld
http:rel.ao1one.da


t onda p·ana tabla 1 a ta 1 1netante ~ 

se 1 trod e el 1speraor, no deb b~) o ~a d1spa 
ti mpo t ~ '< t entonces El ti n, que -.a :funo 6n d onda e 

Por tanto. a la ecuao16n (2.19) 
qu da anda dispersa se 8DUlan por 

19u qu lo t 

t <. '\ t ss o e , 

fL 5.(+(~)-~~/k<) l5R·.(~)-Ü~ (\~f)~ e-i~t 

(2.20) 

::: - .f f(l+ ~) L lS.f~(k.)-I]~+R (~'() -[S:.(~)-g~~(~~)1 (~)~/'~d 
U" J r.. ~ '1.. _ ~l. ~ I 

o 

d (J i~') 
Ah 1'8, apl oando 81 op rador(t (" - ~ ). - Tr .... --;: 

• boa mi 'broa 4. eata e 16n, 8. reS. 1 ord de • f'lm 
• 

110 de H el;1 o Obt181t.Q, u8&Ildo 1 fa d las atones h~ ( ), 

{\ n-.L S~. (R)-I}Z ,\"1 12.-' El" _ t:. p í ool R .. ls •• I ~)~.le¡'<\ ~-¡~ t( l-\o ~) el t:. 
) lt JI) ~,_ 4 ~ 

(2 2 ) 

Esta relación aa vttl1da par tieapos t L. '\ 7 tu del 1-
peroor. ~1ene uno forma ooida a la rel_oi6n de 1aper01ón 
ni a para el cae DO rolativiata, pero ea a rolaci6n que dep e 
de t1omno a tra &8 de una expono cíal s. J to ea al resulte. o --
qu ,gua de a impos1e d condic .sn da causalidad. or 
bien, puesto qu la relaa16n ente ~or vale para ti 'C\poa t <. '(' 



rt t-::o s o ,p 

e d 016 rocia ont que 
o o un oaso par iou d 1 o n 1e1 iJl one 
e do t -;. O ec se (2.22) ., to se o ti 

t,y¡ [Sl. (\..)- \1 e l'~" -:. -1. P ( Re lSt:(4~~~ '( 1 .. ~ ) a\:. 
rr Jo ~ - r.. f.. 

Ah 

o dic1ó 
b1 

d CBUS dad 11 

k (DO Re l SR (le HJ e'; "'_ ( ,_ !:. ) d 
n- J ~,_ k 2. E 

CJ 

ot 
s1n 

rdi 
te ai 

Si se supo • ahora qu la 1nt raoc:16 os 8 lo. de 1po 8 

'é o e, V. ('() ~ O,. lau.G 4 la GOl el ( 2 ) qu 
5 +l k) -:: S~_ C\~) ':. 5..t (k) 7 r o1~ ni; do duo e 

t 

00 

\vn lS~(k)_lle2¡kc.. :. _ ~ ~( Re~ (~~-I]e"2.I~~ el \C.., (21)2 ) 
Ij lT" Jo c. l . k . 

misma elac16n d d18pera1~D que e ob d 

S r. Tomando la d 1 vada ree to • a. e 
o ti. otra l'elac1cSn d dlsporeitSn. 

U obae lcSn :lDi; 8Dt e qu par o~tent: esta re1 e 
n s610 e us& 1 prim re o diel 1 1eia1 (2.10) podrla pe a 
B qu condici6n inicial la d riva 2. i~J¿ ( . '-) • q 

c.t 
dada n la se. 4a ecu 6n (2. 1 ), dar! luaer otro par _ 

1 010 S de di. p rs16n. En el ca O d q~8 e -;cnclB teraccló d 
tipo de arta e mpOlltmte d auadr1 ee or t e obt1e oree 

ot a relao1 non de lop r i l1áa nte dio in a pu e en v z 
de os f 'ore ( ,+ ~ ) (\ - ~ ) 01 n ( 2 11 .:. ) , 

caen os :80 ore (1-+ ~ ) (1 - ~ ) ,ero s1 la _ ....... ---
te <:1 e8 UD camen e Be ~ s obti m e e la ela 1 

de dispar 6n (2 0 24). 

http:escal.ar


D .mi nto que 
mq .. e;lente 1 que 8 S1(1D 1 ca o no a 

• 
mpo t -:. O , 

CIO 

I1..( ){),:jtat ~.~)UR+(t 
" 

) oh .. + ~ 1\.( ,;:. u.c_Ck:.'f al'- ( 

Ll Dd -1.- (~I ,<) 8 o 
1 • ant no 8, ti ,por· a CilIl on 

1 de 1Jl1010 de I,t (k ~ • 

1 .. .( P, y) ':. J. ... { H( ttE \L U·. ~.f) -~: (~d + 1 V, (,.) UA·~ ( f'jjpp lp1. rl 
( 6 

1 t ro bl ndo 1 orden d lae 1 gra 10 8, ta o 01611 d 

oner 

IH l~, y) ':. Cr'- ~1 ~p\Jp t {( (+ E.l L.l;. ~ "-. o) - V;: (\<.,f l). 2. V, (F) 1..(; 

(L 8 

UD espree16D úlop obt1.. re 

Abo d el r4 por r.~!. (f\ '( ) 
C>O 

13t(fl ~ ,.J{Cfté.) L/cl·,f)-l&~r.,p)] \ 2 ',( ) 
() 

(2 



2 14) e ni 
2 ), 1· qu 

j.R( ke) = Jú ~~ "-,~)dr. HE h"- \ r)n.l~f)U;.t~f) 1. dr 
o o ~ 

00 aO 

+ J U.q_ ( ,'ld~ ~ l~-E. .... 2'1. f 1 i~ Rr)¡.~.t- "'r) 1.df , 
b o 

1 ro 1 nd or n 1 n 

. (h): ~j~(kp)r' ff{l t T ~ 2V,(p U; (,p)() ( l) 

o 

-t tf.-tt1..V.(f'1l~ _(t:)~)Ul_(~ )~ c;{~, 

por nto 8 ti ne q 
00 J {t t t 2 \4\ ( f; U ..tito" l ~) ) U..t .. ( ~, d 

o 

+ t ~ -E + lVI (f ~ UR~ (~) r) U ~-l v: I ~ ~ ~ \C. -
, 

e. 1 eODd! 16n de e 
6D d n.1n-G rdODo 

ora b1 D, 

dura p re la e1B nfunc10 8 • 1 

I'2.. ;:, I~+(k}'f) ~ 11..( ,'() 

-:. rlI1 .. (f,~\-t _(Pl< ·.Q(k\\ ~ J 
o 

1 I1.(k, ) d b 

f(.~ 7 por la 
1 8 1 

f <. o.. lae 
p <. y et 8 s lo o D P el o Si e 

)'2. nton e I31- (PI '() -t I~_ (PI '() . nul f o 

(2 O 

2 

u 



p;,,"lmer lugar, por la def: n1ci6n de : .. 88 tuno1 ne U;"!: ((.)f) 

dada en la ecuaci6n (2015) se tiene que, por la cuac16n (2029), 

Ahora b:len 

lJt. (p,f) .. I~_lfIY)-: 

= [""ll [H .• 2 V'(f'lU;. (I<.,r) U. '(~J x) .~-E ~'2"'(f~U._(t.,~)U~_ {" >(')1 dI:. 

-f1 (f. -\;, \ 1ft: (<-,r )UR> (Ie.>('\ +(f. - E. \ "'~ (q) u.~_ ." ... ,} <1 \:. 
o 

La primera ln~.sral es oonooida por la eouación (2030)¡ q -
eDtonces por evalua. la ae¡unda integral.. P ra eeto se BUpOlld -
que '( '> a.. , de modo de poder utilizar la toma (209) para lae e" D -funciones U~(~I~) i usando además la def1n1c 6n (209) de lae funC1~ 
n 8 ~ (I')P) , se t1eDe 

I~t (~\ {, t I~ .. <rl (") ~ ~('<1) .. 
r 

<lO 

-~ J (1+ t )[,,~ (t.e) "t ~:" (\: )~-R \ ~f~l ""-~ (~~) + s~ 'te ~ )~t.€ (t. ~)) ~"lo ¿ t. 
.. 

- l/Ir n, -i )l"''' ("P)+ s:' tr-) ~/"fj[ \;. (\<.<\t )~_(~WR (\O~)1 ,,'" dI<-
b 

00 

= b(-C-P)_ 3:.\ i (-=-r)l ('-'f')\L'Lc\(. 
f2.. TT' o ~j ..lJl 

- ¿¡11T ~."" H l S~, ( .. ) - SJI_ t't.~ 'h\ ("f)\'~ CI'-Yhl s;. el<)- ):. (1:.1hi ICF)hf lLf
, 

_ J.. ((r s (lLH -1- S ("')_~\\ (\<.f')\'~(l:-r) "'ls;.(¡c)-\tS~:(lL)-l}h~~f\~ (~,)( ¡c' d 
'llf ) 1 L ~+ :R. ~ ~ J 

o 
(2 4 
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) ,'l.d~ <'>a. ( , 
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1 6D 
02 
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• n o 
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1 e 01 
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S1gu.1endo una 
lntepe1 el e 

11am D o 

e qu 

at 
10 d 

2 . ) 

-tJIQ 

de oahi IJq O, 

nabla 

=~+'E 

z 

p ede 

~ ~ ~ { '5--r j f. -:. 2. (~ '5-') 
108 l' de 1 1uteg 00 

que 1 te 1 q 8 

.o 2 ($ .. ( 5) -1) "-L !,- S ) 

es ... ,)( ~ -z .. • ) 

S a sund 111t g 1 1 b o l:"~ 

1 qu 
lS.llt'5 ) - ~ e lA. ~_'5.. 1 f2 d 

'5-L1('5- .1) 
-CID 

tone la o16n (2.37) qu d n 1 'lo 
00 

+- S~CS) -I . 
('~ - . ) d ~ '" 

CS-"1.) ("5 _ . ,) e :: 

-00 

eate e p:( o 
rtío qu o 

p en 
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b1 
ra o t ner .s • 

t, ::o • I 
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Si s 'pon 

, 

1 ecuao16u (303) se puede poner implemente oomo 

Tomando abo~ .&10 UD término particul r del desarrollo, o 
t audo una j 1 UDIl S fi jaa, -r llamando i a la suma .i ~ 5, -
p~ed poner por simplioidad la co d1ci6n inicial, d 1 mismo modo co­
mo ee procedi6 COD los dOB oa808 ter1ores, como 

El estudio se hará tomando, para conaretar, ~:. - i 4e modo -
q e la condio16n 1D1c1al da a por la cuac16n (J06) queda n 1 ~or-

L1 j (kt) di 
E t i .h, j •. h',i 

, 
j(b.~)d·io , 

IJ. J)"" J i 

Ahora bien, 1&e e1g 
1 energÍa f -;. jr-!. .. I t. uncione .... tacionana oorreepon41en _ 

pu den poner, para ,("">0.., en la fo 

{; 1: (",v) est4n d do , pa en r -
para E)O 



(3 .1 0 

Ahora debe prooeder. del miamo modo que e proaedieS en el oa-
80 4. n.ln-GOr4on. En primer lusar, blQ" que determinar el faotor -
d. llormallB&o16n A. lu 10 .. debeD determinar 108 ooefiolente. d 1 
desarrollo 4e la tunc16n de onda dependiente del tiempo en t'rmi oe 
4 la8 1& ntuno1on ••• taolon r1 • 1 finalment~m dla1'1t el uao 
1 oondio16n lnl01al, obtienen la8 relaolones de disper 161'10 

EDtollo a, Bupolllendo que la elgentUDolone8 U"U, (" \ !) ti 11 
un oomportamiento adeouado en el origen, '7 tomalldo en oue t 1 1. 
taridad de la 1'UJ1016D S '7 le ortunormalldad de 108 armónicos e f r1 -ooa espinorlal 8, ee obtlelle que . 

~ 1 ,a J u.! (I<',·d !.10ft (~,!.) (1. d (" " A1.[(~:'l' .. q b b('-"o) eS!, i 
o 

En oon_cuen01. el factor d D01"llL811 01611. 

12l ~t il -i A:. ~Jrr M1. ... ~ 
Ahora pued oonstruir la tunclcSn d. onda dependlent 

Uempo para en la slguiente formas 

( ) .1 2 ) 

del -

00 00 'tt 
+Jl ( '1, t ) ~ J U-f+ el'. t) Gt.i. (It.,,) e-

iEt
+ J UJ-( I<,!) G1-f_ (~,l<) e' dI:. (J .1 )) 

o o 

Toman40 la ecuaolcSn aterlor para t':. O , multiplicando por - ­
U.ft (~I!)' '(1.. a la lzquiercla, integrando respeoto f, lntero 

b1an4o el orden 4e las 1Dte¡rac1oDee 7 tom811do en cuenta la orto ~ 

ma11da4 de las el¡entuna1one. UJ.(~l~)e B tiene - -QO 

aH (b.,,,) ~ 1 dJL L U.tí (~. <)t ~ (k, n '('.:1 {" (3.14 ) 



Nót8.e laanalogia entre la eouac16n ()014), que da lo 00 fl.el ute 
del desarrollo de 1 func16n de onda de D1rao, 7 la ecuaci6n (1 7 
que da los ooefiel te del desarrollo para el caso de Scbrodingero 

----;]~"2 Obtenc16n la relacionea d disper81cSn.- ED eS'ttriJ o. 

igual que en 108 do 08808 ant r1orea, la prlncipal difioultad q 
se presenta eD la evaluao16n de 108 coefioientea Cl~~(k,~) 8 q la 
intesr&l qua define loa coefioientea •• extiende de oero a int1n1 o 
pero las 8l181lfUllCloDea 11610 se CODooen xpl!oi tamente pa~ t'" '> a 
Frocediendo por aoalopa, es po lble definir una f'unc16n 14t (&:., t) q 
teqa. para toda '(" • la torma qu la e1genfunclon 8 t1 D P -
r >~ iI •• to e., 

, 

tri! (~I r.)" 'ó-J~ (f.\<. f ~ ~~;: (~I rh ~ (")KJ'/~ t\] , 

L08 coefiel.atee ~~t(k,~) se pueden,poner, en términos d 
1 • fW'lciOD.. -v¡ t. ( ~) t ) , .n la torma 

a.H (1..,,,) ~ ) .I.n.f;;i (~, t) \ J~ (I<,! , 1"1. J (" 
• 

( 016) 

En lo que 81sue se denotar4 por I,:. ( k) k:. ) la Hgunda 1n1.--
gral en la eouao16a (J o 16). Como 8 demoa1rar4 mis adelantec la a 
tearal 1,%( k ~ ~) DO da oODtr1 buo1ÓD a 1 t\moicSll ae ODda a1 el r 
te. oondloione. ee eat1sfac8n. La parte importante de 108 oo. tic .e 
te8 a.. J. 'i ( \..) ~ ) e. ÚDicament la primera integral de la ouaolÓD­
anterior, CUT8 evaluao1cSn 88 bastante 81.mpl 111 u la fórmula 
(1.1 t ) • En rea114ad el otU.culo d 108 00 flc1en tea a ~ ~ (k I ~. ) • 

m8tem'~1camente. una dup1icaoión del o'lculo eimilar que biso D 

el caso de la eouac16n de Schro41nger. como 8e ve f401lmente en • 
lligu1ente forma pare el 0880 de energÍa poa1 t1Y8 : 

http:a-R"!:"(k.lC


!. 
i. J.. ll- ( I ) \ t ( ~ 'f)) ......, -z.. 
i.tl "',h, ("-('\ '" .,),R'\:.. \')J401 OJ' .h' 1 

I I 2. 

t 
11 

( o 7) 

7 tomando en ouenta la ortonormal1dad de loa rmónioos e t'rioo 
piDor1al.. d ,.. t1ene \ oD te> 

aJ!;' (k, t) ~ ~ f! [L .. ,]"í. ( ~It Jlr~- (~(HS,,("-)\'~.,SJ.~~ j (~y ') {' d, 
J 1T (i.tlt tC(.I)(l;tn l.~ .l., ltt 

o 

~ JI. 

+- ~ il \,~ (I<t) ~ ~ .. { .. )\,~ ("')1 j.l (h) 'C'. ,,1< ~ + 11+ (k, ~ ) 
o 

(3 .. 18 ) 

Si .. compa la ecuaoión (3.18) OOD l •• eCUBo1one (109) 7 
(10 10) . ...... que l •• 1D1;egral • ., que h8J' que e luar son. o -
t. del tipo de l •• integrales que ee oaloularon en el oa o d. 1 -

ouac16n de Sohr041DB8zo. AprovechaDdo el rasu! ti do de eUe 08 

el oual e.,14 dado por la eouao16D (1.14'. tieDe 



De una ma era análoga se puede enoontrar el coefiel nte - - ­
a., .. ( k) ~) de lS8 e1geDfuno1one. de nergÍa negativa, u Bndo 1 -
eouao16n ()o10). El result do e. 

a (k t) ':. ~r.É. -t '1- i _1 {~ t[I-S;(~\) ( ~ ) ~ +, 
1- , . l ('étl)" Iiñ Et\ ¡c. (~'Z._ ~1.) ~ 

_.i!:- ~ e' -sI (t; )] (~).q \ + 1 I _ ( k) t: ) 
~.q 't. (t. ~ _ ~'¡ ) r:. 

Ea pO.lbl ahora oon truir la fUllc16n de oDd dependi nte ( 1 

tiempo mediante la eo a16n (3;13) 11 pero sólo se o lculera b P -

cular p re t -: o t de modo que por la oond1016n inioial ( Q 6) t -

tiene t pare. '(") a.. ,que ea la zona de va11de. de la ecuao1óD (3 8) , 



QQ 00 

+ ~ U l. (~, i \ 1,. (lt, \'. ) d ~ + ~ u ~ _ ( ~ 1 !) t 1_ (l.., ~ ') .,\ ~ 
o o 

, 

Como se demo8tra~ m4s ede18l'lt • .1 'f ~ 2.~ t la8 Última do 
1Dtegrel •• , que' represen1;al'tln m.mplemeD1;. oomo t"l. (~I !.) 11 s. Dul D 
de modo que 11m! tando Be a valore 8 de '(' >" 1.. ~ , 88 ti ne. lI88ndo 1 
cODd1c16n d unitarid 4 de la tuno16n S~ (~) 9 q 

J/k,d' ~ [~;.(I{,!h{~+(k\{)] + 

+i. f CrL ~~_f(!).f lS/~)-il{; .. (\(.lt)-l5:(")-I){; .. (~'~) r ~~ _-\" l\(.ch: 
2.lT J l{f.H\~ ~ ~ ~I._ '-."'" lh·H}L:-t1) IJ 

o 



U ndo ator 1- "] 
1.) "" . t 

q 

+ 
Escribiendo en torma e%pl!o te loa ep1nore. 1t.~! (,,)!: ) 

segÚn 1 11 eouaoione. (3.9) 7 (].10) ti ne 

ilt(S~(~l-')~" (k'f)'t(S;(~\-~~-.l t( ~~)l 
E-ft l 1,,\ 'j 

(5.qC,)-l)h"'"fl(~~) l' (S;(k\-I)hj(Rf) 
o 

1 

(3 23 

x. 

(3 2 



d odo q a e 016n (3 24) s puede poner impl ente com 

( 

(5~( k)-I)h: I +(S!(\t.)-\)~.(1H(\:l.() \ : 

( S -t ( h. ).. \) ~ .t l k t ) -+ ( 5; (\~)-ü hA ( ~ T) ) 

S1 
rel tiV1 

f' 

oompara e. ecuao16n oon la eouac16n (1.19) del ca 
qu 1 eouac16n ()a26). UDa d~p11C8016D de 1 

epondlete para 81 oaso 4e Sohrird1npro UeancJo , n'to -
c. , lo o 1 ulo .feotuado. lIIl e •• ca8o, _ ob'tieDeD la J re18010n 
de 41eper 6n 

00 2., "- CL 

I lS ( L)-1 ~;k~ _ 2 ~ ~ Re l~~(")-qe d ~ 
l'w) L ~ ~ l e - - - P 

lT o ~l._\ll.. 

tod 
po 80 lar. 

t oilculo 8e ~ supueato que la interac 1611 • 
qua t&mb1'D podrí h o rs el il1a1a su:)on 040 , 

) 

hiso 1 08eo d ne1n-GordoD. q la 1nt raoc16 l. d 1 o 

1 cu r 00 pon n't. de Teot r. 

ahora la 00 41016n que hace que ante rel 
p reo en la ouao1!n (J02 ), 8e nule, 1 qu -
1 e1 e. de disper 16n (3.27) 7 (3.28) d pe de ~u-



d a nt ·1 nul. 1 mé o e pOI d te 
eh cond 010D que s empl ó n loe e o • Sohr n 
y de K· n-Goz' on o» 

La 1n gral r~(k)t) S8 puede separar en dos p rt~ ,un 0-

r epondiente nergía positivas 1 o~ra a n rgÍaa D g ti • 

donde I'2. t (~\ !: ') ::. ~~ U~ -i ( t.)!: ) Id: ( It \ ~) die. 3 ) 

y 1 • 1utearale lit (R, ~) e. D d dae por 
<00 

IIt{k,¡c.) "- jd {[U~±(~,d-V;±(~)d] j)k,rl,1.dr .3 

Su t1tuy ndo ahora la eoua~ión (3031) n la ecuacl n (30)0) 

1nt rcambiando el orden de la 1 tegracione. , e tiena 
"'O 

I2.~ (~, f)~ f JJil. fuJ ! (r.,!: t~h (~,r)t -l&t (¡c.)d]d,c} Ü~,f) rt.J¡ 3. 2) 

Le dit1cul ad en la evalu o1ón de est inte 1 es que no 

oonoo. la f'orm. xpl;Í01'ti de las 1ge~UDc10ne. \.A.Q! (~l p) p f <. ct , 
p ro 81 la um ,oara energÍas po itivaa y negativa. d 1 e r 1 
nes entre llaves { , en la ecuac16D (30)2) 8 aDula p ra todo /' 

(' oumpl ciert cond101c5n, nt 110e. la 1nt gral Iz.. (~) '!:) a ul 
t b14no Por ot par'te e obviQ que dioha integral s oero 1. f>a.. 

En pr:l.Dl rugar, de la fór.mula del desarrollo (3.1J) pa t::.o 
T d 1 exprea16 para 108 ooer a1ente. de dicho d serrollo do r 
la .cuación (3 014) sigue que 

( ~ t ~('<"-¡o) 
j d.n.. ~ \. \.\~ .. «, <:) 1A.¡.f t,fr .. U~J~, - \u-,_( t,P) 1 d c; (''- ' (3 3) 

d od que la integral r'1.(~ 1 'í:) pu de poner omo 

http:f'l:-0.33


) 

1~(k,í):1 { 7/) -~J...\l.~lu,.(.'<:'I1!;'("'flt+ uJ)"n1J.-('<>f)'lJ,-l 
CI 

or 1 bl reduoe a calcular 1 integral otre 11 v 
lo cual 8 posible porque 88 oonoo. la to~a ezpl!c1ta tsnto 4. 1 a 
funcion U~! (t)!:) para '\~a., como de la funciones l.ft(~}f )par f>o 
~amando t~(fJ!) 8 la expresi6n ntre lla~ B ee ti ne 

I,(f,i): ) Jl1-HUR (t.,!'Lu,~( ... d-~/.dJ.u~.c~,r)l\.(~(~>d-\UK->f'¡nd;:. ( · 5) 

.o 

~ Ó (f<~r) -1 d.lL~.L \.(A~ (~) <:)~. ("f )t~ <1;_(1<) f) tí. (~¡ f )tJ d ¡:. ( .36) 

AbOrB v de lB8 formas explícita8 OQ8) 7 (3015) ee tiene, apro­
cbando la ortonol'mal1dad 4. 108 armóniC08 eaf'r1oo , 

1 (p ,)~ S (,<,-r) _ (QD~ 't-1.L!:1..
t
+/]-I ..L 

~ -) - f~ ~ tr H.~ i I ~ ~ 1( 

(l~~)'. \.~.l~f) -t S.q tI/.) ~R+)( \<.t)1 \~~.,( ~r)-t S .. (\I.)~.R:t.rJ O ) -t 

O lk~(¡r.~)-r-S.e(.:)\~i\:(] tkg(k() + S-'(\C.) h~(tr~ 

~h~.~t\') +5.1(1') ~+,(~1-j"'[h~H( kf) + S((I:.)\1'Jl.,< "f)] o 
1-

O (~'~"'~ (~fi+Sit h~(tf~lh~(\::flt~(\(.)h~ {lr.f~ 
1:10 • • 

= ~('('/'_l~(J~"l«\\ ¡ .. (~r) . O )~-z.dlC-
r Tt o o ~O~'()~(~f) 

_ 1 OO(lS.ttt.)-U~JI!-<") ~+llt-r} -t"\.S;(t:)-i]~RJtY')hJlS ~f) O 

2Tr o O ~.J~)-~~J+t(~'()~+(tl')~lS;(~· -~~(~t)~~hq») 



po .. 1 

ah. de q 

-rJ) 

z d le. un 1 

:: )~(-~) y qu ~- ~ \:f I -: ~,~ ( c:. F ) 

tS~(~)-ll ~.Q~J~f)~~.h.,l~f) O 

o 

• t 1en q 

Eat ecuaol6a e 81mplem ate una duplloa 16n de la eCQ 016 
(1033) 4 1 08eo de Schrodinser, d modo qu por UD rezonam1 to 

D n41ogo al que •• a1gu16 en aqu 1 o o 8e tiene que 

(3 38 ) 

para to4 f 81 (3. ,9) 

EratODC 8 la oon4101cSn que anula a la 1nt gral Ito( ~ l 'C ) 
f':;~.:2.G\. o Quedan por tanto e tableo1d 8 1 r 1 c10nea de di 

(3027) 7 (]028)0 

El intere de e.té capítulo radica en que 8 demostr6 ue 
po.lb1 g uerali r partículas qu ob d oen la ecuao16 de Di 
el mé1odo qQe a1gu16 en el primer capítulo para partí~ula d 
Sohrodinge 7 en el segando para partículas de Xle1n-GordoDo E 
tren h cer notar que unque la eou.ao16u d Dirao es rel 
7 por tanto ti ne sentido la cOD41c16n eatriota d cauaa11d 
t 1 t imponer ta oOD41clán t iDO qu eimplem nt. usando 1 
1n1e1 1 7 un d sarrollo en elgenfUnolones d en rgÍa po ti y 

tlva pueden obtener relacione. de d1~ r Ión p la t B 5 
4el m1 tipo 48 1a8 que le tlefac D en el caeo DO rel t1 s e 



\ 
En et e pítulo se estu la Q la propiedad B de la fu c 

S en el plano compl jo del momento para al 0880 de4~ers1ón no 
lat1v1sta, esto ea, usando la eeuao16n de Sc~d1nser, por al m'to 
do de la aprox1macldn de Born, de modo de exhibir, de una manera -
muy s1mpl 1 directa que el comportamiento asint&t1co de la func16n 
S 8S tal que permite expresar Inmediatamente las relao10n s de dia -pers16u,que prev1ament han sido Dcontradas construyendo la tune 6 
de onda dep nd1ente del tiempo an t'rm1nos de las e1senfUnc oncs 
estacionarias de la eouao1&n d Sobrad1 gero S mostrará 8d más -
que 88 nece ario que la lntera 0160 representada por el p~tenc1al 
VCr) Bea de un alc8noe finito ~para que sea pos1ble establee r -
las relaciones de d1spers16n que e8 han obten1do o Este Último pUD 

to tiene lnterAs porqu. indic8 que DO pueden obtener relaciones -
da d' 8 " i60 como las encontradas aquí para potenciales no oort -
doso 

La conocida fórmula para la plitud de dlapersidn s 
co 

~(e)~~ IJL.eHts~(k.)-ll p.( ,o~e) , 
~~o . 

y en la aprozlmac16n de Born, la mp11~d 41sp rs16n est4 dada por38 

00 

r(Gl)-:._ 2 ( \I(f) :..e\1~-r ,'ldf? \ J' K'(" (4 0 2) 
o 

dond Ver) ea el potenaial d1ap rsor 7 K • ~l no - ~l , dond ns. 11-

UD v ctor un1tario en la d1recc1ón n la que inc1de la partícula y 

n ea la dlr cc16n 48 aalldao -
Ahora bien, de la teoría de lae funoiones de Beasel se sabe 

00 

s~;< o 2:.J2.hl)ll/IG-f ff1(0)S9), 
i~o 

d modo qu . tituyendo la ecuacldn (403) en la ecuac16n ( 02) 

tiene ~ue n la aprox1mac16n d Born. 



rrb»~%('~+ )V.R('OJG>{:2}:V(f)l~~(n\1\·l.d'\} ( • 
7 co parando la cuac1dn (404) con la ecuac16n (4.1) se va qu 
la apl'Ox1mao16n de Born. 88 t1 ne 

lS.R(~)-IJ ~ -4 ¡~ rV("i) UR(~r)J\.1.(:If (4.5 

Ahora bl D, e 8abldo35 que la fuDa16n 5~(~) • anal!t1c en 1 _ 
miplano uper10r del pl~Do comple30 k 11 no ba1 .stados ligado 7 
• neoe. no por la rai1i que 8e ,veril po eterlorméñ"ti' tud1ar el -
co port ento aslnt6tlco de 5(~)D 

La torma 8s1nt&tloa de la tuno16n SR (K '(") •• ", dada l)Or 1 -

ecuaol&n (10 12) que •• i1 ~~< -\!H .. 1"'" 'iD 
i (~'(l ) _SeM[~,(-~.f] _ Q e a. -e e 
J,.t ~ ... (X) """(" - • 

•.. '2..,~V" 

De la t61"1111lla (4.6) e ve que 81 ~~oo en el 8111i1pla o 8 p -

1 . ) ,-i,,-'4"' rlor +, ~("'( cl1vers. debido al t rmino e '1' que 81 \C. 8 re 1, . , . 
.lR(~'(') tiende a.e ro oomo 'ir • Ahora bien, 8 •• mult1pl o J (\.'{) 

K~ ~ por el factor e ee ti.e qu 

~~Q. ') i 1 [l. ~ ~""( "+'f) : ~( Q .. '(')] 

e .l}k.'\ to...,.:;;;. .. tl)t<, -e. (4.7) 
\ \Co~ • 

de mocla que 81 '(" ~ CA. , entoncea e ~..i ( \:"'f) tienel a oero 81 ~ ~IS) 

el1 I+ o lZtoDoes. 111 el potencial V(-r) 88 oon en la distancia a 
•• tiene qu 

o.. 'Z. l S~ (1:-) - ~ e' ¡\Lo.. =- -'1; 1,. J."t ,) l ei 
..... i/I:-y)) {" ... ..I 'Í (4.8) 

a" 

1;i8nd a cero al ~~cO ell !+.1 e .uponl quel \lC'C')df' <M<.oo 
ti 

En oonsecuencia se tielle que 
00 

1'-l SJ/ (t.) -11 e-¡i~o. el (.. ~ O 
7 por la nal1'tlo14ad de la tunCl&D S,(~) en r~, 

(~o O) 

se 19u qu 



9 

loo"" l S~( <.) -11 e "I.¡"''"I ~ '" o • 
(4.1 ) 

que es la misma oond10160 que se der1v6 en la ecuac16n (1.35) 

Finalmente se puwdeu-obtener 13B r8l~clones-ue·d1epern16n o~ 

mo una consecuencia del teorema de la 1ntearal de Cauch¡ n la 81-

p.ro 

o 

q 

Ca v , laa rel~cio d d1sp ra1ón 
xpres16 d la alitlcldad de la matriz S n 1+ 1 d 1 h eh -

que par:l UD ~~nc13l oortBJo, la expreaión ~(~) e' ~ (l. Gst& 

tada al lRt~á1tO en el mismo semiplBRo 1+0 En real1d3a sto com 
pleta la ~lBcU8i6n sobre la obtenc16n de relaciones de dispera 6 
en el caso de potenol~lea cort3~o8. ~n la nocc16n 11 g9ner 11-
za Gata .11acu 16n al CBOO de potenc1'llcB ~le corto alcance pero n 
neces~rlamente cortado y se exhibe 13 conexi6n otra l~s relacio­
nes de disperB16n y la no016n d9 causalidad. 



o 

e 16n para pot no1ales o cortado o 

Deaori¡016n tem29ral de la diepers18n. causalidad 1 r -
di ereteSa. 

En esta •• 001&11 ee estudlar4 1 d1sper i6n de p rt!Oul38 qu 
obed Bean 19 01l8of8t1 .. el.- 8Cbr041nser~ ,oX' UD oea.trro--aDper8or con 

s 'l etna st'rioa l ' 4. o~rto aloano , S1lDql1e DO neo.aad.en'. coJ:. 
tado. Por slmplJ,oidad .8 tn tar4 aoltJllleAt..1 osao 4e omeuto an­
gular cero. 

EA el oaeo 4. pote1lO1alea '<tortado., la fQno16n 5(~) DO t180 
polo en 81 8em1»1 DO, supe'rior 4.1 plallO oomple3o 4.1 moemento ~ , 
excepto po ibleaeDte .clbre .'1 e~. ima&1nar1o. en 0'\170' ~6aso, lo. -
polos repr aentaD .&t.408 1188408. A4..&8,". aBb1do35-que 81 la 

funolcSaSb·)tuviera lID polo en el primer ouadrante, eete lntroduoid 
un eatado que oreoi"1:ntlll1t ... ute o:uoclo el ti_pO tiende lnflDi -lO. lo cu.al ea o~.at8 DO ' ~o Por otra parte, la :ftmo1&n 
5.1lC~)~'t i~~ (J .. , ~ ~ 00 en 81 aem1plaD.O sulJ.rioro 00110 se 
~Btrd en el oapitulo 4 de la primera 8eo01611 eatas propiedade8 pe~ 

ten obteDor relaoione de di pera16n. para la func1ón S(~)e'1'",: -

Adelds, co ha 81ck, moai~do ea. UD troba~o ~Dter10,r32, e. • mis";' 
Dl!lS prop1edades .Oll 1 -le que 1,.rm1 tea. dar UDS. deaofiifólÓh ouas!!l de 
la ülopers16n en 81 sentido de qU8 la pQrte tran8itoria d la Ian­
é1~D de onda t1enda ~ e ro ,cuando el t1aapot1enda a inflD1to. 

La a1tu9016. én si oBao de potena1ales no oorta~oB ea 00 ple 
, -

tamente d1st1ntCl. Por' una , priMe, 81 't1pO de razonamiento que 8e -
us~ p~rB ncon1i:nr el OO'ÍlPortam18nto a81nt~tlco de la tunol&n $(~>e 
en el sem1plllno aUpGnor cuando 81 po1lenolal e de aloance !t , el!, 
ramente DO es aplioable al OOBO de poteBoi31ea no oortados. Por­
otra part, 8 poslble tenor c1erto8 potenoiales a loe que corres­
ponda 1UI8 01óllS(~) que tensa poloa 811 el eem1plallO nperior '7 -­
fuera del jo 1Í1agl119r10. ~tOB hoohoe indioan COD cl~r1dad ~U. -

n el caso d pOte~c19le8 no cortados, DO os poslble obtener r la­
eionea d ~1sp.ra14D para la mat~z S sola o multiplioada por una 
exponencial. 

Ad Ú t 1 heoho de que la hnc16n S pueda t llar polos 11 el 

http:fUnc1daS(~)tuv1.ra


P 11 :9 lor, obliga a 1nterpr tar algun 8 de loe po os d 
n el C~DO Je potenciales no cort3dos. de diferonte manera q 

en el caoo de potenoiales oortados. 

El problema ea ntonoes, obtener la función de onds Jepend1.~ 
te del tiempo en t6rmiDos de una tunc16n que podría llamarse fUnción 
de dispersión, 7 que teD6B las prop1 dades analftio~8 que permitan 
establecer l~s relaclones d dlspers16n. Ade~1B ea neo s~rl0 ver -
co • relaclona aa funclón COD la func16n 5(~) para ver la oone­
xi6n ntr los poloe da la tunc16nS 7 108 poloe de 1~ fUnci6n de 
Jlsperslón. 7B ,tu. así es posible oten·! r el p pel de 109 poloa d 
la funciÓn S D la descripc16n temporal de 19 dlspers1600 F1nalms~' 

t. hay lUB exhib1r ~ que sentldo S8 uos la oonalc16o de causallda 
n la der1vaclón d l~s relac10nes de d1spers16no 

En e ta 8eoc16n, el prooedimiento que se eBUirá para oonstruir 
la funo1ón de onda dependiente del tiempo, ea el de la transformada 
de Lapl3ce o Nótese ~ue tnmbi&n en el caBO de potenc1~les cortados 
o puedo empl sr este m'todo. hl1 particular, sl en lae rel~oionQs 

de diepers16n ~ue se obtendrdn ahora S8 :~oe ~ue potencial se corte, 
se ve~ que 1~8 rolaciones da dispers1ón 80 reducen 8 138 enoontra­
~~a en la primera s&oc16D. 

La parte radisl de l~ eou~o1ón de Sc~l1nger depenJlente del 
tiempo, p3ra momento angular ooro 8, h~clonJo l~ m38a~~, , y po 

n1en,lo el poteno131 como ~ V( 1') , 

J... E.- ({ i. di(~) t) ) _ -V ( ~) ~ (1, ~ ) .. - 2 ¡ d t( t, t J ~ ( , D 1 ) 
'('"¡" 7J1" " '\ t 

la oUt!l pued poner, haciendo cP('~ ~ ) , '( i'( '( I t.) 

,,'" t ( , ) ~) -V ( '() ~ ( t ) * h - , t C> ~( T) t ) • 
-'t. o t 

con l'l cond1c16n de qu 

Ahora, e define 13 tr~nsform~d~ de LapIac8 de l~ función d 
onda cf<f,{) o 

c:IO 

<P('()S)-:.l e-st4>c,(")1:)v\t (1D3) 
o 



Ult1 o 1 ecuación .• 2) r 
tiene q e 13 c160 ~('()S) sati face la e 

,f1.'f'f,~) '-I() ( ) .' 
-~- .... "l : S 'fC í, S ) - 'f '(' tf '() ~ ;"2. \ , 

d '('1. 

S1 se hace el cambio d variable 

1n g 

oi60 

1 ecuac16n nt r or ~u da. on1eodo ~ (~ () : ('\) ~ , 

1. - _ 

el <t>(~I') 1- { ~'- ,,( t)1 q, ( t \ f) ~ 2 \ c\> ( JO) 
J",¡, l 

do, 

( . 

( 

AhOrL e 00 e1darará ~U. la torma 1 101al del pSluet d o 
8 UDS delt e D rae, de modo que lo que 8e d t rm sr p e 11 

mar e la tunoidn e Green de 1nteruoo16Do 

Ento oe la cuao16n quedo f aalmente 

{ ~ "t ~"L - V ( '()1 i ( Yo) "{ \ ::. l S ( (' - '(o ) 
l 4{~ ~ ~ 

donde e h1 o 

) 

(1 8) 

-
Es claro qu ~ ('1',0) ~ O 

Para pres r ahora 13 tune1 n depend1 nte del t1emp ~( Ji) 
en t6rmin08 d ~ (~) <) es necesar1 1 nvert1r la tI"3Ds:fo da de pl 

(1 .l). 

Por el teorema'O de 1nv re ó de 13 tran8fo~ja de LapIa e, 
se tiene ~u . 

~('f\t)~~ \C''''"'e;t f (,.,))cl.5, 
,--\00 

donde e es una. contante q O ta" que 



;:'0" ) ( 

hora bien, la condic"( n ~ ... susa léed i d1ca '1ue 81 1ni 

mellte e tiene un paquete de onda, entonoes p'lra t)O la fW1C' Ó 

onda entá acotada Esta formulao15D de la condioión de calsal' 
no dic~ nada obre 1:a veloo1jnd de propaaac1ón de sePial 8 .~1s1 

yo por tanto no co1nc1:d! _~on la llamada condi~16n estricta tie e usa 

l1da.l. sino q'le eet'Í basada en la "des de ~ue en l11t r: cci 
la func1ón d oild no d be r- ndefinidament -cualÍdo e:. ti 

tie a in! ni t E t ne p r.9 Jldici6n d C'IUSO¡ ~d! 

e a1ón (1 0 1) válida parac:::D Co o por otr3 .. art 
'f('f,~)e9 nal tica n 1!1 regi6n del plano complejo ~ dc:r ni, a p 

la condici6n Re ~ )C,. s~ tiene q,ue :3 oon:l1c16n de causa ida!!, 

h.'loer qu '--=0, mpone que la fUDC16u'f{'(')~)ses ana11tica n nI B i-

plano derecho a 

'o once la ecuac16n 1ue da a inversa de 13 -ransfo~ada, 

esto 99, 13 1~nc1~ de onda lepend" ente del tiempo lueda . 
~(~) t . "-4~ {OOI?~t tf : '(, S)~ 5 

-\ 
, 

Otra prop1edaj de 1'1 funo 6n tMftRfOrDl'lds =lue se pue,le se 

de la condio ón d c3us~1~da~ y ~Ul, co o vera despu's, ,ien 1 

pOl"tanc1a par:l ob ener rel'lc1ones .le dispersión es lue la 'unclc5n 
\f('(".5) tiende a cero ei S ~co en. al semiplano dereoho.. Pa ~ p 

b'1rlo b'3S t'l tu ~r a eCll~o16n ( .3 que def1ne la t"'anfoI"'IDE.lla 

usar "1 co di c1rSn de c~uB~11dad l ~ 't, t) \ .(, K ; en sf .. eto, p n1eado 

Y' si .5. e pos t VD, se tiene qu 

\<. -



Ah , 1 
te 1 u ci6 16 
contorno de in e c~on se con 1 
in! nito bast' oe obre el e e 

infinito sobre el je 1 ~g1 ~r10 f¡ 

la funcidn 'f(~ )!8A ana1ític"l en ... 1 
que 1~ funci6n ~(~I'() ea analítica 
parte, de la cunci6n ( .5) se si· 

o ac n (1 12) 8 q en 

I ~(, \ < ~) ~ 
. 

Es to i dioa q 8 ~ tO por el pr1 .. er 

Es interesan .Salar que 
qu permite tab1 ccr tanto el e 
ci6n ~( ,q n el pri er ouadrante, 
Co o por otra part, egÚn e ve 
ant dor fJ de 1~ ció ~(~I1') s 

1 con 
portami 

o mo s co 
m3S ade 

ueden e 

c16 d ca lida 

to a a11 leo de 1 
portamiento s1nt.St 
nte, la pI 1 d e 

ont :Ir ree a en e 
la ecu,clda difere ~1al que satis eae, y co a ~ro 

des permiten eBt~blcer unan re13 1 nos de ( spers16r y e r 
descr1 c16n t por 1 de la dispersión, se eae a ncluir que 
las ~ropl d d 8 anal t1c~~ y a~1nt ti '0 d~ la e1 n e mo 1 
l!leion s de uiopers16 la pos1bll1d'1.i de h~cer ~n dos rlpc 
temporal de 1 J1s lers16n, son di f ron t s ... prefJi n B ,le t1n~ 1 
idea 'eiea 7 que es la condlcl&n e causa "dad. 

Figura • • 
ontorno n el plano roo n .0 :. 

d 

http:encontr'.lr


En la figura 1a. e t ilust el 00 torno d int grao! 
1 plano j 7 en la figura lb 1 ontorn~ n el pl no ~ 

La 1nt gral (1D11) oonvi trte, por el e bio d rl bl 
(1D5) en 

~(Y, t) ~ - ~ 
i 2.rr (1. 4 

e o 1 ont r la funol 
te funoi6n, que satisfaoe 1 oua 16n d Schrodlnser pe 
o\:t pu de 11am r fun 16n d üap re16n, 7 que 8 

dioh funoión, e po ibIs o nt r la f c16D de o d 
del tiempo, esto ea. p rm.1 t hace" UD d eor1poi6n de 1 1 r 
d 1 paquete d onda inicial en 1 curao el tiempo. Abo b D, 

abi 0 29 que la ecuaoi6n d SobrO nger 

cuando el pot Dc1al ti f • que 
o;) 

J \\Ih)IJr <.00 J (1 1 
o 

lene oomo luclon. B 1 
1 campo n o Dtótlc 

de 3081: r ( ~ ~. '(') ~ u 't .... ..., .. ~u ... 

nt : 

,Jo' 
\ (-\(.1'<1 ~ e 

"(~q) (1 17 
r ( _i,-<" 
t" \(. \ '( 1 ;::;: e 

'7 t • ( \:.\ ~ ') ': ~ (- ~ , 'f) P (. real 1 

sic ate 1 tunc16n ~ C"l 'r) preB nta una onda ent n 
fin1 o 1 la función ~(-t.)~ p ata ond sallen 
o. 

no o por ~ ( '1 t. 1 

~(±~) ~ ~(-::/) )" 
) 

19 
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- 5 

8 t en qu la única soluci6n de la ecuación (1.15) qu 8 anula en 
.1 origen ea la combinac16n 

P 1"0 1 fo 8 asintótica de la soluoi6n F (t., '( ) debe 
térm n08 de 1 funoi6n S ., 

F ( ~) '( ) --7 G \ e.[ e -; ~ 'f _ <) (" \C:: ) el'" '( ] 
"("'~CO 1 

(l. 20) 

, n 

( ~~1) 

La torma asintótica 4 1 f 01ón F ( ','() •• por 1 eo io­
n 8 (1.20) 7 (1.17) f 

l 
_,t,( \~'] ~e+( .. t)te-'~: F(~\ e\~{l r (\=-)'() -;;! c.~e . ~ (-~) .e - \ (~)e ~ c. L ;(.,,) J 

( .22) 

Compa 40 1 8 ezpre one (1 0 21) 7 (1.22) elgu e 1 r-
1 0160. ntre la matriz S y 1a8 tun010D • 4 Joat e 

~("' J 

t(-Ie.) 
SC~) :: 

Cona1dera4 como funo 6n dIo ento oompl jO ~ 1 f 16n 
S(~) 1;1 D polos tanto en los pol d la función F(~) n lo 

c roa de 1 funci6n ~(-~) 
Ahora bien, el probl a que 8 t1en ea, deede el p to d vi 

1; tíBico, el de estudiar emno dispersa un paqu t. d told -
do • t' sometido a la~cc1óD de un pot Dcial. Como die e 
tá o 10ca40 la dlstancia ~o. to C8. a distancias m 
debe tener ond 8811ent mi nt B que 8 distancias m nores d b n 

ne e ondaa entrantes y l1ent se pued poner qua 1 oluol m 
de 1 cuao16n (1.7) debe r a comb1nao16 de func10 e Jo 

t nt ti y salientes par '((. '\07 deb B r proporcionsl 1 función 
1 nte para ,. >'f.,. o ea 



4> ( ~) (") -:: A ( ~ ) [r ( -~) ~ ( ~I '() - F (lf.. ) F ( -~ 1'( )] '( t.. "u 
~(~~'(") =. e(~) \='(-~)"r) y)'Cc 

Adam4e la func16n ~ (~I'{) est BUj ta B las 

l~( ",<)1 ~." :::0 
'(o. o 

[d ~(~,t\ r'o ---cl '( f,,· o rD 

Del oondioicSD (1026) e 81gu qu 

ond101on 

(L,24) 

(1 25) 

(1026 

( 1. 

~(\C ,() ":. e (~) ~ (-\e, '(o) l ~ (-v; \ F(,' ,t) - ~( ,)f(-.,r~ 

~ (t,'() "; ((\<)lf'(-\:.)~(\<IT.)-~(IC.\~(-\elfo~f(-~,,) '(">'(0 (1 9 

De 1 oond1016n (1027) 19u qu 

( ( ~) l ~ (- ~ ) f( \; '( ~) - ~ (t:) f (-~) '<"0)1 F'e -~ 1'(0) 

- C(~)Lr(-t)tt(~l'(O)- f'(~) ~'(-~l'\¡))]f(-~J'(o) = '(o 

Simplifioando, se tiene q 

Pero el Últ~o factor mplement 1 ron k1an ~(~)~) 
de la d08 olucioD. , entrant liente da ]8 aCUBoi D 'C 015), -
calculado pare ,: '( o , P oomo el wron 11:1 DO. cone" n p 
d oalcular para cualquier valor de '(' ,de mo -o q u do 1 fo-
me elntótioa d 188 tunc ODe 4 J08t tie e, por ( 017 

Por tanto, la oonst te e (~) 8. 

e C~) -= _._l ---::-_ 
2.. \ ~ '(o f(-t. '\ 

(1030) 

(1 0 3 ) 
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Sólo se stud1ara en lo qu sigue, a la funa16n d d1~ rsi6n 
a d1a'anciss m~orea que la posioión in10ial del paque e, entoncee, 
11m! t4ndo •• al oaeo 'f" )'("0 se ti n 

i (1'-."') ~ ~ I ~'(-~W(h\o)- ~(~ W(-" ¡ (0)1 \(-I<,t) , (1.32) 
\f z'''-'fol , J ~(-t.) 

Ahora bien, 4 la cu aión (1 _15) 1 la 
o • (1.11). '" q"e la tUDo16D f(-t:*) '() 

[ 
~ + ~ ... '1._ \)('()1 F (-t~ "") = O 

J r .... 

oon la con41e16n as1nt6t1c 

e on41 01 011 

tiat oe 1 

(1.33) 

a in 6t1-
oUBo16u 

, JI-

~(_~Jf~'C") '(~: e\~ 1" (1D35) -

Pero adamata, la tuno16n (~h~·)'()l-" sat1et oe la mi • eo -
016n 7 la m1 condioi6n •• 1nt6t o de modo que d b. oumplir e 

[ r ( "-, f)] *' -:. F (- "" ~ '\) . (1.36) . 

Eeta ouao16D ea una ezteD 6n al plano oomple3o 4 1 propie. 
d 4 (1.18) p re ~ real T qu ap reoe como UD e 80 part oul r e la 
80ua016D (1.36). 

Entono ,la funoión d. di er i6n q, (~.y) da a e la eo 016n 
(1.32) ti face la eouaol6D 

[~ü:,'f)r -:o ~(-"!>J'f) (1037) . I 
-

Por tanto, si 1 fUD01cSD <\'(~,'() tien. UD pol en ~= ~ o • 

t1en. qu. +(~,t')~oo, ntonce. r+(~I'f\,fIjI---;.<» 7 ~(-~ ... ~\ ~CD, 
k( a:. ... t.e ~ ~ IC. .... ~ ~ .... k:.o 

o a '1'" ~I"") ~:.~QO _ 
Ea10 • ,e1 ~o •• UD polo d la funo1Ótl q, (t:, ,(,,") , elltono • 

- J.t tambi4n ea un polo. Ellto n41ca Q.lle lo. polos de 1 func16 - , 
de 41epere16D ~('" \ y-) • t8Jl B1m tr10am n coloo oe apecto 



9 -

j imagina1"1o. E.,t r sul do xolu;y' la poe1b111da4 d pOlos n 

el BUlulo 011 drante. Los polo 8D el &lU'ldo ouadrant e .. tán ex-. 
clui40a DO por la oondic16n de oausalidad 41rec~en1 BinO por la 
simetría de la 'func16n d d1~.re16n. BaturelmMDte, 108 posibles 
poloe 80bre el &~. 1magin rio no ue D lxol.n4oao 

!8mb1'n de la ecuao16n (1031) le lae qu. ~oa oeroe de la -
funoión + (\t, r) 8aÜll e1 étrtcB!. Dt. 00100a401 reQecto al e~ lID,!. 
Binario '1 n articular qu '1 ct (~)()--.o OU81l40 t:-....;:pdO In el -
prim r " ouadrante t entono 11 tambl Jl cu&1l40 le=-..... OQ n 1 SUD­
do ouadrante la tuno16D d 41sp r81&n tieDde a o ro. 

EntoDces la ezpre ló 
1 -'!t.~t 

~ 'f (~t~) e ~ ~ o 

1 \f-~ Qb en 1 gundo ouadrantl 7 t ~ o • 
COD eou Doi., In la lD~ gra (1.1) que da la fun01&a de 

onda 4epencU at eJel tiempo en 't&rm1noa 4e la tunol6n de 418peral6n -4' (k, (), puad oamblar el oontol'llo de iDte¡rao1óD a un ooDtor-
DO sobre el ~. real recorrl40 D gati ...... nte t a10 '., 

1
-00

- ... /1 t:.~t 00_ _\ 1 ~~t 
cfh',~ .,. -..L t(t,dt:.e 1. dt: ~..L ( q;C"',\')e '1 ~d~ (1.38)- . 

ZfT OC' zn ) CID 

, ., ... t..L 
lO f(-t'I'\ -'i" ,,-

__ (..L r C(-")~(~)Tc)-f(,,)~( .. ~\t.)l ~ ) e J~ (1D39): 
- 1I111 J '("o L ~ (-t:. •• 

E claro que a1 hubie polo e ob 1 eje imasi ario pollit1-
YO, notoDO. ~ ñ a la •• ousoioue. anteno una. 
de 108 na1duo. 4.1 inté 
o1&n de dlap raión la q 
'3 DO 

6110 

dio que s a 1 

40 en e I p0108. B6te qu e. 1 tuD 
JlO 1t1en polo. en el .. m1plano au,per1or. 
trlB S 1 que DO t D polo. eD 8S N-

Ahora oOI1'91ena in 8 ir o % al papel de 1 o u 14a4 D la 
obteno!6D de la funoi6D d anda 4 p di.uta dol ti po. Si la fUD-
ai6n 'fC r) S) Yie polo en 1 pl o derecho del plaao S , es 

ODO o 4 inte 01ón de la 1DtesreJ. q inVierte 1 --
tr Defo ad 4 Laplace d b r1 t "la d r che 4e os polo . -

http:poloe.11
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lo podrÍa pasare a un contorno e bre el ej im Binar1 1 8d m's se 
agregara una suma de los residuos del inte~40 en esos polos. Esta 
1tUBoi~n se traduoiría en el pla o del momento ~ como una integral 
obre 1 oontorno CJ.., de 1 t1s 1 más una suma d . siduos de la 

tuno16ñ ~ ~(~)f")i'·h.?t en los polo que apareoerían n 1 primer oua 
drante. Pero eso residuo oont drÍan un faotor e-\i~l.t: , 1 oual, 
pa oualquier l!.. en el primer uadren e creoe expon Doialme te a 
medid que pss el tiempo. S te drían ntoDoe8 es adoB c1a en 
no cau .. l.8. El prinoipio d. 08u l1dad e%olqre n oons ouenc1a 1 

e%1eteno1 de poloa en el ~ r u d n • Lo po 08 

Sinario, ' presenten e.tado q e ÚJl1c en so1 8D e 
4el tiempo 8ic creoer ni decr oer 7" son, por t uto, eat 08 118 do 
de energÍa i ~ 1. , 

Une ob rvaolcm de lnt" o 
e .. que a1 pone 8n t'~no. d 

rnlent a 1 cu 1 D (1e39) 

m tri. S, usando (023), .-
Uene 

Pueeto D esta forma, ve que 1 oonoc1m1ento d la matri S 
eSl 110 e •• utlolen't para de en ir el comportamiento e 1 cur o -

del tiempo de le'< f'unOloD ' de OIld , 8ino q d ben t D CU n-
otros t&rminos, uno de lo cua e est relacionado co 1 onda 

entrante, par poder dar un e po16a decu da de 1 unoión d. 
oud depen41 nta del 11 mpoo 

Ahora bien, 1 funoión t C • r) es an l{tic n 1 emiplano 
uper10r e'zcepto poll1blemen'ti b el e e 1m g1.U8r10, '7 iene UD -, 

oomportam1 nto al infinito qu in lea qu t1 nd a oe omOtx~y o 

Entonoas, eet 8 prop1eda& 8 pu d n po er n lorm d 1 oiones 
de d1ePMII16n t observando primero q e 1 k. e. real v 

~ 
¡(~t'\ 

_'1" __ d ~ ':.. O 
",1_ ~'" 

S1 DO h~ poloe .obre el eje 1mB nario, sto., si 
no ~ eatado llgadoBo Eet upo lolón pue e quit r 

implemente un 80bre lo do. lisad 80 

( .41) 

\lPO e q 
ud 

Paro por .1 compor ento e1nt6t1oo d 1 1 t sr o 1 

http:4"-(1.40
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1 semic rou. o al infin to 8 DU -

-(R 

ene que 

(1. 2) 

{1 J 

que 11 otra relac16n de di 81 re1ó • N6t ue la.UD n atts -fao. las relaciones de d1 par 1 
per 16n qu , 8 travéa d la 1nt 

e pre 1 en 1 tuu 16n d d1-
1 (1 ... 8), da la ~o n ond 

dependiente d 1 ti mpo E ob 016 tr!Y1 1 a 1 1n mb r-

go el sentido de las relac10n s 
oondici6n de causalidad; n prime 

i pe s1 y one la 

laoioDes de dispers16n, q 
las propiedad 8 Bnal!tioas de la 

lugar en la der.V8C 
éstas on ÍD10amente r 
uno16n d 1spers.6n; 

lugar. dichas p rop1 e adee n ur. u1 t do e:8 e ndi '-
l1dad eD 1 ntido de qu 1 00 en el 
d la tunc16n d onda DO pra en e qu e zc 
1e, 1no por 1 oontrario, que lo func16 d on a t.end 
40 1 tiempo tiende a infinito. COD eu ~a1av 1 • 

-oe de 
do -

08. a -
-

oero CU D -
ion a d 

d1 P re1cSn on implem ot expre one. d la oondic 60 C8\1 811d do 

Eat d18CUe1Ó se complem 1 oapítulo 1 ent 
Es.Ti nt que 1 método 1 ado en ate 08,!tu1 e 

ble al ca o d UD poteno al or D 00 sec~n 

tados del pr er oapítulo d 1 p. m re acción d b n o 

aplica­
los re.u! -

011 par-

http:dls11ers".�n
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-
Ucularea lo. r aultad08 d cap!tulo Ea efeoto, • tom 

que 1 lOBnoe d 1 l'oteno 8 Gl t entone B. u.d pon r --
r(&~ .. 'C') ':: e-¡,~r 1 r ~ro ~~ '7 t1en q ,hao1 ndo '(' ':; (, ":. ~ 

o • 

Esta r lación e. la mi q btuyo n 1 cuao16 
r oapítulo de 1 primér cció d 11 odo la f 

d.pe diente del ti ~o en 1.8 1 nfunol ne. ell 801 na 
18 e n41016n inioia1. En o bio 1 relac16n (10 6) o 
1 ecu 0160 (1025) d la pri • ecclón, í xp 

• amo pua rae del h oho de q 1 slando 108 mi 

e 1 ecuac16 (1046) 7 1 aoUBO (1025) d 1 p m 

ti D qua 1\~G.. \1,l 1. 00 \W\ ~(~)~l''''~ el 
i ': !. p (.o \ Y\'\ S ( ,,) € ( 'lo - ~ ) ~ t:.. '":. ;;: P o ~ 

'" Jo ~~ _ ~~ 
, 5~ ' 'Z i ~ Q. ~ _ P .1. S(t:.) ~ el" '::. 

tti "---
P ro la 11\1 dad S ( o) ': \ • e1 1 

de que s upue sto, qu no ha1 

~ (o) 

en un 
tado 11 

COD e uen 
d08" 

(1 • . 5) 

(1. ) 

(1. 7) 

D lo m 11-

08 de 

cción 

del 

8 



En el capítulo anterior a u do la oond10 6n d caus 11-
dad oomo UDS. oondlc16n qQ perm1 t una d ecripci6n D 1 our o del 
t1 mpo de la función de ond p obtener relacione d dlep r 16n 
para la tuno16m de di pere1ón ~ ( '") • _ ero di has re_ olon on 
una mera expreai.na 4e cierta. pro'Dl dad malítioa d tUD 1ÓI1 
de d1aperll16Do En reeÚJDen, lo qu ha beoho 1 a1gu1en el a) 
El prinoipio de OBU lda4 ln410 que la funoión de disp r 16D 

~l~\'() DO t1eDe poloa en .1 pri r ouadrante d.l lano co pl jo 
del o ento \c. • b) 1 o clc5n de ODd. isue qu po s 
4 1 tun01ón ~ h,,., 8. 1Iilltrioame t colocado oto 1 

3e 1m ¡inario; por t uta la tuno ~n cf (~\ y) DO ti ne p 108 

plano sup rior d 1 momento, 11 oepto po 1em nt ob el 
e¡tnario. o) De la oond10i6n el oausalidad 1 d 1 teo e 1n-

Yer816n de la traDsfor.ma4a 4e Lap oe sigue que la funoión - - -+ (t: 1 y) tiude a oero en 1 plano .uperior del nto, eomo 
~ o !oda8. aa propl dad.. pued n sumir oomo 1sc1 ne 

de disp rll1ón. 
Para completar la 41 ua1ón el 1 oapítulo ante or ceroa el 

le oonez16n entre la oau 114a4 y 1 • c10nea de dlsp reión 
estudia. direotamente la prop1 d d • de la tuno16n d d1aper 16a 

D tlrmiDoa d la8 propiedades el. f oione. • o 10 
La expreB16D 

(2.1 ) 

• una oluoióD de 1 eoua 16D ( 12 5 oon 1 ProF1 d 4 d que 
F(~}(»):.O (2.2) 

Ad81ll' fctF(~''''J !:. ~(_~)\I(~)-t(~)f"(-~\, 
L at'" (,:'0 

que ea wron.1dllDo de 1 11 oluc1one 7 
• Pero Gomo el wrOD k181lo oOlla'tante 7 7a 

oapítulo anterior, ecuaol&D (1 0 30) .De q 

ldF(~'f)] . 
-:. -. '2. \ \.. 

<=t '(" 'f:: o 

a loul d 8Zl 

o 1 ul6 n el 



-
Por t uto, egún un conoei &> teorem d la teon de las aeU!. 

cion • diferenciale 41,:1 funcl "n 1= (~) t) ea '. • tW'lo16n ntara 
d ~ Y no t1ene polo en ningún lado. 

Por otra part b 42 q ' si 1 potencial stá ujeto a 1 
cond1c16n 

c:o 1. \1/(r)l&/r .(00 

ntoDo • 1 funo16n ~ ( -IL , 'f) e gular e 1 emlplB u.p r1 r '7 

la tunc16D t(~)r) ea regular n el 11 mip no infano o 

EntoDO •• , pru ba que a funci6n ,,( -tG.) D o ro 
en 1 m1pl no aup.rlor, hab proba o qua la funoi6n de d1 p 
16n ~ (\C,r) d da por 1 ouac16 (1.30), e 8na1!t1c n el m1 

plano superior. 
Para Dcontrar n donde 8S 108 e ro de 1 fun ón P (-~ ) 

puede proceder como aigu I 

La funo16n f (.'" T' ') tia! o la ecuaoión 

l~ 1- lG 1. - V (l \1 t ( .. \(., y,\ ; O 
off'\. 

La funo1ón ~ (~~) r) ti ce la ouaoi6n 

r ~ + ~)C'l._ 'J(,(\\ \' (~." '(\ ~ O 
~ J~1. ' j 

7 la oond1c16n asintótioa 
.... 

Multiplioado 1 eouaoión (2 4) por ~ (~.) r' 1 uao16n 
(2.6) por ~(-t:: ,"<") , reatando e lnt ar do re peto a ~, e obtie. 

ne 

http:diferenciale.41


(¡:'., .() ~ / (-0:.1") - ~ (- "-, (") F (1<. ... , ~)r 

... «C."- ""*~) r F (-I<,{) ~(~., ... ) el (" ~ D 

Pero por la ecuación (1034), S8 tiene que 
00 

[[H-r.,'ff' (-1<., 'C) ~ re- r:,~) ~ /("~1"r+ (,,1._ "··)1 \ re -(C., r) \ ~d .. = = D (2.9) 

Ahora bien, de las formas 8s1nt6t1ca , se ve qu n el s 
plano 8uperior¡) tanto 1 func1cn f (-\:.) '(") como 1 . función f(~")'()tle!!. 
d n a e ro s1 1'--t> CIO o Entono 8, la e 1cfn (2 0 8) queda 

loO "2--{l t(-~r n-~) -n-"') ~'( 1<.-)\ t ( .. l.", .. ' )j. \ f (.<. y) \ .4 (" = D (2.10) 

Pero 81 f( ... ~):.o, entono 8 l~(-~)]~~o ;y por tanto, 81 f (.t.) ti.!, 

ne un oero en el 8em1plano uperior, utonc s la ecuaci6n anterior 
se reduoe 

(",!-~: .. ) ~"" \ ¡:(-".) ... )\"'J ... ~ O • 
() 

donde \C O es Wl cero de ~ ( ... ~) en el eemiplano BUp rlor"¡ y como el 

integrando es pOlll t1vo defin1do, ntonces ~ () tiene que ser ima­
ginario puro o Entonces la funoión ~ ( .. ~) no pu d tener oeros en -
el semipiano superior ruera del eje imaginario Finalmente, d la 
expresión del ron k1ano s tiene qua, si 'Ces real, 

7 por tanto ~(-~) no se anula sobre 1 eje r alo 

En oonsecuencia, se ha probado que la funo16n de d~apersi6n 
~(~,'()es analítica en el aem1plano uper10r d 1 momento ~ o 

-
Para estudiar el comportami uto s1nt6tico d la función +(~J (") 

ouando \C-~CO en el sem1plano up rior , 8 conveniente converti r -



ecuac16n difereno1al- q . satiafac la func1~n ~(~}y) n una eo alón 
integral, slauiendo un m'todo couoc1do43 , se puede poner, por la -
ecuac1c5n (107), 

"~!~:' d ~ '<'-~ ~ (~11) • ver) ~(",f) ... ~ S (M.) -:. G «) . (2,12) 

La eouao1c5n 1nttgral oorrespondiente a est3 eouac1c5n, e 

+-(I<.,f) "-Se..v.. \'"'1. 4'''' "he) 4" _ L t¿i~< (:""''''X (ó(¡r.) J)( (2,13) 
( t:. ~ Jo 

S1 s quiere wucamente la eoluo16n para ()(". • entonoa , -
8ustitUlando ~(x) por su valor en laa integrales, S8 tiene 

+ (", '\") ; - se'" "' ... ~~ ~ t¿; .... VelO) ~ (,<,-,,,) '" )< 

_ir¿~·y,,~jtseY\~~ V(x)~ (~)t)c:4)C. - ..L i--1"se't'\\:.'l' 
~ ~'(' o 

• 0 _ 

_ Ahora bien. oomo se quiere encontrar la forma d 'la tunc16n 
+(tt'C"), para ~ JIlUT grandes, se puede usar la aprox111UlolcSn de Don 
sust1 tuyendo en lBS integrales la fUnc1cSn ¡, (~)C.) por su · valor cuan­
do el pOtencial 8e anula, o sea . 

><''>'(0 

7 

jy.< 

-- ~ seV\~'('o 
~ .. ( ' go 



Puesta 1 fun i n 4:»(~I{} n lor, ~ u e 1 . 
. ver a qu tiende la func1ón s1 ~ .... QQ en el aem1plano 8uper1oro 

eteoto , . .e1 S8 introducen 108 aoeficientes d las integrales dentro 
de ellae y se ponen 108 enos en forma de exponenciales, se tiene 
una suma de integrales del tipo 

J 't.} 
'" y('I.)4X, 

0011 ~)(), de modo que 8i \C.~co en el semiplano superior, esaa 1nte8l'.!. 
les tienden 8 oero; además 1 Último t6rmiDO de' la sou 0168 (2.1 5) 
tambl'n ~lend a cero, de odo qu tlen que 

• 
SI 

En oonseouencia, se ha probado a partir de lae propiedades Je 
laa funciones de Joat 7 usando por_ otra parte la aproz1mac16n de -
Born que la tu,no16n de d1sper816D~(y.)'()e8 na11tlca en el sem1pl no 
superior del momento, excepto posiblemente obre el eJe imagi r10 

'7 que ouando \t-....,. .. en esa reg16n del plano oOllpl 30, ~ (w:,'C)-' o al 
~ ') '(" ~ o De aquí ae siguen las relaciones de d1spers16ua -Ahora bien, siendo q(~I~) analítica en 1 semiplano superior, 

la fUno14n '(~,S) que es la transformad de Laplace de lB tUDoi6n de 
onda dependiente del t1 po, sa analít1ca en el em1p1suo derecho 
del plano complejo S 7 como por el teorema de luveraldn d 1 tran~ 

fo da d. Laplace, la tullc16n ~l~\~).B analítica en el semlplBDO -
R~ s') C. donde (. ~ o tal qu \ ~C'(',i:) \ (, lCe,t , se sigue qu , pue to 
qu C:.O por •• r 'f(f',~) ualft1aCl en 1 semiplana 2~ S ')0, entoncse 

\q,C")6)\<" K. " 
X6tea. que en este capítulo DO e han derivado las propl da­

d. analítioas de la fUno16o da dispers1dn o partir d la condic1ón 
4. causalidad, como se hizo Bnt 8, a1no que una vez eBt~blecid s -
la propiedades aaalftlcae y a8iDt~t1ca8 de 19 fUnc16n de d1sper--
816n B partir de la ecuno16n de onda con un potencial, o sea m d1aa 
te ' una f'ormulac16u hamil tonlana , e sigue 1 ooodl016n \ q, ( '< J -l ,\.( K 
~ue es la oond1c16n de causalidad 7 que físicamente significa qu 
1 se sigue en el curso del tia po el modo oomo se disparsa un pa-



-
qu te de onda presencia d ln tencial, sólo d b n obtene s 
estalas ligados o estados que decrecen cuando el tiempo crece, 1 n 
deben apareoer est~dos ~ue crezcan 1ndefinldam nta cuando el tiempo 
tiende a infinito. 

Ahora bi n, las propiedades analíticas d la función de d1e­
pera16n, que como se ha mostrado, son e~u1 1 ntas 8 la ondioi6n 
de oausalidad, pueden expresarse en una torm c6 od como relacio­
nes de disperai6n. Dichas re1uoio es son ntonee xpr 816n -
matemJt10a de a noc16n física de que el proc 80 d d1sp rsi6n deb 
ser CBU alo 

El hecho interesante es que aunqu en la der1vao16n de 13 -
relaciones Je diapars16n no se use o ni siquiera e formul 1 40n -410160 d causo lidad, tal oomo se hiso en la primera a80ció d 
cualquier modo dio e r 18c10n 8 8st&n coneotadas con la id d 
que el proceso de d1spers16n e8 CBUS l. ,Esto aolara f1nalm nt 1 
relaoi6n entre el principio de causalidad y las relaoiones de di -
persldn. 

Otra obeervaci6n de cierto inter s 8S que tanto el proc di 
to m diante el cual se obtienen 138 r lac10ne da dispersi6u, ca o 
la idea de desoripo1ón causal, no depend del tipo particular d -
1nteraoa16n, d modo que o be penear que la v~1d z d l~ relac1s 
Das de disperei6n s independiente del hamiltoniano. En este sen­
ti do, las rels/31onee de dlspersi6n cumplen con el programa de la -
matriz S de He. senb rg. 

Los resultauos y conolusiones obt nidos ee pueden ras ir n 
el siguiente cuad 

orr:m.l.ac1 D 1toni o 

rlsc 
~---.. d1 P 

d 



Cap tglo 3, Interpretación de 105 polo de la función de d1spers16n 
Ejemplos. 

En este capítulo Be diDcutirán oon detoll dos e3emplos en -­
loo que ee oonstruirá explícitamente la func16n de onda ~(~lt) da­
da por la ocue.o16n (l. 2.) .,. don4 se verá qUG la. función de ep r­
si6n cumv1e las condiciones que permitan derivar las relaoiQnes de 
d1opers16n. Además se mootrar4 que no od08 los polos de la matriz 
S tienen siün1íioado r!oico en lo que e8 refiero la da orip 1ón -
diDéaioa de la dispersión, haciendo ver que onat8ll en la función 

S (\t-) 1D10S polos qu p eden 1 amarse red dentes porque no t r­
Vienen como polos en la detormin8c1ón de la funci6n" de onda. En­

particular, se puede toner una matriz S que tonga polos en al pr1-­
mer cuadrante del plano complo o del momentv sin que ello implique 
q o la fUnoi6n de onda crezca onal tre.naaaroo del tiempo, o puede 
t era81mB funoión Sh~.) con p . 08 sobre el eje imaginario positivo 
.,. qua no represente estados ligados. Estos oasoo, que se pueden -­
prosentar cuando Be tiene UD potanc1al no cortado. no ocurren ouan­
do el potencial es de alcanoe finito, en cuyo caao se abe qu 1 -
ma t*1z S tiene un número 1nf1D1 to d polos en el semipleno lnf erlor 
d 1 momento 7 on la parte superior d81 plano s610 pQ de tener polos 
sobre el eje 1~~nar1o, en ea e ca o, todos loa polos que eatán -­
sobre 01 je lmata.nario rapresont8D e tedos liBado y los polos qu 

están en el semipleno inferior reprea nt8D Gstado8 que deca 
al curso del tiempo. 

AlGUnOS autora 5 dio o qua 108 polo d tria G que -
está en el cuarto cuadrante, epreB t e tadoa quaa1-eataoi na­
rioa. Zata atll'mac16Jl DO e oom.pl amen'te correota, 00lIII0 ha a do -
indicado en otros 9atudioa20 d la dispersión por un potono1al de -
al.cance fin1 to.. :::n Gsto oap! tu lo 80 oonstru1r4 zpl.:!o1 tamente 
oontr1buc16n d oada polo de la func16n de d1opera16n a la función 
de onda dependiente d01 tiempo 7 s podrá ver con toda olaridad en 
que ceDOS las funcionen correspondientos a cada polo, 7 que po r!an 
llamarse funciones de Green básica d inte cC16n, represen e -
ta os q i-estacionari 7 en que CBSOS reprosentan estados 1 sado , 
o bi • t'I'Clincs de dUus16D. 



o -
D be recordarse que la funoión S(~) 

tuDe1onos de Jost por la ecuacicSn 
st' relacionada con las 

" 

S(\c.):::. ~(~) 
f(-~) 

de modo· que los poloa de función S (t..) est4n en los polos de la fun­
ción ~(~) y en 108 ceros de la fUnci6n F(-\,-) Como se ha indl. _ 

_ _ do. 8~10 los oeros de la fUnc1_&t;l ~ .C .... \c. ) son polo de la 1Unc16n d 
d1s11ers1~ + ( ~) 'f') '3 on consecuenci loa polos d la f\lnc1~n .s ( W;.) 

que provienen de los polos de la función r (\C-) ,y ue neces. a-
mente están en él. . plano sup rior. 7B que la tunc16n ~ (t.) 

e BDal!t1c~ en el semiplano inferior 1 el potencial cumple a-­
cond1c1óIl (2.4) . no son polos 4e la func icSn d d1sp er 1cSn y no 
tervienen oc o poloe en la determinac16n d la fUnoión de ond da­

penáien~e del tiempo, eato es, no tienen 1Dterpret c1cSn tísica. 
E tos sen loe polos rodundantes de la matriz So Dicho d otra 
D ra, s610 loa polos de la fano16n S (~) qu pro engan de los cel08 

de la funoi6n ~ (-\Go) tienen s 11do :tísico. Ahora bien, la tunoi n 
de d1spers1&n es, como se ha: atrada, el producto de una fun 1t5n 
entera '7 de la expro81c5n ~ (-~I T) t la cual tiene polo ea los 

f(. ... ~) 
ceros de ~ l-k-) 7, aparent emOllt o, en los poloa de ~ (- ~ ) 1" ) ,--

sin embargo, poni ondo 

que ea una func:i4n t ra de t. • 8 ve qu 1 ~(-""'(") tiene UD -

l)olo en \<.::. ~y -,: f(~~) *,0 entonces ~(-~) tamb1 D tiene polo 

en ~ ~ "l> ' pero el límite 

l ~ ("~I~) ~ ("YJ 'f) im _ 
f' (.\(.) ~ ( "'y) 

8st4 acotado 

Ahora bien, 108 o ro d la f c16n ~ (,,") a610 puod e t 

el sem.1pJ..e.no superior o sobre 1 ej 1 g1 o n tivo y 108 polo 

de f(.K.J'f' .610 pu den estar en el sem1plano 1nf rior, d modo lU 
polo 
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de ~(-\C.}.,...) '7 un cero de ,~(~) sólo pueden coincidir sobre el eje ilD!, 

:_ ~~r10 Doeativo. Sin embargo, dol hacho trivial de que 

8e sigue que los coros '7 loe polos de la f'ullci6n f (~l '\""l 8th D lo 
puntos re:nejados respocto a1 or1gan, de 10B punto s on los que 1 -
función ~(-t:) '(') tiene oeros o polos. En consecuencia, s1 f (~) ti,! 

ne UD cero en el eje imaginario neOltivo, la fun ión ~(-~) ien 
cero on el eje imaginario pos1t1vo, ' que representa un estado l1vud • 
Por tanto, suponiendo qu no hay eatadOB 118Od05, se tiene que 
función fl~) DO tiene ceros sobr el ejo 1matd,nario neB'Bt1vo. Enton 
ces ~ ( - ~) ,..) no pue d tener ning6n polo que ooine1d oon un cero d 

~(~) Y por tanto, la expresión 

r(-~J'f) 

~(-~) 

eatal 'acotada en 108 polos d ,( -t:) '(). Loa únioos poloa de la tun­

oi6u d disperoión SOD entonces 108 ceros de la funoi6n f(-~) o 

Al El Potencial de Eokart o 

Siguiento un trab jo ae llarlP""""42, 88 pueden 00IlS"tru1r expl!­
olt ate a funoiono. de J08t, 7 por tmato la tr1z S, 8soo1 dOB 
8 oierto 1;1po de poteno1a1eB. .Alüun08 de sus resultados son lo ' i­
guiantesl 

51 el potenoial S8 pue e poner oomo 

\1(,.) ~lH ~:;~ y - ~o(:~] :-2 ¡; lo~ LV (~) , 

don • 

t O" ~ > -\ 'J ~ '> O 

entonces 8e tione expl!c1tameDt 



que as el potencial de Lckart44 • 

\/(f) 
\j(r) 

La :figura 2 Uustra la forma del potonc1al d Eokart e lS' > O 

Y la ligur 2b el C8eo de '(" O 

fUnción de Jost corre poxulionte al 
1 ~\ -1..").1' . ~e 

- 1" f" l . ~ Q-iXt' .... 
~ (~l(' ':. e , t" t ~ _, ~ 

') 

se ti qu 

7 r taDt de la o 

S(~ --

1cSn (3a '1). 

( \C. + lV)( ~ + i~ ) 

( ~ - \ V )( ~ - \ ~ ) 

1 

01 

tenc1al de Eck - a 

( 3-8 

( . ) 

5 (,\<.) 

(3 O 
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~, ?~ n r , p ai-ivas y 1 ti t , o 1 
r, 7 rl. n con u ~ ae o mple;la e n pe. e re o 

Sean 01, y al '1. do nstantes jet a a la con io16n 

o) ot,y oll.. o reBlo, positivas y di tint a, o b e 

J 0(, 7 0(,. on COD"U '~ comple" a D p o roal po 

Adem4s daba t 

) 0I;' ;t rj 
En o 8 t qu 1 

¡..,..) -:...,t LV' ( r) )1. \..U ' ( () 1 I t 1 () , '- ( - : _ 2. .:!.- 0'1 I..V T ) 
, '-V "( \.V (f) J ( e 

d func1 D \.V(<') st4 d 1 

w/() ~ 1. a. (~'~I+~"r,.\'(" 
"', "'w. e 

'fI1,'(Il.. 

do d \ Y V\1.. 

Cl~,,,",1.. oatén 4 

to ca eS d 

do d 

tl'O 

tUnc10 o 
O( oi 1. 

) ~, d ~a. 
, a ti no a '{'::.O 

t 

t 

po 

-1 "t I 
• 

., r 

• d en'e 

• 

o t t 

ti 

• 
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~ ('f:.) -:. (~-\~,)( \C- -\(~"l.) 

("" -i (1) ( ~ - \ ~~ ) 

~la fwlc16n S (~ ) 

N t ue 1 

tamb1& lo 

s, eucia, 

on comp ojoo nj ea'OU 7 f. 
S (\C.) t1en un 'DOlo n ca 

( .17) 

( 3.18) 

ante. 

forma eXpl!o1ta del potencial ea atente complioa a er 
BU valor n el or1~on y ou forma aint~t1oa para d1st e a 
arande son como sigue 

D ata 80 o 6n s ve que j atando 1 
e pued hao r q o e1 potonoial 'le o.trao-t1vo o re ul 

gen. 
Poro gr'ande vaJ.orcB de , tiao 

Aho e pueden distin doo caso aún 1 

la PI, ~1. o Si (3, Y r1. roa1 o po lt1v , o d 
b, y b1. re peoti va.mon te. Sup6 as e qu e b ~ ..,. b. t 

%pononcial e -'b ... 1" decreoe tmis 1d ar:lC n t que la onenci 
7 ae pu de poner 

de 
or 
D a 

e - t'-



e o 02 ) 

E te rosult do 1ndt~a ~ue en ata ca o 1 p al d or ce 
exponon 1almonte p ro por orcs p t1v • 

El ot caDO oon 1 t n ~, 7 ~'L om 1 

j o r = y ") - \ 

b 7 t , ti- e 

22) 

do d y 1 aro m o de 

s ve nto o qu l:po o al. d e e oc -
1 d all"ed ciar e er • 

e mb1n n40 al valor in1c d tó 
t1ca al tnfin1to ti DOU ro 1 t 3 

'4l-<' './(t) 

r ........ . . 
.. .... , . 

. . ' .. . . , 

V 
! 

" J 3 
(~:-'ct~)«P~·3~)) rl'd :l 

( . 1-
\ ~ 

1. 
.(~;~ 1 
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Fig. 30 . 

, , , 
, 

Fig 3d~ 

(~I'J.-t)(i) (~~ .. ~: ) " ? IJ ~\. reales. (~;\~~»(r~"r~);r'J?t eomple o 

En 1 ap.mUae 4 S8 obtiene la fune1ón de di par &1 explí 

mente lJ la funai6n de onda d pend1 te del tiempo queda entoDe e e 

1 siguiente forma 1 

..l(f~) - ' JdO
, i . e ( i .5e\'l(~-.:r\)tQ 5eV1(\t-~i~,)'\o L. 

'"r' -h-" , --2,seY11(<'o1,{0 v. p., - • r 
" '(. 1"- trI ILtle, o o I -

+(4 U'o )l~e" (~-.lt4)rO _ ~~y, ll. T i ~ )1"0] l }l 

~-\~~ ~+\~~) 

(3 8 23 

dODde las ftlIlcionee (1("<") (2((")) 1), ('<") 'j })2. (,) dep d n 

los paÑmetroa o(,}d.'l)~l) (3~ de UD manera bastante compl cad t 

aunque existen cierta simetría.s entre e,( ~) '7 C, ( r) '3' 

~I(t") '7 D2. ('f) • Obvim ¡¡e.l ÚD100s polos del1lltegr d 

estam en V- ~ - l eX, f '1' \'- ::;. - 1" oC'!. o 

e) Discua16n G ral" 
:ED primer l~ar e interesante observar que haY' un anal 

entre laa ecuaciones que d :tuno16n de onda 1 caso de 
(3.11) 7 de BargmaaD(J~2), d odo q e la exprealones q 



-
fuDc16n 4e onda en e da uno de los dos ejemDlos, son del miomo tipo 

J la disouo:16n se puede hacer en común. 1m segundo. ,lugar, se nota 
---- - . - - - --:--=:: 

que la única diferenoia importante entre loa dos ejemplos es que p!. 

re el potencial de i;.Okart. 1 pol.o dal integrando de la expreaic5n -
que de. la funo16n 4 onda puede estar en l.li parte posl t1 va o n 1& 

negativa dll 3 ima8Ú1ar1o, mientras que ¡:ara el potencial de -­
Barpann t loa pol.os del correepondionto intesrando no puad estar 
en la parte pos1tiva del oje imaginario. Esta diferencla implica, 
OOlDO ae vero adelante. qu potonoial d Eckart puede "ti er UJl 

todo librado, pero que el ¡lotencial de J3argmann DO :¡uade tenerlo. 

la na]; oicSD d 1& funo!&¡ de OIld n boa 08 S8 reduo 
al c410ulet de ouatro tipo de 1ntearal. qu n lo slgu10ntes 

f» '( \ "ti) J '2. í ~ el) le r. Q' ~'-,'" d ~ 
--

Ial = 
rGO 

'2. \ ~1¿V1 ~'('() i (l',;('. t ~'Lt) 
~ le. .. \ 01. l2. el ~ 
-(II¡I 

GO 

i(-=.~. ~ ~'li) 
1~ - ~ S<!V1(I<-iP)~D - e J~ 

~-, ~ _.o 

::f se"" (v,.- \~)'fo °l ~f' _ 1. ~l t) 
I~CI\ 

\ ~ . 

(t .. \~) ( ".iat) e cA~ 
-.o 

La funci6n d onda (3. 3) ¡ara el potenc1al d aargmann qued 
entonces, 

~ l(')'l:) =. \, -}" -t - 1),«) I~ - ~~(~)IG( -\- C',{'O) lle-l"'r 1 +-.qn\'(o! ' 1. "1 

t (\ (~.)~~,-11' 1"< C,(r.)'U,/<l \ l~,<, - 1_~"",~ + e,( '-.)]).( r)llro". - L!,.~1 t-

+ C,- (<".n, (t) ll~.oC, - L~,",1 "<" c, ('f.) 1>, (( )~ l~,,,,, - L~, ... J 1 (J.241 

http:lle-l.81
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Para el ca de1 potcnc al. de Eckart. ti n , por ].a ecuac16 
(J.11) que da la func16n de ond en este caso, -- ,. 

fE ('(",i) -:;'W'f
o 
t- 1,- 'L""'Y-U'~l~;:. .. ~· 

-~~~ {ll -1 ';(~"'_l.d(Mt~, .• ",.y-I~.> •••. v)11(3.25) 
(\t-t}(l eSfQ )I("e) ~ ~ .. -\ 11~'). IJ ) te r . 

S prooeder! entone 8 calcular loe ou tro tipo de integral. 

Eata 1Iltqral representa t rmiDOB de dihs1 para del. ¡aquete .. 

s. a t 
~~( fa,..). ~ J."'iJ 

Q 

( 3.27) 

(3.,28) 



ouart8¡ inte@'!!l; 
- l ~t) 

Irlllo:.. j SCY\(\C--t 11) '{o (..L __ \ )eH"f - 2 \'-

• _ CICJ' r (f;' ~ ) ~\ ~ '" -t-íll 

ClO \(V..")'<O _'h.·\~\fo t(~'f_\~tt) 

-1.t. - ' \ J ~ -t¿ .e dl(. 
- i( ~+.) i(fW.\ ti _ 00 \(.. .. "Oto 

':. ~ '" _ír; ~ ef~' X ((t'f., -.0\ ,t ) - if~' X (-C,(. ,'- ""t)] (3.29) 

i(~~) '2.(ftot\ 

La f'uDo16a .';r ( (' l k) t). ..t' definida por 

, (00 e¡(~'(-l~~!) L(~(- t \tt) , 't"_kt 
X{f'~It)'trr J 1'-- "- ell<:O e e'<"fc.lll");¡t J (3.30) 

-co 

El comportaaaiento a n1; t100 de la fImoi6n X ( t() ~; i) 
t -)o c:O , 

K("f,~) i) t~~' 
~~o 

'7 lJBrB t...".. o ' . so time 
. '{~ 

).. ((o) k) i) i ~ 0-> e' 7:t 

Como oomprobaoi6u 1ndir ta de estos re l.taclo po d e 
oul.ar 8.1 valor d G 14 c1 ÓU do o para t ~ O 
ci6n (30)2), se ve que Gl ÚDi o' t&rmiDo DO o ---
(3.24) o en la ocua 6n (3.25 ) 8S pr1.m ~t d mo q 

eH 



':. - 1.~ lS('C~'(o) - ó(('&o)l=.. - i- s ('C-{'o) .,rr, t 9 ] 2'<'0 ' 

quo 08 l.o. forma 1n101o1· que se impuso 911 la cond1016n (1.8). 

Ahora es necesario disoutir el resultado obtenido :para la fu!!, 
clcSn de onda, 'tomando on cuenta lao posibles distribuciones de los 
poloo de la matriz S. 

:a al caso del potencial de ...;ckart. función 5 (,,) tieno do 
poloo, aeBÚn lB eauac1ÓD (3.10), uno en ,,~i ~ que está en la parte 
pos1 ti va del aje irnaa1nnr1o y otro en \'- ~ \ Y, que ostal también sobre 
el. eje lmas1nar10 pero que puode oatar OD la parto po 1 ti va o en la 

neeativa del eje. SiD embar .... o, s610 el polo 11 \'-:' ¡'ti a polo de -
la fu.no16n de dispera1&n. i::n al ca del potencial de Bargmann, la 

matriz S (~) tiono cuatro poloa. seBÚn a\) a lc5n (3.18). de lo 
cuales dos oattm o el aem1plano superior, \'- ~ l'~, '3 ~ os \ f~ • 7' do 
eD el. aem.1:plaDo inferior, ~~ -, ot, 1'- -:- ,CIta,. , iD e bargo lo 11_ 

ooa po1oa de. la tunc1.m do disparoicSn 80 loe polo te ~ -( IX I '3 

i'. ~ .. , ac. '2. G DIi ambos caso los polos de la fnnoicSn do dispar 1 
prov18DOD de los e.Groa de la funo16n ~ (-" ) ,amo v16 de la .G!, 

prea1óD ceneral (1 g l9) 148 otros polos son ent Doeo redundan 08 0 

Por otra parto, CID la oV111'DaoicS~ oxpUci.tn de la funci6n de -
onda, como BO ve de laa ecuaciones (]g24) 7 (3 D25), ap rece n e610 
lo polo. do la funci6n de d1speraión, edno tElI:1b1mt loa poloa rodua 

dantes de la CL8triz S 7 BU8 esto s, la :f\mc16n de ct1o-
per81ón ee puado poDer como 

\'- ~(~,<) :: t {- 2., Se", \(.(0 ei~r-t L.At(~~o) 
~ \C.- ~~ 

+ I. Br((I{'o) e.'\C.(t'-<'D)) 

r \'-- ~f J 
'7 la fanc16n de nda rresp nd e te 00 pued os r1b.l r 

http:oxpl.!ci.ta
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"'ES" ola que cuando t ~ 00 ,10-- nt s d las "une1 ne Q( ~ e , 
tienden a ser 1&~le8 7 que por tonto su diferencia ~1ende a coro 
Jl rcaliuad. tomando la forma de las f\lno1oD s Q'ffc.. para valoros 

muy BI"BIldes de su araumentó t que e848 

, e _2'1. 

--'li' z. 

2. -t l 
ffr 

se tiene que tomando '2: Q-if tt'Co-kt 
- "1.t-

c:t t'"~ R t~: a.1"~ 4-t 1t la 1nte 

e'l~ - 'r(H"f,,] 
'C"t'<"p -let 

-h:t 
-

r -ut 

I~ eda 

e~l~l- \ r(~·~·'1 { 
'( -'\0 - i~t J 

JIT 

~ fo ,11 e 1 Q. Q "e 1 ~ o I 
'(~Jr;o)1. t\"<'D i (r.,.\l -r<· 

- ~ e., !! ~o -ir t; - '\.-'(p ;~t J i~CD 

(3." 37) 

(303 ) 

.¡TI .Jit 
En consecuencia, 108 polos redundento do 1 mat zS.o puad r-
precentar e etados ligados ni Gstados o caBales, de al do que 80 -

s1~e que el. oomportamiento de la f\mc16 de oncla es coml,letam t 
CauDal y dichos polo solo afectan indir ct tc a a f oión o 
onda. Para. entender Dejor el oicn1i'1cad do osos polo a se puede -

tomar como caso especia.l quo '\0 ~ o I esto es, pone la fuente en 
... lorigen en tal caso loo t~I1lÚ.103 quo oont:i.enen los polol3 r:Jd 
dantes 7 GUa negativos desaparecen, co o se e de la e acionas-
(3 11) 7 (3.23), d modo que la func1~ de da queda 

q, ('(j t) ~ .L {(-1.i~)~\ _ I Ay l~ } e \(~1"-~ ~1 i)J 
~~ J ~ ~_~ a~ 

_00 '" y 

1
~ \ tt) 

_ ~ (-"2.¡y:; +2¡ I. A.,,{-r) + 2l L r r (~) 1.e \.('{.'('-1: ~ .... 1 
- 4,.,¡ .., p' ~-~\> ~ k:- (3.3 ) 

http:coml)let8l:ler.te


, 
donde la suma se extiende solo .{!'. ... 1 d di er 
6161:. Ül. val.uación d~ 1 tegr c · iDme at ~ueda 

t( 'C, -t) ~ _ I .: e _i ~ e i ~ 
/2.rrt t 

~ ~l primr t rm1no pr s nta la d1f s1eSn 
s a m1e que e endl-! i no hu 1 

tdrmino que revela 1 intera e1 1 

que son 10B rosiduos de la func1 

lT • 'l" 1. 
- - 1._ 

Q .., e '2'-' C"' A ( (" ) 
L_ r 
F 

( e 

()040) 

ue por otra parto no contie en a 
oambio, ro ela inter c016n a trn 6 
de diopor 16n, por med o de las f 1 
do que la interpretac16n d diohas 
~anc1a de e el punto de vista r!el .0 

e 'f') "V) t ) ,e 

En 01 oaso en el que la f'uant(, 
t,btuinos que conti nen lo polo:J r"'ll.un 

u· an, pero IJUeden ontenderse como t :-m 
01 despl.r!za.m1ento de la fuente, de \:..n no 

e cea 
ca -uando 

onvenien 
nes X 

01100 en multirolos qu a 
130 ueepla a. la ruen c. " 
e ver co~o 00 pueJ obtener ~c 

IJlldo s hao tm doopJ.e.z. t 

+1e ! por a de~1 1ci6n (3 30) qu 

o~ d~u1or mue n lapo~ 

a en 1 o 
ele laIllé:: riz 
ue in sn 

oe o~o.nte al 
J; as re as 

(!r ,;,.ntonde 
csión un la 

el 01 19en o .En 

Ben. 
S no 

,. 
1 e I!l "C 

noo t p 

le la f .G~ 

esto, er 

fune! -­
fect t te 

\ 
Ti, 

r oO_e._: l_~ __ (_f_" _,, __ i: _" l._t_ 

J ~ - } 

... 00 



i ~;o L (~- ,) ~ k o 
CJ - e e 
i (IC-a)'('1t -e , 

;. \ "'" L (~~o) ( \(.-
~ -1<.- ~ "--\1- ~~ ID l \ ",j)~ 

J 

t e 

-X (f; ~ I k, t ) ~ Q 

i (. r. -
<. it (--.;e_,, ___ ~___ e 

- ¡k("o -ve \ ,) ~k('o. LeO L~ (i ) .... (" - e ,.. '(, R,"t -\- e /.. f.:l -
( . )' ~ 

!' S~O • 

Po tan to, al. de plaz e 
ovo to y 1 polo ~ se convi na 

ori·on a:f atada. d una f Be 1.8 dopen d 

na de t OD dA d1.fus16 • 

Otra manera muy o1ara de . r (lU 

n ón d disper i6n intervienel n 

onda cepcnd1en d 1 t1cm~ o y q'lO P 
1ifica r:ísic e la i 10 t . . 

1 

\ 

( l \ 1.i 
1. 

fu i 

te O 

X. 

01 
dc 

( 1) 

oc 

1- en lo 
a e 

, 
4 

co 
1~ 



pero 

ft)--\ -(t. 
J .!;TT i L 1-

es una func1 -rrte 

1 . e p 1 
( 42) do 

(-k.) • p t 

, 

• , 

3 

-1 (" e L (.:.f 

-.....----e d 

.3 



lomo De ve od el ei 
problc a estl e ntcnl o un1e m te 
d n d loo polo~ de 1 ftUlc16n úQ di 
s lw puede llamnr no! neD a Gr n e 

interpretación ca mu clara nó( 

em .• a grande o 

2n primor 1 .a.r fu.."lci 

Folos en 01 oemiplano ior o 

el 

ae t ene u 010 e m 
ren el CIlSO dol vot clal d 
De 6 de Green de nte accl'n 
a, or la oc aci6n ( 

p:;' y os t va 

UIl co port 

31). ")0' 

modo 
ollAtor1.o , O 

o entoncee UD 1 .~·ad 

Ahora b~e , de ido a la o 
e la l~tr' uci6 d 1 

ca e p q e ttS n el CU81.'to 

t re ro Entonocs, or 
in lj b 

en ont 

edi 
e 01 

d 

a u e e 

(3 

in { 1 Q o 



t 

e t 

e 
co 

a, 

• 
I 'r 

¡~'t ro l 
f 

1 

• 1~_'~ .. \1.] 
I :...!..:.....!J e 'H 

\C.. -::. .. , ~ 
~ 

el.t ccr cuadr 
o. to on t rm1l os d dif 

trav !l e 1 rescno1a del 

fun icSn d Gro d int 
ca o un téxuino d d"fuai n d 

~y 

Pig 

e to un 
de fOrT a de 1& ft 

capon ion e \lO el 
t dr t t indio da en la fiu"r 

(ue la un polo en el 

t rm1no de fua16n d 

ar.Ll. a ue la bi ectr1 J Ii 

ra ca y grand de 

l "'~ l 'i Yo) '>¡(-<>'1 -i.(~ ~ - t. 

e - r¿ e ~ ) 

'fo 

) 

b 

n or 
d 

r s 

P rt 

L 

t 

t 

n 

o 

t 1(. 

€ 3 ) 
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a 01 
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B di 1 Ci • e 1 

o 

r -

http:difual.5n
http:func:.�n
http:toracc".6n
http:intoraocJ.�n
http:que.si-estllcj.Ol
http:d1fus:J.�n


- 9 

FINALESo 

En lb primera parte de este tn ba se han di s ut 

propled 

finito 0..." 

de 1 matriz S aeocia a eo un pot ne1a 

el problema de la cl1sper 1 n de par 1. 

SchrGding( r, d lO.oin-Gordon o do D r c po un pot 

habiéndos demostrado que en e 

eiODee de disperai6n par la 81 El 

que 8 t:1e e una and pl a y qu en 

o 1 'lial d ro En e ta Plrt DO 8 1 011 

po d C<i dio16n de o . s 11dad DO qu e u 

d1c1ón 1c1al y un desarrollo d 1 fUD 1 D d 

t 

dal tiempo en t rmino8 d ion 8 e tac o r1 

cU8le to ~ D1stema compl t_ d e 

SIl el primer oapítulo de la ~1 a seec:1 D e 

do para d dVBr relacio es de d1tmers16 pe c. 
la t\mc16n ~ 

en 01 00 e partícula que obed· zc 1 cu ci6n d 

e mo e te oaso no e pos1b1"t pgr o ser une. ecuación r 

vista, imp er \U18 e nd1c16n est atA. de e a ida , la e 

1.n1c1 1;0 . 7 se obtu ro l' ac:1on de p 

t como la cOlldlCi 1n1c1 1 p ed i 

ind'P di t mente d qn J.a eeu 1 n r Un , 
en 6 1 :veot1gar ei en el c d e1 De 

pod!a U dioha con c:1ón en 1 u 00 di 1~ 

9 obten r relacione ~ 1 

e er que sí e p 81bl. bto re 

o 
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al el eaa de la eauaa1 ~n de nein-'lordon partir de la cond1 -

o1~n inioial. En el capítulO ) ae demostr6 1 mismo pera 

aulas de :J1rac. 

En el e ap:!tulo 4 se probó únicumente que lae relaoiones 
'l.'\C-~ 

d18perB1~n para la tuncl6n 5 ( \:..) e 1. "'- on una CODsecu no' 

inmed1 ta de la propiedad ae la matl1.z S dI ser an~1t1ca 

aem.1plano superior del plano oompleJo del . m 'tO 1'- "S d 

propiedad asintót1c cmlllldo lF-I~GQ, que e investigó 1J8 

la apronmaoi&n de :BoJ'Do 

Por otra parte, en un 'trabajo en er10r32 . usando un m ¡'to 

UIU7 El ej te al que e8 81S'116 en 1 rimar cepítulo, ee COlle 

76 la func1&n de onda para todo valor d 1 t1em.:;:o '$ B hizo v r -

que su comportamiento e s causal el 

Había entoncea d.'pmtos de int r&s para Iroseguir 1 1 ve 

tigac16na primero era tratar d prec1 sar la onexión que 

te entre las relBc10nes de diapersLón y la condición d oauBsli 

dad en la cánica CU~1ca 7 el segando era extender el en 11 

del proble al caso de potEllc1ales no oort d('8 " dendo un trat -­

miento aplicable tamb1'n a potenoiales cortado3. 

era dificultad que surge e que en 1 caso de p "t 

c1ales DO e rtados, las propi edad de la matr1 S q l' rm1t 

obtenor rel oiones de 41~ rs1~D no ei pre 21 Po e~ ... ~.!~_ 

B poa1bl 

os en 1"\" 
Onstl,l11r pot8l1c1alea 11& ma"trt S 10ia' a t 

re del. eje lmagin r: o t b1 polo d: h 

~e que o orre pondan a estadoa liga 08 0 
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E P ble entoDo pre nt D e la fU 1ó q 

ra pot c1ales arbitrarios s e l1z ci6n d 

8 ti faga rel cion s d d1spers1~n e t' on tad co 

de e l1dado Todo to se 1nve t gÓ 11 la B gunda cei 

este trab joo 

En e1 pr1m r capítulo da a oc16n 

cond c1 de causal dad ind1 o que la fUnc1ón de G~ec 

diente d ti po para la d1spersicSn de rt!culas de Se 

por un p tenc1al arbitrario, est:l acotad en todo el ti. 

o co secuenoia d este pr1n i:pio S9 dEmostr6 que la n 

di p rs16n 1 qu s enc1almente t efo d de Laplaee 

c1ón d onda dep diente del empo. y cuyo COD c1m1 

te encontrar en todo tiempo la tu 1 de o 

tone d d1.apers16no Se prob qu taa r ... _ .......... 

reduoen J que val en para pot e1 1 s cortado , 1 

1 pot 1a.':. ea de alo8Z1C8 na.: • 
En 1 segundo oapítulo s prob di%' o'. t que 1 

de di p re ón 8S analítica T 
-'"t e cepto po 11 nte 

en 1 .., 

o 

g1nar10 &aocladoe oca estado 11,s dos" 

macicSn d Born. se demoEltr6 qu la func1ó 

16n ti de a cero 1 11t:.\ -?,cO n 1+ 
I te 1 relac10ues de d1apersl no 

De aquí se s 

e 

En p!tu1o 3 e9 discuten dos ejemploa D 1 qu 

f 

S tien 

6 la f ci 

forma part1cularmenta .1mp e V 39 obt1e n Xl> {e 

de d1sperD16n y la función de Graa dwpendi 

t 

-

http:fUnc:f.�n


- -
t1emoo~ '1' e oxpresa eata Última en t mino d unas f'unclon 

b&s1ca d interaoo16n de Greetl (BIG) a ciadas con los polo 

108 ceros de la matriz S. Se demoetr6 que funoione DIG q 

tienen Ed gn1t1cado físico OD aqu llas asoe adaa con lo po o 

de la S que 80n tamb1&n polos de la fwlc16n de dispera! n. De-

la tor 1nt61iica de las t'uDc1ones m e 

la lDterpretac18n ~!a1ca que debe darse 

do 1.:"':;"00 , e 

lo polos de la 

d dispers1 n segÚn la poa1016n e atos tengan en ~ an 

ple30 0 

Es conveniente indicar, como o él.u l&n, 19\Ulaa pos! b 

d.. tU turaa de inve8tlgao16n lo largo de at líne 8 0 

f todo el tratamiento de la sesund oclcSn hizo 

cemente para mom_to &J1&Ular o.ro o U sen ralizac1cSn 

IIDgulAr b1 trar10 parece baat te pl o Por otra art I 

han sido constru1da.30 UDaa funoiones BIG relativista d me 

que par ce pos1 ble en_de- los m&todo de la s gunda eoo1 n --

ate Upo d prob1e s. F1Dal.m te podr! pensarse aplicar -

eaoa m'todos a algunos problGDBS el la teoría de las re oo1on~e 

nucleare ., 

-

http:constru{da.30
http:1IIlgu].ar


- 94 -

Ap'ad10e le L 8oo16n de di pers16n. para una part:lcula .. .de D1ra 

En este ap'ndioe se obtendr& la seoaión d d1 per~ión para 
part!cula d Dirac en un oampo oentral rrollando una onda pl 
de energía E,; J'lt'l.. + \ en ondas paroial B ep!norl le 11 sl8U1endo un 

tículo de B a~t y Bldenharn~o 

La eouao16n de DirBC de una partícula de masa '((\=.1 en un 

central es. n unidades naturales" 

La oor 1 nta de partíoulas es 

• t, 1. J ~+oI.í -
Suponiendo que 11l1c1almente 1 s partículas T1ajan en la d 1: . 

o16n del ej 1.. ~ ee tiene, llamando ' á i\'\ la corr: nte lnc1d nt 

. 
j \'f\ 1. ::: ( 

donde se ha pues to el espinor + oomo 

( 

donde f,V\ es la parte incidente y t~ la pan aa11;nteo 

o 

o ) 

o 

La corriente sallente en un ángulo 8611do J-Ü. en la di 00 
del vector un1 tar10 VI - r es - - ~ 

Y\ .., " "L 1 () '!:. \ • i' ~. 1 t -r 1. j f1 ( 
- ..1 S ~ .J. lo- 'fs '(":)' a .. u.. 1 o J 

1 la eeco16n s, por tanto. 
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(A106) 

Ahora hay que oaloular el numerador '1 el den~1D1nador de la 118 

016n anterior" 

Sl inioialmente e8 tiene una onda plana, se 1iL \1' 

¿ ~.'(" .. -e 

o 

'3 8' 1n01de en la dlreoo16n del ej e 2 , r.. = F'f:: O o En 

ralea al momanto 001noi4. oon el número d~ onda 7 enton, 
poner f1.: k. 

Entonoea la fUna16n d. onda 1111c1a1 queda 

~ s.. 
E", 

ik,. ~¡VI ':, O 
\ e 
o 

Por tanto 

(].U8 

da 

88 el denominador de la eouao16n (A106) 

P6ngase ahora + ... ( +~) f de modo que, 
0/11: 

des na -
8 S puede 

(A 08) 



( E - " ~ 1) t ~ = - ([. f tu 
(E-V-\ ') tu ~ -~. \' tI -

- 9 -

(A1 9 

la soluo16n de este s1etema de ecuaciones se p ode poner 00 o 

+t <~ ~(~) d~~ , ra 'nd4 J {.I y.f 
l' ( o O 

+'" ~ ~({) d'~ r tl'(",do.J (-1) 
j.l' i , 

donde 

"'" .t t d. \ ~ 1 L <~ i ~ .. W15 \ ~~) '(~"''' "Xi ~\ 
l..t~ - -.0 w..,. \ .. "~...... '-~--i 

( 1 1 

son los arm6n1cos est&rlcoe esp1nor1alea, tWl.( Bon loe arm6n1co 
esf~rico8 ordinar1os, 

o
, \ X!.. !. ':. ) 

1' 2. 
, 

'1 <..R i- W1~ WI~ \ : W1 ) son loa (\oetioiente:s de Clebsch-Gor 

Ahora bien, de las eouac:lo~eB (A109) se V8 que +'t 
diferir en paridad debido a la presenoia dal oper dor p Q 

I\t,'" 7""'i~ difieren en paridado Pero (Jomo;~ \ t ~ y (J'_-
J
' .l 

0J,,tl <1j I.!. ~ ~ A - - 2-
que 1.. 2. 

~·r 
'(" 

í'{ -'<' 

( 2 

re:' 
n- "'0 

~ n 
EntOD.O 

e e1 

(J,1o 

so r 

b 

CA1 

) 

) 



d 

Y < ~ 

-

\ÁI(J!'lli>j i 9W e e 1 

t 

s t> on el ntos de tr 

< \ \ ' \ ~Jf ¡\51;.¡ 

o encl 

J 
a j !. • 

1 

Po t 
, 

( -' ~ 

P 

( 

• 

\ 

-='-i 

~ ~ i -+ 2.. ' enton 
(J I • I 

#;{ =J-'" 
1. 

.l a.. ~ _ -J·t Il+¡ - 1-

Yl'I W\ 

f( ) d~ l'~ ~ -= - f ( { \ j .. _ \ 
J\+i~i 

-'2. 1 '1. 

a loul 
5 

or s m 

('f d· i'2 :il.:L- .~~ ]fe c) 
~ a'f' 
~ 

o 

d~ 
l 

(-- - 'f) d'W\ , , - ({) d--
+- • 1. .\ l 

1 

< ~'I .. 
8 or 

7 

En 

• 
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AhQra bien, d l.r:.lS ecuaciones (A1 09', si no har lnt\lr&cc16n 

J, -
~--

por tanto sl 

entonces, por (A1.21), 1 2 

y s1 

entonoes, por (A1.21) (A' 23) 

\ L ~ _ ~~. ,(k t') d .":' \ \ 
T t EH j-t 1 ~-~ \;. 

Regresando B la eouao16n (A1. 7), se pud poner, e 1" ::0011 

r de la ecuao16n (A1a11) 88 sigue qu 



- 9S- -

5 

Por to 

1 

-:: i ~ 2. J1T(j+~J l j-t-~ J. (l¡ l) 
j-~i ~;-i j+~ (Al 8 

donde 

A1 ') 
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Llamando 

(A1o ) 

Be ti ne 

( 

CUando bay 1nteraoc16n, la part 
que Be tiene 

s 1 nt 8e modi f , d 

oD .1 

+~ ~ t JTIC +~) ij~,-~ (' O ~ (k t) 
J,;~ ~:_~ J 1. 1t.J"~ , 

l.. 'l 

Por tanto 

Tomando ahora n ouenta qu 
C!'"{ ) 

T . 

o 
dando que ( o 

Ol .'<" =-=- ': q-.! 
Y' "7 

oalcular el n radar de la ecuac16n (A1a6)a 

ecuaoión CA .6) para tener la secoión tota. 1 
los arm6n1coa sf6r1oos on ortonormales, S8 t1 

\ 

(f ~ .; t t (~+~) \ S'+s{~)-d~ 
\i j~~ S:~! J 

;¡. ~ 

, 
(A1 0 20) 

ora bien in 
ando el h abo 
ne :tinal nt 

A1 a 

r 
8 1 

(A 3 



-
A 

En 1 P tulo 1 d la eeccic5n 11 B t la 
ers16u ~(~l~)' en t 1noa de l~s tuao1on d Jost en la eou 01 n 

(1G32) q: e 

la 

dond 

08ao o 

S a 

s8ud 

ll~r)~-:L \fí_~)~l'L\{"o -t(\:.)~'(- (0)1 t(-/C.)d ( 
c.r I 2.l ~'(o L j t(- ) 
En 1 trabaj 8 :l 

funoiÓn de Jo~ ra 1 po eno 8 d J 

(~< ~ t(~)'()~Q \+~ u (f) 1 
~ .. '~ 

),. _'lA(" 

lA (f' 
:!. ~ Q 

~ 

úe-'2..),,'('-\- \ 

... "'oJ1atrl,1 Bho a c16n d ai par lc5n 

r 1 el ti ( 2 . o 3) t 8 1 n 

o 

o 

(~I 

, 

( 2:¡ 

) ;p 

- ~ (:,¿ "' 
\-+ , 1 

a 



_ 4 ~). L 5e "" (\C.~ i~ )'0 
( t\)(~e~5{\e~~f») l ¡t..t- i).. 

xpres16n a r10r es o vi 

co debí s-

Por otra part se t1en q 

~+ iv .. 
1(- i A 

, 

dond 

, 
d odo q e 

2 -
.: 

s e .. , ( le. - ¡' ~ ) '\~ .• J 
\c:.-{~ 

uta una 0:16 e 

( 20 ) 

( 2 



L c1 n d disper 16n ~u da e ano 

~ (~) () = ~! J _ 2. i 5€ ~ 1 \L '(o _ L¡ ~ ~ [ S e ., ( ~ f . \ (~ 
.L1~'(ol (b'+lX1e'>'\/ ) k. -t i).. 

( 2 



A teuaial da Bar 

Sup6ngaae que la ecuaoión 

d~ ) [ :L. ~ ~"Io - V «)) F l ~ I ~) :. O 

t so uc16n d 1 lpo e. _í. "'". S (~) ~) Ento o 11 d 

S(~)cQ)-:.líM 5(~)'(") 
f' .... 

19s tune1 nes de ost o 

'1' q e 

La cuación que tlsfaoe la funci6n 

[ 
J1. _ 2..~~dJ _ v ('f)] ~ (~j~) = O (A3 
d~'1. '(' 

Con 1d resa abora que ex1st una func16n r al ~(r) tal q • 

\ I('f) - 2.fJ( W'{f))'L _ w"('(~l:::: 1. Jl \Oq w('f) 
" - ~ Lo ( 'f") Lv ( '<) a '('1. e 05 

( 30 6) 

La cuac16n (AJ. ) queda entonoe 

LV ' 2 " l' ) J... - w 1: -+ w 1. ~ '2. i K. ( \...,..' z. _ w -z..' ~ O ( 07 

+Se presa t~8qu! loa r sultados 



donde 1'8 ftp 1ma " aignifican d 

Supon1 ndo ahora que 

da re 

.-. _. ~ (n\p'~"'.~l)Y-
\..v lr') ':. L. Q ~,'V\\. Q 

-y,;'YI'l. 

y que 

ond V\, '7 \'\1 t mBll loa loro :!.l d o 

ct y 

(A3~ 

( 

o ~J ( '() 

t1en n cuatro t~ no D Adem:18 ~, y P 8 do e na 'snt 1 

) b s son reales, positivas dis nt B, 

b) 80n co pleJ8s oonjugadas con part real 

Ahora bien, Bust1tuy ndo (A).8) '7 (A3~ >, (A3~ 

~ Su di! r ne!al 8 8 ti ce &1 

I 

donde f7W\¡ 
1.. 

9\1'1. son conatantes., 

Por otra parte, puesto qQ las e net Dte p 
p09itiv3¡¡ 1 término om1DBllte para '\ gran en 1 
yL.(~,'f)es aquel en el que 'V\,-='Yh.~\ por tanto 

'1:( ) t· 2(\C.,r) ( • \ 5 '<"):0:: \VI1 -:. r-·'B,)t"-\ Pl.' 
,-., w(t") r . 

~ 

. La constantes ~~ S8 eligen en 1 fo 

o bien 
os ti 

, v ~ue 1 

tienen larte r 1 
1'unc1ones V-J t '( 

( 1 ) 

( o 



ao d 0(, cJ"'t. n dos oonstant s t 1 u 

) amb so r' Bf poe1t1 a y dis 

b) son complejas conjugadas con parte 

Se supone adem,3s q,ue Ut\t: Fs para toda ¿ J ~ 

La func1dn de Jost se puede cale lar 
forma de las constan s a..\\\Vll:, y d la uae 

se t1en 

( \C,- '~,) ( ~ + \ ~t) _ ,~ ~ \ e t 
r ( ) <» ) \(.. \ ~1. 

(~tí~,)( lC.-i e") _ \ ~ 4\ el 
5(\,-,00)· \(.-;~I 

, 

hor y fac1 

(A3 D 11 

t \(.. -+ l .) ( K. -\o \ ~l).. \ ~ p,' ~, pi ~ _ ;:;~ ) 
'SC'&..)o.lO) ~\-~1. \(.-\~\ \L.-\P 

nte 
t 

( 3 1 I 

Par t uto (~,-tJ'(" ~~~ .. ' 'tr:L·1) 

z(~, '\ w ( ,\ ~(~ Q~. ":ct..,. ~"p. i 1"1»/+ "l.;~~ l~. Q + 0.... P'1' e " 
} (\,-)d:») t.-If' ~ , ~1-~'1. '(..-\~J. 

( 3~, ) 

( 3 16 

) 



1 

'1 , ~ ). ) 
( 3. ) 

En par loular, pa~ '\-= O se t eue . ue 

( o 7 

d b1do a u 

W(o) :: 4 ~I r1. (c.<, J, ci 'l.) o 

El o o de calcular !,.v { ()) e8 :ay 1.m.pl' to ndo q 

V\,7.. ::: V\;- :: I J [. ~, "''1. :: L ~\1.. \1\ : _ =- O 
'Y\\Y\~ \'\·r,+~'r1. W\.n" V\,p,-4. \, ~4. 

. 
1 

Abo a se d terminará 1 valor d 1 po 
u t rma s1 t6t1oB ra r 8 nde o De 

.. a al V ('( ) p r '(' :: o 
cUBcl n (A) 5) 

u rara tener V{ t:» Y que o'-ll aular lO(o), . 'tu) w"(o) 'u 1 

ción ( 3018) stá do el valor de W( ¡;) • 

Usa do ha le igual da de s1gu~eDt 

y 

a inmediato v r qu 

(3 J 



F1 t , 1\ sn o qu 

I Vl\Vl".(V1I~I~\'11.(~4) =-2.. Vl;Vl1. (~,~, \'\1-
YI,~ \11~1. 

j 

L \'1, V1~ t v\, ~ \ + V\ ~ ~ 1.) : 4 r' 
~'Y\1.. 

se tiene qu 

Por tanto, sustituyendo (A3018), 301 ) y . 30 20) en (AJ.5) 

Para obtener la forma ssin 6t1ca par r muJ gr de 
r10 observ~r ~ue el t rmino que oree s r pi e to n 
w( '<") e8 1 que tiene ~,-:..Vl'\. ': 1 a Entono s o ued pon r 

(~\-+ ~':l) (" 
w('(") ~ a" e. W o (-;) 

1 los tres ~lt1mo t4 inos son d cree nt y 1 t o 
d creea mA· p1dament 

la d fln101dn (A3.5), se ve 1 

V('()-:'-2.:r IO~WO(f): 2f'(LtJ!«)')_ l.u~·«) \ 
d fl. ~ wo ('( I LUo( 'C') j 

ora b n, Wo(f) t .Lend a 1 ~.m1d d o d '(~oO , 

ne8 w~('r) W!,('f) decreoe'! expon o1alm nta 11 1 

2 

ti 

( 3 2 

n Q S 

tune 6 

(A3 22 

( 3 23 

(A3 2 

e 



la levada 1 aun r o 1 u 16n 3.2 • 
t no do nt valor s d 8 d n x 8:1 q,u i 
poteno1al es 1 Últ1 o sea 

\J ( '() "-' - '?. U; ¿' (") -: - ~( «11-' r: e._lp~ 4- a_.,. ~,I.e -tr,r) (A 02.) 
a" t?.1I 

o ndo >( ~ cO , 
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En .1 ap6 dice se detel"'min6 la fu (! 6n de Joot par el pot ') 

c1al e Bcrgmann, aho 9. se determinara la f nc16n de d1spersi6no 

tonces, por la ec 1ón ( 3c15), se .1e 
-I~'f" 

F(t:.I('))~ e LI- A(o) - ,,(:)} 1r \1" ~ ~ 
~+,~\ ~+I~"'l. l I'~~~ 

_ ~~fO~ A(o) BtO))l Al -1») e \ --r - ~ \- -
~ - i ~, ~ - \ ~ 'l. \0 i ~ , 

( ) 

_€~\.'(or_ Al'{o')A(o) ( '. _ \. \_ ~«(o)b(~( .~ . - -Z':'- \ 
l L.. ~' j:-,~. ~+ •• ) ... , (l' ,~,,~, J 

+ A(o) A(~\)') ~(ó) ~''(()} A(O)\1({'» '.1.---
~ - - \ \C.-\~I \' '\" 

t:-\~\ ~J,\~\ '-i~t ~ .... ~'l. \(~1~~1 \ 



t 

o e 

'l ien, 
\3 ( (") se ob 

~:ntoncc b 

ecuacie es 
a un de 

ta ev' .l U'ir el e 

r u n 'fe 'tIl 

o'a imer lugar de 1 s eoua -'ion 8 ( 

5('f) ~ J..... W('f) - Q-t I e(-~Itr-~) _ ~ 
i( l.,.) t..v(f) I 

P\-~4 __ l~-

~ ,-4 ~l 

h 11 ( , ( 
2. I I>¡ 1 coef' e e 

( 4 

1 

) 'e e 

1. 

~) 

" -
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~~o 
y al ooe! c1ente de e . n la seu c16 A~o5) que on 19ualea ~o e 
puede veree efectuando el producto ind cadoo Llamándo ahora C~· ~o) 

a la funci6n que se obtiene de C.('{o) por el 1 tercamb10 de Pi y P2 
se tiene que 
F(t.)fo)~ _'2.\~eYl~'f"~ -t ~til'.fOllo¡, C.'(~O) e-~I"~ i.. Ctlfo) ePI("'~i (1.«(,,) e-Pa. f

: lo C-¡({ / rJ 
le. - \~, 1. tc.+ i r 1 '4 "" - í P ~ ;¡,. \(.... 1-

- ¡¿\'t-'(or!. C.,{fo) ~,fo \ (,(~\)~ ~~I(O C,-C'f,,) n~l(" i. c.1.(ro) -f-l e] ll. --:-€ - - ---:- + - - ~ - - - e 
\t.'\~1 ~ ~",,~, ~ \C.-'~1. 1. K. .. i~t 

que es evident ment una tuno16n ent ra d ~ 

Ahora, por las ecuaciones (A)o15) y A30 7), 

r(-~l'()": .ei\'-"'f\_ A(t) _ ~(dl(tc.-t'r,)(l~:~l~~) 
~(-K.' t ~-4I~1 1"·'~'1 j (~ .. \cq((.+I~'2.) 

lit- f ( (~ ~ , ¡J I \ ( 1<. .. i ~ ~ ) ,4 (,. )( ~ t i ~l ) ed ,. ) (~ + \ ~ 1) 1 
-:. e l( ~+\:i,H" +i~l) (~H.(,){r..I,\JI.'t) - (\'oTiQ{.)(~' i;;~\ 

_ i-.'(" r I \ ~\-c(, )(1 -\- \. ~1-a\l.- \ 

- e l (1 ~ \t-+i d, ~ -+ 'Í oh ) 

_ A('( (I+{ (h-~~)_ ~~(~" (1 ~\ ~I .. ::I)\ 
y.\:.l,\ \C.-4'gh. · +t~1.. '" \ J 

-:. ei~{{\ + ~ ~ t ~~~-~,XLl~, .. ~) .. At~))-~~.-i\)\)( 1")} 
~-+ 1_, o(l.-~\ \: 

-+ ~ ~ \l~, -.,)(i(~,-.,H( ))-(~,-,¡,)Af{~ 1 
~-t\o(1. al,-t::ll.t . J J 

, 
( 



113 

donde se ha llamado D.(r) al ooe iolen.e d 
en la expres16n anterioro 6tes qu D (~) 
uno 4e1 otro mediante el intercambio de PI 

La función de di pers16n 

~( ) \ C( )t'{-\(.I't) 
lC.. '(" :; -;-- r ~) 'f() r ( ) 

ll'IC.'fo- ,. -te. 

(\<.+taL • .J 7 0 1.,{<) al d (~+\":2f' 
D~(r).e ad n obtener 

'7 ft. '3 de 0<., 7 0.<1. 

queda entonces, por las eouaoiones (A4o) (A4 7), 

4C ~l'(') ~ ~ ~ - z i 5eVl \:.'<"0 -1- c., f '(o)" _ ~ (¡c,·'(3.)"<o - SCM{¡(.+i~';f 1 
"2 I k. '(o l '- -i (3, ~ + ( ¡, 

t( t ('(CI)~ ':1 e'v' (~- iel.)'( ~ _ 5 ~'\( ~+ ,1' r:'l.) ("0]) ~ 
\. "--, ~1. \c. te l~"'¿, ") 

~ t'I (,,) 1)1. (,1") 1 e' v:. '(' x -t .v, -\ 
~ ~ \ 01., \C. ~ , Oit,. 

( o ) 
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