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PREFAC 10. 

La presente tesis tiene como f inal idad elaborar una 

formu lación lag rang ia na general de gravitación y otras 

i n teracciones. Dichas formulaciones se 1 imi t an gen~ral ­

mente a esquemas de geometría de espacios c urvos de 

Riema nn o de espacios ll anos de Minkowski. Tales 

espacios pueden emplearse como marcos de refer e nc i a 

"naturales " para la descripción de lo s fenómenos fí s icos . 

Se desarro l lará el formal ismo de ma nera tan general 

que pueda extenderse poster iormente a la r e solución de 

prob l e~as exper ime n tales bastante comp lejos , de interés 

bás i co para la f ísica gravitacio nal . 

En es t a tesis trataremos l a grav i tación y ot ras 

interacciones desde un pu nto de vis ta algo más general. 
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En esta tesis trataremos la grav i tación y otras 

i nteracc iones desde un punto de v i sta algo m~s general. 

El programa consiste en establecer las i ntegrales 

de acción y las densidades lagrangianas correspondientes 

que descr iben al sistema físico. El estudio se funda-

menta en sistemas pfaffianos continuos y las transforma-

ciones infinitesimales integrables. 

Se combinarán l a teor ía de transformaciones continuas, 

y sus condiciones de integrabi lidad, con los métodos del 

cálculo de variac iones. Al mismo tiempo introduzco un 

mé t odo importante de multipl icadores que e ntr an en los 

lagrangianos condicionados por constricciones geométricas. 

Se mostrará al final como el presente esquema 

conduce di rectamente a una formu l ación lagrang iana 

complet a de la teoría de gravitación y otras inter ­

acc iones en el espacio- ti empo llano de Minkowski , según 

G. D. Birkhoff. 

JAMES CLARK KEITH 
Universidad Nacional Autónoma de Méx i co 
Mayo de 1970. 
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l. S IS TEMAS DINAM ICOS PFAFFIANOS . 

Supongo desde un principio que el lector está fami 1 ia­

rizado con l as propiedades ana l ¡t i cas y geométricas princi­

pa l es de sistemas pfaffianos de ecuaciones d i ferenc iales 

totales de primer grado, así como su gene ral ización a 

formas diferenciales de otros grados . Véase Schuh 

(1968 §8) Y Flanders (1963). 

El objet ivo fi na l es deduc ir formas prec i sas de los 

lagrangianos de inte ra cción que resultan para movimie n tos 

de pu n tos en diferentes tipos de espac ios y campos externos . 

Se cons i derarán en particular campos escalares, vectoria l es 

y tensoriales, que res u lta n como términos en e l desarrol lo 

en serie de los coeficientes de la s ecuac iones de Pfaff en 

potencias de las componentes u' de l vector velocidad, es 

deci r el vector unitario ta ngente a la linea de universo. 
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Los resultados sum inistran una formulación covariante ade-

cuada de sistemas din~micos generales sujeto s a ciertas 

constr i cc iones geométricas impuestas por la naturaleza 

mi sma del espacio dado, por ejemplo, espacio llano o curvo. 

Por 10 pronto reco r demos la naturaleza de las ecuacio­

nes de Pfa f f. Supongamos que Pi (xi) son l as componentes en 

el espacio-N de una s uma de k vectores normales p(k) fun-

cionalme n te independientes y mutuamente perpendicu lares. 

Estos vectores pueden descr i birse en términos de un conjun-

to de k vectores básicos 

al subespacio (ek+l' ..... ,en ): 

~ 

Nn ~ P en n = (1,2 , .. ... k) 

.... ( 1 ) NI ~ P el 

-(2 ) N2 A P e 2 

( 1 ) 

~(k ) 
Nk ~ P ek 
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1" , I 

1, 

I( 

I , 

" I 



Vemos que en e l primer ca so las ecuaciones de Pfaff 

simplemente descr i ben h iperplanos. En el segundo ca so 

puede pensarse que describen e l ementos locales de l os 

hiperpla nos . Fi nalmente. cuando los p (n) no son vectores 

consta n tes sino funciones cont i nuas de las coordenadas 

~(n ) 1 2 N . P (x.x •.....• x ) entonces las ecuaciones de Pfaf f . 

4 

-> 1 ~ 
P (x ) • dx o (4 J 

desc r i ben las condic iones necesarias para un ir o e nsamblar 

elementos locales con t i guos. P(x i J. P(x i +dx i J. para formar 

ba ndas l i sas fin i tas de s uperf i c i e. 

Si l os p (xi) están aú n más " cond i cionados". po r ejem­

p lo si deben tener un cierto número A de integrales exactos 
A I N A o (x •... ..• x ) = c ta l es que. 

)..A pk . dx i 
k I 

( >! I P ( 1) + '>/2 p'( 2) + .. . + '>. A k P ( k) }dx = O 

(5 ) 
(1.2 . ... . A) ( 1 .2 ... . . k) 
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entonces l as ecuac iones de Pfaff (4) pueden l l evar incl usi-

ve a fami 1 ias de determinadas superfic i es integra l es con 

bandas carac teristicas. Cua ndo k == A, las ú l timas ecua c io­

nes pueden resolverse para pk . (x i) e n térm i nos de los gra-
I 

k Para P . 
I 

k 

7. A 
(6) 

condicionados, los valores de la integ ral s ........ P·dx ent r e dos puntos f i jos de un subespac io correspon-

diente a una sol uci ón, no dependerán de l cam i no que los 

une s i empre que este camino permanezca dentro de dicho sub-

espac io. El cam in o real tomado depende de cua l es subespa-

cios conectan los 2 pun t os y ésto a su vez queda determina-
I 

do por los valores inic iales de las x o . 

La di mens i ón s del subespac io local co rre spond iente a 

un sistema de ecuaciones de Pfa ff q ue 10 definen, 

o (7) 

( 1 , ..... , k) ( 1 , .. •.• ,N) 
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es siempre s = N-k. El que el espacio local pueda exten-

de r se a una superf i c i e fin i ta de s-dimensiones que satisfa-

ga las ecuaciones dadas, depende en general de que las re-

lac iones (7) sean in tegrales en el sentido de (6). 

Para ecuaciones de Pfaff no i ntegrables o no- hol on6mi-

cas, las soluciones i ntegrales en general tienen dimensio -

nal idad m~s pequeña, s* < s qu e el s ubespacio local. Una 

importante (y obv ia ) excepción se presenta cuando el núme-

ro de los pa rámetros independien t es del subespacio de la 

solución es i gua l a ~. El número de las ecuaciones en 

la i n tegral equivalente a ta les sistemas no integrables 

es: 

_'1 ~ k ( 
'U K+T k+s) k pa ra s (8) 

Pero en tonces, k N - s, o aqu í k N - 1, y: 

s* s (9) 



En este sentido las trayectorias unidimensionales de 

la dinám i ca son los casos más simples que pueden tratarse 

por métodos pfaffianos. Supongamos que está dada una 

superficie cont inua arbi traria o trayectoria fija en el 

espacio ord i nario de n dimensiones. Por cons ideraciones 

anteriores es evide n te que la elección adecuada de los 
k " 

P " (Xl) en cada punto del espacio n nos permite formular 
I 

un s istema de ecuaciones pfaffianas locales (generalmente 

no-integ r ab l es) que se integra n en superfic ie s o curvas 

que caracterizan completamente e l subespacio deseado. 

Con frecuencia resu l ta más conven ie n te trabajar con 

, "d d" ". (1 2 s) d 1 pa rametros In epen lentes Int r l nsecos a ,a , . . ... ,a e 
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subespac io y exp resar todas la s xi simétricamente en termi-

nos de ellos. 
1 2 n Un punto (x ,x , . .... ,x ) pertenece a este 

subespacio cua ndo está dado por a l guna función de los 

parámetros independientes ar ,por ejemplo: 

i 
x 

i 1 2 s) f (a ,a , ..... ,a 

(1,2, ..... ,n) 
( 10) 



de los espacios ampl iados pueden caracterizarse por un 

sistema de K ecuaciones de Pfaff inducidas en N variables, 

con la cond i ción solamente de que N - K dé l a dimens ión 

del subespacio deseado. 

Por ejemplo, supongamos que las ecuac i ones pfaffianas 

originales, 

o 

9 

(12) 
k = (l, .•. • ,k) ( 1 , •. • , n ) 

describen un cierto subespacio del espacio ordinario de 

N-dimensiones . Suponiendo que estas re laciones d iferen-

ciales son funcionalmente i ndependientes, pueden resolverse 

para k de las dx i en términos de las n-k r estantes, 

resulta: 

dx 
1 

Ul dx 
r 

r 

( 13 ) 

dx 
k 

Uk dx 
r 

r 

r = (k+ 1 , k+2, ..... . n ) 



Para extender el espacio-n mencionado, introduzcamos 

una t ra nsfo r mac i ó n de coorde nada s local que exprese las s 

var ia bles " independientes" (dxk+ l .. .... ,dxn ) en (13) en 

. . ' d d ' ( 1 s) térmi nos de r parametros In epen lentes a , .. ... ,a 

ta les que: 

k+r r t 
dx A da 

la 

t ( 14) 
r' , t 00 (1,2, . . .. . , s) 

Comparando (13) Y ( 14) se tienen k + s n ecuaciones 

de Pfaff, 

( 1 5 ) 

i r en N ~ k + 2s variables (x ,a ). Es ta s definen un subespa-

c i o l ocal de N-n = s dimens io nes del espac io amp l ia do de 

las nuevas var i ab les i r 
x ,a . Este pr oceso tiene la ventaja 

de poner todas la s coo r denadas Xl del espac io o rig i na l en 
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ig ual dad de condic iones como func iones depen d ientes de los 

r parámetros i nd epend i entes a . 

1 l ust r emos e l modo como se pueden f ormu lar principios 

var ia c iona les en térm i nos de las ecuaciones de Pfaff , 

considerando el caso más s imple de só l o un parámet ro i n-

d d ' dar ~ d epen I en te , ---;J'" s: Este parámetro puede iden t i ficar-

se con la longi t ud de arco de una trayectoria unidimensio nal 

en el espac i o de conf i guración extend ido o en el espacio de 

estado. 

Ex ijamos ahora por l o pronto que no aparezcan expl i-

ci tamente derivadas de orden superior a l p r imero en las 

var iabl es x i en las ecuac iones de movimien to resultantes. 

Esto s i gni fi ca por e j emp lo que en lugar de considerar 
2 i 2 d x /ds , está defin i do un nuevo sistema de n variables , 

I 
U 

dx ' 
ds 

( I 6) 

de ma nera que solo se t i enen que considerar las primeras 

de r i vadas , dx l /ds, dui/ds . 
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Las ecuaciones de Pfaff para un parámetro independ i ente 

1 n 1 n I 2 2n) s con (x , .... , x ,u , ... . ,u ) ~ (x ,x , .... ,x y 

N = 2n + 1 son entonces: 

k m m P (s, x ) dx 
m 

+ 
k m Q (s,x ) ds 

m, k = (1,2, .... . , 2n ) 

o 
( 17) 

Para que resulte un subespacio uni d imensional, las 

N - ecuaciones e n N var ia bles (s,xm) deben ser funcional-

mente in dependientes. Es decir, puede aplicarse directa­
i me nte la regla de Crame r pa ra resolver (17) las dx en 

térm i nos de ds, con las siguientes formas normales 

r e su lta n tes, 

k 
n normal o (18a) 

o equivalentemente: 

ds (18b) 
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Cualq u ier ecuación de Pfaff que se satisfaga a lo 

largo de la trayector ia-solución será una combinación 

1 ineal de las N - 1 ecuaciones diferencia l es tota les (17) 

o (18), las cuales entonces caracter i zan completamente el 

sistema dinámico. Por consiguiente, i ntroduciendo ciertos 

multipl icadores arb i trar ios 

w 

X d m m x Z ds 

( 19) 

o 

Las condiciones para que aquí se comporte Z como una 

fu nción hamiltoniana, con dZ/ds = JZ/ds, son q ue los 

coef i cien tes Xm = Xm(xn ) solamente sea n funciones de las 

xm y que no dependan expl í citamente de s. En tal caso. a 

lo largo de la trayector ia c l e n e l espac io-estado (s.xm) 

asociemos con la forma pfaffiana (19) l a in tegra l: 

(20) 



Luego, cambiemos a nuevas variables usando las 

relaciones fu ncionales, 

m 1 n 1 n) x (z , . ... ,z ,p , ...•• p 

con un determinante funcional no singular: 

J 
;J (x 1 •.....• x n • x n + 1 , ..... , x 2m) 

d(zl •....• • zn.pl •.......• pn) 
o 

14 

(Z I ) 

(22 ) 

Supongamos simpleme n te aq u í que las xm son mutuamen t e 

independientes. por consiguiente también las zi .pi . Apl i­

quemos ahora e l teorema de reducción de Darboux (véase 

Schuh (1968 §8.3) a la forma ~ Xm(xm) dxm y reducirla 

a una forma canónica general; 

dz i Pi 

m =o (1, •• • •• , 2n ) 

(23) 

(I ..... ,n) 
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Aquí e l número de las zi ,pi es ig ua l al número de las xm. 

Substituyamos (23) y (21) en (20) para que la ú ltima 

ecuación se reduzca a: 

p. dz i 
I 

(24) 

Porque s es el único parámetro indepe nd i ente, una in tegral 

entre puntos exter iores fijos tal como la (24) puede 

definirse por : 

(p. 
I ds 

Z)ds (25) 

Busquemos aho r a las ecuaciones que tienen que satis­

facer las pi ,zi para que l a acción I tenga un valor 

estacionario tal que 

-f . . dz i 
oL.(S,ZI ,pi , _ ) 

ds 

SI = O. Definamos, 

Pi 
ds 

i i Z(s,z ,p ) (26) 

y pongamos o para la s variac iones de var i ables 
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"dependientes" zi ,pi con s fijo, es deci r, con Ss O, 

si gu iendo el método conocido: 

Pi + Sz O 

(27) 

Porque s y ds no va r iarán respecto a las variaciones 

virtuales in fini tesimales de las coordenadas zi ,pi, 

$z i -

eS pi -

encontramos que: 

*' z' 

pi 

*' dz' 

ds 

zi f l 

pi (2 

Si (z i ) 

~) (pi) 

d 

ds 

Usando estas últ imas var i aciones y las reducciones 

por integraciones parciales apropiadas, las variaciones 

(28) 

(29) 
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SI de la i ntegral (25) podemos entonces escribir como : 

SI SS2 ~ Ids 1::(- dPi 

- ~~ i) $ z i (dZ i ~Z ) + - - - 5'p. 
sI ds ds Jp i I 

(30 ) 
- O 

(1,2, ....• ,n) 

Deb i do a que las variaciones 5'pi, )zi son i ndepen-

dientes y a r bitrarias, los coefic i entes de las variaciones 

en (30 ) deben de anula r se idént i camen te para que ~I = O. 

De estas cond i ciones resultan ahora las ecuac i ones 

canónicas de Hami l ton: 

dPi 

d s 

Puesto que, 

(31) encon t r amos que, 

dZi 

Pi ds 

dz i 

d s 

~z 

dp i 

Z (z i ,p i , s ) , a demá s con 

(31 ) 
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p. ~ ~ = 
di:.. 

I d dz i .) u i 

ds 

(32 ) 

;;;;L dZ d;L, 
O - --

dZ i dZ i .) pi 

donde las u i - dzi/ds e n tran ahora como nuevas variables 

dependientes, y u i = ui(s). Por consiguiente, la primera 

relación de (31) conduce a las ecuac iones conocidas de 

Eu l er-Lagrange, 

ds du i (33 ) 

( 1 , 2 , ..... ,n) 

donde, de (32), L = ;[(s,z i ,u i ) no depende en las pi . 

Se derivaron estos resultados empezando con las 



ecuaciones de Pfaff ( 19) en las 2n + I var iabl es 

(x l , ..... ,x 2n ,s), luego r educiendo estas ecuac iones a su 

forma canón i ca (24), y finalmente obten iendo las ecuacio ­

nes canónicas de Hami I ton (31). S i n embargo, como se 

sugier e por medio de (33), existe también una formu lación 

l agrang iana que da resul tados eq u ivalentes con l a s varia­

ciones ~ui relacionadas a la Sxi por: 

19 

d 

ds 
(34 ) 

Estas ú l timas relac iones generalmente son vál idas a 

condición de que los parámet ros infin i tes imales Ek que 

pertenecen a l as transformaciones vir t ua l es, 

en sí mismos no dependen de l as var iables, es decir son 

(35 ) 
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constantes. Por otro lado, conocemos que si exigimos que 

el lagrangiano se mantenga invariante bajo transformaciones 

locales de cal ibraci6n, Ek = Ek (x i ) siendo funciones de 

las xi, en consecuencia obtenemos teorías tales como la 

relatividad general, véase Sokol ik & Konopleva (1965); 

U t i yama (1956). 



11. PRINCIPIOS DE TRABAJO VIR TUAL Y EL FORMALISMO 
LAG RANGIANO CON CONS TRICCIONE S ADIC IONALES ENTRE 

LA S VARIABLES----EL METODO DE MU LTIPL ICADORES . 

Antes de I legar hac i a nue stro objetivo, de una 

formulación lagrangiana de in teracciones in variante en 

sistemas din~micos, parece conveniente desviarse un poco 

con el f in de esc larecer completament e como e l proced i -

miento lagrangiano aquí propuesto v iene directamente de 

los s is temas pfaffianos t ra tados a n teriormente y de la 

conexión con siguiente con los pr in cipios de trabajo 

vi rtua l . 

Para empezar, consideremos e l si stema defin i tor io de 

m = 2n ecuac i ones de Pfaff (17) en N = 2n + I varia ble s. 

21 

Con un cambio conven i ente de variables ca nónicas (S,ZI ,pi ) 

~ (s,x i ,u i ), es evidente que e l s i stema de 2n + 1 

variables, puede s imp l emente escogerse como ~ 
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con derivadas continuas que sat i sfacen las siguientes 

relaciones: 

dx i (s) 

ds 
(38a) 

du i (s) 

ds 
i ( i i ) A S,x ,u 

La última de estas relaciones sugiere la forma 

(38b) 

deseada de las ecuaciones de fuerza que gobiernan un sis­

tema dinámico, es dec ir , con aceleración du i /d s explicita-

mente dada en térm i nos de coordenadas de pos i ción y ve lo-

cida d . No ob s tante las ecuaciones (38a,b) no están aún 

"condicionadas" y por lo tanto pueden describi r cualquie r 

t r ayec toria arbitraria en un espacio de dimensión 2n + l. 

Nuestra tarea es encontrar cuáles trayecto r ias realmente 

coi nciden con los movim i entos de un sistema dinámico . 

Goemétricamente, con cada punto (s,x i ,u i ) del 
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espac io-estado, las relaciones (38a,b) puede pensarse como 

la asociación de 2n tangentes direccionales dx i /ds, dui/ds 

que especifican completamente la dirección de un elemento 

de 1 ínea dado de una trayectoria arbitraria en el 

espacio-estado. 

Además, cada trayectoria unida de elementos de línea 

en el espacio-estado se proyecta en una curva xi 

en un h iperplano u i = a i (constantes) yen otra u' 

'" u i (s) en un h iperplano normal xi = b i (constantes). 

La intersección de h iperci 1 indros normales originados en 

las curvas xi = xi (s), u i = u i (s) de proyección, es idén-
-

tica con la trayector ia en e l espacio-estado . Cambiando 

a una trayectoria variada en el espacio-estado conduce 

por consiguiente a proyecciones variadas en las secciones 

normales u i = a i , xi = b i 

Enfoquemos nuestra atención en la proyección 

xi (s) en el hiperplano u i = a i . La pendiente de 

esta curva en cada uno de sus puntos está dada por 

funciones Ui (s,x i ,u i ) donde las u i se refieren a coordena­

das u i de un pu n to de la trayector ia real en el espacio-
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estado. Entonces: 

(39 ) 

La idea es uti 1 izar la proyecc i ón xi 

(constantes) para caracter i zar la trayectoria real en e l 

espacio-estado . 

Dentro del hiperplano, u i a i (constantes), asocie-

mos entonces a cada punto de xi = xi (s) una dirección 

tangencial (es decir, el elemento de linea (39)) y n 

normales f unc iona lmente independientes (e l ementos de 

plano sob r e u i = a i , con componentes pkm). Ambos, 

elementos de 1 ínea y de plano, satisfacer~n un sistema 

acoplado de ecuaciones de Pfaff: 

ni linea dx i + Ui (s,x i ,u i ) ds ~ o 

k pk d Xm k dx ' + pk f2 planos m = p i n+ 1 
ds O 

(40a ) 

(40b ) 

normales k = ( I , ... . ,n ) m (l, .. •. ,n+l) 

y.i xi n+1 s l-
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Cuando las n relaciones funcionalmente independientes 

(4 Gb) son resueltas por la regla de Cramer pa ra n de las 

dx i en té rminos de ds, el resultado naturalmente conduce 

a (40a). k Entonces las componentes normales P m definidas 

en (40b) deben de la misma manera se r funciones de punto 

(s,x i ,u i ) en el espacio-esta do , es decir, pk pk (s xi u i ) m m" 

donde k = (1,2, .... , n) y m ( 1 ,2, .••• , n+ 1 ) . 

Las componentes Pm de una normal arbitraria a l a 

curva X l xi (s) en el h iperespacio u i = a i puede entonces 

expresarse como combinaciones lineales de k = n normales 

funcional mente independie ntes pkm de (40a): 

p 
m 

k ( 1 , • ••• , n ) 

(41 ) 

m ( I , •••• , n+ 1 ) 

Aquí los multipl i cadores ~k pueden ser fun c iones de las 
i i S,x , u . 

De (41), las componentes Pm de una normal arbitraria 

a xi = xi (s) que está en el hiperplano u i = a i satisfacen 



la siguiente ecuación de Pfaff: 

m o 

Esto es una consecuenc ia d i recta de las re l acione~ de 

def i nición (40a,b). 

De hecho, multipl ícando (40a) por 

P. dx i 
I 

P. U í ds 
I 

o 

- P. resu l ta: 
I 
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(42 ) 

(43) 

comparando los coef i cientes de los dos lados encon tr amos 

que, 

P n+ l (44 ) 

lo cual muest ra (como era de esperarse) que solo n de las 

n + 1 componentes Pm en el espac io s , x i son funciona lme nte 

i ndependien t es. 



La siguiente tarea involucra el se l ecc ionar de entre 

todas las trayectorias posibles (38a,b), que conectan dos 

puntos f ij o s e n el espacio-estado de dimensión 2n + 1, 

ún i camente aquellas trayectorias estacionarias cuyas 

coordenadas satisfacen un principio variacional, o lo que 

es equ i valente, un sistema aprop iado de ecuaciones de 

Euler-Lagrange como en (33). 

Si el lagrangiano no contiene explícitamente las 

aceleraciones ~i = dui/ds, entonces es equivalente al 

minimizar la proyección x i = x i (s) en e l espacio s,x i al 

minim i zar la trayectoria ampl iada en el espacio-estado 

de dime nsión 2n + l. Para mostrarlo, tomemos el 

l agrangiano escalar invar iante ;L que resulta de (38) 

expresados en términos de los multiplicadores A- , , 
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~ i (u i - U i) + 1.. i ( (J(.i (45 ) 

( 1 , •••• ,n) 



)l/ :J o¿ i == O imp l ica que ,?¡ = O, Y por 10 tanto no 

e n tra en e l segundo g r upo de té rmi nos ~i((X.i - Ai ) . Nos 

quedamos con e l primer grupo de términos Ai (u i - Ui ) que 

son aq uel los asociados con l a p royecc ión xi = xi (s) en el 

espac io s ,x i . Debido a esta red ucc ión afect i va en la 

d imens ional idad del problema , es suf i ciente desde ahora 

1 imi tar l as operaciones a la s p royecciones Xl = xi (s) e n 

el espac io s,x i 

Introduzcamos a hora una suposición física, de modo 

que una partícula puntual que se mueva a l o largo de una 

curva en el espacio s , x l y que pase a t r avés de dos pun-

tos f ij os A(sl) y 8(s2), segu ir á exactamente esa cur va 

cuyas coordenadas dan un valor estacionar io, S lo == O, a 

l a fu nciona l : 
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(46 ) 

O 



Una interpretación física interesante de és ta 

suposic ión es la premisa que las leyes de la naturaleza 

úni camen te describen trayectorias de equ i l ibrio donde 

Sl o = O, Y excluyendo todas las demas posibles trayecto­

rias i nequi libradas donde SI ~ O. Por supuesto este 

requis ito debe e ntenderse solamente en el sent i do de 

mov imien to clás i co. 

Comparemos el principio básico postulado en (46) 

con el p ri ncipio de trabajo virtual nulo. En su forma 

más general la ' anulación del trabajo virtual total, 

Sw* = Fi tota l ~x i = O, por desplazamientos arbitrarios, 

Sxi , imp l ica l a anulación de la fuerza tota l , ~s decir, 
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F. total 
I 

F.ap l icada + F.reacción 
I I 

O (47 ) 

en cualquier punto. 

En este ca so, supongamo s que las variables 

s,x i ,u i ,dui/ds solamente entran en consideración en 

el p r i ncipio de t r abajo virtual $W* = Fi total ~xi = O. 

La últ ima relación puede expresarse como: 
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$ W* Ak 
k 

~x 
i 

- L O 

(48 ) 
k 

5x i L O (condicciones 
subsidiarias) 

'" k (l, ..... ,k) i = (l, ..... ,n) 

Puesto que son las componentes de la fuerza total 

en un punto, tenemos: . ; 

total i i du ' 
Fi (s,x ,u 'd~ ) o (49 ) 

Siguiendo los métodos conocidos, (véase Lanczos (1966 

iv. 1», multipl iquemos (48) por ds e integremos sobre la 

trayectoria entre los puntos fijos, A{sl ),B(s2)' en el 
. I 

espacIo s, x , para obtener: 

~ W* ds 
tata 1 

F. 
I 

ds (50) 
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En general, algunas o todas de las k formas pfaffianas 

funcionalmente independientes, 

k 
L (51 ) 

para desplazamientos virtuales ( ~s = O) puede no ser In­

tegrables en el sentido de que F. ~xi pueda derivarse de la 
I 

variación virtual de un lagrangiano escalar l(s,x i ,u i ) como: 

(F. ~xi) ds 
I 

(52) 

Sin embargo, para constr i cciones "integrables ll defi­

nidas como en (52), se obtiene inmediatamente (ya que 

~ s ;: O): 

F. total Sxi ds 
I 

= (53 ) 
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Por cons igu iente, en este caso se tiene, 

total 
F. 

I 
o (54 ) 

es decir, las ecuaciones de Lagrange (ciertas en cada 
i 

punto de la trayectoria estaciona r ia en el espacio s,x ) 

son de hecho identicas a la anulación de las componentes 

Fi de la fuerza integrable total (apl i cada + reacc ión) en 

un punto. Consideremos ahora las relac i ones (46) en este 

sentido. 

Las últ imas relaciones muestran que las ecuac iones de 

Lagrange son eq u ivalentes 
total 

Fi sean de naturaleza 

tata 1 
con F i = O, si emp re que 1 a 

i ntegrable en el sentido de (52)~ 

* Las contrib uciones restantes no-integrables, cualesq u iera 
que sean , ag r egarán simplemen t e terminas dependientes en la 

acelerac ión Ai (s ,xi ,u i , du i/ds ) a las ecuac iones de Lagrange 
(54). Tales cont ri buciones no son derivab les de grad i entes 

escalares como dX/dXi, 

= ( F i ) in teg rab 1 e + A· I 

d;l./~u i • 

o. 

Entonces F· total 
I 



F tota l 
Ya que i 

condic i ón de que 

F ap I i cada 
i + 

Fiapl icada y 

reacc i ón 
F· I 
F.reacción 

I 

de (4]), a 

sean indepen-

dientemen t e de naturaleza integrable, puede entonces 

(53) i gualmente escr i birse en la forma ampl iada, 

( ap I i cada 
F. + 

I 

reacción 
F. ) 

I 

34 

(55) 

donde l y ¿ son lagrangianos respectivamente generados 

F aplicada F reacción por i y i • Estos argumentos estan por 

supuesto I im i tados a f uerzas integrables en el sent i do de 

(52) . Que tal suposición no es de hecho demasiado restrin­

g i da y ademas abarca una clase muy amplia de sistemas 

din~micos de gran interés ffsico, se mostrar~ en la dis-

cusión de las siguientes pagi nas. 

Parace razonable suponer que todo la información 

acerca del sistema que est~ contenida en los lagrangianos 

J.. y ;[ de interacción y reacc i ón en (55), es de hecho 



una consecuencia de cualquier sistema de k ecuaciones de 

Pfaff funcionalmente independientes (40a,b) que definen 

la curva xi = xi (s) en el espacio s,xi. El único " truco" 

t iene lugar cuando un número adicional de relaciones aux­

i 1 iares (constricciones) ex i sten entre las va r iables 

or i g i na 1 es s, xi, u i • 

Di gamos que ~ es el número de dichas relaciones de 

constr i cción, y pueden expresarse además como re laciones 
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diferenciales totales adicionales. Si existen k relaciones 

pfaffianas (40a.b), que definen un sistema inicialmente s i n 

constricc i ones, entonces aparecerán k T ~ ecuac iones de 

Pfaff funcionalmente independ ientes que definirán el sis-

tema constreñido. Por consiguiente, tiene que aumentarse 

el número de diferenciales totales, de n + 1 a n + ~ + l. 

Por ejemplo : 

i dx ,ds dx i , d ~ eL. , d s (56) 

El s i stema resultante ampliado correspond i ente a (40a) 

puede entonces escr i birse en forma normal como: 
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"'i fl 
• • a(. • d ~«. 

dx i + U I (s, Xl, ~ , U I , ~ ) d s o 

(57) 

...... n+~ 
.Q 

;t ~ . "'" i d ~o(.. 
-d~ + V(S,xl,~ ,u,~)ds o 

(l, •.•• • ,n ) 
'V 

1Jl..,= (l, ••••• ,oG ) 

Como se pide, las diferenciales dx i y d~"' a 10 largo 

de la proyecci6n xi = xi (s), est~n entonces totalmente 

definidas en términos de desplazamientos ds de la variable 

independiente. 

En casos de interés frsico las constricciones (57) 

que son integrables por naturaleza entre las variables 

s,xi,u i son tales que las ~ ... y d'¡"' se comportan como 

variables mudas y pueden despreciarse. Es decir, s610 

constricciones del tipo, 

~ . . ~ .. 
A i (s, Xl, U 1) dx I + B (s, X I J U 1) d S o 

(58) 
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se presen tan en casos prácticos. 

Tomando en cuen ta 10 ante r ior, e l s i stema dinám i co 

const r eñido (57) se reduce a la fo rma más s imple: 

o (59a ) 

"'- . 
dx I + B (s, Xl, U 1) d s = O 

(59b) 
( 1 ,2 , .. ... ,n ) ~ = (1,2, .. ... ,o¿) 

Ya q ue el parámetro independ iente se so~ete a varia-

c iones arbi trarias ds en (59a,b) los coefici e nt e s de ds 

se a nulan 10 que conduce a las ecuaciones di fe r e nciales 

ordinarias: 

_u i U i ( i i ) + S,X,u 

u l 
dx i ( s) 

ds 

O (60a) 

O (60b) 



Con las restricciones anteriores, supongamos a hora 

que para sis t emas d i námicos const r eñidos , la integral de 

acción rea l 1 = SPm dx,m que queremos min imi zar, como en 

(46), puede expresarse como una combinación 1 i neal o como 

una superposición de formas pf affianas funcionalmente i n-

depend ientes del tipo (59a,b), por ejemplo: 

1 
o 
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(61 ) 

o 

En (61) , se puede i den ti f i ca r a .t con el 

lagrang iano de interacción de las fuerzas apl icadas y a 

;L con el lagrangiano que describe a cua.lquier constric-

ción invar iante geométrica (u o t ra) que debe existi r entre 
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las va r ia bl es de l sistema real du rante el mov i mi e n to. 

Exc l uyendo los términos que se anula n e n la i nteg ra-

c ió n, recordemos de (52) que l as partes pr i nc i pales de 

(61) pueden escr i b ir se como: 

~1 
ap 1 i cada 

~ x i - F· 
I 

;[ 
reacción 

~x i S - F. 
I 

(62 ) 

Esta s ecua c iones puede n entende r se como defin i ciones de las 

fuerza s ap l icadas de i n t eracc i ón y las fuer zas de r eacc ión. 

Comparándo los con (6 1), los lagrang iano s , pa ra fuerzas as í 

def inidas, pueden expresarse como: 

i n te racc io ne s exter nas 

Constricciones 
intrínsecas 

(63a) 

(63b) 
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De entre las 3n + Ol... + 1 variables (s,x i ,ui').i ,~"') 

involucradas (63a,b) las ecuaciones de Euler-Lagrange para 

t rayectorias estacionarias suministran automáticamente 

2n + oL re laciones, que son: 

o 

o 

n ecua c iones de 
movimi e nto 

(63 1) 

n + condiciones 

AtX... . u i + B'" , o 

auxiliares entre 
las variables 

i i -(s,x ,u ) . 

Las dos ecuaciones anteriores tienen la forma de condicio-

nes auxi 1 iares. Estas condic iones indican que el 

lagrangiano total , r:1.. * = :[ + L , es aquí un invariante 

absoluto (precisamente cero) en cada punto, análogamente 

a la fuerza tota l de (47) . 
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Sí, adem~s de las relaciones (63 ' ) los multipl icado-

res, 

,\ . 
I 

(63 I , ) 

no se de j an in determinados , sino mas bien se consideran 

como n funciones Pi (s,x i ,u i ), arb i trar i amente prescri tas, 

(digamos los campos externos presentes en cada punto del 

espacio), entonces (63') da 2n +~ re lac iones entre las 

2n + eL + variab l es (s,x i ,u i ,>:'.J. Con el iminac iones 

apropiadas, cada una de las variab l es (xi , u i , "S...:.) puede 

por 10 tanto especificarse i nequívocamente en términos de 

la variable s, como se deseaba. 

En v ir tud de l as def ini ciones (62) los lagrangianos 

;t y L de (63a,b) tienen dimensiones de energía. M~s 

aún, la derivación anterior del principio de acción, 

S lo = O, de l princip io de trabajo virtual por medio de 

(50) nos lleva a identi ficar 1, con la energía de 
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i n teracción. La que sirve para acoplar el sistema a 

campos externos por medio de multipl i cadores prescritos 

~i = Pi (s,x i ,u i ) . Análogamente ~ , que aquí se conside­

ra como surgido de las constricciones i ntrínsecas entre las 

variables (s,x i ,u í ), puede pensarse que caracteriza a 

potenciales internos cuyos gradientes motiva n las fuerzas 

de reacci ón de las constricciones que sa t isface el s iste-

ma. 

Ejecutando las variaciones indicadas en (61), como es 

usual con valores fijos de variable independiente s, 

( S s == O), Y entre extremos fijos sI y s 2 ' se obtienen las 

fuerzas apl icadas y de reacción de (62) en tér~i nos de sus 

respectivos lagrangianos ;t y ;[ . Esto es: 

ap 1 i cada 
F · I 

reacción 
F· 

I 

d .)¿ 

ds .J u í 

(64a) 

(64b) 
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Ahora de (55) recordamos que 

( apl icada reacci6n)~ i 
Fi + F¡ x ds 

de modo que se define un lagrangiano total ol* como 

,L' + ;[ 

entonces es evidente que (64a,b) satisfacen relaciones 

análogas a las (54), a saber: 

total 
F· I 

F.apl icada + F.reacc¡ón 
I I 

d d;t"A 
o 

ds du i 

(55 ' ) 

(65) 

(66) 
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II l. TEORIAS DE LA GRAVITACION EN ESPACIOS ARBITRARIOS. 

Queda por cons i derar qué formas pueden tomar L y Z 
en un sistema físico. Para obtener la forma general de 

~ s i n 1 legar necesariamente a los mecanismos físicos 

involucrados, simp l emente desarrollemos los coef i cientes 

pfaffianos \¡ = Pi (~ , xi ,u i ) y 0(s,x i ,u i ) = Ai-U i , que 

aparecen en (63a) en una ser ie de potencias del vector 

unitario tangente u i . Resulta : 

\0 . 
"'i(s,x l ) + ~ i j (s, xi) uj + . . . 

o ( i o s,x) + 0 . (s, Xl) uj + . . . 
J 

( 67) 

o 



Sustituyendo estos ú l timos desarrol los para la A· y I 

para la 0 = Ai Ui en (63a) y reagrupando términos del 

mismo grado e n las u i , l legaremos al siguiente langragiano 

de interacción de campos externos : 

o . o (s,x l ) + Cf . . (s, Xl) u i uj 
IJ 
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(67 I ) 

+ 'f i j k ( s , Xl ) u i uj u k + . 

Por la simetría de los productos I 
U , 

. . k 
uluJu , 

etc., solamente componentes totalmente simétr i cas de /fi' 

fij' tfijk' etc. , contriubyen a los términos no nulos de 

las interacciones. En l a práctica los campos externos 

arbitrar iamente apl icados que determ i nan trayectorias 

estacionarias e integrables, en el sentido de (52) , pro­

bablemente no dependen del punto particular de la trayec-

toria desde e l cual s se mide. Entonces, así parece 

razonable para otros argumentos imponer una restricc ión 

más a los campos 00 , tf i , if'ij' etc., en (67'), de tal 

manera que no dependan expl icitamente de s. Así que, 



camb iando la anotación a las convenc ione s usuales, el 

lagra ngi ano de interacción (67') se reduce final mente a 

la forma: 
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(68) 

Aqu í , e y m, que deben pensarse como constantes absolutas, 

indican la intensidad del acoplamiento de los campo s 

externos a la partícula puntual de la trayectoria y dan 

;[ e n unidades de energía. 

El problema dinám i co básico e n ausencia de cuales-

quier constr i cciones inte rnas (es decir, con L = O) se 

reduce entonces a calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange 

para los acoplam ientos escalar, vectorial y tensorial 

(0, eA iu i , mhjkuj uk, etc.) de (68). Ya que los campos 

0, A·1 , h . . , etc., entran 1 inealmente, cada contribución 
I J 

puede calcularse separadamente y s uperponerse al resultado 

final. Algunos cálculos se harán en l a siguiente parte. 
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Só lo fa l ta discut i r la na t uraleza de l os lagra ngianos 

J: de constricción (63b) y las f uerzas de constr i cc ión 
. reacc ión correspondientes Fi i nvol ucradas segú n (64b). 

Para este propósi to, es suficiente hacer notar que la 

nat uraleza de dichas constricc iones es, mu chas veces, 

geomét r ica. 

Emp l eando argumen tos bien conocidos, recordemos que 

pueden defin i rse c ier t as clases de espac ios (proyectivo, 

afín, e ucl idiano, etc.) en términos de i nvariantes que 

caracterizan a los grupos asociados de las transfo rmaciones 

permitidas . 

De espec ial interés en esta d i scusión es la 

constricción i n t rínseca: 

(1,-1,-1,-1 ) (69) 

Lo anterior s umi n i stra l a condic ión invariante que debe 

cump l irse en cada punto de un espac io-tiempo l l ano de 

Mi nkowsk i . 

De (63b) e l correspondiente lagrangiano de 
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constricción ~ , para el espacio tiempo de Minkowski, 

por consiguiente debe ser de la forma: 

(70) 

donde ~ es un multipl icador i ndeterminado. La con d i c i ón 

de constricción uiui - 1 = O se cumple en cada punto. Esto 

contrasta con el lagrangiano ;l de (63a) donde los multi­

pI icadores ~i determ i nan arbitra r iamente los campos ex­

ternos prescr i tos cuya pendien t e dxi/ds = Ui es la parte 

que queda por determinar. 

Sust i tuyendo J: de (70) en las ecuac iones de f uerza 

(64b) y f i jandose que _ F.reacción = F.apl i cada faci 1-
I I ' 

mente se 1 lega al siguiente resu l tado: 

+ 
d d.[, 
ds Ju i 

d -
-(>'u . ) 
ds I 

F. ap 1 i cada 
I (71 ) 



El lagrangiano de constricción Z (70) que caracter i za a 

l as teorias de fuerza en espacio-tiempo llano, genera en­

tonces fue r zas de reacción (o inerciales ) d"S- Ui/ds en 

concordancia con las supos i ciones anteriores. 

Por otro lado, supongamos que l as movim ientos diná-

micos no e s tan restr i ngidos a espacio- t iempo ll ano . 

Supongamos en cambio que estan constreñ i dos a espa-

cio-t i empo c urvo de geometría riema nnia na. Entonces , el 

requisito (69) conduce a condiciones de constricción más 

restringidas que aq uel las impuestas por la forma métr i ca 

r iemann iana: 
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(72 ) 

El lagrang iano de cosn s t r icción rL co rre spondiente 

a la condición i nvar iante (72), en analogía con (70), es 

en t onces: 

I ) (73 ) 
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En ausencia de cualquier interacción externa .t del tipo 

(68) en espacio r iemanniano curvo, el lagrangiano total 

;[ * consiste solamente de L, Las trayectorias esta-

ciona rias resultantes de ~ * son entonces simplemente 

geodésicas en el espacio riemanniano, es decir: 

i 
du 

ds 
o dA 

ds 
o 

mi 
t 9 (gmj,k + gkm,j - gjk,m) 

Si existen ciertas fuerzas externas dentro del 

espacio riemanniano, deben agregarse al lado derecho de 

(74), Con ;[ * = ;l + 1:.. se encuentra que: 

L en genera 1 aqu i es ta dado por (68), 

(74 ) 

(75 ) 
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Quitando alg unas const ri cciones, por ejemplo como las 

de (69) o (72), debe ser posible, al menos en p r incipio, 

construir eL empleando los invariantes (menos en número) 

que caracterizan a espacios aún más generales, como aque l los 

que estan basados en geometr í as no riemanniana, afín , pro­

yectiva, etc.. Sin embargo, por razones de si mp l icidad, 

e l campo de la presente discusión está li mitado a aquellas 

interacciones físicas y fenomenos naturales superpuestos 

en un fondo de espacio-tiempo llano. 

En resúmen, esta sección muestra el caracter uni­

ficador de los mé t odos pfaffianos cua ndo son ap l icados 

en l a solución de sistemas dinámicos con una variab le 

independiente. 

Al empezar, N - 1 ecuacion e s de Pfaff en N var iables 

con coef i c i entes continuos, describen elementos de 1 i neas 

ensamblados que se unen para generar trayectorias arbi ­

trarias en espacio-estado o espacio ampl iado de configura­

c ión. Las trayectorias minimas estacionarias o de equ i -

1 ¡brio pueden entonces escojerse de entre todas las 

posibles trayectorias por un princ i pio variacional ade­

cuado. 



l. ' 



propuesto de fondo, multipl icando sus invar i antes 

algebraicos por ciertos mu l tipl icadores indeterminados 

~~. 

Además , siempre que actuan fuerzas exter nas en el 

espacio, éstas se i ntroducen por medio de l l agrang iano 
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de interacción ~ (68) . Las restricciones físicas sobre 

los campos ex i gen además que ¿ no depende exp l i c i tamente 

en la variable independiente s. 

Las apl i cac iones del procedim iento lagra ng iano ge nera l 

a sistemas dinámicos desar r ol lados aquí, se efectuarán en 

el próximo cap í tulo. Se considerará especialmente la 

teo rí a de G. D. Birkhoff de fuerzas en el espacio-tiempo 

de Minkowsk i y en particular a la derivac ión lagrangiano 

covariante de las fuerzas gravitacionales correspondientes 

que afectan los movimientos dinámicos de una partícula 

puntua l . 



IV. FORMULACION LAGRANGIANA DE INTERACCIONES 
COVARIANTE EN EL ESPACIO-TIEMPO LLA NO. 
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En este capit ul o apl i caremos l os resultados anteriores 

al c~lculo de fuerzas de interacción y las correspondientes 

ecuaciones de movimiento de una part í cu l a puntual en el 

espacio-t i empo l l ano. 

Como se mencionó en (69) l a cond i ción de constricción 

invariante que caracter i za la geometría pseudo-eucl i diana 

de Minkowski est~ dada por: 

g .. 
IJ 

u i uj u i u · 
I 

(76) 

g .. O O O 
I J 

- 1 O O 

O -1 O 

O O -1 



Todas las transformac iones perm i t idas (mov imie n tos) de un 

punto en e l espacio-tiempo de Minkowski son tales que 

mantienen la forma cuadr~tica (76), y los coeficien tes 

g ij ' absolutamente invariantes. Lo que es mas. l a 

invaria nc ia de la forma ( 76) sirve para def i nir los 

movim iento s permi tidos, es dec i r , transfo rmac io nes 

puntua l es en e l cuadri-espac io. 

Cualq ui e ra que sea el mov imiento, mientras suceda en 
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espacio-tiempo llano, las cuatro componentes de la veloci­

dad de universo (u l ,u 2 ,u3 ,u4 ) deben estar constreñidas de 

tal manera que e n cada punto de c ua lqui e r trayecto r ia 

uiui - 1 = O. De acuerdo co n el capitulo anterior, 

resulta que el lagrangiano de cons t ricción ;L (70 ) debe 

agregarse a l lagrangiano de i n teracc ión 1 ibre ;[ (68). 

Si no ex i sten otras restricciones, entonces el lagrangiano 

total ~ * del sistema din~mico es p recisame nte: 

(7) 

donde: 

l + eA i (x i) u i + 

(78a) 
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1 ) (78b) 

Aquí ~ es un mu l tipl icador indeterminado y los factores 

e y m que dan la intensidad de acoplamiento se consideran 

como constantes absolutas. 

So l amente consideremos términos hasta segundo grado 

en la velocidad de universo u i en (78a). Efectuando 

variaciones ~~* = O Y tomando en cuenta que: 

d 
ds 

+ + du i L 
ds du i 

(79) 

obtenemos desp ués de algunas reducciones y cancelaciones: 

- dUi 
A-ds 

+ 

«(11 " - u" d0) 
JI I ds + e (A" " - A" " }u j 

J , I l,j 

dh"k 
( h 2 h - J ) uj u k m "k " - "" k + U"I 

J JI IJ J ds 

2m(h " " -
IJ 

(80) 
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Estas r elac i ones satisfacen obviamente las condiciones 

de ortogonalidad: 

o (81 ) 
ds 

Además, puesto que suponemos que ;t es aqu í explícitamente 

independien te de 5, la ley de energ í a dH>"/ds = dH*/ds = O, 

(donde H* está definida por H"< = u i );!>" /Ju i 

nos muestra que: 

dH* 
ds 

d . k 
- (mh· k uJ u 
ds J 

o + ); O (82) 

Usando la condición auxi liar de integrabi I idad (82) y 

elim inan do d0/ds de las ecuac i ones (80) r esulta : 
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_ duo e. m. 
f~ d~ 

A -' 0 , i + f o + uo 
ds 

, , , ds 

uj u k du j 
- m(h o o k + 2 h o o - ) 

, J ' 'J ds (83) 

e.m, 
e (A o o Ao o ) uj fo -, J , , , ,J 

f ~ m(h o k o h o o k) uj u 
k -, 

J " 'J ' 

Ahora red uciendo la cond i ción (82) además da las condiciones 

asoc iadas , 

o i , . 
. k duj 

m (uJ u h o k o + h o o - ) 
J " ' J ds 

~o , , 
dUi 

k ds (82 ' ) 

donde el f actor esca l ar k puede a nu larse o se r una fu nción 

de las variab les (xi , u i ) o una constante. 

Sust i tyendo las condiciones (82') en las relaciones 

reducidas (83) y ca ncelando término s , resulta la s igu iente 
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reducción extraordinaria: 

( "\ du i 
A + k) 

ds 
\ d ~ ) 

( A ' - u· 
, I I ds (84 ) 

Aquí X se comporta como s i fuera so l amente una función de 

1 I fe.m. fg. (8 ) as x , y se defi nen como en 3 . 
i ' I 

Hagamos notar que la teo r i a expresada por (84) es 

análoga en espacio-tiempo llano a la teorí a tensoria l -

escalar de Brans-Dicke (véase Dicke (1962) y ( 1964» en el 

espacio-tiempo curvo de Riemann. 

Se supone que las ecuac iones (84) representan la 

formu l ación más senci 1 l a de una teo r ía general de in ter-

acciones en espacio-tiempo llano. En el s i gu iente capí-

tulo compararemos estos resul tados con un caso relevante 

de teorías en el espacio-tiempo llano, a saber la teor i a 

de G. D. Birkhoff (1943). 



V. FO RMU LACION LAGRANGIANA COMPLETA DE INTERACCION 
DE LA TEORIA DE G. D. BIRKHOFF EN EL 

ESPACIO-TIEMPO LLANO DE MINKOWSKI. 

Es intere sante ver que G. D. Birkhoff, al tra bajar 

60 

su teoría de l a relatividad general covariante de fuerzas 

en el espacio-tiempo llano, ut i lizó una condición de 

constricción adic ional más exigente aún que u i ui = l. 

Exami nemos la naturaleza de esta res t ricción adicional, 

y f inalmente indicaremos como la teoría de Birkho ff puede 

derivarse de un formal ismo lagrangiano invariante. 

De hecho, Birkhoff estableció sus ideas dentro del 

marco de la d i nám i ca relativi s ta de flurdos. Empezó por 

po s tular un tensor de energía-ímpetu de la materia homo-

génea ad iabática (p = p( S)): 



T .. 
IJ 

T . . 
J I 

~ u. u. 
J I J 

i, j ,; ( 1,2,3, 4 ) 
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p g . . 
I J 

(85) 

Aquí ~ (xi), u i (x i ) son respect i vamente distribuciones 

con t inuas de dens i dad y velocidad presc r itas como funciones 

1 234 en puntos f ijos (x ,x ,x ,x ) del espacio-tiempo de 

Mi nkowsk i . 

Por consigu iente, se defi ne formalmente una de nsidad 

de fue rza volumét r ica cuadr idime nsional, (véase , Birkhoff 

( 1950, pp.954,976))), 

f. 
I 

como la d i vergencia de T .. : 
IJ 

ma te r i a 
'\ T· . 
_d_I_J 

d x· 
J 

Por razones de integrab i lidad , (véase , Birkhoff (1950 

i bid. )) , se impuso un requ i s ito ad i cional sobre l o que 

(86) 
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son esenc ialmente las fuerzas de reacción fi en (86), a 

saber, que e sta f uerza sea dondequiera nor mal a la cuadri-

veloc idad es decir : 

u i f. 
I 

o (87) 

Para nuestros propó s itos, parece conveniente hacer a 

un lado e l a nterior marco de fluídos empleado por Birkhoff, 

y formular la idea esencial de fondo i nvolucrada en el 

postu l ado f ísico (87), como sigue: 

total 
Ya que Fi F . apl icada F reacción 

I + i O, como se 

de fin ió en (62), en presencia de constricciones que dan 

cuadr i-fuerza s de reacción no nulas, se tendrá siempre 

que: 

a p l icada 
F· I 

La con t ra par t e de 

constricciones de reacción 
- F i F O 

= ( 1 ,2,3 ,4) 

u l f. = O en (87) entonces en este 
I 

caso es simplemente el postulado físico que demanda que 

(88) 
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las fuerzas de reacción sean siempre normales a subespacio, 

dx i - u i ds , de desplazamientos permit i dos, es decir: 

U i F 
i 

con st ricciones de reacción 
o 

Como consecuencia de (88), (89a) impl ica entonces 

s imu l tá neamente la condición necesar ia independiente : 

. apl icada 
u I F. o 

I 

(89a) 

(89b) 

Cua lquiera de las condiciones (89a,b) puede pensarse como 

consecuencia de la otra. 

Por es t a razó n , en acue rdo a (89b), las cuadri-

fue rzas apl icadas que se der i van del lagrangiano de inter­

acc ión 1 ibre ~ (68) debe ser análogamente siempre per­

pendicula r a las u l , es deci r a la trayector ia dinám ica 
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en espacio-t i empo llano. 

Las restricciones (89a,b) , son completamente análogas 

al princ i p io de l trabajo vir t ual simp l ificado siguiente: 

dWap 1 i cado 

dW . - d reacclon e 
constricciones 

ap 1 ¡cada dx i F¡ 

reacclQn <;le 

o 

constricciones . 
F . dx I 

I 

(90) 

o 

Físicamente estas relaciones s i rven pa ra definir sistemas 

"en equi 1 ibrio" . En tales sistemas las fuerzas de 

reacción que provienen de constricciones geométricas (e 

independientement e las fuerzas aplicadas) por definición 

no efectúan trabajo e n cualquier punto. 

ni uno n i el otro de los cuadri-vec to res 

Por consiguiente, 
a p 1 i cada 

F. ó 
I 

Fireacción tiene ninguna de sus componentes tangencial al 

subespac io de los desplazamientos permitidos. 



¡ • 

1 ¡ 

1 ¡ 

I! 



En contrast.o 

caso de cuatr, 

,dimens iona I t e 

_, con las fue!' \6n 

¡di 1 L : '-

gel ,J) 

pr ' I 

ln la 

sten 

:abaj o 

reacción 

buenas r 

virtual 

)! 

a constriccior 

ensar que los 

s se cumplen E 

ca ' :la trayectoria (del espacio' 

tua I • Como 10 Íl - ': , , empo) de una F,i3: l' ¡ e 

. D. Bi rkhoff (: el origen de2.t 

rge del anális~ 

:cesa ri os. 

" ' ~. cri terios de 

me L 

en 

ahora que tod 

nrnbre debe ser 

Iles. "En equ i 

las definici 

(39) 1 (87). Por ,~,,-¡,,; .\. ! ,'~ t I as fuerzas 

'¡ld 

ámico que 

qui librio" en 

entenderse aql 

us equivalentE' 

oociadas con hs 

! en temen te las 

·rmales a los (! 

(, Ce, ones geométr i c,;;; 

';,;adas) se post, 

e, 3!!11 . : .. ,:IS perm ¡ti dos. O e 'C lo 

mi vector tange., 

3 suposición s os ten i b 1 e, se 



debe en gra n ma nera de que los resultados de la teoría 

estén de acuerdo con l as observaciones expe r imentales de 

los fenómenos natura l es. Enfaticemos que la actual con-

sideración es meramente una consecuencia teó r i ca de los 
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postulados (89a,b), y no una cuestión de la va l i dez de los 

postul a dos. Inclusive , la forma exacta de los campos 0, 

Ai ' hjk , etc., no necesita entrar en estos argumentos (es 

decir, no se debe especificar a pr ior i la fuente de los 

campo s ) . Me j or dicho, solamente se necesita considerar 

la forma covariante de las ecuac iones de fuerza r esultan-

tes, que conti enen estos campos, y s us g radien tes. 

Como resul ta , las condiciones extra (89a,b) i n tro­

ducidas e n la forma (87) por G. D. Bi rkhoff es todo 10 que 

se r equ iere para efec tuar una modif i cac ión de l s is tema 

menos "condicionado" de las ecuac iones de fuerza en 

espacio- ti empo llano ob t enidas en (80) y (84), emp leando 

solamente la co ns t ricc ión geométrica u i ui = l. Como era 

de esperarse esta modificación conduce a las expresiones 

propuestas por Birkhoff pa ra las cuadr i -fuerzas "atómica", 

e léctr i ca y gravitaciona l en espa c io- ti empo l l ano. 



Ir,. 

_" 
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Existen solamente dos maneras en que las condiciones 

(91a) pueden gene ralmente satisfacerse. En la primera , u i 

permanece norma l a la suma de las fuerz~s apl i cadas, es 

dec ira ~ da);: o. L(a) , Por 10 tanto, se obtiene: 

CASO 1. d~ d . k 
(92a) :: -(m uJ u h j k) 

ds ds 

dA O (92b) -
ds 

En e l segundo caso, cada una de las fuerzas apl icadas 

permanece independientemente normal a u', es deci r 

u l F~a) - O. 
I 

Por 10 tanto, en este caso se t i ene: 

CASO I I • 
d0 

O d . k 
O - -(m uJ u h j k) -

ds ds (93a) 

d~ - O (93b) 
ds 



Por lo pronto, exam i nemos el CASO 1. Puesto que, 

por def i nición, 0 = 0(x i ), la potencia l 0 es expl í cita ­

mente independiente de s y u i , tal que (79) r educe a 
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d0 
ds 

(94 ) 

En t onces, puede expanderse (92a) usando (94) y (79) . 

Resulta: 

. k 
m uJ u h. k . J , 1 

du J 
2m h .. - ) 

I J ds 
O (95) 

De la constricc ión geométrica fundamental = 1, 

que caracteriza el espac io-tiempo de Mi nkowski, se obtiene 

por d i ferenciac ión respecto a s , con coeficientes 9ij 

constantes y dados por (76): 

o 
ds 

(96) 
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Por lo ge neral, puede sat i s f acer se (95) a condic ión de que 

solame nte la cantidad entre pa r é nt esi s tenga la misma dire~ 

c ión que dUi/ds, es deci r solamente a condición de que: 

. k o . - m uJ u h· k . 
, I J ,1 

du j 
- 2m h · · 

I J ds 

dUi 
k 

ds 
(97) 

k puede ser aquí constante o puede ser una función escalar 

ar bi t ra ria de las va r iables y los campos. En casos excep­

cionales, k ó dUi/ds pueden ser identicamente cero. 

El siguiente paso es uti I iza r (97) y (92a) para 

calcula r el primer término de l lado derecho de la relación 

(8 0 ) : 

o . -
, I 

• d0 ui 
ds 

dUi 
- k 

ds 
j k duj 

+ m u u h· k · + 2m h·· 
J , 1 I J ds 

- m 
. k dhJ' k d J 

u .uJu 2 k u 
I ds - m u i u h j k ds 

(98) 
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cierto si ). - k ~ 1. En este caso (101) reproduce 

exactamente la forma de las ecuaciones de fuerza de 

G. D. Birkhoff para la materia, electricidad y gravitación 

en el espacio-tiempo llano (véase G. D. Birkhoff (1950 

pp. 920-928». 

El método anterior de el iminación es vulnerable a una 

extensión d i recta para casos donde e l lagrangiano de 

interacción ~ es de orden superior al segundo grado en 

las u i . Por ejemplo, def i namos al lagrangiano de inter-

acción "cosmológica" como: 

.. k 
9 c·· k u I uJ u IJ (102 ) 

tomemos a Cijk como completamente simétrico en todos los 

índices , en virtud de la simetría correspondiente de los 

productos u i uju k. Por la misma razón, potenciales 

tensor iales comp l e t amente simétricos son suficientes para 

describir interacciones de cualquier grado en las u i . 
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La apl icación d i recta del método a nterior, con: 

d o o k 
- (g C o o k u I uJ u ) 
ds I J 

o ( 1 03) 

en concordanc i a con los postulados (93a) conduce inmedia-

tamente a las componentes de las cuadri-fuerzas 

"cosmológicas" siguientes : 

j k m 
g(C° km o - Co 0k )u u u J , I I J ,m 

Ya que la s fuerzas son 1 ineales en los campos, estos 

términos pueden e n tonces sumarse directamente al lado 

derecho de (101), 

Lo que se ha probado aquí es que, las ecuac iones 

(104 ) 

covariantes de f uerza de G. D. Birkhoff, en real idad, se 

derivan directamente de un forma l ismo lagrangiano inva-

ria nte, del mismo tipo del que condujo a las relaciones 

de la fuerza en espac io-tiempo llano, (80). De hecho, 

las ecuaciones de Birkhof f resultan de someter (80) a las 
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condiciones auxi 1 iares simples de Birkhoff (89). Esto 

último establece que todos 10 5 sistemas din~micos en 

cuatro dimensiones est~n "en equ i 1 ibrio ll en el sentido de 

que las fuerzas apl icadas y de constricc ión se supone que 

son normales a la trayectoria de la part í cula. 

Se deduce que, aunque hay que poner cierto cuidado 

al escoger las constricciones geométricas y din~micas, una 

vez que estas constricciones estén seleccionadas, no 

existen problemas fundamentales involucrados en el c~lculo 

de las ecuaciones de movimiento de Birkhoff con cuales­

quiera ecuaciones covariantes de movimiento obtenibles de 

un forma l ismo lagrangiano invariante. De hechó, como se 

ve de argumentos generales, la solución del problema no 

es m~s difici 1 que calcular geodésicas en la teoria de 

Einstein. 

Las ecuaciones covariantes de fuerza resultantes 

deben entonces considerarse de una validez general una 

vez que las cons t ricciones b~sicas han sido seleccionadas. 

En teor ía s de espacio-t i empo llano, como la de Birkhoff, 

existe aún la cuestión de que campos 0, Ai' h ij , etc., 
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debe n determinarse para casos par t iculares. 

En el caso de fuentes puntuales, es cost umbre deduc i r 

los campos totales de la superposic ión de so lu ciones 

.puntuales que sat i sfagan las ecuac i ones i nhomogéneas de 

Poisson de la forma: 

00 - 41T 8 ( l OSa) 

DA . 
I 

- 4 /rcrv. 
I 

( I OSb) 

Oh .. 
IJ 

- 4Jt- l" T .. 
I J 

(lOSe) 

o 

Las soluciones puntuales de estas úl t imas ecuaciones toman 

l a forma covaria nt e bien conocida: 

A· I h · . I J 

iM(av.v. + bg··) 
I J I J ( I 06) 
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donde D, e, y 1M son constantes absolutas que indican la 

in t ens i dad del acoplamiento entre la fuente y su campo. 

Así , 0, A¡ , h ij , se transforman respectivamente como 

escalares vectores y tensores doblemente covariantes en el 

espacio-tiempo de Mi nkowski. 

En (lOSe) el tensor de energía-ímpetu Tij tiene la 

siguiente forma general, que se postula para un f luido 

homogéneo adiab~tico y relativis t a en espacio-tiempo llano 

(véase G. D. Birkhoff (19S0 pp. 973-». 

T . . 
I J 

p v· v· 
J I J 

Aquí 9 y Q son funciones sin dimensiones, determinadas por 

la ecuación de estado del fluído, y v¡ (xi) son las compo­

nentes de la velocidad del fluido en el punto fijo bajo 

consideración. De acuerdo con la definic ión (107), Tij 

puede incluir la dens i dad de energía del campo, o de 

IImateria ll • 

Aunque las ecuaciones de la fuerza covariante de 

Birkhoff (101) posean una estructura covariante bien 
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definida, la teoría es aún fenomenológica al grado que las 

funciones ~ y ~ , que entran en las definiciones ( 106) y 

( 107) de ho o y TiJo, están indeterminadas. 
IJ 

Para su solución central, Go D. Birkhoff considera 

una superposición de soluciones pu n tuales de nu cleones 

indiv iduales 1 i gados, para los cua les la ve locidad de 

perturbación infinitesimal en las col i siones se post u la 

igua l a la velocidad de la l uz. Esto garantiza que no 

haya una subsecuente violación de las leyes que gob i ernan 

el movi miento del fluido relativista. Todas l as particulas-

fuente que generan componentes de l campo gravitaciona l 

(106), pueden entonces considera r se como materia 1 igada 

con una ve loc i dad de pert ur bación v = c = l . Para un 

estado 1 igeramen te perturbado del fluido, los valores en 

eq u i 1 i b r i o de " 
Jo 

y Po ' se conv ie rten en P +:¡c> .) o J 

Po + ¡p. Las ecuaciones de divergencia, Tij ,J = O, 

pueden ser manipuladas para que den la ve loc i dad de 

perturbac ión: 

y 
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trayector ias resu l tantes pa ra 105 movimiento s de un pun to 

en el campo de un cuerpo cent r al fijo, resultan estar de 

acuerdo con las tres p r uebas "cr uc iales" de la relat i v i dad 

general . La teor ía de Birkhof f , por 10 tan t o, da resulta­

do s que concuerdan con todas l as evidencias observacionales 

ac t uales de 105 efec tos gravitacionales. 

Por otra parte, parece probable , como se sugiere po r 

l a manera en que h ij surge de Ti j , que la forma verdade ra 

de l a solución pun t ual de h i j depende del estado f ina l de 

la materia nuclear . 

Uno puede preguntarse, por ejemp lo, si las sol uciones 

puntuales para nucleones con y s i n spin nuclear, dif i eren 

una de la otra de un modo detectab l e debido a 105 e fectos 

del momen t o angular . ¿Es posible que una estrel la que 

consistiese solamente de h idrógeno, (spin t), generase 

diferentes componentes detectab les hij del campo grav i ­

tacional, que una est rella similar que consisti ese de 

he 1 i o , (sp i na) ? 

Una ventaja de la s teor ías en espacio-t i empo 1 lana es 

que t i enden a destacar l a importanci a de cuestiones de este 



t ipo invo l ucrados con la masa gravitac i onal activa. Las 

f uerzas de espacio- t iempo llano prov ienen de campos 

generados por fue ntes externas, y, por lo tanto, puede 

pensarse que son sensibles a la estructura interna de las 

f uentes, particularmente a la ve locidad de perturbación 

nuclear y e l sp in. 
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Por otro lado, en teo rí as de espacio-ti empo curvo, 

donde los efectos gravitacionales aparecen por condicione s 

de constr i cc ión del espac io de Riemann, (véase (75)), los 

efectos de la estructura in t erna de las fue ntes externas 

es t á n parc ialme nte ocu ltos por l a geometría. Por e j emplo, 

lo usua l en t a l es t eorías es post ul ar de antemano l a 

estruct ura del espac io, como en l a soluc ión central simé­

trica de Schwarzschi ld. Poster iormente procedemos a cal­

cular las geodés i cas correspondientes en el espacio 

pos t ulado. El resultado e s que no se expl ica como se 

generó el espacio curvo. 

En el sentido opuesto a las ecuaciones de constric­

ción pu ramente geomét r icas (74) del espacio de Riemann , 

vayamos a l o t ro extremo y digamos algo acerca del caso de 



interacción pura donde tendremos so lamente: 

o + eA. u i 
I 

+ 
j k 

u u + . . 

La der i vada total de l hamiltoniano e n este caso es 

simplemente: 
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( 1 1 1 ) 

dH 

ds 

d . k 
ds(mh j /( uJu - 0 + ... ) = O 

( 1 12) 

Como en (93a),supongamos que (1 12) se satisface al tener: 

d0 
ds 

O O 

La segunda de estas relac iones puede extenderse para 

darnos: 

( 113 ) 
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. . dh i j 
U I (uJ + 

du j 
2 h .. - ) 

I J ds 
o ( 114) 

ds 

Por suposición, en este caso de Interacción pura, no 

hay constricciones geométricas, (es decir, relaciones 
. i 

ad i cionales entre las var iables XI,U ). Entonces las u i 

son independientes, y para que (114) se satisfaga para u i 

arbitraria , es necesario que el coefic i ente entre parén-

tesis en (114) sea idénticamente cero. Usando este hecho, 

las ecuaciones de movimiento, que se derivan de 

(111), simplemente se reducen a: 

o . 
, I + e (A· . - A· .) uj 

J , I I , J + 

+ 

. k 
m (h. k . - h·. k) uJ u J , I I J , 

o ( 115) 

Esencial mente, estas relaciones son en forma idénticas a 

las ecuaciones de fuerza (101) de G. D. Birkhoff, menos 

e l término de fuerza inercial, que surge de la constric­

ción geométrica , uiu i ; 1, que caracteriza al espacio-
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d 

d: 

1), las ecuaci, , 

( 1 

ninistran las 

-~u¡entes fuerza s tridimensior 

túan en el mar 

, tua 1 : 

dA 
e(- - + 

dt 

reposo de la ~ 

( I 

,uí. v es lae' rente de la fu, 

serva desde el ¡¡ 1', en reposo de 

vI = (1 - v 2 ] no i zqu i erdo ': 

uac i 6n de (1 le' I , 'mente 1 a fuer.;:'·"' 

de le cuando I a f. era respecto é 

la 

intrínseca de interaccione~ 
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en el marco propio, o en alguno de sus marcos i nerciales 

asoc i ados, es que ni l as componentes de la cuadri-acelera­

c ión duilds, ni las derivadas de orden superior entran en 

el lagrangiano del sistema . Entonces, el método íntegro 

del tratamiento anterior puede mane j arse con cierta con­

f ianza, aún cuando los potenciales externos 0, A¡ , h ij 

(106) tenga n que extenderse a tiempos retardados , t - Rlc, 

para toma r en cuenta sus velocidades de propagación f in i ­

tas . 

En suma, aquí se han introducido las ecuaciones de 

fuerza covar i antes para el caso de partículas punt uales 

urgidas por campos exte rnos y constreñidas a moverse en 

el espac io-tiempo llano. 

Se supone que el movim i ento din~mico coincide con las 

trayectorias estacionarias, fot* = O, de un lagra ng iano 

invariante ;l* = J + I que cons i ste de dos partes: 

i) ~ = 0 + eAi u i + mh jk uju k + ...... , el que 

caracteriza la s interacciones de una part í cula puntual de 

carga e y masa prop ia m con los campos ex ternos 0, Ai 

h ij , etc .. 



i i) Un lagrangiano de constricción t. 
el que impone condiciones integrables que restringen el 

movimiento a un marco de referencia del espacio-tiempo de 

Mi nkowski . 

Sin constricciones adicionales, las ecuaciones 

covariantes de movimiento que resultan son de forma algo 

88 

complicada (80). Posteriormente, al imponer las condicio­

nes u i F iaplicada = u i F i constricción = O, como primera-

mente lo propuso G. D. Birkhoff, conduce a var i as 

cancelaciones en (80), que esencialmente resultan en las 

ecuaciones covariantes de fuerza de Birkhoff simpl ificadas 

( 1 01 ) . 

En marcos que se mueven con velocidad constante 

relativa al marco propio en reposo de una partícula 

puntual, dUi/ds es igual a cero, y las fuerzas de 

constricción geométrica se anulan. 

Se queda uno entonces con una teoría cuyas 

ecuaciones de fuerza coinciden con la teoría de inter-

acciones puras (115), • donde u i F.apl icada 
I 

• 
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automáticamente es cero. En el sistema prop io en reposo, 

o sus sistemas inerciales asociados, todas las fue r zas se 

deriva n só l o de las interacciones externas. En particular, 

l as fuerzas "aparentes" centrífugas y otras de aceleración 

pueden der ivarse en térm i nos de interacc i ones grav i tacio­

na l es remotas con la demás mater i a relativamente ace lerada 

del universo, de acuerdo con el principio de Mach. 

Parece aquí que e l punto importan t e es que l as 

teorías covar i antes de cuad r i-fue r zas e n espacio-tiempo 

llano, como la propuesta por G. D. Birkhoff, surgen de 

una ma nera natural como trayectorias e s tacionarias 

f.t * = O de un l agrangiano parcial L "condicionado" 

por constr i cciones "físicas " y condiciones geométr i cas . 

Ya que ta les teorías de espacio-tiempo llano resultan 

directamente de un principio lagrangiano variacional 

usual, puede suponerse que éstas manif iestan un alto 

grado de general i dad, y pueden usarse con cierta con­

fianza, una vez que se acepten las cond i c iones de 

const r icc ión fundamental. 
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