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INTRODUCCION

La aproximacién Hartree-=Fock ha tenido una historia larga
y distinguida en problemas relacionados con la Fisica Atémica, y en =
la dltima década ha sidoaplicada extensamente en Fisica Nuclear. Un
andlisis critico de la validez de la aproximacidn es dificil de hacer y =
por esto no es facilmente accesible, En el preseute trabajo se propone
un problema muy simple en el cual el anilisis de la validez puede ha--
cerse de una manera trivial,

El problema propuesto es el de z particulas de spin £} situadas
en un potencial comin de oscilador arménico, interaccionando entre si
atravéz de fuerzas de oscilador arménico. El problema es més claro =
8i pensamos en un 4tomo de nlimero atémico z y substituimos los poten
ciales de coulomb por potenciales de oscilador arménico,

El motivo de proponer éste modelo (Pseudodtomo), es que es ==
factible y ademds sencillo obtener la Soluci;in exacta del problema, pa=-
ra cualquier nimero de particulas, a diferencia del problema atémico =
real, en el cual es frecuentemente imposible obtener la solucién exacta
cuando se toma en cuenta méds de 2 particulas con la interaccién coulom
biana entre cada par de ellas,

Dada la ventaja de tener la solucién exacta para el modelo, se =
puede comparar ca la solucién aproximada obtenida de resolver el pro,
blema con el método de Hartree-Fock (HF), De ésta comparacién pode~

mos saber si la aproximacién es buena, y si lo es podemos averiguar =-



que tanto converge a la exacta.

Ademés se deja la posibilidad de utilizar este modelo con objeto
de investigar la validez de otro tipo de aproximacidnes, que se pueden_
aplicar a resolver los problemas con este pseudodtomo.

En los primeros capitulos de este trabajo se hace la compara==
cién de la solucién de HF con la exacta, para el pseudodtomo de 2, 3 y
4 particulas, concluyendo con una aplicacién del HF a un problema &to=
mico real de 4 particulas (se calcula la energia total del Berilio para = ‘
compararla con la experimental).

Es importante hacer notar que la funcién de onda de HF se pue-
de proponer algo distinta a la formulada en el capitulo I de este trabajo,
de tal manera que no es una necesidad que tenga la forma de determinan
te para la parte orbital y podemos proyectar una simetria orbital definie
da, de acuerdo con el problema a tratar, haciendo el analisis variacio==
nal con esta funcién para encontrar las ecuacibénes nuevas de HF. Por ==
esto debemos hacer una diferencia en la forma de hacer el andlisis, una
siendo la manera usual del HF, y otra proyectando simetria definida en__
la funciéa de oanda para la parte orbital, llamandclos HF usual (SHF) y =
HF refinado (RHF) respectivamente,

Para la solucién con HF se hace un desarrollo para las funciones
de cada particula, en términos de funciénes de oscilador arménico, redu
ciendo el problema integrodiferencial de HF a un problema algebraico, =
paes el cdlculo de elementos de matriz para cualquier potencial con fun.

ciéaes de oscilador arménico, es perfectamente factible y esta sistemati
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zado ya sea en las tablas de Paréntesis de Transformacién de Brody y
Moshinskyly o en programas para computadora ya hechos, Para el_
capitulo V, en donde la forma del potencial nos complica el cdlculo de
las integrales de elementos de matriz, se hizo necesario el uso de las

tablas de Paréntesis de Transformacidn.



CAPITULO I

ANALISIS HARTREE-FOCK,

- . . 1 . .
Dado un sistema de particulas de spin¥3 que interacciénan en=
tre si, sujetos a un potencial comin cualquiera, el Hamiltoniano del sis
tema se puede expresar como:

H=_2H’\+i\|ts - )

(€)=t

donde H; es el Hamiltoniano asociado a la i'esima partfcula bajo el po-

tencial comin

2 5 %;“ﬁ—\!kﬁ\ o

Vij :V“riurj[) representa el potencial de interaccién entre la particula
iy la particula j.
Para averiguar el comportamiento del sistema recurrimos a la

ecuacidn de Schrddinger independiente del tiempo:

2ia dERCH - —- - 4)



\P‘ es la solucién exacta del problema sujeta a la condicién de normali=

zacién

R L

La solucién de la ecuacién 4) para la funcién\p‘ es dificil o a -=
veces imposible de encontrar, por la misma forma del Hamiltoniano -
pues hay una complicacién con el potencial de interaccién entre las par
ticulas, que impide la separacién del Hamiltoniano .

Una forma de atacar el problema para intentar resolverlo es =~
por el método de Hartree-Fock;%’ en el que se propone como solucién de
la ecuacién 4) una funcién\‘\) desarrollada como un determinante de Sla-
ter de funcidnes de una sola particula coa su correspondiente spin.

El hecho de proponer un determinante como solucién, es con -=
objeto de asegurar la antisimetrfa de la funcién total que representa el
comportamiento de los fermiones .

Entonces a la funcién \P la escribimos como:

Y= A\ fegl -

1

_gj:compoilente orbital para la particula j

G} = componente de spin para particuia j

El valor de expectacién del Hamiltoniano para el espacio de las

funciénes "\Mes:
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Calculando la variacién de la ecuacidn 8) e igualando a cero, las

¥ UJ’“Q ((Q+ i& \\Q (§ (DN (iY-1) \\D fﬁ\&]ﬁfﬁ\
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{'.t-\:parametros de Lagrange
Haciendo la substitucién \.Qd_{@\-:*(kﬂ ‘L’ﬂ(ﬂ las ecuaciénes
Ay

se transforman para el caso 4dtomico:

0 )+ 3 e[| ) VOl g, L e | )
_—.Z (SMLN’H cb:({\\\(\‘*_“i‘h éu“—“dﬂ—l é?-ti({\:

:Z\tu; (1) T

donde s es el spin de las particulas

Este conjunto de z ecuacidnes (una para cada particula) se cono-
cen por las ecuaciénes deHartree -Fock, pues el primero en d;:sarro--
llarlas fue Fock y son una extensidén, por la inclusién del spin, de las -
llamadas ecuacidnes de Hartree.

Para resolver este conjunto de ecuaciénes integrodiferenciales
acopladas, se utiliza la teoria del campo autoconsistente ,en la cual_
como primer paso se proponen ciertas funcidnes para las integrales --
donde aparece el potencial entre las particulas, obteniendo asi, ua con
junto de ecuaciones lineales accecibles de resolver. Una vez resueltas
se introducen ahora las soluciénes en las mismas integrales ya mencio
nadas, continuando el proceso anterior. Se alcanzard la autoconsisten-

cia cuando las funcibénes que se introducen en las integrales sean igual

les a las resultantes.



Otra forma de ver el problema de HF es desarrollando a las
funcidnes \P; en términos de un conjunto de funciénes que formen =
una base en el espacio de Hilbert.

Reescribimos la formulacién anteriors con objeto de cambiar
la notacién e introducir el desarrollo mencionado

El determinante de Slater lo escribimos como:

P =He ol gl -

donde E*‘ Ty es el tensdr totalmente antisimétrico:
(1 si & oy -+ Ky es una permutacién par
da ol ivisni®
& -1 si oK ofy - Oz es una permutacifén non
v ey
de 1,2,...,%
\ 0 si ol o - g tiene dos niimeros

iguales

ademds se utiliza la conveuncién de suma sobre indices repetidos

El valor de expectacidn del Hamiltoniano 1) con la fuacidn 12)

VRIS = "7_44\\:\°\o<>+ 7_4%@\\](\\1)“@

- ~--13)

ntacon <ot B\ VD) KED= L BN AN oL B) =< BNU D\ B
—-- = \4)



antisimetriza el ket \vk E}>

can\q>zamV&juxuou)QLU)A%‘ﬁwﬂﬁ)
{p NN () = \\’ (‘\Q@(ZN(\ 2 \SRTL\)\\)&(BMQ

-—*\Q

Hacemos el desarrollo de las funciénes \)en términos de los kets

W= 2 iy C oW

se ha cortado la serie hasta N' para trabajar en un espacio finito de N'xIN®
vy es aqui donde se introduce la aproximacién. Los kets \\) forman el --
conjunto de funciones completas y ortonokrmales que son base en el espa=-
cio de Hilbert. Los indices i yof comprenden la parte orbital y spinorial

de cada particula.

Haciendo el andlisis variacional anterior obtenemos las ecuacié--

nes de HF algebraicas:

24\‘\\—\0\“)("’(‘? zcit<kk1\w\\“-1> (”'h +-
s — Eou (.,at\ == \3\

donde e_\es el pardmetro de Lagrange de la variacidn.
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Los indices i y& los escribimos como

O(TQP \)\Dﬂ — indices para estados orbitales

L=mY ?\( — indices para spin

y en general los coeficientes son: (para el caso dtomico)

. L W, S VM= nimero cuéntico radial
C C C \ = nimero cuéntico para el \d)‘
m Ny (L momento angular ES

W= n. c. para la proyeccién de m, a.
¢ = estado de spin

pero como estamos trabajando con potenc1a1e:. centrales

Cortummsiiiied: - ——

Para el caso particular de capa.s cerradas:
. ) “‘ r
NAy QT
o iyl § e
My \ l* Bk Qut
Haciendo el desarrollo en los spines las ecuacidénes finales a las
que llegamos son en general:

T ciwlay CLIED 2 |G (@)

L H]. 1Q'L

Ny () =G, () w LR Q-
Az @ GR) -2

Es un conjuato de ecuaciénes algebraicas acopladas equivalentes
a las integrodiferenciales de Hartree-Fock obtenidas anteriormente., -
Hay que notar que es un conjunto de ecuacidnes de eigenvalores, que hay

que resolver por la teoria del campo autoconsistente ya mencionada.



CAPITULD II

PROBLEMAS TLTE 2 PARTICULAS

Supongamos que tenemos 2 particulas iguales de masa m sujetas
a un potencial comin de oscilador arménico de frecuencia w, y que inte
raccibénan entre si atravéz de otro potencial arménico de frecuencia{,

el Hamiltoniano para este problema es:

H=d fr s ST - el
o v wor Y

donde por facilidad hemos introducido unidades atémicas
WEMsamzl 2 @ —-=-- 24)

Transformando a coordenadas relativas y de centro de masas
= - )

el Hamiltoniano es ahora

H= L Lo R4 9 (] -0

R _\g__\ \{-\—f{) ——25)

en donde P y p son los correspondientes momentos asociados al centro

de masas y parte relativa.



_12-

La solucién de la ecuacién de Schrédinger con éste Hamiltoniano

es sencilla de obtener, siendo para la funcién de onda:

Y=RRG) - - =

donde

AR : ! y W .
“):i Pi:ﬂ;‘t\ \'} e L () \(uwkel ﬁb;\_

- .--28)
\(l(HSL(O'Llﬁ ;\ "= Arménicos esféricos

La solucién para la energia es:

T o= (Z42ne]) R0 (B wmrl) ---29)

Es claro que en el primer paré ntesis se encuentra la contribu-
cién del centro de masas a la energia, y el resto es la dehida a -
la parte relativa del problema.

Entonces para este tipo de Hamiltoniano, tenemos la solucién ex
acta de la ecuacién de Schrddinger, la cual vamos a comp=rar con la =

solucibén aproximada de HF aplicada al mismo problema.

LA  PARTICION|2 | (SINGULETE),
Si asociamos spin a las particulas, empezaremos a resolver el
problema cuando tienen gpin contrario, una con = vy la otra con -3.

El spin total de las particulas es cero, Adem&s vamos a suponer que
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las particulas se encuentran en el estado base. Esta suposicidn equiva -
ie al caso atémico diciendo que las particulas se encuentran en el estado
182 . Las particulas que estamos tratando son fermiones, es decir que
cumplen con el principio de exclusidén de Pauli,Entoaces la funcidn total
de las particulas es antisimetrica, Claramente la fuacidn pars la parte
orbital es simétrica y por lo tanto la funcibén de spin de las particulas -
debe ser antisimétrica, para asegurar de alguna manera la antisimetria
de la funcidn total.
4
Todo esto corresponde a tener una particiénlzl para el estado -

orbital del sistema’ En un diagrama de Young es la siguiente:

1]z

| L ?
S
Im.A,1 PARIDAD POSITIVA
Si adem4s pedimos que la funcién de onda orbital tenga paridad
positiva, esto es que al reflejar las coordenadas

e S . T
la funcién de onda no se altere
P\lz(_g:\\)L—‘o —_ - 30“\0)
II,A,l,a, SOLUCION EXACTA
La energia y la fuaciéa orbital exactas, de acuerdo coa las ec,

28) y29) son: (para el estado base)
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2 =)
T= %LH—K\HL‘)

3 AR it ¢
\3‘) (Q: T\-b‘" (42 e
e

II.A,1.b. SOLUCION CON EL RHF

Hay que hacer notar que el anélisis lo vamos hacer sin spin -
proyectando la simetria definida para la funcién orbital , para trabajar
en el RHF, como se mencioné en la introduccién.

La funcién orbital para el RHF la escribimos como:

kvzwe (?.) = \'Q H_b \QL@ See2R)

las funciénes "e tienen la misma paridad , con objeto de que la funcién
\'\J‘“ sea de paridad positiva.
Repitiendo un andlisis similar al del capitulo I con la funcién 23},

encontramos las ecuaciénes del RHF equivalentes a las ecuaciénes 11):

L Ura e W) =+ ] 1) ¥ o) dudo)e Ly

)]
LR (we) el o) + l;—“\ﬂ "WINE Qa9 = 6 Yok
— —--2%)

una para cada partfcula, siendo la integral que aparece en estas ecuacid

nes la parte donde se encuentra la interaccida entre las particulas,



Las soluciénes de las ecuacidnes 34) y 35) claramente son:

i

[N
§

[

e—%{n—t‘(

B *

QU = T3 (14¥)

siendo entonces la funcién de onda orbital:

3 t
)__ % P % ési e (W) 31)
euilz) = T (1Y)
La energia proveniente del cilculo del valor de expectacién del

Hamiltoniano con la funcién 37), es:

B uet2) = 30 Y

Esta misma funcidn en coordenadas relativas y de centro de masas
Yy

es la siguiente:

-2 X (@0 () - 39
\VEH;Lﬁ:“IU*Y’\q e’zﬁ(w ) )

Es fdcil comprobar gue tanto la funcién de onda exacta como la de
RHF cumplen con la paridad positiva y simetria que habiamns pedido al =
sistema,

Para valores pequfios del parametro k la energia exacta y la del

RHF coinciden

EE*(Z\ —_—EEML:»,)’:L 3+ K<< —40)
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Es m4s interesarte comparar las energfas para cuando el poten
cial de interaccién es de la misma magnitud del potencial en el que se-
mueven, Para k=1 la energia del RHF es mdés grande que la exacta con__
una diferencia de 3,5% respecto a la exacta. En la figura 1 se presenta
una gréfica de las energias, en funcidn del pardémetro k,

Para comparar las funcibénes exacta y de RHF se calcula la inte~

gral de traslape, cuyo valor resulta:

3

- ey (20 ——
e, i) {-%(\Ht'-dmt'y\%i’z (H(\‘r\tﬂi)
_—

en la figura 2 se grafica la variacibn del cuadrado de la funcién

2
41) de acuerdo con la variacién de k. Para k=1 el valor det*ﬂ\ql\ﬁ\ es

de aproximadamente 94%.

m.A.2, PARIDAD NEGATIVA
Si en cambio pedimos ahora que al reflejarlas coordenadas como

en las ecuaciénes 30-a), la funcién de onda orbital cambie de signo

P W)= - W) - 42

la paridad es negativa.


http:tl\\-tt4-\H.li

FIGURA 1. ENERGIAS EXACTA Y DEL
2 PARTICULAS PARTICION FARIDAD POSITIVA,

ENERGIA

ENERGIA RHF

NERGIA EXACTA

LR o




FIGURA 2.

TRASLAPE AL CUADRADO ENTRE EXACTA Y RHF
2 PARTICULAS PARTICION [2] PARIDAD POSITIVA.

M
TRASLAPE?

1.00

a.95 T

0.90 T
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II,A,2.a, SOLUCION EX¥ACTA

Tenémos que construir la solucién exacta con los nimeros cufn=
ticos més bajos, tal que la funcién cumpla con la simetria y paridad ne=
gativa que proponemos.

En las ecuacibnes 28) y 29) ponemos los siguientes valores para

los niimeros cuinticos:

NZ=O L=\ =0 M=o l=o =0

La funcién de onda exacta es entonces

L Wy

J =1* 772 éw U*Ht)ai Q
X —

con una energia

EM\131%+%{\+1Y. '~—-44)

II,LA.2.b. SOLUCION CON EL RHF

Para el anilisis del RHF proponemos a la funcidn con la siguien

te forma:

\\) LMF ()= —\@ X\Q\Uﬂ NECARANEY \J.(4)

.. 45)
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Esta funci8a tiene paridad negativa si las funcidnes \Q‘ y LQL
tiénen paridad opuesta. La simetria es inmediata de verificar, De acuer
do con la solucién exacta es de esperarse una deformacidn axil, y en ca=
so de que exista supondremos que es respecto al eje z, por simple con=-
vencida. (En adelante se utilizari la misma convencién en cagso de dem=
formacidn),

A las fuacidnes LQ( las supondremos como osciladores arménicos

con las siguientes caracteristicas

QU= Mo\ Neo (%) )~ “0)
)= M) Veol3)

las funcidnes M\{I;son funciénes de oscilador armdnico en nna dimensién
con frecuencia {-(—5‘ » ¥ las funciénes \]N)k?)eon también de oscilador arm{_
nico pero en dos dimensidnes con frecuencia r\.

Las fu..-iciones)_l_o y M, tenen paridad opuesta y por lo tantok-?‘ v

le también son de paridad opuesta, cumpliendo asi con la condicién de -

paridad negativa para la ecuacién 45).

La determinacién de las frecuencias {2 ¥ l_f'; mds apropiadas es_
minimizando el valor de expectacion de H respecto a éstos parametros, -
con la funcién de onda 45),

<o P
oe encontrd que

o= WG
&= \¥K S = an)
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Esto nos indica que las particulas se encuentran en un potencial
deformado en forma de oblato respecto al eje z, pues la variacién de la
distancia en un pofencial cie oscilador arménico es proporcional arr_nt’-:
donde w es la correspondiente frecuencia al eje.

El valor de expectacifn de la energia con estas frecuencias es:

Eem"(?):?-m J\—?_EH'%‘ - _,___435

La funcibén del RHF es entonces: —

A
T L L 2 .4 {\v\% (.l\i,
-2 L ‘li\_*n ¥ E;\k\- -3 .H_Zfﬂfﬂ“ Q] u.\.\i Rl B
e () "-Eﬁ [T[ 27014+¢) € +T Tz, (nfé £

-E\‘*'%I (2 radrang)

- - 49)
en coordenadas relativas y de centro de masas es:

1 “'\i(r(ll.zll)i'r—‘tgti 1 "‘
o= 7 @2 i oy €T DR

= = . 80)

La integral de traslape entre la funcién de onda exacta y de RHFes

P \\3 \" (g et (AT AR
we Ve %(\er_\gﬂ? & (et \’;(m’r@)li{{ﬁt wl
- .. 8Y)

La comparacién de las energias la encontramos en la figura 3, -
donde tenemos ademis otras energfas dibujadas de las que se hablard m4s
adelante. Para k=1 la diferencia del RHF a la exacta es de un 3.5%, en
la figura 4 se encuentra la grifica del cuadrado del traslape, en la cual -

observamos que para k= 1 tenemos una aproximaciéa como de un 91%.
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FIGURA 4, TRASLAPE AL CUADRADO ENTRE EXACTA Y RHF
2 PARTICULAS PARTICION [2] PARIDAD NEGATIVA,

TRASLAPEZ
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Para frecuencias de interaccién pequefias entre las particulas

las energlas coinciden

Ewc LZ\ :—EEW(?’)%4+}E\< Y,((& ~--'—3?.\)

I,A,2.c. SOLUCION CON EL SHF

Repetimos el andlisis HF pero ahora de la manera propuesta en
eh capftulo I , donde se toma en cuenta para la funcién de onda total la
dependencia del spin, Y como se sefialo en la introduccién es la manera

usual del HF,

La funcién de onda del SHF la obtenemos directamente de la €=

cuacién 6) del primer capitulo:

IR L ICAR (A IV ATA R AL
RO Q0 Y€ QLN

I

SR CAREGIHRA) REAIUEARMIATINIE
- -. 53)

ecuacién en la cual las funcidnes \& son funciénes de oscilador -

arm&nico de la siguiente formas:
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\Q‘ U-)\ b Mok@g)\]auk&) L 5‘,‘)
\-QLU',\ = M) \loou;\

}\)b — funcidn de oscilador en una dimensién con frecuencia 5(5

\lbo ~ funcién de oscilador eun 2 dimensiénes con frecuencia S,L

Cuando se calcula el valor de expectacidén de H con el determinan
te 52) la parte donde aparece la integral de intercambio desaparece por_
la oréogonalidad de las funcines de spin,

De la minimizacién del valor de expectacidén de H respecto a los -

pardmetros xy{é resulta:
o{':(?;:\‘\'\i -—-— 5%)

las particulas se encontraran en un potencial esféricamente simétrico

La energia del SHF resulta ser:
Fouel2)=4a 11y ——--S6)

Cuya gréfica esta también en la figura 3), donde se puede compa
rar con la energia exacta y del RHF, De lafigura se ve que la energia =
del SHF esta por encima de la energia del RHF, siendo por lo tanto me-
nos aproximada a la exacta, pues la energia exacta es menor que las --
aproximadas, Para k=1 la diferencia del SHF a la exacta es de un 11%
aproximadamente, diferencia notablemente mayor que la que presenta

el RHF,
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Para k pequefias las energias no coinciden como antes coinci=-

dfan la exacta y RHF:

Eude A+3K + Easldmad e k<<l

De la ecuacidn 53) podemos proyectar la simetria definida con
veniente, para este problema, obteniendo asi la funcién del SHF pro-

yectada con simetria :

. L e 2t X )
AGE RCHITED

N

El traslape entre esta funcién y la exacta da:

_ (1K) (\H\Sg -
W i) = S0t oo ) 2

S, q:EJ
La grifica del cuadrado de esta integral se presenfa en la fig, 5
I3
para k=l el valor de[ﬂ_‘}l’“}as de 91% aproximadamente, difiriendo un poco

del traslape del RHF con la exacta, siendo ligeramente menor,


http:del~~.ls

FIGURA 5. TRASLAPE Al CUADRADO ENTRE EXACTA Y RHF
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o,B, PARTICION [111 . (TRIPLETE),

Si consideramos ahora que los spines de las particulas son igua-
les el spin total S es igual a 1, teniendo tres proyeccidnes. La funcién -
para la parte spinorial debe ser simétrica, pues para la parte orbital la
funcién es antisimétrica, esto equivale a tener la particién [111 , en un
diagrama de Young tenemos:

4_ \
4+ 2

-

II,B.a. SOLUCION EXACTA
Pidiendo que la paridad sea negativa la solucién exacta obtenida
de las ecuacidnes 28) y 29) que cumple con la antisimetr{a orbital con =

los nﬁmeros cuénticos n)fnimos es:
2\t g . AWy
Qﬁw(.?) =" e : ﬁ K\ﬂ‘t\ t e e gq)

con N=0 L=0 H:O m=0 lI=\ =0

Eu;_kf?—'\_: }'—2.- ""5‘3_' il'.\'?’V- - - - GO)

I,B.b, SOLUCION CON EL RHF

La solucién para el RHF debe tener la forma :


http:t:.~(.l1
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*}aux L-&) =, J@‘_\Q\HQ\QLK“{Q “ \Q\ U@ \Qz('ﬁ)]

RS

En particular la forma de cada funcién se sugiere como:

Wi1) = Voo (@) N1 )
QW) = \lobkﬂ Mo (2) o o )

con VM funciénes de oscilador arménico en 2 dimensiones con frecuen
cia (E, v ‘J«\ X uo funciénes de oscilador armé&nico de frecuencia =
ﬁ , es claro que ‘-Q‘ yqz tienen paridad opuesta, asegurando la_
paridad negativa para\yu*.

Como resualtado de la minimizacién de H promedio con ésta fun-
cién\\)l“; respecto a los pardmetros ¥ y g E

AK=142X

e e - &S
BE=1+3K )

el pseudoatémo va a formar un potencial,deformado en forma de oblato
respecto al eje z

La energia del RHF resultante es:

EQ,\.WK?-):W'\'U‘_\:%E)Z -—- CA\

Para cuando la interaccién entre las particulas es pequefia las -

energias exacta y del RHF coinciden
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La funcién de onda del RHF en coordenadas relativas y de cen=

tro de masas es

A R ot iy (e Braa )]
W) =T e e skt

S

El producto de la funcifn exacta con la del RHF

W \\) )_ Hy,\lu-%’yc\l UHL]”
AT e 1] TR R O

- GG

Las grédficas de las energias y del cuadrado del traslape para =
el caso exacto y eldel RHF, como funcidnes del parametro k, se en--
cuentran en las figuras 6) y 7) respectivamente, Para k=1 la diferen=
cia de energfas es de un 2.8% vy una aproximacién como de 93% para =

el cuadrado del traslape.

I.B,.c, SOLUCION CON EL SHF

El andlisis del problema con el SHF resulta muy sencillo, pues_
todo lo desarrollado para el caso singulete con paridad negativa con el
SHF, vale para el triplete con paridad negativa, excepto por la simetria
que hay que proyectar de la ecuacién 53), Ahora proyectamos antisime-~
tria para la funcidn de onda que nos da la parte orbital, La funcién del

SHF debe de ser:
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ol e Xauuy )
. g PR R
W)= TR 7€ o

Obviamente la energia es la misma que resultd para el caso sin

gulete de paridad negativa con el andlisis SHF:

;a \ i g
T B} & 4N\ )
Para k pequefiag las energfas exactas y SHF otra vez no coin=

Ewéﬂ:“*% + Eouele) = 4x 2K k<<t

Las energias del SHF y RHF se encuentran graficadas en la fig,
3 , con objeto de compararlas con la exacta, y con las correspondientes
del caso singulete., Para k=1 la energia del SHF difiere de la exacta_
en un 3% , aumentando la diferencia muy poco respecto al la del RHF,
Hay que notar que la energia del SHF se¢ encuentra ent-c las energias =
del estado singulete y las del triplete, siendo de esperarse pues la aproxi
macién contiene a las dos,

El célculo del traslape entre el SHF y el exacto da:

3
Lk\)mu\\)ﬁu\:\ - “_H-V.“LV( 29 !

% o v‘\ ll
oo s redmn)s
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En la grdfica 8 tenémos el cuadrado de esta ecuacién como fun=
cién del pardmetro k, Para k=1 hay una aproximacién de un 93% , igual
a la aproximacidn que tenemos con el RHF,

También se calculé las integrales de traslape entre las funcidnes
del SHF y del RHF, con el hecho de que su variacién con el pardmetro k
es casi identica, a pesar de que como dijimos anteriormente que hay «
mds divergencia, en sus variaciénes de la energia para el SHF como -

fuacidnes del pirdmetro k,

Im,B,d. SOLUCION CON EL SHF Y DESARROLLO EN SERIE
PARA LAS FUNCIONES DE ONDA,

Podemos ahora extender el andlisis HF en la forma presentada
en la segunda parte del capitulo I, en el que se ptopone como solucida
para las funcidnes de cada particula, un desarrollo en serie en térmi-
nos de una base en el espacio de Hilbert, dado por la ecuacién 17). Si
en la ecuacidn 17 mantenemos ua solo término de la serie, obtencirfagx
mosd precisamente los anélisia anteriores del SHF, con tal de proponer
a las funcibénes de oscilador arménico, ahora como la base del espacio

de Hilbert donde se desarrollan las funcibénes de cada particula.
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Puesto que esperamos deformacifn axil en nuestro potencial,
de acuerdo coa el andlisis RHF, a las funcibnes de oscilador arméni-
co que van a formar parte del desarrollo en serie, les asociaremos -
la frecuencia 141,5k para la parte en Z y Itk para la parteen X y
Y. Vamos hacer el desarrollo con puras funcibnes S de oscilador ar=

ménico y cortaremos la serie hasta las cuatro primeras funciénes:

Q1) = 7 M)l A€,
R.(4) = i M) Neol§) €Y

con objeto de asegurar la ortogonalidad de las funciénes '\-Ql Vs LD-‘._

de antemano, imponemos condicidnes a los coeficientes de los ante==
riores desarrollos tal que, para la particula ! tengamos solamente =
funciénes pares, y para la particula 2 solamente funciénes impares, =

esto es:

Q= | Qo Me (2) =+ Q2 MLLI\)I b - U:l) .-.30)
G () = LG+ Qs Phalza)] Voo (f) )
Ge=Co Q=@ A=} ay=G  C\=CzzCmo

La frecuencia que nos interesa es para cuando k=1, valor que

se substituye en las ecuacifnes 70) y 71). Estas ecuacines se introdu_

cen en las de HF obtenidas de la expresidn 22) del capitulo I, que jun=

to con las condicibnes de normalizacién
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05*{'0:: A
ar ¥ 61 =1 S-ee )

llegamos a las ecuaciénes de SHF para €ste caso :

Para la particula 1

EL@\QE £ L0520 1l atuJ\Q‘,Jr QT\S\'W AROP - 4 2 Q‘M\leh "

?_EX“‘\\ R\‘lﬁ@\ -bOyi: ﬂf‘&dln\do -\ \ ‘\gtbﬁ%{-t&'}'l—l.ro-\ﬁ-’-\(& =kl
T e

Para la particula 2

o0, 10 _\E, {18 4710 0% + 2 dedribads| do-te 0y
Zﬁ\\LHLGL-HM%HPQ ﬁ-z\ \ \ \

A £ . A0t L) 325 0T + et vl ab&a\ﬁaﬂqag
i ‘\:Z.\E,(}b& -\ 0645 \B T S ‘-'\
rATH \$ etile . \ AR -—-=34)

Siendo un conjunto de scuzcidnes acopladas de 3/er, grado, cua
4 incdgnitas, que se pueden trabajar como un problema linear con la -
teoria del campo autoconsistente,

Para empezar con el cdlculo de la autoconsistencia, se substitu

vye en las partes entre paréntesis , los coeficientes
O.o — \ Q.\ = \
820 dx=0 - — -~ - W¥8)
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esto es equivalente a introducir la primera funcidn ortonormalizada pa-
ra cada desarrollo,

Entonces se resuelve cada ecuacién de eigenvalorea, encontran=
dose un nuevo coajunto de valores para estos mismos coeficientes, los _
cuales se introducen de nuevo en los paréntesis, y se procede a resolver
nuevamente este conjunto de ecuacibnes de eigenvalores, vy asi sucesiva-
mente hasta que los coeficientes que introducimos en las ecuacibnes sean
iguales a los coeficientes que resultan de resolver las ecuaciénes para_
alcanzar asi la autoconsistencia,

El resultado de este proceso se presenta en la siguiente tabla:

Iteracidn a a a a
0 1 1 0 4]
1 0.99674 0.9989¢0 =0,08079 $0,04693
2 0.99467 0.99734 -0.10302 0,07280
3 0,99396 0,99646 =0,10970 0,08408
4 0.99371 0.99606 -0,11190 0,08871
5 0.99364 0.99589 ~-0.11265 0,09058
6 0.99362 0,99582 -0,11284 0.09131

Calculando el valor de expactacién del Hamiltoniano con las --
funciénes 70) v 71) introduciendo los coeficientes ohtenidos en la sexta =-

iteracién presentada en la tabla, resulta una energia:
<H> = 5.93333 S 30)

Habiendo una diferencia de apenas 1,8% respecto de la exacta, =
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mejorando como un 1% la aproximacién a la energia exacta, respecto
a la mejor energia aproximada que habiamos obtenido anteriormente,
con el RHF,

En cambio si calculamos la integral de traslape entre la exacta
y la funcién aproximada con las ecuaciénes 70) y 71), y compararamos
su cuadrado con el correspondiente del RHF, encontrariamos que la =
aproximacién ha disminuido una cosa insignificante que no la tomaremas

en cuenta,



CEAPITULO III

PROBLEMAS DE 3 PARTICULAS,

Supongamos ahora que tenémos 3 particulas iguales de spin¥z
con masa m en un potencial comin de oscilador arménico, interaccio
nando entre si atravéz de fuerzas de oscilador armdnico de frecuencia

ﬁ"‘ . El Hamiltoniano para este sistema de part{culas es:

H= z %j % 4 2\{—-\ )TK T

) Lyt

donde se ha empleado las ecuacidnes 24),
Introduciendo coordenadas relativas y de centro de masas dadas
por las ecuacidacr de transformacién de Jacobi, el Hamiltoniano se -

transforma a:

H= L1 K1+ 41 o] _ )

La solucién de la ecuacién de Schrédinger con &ste Hamiltoniano

es trivial para la energia, y en general esta dada por:

T () = (Z+ar) +(a+nri) +2x)

~ —--19)
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La solucién general para la funcidén de onda deben ser combinacidnes
de tres productos de funcidnes de oscilador armodnico, de acuerdo a

la particién, simetria y paridad del sistema%, 6

HI.A, PARTICION l13]

Consgideramos a las particulas de tal forma que la funcién para
la parte orbital sea totalmente antisimétrica. La configuracién es en-

T
tonces 1'32? y tendremos la particién [131,

+te 2
—1—$ i.

III.A .a, SOLUCION EXACTA

Escogiendo nuestro sistema coordenado de tal manera que la -
proyeccién de momento angular total de las particulas sea cero. La so

lucidn exacta del problema para la energia se reduce a:
= | { 3
Eﬂ.n(c_(?b\— =+ 5 V3K ———--%Q)

introduciendo los operadores de creacién

N == WH'%'X,( L Py LN
T — e )

&t::%,m_t i

la funcién de onda exacta es
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£ xR W 1 \ o R %2.
\\)wvﬁ\:(\—{’l(“\“l_ﬂ\ulz)\o \
la funcién \b\ es la funcidén para el estado base del sistema

16) =TT ¥ a2yt é*z?“\'m‘uid\‘.mim GEYY -~ e2)

III.A.b, SOLUCION CON EL RHF
Para hacer el andlisis del problema con el RHF, la funcién de -

onda orbital por ser antisimétrica la proponemos como un determinante

Q) @) i)
\P 3 (‘3\ = i szi\) \Qz. K‘{}\ \-q LU_Q — %4\
(3 N \'Q%\i‘\ B L 1L) 4, (1)

a las funcidnes LP'-. las escribimos como:
‘Q\(“ﬂ = Mb(‘l\\luo(ﬂ it
G = NolNalr) € e 8B)
W(a) = Mel@a ()€™

Como ya hemos mencionado, la proyeccién de momeanto angular
total la hacemos cero, lo que equivale a escoger una orientacidén conve-
niente de nuestro sistema de coordenadas, el eje Z lo hacemos coincidir
con la direccién del vector momento angular., ademds, puesto que el -

Hamiltoniano es invariante ante rotaciones en 3 dimensiénes, la energia
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no se alterard por hacer la proyeccidn igual a cero.
Calculando el valor de expectacién del Hamiltoaiano con la fun-
cién 84) y minimizando respecto a los pardm etros oy B ., obtenemos
L= \¥2K y
e —ms &6
B=\t % v
Resulta un potencial deformado con simetria axil en forma de -

prolato. La energia minima en éste cilculo es:

—Eem’-b’\‘l’sg\*%u—"— E S TR T TSR -t

Cuando la interaccién entre las partfculas es pequefia, la ener-

gia exacta y del RHF coinciden:
o (3= Baptt) 22 B VEe v
)

Para calcular la funcién del RHF en coordenadas de Jacobi, in--

troducimos los operadores de creacidn:

, .
Q::J@Wu\gﬂ by - kis =\

-\ - —-- 89)

La funcién 84) del RHF la escribimos en términos de losoperado-
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res de creacidén como sigue:

v ) \
\\) (3) =, |at ot o | (o) - 60)
Q.'H? r 00‘2, Qz?_ a‘;z

doade \0) es la funcién para el estado base del sistema dado

y{ e Gitxaﬁ H\acﬂ\x ﬂ

p—

por:

|0Y= Um\ gy &F

Introducimos las transformaciénes de los operadores de crea-

cién para pasar a coordenadas de Jacobi (Coordenadas con punto):

QQ"’:’\[Q +Qzﬁ"Q3]
Q;—T\[Q\erﬁa\ )
L[a‘ }

que substituidas en las ecuacibénes 90) nos dan:

N UEY S e
Vo V= (- )0) -

-

en donde \0) es la funcidn del estado base en coordenadas punto, tenien
do Ja misma forma que la ecuacién 91), pues el cambio de coordenadas

gue hicimos es una transformacién ortogonal tal que:



S =) e
L \

La integral de traslape entre la funcién exacta y del RHF resul-
ta: 5

k \ (e3y) W12 r-\U'\-Z'K)
Yo Pe el [gﬁii*ﬁﬁ“ﬂlﬂwﬁfﬂ\wﬁ\ﬁz

__,_055)

La comparacién de las energias y del cuadrado de ésta dltima -
ecuacidn la tenemos graficada en las figuras 9 y 10 respectivamente, -
Otra vez hacemos notar que para k=1, la diferencia en energias es de
un 2.8% respecto a la exacta, mientras que la aproximacién en el cua-

drado del traslape es de 87% aproximadamente.

m.B.  PARTICION [12].

Si tenemos a las particulas ahora en la configuracién \51‘? hay
dos posibilidades para formar éste estado; pueden estar las particulas
ly2enSyla3enPobienla particula lconla3 enSyla2enP. -

Para la parte orbital es la particién [l 2] y en diagramas de Young:

.—‘\— L1 L
14
3 2
1, =
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III.B.a. SOLUCION EXACTA

La solucidn exacta para éste problema es un poco més elaborada
que antes, pues ahora tenemos que sumar las funcidnes sobre las dos -
posibilidades de la configuracidn. La solucién exacta para cada posibi--

lidad que cumplen con las condiciénes del problema, en términos de

operadores de creacidn es:

Para la 1/a. posibilidad

Puel?)= ([, \0) o)

Para la 2/a. posibilidad

(k)zu*%):’;fﬁ\m S ojﬂ

La funcién de onda total para éste caso es la suma de las dos po-

sibilidades de la siguiente manera:

:_\Tf_l H\q ¢Q Yy - — —oy)

La energia exacta resulta:

Tuwd@)= 2 +aliza --.- )

III,B.b. SOLUCION CON EL RHF

En cuanto a la consideracién de las dos posibilidades, la construc

cion de la funcidén del RHEF es completamente parecida . En itirminos -
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de operadores de creacidn las funciénes de RHF para cada una de las -

posibilidades las proponemos como:
v -—-1060
=1a3-05- ¢, 1o -
APIIHT— (2) @\ 3 B‘L

&)= [105—a:l\e)

donde las frecuencias \r: v l{s las encontramos haciendo la minimiza-

cién del Hamiltoniano con éstas funcidnes respecto a los pardmetros «

v (& . Los resultados son los siguientes:
= W )
_ ~ == \O}
B= Wiz

las partfculas estan en un potencial deformado con simetria axil res--
pecto del eje Z en forma de oblato,

El cédlculo del valor de expectacidén del Hamiltoniano con las -
funciénes 99) resulta:

T ens (3= SRS S \+1 —--1063)

U

Para frecuencias pequefias de interaccién entre las particulas -

las energias exacta y RHF son iguales

Ewa k) = Beus (3= Witk k<<
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Transformando a coordenadas de Jacobi de una manera similar -

y o e G =
a la que se hizo para el caso de la particién|l |, tenemos que las funcif -
nes del RHF para cada posibilidad en términos de operadores de creacién

resulta:

Cblu\’i(%\: d31 |0) C\‘.)um(’a):(f\\m ---404)

La grifica de las dos energias como funcidn de k la encontramos -
en la figura 11, en la que vemos que para k=l la diferencia es de un 3.2%

respecto a la exacta. El traslape de la funcién exacta y la del RHF es:

Y4 %
bl (a8 UH29% e
. tus IR (e er ﬂ*[li(m+@ﬂ*[5(”@)}1{(\»@“

cuyo valor al cuadrado se encuentra en la figura 12 para cuando -

variamos el pardmetro k., Para k=1 la aproximacién es de un 84% aproxi

madamente.

II.B.c. SOLUCION CON EL SHF
El andlisis SHF proviene también de una combinacién como en la
ecuacién 98) de funciénes de onda orbitales para la consideracidn de las

dos posibilidades para formar la particién ‘l 2] .
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De igual manera resulta una deformacién axil respecto al eje Z
del potencial en el que se mueven las particulas, como resultado de la
minimizacién del valor promedio de H respecto a los pardmetros & y

@& asociados a la parte en Z y ? (Q:{ﬂi—k‘f- ) respectivamente.

La energia del SHF resultante es:

T )= v vl . \0R-b)

en la que para k pequefias difiere de la exacta

T, 0OF Boue(®)= W 412 ke

La gréfica de la energia del SHF como funcidn de k esta también
en la grafica 11, Esta energia se encuentra por encima de la exacta y -
de la del RHF, Para k=1 la diferencia de la energia SHF a la exacta es =

de 5.9%, aumentando respecto de la diferencia gue tiene la energia -

RHF a la exacta, a pesar de que el traslape del SHF y exacta es casi

igual al traslape del RHF y la exacta. Por éste motivo no se presenta

el cdlculo de la integral de traslape.
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CAPITULO v

PROBLEMA DE 4 PARTICULAS

o . . T |
De igual manera supnndremos a 4 particulas iguales de spinfy
. P . -
con masa m, en un potencial comin de oscilador arménico de frecuen-
cia w, que interaccionan entre si con fuerzas de oscilador armdénico de
frecuencia { ¥ .

El Hamiltoniano del sistema es claramente:
4
= 2 2 [4
2 : ; i . ] i — =\ 05
H: ?L '\'%‘ ”{L—" \‘L—'\{I\ \-—2- \0\
8 ¢ )

que transformado a coordenadas relativas y de centro de masas es:
W= L1 0% R 45 [0 (1rax) ] —-wee)

La solucidn exacta del problema es en general (provenientes de

resolver la ecuacibn de Schrédinger) para la energia:

T (&) = (242050 HE 40t ) [THAC 1 6)

La funcién de onda exacta dependerd de la particién, simetria y paridad

del sistema.
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IV.A, parTicION [11]
Si consideramos que las particulas cierran la capa P, o sea que
3
su configuracién es\% \? teniendo las particulas spines contrarios en -

cada capa. Para estas condiciénes la funcién orbital es totalmente anti-

simétrica formando la particién [14] i

7
y R
ol

IV.A.a. SOLUCION EXACTA

\

La solucién exacta minima en energia la obtenemos de la ecuacidén
107), que junto con la funcién de onda exacta resultan ser:

— ﬂ‘l ‘q_:‘ Hl: "li: operadores de
\'\)mt(‘ﬂ— n, W «q:a t.\c) BN e o SR Y
3

N\‘S ﬂ.‘; M \Q): funcién para el estado
base de 4 particulas con

T &)= 2 rg vl - funciénes de oscilador

es fdcil comprobar que cumple la funcién de onda con la antis imetria -

que hemos supuesto.

IV,A.b. SOLUCION CON EL RHF

La funcida del RHF que cumple coa las mismas condiciénes la -

proponemos como un determinante:



\\-J\ AAREASIIC
\\» (@)=l [Vl B0 Q@ RW) )
wF 28 | W, 1) W) ;) Rl
W 1) WPal) Wa (3) qu @)

donde

W, = Nel?) Neol®)
W, = Nel2) \er(@) €
Py = Ma(2) Vel €Y
“ﬁq = @) Neo(R)

La minimizacidén del valor de expectacién del Hamiltoniano con

- 112)

el determinante 111), respecto a los pardmetros o vy f5 resulta:

A== H—l_%\; . |

Hay una isotropia esférica en el potencial para ésta capa cerrada

La energia resultante de RHF es:
— o
‘Eauvk‘*\ W= ERAR A —=-~e\14)

Para cuando la interaccién entre las particulas es pequedia, la -
energia exacta y del RHF son iguales:

T B @)= gri5¢ <)

e .1\'53
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La funcién del RHF transformada a coordenadas relativas y de
centro de masas, resuita de un proceso similar al de 3 particulas, uti-
lizando las transformacidénes de Jacobi para 4 particulas. Entonces la -

funcién del RHF en coordenadas puntb es:

el I 0 EL T ST

ay 05 O3

La integral de traslape resulta entonces:

a

Ui) \'— — (\—&4(—\% U*L‘?t\q Y.
u,w:auf o L (WFee -\-GT\I}—EWM‘W*‘)\ i

. —-1\1)

Las gridficas de las ecuacidnes de las energias y traslape para

el andlisis exacto del RHF semuestran en las figuras 13) y 14) respecti-
vamente. Observamos que para k=1 la diferencia en energias es de_
un 2.5% respecto a la exacta y en el traslape al cuadrado hay una apro=

ximacién de un 81%.



FIGURA 13, ENERGIAS EXACTA Y RHF
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FIGURA 14,

TRASLAPE AL CUADRADO ENTRE EXACTA Y RHF
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CAPITULO v

PROBLEMA ATOMICO DE 4 PARTICULAS

El dltimo problema a resolver es la aplicacién del método de HF
para un sistema de 4 particulas, en particular se le va a aplicar para =~
calcular la energia total del Berilio neutro en el estado base, para com=
pararla con la energia total medida experimentalmente. Se va a utilizar__
el SHF con spin presentado en la segunda parte del capitulo I, en el que -
vamos a usar a funcidnes de oscilador arménico en tres dimensiénes co-=
mo base del espacio de Hilbert para desarrollar a las funcidnes aproxi-
madas de cada particula. Aqui vamos a poder ver otra vez que tan buena_

resulta la aproximacién HF con funciénes de oscilador arménico,

El Hamiltoniano de un problema Atémico considerando sclamen=
te los potenciales de interaccién entre nfcleo-electrdén y electrdn-electrén
esta dado por:

H:i ’r\t +Z Ny . WB)

L<is1
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donde |\ = _?_IL_—Z__@,_ e 1D)
AN 4
il
es el Hamiltoniano de la particula i si no existiera interaccién can los

otros electrdnes

\ ot - ——\20°)
g ~rtpoieey
|yl
es el potencial entre pares de electrdnes con rij:‘ri-rjl distancia
entre ellos.
Si pensamos en el caso del Berilio neutro, suponiendo a los 4
- T z
electrdnes en los estados \S 2% . El Hamiltoniano 118) se reduce a:

(z=4)
4 4

\ ?' oY
H = ) -2y
=N S \ R - %, \
= SRR [ i<in
Transformando a coordenadas sin dimensidnes con las siguien-
tes ecuacidnes

{5 Npiaally 5

"h-—-—/N r__
A—-

. o 22)
(= {0 w=
(metod)
el Hamiltoniano se reduce a: 4

ey _\
H= A E [?S s ki \ s\ o 521 \\is’\(*_\

SR \1%)
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Las ecuacidnes 119) y 120) para este caso son:

Pi=1 ¢t B 3=
R (1.
\ 1)

Aplicando el método de HF proponemos como solucién el deter-

minante dado por la ecuacién 2), que se reduce a:

| 400 Qw) ER) Yty

\\) @\== | Q) Xla) $OWR) Q) 8) W, 4) %y o)
wE o ) Yy ) 46 W, (3)06) YKy

Pl Y46) Gte) L) 08) G 1

S

Por la misma coafiguracién del sistema, tenémos el mismo -
estado orbital para cada 2 particulas, diferenciandose entre ellas por

la proyeccidn del spin. Esta coafiguracién equivale a tener la parti~-

i [z z]
A AL
44 bt 3.

De acuerdo con la ecuacién 124) el valor de expectacidn del -~

Hamiltoniano resulta ser

cHy=2 (@ Oz + 2{ @ R, (0 b
oV e) de de, +


http:4lll)t.tl
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+4 \\ Y OQR) iz L0, ) dz. Az, +

AR QRN ) dude, =
—z \juw QN R (WL LW \d_Ez_\m

A las funciénesw{ las desarrollamos como en las ecuacidnes
17) en términos de funciénes S de oscilador arménico, cortando la se-

rie para las cuatro primeras funcidnes:

Q) = b o) 4 € ) 16 M)+ S Mstd) — 1aa)
W)= & el ¢ L) A G M)+ & Dy(4) —120)

o sea que el cdlculo se lleva a 6 quanta, puesto que gquanta=2n+l=6. Debe
hallarse como primer paso, el valor para el pardmetro & que minimiza

a la ecuacidn 126), pero a primera aproximacién con:{Cilculo a 2 quanta)

\
a2y (=60 =6 (3=o
,__.\2%‘\
z o T _ z
Cs =8 =) C2.=0 Cy=o

Antes hay que determinar de acuerdo con los anteriores desarro

llos a los elementos de matriz de la forma siguiente:

<M‘.lt,u{\1\)~u\ﬁ Ml e ke R =
=< Mg, ML 6,00 \ ‘hh\“\‘}\ MOy 0°> =

- “MM M@ 1 Mat Nt de A,

. o--129)
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Para hacer el cdlculo de los elementos de matriz pasamos a --

coordenadas relativas y de centro de masas

1= Hlh-%]

= -\{__TL-*"‘"—S?"\

para ello utilizamos los paréntesis de transformacién propuestos y ta-

e 120)

bulados por Brody y Moshinsky , De la transformacidn se obtiene

<M.o‘u1e.00\T‘T\\ M0y Mz 6,000 =

‘.:S_ESQLA \“L‘Q\“\O \“LQ\®< “\LKINIL‘Q\”\:G \M;‘- \0> '

[T

weawt \ '
‘(M.HL\OO\ﬁ\\ul‘tp‘L“O(}ﬂ e 58

donde los dos primeros brakets son los paréntesis de transformacidn,
Por tratarse de interaccidnes ceuntrales (en el sistema de coor
denadas relativas y de centro de masas), el elemento de matriz se re-

duce a

SCUERUN R IRV WO I R e P
e y22)

v como

i s "[\\
Loy Z B (b LRI

ol \ Que () N QNL\L\\NLCM - - oo 133)

lo= (WTeerat DeTALML
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Podemos expresar entonces el elemento de matriz 129) en tér-
minos de los coeficientes B(n,1,n',1,p), de las integrales de Talmi y

de los paréntesis de transformacidn:

<M"‘0'“%0|00\-c_‘.{_\\ M;L’h“toxﬂb> _

LBL&\ wi p) L Yo < M6 0,00) a' L L) -

LS
Nkt s L, 6\ e i 006? - -\34)

Entonces estas son las expresiénes para los elementos de ma-

iz del potencial. Tanto los Paréntesis de Transformacién como los -
coeficientes B(n,l,n',l,p) se encuentran tabulados en las mismas -
Tablas de Paréntesis de Transformacién. Para éste caso de potencial

central las integrales de Talmi toman una forma sencilla

Te:

T4t ) o138

Calculando el valor de expectacién del Hamiltoniano (ecuacidn -
123) con las expresiénes 127) y utilizando la ecuacidn 134),a primera =

aproximacién coa las condiciénes 128) obtenemos que:

LWY= 54— 825k
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Minimizando respecto a € resulta

E=\182\S

con una energia minima asociada a éste valor de
W= - .

el cual representa casi un 60% del valor experimental, cuyo valor es:

Tope= - 2834

las unidades de éstas energias son en miltiplos de la energia de amarre

me?
202

Pasamos ahora a resolver las ecuaciones de HF 22) que para -

del Hidrégeno en el estado base:

éste caso son

S MW+ ) L G (2 ot Lyl —

MmN

. Gy (:\Qm — Xk

ecuacidnes en las que substituiremos &= 1,8215
Coa la teoria del campo autoconsistente ya mencionado en capi-
tulos anteriores resolvemos éste conjunto,de ecuacidnes de eigenvalores,
. . " ; s e A
siendo 2 para éste caso. Como primera aprozimacidn introducimos los_

coeficientes con los valores dados en la expresidn 128) en el paréntesis



67 -

donde esta precisamente el término del potencial de interaccidn entre

los electrdnes. Se resuelve la ecuacién de eigenvalores y se encuentra
un nuevo conjunto de coeficientes, los cuales se obtuvieron de los eigen
vectores asociados a lo 2 eigenvalores mds bajos, correspondiendo el -
minimo de éstos a la particula 1 y el otro a la particula 2. Se compara__
éste conjunto nuevo de coeficientes con el anterior, si son iguales den-
tro de una cierta aproximacién a nuestro arbitreo, hemos llegado a la -
autoconsistencia, si son distintos se vuelven a introducir en las ecuacid
nes de HF continuando el procesb hasta alcanzar la autoconsistencia,
Los cdlculos de los elementos de matriz, de los coeficientes de -
HF y de las energias se hicieron en la computadora G.20 del Centro de

Célculo Electrénico de la UNAM, con los siguientes resultados:

Ci=08865 (\=63581 (j=02183 (y=0\9%9
L =-6.316S {=03%30 c? =-6.344T7 I =0o950

Valores de los coeficientes que se introducen en la ecuacién del

valor de expectacién del Hamiltoniano 126), resultando una energia:

WS =-21.3%

aumentando a casi.un 75% del valor experimental.
Variando el pardmetro [ encontramos que el minimo de la «-
energia para el espacio de 4 dimensibnes en el que estamos trabajando

€3.
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<H>= —219%

con ¢ — z.28\S

los coeficientes resultantes son:

Co —09341¢° Cl=0.2629 Ch = o84} Chz= oA
Co==-0210 CE=069%422 ch=-0.33% 5=6-30%

aumentando respecto del calculo con €=1.8215, a un 77% aproximada=-
mente de la energia experimental.
En ambos cdlculos de los coeficientes la autoconsistencia se al-

4 x 5
canzo a la 4/a. iteracidn.



CONCLUSIONES

En todos los casos en los que se propuso el modelo del
pseudoadtomo, la solucién exacta para la ecuacién de Schridinger era
trivial y directa encontrar. Para cada caso se aplicéd el métoda de -
Hartree-Fock haciendo las correspondientes comparacidénes a la so-
lucién exacta. Durante las aplicacidénes del HF se encontré una manera
de hacer el andlisis sin spin algo diferente de la forma que se usa el_
Hartree, pues se simetriza o antisimetriza la funcién orbital de acuer
do a las propiedades de simetria y de spin del sistema a resolver.

Lo escencial en la diferencia entre el SHF y RHF esta en cuan-
do se proyecta la simetria deseada. Para ¢l RHF primero se proyecta
y después se hace el andlisis variacional, en cambio para el SHF, se_
hace el andlisis con un determinante de Slater para la funcidn y des--
pués se proyecta la simetria,

Para los 3 casos en los que se hizo el andlisis de las dos mane_
ras, demuestran que la diferencia en las energias de HF a la exacta, -
es menor en el RHF que en el SHF, Kl traslape de las funciénes de on-
da orbitales de HF con la exacta, es también mejor para el RHF, aun-

que con un mejoramiento despreciable. Cuando se hizo el problema de
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2 particulas con el SHF y el desarrollo en serie para las funciénes de
cada particula se obtuvd una mejor energia,.a pesar de gue el traslape
diminuyd insignificantemente,

Cuando la frecuencia del potencial de interaccidn entre particu
las ¢s del orden de la frecuencia del potencial comin, con el aumento

del ndmero de particulas, la diferencia entre las energias de HF y ~-

;acta disminuye, al igual que disminuye el traslape entre las funcid-
nes correspondientes,

Haciendo la similitud al caso dtomico, en donde la carga del
nicleo es Z veces més grande que la carga de los electrones , el va
lor de k que nos debe interesar para nuestro modelo es para cuando -
k es Z veces menor gque w, Pucsto que siempre hacfamos la frecuen -
cia del potencial comin w=1, el pardametro k que nos interesa varia_
como é—,‘-k‘y Tt para 2, 3 y 4 pa.rtfcuias respectivamente,

La diferencia de las energias v el correspondiente valor del -
traslape con la mejor aproximacidn de HF a la exacta para les valores

4e k exprestos anteriormente son:

A k dif. en energias exc, y HF ;rasiapcz
2 = 1.2% 97.4%
3 ‘;‘,‘ 1.2% 970070
4 - 0.62% 96.0%

De estos valores y de acuerdo con las limitaciénes del modelo,

podemos afirmar que la aproximacidén de HF es buena tanto para la -
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energia como para la funcién de onda y va mejorando la aproximacién
conforme aumenta el nimero de particulas. Es de esperarse que mejo
re {(al menos para la energia) la aproximacién de HF cuando se hace el
desarrollo en términos de una base completa para las fuaciénes de ca-
da particula, como lo mostrd el problema de 2 particulas S=1.

Para el cdlculo de la energia total del Berilio, obtuvimos una -~
aproximacidn de un 77% de la energia experimental con tan s58lo 4 fun-
cidnes de onda S de oscilador arménico, igualmente es de esperarse que
se mejore mas para cuando se aumente el numero de términos en el --
desarrollo en serie. El cdlculo de la energla es relativamente dificil -
por las complicaciénes algebraicas que se presentan, pero con el uso -
de las funciénes de oscilador armdnico se facilita por los trabajos siste

maticos que se han desarrollado con estas funciénes.
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