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INTRODUCCION 

L a aproximación Hartree-Fock ha tenido una historia larga 

y distinguida en problemas relacionados con la Física Atómica, y en ­

la última década ha sid o aplicada extensamente en Físic a Nuclear. Un 

análisis crítico de la validez de la aproximación es dificil de hacer y ­

por esto no es faci lmen te accesible. En el presente trabajo se propone 

un problema muy simple en el c ual el análisis d e la validez puede ha-­

cerse de una manera trivial. 

El problema propuesto es el d e z particulas de spin it situadas 

en un potenci al común de oscilador armónico. interaccionand o en tre si 

atravéz de fuerzas de oscilador armónico. El problema es más claro ­

si pensamos en un ~tomo de m1mero atómico z y substituimos l o s pote~ 

ciales d e coulomb por potenciales de oscilador armónico. 

E l motivo de proponer éste modelo ~seudoéÍtomo), es que es -­

fac tible y además senci llo obtener la solución exacta del problema, pa­

ra cualquier nÚInero de partfculas, a diferencia del problema atómico ­

real, en el cual es frec uentemente imposib le obtener la solución exacta 

cuando se toma en cuenta más de 2 partículas con la interacción coul0!!l 

biana entre cada par de ellas. 

Dada la ventaja de tener la solución exacta para el modelo, se ­

puede comparar cm la solución aproximada obtenida de resolver el pr'2., 

blema con el método de Hartree-Fock (HF). De ésta comparación pode­

mos saber si la aproximación es buena, y si lo es p odernos averiguar ­
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qu e tanto cO:lVe rge a l a exacta. 

Además se deja la posibilidad de utilizar este m.od elo con objeto 

de investigar la validez de otro tipo de aproxim.aciónes, que se pueden_ 

aplicar a resolver los probl em.as con este pseudoátom.o. 

En l o s prim.eros cap:tul os de este trabajo se hace la compara-­

ci6n d e la soluci6n de HF con la exacta, para e l pseudoátom.o de 2, 3 Y 

4 partlculas, concluyendo con una a plicaci6n del H F a un problem.a áto­

mico real de 4 partfculas (se calc ula l a e nergfa total del Berilio para ­

com.pararla con l a experim.enta l). 

E s im.portante hacer notar que la funci6n de onda de HF se pue­

de proponer algo di stinta a l a íorm.ulada en el capitulo 1 de este trabajo, 

de tal m.anera que no es una necesidad que t enga la forma de determina!!, 

te para l a parte orbital y podem.os proye ctar una sim.etrÍa orbital defini­

da , de ac uerdo con el problema a tratar, haciendo el análisis variacio-­

nal con esta funci6n para encontrar las ecuaciónes nuevas d e HF. Por -­

esto debem.os hacer una diferencia en l a form.a de hacer el análisis, una 

siendo la manera usual del HF, Y otra proyectando simetría defin ida en_ 

la funci6::J. de onda para la parte orbital, llamandolos HF usual (SHF) y ­

H F refinado (RHF) respectivam ente. 

Para l a s oluci6n con HF se hace un desarrollo para las funciónes 

d e cada partícula, en término s de funci ónes de oscilador arm6nico , red~ 

ciendo el problema integrodiferen cial de HF a un problema algebraico•• 

p ..les el cál culo de elementos de matriz para cualquier potencial con fun _ 

ci6nes de oscilador arrn6nico, es perfectamente factible y esta sis t em ati 

http:debem.os
http:podem.os
http:problem.as
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zado ya sea en las tablas de Paréntesis de Transforrnaci6n de B r ody y 

Moshinskyl, o en prograIllas para computadora ya hechos. Para el_ 

capítulo V, en donde l a forma del po t encial nos com plica e l cálculo de 

las integrales de elementos de matriz, se hizo necesario el uso de las 

tabl as de Paréntesi s d e Transformación. 



CAPI T U L O 1 


ANALISIS H AR T REE- F OCK. 


Dad o un sisteIna de partfculas de spin ~t que interacciónan en­

t re si, s ujetos a un potencial común cualquiera, el Hamiltoniano del si.! 

tem a se puede expresar c o:no : 

- - -.. \) 

donde Hi es el Hamilton iano asociado a la i'esim a partrcula b a jo el po­

tencial c o::nún 

--_ .. z) 

Vij::' V (\ri-rjO representa e l poten cial de interacción ent re la partfcula 

i Y l a pa rticula j . 

Para averiguar el comportamiento del sistema recurrimo s a la _ 

e cuación de Schr~dinger i ndepend ien te del tiempo : 
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'\" es la s olu c ión exacta del probl ema s uj e ta a la condición de normali ­

zación 

- - - - ~) 


La solución de la ecuaci ón 4) para la función '\J' es difícil o a -­

veces imposible de encontrar , por la misma forma del Hamiltoniano ­

pue s hay una compli c a c i6n con el pot e n cial de interacción entre las par 

ticulas, que impide la separación del Hamilt oniano. 

Una forma de atacar e l probl ema para intentar resolverlo es -­

por el método de Hartree -Foc~ en el que se propone como solución d e 

la ecuación 4) una función,\, desarrollada c omo un determinante de Sla­

ter de f1,l1lciónes de una sola pardc ula con su correspondiente spin. 

El hecho de proponer un determinante como solución, e s con 

objeto de asegurar la anti sim etrfa de l a función total q u e representa el 

c omportami ento de los fermiones . 

E nton ces a la funci6n '\' l a e s cribimos como: 

!.j = componente o rbital para la part i c ula j 


G"j -= componente de spin para p arti c ula j 


El val or de expectación del Hamilton i a n o par a e l espacio de las 

fun c iónes ~'\es: 
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CO\\.l)4'\\d) \ - -- =\)<\-\)=- '1 t1,oto -­
-<:lO CJt) 

::: "1- L \ ~~i,\l)\-\\~\r)~l(·vf)Jr., 
L <r..«) 

-\-1 l, ?[' \~l1~)~~<\~\~\\fA\tli~Ni~1S)<1¡,~~ 
'-«1

+¡1 b~:W~N11~\)~l\i'l\)~i:\~~~~~~\)&t&.' 

con l a co::¡dición de o rtonormalización 

1-\~t"l,\\í) t l, ,It) d~= ¿c¡ - -__o '\) 

-co 

Calc ulando l a variación de la ecuaci ón 8) e i gualando a cero, las 

ecuaciónes q ue res ultan son: 

1-\\~~) ~lW~H ! \ l~~~ l{~~\j l\'(-l\\\Q~l~G~l'~-(¡rl 
-¡ \'fl~:~~~)~\~H\)~il{l~:~ll~i li\~::: 

:::-2- tq ~il1 ,O¡¡) l e 1,.·· t - -- -' \~) 
) 
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(;.I.\,~ paramet r o s de Lagrange 

Haciendo la substitución ~i.l·q¡)-=~",;.l\)'~"'il\)las ecuaciónes 

se tran sforman para e l caso átomico: 

\·n'h~) C\>,(,~-() t-~ \1\+ \){ \ ~:ti') ~ l\U'I) ~~ ~i j<Ar:l~~~f) 
~-1 ó..,..,~ \~~(r) ~ \\i:.1~ ~"&i')d1.'l ~~i("{)::: 

~ (: A'J.) ~"'\t"~) --- - -\\) 
donde s es el s pin de las par tículas 

Este conjunto de z ecuaciónes (una para c a da partícula) se cono­

cen por l as ecuaciónes deHartree -Fock, pues el primero en desarro-­

liarlas fue Foc k y son una extensión, por la inc1usi6n del spin, de las ­

llamadas ecuaci ónes de Hartree. 

P ara resolver este conjunto de ecuaciónes integrodiferenc iales 

acopladas , se u tili za la teoría del campo autoconsistente ,en la cual_ 

como primer paso se proponen c i ertas fUllc i ón es para las integrales -­

donde aparece el potenc ial entre las partículas, obteni endo así, lL'l co';!.. 

j unto de e c uaciones lineal es accecibles de res olver. Una vez re s ueltas 

se introducen ahora las soluci ónes en la s m i smas i ntegrales ya menci~ 

na das, c ontinuando el proceso anterior. Se alcanzará la autoco:lsisten­

cia cuando las funcióne s que se introducen en las integral es sean igual. 

les a las resultantes . 



-8 ­

Otra forma d e ve r e l problema d e HF e s desarrollan do a las 

fun ciónes ~¡ en términos de un c onjunto de funciónes que forrnen ­

una bas e en el espacio d e Hilbert. 

Rees cribirnos la forrnulación anterio~ con objet o de cambiar 

la no~ación e i ntrod uc i r el de sarrollo :nenciona do. 

E l d etermi nante de Slater lo escribi.mos corno: 

- _ . \z) 

donde es el tensór totalmente anti simétrico;'= al, ... 0(\ 

1 si es una perm utación par 

si. 

0(,0(1. . .. o(~ 

de 1,2, •.•••. z 

o<.,o(-¡ __ o ol"{ es una permutación non 

de 1,2, •• . , z 

tiene dos números 

i guales 

además se utili za l a convención d e suma sobre indices repetido s . 

El valor d e expectación del HamiltonianQ 1) con la fun c i ón 12) 

<'\J\\-\\~) ==- L .(e>(\ HO\o<) +11(a(~\\jl\\ij\~~>A 
~ --_ .. \~) 

e n l a c ual <o< ~\ ~~\\<.)\<X.~)p. <<<.f!>\'ll\\l)\ oZ~) -<o(~\~l\,l)\~cV 
- - --\4) 
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antisim etriza e l k et \ ~ ~) 
CID 

.(0( \ ti" \0() -=- \~'\.. (1)\-\. (1) 'VJ1) 6~. ----\'S ') 
--co 

ce 

Z0<.\1> \ \j \ \,,) \ ~ó) - ~'\J:\\\ ~~ lz) '-J l\. t) '\J t1I)'\l¡lÜ<h" 
- --\ b) 

\ 

Hac ernos e l desarrollo de las funciónes \o()en t érminos de l o s kets 

1'1' 

\o()-= L C~ \l) - - -- \~)
l ~, 

se ha cortado la serie hasta N' para t rabajar e n un espacio fin i to de N'xN' 

y es aquí donde se introd uce la aproxim a ción . Los k ets \ \) fo rman el -­

conjun t o de funciones cotnpletas y ortonorma1es que s on base en el e s pa­

cio d e Hilbert . L os indices i y O( c om prende n l a pa rte orbital y spin orial 

de cada partícula. 

H a cien do el análisis variacional a nterior obtenernos las ecuació-­

nes de HF a l geb raicas: 

d onde ~es el parámetro de L agrange de l a variaci ón. 
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Los indices i yc( los escribirnos c orno 

" &A - indic e s para e stados orbitalesv,"\ ­

~\ ~::. i n d ices para spin 

y en general los c oefic ientes son: (para el caso átomi co) 

~,IA~ número cuántico radial 
\ = número cuántico para el 1\.\ 

momento angular - - . \ -,1 
INI.= n. c. para la proyección de m. a. 
'{:: estado de spi n 

pero como estarnos trabajando c on pot enciales centrales

e" - r~\ ,\l (""\ __-- 20) 
ce. - \... ~ol{ t,~, \(L) 0'" o.... , 

Para el caso particular de capas ce r rada s: 

el.. - 'i. ( \~ \ IM-l ( <i ~ 

oL ­ e ~.I.l L) () \.c, c) ~< () (loL 

Haciendo el desarrollo en los spines las ecuaciónes finales a las 

_ - .. 22) 

Es un conjunto de ecuaciónes algebraicas acopladas equivalentes 

a las integrodiferenciales de Hartree-Fock obtenidas anteriormente. 

Hay que notar que es un conjunto de ec uaci6nes de eigenvalores, que hay 

que res olve r por la teoría del campo autocon sistente ya mencionada. 
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CA P I TUL O II 

PR OBLEMAS DE 2 PAR TI C ULA S 

S upo ng amos que t enernos 2 partículas i guales de masa m sujetas 

a un potencia l común de oscil a d o r arm6nic o de frecuencia w. y que i nt!O. 

racci6nan entre s i atravéz de otro po tencial arm6ni co de f recuenciafl(.'. 

el Harniltoniano para este problema es: 

\--\ --=~ \ ~\' -1-i~1+ "i t ~~ -\-in-\<\-\il ,,-~~~' 
___ ~. 23) 

donde por facilidad hemos introducido unidades at6micas 

-- - -2") 

Transformando a coordenadas relativas y de c entro de mas as 

--_.2.s) 

el Harniltoniano es ahora 

_ ­ --1.<.) 

en d onde I' Y.E son los c o r r espondientes ITlOITlentos a.soc i.ados a l centro 

de ITlasas y parte relativa. 
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La sol ución de la ecuación d e Sch rodinger con éste Harniltonia no 

es sencilla de obtener, siendo pa r a l a función de onda: 

2 ~) 

donde 

Es claro que en e l primer paré ntesis se encuentra la contribu­

ción del centr o de masas a la energía, y el resto es la d ebida a ­

la parte relativa del probl ema. 

Entonces para este tipo de Harniltoniano, tenemos l a solución ex 

acta d e la ec uación de Sch rodinger, la cual vamos a cO!llpa r ar con la ­

soluci6n aproximada de HF aplicada a l mismo problema . 

U .A PARTICIONt 2 ] (SINGULE T E ) . 

Si asociamos spin a las partículas, empezaremos a resolve r el 

problema cuando tienen spin contrario, una con ~ y la otra con -i. 

E l spin to:al d e las partículas es cero, Adem ás v amos a suponer que 
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las particulas s e en cuent ran en e l estado base. E sta suposici6n equiva­

le al c a so at6mico di ciendo que l as partículas se encuentran en el es tado 

ls2 • Las partículas que estamos tratando son fe rrniones , es decir q u e 

cumplen con el principio d e excIusi6n de Pauli .Entonces la funci6n total 

de las partfculas e s antisim étrica. Cla ramente la func i6n par~ la parte_ 

orbi tal es simétrica y por 10 tanto la funci6n de s pin de las partíc ulas ­

debe ser antisimétrica, para asegurar de a l guna manera la antisimetrÍa 

de la funci 6n to tal. 

4 
Todo esto corresponde a tener una partici6n \21 para el estado ­

orbital del sistem~ En un diagrama d e Young es la sig uiente: 

ll.A.l P ARIDAD POSIT IVA 

Si adem~s pedirnos que la funci 6n de onda orbital tenga paridad 

positiva, esto es que al reflejar las c oordenadas 

la funci6n de onda no se altere 

_- -- 30 -'o)~ ~ (:ü= '-\J l- "!.) 

ll.A.l.a. SOL UCION EXACTA 

L a en ergía y la fU.'lc ió:¡ orbital exactas , de acuerdo CO":J. l as eco 

28) y29 ) son: (para el estad o ~ase ) 
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Il.A.l.b. SOLUCION CON EL RHF 

Hay que hacer notar que el análisis l o VaInOS hacer sin spin­

proyectando la simetrra definida para la función orbital. para trabajar 

en el RHF. como s e mencion6 en la introducci6n. 

L a funci6n orbital para el R HF la escribimos como: 

las funci 6n e s 'f t i enen la misma paridad. con objeto de que la funci6n 

'\Jt\\~ sea de paridad positiva. 

Repitiendo un análisis simi l ar al del capítulo 1 con la func ión 33). 

en contram os l as ecuaci ónes d el RHF equivalentes a " las ecuación es ll ) : 

-k (~I¿-\ (\-\-~)'{,~1 ~(t)4 ~\ \~r(-{t) 1: ~(¡{z) aT.~lQll\)= ~.4(~) 
- ---~~) 

~ ( ~;+ ( \~~) '{~1~ V<_L) +- \- \\~ '"(,\)"{~ ~(1\)At ,1~ (~~) ::: ~ll(,;l 
_ __ .~'i) 

una para cada partícula, siendo la integral que aparece en estas ecuaci.Q. 

n e s la parte donde se enc ,~entra la inte racció:¡. entre las partículas. 
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Las sol uci6nes de las ecuaci6nes 34) y 35) claramente son : 

siendo entonc es la funci6n de onda orbital: 

La energía proveniente del cálculo del valor de expectaci6n del 

Hamiltoniano con la funci6n 37). es : 

Esta mi s ma funci6 n en coordenadas relativas y de centro de masas 

es la siguiente: 

Es fácil comprobar que tanto la funci6n de onda exacta como la <:le 

RHF cumplen con la paridad positiva y simetría que habiamos pedido a l ­

sistema. 

Para valores pequños del parametro k la energía exacta y la del 

RHF c oinc iden 

'¿<.<.\ 
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Es más interes arte comparar las energías para cuando el pote!!. 

cial de interacci6n es de l a misma magni tud del potencial en el que se-

m ueven. Para k=lla en erg{a del R HF es más grand e que la exacta con_ 

una diferen cia de 3.5% respecto a l a exacta. En la fig u ra 1 se presenta 

una gráfica de las energ ías. en funci Ón del parámetro k. 

P ara comparar las funci 6nes exacta y d e RHF se calcula la inte­

gral de tras lape. cuyo valor resulta: 

~ "\ 

l\+\<)~ l\+,~)' 

\-tl\\-tt4-\H.li')\~\~ t\1\\-\-{') 1~ 
- --04\) 

en la figura 2 se grafica la variacH'in del cuadrado de la funci6n 
'l 

41) de acuerdo con la variaci6n de k. Para k=·1 el valor del~"'I~t"f) es 

de aproximadamente 94%. 

U.A.2. P ARIDAD NE GATIVA 

Si en cambio pedimos ahora q ue al r eflejarlas coordenadas com o 

en las ecuaciónes 30-a). la funci6n de onda orbital cambi e de signo 

- ___ . 4 Z) 

la pari d a d es negativa. 

http:tl\\-tt4-\H.li


FIGURA l . 	 ENERGIAS EXACTA Y DEL RJif 
Z PARTICULAS P AR TICION ~ PARIDAD POSIT IVA . 

ENJ:RGIA 

4 

o. ~ 1.0 1. 5 2.0 K 



FIGURA Z. TRASLAPE A L CUADRADO ENTRE EXACTA Y RHF 

Z PARTIC ULAS P ART ICION [Z] PARIDAD P OSITIVA. 

M 

TRASLAPE Z 

1. 00 

0. 95 

0 .90 

0.85 

0.80 

0. 5 1.0 1. 5 Z. O K 
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U .A.2.a. SOLUCION EXACTA 

Ten é:mo s que c onstrui r la soluc i6n exacta con los números cuán­

ticos :más bajos, tal q u e la funci6n cwnpla con la si:metrra y paridad .ne­

gativa que propone:mos. 

En las ecuaci6ne s 28) y 29) pon emos los siguientes valores para 

los números cu~ticos: 

L a funci6n de onda exacta es entonces 

c on una en ergra 

- - - - 44) 


U.A.2.b. SOLUCION CON EL RHF 

Para el análisis del RHF propone:mos a la función con la siguie~ 

te for:ma: 

'-V M l<.) =- ~t\.Q, l~) ~.C"k) +~\ \ -{:¡,) ~,l 'j¡)1 
____ 413) 
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Esta función tiene paridad negativa si las funciónes '-Q, y ~L 

tiénen paridad opllesta. La simetría es inmediata de verificar. De acue,!. 

do con la solución exacta es de e sperarse una deformación axil, y en ca­

so de que exista supondreTIlos que es respecto al eje z. por simple con-­

vención. (En adelante se utilizar¡{ la misma convención en caso de de-­

formación) • 

A las fu.:'lciónes ~\ las supondremos como osciladores armónico s 

con las siguientes caracteristicas 

~, l'{ 1) -= ~o l i. ) ) '-J 00 l ~)) 


\·tl,,)-= ~,Ll)) \JoC)\~)) 


las fun:::iónes Mi.tl)son funciónes de oscilador arml~nico en una dimensión 

con frecuencia ~ • y las funci6nes \Joo~§)son tambi~n de oscilador arm~ 

nico pero en dos dimens iónes con frecuencia fci:'. 
Las fU:lciones~ y}.1, tienen paridad opuesta y po r 10 tanto~, y 

~t también son de paridad opuesta, cumpliendo así con la condición de ­

paridad negativa para la ecuación 45). 

La determinación de las frecuencias ~ y ~ más apropiad;¡,s es_ 

minimizando el valor de expectacion de H r especto a éstos parámetros, _ 

con la función de onda 45). 

Se encontró qUe 


0(-= \~ \(/Z 


(!>-= \+~ 
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Esto nos indica que las partículas se enc uentra n en un potencial 

deforrn.ado en forrn.a de oblato respecto al eje z, pues la variaci6n de la 

distancia en un potencial de oscilador arm6nico es proporcional aí ~ mw 

donde w es la correspondiente frecuencia al eje. 

El valor de expectaci6n de la energi'a con estas frecuencias es: 

__ --4~) 

en coordenadas relativas y de centro de rn.asas ea : 

La integral de traslape entre la funci6n de onda exacta y de RHFes 

\ \ 

l\+ ~)\ \\-\-~rK\H~)lt-\~)1~\(\H~\l\\\:,f 
~~ ~\+\\t~I)1} \~ ~\+\{\\\')) \~tf\\-~ \- \\\~)f\tC~ t \\tit'~ 

__ .. 'i\) 

La comparaci6n de las energías la encontramos en la figura 3, ­

donde tenern.os además otras energías dibujadas de las que se hablará más 

adelante. Para k-=l la diferencia del RHF a la exacta es de un 3.5 %. en 

la fig u ra 4 se encuentra la gráfica del cuadrado del traslape, en la cual ­

observamos que para k= 1 tenem.<)s una aproximaci6n como de '..U1 91%. 

http:tenern.os
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Para frecuencias d e interacci6n pequeñas entre las partículas 

las ene r gías coinciden 

lI.A.2.c. SOLUCION CON EL SHF 

Repetim os el análisis HF pero ahora de la manera propuesta en 

eh capítulo 1 • donde se torna en cuenta para la funci6n de onda total la 

dependencia del spin. Y como s e señalo en la introducci6n es la manera 

• 
usual del HF. 

La funcicSn de onda del SHF l a obtenemos directamente de la e_ 

=~lt l¡,\i¡\\.\~eli.t\1~\ll\ ~ -~\l~ "\\\IÍ~~lli~'t~<í)1 
___ . S~) 

ecuaci6n en la cual las funci6nes 'R¡ son funci.6nes de oscilador ­

arrn6nico de la siguiente forma: 
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~\li\)= ~()~{))\j~u\~)) 

~l.li\) -= ~\ lt\\ 'Jool ~\~ 


~!) -::. funci6n de oscilador en una dimensi6n con frecuencia ~ 

'-l!)!) -::: función de oscilador en 2 dimensiónes con frecuencia R 

Cuando se calcula el valor de expectaci6n de H con el determin aE. 

te 52) l a parte donde aparece la integral de intercambio desaparece por_ 

l a ortogonalidad de las funci6 nes de spi.n. 

De la minimizaci ón del valor de expectación de H respecto a los ­

parámetros o( y ~ resulta: 

__ - _ 0 .c;'S) 

las partículas se encontrarán en un potencial esféricamente simétrico 

La energía del SHF resulta ser: 

-- -- -St..) 


Cuya gráfica esta también en la figura 3), donde se puede comp!. 

rar con la energía exacta y del RHF . De la fi gura se ve que la energía ­

del SHF esta por encima de la energía del RHF , siendo por 10 tanto me­

nos aproximada a la exacta, pues la energía exacta es menor que las - ­

aproximadas. Para k= 1 l a diferencia del SHF a la exacta es de un 11% 

aproximadamente, diferen-:ia notablemente mayor que la que presenta 

el RHF . 
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Para k pequeñas las energ1as no coinciden cozno antes coinci. 

d(an la exacta y RHF: 

De l a ecuación 53) podeznos proyectar la siznetrta definida ca!! 

venient e. para este problezna, obt eniendo así la funci6n del SHF pr 0­

El traslape entre esta funci6n y la exacta da: 

~ .¡l \ \-, \ ~ t' \ 1t;,z. ~ -tlt \ -le ~ ,+\ \ -t1t )1"1 
_- -. s~) 

La gráfica del cuadrado de esta integral se presenta en la fig. 5 

1.. 
para k=l el valor del~~.ls de 91% aproxiznadaznente, d i firiendo un poco 

del traslape del ~HF con la exacta, siendo ligeraznente zn enor. 

http:del~~.ls
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U.B. PARTICrON . (TRIPL E TE).[il] 
Si consideranlOs ahora que l o s spines de las partículas son igua­

l e s el spin total S es i gual al, tenien do tres proyecci¿n es. La función ­

para la parte spinorial debe ser simétrica, pues para la parte orbital la 

funci6n es antisim~trica. esto equivale a tener la partici6n lIt] , en un 

diagrama de Young tenemos: 

ll.B.a. SOLUCION EXACTA 

Pidiendo que la paridad sea negativa la solució n exacta obtenida 

de las ecuaciónes 28) y 29) que cumple c on la antisimetrfa orbital con ­

los n~eros cuánticos mi'nimos es: 

con 	 N:=:o L:=: e t\.=.c 

S- """""'"'\
t:.~(.l1..') -= ~ -\- ~ \\-\- (.~ 

U.B.b. 	 SOLucrON CON EL RH F 

L a solución para el RHF debe tener la forma : 

http:t:.~(.l1
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'\J~"~ lL) -=-~~,Mi 1l'tl~1- ~\ l"(¡,l~..(1,)]
--_.,,) 

E n particular la forma de cada función se s ugiere como: 

'-Q\\ '\, -=- 'JM \~) ~ \ \t) 
- ---Coa)~Lli) -::: ~~f:> \J) Üc> ll) 

con \loo funciónes de oscilador armónico en 2 dimensiones con frecue,!!. 

cia ~ y ~\ 't'}lo funciónes de oscilador armónico de frecuencia ­

{'¡ . es claro que \Q \ y ~ 1. tienen paridad opuesta. asegurando la_ 

paridad negativa para 'Vt\IF. 
Como resultado de la minimización de H promedio con ésta fun­

ci6n'Vl\\_ respecto a los parámetros K.. y ~ '. 

~ -= H-Z \( 

f.> -= l \-l \(. 

el pseudoat6m o va a formar un potencial, deformado en fo rma de oblato 

respecto a l eje z 

La energ{a del RHF resultante es: 

____ '-4) 

Para cuando la interacción entre las partículas es pequeña las ­

energ!as exacta y del RHF coinciden 

\L« 1l=- u<.. l '-'\ := E ~\-\~ l"l.') -;:::. 4 +-~ ~ 
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La funci6n d e onda del R HF en coordenadas relativas y de cen­

tro de masas es 

E l producto de la funci6n exacta con la del R H F 

Las gráficas de las energías y del cuadrad o del traslape para ­

el caso exacto y el del RHF, como funci6nes del parámetro k, se en-­

cuentran en las figuras 6) y 7) respectivamente. Para k-= 1 la diferen­

cia de energías es de un 2.8% Y una aproximaci6n como de 930;0 para-

e l cuadrado del traslape. 

ll.B.c. SOLUCION CON EL SHF 

El análisis del problema con el SHF resulta m uy sencillo, pues 

todo 10 desarrollado para el caso singulete con paridad negativa con el_ 

SHF , vale para el triplete con paridad negativa, excepto por la simetrra 

que hay que proyectar de la ecuaci6::l 53). Ahora proyectamos antisime­

trra para la funci6n de onda que nos da la parte orbital. La funci6n del 

SHF debe de ser: 



F IG URA b. 	 ENERGIAS EXACTA y RH F 
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Obviamente la energía es la misma q u e resultó para el caso si!!. 

gulete de paridad negativa con el análisis SHF: 

Para k pequeñas las energras exactas y SHF otra vez no coin­

ciden 

Las energías del SHF y RHF se encuentran graficadas en la fig. 

3 • CO!l objeto de cOInpararlas con la ex acta, y con las correspondientes 

del caso singulete. Para k-:::.l la energía del ShIF difiere de la exacta_ 

en un 30/0 , aumentando la diferencia muy poco respecto al la del RHF. 

Hay que notar que la energía del SHF se encuentra entre las ene rgras ­

del estado singulete y las del triplete, siendo de esperar s e pues la aproxi. 

mación contiene a las dos. 

El cálculo del traslape entre el SHF y el exacto da : 
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En la gráfica 8 tenémos el c ua d rado de esta ecuaci6n corno fun­

ci6n del parámetro k. Para k=l hay una aproximaci6n de un 93% • i gual 

a la aproximaci6n que tenemos co:! el RHF . 

Tambi~n se calcul6 las integrales de t raslape entre las funci6:!es 

del SHF y del RHF, con el hecho de que su variaci6n con el parámetro k 

e s casi identica, a pesar de que como dijimos anteri ormente que hay ­

más divergencia. en sus vari ac i6nes de la energía para el SHF cono ­

funci6nes del parámetro k. 

U .B.d. SOLUCION CON EL SHF y DESARROLLO EN SERIE 

PARA LAS FUNCIONES DE ONDA. 

Podemos ahora extender el análisis H F en la forma presentada 

en la segunda parte del capítulo I , en el que se propone corno soluci6n 

para las funci6nes de cada partícul a, un desarrollo en serie en térmi­

nos de una base en el espacio de Hilbert, dado por la ecuaci6n 17). Si 

en la ecuaci6n 17 mantenemos U l l solo término de la serie, obtendríap 

mos precisamente l os amHisis anteriores 'del SHF, con tal de pro?oner 

a las funci6nes de oscilador arm6nico, ahora como la base del espacio 

de Hilbert donde se desarrollan las funci6nes de cada partícula. 
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Puesto que esper amos deformaci6n axil en nuestro potencial, 

de acuerdo CO::l el análisis RHF, a las funci.6nes de oscilador arm6ni­

co que van a formar parte del desarrollo en serie, les asociaremos ­

la frecuencia ltl.5k para la parte en Z y ltk para la parte en X y 

Y. Vamos hacer el desarrollo con puras funci6nes S de oscilador ar­

m6nico y cortaremos la serie hasta las cuatro primeras funci6nes : 

con obj eto de asegurar la ortogonali dad de las funci6nes '-Q, y, 4\. 
de antemano, imponemos condiciónes a los coeficiente s de los ante-­

r i ores des3.rrollos tal que, para la part{cnla 1 tengamos solamente ­

funci6nes pares, y para la part{cwa 2 solamente funci <'Ín es impares, ­

esto es: 

'-R\ l1~ = tUo t-Ae. ll,) --t a.'l }j~ll\)1 \!o6l f,) ___ ~o) 

\.Q1.~~~ -= l a\ M, l¡~\ t Q~ ~,,\:t,.)l \Jo,dJt.) ---.~l) 

La frecuencia que nos interesa es para cuando k:l, valor que 

se substituye en las ecuaciónes 70) y 71). E stas ecuaciónes se introd':!., 

ce"l en las de HF obtenidas de la expresión 22) del cap(tulo 1, qu e jun­

to con las c O::ldici<'Ínes de n ormalización 
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llegarnos a las ecuaci6nes de SHF para éste caso: 

Para la particula 1 

'-~\-\~\\LqM -~<I.,l, t1Eo.,d,\4. -le ~í\O\ 6.\ t \'~H o.;'t~ ~<l.,o.,\ Ú1.=hdL 

----t~) 

Para la particula 2 

-' \\~~ \-L(l!. -\- \OChL \-1. {t ~~ \~\ -\:~r.l\ -~ "\1\CQ.l-\-l~<4~1.-\~U.\l1\a~:t¿~,
2.(\() \ L~ te) \ 

Siendo un conjunto de ecuaci6nes acopladas de 3Jer. grado, con 

4 inc6gnitas, que se pueden trabajar corno un problema linear con la ­

teoría del campo autoconsistente. 

Para empezar con el cálculo de la autoconsistencia, se substit.!;!. 

ye en las partes entre paribteais • los coeficientes 

<le =- \ 
Ch.. -=-0 
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esto es equivalente a introducir la primera funci6n ortonormalizada pa­

ra cada desarrollo. 

E ntonces se resuelve cada ecuaci6n de eigenval ores, encontran­

dose un nuevo conjunto de valo res para estos mismos coeficientes, los_ 

cuales se introducen de nuevo en los paréntesis, y se procede a resolver 

nuevamente este conjunto de ecuaci6nes de eigenvalores, y así sucesIva­

mente hasta que los coeficient es que introducirnos en las ecuaci6nes sean 

iguales a los coeficientes que resultan de resolver las ecuaci6nes para 

alcanzar así la auto consIstencia. 

E l resultado de este proceso se presenta en la siguiente tabla: 

Iterac i6n a a a a 
O 1 1 O O 

0.99674 0.99890 -0.08079 +0.04693 
2 0.99467 0.99734 -0.10303 0.07280 
3 0.99396 0.99646 -0.10970 0.08408 
4 0.99371 0.99606 -0.11190 0.08871 
5 0.99364 0.99589 -0.11265 0.09058 
6 0.99362 0.99582 -0.11284 0.09131 

Cal c ulando e l valor de expectaci6n del Hamiltoniano con las -­

funci6nes 70) Y 71) introduciendo los coeficientes obtenidos en la sexta ­

iteraci6n presentada en la tabl a, resulta una energía: 

- _ _ o.( \-\ >-::::. =\,,)5 .93333 

Habiendo una diferencia de apenas 1.8% respecto de l a exacta, ­
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mej orando como un l % l a aproximaci6n a l a energía exacta, respecto 

a la mejor energía a p roximada que habíam os obtenido anteriormente,_ 

con el RHF. 

En cambio s i calcularnos la integral de traslape entre la exacta 

y la fun ción aproximada con las ecuaci6nes 70) y 71). Y compararamos 

su cuadrado con el correspondiente del RHF. encontraríamos que la 

aproximaci6n ha disminuido una cosa insignificante que no la tomaremcs 

en cuenta. 



f:AP ITU LO III 


PROBL E MAS DE 3 P AR T ICU L AS. 


S upongamos ahora que tenémo s 3 partfculas igual es de spi n ~t 

con masa m en un potencial co:nún de oscilador armónico, interacci~ 

nando entre si atravéz de fuerzas de oscilador armónico de frecuencia 

w: . El Hamiltoniano para este sistema de partfculas es: 

--_o n) 

d onde se ha empleado las ec uaciónes 24). 

Introduciendo coordenadas relativas y de centro de masas dadas 

por las ecuaciónes de transformac i ón de f acobi, el Hami.ltoniano se 

t ran sforma a: 

La solución de la ecuación de Schrodinger con éste Harniltoniano 

es t rivia l para la e ne rgía. y en gen e r a l esta dada por: 

( ~ +2.\J\-l) +( ~-\-'2M-\-\~ \\+~~') 
----l-~) 



La solución general para la f unc ión d e onda deben ser combina ciónes 

de tres productos de función e s de osci l ador armónico, de acuerdo a 

la partición, simetría y paridad del sis tema1, 6 

lILA. PARTICION li 3] 

Considerarnos a las par tículas de tal forma que la función para 

la parte orbital sea totalmente antis imétrica . La configuración es en­

tonces h 2 f"l Y tendremos la partición b31. 

1 


IILA.a. SOL UCION EXAC TA 

Escogiendo nuestro sistema coordenado de tal manera que la ­

p roye c ción de momento angular total de l as partíc ulas sea c e ro. La so 

luc ión exacta de l problema para la e n ergía se red uce a: 

introd uc i endo los opera do r es de creación 

la fun ci ó n de onda exac ta es 
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l \\ L~\ =- ~ t ~\ ~~- ~~ ~~) \0)
'-\"fX(.. U' 

la func i ón \t» e s l a fun ción para e l e stad o b as e d el sistema 

\0) -== -n~lH'~~)~ e-l1 \\\H"- t ~~,)\ ti~)1.h-l~\)2 \ 

III.A.b . SOLUC ION CON EL RHF 

P ara hac e r el a nál isis del p r obl ema con el RHF . la función d e ­

onda orbi tal po r ser a ntisimétrica la p roponemo s c omo un determi.nant e 

a la s fun ci ónes ~~ las escribim os como: 

C o m o ya hemos mencionado. la proyet: ción d e momen to ang ular 

·:;otal l a hacemos cero, l o que e quivale a escoger una o rientac ión c onve­

ni e n te d e n ues tro sistema de coo r denadas. e l e je Z lo h acernos c oincidi r 

con l a dirección del v e cto r m o m ento ang ular . ade m á s , p ·.lesto q u e e l 

H a miltoniano es i nva r iante a n te ro ta c iones en 3 dimen siónes. l a ene rgí a 
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n o s e alte rará por hac e r l a p royecci6n i g ual a c ero . 

Calculando el valor de expectación d el Hamiltoniano con l a fun ­

ci6n 84) Y mi. nimi zando respec to a l o s parám e tros vi... y ~ • o~tenemos 

01....= \t l.K 
- - -- --- ~,,)f-, = \t'~ k 

R e sulta un potencial d e form ado con simetría axil en fo r m a de ­

prolato . L a en ergía mínima en é ste c á lculo es : 

- ­ --·S~) 

Cuando la intera c c i6n entre las partículas es pequeña , l a ener­

gía exac ta y del RHF c oi nc iden: 

P ara calc ular la funci6n del R HF en c oordenada s de Jacobi, in-­

trod ucimo s los operadores de c reac i6n: 

- -- -S~) 


La funci ón 84) del R HF l a escribim os en términos de los ope rado ­
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res de c reación corno sigue: 

- - -- ~()) 


dO~'lde \ O) es la func ión para el estado base del sistema dado 

Introducirnos las trans fo rmaci ónes de los operadores de crea­

ción para pasar a coordenadas de Jacobi (Coordenadas con punto): 

_ --- __. O)-¿) 


que substituida s en las ecuación es 90) nos dan: 

en don de \0) es la función del estado base en coordenadas punto, tenie!!. 

do la m isma forIna que la ecuación 91), pues el caInbio de coordenada s 

que mciInos e s una transforInación ortogonal t a l que: 
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l \. 

La integral d e t ra s lape entre la funci ón exac ta y d el R H F resul -

La c omparación de las energías y del c uadrado d e é s t a última ­

e c uac ión la tenernos graficada en las figuras 9 y 10 respectivam ente . ­

Otra vez hac ernos n otar q ue para k = 1, la diferenc ia en energías es de 

un 2 . 8% respecto a la exacta, mi entras que la aproximación en e l cua­

drad o d el tras lape es de 87% aproximada m e n te. 

m.B. PAR T ICION [1 2\. 

~ 

Si t enerno s a las pa r t ículas ahor a en la c onfiguración \ ':. \~ hay 

dos p osibilida d es para formar és t e estad o ; pueden estar las partículas 

1 y 2 e n S y la 3 e n P o bien la partícula 1 c on la 3 en S y la 2 en P . 

Para la parte o r bital es la part ición en diagrama s de Yo ung : [1 21 y 
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m.B.a. SOLUCION E XACTA 

L a solución exacta para éste problema es un poco más elaborada 

que ante s , pues ahora tenemos que s umar las función e s s obre las dos ­

posib ilidades de la config urac ión . La s olución exacta para cada posibi - ­

li da d que cum plen con las condic iónes del problema, en términ os de 

operad ores de creación es : 

P ara la l/a . pos ib i lidad 

. - __ - - - ~lo) 


Para la 2/a . posibilidad 

- - - - ~~) 


L a función d e onda total para éste caso es la suma d e las dos po­

sibi lidades de la siguiente manera: 

=h lH)~~~'iy - -- -~~) 
~ 

L a energía exac ta r esulta: 

---- ~~) 

m . B.b. SOLUCION CON E L RHF 

En cuanto a la consideración de las dos pos ibilidades, la constru~ 

ción de la fU.nción del RHF es completam ente parecida . En términos ­
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de ope radores de creac ión las función es de RH F para cada una de las ­

posibilidades las proponemos com o : 

-- -- \00 


y 

donde las frecuencias f~ y f¡;' las encontram os hac i endo la minimi za­

c i ón del Hamiltoniano con éstas funciónes respecto a los parámetros 1( 

y ~ . Los resultado s son l os sigulentes: 

- - - - ... 

las partículas estan en un potencial deformad o con simetría axil res-­

pecto del eje Z en forma de oblato. 

El cálculo del valor d e expectación del Harniitoniano con las ­

funciónes 99) resulta: 

___ o \()~) 

Para frecuen c ias pequeñas de interacción entre las partículas ­

las en ergías exacta y RHF son iguales 

'h«l 
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Transform and o a coordenadas d e J acobi d e una manera simi lar ­

a la q ue se hizo para el caso de la par ti cióntl
1

\ , ten ernos que las funci~ ­

nes del RH F para c ada posibilida d en términos de operadores d e creación 

resulta: 

La gráfi c a de las dos energías como func ión d e k la encontrarnos ­

en la fig ura 11, en la que vernos que para k=-1 la d i ferencia es d e un 3.2% 

respec to a la exacta. E l traslape de la función exacta y la del RHF es : 

c uyo valor al cuadrado se encuentra en la fi gura 12 para cuando ­

variarnos e l parám e t ro k. Para k=1 la aproxima ción es de un 84% aproxi. 

madamente . 

IILB.c. SOL UCION CON EL SHF 

E l anális is SH F proviene también d e una combinación c orno en la 

ecuación 9 8) de funciónes de onda orbitales para la consideración de las 

dos posib ilidades pa r a formar la partici<$n \1 2) . 
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De i gual manera resulta una deformaci6n axil respecto a l eje Z 

del p otencial en e l que se m ueven l a s partfculas, c omo resultado d e la 

m i nimi z a ci6n del valor p romedio de H respecto a los parám etro s el, y 

~ a socia d os a la parte en Z y ~ (~=h.2+~) respe c tivamente . 

La energía d el SHF resultante es: 

en l a q u e para k pequeñas d i.fi e r e d e la exac ta 

L a gráfica de l a energía del SHF com o funci6n d e k esta también 

en la g r á fi c a 1·1. Esta energía se en c uen tra por enc ima de la exa c ta y­

d e la d e l RHF. Para k= 1 l a diferenc i.a d e la en e rgía SHF a la exac ta e s ­

d e 5 . 9% , aum entando r espec to d e la d i fe r enc i a que tiene la energía ­

RHF a la exac ta , a pes ar d e q ue el t ra slape del SHF y exac ta e s casi 

ig ua l a l tra s lape del R HF y la ex acta . Por éste m::>tivo n o s e p res e nta 

e l c á lc ulo de la integral d e tras lape. 
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CAPITULO I V 


PRO B LEMA DE 4 PARTIC UL AS 


De igual manera s upondremos a 4 partículas iguales de spin ti 

con masa m, en un potencial común de oscilador armónic o de frec uen­

cia w , que interaccionan entre si con fuerzas de oscilador armónico de 

frecuencia fi" . 

El Hamiltoniano del sistenla es claramente: 

que transformado a coordenadas relativas y de centro de masas es: 

--_.\CC.) 

La solución exac ta del problema es en general (provenientes de 

resolver la ecuació:l de Schrodinger) para la energía: 

La función de onda exac ta dependerá de la partición, simetría y paridad 

del sistema. 
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IV.A. PARTICI ON V'1 
Si consideramos que las partículas cierran la capa p. o sea que 

su c onfiguración es \C;, \t~ teni endo las partículas spines contrario s en ­

cada capa. Para estas condiciónes l a funci6n orbital es totalmen te anti­

simétrica f o r m ando la parti ción (141 J . 

-m 

p 

IV.A.a . SOLUCION EXACT A 

L a solución exacta mínima en en ergía la obtenemos de la ecuación 

l a::.) queljun~o con 1\a~~,~:n ;~ on\da ,~da ,~~a::::~dO'" d, 
\~( 4,=- ~~ ~~ ~~ ~ \C:» __ __ ::~~_ \OC}) 

~\ -1.; ~3~ \0):: función para el e stado 
bas e de 4 partículas con 

-r I~)::: ~+\5.~\\-~,,-\ func~ó~es d e oscilador 
~ l.J(.t \.: 2. 2. \.t. ) arm onlCO .-- --- ,.a 

es fác il comprobar que cwnple la funci ón de onda con la antia imet ría ­

que hemos s upuesto. 

IV.A.b. SOLUCION CON EL RHF 

La funci6!1. del RHF q ue cumple cml las mism as condici6n e s l a ­

propone m os como ;¡n d eterminante : 
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~\ \\) 'Vlll) ~\ l?) ~\ ~l\)
*l. ~\) ~z l~) ~ lo t~) '\>1.l4) 
'\l3l\) ~"l~' ~¡ l~) ,\\ l4) 
~"l\) ~~l,' l\J~ L~) '\>~ lA) 

donde 

'-V, =}lo ~ ~) 'Joo<.~) . 


~" -.::: ~o~~) 'Jo\(~) el~ 
 - - - -" \\2) 
~~ =- tJ..l t.) '-Jo,O) el~ 


'\J'\ ::: t-l, le) \looL~ ) 


La zninimizaci ón del val or de expec tación del Hamiltoniano con 

el dete r m i n a nte 111), respecto a los parámetro s 01-. y ~ resulta: 

- _. .\\~) 

Hay una i sotropía esférica en el pot enc ial para ésta capa cerrada 

La energía resultante de RHF es: 

___ .. \\4) 

P ara cuando l a inte r acción entre l a s partí'culas es p e queña, l a ­

e n ergía exacta y del RHF son iguales: 

'C..<.<=-\ 
____ .\\r;) 
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La función del RHF tran sforITlada a c oordenadas relativas y de 

centro de ITlasas , resulta de un proc eso siITlilar al de 3 partrculas, uti­

lizando las transforITlaciónes de J acobi para 4 partículas. Entonc es la ­

función d e l RHF en coordenadas puntb es: 

- - --\\1.)'\J~~t l<\') =- \~, 
Ú~ 

• 1 

Ú~ 

La integral de traslape resulta entonces : 

l !t~\t<\i' +ht~~ )1\~h.~ ~\t .\l}t -\\~~t$ 
----\\!\) 

Las gráficas d e las ecuaciónes de las energras y traslape pa ra 

e l análisis exacto del RHF seITluestra n en las figuras 13 ) y 14 ) respecti ­

vaITlente. ObservaITlos q ue para k =1 la diferencia en energras es de_ 

un 2. 5% respecto a la exacta y en el t raslape al cuadrado hay una a pro­

xiITlación de un 81%. 
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CAP I T UL O V 

PR O BL EMA A T OM I CO DE 4 PARTICULAS 

El último problema a r e solver es la aplicación del método d e HF 

para un sis tema de 4 partículas, en partic ular se l e va a apli car para ­

calcular la energía total del Ber ilio neutro en e l estado base, para com­

pararla con la energía total m edida experimentalmente. Se va a utilizar_ 

el SHF con spin presentado en la segunda parte del capítulo I, en el que ­

vamos a usar a funciónes de oscilador armóni co en tres dimensiónes c o -­

mo bas e del espacio de Hilbert para desarrollar a las funciónes a proxi­

madas d e cada partícula. Aquí vamo s a poder ver otra vez que ta n b uena_ 

resulta l a a proximación HF con funciónes de oscilador armónico . 

E l Ham i ltoniano de un probl ema Atómico considürando solamen­

te los potenciales de interacción entre núcleo - electrón y electrón-electrón 

es ta dado por: 
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donde 

es e l Hamiltoniano de la partícul a i si no existiera inter acci6n cm los 

otr os e l e c tr6nes 

Q~ 

\ 'i ¡j , 
es e l potencial entre pare s de e l ec tr6nes c on rl.j =\ri -rj' dista ncia 

e n t r e e llos . 

Si pensarno s en el caso del B erilio n eutro. suponiendo a los 4 

e lect rónes en l o s estados \<,,1. 2. S~ E l Ham iltoni ano 118) se reduce a : 

(Z-::-4) 

Tra nsfo rmando a c oordenada s s in dimensi6nes c on l a s siguien ­

t e s e c ua c i 6nes 
- ~ I 

~~ -= lt-M- w\4.) f <, 

.. __\~2.) 

\-\:: 


el Harniltoniano se reduce a: 
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L as ecuación e s 119) y IZ O) para este caso son: 

__.' \1 ~ -O-) 
~\.\-=- G. ~ 

\ 1l -'1, \ 
A plicando el método de HF proponemos como solución e l deter­

minan te dado por l a ecuación Z), que s e red uc e a: 

~\(lr\4l{~) 4l\l¿'l\l~) ~l~~)1t~') \.{l1~4\'~tlrJ 
~"l\r\-~l({\' 41, tI.) 'Li\) ~t l,) '(.~) ~ ,l4) ~"') 

lft l\) 'l \,~(\, ~~U) "~l~) ltll"~)xt~' ~2l4)~1\~
1. 

~1.l\)'l-t~\) 4lll)t.tl~) ltl~)'íi.~) ~ttl\)tt\&~\ 

- __ o \2.4) 

Por l a mi sma configuración del s istema, tenénlOs el mismo ­

estado orbital para cada Z parrl c ulas, d iferen ciandose ent re ellas por 

l a proyección del spi n . E sta cO::J.fi gurac i ón equivale a tener la parti-­

ción (z z] 
• 


De acuerdo con la ecuac i ón 124) el valor de expectación del --

Hami ltoniano re s ulta ser 

<. \-\) -= 2 \ ~~\) \-\bt\)\Q\l\)~To\ +"2. \ ~:l\) \\~t\)~~(t)c\~2 

-\- \\ ~~l\) ~;t'-) ~\l.\.Q\l\)~tl"l) a~\ d~7l -\­

http:4lll)t.tl
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+4 \\ '-t ;lt)~~l,-) ~ \, ~~l\) ~L C.~) dt\ d~~ + 
-\'\ \ \ ~ ~ (\)~:l~)\J\~\tl\)~¿l2.) c\~1 dl. l ­

- z \ \ ~~l\) ~ ~ll)\l \¿ ~~l\)~ \l (.)lLe \~~-\ZCS) 
A las funcíónes \Q l las desarrollamos como en las ecuaciónes 

17) en término s de funciónes S de oscilador arm ónico , cortando la se­

rie para las cuatro primeras funciónes: 

~\(~) -=-- L~ Mo li) +e \ ~\l'\) t (~ ¡..lA1) + C\ l"'~trt ) -- \2\) 

~l.L~)-=: c1 }lbl'{) TC}\ }l\C~) -\c..~}.ltt,)-t- c.\ ~~(-q __ \2.~) 

o sea q ue el cálculo se lleva a 6 quanta , puesto que quanta::2n+l-=6. Debe 

hallarse como primer paso, el valor para e l parám etro E:: que minimiza 

a 	la ecuaci6n 126), pero a primera aproximación con:(Cálculo a 2 quanta) 


\ 

(~-OC" -=0 ' ­

___" \ '2!.) 
2- 2­

(... \ =\ c..z...=o 

Antes hay que determinar de acuerdo c on l os anteriores desarr~ 


llos a los e l ementos de matriz de la forma s i guiente: 


<M~\~ I~~\~'~)..l\ ~iJ \~\l\~t.~ ,\)j.}= 

•-=<)~~O\~~6\O() \ t-\z\"'-\()\ u.z,C, OO)-=' 

~ \ ( ~~'I \ \ ~ ~AI.~ tl~ -\'\ l-A...,ll\ ¡J"'I.-L1) el.(." ch.....
1 il~ 	 ) 

. - - - \ 2."l 
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P ara h acer e l cálcul o d e lo s e l em ent o s d e matri z pasam os a -­

coordenadas relativas y de centro de masas 

'i-=- ~ l ~-iLl 
e-= {.r '- "h+-<,-1 

para ello utilizamos los paréntesis de t rans formaci ón propuestos y ta­

bulado s por Brody y Moshinsky • De la transformación se ob tiene 

«M. I () \ ~1.C> I ()c \_l_\ \ ~\ C> \ ~~ ~ \ t>C! ') = 
\~.. . 

-::.11\(tJ.l \\.lL,~\~\O,u.t.t>\~,>< "l\~\~IL't>.\~(j\"lt ,tJ)· 
)lL ..... \. 

\.l~.Uil' • ¿~Q,\-Jl\60 \ \\\\ u'l\tJ'l', o~'>l ___ .. \~\) 
donde los dos primeros brakets son los paréntesis de transformación. 

Por tratarse de interacciónes centr a l es (en el sistema de coo!: 

denadas relativas y de cen tro d e masa s). el elemento de matriz se re­

duce a 

.¿ AAl, t-JL,)\)w\ \ ~1J \ ~ \\ N'l\ \ ~):: ~ll'~~~' ÓLL<~l \\ ~,.~\ Ml~) 
- - - - ~. \:~"2.) 

y cmn o <:(~~ \\1-\. ,\\ M'r) -=L ~ l.~t \~t\8)It 
"1- ~ 

-=. \ ~Q.l",~ \ll~\ ~,.t\l ,\\,2.M ----- F:>~) 

1~= \~1t.~UL CtJ,hL!v\\ 
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