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Resumen

En esté trabajo se presenta la modelacién matemdtica de los fenémenos de flujo
monofdsico y miscible en el subsuelo, asi como la simulacién numérica aplicando
descomposicién de dominios sin traslape a los problemas antes mencionados. Se
utiliza la metodologfa de subdiferenciales para obtener las formulaciones varia-
cionales globales mixtas y macrohibridas mixtas. La metodologia de resolventes
para construir los algoritmos numéricos iterativos consistente con el método de el-
emento finito. Se simularon numéricamente los dos fenémenos utilizando mallados
diferentes en cada subdominio y valores diferentes de r.
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Capitulo 1

Introduccion

La complejidad inherente de los procesos de flujo, que tienen lugar en el medio
poroso o fracturado, ha hecho necesario el desarrollo de herramientas que faciliten
la labor de los técnicos que trabajan en estos campos. Es por esta razén que, en
el presente trabajo, se desarrolla la modelacién matemética y computacional de
los procesos de flujo monofasico y desplazamiento miscible en un medio poroso
heterogéneo con anisotropia y descomposicién de dominios. A pesar de que, en la
actualidad, se encuentran paquetes de simulacién de flujo y transporte, tales como:
MODFLOW, MT3D, SUTRA etc. Estos presentan limitaciones, por ejemplo en
el MODFLOW, el operador es aproximado por diferencias finitas tridimensio-
nales, los resultados que se obtienen son acoplados con MT3D que trabaja bajo
el método de caracteristicas para simular el transporte, y aunque se puede mane-
jar no homogeneidades y anisotropia, éstos no manejan geometrias irregulares.
SUTRA emplea elementos finitos y diferencias finitas tridimensionales y maneja
geometrias irregulares, pero no condiciones extremas en el medio y el fluido, tales
como fracturas, perturbaciones locales y la gran escala espacial. Estos simuladores
no manejan descomposicién de dominios.

Aunque estas herramientas sean las mads utilizadas, tanto por administra-
ciones ptuiblicas como por consultorfas privadas, presentan limitaciones cuando se
trata de simular computacionalmente sistemas con geometrias generales, multi-
fisica, alta heterogeneidad en los pardmetros fisicos del medio, redes de fracturas,
perturbaciones locales y la gran escala espacial del sistema. La mayoria de los
fenémenos fisicos en la naturaleza presentan este tipo de caracteristicas, por lo
que es necesario contar con una metodologfa que permita manejarlos, por ello la
elaboracion de un modelo matemdtico que describa el fenémeno de flujo m4s cerca
de la realidad es muy importante. [17-19. 25-27, 29].

Para la solucién de problemas reales, como por ejemplo sistemas que presentan
multiffsica y multiescala, se requiere del uso de matemdticas superiores, tales como
andlisis funcional y convexo. En este trabajo. se presentan los modelos fiscos que
describen los fenémenos de flujo monofdsico v desplazamiento miscible, asi como
las formulaciones variacionales mixtas v primal globales. Esquemas de elemento
finito mixto, algoritmos numéricos tipo Uzawa y dualidad penalizacion.



Objetivo

Este trabajo es de caracter metodolégico y tedrico, cuyo objetivo principal es
la. simulacién computacional de los procesos de flujo monofésico y desplazamiento
miscible en un medio poroso heterogéneo con anisotropfa y descomposicién de
dominios.

Metodologia

Para la realizacién del objetivo, primeramente, se hacen las formulaciones
variacionales mixta-primal y macrohibridas de las ecuaciones diferenciales par-
ciales tridimensionales con sus condiciones de frontera en términos de subdiferen-
ciales, asi como la aplicacién de esquemas de elemento finito de Raviart-Thomas
de orden cero y algoritmos de punto fijo de dualidad-penalizacién [1, 5, 8, 9, 10,
15, 17, 23, 28).

La metodologia consistié en:

a) Recopilacién y andlisis de trabajos de investigacién desarrollados sobre
modelos de flujo monofasico y desplazamiento miscible [2- 4, 6, 7, 14, 17-21, 24,
25, 27- 30.

b) Desarrollo de las formulaciones variacionales mixta-primal globales de las
ecuaciones que representan los fenémenos de flujo, con sus condiciones de frontera
en forma subdiferencial, asi como las formulaciones variacionales macrohibridas
con las condiciones de transmision dualizadas subdiferencialmente [2- 4, 6, 7, 11-

13].

c¢) Aproximacién de las desigualdades variacionales surgidas después de aplicar
la metodologfa de subdiferenciales con esquemas de elemento finito mixto-primal
macrohibrido no conforme [2- 4, 6, 7, 11, 15, 17, 20, 21, 24, 25, 28, 30].

d) Para la solucién de las desigualdades variacionales mixta-primal macro-
hibridas y discretizadas por elemento finito, se formulan algoritmos numéricos tipo
Uzawa y de dualidad penalizacién, como en los trabajos recientemente realizados
en [1-3, 6-9]. Finalmente, se modifican los médulos computacionales desarrollados
en codigos Fortran 77 dentro del Programa de Cémputo Cientifico del Depar-
tamento de Recursos Naturales, con mallados de elemento finito automdticos y
visualizacién de resultados realizados con la biblioteca MODULEF.



Para cubrir este trabajo de investigacién se desarrollaron los siguientes capi-
tulos .

En el capitulo 2 se plantean los modelos fisicos que estdn representados por
un sistema de ecuaciones parciales tridimensionales que describen el movimiento
de flujo en un medio poroso, bajo las condiciones y restricciones que se establecen
para la simulacién de este fenémeno.

En el capitulo 3 se plantean las formulaciones variacionales mixtas en forma
global de los modelos fisicos, asi como la incorporacién de las condiciones de fron-
tera de manera general. Todo esto en espacios funcionales de dimensién infinita.

En el capitulo 4 se introducen las formulaciones variacionales macrohibridas
duales, que consiste en particién de operadores y métodos de descomposicién de
dominios sin traslape.

Las aproximaciones de elemento finito mixto macrohibrido se formulan en el
capitulo 5, en términos de subespacios locales, para mallas que no son conformes
en las interfaces.

También se aplican en el capitulo 6 algoritmos iterativos de punto préximo
tipo Uzawa y dualidad-penalizacién, que pueden ser interpretados como esquemas
de integracién en el tiempo.

Finalmente, en los capitulos 7 y 8 se presentan resultados computacionales
que ejemplifican la metodologia aplicada para la solucién de los modelos de flujo
monofésico y desplazamiento miscible, asi como las conclusiones.



Capitulo 2

Modelos Fisicos de Flujo en
Medios Porosos

El agua subterrdnea se encuentra en continuo movimiento y éste se rige de acuerdo
con las leyes y principios de conservacién de masa y energfa, asi como por ecua-
ciones constitutivas como la ley de Darcy y de estado, que en conjunto describen
los procesos bésicos.

Los modelos fisicos estan representados por sistemas de ecuaciones diferen-
ciales tridimensionales, que describen el movimiento y modelan el fenémeno de
flujo monofasico y de desplazamiento miscible con sus respectivas condiciones ini-
ciales y de frontera, a través de un medio poroso.

Sea Q@ C ®*, n € {1,2,3}, un dominio acotado, con frontera 9Q, y T' > 0.
{1 representa una regién particular del subsuelo (figura 2.1), en donde se simulan
numéricamente flujo monofdsico y desplazamiento miscible, estos estdn caracteri-
zados por tener campos macroscépicos de velocidad v, presién p y concentracién
c. Las propiedades fisicas de 2 y también sus dimensiones varfan de acuerdo con
el fenémeno de flujo que se quiere simular, asi como las condiciones de frontera y
sus restricciones. 2 es dividida en subdominios ( figura 2.2), en los cuales se sim-
ulan localmente los fenémenos antes mencionados con sus respectivas condiciones
de transmisién de velocidad, presién y concentracion. Esto es por la aplicacion
de técnicas de descomposicién de dominios, lo cual permite tratar de manera in-
dependiente las propiedades fisicas del medio, no homogeneidades, multifisica y
multiescala.

Modelo fisico de flujo monofasico

En la simulacién del flujo monofésico, por ejemplo, si se diera en condiciones
isotérmicas, éste serfa del tipo Darcy e incompresible [27]. Las ecuaciones consti-
tutivas y de balance de masa que representan este modelo fisico y que describen
este tipo de movimiento en €2 son:



K 'u(z) = —gradp (z) + p(z)g
z €, (2.1)

divu(z) =7

donde:

K es el tensor de movilidad (m?)

p la densidad de masa (kg/m?),

g el vector de gravedad (m/s?),

q la razon de flujo volumétrico prescrito (s71) .

Modelo fisico de desplazamiento miscible

Otro tipo de modelo fisico es el de desplazamiento miscible. En este, el trans-
porte se da, también, en condiciones isotérmicas, permaneciendo el sistema fijo
con respecto al marco de referencia inercial; se supone que no existen cambios de
volumen como resultado de la mezcla de los solutos participantes. El sistema de
ecuaciones diferenciales, que representan este modelo con las caracteristicas fisicas
descritas, estd dado por las ecuaciones (2.1) acopladas con la de concentracién en
el dominio espacio tiempo Q x (0,7).

Ecuaciones de velocidad-presion

p(c) K u(z) = —gradp (z) + p () g,
(M) (2.2)
divu (z) = q;

FEcuacion de concentracion

(P) {¢g§ — div (D (¢, u) gradc) +u - grade = (€ — ¢) . (2.3)

donde:

u denota el campo de velocidad (m/s),
p el campo de presién (Pa)
¢ la concentracién (),

€l pardmetro de viscosidad (Pa — s),

p la densidad de masa (kg/m3),

¢ la porosidad (),

g el vector de gravedad (m/s?),

K el tensor de permeabilidad (m?),

D el tensor de difusion-dispersién (m?/s),
¢ la razén de flujo volumétrico (1/s).

¢ la concentracién de fluido invectado ().
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Capitulo 3

Formulaciones Variacionales
Mixtas

Las formulaciones variacionales de los sistemas fisicos, que estdn representados por
ecuaciones diferenciales tridimensionales en el capitulo 2, se hacen en términos de
subdiferenciales. El modelo de flujo monofdsico es de tipo mixto y consiste en
aproximar de manera simultanea los campos de velocidad presién, la velocidad
como primal y la presién como dual. El mixto primal es el acoplamiento del
modelo monofdsico con la ecuacién de concentracién siendo esta la primal.

Las condiciones de frontera y restricciones del sistema mixto (2.1) se expresan
utilizando subdiferenciales, por lo que la interaccién del sistema con su exterior
se define por medio de la siguiente expresion:

p(z) € 0u, (z,u(z) -n(zx)),z € o0. (3.1)

Ast, las ecuaciones (2.1) describen los campos en el interior y sobre la frontera
respectivamente. Aqui 0 (z,-) : ® — 2% es un operador subdiferencial monétono
que modela en un sentido primal la relacién entre flujo, velocidad normal y presién.
Por ejemplo, cuando la velocidad normal @, se prescribe sobre una parte de la
frontera como condicién Neumann:

u-n=i,, en 0y, (3.2)
el subdiferencial de frontera es definido por,

%,Ezﬁn(:r),

9 (=.€) = { {0, en otro caso, (3.3)
con el subpotencial ¥ (z,-) : ® — R U {400} igual a la funcién indicatriz:
; . _O7§:ﬂn(m)7
v(z,6) = I{a‘"@} - { +00, en otro caso. (3-4)



De manera similar se pueden formular, de forma subdiferencial, otros tipos de
condiciones de frontera, tales como la prescripcion de la presién y la especificacién
de condiciones mixtas o Robin.

Formulacién Variacional del Modelo Monofasico

La formulacién variacional del modelo mixto (2.1), y sus condiciones de fron-
tera (3.1), se hace de la siguiente manera: se multiplica por una funcién de prueba
v, se integra y se aplica el teorema de la divergencia, dando como resultado el
siguiente principio variacional del sistema mixto con sus condiciones de frontera
expresadas en forma subdiferencial.

Formulacién Variacional del Modelo Mixto de Flujo Global.

Encuentre (u,p) € V(Q) x Y (Q):
/QK_lu- (v~u)xd§2—|—/aﬂ¢u(v-n)dﬂ
Mup)=1 2 /m¢u(u-n)dl"+/ﬂpdiv(v—u)d(2

—I—/Q,og-(v—u)dﬂ, Vv eVv(Q),

—/levuqu=~/Qqqu Vge V().

Formulacién Variacional Mixta-Primal del Modelo de
Desplazamiento Miscible

El modelo mixto/primal se define por las ecuaciones (2.2) acopladas con la
ecuacion de concentracién (2.3), que representan el modelo de dos fluidos miscibles
e incompresibles en el dominio espacio tiempo, Q2 x (0, T).



Las condiciones de frontera se expresan por ecuaciones subdiferenciales como
(3.1) y la concentracién por:

—D (¢,u) gradc(z) - n(z) € 9y, (z,c(z)), z € 09, (3.5)
donde 0, (z,-), y O¢.(z,-) son operadores subdiferenciales monétonos. Por
ejemplo, cuando la velocidad normal 4, y el fluyjo de masa § son prescritos so-
bre la frontera como

u-n=1,, sobre 0{, (3.6)

—D (¢, u) gradc - n = g, sobre 02 (3.7)
los subpotenciales de frontera se especializan respecto a los funcionales definidos
por

b (2.6) = o) E{ %8 = (=), (33)

400, en otro caso

Yo (2,§) =g (z)§, £ € . (3.9)

Entonces, considerando las ecuaciones de velocidad-presién como un modelo
mixto, la velocidad como el campo primal y la presién como el dual, los problemas
son formulados variacionalmente y las condiciones de frontera se manejan en forma
subdiferencial, dando como consecuencia los siguientes principios variacionales de
las ecuaciones (2.2) y (2.3) de forma global.

Problema Variacional Mixto Velocidad-Presiéon

Encontrar (u,p): (0,T) = V(Q) xY (Q):
/Q;L(C)K‘lu-(V—u)dﬂ-!—/anv,bu(v-n)d@Q
M (eou.p) 2/aﬂ¢u(u-n)d9+/gp(divv—divu)dﬂ

+/Qp(c)g-(v—u)dﬂ W eV (Q)

—/Qdivuqu= —/Qaqdﬂ, Veev(Q);

9



Problema de Concentracién Variacional Primal

( Encontrar ¢: (0,7) — V (Q) :
/ ¢§E (d—c)dQY+ / D (¢, u) grade - (gradd — gradc) dQ
o Ot Q ’

P (u,c) —i—/Qu-gradc(d~c)dQ+/apwc(d)d89

2/mwc(c)daQJr/Q(@—c)(j(d—c)dﬂ, vd €V (),
0)

[ ¢(0) = co.

El marco funcional, donde se plantean las formulaciones variacionales, es
definido por los siguientes espacios de velocidad, presién y concentracién. Para
mayor detalle ver apéndice I. V (Q) = {v e L?(Q) : divv € L*(Q)}, Y (Q) =
L2 (Q), y V() = H (Q).
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Capitulo 4

Formulaciones Macrohibridas

El esquema macrohibrido es una extensién de las aproximaciones hibridas cldsicas
y consiste en descomponer el sistema global en varios subsistemas o subdominios,
los cuales interactian y estdn sincronizados a través de interfaces por condiciones
de transmisién de velocidad normal y presiéon. La localizacién permite realizar
procesos en paralelo.

Para formular los sistemas de ecuaciones diferenciales del capitulo 2 como
sistemas macrohibridos, se aplica el método de descomposicién de dominios.

Debido a las diffcultades que se presentan para la simulacién computacional de
multifisica, por ejemplo, la presencia de alta heterogeneidad y anisotropia en los
pardmetros fisicos del medio, redes de fracturas, perturbaciones locales y la gran
escala espacial del sistema, es conveniente utilizar el método de descomposicién
de dominios como una forma efectiva para tratar esta clase de problemas.

La relacién entre el sistema mixto global y el mixto macrohibrido estd dado
por el siguiente teorema [5]:

Teorema 1. Si (u,p*) es una solucién del problema mixto (M), entonces
sus restricciones ({u.},{p}}) en los subdominios y sus correspondientes campos
duales de frontera interna {\'} € 09Iy ({mr,u.}), conforman una solucién del
problema mixto macrohibrido (MH,,). Inversamente, si ({u.},{p:},{A\:}) es
una solucién del problema mixto macrohibrido (MH,,), entonces sus soluciones
locales ({ue},{p;}) conforman una solucién del problema mixto original (M).

Para formular los problemas (2.1) y (2.3), como sistemas macrohibridos, el
dominio €2 se divide en una familia F de subdominios disjuntos y conexos sin
traslape:

0., 2N =01<e<f<E, (4.1)

(&

Q=

e=1

con fronteras internas e interfaces definidas por:

F.=00.nQ,1<e<E,
(4.2)
Iej=T.NTy1<e< f<E.

11



Formulacién Variacional Mixta Macrohibrida

El sistema de flujo representado por las ecuaciones (2.1), sobre la regién (2, se
transforma en el siguiente conjunto de subproblemas locales en cada uno de los
subdominios €2, , donde e = 1,2,...FE

K 'u. = —gradp. + p.8,
| T € (L,
(F.) divu, = @, (43)
Pe € 0U, (2,0, 1), z € 00\ T,
y estos estdn comunicados con las siguientes condiciones de transmisién de con-
tinuidad de flujo y de presion, definidos por las ecuaciones:

U N — —uf-nf,
sobre [, 1 <e< f < E. (4.4)
De = Py

El marco funcional local, donde se plantean las formulaciones variacionales
mixtas macrohibridas de los campos de velocidad presién se definen por (Ver
apéndice I ): V(Q,) = {veL?(Q):div(v) €L2(Q)}, Y () = L2 (D), v
los de frontera interna de velocidad y presién por: B ([,) = H/*(T.) y su dual
B*(T.)= HY?(I",), donde e = 1,2, ...E.

Por consiguiente, las condiciones de transmisién (4.4) pueden ser reescritas de
la siguiente manera:

E
{vne} € B(T) = [1 B(Le) : Ve = —Vypy
{ue-n} € QN = e=1 y
sobre I'ep, 1<e< f<FE
b (4.5)
* E *
{Qe} €B (F) = l_:[lB (Pe) c4e = 45
{re} €Qp = = :
sobre 'y, 1<e< f<FE

y relacionadas por el siguiente lema.

12



Lema 1 Las condiciones de transmisién( 4.5 ) se caracterizan por las ecua-
ciones subdiferenciales mondtonas primal y dual,

{pe} € aIQN ({ue'ne}) Aad {ue‘ne} € aIQ"'D ({pe}) . (46)

Aqui Iq, y Iq+ son las funcionales indicatrices asociadas a los subespacios Qn y
Q7,, de admisibilidad de transmisién primal y dual.

De la formulacién dual de las condiciones (4.5), (4.62), se introducen los nuevos
campos duales de presién de frontera interna

re=p.enl,, 1<e<E. (4.7)

Una vez definidas las condiciones de frontera interna, se procede a formular el
sistema en forma mixta macrohibrida, para ello se integran las ecuaciones (4.3)
y se les aplica la férmula de Green, obteniéndose, de esta manera, la formulacién
variacional y las restricciones de frontera en forma subdiferencial.

Formulacién Variacional Mixta Macrohibrida

Encontrar (u.,pe) € V() xY (), dondee=1,2,..F

/ L Kt (v - u)do+ / o, e (0 e) 409

> / AR LT / P (div(v) - div (u)) 402
(MHM) +/Qe Pege - (v — ) dQ — /Fe Te (V- Ne — Ue - M) dT, Vv €V (Q,),

/  div (u,) gd2 = / _ T.qd, Vge vy (),

y {r.} € Q% satisfaciendo las condiciones de sincronizacién

E
0> 21 L e e (8 — 1) dl V{s.} € Q%.

e= e
Esta formulacién corresponde a un sistema. de velocidad-presién, lo que permite
una aproximacion més precisa del campo de velocidad, localizado espacialmente
en cada subdominio.

13



Formulacién Variacional Mixta Primal Macrohibrida
Para definir la formulacién variacional mixta primal macrohibrida, se intro-

ducen las siguientes condiciones de transmisién de continuidad a través de las
interfases de velocidad normal y presion, para 1 <e < f < E,

E
{uen} € Qn, = {{Une} € I1 Bu(Te) : Ve = —uny en Fef},
e=1

5 (4.8)
{pf:} € Q*Du = {{QE} € I:[l B, (Fe) Ge =(gy €mn Fef} )
y de concentracién y de flujo de masa,
E
{c.} € Qpe. = {{se} € 1 B.(Te) :s. =55 en Fef},
e=1
A E
{_De (‘bmue} gradce} € Q?\’C = {{ge} € Hl B; (Pe) 0e = —gy €n Fef} .
(4.9)

Ahora como en pérrafos anteriores se introdujeron espacios funcionales locales
de velocidad-presién y de frontera interna, también se definen los espacios de
concentracién por: B.(I',) = HY?(F.) y su dual B} (T,) = H~Y2(T,) como
espacios de frontera ambos asociados al espacio local de concentracién V (€,.) =
HY(Q,), parae=1,2,3,.., E. (Apendice I)

La formulacién variacional de estas condiciones de transmisién son expresadas
por el Lema 1, en términos de operadores subdiferenciales de funcionales indica-
trices Igy,, 1gs,, {op. ¥ Igs; de los subespacios de admisibilidad definidos en
pérrafos anteriores.

{pe} € 0lgy, ({uen.}) <= {uem.} € 0Igy ({pe}), (4.10)
y
{—D. (¢, uc) grade, - n.} } | (4.11)
€ 0lg,, ({ce}) &= {c.} € 9lgp: ({-D. (¢, u.)grade, - n.}) |- '

En consecuencia, los nuevos campos de frontera interna dual de presién y flujo de
masa, se definen por las ecuaciones:

Te :pel’

g. = ~D. (6. u.) gradc. -, } delfey Isesh (12

14



La formulacién macrohibrida del problema mixto primal, con las condiciones
(4.8) y (4.9) dualizadas por las ecuaciones subdiferenciales (4.109) y (4.115), se
representa por las expresiones:

Formulacién Variacional Mixta Velocidad-Presion

MH]\/[ (Ce;ue:pt’?re)

Encontrar (ue,p.): (0,T) = V(Q,) XY (), parae=1,2,..., E :

e K_l e’ - UWe dQ / * e dQ

/Qe pe (Ce) Ko e - (v = me) d2+ B9\T. Vue (V- me)

> / Py (Uen,) dQ + / Pe (divv — divu,) df2
9Q\Te Q.

+/ P, (Ce) v—u)dﬂ—/ re (V-1 — uen,) dl,
Te

Yo € V(£2,),
— [ divugdQ = / G.qdQ, Yge Y (Q.),
y {r:} (0,T) — Qp, satisfacindo las condiciones de transmisién
O 2 Z U 1N (Se - Te) dFea V{SE} € QEC
e=1J I¢
Formulacién Vafiacional Primal de Concentracién
Encontrar ¢, : (0,7) — V (), parae=1,2,...,. F :
o 2 % (d - c.) dQ
+ / o) gradc, - (gradd — gradc,.) dQ2
+/ e - grade, (d — c.) dQ+/ e, (d) dD2
89T,
MHP (ue; ce, ge)
> ) dQ) / — )@ (d - c.)dD
_/ane\r Vee (cc) A2+ Ce) Qe (d — cc)
_ Fgg d—c.) Vd e V(2.),
e_‘ Coe s
y {ge} (0.T) — Q. satisfaciendo las condiciones de sincronizacién
02 Zl r Ce (fe—‘ge) dPe; v{fe} GQ?\IC'

15



Capitulo 5

Apréximaciones de Elemento
Finito

Muchos de los procesos fisicos se pueden representar matemdticamente mediante
ecuaciones diferenciales parciales, siendo entonces posible resolver problemas com-
plicados con técnicas numéricas.

El método de elemento finito es un método numérico variacional, que surgié
formalmente en la década de los 60's y desde entonces ha sido una herramienta
necesaria tanto a nivel académico como industrial. Se le ha aplicado con éxito en
los campos de la ingenierfa y ciencias aplicadas.

El éxito del método también se debe al surgimiento de computadoras més
rdpidas y con mayor capacidad de almacenamiento y manejo de datos.

El método de elemento finito es una técnica general para construir subespacios
de dimensién finita en espacios de Hilbert y Banach V. La idea fundamental es
la particién del dominio €2 del problema en un conjunto de simples subdominios,
llamados elementos. Estos elementos son usualmente tridngulos, cuadrildteros,
tetraedros, etc. El espacio V de funciones definidas sobre 2, es aproximado por
simples funciones, definidas en cada subdominio. El método, aqui considerado,
estd en relacién con los principios variacionales y los espacios funcionales.

Aproximacién de elemento finito para el problema (MHM)

Para la aproximacién del problema macrohibrido mixto (MHM), en términos
de subespacios de elemento finito local y en mallas que, en general, son globalmente
no conformes en las interfases de los subdominios, (siendo ésta una propiedad natu-
ral de la estructura macrohibrida dual, la cual facilita el tratamiento de procesos
no homogéneos y multiescala) se consideran aproximaciones sobre espacios de ele-
mento finito tipo mixto conforme localmente de dimensién finita de velocidad pre-
sién definidos sobre mallas independiente en cada subdominio, expresiones (5.1).
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Este tipo de elemento finito tiene la propiedad de conservar la masa localmente
y garantizar una adecuada aproximacién de las variables de flujo:

Vhe - ¢s,17 d’e,‘)v "‘qbc,nhejl C v (Qe) 3
Yhe = Cc,l? Ce,Q? "‘Ce,mhe} - Y (Qe) ’

Asi como espacios de elemento finito macrohibrido localmente conforme de presién
de frontera interna sobre mallas compatibles,

(5.1)

Bi. = [£01r et €un, | € L (Te) € By (L) (5.2)

€

Entonces, denotando por {e.},{A.} vy {m} las coordenadas de elemento
finito de las velocidades locales, presiones y presiones sobre las fronteras internas,
se busca que las aproximaciones:

Mhe )

uhe = Zl aevjqb&,j 6 Vhe’
j:

mh,e
Pr. = kgl )‘e,k(:e,k € Yh,, (5'3)

khe
The = 121 TeiCey € Bhe,

7/

sean soluciones del siguiente problema discreto macrohibrido mixto.

Encuentre (a, A,) € R™e x R™e dondee=1,2,..,E:

Afa. - (f - a.) + 1. (6)

> we (&) - {LETAE+TET7TG} ’ (6 - ae) +fe- (IB - ae) )
VG € Rlhe,

(M HMy,)

Laev =—¢ v V3 € Rrre,

y {7} € Qj,, satisfaciendo la condicién de sincronizacién

B
O 2 e;l Teae ) (,J’e_TrE) i V{l"’e} E Q*Dh

17



Las matrices, vectores y funcionales estdn definidos para ¢,j = 1,2,3,... np,,
m=1,2,3,..my,, k=1,2,3,.. .k, por

AG = ,/Qe Ke_lqbe’f('be,de’

0= [, o (5 8idegne) oo

Lis = [ Comdivge d,
‘ (5.4)

Ti;= | €edeymed,
fi= ] pgede dd

i = [ @Ceudft
Q

Por otro lado, si las aproximaciones de elemento finito hibridas (5.2) de fun-
ciones definidas en las fronteras internas, coinciden en las interfaces, el subespacio
discreto de admisibilidad dual de transmisiones @7, se define de manera natural
como la versién discreta del subespacio dual (4.5,),

ke kn g

E
Qp, = {{rt € I Rre > Herber =D Kasp sobreTepl<e< f<E
k=1

e=1 k=1
(59
En el caso general de aproximaciénes hibridas completamente independientes de
(5.2) y ademas no coincidentes en las interfases, en la definicién del subespacio
de sincronizacién @7, se deberfan incorporar proyecciones o interpolaciones de
funciones de un lado con respecto al otro para implementar la continuidad en la
interface.

Aproximacién de elemento finito para el probléma
MHM-MHP

Ahora, se aproxima numéricamente la solucién del problema (MHM)-(MHP),
en términos de subespacios de elemento finito mixto-primal afin localmente con-
forme de los espacios locales de velocidad, presién y concentracién.
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A los espacios locales definidos en (5.1) de velocidad y presién, le agregamos
el espacio de concentracion

Wi, = [Xei» Xezr X, | C V (D) }- (5.6)

Similarmente, las condiciones de sincronizacién definidas en las interfaces de las
fronteras internas {I'.}, son aproximadas de forma independiente por elemento
finito hibrido localmente conforme sobre los espacios de frontera interna de presién
(5.2) y flujo de concentracion,

Cho = [CotsCes +en,] € I* (L) C B (Te)} - (5.7)

Entonces definimos las aproximaciones de elemento finito de los campos locales
por las expresiones,

Nhe 3

uhe = Z]. aj¢e,j E Vhe7
J=

mhe
Ph, = ;;1 Mee i € Yhe, (5.8)

lhe

Che = Zl anXe,n e Whe7
n=

7

y los correspondientes campos duales de frontera interna como,

(5.9)

Asi la versién de elemento finito del problema MHM-MHP, est4 dada en térmi-
nos de vectores coordenados dependientes del tiempo como sigue.
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Formalacién Variacional Macrohibrida Mixta de Velocidad Presién

Encontrar (a.,A,) : (0,T) — R™re x RThe,
parae=1,2,..E:

K*(6.)a. - (B —a,) + v, (B)

>4, (@) = {LTA A+ TTm.} - (B - a,)

MHMh <{96’ aE? )‘67 7re}) _*_fe (06) ’ (B - ae) ) V,B - éRnhe,

€

Léa,-v=—q°vV, Vv € RMhe,

y {m}: (0,T) — Qp, satisfaciendo las condiciones

de sincronizacion

E
OZ ZTeae'(N_ﬂ-e)a V{I‘L}EQEa

e=1

Formalacién Variacional Macrohibrida Primal de Concentracion

( Encontrar 6, : (0,7) — Rine,

parae=1,2,... F:

de.
Mt (- 6,) + {Df (@) + A® + B} 6. - (1 - 6,)
+Pce (7,)
>W_.(0,)-STv, - (n—8,)+c-(n—8,),
MHP, ({ce;0c,ve}) e (8) (m ) gv?’?r] E %2%
0. <0) = 9067

y {ve}: (0,T) — Q¥, satisfaciendo la condicién

de sincronizacién
E
0> S0, (6 —v.), V{8} € Qxo-
e=1
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Aquf las matrices, vectores y funcionales estdn definidos por las ecuaci6nes
(5.4), rescritas de la siguiente forma, para, i,j = 1,2,...,n4,, k = 1,2,..., mp,,
| =

1, 2, ceey khe;

K (6) = [ ne () KX 6,09,

e (B) = /OQ \I
g, =- / . Vendive, ;0
Tfj = /I‘ ¢e,j nedle,

fje (96) = /D Pe (Che) Ee - ¢e,dea

6= [ avesd
Qe

yparam=1,2,.. 1, ,d=12,..4d,,

M= [ 9XeXemd

Dren,n (O{) = /Q D€ (gbev uhe) gra’dXe,n ’ gra’dXe,mdﬂa

A?,n = ./Q ¢6,j ) g?dadXeyndQ7

Efn,n = /Q lee,nXe,mdQ7

lh,e
U, (n) = / ' nx. . | do9
e (n) s, Ve (j; mxe,j> :

Sgn = / ge dXe ndF,
b re k) T

¢ = [ B,
Qe ’

21
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Capitulo 6

Algoritmos Iterativos de Punto
Préximo.

En la solucién numérica de las desigualdades variacionales mixtas macrohibri-
das discretizadas por elemento finito (MHM,,)-(MHP},), se aplican algoritmos
numéricos tipo Uzawa y Dualidad-Penalizacién, los cuales son generados por ca-
racterizacion de resolventes y aproximaciones de punto préximo. La metodologia
se basa en los algoritmos de Gabay, que consiste en caracterizar ecuaciones sub-
diferenciales monétonas en términos de resolventes u operadores de proximacién

8,9,

Uno de los aspectos importantes de tales algoritmos iterativos es su alto grado
de paralelizacién, que junto con los métodos de descomposicién de dominios re-
sultan ser muy efectivos para la solucién de sistemas no lineales con restricciones
y multiescala.

En el caso de problemas potenciales, estos procesos numéricos corresponden
a optimizacion de formulaciones Lagrangianas y Lagrangianas aumentadas que se
derivan sistemdticamente de la teorfa de dualidad-perturbacién. Para desigual-
dades variacionales mixtas no estacionarias, estos procesos numéricos son inter-
pretados como esquemas de integracién numeérica en el tiempo que evolucionan de
un estado inicial hacia uno estacionario.

Los algoritmos tipo Uzawa se identifican como esquemas semiimplicitos de
Euler, los de Dualidad-Penalizacién, como implicitos de Euler y los de particién,
con operadores de Douglas-Rachford yPeaceman-Rachford.

Para la solucién numeérica de los problemas (MHM},)-(MHP},), se pueden
aplican diferentes algoritmos en paralelo tales como ALG1, ALG2, ALG3 y ALGS5,
que son de tipo dualidad-penalizacién, pero en esta investigacién unicamente se
desarrolla y aplica el ALGH, para mds informacién sobre el desarrollo de las algo-
ritmos restantes consultar los siguientes trabajos [8,9].
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Metodologia para el problema (MHM,)

El problema (MHMj,,) se expresa en forma subdiferencial, para poder hacer
esto, se introducen los siguientes operadores monétonos maximales locales, para

e=1,2,..F,

A®(B) = A0+ 0%, (B) — f°, B € R™-,

. (6.1)
aGe* (V) — a <I{0}> (V) _ q57 veE §RTTLhe7
por lo que el problema se escribe en la forma siguinte:
( Encuentre (a,\,) € Re x K™ parae=1,2,...E:
_LeTA‘g _ TeTﬂ.e c Ae (ae) 7
(MHM,){ Lfa. € 0G™ (A.); (6.2)

y {m.} € Qj, satisfaciendo la condicién de sincronizacién

{T*a.} € GIQM ({m.}).

Para desarrollar el algoritmo, se simplifica la forma del (MHM)},) y se escribe
como un mixto general,

Encuentre (a,A") € VxY:
M) -ATX € Ala), (6.3)
Aa € 0G™ (A"),

donde los campos discretos primal y dual son:
a~{a} eV =7~ R
A ({A {me}) € Y =TI, R™e x [T, Rhe
y los operadores monétonos maximales abstractos A4 : V. — 2V, A € £L(V,Y),

lineales, continuos y transpuesto AT € £(Y,V), 8G* : Y — 2¥ mondtono que
corresponden a:
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Ala) > {A* ()},

Aa ~ ({Léa.}, {Ta.}),
(6.4)
ATA" ~ (LT + TeTwe} ,

0G™ (A") ~ ({0G™ (A.)}, 0lgs,_ ({me})) -

Algoritmo ALGS

Siendo un algoritmo de tipo dualidad penalizacién, se procede a aumentar la
ecuacién dual del (M), para ello se multiplica por un pardmetro r > 0 ambos
miembros de la ecuacién y se le suma A* , entonces se expresa de la manera

siguiente:

A +rAa € (I4+7r0G*)(AY). (6.5)

Siendo operadores monétonos maximales, lineales y continuos, el operador de
resolvente se define por

rar = (I+r0G")™

el cual es una contraccién firme y se caracteriza por un operador de proximidad

Jig- =1+ raG*)_l = Prox,g« = I — Prox,go(1/n1, (6.6)

el cual estd relacionado con el subpotencial primal rGo (1/r)I:Y — RU{+oo},
mediante la siguiente expresién:

¥\ . 1 * * |12 *
Prox o (v) = (it (180w PG (1) 8} )
(6.7)
al sustituir (6.6) en (M) se genera el siguiente proceso iterativo.

Dado Aj € D (G*), conocer A,,, m >0,

*

m+1 .
calcular Y A

(ALG5) - (68)
—AT (I -~ Proero(l/r)I) (Afn + rAam‘H) € A(a™),

A= (I — Prox,q.( /T)I) ()\:n + rAam“) .

m+1
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El funcional indicatriz, que es el subpotencial primal del subdiferancial (6.44),
es definido por,

G, 1) = I(gy () + Ty, (), (W, ) €Y, 69)
donde Qp, es el subespacio conjugado de Q3 definido en (5.5),

E En kn s
QDa - {{l’l‘e} € H §Rkhe : Zlue,lée,l = _Z/if,lgf,l en Fef’ l<e< ‘f < E
e=1 =1 =1

(6.10)
por lo que el operador de proximidad (6.7), es interpretado como una proyeccién:

Prox,go(1/m (v, p) = (Proj_,{qe} (v), Projg,,_ (u)), (6.11)
= (-r{a"},Projq,_ (n),(v,p) €Y.

Consecuentemente, tomando en cuenta (6.1) y las relaciones (6.4), el algoritmo
ALGS, para el problema macro-hibrido mixto toma la forma siguiente,

Dado {al} € [T, D (L), ({A2} . {=2}),

€ T2, R x Qf,, conocer {a}, (AT}, {w7}),m > 0
calecule ™! y A" parae=1,2,..,E:

N — (LQTA;” + TTam 4 TLEqu) + T“TProjq,, ({ﬂ'}” +rTf a?})
ALGbvuaMm
€ (A" +rLTLE 4 rTITe) o+ + 0, (o) — £,
AP = AT 4 rLea™ ! + g

y {w7*'} de acuerdo con la sincronizacién

(=71} = {77 +rT°ag*1) — Projq,, ({n7 + rT%al1)).

25



Metodologia para el Problema (MHM,)-(MHP},)

El modelo macrohibrido velocidad-presién-concentracion se expresa en forma

subdiferencial. )
Encuentre (., A,) : (0,7) — R™e x R™4e,

parae=12 .. F:
—LTA, - TTr, € A° (0, ,)
MHMh ({96’ ae7 Aeﬂ Tre}) Leae = aGe* (Ae)

y A{me}: (0,T) — Q}, satisfaciendo la condicién
de sincronizacién

{Ta.} € dlg;, ({7e});

Encuentre 8, : (0,T) — Rire,

parae=12 .. F:

db,
_SeTVe c Me__d_ + Be (ae; 98)
MHP;, ({a.; 6,,1.}) t

0. (0) =B, y {ve}: (0,T) — Q3 satisfaciendo la condicion

de sincronizacién

{8°0.} € 0Ly, ({w}).

z , - 73 "
Los operadores mondtonos mdximales: A° : ®™e — 277 9G** : RMre —
mp, th .
2% v Be e — 27 son definidos por:

A% (0::0) =K* (0.) 8+ 0%y (B) — f°(0.), B € R™, (6.12)
0G™ (v) =0 (L)) () — o, v € R, (6.13)
B (s m) = {D°(cw.) + A° + EY 4 0, (1) — c°, n € Rlee, (6.14)
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Ahora se escriben los sistemas (M HM,,) — (M HPF,) en forma mixta general.

Problema Mixto Macrohibrido Discreto

E E
Encuentre ({al}, {2}, {w2}) € TT R™ x 1'[1 R X Qi
e=1 e=

MEIM, ({62502 X020~ {LTX4 T2} € (45 (03 00))

({Lea} {Tea}) € ({0GE (A1)}, 01, ({72}));

Esquema Implicito de Euler

Encuentre ({BZH} : {VZ“}) € If[l Rlre x Qg :

MHP, ({670} ) § — (sTupn) e {M“‘Z;‘} - } (B2 (az 0}

[se0r+1) € Bl (V1))

El problema primal (M HP}) se integra numéricamente en el tiempo con un
implicito de Euler. Para llevar acabo el desarrollo de los algoritmos, se busca
identificar cada uno de los sistemas (M HM},) — (M H Ph) con el problema (M).

Encuentre (o, \*) eV xY:
(M) { —ATX € A(a), (6.15)

Ac € 9G™ (\Y).

Los espacios V y Y son de dimensién finita con producto interno, A : V —2Ves
un operador monétono maximal, A € £(V,Y) es un operador lineal y continuo
con transpuesto AT € L(Y, V), y 8G*: Y — 2Y es un subdiferencial monétono
del funcional conjugado G*: Y — R U {+o0}.

Siguiendo la estrategia del (M HM,,) que se desarrollé en pérrafos anteriores,
se tiene el siguiente proceso iterativo ALGS para el MHM;, ({0e; e, Ae e }).
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m >0, calcule {a*} ¥ ({A;"H},{WZLHD :
(ALG5nmMm)

AT = A"+ rLfa™ 4+ rq, parae=1,2,..., E,

Dado ({2}, {r2}) € [T, %™« x Q¥ conocido ({A'},{m'}),

- {LET/\Z‘+T€T7r£”—rLeTq;”} —|~TTPr0jQDa ({mT+rT°al’})

€ { (K (8.) +rLTLe+rTITe) ot + 0%, (o) — £ (6.)} |

| {70} = {77 +rTeal} — Projg,, ({7 + rT°a}).

Como se mencion6 anteriormente, en la solucién del problema (MHP;) se
aplica un esquema implicito de Euler. En este caso, se tiene que las variables
dependientes primal y dual de los vectores de elemento finito de concentracién

local y flujo de masa en la frontera interna, son definidos como:

a~{0.} eV =]L, Rk, }

A~ {v,} €Y =T[E | R,

y los operadores por
ATA* = {8y, |,
Ale) ~ {5 (a.,0,)},

Aa ~ {S°6,},

0G" (\) = 8lg. ({v.}). |

Aqui, el operador primal local es modificado y definido por

~ 1
B (auim) = {—Me D% (@) + A° + E} N+ 0., () - &, n e Rne.

At
parae=1,2,..., E, con un término constante

1
At

& =

MO7 + ¢
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y también At = t,.; — t,, denota un paso en el tiempo. El subpotencial primal
G : [1Z, Rée — RU {+00)} es definido por el funcional indicador,

G () = Igp, () (6.20)
del subespacio Qpyg , el conjugado del subespacio de admiscibilidad de transmisién
Q% entonces el operador de proximidad del ALGS5 es equivalente con la proyec-
cién

Prox, oty (1) = Projg,, (1) (6.21)

por lo que el algoritmo se expresa en forma explicita por las siguientes ecuaciones.

Dado {v?} € Q}g, conocido {v™}, m > 0, calcule {87} y {v™*!}:

= {8Tvm} + STProjg, ({vr +r8°67})

(ALGS5 57, .
€ {(EMG + D (o) + A° + B + rseTse) o+ 0T, (07 — 58} |

{v7 ™} = {v'4+r8°07"} — Projg,, ({v'+rS°67}) .
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Capitulo 7

Experimentacién Numérica

En este capitulo se presentan los experimentos numeéricos que ejemplifican la teoria
y metodologia de los algoritmos tipo dualidad penalizacién sobre el dominio espa-
cial bidimensional @ = (0, 1) x (0, 1), con aproximacién de elemento finito mixto
de Raviart-Thomas de orden cero en mallas conformes y no conformes.

Para su realizacion se hizo uso del programa computacional desarrollado en el
Departamento de Recursos Naturales del Instituto de Geofisica por Norberto Vera
Guzman y Gonzalo Alduncin, el cual simula flujo monofésico y desplazamiento
miscible en un medio poroso. Este programa estd estructurado por médulos en
Fortran 77 y junto con la biblioteca de computo cientifico Modulef estdn instala-
dos en una estacién de trabajo UltraSparc 5, trabajando con plataforma Unix y
sistema operativo Solaris. En esta tesis se procedié de la siguiente manera:

1. Modificacién del programa y compilacién en Fortran 77.
2. Seleccion de las propiedades del medio.
3. Imposicién de condiciones de frontera tipo presién y concentracion.

La forma y tiempo para resolver las ecuaciones depende de la asignacién de
criterios que se especifiquen, tales como condiciones de frontera, mallas y los
pardmetros fisicos . Los resultados se presentan de una forma grifica mediante
colores que indican la presién, iso lineas para concentracién y las flechas la dire-
ccién y magnitud de flujo.

En la realizacién de los experimentos numéricos del modelo de flujo monofdsico
se consideraron las siguientes propiedades fisicas del medio y el pardmetro r del
algoritmo ALGS5, el cual se obtuvo de forma experimental y es el éptimo para
que converja mads rdapido hacia la solucién. ~

Propiedades de flujo monofdsico:

a) Viscosidad = 0.001 (Pa - s)
b) Densidad = 1000 (Kg/m?)
¢) Gravedad = —9.81 (m/s?)
d) Pardmetro r = 1 x 10

Ke=1x10"2  (m2)

e) La permeabilidad { Ky=1x10"2  (m?)
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Para una mejor descripcién de las propiedades del medio y de las condiciones y
restricciones que se establecen en la simulacién, el sistema geohidrolégico donde se
simula flujo monofésico, se divide en nueve subdominios. El niimero uno empieza
en la parte izquierda inferior y el dos y tres hacia la derecha, el cuatro estd arriba
del primero, siguiendo el mismo orden, el siete arriba del cuatro y el nueve en la
parte superior derecha.

La figura 8.1, muestra una seccién vertical con permeabilidad homogénea,
presion prescrita en los lados de los subdominios uno, tres, cuatro, seis y ocho.
En los subsistemas siete y nueve la presién es igual a cero. La parte inferior de
los subdominios, uno, dos y tres es impermeable. El flujo estd saliendo por los
lados donde la presién es cero, como se puede observar en la gréfica. El mallado
es diferente en cada subdominio.

En la figura 8.2, se muestra también una seccién vertical, con los lados de los
subdominios, uno, cuatro, siete en la parte izquierda y en la derecha el tres, seis y
nueve con presion igual a cero. En la parte superior del ocho se prescribe presién,
mientras que toda la parte inferior es impermeable. El flujo sale por los lados
donde la presion es igual a cero y se puede observar simetria.

Ahora en la figura 8.3, la permeabilidad varia en cada subsistema, es decir,
es un caso no homogéneo. La presién se prescribe en la parte izquierda de los
subdominios uno, cuatro y siete. En los subdominios cinco y seis la permeabilidad
es mucho mayor que en los demds, dando como resultado un cambio brusco en
la direccién de fujo hacia los subsistemas del centro. El mallado es no conforme.
Bajo estas condiciones el comportamiento del flujo es simétrico.

En la figura 8.4 también se presenta un caso no homogéneo con permeabili-
dad anisétropa. Se prescribe presion en el subdominio ocho. El lado derecho del
subsistema siete es impermeable y la presién es cero en la parte izquierda. El sub-
sistema cinco tiene una permeabilidad muy baja, por lo que el flujo en esa regién
es muy pequeno y se puede observar que el flujo sale por donde la permeabilidad
es mayor. Los lados restantes son impermeables y el mallado es no conforme.

La figura 8.5 es un sistema no homogéneo, con presién prescrita en la parte
izquierda de los subdominios uno, cuatro y siete. Presién cero en los lados derechos
de los subdominios tres, seis y nueve. La permeabilidad en los subdominios cinco
y seis es mayor, por lo que se observa una variacién fuerte del flujo por en medio
hacia la derecha. La escala espacial varfa en los subsistemas cuatro, cinco y seis.
El mallado es diferente en cada regién localizada, es decir, de 10 X 10, 5 x5, 2 X 2
elementos finitos.
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La figura 8.6, presenta un caso heterogéneo con anisotropfa. La variacién se
hace en la direccién ¥y, manteniendo z constante. Se puso una fuente en la parte
inferior izquierda del subdominio uno y un sumidero en la parte superior derecha
del nueve. El flujo es mayor en la direccién z, y en y es mucho menor, por eso
el comportamiento es totalmente asimétrico. El mallado de elemento finito es
conforme y es de 10 x 10 en todos los subsistemas.

En la figura 8.7 se muestra el caso anterior, pero totalmente homogéneo con
permeabilidad isétropa. Como se puede observar el flujo tiene un comportamiento
simétrico desde la fuente hasta el sumidero. El mallado de elemento finito es
conforme en todos los subdominios y es de 10 x 10.

En la figura 8.8 se presenta un sistema heterogéneo con anisotropfa. La dire-
ccién y se modifica, la cual toma valores muy pequenos a los ya establecidos en los
datos iniciales de la permeabilidad, la componente z mantiene su valor constante.
Se prescribe presion en la parte inferior del subdominio uno y presién cero en la
parte superior derecha del nueve. El flujo es totalmente asimétrico, siendo mayor
en la direccién z. Los lados de los subdominios restantes son impermeables. Las
mallas de elemento finito son conformes de 10 x 10.

Por dltimo las figuras 8.9 y 8.10 muestran sistemas homogéneos e isétropos,
con presién prescrita en el subdominio ocho y presién igual acero en los subsis-
temas uno, cuatro, siete, tres, seis y nueve. Los demds lados son impermeables.
La escala espacial de los subdominios siete, ocho y nueve del primer sistema varia
en relacién con los demds. En el segundo dominio, las partes dos, cinco, siete,
ocho y nueve son menores en escala espacial, comparadas con los subdominios
restantes. En ambos sistemas el comportamiento del flujo es simétrico. Las ma-
llas son conformes en los dos sistemas.

La simulacién de desplazamiento miscible se hizo bajo las siguientes condi-
clones y restricciones:

Los pardmetros fisicos del medio fueron elegidos para representar un acuifero
homogéneo o heterogéneo, con una porosidad de 0.25, una dispersividad longi-
tudinal y transversal de 0.5 m, el coeficiente de difusién molecular se mantiene
constante a 5 x 107° m?/dia. La densidad p2 = 1025. Concentracién QG = 1, el
paso de tiempo At = 3600 s, el pardmetro r, para estos experimentos fue igual
0.02.
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Similarmente que en la simulacién computacional de flujo monofésico donde
se dividié el sistema en nueve subregiones, para flujo miscible el dominio rectan-
gular (1.5m de largo por 1m de ancho), se divide en diez subsistemas. El primer
subdominio empieza en la parte inferior izquierda. El dos, tres, cuatro y cinco
van en la direccién horizontal. El subdominio seis en la parte superior del uno.
Los subdominios siete, ocho, nueve y diez en el mismo orden de izquierda hacia
la derecha.

Para la simulacién computacional de flujo miscible, se analizaron tres casos
particulares:

La simulacién del primer caso presenta una seccién vertical no homogénea,
con condiciones de frontera de presién y concentracién en la parte izquierda de
los subdominios uno y seis. La permeabilidad de los subsistemas seis, siete, ocho,
nueve y diez es cuatro veces la de los subdominios inferiores. Se observa un mayor
avance de la mezcla en la parte superior y en los de abajo, un recorrido més lento,

sto debido a la disminucién de la permeabilidad en un orden de dos magnitudes a
las ya establecidas en los datos iniciales en los subdominios uno, dos, tres, cuatro
y cinco. El recorrido del flujo miscible se hace en un tiempo de veinte horas de
la parte izquierda hasta la derecha en los subdominios de arriba, mientras que
el avance en la parte inferior llega solo hasta inicios del subdominio cuatro. Las
mallas de elemento finito son conformes.

Las figuras del caso dos presentan un sistema no homogéneo, donde también
se prescribe presion y concentracién en la parte izquierda de los subdominios uno
y seis. La permeabilidad se incrementa 6 veces en los subdominios superiores
y se disminuye en 3, la de los de abajo. El avance de la mezcla ahora es mucho
m4s rapido en los subsistemas superiores, tarddandose un tiempo de nueve horas en
llegar de la parte izquierda hasta la parte derecha, mientras que en la parte inferior
apenas si llegé al subdominio tres. El mallado de elemento finito es conforme.

En las figuras del tercer caso las propiedades fisicas son las mismas del caso dos,
pero con un mallado diferente en cada subdominio. Los dos primeros subsistemas
superior e inferior presentan un mallado conforme de 9x9 elementos finitos, los
siguientes son de 7Tx7, 5x5 , 4x4 y de 2x2. Los espacios de aproximacién en
cada region localizada son de distinta dimensién, esto se refleja como un avance
irregular aparente de la concentracién hacia la parte derecha.
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Capitulo 8

Conclusiones

Para problemas que presentan multifisica y multiescala, un enfoque puramente
variacional es apropiado; por eso, en este trabajo, se utilizé la metodologia de
formulaciones variacionales mixtas macrohibridas para la solucién de los modelos
de flujo monofisico y desplazamiento miscible en un medio poroso.

La ventaja de aplicar la formulacién macrohibrida, es que nos permite descom-
poner el sistema en varios subsistemas, lo que da lugar a tratar las propiedades
del medio de una manera independiente en cada subdominio para su simulacién
computacional. Ademds, la formulacién matemaética, aqui utilizada, nos permite
imponer condiciones modelables de una manera muy natural en términos de ecua-
ciones subdiferenciales. Por otro, lado el método de elemento finito permite mode-
lar geometrias muy complejas, condiciones de frontera generales no homogéneas
y anisotrépicas, no linealidades; asi como ordenes de aproximacién variables.

Los algoritmos tipo dualidad-penalizacién, que se aplicaron para la solucién
numérica de las desigualdades variacionales originadas por la metodologfa de sub-
diferenciales, son muy apropiados para sistemas descompuestos en subdominios
sin traslape con sus condiciones y restricciones en forma subdiferencial.

Dentro de esta investigacién se desarrollé un modelo sintético de un acuifero
ideal, con fines de demostrar los métodos y técnicas propuestos y desarrollados
en los capitulos 3,4,5 y 6. Los procedimientos resultan ser efectivos tanto para
las formulaciones variacionales, como para el desarrollo de esquemas de elemento
finito, as{ como también para la obtencién de algoritmos iterativos, que son di-
rectamente concluidos de caracterizaciones de punto fijo mediante operadores de
resolventes o de proyeccion.

El problema de flujo monofasico se resuelve bajo la hipétesis de incompresi-
bilidad, con una aproximacién de elemento finito mixto de velocidad presién de
Raviart-Thomas de orden cero.

En los diez primeros experimentos numéricos ejemplificamos la teorfa matemd-
tica, aquf desarrollada. Las condiciones, restricciones y las propiedades del medio
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se manejaron de forma muy natural; esto, por supuesto, debido a la formulacién
subdiferencial. En los ejemplos se presentan casos donde se hacen evidentes las
propiedades del medio, tales como: no homogeneidades, anisotropia y la escala
espacial. El avance del flujo depende de las caracteristicas del fluido y de las
propiedades del medio, asi como de las fuerzas de presién.

En la segunda parte de la experimentacién numérica presentamos tres casos
particulares para el flujo miscible. La teoria nos proporciona herramientas para
tratar las condiciones y restricciones de este tipo de fendmenos de manera muy
sencilla. El avance de la mezcla del fluido miscible depende de las propiedades
del medio; asi como también, de las caracteristicas del fluido y de las fuerzas de
presion.

Futuras lineas de trabajo

Desarrollar un modelo numérico tridimensional, donde se pueda simular flujo
multifdsico. En este modelo se buscard poder incorporar geometrias irregulares.
Es importante resaltar que la realizacién de un modelo, como el que se pretende
realizar, precisa de todo un grupo de trabajo.

Las aplicaciones futuras de esta metodologia dependerédn, en gran parte, de
los presupuestos destinados por nuestra sociedad y profesionales, debidamente
calificados, para el desarrollo de este tipo de trabajo.
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Simulaciéon de Flujo Monofasico

-Figura 8.2: Flujo Monofssico.
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Figura 8.4: Flujo Monofésico.
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Figura 8.8: Flujo Monofésico.
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Figura 8.9: Flujo Monofssico.

Figura 8.10: Flujo Monofésico.
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Simulacién de Desplazamiento Miscible Caso I
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Figura 8.1 Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.2. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.3. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.4. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.5. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.6. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.7. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.8. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.9. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.10. Flujo Miscible Primer Caso.

PRESION (Pa} CONC
116107, 1.0
108367, 0.9

77408, 07
| eaea 0
61824, 05
s4183. 05
46443, 0

30962, 0.3
23221, 02
15481, 0.1

Figura 8.11. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.12. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.13. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 14. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 15. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.16. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.17. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.18. Flujo Miscible Primer Caso.
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Figura 8.19. Flujo Miscible Primer Caso.

PRESION (Pa) CONG
116110. 1.0
108370, 09
100629, 09
92888, 08
85148, 07
L 77907, 07
69666, 0.6
61926, 05
§ 54185, 05
1 as444, 04
38708, 03
30963, 03
17 02
15481, 0.1
7741 01

Figura 8.20. Flujo Miscible Primer Caso.

53



Simulacién de Desplazamiento Miscible Caso 11
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Figura 8.1. Flujo Miscible Segundo Caso.
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Figura 8.2. Flujo Miscible Segundo Caso.
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Figura 8.3. Flujo Miscible Segundo Caso.
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Figura 8.4. Flujo Miscible Segundo Caso.
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Figura 8.5. Flujo Miscible Segundo Caso.
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Figura 8.6. Flujo Miscible Segundo Caso.
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Figura 8.7. Flujo Miscible Segundo Caso.
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Figura 8.8. Flujo Miscible Segundo Caso.
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Figura 8.9. Flujo Miscible Segundo Caso.
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Simulacién de Desplazamiento Miscible Caso 111
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Figura 8.1. Flujo Miscible Tercer Caso.
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Figura 8.2. Flujo Miscible Tercer Caso.
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Figura 8.3. Flujo Miscible Tercer Caso.
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Figura 8.7. Flujo Miscible Tercer Caso.
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Figura 8.8. Flujo Miscible Tercer Caso.
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Apéndice I: Elementos de Analisis Funcional

Para una mejor comprensién de los términos aqui utilizados, exponemos al-
gunos conceptos y definiciones que son necesarios para entender el desarrollo del
trabajo.

Funciones Convexas

Definicién 1. Sea E un espacio vectorial. Un subconjunto K de E se dice que
es convexo, si dados cualesquiera z, y € K el segmento {tz + (1 —¢t)y:t € [0,1]}
estd contenido en K.

Definicién 2. Sea K un subconjunto convexo de un espacio vectorial E y
f: K — R. Se dice que f es una funcién convexa en K si, paracadaz, y € Ky
t € (0,1), se tiene que

flz+ (1 —t)y<if(z)+(1-1)f(y)).

Si la desigualdad es estricta siempre que z # y, se dice que la funcién f es
estrictamente convexa.

Definicién 3. Una funcional real definida sobre los reales R, del tipo
U:R—RU{+o0}, ¥ # +oo, (8.1)

no necesariamente diferenciable ni continua, se dice ser subdiferenciable en un
punto 7 € ¥ si existe un real n* € R tal que la funcional afin £ — ¥ (n)
+n* {€ — n}, de pendiente n*, minoriza a ella en el punto 7; esto es,

A eR: V() 2V (n) +n"{{—n},VEe R (8.2)

A dicho real, n* se le denomina un subgradiente de ¥ en 7, y al conjunto, posi-
blemente vacio, de tales subgradientes se le llama el subdiferencial de ¥ en 7, y
se le denota por,

OU(n)={n"eR:V(E)2¥(n)+n{{-n}}VeR (8.3)

El 0¥ es monétona creciente y en general es una transformacién multivaluada
O : R — 2% caracterizada por (8.3). Aqui 2% denota el conjunto potencia de &,
esto es la familia de todos los subconjuntos de R incluyendo el conjunto vacio .
Definiendo el dominio efectivo de ¥ : ® — R U {400} como el subconjunto

D(U)={{ecR V(&) <400} (8.4)
de (8.3) se sigue que ¥ no es subdiferenciable fuera de D (¥). En efecto

oV (n)=0,Yné¢éD(V). (8.5)
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Ademsds la condicién (8.2) de subgradiente es claramente equivalente a su restric-
cién V € € D (¥) . Por tanto la definicién (8.3) se puede rescribir equivalentemente
en la forma:

U ={neR: T2V +n"{&-n},VEED(L)}.  (86)

U es diferenciable en 7 si y sélo si 0V (n) = {8\11‘ (n)} , esto es si su subgradiente
en 7 es unico y es igual a la derivada de ¥ en 7. La primitiva de la funcién 9V,
esto es ¥, se llama subpotencial. Otro concepto fundamental relacionado con este
trabajo es la funcién conjugada o polar. Para una funcién ¥ : ® — R U {+o0},
su funcién conjugada es definida por:

U R — RU{+oc}, U (§7) = sup {6 -V (£);€ € R}, (8.7)

la cual es una funcién convexa con dominio efectivo, D (¥*), no vacio y cerrado.
Esta definicion juega un papel central en la dualizacién y se hace evidente mediante
el siguiente lema.

Lema. Sea ¥ : ® — R U {400} una funcién convexa, con dominio efectivo
D (V) # 0 y cerrado. Entonces,

neD(V):n" €0V (n) < n €DV :nedV" (1) (8.8)
donde U* : R — R U {400} es la conjugada o polar de V.

Contraccién.

Definicién 4. Sea (X, d) un espacio métrico. Una transformacién f de X,
sobre sf mismo, se llama contraccién si existe un mimero k, 0 < k < 1, tal que,
para cada pareja de elementos z,y € X, se tiene

d(f(z) = f(y)) < kd(z,y).

Asi, una transformacién contractiva ”contrae distancia ”: la distancia entre las
imégenes f (z), f (y) es menor, por un factor de escala k, que la distancia entre
los elementos z, y. La transformacién aproxima uniformemente a los puntos.
Cuando k toma cualquier valor positivo (esto es, no necesariamente entre 0 y 1)
la transformacién se llama continua Lipschitz.

El siguiente teorema se relaciona con la definicién:

Teorema. Sea (X,d) un espacio métrico completo y f : X — X una con-
traccién. Entonces:

a) La ecuacién z = f (z) tiene una y sélo una solucién en X;
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b) La solucién tnica, z, de la ecuacién z = f (z) puede obtenerse como el
limite de una sucesién de elementos z,, € X.

El teorema no sélo presenta un resultado de existencia y unicidad, también
un algoritmo para obtener la solucién por un procedimiento iterativo.

Espacios de Banach:

Sea X un espacio vectorial.

Definicién 5. Una funcién [|-|| : X — [0, +00) se dice una norma si
Lolz+yll < llzll + Iyl V 2,y € X.

2. || Az]| = |M\||z]| vz € X, A e R.

3. |lz]| = 0 siy sélosi z = 0.

Definicién 6. Una sucesion {z},.; C X converge a z € X si ||z — z|| — 0.

Definicién 7. Una sucesién {zx};.; C X se dice de Cauchy si para todo
€ > 0 existe ko > 0 tal que ||zx —zi|| < eV k, I > k.

Definicién 8. X se dice completo si toda sucesién de Cauchy es convergente,
es decir, si para toda {zx};., C X de Cauchy, existe z € X tal que z; — z. Un
espacio vectorial normado completo es un espacio de Banach.

Espacios de Hilbert:

Sea H un espacio vectorial.

Definicién 9. Una funcién (,) : H x H — R se dice un producto interno si
L. (z,y) = (y,z)Vz,y€ H.

2. £ — (z,y) es lineal para cada ye H.

3. (z,z) >0V ze€H.

4. (z,z) =0siysolosiz=0.

Definicién 10. Si (,) es un producto interno, la norma asociada es

||| = (z,2)"* (@ € H).
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La desigualdad de Cauchy-Schwartz dice:

(@ )| < =zl yll (z,y € H) .

Definicién 11. Un espacio de Hilbert H es un espacio de Banach, cuya norma
es obtenida por un producto interno.

Definicién 12. Sea H un espacio de Hilbert separable.

a) Dos elementos x,y€ H son ortogonales si (z,y) = 0.

b) Una sucesién {wy}z.; C H se dice un sistema ortonormal si
(W, wy) =0 k #1, |lwel] = 1.

¢) Un sistema ortonormal {wy},-; C H se dice una base ortonormal, si dado
x € H existe o, € R tales que

o0
T = QWi
k=1
En ese caso se verifica que ay = (z, wy) .

Proposicién 13. Sea H un espacio de Hilbert separable y {wi};., C H un
sistema ortonormal. Son equivalentes:

1. {wr}re; C H es una base ortonormal.
2. Si (z,wy) =0V k € N, entonces z = 0.
Definicién 14. Sea A : X — X un operador acotado.

a) El conjunto resolvente de A es
p(A)={ne€ R (A—-nl) es biyectivo}.
b) El espectro de A es o (A) = R—p(A4). Sin € p(A), lainversa (A —nl) ™" :
X — X es un operador acotado.

Definicién 15. Sea A: H — H un operador acotado. Su adjunto A : H —
H se define como el unico operador que verifica (y, Az) = (A'y, z) para todo z,

ye H.
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Operadores Maximales Monétonos

Definicién 16. Sea A : D(A) C H — H un operador lineal no acotado. Se
dice que A es mondétono si

(Av,v) >0 Vv € D(A),

A es maximal monétono si ademds R(I + A) = H,esdecirV f € H,Ju e D :
u+ Au = f. '

Proposicién 17. Sea A un operador maximal monétono. Entonces
a) D(A) es denso en H.
b) A es cerrado.

b) Para todo A > 0, (I + M\A) es biyectivo de D (A) sobre H, (I + AA)~" es
-1
un operador acotado y “(I + AA) “L(H) <1l
Definicién 18. Sea A un operador maximal monétono, entonces para todo

A>0
Jy= I+ 1A

es el resolvente de A.

Definicién 19. Sea V un espacio de Banach y sea J la inyeccién canénica
de V en V**. Se dice que V es reflexivo si J (V) = V**. Cuando V es reflexivo se
identifican implicitamente V' y V** (con ayuda del isomorfismo J).

Definiciones.

Los espacios que se utilizan en este trabajo son Banach y de Hilber.El marco
funcional en el cual se plantean las formulaciones variacionales globales y locales
estd constituido por espacios V (2) y Y (Q2) reflexivos de Banach, con sus respec-
tivos espacios duales V* (Q) y Y (*Q) . HY/2(T') es un espacio de Hilbert y su dual
es H™Y/2 (") . El espacio H (div; Q) es definido por

. n . i B‘U,,;
H (div; Q) = {v = (V3)1<;cn € (L2 (Q)) s dive =) 5 € L? (Q)}

i=1

que también es un espacio de Hilbert.

Las formulaciones variacionales mixtas macrohibridas son planteadas en espa-
cios funcionales locales, estos espacios son:
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El espacio de velocidad y el de presién que son definidos por

V() = {v€L2(Qe):div(v)eL2(Qe)} y
Y(Q) = L*(Q).

Los espacios de frontera interna de velocidad y presién por

B, = HY*(T.) ysudual
B*(l.) = HY2(T,)

ambos espacios asociados al espacio local de concentracién V(€2.) = H* () .

Para mayor informacién ver [15, 23]
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