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Introduccion

La matemaética es una ciencia que a lo largo de la historia ha ayudado a la humanidad a
entender su realidad, desde su forma de pensar hasta la naturaleza que lo rodea. Esta manera de
entendimiento, el conocimiento matematico, muchas veces tiene su origen en lo que el ser humano
observa, pero es transformado y pareceria que es totalmente ajeno a la realidad. El objetivo de esta
tesis es probar el teorema de la esfera, que por su enunciado pareceria un resultado muy abstracto,
pero a través de su demostraciéon uno se da cuenta de que no es asi y que hay muchas conceptos
absolutamente relacionados con lo que se ve en la vida normal.

El teorema de la esfera es un resultado de geometria riemanniana que da una equivalencia
topologica. Ademaés, este teorema, como muchos en matemaéticas, emplea diversas herramientas de
distintas ramas de las matematicas. En este caso se usan resultados de algebra, analisis, topologia
general, diferencial y algebraica, e incluso ecuaciones diferenciales.

El teorema de la esfera, un resultado extraordinario de geometria diferencial global, dice lo
siguiente:

TEOREMA DE LA ESFERA. Sea (M,g) una n-variedad riemanniana compacta y simplemente
conexa, cuya curvatura seccional K es tal que

1 1
1 — <K< —.
(1) 472 r2
Entonces M es homeomorfa a ST, donde SP* denota la esfera de radio v en R"*1.

No obstante, para un mejor desarrollo de la demostracién, si a la métrica se la multiplica por
la constante 1/r, se puede suponer que la desigualdad (1) es:

1
(2) a::Z<K<1.

Histéricamente, estimar la constante a siguié un proceso de aproximadamente una década. El
primer intento fue de Henry Ernest Rauch con a = 3/4 en 1951. Luego Wilhelm Klingenberg hizo
grandes contribuciones, usando nuevas técnicas y el Teorema de Rauch, demostré el teorema con n
par y a =~ 0,74 en 1959. Al afo siguiente, Marcel Berger demostro el teorema con n par y a = 1/4.
Finalmente, de nuevo Klingenberg en 1961 con ayuda de los tltimos resultados de Berger, demostré
el teorema tal como esta enunciado arriba.

Con respecto a si K puede considerarsele en el intervalo [1/4,1], se ha probado que si la
dimension es par, el teorema es falso. Y si la dimensién es impar, si se tiene el resultado, pero no se
sabe si se puede mejorar. Para lo casos n = 2 y n = 3, el teorema es cierto simplemente suponiendo
que K sea positivo, usando en el caso n = 2 el teorema de Gauss-Bonnet y en el caso n = 3 el
teorema de Hamilton.

Por otro lado, el teorema se puede mejorar a difeomorfismo, como se puede consultar en
[Cheeger-Ebin], pero no se abordara en esta tesis.

1



2 INTRODUCCION

La tesis esta estructurada en seis capitulos y un apéndice. En el capitulo 1 se abordan las
definiciones y resultados basicos necesarios para entender el enunciado del teorema de la esfera, asi
como para seguir de la mejor manera la demostracion de éste. Todos estos han sido obtenidos de las
Notas del Curso de Geometria Riemanniana de Moénica Clapp, del libro “Riemannian Manifolds”
de John Lee y del libro “Riemannian Geometry” de Manfredo do Carmo.

Sigue el capitulo 2, que es sobre el teorema de Rauch, una herramienta muy poderosa que
permite comparar la curvatura de dos variedades. En el capitulo 3 se introduce “el lugar de corte
de un punto”, éste es basicamente donde las geodésicas que parten de ese punto dejan de ser
minimizantes.

En el capitulo 4 se desarrolla la estimacion de Klingenberg, que es en esencia un nimero que
mide hasta donde el mapeo exponencial es difeomorfismo. Es en el capitulo 5 donde se demuestran
tres proposiciones que se usan directamente en la demostracion del teorema de la esfera.

Finalmente, en el capitulo 6 se da la demostracion del teorema de la esfera.



Capitulo 1

Nociones y resultados basicos

En este capitulo se hara un recuento de las definiciones y resultados de geometria riemanniana
necesarios para entender de la mejor manera el desarrollo del teorema de la esfera. No se demostrara
ningtn resultado, pero las demostraciones se encuentran en [Carmo], [Clapp| y [Lee].

Asi, lo primero que se debe hacer es definir el objeto basico a estudiar. En este caso son las
variedades suaves.

1. Variedades suaves

DEFINICION. Un atlas en un espacio topolégico M consiste de
e una cubierta abierta {U; | ¢ € Z} de M, es decir, una familia de abiertos tal que
Mc | U
ieT
e una familia de homeomorfismos {¢;: U; = Q; | € Z}, donde ; es un abierto en de R™,
tales que la funcién de transicion
pjo (pi_ll (pi(Ui n Uj) — ng(Ui n UJ)
es un difeomorfismo (suave) para cualesquiera i,j € Z.
A la pareja (U;, ;) se le llama una carta del atlas, a n se le llama la dimension de M y se dira que

M es una n-variedad suave.

DEFINICION. Dos atlas {(Us, ¢i)}iez v {(Vj,¥))};c; en M son equivalentes si su union es
también un atlas en M, i. e., si

Yio@; s @i(UsNVy) — (U NV;)

es un difeomorfismo para cualesquierai € Zy j € J.
Una estructura diferenciable en M es una clase de equivalencia de atlas de M. Siempre se va a
tomar un atlas representante de la clase de equivalencia.

DEFINICION. Una wvariedad (suave) es un espacio topologico de Hausdorff M, que satisface el
segundo axioma de numerabilidad, i. e., tiene una base topologica numerable; y una estructura
diferenciable en M.

1.1. Funciones diferenciables. Otra cosa basica es la relacion entre variedades, es decir,
funciones.
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DEFINICION. Sean M y N variedades. Una funcion F': M — N es suave si para cada x € M
existen cartas (U, ¢) de My (V, ) de N alrededor de z y F(x), respectivamente, tales que F(U) C V
y

Yo Fop™pU) = (V)
es suave.

Un difeomorfismo es una funcién F': M — N que es suave y biyectiva; y cuya inversa F~': N —
M es suave. Dos variedades M y N se dice que son difeomorfas si existe un difeomorfismo entre
ellas.

2. Espacio tangente

Ahora que ya se defini6 variedad suave, uno se pregunta como se ve ésta. Con este objetivo se
define el espacio tangente, un espacio vectorial que localmente se parece mucho a la variedad.

Sea M una variedad y p € M. Se denota por C*(M) a las funciones suaves f: M — R. Este
conjunto C*° (M) es una R-algebra con las operaciones f + g, Af y fg definidas puntualmente para
fig € C¥(M) y A € R, cuya unidad es la funciéon constante 1.

DEFINICION. Una derivacidn en p es una funcioén lineal X,: C*°(M) — R que satisface
Xp(f9) = F(0)Xp(9) + 9(0)Xp(f) Vf,9€CT(M).

A esta propiedad se le llama regla de Leibniz.

Obsérvese que si X, y Y, son derivaciones en p, su suma y su producto por escalar A € R,
definidos de la siguiente manera

(Xp +Yp)(f) := Xp(f) + Yo (f),  (AXp)(f) := AX,(f),

son derivaciones en p. Es decir, las derivaciones en p forman un espacio vectorial.

DEFINICION. Al espacio vectorial de las derivaciones en p se le llama espacio tangente a M en
p. Se denota por T, M y a sus elementos se les llama vectores tangentes a M en p.

Una funcion suave F': M — N induce una funcion Fi: T,M — Tp,) N dada por
(B Xp)(f) = Xp(fo F), [feCT(N), X, € T,M.
Esta funcién cumple las siguientes propiedades:
PROPOSICION 1.1. 8i F: M — N y G: N — N son funciones suaves y p € M se cumple
o Fo: TyM — Tp,) N es lineal,
o (GoF),=G,o0F,.
o (Idy)s = IdTpM
Gracias a esta proposicion, si F': M — N es un difeomorfismo, entonces
Fo: TyM = T,y N
es un isomorfismo.

DEFINICION. La funciéon F, se llama el diferencial de F en p (en inglés "pushforward”) y
también se denota como dF},.

Ahora, a partir de lo anterior, se quiere describir localmente el espacio tangente a M en p y
para esto antes se verd como es el espacio tangente a R™ en p. Para esto dltimo se requiere los
siguientes lemas.
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LEMA 1.2. Si X,: C®°(M) — R es una derivacion en p, entonces Xp(p) = 0 para cualquier
funcion constante pu: M — R.

LEMA 1.3. Sea X, € T,R". Entonces
X, = Zn:X (z) 0 ,
p i p 8:53 »

donde z7: R® — R es la j-ésima proyeccion y %L} es la derivacion que a cada f € C°(R") le
asocia su j-ésima deriwada parcial en p.

PROPOSICION 1.4. Sea p € R™.
e La funcion de R"™ a T,R™ dada por

0

v— D(_)(p)v = Zvj B

es un isomorfismo.
o Si F:R" = RF es suave, la funcion F, : T,R" — Tp(p)Rk corresponde a la derivada DF(p)
bajo dicho isomorfismo, es decir, conmuta el diagrama

T,R* % Tp,RE
~| NS
rRe  2EW gk

Con la proposicion anterior y las dos siguientes el espacio tangente a M en p quedara expresado
localmente.

PROPOSICION 1.5. Sea X, € T,M. Si dos funciones f,g € C>°(M) coinciden en una vecindad
de p, entonces X,(f) = X,(g).

PROPOSICION 1.6. La inclusion v: U — M induce un isomorfismo
L T, U — T, M,
donde U es un abierto en M yp € U. Es decir, T,U = T,M, con U vecindad de p.

Si (U, ) es una carta de M y p € U, entonces ¢: U — ¢(U) es un difeomorfismo y ¢, : T,U —

Ty ((U)) es un isomorfismo. Ademas, la Proposicion 1.4 asegura que las derivaciones
0
8]'17 = (80—1)* a7 ) jzla"'nv
Oz? #(p)

forman una base de T,,M. Explicitamente, para f € C>(U),

o5 = 2022 (o)),

NOTACION. Para evitar cargar demasiada notaciéon en lugar de escribir 9;/,, se escribira sim-
plemente 0;, siempre y cuando no haya confusion con respecto al punto de anclaje.
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DEFINICION. A esta base se le llama sistema de coordenadas en p y a cada 0;, se le llama
vector coordenado en p. Asi, todo X, € T, M se escribe de manera tnica como

(3) Xp = X)dilp, con X = X, (¢"),

j=1
donde ¢’ := 27 0 ¢ es la j-ésima componente de ¢. Los niimeros X;7 -+ X} se llaman componentes
de X,,.

NOTACION (Convencion de sumatoria de Einstein). Se denotara a una suma ) 7 ) 2/ Ej; en
cuyos términos aparece dos veces el mismo indice simplemente como 2’ E;. Es decir,

n
Jm.o.— J .
:CE].—E ! Ej.
Jj=1

2.1. Vectores tangentes a curvas. La siguiente definicion presenta a las curvas, objetos
bésicos para el estudio de una variedad. En esta subseccion se utilizan para dar una version alter-
nativa del espacio tangente.

DEFINICION. Sea M una variedad. Una curva en M es una funciéon suave a: (a,b) — M. Si
to € (a,b), el vector tangente a « en ty es la derivacion

d(to) = Ok g

Toie M
aQ 06 a(to)M,

t

donde Z;| es la base estandar de T3, R. Esta derivacion estd dada por

d
tip
. d(foa -
att)(N) = 20, e,
Si (U, ) es una carta de M en a(ty) y ¢ oa = (al, - ,a"), entonces
é(to) = 67 (0)0; la(to)-

En los cursos de geometria diferencial se define el espacio tangente a una variedad M en un punto
p como el conjunto de vectores tangentes en p a todas las curvas que pasan por éste. La siguiente
proposicién da justamente esta caracterizacion a partir de la definicion dada en la seccion 2 de este
capitulo.

PRoOPOSICION 1.7. Si M es una variedad y p € M, entonces todo X, € T,M es el vector

tangente a alguna curva «: (—e,e) = M en 0, i. e., «(0) = p.

De esta manera, la diferencial de una funcion suave F': M — N se expresa de manera sencilla
en términos de curvas: si X, € T, M es el vector tangente a la curva a: (—e,e) — M en 0, entonces
Fo: T,M — Tp(p)N esta dada por

F.X, = (Foa)(0).
3. Subvariedades

A continuacion se introduce lo que es una subvariedad, cuya objetivo en esta tesis es comprender
mejor el concepto de transversalidad.



4. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE UNA VARIEDAD 7

DEFINICION. Si M es una variedad suave, una subvariedad de M es una variedad suave M
junto con un encaje i: M — M, es decir, M es homeomorfa a su imagen (M) y

is: TyM — T,M
es inyectiva.

3.1. Espacio tangente a una subvariedad. Sea M una n-subvariedad de una m-variedad
M. Para cada punto p € M existe un sistema de coordenadas {91, -+, } en una carta (U, ¢) de
pen M tal que U N M esta dado por

{z e Mlp"t!(z) = =" (z) =0}

y {01, ,0,} forman un sistema de coordenadas local para M. En cada g € U N M, TqM puede
ser identificado como el subespacio de T,M generado por {01, -+ ,0n}.

3.2. Transversalidad. Una propiedad de subvariedades utilizada es la transversalidad, que
se define a continuacién.

_ DEFINICION. Sean N y N dos subvariedades suaves de M, variedad suave. N es transversal a
N si para todox € NN N, 5
T.N+T,N=T,M.

Vease [Guillemin-Pollack].

4. Propiedades topologicas de una variedad
En esta seccién se describirén ciertas propiedades topoldgicas que puede tener una variedad.
4.1. Variedades compactas.

DEFINICION. Una variedad M es compacta si toda cubierta abierta {U; | i € Z} de M tiene una
subcubierta abierta finita, es decir, existen U;,,---,U;,, elementos de la cubierta tal que

McU,U---UU;,.
4.2. Variedad simplemente conexa.

DEFINICION. Dos curvas v: [0,1] = M y 4: [0,1] — M son homotdpicas si existe una funcion
continua

H:[0,1] x [0,1] = M

tal que
H(0,t) = ~(t)y
H(1,t) = ().
Si ademas
H(s,0) = ~(0)=5(0)y
H(s,1) = ~(1)=7(1),

entonces se dird que son homotdpicas con extremos fijos.

DEFINICION. Una variedad M es conexa por trayectorias si para cualesquiera p,q € M, existe
una curva que los une, no necesariamente suave.

DEFINICION. Una variedad M es simplemente conera si es conexa por trayectorias y para
cualesquiera dos curvas, éstas son homotopicas.
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4.3. Orientabilidad.

DEFINICION. Sea M una variedad diferenciable. Se dird que M es orientable si admite una
estructura diferenciable {(U;, ;) }icz tal que para todo par j,k € Z que cumplen que U; N Uy, # 0,
entonces el determinante del jacobiano de la funcién

V) o g0;1: ;i (U; NU) = ¢r(U; NUy)
es positivo.

PROPOSICION 1.8. Si una variedad M es simplemente conexa, entonces es orientable.

5. Tensores

Los tensores se incluyen para entender perfectamente lo que es la métrica riemanniana y el
tensor de curvatura, intruducidos posteriormente.

Considérese V' un espacio de dimension finita sobre R. Sea V* es espacio dual de V|, i. e.,
V* ={f: V = R| f es lineal}. Recuérdese que a los elementos de V se le llama vectores y a los
elementos de V* se les llama covectores.

DEFINICION. Un k-tensor covariante en V es una funcion k-multilineal a R:
F:Vx--.-xV-—R
Un [-tensor contravariante en V es una funcion [-multilineal a R:
G: V'x---xV*—R
Un tensor del tipo (’;), k-covariante [-contravariante, es una funciéon (k + I)-multilineal a R:
H: VX xVxV*x..xV*—R

k copias |l copias

Se van a denotar al conjunto de todos los k-tensores covariantes como T%(V), al conjunto de
todos los I-tensores contravariantes como T;(V) y al conjunto de los tensores del tipo (];) como
TF(V). Y se hacen varias identificaciones:

T"(V)=V* Ty(V)=V*=V y T°V)=R.
DEFINICION. Sean F € TF(V) y G € TP(V). Se define el producto tensorial de F' y G como
covectores vectores
—_——
(F & G)(wlv e ’wl-l-q’ V17 e 7Vk+p)
I
F(wlu e 7wla V17 e 7Vk)G(wl+la e ’wl-‘rq’ Vk+17 e 1Vk+p)

Si{E1,---,E,} es base de V. Considérese {¢!,- -+, "} la base dual correspondiente para V*,

definida por ¢'(E;) = §,;, donde
1 sii=j
5ij = { 0

sid # j.
Una base para T}(V) estd dada por los tensores de la forma

Eji® - QE, 00" ® - ¢,
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con iy, jq € {1,--- ,n}. Estos tensores se evaluan en la base de la siguiente manera:
(Ejl ®"'®Ejl ®(pi1 ®"'®‘pik)(§081a"' a(pslaEmv"' ’E""k)
I
5S1j1 T 55ljl 5i17“1 T 5ik¢“k'
Asf, cualquier tensor F € T}*(V) puede ser escrito como
F=FllE,® - ®E,0¢" @ 2¢",
donde
F?,Jllzjkl = F(wjlv e 7@]laEi17 e 7Eik)-
Hay una clase especial de tensores, aquellos que son alternantes, es decir, que cambian de signo
cuando dos argumentos son intercambiados.

DEFINICION. Se llaman k-formas a los k-tensores covariantes alternantes. Y al espacio de todas
las k-formas se denota como A*(V).

6. Haces vectoriales

DEFINICION. Un haz vectorial de dimension k es una pareja de variedades E y M, junto con
una funcién suprayectiva m: £ — M, que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Cada conjunto E, := 7~ !(p) estd dotado con la estructura de un espacio vectorial.
2. Para cada p € M, existe una vecindad U de p y un difeomorfismo

o: Y U) = U x R,
tal que el siguiente diagrama conmuta:

N U) % UxRF
Tl m
U = U
donde 7 es la proyeccién en el primer factor.
3. Con U y ¢ como antes, para cada q € U, la restriccion ¢ |Eq By — RF, es un isomorfismo
lineal.

A E se le llama espacio total, a M espacio base, a m proyeccion, a E, fibra de E sobre p y a ¢
trivializacion local de E.

Muchas veces uno se encuentra una colecciéon de espacios vectoriales, uno para cada punto de
una variedad. Y se quiere pegarlos de una manera adecuada para que formen un haz vectorial. Para
probar que esta coleccién forma un haz vectorial se puede usar el siguiente lema evitando mostrar
que el espacio base es una variedad suave.

LEMA 1.9. Sea M wuna variedad suave, E un conjunto y m: E — M una funcion supra-
yectiva. Supdngase que se tiene una cubierta abierta {Uy} de M junto con funciones biyectivas
o T HUy) — Us x R que satisfacen w1 0 po = m, tal que cuando U, NUg # 0, la funcion de
transicion

Paopy': UaNUg xR = Uy N Uz x R
es de la forma
P09y (0, V)= (p,7(p)V)
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para alguna funcion suave T7: Uy, NUg — GL(k,R). Entonces E tiene una tinica estructura como
haz vectorial suave de dimension k sobre M para el cual las funciones p, son las trivializaciones
locales.

DEFINICION. Si w: E — M es un haz vectorial sobre M, una seccion de E es una funciéon
Y: M — FE tal que m o X = Idy;, donde Idy; es la identidad en M. Dicho de otra manera, que
X(p) € E, para todo p € M. Se dice que X es una seccidn suave si es suave como funcién entre
variedades.

A una funcién suave 3: U — FE definida en una vecindad abierta U de M tal que mo ¥ =
t: U — M se le llama seccion local de .

DEFINICION. Sea 7: E — M un haz vectorial sobre M de dimension k. Un marco local de 7 es

un conjunto de k secciones locales 01,--- ,01,: U — E de m que son linelamente independientes, i.
e., 01(p),- -+ ,0k(p) son linealmente independientes en E, para cada p € U. Si U = M, se le llama
marco de T.

OBSERVACION 1. Notese que el conjunto de secciones de un haz vectorial forma un espacio
vectorial con la suma o1 + 02: M — FE y el producto por escalares A\o: M — FE definidos de la
siguiente manera:

(01 +02)(p) = 01(p) + 02(p) € By, (A0)(p) := Aa(p) € Ep.
Si ademas con f € C*°(M) se considera la operacion
(fo)(p) = f(p)a(p) € Ep,
entonces el espacio de las secciones de un haz vectorial forma un C'*°(M)-médulo.

6.1. Haz tangente. Como primer ejemplo de haz vectorial se tiene al haz tangente. En cada
punto p € M se considera el espacio tangente a M en p.

DEFINICION. Sea M una variedad. Se define como haz tangente a M al conjunto
™™ = [] T,M.
pEM
Y se define la proyeccion del haz tangente como la funcion
T=mp:TM — M
dada por
m(V(p)) == p-
A este objeto T'M, le es heredado por M cierta estructura descrita en la siguiente proposicion.

PrOPOSICION 1.10. Sean M una m-variedad y N una n-variedad.
1. TM tiene una topologia y una estructura diferenciable naturales con las cuales TM es una
2m-variedad y T es una funcion suave.
2. St F: M — N es una funcion suave, entonces su diferencial o “pushforward” Fy: TM —
TN es una funcion suave.

DEFINICION. Un campo vectorial V en una variedad M es una secciéon del haz tangente TM,
1. e., ’R’MOV:IdM.

OBSERVACION 2. Si (U, ) es una carta de M en p, con p € U. Entonces los vectores {9;}
forman un marco local en p.
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6.2. Haz tensorial. Como segundo ejemplo de haz vectorial se tiene al haz tensorial. En
cada punto p € M se considera el espacio de los tensores del tipo (l;) en T,M.

DEFINICION. Sea M una variedad. Se define como haz tensorial al conjunto
T'M = [] T (T,M).
pEM
Y se define la proyeccion del haz tensorial como la funciéon
m: TFM — M
dada por
7(F) :=p,
con F € TF(T,M).

De manera totalmente anéloga se define el haz de k-formas como el conjunto

ARM =TT AMT,M).
peEM

Para mostrar que éste es un haz vectorial se usa el Lema 1.9.

Si (U, ) es una cartade M y p € U, se sabe que {0; } forman una base de T, M. Asi, se considera
su base dual {dz'} y, por lo tanto, cualquier tensor F' € leM se puede escribir en términos de la
base como:

F=F20, 0 00, @d" @ oda'

DEFINICION. Un campo tensorial en M es una secciéon suave del haz tensorial 7M. Y una
k-forma diferencial es una secciéon suave del haz de k-formas AFM.

6.3. Campo Tensorial. Un campo tensorial, como ya se vid, es una secciéon suave del haz
tensorial. El conjunto de campos tensorial se denotara como ’77“M .
Si (U, ¢) es una carta de M, cualquier campo tensorial se escribe

F(p)=F7(p)o), ® - ®0;, ®da" @+ @ da'™.
Se va escribir F'(p) para especificar donde esté basado el campo tensorial.

6.4. Campos Vectoriales. Recuérdese que un campo vectorial es una seccién suave del haz
tangente. Al conjunto de todos los campos vectoriales en M se denota por T (M) y, como se vio
en la ultima observacion, éste es un espacio vectorial con las operaciones V 4+ W y AV definidas
puntulamente:

(V+W)(z) :=V(z)+W(z), AV)(x):=AV(z),
que estan bien definidas porque V(z), W(x) € T, M y éste es espacio vectorial. Mas aun, si f €
C>®(M) se define
(fV)(@) = f(2)V(x).
Y junto con esta ultima operacion T (M) es un C*° (M )-modulo.

Ahora se expresara localmente a un campo vectorial. Si (U, ) es una carta de M, cualquier
campo vectorial V' se expresa en U como

vV =V70;
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donde VI € C*®(U), j=1,--+,n, i. e.,

Vet @) = Vo2
(4) = [D(foe™)(Vor™)](a) Vg€ p(U)

Sin embargo se pueden expresar los campos vectoriales globalmente en términos de derivaciones.

DEFINICION. Una derivacion en M es una funcion lineal x: C* (M) — C*°(M) que cumple la
regla de Leibniz, i. e.,

x(f9) = fx(g9) +agx(f), Vf,geC>(M).

PROPOSICION 1.11. x: C™®(M) — C°°(M) es una derivacion en M si y sdlo si ésta es de la
forma x(f)(p) := V(p)(f) para algin V € T(M).
Es asi, que se identifican los campos vectoriales en M con las derivaciones en M. SiV € T (M)
y [ € C®(M), se escribira
Vfecl*(M)
para denotar a la imagen de f bajo la derivacion asociada a V', (V f)(p) = V(p)(f). De la igualdad
4, se tiene que V f, en coordenadas locales, es la derivada direccional de f en la direcciéon de V.

DEFINICION. Un difeomorfismo F': M — N induce F,: TM — TN un isomorfismo que hace

conmutar al diagrama

M N

Vi LBV
™ L5 TN
para todo V € T(M). F.V se le llama el diferencial de V por F. A F, también se denota por dF.

6.5. Corchete de Lie. La siguiente herramienta se utiliza entre otras cosas en la definicién
del tensor de curvatura.

DEFINICION. Sean V,W € T(M). El corche de Lie de V' y W se define como [V, W] := VW —
wvV.

PROPOSICION 1.12. [V, W] € T(M) para cualesquiera V,W € T (M).

Si se expresa localmente a V y W en una carta (U, ) de M como V = VIid; y W = Wi9;,
entonces A A ‘ ‘
V,W] = V'o,W’ —W'0;V7)0;.
PROPOSICION 1.13. Sean V,\W,Z € T(M), A, pu € R y f,g € C(M). El corchete de Lie tiene
las siguientes propiedades:
1. Antisimetria:
[V,W]=—-[W,V].
2. Bilinealidad:
AV + uW, Z] = NV, Z] + u[W, Z].
3. Identidad de Jacobi:
V.W, Z]] + W, [Z, V]| + [Z,[V,W]] = 0.
4. [V +gW] = fglV. W]+ (fVgW — (gW f)V.
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7. Meétrica Riemanniana
DEFINICION. Una métrica riemanniana en una variedad suave M es un 2-campo tensorial
g € T?M que cumple:
e Simetria
gV, W)=gW,V) VV,IW e T,M.
e Positividad
g(V,V)>0 siV #0.
Es decir, una métrica riemanniana determina un producto interior en cada espacio tangente T, M.
Se denotara (V, W), := g(V, W).
Una variedad suave M junto con una métrica riemanniana dada se llamara variedad rieman-
niana. Se dird métrica en lugar de métrica riemmaniana cuando no haya oportunidad de confusion.

PROPOSICION 1.14. A toda variedad suave se le puede dar una métrica riemmaniana.

DEFINICION. Sea p en una variedad riemanniana (M, g). Se define la longitud o norma de un
vector tangente V' € T, M como

1
Vg :=(V,V)3.
Se define el dngulo entre dos vectores no cero V., W € T, M como el tnico 6 € [0, 7] que satisface
(V.W)g
cosf = ————=—.
(IV1g[Wlg)
Se dird que V' 'y W son ortogonales si 0 = 7, i. e., si (V,W), = 0.
A los vectores {F,--- , F,,} se les dird ortonormales si su longitud es 1 y cualquier par de ellos

son ortogonales entre si, i. e.,
(Fi, Fj)g = 045

Si {E1, -+, E,} es un marco local de TM y {¢',--+ ,¢"} es su marco dual local, entonces la
meétrica riemanniana puede ser escrita como

9= 99" @ ¢,
donde g;; = (E;, Ej)q.
La matriz de coeficientes (g;;) es simétrica y depende suavemente de p € M. En particular, si
(U, ) es una carta de M, entonces g se escribe
(5) g = gijdz’ ®da’.
Por la simetria de (g;;), (5) se puede escribir
g= gijdxidxj.
EJEMPLO. S con la métrica §, = e inducida por la métrica euclidiana en R"*! es una variedad

riemanniana.

DEFINICION. Sean (M, g) y (N, h) dos variedades riemannianas. Una funcion suave F': M — N
es una isometria local si

hMFE.X,F.Y)=g(X,Y) paratodo X,Y € T,M.

Si ademas F' es difemorfismo, se dice que F' es isometria.
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DEFINICION. Sea M una variedad riemanniana. M es una variedad riemanniana homogénea
si existe un grupo de Lie G (un grupo que admite estructura de variedad diferenciable) que acttia
suavemente y transitivamente por isometrias.

Dado un punto p € M, M es isotrdpica en p si existe un grupo de Lie G actuando suavemente por
isometrias tal que el grupo de isotropfa G, C G, el subgrupo de G que fija a p, actiia transitivamente
en el conjunto de vectores unitarios en T, M (donde h € G, actta en T, M por Gy: T,M — T,M).

PROPOSICION 1.15. S}’ es homogénea e isotrdpica.

8. Conexiones

Lo que se busca es ver que tan derecha es una curva, para esto se necesita una forma de
“derivar” campos vectoriales. Sin embargo, se tienen dos problemas para conseguirlo. Por un lado la
derivacién usual de geometria diferencial usa el espacio ambiente de la variedad, cosa que aqui no
se tiene. Por otro lado, cada vector del campo vectorial yace en un espacio tangente distinto. Asi, se
necesita un operador de diferenciaciéon que no dependa del espacio ambiente, ni de las coordenadas.
Asi, se llega al concepto de conexion, un objeto que podria decirse que “conecta” espacios tangentes
cercanos.

DEFINICION. Sea m: E — M un haz vectorial sobre una variedad M y sea £(M) el espacio de
las secciones suaves de E. Una conexion en E es una funciéon

Vi T(M)x&M) — E(M)
(V, W) — Vv W

que satisface las siguientes propiedades:
1. VyW es lineal sobre C*°(M) en V:
VivieguW = fVy, W +gVy,W Vf,geC®(M);
2. VyW es lineal sobre R en W:
Vv (aWy 4+ bWs) = aVy Wi +bVy Wy Va, b €R;
3. V satisface la regla de Leibniz:
Vv fW = fVyW + (VW VfelC®(M).
A VW se le llama la derivada covariante de W en direccion de V.

Aunque una conexion se define para cualquier haz vectorial, aqui solo se ocuparan las conexiones
para el haz tangente.

DEFINICION. Una conexion lineal en M es una funcién
V: T(M)xT(M) — T(M)
(V,W) — VyW

que satisface las propiedades de ser conexion.

El siguiente objetivo es ver como se expresan en coordenadas locales estas conexiones lineales.
Para esto considérese {E1, - - - , E,, } un marco local de T'M en un abierto U C M. Asi, para cualquier
1y j se tiene

_ Tk
Vg By =17Ek.
Esto define n® funciones T'}; en U.
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DEFINICION. A estas n® funciones se le llama simbolos de Christoffel de ¥V con respecto a ese
marco local.

LEMA 1.16. Sea V una conezion local y sean V,W € T (U) expresado en términos de un marco
local como V. =V'E; y W = WjEj, Entonces

VyW = (VW* + V'WIT},)E.
PRrROPOSICION 1.17. Toda variedad admite una conexion lineal.

Cualquier conexion lineal autométicamente induce conexiones en todos los haces tensoriales
sobre M.

LEMA 1.18. Sea V una conexion lineal en M. Existe una unica conexion en cada haz tensorial
Tl’“M, también denotada V, tal que satisface las siguientes propiedades:

1. EnTM, las dos conexiones coinciden.
2. En T°M, V estd dada por la diferenciacion comin de funciones:

Vvf=Vf.
3. V satisface la siguiente regla con respecto al producto tensorial:
Vy(FRG)=(VyF)@ G+ F® (VyG).
4. V satisface la siguiente propiedad con respecto a la pareja covector w y vector W :
Vvw(W) = Vyw(W) + w(VyW).
5. Para cualquiera F € 77“M, W; campos vectoriales y w? 1-formas,

(VyEF)(wh, -, W, W) = VI(FW?, -, W, )
!
—ZF(w1,~-~ JVywd, ot W, )

Asi, si (M, g) es una variedad riemanniana, entonces
Vvg =V(g(Wi,W2)) — g(Vy Wi, Wa) — g(W1, Vi W)
para cualesquiera V, Wy, Wy € T (M).
DEFINICION. Se define como tensor de torsion de la conexion al (f)—campo tensorial
T: T(M)x T(M)— T(M)

dado por
T(X,Y)=VxY -VyX — [X,Y].

DEFINICION. Se dice que la conexién es simétrica si su tensor de torsion es identicamente cero.



16 1. NOCIONES Y RESULTADOS BASICOS

9. Campos vectoriales a lo largo de curvas

DEFINICION. Un campo vectorial a lo largo de una curva v: [a,b] — M es una funciéon suave
V:la,b] — TM tal que V(t) € T4 M Vt € [a,b]. Se denotara como 7 () al espacio de todos los
campos vectoriales a lo largo de ~.

DEFINICION. Un campo vectorial V' a lo largo de v: [a, b] — se dice que es extendible si existe
un campo vectorial V' € T (M) tal que para cada ¢ € [a, ] se tiene V(¢) = V(y(¢)).

Lo siguiente que se quiere ver es como un campo vectorial a lo largo de una curva varia direc-
cionalmente, que es la razon por la cual se definieron originalmente las conexiones. Para esto, se
restringe la conexién a la curva.

LEMA 1.19. Sea V una conexion lineal en M. Para cada curva v: [a,b] — M, esta conexion V
determina un unico operador

Dy: T(v) = T()
que satisface las siguientes propiedades:
1. Linealidad sobre R:

Di(aV +bW) =aD;V +bD;W Va,b € R.
2. Regla de Leibniz:
D.(fV)=fV+ fD,V VfeC*M).
3. Si'V es extendible, entonces para cualquier extension V de V se tiene
DV (t) = ViuV.

DEFINICION. SiV € T (%), a D,V se le llama la derivada covariante de V' a lo largo de 7.

10. Geodésicas

Uno de los conceptos bésicos de la Geometria Riemanniana es el de geodésica, que se definen
como las curvas més “derechas” en una variedad.

DEFINICION. Sean M una variedad con una conexion lineal V y 7: [a,b] — M una curva en
M. La aceleracion de vy es el campo vectorial D;¥. Una curva - se llamara geodésica con respecto
a V si su aceleracion es cero:

Dy = 0.

TEOREMA 1.20 (Existencia y Unicidad de Geodésicas). Sea M una variedad suave con una
conexion lineal. Para cualquier p € M, cualquier V € T,M y cualquier ty € R existen un intervalo
abierto (a,b) C R que contiene a ty y una geodésica v: (a,b) — M que satisface y(to) = p y
A(to) = V. Si hay dos geodésicas que satisfacen lo anterior, entonces coinciden en su dominio
comun.

De la ultima parte del teorema se tiene que existe un tinica geodésica maximal, i. e., no se puede
extender su intervalo de definicién.

DEFINICION. A la geodésica maximal se le llama simplemente la geodésica con punto inicial p
y velocidad inicial V', y se le denota como ~y .
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11. Transporte paralelo

DEFINICION. Sea M una variedad suave con una conexion lineal V. Un campo vectorial V a lo
largo de una curva ~ se dice que es paralelo a lo largo de ~ con respecto a V si D;V = 0.
Se dice que un campo en M es paralelo si es paralelo a lo largo de cualquier curva.

TEOREMA 1.21. Dada una curva v: [a,b] = M, to € [a,b] y Vo € Ty )M, existe un tinico
campo vectorial paralelo V' a lo largo de v tal que V(to) = V.

DEFINICION. Al campo vectorial V' del teorema anterior se le llama transporte paralelo.
Para concluir esta seccion, es importante hacer la siguiente observacion.

OBSERVACION 3. Si«y: [a,b] = M es una curva y to,t; € [a,b], entonces el transporte paralelo
define un isomorfismo lineal
Ptotl N T’Y(tO)M — T’Y(tl)M

dado por P+, V =V (t1), donde V es el transporte paralelo de V; a lo largo de 7.

12. Conexion Riemanniana

El siguiente paso es mostrar que existe una conexion que refleja las propiedades de la métrica.

DEFINICION. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Se dice que una conexion lineal V es com-
patible con la métrica g si para cualesquiera X,Y,Z € T (M) se satisface:

ng(Y, Z) = g(VXY, Z)+ gy, sz).
LEMA 1.22. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. V es compatible con g.
2. Vg=0.
3. Sea v una curva. Si'V y W son campos vectoriales a lo largo de 7y, entonces

d
ag(vv W) = g(D:V, W)+ g(V, D:W).

4. Sea v una curva. Si' V. y W son campos vectoriales paralelos a lo largo de vy, entonces
g(V,W) es constante.

5. El transporte paralelo Py, 2 Ty )M — Ty )M es una isometria para cualesquiera to y
t1.

TEOREMA 1.23 (Teorema Fundamental de la Geometria Riemanniana). Sea (M, g) una variedad
riemanniana. Existe una unica conexion lineal V en M que es compatible con g y que es simétrica.

DEFINICION. A esta conexion se le llama conexion riemanniana o conexion de Levi-Civita de

En la demostracion del teorema se obtiene la siguiente férmula para la conexién riemanniana:
1
E igualmente, se obtiene una férmula para los simbolos de Christoffel en una carta (U, ¢) de M:
1
Iy = igkl(aigjl +0igi1 — 019i5),

donde (g*') es la matriz inversa de la matriz de coeficientes de la métrica.



18 1. NOCIONES Y RESULTADOS BASICOS

DEFINICION. A las curvas que son geodésicas con respecto a la conexion riemanniana se le
denomina geodésicas riemannnianas.

DEFINICION. Sea y una curva. A la longitud del vector velocidad |¥(t)| se le llama la velocidad
de v al tiempo t. Se dice que v tiene velocidad constante si |¥(t)| no depende de t. Y se dice que ¥
tiene velocidad unitaria si |3(t)] = 1.

LEMA 1.24. Todas las geodésicas riemannianas son curvas de velocidad constante.

Una propiedad muy importante de la conexién riemanniana que se preserva bajo isometrias,
es decir, una isometria manda la conexién riemanniana del dominio a la conexién riemanniana del
contradominio. Esto se ve en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.25 (Naturalidad de la conexién riemanniana). Supdngase que p: (M, g) —
(M, g) es una isometria.
1. ¢ lleva la conexion riemanniana V de g a la conexion riemanniana V de g:
2 (VyW) = Vv (@ W).
2. Si~y es una curva en M y V un campo vectorial a lo largo de vy, entonces
@DV = Dy(p.V).

3. ¢ lleva geodésicas en geodésicas: si 7y es geodésica en M con punto inicial p y velocidad
inicial V', entonces ¢ o7y es la geodésica en M con punto inicial ¢(p) y velocidad inicial

v V.

13. Mapeo Exponencial

La herramienta desarrollada en esta secciéon es el mapeo exponencial, un mapeo que permite
dar unas coordenadas “mejores” a la variedad y que tiene varias propiedades muy importantes.

DEFINICION. Se define el subconjunto £ de TM, el dominio del mapeo exponencial, como
E:={V € TM| v esta definida en un intervalo que contiene al [0,1]}.

donde vy es la geodésica con punto inicial vy (0) y velocidad inicial V', es decir, 41 (0) = V. Y se
define el mapeo exponencial exp: € — M dado por

exp(V) := vy (1).
Para cada p € M se define el mapeo exponencial restringido exp, como la restriccion de exp a
& =ENT,M.
Ahora se describen las propiedades de este mapeo en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.26.

1. & es abierto en TM, contiene a la seccion cero y cada £, es un conjunto estrellado con
respecto al origen en T, M.
2. Para cada V € TM, la geodésica vy estd dada por

v (t) = exp(tV)

para toda t tal que cualquiera de los lados estd definido.
3. El mapeo exponencial es suave.
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Recuérdese que un subconjunto S de un espacio vectorial V' es estrellado con respecto a = € S
si para cualquier y € S el segmento de = a y esta contenido en S.

LEMA 1.27. Para cualquier p € M, hay una vecindad V del origen en T,M y una vecindad U
de p en M tal que exp,: V — U es un difeomorfismo.

DEFINICION. Cualquier vecindad abierta U de p € M que es la imagen difeomorfa bajo exp,
de una vecindad abierta estrellada de 0 € T, M como en el lema anterior se llama vecindad normal
de p.

DEFINICION. Si e > 0 es tal que el mapeo exp,, es un difeomorfismo en la bola B(e,0) C T,,M,
la bola con centro en 0, radio € y el radio es medido con la norma definida por g; entonces el conjunto
exp,(B(e,0)) es llamado la bola geodésica con centro en p y radio € y se denotard como By(e,p).
Ademas, si la bola cerrada B(e,0) C T,M esta contenida en una vecindad abierta V' C T,M en
donde exp,, es un difeomorfismo, entonces el conjunto expp(B(e,O)) es llamado la bola geodésica
cerrada con centro en p y radio € y al conjunto expp(aé(s, 0)) se le llama esfera geodésica con centro

en p y radio €. Estos ultimos se denotan como By(e,p) y Sy(e, p), respectivamente.

Una base ortonormal { E;} para T, M induce un isomorfismo E: R™ — T,,M dado por E(z!, -+ a") =
z'F;. Sea U una vecindad normal de p, si se combina este isomorfismo y el mapeo exponencial se

consigue una carta (U, ) con
1

p:=E" oexpljl: U—R"
DEFINICION. A estas coordenadas se le llama coordenadas normales riemannianas centradas
en p. En cualesquiera coordenadas normales riemannianas centradas en p se define la funcidn de

distancia radial v como
1

r(q) = (Z(@"’(q)V)

y el campo vectorial radial unitario % como
9 ¢ 0
or’ r Oxt

Asi, estas coordenadas tienen ciertas propiedades muy convenientes para muchos calculos y
éstas son expuestas en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.28. Sea (U, ¢) una carta normal riemanniana centrada en p.

1. Sean V. = Vid; € T,M y v la geodésica que empieza en p con velocidad inicial V, i.e.,
4(0) = V. Entonces la geodésica vy se representa en coordenadas normales riemannianas
como

w(t) = (V.- V")
stempre y cuando yy esté contenido en U.
Las coordenadas de p son (0,---,0), i. e., p(p) = (0,---,0).
Las componentes de la métrica en p son g;j = d;;.
Las bolas {p| r(q) < €} contenidas en U son bolas geodésicas en M.
En cualquier punto q € U \ p, % es el campo vectorial de velocidades sobre la geodésica
con velocidad unitaria de p a q y por lo tanto, % tiene longitud 1 con respecto a g.
6. Las derivadas parciales de g;; y de los simbolos de Christoffel son cero en p.

Grds o o
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DEFINICION. Un conjunto W C M es llamado totalmente normal si existe alguna § > 0 tal que
W esta contenida en una bola geodésica de radio ¢ para todos sus puntos.

LEMA 1.29. Para todo p € M y U vecindad de p, existe una vecindad totalmente normal W de
p contenida en U.

14. Distancia geodésica
Ahora, en esta seccién, se da una estructura de espacio métrico a la variedad sin cambiar la

topologia original.

DEFINICION. Sea v: [a,b] — M un segmento de curva, se define la longitud de v como

b
L) = [ Fitolge,
Cabe destacar que la longitud no depende de la parametrizacién de la curva.

DEFINICION. Una curva regular es una curva suave v: [a,b] — M tal que #(t) # 0.
Una curva v: [a,b] — M se dice que es admisible si existe una subdivision a = a9 < a1 <
- < ar = b tal que v}, , q,] es regular para ¢ = 1,--- , k. También se consideraran como curvas
admisibles a las curvas constantes. La longitud de estas curvas es simplemente la suma de las
longitudes de los pedazos suaves.

Sea (M, g) una variedad riemmaniana conexa. Para cualesquiera dos puntos p,q € M se define
el siguiente conjunto
curv(p,q) :={v: [a,b] = M| vy(a) =p, v(b) = q y 7 es admisible}.
DEFINICION. Se define la distancia riemanniana d(p,q) como

dg(p,q) == inf L(y).
yEcur(p,q)
LEMA 1.30. Con la funcion de distancia riemanniana, cualquier variedad riemanniana es un
espacio métrico cuya topologia inducida es la misma que la dada.

15. Geodésicas y curvas minimizantes

En esta seccion se busca ver que relaciéon hay entre las geodésicas y las curvas minimizantes.
Ademaés se desarrolla una herramienta para averiguar cuando una curva es geodésica.

DEFINICION. Una curva admisible v en una variedad riemanniana se dice que es minimizante
si L(y) < L(¥) para cualquier otra curva admisible 4 que tenga los mismos extremos.

Se sigue de la definicion de distancia que 7 es minimizante si y solo si L(7y) es igual a la distancia
entre sus extremos.

Las curvas minimizantes tienen la propiedad de que son geodésicas pero no al revés, i.e., no todas
las geodésicas son minimizantes. Para probar esta propiedad se pensara a la funcién de longitud L
como un funcional en el conjunto de las curvas admisibles y se buscaran minimos de este funcional.
Para diferenciar la funcién del funcional, el funcional se denotara como L.

DEFINICION. Una familia de curvas admisibles es una funcién continua

I: (—¢,e) x [a,b] = M
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que es suave en cada rectangulo de la forma (—e¢,¢) X [a;—1, a;] para alguna subdivision a = ag <
ap < --- < ap =by tal que I'4(t) :=T'(s,t) es una curva suave para toda s € (—¢,¢).

Si I' es una familia admisible, un campo vectorial a lo largo de T' es una funcién continua
Vi (—e€,e) x [a,b] = TM tal que V(s,t) € Tr(s)M para cada (s,t) y tal que V|(_c o)x[a,_,,a;] €8
suave para alguna subdivisién a = ag < a; < --- < ap =b.

Cualquier familia admisible I' define dos clases especiales de curvas: las curvas principales
definidas en [a, b] con s constante, denotadas I's(t), y las curvas transversales definidas en (—e¢,¢)
con t constante, denotadas I'(s). En donde T es suave, los campos vectoriales tangentes a estas
familias de curvas son ejemplos de campos vectoriales a lo largo de I' y se denotan como

O (s,8) = SD,() v O.T(s,t) i %l—‘t(s).

dt

Si V' es un campo vectorial a lo largo de I', se pueden calcular la derivadas covariantes a lo
largo de las curvas principales o a lo largo de las curvas tranversales, denotadas D,V y D,V res-
pectivamente. Estas derivadas covariantes dan una relacion de simetria entre los campos vectoriales
tangentes a las curvas principales y tranversales, heredada de la conexién riemanniana. Esta relacién
estd dada por el siguiente lema.

LEMA 1.31 (Lema de Simetria). Sea I': (—e,¢) X [a,b] = M una familia admisible de curvas
en una variedad riemanniana. En cualquier rectingulo (—e,e) X [a,b] donde T' es suave se tiene

D.,T = D,0,T.

DEFINICION. Sea 7: [a,b] — M una curva admisible. Una variacidn de v es una familia ad-
misible de curvas I' tal que I'g(t) = v(t) para todo t € [a,b]. Se llama variacion propia si ademas
Ts(a) = y(a) y T's(b) = v(b) para todo s.

SiT es una variacion de v, el campo de variacion de I' es el campo vectorial V(t) = 9,I'(0,%) a
lo largo de . Si ademas V(a) = V(b) = 0, entonces se dice que es propio.

Asi, con esta propiedad de simetria se puede calcular la derivada del funcional de longitud.

PROPOSICION 1.32 (Férmula de Primera Variacion). Sea «v: [a,b] = M una curva admisible de
velocidad unitaria, T una variacion (propia) de v y V su campo de variacion. Entonces

b k
S ) == [ = S V@) i)y — (V@ @)y + (V) A0

i=1

s=0

donde Ay = 4(a;) — 4(a]) es el “brinco” en el campo vectorial tangente 4 en a;. A la derivada
del funcional se le llama primera variacion.

Esta formula permite demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 1.33. Toda curva minimizante es una geodésica cuando se le da una parametrizacion
unitaria.

Como corolario se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 1.34. v es una geodésica si y solo si es una curva admisible con velocidad unitaria
y es punto critico de L, i. e., la derivada de L con respecto a s es cero.

Finalmente, no se puede dar una equivalencia entre geodésicas y curvas minimizantes, pero se
tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.35. Toda geodésica riemanniana es localmente minimizante.
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16. Completitud

DEFINICION. Una variedad riemanniana se dice que es geodésicamente completa si toda geodé-
sica maximal esta definida V¢ € R.

TEOREMA 1.36 (Hopf-Rinow). Sea M wuna variedad riemanniana y sea p € M. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

e exp, estd definido en todo T, M.
e Los conjuntos cerrados y acotados de M son compactos.
e M es completo como espacio métrico.
e M es geodésicamente completo.
e Supdngase que M no es compacto. Existe una sucesion de subconjuntos compactos K,, C M,
K, C int(Kpy1) y UK, = M, tal que si q, ¢ K, entonces d(p,g,) — o©.
n

Ademds cualquiera de las afirmaciones anteriores implica la siguiente.
e Para cualquier ¢ € M existe una geodésica vy de p a q tal que L(vy) = d(p, q).

17. Curvatura

Una pregunta muy importante que surge en las variedades riemannianas es si éstas son o no
localmente isométricas a R™. Para esto se hace un estudio de la extensién paralela de campos
vectoriales en R™ y uno se da cuenta que en R"™ se cumple lo siguiente:

(6) VxVyZ —VyVxZ =V xy|Z

para todo X,Y, Z € TR".

Por la naturalidad de la conexién riemanniana, se tiene que toda variedad riemanniana que es
localmente isométrica a R™ también cumple (6). A (6) se le llama criterio de planaridad.

Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION. Si M es una variedad riemanniana, el endomorfismo de curvatura (de Riemann)
es la funcion
R:T(M)x T(M)xT(M)— T(M)
dado por
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VxyZ.
PRrROPOSICION 1.37. El endomorfismo de curvatura es un (?)-campo tensorial.

El endomorfirsmo de curvatura puede escribirse localmente como

i dr' @ dad @ dat @ 0,
donde los coeficientes sz kl estan dados por

R(Ds,8;)0 = R,.. .

También, se obtiene un 4-campo tensorial a partir del endomorfismo de curvatura.

ijk

DEFINICION. Se define el tensor de curvatura (de Riemann) como el 4-campo tensorial cova-
riante
RM: T(M)x T(M)xT(M)xT(M)—R
dado por
RM(X,Y,Z, W) =g(R(X,Y)Z,W).
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Localmente este tensor se puede escribir como
RM = Rijudz’ ® dz/ @ da* @ da',
donde Rijkl = Rijkl‘

Ademas, este tensor de curvatura tiene varias simetrias.

PROPOSICION 1.38 (Simetrias del Tensor de Curvatura). El tensor de curvatura tiene las si-
guientes simetrias para cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z y W:
1. RM(W, XY, Z) = - RM(X, W)Y, Z).
2. RMW,X,Y,Z)=—-RMW,X,Z)Y).
3. RMW, XY, Z) = RM(Y,Z, W, X).
4. RMW, XY, Z) + RM(X,Y,W,Z) + RM(Y,W, X, Z) =0.

Inspirado en la curvatura gaussiana y en el teorema egregio de Gauss, se puede dar una interpre-
tacién geométrica al tensor de curvatura en cualquier dimesién, definiendo la curvatura seccional.

DEFINICION. Sean M una n-variedad riemannianay p € M. Sill es un subespacio 2-dimensional
de T,M y V. C T,M es una vecindad del cero donde exp, es difeomorfismo, entonces Sp :=
exp(IINV) es una 2-subvariedad de M que contiene a p y se llama seccidn plana determinada por
II.

Se define la curvatura seccional de M asociada a II, denotada por K(II), como la curvatura
gaussiana de Sp. Es decir, si {X,Y} es una base de II, entonces

B O RM(X,Y,Y.X)
K = KXCY) = (7R E — g(x,v)

Esta bien definida pues por un anélogo al teorema egregio de Gauss, no depende de la base que
se tome de II.

EJEMPLO. La curvatura seccional de S” es 1/r2. Para ver esto notese que por la homogeneidad
de la esfera, basta con calcular la curvatura seccional con respecto a cualquier subespacio P de
dimension 2 de T3S, donde p € S7!. Asfi, exp,(P) = 2-esfera de radio r en el espacio generado por
py P, que es isométrica a una 2-esfera en R3. Finalmente, se sabe que la curvatura gaussiana de
una 2-esfera en R3 es 1/r2.

18. Campos de Jacobi

FEl siguiente objetivo de este capitulo es ver como se comportan las geodésicas que estan cerca-
nas.

DEFINICION. Sean 7: [a,b] — M un segmento geodésico y I': (—¢,¢€) X [a, b] — M una variacion
de 7. Se dice que I" es una wvariacion por geodésicas si cada curva principal I's(¢) es un segmento
geodésico.

LEMA 1.39. Si T es una familia admisible suave de curvas y V' es una campo vectorial suave a
lo largo de T, entonces

DD,V — DD,V = R(8,I", 0, V.

Se observa que las variaciones por geodésicas cumplen que sus campos de variacion satisfacen
una ecuacion, la ecuacion de Jacobi.
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TEOREMA 1.40 (Ecuacion de Jacobi). Sea T' una geodésica y V' es el campo de variacion de
una variacion por geodésicas, entonces V' satisface

DV +R(V.4)7 =0.

DEFINICION. Un campo vectorial a lo largo de una geodésica que satisface la ecuacion de Jacobi
se llama campo de Jacobi

PROPOSICION 1.41 (Existencia y Unicidad de Campos de Jacobi). Sea una geodésica y: (b,c) —
M, a € (bc) yp=n~(a). Para cualesquiera X,Y € T,M, existe un dnico campo de Jacobi J tal
que
J@)=X y DiJ(a)=Y.

COROLARIO 1.42. A lo largo de una geodésica -y, el conjunto de campos de Jacobi es un 2n-
subespacio vectorial de T (7).

DEFINICION. Un campo vectorial tangencial a lo largo de 7 es un campo vectorial V' tal que V()
es un multiplo de 4(¢) para toda t. Un campo vectorial normal es uno tal que V (¢) es g-ortogonal a
4(t) para todo ¢t. Obsérvese que cualquier campo vectorial V' a lo largo de 7 se puede descomponer
de manera tnica en suma de un campo vetorial tangencial VT y un campo vectorial normal V.
Explicitamente,
Vi=g(Vii)yy v Vi=V-VT
A manera de ejemplo sobre campos de Jacobi, la siguiente proposicién da una expresion parti-

cular de éstos en S}

PROPOSICION 1.43. Considérese la esfera S)'. Si J es un campo de Jacobi normal a lo largo de
una geodésica v y J(0) = 0, entonces J es de la forma
J(t) = u(t)E(t),
donde E es un campo paralelo normal a lo largo de v y
t
t) = -
u(t) = rsen .

18.1. Puntos conjugados. La principal aplicacion de los campos de Jacobi en este trabajo
es que ayudan a ver cuando el mapeo exponencial es localmente difeomorfismo.

DEFINICION. Si~: [a,b] = M es un segmento geodésico que une a p y g en M, g se dice que es
conjugado a p a lo largo de « si existe un campo de Jacobi a lo largo de « tal que J(a) = J(b) =0
pero que no es idénticamente cero.

El hecho mas importante de los puntos conjugados que son los puntos criticos del mapeo
exponencial, i. e., donde el diferencial de éste se hace cero.

PROPOSICION 1.44. Supdngase que p € M, V € T,M y q = exp,(V). Entonces exp, es un
difeomorfismo local en una vecindad de V' si y sélo si ¢ no es conjugado de p a lo largo de la
geodésica y(t) = exp,(tV), t € [0, 1].

Ahora se daran algunas propiedades elementales de los campos de Jacobi y los puntos conju-
gados.

PROPOSICION 1.45. Sea J un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica ~y: [0,a] — M. Entonces
g(J (), 7(t)) = g(DeJ(0),7(0))t + g(J(0),7(0)), € [0,a].
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PROPOSICION 1.46. g es punto conjugado de p a lo largo de v si y solo si p es conjugado de q
a lo largo de —v, donde —v es vy recorrida al revés.

PROPOSICION 1.47. Sea: [a,b] — M un segmento geodésico. Siy(a) y y(b) no son conjugados,
entonces un campo de Jacobi a lo largo de ~y estd determinado por sus valores en vy(a) y v(b).

Un resultado topolégico muy importante que es demostrado usando campos de Jacobi es el
siguiente.

TEOREMA 1.48 (Bonnet). Sea M una variedad riemanniana completa y conexa tal que sus
curvaturas seccionales estan acotadas por debajo por una constante positiva 1/R2. Entonces M es
compacta con grupo fundamental finito y con didmetro menor o igual a wR.

19. Indices
Ahora se mencionaran algunos indices que seran usados a lo largo de la tesis.

DEFINICION. Dada una forma bilineal simétrica B sobre un espacio vectorial V, se define el
indice de B como la dimensiéon méxima de todos los subespacios de V en los cuales la forma
quadrética asociada de B es negativa.

La nulidad de B se define como la dimension del subespacio de V formado por los elementos
V €V tales que B(V,W) = 0 para todo W € V. Este subespacio se llama el espacio nulo de B.

Un ejemplo inmediato de esto son las siguientes definiciones. En la primera se tiene una forma
bilineal simétrica llamada la forma de indice y después se da el indice de ésta.

DEFINICION. Si V' y W son campos propios normales a lo largo de una geodésica v: [a,b] — M,
se define la forma de indice como

b
IV, W) = / g(DV. DyW) — R(V. 4,4, V)dt.

a

Esta es simétrica y bilineal.

DEFINICION. Sea 7v: [a,b] — M una geodésica en M. Denétese por V al espacio vectorial
formado por los campos vectoriales propios y normales a lo largo de . Se define como el indice de
~ a la méxima dimensiéon de todos los subespacios de V en donde la forma cuadratica asociada a I,
definida en la seccion anterior, es negativa.

20. Foérmula de la Segunda Variacién

Como se vio en la seccion 15, el funcional de longitud tiene siempre puntos criticos en las
geodésicas. Pero como ya se ha observado, éstas no son necesariamente minimos locales. Asi, se
calcula la segunda derivada del funcional de longitud para ver si lo son o no.

TEOREMA 1.49 (Formula de Segunda Variacion). Sea 7: [a,b] — M wuna geodésica, T una
variacion propia de v y V su campo de variacion. La sequnda derivada del funcional de longitud o
la sequnda variacion estd dada por la formula:

d2
ds?

b
L(r,) = / (IDVEP — RMVE, 4,5, V1)) dt,
s=0 a

donde V* es la componente normal de V.
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COROLARIO 1.50. SiT es la variacion propia de una geodésica y: [a,b] = M y 'V es su campo
variacional normal y propio, entonces
d2
ds?
En particular, si v es minimizante, entonces I(V,V) > 0 para cualquier campo vectorial normal y
propio a lo largo de 7.

s=0

Una propiedad importante de los puntos conjugados que se demuestra con la féormula de segunda
variacion es la siguiente.

TEOREMA 1.51. Siy es un segmento geodésico de p a q que tiene un punto interior conjugado
a p, entonces existe un campo vectorial normla propio X a lo largo de ~y tal que I(X,X) < 0. En
particular, v no es minimizante.

Como consecuencia del este teorema, se tiene que ninguna geodésica es minimizante después
de pasar el primer punto conjugado.

21. Teorema del Indice de Morse

Un resultado muy importante es el siguiente, el cual detalla el niimero de puntos conjugados
sobre una geodésica.

TEOREMA 1.52. Sea v: [0,a] — M. El indice de la forma I es finito y es igual al nimero de
puntos y(t), t € (0,a), conjugados a v(0), contados con multiplicidad.

DEMOSTRACION. Es el Teorema 2.2 del capitulo 11 de [Carmo], pagina 243. Q. E. D.

COROLARIO 1.53. El conjunto de puntos conjugados a lo largo de una geodésica es un conjunto
discreto.

22. Teorema de Sard

DEFINICION. Sea f: M — N una funciéon al menos C' entre dos variedades M y N. Un punto
x € M es punto critico de f si df, no es suprayectiva. Un punto es regular si no es critico.
Al conjunto de puntos criticos de f se le denota como 3.

TEOREMA 1.54. Sean M y N wvariedades de dimensiones m y n, respectivamente, y sea f: M —
N una funcion C™, r € NU {oc0}. Si

r > max{0,m — n},
entonces f(Xy) tiene medida cero en N. Asi, el conjunto de valores regulares es denso en N.

DEMOSTRACION. Es el Teorema 1.3 del capitulo 3 en [Hirsch|, pagina 69. Q. E. D.



Capitulo 2

Teorema de Rauch

Para demostrar los tres resultados fundamentales previos a la demostracion del teorema de la
esfera, asi como para calcular la estimacion de Klingenberg, se usa el Teorema de Rauch y unas
aplicaciones de éste. En este capitulo se demuestra el Teorema de Rauch, un gran resultado que
permite comparar la curvatura seccional de dos variedades riemannianas, y dichas aplicaciones.

Antes de probar el teorema de Rauch, se necesitan un par de resultados. El primero es un
resultado muy simple y el segundo, llamado el lema del Indice, es esencial para el teorema de
Rauch.

LEMA 2.1. Sea h: [0,1] — R una funcion diferenciable tal que h(0) = 0. Entonces existe una
funcion diferenciable ¢: [0,1] — R tal que ¢(0) = $2(0) y h(t) = té(t).

DEMOSTRACION. Se define, para t fijo,

1
¢(t):/0 h'(ts)ds.

Si se hace el cambio de variable r» = ts, se obtiene:

to(t) = /O B (r)d(r) = h(t).
Q. E. D.

Sea M una variedad riemanniana y sea 7: [0,a] — M una geodésica de M. Sea V un campo
vectorial a lo largo de ~ diferenciable por pedazos. Para todo tg € [0, a], se escribe como antes:

Ly(V.V) = / " {g(DV. DV + g(R(3, V)3, V)} dr.

LEMA 2.2 (Lema del Indice). Sea y: [0,a] — M una geodésica sin puntos conjugados a p = v(0)

n (0,a]. Sea J un campo de Jacobi a lo largo de J tal que g(J,5) = 0 y V un campo vectorial

diferenciable por pedazos a lo largo de «y tal que g(V,5) = 0. Supdngase que J(0) = V(0) =0 y que
J(to) = V(to), to € (0,al]. Entonces

I, (J,J) < Ly (V) V)
y la igualdad se da si y sélo si V. =J en [0,to].

DEMOSTRACION. Se sabe, por el Corolario 1.42, que el conjunto de campos de Jacobi J a lo
largo de una geodésica -y es un espacio vectorial 2n-dimensional, donde n es la dimension de M. Si a
éstos se les pide que J(0) = 0 y que g(J,%) = 0, entonces Jy, el subconjunto de J que cumplen esas
dos condiciones, tiene dimension n — 1. Esto se tiene de la demostraciéon del Corolario 1.42, donde,
por el Teorema de Existencia y Unicidad de Campos de Jacobi, para cualquier punto ¢ = y(t1) de

27
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la geodésica se construye una funcion biyectiva de J a T,M @& T, M que envia J a (J(t1), D J(t1)).
De ahi, la condicién J(0) = 0 reduce la dimension a n y la condicién g(J,4) =0an—1

Sea Jy,--- ,Ju—1 una base de Jy. Entonces J = a’J;. Como no hay puntos conjugados a p en
(0, al, los vectores Jy(t),- -, Jn—1(t) forman una base del complemento ortogonal de §(t) en T’ ;) M
para t # 0. Asi, para t # 0 se tiene

V(t) = f'(t)J;

donde las f? son funciones diferenciables por trozos en (0,a]. Recuérdese que se estd usando la
notacion de Einstein. Ahora se mostrara que estas f? pueden ser extendidas continua y diferencia-
blemente a [0, a].

Con este propésito, por el Lema 2.1, se escribe J;(¢) = tA;(t). Entonces se tiene 4;(0) = D;J;(0).
Por lo tanto, usando la linealidad de la derivada covariante, las A;(0) son linealmente independientes.
Por eso, las A;(t) son linealmente independientes en [0,a] y

V(t) = k' (t)Ai(t),

donde las k* son funciones diferenciables por pedazos en [0,a]. Aplicando de nuevo el Lema 2.1
ki(t) = thi, donde hi(t) son funciones diferenciables por pedazos en [0, a]. Como fi(t) = h'(t) para
t # 0, entonces se tiene la extension deseada.

El siguiente paso sera probar la siguiente identidad en cada subintervalo donde las f? son
diferenciables:

(7) 9DV, DeV) + g(R(7, V)7, V) = g(f*Ji, f7J5) + 9(f* i, £/ DeJj).
En efecto, pues
R, V)Y =R, f1IA) = ['R(3, Ji)y = f' D} J;
por ser J campo de Jacobi y entonces
9(DV,DiV) + g(R(3, V), V) = g(f'J; + ' Doy, f1J; + [ D J;)
+9(R(¥,V)7,V)
= g(f*"Ji, 1 J;5) + 9(f*Ji, /) Di Jj)
+9(f*DuJ;, f70;) + g(f'DiJ;, [/ Dy J;)
"‘g(fiDtQJi’ fij)'
Por otro lado,
d . , N . .
I P Dudy) = g(f* i+ [*Dedis ) DiJj)
+9(f'J;, f1 Dy J; + 1D} ;)
= g(f'Ji, ’DeJ;) + g(f' DiJs, f Dy J;)
+9(f" i, I D) + g(f' i, 12 D Jy).
Asi, para probar (7), es suficiente probar
(8) 9(f'Dedi, f105) = g(f'Ji, [ DeJj).

Para ello, se define
b(t) := g(DiJi, J;) — g(Ji, DiJj).
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V(t) = g(D}J;, J;)+ g(DiJs, DiJ;) — g(Didi, DiJ;) — g(J;, D7 Jj)

por la simetria del tensor de curvatura, se tiene que b = 0. Y, por la bilinealidad de g, se tiene (8)
y por ende (7).
Ahora bien, aplicando (7) a V' y J se obtiene:

Ly (V. V) = g(f' o, fI Do) (t0) + / D (i, )t

ItO(J, J) = g(aiJi,athJj)(to).
Como J(tg) = V(to), se tiene que o' = fi(ty) y

to
(9) L,(V, V) =1I,(J, J)+/0 VP AR
De (9), se tiene la primera parte del lema.

Si I, (V,V) = L,(J,J), entonces fiJ; = 0, que ademés, porque las J; son linealmente inde-
pendientes si ¢ # 0 y por la continuidad de las f%, se tiene que las f* = 0 para todo i y para
todo t € [0,to]. Por lo tanto, las f? son constantes y, como fi(tg) = o, entonces fi(t) = o, i. e.,
V=J. Q. E. D.

El teorema de Rauch es un resultado muy importante de comparacion entre dos variedades. Este
permite dar una desiguladad de sus campos de Jacobi, mediante la comparacién de sus curvaturas.
Intuitivamente dice que si se tienen dos variedades M y M, y M “restringida” a una geodésica ~
tiene una curvatura menor a M “restringida” a una geodésica 7, entonces la norma del campo de
Jacobi a lo largo de -y es mayor a la norma del campo de Jacobi a lo largo de 4. Es decir, que sobre
la geodésica v se podria llegar primero al primer punto conjugado que sobre la geodésica ~.

TEOREMA 2.3 (Rauch). Sean M una n-variedad riemanniana y M una (n + k)-variedad rie-
manniana, con k = 0. Sean v: [0,a] = M y 7: [0,a] — M geodésicas unitarias. Y sean J y J los
campos de Jacobi a lo largo de v y v, respectivamente, tal que

JO) = J(0)=0,
9(DJ(0),5(0)) = §(D:J(0),74(0)),
|D:J(0)|, = |Dtj(0)|§~

Supongase que ¥ no contiene puntos conjugados en (0,a] y que, para todo t y para todo x € T,unyM,
T € T:y(t)M, se tiene

K(3,7(t)) > K(2,9(1)),
donde K (x,y) denota la curvatura seccional con respecto al plano generado por x yy. Entonces

‘j|§ < |J|g~

Ademds, si para algin to € (0,al], se tiene que |J(to)| = |J(to)|, entonces

K(j(t)a’?l(t)) = K(J(t)77(t))7 vt e [Ovt(]}'
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DEMOSTRACION. Antes que nada, obsérvese que por la Proposicion 1.45 la condicion
(10) 9(DeJ(0),%(0)) = §(DJ (0),7(0))
junto con J(0) = J(0) = 0 implica que
9(J,%) = (7. 7).

Como g¢(J, %) es la longitud de la componente tangencial de J, las componentes tangenciales de J
y J tienen la misma longitud. Asi, se puede suponer que

9(J,%) = g(J,7)

pues en la desigualdad que se quiere mostrar las componentes tangenciales tienen la misma longitud.
Si |DyJ(0)|g = |D¢J(0)|5 = 0, entonces |J|; = |J|5. En caso contrario, considérese

h(t) =I5 v h(t)=[J (D).

Como 4 no tiene puntos conjugados en el intervalo (0, a], la funcion

h
h
esta bien definida para ¢ € (0, a]. Usando la regla de L’Hopital,
h(t) h"(t) 9(DeJ (), DeJ () _ [P (0)]3

fm=—=% = 1lim = = lim - - = - =1.
=0 p(t) =0 RI(t) 20 g(DyJ(t), DiJ(t)  [DeJ(0)[2

Asi, para probar que |J |3 < |J|4 es suficiente con probar que
d [h(t
3 (50) =
para t € (0,a]. Que a su vez es equivalente a
Wh > hh'.
Sea to € (0,a]. Si h(tg) =0,
K (to) = 29(DiJ (to), J(to)) = 0

y la desigualdad se satisface trivialmente. Si h(tg) # 0, considérese

1 2 1 5
H(t) = ———J(t) H(t) = J(t).
)Y (to)
Notese que
- / ) %;Q(H, H)dt =2 to{g(DtH, DiH) + g(D*H, H)}dt
0 0

- {9(D.H,D.H) — g(R(¥, H)%, H)}dt
= 2L, (H, H).



2. TEOREMA DE RAUCH 31

Analogamente

W) o i i),
h(to)

Como se tomo a ty arbitrariamente, entonces sera suficiente probar que

Ito(g’ﬁ) < Ito(H’H)

para tener la desigualdad deseada.

Con este proposito, ahora considérese {e1, - ,en} v {€1, -, €ntk} bases ortonormales para-
lelas a lo largo de ~ y ¥, respectivamente, tal que:
it ) 5 ) )
at)= 2 eylto) = Hito), & (1) v éalto) = H(to).

@l IRETOTE
A cada campo vectorial V(t) =Y gi(t)e;(t) a lo largo de ~ se le asocia el campo vectorial ¢V a lo
largo de 4 dado por

n

@V)(t) =D gi(t)é(t).

=0
Esta funcion ¢ satisface:
(11) g(eVi, ¢V2) = g(V1, V2)
(12) Di(¢V) = ¢(D:V).

De ésto y de la hipotesis sobre la curvatura se sigue que

L, (0H, 6H) = / {G(Di(6H), Di(oH)) — G(R(, 6H)5, 6H)}dt

-/ {g(DuH, D,H) — §(RG, 6H)i, oH)}dt
< / {g(DuH, D,H) — g(R(3, H)Y, H)}dt
= ItO(H,H).

Asimismo, obsérvese que H y ¢H son campos vectoriales que satisfacen las hipotesis del lema del
indice y que H es campo de Jacobi. Por lo tanto,

L, (H,H) < L (¢H, pH) < I, (H, H).

Esto demuestra la desigualdad del teorema.
Supodngase ahora que

(13) | 7(t0)lg = 1T (t0)3,
para algtn to € (0, a]. Para t # 0,

Lo cual implica que

y, por (13),
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Por lo tanto,
I(H,H) = I,(pH,pH) = I,(H,H), t € (0,to].
Finalmente, por la hipotesis sobre la curvatura y como se cumplen (11), (12) y la igualdad anterior,
se tiene que
L(HH) = [y{g(DH, Do) — (R(5, H)5, H)}dt

=
=
=
S~—
[

o' {9(DH, D H) — g(R(%, H)¥, H)}dt.
Lo que implica que

(R, H)Y, H) = g(R(%, H)Y, H).
Es decir,

K(J(),%(t)) = K(J(t),7)-
Q. E. D.

Una primera aplicaciéon del teorema de Rauch es la siguiente:

PROPOSICION 2.4. Supdngase que la curvatura seccional K de una n-variedad riemanniana M
satisface

0<L<K<H,

donde L y H son constantes. Sea v una geodésica en M. Entonces la distancia d a lo largo de vy
entre dos puntos conjugados de vy satisface
™ T

——<d< —.
vVH VL
DEMOSTRACION. Para la primera parte de la desigualdad,
T
vVH
se compara a M con la esfera S de curvatura seccional H. Sea : [0,]] — M una geodésica en
M con v(0) = p y sea J un campo de Jacobi a lo largo de ~ tal que J(0) =0y g(J,%) = 0. Sean
p € SY, 7:[0,]] = S} una geodésica en S} con 5(0) = p y J un campo de Jacobi a lo largo de ¥
tal que J(0) =0, e(J,5) =0y |DJ(0)|g = |D¢J(0)|e. Recuerdese que e es la métrica inducida de
la métrica euclidiana de R™*! en la esfera.
Como 4 no tiene puntos conjugados en el intervalo (0, #)7 por la Proposicién 1.43, entonces,

< d,

por el teorema de Rauch,
[J(®)lg = [J(#)]e >0,

con t € (0, ﬁ) Asi pues la distancia d de p a su primer punto conjugado sobre 7 es mayor o igual

a \/7?
Para la otra desigualdad,
0

K
VL
se hace el mismo tipo de comparacién pero con M y S7, la esfera de curvatura seccional L. Si no se
cumpliera la desigualdad, es decir, d > =, entonces usando el teorema de Rauch se tiene que un

VL’
unto en S7 tiene a sus puntos conjugados a una distancia mayor a %=, que es una contradiccion
L VI’

a la Proposiciéon 1.43. Q. E. D.

d<
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PROPOSICION 2.5. Sean M y M n-variedades riemannianas. Supdngase que para todo p € M,

peEM, o CT,M, s CT;M, se tiene que
R3(5) < Kyplor).
Seanpe M, pe M y una isometria lineal fija i: TﬁM — Tp,M. Sea r > 0 tal que las restricciones
expﬁ|é o) Y expp‘B (r0) S€ON funciones difeomorfas. Sea ¢: [0,a] — exp;(Be(r,0)) C M una
curva diferenciable y se define la curva diferenciable c: [0,a] — exp,(Be(r,0)) C M como
c(s) = exp, 0io expgl(é(s)), s €10,qal.

Entonces L(¢) > L(c).

DEMOSTRACION. Sea ¢(s) = expgl(é(s)) en T M. Para s fijo considérese la geodésica

Fs(t) = expﬁ(té(s)).

Ademés considérese la funcion

f(t,s) =4s(t) con se€[0,a] y te€]0,1],

que es una superficie parametrizada en M.

exp,(B(r0) O

&(s)

Esta cumple que para toda s

of .
—(t = Js(t
Lt,5) = 0,0
es un campo de Jacobi a lo largo de 75. Ya que f es una variaciéon por geodésicas,
of
Di— =0
t at )

aplicando el Lema 1.39 y el lema de simetria, se tiene que g—f satisface la ecuacion de Jacobi. Ademas
J,(t) cumple que J,(0) = 0 y que
- of d )
Js(1) = E(tas) L = gexpﬁ(tc(s))
= (d eXpﬁ)tE(s) (tél(s))‘tzl = (d expﬁ)é(s) (5/(3))

= ().

t=1
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Ademas,

- of
Dth(O) = Dth |t:0 = Dt {5£(t78)}
t=0

= Dt{(dexp,;)ta(s)(tél(s))}t:o
= Dt {t(d eXpﬁ)té(s) (E/(S))}tzo

{(d eXPj)ta(s) (@ (s)) +tDy(d eXps)ta(s) (E’(s))}tzo

= (dexpﬁ)o(él(s)) =c(s).
Por otro lado, considérese la superficie parametrizada en M dada por

f(t,s) = expy (ti(e(s))) = 75(t)-

Obsérvese antes que nada que 5 es geodésica para todo s. Procediendo analogamente con la curva

¢ y notando que exp,'(c(s)) = i(¢(s)), se tiene que

g—i(t,s) = Jg(t)
es un campo de Jacobi a lo largo de ~y; satisfaciendo que
J(0) =0,
Ji(1) = ¢(s)
y
D, Js(0) = id (s).
Gracias a que ¢ es una isometria, se tiene lo siguiente:
[s(0)lg = 175(0)]3 = 0, [DeJs(0)lg = |DeJs(0)l5
y
9(DeJ5(0),45(0)) = g(ic'(s),i7(0))
= 4((s),7(0))
= §(D:J5(0),%(0)).

Asi, aplicando el teorema de Rauch,

I (s)lg = [Ts(D)lg < [Ts(t)|5 = 1€(5)]3
y, por lo tanto, integrando se tiene
L(¢) = L(c).



Capitulo 3

Lugar de Corte

Un hecho muy importante en la demostracion del teorema de la esfera es el saber para cada
punto p € M hasta donde la funcién exp, es un difeomorfismo. Para este propésito se define el
lugar de corte.

Sea M una variedad riemanniana completa, sea p € M y sea v: [0,00) — M una geodésica con
~v(0) = p. Se sabe que para t > 0 suficientemente pequeno, d(v(0),v(t)) = ¢, i. e., 7 es minimizante
en el intervalo [0,¢]. Ademaés, si 7 no es minimizante en el intervalo [0, ¢1], entonces tampoco lo es
para t > t1. Asi, el conjunto O = {t € R| ¢t > 0y d(y(0),7(¢)) = t} es de la forma [0, o] o [0, 00),
gracias a la continuidad de ~.

DEFINICION. Si O es de la forma [0, o], v(to) es llamado punto de corte de p a lo largo de 7.
Y si O es de la forma [0, 00), entonces se dice no hay puntos de corte de p a lo largo de 7.

Se define el lugar de corte de p a la unioén de los puntos de corte de p a lo largo de todas las
geodésicas que parten de p. Este conjunto se denotado como Cyps(p).

OBSERVACION 4. Si M es compacta, su didmetro es finito y, por lo tanto, existe un punto de
corte de p a lo largo de cuarquier geodésica.

Un resultado importante para entender lo que es el lugar de corte de un punto es la siguiente
proposicion. Pero antes de ésta, se presenta el siguiente lema que se usara varias veces y entre ellas
para la demostracion de la proposicion.

LEMA 3.1. Sea 7, una sucesion de geodésicas minimizantes que parten de un mismo punto
q a un punto p,. Supdngase que esta sucesion p, converge a un punto p. Entonces la sucesion
{n} contiene una subsucesion que converge a una geodésica minimizante v tal que v(0) = p y
V(L) = ¢

DEMOSTRACION. Como la sucesién de geodésicas parte de un mismo punto ¢, estas geodésicas
estan determinadas por su vector tangente en g. Considérese 4;(0) el vector tangente unitario a -,
en ¢. Estos vectores ¥;(0) estan en la esfera unitaria de T,M y esta esfera es compacta. Eso implica
que %;(0) contiene una subsucesion convergente. Sea V' el limite se esta subsucesion y v la geodésica
tal que ¥(0) = V.

Considérese d; = d(q,p;). Asi, como p,, — p, entonces 7 pasa por p. Y por la continuidad de
d(q, ), d; converge a d(q,p) y, finalmente, v es minimizante. Q. E. D.

PROPOSICION 3.2. Supdngase que y(tg) es punto de corte de p = v(0) a lo largo de . Entonces
se cumple una de las siguientes afirmaciones:

(a) (to) es el primer punto conjugado de p =~(0) a lo largo de 7.

(b) Eziste una geodésica o distinta a v de p a y(ty) tal que L(o) = L(7).
De manera inversa, si (a) o (b) se satisfacen, entonces existe t € (0,to] tal que v(t) es punto de
corte de p a lo largo de 7.
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DEMOSTRACION. Sea to tal que y(to) es el punto de corte de p = «(0) a lo largo de 7. Sea,
ademés, tg + €; una sucesion tal que €; > 0 y &; converge a cero. Ahora, considérese una sucesion
de geodésicas minimizantes o; que unen a p = 0;(0) con y(ty + €;) y la sucesion 6;(0) de vectores
tangentes en T}, M.

) “te)

Por el Lema 3.1 existe una geodésica minimizante o tal que une a p 'y v(to), y L(y) = L(0).

Si v # o, se cumple el enunciado (b). Si v = o, se mostrara que el enunciado (a) se cumple.
Como ~ es minimizante hasta y(to), es suficiente mostrar que (exp,,). es singular en 7(0).

Asi, supéngase que ¢(0) = ¥(0) y que (exp,). no es singular en to(0). Entonces existe una
vecindad 2 de ty¥(0) donde exp,, es difeomorfismo.

—

Como se defini6 a o, v(to +¢€;) = 0;(to +€}) con €; < ¢j, i. e., 0; es minimizante y tiene que
llegar antes a y(to +¢;). Tomese ¢; suficientemente pequefio para que (to +¢5)3;(0) y (to +¢;)¥(0)
estén en ().

Entonces
exp,((to +¢5)7(0)) = ~(to +¢5)
oj(to +5)
exp, (10 + )6 (0))
Por lo tanto, (to +¢€;)7(0) = (to +£)5;(0), i. e., ¥(0) = 7;(0). Eso implica que ~ es una geodésica

minimizante que une a p y y(to + €;). Lo cual es una contradicciéon a la definicién de to. Y asi, se
tiene el enunciado (a).
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Por otro lado, supongase que se cumple el enunciado (a), como una geodésica no es minimizante
después del primer punto conjugado, el punto de corte de p a lo largo de  tiene que ocurrir en ~(?)
con t < tp.

Y ahora supongase que el enunciado (b) se cumple. Sea ¢ > 0 suficientemente pequefio para
que o(tg—¢e) y v(to +¢) estén contenidos en una vecindad totalmente normal de y(to) y considérese
7 la tnica geodésica minimizante que los une.

V() y(tote)

La curva que es union del segmento geodésico sobre o de p a o(tg — ¢) y 7 tiene longitud
estrictamente menor a ty + €. Esto porque si tuviera longitud mayor o igual a tg + ¢,

L(oljo,tg—)UT) =tg —e+ L(T) =2 to +¢,

querria decir que

Pero
L(7|[to,to+a]) + L(U\[to—s,to]) =2e < L(7).

Asi, o(tp — €) tendria que estar sobre -y y eso es una contradiccion a que v # o. Por lo tanto, el
punto de corte de p a lo largo de «y ocurre en ~(¢) con t < to. Q. E. D.

EJEMPLO. Si M =S" y p € M, entonces Cy(p) = {—p}, el punto antipodal.
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-p=Cu(p)

En este ejemplo cumple la afirmacion (a) de la Proposicion 3.2, porque —p es el primer punto
conjugado a lo largo de cualquier geodésica que parte de p.

EJEMPLO. Sea M el toro plano que se obtiene al identificar los lados de opuestos de [0, 1] x [0, 1].
Si A, B, C'y D son los vértices del cuadrado, el mismo punto después de la identificacion, entonces
Cu(A) es la union de los segmentos medianos de los segmentos AB y DA.

Cu(A)

En este ejemplo cumple la afirmacion (b) de la Proposicion 3.2. En efecto, ningtn punto de
Cu(p) es punto conjugado y porque para todo punto de Cys(A) hay dos geodésicas minimizantes
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distintas que unen a él con A. Por ejemplo, el centro del cuadrado es punto de corte de A y las dos
mitades de la diagonal del cuadrado son geodésicas minimizantes distintas que los unen.

COROLARIO 3.3. Si q es punto de corte de p a lo largo de vy, entonces p es punto de corte de q
a lo largo de —v, donde —v es la geodésica v recorrida en sentido contrario. Es decir, ¢ € Cps(p)
sty solo sip € Crp(q).

DEMOSTRACION. Si g es un punto de corte de p a lo largo de +, por la Proposicién 3.2, se
cumple uno de los siguientes enunciados:

e si g es el primer conjugado de p a lo largo de ~, entonces, por la Proposiciéon 1.46, p es el
primer punto conjugado de g a lo largo de —v y de nuevo aplicando de manera inversa la
Proposicion 3.2, el punto de corte de ¢ a lo largo de —y no ocurre antes de p;

e si existe una geodésica o distinta a «y tal que L(y) = L(o) = d(p, q), aplicando la proposicion
de manera inversa desde g usando —y y —o, entonces el punto de corte de ¢ a lo largo de
—7 no ocurre antes de p.

Pero ademés, L(—v) = L(v) = d(p,q) v, por lo tanto, p es el punto de corte de ¢ a lo largo de
—7. Q. E. D.
COROLARIO 3.4. Siqg e M ~ Cy(p), existe una tnica geodésica que une ap y q.

DEMOSTRACION. Por la completitud de M, existe una geodésica minimizante de p a q. Si -y es
tal geodésica, es tnica. Esto porque si existiese otra, por la Proposicion 3.2, el punto de corte de
p a lo largo de v ocurre antes de ¢, lo cual es una contradicciéon a que ¢ ¢ Cp(p) o a que v sea
minimizante. Q. E. D.

Gracias a esto, se tiene que exp,, es inyectiva en una bola B, (p,r) si y solo si r es menor o igual
a la distancia de p a Cps(p). Asi, a

i(M) = pl’g]\g d(p, Cr(p))

se le llama el radio de inyectividad de M.
Ahora, se va a definir una funciéon que permitira obterner varias propiedades mas del lugar de
corte. Definase la funcion f: SM — R U {oo} de la siguiente manera:

to  siyy(to) es punto de corte de p a lo largo de 7y,
flp, V)= . /
oo sino existe el punto de corte de p a lo largo de vy,

donde
SM :={(p,V) e TM| |V|, =1}
es el haz tangente unitario y a R U {oo} se le da la topologia inducida por la base
B ={(a,b)|a,b € R} U{(a, 0] = (a,00) U{co}|a € R}.

OBSERVACION 5. [a,00] es compacto y que una sucesion ¢, — 0o si lim ¢, = oo
n—oo

Antes de demostrar que f es continua, se mostrara el siguiente lema sobre sucesiones de puntos
conjugados necesario para la demostracion.

LEMA 3.5. Sea ~; una sucesion de geodésicas que converge a una geodésica vy, es decir,

7i(0) —7(0) =p

¥i(0) — 3(0).
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Si ;i (th) es el primer punto conjugado de ~v;(0) a lo largo de v; y son tales que
~i(th) — 7 (to)-
Entonces v(ty) es el primer punto conjugado de p a lo largo de ~y.

~ DEMOSTRACION. Por la Proposicion 1.4, v;(t() es punto conjugado de ;(0) si y solo si Vi =
t57:(0) es punto critico de (exp,)«, i. e.,
(expy)+ |y Wi =0
para algin W; € T VoiTpM = T,M. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que W; tiene
norma uno. Ahora, como {W;} estan en la esfera unitaria, un compacto, tienen una subsucesion

convergente que se denotard igual.
Y si ¢ tiende a infinito se tiene lo siguiente:

0 = (expp)slys Wi = L _oexp, (Vi + sWy)
1
(expp)* |V0 W’L = % ‘5:0 epr(to’.)/(O) + SW)

Eso implica que (expy)« |50y, W = 0, donde W es el limite de la sucesion {W;}. Que a su vez
implica que #oy(0) es punto critico de (exp,).. Por lo tanto, (o) es punto conjugado de p a lo
largo de ~. Q. E. D.

PROPOSICION 3.6. f es continua.

DEMOSTRACION. Considérese las sucesiones «;(0) — v(0) y 4;(0) — 4(0), donde ~; y « son
geodésicas. Sean ;(t)) los puntos de corte de 7;(0) a lo largo de 7;. Ademads, sea (to) el punto de
corte de (0) a lo largo de 7. Por la definicion de punto de corte nétese que to,t € R U {oo}.

Se demostrard que ti — tg si i — oo y asi se tendria la continuidad. El primer paso sera
demostrar que limsup t}) < to. Si tg = 0o, se tiene ya el resultado. Si tg # oo, sea € > 0 y obsérvese
que tg +¢ < t% para un nimero finito de j. Si no fuera un ntmero finito, se tendria que

d(’yj'(()),’}/j(to + E)) =ty+¢
para un namero infinito de j, porque 7;(to + €) no es punto de corte y to + ¢ < té. Y por la
continuidad de d,

d(7(0),7(to +¢€)) = to +¢.
Lo cual es una contradiccion a la definicién de to. Asi, lim sup t§ < to+¢ para todo ¢ y, por lo tanto,

lim sup t{) < to.
Como segundo paso, si t = liminf ¢}, se demostrard que to <t y asf,
to < liminft) < limsupt) < to,

i. e., té converge a tg y se tiene lo que se queria.

Si £ = oo, entonces el resultado ya se tiene. Si < oo, sea t}) subsucesion de t} tal que £} converge
a t. Por el Lema 3.5, si para una subsucesién como antes se tiene que 7;(fo) es punto conjugado de
7i(0) a lo largo de v, entonces () es punto conjugado de v(0) a lo largo de v y por lo tanto, por
la Proposicion 3.2, £ > tg.

Si no se cumple que 7;(f) sea el punto conjugado de 7;(0) a lo largo de v, por la Proposicion
3.2, existen geodésicas minimizantes o; distintas a 7; tal que 0;(0) = ;(0), o:(fy) = vi(ty) v
L(oi) = L(v).
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Ademas, por el Lema 3.1, o; contiene una subsucesion que converge a o, donde o es una

geodésica minimizante que une a y(0) y v(¢). A esta subsucesion se le denotara igual. Si v # o, por

la Proposicion 3.2, tg < t. Si v = 0, de manera analoga a como se demostré la Proposicion 3.2, se
Q. E.D.

tiene que (0) es punto conjugado de v(t) y to < t.

COROLARIO 3.7. Para todo p € M, Cp(p) es cerrado. Si ademds M es compacta, entonces

Cr(p) es compacto.
DEMOSTRACION. Lo primero a observar es que a Cs(p) se le puede ver como

Cr(p) = {y()|v: [0,00) = M es geodésica tal que v(0) =p y t = f(p,7(0)) < oo}.

Sea q € M tal que ~;(t}) converge a ¢ y donde v (t5) es el punto de corte de p a lo largo de la
geodésica v; que parte de p y t§ = f(p,7:(0)). Se demostrara que g € Cs(p).

Usando el Lema 3.1, se puede obtener una subsucesién de geodésicas ;, denotada igual, que

converge a y. Como f es continua
g = lm%(f(p,4i(0))) = lm exp,(f(p,4i(0))4(0))
= exp,(f(p,7(0))¥(0)) = v(f(p.7(0)))-

Q. E. D.

Asi, g € Cp(p) y, por lo tanto, Cas(p) es cerrada.
Si M es compacta, como Cy(p) es cerrado, Cpr(p) es compacto.

COROLARIO 3.8. Si M es completa y tiene un punto p tal que tiene puntos de corte en todas

las geodésicas, entonces M es compacta.
DEMOSTRACION. Como existe p € M que tiene punto de corte en cada geodésica que parte de

~, obsérese que
M= U{v(t)h: [0,00) = M es geodésica tal que v(0) =py ¢t < f(p,7(0))}.

Asi, M es cerrada. Como f es continua y por la existencia de p, f es acotada. Y, por la tanto, M
Q. E.D.

es acotada. Finalmente, por el teorema de Hopf-Rinow, M es compacta.

PROPOSICION 3.9. Sea p € M. Supdngase que existe un punto q € Cu(p) tal que d(p,q) =
d(p,Carr(p)). Entonces se cumple uno de los siguientes enunciados:
(a) Eziste una geodésica minimizante v de p a q tal que a lo largo de ella q es punto conjugado

de p.
(b) Existen exactamente dos geodésicas minimizantes v y o de p a q. Ademds, Y(d) = —&(d)

con d = d(p,q).
DEMOSTRACION. Sea < una geodésica minimizante de p a g. Por la Proposicion 3.2, o ¢ es

punto conjugado de p y se cumple (a) o existe o geodésica minimizante distinta a v de p a ¢ con
L(o) = L(¥) y se demostrara que se cumple (b). Asi, supéngase que ¢ no es punto conjugado de p

alo largo de v y o, y que ¥(d) # —a&(d)
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v'(d)

c'(d)

uS)

Como ¥(d) # —d(d), entonces existe V € T, M tal que |V |, =1, g(V,5(d)) < 0y g(V,6(d)) < 0.
Sea 7: (—€,e) — M una curva tal que 7(0) = qy 7(0) = V.

Existe U C T, M vecindad de d¥(0) donde exp,, es difeomorfismo, pues ¢ no es punto conjugado
de p a lo largo de 7. Sea n: (—¢,e) — U la curva en U dada por n(s) = exp,'(7(s)) y sea
Ys(t) = exp,(47(s)), t € [0,d], una variacion por geodésicas de 7. Por la formula de primera
variacion,

L L) = gva@) <o
S 1s=0
Analogamente, como ¢ no es punto conjugado de p a lo largo de o, se tiene la variacion por geodésicas
os(t) que cumple lo siguiente:

d

3| Llos) =9(V.5(d)) <0.

s=0

Por lo tanto, si s es suficientemente pequena,

L(vs) < L(y) vy L(os) < L(0).

Se tienen tres casos, el primero es si L(os) = L(7s). Por la Proposicién 3.2, el punto 7(s) = 75(d)
es punto de corte de p a lo largo de ;. Y,

d(p,vs(d)) = L(7s) < L(v) = d(p, Crm (p))

Lo cual es una contradiccion, ya que d(p, Cpr(p)) = inf  d(p,q).
q€Cnm(p)

Si L(vs) < L(os), entonces o no es minimizante. Por lo tanto, existe (%), t < d, tal que o4()
es el punto de corte de a lo largo de o y asi,

d(p,o5(t)) < d(p,os(d)) < L(os) < L(o) = d(p, Crn(p)).

Lo que es de nuevo una contradiccion.

Finalmente, el caso L(vy,) > L(os) es totalmente analogo al anterior. Obsérvese que la contra-
diccion salio de suponer que §(d) # —d(d), entonces tienen que ser iguales y, por lo tanto, s6lo son
dos geodésicas de p a q. Q. E. D.

LEMA 3.10. FEl haz tangente unitario SM de una n-variedad riemanniana compacta es com-
pacto.

DEMOSTRACION. Por la trivialidad local de haz tangente, para cada p € M existe U, C M
vecindad de p tal que 7~1(U,) es difeomorfo a U, x R™, donde 7 es la proyeccién del haz.
Para cada U, se puede escoger una vecindad V,, tal que

V, CV,CU,.
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Asi, {V,}penm es una cubierta abierta de M y, por la compacidad de M, ésta tiene una subcubierta
finita {V}, }icq1,...,n}- Més atin,
McCVy, U---UV,,.
En consecuencia, TM es difeomorfo localmente a V,,, x R" para todo i € {1,--- ,N}.
Finalmente, el haz tangente unitario puede verse como

U Veoxsh,
i€{l,--,N}

que es compacto. Q. E. D.

PROPOSICION 3.11. Si la curvatura seccional K de una variedad riemanniana completa M
satisface
0< Kml'n g K < Kméxa
entonces

(a) i(M) > —Z—, o
(b) existe v una geodésica cerrada en M cuya longitud es menor o igual a la de cualquier otra
geodésica cerrada en M y es tal que
) 1
i(M) = SL(7),

DEMOSTRACION. Por el teorema de Bonnet, ya que K > K, M es compacta. Como SM es
compacto, entonces existe p € M tal que

A(p, Cas(p) = f d(r, Cya(r)).

Ademaés, como Cjs(p) es compacto, existe ¢ € Cp(p) tal que d(p, Car(p)) = d(p,q). De aqui se
obtienen dos casos, que ¢ sea punto conjugado de p o que no lo sea.
Supodngase primero que g es punto conjugado de p. Por la Proposicion 2.4,

d(p,q) >

™
V Kma',x )

Ahora supdngase que ¢ no es punto conjugado de p. Por la proposicion anterior, existen exactamente
dos geodésicas minimizantes distintas v y o que unen a p y ¢ tales que §(d) = —d(d), donde

d = d(p,q).
Como g € Cy(p), entonces p € Chr(q) y, por definicion de Cy(q), p es tal que
d(p, Cm(q)) = d(p, q)-

Asi, 4(0) = —6(0) y finalmente v y o forman una geodésica cerrada. Esta geodésica cumple, por
como se encontrd, que

(M) = %L(’YUU).
Q. E. D.






Capitulo 4

Estimaciéon de Klingenberg

El siguiente paso es, a partir de lo ya desarrollado, calcular hasta donde el mapeo exponencial
es difeomorfismo, i. e., estimar el radio de inyectividad. La estimacién que se da aqui se llama
estimacion de inyectividad de Klingenberg y se calcula en dos casos, el primero para variedades

dimensién par mayor que dos y el segungo para variedades de cualquier dimensién mayor o igual a
3.

1. Caso par

PROPOSICION 4.1. Si la curvatura seccional K de una n-variedad riemanniana M compacta,
simplemente conexa y de dimension par, satisface que

<K <1

=

Entonces i(M) > .

DEMOSTRACION. Como M es compacta, existen p,q € M tal que ¢ € Cp(p) e i(M) =
dg(p, q) = d. Asi, se procede por contradiccién y se supone que d < 7.

Si g es conjugado de p, entonces, por la Proposiciéon 2.4, m < d. Lo cual es una contradiccién.
En consecuencia, ¢ no puede ser punto conjugado de p y, por las Proposiciones 3.9 y 3.11, existe
una geodésica cerrada : [0,1] = M que pasa por p = v(0) y por ¢ tal que L(v) < 2.

En p considérese el conjunto de vectores unitarios en T, M tales que son ortogonales a (0).
Estos forman una esfera de dimensién n — 2, porque son unitarios y esto reduce en uno la dimension,
y son ortogonales, que también reduce en uno la dimension. Asi, usando el transporte paralelo de
estos vectores dando una vuelta, se obtiene una transformacion ortogonal de la n — 2-esfera en si
misma. Como M es de dimensién par y es orientable, la dimension de la esfera también es par y la
transformacién tiene determinante 1. Esto ultimo implica que al menos uno de sus eigenvalores es
uno, i.e., existe un vector f fijo bajo la transformacion. Ahora, haciendo el transporte paralelo de
f alo largo de ~, se obtiene en cada punto de « un vector unitario g-ortogonal a . Se define una
banda de dimensién 2, delimitada por v, asignando a cada punto de 7 un segmento geodésico en
la direccion del vector f transladado a ese punto. En esta banda se considera la familia de curvas
cerradas s que consisten en los puntos que estan a una distancia fija de . Claramente, estas curvas
tienen como curva limite a 7.

Cada una de estas curvas -y, tienen longitud menor a la de . Para ver esto, nétese primero que
como 7y es geodésica, entonces
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donde I' es la variaciéon dada por las 7,. Usando la férmula de segunda variacion y recordando que
la curvatura es positiva se tiene que

d2

b
P E(FS):/ —RM(VE, 4,4, VH)dt <0,

s=0
donde V es el campo de variaciones de I'y, el campo paralelo generado por f y extendido a todo
la banda con el campo vectorial tangente a todos los segmentos geodésicos de la construccon de la
banda. Por lo tanto, v maximiza el funcional de longitud, i. e.,

L(vs) < L(7).

Sea ¢s el punto de 75 a distancia méaxima de v5(0). Como d(v5(0), ¢s) < (M), existe un tnica
geodésica minimizante o que une a gs = 05(0) y 75(0). Ya que g es el tnico punto de v con
distancia méxima a p, ¢; — ¢. Ademaés, por la compacidad local de haz tangente, que se tiene
porque localmente el haz tangente es U x R" con U C M, existe w € T; tal que es punto de
acumulacion de los vectores 4(0). Por la continuidad de la variedad, la geodésica o(t) = exp, (tw)
es una geodésica minimizante que une a g con p.

Por otro lado, sean o, geodésicas minimizantes que unen a -v,(0) con 75(t), con ¢t de manera
que 7,(t) es muy cerca de gs. Por consiguiente, o, es una variaciéon de o5 y, usando la féormula de
primera variacion de manera analoga al Lema 5.3, se tiene que ¢5(0) es g-ortogonal a %, en ¢s. Y,
por lo tanto, 0(0) es g-ortogonal a 4 en ¢. De esta manera, habrian tres geodésicas minimizantes
de p a ¢ y, como ¢ no es conjugado de p, contradice la Proposiciéon 3.9. Q. E. D.

2. Caso general

Ahora, se procede con el segundo caso, para lo cual se utiliza herremienta de la teoria de Morse.
Antes de hacer propiamente el calculo, se demuestran los siguientes lemas.
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LEMA 4.2. Sean M y M wvariedades riemannianas de la misma dimension y tales que sus
curvaturas seccionales K y K, respectivamente, satisfacen

sup K <inf K.
Considérese una geodésica o: [0,1] — JY[, 0(0) = p, y fijese un punto p € M. Sean i: oM — TﬁM
una isometria lineal y sea ¢: [0,1] — M dada por
G (t) = exp; (i (0)).
Entonces el indice de o es mayor o tgual al indice de .
DEMOSTRACION. Sea W un campo diferenciable por pedazos a lo largo de &. Definase un
campo vectorial W a lo largo de ¢ como
W(t) == ¢ X (W)(t) = Proi~t o P (W),
donde P; es el transporte paralelo a lo largo de o, y ¢ satisface (11) y (12). De ahi que
gW.5) =g(W,0), WD)y =W®l; v g(D:W,DW)=g(DW,D,W).
Debido al hecho de que sup K < inf K, se tiene que
IW,W) < I(W,W).
Asi, si I(W, W) < 0, entonces (W, W) < 0.

Por lo tanto, la dimensiéon maxima de los subespacios de V donde I es negativa es al menos
siempre la dimensiéon méxima de los subespacios de V donde I es negativa. Q. E. D.

Ahora, como ya se habia mencionado, se hara uso de herramientas de teoria de Morse que se
puede consultar para méas detalles en [Milnor]|.

DEFINICION. Sea f: M — R una funcion diferenciable, donde M es una variedad diferenciable.
Un punto p € M es un punto critico de f si df(p) = 0. A f(p) se le llama wvalor critico de f en
p. Si (U, ) es una carta en M y p € U, a la matriz (9;0;|,(f)) se le llama el hessiano de f, que
representa una forma simétrica bilinear en 7, M y no depende de las coordenadas. Se dice que un
punto critico p es no-degenerado si el determinante del hessiano es distinto de cero.

Un punto critico p € M no-degenerado de una funcién diferenciable f: M — R es aislado y se

puede escoger una carta (U, @) en py por ende un sistema de coordenadas, {01, -+, On_x, On—r+1,"
de manera que en este sistema f es escrita como
2 2 2 2
f(xlv"' ’xn):f(p)+x1+"'+In—)\_l'n—)\+1_"'_$n’

donde (x1,--- ,2,) = ¢(q) con g € U.
DEFINICION. A este A se le llama el indice del punto critico no-degenerado.

OBSERVACION 6. Este A es la dimension del espacio vectorial donde el hessiano es negativo, es
decir, el indice del hessiano como forma bilineal simétrica.

OBSERVACION 7. Supongase que f~!([a1,az]) es compacto y no contiene puntos criticos de f.
Usando el campo vectorial gradiente de f caracterizado por

df(Y) = g(gradf,Y) paratodoY € TM,

localmente dado por grad f = ¢/ 9; f0;, se obtiene una funcién h: M — M® que es una retraccion
por deformacion, i. e., h|pre1 = Id|pser y existe una funcion continua, llamada homotopia, H: [0, 1] x
M — M tal que H(0,z) =z y H(1,z) = h(z).

3 a’n}’
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LEMA 4.3. Sea M wuna n-variedad diferenciable y sea f: M — R una funcion diferenciable
cuyos puntos criticos son no-degenerados. Sean p,q € M y una curva diferenciable v: [0,1] — M

con y(0) =p yy(1) = q. Sea a = max{f(p), f(q)} y considérese
M? = {z € M|f(z) < a},

ademds sea

b= ma Y.
fen[%,’i{f o(t)}

Supongase que f~1([a,b]) es compacto y no contiene puntos criticos no-degenerados de indice 0 6 1.
Entonces para todo § > 0, vy es homotdpica con extremos fijos a una curva 7y tal que 7([0,1]) € M*+9.

DEMOSTRACION. Sea g una métrica para M.

Si b < a, entonces para toda § > 0 se tiene 7([0,1]) = ([0,1]) € M?*?. Asi, supongase que
b > a. Sean pi,---,py los puntos criticos de f en M" ~. M% con valores criticos de f(p;) = ¢,
i=1,---,k. Como los puntos criticos son aislados, entonces se puede pertubar a f de modo que
los ¢; sean distintos dos a dos. Supongase pues que

b>cr>c > >cp>a.

Si b no es valor critico de f, entonces f~!([e; + €,b]) no contiene puntos criticos de f para ¢
suficientemente pequeiia. De la Observacion 7 se tiene una retraccién por deformacion h': M® —
Me1+e y la curva 41 = h' oy estd en M +¢. De aqui se continuarfa el proceso con ¢; usando el
siguiente caso.

Si b = ¢y es valor critico de f, por hipdtesis, el punto critico correspondiente p; tiene indice
A = 2. Sea V una vecindad de p; tal que f puede ser escrita ahi como

2 2 2 2
flan, oo mn) = ertad oo F ) =Ty =
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Eje (an)ily--'lxn)

Eje (X1,-7X,.,)

Supoéngase que V' y € > 0 son tales que M1\ (M €UV) no contiene puntos criticos. Asf,
de la misma manera que en la Observacion 7, con el campo vectorial gradiente a f se obtiene una
retraccion por deformacion h': M+ — M €U V. Considérese ahora 7, = hloy C M U V.

Ahora, sea @ el conjunto de puntos de V donde x,, x =z, 41 =+ = 2, = 0. Como

dim(generado por 7;) +dimQ < 1+n 2 < dim(M),

es decir, la codimension de Q es al menos 2. Entonces, por transversalidad, se puede perturbar a
71 de modo que

1n([0,1)NQ =0.

—Perturbacion

Ademas esta perturbacion se puede hacer en V' haciendo que los extremos de %4; queden fijos,
yva que los extremos no estan en Q.

Obsérvese que para los puntos fuera de @, i.e., los puntos de M €U (V \ @), las trayectorias
tangentes al campo vectorial gradiente grad f se alejan del punto critico p;. Por lo tanto, existe una
retraccion por deformacion

R%: M SU(HNQ)— M™ ©.
Asi, la curva 2 = h? o 4; es homotépica con extremos fijos a 41 y 2[0,1] C Mt =,
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Continuando este proceso inductivamente, se obtiene una curva v; C M ~¢. Dado ¢ > 0, no
hay puntos criticos en M=% ~ M9 porque M~ ~. M es vacio o por como se construyo
Meee,

Finalmente, lo anterior induce un retracto de deformacion
Wt Mok — MO

y 4[0,1] = B 0 v;([0,1]) € M+ Q. E. D.

OBSERVACION 8. Si la funcion llega a tener puntos criticos de indice 0 6 1 en f~1([a,b]) y c es
el valor critico mayor, entonces, usando el mismo argumento que en el lema, se obtiene una curva
4 homotépica a v tal que 7([0,1]) C M+,

LEMA 4.4 (Klingenberg). Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional
K < Ky, donde Ky es una constante positiva. Sean p,q € M. Ademds sean vo y y1 dos geodésicas
distintas que unen a p y q tal que L(yo) < L(y1). Supdngase que estas curvas son homotdpicas,
es decir, existe una funcion continua H: [0,1] x [0,1] — M, H(t,s) = H(s), tal que Hy = v y
Hy =7, H(0) =p y H:(1) = q para toda t € [0,1]. Entonces existe to € [0,1] tal que

2

VKo

DEMOSTRACION. Si L(v) > \/%, entonces tg = 0, i. e.,
0

L(VO) + L(Hto) >

L) + L(Ho) = L(70) + L{70) > —=

5

Supoéngase entonces que

L(v) < —¢ cone>0.

m
VKo

Por la Proposicion 2.4, como K < Ky,

™ ™
o 8. (e0) = B (7 7)

es un difeomorfismo y 7o(t) = exp,,(tV'), con V' = 4, (0). Como 7o(0) = 71(0) = p, 0(1) = 1 (1) = ¢
y son geodésicas distintas, entonces la curva -y; no esta contenida en Bg(\/% —&,p). Sea t. el minimo
punto de [0,1] tal que la curva H;_ interseca a 839(%,])). Entonces la curva Hy_ esta contenida

_ Ko
en BQ(\/LKT) —&,p).
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B,(n/K*,p)

Sean M = Sy, con g = 1/v/Kog y S = (0,---,0,—-70), el polo sur. Fijese una isometria
i: TyM — TsM vy considérense las curvas en M
Yo 1= expg 0i 0 exp;, T 07
y N
H
Por la construccion de fItE, ésta contiene un punto que dista € del polo norte y termina en el mismo
punto que 7p. Ademas notese que vy es un segmento de un meridiando de la esfera M. Por lo tanto,

L(H,,) + L(%0) = 2( —e).

‘= exXpgoto exp;1 oH;._.

€

T
VKo
Aplicando la Proposicion 2.5,

L(H;.) + L(70) = 2(

7r 6
VKo "
Sea g, — 0. Como {t., } C [0, 1], ésta contiene una subsucesion denotada igual que converge a

to € [0, 1]. Finalmente se cumple que
27

L(Hy,) + L(vo) =

E

Reduccion a dimension finita

Considérese el conjunto de trayectorias de p a g
¥, =10:[0,1] = M|0(0) = p, o(1) = g, 0 es admisible y L(o) < c}.

Este conjunto se puede remplazar por una variedad de dimension finita como sigue.

Las curvas en X7 estdn contenidas en un subconjunto compacto @ de M. Sea § > 0 tal

que, para cualesquiera dos puntos en ) cuya distancia es menor a ¢, existe una tnica geodésica
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minimizante que los une. Con esta § se subdivide [0,1] por 0 =ty < t; < --- < t, = 1 de manera
que [t; —t;—1| < ¢ para toda i € {1,---,n}. Se define ahora

Lpg = {7 €Xy | FY‘[t'i—17ti] €s una geodésica} .
La funcion
e — Mx---xM
Y — (V(tl)v"' a’Y(tnfl))
es biyectiva y su imagen es un conjunto abierto de M x ---x M, lo que permite dotar a I'; , de una
estructura diferenciable.

Las geodésicas en M de p a g pertenecen a I'y | porque por pedazos siguen siendo geodésicas y
son los puntos criticos del funcional longitud

. TC
L|Fg,q S R

restringido a I'y 'y, por el Corolario 1.50, el indice del hessiano de L|F§ , coincide con el indice de
I. ’
Ademas si los puntos p y ¢ no son conjugados, por el Teorema 1.51, entonces el indice de v es
positivo y, por lo tanto, la geodésica es un punto critico no degenerado del funcional de longitud.
Por otro lado, es posible dar una retracciéon por deformacion entre 37 ~y I'j . Constltese
[Milnor]|, pagina 90, Teorema 16.2.

Ahora es momento de hacer el calculo de la estimacién de inyectividad.

PROPOSICION 4.5. Sea M una n-variedad rimanniana compacta y simplemente conexa, n > 3,
tal que

<K <1

A~

Entonces i(M) > .

DEMOSTRACION. Procediendo por contradiccion, supongase que (M) < 7. Por la Proposicion
3.11, existe una geodésica cerrada v en M de longitud | = L(v) < 27.

Del Corolario 1.53, el conjunto de puntos conjugados a v(0) = p a lo largo de ~y es discreto.
Considérese ¢ > 0 que satisface las siguientes condiciones:

(a) v(I — ) no es punto conjugado a p a lo largo de ~;
(b) exp, es difeomorfismo en B,(2¢,p);

(¢) 3¢ < 2 — 7/VK, donde K = infy; K;
(d) 3e <2m -1
(e) be < 2m.
Por el teorema de Sard, Teorema 1.54, existe un valor regular ¢ € By(e,¥(l — €)) de exp,,. Por
la condicién (a), existe una vecindad U C T,M de (I — €)7(0) donde exp,, es difeomorfismo. Se
escogen un vector W tal que g(W,4(l —¢)) < 0y una curva 7: (—6,0) — M tal que 7(0) = y(I —¢)
y 7(0) = W. Ahora se considera la curva v: (=60,0) — M en U tal que exp,(v(r)) = 7(r). Se
construye una variacion de v dada por I'.(t) = exp,((t/r)v(r)), t € [0,] — €]. Por la formula de
primera variacion,
d

L) = W) <o,
r=0
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De esto, es posible escoger a ¢ de manera que ¢ = 71(t1), donde 7, es una geodésica que parte de p
y 3e < L(m) < .

OBSERVACION 9. El uso del teorema de Sard hace que no sea necesario pedir a las geodésicas
que tengan velocidad 1.

B,(2¢,p)

3
] @y

Sea vy una geodésica minimizante que une a p con ¢. Por la condicion (b) y por la desigualdad
del triangulo se tiene

(14) L(v0) < dg(p:v(l =€) +dy(g, (I =€) <e+e=2¢

y, por lo tanto, vy # 71-

Ahora bien, considérese el conjunto Xf  y su aproximacion finita I'j ,, con ¢ = L(71). Por el
hecho de que g es valor regular de exp,, i.e., ¢ no es punto conjugado de p, los puntos criticos en
35, ¢ de L son no-degenerados.

Ya que M es simplemente conexa, existe una homotopia 75 entre 49 y 71, manteniendo los
extremos fijos. Como I'} =~ es retracto de deformacion de X7 , la curva v, es deformada en una
curva en I'y . De la Observacion 8, para todo 6 > 0, s puede ser deformada por una homotopia

s de 7o a 1 de manera que la curva de mayor longitud v de 7, satisface que
L(¥) < a+ 9,
donde a = max{L(vyo), L(71), L(0)} y o es la geodésica de mayor longitud tal que el indice de ella
es menor a dos en X7, que recuérdese es el mismo indice del hessiano de £ en 37 .
Sea § = . Ya se han estimado cotas para L(vg) en (14) y para L(71) en (d), esto tltimo debido
a que de (d) se tiene que L(y1) <! < 27 — 3e. Falta estimar o acotar a L(o), para esto apliquese el
Lema 4.2 usando a la n-esfera de curvatura K, conn <3y K = f]r\l/[f K, como M y obteniendo

indice de ¢ < indice de 0 < 2,

donde & es una geodésica de M tal que L(o) = L(5).
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Si

entonces ¢ contiene dos puntos antipodales que son conjugados y, por el teorema de indice de Morse,
Teorema 1.52, el indice de & es mayor o igual a 2. Asi, por (c),

L(o) < L~ < 2m — 3e.

VK
En consecuencia, por (e), es decir, 2m — 3 > 2¢,
(15) L) <a+e<2n—3c+e=21— 2.
Por otro lado, del lema de Kingenberg, en la homotopia 7, existe sg tal que
L(vo) + L(%s,) 2 2.

Por consiguiente
L(3) > L(Fs) > 27— L(0) > 2 — ¢,
que contradice (15). Y por lo tanto
(M) > .
Q. E. D.



Capitulo 5

Los tres resultados fundamentales

PROPOSICION 5.1 (Berger). Sea M una variedad riemanniana compacta y sean p,q € M tal que
d(p,q) = diam(M). Entonces para todo W € T,M existe una geodésica minimizante v de p = v(0)
a q tal que g(%(0), W) > 0.

DEMOSTRACION. Sea A(t) = exp,, tW y sea;: [0, L(7:)] — M la geodésica minimizante tal que
7:(0) = A(t) y 7(L(7:)) = ¢. Supéngase que Vn € N existe t,, € [0, 2] tal que g(5, (0), A(tn)) = 0.
Por el Lema 3.1, 74, converge a una geodésica minimizante v. Esta geodésica cumple

9(5(0), A(0)) = g(4(0), W) > 0

por la continuidad de la métrica riemanniana y la diferenciabilidad de A. Y por lo tanto, se tendria
el resultado.

Ahora bien, se procede por contradiccion para probar que si existe tal sucesion de geodésicas.
Supongase que existe n € N tal que Vt € [0, %]

g(%:(0), A(t)) < 0.

Considérese una vecindad totalmente normal Q2 de A(t) y sea g € Q un punto de ;. Sea e > 0
suficiente pequetio para que A(s) € Q, Vs € (t —e,t +¢), y sea 0, la geodésica minimizante que une
aqoy As).

Usando la formula de primera variacién de energia, se obtiene

1d

5@;6(0’5) ‘s:t = _9(%(0)7;\(75)) > 0.
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Esto implica que L es creciente, i. e., la longitud de las curvas o, aumenta conforme s aumenta.
Entonces, para s < t, d(qgo, A(s)) < d(go, A(t)) ¥, por lo tanto,

d(g,A(s)) < d(g;q) + d(qo, A(s))
< d(q,q0) + d(qo, \(t))
= d(g, \(t)) < d(g,\0)) = d(q,p)
< d(g,\(s)).

Lo cual es absurdo e implica la contradiccién deseada. Q. E. D.

LEMA 5.2. OBy(r,p) es conexa por trayectorias Vp € M y r < i(M) si la dimension de M es
menor o igual a 2.

DEMOSTRACION. Como r < i(M), entonces existe R tal que r < R <i(M) y

By(r,p) C By(R,p).
Asi, By(R,p) es difeomorfa a B.(R,0) y, por lo tanto, By(r,p) es difeomorfa a B.(r,0). De ahi

que By(r,p) \ By(r,p) es difeomorfa a B,(r,0) \ B.(r,0). Y esta tiltima es conexa por trayectorias.
Q. E. D.

LEMA 5.3. Sean p € M, A: [a,b] — M curva suave en M que no pasa por p y q € X[a,b])
tal que d(p,q) = d(p, A([a,b])). Si~v: [0,L(y)] — M es una geodésica que une a g = y(0) y p, es
decir, minimiza la distancia. Entonces ésta es g-ortogonal a X\ en q.

DEMOSTRACION. Sea sg tal que A(sp) = ¢. Procediendo por contradiccion, supongase que A y

~ no son g-ortogonales en q. Entonces g(A(sg),¥(0)) # 0. Sin pérdida de generalidad, supéngase que

g(A(s0),7%(0)) < 0. El otro caso es totalmente analogo. Asi, usando la formula de primera variacion
se tiene que

L2 = 9600, Mso) > 0.
s=5o
con I'y una variaciéon por geodésicas que unen a p con A(s), s € (sp — €, Sp + €).

Esto implica que para € > 0 suficientemente pequeno, el funcional de longitud £ es creciente
Vs € (so —€,50 +¢). Y por lo tanto, existe s; < sg que cumple d(A(s1),p) < d(A(so),p). Lo cual es
una contradiccion, ya que A(sp) minimiza la distancia. Q. E. D.

Los siguientes dos lemas son aplicaciones de la Proposicién 2.5, que a su vez es aplicacion del
teorema de Rauch.

LEMA 5.4. Sea M una n-variedad riemanniana compacta y simplemente conexa, cuya curvatura
seccional K satisface

<d< K <1

Sean p € M yr € (7r/2\/5, ). Sean vy y v1 en la esfera geodésica con centro en p y radio r.
Supdngase que las geodésicas radiales que unen a p con vy y a p con v forman un dngulo menor o
igual a w/2. Entonces

d(vo,v1) <

T
20
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DEMOSTRACION. Lo primero a observar es que d(vg,v1) es menor o igual a la longitud de
cualquier curva que una a vy con vy.

Por otro lado, como r < 7 < i(M), entonces el mapeo exp,, restringido a B(r,0) es difeomor-
fismo.

Ahora, considérese M = SI

oy TO = 1/V/6. Esta variedad tiene curvatura seccional §. Sea
it TnM — T,M una isometria lineal fija, donde N = (0,---,0,ry). Recuérdese que expy es
difeomorfismo en B(nr, 0).

Sean 7y = expy oioexpy, ' (vg) y U1 = expy oioexp, ! (v1). Sea ¢: [0,a] — M un arco geodésico
que une a ¥y con 1. Como 7/ Vi>m>r> 7/ 21/, el angulo formado por las geodésicas radiales
que unen a N con ¥g y a N con ¥; es menor o igual a /2,y ¥y y 71 estan en la esfera geodésica

con centro en N y radio r, entonces

Considése c: [0,a] — M dada por

1

c(s) = exp,0i " oexpy(é(s)).

Esta es una curva que une a vg con v;. Aplicando la Proposicion 2.5, se tiene

d(vg,v1) < L(e) < L(¢) < 2\%
Q. E. D.

LEMA 5.5. Sea M una n-variedad riemanniana compacta y simplemente conexa, cuya curvatura
seccional K satisface

1
Z<5<K<1'

Sean p € M, y vy y v1 en la bola geodésica con centro en p y radio ﬂ/?\/g. Supdngase que las
geodésicas radiales que unen ap con vy y a p con vy forman un dngulo de /2. Entonces

71'
d(Uo,’Ul) < 2\/3

DEMOSTRACION. Notese que d(vg,v1) es menor o igual a la longitud de cualquier curva que
una a vg y vi.

Como 7/2V§ < 7 < i(M), entonces el mapeo exp,, restringido a B(1/2v/4,0) es difeomorfismo.

Considérese M = S, o =1/ V6. Esta variedad tiene curvatura seccional 8. Sea i: Ty M —
T,M una isometria lineal fija, donde N = (0,--- ,0,7p). El mapeo expy restringido a B(7rg,0) es
difeomorfismo.

Sean Ty = expy oi o exp, ' (vg) ¥y U1 = expy oi o exp, ' (v1). Considérese ¢: [0,a] — M el
arco geodésico que los une. Como @y y 71 estan en la bola geodésica B(w/2v/3, N) y las geodésicas
radiales que unen a N con @9 y a N con #; forman un angulo de 7/2, entonces

L@ < 5

Considérese ahora c: [0,a] — M dada por

c(s) = exp, 0 it oexpyt(é(s)).
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Aplicando la Proposicion 2.5, se tiene
d(vg,v1) < L(c) < L(€) < Tﬁ
Q. E. D.

PROPOSICION 5.6 (Tsukamoto). Sea (M,g) una n-variedad riemanniana compacta y simple-
mente conexa, cuya curvatura seccional K satisface

1
1<5<K<1.

Ademds sean p,q € M tales que d(p,q) = diam(M). Entonces
M = By(r,p) U By(r,q)

donde By(r,p) denota la bola geodésica abierta con radio v y centro en p, y r es tal que 77/2\/5 <
r<Tm.

DEMOSTRACION. Por la estimaciéon de inyectividad o estimacion de Klingenberg, B,(r,p) y
By(r, q) no continenen puntos del lugar de corte de p y g, respectivamente, si r < m = i(M). Por
esto, By(r,p) y By(r,q) son difeomorfas, a traves del mapeo exponencial, a B(r,0) C R™.

Procediendo por contradiccion, supongase que existe v € M tal que d(p,v) > r y d(q,v) > r.
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que d(p,v) = d(q,v) > r.

Una geodésica minimizante de g a v interseca a 0B,(r, q), la frontera de By(r,¢), en un punto
¢’ ¢ By(r,p). De otra forma se tendria, como v ¢ Bgy(r, p), que

d(v,q') > d(v, By(r,p)) 2 d(v, By(r, q)) = d(v, ).

Lo cual es absurdo.

Por otro lado, usando el Teorema 1.48 de Bonnet, diam(M) < % < 2r. Esta tultima parte de
la desigualdad es la segunda condicién que se impone sobre 7.

Por lo tanto, si ¢’ es un punto de interseccién de una geodésica minimizante de q a p con
0By(r, q), entonces ¢” € By(r, p), porque

d(p,q") =d(p,q) — d(q,q") < 2r —r =r.

Por el Lema 5.2, 0B,4(r, q) es conexa por trayectorias y 0B, (r,p) N 0By(r,q) # (. Por lo tanto,
existe vg € M tal que d(p,vo) = d(gq,vo) = 7.

Sq(r,q) ’ Sq(r,p)
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Considérese una geodésica minimizante A que una a p y vo. Por la proposiciéon de Berger, existe
una geodésica minimizante v de p a ¢ tal que g(¥(0), A(0)) > 0, es decir, el angulo entre ellos es
menor o igual a 7/2. Sea s el punto de v que cumple que d(p, s) = r.

Sg(r! p) Sg(r,Q)

Aplicando el Lema 5.4 al 4ngulo <wops < 7, entonces se concluye que

T
d(vg,s) < —.
(v0, 5) 2V
Como d(p,vp) =1 = d(q,v9) y existe un punto s en v con d(vp,s) < r, existe sy en el interior
de ~ tal que minimiza la distancia de vy a . Ademas, la geodésica minimizante de vy a sy es
g-ortogonal a -, por el Lema 5.3, y

T
d(vo,7) = d(vo, s0) < d(ro, 5) < 27\/5
Como d(p,q) < 5 se tiene que d(p, sg) < 3.5 © que d(q, s0) < 7.5 Considérese el caso

d(p, so) < #, el otro caso es totalmente analogo. Como d(vg, sg) < ;W y el angulo <psovg = 7,
se tiene, por el Lema 5.5, que d(p,vp) < ﬁ < r, lo cual contradice el hecho de que d(p,vy) = r.
Por lo tanto, no existe tal vg. Q. E. D.

PROPOSICION 5.7. Sea M una n-variedad riemanniana simplemente conexa y compacta, cuya
curvatura secccional K satisface

1
1 <I< K<L
Sean p,q € Mtal que d(p,q) = diam(M). Entonces en cada geodésica de longitud r, con r €
(7r/2\/g, 7T>, que empieza en p existe un unico punto m tal que
d(p,m) =d(q,m) <.

De la misma manera, en cada geodésica que parte de q existe un unico punto n cuya distancia a q
es equidistante a p y q.

DEMOSTRACION. Sea v una geodésica que parte de p, i. e., ¥(0) = p. Considérese

f(s) =d(g,7(s)) — d(p,7(s))-

Esta funcion es claramente continua y

f(0) = d(q,~(0) = p) — d(p,7(0) = p) = d(g,p) > 0.
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Como M es compacta, existe sg tal que v(sg) es punto de corte de p a lo largo de ~y. Por la estimacion
de inyectividad, d(p,v(so)) = m > r. Entonces, por el teorema de Tsukamoto,

d(q,7(s0)) <
Asi,
f(s0) = d(q,7(s0)) — d(p,¥(s0)) <7 —d(p,7(s0)) <O.
Eso implica que f se hace cero para algin s; € (0, sg), es decir, existe m = y(s1) tal que d(g, m) =
d(m,p) < r.
Para probar la unicidad, supéngase que existe un punto m distinto a m tal que d(q,m) =
d(m,p) < r. Supoéngase que m esta entre p y m. Entonces

(16) d(q,m) = d(p,m) = d(p,m) + d(m,m) = d(m, q) + d(m, m).

P

Sea ¢ la tnica geodésica minimizante de ¢ a m, existe porque d(q,m) < r. Por (16), g, m y m
son colineales, i. e., 7y coincide con ¢. Si no,

d(g,m) < d(g,m) + d(m,m) =" d(q, m).

Lo cual es una contradiccion.

Asi, g pertenece a v. Como m y m son equidistantes a p y ¢, y son todos colineales en =,
entonces hay dos opciones m y m son iguales 6 p y ¢ son iguales. Por lo tanto, m y m son el mismo.

Q. E. D.



Capitulo 6

Demostracion del teorema de la esfera

Finalmente se va a proceder a la demostracion del teorema de la esfera.

TEOREMA DE LA ESFERA. Si (M, g) es una n-variedad riemanniana compacta y simplemente
conexa, cuya curvatura seccional toma valores en el intervalo (%, 1] , entonces M es homeomorfa a
Sm.

DEMOSTRACION. Sean p,q € M tal que diam(M) = d(p, q). Sean Dy y D5 los subconjuntos de
M formados por todos los segmentos geodésicos pm y g, respectivamente, donde los puntos m y
n estan dados por la Proposicién 5.7. Debido a que los puntos m y n son tnicos y éstos dependen
anicamente de la geodésica que los contiene o de la direccion de ésta, entonces la funcion que asigna
a cada geodésica los puntos m y n es continua. Por lo tanto, los conjuntos D y D5 son cerrados

de M.

M

‘v’

g

Lo siguiente por demostrar es que M = D1 U Dy y 0D, = 0Dy = Dy N Ds.
Primero se mostrara que D U Dy C M, que es muy sencillo, ya que claramente cada uno esta

contenido en M.
Ahora se probard que D; U Dy D M. Sea v € M. Por la Proposicion 5.6, d(v,p) < r 6

d(q,v) <7, con 7/2v/§ < r < m. Considérese d(p,v) < 7 (d(q,v) < es totalmente analogo). Como
d(p,Cp(p)) = 7 > r, por la estimacion de Klingenberg, existe un tinica geodésica minimizante vy que
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une a p y a v. De nuevo, por la Proposicion 5.7, existe un tnica m en v tal que d(p, m) = d(q,m) < r.
Asi, se cumple uno de los siguientes casos:
e Si d(p,v) < d(g,v), entonces v € P, pues quiere decir que v estd mas cerca de p que m.
Esto significa que v € D;.
e Sid(gq,v) < d(p,v), entonces d(g,v) < r y siguiendo el mismo razonamiento anterior pero
con ¢ se tiene que v € gn. Y asi v € Ds.
e Si d(p,v) = d(q,v), entonces, por unicidad, m = v. Es decir, v € dD;.
Por lo tanto, v € Dy U Ds. Esto muestra que M = Dy U Ds.
Para probar la segunda afirmacion, si v € Dy N Dy, entonces v € pm y v € gn. Y, por lo tanto,
v =m = n. Lo que significa que v € 9Dy y v € dDs.

e p
N S" i7(0) M

Y

Por otra parte, ahora se definird una funcion ¢: S™ — M, que actuara como el homeomorfismo
entre S™ y M, de la siguiente manera: a un punto fijo N € S™ se le asocia p y a su punto antipodal
S € S™ se le asocia ¢. Se escoge una isometria lineal i: TnS™ — T, M. Para cada punto e en el
ecuador de S™ relativo al polo norte N se considera la geodésica tunica y(s) de S™, s € [0, 7], dada
por ¥(0) = N y 7(5) = e. Ademas, se considera el punto m dado por la Proposicién 5.7 en la
geodésica de M que pasa por p y que tiene como vector velocidad i%(0). Asi, se define ¢ para todo
punto de la geodésica en la esfera:

{ e((s)) = exp, (32d(p, m)(i((0))), s € (0, 5],
0(1(5)) = exp (2 — 2)d(g,m)V), s € [5,7],
donde V es el vector tangente unitario en g de la tinica geodésica que lo une a m.
Es claro, por la estimaciéon de Klingenberg, que la funcién es biyectiva del hemisferio cerrado
norte de la esfera a D1, del hemisferio cerrado sur de la esfera a D5 y del ecuador a Dy N Ds.
Ademés, ¢ es continua porque m y n de la Proposicion 5.7 son tnicos. ¢ es suprayectiva en M
porque M = D; U Ds. Es inyectiva porque Dy N Dy = p(ecuador de la esfera). Finalmente, como
S™ es compacta, ¢ es un homeomorfismo. Q. E. D.
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