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Introducción

La matemática es una ciencia que a lo largo de la historia ha ayudado a la humanidad a
entender su realidad, desde su forma de pensar hasta la naturaleza que lo rodea. Esta manera de
entendimiento, el conocimiento matemático, muchas veces tiene su origen en lo que el ser humano
observa, pero es transformado y parecería que es totalmente ajeno a la realidad. El objetivo de esta
tesis es probar el teorema de la esfera, que por su enunciado parecería un resultado muy abstracto,
pero a través de su demostración uno se da cuenta de que no es así y que hay muchas conceptos
absolutamente relacionados con lo que se ve en la vida normal.

El teorema de la esfera es un resultado de geometría riemanniana que da una equivalencia
topológica. Además, este teorema, como muchos en matemáticas, emplea diversas herramientas de
distintas ramas de las matemáticas. En este caso se usan resultados de álgebra, análisis, topología
general, diferencial y algebraica, e incluso ecuaciones diferenciales.

El teorema de la esfera, un resultado extraordinario de geometría diferencial global, dice lo
siguiente:

Teorema de la esfera. Sea (M, g) una n-variedad riemanniana compacta y simplemente
conexa, cuya curvatura seccional K es tal que

(1)
1

4r2
< K 6

1

r2
.

Entonces M es homeomorfa a Snr , donde Snr denota la esfera de radio r en Rn+1.

No obstante, para un mejor desarrollo de la demostración, si a la métrica se la multiplica por
la constante 1/r, se puede suponer que la desigualdad (1) es:

(2) a :=
1

4
< K 6 1.

Históricamente, estimar la constante a siguió un proceso de aproximadamente una década. El
primer intento fue de Henry Ernest Rauch con a ≈ 3/4 en 1951. Luego Wilhelm Klingenberg hizo
grandes contribuciones, usando nuevas técnicas y el Teorema de Rauch, demostró el teorema con n
par y a ≈ 0,74 en 1959. Al año siguiente, Marcel Berger demostró el teorema con n par y a = 1/4.
Finalmente, de nuevo Klingenberg en 1961 con ayuda de los últimos resultados de Berger, demostró
el teorema tal como está enunciado arriba.

Con respecto a si K puede considerársele en el intervalo [1/4, 1], se ha probado que si la
dimensión es par, el teorema es falso. Y si la dimensión es impar, sí se tiene el resultado, pero no se
sabe si se puede mejorar. Para lo casos n = 2 y n = 3, el teorema es cierto simplemente suponiendo
que K sea positivo, usando en el caso n = 2 el teorema de Gauss-Bonnet y en el caso n = 3 el
teorema de Hamilton.

Por otro lado, el teorema se puede mejorar a difeomorfismo, como se puede consultar en
[Cheeger-Ebin], pero no se abordará en esta tesis.
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2 INTRODUCCIÓN

La tesis está estructurada en seis capítulos y un apéndice. En el capítulo 1 se abordan las
definiciones y resultados básicos necesarios para entender el enunciado del teorema de la esfera, así
como para seguir de la mejor manera la demostración de éste. Todos estos han sido obtenidos de las
Notas del Curso de Geometría Riemanniana de Mónica Clapp, del libro “Riemannian Manifolds”
de John Lee y del libro “Riemannian Geometry” de Manfredo do Carmo.

Sigue el capítulo 2, que es sobre el teorema de Rauch, una herramienta muy poderosa que
permite comparar la curvatura de dos variedades. En el capítulo 3 se introduce “el lugar de corte
de un punto”, éste es básicamente donde las geodésicas que parten de ese punto dejan de ser
minimizantes.

En el capítulo 4 se desarrolla la estimación de Klingenberg, que es en esencia un número que
mide hasta dónde el mapeo exponencial es difeomorfismo. Es en el capítulo 5 donde se demuestran
tres proposiciones que se usan directamente en la demostración del teorema de la esfera.

Finalmente, en el capítulo 6 se da la demostración del teorema de la esfera.



Capítulo 1

Nociones y resultados básicos

En este capítulo se hará un recuento de las definiciones y resultados de geometría riemanniana
necesarios para entender de la mejor manera el desarrollo del teorema de la esfera. No se demostrará
ningún resultado, pero las demostraciones se encuentran en [Carmo], [Clapp] y [Lee].

Así, lo primero que se debe hacer es definir el objeto básico a estudiar. En este caso son las
variedades suaves.

1. Variedades suaves

Definición. Un atlas en un espacio topológico M consiste de

• una cubierta abierta {Ui | i ∈ I} de M , es decir, una familia de abiertos tal que

M ⊂
⋃
i∈I

Ui;

• una familia de homeomorfismos {ϕi : Ui → Ωi | i ∈ I}, donde Ωi es un abierto en de Rn,
tales que la función de transición

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj)→ ϕj(Ui ∩ Uj)

es un difeomorfismo (suave) para cualesquiera i, j ∈ I.
A la pareja (Ui, ϕi) se le llama una carta del atlas, a n se le llama la dimensión de M y se dirá que
M es una n-variedad suave.

Definición. Dos atlas {(Ui, ϕi)}i∈I y {(Vj , ψj)}j∈J en M son equivalentes si su unión es
también un atlas en M , i. e., si

ψj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Vj)→ ψj(Ui ∩ Vj)

es un difeomorfismo para cualesquiera i ∈ I y j ∈ J .
Una estructura diferenciable en M es una clase de equivalencia de atlas de M . Siempre se va a

tomar un atlas representante de la clase de equivalencia.

Definición. Una variedad (suave) es un espacio topológico de Hausdorff M , que satisface el
segundo axioma de numerabilidad, i. e., tiene una base topológica numerable; y una estructura
diferenciable en M .

1.1. Funciones diferenciables. Otra cosa básica es la relación entre variedades, es decir,
funciones.

3



4 1. NOCIONES Y RESULTADOS BÁSICOS

Definición. Sean M y N variedades. Una función F : M → N es suave si para cada x ∈ M
existen cartas (U,ϕ) deM y (V, ψ) deN alrededor de x y F (x), respectivamente, tales que F (U) ⊂ V
y

ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

es suave.
Un difeomorfismo es una función F : M → N que es suave y biyectiva; y cuya inversa F−1 : N →

M es suave. Dos variedades M y N se dice que son difeomorfas si existe un difeomorfismo entre
ellas.

2. Espacio tangente

Ahora que ya se definió variedad suave, uno se pregunta cómo se ve ésta. Con este objetivo se
define el espacio tangente, un espacio vectorial que localmente se parece mucho a la variedad.

Sea M una variedad y p ∈ M . Se denota por C∞(M) a las funciones suaves f : M → R. Este
conjunto C∞(M) es una R-álgebra con las operaciones f + g, λf y fg definidas puntualmente para
f, g ∈ C∞(M) y λ ∈ R, cuya unidad es la función constante 1.

Definición. Una derivación en p es una función lineal Xp : C∞(M)→ R que satisface

Xp(fg) = f(p)Xp(g) + g(p)Xp(f) ∀f, g ∈ C∞(M).

A esta propiedad se le llama regla de Leibniz.

Obsérvese que si Xp y Yp son derivaciones en p, su suma y su producto por escalar λ ∈ R,
definidos de la siguiente manera

(Xp + Yp)(f) := Xp(f) + Yp(f), (λXp)(f) := λXp(f),

son derivaciones en p. Es decir, las derivaciones en p forman un espacio vectorial.

Definición. Al espacio vectorial de las derivaciones en p se le llama espacio tangente a M en
p. Se denota por TpM y a sus elementos se les llama vectores tangentes a M en p.

Una función suave F : M → N induce una función F∗ : TpM → TF (p)N dada por

(F∗Xp)(f) := Xp(f ◦ F ), f ∈ C∞(N), Xp ∈ TpM.

Esta función cumple las siguientes propiedades:

Proposición 1.1. Si F : M → N y G : N → Ñ son funciones suaves y p ∈M se cumple
• F∗ : TpM → TF (p)N es lineal,
• (G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗.
• (IdM )∗ = IdTpM

Gracias a esta proposición, si F : M → N es un difeomorfismo, entonces

F∗ : TpM → TF (p)N

es un isomorfismo.

Definición. La función F∗ se llama el diferencial de F en p (en inglés "pushforward") y
también se denota como dFp.

Ahora, a partir de lo anterior, se quiere describir localmente el espacio tangente a M en p y
para esto antes se verá cómo es el espacio tangente a Rn en p. Para esto último se requiere los
siguientes lemas.
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Lema 1.2. Si Xp : C∞(M) → R es una derivación en p, entonces Xp(µ) = 0 para cualquier
función constante µ : M → R.

Lema 1.3. Sea Xp ∈ TpRn. Entonces

Xp =
n∑
j=1

Xp(x
j)

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

,

donde xj : Rn → R es la j-ésima proyección y ∂
∂xj

∣∣
p
es la derivación que a cada f ∈ C∞(Rn) le

asocia su j-ésima derivada parcial en p.

Proposición 1.4. Sea p ∈ Rn.
• La función de Rn a TpRn dada por

v 7−→ D(_)(p)v =
n∑
j=1

vj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

es un isomorfismo.
• Si F : Rn → Rk es suave, la función F∗ : TpRn → TF (p)Rk corresponde a la derivada DF (p)
bajo dicho isomorfismo, es decir, conmuta el diagrama

TpRn
F∗−→ TF (p)Rk

∼=↓ ↓∼=
Rn DF (p)−→ Rk

Con la proposición anterior y las dos siguientes el espacio tangente aM en p quedará expresado
localmente.

Proposición 1.5. Sea Xp ∈ TpM . Si dos funciones f, g ∈ C∞(M) coinciden en una vecindad
de p, entonces Xp(f) = Xp(g).

Proposición 1.6. La inclusión ι : U →M induce un isomorfismo

ι∗ : TpU → TpM,

donde U es un abierto en M y p ∈ U . Es decir, TpU ∼= TpM , con U vecindad de p.

Si (U,ϕ) es una carta de M y p ∈ U , entonces ϕ : U → ϕ(U) es un difeomorfismo y ϕ∗ : TpU →
Tϕ(p)(ϕ(U)) es un isomorfismo. Además, la Proposición 1.4 asegura que las derivaciones

∂j |p := (ϕ−1)∗
∂

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

, j = 1, · · ·n,

forman una base de TpM . Explícitamente, para f ∈ C∞(U),

∂j |p(f) =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xj
(ϕ(p)).

Notación. Para evitar cargar demasiada notación en lugar de escribir ∂j |p, se escribirá sim-
plemente ∂j , siempre y cuando no haya confusión con respecto al punto de anclaje.
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Definición. A esta base se le llama sistema de coordenadas en p y a cada ∂j |p se le llama
vector coordenado en p. Así, todo Xp ∈ TpM se escribe de manera única como

(3) Xp =
n∑
j=1

Xj
p∂j |p, con Xj

p = Xp(ϕ
j),

donde ϕj := xj ◦ϕ es la j-ésima componente de ϕ. Los números X1
p , · · ·Xn

p se llaman componentes
de Xp.

Notación (Convención de sumatoria de Einstein). Se denotará a una suma
∑n
j=1 x

jEj en
cuyos términos aparece dos veces el mismo índice simplemente como xjEj . Es decir,

xjEj :=
n∑
j=1

xjEj .

2.1. Vectores tangentes a curvas. La siguiente definición presenta a las curvas, objetos
básicos para el estudio de una variedad. En esta subsección se utilizan para dar una versión alter-
nativa del espacio tangente.

Definición. Sea M una variedad. Una curva en M es una función suave α : (a, b) → M . Si
t0 ∈ (a, b), el vector tangente a α en t0 es la derivación

α̇(t0) := α∗
d

dt

∣∣∣∣
t0

∈ Tα(t0)M,

donde d
dt

∣∣
p
es la base estándar de Tt0R. Esta derivación está dada por

α̇(t0)(f) =
d(f ◦ α)

dt
(t0), f ∈ C∞(M).

Si (U,ϕ) es una carta de M en α(t0) y ϕ ◦ α = (α1, · · · , αn), entonces

α̇(t0) = α̇j(t0)∂j |α(t0).

En los cursos de geometría diferencial se define el espacio tangente a una variedad M en un punto
p como el conjunto de vectores tangentes en p a todas las curvas que pasan por éste. La siguiente
proposición da justamente esta caracterización a partir de la definición dada en la sección 2 de este
capítulo.

Proposición 1.7. Si M es una variedad y p ∈ M , entonces todo Xp ∈ TpM es el vector
tangente a alguna curva α : (−ε, ε)→M en 0, i. e., α(0) = p.

De esta manera, la diferencial de una función suave F : M → N se expresa de manera sencilla
en términos de curvas: si Xp ∈ TpM es el vector tangente a la curva α : (−ε, ε)→M en 0, entonces
F∗ : TpM → TF (p)N está dada por

F∗Xp = (F ◦ α)′(0).

3. Subvariedades

A continuación se introduce lo que es una subvariedad, cuya objetivo en esta tesis es comprender
mejor el concepto de transversalidad.
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Definición. Si M es una variedad suave, una subvariedad de M es una variedad suave M̃
junto con un encaje i : M̃ →M , es decir, M̃ es homeomorfa a su imagen i(M̃) y

i∗ : TpM̃ → TpM

es inyectiva.

3.1. Espacio tangente a una subvariedad. Sea M̃ una n-subvariedad de una m-variedad
M . Para cada punto p ∈ M̃ existe un sistema de coordenadas {∂1, · · · , ∂m} en una carta (U,ϕ) de
p en M tal que U ∩ M̃ está dado por

{x ∈M |ϕn+1(x) = · · · = ϕm(x) = 0}
y {∂1, · · · , ∂n} forman un sistema de coordenadas local para M̃ . En cada q ∈ U ∩ M̃ , TqM̃ puede
ser identificado como el subespacio de TqM generado por {∂1, · · · , ∂n}.

3.2. Transversalidad. Una propiedad de subvariedades utilizada es la transversalidad, que
se define a continuación.

Definición. Sean N y Ñ dos subvariedades suaves de M , variedad suave. N es transversal a
Ñ si para todo x ∈ N ∩ Ñ ,

TxN + TxÑ = TxM.

Veáse [Guillemin-Pollack].

4. Propiedades topológicas de una variedad

En esta sección se describirán ciertas propiedades topológicas que puede tener una variedad.

4.1. Variedades compactas.

Definición. Una variedadM es compacta si toda cubierta abierta {Ui | i ∈ I} deM tiene una
subcubierta abierta finita, es decir, existen Ui1 , · · · , Uin elementos de la cubierta tal que

M ⊂ Ui1 ∪ · · · ∪ Uin .
4.2. Variedad simplemente conexa.

Definición. Dos curvas γ : [0, 1]→M y γ̃ : [0, 1]→M son homotópicas si existe una función
continua

H : [0, 1]× [0, 1]→M

tal que

H(0, t) = γ(t) y
H(1, t) = γ̃(t).

Si además

H(s, 0) = γ(0) = γ̃(0) y
H(s, 1) = γ(1) = γ̃(1),

entonces se dirá que son homotópicas con extremos fijos.

Definición. Una variedad M es conexa por trayectorias si para cualesquiera p, q ∈M , existe
una curva que los une, no necesariamente suave.

Definición. Una variedad M es simplemente conexa si es conexa por trayectorias y para
cualesquiera dos curvas, éstas son homotópicas.
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4.3. Orientabilidad.

Definición. Sea M una variedad diferenciable. Se dirá que M es orientable si admite una
estructura diferenciable {(Ui, ϕi)}i∈I tal que para todo par j, k ∈ I que cumplen que Uj ∩ Uk 6= ∅,
entonces el determinante del jacobiano de la función

ϕk ◦ ϕ−1
j : ϕj(Uj ∩ Uk)→ ϕk(Uj ∩ Uk)

es positivo.

Proposición 1.8. Si una variedad M es simplemente conexa, entonces es orientable.

5. Tensores

Los tensores se incluyen para entender perfectamente lo que es la métrica riemanniana y el
tensor de curvatura, intruducidos posteriormente.

Considérese V un espacio de dimensión finita sobre R. Sea V ∗ es espacio dual de V , i. e.,
V ∗ = {f : V → R | f es lineal}. Recuérdese que a los elementos de V se le llama vectores y a los
elementos de V ∗ se les llama covectores.

Definición. Un k-tensor covariante en V es una función k-multilineal a R:
F : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

k copias

−→ R

Un l-tensor contravariante en V es una función l-multilineal a R:
G : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸

l copias

−→ R

Un tensor del tipo
(
k
l

)
, k-covariante l-contravariante, es una función (k + l)-multilineal a R:

H : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k copias

×V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l copias

−→ R

Se van a denotar al conjunto de todos los k-tensores covariantes como T k(V ), al conjunto de
todos los l-tensores contravariantes como Tl(V ) y al conjunto de los tensores del tipo

(
k
l

)
como

T kl (V ). Y se hacen varias identificaciones:

T 1(V ) = V ∗, T1(V ) = V ∗∗ = V y T 0(V ) = R.

Definición. Sean F ∈ T kl (V ) y G ∈ T pq (V ). Se define el producto tensorial de F y G como

(F ⊗G)(

covectores︷ ︸︸ ︷
ω1, · · · , ωl+q,

vectores︷ ︸︸ ︷
V1, · · · , Vk+p)

q̈
F (ω1, · · · , ωl, V1, · · · , Vk)G(ωl+1, · · · , ωl+q, Vk+1, · · · , Vk+p)

Si {E1, · · · , En} es base de V . Considérese {ϕ1, · · · , ϕn} la base dual correspondiente para V ∗,
definida por ϕi(Ej) = δij , donde

δij =

{
1 si i = j,
0 si i 6= j.

Una base para T kl (V ) está dada por los tensores de la forma

Ej1 ⊗ · · · ⊗ Ejl ⊗ ϕi1 ⊗ · · · ⊗ ϕik ,
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con ip, jq ∈ {1, · · · , n}. Estos tensores se evaluan en la base de la siguiente manera:

(Ej1 ⊗ · · · ⊗ Ejl ⊗ ϕi1 ⊗ · · · ⊗ ϕik)(ϕs1 , · · · , ϕsl , Er1 , · · · , Erk)
q

δs1j1 · · · δsljlδi1r1 · · · δikrk .

Así, cualquier tensor F ∈ T kl (V ) puede ser escrito como

F = F j1···jli1···ikEj1 ⊗ · · · ⊗ Ejl ⊗ ϕ
i1 ⊗ · · · ⊗ ϕik ,

donde
F j1···jli1···ik = F (ϕj1 , · · · , ϕjl , Ei1 , · · · , Eik).

Hay una clase especial de tensores, aquellos que son alternantes, es decir, que cambian de signo
cuando dos argumentos son intercambiados.

Definición. Se llaman k-formas a los k-tensores covariantes alternantes. Y al espacio de todas
las k-formas se denota como Λk(V ).

6. Haces vectoriales

Definición. Un haz vectorial de dimensión k es una pareja de variedades E y M , junto con
una función suprayectiva π : E →M , que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Cada conjunto Ep := π−1(p) está dotado con la estructura de un espacio vectorial.
2. Para cada p ∈M , existe una vecindad U de p y un difeomorfismo

ϕ : π−1(U)→ U × Rk,

tal que el siguiente diagrama conmuta:

π−1(U)
ϕ−→ U × Rk

π ↓ π1 ↓
U = U

donde π1 es la proyección en el primer factor.
3. Con U y ϕ como antes, para cada q ∈ U , la restricción ϕ |Eq

: Eq → Rk, es un isomorfismo
lineal.

A E se le llama espacio total, a M espacio base, a π proyección, a Ep fibra de E sobre p y a ϕ
trivialización local de E.

Muchas veces uno se encuentra una colección de espacios vectoriales, uno para cada punto de
una variedad. Y se quiere pegarlos de una manera adecuada para que formen un haz vectorial. Para
probar que esta colección forma un haz vectorial se puede usar el siguiente lema evitando mostrar
que el espacio base es una variedad suave.

Lema 1.9. Sea M una variedad suave, E un conjunto y π : E → M una función supra-
yectiva. Supóngase que se tiene una cubierta abierta {Uα} de M junto con funciones biyectivas
ϕα : π−1(Uα) → Uα × Rk que satisfacen π1 ◦ ϕα = π, tal que cuando Uα ∩ Uβ 6= ∅, la función de
transición

ϕα ◦ ϕ−1
β : Uα ∩ Uβ × Rk → Uα ∩ Uβ × Rk

es de la forma
ϕα ◦ ϕ−1

β (p, V ) = (p, τ(p)V )
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para alguna función suave τ : Uα ∩ Uβ → GL(k,R). Entonces E tiene una única estructura como
haz vectorial suave de dimensión k sobre M para el cual las funciones ϕα son las trivializaciones
locales.

Definición. Si π : E → M es un haz vectorial sobre M , una sección de E es una función
Σ: M → E tal que π ◦ Σ = IdM , donde IdM es la identidad en M . Dicho de otra manera, que
Σ(p) ∈ Ep para todo p ∈ M . Se dice que Σ es una sección suave si es suave como función entre
variedades.

A una función suave Σ: U → E definida en una vecindad abierta U de M tal que π ◦ Σ =
ι : U ↪→M se le llama sección local de π.

Definición. Sea π : E →M un haz vectorial sobre M de dimensión k. Un marco local de π es
un conjunto de k secciones locales σ1, · · · , σk : U → E de π que son linelamente independientes, i.
e., σ1(p), · · · , σk(p) son linealmente independientes en Ep para cada p ∈ U . Si U = M , se le llama
marco de π.

Observación 1. Nótese que el conjunto de secciones de un haz vectorial forma un espacio
vectorial con la suma σ1 + σ2 : M → E y el producto por escalares λσ : M → E definidos de la
siguiente manera:

(σ1 + σ2)(p) := σ1(p) + σ2(p) ∈ Ep, (λσ)(p) := λσ(p) ∈ Ep.
Si además con f ∈ C∞(M) se considera la operación

(fσ)(p) := f(p)σ(p) ∈ Ep,
entonces el espacio de las secciones de un haz vectorial forma un C∞(M)-módulo.

6.1. Haz tangente. Como primer ejemplo de haz vectorial se tiene al haz tangente. En cada
punto p ∈M se considera el espacio tangente a M en p.

Definición. Sea M una variedad. Se define como haz tangente a M al conjunto

TM :=
∐
p∈M

TpM.

Y se define la proyección del haz tangente como la función

π = πM : TM →M

dada por
π(V (p)) := p.

A este objeto TM , le es heredado por M cierta estructura descrita en la siguiente proposición.

Proposición 1.10. Sean M una m-variedad y N una n-variedad.
1. TM tiene una topología y una estructura diferenciable naturales con las cuales TM es una

2m-variedad y π es una función suave.
2. Si F : M → N es una función suave, entonces su diferencial o “pushforward” F∗ : TM →

TN es una función suave.

Definición. Un campo vectorial V en una variedad M es una sección del haz tangente TM ,
i. e., πM ◦ V = IdM .

Observación 2. Si (U,ϕ) es una carta de M en p, con p ∈ U . Entonces los vectores {∂j}
forman un marco local en p.
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6.2. Haz tensorial. Como segundo ejemplo de haz vectorial se tiene al haz tensorial. En
cada punto p ∈M se considera el espacio de los tensores del tipo

(
k
l

)
en TpM .

Definición. Sea M una variedad. Se define como haz tensorial al conjunto

T kl M :=
∐
p∈M

T kl (TpM).

Y se define la proyección del haz tensorial como la función

π : T kl M →M

dada por
π(F ) := p,

con F ∈ T kl (TpM).

De manera totalmente análoga se define el haz de k-formas como el conjunto

ΛkM :=
∐
p∈M

Λk(TpM).

Para mostrar que éste es un haz vectorial se usa el Lema 1.9.

Si (U,ϕ) es una carta deM y p ∈ U , se sabe que {∂i} forman una base de TpM . Así, se considera
su base dual {dxi} y, por lo tanto, cualquier tensor F ∈ T kl M se puede escribir en términos de la
base como:

F = F j1···jli1···ik ∂j1 ⊗ · · · ⊗ ∂jl ⊗ dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik

Definición. Un campo tensorial en M es una sección suave del haz tensorial T kl M . Y una
k-forma diferencial es una sección suave del haz de k-formas ΛkM .

6.3. Campo Tensorial. Un campo tensorial, como ya se vió, es una sección suave del haz
tensorial. El conjunto de campos tensorial se denotará como T kl M .

Si (U,ϕ) es una carta de M , cualquier campo tensorial se escribe

F (p) = F j1···jli1···ik (p)∂j1 ⊗ · · · ⊗ ∂jl ⊗ dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik .

Se va escribir F (p) para especificar donde está basado el campo tensorial.

6.4. Campos Vectoriales. Recuérdese que un campo vectorial es una sección suave del haz
tangente. Al conjunto de todos los campos vectoriales en M se denota por T (M) y, como se vio
en la última observación, éste es un espacio vectorial con las operaciones V + W y λV definidas
puntulamente:

(V +W )(x) := V (x) +W (x), (λV )(x) := λV (x),

que están bien definidas porque V (x),W (x) ∈ TxM y éste es espacio vectorial. Más aún, si f ∈
C∞(M) se define

(fV )(x) := f(x)V (x).

Y junto con esta última operación T (M) es un C∞(M)-módulo.
Ahora se expresará localmente a un campo vectorial. Si (U,ϕ) es una carta de M , cualquier

campo vectorial V se expresa en U como

V = V j∂j ,
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donde V j ∈ C∞(U), j = 1, · · · , n, i. e.,

V (ϕ−1(q))f = (V j ◦ ϕ−1)(q)
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xj
(q)

=
[
D(f ◦ ϕ−1)(V ◦ ϕ−1)

]
(q) ∀q ∈ ϕ(U)(4)

Sin embargo se pueden expresar los campos vectoriales globalmente en términos de derivaciones.

Definición. Una derivación en M es una función lineal χ : C∞(M)→ C∞(M) que cumple la
regla de Leibniz, i. e.,

χ(fg) = fχ(g) + gχ(f), ∀f, g ∈ C∞(M).

Proposición 1.11. χ : C∞(M) → C∞(M) es una derivación en M si y sólo si ésta es de la
forma χ(f)(p) := V (p)(f) para algún V ∈ T (M).

Es así, que se identifican los campos vectoriales en M con las derivaciones en M . Si V ∈ T (M)
y f ∈ C∞(M), se escribirá

V f ∈ C∞(M)

para denotar a la imagen de f bajo la derivación asociada a V , (V f)(p) = V (p)(f). De la igualdad
4, se tiene que V f , en coordenadas locales, es la derivada direccional de f en la dirección de V .

Definición. Un difeomorfismo F : M → N induce F∗ : TM → T N un isomorfismo que hace
conmutar al diagrama

M
F−→ N

V ↓ ↓ F∗V
TM

F∗−→ TN

para todo V ∈ T (M). F∗V se le llama el diferencial de V por F . A F∗ también se denota por dF .

6.5. Corchete de Lie. La siguiente herramienta se utiliza entre otras cosas en la definición
del tensor de curvatura.

Definición. Sean V,W ∈ T (M). El corche de Lie de V y W se define como [V,W ] := VW −
WV .

Proposición 1.12. [V,W ] ∈ T (M) para cualesquiera V,W ∈ T (M).

Si se expresa localmente a V y W en una carta (U,ϕ) de M como V = V j∂j y W = W j∂j ,
entonces

[V,W ] = (V i∂iW
j −W i∂iV

j)∂j .

Proposición 1.13. Sean V,W,Z ∈ T (M), λ, µ ∈ R y f, g ∈ C∞(M). El corchete de Lie tiene
las siguientes propiedades:

1. Antisimetría:
[V,W ] = −[W,V ].

2. Bilinealidad:
[λV + µW,Z] = λ[V,Z] + µ[W,Z].

3. Identidad de Jacobi:

[V, [W,Z]] + [W, [Z, V ]] + [Z, [V,W ]] = 0.

4. [fV + gW ] = fg[V,W ] + (fV g)W − (gWf)V .
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7. Métrica Riemanniana

Definición. Una métrica riemanniana en una variedad suave M es un 2-campo tensorial
g ∈ T 2M que cumple:

• Simetría
g(V,W ) = g(W,V ) ∀V,W ∈ TpM.

• Positividad
g(V, V ) > 0 si V 6= 0.

Es decir, una métrica riemanniana determina un producto interior en cada espacio tangente TpM .
Se denotará 〈V,W 〉g := g(V,W ).

Una variedad suave M junto con una métrica riemanniana dada se llamará variedad rieman-
niana. Se dirá métrica en lugar de métrica riemmaniana cuando no haya oportunidad de confusión.

Proposición 1.14. A toda variedad suave se le puede dar una métrica riemmaniana.

Definición. Sea p en una variedad riemanniana (M, g). Se define la longitud o norma de un
vector tangente V ∈ TpM como

|V |g := 〈V, V 〉
1
2
g .

Se define el ángulo entre dos vectores no cero V,W ∈ TpM como el único θ ∈ [0, π] que satisface

cos θ =
〈V,W 〉g

(|V |g|W |g)
.

Se dirá que V y W son ortogonales si θ = π
2 , i. e., si 〈V,W 〉g = 0.

A los vectores {F1, · · · , Fn} se les dirá ortonormales si su longitud es 1 y cualquier par de ellos
son ortogonales entre sí, i. e.,

〈Fi, Fj〉g = δij .

Si {E1, · · · , En} es un marco local de TM y {ϕ1, · · · , ϕn} es su marco dual local, entonces la
métrica riemanniana puede ser escrita como

g = gijϕ
i ⊗ ϕj ,

donde gij = 〈Ei, Ej〉g.

La matriz de coeficientes (gij) es simétrica y depende suavemente de p ∈ M . En particular, si
(U,ϕ) es una carta de M , entonces g se escribe

(5) g = gijdx
i ⊗ dxj .

Por la simetría de (gij), (5) se puede escribir

g = gijdx
idxj .

Ejemplo. Snr con la métrica g̊r = e inducida por la métrica euclidiana en Rn+1 es una variedad
riemanniana.

Definición. Sean (M, g) y (N,h) dos variedades riemannianas. Una función suave F : M → N
es una isometría local si

h(F∗X,F∗Y ) = g(X,Y ) para todo X,Y ∈ TpM.

Si además F es difemorfismo, se dice que F es isometría.
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Definición. Sea M una variedad riemanniana. M es una variedad riemanniana homogénea
si existe un grupo de Lie G (un grupo que admite estructura de variedad diferenciable) que actúa
suavemente y transitivamente por isometrías.

Dado un punto p ∈M ,M es isotrópica en p si existe un grupo de LieG actuando suavemente por
isometrías tal que el grupo de isotropía Gp ⊂ G, el subgrupo de G que fija a p, actúa transitivamente
en el conjunto de vectores unitarios en TpM (donde h ∈ Gp actúa en TpM por G∗ : TpM → TpM).

Proposición 1.15. Snr es homogénea e isotrópica.

8. Conexiones

Lo que se busca es ver que tan derecha es una curva, para esto se necesita una forma de
“derivar” campos vectoriales. Sin embargo, se tienen dos problemas para conseguirlo. Por un lado la
derivación usual de geometría diferencial usa el espacio ambiente de la variedad, cosa que aquí no
se tiene. Por otro lado, cada vector del campo vectorial yace en un espacio tangente distinto. Así, se
necesita un operador de diferenciación que no dependa del espacio ambiente, ni de las coordenadas.
Así, se llega al concepto de conexión, un objeto que podría decirse que “conecta” espacios tangentes
cercanos.

Definición. Sea π : E →M un haz vectorial sobre una variedad M y sea E(M) el espacio de
las secciones suaves de E. Una conexión en E es una función

∇ : T (M)× E(M) −→ E(M)
(V,W ) 7−→ ∇VW

que satisface las siguientes propiedades:
1. ∇VW es lineal sobre C∞(M) en V :

∇fV1+gV2W = f∇V1W + g∇V2W ∀f, g ∈ C∞(M);

2. ∇VW es lineal sobre R en W :

∇V (aW1 + bW2) = a∇VW1 + b∇VW2 ∀a, b ∈ R;

3. ∇ satisface la regla de Leibniz:

∇V fW = f∇VW + (V f)W ∀f ∈ C∞(M).

A ∇VW se le llama la derivada covariante de W en dirección de V .

Aunque una conexión se define para cualquier haz vectorial, aquí sólo se ocuparán las conexiones
para el haz tangente.

Definición. Una conexión lineal en M es una función
∇ : T (M)× T (M) −→ T (M)

(V,W ) 7−→ ∇VW
que satisface las propiedades de ser conexión.

El siguiente objetivo es ver como se expresan en coordenadas locales estas conexiones lineales.
Para esto considérese {E1, · · · , En} un marco local de TM en un abierto U ⊂M . Así, para cualquier
i y j se tiene

∇Ei
Ej = ΓkijEk.

Esto define n3 funciones Γkij en U .
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Definición. A estas n3 funciones se le llama símbolos de Christoffel de ∇ con respecto a ese
marco local.

Lema 1.16. Sea ∇ una conexión local y sean V,W ∈ T (U) expresado en términos de un marco
local como V = V iEi y W = W jEj. Entonces

∇VW = (VW k + V iW jΓkij)Ek.

Proposición 1.17. Toda variedad admite una conexión lineal.

Cualquier conexión lineal automáticamente induce conexiones en todos los haces tensoriales
sobre M .

Lema 1.18. Sea ∇ una conexión lineal en M . Existe una única conexión en cada haz tensorial
T kl M , también denotada ∇, tal que satisface las siguientes propiedades:

1. En TM , las dos conexiones coinciden.
2. En T 0M , ∇ está dada por la diferenciación común de funciones:

∇V f = V f.

3. ∇ satisface la siguiente regla con respecto al producto tensorial:

∇V (F ⊗G) = (∇V F )⊗G+ F ⊗ (∇VG).

4. ∇ satisface la siguiente propiedad con respecto a la pareja covector ω y vector W :

∇V ω(W ) = ∇V ω(W ) + ω(∇VW ).

5. Para cualquiera F ∈ T kl M , Wi campos vectoriales y ωj 1-formas,

(∇V F )(ω1, · · · , ωl,W1, . . . ,Wk) = V (F (ω1, · · · , ωl,W1, . . . ,Wk))

−
l∑

j=1

F (ω1, · · · ,∇V ωj , . . . , ωl,W1, . . . ,Wk)

−
k∑
i=1

F (ω1, · · · , ωl,W1, . . . ,∇VWi, · · · ,Wk)

Así, si (M, g) es una variedad riemanniana, entonces

∇V g = V (g(W1,W2))− g(∇VW1,W2)− g(W1,∇VW2)

para cualesquiera V,W1,W2 ∈ T (M).

Definición. Se define como tensor de torsión de la conexión al
(

2
1

)
-campo tensorial

τ : T (M)× T (M)→ T (M)

dado por

τ(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ].

Definición. Se dice que la conexión es simétrica si su tensor de torsión es identicamente cero.
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9. Campos vectoriales a lo largo de curvas

Definición. Un campo vectorial a lo largo de una curva γ : [a, b] → M es una función suave
V : [a, b] → TM tal que V (t) ∈ Tγ(t)M ∀t ∈ [a, b]. Se denotará como T (γ) al espacio de todos los
campos vectoriales a lo largo de γ.

Definición. Un campo vectorial V a lo largo de γ : [a, b]→ se dice que es extendible si existe
un campo vectorial Ṽ ∈ T (M) tal que para cada t ∈ [a, b] se tiene V (t) = Ṽ (γ(t)).

Lo siguiente que se quiere ver es cómo un campo vectorial a lo largo de una curva varía direc-
cionalmente, que es la razón por la cual se definieron originalmente las conexiones. Para esto, se
restringe la conexión a la curva.

Lema 1.19. Sea ∇ una conexión lineal en M . Para cada curva γ : [a, b]→M , esta conexión ∇
determina un único operador

Dt : T (γ)→ T (γ)

que satisface las siguientes propiedades:
1. Linealidad sobre R:

Dt(aV + bW ) = aDtV + bDtW ∀a, b ∈ R.

2. Regla de Leibniz:
Dt(fV ) = ḟV + fDtV ∀f ∈ C∞(M).

3. Si V es extendible, entonces para cualquier extensión Ṽ de V se tiene

DtV (t) = ∇γ̇(t)Ṽ .

Definición. Si V ∈ T (γ), a DtV se le llama la derivada covariante de V a lo largo de γ.

10. Geodésicas

Uno de los conceptos básicos de la Geometría Riemanniana es el de geodésica, que se definen
como las curvas más “derechas” en una variedad.

Definición. Sean M una variedad con una conexión lineal ∇ y γ : [a, b] → M una curva en
M . La aceleración de γ es el campo vectorial Dtγ̇. Una curva γ se llamará geodésica con respecto
a ∇ si su aceleración es cero:

Dtγ̇ ≡ 0.

Teorema 1.20 (Existencia y Unicidad de Geodésicas). Sea M una variedad suave con una
conexión lineal. Para cualquier p ∈M , cualquier V ∈ TpM y cualquier t0 ∈ R existen un intervalo
abierto (a, b) ⊂ R que contiene a t0 y una geodésica γ : (a, b) → M que satisface γ(t0) = p y
γ̇(t0) = V . Si hay dos geodésicas que satisfacen lo anterior, entonces coinciden en su dominio
común.

De la última parte del teorema se tiene que existe un única geodésica maximal, i. e., no se puede
extender su intervalo de definición.

Definición. A la geodésica maximal se le llama simplemente la geodésica con punto inicial p
y velocidad inicial V , y se le denota como γV .
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11. Transporte paralelo

Definición. Sea M una variedad suave con una conexión lineal ∇. Un campo vectorial V a lo
largo de una curva γ se dice que es paralelo a lo largo de γ con respecto a ∇ si DtV ≡ 0.

Se dice que un campo en M es paralelo si es paralelo a lo largo de cualquier curva.

Teorema 1.21. Dada una curva γ : [a, b] → M , t0 ∈ [a, b] y V0 ∈ Tγ(t0)M , existe un único
campo vectorial paralelo V a lo largo de γ tal que V (t0) = V0.

Definición. Al campo vectorial V del teorema anterior se le llama transporte paralelo.

Para concluir esta sección, es importante hacer la siguiente observación.

Observación 3. Si γ : [a, b]→M es una curva y t0, t1 ∈ [a, b], entonces el transporte paralelo
define un isomorfismo lineal

Pt0t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M

dado por Pt0t1V = V (t1), donde V es el transporte paralelo de V0 a lo largo de γ.

12. Conexión Riemanniana

El siguiente paso es mostrar que existe una conexión que refleja las propiedades de la métrica.

Definición. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Se dice que una conexión lineal ∇ es com-
patible con la métrica g si para cualesquiera X,Y, Z ∈ T (M) se satisface:

∇Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ).

Lema 1.22. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. ∇ es compatible con g.
2. ∇g ≡ 0.
3. Sea γ una curva. Si V y W son campos vectoriales a lo largo de γ, entonces

d

dt
g(V,W ) = g(DtV,W ) + g(V,DtW ).

4. Sea γ una curva. Si V y W son campos vectoriales paralelos a lo largo de γ, entonces
g(V,W ) es constante.

5. El transporte paralelo Pt0t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M es una isometría para cualesquiera t0 y
t1.

Teorema 1.23 (Teorema Fundamental de la Geometría Riemanniana). Sea (M, g) una variedad
riemanniana. Existe una única conexión lineal ∇ en M que es compatible con g y que es simétrica.

Definición. A esta conexión se le llama conexión riemanniana o conexión de Levi-Civita de
g.

En la demostración del teorema se obtiene la siguiente fórmula para la conexión riemanniana:

g(∇XY,Z) =
1

2
(Xg(Y,Z) + Y g(Z,X) + Zg(X,Y )

−g(Y, [X,Z])− g(Z, [Y,X]) + g(X, [Z, Y ]))

E igualmente, se obtiene una fórmula para los símbolos de Christoffel en una carta (U,ϕ) de M :

Γkij =
1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij),

donde (gkl) es la matriz inversa de la matriz de coeficientes de la métrica.
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Definición. A las curvas que son geodésicas con respecto a la conexión riemanniana se le
denomina geodésicas riemannnianas.

Definición. Sea γ una curva. A la longitud del vector velocidad |γ̇(t)| se le llama la velocidad
de γ al tiempo t. Se dice que γ tiene velocidad constante si |γ̇(t)| no depende de t. Y se dice que γ
tiene velocidad unitaria si |γ̇(t)| = 1.

Lema 1.24. Todas las geodésicas riemannianas son curvas de velocidad constante.

Una propiedad muy importante de la conexión riemanniana que se preserva bajo isometrías,
es decir, una isometría manda la conexión riemanniana del dominio a la conexión riemanniana del
contradominio. Esto se ve en la siguiente proposición.

Proposición 1.25 (Naturalidad de la conexión riemanniana). Supóngase que ϕ : (M, g) →
(M̃, g̃) es una isometría.

1. ϕ lleva la conexión riemanniana ∇ de g a la conexión riemanniana ∇̃ de g̃:

ϕ∗(∇VW ) = ∇̃ϕ∗V (ϕ∗W ).

2. Si γ es una curva en M y V un campo vectorial a lo largo de γ, entonces

ϕ∗DtV = D̃t(ϕ∗V ).

3. ϕ lleva geodésicas en geodésicas: si γ es geodésica en M con punto inicial p y velocidad
inicial V , entonces ϕ ◦ γ es la geodésica en M̃ con punto inicial ϕ(p) y velocidad inicial
ϕ∗V .

13. Mapeo Exponencial

La herramienta desarrollada en esta sección es el mapeo exponencial, un mapeo que permite
dar unas coordenadas “mejores” a la variedad y que tiene varias propiedades muy importantes.

Definición. Se define el subconjunto E de TM , el dominio del mapeo exponencial, como

E := {V ∈ TM | γV está definida en un intervalo que contiene al [0, 1]}.

donde γV es la geodésica con punto inicial γV (0) y velocidad inicial V , es decir, γ̇V (0) = V . Y se
define el mapeo exponencial exp: E →M dado por

exp(V ) := γV (1).

Para cada p ∈ M se define el mapeo exponencial restringido expp como la restricción de exp a
Ep := E ∩ TpM .

Ahora se describen las propiedades de este mapeo en la siguiente proposición.

Proposición 1.26.
1. E es abierto en TM , contiene a la sección cero y cada Ep es un conjunto estrellado con

respecto al origen en TpM .
2. Para cada V ∈ TM , la geodésica γV está dada por

γV (t) = exp(tV )

para toda t tal que cualquiera de los lados está definido.
3. El mapeo exponencial es suave.
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Recuérdese que un subconjunto S de un espacio vectorial V es estrellado con respecto a x ∈ S
si para cualquier y ∈ S el segmento de x a y está contenido en S.

Lema 1.27. Para cualquier p ∈M , hay una vecindad V del origen en TpM y una vecindad U
de p en M tal que expp : V → U es un difeomorfismo.

Definición. Cualquier vecindad abierta U de p ∈ M que es la imagen difeomorfa bajo expp
de una vecindad abierta estrellada de 0 ∈ TpM como en el lema anterior se llama vecindad normal
de p.

Definición. Si ε > 0 es tal que el mapeo expp es un difeomorfismo en la bola B(ε, 0) ⊂ TpM ,
la bola con centro en 0, radio ε y el radio es medido con la norma definida por g; entonces el conjunto
expp(B(ε, 0)) es llamado la bola geodésica con centro en p y radio ε y se denotará como Bg(ε, p).
Además, si la bola cerrada B̄(ε, 0) ⊂ TpM está contenida en una vecindad abierta V ⊂ TpM en
donde expp es un difeomorfismo, entonces el conjunto expp(B̄(ε, 0)) es llamado la bola geodésica
cerrada con centro en p y radio ε y al conjunto expp(∂B̄(ε, 0)) se le llama esfera geodésica con centro
en p y radio ε. Estos últimos se denotan como B̄g(ε, p) y Sg(ε, p), respectivamente.

Una base ortonormal {Ei} para TpM induce un isomorfismoE : Rn → TpM dado por E(x1, · · · , xn) =
xiEi. Sea U una vecindad normal de p, si se combina este isomorfismo y el mapeo exponencial se
consigue una carta (U,ϕ) con

ϕ := E−1 ◦ exp−1
p : U → Rn.

Definición. A estas coordenadas se le llama coordenadas normales riemannianas centradas
en p. En cualesquiera coordenadas normales riemannianas centradas en p se define la función de
distancia radial r como

r(q) :=

(∑
i

(ϕi(q))2

) 1
2

y el campo vectorial radial unitario ∂
∂r como

∂

∂r
:=

ϕi(q)

r

∂

∂xi
.

Así, estas coordenadas tienen ciertas propiedades muy convenientes para muchos cálculos y
éstas son expuestas en la siguiente proposición.

Proposición 1.28. Sea (U,ϕ) una carta normal riemanniana centrada en p.
1. Sean V = V j∂j ∈ TpM y γV la geodésica que empieza en p con velocidad inicial V , i.e.,

γ̇(0) = V . Entonces la geodésica γV se representa en coordenadas normales riemannianas
como

γV (t) = (tV 1, · · · , tV n)

siempre y cuando γV esté contenido en U .
2. Las coordenadas de p son (0, · · · , 0), i. e., ϕ(p) = (0, · · · , 0).
3. Las componentes de la métrica en p son gij = δij.
4. Las bolas {p | r(q) < ε} contenidas en U son bolas geodésicas en M .
5. En cualquier punto q ∈ U r p, ∂

∂r es el campo vectorial de velocidades sobre la geodésica
con velocidad unitaria de p a q y por lo tanto, ∂

∂r tiene longitud 1 con respecto a g.
6. Las derivadas parciales de gij y de los símbolos de Christoffel son cero en p.
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Definición. Un conjunto W ⊂M es llamado totalmente normal si existe alguna δ > 0 tal que
W está contenida en una bola geodésica de radio δ para todos sus puntos.

Lema 1.29. Para todo p ∈M y U vecindad de p, existe una vecindad totalmente normal W de
p contenida en U .

14. Distancia geodésica

Ahora, en esta sección, se da una estructura de espacio métrico a la variedad sin cambiar la
topología original.

Definición. Sea γ : [a, b]→M un segmento de curva, se define la longitud de γ como

L(γ) :=

∫ b

a

|γ̇(t)|gdt.

Cabe destacar que la longitud no depende de la parametrización de la curva.

Definición. Una curva regular es una curva suave γ : [a, b]→M tal que γ̇(t) 6= 0.
Una curva γ : [a, b] → M se dice que es admisible si existe una subdivisión a = a0 < a1 <

· · · < ak = b tal que γ[ai−1,ai] es regular para i = 1, · · · , k. También se considerarán como curvas
admisibles a las curvas constantes. La longitud de estas curvas es simplemente la suma de las
longitudes de los pedazos suaves.

Sea (M, g) una variedad riemmaniana conexa. Para cualesquiera dos puntos p, q ∈M se define
el siguiente conjunto

curv(p, q) := {γ : [a, b]→M | γ(a) = p, γ(b) = q y γ es admisible}.

Definición. Se define la distancia riemanniana d(p, q) como

dg(p, q) := ı́nf
γ∈cur(p,q)

L(γ).

Lema 1.30. Con la función de distancia riemanniana, cualquier variedad riemanniana es un
espacio métrico cuya topología inducida es la misma que la dada.

15. Geodésicas y curvas minimizantes

En esta sección se busca ver que relación hay entre las geodésicas y las curvas minimizantes.
Además se desarrolla una herramienta para averiguar cuando una curva es geodésica.

Definición. Una curva admisible γ en una variedad riemanniana se dice que es minimizante
si L(γ) 6 L(γ̃) para cualquier otra curva admisible γ̃ que tenga los mismos extremos.

Se sigue de la definición de distancia que γ es minimizante si y sólo si L(γ) es igual a la distancia
entre sus extremos.

Las curvas minimizantes tienen la propiedad de que son geodésicas pero no al revés, i.e., no todas
las geodésicas son minimizantes. Para probar esta propiedad se pensará a la función de longitud L
como un funcional en el conjunto de las curvas admisibles y se buscarán mínimos de este funcional.
Para diferenciar la función del funcional, el funcional se denotará como L.

Definición. Una familia de curvas admisibles es una función continua

Γ: (−ε, ε)× [a, b]→M
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que es suave en cada rectángulo de la forma (−ε, ε) × [ai−1, ai] para alguna subdivisión a = a0 <
a1 < · · · < ak = b y tal que Γs(t) := Γ(s, t) es una curva suave para toda s ∈ (−ε, ε).

Si Γ es una familia admisible, un campo vectorial a lo largo de Γ es una función continua
V : (−ε, ε) × [a, b] → TM tal que V (s, t) ∈ TΓ(s,t)M para cada (s, t) y tal que V |(−ε,ε)×[ãi−1,ãi] es
suave para alguna subdivisión a = a0 < a1 < · · · < ak = b.

Cualquier familia admisible Γ define dos clases especiales de curvas: las curvas principales
definidas en [a, b] con s constante, denotadas Γs(t), y las curvas transversales definidas en (−ε, ε)
con t constante, denotadas Γt(s). En donde Γ es suave, los campos vectoriales tangentes a estas
familias de curvas son ejemplos de campos vectoriales a lo largo de Γ y se denotan como

∂tΓ(s, t) :=
d

dt
Γs(t) y ∂sΓ(s, t) :=

d

ds
Γt(s).

Si V es un campo vectorial a lo largo de Γ, se pueden calcular la derivadas covariantes a lo
largo de las curvas principales o a lo largo de las curvas tranversales, denotadas DtV y DsV res-
pectivamente. Estas derivadas covariantes dan una relación de simetría entre los campos vectoriales
tangentes a las curvas principales y tranversales, heredada de la conexión riemanniana. Esta relación
está dada por el siguiente lema.

Lema 1.31 (Lema de Simetría). Sea Γ: (−ε, ε) × [a, b] → M una familia admisible de curvas
en una variedad riemanniana. En cualquier rectángulo (−ε, ε)× [a, b] donde Γ es suave se tiene

Ds∂tΓ = Dt∂sΓ.

Definición. Sea γ : [a, b] → M una curva admisible. Una variación de γ es una familia ad-
misible de curvas Γ tal que Γ0(t) = γ(t) para todo t ∈ [a, b]. Se llama variación propia si además
Γs(a) = γ(a) y Γs(b) = γ(b) para todo s.

Si Γ es una variación de γ, el campo de variación de Γ es el campo vectorial V (t) = ∂sΓ(0, t) a
lo largo de γ. Si además V (a) = V (b) = 0, entonces se dice que es propio.

Así, con esta propiedad de simetría se puede calcular la derivada del funcional de longitud.

Proposición 1.32 (Fórmula de Primera Variación). Sea γ : [a, b]→M una curva admisible de
velocidad unitaria, Γ una variación (propia) de γ y V su campo de variación. Entonces

d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(Γs) = −
∫ b

a

〈V,Dtγ̇〉gdt−
k∑
i=1

〈V (ai),∆iγ̇〉g − 〈V (a), γ̇(a)〉g + 〈V (b), γ̇(b)〉g,

donde ∆iγ̇ = γ̇(a+
i ) − γ̇(a−i ) es el “brinco” en el campo vectorial tangente γ̇ en ai. A la derivada

del funcional se le llama primera variación.

Esta fórmula permite demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.33. Toda curva minimizante es una geodésica cuando se le da una parametrización
unitaria.

Como corolario se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.34. γ es una geodésica si y sólo si es una curva admisible con velocidad unitaria
y es punto crítico de L, i. e., la derivada de L con respecto a s es cero.

Finalmente, no se puede dar una equivalencia entre geodésicas y curvas minimizantes, pero se
tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.35. Toda geodésica riemanniana es localmente minimizante.
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16. Completitud

Definición. Una variedad riemanniana se dice que es geodésicamente completa si toda geodé-
sica maximal está definida ∀t ∈ R.

Teorema 1.36 (Hopf-Rinow). Sea M una variedad riemanniana y sea p ∈ M . Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

• expp está definido en todo TpM .
• Los conjuntos cerrados y acotados de M son compactos.
• M es completo como espacio métrico.
• M es geodésicamente completo.
• Supóngase queM no es compacto. Existe una sucesión de subconjuntos compactos Kn ⊂M ,
Kn ⊂ int(Kn+1) y

⋃
n
Kn = M , tal que si qn /∈ Kn, entonces d(p, qn)→∞.

Además cualquiera de las afirmaciónes anteriores implica la siguiente.
• Para cualquier q ∈M existe una geodésica γ de p a q tal que L(γ) = d(p, q).

17. Curvatura

Una pregunta muy importante que surge en las variedades riemannianas es si éstas son o no
localmente isométricas a Rn. Para esto se hace un estudio de la extensión paralela de campos
vectoriales en Rn y uno se da cuenta que en Rn se cumple lo siguiente:

(6) ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ = ∇[X,Y ]Z

para todo X,Y, Z ∈ TRn.
Por la naturalidad de la conexión riemanniana, se tiene que toda variedad riemanniana que es

localmente isométrica a Rn también cumple (6). A (6) se le llama criterio de planaridad.
Esto motiva la siguiente definición.

Definición. Si M es una variedad riemanniana, el endomorfismo de curvatura (de Riemann)
es la función

R : T (M)× T (M)× T (M)→ T (M)

dado por
R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Proposición 1.37. El endomorfismo de curvatura es un
(

3
1

)
-campo tensorial.

El endomorfirsmo de curvatura puede escribirse localmente como

R = R l
ijk dxi ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ ∂l

donde los coeficientes R l
ijk están dados por

R(∂i, ∂j)∂k = R l
ijk ∂l.

También, se obtiene un 4-campo tensorial a partir del endomorfismo de curvatura.

Definición. Se define el tensor de curvatura (de Riemann) como el 4-campo tensorial cova-
riante

RM : T (M)× T (M)× T (M)× T (M)→ R
dado por

RM(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ).
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Localmente este tensor se puede escribir como

RM = Rijkldxi ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl,

donde Rijkl = R l
ijk .

Además, este tensor de curvatura tiene varias simetrías.

Proposición 1.38 (Simetrias del Tensor de Curvatura). El tensor de curvatura tiene las si-
guientes simetrias para cualesquiera campos vectoriales X, Y , Z y W :

1. RM(W,X, Y, Z) = −RM(X,W, Y, Z).
2. RM(W,X, Y, Z) = −RM(W,X,Z, Y ).
3. RM(W,X, Y, Z) = RM(Y,Z,W,X).
4. RM(W,X, Y, Z) +RM(X,Y,W,Z) +RM(Y,W,X,Z) = 0.

Inspirado en la curvatura gaussiana y en el teorema egregio de Gauss, se puede dar una interpre-
tación geométrica al tensor de curvatura en cualquier dimesión, definiendo la curvatura seccional.

Definición. SeanM una n-variedad riemanniana y p ∈M . Si Π es un subespacio 2-dimensional
de TpM y V ⊂ TpM es una vecindad del cero donde expp es difeomorfismo, entonces SΠ :=
exp(Π ∩ V ) es una 2-subvariedad de M que contiene a p y se llama sección plana determinada por
Π.

Se define la curvatura seccional de M asociada a Π, denotada por K(Π), como la curvatura
gaussiana de SΠ. Es decir, si {X,Y } es una base de Π, entonces

K(Π) = K(X,Y ) =
RM(X,Y, Y,X)

|X|2g|Y |2g − g(X,Y )
.

Está bien definida pues por un análogo al teorema egregio de Gauss, no depende de la base que
se tome de Π.

Ejemplo. La curvatura seccional de Snr es 1/r2. Para ver esto nótese que por la homogeneidad
de la esfera, basta con calcular la curvatura seccional con respecto a cualquier subespacio P de
dimensión 2 de TpSnr , donde p ∈ Snr . Así, expp(P) = 2-esfera de radio r en el espacio generado por
p y P, que es isométrica a una 2-esfera en R3. Finalmente, se sabe que la curvatura gaussiana de
una 2-esfera en R3 es 1/r2.

18. Campos de Jacobi

El siguiente objetivo de este capítulo es ver cómo se comportan las geodésicas que están cerca-
nas.

Definición. Sean γ : [a, b]→M un segmento geodésico y Γ: (−ε, ε)× [a, b]→M una variación
de γ. Se dice que Γ es una variación por geodésicas si cada curva principal Γs(t) es un segmento
geodésico.

Lema 1.39. Si Γ es una familia admisible suave de curvas y V es una campo vectorial suave a
lo largo de Γ, entonces

DsDtV −DtDsV = R(∂sΓ, ∂tΓ)V.

Se observa que las variaciones por geodésicas cumplen que sus campos de variación satisfacen
una ecuación, la ecuación de Jacobi.
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Teorema 1.40 (Ecuación de Jacobi). Sea Γ una geodésica y V es el campo de variación de
una variación por geodésicas, entonces V satisface

D2
tV +R(V, γ̇)γ̇ = 0.

Definición. Un campo vectorial a lo largo de una geodésica que satisface la ecuación de Jacobi
se llama campo de Jacobi

Proposición 1.41 (Existencia y Unicidad de Campos de Jacobi). Sea una geodésica γ : (b, c)→
M , a ∈ (b, c) y p = γ(a). Para cualesquiera X,Y ∈ TpM , existe un único campo de Jacobi J tal
que

J(a) = X y DtJ(a) = Y.

Corolario 1.42. A lo largo de una geodésica γ, el conjunto de campos de Jacobi es un 2n-
subespacio vectorial de T (γ).

Definición. Un campo vectorial tangencial a lo largo de γ es un campo vectorial V tal que V (t)
es un múltiplo de γ̇(t) para toda t. Un campo vectorial normal es uno tal que V (t) es g-ortogonal a
γ̇(t) para todo t. Obsérvese que cualquier campo vectorial V a lo largo de γ se puede descomponer
de manera única en suma de un campo vetorial tangencial V > y un campo vectorial normal V ⊥.
Explícitamente,

V > = g(V, γ̇)γ̇ y V ⊥ = V − V >.

A manera de ejemplo sobre campos de Jacobi, la siguiente proposición da una expresión parti-
cular de éstos en Snr .

Proposición 1.43. Considérese la esfera Snr . Si J es un campo de Jacobi normal a lo largo de
una geodésica γ y J(0) = 0, entonces J es de la forma

J(t) = u(t)E(t),

donde E es un campo paralelo normal a lo largo de γ y

u(t) = r sen
t

r
.

18.1. Puntos conjugados. La principal aplicación de los campos de Jacobi en este trabajo
es que ayudan a ver cuándo el mapeo exponencial es localmente difeomorfismo.

Definición. Si γ : [a, b]→M es un segmento geodésico que une a p y q en M , q se dice que es
conjugado a p a lo largo de γ si existe un campo de Jacobi a lo largo de γ tal que J(a) = J(b) = 0
pero que no es idénticamente cero.

El hecho más importante de los puntos conjugados que son los puntos críticos del mapeo
exponencial, i. e., donde el diferencial de éste se hace cero.

Proposición 1.44. Supóngase que p ∈ M , V ∈ TpM y q = expp(V ). Entonces expp es un
difeomorfismo local en una vecindad de V si y sólo si q no es conjugado de p a lo largo de la
geodésica γ(t) = expp(tV ), t ∈ [0, 1].

Ahora se darán algunas propiedades elementales de los campos de Jacobi y los puntos conju-
gados.

Proposición 1.45. Sea J un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica γ : [0, a]→M . Entonces

g(J(t), γ̇(t)) = g(DtJ(0), γ̇(0))t+ g(J(0), γ̇(0)), t ∈ [0, a].
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Proposición 1.46. q es punto conjugado de p a lo largo de γ si y sólo si p es conjugado de q
a lo largo de −γ, donde −γ es γ recorrida al revés.

Proposición 1.47. Sea γ : [a, b]→M un segmento geodésico. Si γ(a) y γ(b) no son conjugados,
entonces un campo de Jacobi a lo largo de γ está determinado por sus valores en γ(a) y γ(b).

Un resultado topológico muy importante que es demostrado usando campos de Jacobi es el
siguiente.

Teorema 1.48 (Bonnet). Sea M una variedad riemanniana completa y conexa tal que sus
curvaturas seccionales están acotadas por debajo por una constante positiva 1/R2. Entonces M es
compacta con grupo fundamental finito y con diámetro menor o igual a πR.

19. Índices

Ahora se mencionarán algunos índices que serán usados a lo largo de la tesis.

Definición. Dada una forma bilineal simétrica B sobre un espacio vectorial V, se define el
índice de B como la dimensión máxima de todos los subespacios de V en los cuales la forma
quadrática asociada de B es negativa.

La nulidad de B se define como la dimensión del subespacio de V formado por los elementos
V ∈ V tales que B(V,W ) = 0 para todo W ∈ V. Este subespacio se llama el espacio nulo de B.

Un ejemplo inmediato de esto son las siguientes definiciones. En la primera se tiene una forma
bilineal simétrica llamada la forma de índice y después se da el índice de ésta.

Definición. Si V yW son campos propios normales a lo largo de una geodésica γ : [a, b]→M ,
se define la forma de índice como

I(V,W ) :=

∫ b

a

g(DtV,DtW )−R(V, γ̇, γ̇, V )dt.

Ésta es simétrica y bilineal.

Definición. Sea γ : [a, b] → M una geodésica en M . Denótese por V al espacio vectorial
formado por los campos vectoriales propios y normales a lo largo de γ. Se define como el índice de
γ a la máxima dimensión de todos los subespacios de V en donde la forma cuadrática asociada a I,
definida en la sección anterior, es negativa.

20. Fórmula de la Segunda Variación

Como se vio en la sección 15, el funcional de longitud tiene siempre puntos críticos en las
geodésicas. Pero como ya se ha observado, éstas no son necesariamente mínimos locales. Así, se
calcula la segunda derivada del funcional de longitud para ver si lo son o no.

Teorema 1.49 (Fórmula de Segunda Variación). Sea γ : [a, b] → M una geodésica, Γ una
variación propia de γ y V su campo de variación. La segunda derivada del funcional de longitud o
la segunda variación está dada por la fórmula:

d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

L(Γs) =

∫ b

a

(
|DtV

⊥|2 −RM(V ⊥, γ̇, γ̇, V ⊥)
)

dt,

donde V ⊥ es la componente normal de V .



26 1. NOCIONES Y RESULTADOS BÁSICOS

Corolario 1.50. Si Γ es la variación propia de una geodésica γ : [a, b]→M y V es su campo
variacional normal y propio, entonces

d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

L(Γs) = I(V, V ).

En particular, si γ es minimizante, entonces I(V, V ) > 0 para cualquier campo vectorial normal y
propio a lo largo de γ.

Una propiedad importante de los puntos conjugados que se demuestra con la fórmula de segunda
variación es la siguiente.

Teorema 1.51. Si γ es un segmento geodésico de p a q que tiene un punto interior conjugado
a p, entonces existe un campo vectorial normla propio X a lo largo de γ tal que I(X,X) < 0. En
particular, γ no es minimizante.

Como consecuencia del este teorema, se tiene que ninguna geodésica es minimizante después
de pasar el primer punto conjugado.

21. Teorema del Índice de Morse

Un resultado muy importante es el siguiente, el cual detalla el número de puntos conjugados
sobre una geodésica.

Teorema 1.52. Sea γ : [0, a] → M . El índice de la forma I es finito y es igual al número de
puntos γ(t), t ∈ (0, a), conjugados a γ(0), contados con multiplicidad.

Demostración. Es el Teorema 2.2 del capítulo 11 de [Carmo], página 243. Q. E. D.

Corolario 1.53. El conjunto de puntos conjugados a lo largo de una geodésica es un conjunto
discreto.

22. Teorema de Sard

Definición. Sea f : M → N una función al menos C1 entre dos variedades M y N . Un punto
x ∈M es punto crítico de f si dfx no es suprayectiva. Un punto es regular si no es crítico.

Al conjunto de puntos críticos de f se le denota como Σf .

Teorema 1.54. SeanM y N variedades de dimensiones m y n, respectivamente, y sea f : M →
N una función Cr, r ∈ N ∪ {∞}. Si

r > máx{0,m− n},
entonces f(Σf ) tiene medida cero en N . Así, el conjunto de valores regulares es denso en N .

Demostración. Es el Teorema 1.3 del capítulo 3 en [Hirsch], página 69. Q. E. D.



Capítulo 2

Teorema de Rauch

Para demostrar los tres resultados fundamentales previos a la demostración del teorema de la
esfera, así como para calcular la estimación de Klingenberg, se usa el Teorema de Rauch y unas
aplicaciones de éste. En este capítulo se demuestra el Teorema de Rauch, un gran resultado que
permite comparar la curvatura seccional de dos variedades riemannianas, y dichas aplicaciones.

Antes de probar el teorema de Rauch, se necesitan un par de resultados. El primero es un
resultado muy simple y el segundo, llamado el lema del Índice, es esencial para el teorema de
Rauch.

Lema 2.1. Sea h : [0, 1] → R una función diferenciable tal que h(0) = 0. Entonces existe una
función diferenciable φ : [0, 1]→ R tal que φ(0) = dh

dt (0) y h(t) = tφ(t).

Demostración. Se define, para t fijo,

φ(t) =

∫ 1

0

h′(ts)ds.

Si se hace el cambio de variable r = ts, se obtiene:

tφ(t) =

∫ t

0

h′(r)d(r) = h(t).

Q. E. D.

Sea M una variedad riemanniana y sea γ : [0, a] → M una geodésica de M . Sea V un campo
vectorial a lo largo de γ diferenciable por pedazos. Para todo t0 ∈ [0, a], se escribe como antes:

It0(V, V ) =

∫ t0

0

{g(DtV,DtV ) + g(R(γ̇, V )γ̇, V )}dt.

Lema 2.2 (Lema del Índice). Sea γ : [0, a]→M una geodésica sin puntos conjugados a p = γ(0)
en (0, a]. Sea J un campo de Jacobi a lo largo de J tal que g(J, γ̇) = 0 y V un campo vectorial
diferenciable por pedazos a lo largo de γ tal que g(V, γ̇) = 0. Supóngase que J(0) = V (0) = 0 y que
J(t0) = V (t0), t0 ∈ (0, a]. Entonces

It0(J, J) 6 It0(V, V )

y la igualdad se da si y sólo si V = J en [0, t0].

Demostración. Se sabe, por el Corolario 1.42, que el conjunto de campos de Jacobi J a lo
largo de una geodésica γ es un espacio vectorial 2n-dimensional, donde n es la dimensión deM . Si a
éstos se les pide que J(0) = 0 y que g(J, γ̇) = 0, entonces J0, el subconjunto de J que cumplen esas
dos condiciones, tiene dimensión n− 1. Esto se tiene de la demostración del Corolario 1.42, donde,
por el Teorema de Existencia y Unicidad de Campos de Jacobi, para cualquier punto q = γ(t1) de

27
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la geodésica se construye una función biyectiva de J a TqM ⊕ TqM que envía J a (J(t1), DtJ(t1)).
De ahí, la condición J(0) = 0 reduce la dimensión a n y la condición g(J, γ̇) = 0 a n− 1

Sea J1, · · · , Jn−1 una base de J0. Entonces J = αiJi. Como no hay puntos conjugados a p en
(0, a], los vectores J1(t), · · · , Jn−1(t) forman una base del complemento ortogonal de γ̇(t) en Tγ(t)M
para t 6= 0. Así, para t 6= 0 se tiene

V (t) = f i(t)Ji,

donde las f i son funciones diferenciables por trozos en (0, a]. Recuérdese que se está usando la
notación de Einstein. Ahora se mostrará que estas f i pueden ser extendidas continua y diferencia-
blemente a [0, a].

Con este propósito, por el Lema 2.1, se escribe Ji(t) = tAi(t). Entonces se tiene Ai(0) = DtJi(0).
Por lo tanto, usando la linealidad de la derivada covariante, las Ai(0) son linealmente independientes.
Por eso, las Ai(t) son linealmente independientes en [0, a] y

V (t) = ki(t)Ai(t),

donde las ki son funciones diferenciables por pedazos en [0, a]. Aplicando de nuevo el Lema 2.1
ki(t) = thi, donde hi(t) son funciones diferenciables por pedazos en [0, a]. Como f i(t) = hi(t) para
t 6= 0, entonces se tiene la extensión deseada.

El siguiente paso será probar la siguiente identidad en cada subintervalo donde las f i son
diferenciables:

(7) g(DtV,DtV ) + g(R(γ̇, V )γ̇, V ) = g(ḟ iJi, ḟ
jJj) +

d

dt
g(f iJi, f

jDtJj).

En efecto, pues
R(γ̇, V )γ̇ = R(γ̇, f iJiγ̇) = f iR(γ̇, Ji)γ̇ = f iD2

t Ji

por ser J campo de Jacobi y entonces

g(DtV,DtV ) + g(R(γ̇, V )γ̇, V ) = g(ḟ iJi + f iDtJi, ḟ
jJj + f jDtJj)

+g(R(γ̇, V )γ̇, V )

= g(ḟ iJi, ḟ
jJj) + g(ḟ iJi, f

jDtJj)

+g(f iDtJi, ḟ
jJj) + g(f iDtJi, f

jDtJj)

+g(f iD2
t Ji, f

jJj).

Por otro lado,

d

dt
g(f iJi, f

jDtJj) = g(ḟ iJi + f iDtJi, f
jDtJj)

+g(f iJi, ḟ
jDtJj + f jD2

t Jj)

= g(ḟ iJi, f
jDtJj) + g(f iDtJi, f

jDtJj)

+g(f iJi, f
jD2

t Jj) + g(f iJi, ḟ
jDtJj).

Así, para probar (7), es suficiente probar

(8) g(f iDtJi, ḟ
jJj) = g(f iJi, ḟ

jDtJj).

Para ello, se define
b(t) := g(DtJi, Jj)− g(Ji, DtJj).
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Como b(0) = 0 y

b′(t) = g(D2
t Ji, Jj) + g(DtJi, DtJj)− g(DtJi, DtJj)− g(Ji, D

2
t Jj)

= −g(R(γ̇, Ji)γ̇, Jj) + g(Ji,R(γ̇, Jj)γ̇) = 0,

por la simetría del tensor de curvatura, se tiene que b ≡ 0. Y, por la bilinealidad de g, se tiene (8)
y por ende (7).

Ahora bien, aplicando (7) a V y J se obtiene:

It0(V, V ) = g(f iJi, f
jDtJj)(t0) +

∫ t0

0

g(ḟ iJi, ḟ
jJj)dt

y
It0(J, J) = g(αiJi, α

jDtJj)(t0).

Como J(t0) = V (t0), se tiene que αi = f i(t0) y

(9) It0(V, V ) = It0(J, J) +

∫ t0

0

|ḟ iJi|2dt.

De (9), se tiene la primera parte del lema.
Si It0(V, V ) = It0(J, J), entonces ḟ iJi = 0, que además, porque las Ji son linealmente inde-

pendientes si t 6= 0 y por la continuidad de las ḟ i, se tiene que las ḟ i = 0 para todo i y para
todo t ∈ [0, t0]. Por lo tanto, las f i son constantes y, como f i(t0) = αi, entonces f i(t) = αi, i. e.,
V = J . Q. E. D.

El teorema de Rauch es un resultado muy importante de comparación entre dos variedades. Éste
permite dar una desiguladad de sus campos de Jacobi, mediante la comparación de sus curvaturas.
Intuitivamente dice que si se tienen dos variedades M y M̃ , y M “restringida” a una geodésica γ
tiene una curvatura menor a M̃ “restringida” a una geodésica γ̃, entonces la norma del campo de
Jacobi a lo largo de γ es mayor a la norma del campo de Jacobi a lo largo de γ̃. Es decir, que sobre
la geodésica γ̃ se podría llegar primero al primer punto conjugado que sobre la geodésica γ.

Teorema 2.3 (Rauch). Sean M una n-variedad riemanniana y M̃ una (n + k)-variedad rie-
manniana, con k > 0. Sean γ : [0, a] → M y γ̃ : [0, a] → M̃ geodésicas unitarias. Y sean J y J̃ los
campos de Jacobi a lo largo de γ y γ̃, respectivamente, tal que

J(0) = J̃(0) = 0,

g(DtJ(0), γ̇(0)) = g̃(DtJ̃(0), ˙̃γ(0)),

|DtJ(0)|g = |DtJ̃(0)|g̃.

Supóngase que γ̃ no contiene puntos conjugados en (0, a] y que, para todo t y para todo x ∈ Tγ(t)M ,
x̃ ∈ Tγ̃(t)M̃ , se tiene

K̃(x̃, ˙̃γ(t)) > K(x, γ̇(t)),

donde K(x, y) denota la curvatura seccional con respecto al plano generado por x y y. Entonces

|J̃ |g̃ 6 |J |g.

Además, si para algún t0 ∈ (0, a], se tiene que |J̃(t0)| = |J(t0)|, entonces

K̃(J̃(t), γ̃′(t)) = K(J(t), γ̇(t)), ∀t ∈ [0, t0].
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Demostración. Antes que nada, obsérvese que por la Proposición 1.45 la condición

(10) g(DtJ(0), γ̇(0)) = g̃(DtJ̃(0), ˙̃γ(0))

junto con J(0) = J̃(0) = 0 implica que

g(J, γ̇) = g̃(J̃ , ˙̃γ).

Como g(J, γ̇) es la longitud de la componente tangencial de J , las componentes tangenciales de J
y J̃ tienen la misma longitud. Así, se puede suponer que

g(J, γ̇) = g̃(J̃ , ˙̃γ)

pues en la desigualdad que se quiere mostrar las componentes tangenciales tienen la misma longitud.
Si |DtJ(0)|g = |DtJ̃(0)|g̃ = 0, entonces |J |g = |J̃ |g̃. En caso contrario, considérese

h(t) = |J(t)|2g y h̃(t) = |J̃(t)|2g̃.

Como γ̃ no tiene puntos conjugados en el intervalo (0, a], la función

h

h̃

está bien definida para t ∈ (0, a]. Usando la regla de L’Hôpital,

ĺım
t→0

h(t)

h̃(t)
= ĺım
t→0

h′′(t)

h̃′′(t)
= ĺım
t→0

g(DtJ(t), DtJ(t))

g̃(DtJ̃(t), DtJ̃(t))
=
|DtJ(0)|2g
|DtJ̃(0)|2g̃

= 1.

Así, para probar que |J̃ |g̃ 6 |J |g es suficiente con probar que

d

dt

(
h(t)

h̃(t)

)
> 0

para t ∈ (0, a]. Que a su vez es equivalente a

h′h̃ > hh̃′.

Sea t0 ∈ (0, a]. Si h(t0) = 0,

h′(t0) = 2g(DtJ(t0), J(t0)) = 0

y la desigualdad se satisface trivialmente. Si h(t0) 6= 0, considérese

H(t) =
1√
h(t0)

J(t) y H̃(t) =
1√
h̃(t0)

J̃(t).

Nótese que

h′(t0)

h(t0)
=

2g(DtJ(t0), J(t0))

g(J(t0), J(t0))
= 2g(DtH(t0), H(t0)) =

d

dt
g(H,H)(t0)

=

∫ t0

0

d2

dt2
g(H,H)dt = 2

∫ t0

0

{g(DtH,DtH) + g(D2H,H)}dt

=

∫ t0

0

{g(DtH,DtH)− g(R(γ̇, H)γ̇, H)}dt

= 2It0(H,H).
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Análogamente
h̃′(t0)

h̃(t0)
= 2It0(H̃, H̃).

Como se tomó a t0 arbitrariamente, entonces será suficiente probar que

It0(H̃, H̃) 6 It0(H,H)

para tener la desigualdad deseada.
Con este propósito, ahora considérese {e1, · · · , en} y {ẽ1, · · · , ẽn+k} bases ortonormales para-

lelas a lo largo de γ y γ̃, respectivamente, tal que:

e1(t) =
γ̇(t)

|γ̇(t)|g
, e2(t0) = H(t0), ẽ1(t) =

˙̃γ

| ˙̃γ(t)|g̃
y ẽ2(t0) = H̃(t0).

A cada campo vectorial V (t) =
∑
gi(t)ei(t) a lo largo de γ se le asocia el campo vectorial φV a lo

largo de γ̃ dado por

(φV )(t) =
n∑
i=0

gi(t)ẽi(t).

Esta función φ satisface:

(11) g̃(φV1, φV2) = g(V1, V2)

(12) Dt(φV ) = φ(DtV ).

De ésto y de la hipótesis sobre la curvatura se sigue que

It0(φH, φH) =

∫ t0

0

{g̃(Dt(φH), Dt(φH))− g̃(R( ˙̃γ, φH) ˙̃γ, φH)}dt

=

∫ t0

0

{g(DtH,DtH)− g̃(R( ˙̃γ, φH) ˙̃γ, φH)}dt

6
∫ t0

0

{g(DtH,DtH)− g(R(γ̇, H)γ̇, H)}dt

= It0(H,H).

Asimismo, obsérvese que H̃ y φH son campos vectoriales que satisfacen las hipótesis del lema del
índice y que H̃ es campo de Jacobi. Por lo tanto,

It0(H̃, H̃) 6 It0(φH, φH) 6 It0(H,H).

Esto demuestra la desigualdad del teorema.
Supóngase ahora que

(13) |J(t0)|g = |J̃(t0)|g̃,

para algún t0 ∈ (0, a]. Para t 6= 0,
It(H̃, H̃) 6 It(H,H).

Lo cual implica que
h′h̃(t) > hh̃′(t)

y, por (13),
h′h̃(t) = hh̃′(t), t ∈ (0, t0].
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Por lo tanto,
It(H̃, H̃) = It(φH, φH) = It(H,H), t ∈ (0, t0].

Finalmente, por la hipótesis sobre la curvatura y como se cumplen (11), (12) y la igualdad anterior,
se tiene que

It(H̃, H̃) =
∫ t0

0
{g̃(DtH̃,DtH̃)− g̃(R( ˙̃γ, H̃) ˙̃γ, H̃)}dt

q
It(H,H) =

∫ t0
0
{g(DtH,DtH)− g(R(γ̇, H)γ̇, H)}dt.

Lo que implica que
g̃(R( ˙̃γ, H̃) ˙̃γ, H̃) = g(R(γ̇, H)γ̇, H).

Es decir,
K(J(t), γ̇(t)) = K̃(J̃(t), ˙̃γ).

Q. E. D.

Una primera aplicación del teorema de Rauch es la siguiente:

Proposición 2.4. Supóngase que la curvatura seccional K de una n-variedad riemanniana M
satisface

0 < L 6 K 6 H,

donde L y H son constantes. Sea γ una geodésica en M . Entonces la distancia d a lo largo de γ
entre dos puntos conjugados de γ satisface

π√
H

6 d 6
π√
L
.

Demostración. Para la primera parte de la desigualdad,
π√
H

6 d,

se compara a M con la esfera SnH de curvatura seccional H. Sea γ : [0, l] → M una geodésica en
M con γ(0) = p y sea J un campo de Jacobi a lo largo de γ tal que J(0) = 0 y g(J, γ̇) = 0. Sean
p̃ ∈ SnH , γ̃ : [0, l] → SnH una geodésica en SnH con γ̃(0) = p̃ y J̃ un campo de Jacobi a lo largo de γ̃
tal que J̃(0) = 0, e(J̃ , ˙̃γ) = 0 y |DtJ(0)|g = |DtJ̃(0)|e. Recuerdese que e es la métrica inducida de
la métrica euclidiana de Rn+1 en la esfera.

Como γ̃ no tiene puntos conjugados en el intervalo (0, π√
H

), por la Proposición 1.43, entonces,
por el teorema de Rauch,

|J(t)|g > |J̃(t)|e > 0,

con t ∈ (0, π√
H

). Así pues la distancia d de p a su primer punto conjugado sobre γ es mayor o igual
a π√

H
.

Para la otra desigualdad,

d 6
π√
L
,

se hace el mismo tipo de comparación pero con M y SnL, la esfera de curvatura seccional L. Si no se
cumpliera la desigualdad, es decir, d > π√

L
, entonces usando el teorema de Rauch se tiene que un

punto en SnL tiene a sus puntos conjugados a una distancia mayor a π√
L
, que es una contradicción

a la Proposición 1.43. Q. E. D.
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Proposición 2.5. Sean M y M̃ n-variedades riemannianas. Supóngase que para todo p ∈M ,
p̃ ∈ M̃ , σ ⊂ TpM , σ̃ ⊂ Tp̃M̃ , se tiene que

K̃p̃(σ̃) 6 Kp(σ).

Sean p ∈M , p̃ ∈ M̃ y una isometría lineal fija i : Tp̃M̃ → TpM . Sea r > 0 tal que las restricciones
expp̃

∣∣
B̃e(r,0)

y expp
∣∣
Be(r,0)

sean funciones difeomorfas. Sea c̃ : [0, a] → expp̃(B̃e(r, 0)) ⊂ M̃ una
curva diferenciable y se define la curva diferenciable c : [0, a]→ expp(Be(r, 0)) ⊂M como

c(s) = expp ◦i ◦ exp−1
p̃ (c̃(s)), s ∈ [0, a].

Entonces L(c̃) > L(c).

Demostración. Sea c̄(s) = exp−1
p̃ (c̃(s)) en Tp̃M . Para s fijo considérese la geodésica

γ̃s(t) = expp̃(tc̄(s)).

Además considérese la función

f̃(t, s) = γ̃s(t) con s ∈ [0, a] y t ∈ [0, 1],

que es una superficie parametrizada en M̃ .

γsp

expp(B(r,0))
M

c

c(s)

c’(s)

Ésta cumple que para toda s
∂f̃

∂s
(t, s) := J̃s(t)

es un campo de Jacobi a lo largo de γ̃s. Ya que f̃ es una variación por geodésicas,

Dt
∂f̃

∂t
= 0,

aplicando el Lema 1.39 y el lema de simetría, se tiene que ∂f̃
∂s satisface la ecuación de Jacobi. Además

J̃s(t) cumple que J̃s(0) = 0 y que

J̃s(1) =
∂f̃

∂s
(t, s)

∣∣∣∣∣
t=1

=
∂

∂s
expp̃(tc̄(s))

∣∣∣∣
t=1

= (d expp̃)tc̄(s)(tc̄
′(s))

∣∣
t=1

= (d expp̃)c̄(s)(c̄
′(s))

= c̃′(s).
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Además,

DtJ̃s(0) = DtJ̃s |t=0 = Dt

{
∂f̃

∂s
(t, s)

}
t=0

= Dt

{
(d expp̃)tc̄(s)(tc̄

′(s))
}
t=0

= Dt

{
t(d expp̃)tc̄(s)(c̄

′(s))
}
t=0

=
{

(d expp̃)tc̄(s)(c̄
′(s)) + tDt(d expp̃)tc̄(s)(c̄

′(s))
}
t=0

= (d expp̃)0(c̄′(s)) = c̄′(s).

Por otro lado, considérese la superficie parametrizada en M dada por

f(t, s) = expp(ti(c̄(s))) = γs(t).

Obsérvese antes que nada que γs es geodésica para todo s. Procediendo análogamente con la curva
c y notando que exp−1

p (c(s)) = i(c̄(s)), se tiene que

∂f

∂s
(t, s) := Js(t)

es un campo de Jacobi a lo largo de γs satisfaciendo que

Js(0) = 0,

Js(1) = c′(s)

y
DtJs(0) = ic̄′(s).

Gracias a que i es una isometría, se tiene lo siguiente:

|Js(0)|g = |J̃s(0)|g̃ = 0, |DtJs(0)|g = |DtJ̃s(0)|g̃
y

g(DtJs(0), γ̇s(0)) = g(ic̄′(s), i ˙̃γ(0))

= g̃(c̄′(s), ˙̃γ(0))

= g̃(DtJ̃s(0), ˙̃γ(0)).

Así, aplicando el teorema de Rauch,

|c′(s)|g = |Js(1)|g 6 |J̃s(t)|g̃ = |c̃′(s)|g̃
y, por lo tanto, integrando se tiene

L(c̃) > L(c).

Q. E. D.



Capítulo 3

Lugar de Corte

Un hecho muy importante en la demostración del teorema de la esfera es el saber para cada
punto p ∈ M hasta donde la función expp es un difeomorfismo. Para este propósito se define el
lugar de corte.

Sea M una variedad riemanniana completa, sea p ∈M y sea γ : [0,∞)→M una geodésica con
γ(0) = p. Se sabe que para t > 0 suficientemente pequeño, d(γ(0), γ(t)) = t, i. e., γ es minimizante
en el intervalo [0, t]. Además, si γ no es minimizante en el intervalo [0, t1], entonces tampoco lo es
para t > t1. Así, el conjunto O = {t ∈ R | t > 0 y d(γ(0), γ(t)) = t} es de la forma [0, t0] o [0,∞),
gracias a la continuidad de γ.

Definición. Si O es de la forma [0, t0], γ(t0) es llamado punto de corte de p a lo largo de γ.
Y si O es de la forma [0,∞), entonces se dice no hay puntos de corte de p a lo largo de γ.

Se define el lugar de corte de p a la unión de los puntos de corte de p a lo largo de todas las
geodésicas que parten de p. Este conjunto se denotado como CM (p).

Observación 4. Si M es compacta, su diámetro es finito y, por lo tanto, existe un punto de
corte de p a lo largo de cuarquier geodésica.

Un resultado importante para entender lo que es el lugar de corte de un punto es la siguiente
proposición. Pero antes de ésta, se presenta el siguiente lema que se usará varias veces y entre ellas
para la demostración de la proposición.

Lema 3.1. Sea γn una sucesión de geodésicas minimizantes que parten de un mismo punto
q a un punto pn. Supóngase que esta sucesión pn converge a un punto p. Entonces la sucesión
{γn} contiene una subsucesión que converge a una geodésica minimizante γ tal que γ(0) = p y
γ(L(γ)) = q.

Demostración. Como la sucesión de geodésicas parte de un mismo punto q, estás geodésicas
están determinadas por su vector tangente en q. Considérese γ̇i(0) el vector tangente unitario a γi
en q. Estos vectores γ̇i(0) están en la esfera unitaria de TqM y esta esfera es compacta. Eso implica
que γ̇i(0) contiene una subsucesión convergente. Sea V el límite se esta subsucesión y γ la geodésica
tal que γ̇(0) = V .

Considérese di = d(q, pi). Así, como pn → p, entonces γ pasa por p. Y por la continuidad de
d(q,_), di converge a d(q, p) y, finalmente, γ es minimizante. Q. E. D.

Proposición 3.2. Supóngase que γ(t0) es punto de corte de p = γ(0) a lo largo de γ. Entonces
se cumple una de las siguientes afirmaciones:

(a) γ(t0) es el primer punto conjugado de p = γ(0) a lo largo de γ.
(b) Existe una geodésica σ distinta a γ de p a γ(t0) tal que L(σ) = L(γ).

De manera inversa, si (a) o (b) se satisfacen, entonces existe t̄ ∈ (0, t0] tal que γ(t̄) es punto de
corte de p a lo largo de γ.

35
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Demostración. Sea t0 tal que γ(t0) es el punto de corte de p = γ(0) a lo largo de γ. Sea,
además, t0 + εi una sucesión tal que εi > 0 y εi converge a cero. Ahora, considérese una sucesión
de geodésicas minimizantes σi que unen a p = σi(0) con γ(t0 + εi) y la sucesión σ̇i(0) de vectores
tangentes en TpM .

γ(t0)
p γ

γ(t0+εi)

σi

Por el Lema 3.1 existe una geodésica minimizante σ tal que une a p y γ(t0), y L(γ) = L(σ).
Si γ 6= σ, se cumple el enunciado (b). Si γ = σ, se mostrará que el enunciado (a) se cumple.

Como γ es minimizante hasta γ(t0), es suficiente mostrar que (expp)∗ es singular en t0γ̇(0).
Así, supóngase que σ̇(0) = γ̇(0) y que (expp)∗ no es singular en t0γ̇(0). Entonces existe una

vecindad Ω de t0γ̇(0) donde expp es difeomorfismo.

Ω

0

TpM
t0γ’(0)

(t0+εj)γ’(0)

(t0+ε'j)σj’(0)

Como se definió a σj , γ(t0 + εj) = σj(t0 + ε′j) con ε′j 6 εj , i. e., σj es minimizante y tiene que
llegar antes a γ(t0 + εj). Tómese εj suficientemente pequeño para que (t0 + ε′j)σ̇j(0) y (t0 + εj)γ̇(0)
estén en Ω.

Entonces

expp((t0 + εj)γ̇(0)) = γ(t0 + εj)

= σj(t0 + ε′j)

= expp((t0 + ε′j)σ̇j(0)).

Por lo tanto, (t0 + εj)γ̇(0) = (t0 + ε′j)σ̇j(0), i. e., γ̇(0) = σ̇j(0). Eso implica que γ es una geodésica
minimizante que une a p y γ(t0 + εj). Lo cual es una contradicción a la definición de t0. Y así, se
tiene el enunciado (a).
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Por otro lado, supóngase que se cumple el enunciado (a), como una geodésica no es minimizante
después del primer punto conjugado, el punto de corte de p a lo largo de γ tiene que ocurrir en γ(t̄)
con t̄ 6 t0.

Y ahora supóngase que el enunciado (b) se cumple. Sea ε > 0 suficientemente pequeño para
que σ(t0−ε) y γ(t0 +ε) estén contenidos en una vecindad totalmente normal de γ(t0) y considérese
τ la única geodésica minimizante que los une.

p
γ

σ

γ(t0+ε)γ(t0)

σ(t0−ε)
τ

La curva que es unión del segmento geodésico sobre σ de p a σ(t0 − ε) y τ tiene longitud
estrictamente menor a t0 + ε. Esto porque si tuviera longitud mayor o igual a t0 + ε,

L(σ|[0,t0−ε] ∪ τ) = t0 − ε+ L(τ) > t0 + ε,

querría decir que

L(τ) > 2ε.

Pero

L(γ|[t0,t0+ε]) + L(σ|[t0−ε,t0]) = 2ε 6 L(τ).

Así, σ(t0 − ε) tendría que estar sobre γ y eso es una contradicción a que γ 6= σ. Por lo tanto, el
punto de corte de p a lo largo de γ ocurre en γ(t̄) con t̄ 6 t0. Q. E. D.

Ejemplo. Si M = Sn y p ∈M , entonces CM (p) = {−p}, el punto antipodal.
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p

-p= CM(p)

En este ejemplo cumple la afirmación (a) de la Proposición 3.2, porque −p es el primer punto
conjugado a lo largo de cualquier geodésica que parte de p.

Ejemplo. SeaM el toro plano que se obtiene al identificar los lados de opuestos de [0, 1]×[0, 1].
Si A, B, C y D son los vértices del cuadrado, el mismo punto después de la identificación, entonces
CM (A) es la unión de los segmentos medianos de los segmentos AB y DA.

A

B C

D

CM(A)

En este ejemplo cumple la afirmación (b) de la Proposición 3.2. En efecto, ningún punto de
CM (p) es punto conjugado y porque para todo punto de CM (A) hay dos geodésicas minimizantes
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distintas que unen a él con A. Por ejemplo, el centro del cuadrado es punto de corte de A y las dos
mitades de la diagonal del cuadrado son geodésicas minimizantes distintas que los unen.

Corolario 3.3. Si q es punto de corte de p a lo largo de γ, entonces p es punto de corte de q
a lo largo de −γ, donde −γ es la geodésica γ recorrida en sentido contrario. Es decir, q ∈ CM (p)
si y sólo si p ∈ CM (q).

Demostración. Si q es un punto de corte de p a lo largo de γ, por la Proposición 3.2, se
cumple uno de los siguientes enunciados:

• si q es el primer conjugado de p a lo largo de γ, entonces, por la Proposición 1.46, p es el
primer punto conjugado de q a lo largo de −γ y de nuevo aplicando de manera inversa la
Proposición 3.2, el punto de corte de q a lo largo de −γ no ocurre antes de p;
• si existe una geodésica σ distinta a γ tal que L(γ) = L(σ) = d(p, q), aplicando la proposición

de manera inversa desde q usando −γ y −σ, entonces el punto de corte de q a lo largo de
−γ no ocurre antes de p.

Pero además, L(−γ) = L(γ) = d(p, q) y, por lo tanto, p es el punto de corte de q a lo largo de
−γ. Q. E. D.

Corolario 3.4. Si q ∈M r CM (p), existe una única geodésica que une a p y q.

Demostración. Por la completitud de M , existe una geodésica minimizante de p a q. Si γ es
tal geodésica, es única. Ésto porque si existiese otra, por la Proposición 3.2, el punto de corte de
p a lo largo de γ ocurre antes de q, lo cual es una contradicción a que q /∈ CM (p) o a que γ sea
minimizante. Q. E. D.

Gracias a esto, se tiene que expp es inyectiva en una bola Bg(p, r) si y sólo si r es menor o igual
a la distancia de p a CM (p). Así, a

i(M) = ı́nf
p∈M

d(p, CM (p))

se le llama el radio de inyectividad de M .
Ahora, se va a definir una función que permitirá obterner varias propiedades más del lugar de

corte. Defínase la función f : SM → R ∪ {∞} de la siguiente manera:

f(p, V ) =

{
t0 si γV (t0) es punto de corte de p a lo largo de γV ,
∞ si no existe el punto de corte de p a lo largo de γV ,

donde
SM := {(p, V ) ∈ TM | |V |g = 1}

es el haz tangente unitario y a R ∪ {∞} se le da la topología inducida por la base

B = {(a, b)|a, b ∈ R} ∪ {(a,∞] = (a,∞) ∪ {∞}|a ∈ R}.

Observación 5. [a,∞] es compacto y que una sucesión tn →∞ si ĺım
n→∞

tn =∞

Antes de demostrar que f es continua, se mostrará el siguiente lema sobre sucesiones de puntos
conjugados necesario para la demostración.

Lema 3.5. Sea γi una sucesión de geodésicas que converge a una geodésica γ, es decir,

γi(0) −→ γ(0) = p

y
γ̇i(0) −→ γ̇(0).
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Si γi(ti0) es el primer punto conjugado de γi(0) a lo largo de γi y son tales que

γi(t
i
0) −→ γ(t0).

Entonces γ(t0) es el primer punto conjugado de p a lo largo de γ.

Demostración. Por la Proposición 1.44, γi(ti0) es punto conjugado de γi(0) si y sólo si V i0 =
ti0γ̇i(0) es punto crítico de (expp)∗, i. e.,

(expp)∗ |V i
0
Wi = 0

para algún Wi ∈ TV i
0
TpM ∼= TpM . Sin pérdida de generalidad se puede suponer que Wi tiene

norma uno. Ahora, como {Wi} están en la esfera unitaria, un compacto, tienen una subsucesión
convergente que se denotará igual.

Y si i tiende a infinito se tiene lo siguiente:

0 = (expp)∗ |V i
0
Wi = d

ds |s=0 expp(V
i
0 + sWi)

↓
(expp)∗ |V0

Wi = d
ds |s=0 expp(t0γ̇(0) + sW ).

Eso implica que (expp)∗ |γ̇(0)t0
W = 0, donde W es el límite de la sucesión {Wi}. Que a su vez

implica que t0γ̇(0) es punto crítico de (expp)∗. Por lo tanto, γ(t0) es punto conjugado de p a lo
largo de γ. Q. E. D.

Proposición 3.6. f es continua.

Demostración. Considérese las sucesiones γi(0) → γ(0) y γ̇i(0) → γ̇(0), donde γi y γ son
geodésicas. Sean γi(ti0) los puntos de corte de γi(0) a lo largo de γi. Además, sea γ(t0) el punto de
corte de γ(0) a lo largo de γ. Por la definición de punto de corte nótese que t0, ti0 ∈ R ∪ {∞}.

Se demostrará que ti0 → t0 si i → ∞ y así se tendría la continuidad. El primer paso será
demostrar que ĺım sup ti0 6 t0. Si t0 =∞, se tiene ya el resultado. Si t0 6=∞, sea ε > 0 y obsérvese
que t0 + ε < tj0 para un número finito de j. Si no fuera un número finito, se tendría que

d(γj(0), γj(t0 + ε)) = t0 + ε

para un número infinito de j, porque γj(t0 + ε) no es punto de corte y t0 + ε < tj0. Y por la
continuidad de d,

d(γ(0), γ(t0 + ε)) = t0 + ε.

Lo cual es una contradicción a la definición de t0. Así, ĺım sup ti0 6 t0 +ε para todo ε y, por lo tanto,

ĺım sup ti0 6 t0.

Como segundo paso, si t̄ = ĺım inf ti0, se demostrará que t0 6 t̄ y así,

t0 6 ĺım inf ti0 6 ĺım sup ti0 6 t0,

i. e., ti0 converge a t0 y se tiene lo que se quería.
Si t̄ =∞, entonces el resultado ya se tiene. Si t̄ <∞, sea t̄i0 subsucesión de ti0 tal que t̄i0 converge

a t̄. Por el Lema 3.5, si para una subsucesión como antes se tiene que γi(t̄0) es punto conjugado de
γi(0) a lo largo de γ, entonces γ(t̄) es punto conjugado de γ(0) a lo largo de γ y por lo tanto, por
la Proposición 3.2, t̄ > t0.

Si no se cumple que γi(t̄0) sea el punto conjugado de γi(0) a lo largo de γ, por la Proposición
3.2, existen geodésicas minimizantes σi distintas a γi tal que σi(0) = γi(0), σi(t̄i0) = γi(t̄

i
0) y

L(σi) = L(γi).
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Además, por el Lema 3.1, σi contiene una subsucesión que converge a σ, donde σ es una
geodésica minimizante que une a γ(0) y γ(t̄). A esta subsucesión se le denotará igual. Si γ 6= σ, por
la Proposición 3.2, t0 6 t̄. Si γ = σ, de manera análoga a como se demostró la Proposición 3.2, se
tiene que γ(0) es punto conjugado de γ(t̄) y t0 6 t̄. Q. E. D.

Corolario 3.7. Para todo p ∈ M , CM (p) es cerrado. Si además M es compacta, entonces
CM (p) es compacto.

Demostración. Lo primero a observar es que a CM (p) se le puede ver como

CM (p) = {γ(t)|γ : [0,∞)→M es geodésica tal que γ(0) = p y t = f(p, γ̇(0)) <∞}.

Sea q ∈ M tal que γi(ti0) converge a q y donde γi(ti0) es el punto de corte de p a lo largo de la
geodésica γi que parte de p y ti0 = f(p, γ̇i(0)). Se demostrará que q ∈ CM (p).

Usando el Lema 3.1, se puede obtener una subsucesión de geodésicas γi, denotada igual, que
converge a γ. Como f es continua

q = ĺım
i→∞

γi(f(p, γ̇i(0))) = ĺım
i→∞

expp(f(p, γ̇i(0))γ̇i(0))

= expp(f(p, γ̇(0))γ̇(0)) = γ(f(p, γ̇(0))).

Así, q ∈ CM (p) y, por lo tanto, CM (p) es cerrada.
Si M es compacta, como CM (p) es cerrado, CM (p) es compacto. Q. E. D.

Corolario 3.8. Si M es completa y tiene un punto p tal que tiene puntos de corte en todas
las geodésicas, entonces M es compacta.

Demostración. Como existe p ∈M que tiene punto de corte en cada geodésica que parte de
γ, obsérese que

M =
⋃
{γ(t)|γ : [0,∞)→M es geodésica tal que γ(0) = p y t 6 f(p, γ̇(0))}.

Así, M es cerrada. Como f es continua y por la existencia de p, f es acotada. Y, por la tanto, M
es acotada. Finalmente, por el teorema de Hopf-Rinow, M es compacta. Q. E. D.

Proposición 3.9. Sea p ∈ M . Supóngase que existe un punto q ∈ CM (p) tal que d(p, q) =
d(p, CM (p)). Entonces se cumple uno de los siguientes enunciados:

(a) Existe una geodésica minimizante γ de p a q tal que a lo largo de ella q es punto conjugado
de p.

(b) Existen exactamente dos geodésicas minimizantes γ y σ de p a q. Además, γ̇(d) = −σ̇(d)
con d = d(p, q).

Demostración. Sea γ una geodésica minimizante de p a q. Por la Proposición 3.2, o q es
punto conjugado de p y se cumple (a) o existe σ geodésica minimizante distinta a γ de p a q con
L(σ) = L(γ) y se demostrará que se cumple (b). Así, supóngase que q no es punto conjugado de p
a lo largo de γ y σ, y que γ̇(d) 6= −σ̇(d).
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p
qγs

σs

γ

σ

τ

τ(s)

V
γ’(d)

σ’(d)

Como γ̇(d) 6= −σ̇(d), entonces existe V ∈ TqM tal que |V |g = 1, g(V, γ̇(d)) < 0 y g(V, σ̇(d)) < 0.
Sea τ : (−ε, ε)→M una curva tal que τ(0) = q y τ̇(0) = V .

Existe U ⊂ TpM vecindad de dγ̇(0) donde expp es difeomorfismo, pues q no es punto conjugado
de p a lo largo de γ. Sea η : (−ε, ε) → U la curva en U dada por η(s) = exp−1

p (τ(s)) y sea
γs(t) = expp(

t
dη(s)), t ∈ [0, d], una variación por geodésicas de γ. Por la fórmula de primera

variación,
d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(γs) = g(V, γ̇(d)) < 0.

Análogamente, como q no es punto conjugado de p a lo largo de σ, se tiene la variación por geodésicas
σs(t) que cumple lo siguiente:

d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(σs) = g(V, σ̇(d)) < 0.

Por lo tanto, si s es suficientemente pequeña,

L(γs) < L(γ) y L(σs) < L(σ).

Se tienen tres casos, el primero es si L(σs) = L(γs). Por la Proposición 3.2, el punto τ(s) = γs(d)
es punto de corte de p a lo largo de γs. Y,

d(p, γs(d)) = L(γs) < L(γ) = d(p, CM (p)).

Lo cual es una contradicción, ya que d(p, CM (p)) = ı́nf
q∈CM (p)

d(p, q).

Si L(γs) < L(σs), entonces σs no es minimizante. Por lo tanto, existe σs(t̄), t̄ < d, tal que σs(t̄)
es el punto de corte de a lo largo de σs y así,

d(p, σs(t̄)) < d(p, σs(d)) < L(σs) < L(σ) = d(p, CM (p)).

Lo que es de nuevo una contradicción.
Finalmente, el caso L(γs) > L(σs) es totalmente análogo al anterior. Obsérvese que la contra-

dicción salió de suponer que γ̇(d) 6= −σ̇(d), entonces tienen que ser iguales y, por lo tanto, sólo son
dos geodésicas de p a q. Q. E. D.

Lema 3.10. El haz tangente unitario SM de una n-variedad riemanniana compacta es com-
pacto.

Demostración. Por la trivialidad local de haz tangente, para cada p ∈ M existe Up ⊂ M
vecindad de p tal que π−1(Up) es difeomorfo a Up × Rn, donde π es la proyección del haz.

Para cada Up se puede escoger una vecindad Vp tal que

Vp ⊂ V p ⊂ Up.
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Así, {Vp}p∈M es una cubierta abierta de M y, por la compacidad de M , ésta tiene una subcubierta
finita {Vpi}i∈{1,··· ,N}. Más aún,

M ⊂ V p1 ∪ · · · ∪ V pN .
En consecuencia, TM es difeomorfo localmente a V pi × Rn para todo i ∈ {1, · · · , N}.

Finalmente, el haz tangente unitario puede verse como⋃
i∈{1,··· ,N}

V pi × Sn−1,

que es compacto. Q. E. D.

Proposición 3.11. Si la curvatura seccional K de una variedad riemanniana completa M
satisface

0 < Kmı́n 6 K 6 Kmáx,

entonces
(a) i(M) > π√

Kmáx
, o

(b) existe γ una geodésica cerrada en M cuya longitud es menor o igual a la de cualquier otra
geodésica cerrada en M y es tal que

i(M) =
1

2
L(γ).

Demostración. Por el teorema de Bonnet, ya que K > Kmı́n, M es compacta. Como SM es
compacto, entonces existe p ∈M tal que

d(p, CM (p)) = ı́nf
r∈M

d(r, CM (r)).

Además, como CM (p) es compacto, existe q ∈ CM (p) tal que d(p, CM (p)) = d(p, q). De aquí se
obtienen dos casos, que q sea punto conjugado de p o que no lo sea.

Supóngase primero que q es punto conjugado de p. Por la Proposición 2.4,

d(p, q) >
π√
Kmáx

.

Ahora supóngase que q no es punto conjugado de p. Por la proposición anterior, existen exactamente
dos geodésicas minimizantes distintas γ y σ que unen a p y q tales que γ̇(d) = −σ̇(d), donde
d = d(p, q).

Como q ∈ CM (p), entonces p ∈ CM (q) y, por definición de CM (q), p es tal que

d(p, CM (q)) = d(p, q).

Así, γ̇(0) = −σ̇(0) y finalmente γ y σ forman una geodésica cerrada. Esta geodésica cumple, por
como se encontró, que

i(M) =
1

2
L(γ ∪ σ).

Q. E. D.





Capítulo 4

Estimación de Klingenberg

El siguiente paso es, a partir de lo ya desarrollado, calcular hasta donde el mapeo exponencial
es difeomorfismo, i. e., estimar el radio de inyectividad. La estimación que se da aquí se llama
estimación de inyectividad de Klingenberg y se calcula en dos casos, el primero para variedades
dimensión par mayor que dos y el segungo para variedades de cualquier dimensión mayor o igual a
3.

1. Caso par

Proposición 4.1. Si la curvatura seccional K de una n-variedad riemanniana M compacta,
simplemente conexa y de dimensión par, satisface que

1

4
< K 6 1.

Entonces i(M) > π.

Demostración. Como M es compacta, existen p, q ∈ M tal que q ∈ CM (p) e i(M) =
dg(p, q) = d. Así, se procede por contradicción y se supone que d < π.

Si q es conjugado de p, entonces, por la Proposición 2.4, π 6 d. Lo cual es una contradicción.
En consecuencia, q no puede ser punto conjugado de p y, por las Proposiciones 3.9 y 3.11, existe
una geodésica cerrada γ : [0, l]→M que pasa por p = γ(0) y por q tal que L(γ) < 2π.

En p considérese el conjunto de vectores unitarios en TpM tales que son ortogonales a γ̇(0).
Estos forman una esfera de dimensión n−2, porque son unitarios y esto reduce en uno la dimensión,
y son ortogonales, que también reduce en uno la dimensión. Así, usando el transporte paralelo de
estos vectores dando una vuelta, se obtiene una transformación ortogonal de la n − 2-esfera en si
misma. Como M es de dimensión par y es orientable, la dimensión de la esfera también es par y la
transformación tiene determinante 1. Esto último implica que al menos uno de sus eigenvalores es
uno, i.e., existe un vector f fijo bajo la transformación. Ahora, haciendo el transporte paralelo de
f a lo largo de γ, se obtiene en cada punto de γ un vector unitario g-ortogonal a γ. Se define una
banda de dimensión 2, delimitada por γ, asignando a cada punto de γ un segmento geodésico en
la dirección del vector f transladado a ese punto. En esta banda se considera la familia de curvas
cerradas γs que consisten en los puntos que estan a una distancia fija de γ. Claramente, estas curvas
tienen como curva límite a γ.

Cada una de estas curvas γs tienen longitud menor a la de γ. Para ver esto, nótese primero que
como γ es geodésica, entonces

d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(Γs) = 0,

45
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donde Γs es la variación dada por las γs. Usando la fórmula de segunda variación y recordando que
la curvatura es positiva se tiene que

d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

L(Γs) =

∫ b

a

−RM(V ⊥, γ̇, γ̇, V ⊥)dt < 0,

donde V es el campo de variaciones de Γs, el campo paralelo generado por f y extendido a todo
la banda con el campo vectorial tangente a todos los segmentos geodésicos de la construccón de la
banda. Por lo tanto, γ maximiza el funcional de longitud, i. e.,

L(γs) < L(γ).

p

q

f

qs=σs(0)

γs(0)

γs

γ

σs

Sea qs el punto de γs a distancia máxima de γs(0). Como d(γs(0), qs) < i(M), existe un única
geodésica minimizante σs que une a qs = σs(0) y γs(0). Ya que q es el único punto de γ con
distancia máxima a p, qs → q. Además, por la compacidad local de haz tangente, que se tiene
porque localmente el haz tangente es U × Rn con U ⊂ M , existe ω ∈ Tq tal que es punto de
acumulación de los vectores σ̇s(0). Por la continuidad de la variedad, la geodésica σ(t) = expq(tω)
es una geodésica minimizante que une a q con p.

Por otro lado, sean σs,t geodésicas minimizantes que unen a γs(0) con γs(t), con t de manera
que γs(t) es muy cerca de qs. Por consiguiente, σs,t es una variación de σs y, usando la fórmula de
primera variación de manera análoga al Lema 5.3, se tiene que σ̇s(0) es g-ortogonal a γ̇s en qs. Y,
por lo tanto, σ(0) es g-ortogonal a γ̇ en q. De esta manera, habrían tres geodésicas minimizantes
de p a q y, como q no es conjugado de p, contradice la Proposición 3.9. Q. E. D.

2. Caso general

Ahora, se procede con el segundo caso, para lo cual se utiliza herremienta de la teoria de Morse.
Antes de hacer propiamente el cálculo, se demuestran los siguientes lemas.
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Lema 4.2. Sean M y M̃ variedades riemannianas de la misma dimensión y tales que sus
curvaturas seccionales K y K̃, respectivamente, satisfacen

sup K̃ 6 ı́nf K.

Considérese una geodésica σ : [0, l]→M , σ(0) = p, y fíjese un punto p̃ ∈ M̃ . Sean i : TpM → Tp̃M̃

una isometría lineal y sea σ̃ : [0, l]→ M̃ dada por

σ̃(t) = expp̃ t(iσ̇(0)).

Entonces el índice de σ es mayor o igual al índice de σ̃.

Demostración. Sea W̃ un campo diferenciable por pedazos a lo largo de σ̃. Defínase un
campo vectorial W a lo largo de σ como

W (t) := φ−1(W̃ )(t) = Pt ◦ i−1 ◦ P̃−1
t (W̃ ),

donde Pt es el transporte paralelo a lo largo de σ, y φ satisface (11) y (12). De ahí que

g(W, σ̇) = g̃(W̃ , ˙̃σ), |W (t)|g = |W̃ (t)|g̃ y g(DtW,DtW ) = g̃(DtW̃ ,DtW̃ ).

Debido al hecho de que sup K̃ 6 ı́nf K, se tiene que

I(W,W ) 6 Ĩ(W̃ , W̃ ).

Así, si Ĩ(W,W ) < 0, entonces I(W,W ) < 0.
Por lo tanto, la dimensión máxima de los subespacios de V donde I es negativa es al menos

siempre la dimensión máxima de los subespacios de Ṽ donde Ĩ es negativa. Q. E. D.

Ahora, como ya se había mencionado, se hará uso de herramientas de teoría de Morse que se
puede consultar para más detalles en [Milnor].

Definición. Sea f : M → R una función diferenciable, dondeM es una variedad diferenciable.
Un punto p ∈ M es un punto crítico de f si df(p) = 0. A f(p) se le llama valor crítico de f en
p. Si (U,ϕ) es una carta en M y p ∈ U , a la matriz (∂i∂j |p(f)) se le llama el hessiano de f , que
representa una forma simétrica bilinear en TpM y no depende de las coordenadas. Se dice que un
punto crítico p es no-degenerado si el determinante del hessiano es distinto de cero.

Un punto crítico p ∈M no-degenerado de una función diferenciable f : M → R es aislado y se
puede escoger una carta (U,ϕ) en p y por ende un sistema de coordenadas, {∂1, · · · , ∂n−λ, ∂n−λ+1, · · · , ∂n},
de manera que en este sistema f es escrita como

f(x1, · · · , xn) = f(p) + x2
1 + · · ·+ x2

n−λ − x2
n−λ+1 − · · · − x2

n,

donde (x1, · · · , xn) = ϕ(q) con q ∈ U .

Definición. A este λ se le llama el índice del punto crítico no-degenerado.

Observación 6. Este λ es la dimensión del espacio vectorial donde el hessiano es negativo, es
decir, el índice del hessiano como forma bilineal simétrica.

Observación 7. Supongase que f−1([a1, a2]) es compacto y no contiene puntos críticos de f .
Usando el campo vectorial gradiente de f caracterizado por

df(Y ) = g(gradf, Y ) para todo Y ∈ TM,

localmente dado por gradf = gij∂if∂j , se obtiene una función h : Ma2 →Ma1 que es una retracción
por deformación, i. e., h|Ma1 = Id|Ma1 y existe una función continua, llamada homotopía,H : [0, 1]×
Ma2 →Ma2 tal que H(0, x) = x y H(1, x) = h(x).
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Mb

Ma

Lema 4.3. Sea M una n-variedad diferenciable y sea f : M → R una función diferenciable
cuyos puntos críticos son no-degenerados. Sean p, q ∈ M y una curva diferenciable γ : [0, 1] → M
con γ(0) = p y γ(1) = q. Sea a = máx{f(p), f(q)} y considérese

Ma = {x ∈M |f(x) 6 a},

además sea

b = máx
t∈[0,1]

{f ◦ γ(t)}.

Supóngase que f−1([a, b]) es compacto y no contiene puntos críticos no-degenerados de índice 0 ó 1.
Entonces para todo δ > 0, γ es homotópica con extremos fijos a una curva γ̃ tal que γ̃([0, 1]) ⊂Ma+δ.

Demostración. Sea g una métrica para M .
Si b 6 a, entonces para toda δ > 0 se tiene γ̃([0, 1]) = γ([0, 1]) ⊂ Ma+δ. Así, supóngase que

b > a. Sean p1, · · · , pk los puntos críticos de f en M b rMa con valores críticos de f(pi) = ci,
i = 1, · · · , k. Como los puntos críticos son aislados, entonces se puede pertubar a f de modo que
los ci sean distintos dos a dos. Supóngase pues que

b > c1 > c2 > · · · > ck > a.

Si b no es valor crítico de f , entonces f−1([c1 + ε, b]) no contiene puntos críticos de f para ε
suficientemente pequeña. De la Observación 7 se tiene una retracción por deformación h1 : M b →
M c1+ε y la curva γ1 = h1 ◦ γ está en M c1+ε. De aquí se continuaría el proceso con c1 usando el
siguiente caso.

Si b = c1 es valor crítico de f , por hipótesis, el punto crítico correspondiente p1 tiene índice
λ > 2. Sea V una vecindad de p1 tal que f puede ser escrita ahí como

f(x1, · · · , xn) = c1 + x2
1 + · · ·+ x2

n−λ − x2
n−λ+1 − · · · − x2

n.
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p
1

Q
V

Mc1-ε
Eje (xn-λ+1,...,xn)

Eje (x1,...,xn-λ)

Supóngase que V y ε > 0 son tales que M c1+ε r (M c1�ε ∪ V ) no contiene puntos críticos. Así,
de la misma manera que en la Observación 7, con el campo vectorial gradiente a f se obtiene una
retracción por deformación h̄1 : M c1+ε →M c1�ε ∪ V . Considérese ahora γ̄1 = h̄1 ◦ γ ⊂M c1�ε ∪ V .

Ahora, sea Q el conjunto de puntos de V donde xn�λ = xn�λ+1 = · · · = xn = 0. Como

dim(generado por ˙̄γ1) + dimQ 6 1 + n� 2 < dim(M),

es decir, la codimensión de Q es al menos 2. Entonces, por transversalidad, se puede perturbar a
γ̄1 de modo que

γ̄1([0, 1]) ∩Q = ∅.

p
1

Q

γ
1

p
1

Q

γ
1

Perturbación

Además esta perturbación se puede hacer en V haciendo que los extremos de γ̄1 queden fijos,
ya que los extremos no están en Q.

Obsérvese que para los puntos fuera de Q, i.e., los puntos de M c1�ε ∪ (V rQ), las trayectorias
tangentes al campo vectorial gradiente gradf se alejan del punto crítico p1. Por lo tanto, existe una
retracción por deformación

h2 : M c1�ε ∪ (H rQ)→M c1�ε.

Así, la curva γ2 = h2 ◦ γ̄1 es homotópica con extremos fijos a γ̄1 y γ2[0, 1] ⊂M c1�ε.
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Continuando este proceso inductivamente, se obtiene una curva γj ⊂ M ck−ε. Dado δ > 0, no
hay puntos críticos en M ck−ε rMa+δ, porque M ck−ε rMa+δ es vacío o por como se construyó
M ck−ε.

Finalmente, lo anterior induce un retracto de deformación

hj+1 : M ck−ε →Ma+δ

y γ̃[0, 1] = hj+1 ◦ γj([0, 1]) ⊂Ma+δ. Q. E. D.

Observación 8. Si la función llega a tener puntos críticos de índice 0 ó 1 en f−1([a, b]) y c es
el valor crítico mayor, entonces, usando el mismo argumento que en el lema, se obtiene una curva
γ̃ homotópica a γ tal que γ̃([0, 1]) ⊂M c+δ.

Lema 4.4 (Klingenberg). Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional
K 6 K0, donde K0 es una constante positiva. Sean p, q ∈ M . Además sean γ0 y γ1 dos geodésicas
distintas que unen a p y q tal que L(γ0) 6 L(γ1). Supóngase que estas curvas son homotópicas,
es decir, existe una función continua H : [0, 1] × [0, 1] → M , H(t, s) = Ht(s), tal que H0 = γ0 y
H1 = γ1, Ht(0) = p y Ht(1) = q para toda t ∈ [0, 1]. Entonces existe t0 ∈ [0, 1] tal que

L(γ0) + L(Ht0) >
2π√
K0

.

Demostración. Si L(γ0) > π√
K0

, entonces t0 = 0, i. e.,

L(γ0) + L(H0) = L(γ0) + L(γ0) >
2π√
K0

.

Supóngase entonces que

L(γ0) <
π√
K0

− ε con ε > 0.

Por la Proposición 2.4, como K 6 K0,

expp : Be

(
π√
K0

, 0

)
→ Bg

(
π√
K0

, p

)

es un difeomorfismo y γ0(t) = expp(tV ), con V = γ̇0(0). Como γ0(0) = γ1(0) = p, γ0(1) = γ1(1) = q

y son geodésicas distintas, entonces la curva γ1 no está contenida en B̄g( π√
K0
−ε, p). Sea tε el mínimo

punto de [0, 1] tal que la curva Htε interseca a ∂Bg( π√
K0
, p). Entonces la curva Htε está contenida

en B̄g( π√
K0
− ε, p).
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q

ε

Htε

H0
p

Bg(π/K½,p)

Sean M̃ = Snr0 , con r0 = 1/
√
K0 y S = (0, · · · , 0,−r0), el polo sur. Fíjese una isometría

i : TpM → TSM̃ y considérense las curvas en M̃

γ̃0 := expS ◦ i ◦ exp−1
p ◦ γ0

y
H̃tε := expS ◦ i ◦ exp−1

p ◦Htε .

Por la construcción de H̃tε , ésta contiene un punto que dista ε del polo norte y termina en el mismo
punto que γ̃0. Además nótese que γ̃0 es un segmento de un meridiando de la esfera M̃ . Por lo tanto,

L(H̃tε) + L(γ̃0) > 2(
π√
K0

− ε).

Aplicando la Proposición 2.5,

L(Htε) + L(γ0) > 2(
π√
K0

− ε).

Sea εk → 0. Como {tεk} ⊂ [0, 1], ésta contiene una subsucesión denotada igual que converge a
t0 ∈ [0, 1]. Finalmente se cumple que

L(Ht0) + L(γ0) >
2π√
K0

.

Q. E. D.

Reducción a dimensión finita
Considérese el conjunto de trayectorias de p a q

Σcp,q := {σ : [0, 1]→M |σ(0) = p, σ(1) = q, σ es admisible y L(σ) 6 c} .
Este conjunto se puede remplazar por una variedad de dimensión finita como sigue.
Las curvas en Σcp,q están contenidas en un subconjunto compacto Q de M . Sea δ > 0 tal

que, para cualesquiera dos puntos en Q cuya distancia es menor a δ, existe una única geodésica
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minimizante que los une. Con esta δ se subdivide [0, 1] por 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 de manera
que |ti − ti−1| < δ

c para toda i ∈ {1, · · · , n}. Se define ahora

Γcp,q :=
{
γ ∈ Σcp,q | γ|[ti−1,ti]

es una geodésica
}
.

La función
Γcp,q −→ M × · · · ×M
γ 7−→ (γ(t1), · · · , γ(tn−1))

es biyectiva y su imagen es un conjunto abierto de M ×· · ·×M , lo que permite dotar a Γcp,q de una
estructura diferenciable.

Las geodésicas en M de p a q pertenecen a Γcp,q porque por pedazos siguen siendo geodésicas y
son los puntos críticos del funcional longitud

L|Γc
p,q

: Γcp,q → R,

restringido a Γcp,q y, por el Corolario 1.50, el índice del hessiano de L|Γc
p,q

coincide con el índice de
I.

Además si los puntos p y q no son conjugados, por el Teorema 1.51, entonces el índice de γ es
positivo y, por lo tanto, la geodésica es un punto crítico no degenerado del funcional de longitud.

Por otro lado, es posible dar una retracción por deformación entre Σcp,q y Γcp,q. Consúltese
[Milnor], página 90, Teorema 16.2.

Ahora es momento de hacer el cálculo de la estimación de inyectividad.

Proposición 4.5. Sea M una n-variedad rimanniana compacta y simplemente conexa, n > 3,
tal que

1

4
< K 6 1.

Entonces i(M) > π.

Demostración. Procediendo por contradicción, supóngase que i(M) < π. Por la Proposición
3.11, existe una geodésica cerrada γ en M de longitud l = L(γ) < 2π.

Del Corolario 1.53, el conjunto de puntos conjugados a γ(0) = p a lo largo de γ es discreto.
Considérese ε > 0 que satisface las siguientes condiciones:

(a) γ(l − ε) no es punto conjugado a p a lo largo de γ;
(b) expp es difeomorfismo en Bg(2ε, p);

(c) 3ε < 2π − π/
√
K̃, donde K̃ = ı́nfM K;

(d) 3ε < 2π − l;
(e) 5ε < 2π.

Por el teorema de Sard, Teorema 1.54, existe un valor regular q ∈ Bg(ε, γ(l − ε)) de expp. Por
la condición (a), existe una vecindad U ⊂ TpM de (l − ε)γ̇(0) donde expp es difeomorfismo. Se
escogen un vector W tal que g(W, γ̇(l− ε)) < 0 y una curva τ : (−θ, θ)→M tal que τ(0) = γ(l− ε)
y τ̇(0) = W . Ahora se considera la curva v : (−θ, θ) → M en U tal que expp(v(r)) = τ(r). Se
construye una variación de γ dada por Γr(t) = expp((t/r)v(r)), t ∈ [0, l − ε]. Por la fórmula de
primera variación,

d

dr

∣∣∣∣
r=0

L(Γr) = g(W, γ̇(d)) < 0.
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De esto, es posible escoger a q de manera que q = γ1(t1), donde γ1 es una geodésica que parte de p
y 3ε < L(γ1) < l.

Observación 9. El uso del teorema de Sard hace que no sea necesario pedir a las geodésicas
que tengan velocidad 1.

Bg(2ε,p)

p

γ(l-ε)qγ

γ1

γ0

Sea γ0 una geodésica minimizante que une a p con q. Por la condición (b) y por la desigualdad
del triángulo se tiene

(14) L(γ0) 6 dg(p, γ(l − ε)) + dg(q, γ(l − ε)) < ε+ ε = 2ε

y, por lo tanto, γ0 6= γ1.
Ahora bien, considérese el conjunto Σcp,q y su aproximación finita Γcp,q, con c = L(γ1). Por el

hecho de que q es valor regular de expp, i.e., q no es punto conjugado de p, los puntos críticos en
Σcp,q de L son no-degenerados.

Ya que M es simplemente conexa, existe una homotopía γs entre γ0 y γ1, manteniendo los
extremos fijos. Como Γcp,q es retracto de deformación de Σcp,q, la curva γs es deformada en una
curva en Γcp,q. De la Observación 8, para todo δ > 0, γs puede ser deformada por una homotopía
γ̃s de γ0 a γ1 de manera que la curva de mayor longitud γ̃ de γ̃s satisface que

L(γ̃) < a+ δ,

donde a = máx{L(γ0), L(γ1), L(σ)} y σ es la geodésica de mayor longitud tal que el índice de ella
es menor a dos en Σcp,q, que recuérdese es el mismo índice del hessiano de L en Σcp,q.

Sea δ = ε. Ya se han estimado cotas para L(γ0) en (14) y para L(γ1) en (d), esto último debido
a que de (d) se tiene que L(γ1) < l < 2π− 3ε. Falta estimar o acotar a L(σ), para esto aplíquese el
Lema 4.2 usando a la n-esfera de curvatura K̃, con n 6 3 y K̃ = ı́nf

M
K, como M̃ y obteniendo

índice de σ̃ 6 índice de σ < 2,

donde σ̃ es una geodésica de M̃ tal que L(σ) = L(σ̃).



54 4. ESTIMACIÓN DE KLINGENBERG

Si
L(σ) >

π√
K̃
,

entonces σ̃ contiene dos puntos antipodales que son conjugados y, por el teorema de índice de Morse,
Teorema 1.52, el índice de σ̃ es mayor o igual a 2. Así, por (c),

L(σ) 6
π√
K̃

< 2π − 3ε.

En consecuencia, por (e), es decir, 2π − 3ε > 2ε,

(15) L(γ̃) < a+ ε 6 2π − 3ε+ ε = 2π − 2ε.

Por otro lado, del lema de Kingenberg, en la homotopía γ̃s existe s0 tal que

L(γ0) + L(γ̃s0) > 2π.

Por consiguiente
L(γ̃) > L(γ̃s0) > 2π − L(γ0) > 2π − ε,

que contradice (15). Y por lo tanto
i(M) > π.

Q. E. D.



Capítulo 5

Los tres resultados fundamentales

Proposición 5.1 (Berger). SeaM una variedad riemanniana compacta y sean p, q ∈M tal que
d(p, q) = diam(M). Entonces para todo W ∈ TpM existe una geodésica minimizante γ de p = γ(0)
a q tal que g(γ̇(0),W ) > 0.

Demostración. Sea λ(t) = expp tW y sea γt : [0, L(γt)]→M la geodésica minimizante tal que
γt(0) = λ(t) y γ(L(γt)) = q. Supóngase que ∀n ∈ N existe tn ∈

[
0, 1

n

]
tal que g(γ̇tn(0), λ̇(tn)) > 0.

Por el Lema 3.1, γtn converge a una geodésica minimizante γ. Esta geodésica cumple

g(γ̇(0), λ̇(0)) = g(γ̇(0),W ) > 0

por la continuidad de la métrica riemanniana y la diferenciabilidad de λ. Y por lo tanto, se tendría
el resultado.

Ahora bien, se procede por contradicción para probar que sí existe tal sucesión de geodésicas.
Supóngase que existe n ∈ N tal que ∀t ∈

[
0, 1

n

]
g(γ̇t(0), λ̇(t)) < 0.

Considérese una vecindad totalmente normal Ω de λ(t) y sea q0 ∈ Ω un punto de γt. Sea ε > 0
suficiente pequeño para que λ(s) ∈ Ω, ∀s ∈ (t− ε, t+ ε), y sea σs la geodésica minimizante que une
a q0 y λ(s).

W

p
U

q

q
0

λ

λ(s)
λ(t)= γt(0)σs

γ
t

Usando la fórmula de primera variación de energía, se obtiene

1

2

d

ds
L(σs) | s=t = −g(γ̇t(0), λ̇(t)) > 0.

55
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Esto implica que L es creciente, i. e., la longitud de las curvas σs aumenta conforme s aumenta.
Entonces, para s < t, d(q0, λ(s)) < d(q0, λ(t)) y, por lo tanto,

d(q, λ(s)) 6 d(q, q0) + d(q0, λ(s))

< d(q, q0) + d(q0, λ(t))

= d(q, λ(t)) 6 d(q, λ(0)) = d(q, p)

< d(q, λ(s)).

Lo cual es absurdo e implica la contradicción deseada. Q. E. D.

Lema 5.2. ∂Bg(r, p) es conexa por trayectorias ∀p ∈ M y r < i(M) si la dimensión de M es
menor o igual a 2.

Demostración. Como r < i(M), entonces existe R tal que r < R < i(M) y

B̄g(r, p) ⊂ Bg(R, p).

Así, Bg(R, p) es difeomorfa a Be(R, 0) y, por lo tanto, B̄g(r, p) es difeomorfa a B̄e(r, 0). De ahí
que B̄g(r, p)rBg(r, p) es difeomorfa a B̄e(r, 0)rBe(r, 0). Y esta última es conexa por trayectorias.

Q. E. D.

Lema 5.3. Sean p ∈ M , λ : [a, b] −→ M curva suave en M que no pasa por p y q ∈ λ([a, b])
tal que d(p, q) = d(p, λ([a, b])). Si γ : [0, L(γ)] −→ M es una geodésica que une a q = γ(0) y p, es
decir, minimiza la distancia. Entonces ésta es g-ortogonal a λ en q.

Demostración. Sea s0 tal que λ(s0) = q. Procediendo por contradicción, supóngase que λ y
γ no son g-ortogonales en q. Entonces g(λ̇(s0), γ̇(0)) 6= 0. Sin pérdida de generalidad, supóngase que
g(λ̇(s0), γ̇(0)) < 0. El otro caso es totalmente análogo. Así, usando la fórmula de primera variación
se tiene que

d

ds

∣∣∣∣
s=s0

L(Γs) = −g(γ̇(0), λ̇(s0)) > 0,

con Γs una variación por geodésicas que unen a p con λ(s), s ∈ (s0 − ε, s0 + ε).
Esto implica que para ε > 0 suficientemente pequeño, el funcional de longitud L es creciente

∀s ∈ (s0 − ε, s0 + ε). Y por lo tanto, existe s1 < s0 que cumple d(λ(s1), p) < d(λ(s0), p). Lo cual es
una contradicción, ya que λ(s0) minimiza la distancia. Q. E. D.

Los siguientes dos lemas son aplicaciones de la Proposición 2.5, que a su vez es aplicación del
teorema de Rauch.

Lema 5.4. SeaM una n-variedad riemanniana compacta y simplemente conexa, cuya curvatura
seccional K satisface

1

4
< δ 6 K 6 1.

Sean p ∈ M y r ∈ (π/2
√
δ, π). Sean v0 y v1 en la esfera geodésica con centro en p y radio r.

Supóngase que las geodésicas radiales que unen a p con v0 y a p con v1 forman un ángulo menor o
igual a π/2. Entonces

d(v0, v1) 6
π

2
√
δ
.
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Demostración. Lo primero a observar es que d(v0, v1) es menor o igual a la longitud de
cualquier curva que una a v0 con v1.

Por otro lado, como r < π 6 i(M), entonces el mapeo expp restringido a B̄(r, 0) es difeomor-
fismo.

Ahora, considérese M̃ = Snr0 , r0 = 1/
√
δ. Esta variedad tiene curvatura seccional δ. Sea

i : TNM̃ → TpM una isometría lineal fija, donde N = (0, · · · , 0, r0). Recuérdese que expN es
difeomorfismo en B(πr0, 0).

Sean ṽ0 = expN ◦ i◦ exp−1
p (v0) y ṽ1 = expN ◦ i◦ exp−1

p (v1). Sea c̃ : [0, a]→ M̃ un arco geodésico
que une a ṽ0 con ṽ1. Como π/

√
δ > π > r > π/2

√
δ, el ángulo formado por las geodésicas radiales

que unen a N con ṽ0 y a N con ṽ1 es menor o igual a π/2, y ṽ0 y ṽ1 están en la esfera geodésica
con centro en N y radio r, entonces

L(c̃) 6
π

2
√
δ
.

Considése c : [0, a]→M dada por

c(s) = expp ◦ i−1 ◦ exp−1
N (c̃(s)).

Ésta es una curva que une a v0 con v1. Aplicando la Proposición 2.5, se tiene

d(v0, v1) 6 L(c) 6 L(c̃) 6
π

2
√
δ
.

Q. E. D.

Lema 5.5. SeaM una n-variedad riemanniana compacta y simplemente conexa, cuya curvatura
seccional K satisface

1

4
< δ 6 K 6 1.

Sean p ∈ M , y v0 y v1 en la bola geodésica con centro en p y radio π/2
√
δ. Supóngase que las

geodésicas radiales que unen a p con v0 y a p con v1 forman un ángulo de π/2. Entonces

d(v0, v1) 6
π

2
√
δ
.

Demostración. Nótese que d(v0, v1) es menor o igual a la longitud de cualquier curva que
una a v0 y v1.

Como π/2
√
δ < π 6 i(M), entonces el mapeo expp restringido a B̄(π/2

√
δ, 0) es difeomorfismo.

Considérese M̃ = Snr0 , r0 = 1/
√
δ. Esta variedad tiene curvatura seccional δ. Sea i : TNM̃ →

TpM una isometría lineal fija, donde N = (0, · · · , 0, r0). El mapeo expN restringido a B(πr0, 0) es
difeomorfismo.

Sean ṽ0 = expN ◦ i ◦ exp−1
p (v0) y ṽ1 = expN ◦ i ◦ exp−1

p (v1). Considérese c̃ : [0, a] → M̃ el
arco geodésico que los une. Como ṽ0 y ṽ1 estan en la bola geodésica B(π/2

√
δ,N) y las geodésicas

radiales que unen a N con ṽ0 y a N con ṽ1 forman un ángulo de π/2, entonces

L(c̃) 6
π

2
√
δ
.

Considérese ahora c : [0, a]→M dada por

c(s) = expp ◦ i−1 ◦ exp−1
N (c̃(s)).
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Aplicando la Proposición 2.5, se tiene

d(v0, v1) 6 L(c) 6 L(c̃) 6
π

2
√
δ
.

Q. E. D.

Proposición 5.6 (Tsukamoto). Sea (M, g) una n-variedad riemanniana compacta y simple-
mente conexa, cuya curvatura seccional K satisface

1

4
< δ 6 K 6 1.

Además sean p, q ∈M tales que d(p, q) = diam(M). Entonces

M = Bg(r, p) ∪Bg(r, q)

donde Bg(r, p) denota la bola geodésica abierta con radio r y centro en p, y r es tal que π/2
√
δ <

r < π.

Demostración. Por la estimación de inyectividad o estimación de Klingenberg, Bg(r, p) y
Bg(r, q) no continenen puntos del lugar de corte de p y q, respectivamente, si r < π = i(M). Por
esto, Bg(r, p) y Bg(r, q) son difeomorfas, a traves del mapeo exponencial, a Be(r, 0) ⊂ Rn.

Procediendo por contradicción, supóngase que existe v ∈ M tal que d(p, v) > r y d(q, v) > r.
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que d(p, v) > d(q, v) > r.

Una geodésica minimizante de q a v interseca a ∂Bg(r, q), la frontera de Bg(r, q), en un punto
q′ /∈ Bg(r, p). De otra forma se tendría, como v /∈ Bg(r, p), que

d(v, q′) > d(v,Bg(r, p)) > d(v,Bg(r, q)) = d(v, q′).

Lo cual es absurdo.
Por otro lado, usando el Teorema 1.48 de Bonnet, diam(M) 6 π√

δ
< 2r. Esta última parte de

la desigualdad es la segunda condición que se impone sobre r.
Por lo tanto, si q′′ es un punto de intersección de una geodésica minimizante de q a p con

∂Bg(r, q), entonces q′′ ∈ Bg(r, p), porque

d(p, q′′) = d(p, q)− d(q, q′′) < 2r − r = r.

Por el Lema 5.2, ∂Bg(r, q) es conexa por trayectorias y ∂Bg(r, p)∩ ∂Bg(r, q) 6= ∅. Por lo tanto,
existe v0 ∈M tal que d(p, v0) = d(q, v0) = r.

p

v0

q’’

q’

q

v
Sg(r,q) Sg(r,p)
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Considérese una geodésica minimizante λ que una a p y v0. Por la proposición de Berger, existe
una geodésica minimizante γ de p a q tal que g(γ̇(0), λ̇(0)) > 0, es decir, el ángulo entre ellos es
menor o igual a π/2. Sea s el punto de γ que cumple que d(p, s) = r.

γ

λ

p q

v0

s0

s

Sg(r,p) Sg(r,q)

Aplicando el Lema 5.4 al ángulo ^v0ps 6 π
2 , entonces se concluye que

d(v0, s) 6
π

2
√
δ
.

Como d(p, v0) = r = d(q, v0) y existe un punto s en γ con d(v0, s) < r, existe s0 en el interior
de γ tal que minimiza la distancia de v0 a γ. Además, la geodésica minimizante de v0 a s0 es
g-ortogonal a γ, por el Lema 5.3, y

d(v0, γ) = d(v0, s0) 6 d(r0, s) 6
π

2
√
δ
.

Como d(p, q) 6 π√
δ
, se tiene que d(p, s0) 6 π

2
√
δ
o que d(q, s0) 6 π

2
√
δ
. Considérese el caso

d(p, s0) 6 π
2
√
δ
, el otro caso es totalmente análogo. Como d(v0, s0) 6 π

2
√
δ
y el ángulo ^ps0v0 = π

2 ,
se tiene, por el Lema 5.5, que d(p, v0) 6 π

2
√
δ
< r, lo cual contradice el hecho de que d(p, v0) = r.

Por lo tanto, no existe tal v0. Q. E. D.

Proposición 5.7. Sea M una n-variedad riemanniana simplemente conexa y compacta, cuya
curvatura secccional K satisface

1

4
< δ 6 K 6 1.

Sean p, q ∈ M tal que d(p, q) = diam(M). Entonces en cada geodésica de longitud r, con r ∈(
π/2
√
δ, π
)
, que empieza en p existe un único punto m tal que

d(p,m) = d(q,m) < r.

De la misma manera, en cada geodésica que parte de q existe un único punto n cuya distancia a q
es equidistante a p y q.

Demostración. Sea γ una geodésica que parte de p, i. e., γ(0) = p. Considérese

f(s) = d(q, γ(s))− d(p, γ(s)).

Esta función es claramente continua y

f(0) = d(q, γ(0) = p)− d(p, γ(0) = p) = d(q, p) > 0.
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ComoM es compacta, existe s0 tal que γ(s0) es punto de corte de p a lo largo de γ. Por la estimación
de inyectividad, d(p, γ(s0)) > π > r. Entonces, por el teorema de Tsukamoto,

d(q, γ(s0)) < r.

Así,
f(s0) = d(q, γ(s0))− d(p, γ(s0)) < r − d(p, γ(s0)) < 0.

Eso implica que f se hace cero para algún s1 ∈ (0, s0), es decir, existe m = γ(s1) tal que d(q,m) =
d(m, p) < r.

Para probar la unicidad, supóngase que existe un punto m̄ distinto a m tal que d(q, m̄) =
d(m̄, p) < r. Supóngase que m̄ está entre p y m. Entonces

(16) d(q,m) = d(p,m) = d(p, m̄) + d(m̄,m) = d(m̄, q) + d(m̄,m).

p q

m m

γ
σ

Sea σ la única geodésica minimizante de q a m̄, existe porque d(q, m̄) < r. Por (16), q, m y m̄
son colineales, i. e., γ coincide con σ. Si no,

d(q,m) < d(q, m̄) + d(m, m̄)
(16)
= d(q,m).

Lo cual es una contradicción.

γ
m

m

p

q

Así, q pertenece a γ. Como m y m̄ son equidistantes a p y q, y son todos colineales en γ,
entonces hay dos opciones m y m̄ son iguales ó p y q son iguales. Por lo tanto, m y m̄ son el mismo.

Q. E. D.



Capítulo 6

Demostración del teorema de la esfera

Finalmente se va a proceder a la demostración del teorema de la esfera.

Teorema de la esfera. Si (M, g) es una n-variedad riemanniana compacta y simplemente
conexa, cuya curvatura seccional toma valores en el intervalo

(
1
4 , 1
]
, entonces M es homeomorfa a

Sn.

Demostración. Sean p, q ∈M tal que diam(M) = d(p, q). Sean D1 y D2 los subconjuntos de
M formados por todos los segmentos geodésicos pm y qn, respectivamente, donde los puntos m y
n están dados por la Proposición 5.7. Debido a que los puntos m y n son únicos y éstos dependen
únicamente de la geodésica que los contiene o de la dirección de ésta, entonces la función que asigna
a cada geodésica los puntos m y n es continua. Por lo tanto, los conjuntos D1 y D2 son cerrados
de M .

p

q

v

D1

D2

M

Lo siguiente por demostrar es que M = D1 ∪D2 y ∂D1 = ∂D2 = D1 ∩D2.
Primero se mostrará que D1 ∪D2 ⊂M , que es muy sencillo, ya que claramente cada uno está

contenido en M .
Ahora se probará que D1 ∪ D2 ⊃ M . Sea v ∈ M . Por la Proposición 5.6, d(v, p) < r ó

d(q, v) < r, con π/2
√
δ < r < π. Considérese d(p, v) < r (d(q, v) < r es totalmente análogo). Como

d(p, CM (p)) > π > r, por la estimación de Klingenberg, existe un única geodésica minimizante γ que

61
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une a p y a v. De nuevo, por la Proposición 5.7, existe un únicam en γ tal que d(p,m) = d(q,m) < r.
Así, se cumple uno de los siguientes casos:

• Si d(p, v) < d(q, v), entonces v ∈ pm, pues quiere decir que v está más cerca de p que m.
Esto significa que v ∈ D1.

• Si d(q, v) < d(p, v), entonces d(q, v) < r y siguiendo el mismo razonamiento anterior pero
con q se tiene que v ∈ qn. Y así v ∈ D2.

• Si d(p, v) = d(q, v), entonces, por unicidad, m = v. Es decir, v ∈ ∂D1.
Por lo tanto, v ∈ D1 ∪D2. Esto muestra que M = D1 ∪D2.

Para probar la segunda afirmación, si v ∈ D1 ∩D2, entonces v ∈ pm y v ∈ qn. Y, por lo tanto,
v = m = n. Lo que significa que v ∈ ∂D1 y v ∈ ∂D2.

p

q

m

D1

D2

M
γ

SnN

S V

e

iγ(0)

ϕ

Por otra parte, ahora se definirá una función ϕ : Sn →M , que actuará como el homeomorfismo
entre Sn y M , de la siguiente manera: a un punto fijo N ∈ Sn se le asocia p y a su punto antipodal
S ∈ Sn se le asocia q. Se escoge una isometría lineal i : TNSn → TpM . Para cada punto e en el
ecuador de Sn relativo al polo norte N se considera la geodésica única γ(s) de Sn, s ∈ [0, π], dada
por γ(0) = N y γ(π2 ) = e. Además, se considera el punto m dado por la Proposición 5.7 en la
geodésica de M que pasa por p y que tiene como vector velocidad iγ̇(0). Así, se define ϕ para todo
punto de la geodésica en la esfera:{

ϕ(γ(s)) = expp(
2s
π d(p,m)(i(γ̇(0))), s ∈ (0, π2 ],

ϕ(γ(s)) = expq((2− 2s
π )d(q,m)V ), s ∈ [π2 , π],

donde V es el vector tangente unitario en q de la única geodésica que lo une a m.
Es claro, por la estimación de Klingenberg, que la función es biyectiva del hemisferio cerrado

norte de la esfera a D1, del hemisferio cerrado sur de la esfera a D2 y del ecuador a D1 ∩D2.
Además, ϕ es continua porque m y n de la Proposición 5.7 son únicos. ϕ es suprayectiva en M

porque M = D1 ∪D2. Es inyectiva porque D1 ∩D2 = ϕ(ecuador de la esfera). Finalmente, como
Sn es compacta, ϕ es un homeomorfismo. Q. E. D.
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