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Capitulo 1

Introduccion

Objetivo

Mostrar como construir una serie de tiempo por la metodologia Box-Jenkins, para realizar
pronosticos de ventas a través del software libre R.

Justificacion

Las previsiones de ventas constituyen una parte fundamental de los sistemas de planea-
cién y por ende de la economia en general. Los prondsticos de la demanda ejercen una gran
influencia en la determinacion de factores claves de los procesos, factores como lo son la
capacidad instalada (equipos, almacenes, plantas), requerimientos financieros (inventarios,
flujo de caja), estructura organizativa (personas, sistemas, servicios), contratos con terce-
ros (compras, operadores), etc. A causa de la extensa influencia de la previsién de ventas
en cualquier sistema productivo, se considera que la gestion de la demanda constituye un
factor fundamental para el éxito de cualquier organizacion. Las organizaciones hacen gran-
des inversiones monetarias basadas en el prondstico de la demanda de un nuevo producto o
en inversion para incrementar la produccion de un producto existente del que se espera se
incrementen las ventas. Las agencias gubernamentales necesitan pronésticos econémicos, de
impacto ambiental, espacios deportivos y los efectos de posibles programas sociales.!

Si clasificamos a los prondsticos en cualitativos y cuantitativos, y a su vez los métodos
cuantitativos dentro de 2 categorias segun el tipo de modelo que siguen: Los métodos de
serie de tiempo que son los que utilizan datos histéricos como base para estimar resultados
futuros, es decir asume que la variable es funcion del tiempo, el método de serie de tiempo
considera que los datos histéricos estan restringidos a valores pasados de la variable que se

' Principles of Forecasting: A Handbook for Researchers and Practitioners, J.S. Armstrong, Springer Scien-
ce Business Media, 2001



Descripcion y aplicaciones de los modelos mas comunes de prondstico

Modelo Método Descripcion Aplicaciones
o s . Pronéstico de corto y mediano alcance de productos y servicios
P L Prondstico explicativo; supone una relacién de causa - efecto . . . ) )
Analisis de regresion R ) . ) existentes; estrategias de marketing , produccién, contratacion de
o entre la informacién de entrada y la informacién resultante L . X
C; personal y planeacion de instalaciones

de pronésticos
Regresion Mdltiple

Pronondstico explicativo; supone una relacidn de causa -
efecto entre la informacién introducida en el sistemay la
informacién que resulta de este

Prondstico de corto y mediano alcance de productos y servicios
existentes; estrategias de marketing , produccién, contratacion de
personal y planeacion de instalaciones

Método de
descomposicion

Prondstico explicativo; supone una relacion de causa - efecto
entre el tiempo y la informacion resultante del sistema; el
sistema se descompone en sus elementos

Prondstico de medio alcance para una planta nueva y planeacion del
equipo, financiamiento, desarrollo del nuevo producto y nuevos
métodos de ensamblaje; prondstico de corto alcance para personal,
publicidad, inventario, financiamiento y planeacién de la produccion

Promedios Méviles

Se usan para eliminar la aleatoriedad en una serie de tiempo;
el prondstico se basa en los datos de la serie de tiempo
suavizados por un promedio movil

Pronéstico de corto alcance para operaciones como inventario,
programacion, control, fijacion de precios y calendarizacion de
promociones especiales; se emplea para calcular los componentes
ciclico y estacional del método de descomposicion de corto plazo

Similar a los promedios moviles, pero los valores son

Prondstico de corto alcance para operaciones como inventario,

Suavizacion . " I . N
Mm'!el.os de exponencial ponderados exponencialmente, otorgando mayor peso a los programacion, control, fijacion de precios y calendarizacion de
prPno:tlc?s de P datos mas recientes promociones especiales
series detlempo Modelos Se emplean con variables econdmicas para explicar las Prondsticos de corto y mediano plazos para datos econémicos -

autorregresivos

relaciones entre observaciones adyacentes en una serie de
tiempo

incluyendo precio,- inventario, produccidn, acciones y ventas
ordenados en una serie de tiempo

Técnicas Box - Jenkins

No supone ningun patrdn particular en los datos histéricos de
la serie que va a ser pronosticada; usa un método iterativo de
identificacién y ajuste de un modelo posiblemente util tomada

prondsticos de corto y mediano plazos para datos econémicos -
incluyendo precio,- inventario, produccion acciones y ventas
ordenados en una serie de tiempo

de un grupo general de modelos
Por medio de un software se asimilan datos relevantes y se
reconocen patrones mediante "Aprendizaje" como lo hacen
los humanos

Redes Neurales Uso creciente de una gran variedad de aplicaciones de pronéstico.

Figura 1.1: Descripcion y aplicaciones de los modelos més comunes de pronéstico (modelos
causales y de series de tiempo

estd pronosticando. Los métodos de prondstico causales se basan en la suposicién de que la
variable que se esta pronosticando exhibe una relacién de causa y efecto con otra u otras
variables, éste método relaciona la variable que se esta pronosticando con otras variables
que se piensa la influyen o la explican. Un factor principal que influye en la seleccion de
una técnica de pronodstico consiste en la identificacién y comprension de patrones histéricos
en los datos. Si se pueden reconocer patrones de tendencia, ciclicos o estacionales, entonces
se pueden seleccionar las técnicas con la capacidad de utilizar eficazmente estos patrones.
El horizonte en el tiempo para un prondstico tiene una relaciéon directa con la seleccion
de una técnica de prondstico. Para los prondsticos de corto y mediano plazos, se pueden
aplicar diversas técnicas cuantitativas. Sin embargo, al aumentar el horizonte del prondstico,
algunas de estas técnicas se hacen menos aplicables. Por ejemplo, los promedios moviles,
la atenuacion exponencial y los modelos de Box-Jenkins no son muy buenos pronésticos
de cambios econdémicos radicales, mientras que los modelos econométricos son mas ttiles
para este fin. Los modelos de regresién, son apropiados para los periodos corto, mediano
y largo. Las proyecciones de medias, promedios méviles, descomposiciéon clasica y tendencia
son técnicas cuantitativas apropiadas para horizontes de corto y mediano plazos. Las técnicas
mas complejas de Box-Jenkins y los modelos econométricos resultan también apropiados para
pronosticos de corto y mediano plazos. Para horizontes mayores en el tiempo, se usan con
frecuencia los métodos cualitativos. Una breve descripcion de los distintos métodos asi como
de sus aplicaciones lo encontramos en la figura 1.1
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Patrones de datos para los diferentes métodos de prondstico

Datos minimos requeridos

Patron de Horizonte Tipo de No
Método Datos detiempo modelo estacionales Estacionales
Simple ST,T,S S TS 1
Promedios simples ST S TS 30
Promedios moéviles ST S TS 4-20
Suavizamiento exponencial ST S TS 2
Suavizamiento exponencial lineal T S TS 3
Suavizamiento exponencial cuadratico T S TS 4
Suavizamiento exponencial estacional S S TS 2xs
Filtracién adaptativa S S TS
Regresion simple T | C 10
Regresion multiple CS | C 10xV
Descomposicion clasica S S TS 5xs
Modelos de tendencia exponencial T I,L TS 10
Ajuste de la curva S T 1L TS 10
Modelo de Gompertz T 1L TS 10
Curvas de crecimiento T I,L TS 10
Census X-12 S S TS 6xs
Box-Jenkins ST,T,C,S S TS 24 3xs
Indicadores principales C S C 24
Modelos econométricos C S C 30
Regresion multiple de series de tiempo T,5 I,L C 6Xs

Patrdn de datos: ST, estacionario; T, de tendencia; S, estacional; C, ciclico

Horizonte de tiempo: S, corto plazo (menos de tres meses); |, mediano plazo; L, largo plazo
Tipo de modelo: TS, serie de tiempo; C, causal

Estacional: s, longitud de la estacionalidad

Variable: V, nimero de variables

Figura 1.2: Patrones de datos, horizonte de tiempo y tipo de modelo para los diferentes
métodos de prondstico

En la figura 1.2 encontraremos los patrones de datos, horizontes de tiempo, tipo de modelo
y los datos minimos requeridos para los méas comunes modelos de prondstico.

En este documento se revisara un caso de estudio con datos reales de una compania dedi-
cada a la manufactura, la cual por seguridad llamaremos ”CDcorp”. La compania ”CDcorp”
cuenta con los datos mensuales de ventas de los 1ltimos 24 meses, los datos anteriores son
inexactos ya que no se median con la metodologia correcta. En este documento buscamos
desarrollar un método, que nos permitira obtener prondsticos de ventas soportadas por una
firme base tedrica. El primer paso es identificar el modelo de prondstico que mejor se adapte
a nuestros datos, considerando que estamos buscando prondsticos de mediano plazos para
datos econémicos ordenados en una serie de tiempo, la recomendacién de Hanke? para una
serie con esas caracteristicas, la que encontramos en la figura 1.1, donde vemos que se nos
recomienda los modelos autoregresivos y las técnicas Box - Jenkins. Por otra parte de acuerdo
a la cantidad de datos disponibles (24) y al horizonte de tiempo previsto, si consideramos
la figura 1.2 vemos que se nos recomienda el modelo causal de Indicadores principales y el
modelo de series de tiempo de Box-Jenkins, sin embargo el patrén de datos que cubre el
modelo de Box-Jenkins es més amplio. Por lo que el método estadistico que desarrollaremos
en este documento, es el de ”Series de Tiempo.? través de la metodologia de Box-Jenkins,

2Pronésticos en los negocios, John E. Hanke y Dean W Wichern, novena edicién, Pearson, 2010



donde se mostrara como se puede construir un prondstico que sirva como base para la solida
toma de decisiones.

En este documento encontraremos las bases tedéricas necesarias para poder modelar series
de tiempo. En el capitulo 1, encontraremos los conceptos béasicos de probabilidad y estadisti-
ca, partiendo de la explicacion del modelo matematico usado para estudiar los fenémenos
aleatorios. En este capitulo se abordaran los conceptos de: variable aleatoria, funcién de pro-
babilidad, funcién de distribucién y procesos estocasticos. Con lo que podremos entender a
las series de tiempo como la realizacién de un proceso estocastico. En el capitulo 1 estudia-
remos los componentes de las series de tiempo, las propiedades estadisticas, los diferentes
tipos y sus clasificaciones. Una vez que tenemos los conocimientos acerca de las series de
tiempo, los podremos aplicar en el prondstico a través de la metodologia de Box-Jenkins que
se explicara en el capitulo 2, el cual presenta la estrategia de construccién de modelos para
series de tiempo estacionarias. En este capitulo se explicara cada una de las 4 etapas en la
construccién de un modelo para series de tiempo. Estas etapas son:

1. Identificacion. Se identifica un posible modelo dentro de las distintas clases y tipos.
2. Estimacién. Se realizan las estimaciones de los pardmetros involucrados en el modelo.
3. Verificacion. Se verifica que el modelo proporcione un ajuste adecuado.

4. Uso del modelo. En esta etapa es cuando podemos ocupar nuestra serie de tiempo para
poder hacer un pronéstico de la variable estudiada.

En el capitulo 3 se analizard un caso de estudio que mostrard cémo se aplican las series
de tiempo de manera practica, a través del software "R”. Dicho software se distribuye de
manera gratuita y puede ser extrapolado facilmente al software comercial que regularmente
es usado en las empresas como SAS? y SAP*. Este documento presentard una metodologia
para realizar pronosticos, que puede complementar y orientar a los directores comerciales en
los ajustes finales de los objetivos de ventas.

Conceptos de probabilidad

Fenémenos deterministas y aleatorios

Dentro de las posibles maneras que encontramos de modelar la realidad, podemos dis-
tinguir dos tipos de fenémenos: El determinista y el aleatorio. El fenémeno determinista es
aquel que produce el mismo resultado cuando se le repite bajo las mismas condiciones. Por
ejemplo, medir el volumen de un gas cuando la presion y la temperatura son constantes, esto

3http://www.sas.com/
“http://www.sap.com



produce tedricamente siempre el mismo resultado. El fenémeno aleatorio es aquel que cuando
se le repite bajo las mismas condiciones, el resultado que se observa no siempre es el mismo
y tampoco es predecible, un ejemplo seria el resultado lanzar una moneda al aire, la cara de
la moneda que se mostraria no siempre sera la misma y tampoco es predecible. La teoria de
la probabilidad es la parte de las matematicas que se encarga del estudio de los fenémenos o
experimentos aleatorios.

Espacio muestra y la o-algebra

En Probabilidad el conjunto de todos los resultados posibles de un fenémeno aleatorio
o experimento se llama espacio muestra, y se le denota generalmente por la letra griega
2 (omega mayuscula). A un resultado particular se le denota por w (omega mintscula).
Como ya hemos mencionado {2 es el conjunto de todos los resultados posibles, es decir, todos
los posibles resultados de todas las posibles variables de un experimento o fenémeno, por
ello necesitamos definir un conjunto que agrupe a todos los eventos de un mismo fenémeno
aleatorio para los cuales se pueda definir o calcular sus probabilidades. A esta coleccién de
subconjuntos se llama algebra.

Una coleccién F de subconjuntos de un espacio muestra €2 es un algebra si cumple las
siguientes 3 condiciones:

1. Qe F
2. Si A € F entonces A€ ¢ F

3. Si Ay, As, ..., Ay, € F entonces (J;_, € F

La primera condicién establece que todo €2 debe pertenecer a la coleccién F, la segunda
condicion asegura que si algin subconjunto A es de interés y por lo tanto se le considera un
evento, entonces el complemento de dicho conjunto también debe ser un evento. Es decir, la
probabilidad del evento A¢ estd siempre dada por 1 — P(A). El tercer requisito establece que
si se tiene una sucesion finita de eventos entonces la unién de ellos también es un evento, lo
cual nos asegura la ocurrencia de por lo menos uno de los eventos de la sucesién. Cuando
el tercer punto es valido para sucesiones infinitas, esta coleccion de subconjuntos de 2 se
llama o-algebra, el prefijo o se refiere a la operacion infinita involucrada. A cada uno de los
elementos de F se les llama eventos.

Una coleccién F de subconjuntos de un espacio muestra €2 es un o-algebra si cumple las
siguientes 3 condiciones:

1. Qe F

2. Si A € F entonces A€ ¢ F



3. Si Ay, Ay, ..., A, € F entonces | J,o € F

En otras palabras la o-algebra es una clase o coleccién no vacia F de subconjuntos de €2 si
es cerrada bajo las operaciones de tomar complementos y uniones numerables. De esta forma
en la o-algebra F agrupa a todos los subconjuntos de 2 para los que estamos interesados
en calcular su probabilidad y tal coleccion constituye al dominio sobre el cual se define
una medida de probabilidad. Asi a cada fenémeno aleatorio se le puede asociar una pareja
compuesta por el espacio muestra y una o-algebra de eventos.

Medida de Probabilidad

En 1933 el matematico ruso Andrey Nikolaevich Kolmogorov, propuso las reglas que el
calculo de probabilidades debe satisfacer. Estas reglas las establecié mediante los siguientes
tres axiomas

1.

P(A) >0
2.

P =1
3.

oo o0
P(U Ag) = Z P(Ay) cuando Ay, Ay, .. .son sucesos mutuamente excluyentes
k=1 k=1

A cualquier funciéon P definida sobre una coleccion de eventos que satisfaga los tres
axiomas de Kolmogorov se le llama medida de probabilidad, o simplemente probabilidad.

Espacios de probabilidad

El modelo matematico creado para estudiar los experimentos aleatorios, es el asi llamado
espacio de probabilidad.

Un espacio de probabilidad es una terna (£2,F,P) en donde 2 es un conjunto arbitrario,
F es una o-algebra de subconjuntos de €2 y P es una medida de probabilidad definida sobre
una F.

El conjunto arbitrario €2 representa usualmente el espacio muestra de un fenémeno alea-
torio e inicialmente tal conjunto no tiene ninguna estructura matematica asociada pues sus
elementos pueden ser de muy distinta naturaleza como mediciones, personas, objetos, ca-
tegorias, etc. La o-algebra tiene el objetivo de agrupar en una sola coleccién a todos los



Figura 1.3: Representacién de una variable aleatoria

subconjuntos de €2, llamados eventos, para los cuales uno estd interesado en definir o calcu-
lar su probabilidad. Finalmente la medida de probabilidad P es una funcién definida sobre
la o-algebra. Tal funcién indica la probabilidad de ocurrencia de cada uno de los eventos
contenidos en la g-algebra, sin especificar la forma concreta en que estas probabilidades son
calculadas. Para cada fenémeno aleatorio supondremos que existe un espacio de probabili-
dad asociado (€, F, P), esta terna es un modelo matemético cuyo objetivo es capturar los
elementos esenciales para el estudio cientifico del experimento aleatorio.

Variables aleatorias

Una variable aleatoria es una funciéon con imagen inversa o dominio en la g-algebra, lo
que asigna a cada uno de sus elementos un nimero real. En otras palabras una variable
aleatoria es una funcion del espacio muestra en el conjunto de ntmero reales, lo que nos
permitird considerar que el resultado del experimento aleatorio es un nimero real tomado
por la variable aleatoria. Es decir una variable aleatoria se define como una transformacion
X del espacio de resultados €2 al conjunto de los nimeros reales, esto es,

X:f—>R

Tal que para cualquier nimero real z,

{we): X(w) < zeF} (1.1)

Supongamos entonces que se efectiia un experimento aleatorio una vez y se obtiene el
resultado w en . Al transformar este resultado con la variable aleatoria X se obtiene un
nimero real X (w = z). La figura 1.3 ilustra el concepto de variable aleatoria.

La expresién (1.1) se le conoce como la condicién de medibilidad de la funcién X respecto
de la o-algebra F del espacio de probabilidad y la o-algebra de R, esto debido a que nos
permite trasladar la medida de probabilidad del espacio de probabilidad a la o-algebra.

Para entender la expresion (1.1) es necesario que definamos la imagen inversa de un
conjunto determinado. Si A es un conjunto de R, tenemos que la imagen inversa de A definida

9



por la expresién (XeA) y denotada por X 1A, expresa lo siguiente:

(XeA) = {weQ): X(w)eA}

En palabras, la expresion (XeA) denota aquel conjunto de elementos de w del espacio
muestra €2, tales que bajo la aplicacion de la funciéon X toman un valor dentro del conjunto
A. Consideremos que el conjunto A es el intervalo (a, b) entonces el evento (XeA) 6 (Xe(a,b))
también puede escribirse como (a < X < b) y esta serd una abreviacién del siguiente evento:

{we): a < X(w) < b}.

Consideremos que el conjunto A es el intervalo infinito (—oo, ] para algin valor real x
fijo. Entonces el evento (Xe(—oo,x]) también puede escribirse como (X < x) y significa

{wed: — o0 < X(w) <z},

que es justamente el conjunto al que se hace referencia en la expresién (1.1), y que indica la
condicién de medibilidad.

Funcion de probabilidad

La medida de probabilidad de X se define como aquella funciéon que toma los valores de
la variable aleatoria y les asigna valores entre [0, 1] con ciertas reglas. Lo anterior lo podemos
definir formalmente de la siguiente manera:

Sea X una variable aleatoria discreta con valores zg, x1,.... La funcién de probabilidad
de X, denotada por P(x): 8 — R, se define como sigue
[ P(X=2) siz=umxxl,...
Plz) = { 0 otro caso. (1.2)

En otras palabras la funcién de probabilidad es aquella funcién que indica la probabilidad
en los distintos valores que toma la variable aleatoria y puede escribirse mediante una tabla
como se muestra en 1.1. Dicho distintamente, sea X una variable aleatoria discreta que toma
los valores xq, x1,... con probabilidades

Po = P(X = 1‘0)
P11 = P(X = .1'1)
P

D2 =

Ahora consideremos el caso de una variable aleatoria continua.

10



Zo
Po

T Xq
P(z) P1

Cuadro 1.1: Tabla de funciéon de probabilidad

Sea X una variable aleatoria continua. Decimos que la funciéon integrable y no negativa
f(z): ® — R es la funcién de densidad de X si para cualquier intervalo [a, b] de R se cumple
que la igualdad mostrada en 1.3

P(Xela,b]) = /ba f(z)dz (1.3)

Expresado de otra manera, la probabilidad de que la variable tome un valor dentro del inter-
valo [a,b] se puede calcular o expresar como el area bajo la funcién f(x) en dicho intervalo.

Funcién de distribucién (funcién de probabilidad acumulada)

Otra funcién importante que puede asociarse a una variable aleatoria es la siguiente:

Sea X una variable aleatoria cualquiera. La funcion de distribucion de X, denotada por
F(x): ® — [0,1], se define como la probabilidad

F(zr)=P(X <) (1.4)

y se puede leer de la siguiente manera: La funcion de distribucion evaluada en un nimero x
cualquiera es la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor menor o igual a z,
o en otras palabras, que tome un valor en el intervalo (—oo, z]. De esta manera siendo F'(z)
una probabilidad, sus valores estan siempre entre cero y uno. En el caso discreto, suponiendo
que P(x) es la funcién de probabilidad de X, la funcién de distribucién (1.4) se calcula de la
siguiente manera

F(z) =) P(u) (1.5)

u<lz

Y corresponde a sumar todos los valores positivos de la funcién de probabilidad evaluada
en aquellos nimeros menores o iguales a x. En el caso continuo, si f(z) es la funcién de
densidad de X, por (1.4) se tiene que

F(x) = /x P(u)du (1.6)

—0oQ
La funcién de distribucion resulta ser importante desde el punto de vista matematico,

pues siempre puede definirse dicha funcién para cualquier variable aleatoria y a través de ella
quedan representadas todas las propiedades de la variable aleatoria.

11
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Figura 1.4: Proceso estocéstico a tiempo discreto (Ruina en volados)

Procesos estocasticos

Un proceso estocastico es una coleccién de variables aleatorias { Xy, teT'} indexadas por
un conjunto 7"y definidas en algin espacio de probabilidad (€2, F, P). Al conjunto de indices
T se le puede interpretar como un parametro temporal. T sera {0,...,n}, algin intervalo
[0,t] 6 [0, 00). Interpretamos a un proceso estocastico como la evolucion en el tiempo de algin
fenémeno cuya dindmica se rige por el azar. Un ejemplo sencillo de esto, es si tengo un capital
de 20 pesos al tiempo cero y cada instante de tiempo apuesto un peso en un volado, ganando
si cae aguila y paro hasta llegar a la ruina.

Otro ejemplo es la evolucién en el tiempo de la reserva de una compania de seguros. En
el primer ejemplo, se puede indexar al proceso por algin intervalo de naturales, en cuyo
caso hablaremos de un proceso estocéstico a tiempo discreto(figura 1.4). En el segundo caso,
se puede pensar en un modelo indexado por un subintervalo de [0, 00) y hablaremos de un
proceso estocastico a tiempo continuo.

12



Series de tiempo

Definicién de una serie de tiempo y sus componentes

Tal como se reviso en el capitulo anterior, un proceso estocdstico es una familia de va-
riables aleatorias {X;,teT'} definido en un espacio de probabilidad (€2, F, P). Las funciones
{X(w),we?} en T son conocidas como las realizaciones del proceso { X, teT'}. Supongamos
que observamos una muestra de tamano T de alguna variable aleatoria Y;: {y1,v2,...,yr}
Dicha muestra observada representa 7' niimeros particulares, pero en realidad este conjunto
de T numeros, es solamente una realizacion del proceso estocastico subyacente que genera
los datos.

Por lo tanto, podemos definir una serie de tiempo {X;}7_; de datos de longitud 7', como
una realizacién de un proceso estocastico en el cual t representa al tiempo. Notese que,
mientras un proceso estocastico es la coleccion de las variables aleatorias, una serie de tiempo
es una realizacion finita de un proceso estocéastico. Es decir, la serie de tiempo es el resultado
de observar la coleccién de las variables aleatorias. De esta manera, existe un ntmero infinito
de realizaciones, entendiendo por realizacion a una serie de observaciones. Habiendo asi un
nimero infinito de observaciones podemos tener un infinito de realizaciones (series de tiempo)
de un mismo proceso estocastico.

El primer paso en el andlisis de cualquier serie de tiempo es graficar los datos, ya que esto
permite sugerir la posibilidad de representar los datos como una realizacion del proceso. El
modelo clasico de descomposicion de una serie de tiempo se puede presentar de la siguiente
manera

Xy =my+ s+ Y,

donde m; es una funcién conocida como el componente de tendencia, s; es una funcién
de periodo conocido d y se refiere al componente estacional y Y; es el componente de ruido
aleatorio. En este trabajo haremos uso de un caso particular de ruido aleatorio conocido
como ruido blanco (WN), el es una secuencia de variables aleatorias de media cero y varianza
constante o2, en cual puede ser denotado con de la siguiente manera {Y;} «~ WN(0,c?).
nuestro objetivo es estimar y extraer los componentes deterministicos m; y s;, esperando
que el ruido aleatorio restante sea una serie de tiempo estacionaria. En la siguiente seccion
hablaremos sobre ;qué es una serie estacionaria y cuales son sus caracteristicas?.

Series de tiempo estacionarias

En términos generales, para una serie de tiempo {X;,t = 0,1,...} podemos decir que
es estacionaria si sus propiedades estadisticas son similares en todos los valores de la serie
de tiempo desplazada, es decir sus componentes son semejantes para cualquier secuencia del
tipo {Xyn,t =0,1,...} para toda h entera. las variables estadisticas que nos interesan para
definir esta estacionalidad son las asociadas al primero y segundo momento correspondientes

13



a la media y a la covarianza respectivamente.
La media de la funcién de {X;} es
px(t) = E(Xy).
La covarianza de la funcién de {X;} es
Vx(r,8) = Cov(Xy, Xo) = E[(Xy — px (r))(Xs — px(s))]
para todos los enteros r y s.

Una vez revisados el primer y segundo momento podemos decir que una serie de tiempo
debe cumplir con las siguientes propiedades para poder ser estacionaria:

1. ux(t) es independiente del tiempo, esto significa que la media px(t) = px(t + h) para
todo t, h

2. yx(t,t+h) es independiente de ¢ para cada h, esto significa que la covarianza yx (t,t+h)
= vx(t + h,t + h + ) para todo t,h,r.

Como podemos ver en la segunda condicién, para una serie estacionaria {X;} cuando nos
referimos al termino covarianza, nos referimos a la funcion v, de una variable definida por

vx(h) :==vx(h,0) = vx(t + h,t).

La funcién (- ) se conoce como la funcién de autocovarianza y (h) como su valor en el
intervalo h.

Siendo {X;} una serie de tiempo estacionaria. La funcién de autocovarianza de {X;} en
el intervalo h es

Yx(h) = Cov(Xeqn, Xi)
la funcién de autocorrelacién para {X;} en el intervalo h es
px(h) = % = Cor(Xysn, Xt)

La funcién de autocovarianza (ACVF) y la funcién de autocorrelacién (ACF) nos dan una
util medida del grado de dependencia entre los valores de la serie a diferentes tiempos. Por
esta razon juegan un papel importante cuando consideramos la prediccion de valores futuros
de una serie en funcién de los valores pasados y presentes.

Podemos clasificar las series de tiempo estacionarias en tres categorias

1. X, es una serie de tiempo estrictamente estacionaria si (Xi, ..., X,)’ 4 (Xithy - Xnan)
para cualquier t; < t5,..., < t, la distribuciéon de probabilidad es la misma para cual-
quierny h>1

2. X, es una serie de tiempo débilmente estacionaria de primer orden si E'(X;) es constante
para todo t
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3. X es una serie de tiempo débilmente estacionaria de segundo orden si E(X;) y Var(X;)
son constantes para todo t y la Cov(Xy, Xyy5,) depende a lo méas de h, pero no de ¢ para
todo t.

Modelos para series de tiempo estacionarias AR y MA

En el analisis de series de tiempo, existen dos representaciones muy utiles para expresar
una serie de tiempo. Los modelos autoregresivos (AR) que expresa la serie de tiempo como
una funcién de valores previos y los modelos de medias méviles (MA) que representa al
proceso estocastico como una suma finita ponderada de errores aleatorios.

Modelos Autoregresivos (AR)

Este modelo puede ser representado basicamente como una ecuacion de regresion lineal
en el que la variable dependiente X en el periodo t depende de sus propios valores observados
en periodos anteriores a t y ponderados con coeficientes para cada periodo, los cuales son
llamados coeficientes autoregresivos. En general un proceso autoregresivo de orden p, AR(p)
se puede escribir mediante la siguiente ecuacién

Xi=0 X1+ 0 Xeat... + X1, + Y, (1.7)

en donde X; = Xy =, &1,...,¢, son los coeficientes autoregresivos y Y; el componente de
ruido aleatorio.

Otra manera de escribir la ecuacién (1.7), es a través de polinomios de retraso. Un poli-
nomio de retraso puede expresarse de la siguiente manera

¢(B)X;
en donde
k
O(B)=1-1B—¢oB — - — B =1 ¢;B’
j=1
¢1,..., 0 se refiere a las constantes que ponderan la importancia de los retrasos con los

cuales estan asociados y B7 es el operador de retraso, el cual aplicado sobre una variable
aleatoria X; produce la siguiente transformacion:

B*X, = X, parak=0,1,2,... y toda t
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A continuacién ocupando los polinomios de retraso podremos encontrar la expresion (1.7)

Qb(B)Xt = Y
(1—¢:B—¢B*— - —,B"X = Y,

X, — ¢1BX, — 9:B*X, — - — . B*X, = Y, (1.8)
Xi— X1 =Xy o— - —p X = Y,

Xy = Y+ lethl + ¢2Xt72 + -+ (ﬁkthk

De esta manera podemos decir que ambas expresiones son analogas y son conocidas como el

modelo AR de orden p, AR(p).

Modelos de promedios méviles (MA)

La idea basica de los modelos de promedios méviles consiste en representar un proceso
estocastico { X; } (cuyos valores pueden ser dependientes unos de otros), como una suma finita
ponderada de choques aleatorios independientes {Y;}

en donde { X;} representa a las desviaciones de { X;} respecto a sus nivel medio. u
y 01,04, ...,0, son las ponderaciones (parametros de promedios moviles) asociados con los
choques aleatorios en los periodos ¢t — 1,¢ — 2,...,t — ¢ respectivamente . La ecuacién (1.9)
es conocida como el modelo MA de orden ¢, M A(q).

Las ecuaciones (1.7) y (1.9), son similares excepto en que la variable dependiente {X;}en
los modelos de promedios moéviles depende del ruido aleatorio para cada t del pasado y no
de los valores de la variable misma en el pasado como en los modelos Autoregresivos.

Los modelos de promedios méviles (MA) permiten estimar X; como una combinacién
lineal de un nimero finito de ruido aleatorio pasado Y;, mientras que los modelos autoregre-
sivos (AR) estiman X; como una funcién lineal de un nimero finito de valores pasados de
X;.

Modelos ARMA y ARIMA

Una generalizacién de los modelos AR y MA consiste en combinar ambas clases de modelos
para obtener lo que se conoce como modelos autoregresivos y de promedios méviles (ARMA).
Los Modelos autoregresivos e integrados de promedios méviles (ARIMA) pueden ser vistos
como una generalizacion de los modelos ARMA
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Modelos Autoregresivos y de promedios méviles (ARMA)

El proceso ARMA(p,q) se representa mediante
¢(B)X, = 6(B)Y,

en donde ¢(B) y 6(B) son polinomios de retraso de orden p y k respectivamente, {Y;} es un
proceso de ruido blanco y X, es la serie de desviaciones de la variable X, respecto a su nivel
L.

Esta generalizacion de modelos de series de tiempo estacionarios, surge del hecho de que
muchos procesos en la practica presentan caracteristicas tanto como de procesos AR como
procesos MA.

Modelos Autoregresivos Integrados de promedios mévil (ARIMA)

En la practica la gran mayoria de los de las series de tiempo con las que se trabaja son
no estacionarias y en muchos casos esta no-estacionariedad es debido a que existe alguna
tendencia polinomial adaptativa, esto quiere decir que la tendencia puede ser descompuesta
en varios polinomios. En estos casos es posible eliminar dicha tendencia , y por lo tanto
volver la serie estacionaria, mediante la aplicacién de un operador diferencia V un numero
apropiado de veces. Si se define a V mediante

VX; = X; — X;_1 para toda t
el operador diferencia V puede ligarse con el operador retraso B retraso de la siguiente
manera
V =1- B por tanto; VZ, = (1 — B)Z,
Por lo tanto la forma general para un retraso k en el operador diferencia puede ser
expresado de la siguiente manera
V¥Z, = (1 - B)Z

como se puede ver V¥ es en realidad un binomio elevado a la k-ésima potencia. Dicho
polinomio puede ser generalizado de la siguiente manera

k

k! ;
kat :Zm(—l)]Xt_] parak::(),l,Q,... ytodat

=0

Los Modelos autoregresivos e integrados de promedios méviles (ARIMA) pueden ser vistos
como una generalizacién de los modelos ARMA, ya que lo que en realidad hace es aplicar al
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operador diferencia V¥ es eliminar una posible tendencia polinomial. Es posible construir el
proceso estacionario {W;}, en donde

W, = Vdf(t para toda t

para esta nueva serie podria ser posible ya aplicar un modelo ARMA ¢(B)W; = 0(B)Y;,
lo cual seria equivalente a considerar el modelo ARIMA

$(B)VX, = 0(B)Y,, d>1 (1.10)

para{X' +}, en donde Y; es un proceso de ruido blanco.

El orden del polinomio de retraso ¢(B) , el exponente del operador diferencia y el orden
del polinomio de retraso #(B), se acostumbra mencionarlos en la siguiente secuencia, p,d,q.
De manera que un modelo ARIMA(p, d, ¢) indica que consta de un polinomio autoregresivo
de orden p, de una diferencia de orden d y de un polinomio de promedios méviles de orden q.
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Capitulo 2

Procedimiento

Construccion de modelos para series de tiempo

En este capitulo se presenta la estrategia de construccion de modelos para series de tiempo
estacionarias por Box y Jenkins (1970)'.

Dicha estrategia consta de las siguientes cuatro etapas fundamentales:

1. Identificacion. En esta etapa se identifica un posible modelo dentro de la clase ARIMA;
es decir, determinacion de los valores p, d y ¢ que especifiquen el modelo apropiado
para la serie de estudio,

2. Estimacion. En esta etapa se realizan las estimaciones de los parametros involucrados
en el modelo.

3. Verificacion. Para esta etapa se verifica que el modelo proporcione un ajuste adecuado
y de que los supuesto basicos, implicitos en el modelo, se satisfacen. En caso de no ser
adecuado volver al paso 1

4. Uso del modelo. En esta etapa es cuando podemos ocupar nuestra serie de tiempo para
poder hacer proyecciones de la variable estudiada.

Identificacion

Esta etapa tiene como objetivo principal determinar los 6rdenes de los polinomios auto-
regresivo y de promedios moviles, es decir, que reproduce las caracteristicas de la serie. La
identificacién del modelo se lleva a cabo en dos fases principales.

! Anélisis estadistico de series de tiempo econémicas, Victor M. Guerrero, segunda edicién, Thomson, 2004
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1. Anédlisis de estacionariedad

s Estacionariedad en varianza

s Estacionariedad en media o de nivel.

2. Eleccién de los o6rdenes p y ¢

De manera més general, podria decirse que la etapa de la identificacion consiste en determinar,
primero, una serie estacionaria en funcion de la serie original, para la cual se pueda tener
una representacién ARMA (p,q) y, posteriormente, en fijar los valores p y q.

Verificacién de la estacionariedad de la serie de tiempo

Para convertir una serie de tiempo no estacionaria en otra estacionaria, suelen emplearse
en la préactica dos tipos de transformaciones. Un primer tipo para estabilizar su dispersién;
esto significa inducir estacionariedad en varianza. Un segundo tipo de estabilizacion es ne-
cesaria y es para estabilizar el nivel, es decir, para eliminar su tendencia o para inducir
estacionariedad en media.

Estabilizacion de la varianza

En muchas ocasiones la no estacionariedad se debe a que la varianza no es constante, esto
quizé debido a que cada punto de observacién ¢, la variable X; tiene varianza o? la cual es
funcion de su media py, esto quiere decir que la varianza y la media existen y dependen de
t, por lo que no son constantes. Un argumento derivado del trabajo de Box-Cox, conduce a
determinar una transformacion potencia del tipo

B XP—1 A 7& 0
T(Xe) = { zn?Xt) A=0 (21)

La cual puede ser util para estabilizar la varianza de la serie, antes de estabilizar el nivel o
media.

Estabilizacion del nivel

Una vez determinada la transformacion apropiada para estabilizar la varianza de una se-
rie, se procede a estabilizar el nivel de la serie mediante la aplicacién del operador diferencia
un nimero apropiado de veces. La principal herramienta para determinar el grado de diferen-
ciacién apropiado es la funcién de autorrelacién (ACF). De esta manera lo que cominmente
se hace en la practica es graficar la ACF correspondiente a cada una de las series {T'(X})},
{VT(X,)}, {V*T(X;)}, ya que la experiencia ha demostrado que solo en raras ocasiones se
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requieren diferencias de grado més alto, y recuérdese que debe evitarse la sobre diferenciacion
de la serie porque esto podria causar problemas al tratar de identificar un posible proceso
generador de la serie observada al analizar las ACF y las PACF. Se dice que la serie esté sobre
diferenciada si se toman mas diferencias de las necesarias, por ejemplo, si se elige un orden
de integracién d cuando la serie V471X, va es estacionaria.

En este punto conviene recordar que si se diferencia un proceso estacionario sigue siendo
estacionario. Por lo tanto, en principio, el hecho de que V%X, sea estacionario, no significa
necesariamente que V91X, no lo sea, por lo que hay tener cuidado ya que el objetivo en
esta fase de la modelizacién ARIMA es determinar el menor nimero de diferencias d capaz
de convertir a una serie en estacionaria.

Como ya hemos mencionado para las series econémicas los valores de d mas habituales
son d = 0, 1, 2 y para decidir cual es el mas apropiado para la serie bajo estudio utilizaremos
los siguientes instrumentos:

» Grafico de la serie original y las transformaciones correspondientes, para observar si se
cumple o no la condicién de estacionariedad de oscilar en torno a un nivel constante.

» funcién de autocorrelaciéon de la serie original y de las transformaciones correspondien-
tes, para comprobar si decrece rapidamente hacia cero o no.

= Contrastes de raices unitarias, que proporcionan contrastes estadisticos que permiten,
a partir del conjunto de informacién, hacer inferencia sobre la existencia o no de una
raiz unitaria en una serie, es decir, sobre la no estacionariedad de la serie. Si se rechaza
la hipétesis nula de existencia de raiz unitaria en V471X, | no se diferenciard més la
serie. Ein caso contrario, si no se rechaza la hipdtesis nula se tomara una diferencia mas
de orden 1.

Identificacién del modelo estacionario ARMA (p,q)

Una vez determinado el orden de diferenciacion d, se tiene la transformacion estacionaria
de la serie { VT (X;)} que puede representarse mediante un proceso ARMA (p,q) estacionario.
En esta fase se trata de identificar los 6rdenes p y ¢ del proceso que puede reproducir las
caracteristicas de la serie estacionaria.

Las caracteristicas dinamicas del proceso estacionario estan recogidas en la funcién de
autocorrelacion, ACF, por lo que ésta sera el instrumento basico para identificar los ordenes
p v q del modelo ARMA adecuado para representar las caracteristicas de la serie estacio-
naria X;. Para identificar los ordenes p y ¢, se compararan las funciones de autocorrelacion
muéstrales con las ACF tedricas de los modelos ARMA cuyas caracteristicas conocemos.

Si el ACF de la serie X; presenta un corte a partir de un retardo finito j, la identificacién
del proceso adecuado para la misma es sencilla, ya que se corresponderia con la FAC tedrica
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de un MA(j). Pero si el ACF no presenta ningtin corte sino que parece decrecer rapidamen-
te siguiendo una estructura exponencial o de onda seno-coseno, la identificacién no es tan
clara, ya que basandose unicamente en la FAC podria corresponder a un modelo teérico AR
o ARMA de cualquier orden. Para ayudarnos en la identificacién de modelos ARMA (p,q)
en estos casos acudimos a la funcién de autocorrelacién parcial (PACF). El coeficiente de
autocorrelacion parcial mide el grado de asociacién lineal existente entre las variables X; y
X;_;. Para denotar las autocorrelaciones parciales es costumbre escribir ¢,; para denotar al
i-esimo coeficiente de un modelo AR(p), de manera que la PACF viene a ser la sucesién de
valores ¢;;. Los Pardmetros ¢11, @22, ..., ¢pp pueden calcularse a partir de las ecuaciones de
Yule-Walker como:

L pom
’ L m pr 1 po
PL P2 P2 pP1 P3
é11 = p1, P2 =11, Pmm=T ;s
L p L p1 pe
p1 1 pr 1 p
p2 p1 1
1 P1 P2 oo Pp—2 P1
p1 L p1 oo pp3 P2
P2 P1 L oo pp-a p3
Pp—1 Pp—2 Pp-3 --- P11
Ppp = (2.2)
L pr p2 oo Pp2 Ppa
pro L Ppes Pp2
p2 o, L ppa Ppos
Pp-1 Pp—2 Pp-3 --- P1 1

mientras que ¢;; = 0 en caso de que ¢ > p. De esta manera, el nimero de autocorrelaciones
parciales distintas de cero indica el orden del proceso AR. En la practica se requiere estimar
a las autocorrelaciones parciales con los datos observados, para este fin se sustituye en (2.2)
a las autocorrelaciones tedricas, {py}, por sus correspondientes estimaciones, {ry}. No debe
perderse de vista que la PACF estimada estd sujeta a errores muéstrales, asi que para decidir
si ¢;; puede ser o no considerada como cero, se requiere cuantificar la variacion muestral de su
estimador ®;;. Una aproximacién sugerida por Quenouille (1949) establece que ¢;; es distinto
de cero (al nivel de significacién de aproximadamente el 5 %) si el valor calculado de ®;; se
encuentra fuera del intervalo definido por

+2
+v/Var( ¢;) = ——, parai>p

N —d

Mismo intervalo de confianza que se aplica las autocorrelaciones py.
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Proceso ACF PACF

AR(p) Convergencia a cero, con Solamente las primeras p
comportamiento dictado por autocorrelaciones parciales
la ecuacién ¢(B),, =0, para k > p son distintas de cero.
MA(q) Sélo las primeras q autocorrelaciones Sucesién infinita convergente
son distintas de cero. a cero.
ARMA(p,q) Comportamiento irregular de las primeras Sucesién infinita convergente
q autocorrelaciones y después convergencia a Ccero.

a cero de acuerdo con
¢(B),, =0, para k > p.

Cuadro 2.1: Comportamiento de la ACF y la PACF para procesos AR, MA y ARMA

Comportamientos tipicos de la ACF y PACF

En conclusion, para llevar a cabo la etapa de identificacién es conveniente recordar las
caracteristicas de la ACF y de la PACF; dichas caracteristicas se resumen en el cuadro 2.1
para una serie estacionaria W, = VT (Z;)

Para facilitar la identificacién de modelos a partir de los valores muéstrales, en la figura
X se muestran los comportamientos tipicos de la ACF y PACF, para algunos modelos que
ocurren con frecuencia en la practica.

Estimacion

La etapa de estimacion presupone que se ha identificado ya un modelo y que, de ser éste
adecuado, lo inico que resta es encontrar los mejores valores de los parametros para que dicho
modelo represente apropiadamente a la serie en consideracién. Es decir, una vez conocidos
los érdenes de los polinomios autoregresivo y de promedios méviles p y ¢, asi como el grado
de diferenciacién d, se postula que el modelo

$(B)VT(X;) = 6o + 0(B)Y,

resulta adecuado para representar la serie {T'(X;)} y se requiere entonces asignar valores a
1, Pp, 00,01, ...,04, lo cual podria hacerse de manera arbitraria, pero evidentemente es
preferible utilizar un método objetivo y estadisticamente apropiado. Dicho método sera en
este caso el de maxima verosimilitud.

La funcién de verosimilitud nos indica qué tan verosimil es que una muestra observada sea
funcion de los posibles valores de parametro. Llevar al maximo la verosimilitud dara los valores
del parametro para los cuales es mas creible que la muestra observada se haya generado,
es decir, los valores de parametro que concuerdan de manera mas cercana con los datos
observados.
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Es decir, sean X1, X, ..., X, con una funcién de distribucion

fz1, 29, ..., xp; 01, ..., 0m) (2.3)

donde los parametros 1, . . ., 6,, tienen valores desconocidos. Cuando z1, . . ., x,, son los valores
muéstrales observados y la ecuacién (2.3) es considerada como una funcién de 6y, . . ., 0,,, reci-
be el nombre de funcién de verosimilitud. Los estimadores de maxima verosimilitud él, ceey O
son los valores de las #; que maximizan la funcién de verosimilitud, de modo que

f(a:l,...,xn;él,...,ém) > f(z1,...,xp;01,...,0,) paratoda 60q,....0,

Verificacion

La etapa de verificacién de la metodologia de Box-Jenkins tiene su origen en la idea de
que todo modelo es erréneo, puesto que los modelos son meras representaciones simplificadas
de la realidad. Logicamente, si hay que elegir entre varios modelos, habra que elegir aquél
que presente menos fallas, o bien, fallas menos importantes; por este motivo habrd que poner
todos los posibles modelos en tela de juicio para detectar sus fallas. Una de las formas mas
claras y simples para detectar violaciones a los supuestos de los modelos es a través del
analisis de residuales, en donde, como residual se considera aquella parte de las observaciones
que no es explicada por el modelo. Es decir, los residuales miden la discrepancia entre los
valores observados y los valores estimados por el modelo.

}}:Wt—Wt

ademas, cuando el tamano de la muestra es grande, los errores aleatorios y los residuales
(que también son variables aleatorias) son esencialmente iguales; por esta razén, al analizar
los residuales observados {Y} se analiza basicamente lo que deberia ser una realizacién del
proceso de ruido blanco {Y;}. Por lo anterior, los supuestos acerca del proceso {Y;} pueden
verificarse y posiblemente corregirse de la siguiente manera:

1. {Y;} tiene media cero. Calcilese la media aritmética y la desviacién estdndar muestral
de los residuales

N

m(Y)=Y Yi/(N—d=p) y 6y =) NVi-m)/(N-—d-p-q)

=t t=t'

con t' =d+ p+ 1, para construir el cociente

t=+/N—d —pmg/) N(0,1)

Si el valor absoluto de dicho cociente es menor que dos, se dird que no hay evidencia
de que la media del proceso de ruido blanco sea distinta de cero y por lo mismo no se
rechaza el supuesto. Esto debido a que el estadistico de prueba a un nivel de significancia
del 5% para una distribucién normal es de [t] < 1,96.
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2. {Y;} tiene varianza constante. Si en el grafico de los residuos la dispersion es constante,
concluiremos que la varianza de at permanece constante. Esta verificacion visual podria
pensarse que es muy burda, pero la idea es que solamente las violaciones muy notorias
a este supuesto son las que realmente llegan a causar problemas. es decir si notamos
algin patron de crecimiento o decrecimiento diremos que la varianza no es constante.

3. Las variables aleatorias {Y;} son mutuamente independientes. Debido a que indepen-
dencia implica no-autocorrelacion, se debe requerir que pi(Y) = 0 para todo k # 0 .
Esto ultimo puede verificarse calculando, primero, la ACF muestral de los residuales
{rk(f/)}, que en el supuesto de que su media es cero, estd dada por

N—-k~-v

- » Y Y
Tk(Y):#, k’zl,Q,

2 Y2

con t' = d + p + 1, posteriormente estimese la desviacién estandar de ri(Y") como

\/ Varfr,(Y)] =1//N —d—p

para determinar el nivel de significancia estadistica individual de las autocorrelaciones
de los residuales: o sea, si |7“k(f/)| > 2y/N — d — p se dird que la autocorrelacién k-ésima
es significativamente distinta de cero. Es decir se dird que {}A/t} es ruido blanco si los
coeficientes de autocorrelacién estimados estan dentro del intervalo de no significacion,

es decir, si
2

N
N =

para todo k o al menos para el 95% de los estimados. No obstante esta prueba de

significacién no es del todo valida para autocorrelaciones correspondientes a retrasos

pequenos (k < 3) y conviene por ello realizar una prueba simulténea de la significacién

de las primeras K autocorrelaciones. Esto significa realizar un contraste de significati-
vidad sobre un conjunto de coeficientes de autocorrelacion.

p1(Y)=p2(Y)=-=pr(Y)=0

El estadistico mas utilizado para contrastar esta hipotesis es el propuesto por Ljung-
Box(1978)

=

Q=(N-d=p)(N—-d—p+2)> r(Y)/(N-d—p—k)

k=1

que resulta ser el mas adecuado para realizar la prueba. Si K es grande (K > 20), sigue
aproximadamente una distribucion Ji-cuadrada con K-p-q grados de libertad, por lo
tanto para un nivel de significacién del 5 %, podemos decir que si

Q' < X8,05(K —p—k)
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Figura 2.1: Ajuste de normalidad en una grafica QQ

Si esto se cumple, podriamos decir que las variables aleatorias son mutuamente inde-
pendientes.

Y, tienen una distribucién normal. Se sabe que para una distribucién normal, aproxi-
madamente del 95 % de las observaciones deben localizarse dentro de un intervalo que
se extienda dos desviaciones estandar por abajo y por arriba de la media; entonces, si se
cumple que la media de los residuales sea cero, se esperaria que a lo méas un total de
de (N —d —p)/20 observaciones se localizan fuera del intervalo (—2dy, 26y ). También
se pueden ocupar algunas pruebas de normalidad como la prueba de Jarque-Bera o la
prueba de Shapiro, otra opcion seria graficar los residuales en una grafica de cuantiles
tedricos vs cuantiles muéstrales, también conocidos como grafico QQ, como se muestra
en la figura 2.1

Implicitamente se ha supuesto que no existen observaciones raras. La grafica de residua-
les contra el tiempo permitira visualizar si existe este tipo de observaciones andémalas.
Por ejemplo, un residual que se encuentra fuera de (—3dy,36y) implicard que, o bien
sucedié un evento cuya probabilidad de ocurrencia era aproximadamente 0.2% o el
residual en cuestién corresponde a una observacién que no fue generada por el mis-
mo proceso generador del resto de la serie. De esta manera, como una regla empirica
de trabajo, podria considerarse como sospechosas a las observaciones cuyos residuales
estén fuera del intervalo (—36y, 36y )
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Pronostico

Uno de los objetivos mas importantes en el analisis de series de tiempo es el prondstico
de los valores futuros. El termino prondstico es usado mas frecuentemente en la literatura
reciente que el termino prediccion. Mucho acerca de la teoria de prondsticos de serie de tiempo
se deriva de la teorfa general de la prediccién lineal desarrollada por Kolmogorov (1939,1941),
Wiener (1949), Kalman(1960), Yaglom(1962) y Whittle (1983), entre otros.

Pronoéstico con error cuadratico medio minimo para modelos AR-
MA

En pronésticos, nuestro objetivo es producir un prondstico éptimo, es decir que no conten-
ga error o que este sea lo menor posible; lo que nos conduce al concepto del error cuadratico
medio minimo. Esta prediccién, producird un valor futuro éptimo en términos del criterio
del error medio minimo cuadrado. Para desarrollar el prondstico con error cuadratico medio
minimo, consideraremos el caso cuando d = 0y p = 0, es decir, el modelo estacionario ARMA

o(B)X, = 6(B)Y; (2.4)

Debido a que el modelo es estacionario, podemos reescribir (2.4) en representacién de
medias moviles.

Xy = Y(B)Y;
= wOY;f"i_wletl +w2}/;72+...7

donde (5)
5 0B)
¢(B) = §¢]B - ¢(B)

y ¢o = 1. Para t =t + h, tenemos
Xevn =Y ¢;Yern (2.5)
§=0

En particular si a partir de de ¢, se desea pronosticar a la observaciéon X;,,, un pronéstico
cualquiera de esta observacién (es decir cualquier valor para la observacion), que se obtenga
como combinacion lineal de los valores de la serie {X;}, y en consecuencia de los errores {Y;},
serd denotado por X,(h), mientras que el prondstico éptimo se escribird como X +(h). Como
ya se ha mencionado el criterio que se usara para determinar la optimalidad serd la del error
cuadratico medio minimo, es decir, X +(h) deberd satisfacer la condicién siguiente

E[Xern = Xo(B)]* = min B[Xpen — Xo(h)) (2.6)

t Xi(h) t
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en el cual F denota a la esperanza condicional, dada toda la informacion hasta el momento
t, 0 sea B .
E[Xpn = X = E{[Xepn = Xe(W 20 Zia, )

Ya que X,(h), y por consiguiente también X +(h) pueden expresarse de la misma manera
que (2.5) el problema de obtener X,(h) se traduce en la especificacién de los valores de
1,1, ..., de manera tal que se cumpla (2.6). X;;, como se muestra en (2.5), puede ser
separado en 2 sumas, en donde la primera suma corresponda a la informaciéon desconocida
al tiempo ¢ (ya que abarcard observaciones desde t + 1 hasta ¢t + h)

h—1
E ¢j Yt+h—j
J=0

mientras que la segunda suma consta de informacién conocida al tiempo t (desde —oo hasta

t)
YUY
j=h

es decir

h—1 00
Xeon =D WYipng + > 0Yern (2.7)
=0 j=h

Recordemos que X¢(h) es una combinacién lineal de los valores de {X;} y los errores {Y;},
por lo que consta de la informaciéon conocida al tiempo ¢

Xi(h) =Yy + ChpYii - = > Ci¥ppn (2.8)
j=h
Ahora ocupando (2.7) y (2.8) podemos expresar X, — X,(h) como sigue
_ h—1 00 o0
Xipn — Xo(h) = Z Vi Yirn—j + Z ViYirn—j — Z CiYien—j
=0 j=h j=h
Agrupando las sumas con valores conocidos al tiempo ¢
h—1 00
Xipn — Xe(h) = hYinoj+ Y () — Cj)Yipny
=0 j=h
y, debido a que E(Y;4;Y;+;) = 0 para i # j, se sigue que
~ h—1 )
E[Xin = Xo(W)] = Z(; oy + Z}; (¥ — Cjloy (2.9)
j= j=

28



el minimo de esta expresion se obtiene haciendo C; = —1;, para j = h,h+1,..., lo que nos
lleva a la siguiente expresion

?[prh - Xt(h)]z = ijaiz/ (2.10)

En otras palabras, X ¢+(h) serd el prondstico optimo por el criterio de del error cuadratico
minimo siempre y cuando cumpla la condicién (2.10).

X,(h) al igual que X,(h) en (2.8), es una combinacién lineal de los valores de {X,} y los
errores {Y;}. Por lo tanto solo depende de la informacién conocida al tiempo t.

Xo(h) =Y+ np i+ = > ¢ Yin (2.11)

Ahora bien, tomando (2.7) y por definicién de la esperanza de la esperanza condicional

Yieny sij<h
{ 0 sij<h (2.12)

127 (Yisn—j)

se tiene

E(Xt+h Z@ZJJY;H-h —J +E Z¢3K5+h —J

Jj=0 j=h

y debido a (2.12) toda la primera suma que contiene los valores desconocidos desde ¢ + 1
hasta t 4+ h es decir para j < h llegamos a que

Xt+h Z ViYirn—j (2.13)

La expresién anterior (2.13) es la misma que tenemos en (2.11), por lo tanto podemos
decir que la esperanza condicional de X nos proporciona el pronéstico con error cuadratico
medio minimo (2.14).

A~

Xio(h) = E(Xein) (2.14)

El error del prondstico (2.14), usualmente es leido como el prondstico h periodos adelante a
partir de ¢, y viene dado por

€t(h) = Xt-l—h_Xt(h)

= Y Yy (2.15)
j=h

29



por lo tanto tenemos que

h—1
Ele(h)] =0 y Varle(n)] =) _vo} (2.16)
=0
con Vgr[et(h)] = Vtar[et(h)|Xt, Xi-1,...]. Ademds, considerando que

V?r[et(h)] - Vtar[et(h —1)] =i 03 >0 parah>1

podemos decir que al emplear los pronosticos 6ptimos, mientras mas alejado se desee el
pronéstico (mayor sea h) mayor serd la varianza del mismo, lo cual indica que habrd menor
precisién. Derivado de que tenemos en mente una aplicacién practica, es importante obtener
limites de confianza para los prondsticos que se realicen; dichos limites del 100(1 — «) % de
confianza cuando se ocupa (2.16) y el supuesto de que Y; N(0,0%) son

h-1
Xi(h) & Nopo[l + Z Viloy (2.17)

j=1
donde N,/; es la desviacion normal estandar de tal forma que P(N > Ny /2) = /2.

Tomando h =1 en (2.15) obtenemos

(1) = Xppq — Xo(1) = Yoy (2.18)

Entonces podemos ver que la prediccién un paso adelante(h = 1) es independiente, lo
cual implica que X,(1) es la mejor prediccién de X}, ,q; por otra parte los errores de h > 2
en general se encuentran correlacionados.

Ya que se desea obtener prondsticos de la serie {X;}, considere el modelo ¢(B)X; =
0(B)Y;, entonces

Xi(h) = EBE(Xin)

t

= €(¢1Xt+h—l +o O X+ Y — 00Yn — . = 0 )
= ¢1 lt*j(XH—h—l) +.oot ¢p ?(Xt-i-h—p)
+ ﬁt?(YtJrh) — 6 ?(Yﬂh—l) —... =0 é?(YtJrh—q) (2.19)

donde la esperanza condicional para {X;y;_;} estda dada por

Xiihj si j>h
?(Xt_A'_h_]) _ { At-‘rh J J =

Xih—j) si j<h (2.20)

A diferencia de la esperanza condicional previa (2.20), la de {X;1,_;} (2.12) depende de
los errores aleatorios {Y;15,;} que no son observables. Por lo tanto haciendo uso de (2.18)
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y de (2.12) podemos obtener una expresién que dependa de los valores de la serie y de sus
pronosticos
Xevn—j— Xeyn—j(1) st j>h
Yo, ) = t+h—j t+h—j =
EYern-) {o si j<h

Como podemos ver (2.21) solo depende de valores que si son observables.

(2.21)

Pronoéstico con error cuadratico medio minimo para modelos ARI-
MA

Debido a que la mayoria de las series que se observan en la practica son no estacionarias,
necesitamos una generalizacién de lo visto en la seccién anterior. Dicha generalizacién se
obtiene de manera inmediata si se supone que la no estacionariedad de la serie original
{X:} se cancela aproximadamente al determinar alguna transformacién 7'(X;) y aplicando
un nimero apropiado de veces el operador diferencia sobre T'(X;). Considerando el hecho de
que el prondstico éptimo de T'(X;) sea su esperanza condicional al tiempo t; es decir, si el
modelo para T'(X;) puede escribirse como

p(B)T(X;) = 0(B)Y;, con o(B) = V’¢(B)

entonces
T(Xt)(h) = ﬁ;[T(XHh)]
= EleT(Xern-1) + - + @pral (Xirn—p-a)
+Yern — 01Yein-1— o = 0gYiin g
= ¥ ?[T(prhfl)] to T p ?[T<Xt+hfp)]
+ BYein] = 01 BYirnoa] = = 04 E[Yrin-q] (2.22)
donde

o T(Xt—l—h—j) si j Z h
P = i 5 S o (223)
que es la expresion equivalente a la (2.20), mientras que la equivalente a (2.21) vendria ser

~

T(Xirn—j) = T(Xignj1)(1) si j>h

E(Yitn-j) = { 0 § Joh (2.24)

El software R

R es un lenguaje y entorno de programacion para analisis estadistico y grafico, el cual se
distribuye de manera gratuita en http://www.r-project.org/. R proporciona un amplio
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abanico de herramientas estadisticas (modelos lineales y no lineales, pruebas estadisticas,
andlisis de series de tiempo, algoritmos de clasificacién y agrupamiento, etc.) y graficas. R
es probablemente uno de los dos lenguajes mas utilizados en investigacion por la comunidad
estadistica?, siendo ademés muy populares en el campo de la investigaciéon biomédica, la
bioinformatica y las matematicas financieras; a este fin contribuye la posibilidad de cargar
diferentes bibliotecas o paquetes con finalidades especificas de calculo o grafico. Fue desarro-
llado inicialmente por Robert Gentleman y Ross Ihaka del Departamento de Estadistica de la
Universidad de Auckland en 1993. Su desarrollo actual es responsabilidad del R Development
Core Team?.

Dentro del sofware ampliamente usado en la industria, son los desarrollos de las companias
SAS* y SAP? el cual presenta médulos estadisticos especificos para realizar pronésticos, estas
companias dan soporte sobre la plataforma que ofrecen, ya que no son sofware libre, es decir se
debe pagar una licencia para su uso. Los desarrollos de R puede ser facilmente extrapolados
al software comercial, ademas de contar con una gran variedad de nuevos paquetes que
constantemente lanzados por la comunidad estadistica mundial.

El uso de herramientas estadisticas nos permite robustecer las areas de desarrollo de
negocios, aportando proyecciones reales para una efectiva planeacion del curso del negocio.
En este documento mostraremos como desarrollar un prondstico ocupando algunos de los
paquetes disponibles para R; este software fue elegido debido a su gran uso en la comunidad
estadistica y debido a que se distribuye de manera gratuita, por lo que cualquier empresa
puede descargar el software y utilizar este documento para realizar mejoras en sus métodos
de prondstico.

’http://en.wikipedia.org/wiki/R_(programming_language)
Shttp://www.r-project.org/contributors
“http://www.sas.com/

Shttp://www.sap.com
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Capitulo 3

Resultados

Analisis de series de tiempo con el software R aplicada
a un caso de estudio

En este capitulo se analizara un caso de estudio con datos reales de una compania dedicada
a la manufactura, la cual por seguridad llamaremos ”CDcorp”. ”CDcorp” se encuentra a unos
meses de su cierre fiscal, por lo que el equipo de liderazgo pronto llevara a cabo la junta de
planeacion estratégica de cierre de ano. Para esta reunién, se necesita conocer cudl seria el
pronéstico de las ventas de los proximos 12 meses para los clientes existentes, considerando
que no hay eventos relevantes en la empresa (despido de personal, fusién con otra compania,
etc.), ni en el pais (devaluaciones, cambio de reformas fiscales, guerras, etc.). Esta compania
mantiene una distribucién periédica de productos a sus diferentes clientes, por lo que la
labor de los vendedores del area de expansion de negocios, es incrementar las ventas, ya sea
con nuevos productos o en expansion de ventas de los productos ya existentes. El area de
Business Intelligence de la compania (BI), es la encargada de entregar el prondstico al grupo
de liderazgo. Para llevar a cabo la proyeccién, los analistas de BI cuentan con la informacion
de las ventas mensuales de los ultimos 2 afios de la empresa (cuadro 3.1).

Resultados del modelo ARIMA con R

El equipo de BI, ocupa el modelo ARIMA de series de tiempo para realizar el prondstico
solicitado por el equipo de liderazgo. Para la construccion de modelos ARIMA con R debemos
seguir la estrategia analizada en el capitulo 2. Lo que desarrollaremos a continuacion es el
uso de las herramientas estadisticas de R, para cumplir satisfactoriamente la construccién de
la serie de tiempo y su posterior aplicacion en el prondstico de nuestro caso de estudio. El
primer paso es graficar el histérico de ventas para tener una idea general del comportamiento
del negocio en los 2 anos correspondientes. Para tal efecto construiremos un vector que
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Mes | 2012 | 2013
Ene | 8,705 | 7,232
Feb | 8471 | 8,384
Mar | 9,380 | 9,418
Abr | 10,067 | 8,261
May | 10,838 | 8,363
Jun | 10,188 | 8,672
Jul | 10,488 | 8,361
Ago | 9,824 | 9,155
Sep | 9,496 | 9,528
Oct | 11,566 | 9,404
Nov | 10,155 | 10,291
Dic | 8,236 | 8,532

Cuadro 3.1: Ventas mensuales 2012 y 2013 (M$MXN)

contenga todos los datos de las ventas y después graficaremos los mismos, el cédigo para esta
construccién lo encontramos en el apéndice A el cual nos genera la grafica 3.1 correspondiente
al historico de las ventas.

Como se menciona en la secciéon 2 debemos garantizar la estacionariedad de la serie de
tiempo. Por lo tanto necesitamos una prueba que nos indique si la serie de tiempo de nuestro
caso de estudio es estacionaria. Dentro de las pruebas de estacionariedad maés utilizadas se
encuentra la prueba de Dickey-Fuller aumentada, la cual a base de un analisis en las raices del
polinomio determina el grado de estacionariedad de una serie de tiempo. De antemano sabe-
mos que los datos histéricos no son estacionarios, esto debido a que presentan estacionalidad
y visibles desviaciones en la varianza seguin se aprecia en la gréfica 3.1. Sin embargo para
comprobar nuestra hipétesis aplicaremos la prueba de Dickey-Fuller al os datos histéricos de
ventas; el cédigo para esta prueba lo encontramos en el apéndice A. El resultado de la prueba
de Dickey-Fuller para las ventas 2012-2013 es el siguiente:

Title:
Augmented Dickey-Fuller Test

Test Results:
PARAMETER:
Lag Order: 1
STATISTIC:
Dickey-Fuller: -0.1852
P VALUE:
0.5491

Calibraciones previas para el modelo de Dickey-Fuller con series altamente estacionarias
y altamente no estacionarias, muestran que un p-value alto oscila entre 0.5 y 0.6. Un p-value
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Ventas 2012 - 2013
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Figura 3.1: Ventas 2012-2013 (M$MXN)

alto denota alta no estacionariedad ya que nuestra prueba de hipdtesis alternativa es que la
serie es estacionaria. Por lo tanto el que p-value de la prueba a nuestro caso de estudio sea
de 0.5491, nos dice que efectivamente debemos hacer estabilizaciones en la media y varianza.
La estabilizacion en la varianza la conseguiremos aplicando la transformada de Box-Cox 2.1,
el valor de A lo determindramos a través del método de maxima verosimilitud. Los resultados
del parametro calculado vs el estimador maximo verosimil los encontramos en la grafica 3.2,
de donde podemos notar que el valor de A con el estimador maximo verosimil es A=0.25. Una
vez aplicada la transformada de Box-Cox con A=0.25 nuestros datos se comportan como se
muestra en la grafica 3.3. En el apéndice A encontramos el cédigo para generar la grafica 3.2
y obtener el valor de .

Antes de alcanzar la estacionariedad debemos estabilizar el nivel. Lo cual lograremos por
medio de un nuimero apropiado de diferenciaciones. El nimero apropiado de diferenciaciones
lo determinaremos a través de una prueba Dickey-Fuller en cada diferenciacion. Resultado
de la prueba de estacionariedad a la primera diferenciacién (cédigo apéndice A).

Title:
Augmented Dickey-Fuller Test

Test Results:

PARAMETER:
Lag Order: 1

STATISTIC:
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log-Likelihood
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Figura 3.2: Parametro calculado vs Estimador méximo verosimil
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Figura 3.3: Datos resultantes de la Transformada de Box-Cox
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Figura 3.4: Gréfica de autocorrelacién (ACF) y Autocorrelacién parcial (PACF)

Dickey-Fuller: -4.5803
P VALUE:
0.01

Como se ve en la respuesta para la primera diferenciacion. Tenemos un p-value sufi-
cientemente pequeno para asegurar que la serie de tiempo de nuestro caso de estudio con
una transformacién de Box-Cox con el valor adecuado de A y una diferenciacion, alcanza la
estacionariedad.

Una vez que hemos alcanzado la estacionariedad y hemos determinado el orden de di-
ferenciacién ”d”, debemos identificar los érdenes p y q del proceso ARMA(p,q) que puede
reproducir las caracteristicas de la serie estacionaria. Para ello haremos la inspeccion de las
graficas de correlacién (ACF) y correlacién parcial(PACF). El c6digo que encontramos en
el apéndice A nos genera la grafica que se muestra en la figura 3.4 que contiene al ACF y
PACF correspondiente a la serie de tiempo de nuestro caso de estudio. Como se reviso en
la seccién 2, para el proceso AR(p) al examinar el PACF sélo las primera p autocorrelacio-
nes son distintas de cero, y para el proceso MA(q) al examinar el ACF sélo las primera ¢
autocorrelaciones son distintas de cero. Por lo que observamos en el PACF podemos decir
que solo 2 autocorrelaciones son distintas de 0, por lo tanto p=2. De la observacién del ACF
podemos ver que ninguna autocorrelacion parcial es distinta de 0, por lo que q=0. Sin em-
bargo al observar el ACF y PACF de la serie transformada, solo podemos hacernos una idea
del modelo que describe nuestra serie, o al menos de cudles son los primeros candidatos que
debemos probar. Para comprobar analiticamente (no visualmente), ajustaremos varios mo-
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delos ARIMA que pudieran modelar nuestra informacién, suponiendo que alguno de nuestros
datos es extraordinario y esto provoco una alteracion en el ACF y PACF provocando un p
y/0 q distinto a 0. En base a esta suposicién otros modelos que pudieran modelar nuestra
serie de tiempo serfan el ARIMA(0,1,1), ARIMA(1,1,1) y ARIMA(0,1,2). Escogeremos como
un buen modelo aquel que tenga los residuales semejantes al de un ruido blanco, ademas que
tenga los valores del AIC (Criterio de Informacién de Akaike) y BIC (Criterio de Informacién
Bayesiana) menores con relacién al resto de los modelos candidatos. El cédigo para ajustar
los distintos valores de (p,q) en un modelo ARIMA, se encuentra en el apéndice A. Mostra-
remos la respuesta que R nos genera para los 3 distintas ternas de valores (p,d,q). Es decir,
los coeficientes del modelo seleccionado, asi como los valores del AIC y BIC.

» Arima(0,1,1)

Series: CV2
ARIMA(0,1,1)

Coefficients:
mal

-0.2625

s.e. 0.4211

sigma”2 estimated as 1.058: log likelihood=-33.32
AIC=70.64 AICc=71.24 BIC=72.92

» Arima(1,1,1)

Series: CV2
ARIMA(1,1,1)

Coefficients:
arl mal
0.5720 -1.0000
s.e. 0.1875 0.1505

sigma”2 estimated as 0.834: log likelihood=-31.54
AIC=69.08 AICc=70.34 BIC=72.48

= Arima(0,1,2)
ARIMA(0,1,2)

Coefficients:
mal ma2
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0.0709 -0.9291
s.e. 0.2361 0.2294

sigma”2 estimated as 0.6657: log likelihood=-29.89
AIC=65.78 AICc=67.04 BIC=69.18

Una vez comparadas las respuestas para los distintos modelos ARIMA, observamos que el
menor AIC y BIC lo encontramos en el ARIMA(0,1,2) mismo que serd el que ocupemos para
la prediccion de los valores futuros. Una vez identificado el modelo realizaremos el prondstico
de los valores futuros con el codigo que encontramos en el apéndice A, el cual nos arroja la
respuesta para los proximos 12 meses asi como las bandas de confianza al 80 % y 95 %

Point Forecast Lo 80 Hi 80 Lo 95 Hi 95
Jan 2014 7932.079 7071.249 8869.212 6644.981 9397.678
Feb 2014 9084.236 7736.121 10601.311 7086.398 11477.405
Mar 2014 9084 .236 7730.237 10608.769 7077.972 11489.511
Apr 2014 9084 .236 7724.383 10616.195 7069.593 11501.571
May 2014 9084 .236 7718.559 10623.592 7061.260 11513.586
Jun 2014 9084 .236 7712.764 10630.960 7052.972 11525.556
Jul 2014 9084 .236 7706.999 10638.298 7044 .727 11537.481
Aug 2014 9084 .236 7701.262 10645.607 7036.527 11549.362
Sep 2014 9084 .236 7695.554 10652.888 7028.370 11561.201
Oct 2014 9084 .236 7689.874 10660.141 7020.255 11572.997
Nov 2014 9084 .236 7684.221 10667.366 7012.183 11584.751
Dec 2014 9084 .236 7678.596 10674.564 7004.152 11596.463

En la gréfica 3.5 podemos observar el comportamiento de los valores futuros de las ventas.

Verificacion del modelo

El siguiente paso es la verificacion del modelo, para lo cual usaremos el cédigo del apéndi-
ce A, de donde obtendremos el estadistico de Ljung-Box para los residuales, el ACF, la
grafica Normal cuantil cuantil y el resultado de la prueba de normalidad de Shapiro-Wilk.
La respuesta de R a la prueba de Ljung-Box es la siguiente

Box-Ljung test

data: CVfore$residuals
X-squared = 12.6464, df = 20, p-value = 0.892

La prueba de Ljung-Box es usada para examinar la hipotesis nula de la independencia en
una serie de tiempo.
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Figura 3.6: ACF de los residuales del prondstico
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Figura 3.7: Histograma de los residuos con una curva normal superpuesta

En el ACF (grafica 3.6) se observa que ninguna de las autocorrelaciones exceden los
intervalos confianza, por otra parte la respuesta a la prueba de Ljung-Box arroja un p-value de
0.892. Por lo tanto podemos concluir que hay muy poca evidencia de que las autocorrelaciones
de los residuales (los errores del prondstico) no son cero.

Para asegurarse de que el modelo predictivo no se puede mejorar, es una buena idea
comprobar si los errores de prondstico se distribuyen normalmente con media cero y varianza
constante, para lo cual podemos hacer varias pruebas. La primera es trazar un histograma
de los errores del prondstico, con una curva normal superpuesta con media 0 y la misma
desviacion estandar de los residuales (grafica 3.7). La segunda es aplicar la prueba de Shapiro-
Wilk de Normalidad, misma que tiene como hipotesis nula el ajuste de normalidad de los
datos. A continuacién vemos la respuesta de R a la prueba de Shapiro-Wilk con los residuales
de nuestro prondstico.

Shapiro-Wilk normality test

data: CVfore$residuals
W = 0.9653, p-value = 0.554

La tercera prueba para detectar si nuestros residuales se distribuyen de manera normal,
es mediante una grafica Normal cuantil cuantil, la cual muestra los cuantiles teéricos vs
cuantiles muéstrales de los residuales de nuestra serie de tiempo (Gréfica 3.8).

41



Normal Q-Q Plot

1.0

0.5

0.0
I

Sample Quantiles

-1.0

-15

T T T T I
-2 -1 0 1 2

-2.0

Theoretical Quantiles

Figura 3.8: Grafica Normal cuantil cuantil de los residuales de la serie de tiempo

De las pruebas anteriores podemos concluir que nuestros datos se distribuyen normalmente
con media 0 y varianza constante, por lo que podemos decir que el modelo elegido no se puede
mejorar y el prondstico obtenido es el mejor que se puede obtener por este modelo.

42



Capitulo 4

Discusion, Conclusiones y
Recomendaciones

Discusion

En el caso de estudio se expuso a una compania de manufactura se encuentra a unos
meses de la junta de planeacion de cierre de ano, por lo que se necesita conocer cual seria
el prondstico de las ventas de los préoximos 12 meses. El area de Business Intelligence de la
compania (BI), es la encargada de entregar el prondstico. Para llevar a cabo la proyeccion,
los analistas de BI cuentan con la informacion de las ventas mensuales de los tltimos 2 anos
de la empresa. El primer paso para realizar el pronéstico, es el tratamiento de los datos
para garantizar la estacionariedad de la serie. Por lo tanto, a la informacién historica se le
aplic6 una transformacién de Box-Cox, la cual con el valor adecuado de A (A=0.25) y una
diferenciacién (d=1) alcanza la estacionariedad. Una vez que hemos determinado el orden
de diferenciacién ”d”, debemos identificar los érdenes p y q del proceso ARIMA(p,d,q). Para
ello se hizo la inspeccion del ACF y PACF, de lo que observamos en el PACF podemos
decir que solo 2 autocorrelaciones son distintas de 0, por lo tanto p=2. De la observacion
del ACF podemos ver que ninguna autocorrelacion parcial es distinta de 0, por lo que q=0.
Con el anélisis del ACF y PACF podemos hacernos una idea del modelo que describe nuestra
serie, o al menos de cudles son los primeros candidatos que debemos probar. Los modelos
que se propusieron para la inspeccién de los siguientes: ARIMA(0,1,1), ARIMA(1,1,1) y
ARIMA(0,1,2). Los valores del AIC y BIC se resumen en el cuadro 4.1, de donde se observa
que el modelo ARIMA(0,1,2) es el que presenta el menor AIC y BIC. Se realiz6 la verificacién

ARIMA(0,1,1) | ARIMA(L,1,1) | ARIMA(0,1,2)
AIC 70.64 69.08 65.78
BIC 72.92 72.48 69.18

Cuadro 4.1: AIC y BIC para ARIMA(0,1,1), ARIMA(1,1,1) y ARIMA(0,1,2)
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Figura 4.1: Prondstico de ventas 2014 y Ventas reales 2014

del modelo ARIMA(0,1,2) por medio de las siguientes pruebas a los residuales: estadistico
de Ljung-Box , el ACF, la grafica Normal cuantil cuantil y el resultado de la prueba de
normalidad de Shapiro-Wilk. Todas las pruebas indican que el modelo elegido no se puede
mejorar y el pronodstico obtenido es el mejor que se puede obtener por medio de modelos
ARIMA. El pronéstico de las ventas del ano 2014 lo encontramos en la gréafica de la figura 3.5
donde podemos observar el comportamiento de los valores futuros de las ventas, se reviso que
no se espera otra caida en las ventas para el 2014, si no un incremental de 2.1% vs el ano
2013. También se mostro la grafica 3.5 para dar a conocer la calendarizacién mensual. Como
se reviso en el caso de estudio, este prondstico fue solicitado por el equipo de liderazgo
para tener una base solida de donde partir para fijar el objetivo de ventas de la empresa
el proximo ano. Con el transcurso del tiempo se puede ir actualizando y comprando las
diferencias entre los valores pronosticados y los valores reales. En la grafica de la imagen 4.1
podemos ver los valores reales de los primeros 4 meses del 2014. El cédigo para generar la
grafica 4.1 lo encontramos en la 1ltima seccion del apéndice A. En la tabla 4.2 encontramos
la comparacién entre los resultados del prondstico y los valores reales. De donde podemos ver
que el error entre los valores reales y los valores pronosticados oscila en un 46 %. Conforme
pasa el tiempo es necesario actualizar el prondstico con los nuevos datos reales y hacer una
recalibracién periddica de las variables de la serie de tiempo.

El equipo de BI presenté varias graficas al equipo de liderazgo para mostrar sus resultados.
La grafica 4.2, muestra la fuerte caida que hubo en las ventas entre el ano 2012 y 2013
correspondiente a una baja del 10.1 % en las ventas es decir, $11,812 M de pesos. El primer
punto a destacar del prondstico de BI, es que no espera otra caida en las ventas para el
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Mes Valor real | Valor Pronosticado | Error
Jan 2014 8,202 7,932 3.3%
Feb 2014 8,624 9,084 -5.3%
Mar 2014 9,649 9,084 59%
Apr 2014 8,577 9,084 -5.9%

Cuadro 4.2: Comparacién entre el prondstico y las ventas reales 2014

Ventas Historicas 2012,2013 y Pronostico 2014

120,000 -
118,000 -
116,000 -
114,000 -
112,000 -
110,000 -
511,812

108,000 - 10.1% 52,206
21%

Ventas MSMXN

106,000 -

104,000 -

102,000 -

100,000 -

98,000 -+

2012 2013 2014F

Figura 4.2: Gréfica de Ventas 2012, 2013 y prondstico 2014

préoximo ano, si no un incremental de $2,206M de pesos en las ventas correspondiente al
2.1% vs el ano 2013. También se mostro la gréfica 3.5 para dar a conocer la calendarizacion
mensual del pronéstico de las ventas en conjunto con los anos anteriores. Estos datos seran
utilizados por el equipo de liderazgo como base para fijar el objetivo de ventas de la empresa
el préximo ano.

Conclusiones

En este documento, se mostré como realizar un pronodstico de ventas por medio de la
metodologia Box-Jenkins, de la siguiente manera: En el capitulo 1 se revisaron algunos con-
ceptos basicos de probabilidad, como el espacio muestra y la o-algebra, conceptos con los
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cuales logramos definir un conjunto que agrupa a todos los eventos de un mismo fenémeno
aleatorio para los cuales se pueden definir o calcular sus probabilidades. También se defi-
ni6 a los espacios de probabilidad como el modelo matematico creado para estudiar a los
experimentos aleatorios. Otro concepto revisado fue el de la variable aleatoria, que es una
transformacién X del espacio de resultados €2 al conjunto de los ntimeros reales. Se explico
a grandes rasgos a la funcion de probabilidad, a la funcion de distribucién y se definié que
un proceso estocdstico es una coleccién de variables aleatorias {X;,teT'} indexadas por un
conjunto 7'y definidas en algiin espacio de probabilidad (2, F, P). El capitulo 1 nos da la
base tedrica necesaria para poder definir a las series de tiempo. En el capitulo 1 se defini’como
serie de tiempo {X;}_, de datos de longitud T a la realizacién de un proceso estocdstico.
La estrategia de prondstico revisada en este documento se encuentra enfocada a las series de
tiempo estacionarias, por lo que se explicaron las condiciones necesarias para llamar estacio-
naria a una serie de tiempo asi como los distintos tipos de estacionariedad. En el andlisis de
series de tiempo, existen dos representaciones muy tutiles para expresar una serie de tiempo.
Los modelos autoregresivos (AR) y los modelos de medias méviles (MA). Por lo que se ex-
plico que los modelos AR expresan la serie de tiempo como una funcién de valores previos y
como los modelos MA representan un proceso estocastico como una suma finita ponderada de
choques aleatorios independientes. Se explicé la generalizacion de los modelos AR y MA que
consiste en combinar ambas clases de modelos para obtener lo que se conoce como modelos
autoregresivos y de promedios méviles (ARMA). Los Modelos autoregresivos e integrados
de promedios méviles (ARIMA) pueden ser vistos como una generalizacién de los modelos
ARMA, ya que lo que en realidad hace es aplicar al operador diferencia V¢ es eliminar una
posible tendencia polinomial. Con el capitulo 1, logramos entender tedricamente a las series
de tiempo y sus caracteristica. En el capitulo 2 se presento la estrategia de construccion de
modelos para series de tiempo estacionarias de Box-Jenkins, en el cual aplicamos todos los
fundamentos revisados en los capitulos previos. Se estudiaron las 4 etapas de la metodologia
de Box y Jenkins que se resumen a continuacion:

1. Identificacion. En esta etapa se busca determinar los érdenes de los polinomios auto-
regresivo y de promedios mdviles, es decir, aquellos que reproducen las caracteristicas
de la serie. En otras palabras la determinacion de los valores p, d y ¢ de un modelo
ARIMA.

2. Estimacion. En esta etapa se realizan los calculos de los parametros a través de la fun-
cién de verosimilitud la cual nos indica qué tan verosimil es que una muestra observada
sea funcion de los posibles valores de parametro. Llevar al maximo la verosimilitud
dard los valores del parametro para los cuales es méas creible que la muestra observada
se haya generado, es decir, los valores de pardmetro que concuerdan de manera mas
cercana con los datos observados.

3. Verificacion. Aqui se verifica que el modelo proporcione un ajuste adecuado y se satis-
fagan los supuestos.

4. Uso del modelo. El uso del modelo se explica en el capitulo 3 con un caso de estudio,
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donde se aplican de manera practica cada una de las fases de la metodologia de Box y
Jenkins.

El presente documento es aplicable a cualquier industria donde las series de tiempo
por la metodologias de Box-Jenkins puedan ser aplicadas. Es decir, donde se necesiten
realizar prondésticos de corto y mediano plazos para datos econémicos como el precio,
inventario, produccion y ventas, entre otros. En el campo de la ingenieria quimica un
buen pronéstico sobre produccién, es el que nos dard la pauta para determinar en
qué punto del futuro serd necesario nuevo equipo y de que capacidad seria el mismo
(datos basicos para la planeacién y diseno del equipo).

La metodologia presentada no sustituye la guia y expertise! de los directores comer-
ciales, si no que la complementa y orienta, para que puedan dar los ajustes finales de
acuerdo a sus estrategias y objetivos comerciales.

Recomendaciones

Las técnicas de elaboracion de de prondsticos expuestas en este documento, implican
la manipulacion de datos histéricos para generar prondsticos por medio del andlisis
de parametros estadisticos. Sin embargo el criterio del analista con respecto al valor
final del prondstico se encuentra muy al margen. El hecho de descartar el criterio en la
interpretacion del método cuantitativo para pronosticar, es definitivamente una vision
errénea, ya que el buen juicio es un componente esencial en las técnicas de prondstico.
Los prondsticos de juicio o ajustes de pronostico se basan generalmente en el dominio del
conocimiento. El dominio del conocimiento es cualquier informacion relevante diferente
de la serie de tiempo. De manera interesante, la investigacion muestra que, cuando hay
disponibles datos histéricos, la modificacion de los prondsticos producida por medios
analiticos tiende a reducir la precision de los pronésticos®. Esto pudiera atribuirse a
alguna desviacion por parte del pronosticador, debido quizd a una tendencia a ser
demasiado optimista o a subestimar La incertidumbre futura. Vale la pena tomar en
consideracién estas técnicas, ya que con frecuencia los ejecutivos consideran su propio
juicio superior a otros métodos de pronodstico, ya que consideran que su conocimiento
del producto, del mercado y del cliente, asi como su vision e informacion interior le
proporciona el mejor prondstico.

Se recomienda tener claras las siguientes preguntas antes de iniciar un proceso para
realizar un prondstico:

= ;Por qué se requiere de los pronosticos?

= ; Quién usard el prondstico y cudles son sus requerimientos especificos?

lespecialista en algin conocimiento

28.

p. 45.
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= ;Qué nivel de detalle o agregacion se requiere y cual es el horizonte de tiempo
apropiado?

= ;Qué datos hay disponibles y seran éstos suficientes para generar el prondstico
requerido?

= ; Qué tan preciso se puede esperar que sea el prondstico?
= ;Se hard el pronéstico a tiempo para ayudar en el proceso de toma de decisiones?

» ;Hay disponible un proceso de retroalimentaciéon para evaluar el prondstico des-
pués de efectuado y para evaluar de acuerdo con ello el proceso de prondstico?

El proceso real de prondstico puede comenzar cuando se formulan y responden ade-
cuadamente las preguntas anteriores. Se debe de tener una retroalimentacion una vez
que el proceso de prondstico estd en marcha, para determinar si se obtuvo la precision
suficiente y si la administracion encuentra ttil y de costo efectivo el prondstico en el
proceso de toma de decisiones.

Se recomienda hacer una revisién periodica en el proceso de prondstico y reconsiderar
los procedimientos que se estan utilizando. Los pasosa seguir pudieran ser los siguientes:

a) Se agregan al banco de datos los valores reales més recientes.

b) Después de esta actualizacién de datos, se recalculan los pardmetros utilizados
en el modelo de prondstico. Por ejemplo, los valores éptimos de las constantes de
ponderacion empleados, ya que tal vez estos pudieran cambiar de forma conside-
rable, al agregar valores de datos mas recientes. O los coeficientes en un analisis de
regresién pudieran cambiar al ajustar diferentes valores de datos en una ecuacion.

¢) Se examina el modelo de prondstico con nuevos pardmetros para una adecuada
precision. Si se juzga que esta precision es suficiente, el modelo se usa como antes,
hasta el siguiente periodo de actualizacién. Si la precisién del prondstico se juzga
inadecuada o marginal, se pueden revisar los patrones en los nuevos datos con la
posibilidad de elegir un nuevo procedimiento de prondstico. Este proceso continia
hasta que se juzga adecuada la precision del modelo elegido, de acuerdo con la
precision de pronéstico de periodos histéricos anteriores.

La idea consiste en establecer limites dentro de los cuales se espera que se ubiquen los
errores generados por el prondstico, si el proceso de prondstico es adecuado. Mientras
que los errores se ubiquen dentro de estos limites aceptables, el proceso de prondstico
continia, tan pronto como un error cae fuera del margen aceptable, la atencién debe
enfocarse en el proceso de pronéstico y deben retomarse los pasos de actualizacion y
revision.

48



Bibliografia

1]

PETER J. BROCKWELL, RICHARD A. DAVIS, Introduction to Time Series and
Forecasting, primera edicién, Springer, New York Estados Unidos, 1996, pp. 45-59,
179-203.

GEORGE C CANAVOS, Probabilidad y estadistica Aplicaciones y métodos, Primera
edicion, Mc Graw Hill, Naucalpan Mexico, 1996, pp. 29,53,57.

CHRIS CHATFIELD, The Analysis of Time Series: An Introduction, sexta edicién,
Chapman Hall/CRC, Florida Estados Unidos, 2003, pp. 33-36, 68, 77-79.

VICTOR M. GUERRERO, Andlisis estadistico de series de tiempo economicas, se-
gunda edicion, Thomson, DF México, 2004, pp. 5-13, 102-110, 128-134, 201-210.

JAMES D. HAMILTON, Time Series Analysisn, primera ediciéon, Princeto University
Pres, New Jersey Estados Unidos, 1994, pp. 76-77.

JOHN E. HANKE, DEAN W WICHERN, Prondsticos en los negocios, novena edi-
cién, Pearson, DF México, 2010, pp. 62-69,79-81, 404-411, 481-483, 503-509.

S. MAKRIDAKIS, The Art and Science of Forecasting, International Journal 01
Forecasting, Vol. 2 (1986), Francia, p. 45

SHELDON M. Ross, A First Course in Probability, novena edicion, Pearson, New
Jersey Estados Unidos, 2009, pp. 22-29, 58-65, 117-123, 232-240.

SHELDON M. Ro0SSs, Introduction to Probability and Statistics for Engineers and
Scientists, quinta edicién, Academic Press, San Diego Estados Unidos, 2014, pp.
57-59, 89-95, 111-118, 235-244.

[10] ROBERT H. SHUMWAY, Time series analysis and its applications with R examples,

tercera edicién, Springer, California Estados Unidos, 2011, pp. 22,57, 102-105, 108-
111, 121-140, 144-154.

[11] WirLLiam W. S. WEI, Time series analysis, univariate and multivariate methods,

segunda edicién, Pearson, Estados Unidos, 2006 pp. 6-15,17-22, 68-74, 88-94, 108-
116, 136-130.

49



Apéndice A
Cdédigos en R

En este apéndice encontraremos los cédigos en R que se mencionan a lo largo del
documento

Librerias, vectores, graficas y estacionariedad

Debido a que R es un software muy usado en la comunidad estadistica, constante-
mente se desarrollan de nuevas librerias que son agregadas a los repositorios de R.
Los paquetes que se usaron para el desarrollo de este documento pueden ser ins-
talados directamente de los repositorios de R de manera gratuita. En el menu de
R, dentro de la opcion de Paquetes. Se encuentra la opcién de instalacién, ahi se-
leccionando cualquier servidor es posible descargar los 3 paquetes necesarios, que
son: MASS, fUnitRoots y forecast. Una vez instaladas estas librerias deben de ser
llamadas al inicio del cédigo.

Cédigo para mandar a llamar a las librerias una vez instaladas

#Librerias necesarias
library (MASS)
library(fUnitRoots)
library(forecast)

#Fin librerias necesarias

Cédigo para la construccién del vector que contiene las ventas del periodo 2012 y
2013

CV=c(8704.83 ,
8471.09 ,
9380.29 ,
10067 .47 ,
10838.13 ,
10188.27 ,
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10488.25 ,
9824.35 ,
9495.84 ,
11565.98 ,
10154.73 ,
8235.75 ,
7232.29 ,
8384.41 ,
9418.43 ,
8261.11 ,
8362.74 ,
8671.63 ,
8361.37 ,
9155.42 ,
9528.27 ,
9404.26 ,
10290.89 ,
8531.74 )

Cédigo para convertir el vector en una serie de tiempo indexada por fecha y para
la construccién de la grafica de datos histéricos.

CV = ts(CV, start=c(2012,1), frequency=12)
plot (CV,type="0o",pch=20,ylab="Ventas (M$MXN)")

Cédigo para la prueba de estacionariedad de Dickey-Fuller aumentada

adfTest (CV)

Transformada de Box-Cox

Cédigo para la determinacién del parametro A de la transformada de Box-Cox

#Crea objeto necesario para ocupar en la funci’on Box-Cox
t=1:1length(x)

plot(t,x)

trend = 1m(x"t)

tCV=1:1length(CV)

plot (tCV,CV,type="o0",pch=20,ylab="")

CVobj = 1m(CV~tCV)

#Fin Crear objeto

#Inicio transformada box cox
boxcox(CVobj, lambda = seq(-3, 3.5, 1/20), plotit = TRUE,
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eps = 1/50, xlab = expression(lambda),ylab = "log-Likelihood")

temp2=boxcox(CVobj, lambda = seq(-3, 3.5, 1/20),

plotit = FALSE, eps = 1/50, xlab = expression(lambda),ylab = "log-Likelihood")
##Escoger lambda con el valor mas alto de log_likehood
lambda2=temp2$x [match (c (max (temp2$y) ) , temp2$y)]

lambda?2

# fin transformada box cox

Transformacion de datos y diferenciacién

Cédigo para aplicar la transformada de Box-Cox a los datos de la serie de tiempo
original.

#Transformaci’on de datos
CV2=(CV~ (lambda2)-1)/lambda?2
plot(CV2,type="o",pch=20,ylab="")
adfTest (CV2)

#Fin Transformaci’on de Datos

Cédigo para primera diferenciacién y prueba de estacionariedad.

#Primera diferencia

Cv2d1<-diff (CV2)
plot(CV2d1,type="0",pch=20,ylab="")

adfTest (CV2d1)

#Fin diferencia y prueba de estacionariedad

ACF, PACF y Ajuste de modelo ARIMA

Cédigo para crear el ACF y PACF de la serie de tiempo

#ACF & PACF

windows () ;par (mfrow=c(1,2)) #2 graficos en una ventana
ic=.9b5#intervalo de confianza

acf (CV2,lag=length(CV2),ci=ic); pacf(CV2,lag=length(CV2),ci=ic)
#Fin ACF & PACF

Cédigo para ajustar los datos a un modelo Arima especifico, en este caso (0,1,1),
(1,1,1) v (0,1,2).

#Ajuste Orden Arima
arima(CV2,order=c(0,1,1))
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arima(CV2,order=c(1,1,1))
arima(CV2,order=c(0,1,2))
#Fin ajuste ARIMA

Pronéstico, verificacion y actualizacién

Cédigo para el prondstico de la serie de tiempo.

#Forecast

windows () ;par (mfrow=c(1,1))

CVari <- arima(CV2, order=c(0,1,2))

CVfore <- forecast.Arima(CVari, h=24, lambda=lambda?2,
seasonal=1list (order=c(0,1,2) ,period=12))

CVfore$x=((lambda2*CVfore$x)+1) " (1/lambda2)

#Fin Forecast

Cédigo para las pruebas de residuales (Verificacion).

#Pruebas ajuste
acf (CVfore$residuals, lag.max=20) #ACF
Box.test (CVfore$residuals, lag=20, type="Ljung-Box") #Prueba de Ljung-Box
#Inicio codigo para crear Histograma con Normal superpuesta
plotForecastErrors <- function(forecasterrors)
{
# make a histogram of the forecast errors:
mybinsize <- IQR(forecasterrors)/4
mysd <- sd(forecasterrors)
mymin <- min(forecasterrors) - mysd*4
mymax <- max(forecasterrors) + mysd*4
# generate normally distributed data with mean
#0 and standard deviation mysd
mynorm <- rnorm(10000, mean=0, sd=mysd)
mymin2 <- min(mynorm)
mymax2 <- max(mynorm)
if (mymin2 < mymin) { mymin <- mymin2 }
if (mymax2 > mymax) { mymax <- mymax2 }
# make a red histogram of the forecast errors,
#with the normally distributed data overlaid:
mybins <- seq(mymin, mymax, mybinsize)
hist(forecasterrors, col="red", freq=FALSE, breaks=mybins)
# freq=FALSE ensures the area under the histogram = 1
# generate normally distributed data with mean O and standard
#deviation mysd
myhist <- hist(mynorm, plot=FALSE, breaks=mybins)
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# plot the normal curve as a blue line on top
of the histogram of forecast errors:
points(myhist$mids, myhist$density, type="1", col="blue", lwd=2)
+
#fin Histograma con Normal superpuesta
plotForecastErrors(CVfore$residuals) #crear Histograma con Normal superpuesta
shapiro.test(CVfore$residuals) #Prueba de Normalidad de Shapiro

qqnorm(CVfore$residuals) #Grafica Normal cuantil cuantil de muestra
qqline(CVfore$residuals) #Grafica Normal cuantil cuantil teorica

HiHH AR RS RS RS RS RS
Codigo para la actualizacién de valores reales.

# Actualizaci’on

plot(CVfore)

#puntos reales

CVupd=c (8202.09 ,

8624.56 ,

9649.79 ,

8577.12 )

CVupd = ts(CVupd, start=c(2014,1), frequency=12)
points(CVupd, cex = 1, col = "black")

#Fin Actualizaci’on

5}
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