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Introduccion

El estudio de las propiedades geométricas de los poliedros comenzé des-
de la época de los griegos. Euclides en sus Elementos, tomando en cuenta las
propiedades de convexidad y finitud, demuestra que solo existen cinco sélidos
regulares (poliedros regulares). A través de los afios la definicion de poliedro se
ha modificado dejando a un lado la convexidad y finitud.

Los poligonos y poliedros son a menudo vistos como objetos geométricos.
Asi mismo sucede con sus generalizaciones a cualquier dimension, los politopos.
Sin embargo, uno de los enfoques mas fructiferos para entender la estructura
de los politopos ha provenido de olvidar dicha geometria. Esto es, considerar
las propiedades puramente combinatorias de los mismos. Asi es como surgen los
politopos abstractos.

El presente trabajo esta enfocado al estudio de algunos poliedros abstractos
(politopos abstractos de rango 3) usando como herramienta la teoria de gra-
ficas. Las CPR graficas o graficas de representacion de permutaciones fueron
introducidas por D. Pellicer en [1]; estas graficas estan asociadas a politopos re-
gulares y son de gran utilidad para encontrar poliedros que tengan como grupo
de automorfismos al grupo simétrico S, o al grupo alternante A,, de orden n.

Es posible generalizar las C PR graficas a poliedros con menor simetria, por
ejemplo a poliedros con dos érbitas en su conjunto de banderas bajo la accién de
su grupo de automorfismos (poliedros de dos orbitas) [2]. Lo anterior se explica
en el Capitulo 1, al igual que las principales propiedades de las C PR graficas y
las definiciones bésicas usadas en este trabajo.

Existen siete clases de poliedros de dos 6rbitas. La més estudiada es la de los
poliedros quirales, para la cual se tienen resultados anédlogos a los presentados
en este trabajo (ver [3]).

En el Capitulo 2 se analiza el concepto de GPR gréfica para poliedros de dos
orbitas de la clase 2p2 y con ello se dardn condiciones para que una digrafica
coloreada por aristas sea una GPR grafica asociada a un poliedro de esta clase.

Por ltimo, en el Capitulo 3 se da una construccion de poliedros de la clase
20,2 con grupo de automorfismos A,,. Los ejemplos que se dan en el presente



trabajo conforman la primera familia de poliedros no toroidales de clase 2 2.
Obteniendo como consecuencia el resultado principal de esta tesina:

Teorema Para cadan <9, A, es el grupo de automorfismos de un poliedro
(abstracto) en la clase 2¢ 3.

Este método puede aplicarse a las cinco clases de poliedros de dos orbitas
restantes y observar cuéles son las propiedades requeridas para las GPR gréficas
en cada caso y con ello obtener ejemplos de poliedros en dichas clases.

Investigacion realizada gracias al Programa de Apoyo a Proyectos de Inves-
tigacion e Innovacion Tecnologica (PAPIIT) de la UNAM, IB101412, Grupos y
graficas asociados a politopos abstractos y IN112511, Poliedros altamente simé-
tricos en espacios de dimensién pequena.



Capitulo 1

Definiciones basicas y
resultados preliminares

Un politopo abstracto de rango n o un n-politopo, con n € N, es un con-
junto parcialmente ordenado (P, <) con una funcién de rango estrictamente
mondtona con imagen {—1,0,1,...,n}. Para 0 < j < n, los elementos de P
de rango j son llamados j-caras, en general a los elementos de P les llamamos
caras. Denotaremos por Fjj a una j-cara. Ademds P debe cumplir las siguientes
propiedades:

(i)

Existen un dnico elemento minimo F_; y un tnico elemento méximo F,,

en P.

Toda cadena maximal posee n + 2 elementos. A una cadena maximal la
llamaremos bandera y al conjunto de banderas de P lo denotaremos por
F(P).

P es fuertemente conexo por banderas; es decir, si ® y ¥ son elementos
de F(P), entonces existe una sucesion finita de banderas de P, digamos
P = Dy, Py,..., P, = U, tal que ®;, P;4; difieren en exactamente un
elemento y ademas ® N ¥ C ®; para toda i € {0,1,...,k}.

Para cualesquiera dos caras F;_; y F;41 de P tales que F;_; < Fj41, hay
exactamente dos caras de rango ¢, F'y G, tales que F;_1 < F,G < F41.

Sean P un n-politopo y ® € F(P). La propiedad (iv) nos indica que para
cadai € {0,1,2,...,n—1} existe una tnica bandera que difiere de ® en la i-cara.
A dicha bandera la llamaremos la bandera i-adyacente de ® y la denotaremos
por @, Definimos ®%1+¥2 = (%)% esta definicién se extiende naturalmente para
cualquier sucesion i1, s, ..., de elementos de {0,1,2,...,n — 1}.

3



4 Capitulo 1. Definiciones basicas y resultados preliminares

Observemos que para i, j € {0,1,2,...,n} tal que |i — j| > 1 se tiene
®hJ = &)t ya que ® y ! comparten las I-caras donde [ € {—1,0,1,...,n}\{i},
en particular, las caras de rango j + 1y j — 1, por lo que ® y &%/ también
comparten todas las caras, excepto la i-cara. Por lo tanto ®7% = ®%J.

A un politopo abstracto de rango 2 se le llama poligono (abstracto), mientras
que a uno de rango 3 se le conoce como poliedro (abstracto).

Figura 1.1: El cubo Q es un poliedro abstracto si lo tomamos como conjunto de
vértices, aristas, caras, el vacio y el total y como relacion de orden la incidencia.

(0,2a)

(—a,a) (a,a)

(0,0)

Figura 1.2: Poliedro regular en el toro.

Sean P y Q dos n-politopos. Un isomorfismo ¥ : P — Q es una funcién
biyectiva de P a Q que preserva incidencias, es decir, si F', G € P tal que F < G,
entonces F'U < GV y ademéas cumple que ¥~! también preserva incidencias.
A un isomorfismo v : P — P de P en él mismo se le llama automorfismo de
P. Al conjunto de autmorfismos de P lo denotamos por I'(P). Es inmediato
ver que I'(P) es un grupo que acttia de manera natural en las caras de P. Mas
atn, la accion de I'(P) en las caras de P induce una accion de T'(P) en F(P),
donde si v € I'(P) y ® € F(P) es tal que & = {F_4, Fy,...,F,}, entonces
Oy ={F_1v, Foy, ..., Foy} € F(P). Es facil ver que la conexidad de P implica
que la accion de T'(P) en F(P) es libre (o semi-regular).
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Sean F'y G dos caras de un n-politopo P. Si F < G 6 G < F diremos que
F' y G son caras incidentes. En caso de tener la incidencia F' < G, al conjunto
de caras {H|F < H < G} le llamamos la seccion G/F de P (si G < F se define
analogamente la seccion F/G de P).

Un p-dgono P es un poligono finito tal que el nimero de 0-caras, y por
lo tanto el namero de 1-caras, es p. Notemos que en un p-adgono I'(P) actua
de manera transitiva sobre F(P). Por lo tanto diremos que P es un poligono
(combinatoriamente) regular.

Un n-politopo es llamado equivelar si para cadai € {1,2,3...,n— 1}, existe
p; € {2,3,4...} U{oo} tal que las secciones determinadas por cualesquiera dos
caras incidentes de rangos i — 2 e 7+ 1 son isomorfas a un p;-dgono. En ese caso
diremos que P tiene simbolo de Schlifli {p1,p2,.-.,Pn—1}-

1.1. Poliedros regulares y de dos érbitas

Consideremos un poliedro P. Diremos que P es regular si I'(P) actua de
manera transitiva sobre F(P). Los poliedros regulares han sido ampliamente
estudiados (ver, por ejemplo [4]) .

Sea P un poliedro regular y ® € F(P) una bandera, a la cual llamaremos
bandera base, entonces

L(P) = (po, p1, p2)

donde pg, p1, p2 son involuciones tales que para cada i € {0, 1,2}, p; es el Gnico
automorfismo que mapea ® a ®¢. A dichos automorfismos los llamaremos gene-
radores distinguidos de T'(P) con respecto a ® y deben cumplir las siguientes
propiedades:

» p? = ¢ para cada i € {0,1,2}.

= (pop2)? =e.

s (pipir1)Pitt = ¢, parai € {0,1} y para algin p;11 € {2,3,...} U {c0}.

Ademas los generadores distinguidos de I'(P) con respecto a ® también sa-
tisfacen la propiedad de interseccion:

{po, p1) N {p1, p2) = {(p1).

Notemos que los poliedros regulares son equivelares y su simbolo de Schlafli
es {p1,p2}-
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Figura 1.3: Poliedro regular con simbolo de Schlafli {3, 3} (tetraedro), visto tanto
como orden parcial como geometricamente con sus generadores distinguidos (en
la representacién geométrica) con respecto a una bandera base ®.

Un poliedro P es llamado de dos drbitas si I'(P) tiene exactamente dos
orbitas sobre el conjunto de banderas F(P). Aunque de estos poliedros no se
sabe tanto como de los regulares, sus propiedades béasicas, junto con sus grupos
de automorfismos fueron estudiados en [2].

S

Figura 1.4: El cuboctaedro es un ejemplo de un poliedro de dos érbitas.

Existen sieten clases de poliedros de dos oOrbitas, a cada una de ellas las
denotaremos por 2y con I C {0,1,2}. Para cada clase se tiene que si P es un
poliedro en la clase 27 y ® es una bandera de P, entonces ®' est4 en la misma
orbita de @, bajo la accion de T'(P), si y solo si i € I.

Con lo anterior se tiene que si P es un poliedro de dos 6rbitas con ® una
bandera base. Entonces las siguientes afrimaciones son equivalentes:

1. P esta en la clase 27,

2. existe p; € I'(P) tal que ®p; = ' si y solosii € I.
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Observemos que para un poliedro P en la clase 25 es posible conocer algunos
elementos de su grupo de automorfismos a través de la configuracion local de
las banderas. Sean ® una bandera base de P, i € I y k ¢ I, entonces ®* y ®*:¢
estan en la misma 6rbita por lo que ® y ®%%* estan en la otra 6rbita. Notemos
que ® y ®*%* son banderas distintas si y solo si |j —i| = 1. Si lo anterior sucede,
entonces existe ay;, € T'(P) tal que Py, = ik, Anéalogamente si j,k ¢ I,
entonces ® y ®7F estan en la misma 6rbita por lo que debe existir o € T(P)
tal que ®aj, = OIF.

Sean P un poliedro de la clase 2; y ® una bandera base de P, entonces se
sabe que el I'(P) esta generado por el siguiente conjunto ([2]):

Gz ={pili € I} U{ajls k ¢ Ty k <j}Ufaglie L,j ¢ Ty |j—il =1}

donde p;, a1 ¥ ¢, ; son los automorfismos antes mencionados.

Una de las siete clases mas estudiada son los poliedros de clase 2y o poliedros
quirales (ver, por ejempo [5]).

[~

AN

Figura 1.5: El toro quiral es un poliedro de clase 2.

La clase que estudiaremos con més detalle en este trabajo es la clase 2( 23,
la cual denotalremos, por simplicidad como 2¢2. En la seccién 1.3 daremos
maés detalle dicha clase, la cual cumple, al igual que en el caso de los poliedros
regulares, que el grupo de automorfismos de los poliedros de esta clase estd
generado por involuciones.

1.2. CPR graficas

Las C' PR graficas o graficas de representacion de permutaciones fueron intro-
ducidas por D. Pellicer en [1]; estas graficas estan asociadas a politopos regulares
de la siguiente manera.
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Sean P un poliedro regular y e : I'(P) — S, un encaje, donde n € N. La
CPR grafica G de P determinada por e es una multigrafica 3-arista coloreada,
con conjunto de vértices V(G) = {1,...,n} tal que ij es una arista en G de
color k, siy solo si (i)pge = j.

Podemos observar que en una C' PR grafica G las aristas de color ¢ forman un
emparejamiento en G dado que p; es una involucion para i € {0,1,2}. Ademas
se tiene que cada componente conexa de la subgrafica generadora de G con
conjunto de aristas de color 0 y 2 es un vértice, una arista, una arista doble o
un ciclo alternante de longitud cuatro (ya que (pop2)? = ¢).

G 1 2
°
8 3
7 4
°
6 5

Figura 1.6: CPR grafica de vértices del cubo.

Denotaremos como G, ... ;.. con {i1,...,im} C {0,1,2} a la subgrafica ge-
neradora de G cuyo conjunto de aristas consta exactamente de las aristas de G
de color i € {i1,...,im}.

El siguente teorema publicado en [1] nos da un criterio para decir cuando
una grafica con ciertas caracteristicas es una C PR grafica.

Teorema 1.2.1 Sea G = Gg,1 2 una grdfica conexa, propiamente 3-arista co-
loreada tal que cada componente conezxa de Go o es un vértice, una arista, una
arista doble o un ciclo alternante de longitud cuatro. Si Go1 (0 G12) tiene dos
componentes conexas con al menos dos vértices tal que el nimero de vértices de
dichas componentes son primos relativos, entonces G es una CPR grifica.

El siguiente lema nos indica cuando A,, es subgrupo del grupo de automor-
fismos de un poliedro regular, ya que se lo podemos aplicar a los vértices de una
CPR grafica de dicho poliedro.

Lema 1.2.1 Sea T' un subgrupo de S,,. Si T' contiene al 3-ciclo (n —2 n—1 n)
y a un subgrupo que actia transitivamente en {1,2,...,n—2} manteniendo fijos
an—1ymn, entonces A, <T.
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Demostracion: Basta probar que I' contiene todos los 3-ciclos. Sean a, by ¢
en X ={1,2,...,n —2}. Como T contiene un subgrupo H que actta transiti-
vamente en X y deja fijos a n — 1 y n, entonces existe un elemnto h, € H tal
que ah, = n — 2. Anélogamnete para b y c existen h, y h. en H, respectiva-
mente. Como ademés (n —2n —1n) € T, entonces (a n —1 n), (b n—1n),
(¢ m—1mn) €T al igual que sus inversos. Ahora, relizamos la siguientes conju-
gaciones:

(nn—1b)lan—1n)(bn—1n)=(abn—1),
bn—1n)lan—1n)(nn—10>b)=(anbd).

Entonces (a n b) y (a b n— 1) son elementos de T'. Por ultimo tenemos que:
(cn=1n)labn—1)nn—1c)=(abec)el. Porlotanto A, <T. m

Sea G una grafica que cumple las hipdtesis del teorema 1.2.1, entonces es
una C' PR gréfica de un poliedro regular P y si ademéas (I'(P))e (con e el encaje
de I'(P) en S,,) cumple las hipotesis del lema 1.2.1, entonces A,, < (I'(P))e.
Contando la paridad del nimero de aristas es facil saber si el grupo de auto-
morfismos del poliegro regular asociado a G es isomorfo a S,, 6 a A,, debido a
que cada arista representa una transposicion.

Con los criterios anteriores en [1] se contruye para cada entero n > 9 una
CPR grafica tal que el poliedro regular asociado a dicha grafica tiene como
grupo de automorfismos a A,,.

1.3. Poliedros de clase 2>

Recordemos que si P es un poliedro de dos orbitas de clase 292 y ® € F(P),
entonces ®, ®° y ®2 estan en la misma 6rbita, mientras que ®' esta en la 6rbita
restante bajo la accion de I'(P).

(U, d) (a,d)

(0,0) (a,0)

Figura 1.7: Ejemplo de una familia de poliedros de clase 2¢ 2 sobre el toro, a
saber, la familia {4,4}?0’3) (0,a) donde a #d y a, d > 0.

a
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Los poliedros de clase 2g 2 son transitivos en vértices y caras, por lo que
son equivelares. Sin embargo son los tinicos poliedros de dos érbitas que no son
transitivos en aristas.

Sea P un poliedro de clase 2¢ 2, con grupo de automorfismos

F(P) = <P07p27a101,04121>,

donde a pg, p2, @101 y @121 son los generadores distinguidos de I'(P) respecto de
una bandera base ® descritos en la seccién 1.1. Entonces tenemos que ®py = ®°,
Ppy = B2, Py = L0 y Pagey = AL

Ademaés, si ® = {F_1, Fo, F1, F», F3} y p es el orden del automorfismo ppaio1,
entonces la seccion Fy/F_1 es un 2p-agono. Esto se debe a que, bajo la accion
de {po,@101), las orbitas de banderas de ® y ®! contienen 2p elementos cada
una, p bajo la accion de poap1 y p bajo la accién de poai01p0, ademas las caras
F_4, F5, F3 se mantienen fijas, por lo que hay 4p banderas en dicha seccion.
Analogamente se puede realizar el analisis anterior para la seccion F3/Fy y q el
orden de ppa21. Por lo tanto el simbolo de Schléfli de P es {2p, 2¢}.

Con lo anterior se tienen las siguientes relaciones:

9(2) P% = 0‘%01 = a%m = € (1.1)
(o1a121)? = (pop2)? = (poa1o1)? = (paaian)? =

Los poliedros de dos orbitas con simbolo de Schlifli {4, 4} sobre el toro fueron
clasificados en [6] en cuatro familias. Los poliedros en una de estas familias son
de clase 2¢ 2. Dichos poliedros se obtienen al realizar el cociente del teselado
cuadrado del plano euclidiano con una subreticula generada por dos vectores
enteros (a,0) y (¢,d), donde ¢ = 0 6 a = 2¢. A esta familia se le denota por
{4, 4}?2:3%((:@). En la figura 1.7 se muestra dicho familia con ¢ = 0. En este caso
si @ = d el poliedro resulta regular, pero como se pide a # d, entonces el poliedro
es de clase 2 2. Se sabe (|2]) que el grupo de automorfismos de un poliedro P

de la familia {4, 4}?2’3) (e.d) ©5tA determinado de la siguente manera:

2 _ 2 _ 2
101 = X121 = (10101121) )

L(P) = (po, p2, 101, 21| py = ps =«
= (pop2)? = (poc101)? = (p20121)
= (a121p0)" = (@121p0)°(p20101)* = €).

Los generadores distinguidos de T'(P), donde P es un poliedro de dos dérbitas
en la clase 20,2, cumplen las siguientes propiedades de interseccion:

(po,a101) N (p2,a121) = {e},

(po, 101) N (po, p2) = (po),

(p2,121) N (po, p2) = (p2), (1.2)
(po,101) N (o1, 121) = (@101),

<p2,04121> N <04101704121> = <04121>-



Capitulo 1. Definiciones basicas y resultados preliminares 11

Sea I' = (po, p2, @101, @121) un grupo tal que sus generadores cumplen (1.1)
y las cinco propiedades de interseccion anteriores. En [2], se demostro que I' es
el grupo de automorfismos de un poliedro de clase 2y 2 o un subgrupo de indice
2 de un poliedro regular. Ademés I es el grupo de automorfismos de un poliedro
regular si y solo si existe un automorfismo & de I' tal que:

polx = o1
p2le = 121 (1.3)
a1 = po '

a121&6 = pa.






Capitulo 2

G PR grafica de poliedros de
clase 2 9

La siguiente definicion generaliza la idea de las C'PR graficas para poliedros
de dos orbitas o regulares.

Definicién 2.0.1 Sean X un conjunto, P un poliedro regular o de dos orbitas
y e un encaje del grupo de automorfismos de P, T' = {(yo,...,v), en Sx. La
grdfica general de representacion de permutaciones (GPR) de P de-
terminada por e es la digrifica G tal que V(G) = X y ub € F(G) con etiqueta
i siy solo si (u)(vie) = v para alguna i € {0,...,1} (siwv,vlt € F(G) y ambos
arcos tienen la etiqueta i diremos que hay una arista uwv con etiqueta ).

En nuestro caso, para los poliedros de clase 2¢ 2, tomaremos vy = po,71 = p2,
Yo = 101 ¥ ¥3 = a121- Observemos que el grupo de automorfimos de un poliedro
de esta clase esta generado por involuciones por lo que al tomar una GPR gréfica
de un poliedro de clase 29 2 resulta ser una grafica (no contiene arcos).

Sea G una grafica 4-arista coloreada en la cual cada conjunto de aristas de
color ¢ es un emparejamiento M; de G y tal que M; difiere de M; en al menos
una pareja de vértices, cuando i # j. En este caso diremos que G es una grdfica
propiamente 4-arista coloreada.

Denotaremos como Gy, ... con {i1,...,im} C {0,1,2,3} a la subgrafica
generadora de G cuyo conjunto de aristas consta exactamente de las aristas de
G de color i € {i1,...,im}.

Notemos que como 7 es involucion para cada k € {0, 1,2, 3}, entonces las
aristas de color k forman un emparejamiento de G y, dado que 7y, 1 conmutan
y que 72,73 también conmutan, se tiene que las posibles configuraciones de

13



14 Capitulo 2. GPR gréfica de poliedros de clase 2¢ 2

las componentes conexas de Gy y Ga2,3 son: un vértice, una arista, un ciclo
alternante de longitud dos o un ciclo alternante de longitud cuatro, como se
muestra en la figura 2.1.

0 0
G— [ ]
1 1
1 0
— o <>
0
1

Figura 2.1: Las cinco configuraciones posibles para las componentes Gg 1 (analo-
gamente se tiene para Ga3).

Sea C una componente conexa de G 3 (0 de G 2). Si C es una trayectoria
representada por las lineas continuas en la figura 2.2, entonces (p2, a121) actia
como el grupo simétrico del [-dgono formado por las lineas punteadas como se
indica en la siguiente figura.

P2 P2
121 @121

Figura 2.2: C' una trayectoria como componente conexa de G 3.

Si C' es un ciclo de longitud 2l > 4, entonces los elementos de la forma
(p2c121)* (v (a121p2)") actiian como una rotacién en los dos I-4gonos formados
como se muestran en la figura 2.3 (los formados por los vértices negros y los
vértices blancos, respectivamente), estas rotaciones son en direcciones opuestas.
Los elementos restantes de (p2,a101) intercambian los vértices de un I-agono
con los vértices del otro con rotaciones en el 2/-4gono, otra vez en direcciones
opuestas.
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Figura 2.3: C' un ciclo como componente conexa de Gy 3.

Sea G una GPR gréfica de un poliedro de clase 2¢ 2. La accién de un elemento
U € (p2, a121) sobre una componente conexa C de G 3 la llamaremos la accion
poligonal de ¥ en C. Analogamente si ¥ € (pg, a101), se tiene la accion poligonal
de ¥ en O una componente conexa de Gy 2. Analizando la accién poligonal en
cada una de las componentes conexas de G153 y de Gp2 podemos obtener los
ordenes de L0101 Y P2(x121-

Los siguientes lemas nos darén criterios para saber cudndo una grafica conexa
con ciertas caracteristicas es una GPR gréfica de un poliedro de clase 2y 2 o de
un poliedro regular.

Teorema 2.0.1 Sea G = Gy, 12,3 una grafica conexa, propiamente 4-arista co-
loreada tal que cada componente conexa de Go1 y de Ga 3 es un vértice, una
arista, una arista doble o un ciclo alternante de longitud cuatro. Si G es tal que
contiene las siguientes subgrdficas:

1. una componente conexa D1 de Go1.2 con b vértices tal que es un cuadrado
alternante de color 0 y 1 con una arista de color 2, donde la trayectoria Ty
formada por la arista de color 1 y la arista de color 2 sea una componente
coneza de G123. A la trayectoria formada por la arista de color 0 y la
arista de color 2 la denotaremos por Ty,

2. una subgrifica inducida conexa Do de Go 1,3 con 6 vértices tal que es un
cuadrado alternante de color 0 y 1 con una trayectoria alternante de lon-
gitud dos de color 0 y 3 como se muestra en la figura 2.4, donde la trayec-
toria de longitud tres formada por las aristas de color 1 y color 3 sea una
componentes coneza de G 3,

entonces G es una GPR grdfica de un poliedro de clase 2¢.2 o de un poliedro
reqular.
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Figura 2.4: Subgréficas D1, T, To y Ds.

Demostracion: Se deben comprobar las propiedades de interseccion (1.2).

i)

ii)

iii)

Sea v € (po, a101) N {po, p2)- Supongamos por contradiccion que vy ¢ {po).
Podemos suponer que v es de la forma (ppai01)* ya que de no serlo,

entonces Ypo € (po,a101) N (po,p2), 7po & (po) y Ypo si seria de dicha
forma.

Por hipoétesis se tiene que Gy ;2 tiene una componente conexa D, tal que
contiene a 75 como se muestra en la figura 2.4. Es claro que 7> es una
componente conexa de Go2. Sea D C D; la componente conexa de Go 1
en G. Observemos que, por la accién poligonal de +, la representacién
ciclica de v en la T consiste en un ciclo de longitud 3 y, ademas, v no
deja fijo a ningan vértice. Como v € {po, p2), entonces v debe ser de la
forma €, po, p2 0 pop2. Sabemos que v ¢ (pg), entonces v es p2 6 pPop2
y en ambos casos las orbitas de los vértices de la componente D constan
de dos elementos. Observemos que lo anterior es una contradiccién, ya
que existen vértices que estan tanto en la componente D como en 75 y la
orbita de los vértices de T es de tamano tres bajo la acciéon de ~. Por lo

que v € {po) y con ello (po, a101) N {po, p2) = (po)-

Sea v € (po,101) N {@101,121). Supongamos por contradiccién que
~v ¢ {a101). De manera similar al caso anterior podemos suponer que <y
es de la forma (poa101)¥.

Por hipoétesis se tiene que Go 2 3 tiene una componente conexa T5. Obser-
vemos que, por la accién poligonal de v, la representacion ciclica de v en
T5 consiste en un ciclo de longitud 3. Notemos que la componente conexa
de G,3 en T5 es una arista de color 2. Por lo tanto la 6rbita de los vértices
de dicha arista bajo la accién de v € (@101, 121) contienen un elemento
o dos. Lo cual es una contradiccién, ya que la érbita de los vértices de la
componente T, son de tamano 3 bajo la acciéon de 7.

Por lo que v € {(a101) y con ello (pg, a101) N {101, @121) = {@101)-

Sea v € (p2,a121) N (@101, a121). Por hipodtesis se tiene que G 2,3 contie-
ne una componente conexa T7. Sea V(T1) = {u,v,w} tal que uv es la
arista de color 1 y vw es la arista de color 2. Observemos que la arista
de color 1 es una componente conexa de G 3 y la arista de color 2 es
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iv)

una componente conexa de G2 3. Ademas dichas componentes se intersec-
tan en v. Supongamos que v ¢ (ai121). Entonces v es ajp1 6 a101121.
Lo cual no es posible ya que v tiene como imagen bajo la accién de
v € (a101,0121) & w, pero v € (p2,a121) y es imposible llegar de v a
w con un camino de colores 1 y 3 en T;. Por lo que v € {aj21) y con ello
(P2, c121) N {101, 121) = (@121).

Sea v € (p2, a121) N {po, p2)- Supongamos por contradiccion que v & (p2).

Por hipotesis se tiene que Gg 1 3 tiene una subgrafica inducida conexa Ds.
A la grafica DoNGo,1 la llamaremos D, mientras que a la grafica DoNGy 3
llamaremos C'. Notemos que v € (pg, p2), entonces vy debe ser de la forma
€, po, P2 0 pop2. Sabemos que v ¢ (p2), entonces vy es pg 6 pop2. En ambos
casos al tomar un vértice de la componente D que también sea parte de la
componente C' podemos observar que su 6rbita no se encuentra contenida
en C. Lo cual es una contradiccion, ya que v € (pa,a121). Por lo que

v € (p2) y con ello (p2, a121) N (po, p2) = (p2).

Sea v € (po, a101) N {p2, a121). Por hipotesis se tiene que Gy 1,2 contiene
una componente conexa D1 y G123 contiene una componente conexa Tj
tal que 71 C Dy. Sea V(T1) = {u,v,w} y V(T2) = {v,w, z} tal que wz es
la arista de color 0, uv es la arista de color 1, vw es la arista de color 2.
Supongamos por contradicciéon que 7y # €.

Observemos que la 6rbita de v bajo la accién de v es de tamano 1 ya que
v € (p2, a121). Por otra parte se tiene que v € (pg, a101). Si 7y es de la forma
(po101)¥, entonces por 7), la érbita de v tendria tamafio 3. Lo cual no es
posible. Por lo que v debe ser de la forma (poalol)kpo o) (alolpo)kalol y
con ello el orden de v tiene que ser dos. En ambos casos si v no deja fijo
a v, entonces la 6rbita de v bajo la accién de v tendria tamano 2, lo cual
es una contradiccion. Es facil observar que si v deja fijo a v, entonces la
orbita de w bajo la accion de v es {w, z}. Como v € {pa, a121), entonces
la 6rbita de w bajo la accion de v es {w} o {w,u} y en ambos casos es
una contradiccion.

Por lo que v = e y con ello {(pg, a101) N {p2, @121) = {€}.

El poder identificar si el poliedro asociado a una grafica con las caractefisticas
del teorema 2.0.1 es regular o de clase 29,2 nos lo da la siguiente proposicion:

Proposicién 2.0.1 Sean P un poliedro regular o de clase 292 y G una GPR
grafica de P con al menos 7 vértices tal que T'(P) induce el grupo simétrico o al
alternante sobre los vértices de G.

Entonces P es reqular si y solo si existe un automorfismo o de G tal que
intercambia las aristas de colores 0 y 2 al mismo tiempo que las aristas de
colores 1 y 3.
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Demostracion: Todo ¥ automorfismo de I'(P) que intercambia py con aqp1 y
p2 CON (121 €s una involucion, es decir, ¥2 deja fijos a los generadores de I'(P).
Recordemos que P es regular si y solo si dicho U existe.

Usando el hecho de que todo automorfismo de S, con n > 7 es un auto-
morfismo interior se tiene que existe ¥ si y solo si es un automorfismo interior
determinado por la conjugacion con una involucién a en Sy (g). Por lo que la
proposicién se sigue.
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Poliedros de clase 22 con
grupos de automorfismos A,

En esta seccién vamos a construir para cadan < 9 una GPR grafica tal que el
poliedro asociado a dicha grafica sera de clase 2 2, con grupo de automorfismos
isomorfo a A,,.

Comenzaremos con la construccion de GPR graficas para n = 1 (mod 8).
En la figura 3.1 se muestra una grafica con las caracteristicas requeridas en
el teorema 2.0.1, por lo que es una GPR gréafica de un poliedro regular o
de un poliedro en la clase 2y 2. Observemos que no existe una permutacién
como se indica en la proposicién 2.0.1, por lo tanto el poliedro asociado a
esta grafica es de clase 202. Notemos que (y27073)* = (101 poa121)? es el
3-ciclo (v7,vs,v9) y que el subgrupo generado por (y27073)® = (a101pocr121)?
v (727173)3 = (a101p20121)? deja fijos a los vértices vg y vg, mientras que actia
transitivamente en {vy,vs,vs, V4, V5, V6, 07} y ademds tiene un namero par de
aristas. Entonces por el lema 1.2.1 el grupo de automorfismos del poliedro que
representa es Ag. Podemos observar que el simbolo de Schlifli de dicho poliedro
es {12,8} ya que el orden de vpvy2 es 6 y el de 13 es 4.

v7 v3

Figura 3.1: GPR graficas asociada a Ag.
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Observemos que si a la grafica de la figura 3.1 le agregamos cuadrados al-
ternantes de color 0 y 1 unidos por aristas de color 3 (ver figura 3.2) y usamos
el 3-ciclo (v27073)%, ¥ = (727073)% v v = (927173)® como en el ejemplo an-
terior, entonces se obtienen GPR graficas de poliedros de clase 2 2. Ademads
si se anade una cantidad par de dichos cuadrados alternantes, debido a que se
estan agregando un nimero par de aristas y cada arista representa una trans-
posicion en S, dichos poliedros tienen grupo de automorfismos isomorfo a A,
conn =1 (mod 8). Por otro lado si a la grafica de la figura 3.1 le agregamos un
ntmero impar de cuadrados alternantes, entonces estamos anadiendo un ndme-
ro impar de aristas. Por lo que se obtienen GPR gréficas de poliedros de clase
20,2 con grupo de automorfismos isomorfo a S, con n =5 (mod 8).

Figura 3.2: GPR gréaficas asociadas a poliedros de clase 2 2 con grupo de auto-
morfismos A, si n =1 (mod 8) 0 S, si n =5 (mod 8).

Si tenemos una G PR gréafica con la estructura que se muestra en la figura 3.2
con n =5 (mod 8), entonces al agregar una arista de color 2 como diagonal de
los cuadrados de color 0 y 1, excepto a los cuadrados de los extremos, obtenemos
GPR graficas con grupos de automorfimos A,, con n =5 (mod 8), en este caso
(727073) ¢ = (@101 pov121)1 es el 3-ciclo (n—2, n—1, n) mientras que el subgrupo

generado por (127073)® = (a101p00121)% ¥ (127173)® = (q101p20121)? deja fijos
a los vértices n y n— 1, mientras que actia transitivamente en {1,2,...,n—2},
ademas dicha grafica tiene un nimero par de aristas. Un ejemplo de lo anterior
se muestra en la figura 3.3.

Figura 3.3: GPR gréaficas asociadas a poliedros de clase 2 2 con grupo de auto-
morfismos A, si n =5 (mod 8).

Estas estructuras se pueden modificar para obtener las graficas asociadas a
A, conn>09.
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Figura 3.4: GPR gréaficas asociadas a poliedros de clase 2 2 con grupo de auto-
morfismos A, si n =2 (mod ).

Figura 3.5: GPR graficas asociadas a poliedros de clase 2g 2 con grupo de auto-
morfismos A, si n = 3 (mod 8).

Figura 3.6: GPR graficas asociadas a poliedros de clase 2 2 con grupo de auto-
morfismos A, si n =0 (mod 8) o n =4 (mod 8).
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Figura 3.7: GPR graficas asociadas a poliedros de clase 2¢ 2 con grupo de auto-
morfismos A, si n =6 (mod 8).

Figura 3.8: GPR graficas asociadas a poliedros de clase 2g 2 con grupo de auto-
morfismos A, si n =6 (mod 8).
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