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Introdu

ión

El estudio de las propiedades geométri
as de los poliedros 
omenzó des-

de la épo
a de los griegos. Eu
lides en sus Elementos, tomando en 
uenta las

propiedades de 
onvexidad y �nitud, demuestra que solo existen 
in
o sólidos

regulares (poliedros regulares). A través de los años la de�ni
ión de poliedro se

ha modi�
ado dejando a un lado la 
onvexidad y �nitud.

Los polígonos y poliedros son a menudo vistos 
omo objetos geométri
os.

Así mismo su
ede 
on sus generaliza
iones a 
ualquier dimensión, los politopos.

Sin embargo, uno de los enfoques más fru
tíferos para entender la estru
tura

de los politopos ha provenido de olvidar di
ha geometría. Esto es, 
onsiderar

las propiedades puramente 
ombinatorias de los mismos. Así es 
omo surgen los

politopos abstra
tos.

El presente trabajo está enfo
ado al estudio de algunos poliedros abstra
tos

(politopos abstra
tos de rango 3) usando 
omo herramienta la teoría de grá-

�
as. Las CPR grá�
as o grá�
as de representa
ión de permuta
iones fueron

introdu
idas por D. Pelli
er en [1℄; estas grá�
as están aso
iadas a politopos re-

gulares y son de gran utilidad para en
ontrar poliedros que tengan 
omo grupo

de automor�smos al grupo simétri
o Sn o al grupo alternante An de orden n.

Es posible generalizar las CPR grá�
as a poliedros 
on menor simetría, por

ejemplo a poliedros 
on dos órbitas en su 
onjunto de banderas bajo la a

ión de

su grupo de automor�smos (poliedros de dos órbitas) [2℄. Lo anterior se expli
a

en el Capítulo 1, al igual que las prin
ipales propiedades de las CPR grá�
as y

las de�ni
iones bási
as usadas en este trabajo.

Existen siete 
lases de poliedros de dos órbitas. La más estudiada es la de los

poliedros quirales, para la 
ual se tienen resultados análogos a los presentados

en este trabajo (ver [3℄).

En el Capítulo 2 se analiza el 
on
epto de GPR grá�
a para poliedros de dos

órbitas de la 
lase 20,2 y 
on ello se darán 
ondi
iones para que una digrá�
a


oloreada por aristas sea una GPR grá�
a aso
iada a un poliedro de esta 
lase.

Por último, en el Capítulo 3 se da una 
onstru

ión de poliedros de la 
lase

20,2 
on grupo de automor�smos An. Los ejemplos que se dan en el presente
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2

trabajo 
onforman la primera familia de poliedros no toroidales de 
lase 20,2.
Obteniendo 
omo 
onse
uen
ia el resultado prin
ipal de esta tesina:

Teorema Para 
ada n ≤ 9, An es el grupo de automor�smos de un poliedro

(abstra
to) en la 
lase 20,2.

Este método puede apli
arse a las 
in
o 
lases de poliedros de dos órbitas

restantes y observar 
uáles son las propiedades requeridas para las GPR grá�
as

en 
ada 
aso y 
on ello obtener ejemplos de poliedros en di
has 
lases.

Investiga
ión realizada gra
ias al Programa de Apoyo a Proye
tos de Inves-

tiga
ión e Innova
ión Te
nológi
a (PAPIIT) de la UNAM, IB101412, Grupos y

grá�
as aso
iados a politopos abstra
tos y IN112511, Poliedros altamente simé-

tri
os en espa
ios de dimensión pequeña.



Capítulo 1

De�ni
iones bási
as y

resultados preliminares

Un politopo abstra
to de rango n o un n-politopo, 
on n ∈ N, es un 
on-

junto par
ialmente ordenado (P ,≤) 
on una fun
ión de rango estri
tamente

monótona 
on imagen {−1, 0, 1, . . . , n}. Para 0 ≤ j < n, los elementos de P
de rango j son llamados j-
aras, en general a los elementos de P les llamamos


aras. Denotaremos por Fj a una j-
ara. Además P debe 
umplir las siguientes

propiedades:

(i) Existen un úni
o elemento mínimo F−1 y un úni
o elemento máximo Fn

en P .

(ii) Toda 
adena maximal posee n + 2 elementos. A una 
adena maximal la

llamaremos bandera y al 
onjunto de banderas de P lo denotaremos por

F(P).

(iii) P es fuertemente 
onexo por banderas; es de
ir, si Φ y Ψ son elementos

de F(P), enton
es existe una su
esión �nita de banderas de P , digamos

Φ = Φ0,Φ1, . . . ,Φk = Ψ, tal que Φi,Φi+1 di�eren en exa
tamente un

elemento y además Φ ∩Ψ ⊂ Φi para toda i ∈ {0, 1, . . . , k}.

(iv) Para 
ualesquiera dos 
aras Fi−1 y Fi+1 de P tales que Fi−1 ≤ Fi+1, hay

exa
tamente dos 
aras de rango i, F y G, tales que Fi−1 < F,G < Fi+1.

Sean P un n-politopo y Φ ∈ F(P). La propiedad (iv) nos indi
a que para


ada i ∈ {0, 1, 2, . . . , n−1} existe una úni
a bandera que di�ere de Φ en la i-
ara.
A di
ha bandera la llamaremos la bandera i-adya
ente de Φ y la denotaremos

por Φi
. De�nimos Φi1,i2 = (Φi1 )i2 , esta de�ni
ión se extiende naturalmente para


ualquier su
esión i1, i2, . . . , ik de elementos de {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

3



4 Capítulo 1. De�ni
iones bási
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Observemos que para i, j ∈ {0, 1, 2, . . . , n} tal que |i − j| > 1 se tiene

Φi,j = Φj,i
, ya que Φ y Φi


omparten las l-
aras donde l ∈ {−1, 0, 1, . . . , n}\{i},
en parti
ular, las 
aras de rango j + 1 y j − 1, por lo que Φj

y Φi,j
también


omparten todas las 
aras, ex
epto la i-
ara. Por lo tanto Φj,i = Φi,j
.

A un politopo abstra
to de rango 2 se le llama polígono (abstra
to), mientras

que a uno de rango 3 se le 
ono
e 
omo poliedro (abstra
to).

b b

b b

b b

bb

Figura 1.1: El 
ubo Q es un poliedro abstra
to si lo tomamos 
omo 
onjunto de

vérti
es, aristas, 
aras, el va
ío y el total y 
omo rela
ión de orden la in
iden
ia.

(0, 0)

(a, a)

(0, 2a)

(−a, a)

b

b

b

b

b b b

b

bb

bb

b

Figura 1.2: Poliedro regular en el toro.

Sean P y Q dos n-politopos. Un isomor�smo Ψ : P −→ Q es una fun
ión

biye
tiva de P a Q que preserva in
iden
ias, es de
ir, si F , G ∈ P tal que F ≤ G,
enton
es FΨ ≤ GΨ y además 
umple que Ψ−1

también preserva in
iden
ias.

A un isomor�smo γ : P −→ P de P en él mismo se le llama automor�smo de

P . Al 
onjunto de autmor�smos de P lo denotamos por Γ(P). Es inmediato

ver que Γ(P) es un grupo que a
túa de manera natural en las 
aras de P . Más

aún, la a

ión de Γ(P) en las 
aras de P indu
e una a

ión de Γ(P) en F(P),
donde si γ ∈ Γ(P) y Φ ∈ F(P) es tal que Φ = {F−1, F0, . . . , Fn}, enton
es
Φγ = {F−1γ, F0γ, . . . , Fnγ} ∈ F(P). Es fá
il ver que la 
onexidad de P impli
a

que la a

ión de Γ(P) en F(P) es libre (o semi-regular).
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Sean F y G dos 
aras de un n-politopo P . Si F ≤ G ó G ≤ F diremos que

F y G son 
aras in
identes. En 
aso de tener la in
iden
ia F ≤ G, al 
onjunto
de 
aras {H |F ≤ H ≤ G} le llamamos la se

ión G/F de P (si G ≤ F se de�ne

análogamente la se

ión F/G de P).

Un p-ágono P es un polígono �nito tal que el número de 0-
aras, y por

lo tanto el número de 1-
aras, es p. Notemos que en un p-ágono Γ(P) a
túa

de manera transitiva sobre F(P). Por lo tanto diremos que P es un polígono

(
ombinatoriamente) regular.

Un n-politopo es llamado equivelar si para 
ada i ∈ {1, 2, 3 . . . , n−1}, existe
pi ∈ {2, 3, 4 . . .} ∪ {∞} tal que las se

iones determinadas por 
ualesquiera dos


aras in
identes de rangos i− 2 e i+1 son isomorfas a un pi-ágono. En ese 
aso

diremos que P tiene símbolo de S
hlä�i {p1, p2, . . . , pn−1}.

1.1. Poliedros regulares y de dos órbitas

Consideremos un poliedro P . Diremos que P es regular si Γ(P) a
túa de

manera transitiva sobre F(P). Los poliedros regulares han sido ampliamente

estudiados (ver, por ejemplo [4℄) .

Sea P un poliedro regular y Φ ∈ F(P) una bandera, a la 
ual llamaremos

bandera base, enton
es

Γ(P) = 〈ρ0, ρ1, ρ2〉

donde ρ0, ρ1, ρ2 son involu
iones tales que para 
ada i ∈ {0, 1, 2}, ρi es el úni
o
automor�smo que mapea Φ a Φi

. A di
hos automor�smos los llamaremos gene-

radores distinguidos de Γ(P) 
on respe
to a Φ y deben 
umplir las siguientes

propiedades:

ρ2i = ǫ para 
ada i ∈ {0, 1, 2}.

(ρ0ρ2)
2 = ǫ.

(ρiρi+1)
pi+1 = ǫ, para i ∈ {0, 1} y para algún pi+1 ∈ {2, 3, . . .} ∪ {∞}.

Además los generadores distinguidos de Γ(P) 
on respe
to a Φ también sa-

tisfa
en la propiedad de interse

ión:

〈ρ0, ρ1〉 ∩ 〈ρ1, ρ2〉 = 〈ρ1〉.

Notemos que los poliedros regulares son equivelares y su símbolo de S
hlä�i

es {p1, p2}.
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ρ1

ρ0ρ2

Φ

b b

b

b

b b b b

bbb b b b

b b b b

b

b

Figura 1.3: Poliedro regular 
on símbolo de S
hlä�i {3, 3} (tetraedro), visto tanto

omo orden par
ial 
omo geometri
amente 
on sus generadores distinguidos (en

la representa
ión geométri
a) 
on respe
to a una bandera base Φ.

Un poliedro P es llamado de dos órbitas si Γ(P) tiene exa
tamente dos

órbitas sobre el 
onjunto de banderas F(P). Aunque de estos poliedros no se

sabe tanto 
omo de los regulares, sus propiedades bási
as, junto 
on sus grupos

de automor�smos fueron estudiados en [2℄.

b

b

b

b

b

b

b

bb

b

b

b

Figura 1.4: El 
ubo
taedro es un ejemplo de un poliedro de dos órbitas.

Existen sieten 
lases de poliedros de dos órbitas, a 
ada una de ellas las

denotaremos por 2I 
on I ( {0, 1, 2}. Para 
ada 
lase se tiene que si P es un

poliedro en la 
lase 2I y Φ es una bandera de P , enton
es Φi
está en la misma

órbita de Φ, bajo la a

ión de Γ(P), si y solo si i ∈ I.

Con lo anterior se tiene que si P es un poliedro de dos órbitas 
on Φ una

bandera base. Enton
es las siguientes afrima
iones son equivalentes:

1. P está en la 
lase 2I ,

2. existe ρi ∈ Γ(P) tal que Φρi = Φi
si y solo si i ∈ I.
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Observemos que para un poliedro P en la 
lase 2I es posible 
ono
er algunos
elementos de su grupo de automor�smos a través de la 
on�gura
ión lo
al de

las banderas. Sean Φ una bandera base de P , i ∈ I y k /∈ I, enton
es Φk
y Φk,i

están en la misma órbita por lo que Φ y Φk,i,k
están en la otra órbita. Notemos

que Φ y Φk,i,k
son banderas distintas si y solo si |j− i| = 1. Si lo anterior su
ede,

enton
es existe αkik ∈ Γ(P) tal que Φαkik = Φk,i,k
. Análogamente si j,k /∈ I,

enton
es Φ y Φj,k
están en la misma órbita por lo que debe existir αjk ∈ Γ(P)

tal que Φαjk = Φj,k
.

Sean P un poliedro de la 
lase 2I y Φ una bandera base de P , enton
es se
sabe que el Γ(P) esta generado por el siguiente 
onjunto ([2℄):

GI = {ρi|i ∈ I} ∪ {αjk|j, k /∈ I y k < j} ∪ {αjij |i ∈ I, j /∈ I y |j − i| = 1}

donde ρi, αj,k y αj,i,j son los automor�smos antes men
ionados.

Una de las siete 
lases más estudiada son los poliedros de 
lase 2∅ o poliedros

quirales (ver, por ejempo [5℄).

b

b

b

b

b b

bb

Figura 1.5: El toro quiral es un poliedro de 
lase 2∅.

La 
lase que estudiaremos 
on más detalle en este trabajo es la 
lase 2{0,2},
la 
ual denotalremos, por simpli
idad 
omo 20,2. En la se

ión 1.3 daremos

más detalle di
ha 
lase, la 
ual 
umple, al igual que en el 
aso de los poliedros

regulares, que el grupo de automor�smos de los poliedros de esta 
lase está

generado por involu
iones.

1.2. CPR grá�
as

Las CPR grá�
as o grá�
as de representa
ión de permuta
iones fueron intro-

du
idas por D. Pelli
er en [1℄; estas grá�
as están aso
iadas a politopos regulares

de la siguiente manera.
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Sean P un poliedro regular y e : Γ(P) → Sn un en
aje, donde n ∈ N. La

CPR grá�
a G de P determinada por e es una multigrá�
a 3-arista 
oloreada,


on 
onjunto de vérti
es V (G) = {1, . . . , n} tal que ij es una arista en G de


olor k, si y solo si (i)ρke = j.

Podemos observar que en una CPR grá�
aG las aristas de 
olor i forman un

emparejamiento en G dado que ρi es una involu
ión para i ∈ {0, 1, 2}. Además

se tiene que 
ada 
omponente 
onexa de la subgrá�
a generadora de G 
on


onjunto de aristas de 
olor 0 y 2 es un vérti
e, una arista, una arista doble o

un 
i
lo alternante de longitud 
uatro (ya que (ρ0ρ2)
2 = ǫ).

G 1 2

3

4

56

7

8

b b

b

b

bb

b

b

Figura 1.6: CPR grá�
a de vérti
es del 
ubo.

Denotaremos 
omo Gi1,...,im 
on {i1, . . . , im} ⊆ {0, 1, 2} a la subgrá�
a ge-

neradora de G 
uyo 
onjunto de aristas 
onsta exa
tamente de las aristas de G
de 
olor i ∈ {i1, . . . , im}.

El siguente teorema publi
ado en [1℄ nos da un 
riterio para de
ir 
uándo

una grá�
a 
on 
iertas 
ara
terísti
as es una CPR grá�
a.

Teorema 1.2.1 Sea G = G0,1,2 una grá�
a 
onexa, propiamente 3-arista 
o-

loreada tal que 
ada 
omponente 
onexa de G0,2 es un vérti
e, una arista, una

arista doble o un 
i
lo alternante de longitud 
uatro. Si G0,1 (o G1,2) tiene dos


omponentes 
onexas 
on al menos dos vérti
es tal que el número de vérti
es de

di
has 
omponentes son primos relativos, enton
es G es una CPR grá�
a.

El siguiente lema nos indi
a 
uando An es subgrupo del grupo de automor-

�smos de un poliedro regular, ya que se lo podemos apli
ar a los vérti
es de una

CPR grá�
a de di
ho poliedro.

Lema 1.2.1 Sea Γ un subgrupo de Sn. Si Γ 
ontiene al 3-
i
lo (n− 2 n− 1 n)
y a un subgrupo que a
túa transitivamente en {1, 2, . . . , n−2} manteniendo �jos

a n− 1 y n, enton
es An ≤ Γ.
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Demostra
ión: Basta probar que Γ 
ontiene todos los 3-
i
los. Sean a, b y c
en X = {1, 2, . . . , n − 2}. Como Γ 
ontiene un subgrupo H que a
túa transiti-

vamente en X y deja �jos a n − 1 y n, enton
es existe un elemnto ha ∈ H tal

que aha = n − 2. Análogamnete para b y c existen hb y hc en H , respe
tiva-

mente. Como además (n − 2 n − 1 n) ∈ Γ, enton
es (a n − 1 n), (b n − 1 n),
(c n− 1 n) ∈ Γ al igual que sus inversos. Ahora, relizamos la siguientes 
onju-

ga
iones:

(n n− 1 b)(a n− 1 n)(b n− 1 n) = (a b n− 1),
(b n− 1 n)(a n− 1 n)(n n− 1 b) = (a n b).

Enton
es (a n b) y (a b n− 1) son elementos de Γ. Por último tenemos que:

(c n− 1 n)(a b n− 1)(n n− 1 c) = (a b c) ∈ Γ. Por lo tanto An ≤ Γ.

Sea G una grá�
a que 
umple las hipótesis del teorema 1.2.1, enton
es es

una CPR grá�
a de un poliedro regular P y si además (Γ(P))e (
on e el en
aje
de Γ(P) en Sn) 
umple las hipótesis del lema 1.2.1, enton
es An ≤ (Γ(P))e.
Contando la paridad del número de aristas es fá
il saber si el grupo de auto-

mor�smos del poliegro regular aso
iado a G es isomorfo a Sn ó a An debido a

que 
ada arista representa una transposi
ión.

Con los 
riterios anteriores en [1℄ se 
ontruye para 
ada entero n ≥ 9 una

CPR grá�
a tal que el poliedro regular aso
iado a di
ha grá�
a tiene 
omo

grupo de automor�smos a An.

1.3. Poliedros de 
lase 20,2

Re
ordemos que si P es un poliedro de dos órbitas de 
lase 20,2 y Φ ∈ F(P),
enton
es Φ, Φ0

y Φ2
están en la misma órbita, mientras que Φ1

está en la órbita

restante bajo la a

ión de Γ(P).

(0, 0) (a, 0)

(a, d)(0, d)
b

b b

b

b b

b

b

b

b

b b

Figura 1.7: Ejemplo de una familia de poliedros de 
lase 20,2 sobre el toro, a

saber, la familia {4, 4}
20,2
(a,0),(0,d) donde a 6= d y a, d > 0.
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Los poliedros de 
lase 20,2 son transitivos en vérti
es y 
aras, por lo que

son equivelares. Sin embargo son los úni
os poliedros de dos órbitas que no son

transitivos en aristas.

Sea P un poliedro de 
lase 20,2, 
on grupo de automor�smos

Γ(P) = 〈ρ0, ρ2, α101, α121〉,

donde a ρ0, ρ2, α101 y α121 son los generadores distinguidos de Γ(P) respe
to de
una bandera base Φ des
ritos en la se

ión 1.1. Enton
es tenemos que Φρ0 = Φ0

,

Φρ2 = Φ2
, Φα101 = Φ1,0,1

y Φα121 = Φ1,2,1
.

Además, si Φ = {F−1, F0, F1, F2, F3} y p es el orden del automor�smo ρ0α101,

enton
es la se

ión F2/F−1 es un 2p-ágono. Esto se debe a que, bajo la a

ión

de 〈ρ0, α101〉, las órbitas de banderas de Φ y Φ1

ontienen 2p elementos 
ada

una, p bajo la a

ión de ρ0α101 y p bajo la a

ión de ρ0α101ρ0, además las 
aras

F−1, F2, F3 se mantienen �jas, por lo que hay 4p banderas en di
ha se

ión.

Análogamente se puede realizar el análisis anterior para la se

ión F3/F0 y q el

orden de ρ0α121. Por lo tanto el símbolo de S
hlä�i de P es {2p, 2q}.

Con lo anterior se tienen las siguientes rela
iones:

ρ20 = ρ22 = α2
101 = α2

121 = ǫ,
(α101α121)

2 = (ρ0ρ2)
2 = (ρ0α101)

p = (ρ2α121)
q = ǫ.

(1.1)

Los poliedros de dos órbitas 
on símbolo de S
hlä�i {4, 4} sobre el toro fueron

lasi�
ados en [6℄ en 
uatro familias. Los poliedros en una de estas familias son

de 
lase 20,2. Di
hos poliedros se obtienen al realizar el 
o
iente del teselado


uadrado del plano eu
lidiano 
on una subretí
ula generada por dos ve
tores

enteros (a, 0) y (c, d), donde c = 0 ó a = 2c. A esta familia se le denota por

{4, 4}
20,2
(a,0),(c,d). En la �gura 1.7 se muestra di
ho familia 
on c = 0. En este 
aso

si a = d el poliedro resulta regular, pero 
omo se pide a 6= d, enton
es el poliedro
es de 
lase 20,2. Se sabe ([2℄) que el grupo de automor�smos de un poliedro P

de la familia {4, 4}
20,2
(a,0),(c,d) está determinado de la siguente manera:

Γ(P) = 〈ρ0, ρ2, α101, α121| ρ20 = ρ22 = α2
101 = α2

121 = (α101α121)
2

= (ρ0ρ2)
2 = (ρ0α101)

2 = (ρ2α121)
2

= (α121ρ0)
a = (α121ρ0)

c(ρ2α101)
d = ǫ〉.

Los generadores distinguidos de Γ(P), donde P es un poliedro de dos órbitas

en la 
lase 20,2, 
umplen las siguientes propiedades de interse

ión:

〈ρ0, α101〉 ∩ 〈ρ2, α121〉 = {ǫ},
〈ρ0, α101〉 ∩ 〈ρ0, ρ2〉 = 〈ρ0〉,
〈ρ2, α121〉 ∩ 〈ρ0, ρ2〉 = 〈ρ2〉,
〈ρ0, α101〉 ∩ 〈α101, α121〉 = 〈α101〉,
〈ρ2, α121〉 ∩ 〈α101, α121〉 = 〈α121〉.

(1.2)
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Sea Γ = 〈ρ0, ρ2, α101, α121〉 un grupo tal que sus generadores 
umplen (1.1)

y las 
in
o propiedades de interse

ión anteriores. En [2℄, se demostró que Γ es

el grupo de automor�smos de un poliedro de 
lase 20,2 o un subgrupo de índi
e

2 de un poliedro regular. Además Γ es el grupo de automor�smos de un poliedro

regular si y solo si existe un automor�smo α̂ de Γ tal que:

ρ0α̂ = α101

ρ2α̂ = α121

α101α̂ = ρ0
α121α̂ = ρ2.

(1.3)





Capítulo 2

GPR grá�
a de poliedros de


lase 20,2

La siguiente de�ni
ión generaliza la idea de las CPR grá�
as para poliedros

de dos órbitas o regulares.

De�ni
ión 2.0.1 Sean X un 
onjunto, P un poliedro regular o de dos órbitas

y e un en
aje del grupo de automor�smos de P, Γ = 〈γ0, . . . , γl〉, en SX . La

grá�
a general de representa
ión de permuta
iones (GPR) de P de-

terminada por e es la digrá�
a G tal que V (G) = X y ~uv ∈ F (G) 
on etiqueta

i si y solo si (u)(γie) = v para alguna i ∈ {0, . . . , l} (si ~uv, ~vu ∈ F (G) y ambos

ar
os tienen la etiqueta i diremos que hay una arista uv 
on etiqueta i).

En nuestro 
aso, para los poliedros de 
lase 20,2, tomaremos γ0 = ρ0,γ1 = ρ2,
γ2 = α101 y γ3 = α121. Observemos que el grupo de automor�mos de un poliedro

de esta 
lase está generado por involu
iones por lo que al tomar una GPR grá�
a

de un poliedro de 
lase 20,2 resulta ser una grá�
a (no 
ontiene ar
os).

Sea G una grá�
a 4-arista 
oloreada en la 
ual 
ada 
onjunto de aristas de


olor i es un emparejamiento Mi de G y tal que Mi di�ere de Mj en al menos

una pareja de vérti
es, 
uando i 6= j. En este 
aso diremos que G es una grá�
a

propiamente 4-arista 
oloreada.

Denotaremos 
omo Gi1,...,im 
on {i1, . . . , im} ⊆ {0, 1, 2, 3} a la subgrá�
a

generadora de G 
uyo 
onjunto de aristas 
onsta exa
tamente de las aristas de

G de 
olor i ∈ {i1, . . . , im}.

Notemos que 
omo γk es involu
ión para 
ada k ∈ {0, 1, 2, 3}, enton
es las
aristas de 
olor k forman un emparejamiento de G y, dado que γ0, γ1 
onmutan

y que γ2, γ3 también 
onmutan, se tiene que las posibles 
on�gura
iones de

13
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las 
omponentes 
onexas de G0,1 y G2,3 son: un vérti
e, una arista, un 
i
lo

alternante de longitud dos o un 
i
lo alternante de longitud 
uatro, 
omo se

muestra en la �gura 2.1.

0

1 0

1

0

0

1 1

b b

b b b b

b b

b

b

b

Figura 2.1: Las 
in
o 
on�gura
iones posibles para las 
omponentes G0,1 (análo-

gamente se tiene para G2,3).

Sea C una 
omponente 
onexa de G1,3 (o de G0,2). Si C es una traye
toria

representada por las líneas 
ontinuas en la �gura 2.2, enton
es 〈ρ2, α121〉 a
túa

omo el grupo simétri
o del l-ágono formado por las líneas punteadas 
omo se

indi
a en la siguiente �gura.

ρ2
α121

ρ2
α121

b b

b b

b b

b

b

b

bb

b

b

Figura 2.2: C una traye
toria 
omo 
omponente 
onexa de G1,3.

Si C es un 
i
lo de longitud 2l ≥ 4, enton
es los elementos de la forma

(ρ2α121)
k
(y (α121ρ2)

k
) a
túan 
omo una rota
ión en los dos l-ágonos formados


omo se muestran en la �gura 2.3 (los formados por los vérti
es negros y los

vérti
es blan
os, respe
tivamente), estas rota
iones son en dire

iones opuestas.

Los elementos restantes de 〈ρ2, α121〉 inter
ambian los vérti
es de un l-ágono

on los vérti
es del otro 
on rota
iones en el 2l-ágono, otra vez en dire

iones

opuestas.
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bc b

bc

b

bcb

bc

b

Figura 2.3: C un 
i
lo 
omo 
omponente 
onexa de G1,3.

SeaG unaGPR grá�
a de un poliedro de 
lase 20,2. La a

ión de un elemento

Ψ ∈ 〈ρ2, α121〉 sobre una 
omponente 
onexa C de G1,3 la llamaremos la a

ión

poligonal de Ψ en C. Análogamente si Ψ ∈ 〈ρ0, α101〉, se tiene la a

ión poligonal

de Ψ en O una 
omponente 
onexa de G0,2. Analizando la a

ión poligonal en


ada una de las 
omponentes 
onexas de G1,3 y de G0,2 podemos obtener los

órdenes de ρ0α101 y ρ2α121.

Los siguientes lemas nos darán 
riterios para saber 
uándo una grá�
a 
onexa


on 
iertas 
ara
terísti
as es una GPR grá�
a de un poliedro de 
lase 20,2 o de

un poliedro regular.

Teorema 2.0.1 Sea G = G0,1,2,3 una grá�
a 
onexa, propiamente 4-arista 
o-

loreada tal que 
ada 
omponente 
onexa de G0,1 y de G2,3 es un vérti
e, una

arista, una arista doble o un 
i
lo alternante de longitud 
uatro. Si G es tal que


ontiene las siguientes subgrá�
as:

1. una 
omponente 
onexa D1 de G0,1,2 
on 5 vérti
es tal que es un 
uadrado

alternante de 
olor 0 y 1 
on una arista de 
olor 2, donde la traye
toria T1

formada por la arista de 
olor 1 y la arista de 
olor 2 sea una 
omponente


onexa de G1,2,3. A la traye
toria formada por la arista de 
olor 0 y la

arista de 
olor 2 la denotaremos por T2,

2. una subgrá�
a indu
ida 
onexa D2 de G0,1,3 
on 6 vérti
es tal que es un


uadrado alternante de 
olor 0 y 1 
on una traye
toria alternante de lon-

gitud dos de 
olor 0 y 3 
omo se muestra en la �gura 2.4, donde la traye
-

toria de longitud tres formada por las aristas de 
olor 1 y 
olor 3 sea una


omponentes 
onexa de G1,3,

enton
es G es una GPR grá�
a de un poliedro de 
lase 20,2 o de un poliedro

regular.
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D1

0

0

1

1

2

T1

0
2

T2

2

1

D2

3

1 1

10

0

b b

b

b

b b b

b

b b

b

b

b

b

b

b

b

Figura 2.4: Subgrá�
as D1, T1, T2 y D2.

Demostra
ión: Se deben 
omprobar las propiedades de interse

ión (1.2).

i) Sea γ ∈ 〈ρ0, α101〉 ∩ 〈ρ0, ρ2〉. Supongamos por 
ontradi

ión que γ /∈ 〈ρ0〉.
Podemos suponer que γ es de la forma (ρ0α101)

k
ya que de no serlo,

enton
es γρ0 ∈ 〈ρ0, α101〉 ∩ 〈ρ0, ρ2〉, γρ0 /∈ 〈ρ0〉 y γρ0 sí sería de di
ha

forma.

Por hipótesis se tiene que G0,1,2 tiene una 
omponente 
onexa D1 tal que


ontiene a T2 
omo se muestra en la �gura 2.4. Es 
laro que T2 es una


omponente 
onexa de G0,2. Sea D ⊂ D1 la 
omponente 
onexa de G0,1

en G. Observemos que, por la a

ión poligonal de γ, la representa
ión


í
li
a de γ en la T2 
onsiste en un 
i
lo de longitud 3 y, además, γ no

deja �jo a ningún vérti
e. Como γ ∈ 〈ρ0, ρ2〉, enton
es γ debe ser de la

forma ǫ, ρ0, ρ2 ó ρ0ρ2. Sabemos que γ /∈ 〈ρ0〉, enton
es γ es ρ2 ó ρ0ρ2
y en ambos 
asos las órbitas de los vérti
es de la 
omponente D 
onstan

de dos elementos. Observemos que lo anterior es una 
ontradi

ión, ya

que existen vérti
es que están tanto en la 
omponente D 
omo en T2 y la

órbita de los vérti
es de T2 es de tamaño tres bajo la a

ión de γ. Por lo
que γ ∈ 〈ρ0〉 y 
on ello 〈ρ0, α101〉 ∩ 〈ρ0, ρ2〉 = 〈ρ0〉.

ii) Sea γ ∈ 〈ρ0, α101〉 ∩ 〈α101, α121〉. Supongamos por 
ontradi

ión que

γ /∈ 〈α101〉. De manera similar al 
aso anterior podemos suponer que γ
es de la forma (ρ0α101)

k
.

Por hipótesis se tiene que G0,2,3 tiene una 
omponente 
onexa T2. Obser-

vemos que, por la a

ión poligonal de γ, la representa
ión 
í
li
a de γ en

T2 
onsiste en un 
i
lo de longitud 3. Notemos que la 
omponente 
onexa

de G2,3 en T2 es una arista de 
olor 2. Por lo tanto la órbita de los vérti
es
de di
ha arista bajo la a

ión de γ ∈ 〈α101, α121〉 
ontienen un elemento

o dos. Lo 
ual es una 
ontradi

ión, ya que la órbita de los vérti
es de la


omponente T2 son de tamaño 3 bajo la a

ión de γ.

Por lo que γ ∈ 〈α101〉 y 
on ello 〈ρ0, α101〉 ∩ 〈α101, α121〉 = 〈α101〉.

iii) Sea γ ∈ 〈ρ2, α121〉 ∩ 〈α101, α121〉. Por hipótesis se tiene que G1,2,3 
ontie-

ne una 
omponente 
onexa T1. Sea V (T1) = {u, v, w} tal que uv es la

arista de 
olor 1 y vw es la arista de 
olor 2. Observemos que la arista

de 
olor 1 es una 
omponente 
onexa de G1,3 y la arista de 
olor 2 es
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una 
omponente 
onexa de G2,3. Además di
has 
omponentes se interse
-

tan en v. Supongamos que γ /∈ 〈α121〉. Enton
es γ es α101 ó α101α121.

Lo 
ual no es posible ya que v tiene 
omo imagen bajo la a

ión de

γ ∈ 〈α101, α121〉 a w, pero γ ∈ 〈ρ2, α121〉 y es imposible llegar de v a

w 
on un 
amino de 
olores 1 y 3 en T1. Por lo que γ ∈ 〈α121〉 y 
on ello

〈ρ2, α121〉 ∩ 〈α101, α121〉 = 〈α121〉.

iv) Sea γ ∈ 〈ρ2, α121〉 ∩ 〈ρ0, ρ2〉. Supongamos por 
ontradi

ión que γ /∈ 〈ρ2〉.

Por hipótesis se tiene que G0,1,3 tiene una subgrá�
a indu
ida 
onexa D2.

A la grá�
aD2∩G0,1 la llamaremosD, mientras que a la grá�
aD2∩G1,3

llamaremos C. Notemos que γ ∈ 〈ρ0, ρ2〉, enton
es γ debe ser de la forma

ǫ, ρ0, ρ2 ó ρ0ρ2. Sabemos que γ /∈ 〈ρ2〉, enton
es γ es ρ0 ó ρ0ρ2. En ambos


asos al tomar un vérti
e de la 
omponente D que también sea parte de la


omponente C podemos observar que su órbita no se en
uentra 
ontenida

en C. Lo 
ual es una 
ontradi

ión, ya que γ ∈ 〈ρ2, α121〉. Por lo que

γ ∈ 〈ρ2〉 y 
on ello 〈ρ2, α121〉 ∩ 〈ρ0, ρ2〉 = 〈ρ2〉.

v) Sea γ ∈ 〈ρ0, α101〉 ∩ 〈ρ2, α121〉. Por hipótesis se tiene que G0,1,2 
ontiene

una 
omponente 
onexa D1 y G1,2,3 
ontiene una 
omponente 
onexa T1

tal que T1 ⊂ D1. Sea V (T1) = {u, v, w} y V (T2) = {v, w, z} tal que wz es

la arista de 
olor 0, uv es la arista de 
olor 1, vw es la arista de 
olor 2.
Supongamos por 
ontradi

ión que γ 6= ǫ.

Observemos que la órbita de v bajo la a

ión de γ es de tamaño 1 ya que

γ ∈ 〈ρ2, α121〉. Por otra parte se tiene que γ ∈ 〈ρ0, α101〉. Si γ es de la forma

(ρ0α101)
k
, enton
es por i), la órbita de v tendría tamaño 3. Lo 
ual no es

posible. Por lo que γ debe ser de la forma (ρ0α101)
kρ0 o (α101ρ0)

kα101 y


on ello el orden de γ tiene que ser dos. En ambos 
asos si γ no deja �jo

a v, enton
es la órbita de v bajo la a

ión de γ tendría tamaño 2, lo 
ual

es una 
ontradi

ión. Es fá
il observar que si γ deja �jo a v, enton
es la
órbita de w bajo la a

ión de γ es {w, z}. Como γ ∈ 〈ρ2, α121〉, enton
es
la órbita de w bajo la a

ión de γ es {w} o {w, u} y en ambos 
asos es

una 
ontradi

ión.

Por lo que γ = ǫ y 
on ello 〈ρ0, α101〉 ∩ 〈ρ2, α121〉 = {ǫ}.

El poder identi�
ar si el poliedro aso
iado a una grá�
a 
on las 
ara
te¯isti
as

del teorema 2.0.1 es regular o de 
lase 20,2 nos lo da la siguiente proposi
ión:

Proposi
ión 2.0.1 Sean P un poliedro regular o de 
lase 20,2 y G una GPR
grá�
a de P 
on al menos 7 vérti
es tal que Γ(P) indu
e el grupo simétri
o o al

alternante sobre los vérti
es de G.

Enton
es P es regular si y solo si existe un automor�smo α de G tal que

inter
ambia las aristas de 
olores 0 y 2 al mismo tiempo que las aristas de


olores 1 y 3.
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Demostra
ión: Todo Ψ automor�smo de Γ(P) que inter
ambia ρ0 
on α101 y

ρ2 
on α121 es una involu
ión, es de
ir, Ψ2
deja �jos a los generadores de Γ(P).

Re
ordemos que P es regular si y solo si di
ho Ψ existe.

Usando el he
ho de que todo automor�smo de Sn 
on n ≥ 7 es un auto-

mor�smo interior se tiene que existe Ψ si y solo si es un automor�smo interior

determinado por la 
onjuga
ión 
on una involu
ión α en SV (G). Por lo que la

proposi
ión se sigue.



Capítulo 3

Poliedros de 
lase 20,2 
on

grupos de automor�smos An

En esta se

ión vamos a 
onstruir para 
ada n ≤ 9 unaGPR grá�
a tal que el

poliedro aso
iado a di
ha grá�
a será de 
lase 20,2, 
on grupo de automor�smos

isomorfo a An.

Comenzaremos 
on la 
onstru

ión de GPR grá�
as para n ≡ 1 (mod 8).
En la �gura 3.1 se muestra una grá�
a 
on las 
ara
terísti
as requeridas en

el teorema 2.0.1, por lo que es una GPR grá�
a de un poliedro regular o

de un poliedro en la 
lase 20,2. Observemos que no existe una permuta
ión


omo se indi
a en la proposi
ión 2.0.1, por lo tanto el poliedro aso
iado a

esta grá�
a es de 
lase 20,2. Notemos que (γ2γ0γ3)
4 = (α101ρ0α121)

4
es el

3-
i
lo (v7, v8, v9) y que el subgrupo generado por (γ2γ0γ3)
3 = (α101ρ0α121)

3

y (γ2γ1γ3)
3 = (α101ρ2α121)

3
deja �jos a los vérti
es v8 y v9, mientras que a
túa

transitivamente en {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7} y además tiene un número par de

aristas. Enton
es por el lema 1.2.1 el grupo de automor�smos del poliedro que

representa es A9. Podemos observar que el símbolo de S
hlä�i de di
ho poliedro

es {12, 8} ya que el orden de γ0γ2 es 6 y el de γ1γ3 es 4.

v9

v8

v7

v6

v5 v4

v3

v2

v1

2

0

0

0

0

3

1

1

1

1

b

b

b

b

b b

b

b

b

Figura 3.1: GPR grá�
as aso
iada a A9.
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Observemos que si a la grá�
a de la �gura 3.1 le agregamos 
uadrados al-

ternantes de 
olor 0 y 1 unidos por aristas de 
olor 3 (ver �gura 3.2) y usamos

el 3-
i
lo (γ2γ0γ3)
4
, Ψ = (γ2γ0γ3)

3
y γ = (γ2γ1γ3)

3

omo en el ejemplo an-

terior, enton
es se obtienen GPR grá�
as de poliedros de 
lase 20,2. Además

si se añade una 
antidad par de di
hos 
uadrados alternantes, debido a que se

están agregando un número par de aristas y 
ada arista representa una trans-

posi
ión en Sn, di
hos poliedros tienen grupo de automor�smos isomorfo a An


on n ≡ 1 (mod 8). Por otro lado si a la grá�
a de la �gura 3.1 le agregamos un

número impar de 
uadrados alternantes, enton
es estamos añadiendo un núme-

ro impar de aristas. Por lo que se obtienen GPR grá�
as de poliedros de 
lase

20,2 
on grupo de automor�smos isomorfo a Sn 
on n ≡ 5 (mod 8).

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b

b

b

b b bb b
2

0

0

0

0

3 3 3

1

1

1

1 0

0 1

1

Figura 3.2: GPR grá�
as aso
iadas a poliedros de 
lase 20,2 
on grupo de auto-

mor�smos An si n ≡ 1 (mod 8) o Sn si n ≡ 5 (mod 8).

Si tenemos una GPR grá�
a 
on la estru
tura que se muestra en la �gura 3.2


on n ≡ 5 (mod 8), enton
es al agregar una arista de 
olor 2 
omo diagonal de

los 
uadrados de 
olor 0 y 1, ex
epto a los 
uadrados de los extremos, obtenemos

GPR grá�
as 
on grupos de automor�mos An 
on n ≡ 5 (mod 8), en este 
aso

(γ2γ0γ3)
16 = (α101ρ0α121)

16
es el 3-
i
lo (n−2, n−1, n)mientras que el subgrupo

generado por (γ2γ0γ3)
3 = (α101ρ0α121)

3
y (γ2γ1γ3)

3 = (α101ρ2α121)
3
deja �jos

a los vérti
es n y n− 1, mientras que a
túa transitivamente en {1, 2, . . . , n− 2},
además di
ha grá�
a tiene un número par de aristas. Un ejemplo de lo anterior

se muestra en la �gura 3.3.

b

b

b

bb

b

b

b

b b

b

b

b

b

b

b

bb

b b b b b
2

2 2

0

0

0

0

3 3 3 3

1

1

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1

vn

vn−1

vn−2

Figura 3.3: GPR grá�
as aso
iadas a poliedros de 
lase 20,2 
on grupo de auto-

mor�smos An si n ≡ 5 (mod 8).

Estas estru
turas se pueden modi�
ar para obtener las grá�
as aso
iadas a

An 
on n ≥ 9.
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Figura 3.4: GPR grá�
as aso
iadas a poliedros de 
lase 20,2 
on grupo de auto-

mor�smos An si n ≡ 2 (mod 8).
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Figura 3.5: GPR grá�
as aso
iadas a poliedros de 
lase 20,2 
on grupo de auto-

mor�smos An si n ≡ 3 (mod 8).
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Figura 3.6: GPR grá�
as aso
iadas a poliedros de 
lase 20,2 
on grupo de auto-

mor�smos An si n ≡ 0 (mod 8) o n ≡ 4 (mod 8).
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Figura 3.7: GPR grá�
as aso
iadas a poliedros de 
lase 20,2 
on grupo de auto-

mor�smos An si n ≡ 6 (mod 8).
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Figura 3.8: GPR grá�
as aso
iadas a poliedros de 
lase 20,2 
on grupo de auto-

mor�smos An si n ≡ 6 (mod 8).
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