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Introduccion

Las acciones de grupos en el espacio hiperbdlico n — dimensional son de gran
importancia en las matematicas, en parte por sus multiples relaciones con
otras areas. En particular, el grupo de Lorentz actuando como isometrias en
el modelo del hiperboloide es de gran importancia en la teoria de la rela-
tividad (cf. [8]). Asi mismo, los grupos Kleinianos de PSL(2,C) actuando
en H? proporcionan una extensa y rica descripcién de la mayor parte de
las variedades de dimensién 3 (cf. [7] y [9]), es decir las posibles formas del
UNLVErso.

Una manera muy conveniente de estudiar estas isometrias en cualquier
dimension, es mediante los grupos generales de transformaciones de Mobius
actuando en el espacio euclidiano n — dimensional extendido GM(R™), es
decir, mediante composiciones finitas de reflexiones en esferas y planos de
codimensién 1 en R™.

Existen varios modelos del espacio hiperbélico n —dimensional y también
varias maneras de proporcionar al grupo de isometrias una estructura de
grupo topolégico. En esta tesis se describen tres maneras de exhibir esta
estructura, y se prueba que son equivalentes. La primera es la topologia de
la convergencia uniforme, analizando la acciéon en S™, la segunda se obtiene
tomando O(n) x B™ y la tercera con el hiperboloide.

En primera instancia, en esta tesis se realiza un estudio detallado de
las “k — esferas” y “k — planos hiperbolicos”, obteniendo que el grupo
de transformaciones de Mdbius actia transitivamente en las “k —esferas”.
Asi mismo, se obtiene un resultado analogo para sus extensiones de Poincaré y
los “k — planos hiperbdlicos” . Este resultado aparece en [6], sin embargo no
incluye los detalles. De esta manera, se da una descripcién formal de las
geodésicas para los modelos del semiplano y de la bola.

También se demuestran algunos teoremas de distorsién para transforma-
ciones de Mobius. En el primero de ellos se obtiene una relacion entre la
métrica hiperbdlica y la métrica cordal, la cual prueba que estas funciones
satisfacen una condicién de Lipschitz (Teorema 4.0.1). Se prueban un par de
resultados que muestran propiedades de normalidad en familias de transfor-
maciones de Mobius sobre regiones de R™. En particular, si una familia de
transformaciones de Mobius omite dos puntos para cada una de las trans-
formaciones en una region de R™ y el infimo de la distancia cordal entre
los puntos omitidos es positivo, entonces la familia resulta normal (Teorema
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4.0.4). Usando estos hechos, se obtiene un resultado fascinante que concluye
convergencia uniforme a partir del comportamiento de tan sélo tres puntos
en el espacio R™ (Teorema 4.0.5). Utilizando este tltimo, se prueba que si
una sucesion de transformaciones de Mobius converge, entonces lo hace a una
transformacion de Mobius (Corolario 4.0.6).

Un resultado crucial para probar los teoremas centrales de la tesis, exhibe
una transformacién que manda continuamente GM (B™) en la bola unitaria,
donde GM(B") esta formado por las transformaciones de Mébius que pre-
servan la bola unitaria. Esta transformacién estd dada por ¢ — ¢(0), donde
¢ € GM(B™). Mas aiin, se da un homeomorfismo entre la bola unitaria y
el conjunto de traslaciones puras (Lema 5.0.2). Una traslacién pura esencial-
mente es la composicién de dos reflexiones en GM (B"™), una es en la esfera
isométrica y otra en un plano por el origen ortogonal a la direccién del centro
de la esfera isométrica. La prueba de este resultado es larga y se prueba de
manera formal y detallada. Este resultado se vuelve importante no solo por
su aportacion en la descripcion de la segunda y tercera estructura de grupo
topoldgico, sino también al facilitar la prueba de otro resultado que da con-
diciones necesarias y suficientes para que una familia de transformaciones de
Mébius sea normal en R™ (Teorema 5.0.4), dichas condiciones establecen que
el supremo de las distancias hiperbdlicas entre e,,1 y la imagen de éste bajo
las extensiones de las transformaciones de la familia debe ser finito

Para dar la ultima estructura de grupo topoldgico, se prueba otro re-
sultado importante que concluye convergencia uniforme en R™ a partir de
convergencia uniforme en un abierto de R™ (Teorema 5.0.5).

El primer teorema central de la tesis establece que GM(B™) es homeo-
morfo a O(n) xB™ (Teorema 5.0.3), lo cual nos permite dar una construccién
para la topologia en GM (]IA%"), la cual coincide con la inducida por la métrica
del supremo.

La ultima parte de la tesis se enfoca en dar otra construccién para la
estructura de grupo topoldgico, para ello, se considera el modelo del hiper-
boloide y el grupo de isometrias de este modelo, es decir O*(1,n), que con-
siste en las matrices cuya primera entrada del primer renglén es positiva, las
cuales preservan la forma cuadratica

qz,v) =25 — (22 + ... +22)

y los mantos del hiperboloide g(z, x) = 1. Este grupo es precisamente el grupo



de Lorentz, el cual resulta ser un grupo topoldgico con la métrica natural

1/2
> (ai; — bm’)2] :

i’j

[A-B| =

Se prueba entonces que la topologia inducida por el grupo de Lorentz en
GM(R™) es la misma que la topologia de la convergencia uniforme (Teorema
5.0.10). Esto se logra gracias a la isometria F': Q — B"™ entre el hiperboloide
Q@ v la bola B™ dada por

X1 Ln
(x(h y ) (1+.T0 1+$0)

Finalmente, la tesis concluye con una descripcién de las geodésicas en el
modelo del hiperboloide para el caso bidimensional.
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CApPITULO 1

Preliminares

Definicién 1 Un grupo topolégico G es un grupo y también un espacio to-
poldgico, donde las funciones v +— x=' (de G en G) y (x,y) — zy (de
G x G en G) son continuas. Para la dltima funcion se considera el producto
topoldgico G x G.

Definicién 2 Sea A una region en R", una densidad en A es una funcion
continua A : A — R,

Dada una densidad A en una regién A y « un curva de clase C! en A, se
define la A-longitud de v como

L) = / A (1) dt,

donde 7 : [a,b] — A. Esta definicién se extiende de manera natural a curvas
de clase C! por tramos.

Definicion 3 Sea \ una densidad en una region A y z1,2z2 € A, se define
la A-distancia de z1 a z9 como

inf (),

Y

donde el infimo es sobre todas las curvas v de clase C' por tramos que unen
z1 con zy. A esta distancia se le denota por px(z1,22)-

Teorema 1.0.1 Sea A\ una densidad definida en una region A de R™, en-
tonces la distancia py define una métrica en A.

1
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Una prueba de este teorema se puede consultar en [5] p. 44 y [2] p. 7.

Definicién 4 Sea A un abierto en R™ y f : A C R™ — R" diferenciable en
A, se dice que f es conforme enx € A, si Df(x) es un maltiplo escalar de una
transformacion ortogonal, es decir, Df(x) = (u(x)I)B, donde pu(z) € RT,
I € O(n) es la matriz identidad y B € O(n). A p(x) se le llama el factor de
conformalidad de f en x.

Sean A y B dos regiones en R" y f : A — B, una biyeccién conforme,
entonces el factor de conformalidad de f en z esta dado por

)
yoe |y — 1

(cf. [2] p.7).

Ademas, si la regién A estd provista de una métrica definida por una
densidad A, se puede proveer a la regiéon B con una densidad o, de tal manera
que f sea una isometria, para esto se define

o(f(z) =~ (L1)

Una demostracién de este hecho se puede consultar en [5] p. 45.

En el sentido inverso, si A y B son dos regiones con métricas definidas
por A y o respectivamente, y se tiene una biyeccién conforme que cumple
(1.1), entonces A y B son regiones isométricas.

En particular si f : A — A es una biyeccion conforme, donde A es una
regién en R” provista con una métrica definida por una densidad A y se tiene
que

entonces f es una isometria.

La prueba de los resultados que se enuncian a continuacién se omiten.
Estas se pueden consultar en [2] pp. 20-32

Definicién 5 Se define R" extendido como R" U {cc}, y se denota por R™.
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Denotaremos por u* a u/|ul?, donde u € R™, por S(a,r) la esfera con
centro en a € R™ y radio r € R™, es decir

S(a,r)={z eR": |z —a| =1}
y por P(a,t) el plano en R" de codimensién 1
Pla,t)={z €eR":z-a=1t}U {0},
donde a € R"\{0} y t € R.

Definicién 6 Se define la reflexion en S(a,r) actuando en R™ como

a+rir—a)* si xe€R™ x+#a,
o(r) =< o© si x=a,
a 81 X = 0.

Definicién 7 Se define la reflexion en P(a,t) actuando en R™ como

x—2(x-a—t)a* si reR™

¢(r) =

00 st xr = 00.

Para cualquier reflexién ¢ (en una esfera o un plano) se cumple que
¢%(x) =x V€ I@", por lo que ¢ es una biyeccién de R™ en R™. Ademés
¢(r) = x siy s6lo si x estd en el plano o la esfera sobre la cual estamos
reflejando.

Es claro que las reflexiones son continuas en I/Eé", salvo por los puntos
oo y la preimagen de infinito, donde la continuidad no estd definida. Para
hablar de la continuidad de las reflexiones en R", se define la proyeccién
estereografica I de R"™ en la esfera unitaria S™, donde

S"={y eR"™ |y =1},
la cual depende de la inclusion de R™ en R™! dada por x — z, donde
T=(T1,..,Tp,0), = (T1,....,7,)

y por supuesto oo = oco. Dicha inclusién es una biyeccién de R™ con el plano
Tpe1 =0 en R
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Definicién 8 La proyeccion estereogrdfica de R™ en S™ estd dada por

( 21 2r, |z|* -1

, , € R™,
|z]2 +1 lz]2 +1 |x|2+1) s

(%) =

€ntl St T = 0Q.

Se puede calcular la inversa que estda dada por

1 .
m(yl,--.,yn,()) sty €S™y# e,

o0 Sl Yy =epi1-
Ya que la proyeccion estereogréfica es una biyeccion entre R" y S™, po-
demos transferir la métrica euclidiana de S™ a la métrica cordal dz en R™,

definida por

Calculando, se obtiene que

2|z — y| si x,y # o0
(L + |2P) 721+ [y2) 72 7
1+ [z)172 ymee

Resulta que la métrica cordal restringida a R™ induce la misma topologia
que la métrica euclidiana. Ademas se puede probar que

de(xp,00) —> 0 siysolosi |x,| — oo.
Resulta entonces que las reflexiones son homeomorfismos de R™.

Definicién 9 Una transformacion de Mobius actuando en R™ es una com-
posicion finita de reflexiones en esferas y planos.

Definicién 10 El grupo de las transformaciones de Mobius actuando en R
es llamado el grupo general de Mdébius, y es denotado por GM (R™).
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Ejemplos de transformaciones de Mobius son las traslaciones y homote-
cias, asf como z — z*. Ademds si ¢ y ¢* son las reflexiones en S(a,r) y
S(0,1) respectivamente y ¥ (z) = rz + a, entonces

* 1 —1
=",
lo cual muestra que cualesquiera dos reflexiones en esferas son conjugadas en

el grupo GM(R™).

Teorema 1.0.2 Toda isometria euclidiana de R™ es una composicion de a
lo mds n + 1 reflexiones en planos. En particular las isometrias euclidianas
son transformaciones de Mobius.

Una prueba se puede consultar en [2] p. 23. El siguiente resultado se sigue
directamente del Teorema 1.0.2.

Teorema 1.0.3 Una funcion ¢ es una isometria euclidiana si y solo si es
de la forma

o(x) = Ax + x,
donde A€ O(n) yxo € R™

Teorema 1.0.4 Toda reflexion es conforme e invierte orientacion.

La prueba de este resultado se puede consultar en [2] p. 25. Si o es la
reflexién en la esfera S(a,r), entonces un calculo sencillo muestra que

|y —
o(y) —o(z)| = —————, 1.4
o) — o)l = oo (1.4
por lo que
B 2
lim lo(z + h) U(x)|: r ’
h—0 |h| |z — al?

el cual es el factor de conformalidad de o. Denotaremos por “esferas” a esferas
o planos de codimension 1.

Dado que cualquier transformacién de Mobius es composicién de homote-
cias, isometrias euclidianas y x + z*, no es dificil probar el siguiente hecho.

Teorema 1.0.5 Sea ¢ una transformacion de Mobius y X2 una “esfera”, en-
tonces p(X) es una “esfera”.
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La ecuacién que define una “esfera” X, ya sea S(a,r) o P(a,t), es

j2]* = 2(z - a) + |a” = r* =0,

—2(x-a)+2t=0
respectivamente, la cual se puede expresar de forma general como
aolr|* = 2(z - a) + apny1,

donde a = (ai,...,a,). A cada “esfera” se le asocia un vector en R""2
llamado vector coeficiente, dado por (ag, @1, ..., @ n, Gpni1)-

Definicion 11 Sean ¥ y X’ dos “esferas” en R™ con vectores coeficientes
(@g, a1,y @nyni1) Y (Do, b1,y bpn,bpi1) Tespectivamente. El producto in-
versiwo de ¥ y X' denotado por (X,%') estd dado por

2(a-b) —agbni1 — ani1bol
2(Jal* — ag@n1)'2(Jb]> = bobny1)'/?

No es dificil probar que:
Si ¥ = S(a,r)y X" = S(b,t) entonces

B 72 4+ 12 — |a — b|?|

.Y =
(=20 |27t
Si ¥ = S(a,r)y ¥/ = P(b,t) entonces
n_ la-b) -1
YY) =——"—
( ) ) T|b|
Si ¥ = P(a,r) y X' = P(b,t) entonces
n_ la-b)]
n, %) = R
== )

En todos los casos, si 2y 3/ se intersectan (X, X’) = cos 6, donde 6 es uno
de los dngulos de interseccién. (Nétese que este dngulo no varia al cambiar
los puntos de una interseccion dada). En particular (3, X’) = 0 si y sélo si &
y X’ son ortogonales.
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Teorema 1.0.6 Sean X y X' 2 esferas y ¢ una transformacion de Mdébius,
entonces

(6(%), 6(27)) = (2,5,

Una prueba se puede consultar en [2] p. 30 o con mayor detalle en [1].
El siguiente resultado se prueba primero para el caso en que Y es el plano
x, = 0y después se obtiene el resultado general por conjugacién. (Véase [2]
p. 31).

Teorema 1.0.7 Sea X una “esfera”, o la reflexion en X e I la funcion iden-
tidad. Si ¢ es una transformacion de Mobius que fija cada x en Y. Entonces

p=1oo¢p=o0.
Este resultado tiene consecuencias importantes
Corolario 1.0.8 Cualesquiera 2 reflexiones son conjugadas en GM(HA%”)

Corolario 1.0.9 Sean u y v puntos inversos con respecto a la “esfera” X
y sea ¢ una transformacion de Mdbius. Entonces ¢p(u) y ¢(v) son puntos
inversos con respecto a la “esfera” ¢(X).

Corolario 1.0.10 Los puntos u y v son puntos inversos con respecto a la
“esfera” X si y solo si cada “esfera” que pasa por u y v es ortogonal a .






CAPITULO 2

“k-esferas”

Definicién 12 Una “k—esfera” en R™, 1 < k <n—1 es la interseccion de
n—k “esferas”que son ortogonales 2 a 2, bajo la hipdtesis que la interseccion
es no vacia.

Para motivar la definicién, sea
DLEES R a P a D (2.1)

una “k —esfera” y sea x € X*. Consideremos ¢ € GM(]@”), de modo que
o(z) = oo, entonces 0o € ¢(X;), Vi 1 <i < n—k, esdecir ¢(X;) es un
plano, y como el producto inversivo es invariante bajo transformaciones de
Mabius se sigue que ¢(X*) es la intersecciéon de n— k planos ortogonales 2 a 2
de codimensién 1, por lo tanto ¢(X*) es un plano afin: si w1, wo, ..., w,_; son
los vectores normales a los planos ¢(31), ¢(X2), ..., ¢(3,_) respectivamente,
por el proceso de Gram-Schmidt podemos completar a una base normal de
R™ {wq,we, .., Wp_f, Wp_gt1, ..., Wy }. Se sigue entonces que

dim(¢(X%)) = dim(wp_gp1, .., w,) = k,

pues si zg € ¢(XF) entonces T — zg € (Wp_pi1,...,w,) Vo € ¢(ZF). Poste-
riormente se mostrara que esta “dimension” también es k en el caso general,
es decir si para alguna i, ¥; en (2.1) es una esfera.

Proposicién 2.0.11 Sea ¢ =X, N..NY,_; una “k — esfera” en R",
donde X,_j es una esfera euclidiana, entonces existen £, ..., X! . | planos

en I@”, tales que
Sh=yin.nY ,  NZ.
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D

S
J

I}

Figura 2.1: La interseccién de 2 esferas es la interseccién de una esfera con
un plano.

DEMOSTRACION. Basta demostrar el caso de una (n — 2) — esfera. Sea
¥y =S(a,r)y X9 =58(b,s). Veamos que Vz € 31 N Xy, la proyeccién de x
en el segmento ab siempre es un punto constante. Sea x € X1 N Xy y sea u
su proyeccién en ab, entonces por el teorema de Pitdgoras

lz —u* + |u —al? = r?

|z —ul? + |u — b* = 52
Se sigue entonces que
r? —|u—al? = s* — |u— b|?,
siu=a+k(b—a), k €R, se tiene que
r? —|k(b—a)|* =s* —|a— b+ k(b—a)|?,

despejando tenemos que

r? — s = (k* = (k—1))|b—al?
= (2k — 1)|b — a|*.
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Entonces ) )
r°—s
2k—1= ——
|b—al?’
y por lo tanto
b r?—s? N 1
C2b—al? 2

Entonces u estd determinado univocamente Vo € ¥, N Xg. Sea X el
plano ortogonal a ab que pasa por u, se sigue entonces que si x € X1 N X,
su proyeccion en ab es u y por lo tanto x € X1 N X,

Siz € 31 NX,, tomemos xg € X1 N Xy fijo, ya que z,x9 € 31, por el
teorema de Pitdgoras tenemos que
[~ la —ul?
’2

e —ul* =]z —a
=7r*—|a—u
= |z — ul®.

Por otro lado, ya que = € X4, por el teorema de Pitdgoras

|z —b)* = |x —ul® + |u— b~

Por lo que al sustituir la primer igualdad en la segunda, tenemos que

|z — b]* = |zg — ul® + |u — b = 52,

y por lo tanto x € ¥ N Xs.
Concluimos entonces que ¥ N Xy = 37 N X4, El caso general se sigue

por induccion. O

Proposicién 2.0.12 Sea ©F =¥, N...NY,_ una “k —esfera” en HA%",
donde ¥, es una esfera euclidiana, entonces existen X7, ..., 37 planos en
R™, ortogonales 2 a 2 tales que

YF=3/n.n¥/NnT;,
donde ¥, = X}, .

DEMOSTRACION. De la proposicién anterior tenemos que existen X/, ..., 3/, |

planos en ]l/é”, tales que

Yh=YIn.n2 ,  NZ.y,



12 2.0. “K-ESFERAS”

donde ¥{ N...NX! _, ;| es un espacio afin, por lo tanto, si tomamos
g EXIN...NEI L 4,

tenemos que
YN NX 1 — Zo

es un espacio vectorial, llamemos V' a dicho espacio vectorial, y sea W el
espacio vectorial tal que W @& V = R". Por el proceso de Gram-Schmidt
existe {wq, ..., w;}U{v1,...,v,_¢} base ortonormal de R"™, donde {w1, ..., w;}
es una base de Wy {vy,...,v,_¢} es una base de V.

Sean IIy,....II; los planos por el origen en R™ con vectores normales
wh, ..., w; respectivamente. Afirmamos que

V:Hlﬁﬁl_[t

Para probar esto, nétese que v; es ortogonal a w; Vi 1 < i <n-—ty
Vi 1<j<t, porloque{vy,..,v,} CIljN..NI, de donde se sigue
que V C II; N...NII;. Finalmente, ya que IT; N...N1II; es un espacio vectorial
de dimensiéon n —t y dimV = n — ¢, se tiene que V =11, N ... N II,.

Ahora sean ¥ = II; + xy, ¥§ = Iy + xg... , XY = II; + x, entonces
YNNIy =%{N..N%_, 4, vyporlotanto ZF =8/ N..NnT/ N},

donde ¥, = X}, ;. d

Observacion 2.0.13 Sea V' un espacio afin y sea a € R™ — V', entonces la
proyeccion de a en V existe y es unica, es decir, existe a’' € V tal que a — a’
es ortogonal a V.

DEMOSTRACION. Probemos primero el caso cuando V' es un espacio vectorial.
Sea W espacio vectorial tal que W@V = R" y sea {w1, ..., w; }U{v1,...,0n_}
base ortonormal de R™ donde {w1,...,w,} es una base de Wy {vq,...,v,}
es una base de V', entonces

a=21V1+ ...+ TptVpnt+yYr1wi+ ...+ YWy

Afirmamos que
!/
a =1V + .. +Tp_tVp_y

es la proyeccién de a en V: evidentemente o’ € V', y por otro lado

a—a':y1w1+...+ytwt€W,
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por lo tanto a —a’ L v Vv € V, es decir a — d’ es ortogonal a V. La
unicidad se sigue del teorema de Pitdgoras, ya que siv € V y v # a entonces
v —al > la—d|.

Para el caso en general en que V' es espacio afin, sabemos que existen V'
espacio vectorial y xy € R™ tales que V = V' + 1z, entonces a — xy tiene
una unica proyeccion en V' y ya que la funciéon x +— = + xy es una isometria
euclidiana, preserva el producto punto y por lo tanto se tiene que a tiene una
Unica proyeccion en V. U

Figura 2.2: La proyecciéon de un punto a a un espacio vectorial V' es unica.

Proposicién 2.0.14 Sea ©F =¥, N...N Y, una “k — esfera” en HA%”,

donde ¥,,_j es una esfera euclidiana. Entonces existen £, ..., X" _, | planos

en @”, ortogonales 2 a 2, tales que
k
E :E&/mng_k_lm Z—k’

donde X", es la esfera S(b,s) ybe X{n.Nn¥"_, .

DEMOSTRACION. De la proposicién anterior tenemos que existen L7, ..., %7
planos ortogonales 2 a 2, tales que

k
Yr=Y7Nn..NE/NE,,

donde ¥, = X}, ;.
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Sean M =X7/N..NEYy X, = S(a,r), tomemos py la proyeccién de a
en M y sea xy € M N3}, fijo, definamos entonces

E:fl—&-l = S(po, |950 —P0|)-

Se afirma que
Mﬂz;-}—l =Mn g+1

! 1
Yin Y

Zo

Figura 2.3: La interseccién de una esfera y un espacio afin M es la interseccion
de M con una esfera con centro en M.

Sixz e MNXi,,, se tiene que x € M y |v — a| = r. Por el teorema de
Pitagoras tenemos que

@ = pol® = |z —al* —Ja —po* =" = |a — pof*
= |0 — al® = la — pof* = |z — pol*.
Por lo tanto |z — po| = |xo — pol, es decir, x € ¥}, | y tenemos entonces

que v € M NXY,.

Por otro lado si x € M NXY,, entonces | —po| = |9 —po| y © € M. Por

el teorema de Pitagoras tenemos que
|z —al* =[x — po|* + |a — pol*
= |20 — pol* +a — po

= |xo — a\Q =72,

|2
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esta ultima igualdad se debe a que x¢ € 3}, por lo que |z —a| =, es decir
r € X), , yporlotantor € M NX},,.

Con esto concluimos que M NX;,, = M NX{,, y por consiguiente
k
Yr=YiNn.NnE/NnZ,.

Recordemos que ¥ =X, n..NY%, _, y al igual que en la motivacion de
la definicién, tomemos z € X% y ¢ € GM(R™) tal que ¢(z) = oo, entonces
(X *) es un espacio afin de dimensién k. Por otro lado

$(BF) = ¢(27) N .. NO(B7) NG(2]),

y también ¢(X7),...,0(27), #(X7,,) son planos ortogonales 2 a 2, es decir
tenemos un espacio afin de dimensién n — (¢t + 1), se sigue entonces que
t+1=n—kypor lo tanto

k
Y=3'n..nx’, nx" .

donde X7, ..., X" _, | son planos ortogonales 2 a 2y X" _, es la esfera S(b, s),

dondebe Xfn..Nn¥’ . .. O
Nétese que este tltimo resultado justifica que cualquier “k — esfera”
tiene “dimension” k.

Proposicion 2.0.15 Sean V y W 2 subespacios de R™ de dimension k,
donde k < n, entonces existe A una matriz ortogonal tal que w; = Av;,
i=1,...,k, donde {vy,...,vr} y {w1,...,wr} son bases ortonormales de V y
W respectivamente.

DEMOSTRACION. Por el proceso de Gram-Schmidt se puede completar a ba-
ses ortonormales de R™ {vq, ..., vg, ..., v} y {w1, ..., Wi, ..., w, }, Considérese
entonces la tnica transformacién lineal 7' : R™ — R™ tal que T(v;) = w;
Vil <i<mn (véase [4] p. 56). Ahora bien, si v = x1v] + ... + T,V ,, se
tiene que |v|? = 12 + ... + 2,2, asi mismo T'(v) = z w1 + ... + T ,w,, por lo
que |T(v)]? = x1?+ ... + x,2 Se sigue entonces que T es una transformacién
ortogonal, por lo cual
T(x) = Ax

(cf. [4] p. 189). O

Proposicién 2.0.16 GM(R") actia transitivamente en las “k—esferas” .
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DEMOSTRACION. Sean XF y ¥F 2 “k — esferas”, si tomamos x, € Xf y
Ty € XX sabemos que existen ¢y, ¢, € G’M(I/E\\E”) tales que ¢1(z) = o0y
¢2(x) = 0o. Ademads, como las traslaciones son transformaciones de Mobius,
podemos suponer que 0 € (¢1(2F)) N (p2(X5)), por lo que se tienen 2 subes-
pacios de dimension k, se sigue de la proposicion anterior, que existe una
transformacion ortogonal ¢ de R™ en R™(la cual es una isometria euclidiana)

tal que ¢(¢1(31)) = ¢2(23). .



CAPITULO 3

Modelos del espacio hiperbodlico

3.1. Modelo del semiespacio superior

Poincaré observé que cada transformacion de Mobius ¢ actuando en ]@",
tiene una extension natural a una transformacion de Mobius ¢ actuando en
R™ en este sentido se puede pensar a GM(R™) como un subgrupo de
GM(R"). Estas extensiones dependen de la inclusién

xl—)i’\:(x17---7$n70>7 .T:(l'l,---,xn)
de R en R,

Definicion 13 Para cada reflezion ¢ actuando en @", se define la reflexion
¢ actuando en R™ de la siquiente manera: R

(i) si ¢ es la reflexion en S(a,r), a € R™, entonces ¢ es la reflexion en
S(a,r);

(ii) si ¢ es la reflexion en P(a,t), a € R™, entonces ¢ es la reflexion en
P(a,t).

Noétese que si y = ¢(x), entonces

¢(@) =7y = o(x). (3.1)
Asimismo 5 deja invariantes el plano z,.; = 0 (@”) y los semiplanos
Tog1 >0y xp <O0.

Definicién 14 Dada ¢ € GM(]IA%"), ¢ = ¢1...0m donde ¢; es la reflexion
en una “esfera”, j =1,...,m, se define su extension de Poincaré como

o~

=01 m

17
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Con esta definicién ¢ resulta ser la tinica extensién de ¢ a R™*! en el
sentido de (3.1) y que preserva el semiespacio superior en R+

H" = {z ¢ R"" |z, > 0}.
(Véase 2] p. 34).
Denotaremos por GM (@") al conjunto de las extensiones de Poincaré de
los elementos de GM (R™).

El modelo del semiespacio superior del espacio hiperbdlico, esta definido
por el semiespacio H"™*! en R™*! provisto de la métrica inducida por la

densidad 1

Tnt1

Az) =

A esta métrica se le llama hiperbdlica, denotaremos por p(z,y) la distancia
hiperbdlica de x a y.

Toda extension de Poincaré de cualquier ¢ € GM (H?@”), resulta ser una
isometria hiperbdlica de H"*!' y viceversa, toda isometria del espacio hi-
perbdlico es la extensién de algin elemento de GM (R™)(cf. [2] p. 36).

No es dificil verificar que la expresion

2
—x
Ay —=f (3.2)
Yn+1T n+1
es invariante bajo las extensiones de Poincaré (cf. [2] p. 34).

Observacién 3.1.1 Sean x = se 1, y = te,i1, donde s,t > 0, entonces
hay una tinica curva de clase C* por tramos que minimiza la integral

() :/ [Wﬂdt,

7(75)] n+1

donde v : [a,b] — H"™ es cualquier curva de clase C' por tramos tal que
v(a) =z y v(b) =y, de hecho esta curva es el segmento de linea que une x
con y y su distancia hiperbolica estd dada por

p(x,y) = |log(s/t)| (3.3)
(véase [2] p. 35).

Notese que la observacién anterior nos dice que el segmento de linea entre
x v y es la tnica curva de clase C! por tramos que minimiza la distancia
hiperbdlica.
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3.2. “k-planos hiperbdlicos” y geodésicas

Definicién 15 Se dice que una “k —esfera” X =3,N..N X (nt1)—k €N
R™ es ortogonal a R™, siVi 1 <i<(n+1)—k, ¥; es ortogonal a R™.

Definicion 16 Sea Yk una “k —esfera” en R+ ortogonal a R™ tal que
YLFAR™ #£ (0. Se dice entonces que SFNH" ! es un “k—plano hiperbélico”,
éste se denota P*.

Se mostrara que bajo estas hipdtesis P* £ ().

En los siguientes 2 lemas, k—planoy (k+1)—plano hiperbdlico aparecen
sin comillas para referirnos a espacios afines.

Lema 3.2.1 Unk—plano ¥ en R» define un unico (k+1)—plano hiperbo—
lico en H"L, el cual estd determinado por un tinico (k+1) — plano 51 en
R™ es decir L es ortogonal a R™ y LI AR™ = Xk,

DEMOSTRACION. Sea X% =¥, N..NY,_; un k — plano en ]IA%", entonces
tenemos que oo € L¥, es decir, oo €X; Vil <i<n-—k,, porloque
Y= P(az,t ). Notemos ahora que 5 = P(a,,t ) es ortogonal a R™ pues
a; € Rry S =5, n... NS,k es tal que SF1AR? = ©% por lo que
AN IHI"Jr1 es un (k + 1) plano hiperbélico definido por L*.

Para la unicidad, considérese L5 = ¥/ N ... N Z’(n+1)_k N E’(n+1)_(k+1)
un espacio afin que define un (k + 1) — plano hiperbélico en H" !, tal que
LA ART = Bk, Obsérvese que si 2 € S5 donde © = (21, ..., Ty, Tnt1),
entonces r, = (21, ...,,,0) € AR, Esto se sigue, ya que el espacio afin
Y #*1 define un (k+1) —plano hiperbélico en H" !, por lo que ¥} = P(a}, t}),
donde a’ estd en el plano z,,41 = 0,1 =1,....,(n+ 1) — (k+ 1), ya que X/ es
ortogonal a R™. Por lo tanto tenemos que z - ai =ty también x, - a) =1},
i=1,...,(n+1)—(k+1), dado que a} vive en R™.

Por lo tanto, si 2 = (21, ..., T, Tpy1) € L se sigue de lo anterior que
T, = (1,...,0,,0) € 1N R™ = ©F, por lo que (X1, y) - a; = t;
Vil<i<mn-—k, sesigue entonces que x - a; = t; y por lo tanto se tiene
que z € P(a;,t;) Vi 1 <i<n—k. Concluimos entonces que

esta tltima igualdad es consecuencia de que las dimensiones de Y **! y de
P(ay,t1)N...0N P(@,_k,t, k) son iguales. O
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Lema 3.2.2 Un punto x € R" define un dnico 1 — plano hiperbdlico en
Hjl"“, el cual estd determinado por un tinico 1 — plano Y1 en R™ es decir
Y1 es ortogonal a R™ y X'NR"™ = {z,c0}.

DEMOSTRACION. Sean & = (z1,...,2,,0) y 51 = Pe,z1)N..NP(Ey, xn),
donde los planos P(e;, z; ) los estamos con&derando en R™*1. Evidentemente
531 es un espacio afin en R"! tal que &' NR™ = {x, oo}

La unicidad se prueba de forma andloga a la del lema anterior, considérese
L=%1N..NY! _ NY’/ un espacio afin que define un 1 — plano hiperbdlico
en H”“, tal que 21! NR" = {z,00}. Se sabe del lema anterior que siy € L1,
donde y = (Y1, ..., Yn, Ynt1), €ntonces y, = (y1,...,yn,0) € X! ﬂ]ﬁ”, es decir
yp € {z, 00}, por lo que y, = x. Por lo tanto si y € X, entonces y - €; = x;,
por lo que y € P(e;,x;) Vi 1 <i <mn. Se concluye de manera andloga que

21 = P(gl,.lfl) n... ﬂP(@n,xn)

4

Obsérvese que los lemas anteriores dicen que la proyeccién de L **1 en
R™se obtiene al eliminar la tltima coordenada.

Proposicién 3.2.3 CT]\?(]@") actia transitivamente en los “k—planos hi—
perbolicos”

DEMOSTRACION. Sin pérdida de - generalidad, podemos suponer que tenemos
planos afines de dimensién k en R™*! intersecados con H"*!, esto se debe a
que todo “k — plano hiperbdlico” esta determinado por una “k —esfera”
en R que intersecta a R™, la cual es ortogonal a R™, y podemos tomar un
punto z en dicha interseccién y una transformacién de Mébius ¢ € GM (R™)
(actuando en R" unicamente) tal que ¢(x) = oo, por lo que al considerar o
tenemos que la imagen de la “k — esfera” bajo esta transformaciéon es un
plano afin.

Sean_entonces il, ig 2 planos afines en ]l/éf“ de dimension k ortogo-
nales a R™ y sean ¥, ¥y sus proyecciones a R", es decir X1 NR"™ = 3,
y 2o MR™ = 35, Usando argumentos de algebra lineal tenemos que existe
una transformacién ortogonal ¢ (la cual es una isometria euclidiana) tal que
o2 1) = Yo, por lo que al tomar la extensién de Poincaré de ¢, tenemos

que gb( 1) es un k — plano ortogonal a R” lo cual es consecuencia de que
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gg preserva oo, R y el producto inversivo. Notemos entonces que gg(i 1) se
proyecta en Yo pues Justamente ng(E 1) = 2o, més ain se sigue de la unicidad
de los 2 lemas anteriores que ¢(31) = Ss. O

Notese que las extensiones de Poincaré mandan “k—planos hiperbolicos”
en “k —planos hiperbolicos”, esto es consecuencia de que las extensiones de
Poincaré preservan R" y el producto inversivo, por lo que mandan “esferas”
ortogonales a R™ en “esferas” ortogonales a R™.

Proposicién 3.2.4 Dados u,v € H"", existe un “

que contiene a u y v. Ademds, éste es unico.

1 — plano hiperbolico”

DEMOSTRACION. Dados u,v € H""', tomamos u/,v" € R™ sus proyecciones
respectivas en R™. Si «/ = v/, entonces u y v estdn en una recta paralela
al eje €41 y ésta define el “1 — plano hiperbdlico”. De otra manera sean
wq,...,w,_1 los vectores en R™ tales que

v =
{wb---,wn—l,m}

es una base ortonormal de R™. Ahora consideremos Iy, ..., II,,_; los planos en
R"™*!con vectores normales @, ..., W,_1. Se sigue entonces que II;N...NII,_;
es un espacio vectorial de dimensién 2 en R™* y o' — o' € II; N...N1IL,_;.

Entonces II1 N ... N II,,_; + @' es un plano afin de dimensién 2 en R+
que contiene a u’,v’. Mas ain, como es un plano afin ortogonal a R™, nece-
sariamente contiene a u y v. Finalmente al tomar la mediatriz de u y v en
el 2 — plano, y a, la interseccién de ésta con R™, se puede construir S(a,r)
donde r = |a — u| = |a — v|.

En consecuencia, tenemos que (II; +«') N...N (IL,—; +«') N S(a,r) es
una “1 — esfera” ortogonal a ]l/é”, por lo que su interseccién con H"™ ™ es
un “1 — plano hiperbolico” que contiene a u y v. Véase la Figura 3.1.

Para la unicidad, notamos que para cualquier “1—plano hiperbdlico” que
contenga a u y v, tomamos El la “1 —esfera” que lo define y x € LINR™Y,
entonces al tomar gb c GM ( ") tal que gb( ) = 00, obtenemos un espacio
afin de dimension 1 que define un 1 — plano hiperbdlico, se sigue del Lema
3.2.2 que dicho plano afin es tinico y por lo tanto X! también. Concluimos
con esto que el “1 — plano hiperbdlico” que contiene a vy v es unico. [
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LS [ W
v —Uu a ’U’
! !

v —u

Figura 3.1: El “1 — plano hiperbdlico” que pasa por 2 puntos en H3.

Definicién 17 Dados x,y € H"™, la geodésica en H" ™ que une x con y es
el segmento que une x con y del unico “1 — plano hiperbdlico” que contiene
a ambos puntos.

Cabe mencionar que también se usa el término geodésica para referirse al
“1—plano hiperbolico” completo que contiene a x y y, y no sélo al segmento
entre dichos puntos.

Resulta que las geodésicas son las unicas curvas que minimizan la dis-
tancia, pues para cualesquiAera 2 puntos u y v, podemos enviar mediante
una extension de Poincaré ¢ € GM(R"™) la geodésica que une u con v en la
geodésica que une x = se, 1 con y = te, 1, donde s,t > 0. Se sigue de la
Observacién 3.1.1 que la geodésica que une = con y es el segmento de linea
que une x con ¥y, y ya que ¢ es una isometria hiperbdlica, tenemos que la
geodésica que une u con v es la curva que minimiza la distancia entre u y v.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de la Proposiciéon 3.2.3

Corolario 3.2.5 @(@") es transitivo en geodésicas.
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Con este resultado, (3.2) y (3.3) se obtiene una férmula de la distancia
en H"™H
ly —
Yn+1T n+1

coshp(z,y) =1+ z,y € H"
En particular, tenemos que la esfera hiperbdlica
{z e H"" |p(z,y) =1}

con centro hiperbélico y = (y1, ..., Yn+1) v radio hiperbdlico 7, es precisamen-
te la esfera euclidiana

(x1—y1)?+ .4+ (@0 —Yn)® + (Tns1 — Y1 coshr)? = (Y1 senhr)?
(cf. [2] p. 35)

3.3. Modelo de la bola

Para esta seccién, consideremos f € GM(R™) tal que

f= o0, (3.4)

donde ¢ es la reflexién en la esfera S(e,1,v2) v o es la reflexion en el

plano x,,.; = 0, tenemos entonces que f manda el plano z,,; =0en S y
H"*! en B"*!, donde

S"={r cR"":|z| =1} B""={rcR"":|z| <1}

No es dificil probar que ¢q restringido a R~ (0 a S™) es la proyeccion este-
reografica. Se puede verificar calculando que el factor de conformalidad de f

" L £
—|f(z
() = -0
Tnt1
(cf. [2] p. 37), por lo que
(w) = —
o(w) == E

es la densidad que define la métrica hiperbdlica en el modelo de la bola, esto
es consecuencia de que

(3.5)
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Se sigue entonces que toda isometria v de H"™'! _se transforma mediante
¥+ fiof 1 en una isometria de B"*!, por lo que GM( ") es conjugado en
GM (I@”H) al subgrupo de GM (R”“) formado por aquellos elementos que
dejan B™*! invariante, a este subgrupo lo denotamos por GM (B™+1).

Habiendo mostrado esta relacion, se puede trabajar con las transforma-
ciones en GM(R™) que dejan invariante B™ (y no en GM (R™!)). Usaremos
los siguientes hechos cuyas pruebas se pueden consultar en [2] p. 38.

Teorema 3.3.1 Sea ¢ una transformacion de Mébius tal que ¢p(0) = 0 y
o(B™) =B". Entonces ¢(x) = Az para alguna matriz ortogonal A.

Teorema 3.3.2 Sea ¢ la reflexion en la esfera S(a,r). Entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(i) S(a,r) y S son ortogonales,

(i1) p(a*) = 0 (equivalentemente ¢(0) = a*),

(iii) o(B") =B

Observacion 3.3.3 Una reflexion en una “esfera” deja invariante B™ si y
sélo si dicha “esfera” es ortogonal a S™1

DEMOSTRACION. En virtud del teorema anterior, basta demostrarlo para
1 la reflexién en un plano P(a,t). Nétese que P(a,t) es ortogonal a S™~!
si y s6lo si t = 0. Por un lado si ¢ preserva B™, 1 preserva S"!, y como
(00) = o0, se tiene que (0) = 0, es decir, 0 € P(a,t).

Por otro lado si 0 € P(a,t), ¥ es una transformacién lineal ortogonal y
por lo tanto ¥(B™) = B™. O

Para estudiar las geodésicas en el modelo de la bola, tomemos f como en
(3.4) y v : [a,b] = H"™ una curva de clase C'! por tramos. En virtud de (3.5),
se sigue facilmente que

l(f(7) = (), (3.6)

donde X\ y ¢ son las densidades para el modelo del semiplano y el modelo de
la bola respectivamente.

Se sigue entonces de (3.6) que f manda geodésicas en geodésicas, ya que
preserva las longitudes de las curvas.

Por otro lado, al ser f una transformacién de Mobius, f preserva el pro-
ducto inversivo, por lo tanto la imagen de una geodésica L bajo la transfor-
macién f es una “1—esfera” ortogonal a la esfera unitaria S~ ! intersecada
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con B™, es decir, si L esta determinada por la “1 — esfera”
Yl=n..NnT,,

donde ¥; son “esferas” ortogonales a R"! entonces f(X;) es ortogonal a
S* Vi 1<i<n-—1,esto se sigue al considerar el producto inversivo

0= (R, %) = (FR™™), £(2:)) = (S™1, £(24))-

Concluimos entonces que las geodésicas en el modelo de la bola son las
“1 — esferas” ortogonales a S™ !, las cuales son didmetros de B™ o se-
micirculos ortogonales a S™~! intersecados con B™.

Figura 3.2: Geodésicas en B3

3.4. Forma general de las transformaciones
de Mobius

Los siguientes resultados describen la estructura general de las transforma-
ciones de Mébius actuando en R™, una prueba puede consultarse en [2] pp.
40-42.
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Teorema 3.4.1 Sea ¢ una transformacion de Mobius.
(i) Si p(B™) = B™ entonces

¢(x) = Ao(z),

donde o es una reflexion en alguna esfera ortogonal a S™' (o0 o es la iden-
tidad) y A es una matriz ortogonal.

(11) Si p(00) = 0o entonces
o(x) = r(Az) + xo,
donde r >0, xqg € R™ y A es una matriz ortogonal.
(117) Si p(00) # oo entonces
¢(x) = r(Ao(x)) + zo,

donde r > 0, xog € R"™, A es una matriz ortogonal y o es una reflexion en
una esfera.

Si ¢(00) # o0, en virtud del Teorema 3.4.1 ¢(z) = r(Ao(x)) + xg. Si
o es la reflexién en la esfera S(a,t), donde ¢~*(c0) = a, entonces es facil
mostrar que ¢ actiia como isometria euclidiana en la esfera S(a, ty/r) la cual
llamaremos la esfera isométrica de ¢.

Resulta de (ii) del Teorema 3.4.1 que
po(x) = Az + xy,
donde o es la reflexion en la esfera isométrica, por lo que en general

¢ =1o,

donde v es una isometria euclidiana y o es la reflexion en la esfera isométrica.
En el caso especial en que ¢ preserva B, la reflexién o en (ii) del Teorema
3.4.1 es la reflexion en la esfera isométrica de ¢, ya que o y A actiian como
isometrias euclidianas en dicha esfera, en este caso se deduce que la esfera
isométrica de ¢ es ortogonal a S™1.



CAPITULO 4

Teoremas de distorsion

En este capitulo se probaran dos teoremas de distorsion para transforma-
ciones de Mobius. El primer resultado relaciona la métrica hiperbdlica con
la métrica cordal, probando que estas funciones satisfacen una condicién de
Lipschitz.

Se define la distorsién euclidiana de 1 en z € R™"! como

o @) = ¥

o=yl
que es el factor de conformalidad de 1) en x. Escribimos ¢x por ¢(x).

Teorema 4.0.1 Sea ¢ una transformacion de Mobius actuando en Rn Yy p
la métrica hiperbélica en H"'. Entonces

do (¢, ¢y)

=eXpp (€n+1, (Een+1>7
m,ye]ﬁn dC(x7y>

donde gg es la extension de Poincaré de ¢.

DEMOSTRACION. Consideremos f € GM(R™1) tal que

f = ¢00-7

donde ¢ es la reflexién en la esfera S(e,11,v2) v o es la reflexién en el
plano z,.1 = 0. Se tiene entonces que

do(oz, ¢y) = | f(6x) — f(9y)|

27
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do(z,y) = [f(Z) = f(©H)],
seat = f(2), s = f(§) y ¢ = f ¢ f7", por lo cual

do(¢r, ¢y) _ |o(t) — ¥(s)|

do(z,y) t—s|

donde t,s € S™ y 1 preserva B"*!. Por lo tanto basta demostrar que si v
preserva B"! entonces

wp 120 =)

T,y eS™ |x—y|

- epr(07¢0>‘

Ya que (B""!) = B"*! se sigue del Teorema 3.4.1 que ¢¥(x) = Ao(z),
donde A € O(n+1) y o es lareflexion en la esfera isométrica o es la identidad.
Si o es la identidad no hay nada que probar ya que

[W(x) —YP(y)| Az — Ayl |z —y|

_ _ -1
|z —y| |z —y lz—y

=expp (0,0) = expp(0,70).

Si o es la reflexién en la esfera isométrica de ¥ S(a,r), como A es orto-
gonal, usando (1.4)

V() =¥ _ lo(z) —o(y)l
lz — 9 |z —y

T2

e —ally —a|
Al ser S(a,r) y S™ esferas ortogonales, tenemos que |a|? = 1 + 72, por lo

cual
[Y(z) — ¢(y)] la]> — 1

lz—yl |z —ally—a|

Noétese que YV € S™ se sigue de la desigualdad del triangulo que

|z + la — 2] > [a].
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En particular x = a/|a| es el punto en S™ mds cercano a a ya que para este
punto se tiene la igualdad

1
i—l—a ' 1—|—|a|<1——>
|al |al |al
=1+ (Ja|] = 1)
= |al.

Véase la Figura 4.1.

5(0,1)

Figura 4.1: x = a/|a| es el punto en S™ m4s cercano a a.

En consecuencia

a
— —a

lal

Tenemos entonces que

<|r—a|] VzeS"

(@) @) _ a1
|z — | |z — ally — al
la|* — 1
= la/|al — af?
a1
(Ja| — 1)
_]a\—l—l
*a| -1

(4.1)
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la]+1
Por lo que a1

se tiene que

W_ Maés atin usando (4.1)

L leta/la) = 9)| _ Jal+1
y=a/la  |aflal -y ja] = 17
por consiguiente se tiene que

o @) =) _ ol +1

z,yeES™ |I—y| n |CL|—1.

Ahora, dado que a y a* son inversos respecto a S™ se sigue del Corolario
1.0.9 que ¥(a) y ¥(a*) son inversos respecto a ¥(S™) = S", por lo que
Y(a*) = 0 ya que 1(a) = co. Por otro lado tenemos 1 = |al|a*| = |a||y~1(0)],
por lo que

Finalmente

ol +1_ 1/1720) +1
o[ =1~ /1) -

1+ [ (0)]
=[O

y como p (0,971(0)) = log (m—(> (cf. [2] p. 38), se tiene que

() — P(y)|
rycan  lr—y

= expp (0,47(0))

= exp p (¢(0),0).

O

Para la demostracion del siguiente teorema es necesario definir la razén

cruzada. Dados cuatro puntos distintos x,y,u,v en R", la razén cruzada de
estos puntos esta dada por

de(z,u) de(y,v)
do(z,y)de(u,v)’

[, y,u,v] = (4.2)

Resulta que una funcién ¢ : R™ — R™ es de Mébius si y sélo si preserva la
razén cruzada (véase [2] p. 32).
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Teorema 4.0.2 Sea D una regidn en R y supongase que u y v son puntos
distintos en R™. Si ¢ € GM(R™) no toma los valores u y v en D, entonces
para todo x,y € D

8dC<I7 y)
<
de(9,09) < Gy do(w, OD)2 dely, 9D 7"

la constante 8 es la mejor posible.

DEMOSTRACION. Seanx,y € D,z # yya,b¢ D,a # b. Como ¢ € GM(I@")
preserva la razén cruzada, se tiene que

[[L’, a,y, b] [ZL’, ba Y, CL] = [QS:E’ Cba» ¢y7 ¢b] [¢$? ¢b) ¢y7 ¢a]
Despejando, se sigue de la definicion que
[dc(aﬁfc, qby)} t { dc(a,b) ] * do(¢w, ¢a) do(y, 9b) do(¢w, 6b) do(dy, ¢a)
de(z,y) de(¢a, ¢b) de(x,a)dc(y,b) do(z,b) de(y, a) '

Ahora, como la distancia cordal de cualesquiera dos puntos es menor o igual
que dos, obtenemos que

[dc(d)x,¢y)]2< { de(a,b) } 16
dc(l',y) - dC(¢av¢b) dc(l’,a)dc(y,b)dc(l',b)do(y,a)
:{ 4 r[ de(a,b) 1T de(a,b) }
d0(¢a7¢b) dc(%(l) do(l‘, b)_ _dC(yaa) d0<y? b)
<[ 4 r {dc(a,x)—kdc(x,b)_ [do(a,y) + do(y,b) ]
o dc((ﬁd, (bb) dc(%,a) dC<va> 1L dc(y,a) dc(y,b) J

N [dc(ﬁ;lla ¢b)r {dc(;a) * dc(ic,b)] [dc(;a) + dc(z,b)_ . (43)

Consideremos S el circulo méximo que pasa por I1(Z) y II(@) (donde II es
la proyeccién estereogréfica), ya que do(x,a) = |II(Z) — I1(a)|, tenemos que
do(z,a) es la longitud de la cuerda en S que une II(Z) con II(a). Al ser II
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continua, se tiene por conexidad que los dos arcos que unen II(Z) con TI(a)
en S intersectan a II(0D) en al menos un punto en cada arco y al menos uno
de esos puntos estd mas cerca de II(Z) que II(a), llamemos a dicho punto

o~

I1(d), por lo tanto
M(d) -T(@)| < [N(@) - (@),

En consecuencia

dC(x7@D) S dc(l',(l),

y por lo tanto

W

Figura 4.2: Circulo méximo que pasa por I1(Z) y II(a).

Analogamente obtenemos que

1 1 1 1 1
< , < .
de(w,0) = do(z,0D) Y de(y.a) de(y,b) — de(y,0D)

Por lo cual usando (4.3), se tiene que

[%r = [dc(¢i,¢b)r [dc(x,aD)4dC(y,8D)

64
B dC(d)a? ¢b)2 dC(.Z', aD) dC’(Q? aD) ‘
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El resultado se sigue al tomar raiz de ambos lados de la desigualdad y
escribir a = ¢ (u) y b = ¢~ (v).

Para mostrar que la constante ocho no se puede mejorar, consideremos
#(z) = z+2m actuando en C, y D = C — {00, —m}, donde m € R*. Ya que
d(00) = 00 y ¢(—m) = m, tenemos que ¢ omite oo y m. Ahora calculamos

enxr = —2m
I dc(¢$, ¢y)
im ——=

y—z dC<x7y) .
Usando (1.3) se tiene que

do(oz, oY) (1+ [2) (1 + [y

do(z,y) (L [z +2mP)2(1+ |y + 2m?)H/?’

puesto que
|9z — ¢yl = |z +2m — (y + 2m)| = |z —yl.
Por lo que, si z = —2m,
d -9 1 4+ 4m?2 1/2 1 2\1/2

y——2m  do(—2m,y) yo—2m (14 |y + 2m|?2)1/2

Por otra parte se sigue de (1.3) que

2
dC(_2m7 OO) — —(1 + 4m2)1/2’
dc(—2m,0D) = min
2m
de(—2m, —m) =
c(=2m, —m) (14 4m2)1/2(1 + m2)1/2’
por lo que
2
de(—2m, 0D) = m

(1 + 4m2) 1 2(1 + m2)1/2”

Finalmente si

do(p(—2m), dy)
dc(—2m,y)

al tomar el limite cuando y tiende a —2m obtenemos de las observaciones
anteriores y de (1.3) que

@) (o) (et s < -

de (00, m) de(—2m, 0D)Y? de(y, D)V? < k,
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3 1 4 4m? 1/2 m <
14 m?2 2(1+m2)t2) — 7

o equivalentemente

; (%—ﬁ)/ (2(1/m21+ 1)1/2) =k

y tomando el limite cuando m tiende a oo se tiene que 8 < k. U

esto es

Obsérvese que en la prueba de que ocho es la mejor cota posible, se tiene
en dicho ejemplo, que si

—2
A= i JOE2ZM0Y) g 5 ,
y—=—2m  do(—2m,y) de (oo, m) dc(—2m,0D)
entonces
A, ~ B, cuando m — oo i.e. A, y By, son asintdticos.

Esto se cumple, ya que si C,, = d¢(00,m)de(—2m,0D), se tiene entonces
que B,, = 8/C,, y se probé que

CnA, —8 cuando m — oo,

por lo tanto

Am _ Am _AmCm_>1 d —
Bm _S/Cm = 8 cuanao m 0.

Para los siguientes resultados, es necesario introducir los conceptos de
familia normal y familia de funciones equicontinuas. Una familia de funciones
F de un espacio métrico en otro, digamos de (X, d) en (X', d’) es equicontinua
en X siy sélo si para todo € > 0, existe d > 0 tal que para cualesquiera z,y en
X y para toda funcién f en F, d'(fx, fy) < e si d(z,y) < J. Una familia de
funciones F como la anterior se dice normal en X si toda sucesion fq, fo, ...
en F tiene una subsucesion que converge uniformemente en compactos de X.

Proposicion 4.0.3 Sea F una familia de transformaciones de Mobius ac-
tuando en R™ tal que es equicontinua en compactos de una region D contenida
en R™ con la métrica cordal, entonces F es normal en D.
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DEMOSTRACION. Sea f1, fa,... una sucesién de funciones en F y T1,Zo, ...
una sucesién de puntos en D, densos en éste (por ejemplo todos los puntos de
la esfera de Riemann con coordenadas racionales contenidos en D). Ya que

R™ es compacto, la sucesion fi(x1), fo(z1), ... tiene una subsucesién que con-
verge a algin w; € R", es decir, existe una subsucesion f11, fi2,..., fin, .-
tal que

fljl(l‘l),fl’g(xl% ey an(CL’l), e —> W1

Usando el mismo argumento, tenemos que existe fa1, f22,..., fon, ... subsu-
cesién de f11, f12, .., f1in,... tal que

f271(x2>7f2’2(x2), ey f27n<l’2), e > Wao € ]@n

Inductivamente tenemos que Vj > 1, existe f;1, fj2,-.-; fjn, ... subsucesion
de fjflyl, fjfl’g, ey fjfl,n, ... tal que

fj,l(xj>7fj,2(l'j)7 ~--7fj,n(xj>, e TP W€ ]@n

Consideremos ahora K C D un compacto y € > 0, ya que F es una familia
de transformaciones de Mobius equicontinuas en K, existe 6 > 0 tal que si
de(z,y) < dy z,y € K entonces do(fz, fy) < €/3 para toda funcién f en
F. Al ser K compacto, lo podemos cubrir con una cantidad finita de bolas
con diametro 4, digamos B, B, ..., B, cambiando subindices si es necesario,
podemos suponer que x1 € By, x5 € Bo,....ts € By.

Consideremos ¢1, g2, ... la subsucesiéon de fy, fo,... tal que g, = fnn,
entonces dicha subsucesion converge para cualquier z ;, 7 € N, por lo que si
1 <j<s,existe N; € Ntal que sim,n > N;, do(gnj, gmx ;) < €/3.

Ahora, si ¢ € K, de(x,x;) < 6 para alguna j = 1,2, ...s, se sigue de la
equicontinuidad de F en K que

dC(gnxagnxj> < 6/3 Yy dC(gmx7ngj) < 6/3
Finalmente, tomando N = max N; y n,m > N se tiene
dC(gnxagmx) S dC’(gnl‘7gnxj) + dC(gnmjygmxj) +dC’<gmxagm$j) <€

para todo z en K, por lo cual la subsucesién g1, go, ... converge en compactos
de D, de donde se concluye que F es normal en D. U
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Teorema 4.0.4 Sea D una region en R y sea F una familia de transforma-
ciones de Mobius actuando en R™. Supdngase que para toda ¢ en F, existen
dos puntos oy, By en R™ que no son tomados como valores de ¢ en D y
supongase también que

inf deo(a > 0.

Inf do(a, By)

Entonces F es normal en D.

Nétese que la desigualdad en el Teorema 4.0.4 se puede cambiar por

inf [didmetro cordal ¢(R" — D
;Ielf[ idmetro cordal ¢( )] >0,

donde R
[didmetro cordal ¢(R™ — D)] = sup  dec(gz, ¢y).

z,yeER”—D

Esto se cumple, ya que por una parte

de(ag, Bs) < sup  de(¢w, ¢y) = [didmetro cordal gb(]l/é” — D).

z,yeER”—D

Viceversa, basta probar que

inf [didgmetro cordal ¢(R™ — D)] > 0
5,2;[ idmetro cordal ¢( )] >

implica
Inf de(ag, ) > 0.

Para esto, sean

r= ql;né[diémetro cordal (R™— D)] y ry = [didmetro cordal »(R™— D).
S
Se tiene entonces que 0 < r < 14, por lo que 0 < r/2 < r4. Se sigue de las

propiedades de supremo que para toda ¢ en F existen x,y € R™ — D tales
que

7/2 < do(dw, ¢y) <1y,

por lo que al considerar oy = ¢z y By = ¢y, se tiene que

, - '
Inf do(ag, fy) 27/2>0
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.0.4. Sea
a= Inf do(a
Inf c(ag, By),

entonces tenemos que 0 < a < de(ay, By), por lo que

1 1
- <z
do(ag, By) ~— a

Por otro lado, sea K un compacto contenido en la region D, ya que 9D
es un conjunto cerrado ajeno al compacto K, existen u € K y v € D tales
que

(4.4)

0 <de(u,v) <do(z,d) VYaxe K,VdedD.
Sea b = d¢(u,v), entonces
b<dc(zx,0D) VzeK,
por lo que

1 1

< —

dc(l’,aD)l/Q dc(y,ﬁD)l/Q — b

Se sigue entonces de (4.4), (4.5) y el Teorema 4.0.2 que la familia F

cumple una condiciéon de Lipschitz uniforme en compactos de D, ya que para
toda ¢ € F, y para todo compacto K C D, si x,y € K, se tiene

Vz,ye K. (4.5)

8 dC (ZL’, y)
d, <
00 ) S 0 By dola, 9D) P d(y, D) 2
8d
< # = (constante) d¢(x, y),
a
por lo que F es una familia equicontinua en compactos de D. Finalmente,
en virtud de la Proposicion 4.0.3, tenemos que F es normal en D. U

Estos resultados que hemos probado son bastante técnicos, sin embargo,
constituyen las herramientas necesarias para demostrar uno de los principa-
les teoremas de esta tesis, cuyo resultado es verdaderamente sorprendente.
Usaremos el hecho de que cualquier funcién distancia d : X x X — RT en
un espacio métrico X es continua. Para probar esto notemos que

d(z,y) < d(z,x0) +d(wo,y) < d(x,20) + d(0,Y0) + d(Y0,¥),



38 4.0. TEOREMAS DE DISTORSION

por lo que d(x,y) — d(zo,y0) < d(x,x0) + d(yo,y). Andlogamente se tiene
que d(z¢,y0) — d(z,y) < d(z,z0) + d(yo,y) y como consecuencia

|d(z,y) — d(zo,y0)| < d(z,20) + d(yo,y).
Finalmente, para todo € > 0, si d(z,x¢), d(y,yo) < €/2 entonces
|d<I,y) - d(x07y0>| <€,

por lo que la funcién distancia d es continua en (z,yo).

Teorema 4.0.5 Sean ¢y, ¢a, ... transformaciones de Mobius actuando en Rn
Y 1, Tq,x3 tres puntos distintos en R™, tales que ¢n(x;) = y;, 7 = 1,2,3,
donde yi1,Ya,ys son puntos distintos. Entonces ¢1, o, ... contiene una subsu-
cesion que converge uniformemente en R™ a una transformacion de Mobius.

DEMOSTRACION. Ya que ¢,(x;) — y;, j = 1,2, 3, tenemos que para cuales-
quiera ¢, € {1,2,3},i # j, existe N ; tal que

dC Yi, Yj .
do(Pnzj, y;) < % stn > N j,
por lo que si N = méax{N;|i,j =1,2,3, i # j}, entonces

dC(yi, y])

dc(pnrj,y5) < 1

sin>N i,j=1213, i#j.
Por lo tanto, sin > N

de(yi, y;) < de(Yi, dnzi) + do(dnti, y;)
< de(Yi, onxi) + do(Pni, On;) + de(dnxj, y;)

de(Yi, y5)

<
- 2

+ d0(¢n$ia ¢n$j)a

y en consecuencia, si n > N

0< M < de(¢ni, duz)). (4.6)
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Eliminando una cantidad finita de transformaciones de la sucesién (lo
cual no altera el resultado), podemos suponer que para toda ¢,, y para
cualesquiera i,j (i # j), se cumple (4.6).

Ahora, definimos F = {¢1, ¢o,...}, D = R™ — {2, 23} y andlogamente
se definen Dy y Ds3. En virtud de (4.6) tenemos que si i # j

ingdc(gbnxi,gbnxj) >0, 4,7=1,2,3,
ne

y por el Teorema 4.0.4 se tiene que F = {¢1, ¢o,...} es normal en D; para
toda 1.

Consideremos ahora F, F5, F3 vecindades ajenas dos a dos de x1, xo, 3
respectivamente, y sea By = (Fy U E3)¢, andlogamente se definen By y Bs
(véase la Figura 4.3). Nétese que

By UByUBs = (EyUE3)° U (E,UE3)° U (Ey,U E3)¢
= ((Ey U Ey) N (EL U E3) N (Ey U Ey))°
= (E1 N ( U E3))
= (0)° =

By
Es
Bi
Ey

Figura 4.3: Conjuntos usados en la demostracién del Teorema 4.0.5.
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Evidentemente B; es cerrado en R™ y por lo tanto compacto, asimismo
B; esta contenido en D;, por lo que dada una sucesién en F (ya que B es
compacto en Dj), dicha sucesion contiene una subsucesién que converge uni-
formemente en By, pues F es normal en Dy, andlogamente dicha subsucesion
contiene una subsucesion que converge uniformemente en By (y en B;) pues
F es normal en Dy, y aplicando el mismo razonamiento, tendremos una sub-
sucesion que converge uniformemente en Bz (y en By y Bs). En conclusién,
toda sucesion en JF contiene una subsucesion que converge uniformemente
en By U By U By = R", en particular ¢y, ¢, ... contiene una subsucesion que
converge uniformemente en R".

Sean fi, fa, ... subsucesion de ¢y, ¢, ... que converge uniformemente a f
en R™. Afirmamos que f es inyectiva en R". Suponiendo la afirmacién, con-
sideremos 1 € GM(R™) tal que 9(f(c0)) = oo y consideremos 1, = ¥ f,.
Nétese que 1, es de Mdbius, y ya que ¥ es continua en f(x) para todo

z € R, ¥, = VF.

Recordemos que una transformacion actuando en R™ es de Mobius si y
solo si preserva la razén cruzada, por lo que si x,y,u,v son cuatro puntos
distintos en R™,

[007 y? u7 U]
[‘CE7 y? OO? U]

es invariante bajo 1, es decir, se tiene la igualdad

[007 Y, u, U] WnOO, %Z/, @/)nu, 77Z1nv] (4 7)
[Q?,y, OO7U] [¢nx,¢nyu¢nooa¢nv] ' '

Por un lado se sigue de la férmula de la distancia cordal (1.3) y de la
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definicién de la razén cruzada (4.2) que

[00, Y, u, V] _ de (00, u) de(y,v)/de(o0, y) do(u, v)
[z,y,00,v]  do(x.00)dc(y,v)/do(z,y) de(co,v)

de (0o, u) do(z,y) de(oco, v)
de(00,y) de(u, v) do(x.00)

_ Sl —yl/[A A+ [uP)A + o) (L + |2 (A + |y )]
8lu — vl /[(1+ [ul) (1 + [v?) (1 + |=[*) (1 + |y[*)]'/2

_ |z -yl
ju—v|

Por otro lado, se tiene de (4.2) que para toda n en los naturales

WnOC% 1%97 wnua wnv] o dC (¢nOO, wnu) dC (@bnOO, ¢n0) dC (wnxa 7%3/)

[VnT, YnYy, V00, Y] de(Vn00, ¥ny) de(PYntt, Ynv) do(Pne, 1h,00) ,

y va que ¥(f(00)) = oo, al tomar el limite de esta sucesién constante (en
virtud de (4.7)) cuando n tiende a infinito obtenemos de (1.3) que

[OO, Y, u, U] _ dC<007 ¢fu) dc(OO, wfv) dc(¢f$7 ¢fy)
[l’,y,OO,U] dc(OO,@ny) chf% @Df?)) d0(¢f$700)

_ [Wfr =4 fyl
[Wfu—fol

de donde obtenemos que

[Wfe —dfyl _ [ofu— o[l

e—yl Ju—v

, (4.8)

por lo tanto ¥ f es una similitud euclidiana y por ende una transformacion
de Mobius, se sigue entonces que f también es de Mobius. Notese que la
restriccion de que {x, y}N{u, v} = () es innecesaria, ya que se puede comparar
cada lado de la igualdad (4.8) con una expresién similar para dos puntos a y
b distintos de z,y, u, v.
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Para demostrar la afirmacion, se consideran dos casos. En el primero
de ellos se verifica que para puntos distintos de xy,x9,x3, la funcion f es
inyectiva. En el segundo caso, se verifica que la funcion es inyectiva cuando
tomamos un punto de x1, x9, x3 y otro punto distinto a estos.

Caso 1. Supongamos para llegar a una contradicciéon que existen dos
puntos u y v, distintos de xq,xs,z3 tales que f(u) = f(v). Sin pérdida
de generalidad, se puede suponer que f(u) = f(v) es distinto de y; y yo.
Asi mismo, componiendo con una transformacién de Mobius por la izquier-
da y con otra por la derecha, se puede suponer sin pérdida de generalidad
que T, T, T3, U, V, Y1, Y2, Y3 ¥ f(u) = f(v) son todos distintos de co. Se tiene
entonces que para todo natural n

[1, U, T2, V] [faz1, fatt, frxa, frv]

(1, 73, u, 22 - [fn1, fas, fou, faxa] (4.9)

Utilizando la definicién de la razén cruzada y que yi,49,y3 v f(u) = f(v)
son distintos de oo, se tiene que para n suficientemente grande

[fnxlyfnua fnx%fnv] _ |fn$1 - fn$2| |fnu - fn'U| |fn$1 - fn$3| |fnu - fn$2|
[fnthnm?nfnu»fnm?] |fn$1_fnu|2|fnx2_fnv||fnx3_fnm2| ’

y dado que el denominador converge a |y1 — ful?|y2 — fv||ys — vol, v este
limite es distinto de cero, entonces

[fr1, fru, foxa, fov] ly1 — ol [ fu — follyr — ys| | fu — ya|
[fn%, fns, fnu, fnm] |y1 - fU|2 ‘yz - fU| |y3 - y2|

el cual, en virtud de (4.9) también es distinto de cero, pues es el limite de
una sucesion constante formada del cociente de estas razones cruzadas. Esto
contradice que f(u) = f(v), ya que de ser asi, este limite deberfa ser cero.

Caso 2. Veamos ahora que para todo v distinto de w1, x9, x3, se tiene
que f(v) # y;. Sin pérdida de generalidad, supongamos para llegar a una
contradiccién que f(v) = yo. Del mismo modo al caso anterior, componien-
do con una transformacién de Mobius por la izquierda y con otra por la
derecha, se puede suponer sin pérdida de generalidad que z; = oo, y que
X9, T3,V, Y1, Y2, Y3 son todos distintos de oco. Se tiene entonces que para todo
natural n

[00,0,1'3,372] _ [anO,fnU,fn$37fnx2] (410)

['T:’HOO)'T%U] [fn.flfg,fnoo,fn%%fnv]‘
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De manera analoga al caso anterior, para n suficientemente grande, se
tiene que

[anO, fnv7 fnl‘3> fnx2] _ |anO - fn$3|2|fnv - fnff2|2
[fnx37fnooafnx27fnv] |anO—fnU|2|fnJ]3—fnlL’2|2‘

Ya que el denominador converge a |y; — fv|? |ys — yo|?

distinto de cero, se tiene que

, v este limite es

[fnooafnvafn$3afnx2] |y1 _y3|2|fv_y2|2

[fnm?nanO?fanafnv] |y1 _fv|2|y3_y2|27

el cual, en virtud de (4.10) también es distinto de cero. Del mismo modo al
primer caso, esto nos lleva a una contradiccion, por lo cual se concluye que
f(v) # ys. AD

Notese que en la prueba de este teorema, se usé que si g, — ¢g en R"
entonces dco(gn(a),g.(b)) — do(g(a),g(b)), lo cual es consecuencia de la
continuidad de la distancia cordal. Asi mismo se utiliz6 el resultado andlogo
para la distancia euclidiana.

En la demostracion del Teorema 4.0.5 se prueba el siguiente resultado que
utilizaremos en el siguiente capitulo.

Corolario 4.0.6 Sea f1, f2,... una sucesion de transformaciones de Mobius
que converge a f. Si xy,x9,x3 son tres puntos distintos en R"™, tales que
folz;) = y;, 5 =1,2,3, donde yi1, ya, ys son puntos distintos. Entonces f es
una transformacion de Mdobius.






CAPITULO 5

Estructura de Grupo
Topologico

Hay diferentes maneras de dar una estructura de grupo topolégico a GM (I/Eé")
Presentamos primero la mas sencilla de ellas. Se define

D(6,9) = sup de(dw, ),

rzeR™

la cual es una métrica en GM (I@”)
(i) D(¢, ) > 0.
(il) D(¢p, ) =0 siy sblo si ¢ = 1.
(ii)) D(¢, ) = D(, ¢).
(iv) D(¢1,02) < D(¢1,¢) + D(¢, ¢2).

Las primeras tres propiedades son directas de la definicién. Usando el
hecho de que para toda z € R"

dC(¢1x7 ¢2x) < dC(gblx? 2/}1") + dc(¢$7 ¢2x)7
y que para cualesquiera dos subconjuntos A, B de R, se tiene
sup(A + B) < sup(A) + sup(B),

se sigue (iv).
Obsérvese que ¢, — ¢ con la métrica D llamada del supremo si y sélo si
¢, — ¢ uniformemente en R™:

45
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Si ¢, — ¢ con la métrica D, entonces existe N € N tal que D(¢,, o) < €
sin > N, , ¥ por definicién de supremo se tiene que dgo(¢,x, gbx) < € para
toda z € R™ sin > N, por lo que ¢,, — ¢ umformemente en R™,

Viceversa, si ¢, — ¢ uniformemente en R”, entonces existe N € N tal
que do(¢pnx, ¢x) < €/2 para toda x € R™ si n > N, por lo que

SUP dC(¢nx7¢I) < 6/27

rz€eER™

es decir, D(¢,, ¢) < €/2 <esin > N,y por lo tanto ¢, — ¢ con la métrica
del supremo.

Teorema 5.0.1 GM(@") es un grupo topoldgico con respecto a la topologia
inducida por la métrica D.

DEMOSTRACION. Si ¢q, 09,79 € GM(I@”), se tiene que

sup do(¢1z,¢2x) = sup de(d1(vy), ¢2(¥y)),

xeR” yER"

puesto que ¥ es biyectiva. En consecuencia

D(¢1¢7¢2¢) :D<¢1,¢2)‘ (5-1)

Asf mismo se sigue del Teorema 4.0.1, que toda transformacién de Mobius
¢ cumple una condicién de Lipschitz uniforme en R", es decir existe una
constante ¢(¢) tal que para todo =,y € R™

do(ér, dy) < c(¢)do(w,y).

Por lo que

D(¢, ¢191) (9, 619) + D(91%, 91%1)

<D
S D(¢7¢1)+D(¢1¢7¢1¢1)
< D(¢,¢1) + c(¢1)D(Y,¥1).

La ultima desigualdad es cierta ya que

de(p1vp, ¢112) < c(d1)de (Yo, v1x) < o(@1)D(, 1),



5. ESTRUCTURA DE GRUPO TOPOLOGICO 47

y entonces

D(¢1%, p1101) = sup do(d19,01901) < c(p1)D (Y, ¥1).

xeﬁ"

Esto muestra que la funcién (¢, 1) — ¢ es continua en (¢1,11). Andloga-
mente la funcién ¢¥» — ¥ ~! es continua en ¢, ya que

D(¢~"¢7") = D(¢_1¢, )
= D(¢™ 9, 1)
= D(¢ 11/1 ¢~'9)
< c(¢7)D(¥,9).

O
Para otra construccién de la misma topologia consideremos f € GM (R"™1)
tal que

f = ¢007 (52)

donde ¢g es la reflexion en la esfera S(e,i11,v2) y o es la reflexién en el
plano 11 = 0. Se sabe del desarrollo del modelo hiperbdlico de la bola, que
GM(R™) es conjugado bajo f en GM(R™1) de GM(B™), y que z € R"
si y s6lo si f(z) € S™. Con esta notacién si ¢ € GM(R™) se corresponde con
¢, € GM(B™1), es decir ¢ = fggffl, se puede definir

D(¢1,1) = sup |p1o — 12|

reESn

Notese que la asociacién ¢ — ¢ es una isometria ya que

D(¢a¢) - SU_P dc(le’,l/]l’)

rxeR™

= sup  de(of 'y o fy)
zeR™, y=f(x)

zsgpnlfcbf y— fof 1ty

= D(¢1,¢1).

Unas cuentas similares a las que se hicieron con la métrica D, muestran
que la métrica D en GM (B™"!) es la de la convergencia uniforme en términos
de las distancias euclidianas en S™.
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Trabajaremos ahora en GM (B"*!), v denotaremos D simplemente por
D. Para cada a € B™*! distinta de cero, sea o, la reflexién en la esfera con
centro en a* que es ortogonal a S™. Recordemos que bajo estas condiciones o,
preserva S y 0,(a) = 0. También sea 7, la reflexion en el plano P(a,0). Ya
que 0,y T, preservan B"*! y el didmetro euclidiano por a, la transformacién

Ta =TqO0q

también lo hace. Més ain, T, preserva los extremos de dicho didmetro (o,
y T, intercambian dichos extremos) y T,(a) = 0, a estas transformaciones se
les llama traslaciones puras. Si a = 0, se define Ty = I.

Estas transformaciones tienen un efecto de traslacién a lo largo del diame-
tro pq, donde p y ¢ son los extremos del didmetro euclidiano (o hiperbdlico)

por a.
5(0,1) ‘b

q

P(a,0)
Figura 5.1: Traslaciones puras

Notese que

To(p) = Ta0a(p) = 7a(q) = p,

Ta(Q) =Ta Ua(Q) = Ta(p) =g,



5. ESTRUCTURA DE GRUPO TOPOLOGICO 49

Lema 5.0.2 (i) La transformacién ¢ — ¢(0) de GM(B™™) sobre B"! es
continua.

(1) La transformacion a — Ty es un homeomorfismo de B™ sobre el con-
Junto de traslaciones puras.

DEMOSTRACION. (i) Se probaréd primero el caso particular de continuidad
en la identidad, supéngase entonces que D(¢,,I) < €. Obsérvese que todo
didmetro euclidiano L de B"! es transformado por ¢, en una geodésica
¢,(L) cuyos extremos estdn a una distancia menor que € de los extremos
respectivos de L.

Se afirma que el cilindro euclidiano C';, con eje L y radio de seccién
transversa e contiene a la geodésica ¢, (L):

Para probar la afirmacion basta checar el caso en que L es un eje canénico
L ;, ya que si es valido en este caso, mediante una rotacién se prueba el caso
general.

En los ejes candnicos L j, sea C; el cilindro con radio de seccién transversa
e. C; es euclidianamente convexo, ya que si z,y € C},

n+1 n+1

msziei, yzzyiei,
i=1 i=1
y p(x),p(y) son sus proyecciones respectivas en el plano P(e;,0), entonces

p@)P ="t < o)l => yi<e

i) i#]

50,1)

p(x)

<>
€
x Cj
L]
\

Figura 5.2: Proyecciones en el plano P(e;,0) de puntos en C}.
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Si [p(x)| < [p(y)| y 0 <t <1, se tiene entonces que

Ip(tz + (1 = t)y)| = [p(tx) + p((1 — t)y)|
< |p(tz)| + [p((1 = t)y)|
<tlp(y)| + (1 —1)|p(y)]
= [p(y)| <e

Esto muestra que las combinaciones convexas de puntos en C'; estdn en
C, pues sus proyecciones al plano P(e,0) tienen norma menor a €, es decir,
su distancia al eje L; es menor a €, lo cual muestra la convexidad euclidiana
de Cj.

Finalmente si a; y a9 son los extremos de ¢ ,,(L ;), esta geodésica estd con-
tenida en el tridngulo determinado por 0, a1, a2, pues ¢, (L) es el arco de un
circulo y a7 as es la cuerda que subtiende este arco, se sigue de la convexidad
del circulo determinado por ¢, (L), que @y az estd contenida en el interior
de dicho circulo salvo por lo puntos a;,as. Asi mismo las rectas 0a, Oas
son tangentes a dicho circulo en a; y as respectivamente (véase la Figura
5.3).

5(0,1) o

04

a2
Figura 5.3: ¢,,(L ;) estd contenido en el tridngulo determinado por 0, a1, as.

Se afirma que

mC'L:{xEIB%"H ] <€}y
L

donde L es cualquier diametro.

Por un lado si x € B™"™ es tal que || < e, se sigue del teorema de
Pitdgoras que para todo didmetro euclidiano L de B" ™ dp(z, L) < |z| < ¢,
por lo que x € C, para todo didmetro L (véase la Figura 5.4).
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5(0,1)

L

Figura 5.4: Si |z| < €, entonces z € C,.

Viceversa, si x € C' para todo didmetro euclidiano L, sean L el eje por
xy 0y Ly un eje ortogonal a L, entonces como x € Cr, y dg(z, Lo) = |z,
se tiene que |z| < €, por lo que x € {x € B"™! : |x| < ¢} (véase la Figura
5.5).

Lo

Ly
/j

Figura 5.5: Si x € C'f, para todo didmetro euclidiano, entonces |z| < e.

Asi
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Por lo tanto, si ¢, — I uniformemente en S™ (es decir ¢,, — I con la
métrica D), entonces ¢,,(0) — 0, de hecho [¢,(0)] < D(¢n, I).

Para el caso general, si ¢,, — ¢ uniformemente en S, se sigue del Teorema
5.0.1 que ¢~ t¢p,, — ¢~1¢ = I y por lo previamente demostrado, ¢p~1¢,(0) —
0, por lo que ¢,(0) — ¢(0).

Demostracion de (ii) Obsérvese que en virtud del Teorema 5.0.1, la funcién
T, — T, ' es continua, y usando (i) se tiene que la funcién 7;! — T;1(0) = a
es continua, por lo que la composicién de estas funciones T, — a es continua.

Para demostrar que a — T, es continua, se demostrard que a, — a
implica T',, — T',, y para ello bastara demostrar que o,, — 0,y Ta, — T4
puesto que GM (B™!) es un subgrupo del grupo topolégico GM(H/@”“), por
lo que la funcién (¢, ) — ¢t es continua, en este caso

lim 74, 04, =Tq0q =T,.
k—o0

Supongamos entonces que a — a, con a # 0, y sean by, = a; y b = a".
Obsérvese que by — b puesto que a # 0 y si 0,, y 0, son las reflexiones en
S(ay,ri) y S(a,r) respectivamente, entonces ry — r.

Para demostrar que o,, — 0,, hay que pobar que dada ¢ > 0, existe N
en los naturales tal que para todo x € S™, si k > N

00, (2) —0a()] <,
donde

0an () =bp+ri(@—bi)" y
oo(x) =b+1r*(x —b)*,

es decir, hay que probar que
b +7r2(x —bp)* —b—1*(z—b)*| <e

Dado que |by — b| — 0, basta probar que |r?(z — by)* — r*(x — b)*| = 0
uniformemente en S™. Ahora

Flo— b2 |z —b)?

IrZ(z—by)* —r*(x—b)"| = o (x—=bi) _ ,(x—b)

ri(x —bi)|r —b* —r*(x — b)|z — by|?
|z = bx[?|z = b?
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Nétese que existe una bola B(b,§) de radio § y centro en b ajena a B!,
de modo que a partir de cierto k, by € B(b,0). Se sigue de la compacidad
de dicha bola y la de B"™! que la expresion |z — by|*|z — b|* estd acotada
inferiormente (existen puntos en B"*! y B(b,§) que minimizan la distancia
entre estos dos conjuntos), por lo que basta probar que

[r2(z = bg)|z = b]* — r*(z — b)|x — by ||

converge uniformemente a 0 en S™. Usando la desigualdad del triangulo y
que |z| =1, se tiene que
|7’k2(x —by)|x —b)* —r*(x — b)|z — bk|2|
= |(rile = b = e = bz — (r ¢l — b*)bx + (2|2 — bif*)D)
< |rgle = b = 1|z — bl + ||z — bkl — r 2]z — b]*by| .
Se afirma que

[rile = b = r*le = 0uf| g

5.3
’T2|x—bk|2b—r£|x—b|2bk| (5:3)

convergen uniformemente a cero. Para el primer sumando en (5.3) se tiene
que

!7’,3[93 —b* —r?|lz — bk|2|
= |7“,§]93 — b2 =7z — b + Pz — b — 1Pz — bk|2‘
<|rg =7z =bP +7*|lz — b — |z — bif|.
Por la compacidad de S™ |z —b|? estd acotado, por lo que |r? — r?| |z —b|?
converge uniformemente a cero (la convergencia no depende de z). Basta

entonces probar que ||z — b|? — |x — bi|?| converge uniformemente a cero en
S™ y para ello usaremos que (v + w) - (v —w) = |v|? — |w|?.

Hx— b|2 — |z — bk|2‘

[(z =) + (& = bx)] - [(z = b) = (z = )]
(22 —b—by) - (b, — )]

(22) - (b = b) = (b4 by) - (bx = b)|

(22) - (b = )| + (b + b) - (bx — D)
2|b — b + |b+ br|br — b|.

IA A
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El ultimo paso es consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Ya que |b+ by| estd acotado, se tiene que los tltimos dos sumandos en la
desigualdad anterior convergen uniformemente a cero en S™ (la convergencia
no depende de x), por lo que se tiene el resultado deseado.

Para el segundo sumando en (5.3), basta renombrar 72b = ¢ y r ?bj, = ¢},
para obtener que

7|2 — bi?b — r 2|z — b*bi| = |l — by|* — cplz — b]?|

que es de la forma del primer sumando, por lo cual converge uniformemente
a cero en S, con lo cual se concluye que o,, — 0,.

Para demostrar que 7,, — 74, hay que probar que dado € > 0, existe NV
en los naturales tal que para todo x € S™, si k > N

ITar () = Ta(@)] <€

donde

k
To(z) = — 2(x - a)b,
es decir, hay que probar que
12(z - ag)br — 2(x - a)b] <,

por lo que basta demostrar que |(z - ay)br — (2 - a)b| — 0 uniformemente en
S™. Ahora

(x-ap)by — (z-a)by + (z-a)by — (z-a)b|
(x-ap)by — (z-a)b| + |(x - a)bp — (x - a)b|
(z-ax) = (z-a)l[bg] + [z - allby — b|

- (ag — a)|lbe] + [allbr — b]

ay — allbg| + |al|br — b|.

Los ultimos pasos son consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Ya que la sucesion by, es acotada y |ay —al, |by —b| convergen uniformemente
a cero en S, se tiene el resultado.

Finalmente hay que considerar el caso en que a, — 0, en este caso hay
que demostrar que T, — T¢ = I. Para cada k denotamos a la rotacién
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que manda e; en ay/|ay| por Ry. Usando (5.1) y el hecho de que R, es

isometria euclidiana, tenemos que
DR T, Ry, 1) = DR, 'Tu,, R )
= sup |R; 'T, v — R 'z|

resSn

= sup [T,z — z|
xeSn

=D(T,,,I).
Por otro lado R 'T, Ry = R 7., RiLR; '0,, Ry. Nétese que o,

(5.4)

pre-

serva S(aj,rg), por lo que R 'o,, Ry preserva S((|aglei)*,7x) vy por lo

tanto Rk_laakRk = 0|q4)e,- Andlogamente Rk_lTakRk = T|ayle,- Ahora
Tlagle: (@) = (Jarler)” + 77 (x = (Jarler))”

r—eq/|ag

= ey/]ak] + (1/|axl* - 1)m
r—eqi/|ag

> =221 /|ag] +1/|ax/?

=e1/law| + (1/]ax]* = 1)

(1 —lax*)(x — e1/axl)
|ak?|z]? — lak|2z, + 1

= e1/lax| +

larl(X = |ar®)z] + [(lar® = 1) + |ag*|z]* — |ar|22, + 1]

bien

€1

lakl(Jak?|2]* = lak|22, + 1)

larl(X = |ar)z] + (lak® + lak|z]* — [ar|221]e,
|akl(Jak?|2]* = lak|221 + 1)

1 —|ars]z + [|ar| + |ar||z]* — 22 1]eq
ag?|z|? = Jag22, +1

Y

y ya que |ag| — 0, se tiene que

Olage, (@) = @ —2x1e1 =2 —2(x - eq)eq,
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es decir 0|4, e, converge a la reflexién en el plano P(ey,0). Asi mismo

Tlagler = T — 2(z - (lagler))(larler)”
=ux —2lagl(x-er)er/|ay]

=z —2x-e)eq,

por lo que Tj4,, es la reflexién en el plano P(eq,0) para todo k y al
ser esta reflexién una involucién, se tiene que 7|4, je,0)a,le, — I, es decir
R;'T, Ry — I, por lo cual D(R;'T,, Ry,I) — 0y en virtud de (5.4)
D(T,,,I)— 0y por lo tanto T\, — 1.

O

Notese que a lo largo de la demostracion de este lema se uso la siguiente
propiedad de continuidad en espacios métricos: f es continua en xq siy solo si
para toda sucesiéon {x,} en el dominio de f tal que x,, = xq, f(x,) = f(xo).

Recordemos de la forma general de las transformaciones de Mobius que
cada elemento ¢ de GM (B™*!) se puede expresar de manera tinica como

¢(x) = A<Oa ZL’),

donde a = ¢71(0), A es una matriz ortogonal y o, es la reflexién en la
esfera con centro en a* que es ortogonal a S™, obsérvese que dicha esfera
es la esfera isométrica de ¢. Notese que esta expresion de ¢ es unica, pues
a estd determinada univocamente y A determina una isometria euclidiana
Unica. Se afirma que ¢ se puede expresar también univocamente como

¢(r) = Ay(Ta ), (5.5)

donde A, es la matriz ortogonal determinada por 7, (la reflexién en el plano
P(a,0), la cual es una isometria euclidiana) seguida de A. Esto se cumple ya
que

Ay(Tox) = (A7) (Taoq2) = Ao, ).

Para verificar la unicidad de (5.5), obervamos que si ¢(z) = B(T} x) entonces
b= ¢1(0) = a, por lo tanto ¢(z) = B(T, ), finalmente
B=¢o.7a,
=Ar,
=A,.
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La descripcién (5.5) establece una biyeccién natural entre GM (B™™!) y
O(n + 1) x B"! dada por la funcién

¢Fﬁ'@4¢aa%
la cual esta bien definida gracias a la unicidad de dicha descripcién. Notese
que la inversa de esta funcién esta dada por

(B,b) = B(T),
y en virtud de la unicidad de (5.5), si
(B,b) = ¢,
b=ayB=A,.

Ahora, por un lado tenemos que el grupo O(n+1) de matrices ortogonales
tiene una métrica natural: si A = (a;;), B = (b;;), entonces

> (aij —biy)?

]

1/2

|A—B| =

Por otro lado O(n+1) visto como subgrupo de GM (B™*1) tiene una métrica
inducida por la métrica del supremo. Estas dos métricas definen la misma
topologia, para verificar esto observemos primero que si M C R* est4 acotado
superiormente, entonces

sup m? = [ sup m*.
meM me M

Por lo que, st A= (a;;), B=(b;;) yC=A—-B
D(A, B)? = sup |Ar — Bx|?

reS™
= sup |Cuxf?
reSn
n+1

= Sup E (T1ci0 + .. +$n+1cm+1>
reSn

l@ 3) ()

A
0
=

ML
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Los ultimos pasos son consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
y de que x € S™, por lo que

Por otro lado, nétese que

(A= B)e, < sup Az — B,

zeSn

por lo que

)

7=1 i=1
n+1

= 1Ceyl’
j=1
n+1

=D 1A= Ble,?

n+1

< sup |Az — Bz|?
;mES"’ ’

= (n+1)D(A, B)%.
Se concluye que
D(A,B)* <|A—-BJ* < (n+1)D(A, B)?,

de donde se sigue que ambas métricas definen la misma topologia. Entonces
O(n 4+ 1) x B™! hereda naturalmente la topologia producto y tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 5.0.3 La biyeccion entre GM(B™) y O(n+ 1) x B"™! dada por
¢ (Ag,a) es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Por un lado, del Lema 5.0.2 se tiene que a + T, es conti-
nua, por lo que (A4, a) — (Ay, T,) es continua, y por ser GM (B"™™) grupo
topoldgico (A4, T,) — AyT, = ¢ es continua. En consecuencia (A4, a) — ¢
es continua.
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Por otro lado, usando una vez mas las propiedades de grupo topoldgico
¢+ ¢! es continua y por el Lema 5.0.2 se tiene que ¢! — ¢71(0) = a es
continua, por lo que ¢ — a es continua. Por las mismas razones respectiva-
mente T, — T,7' y a — T, son continuas, por lo que ¢ + (¢,T,7") lo es.
Finalmente (¢, T, ') — ¢ T, ' = A, es continua y por lo tanto la funcién
¢ — A, también lo es.

O

Esto muestra que la topologia en GM (B™™!) inducida por la biyeccién con
O(n+1) xB"™"! coincide con la topologfa inducida por la métrica del supremo
y dado que GM(R™) se identificé mediante una isometria con GM (B"+!),
este resultado nos da una nueva construccién para la topologia en GM (I?&")
inducida por la métrica del supremo.

Teorema 5.0.4 Una familia F de transformaciones de Mobius actuando en
R™, es normal en R™ si y solo si

sup p <€n+17 ¢en+1) < 00,
peF

DEMOSTRACION. Por un lado sea

C =supp(eni1,P€ni1),
a

y supongamos que C' < oo. Como consecuencia del Teorema 4.0.1, se tiene
que para toda ¢ en F y para todo x,y en R"

do (¢, ¢y)

< " < ¢
dC(-T,y) = epr(€n+1, ¢en+l) ~e,

de donde es claro que F cumple una condicién uniforme de Lipschitz en ]@”,
por lo que F es equicontinua en R". Finalmente se sigue de la Proposicién
4.0.3 que F es normal en R™.
Ahora supongamos para llegar a una contradiccién que F es normal en
R" y R
SUp p (€ni1, P e€ni1) = 00.
peF

Entonces existe una sucesién ¢, ¢, ... en F tal que

p<€n+17¢k en—i—l) — 00,
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y ya que F es normal, existe una subsucesion hi,hs,... de ¢1,¢9,... tal
que hy — h uniformemente en R". No6tese que h no puede ser constante,
ya que si h(x) = « para todo z € R", existiria un natural N tal que si
k > N, do(hi(y),) < € para todo y € I@”, y se tendria entonces que
hk(f@”) C B(a,e€), por lo que hy no serfa biyectiva. El mismo argumento
prueba que h(]lA%”) no es un conjunto finito. Se sigue entonces del Corolario
4.0.6 que h es de Mobius. Por otro lado, ya que hq, hg, ... es subsucesion de
¢1,Pa,..., se tiene que

p(enJrla hk en+1) — 00.

Obsérvese que si g = fh/\kffl, yg= f/f;ffl donde f es como en (5.2), es
decir, f es la transformacién que conjuga G M (HAQ”) con GM (B"™!), entonces
gr — g, donde la convergencia en S™ es uniforme. Esto se verifica de manera
andloga a las observaciones que aparecen después del Teorema 5.0.1. Ademas
se tiene que

p(€n+17hk6n+1) = p(079k0)7

por lo que
p (0,91 0) — oc.

Finalmente, se sigue del Lema 5.0.2 que ¢x(0) — ¢(0), y usando que toda
funcién distancia es continua se tiene que p (0,9 0) — p(0,¢0), por lo que
p (0,90) = oo, lo cual es imposible, por lo que se concluye que necesariamente

sup p (€n+17 ¢€n+1) < o0.
peF

O
Obsérvese que si dos transformaciones de Mobius son iguales en un abierto
de R”, entonces son la misma transformacion en R" Esto se sigue ya que
si ¢,1p € GM(R™) coinciden en el abierto D en R™, es decir ¢|p = |p,
por lo que ¢ '|p = I|p. Ya que D es abierto, podemos tomar una esfera
¥ = S(a,r) contenida en D, por lo cual ¢+~ fija los puntos de X y en virtud
del Teorema 1.0.7 ¢1p~ ! es la reflexién en ¥ o es la identidad, y dado que

¢~ a) =a (a € D), se tiene que v~ = I, y por lo tanto ¢ = 1.

Teorema 5.0.5 Sea ¢ 1, P, ... una sucesion en GM(I@”) que converge uni-

formemente a la identidad en un abierto de I@", entonces ¢1, @, ... converge
uniformemente a la identidad en R™.
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DEMOSTRACION. Consideremos ¢ 1, ¢, ... una sucesién en G M (]IA%") que con-
verge uniformemente a la identidad en el abierto D en R™. Probaremos prime-
ro que F = {¢1, P2, ...} es una familia normal en R". Para ello, sea f1, fa, ...
una sucesion en JF, entonces existe una subsucesion f,,, fn,, .- de f1, fa, ...,
que también es subsucesion de ¢, @, ..., por lo que dicha subsucesién con-
verge uniformemente a la identidad en el abierto D. Dado que f, z — x
para todo z € D, se sigue del Teorema 4.0.5 que existe una subsucesion
de fn,, fns, ... que converge uniformemente en R™ a una transformacion de
Mobius f. Obsérvese que dicha subsucesion tiene que converger a la identidad
en D por ser subsucesion de ¢, ¢, ..., por lo que f es igual a la identidad
en D, se concluye de la observacién previa al teorema que f = I.

Ahora veamos que ¢y, ¢y, ... converge puntualmente a la identidad. Su-
pongamos para llegar a contradiccién que ¢,x - = para algin r € R", en-
tonces existe una subsucesion ¢, , ¢n,, ... y un € > 0 tal que do(¢n, x, ) > €.
Ya que F es normal, existe una subsucesion de ¢, , ¢,,, ... que converge uni-
formemente en R™ a una transformacién de Mobius. De manera analoga al
parrafo anterior, se concluye que dicha transformacion de Mobius es la iden-
tidad, lo cual contradice que do(¢n,x, ) > €, por lo que ¢, — x para todo
z e R™

Por ultimo, se demuestra que ¢ 1, @2, ... converge uniformemente a la iden-
tidad en R", y ya que la sucesion converge uniformemente a la identidad en
D, basta probar que la convergencia es uniforme en R™ — D. Sea ¢ > 0, hay
que demostrar entonces que existe un natural N tal que deo(¢rr, ) < € si
k > N para todo x € R™ — D. En virtud del Teorema 5.0.4, se tiene que

C' = sup p(ent1,Pk€nt1) < 00,
¢ EF

y usando el Teorema 4.0.1, tenemos que para todo z,y € R”

d0(¢kx>¢ky) S epr<€n+1,Q/5\k€n+1) dc(ﬂ?,y)
< exp(C) de(z,y).

Si M = méx{exp(C), 1}, se tiene que para todo z,y € R”

do(Prr, dry) < Mde(x,y) v
dc(l’,y) S MdC(Ivy)a
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por lo que si do(z,y) < § = €/3M, se tiene que

dc(qbkl‘,gf)ky) < 6/3 y
do(z,y) < €/3.

Por ser R" — D compacto, existen x1,...,x, € R™ — D tales que
R P
R" - D c | JBe(zs,9),
i=1

y usando la convergencia puntual de ¢, ¢+, ..., para cada ¢ = 1, ..., p, existe
un natural N; tal que do(¢rxq,z;) < €/3 si k > N, por lo que tomando
N = méx{Ny,...,N,}, do(¢rzi,z;) < €/3 si k > N para todo i = 1,...,p.
Finalmente si z € R™ — D, x € Be(x;,0) para alguna i, donde 1 < ¢ <p,y
usando 2 veces la desigualdad del triangulo se tiene que

do(¢rz,w) < do(Prr, i) + do(Przi, xi) + de(x, z4),
y dado que d¢(z,z;) < 0, al tomar k > N, se tiene que para todo = € R"—D
dc(qbkl‘,iﬁ) < €.

g

Para dar la ultima estructura topoldgica, es necesario introducir el modelo
del hiperboloide

Definicién 18 FEl modelo del hiperboloide estd definido por
Q={zre R+ q(z,r) = 1,29 > 0},
donde q(z,y) es la forma cuadrdtica dada por
q(z,y) =xoYo — (T1y1+ ... + TnYn)

Obsérvese que () es uno de los mantos de un hiperboloide de dos mantos
(véase la Figura 5.6), y si € @) entonces

ri=1+xi+.. +22
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Figura 5.6: Modelo del hiperboloide.

Para definir una métrica en (), consideremos primero una curva C'*>° en
@ dada por v : [a,b] = Q, v = (Yo, --., Yn). Entonces para todo t € [a, b]

Vo) = 1+71()" + ... + 7 (1) (5.6)

por lo que al derivar se obtiene que

Yo(t) Yo(t) = 71() ¥1(8) + .+ Ya(t) 71, ()- (5.7)

Utilizando (5.7), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (5.6) respectiva-
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mente, se tiene que

’ ’ 2
’ ’ 71’}/ ++7”7n ’ ’
q(%’y):( . - ) — (7 )

(V4 22+ 7))

< 2 o (712_‘_—’_7112)
70

R R 5 B /

=2 L — (247D
70

_(~2 "2

_ O
70
Obsérvese que la igualdad se obtiene solamente cuando y; = ... = v, = 0,

., / . .
en cuyo caso también v, = 0. Se sigue entonces que puede definirse una
métrica Riemanniana en () de la siguiente manera: si v, w estan en 7'Q),, el
plano tangente al hiperboloide en z, entonces

(v, w) = [(Vi w1 4 ..v, W) — vowo]?,

donde v = (vg,...,v,) y w = (wy, ..., w,). Esta métrica Riemanniana puede
expresarse en términos del elemento de linea

ds* = dx? + ...+ dx? — dr}, (5.8)
la distancia entre 2 puntos en @) es el infimo de
/[—q(v',v')]mdt (5.9)
sobre todas las curvas que unen ambos puntos entre si.

Teorema 5.0.6 La funcion F : Q — B"™ dada por

F(xo,...,xn):( RN ‘”’”") (5.10)

L+ 7 1+

es un difeomorfismo C*°.
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La demostracion de este teorema se puede consultar en [2] y con més
detalle en [3]. La idea es verificar primero que F es inyectiva, luego se calcula
la inversa izquierda y se checa que hay una biyeccién entre () y B".

Teorema 5.0.7 La funcion F' : Q — B™ dada por (5.10) es una isometria.

La demostracién de este teorema también se puede consultar en [2], aun-
que esta prueba no es muy formal. Una prueba rigurosa se puede consultar
en [3]. La idea es demostrar primero que F' preserva la longitud hiperbdlica
de curvas de clase C''. Posteriormente, se utiliza el método del “pull back”
aplicado a la funcién F', y ala 1 — forma

Adx?

ds? = ——
T T =Py

Calculando el jacobiano y analizando los “pull back” de las formas candnicas
se obtiene (5.8).

Definicién 19 Sea O(1,n) el conjunto de matrices de (n+1) x (n+1) cuya
accion por la derecha en R™ ! es invariante bajo la forma cuadrdtica

g(z,7) =25 — (2] + ... +27),
es decir si A € O(1,n), entonces q(vA,zA) = q(x, ) para todo x € R™,

Usando el hecho de que AJA' = J, donde
J= : (5.11)

se sigue facilmente que O(1,n) es un grupo (cf. [2]

v [3]), pues la inversa de
un elemento A € O (1,n) estd dada por A~! = (JAJ)!

Teorema 5.0.8 FEl grupo de isometrias del hiperboloide () consiste de las
transformaciones determinadas por el grupo O(1,n) que no intercambian los
mantos del hiperboloide q(z,z) = 1.
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La demostracién de este teorema se encuentra en [2] y con més detalle en
[3]. En [3] se puede verificar que el enunciado en [2] no es correcto, sin embargo
la demostracién funciona para este enunciado (Teorema 5.0.8). La idea es
verificar por un lado que para toda curva de clase C'!; el subgrupo de O(1,n)
que no intercambia los mantos del hiperboloide ¢(z,x) = 1 deja invariante
la expresién —q(y',7'), y en virtud de (5.9), dicho grupo estd contenido en
el grupo de isometrias. Para la otra contencion, se utiliza que los grupos de
isometrias del hiperboloide y de la bola son conjugados bajo F'. Se muestra
que los elementos de GM (B™) son de la forma FyF~!, donde

P(z) = zA, (5.12)

A€ O(1,n) y ¥(Q) = Q. Mas ain, para este paso de la demostracién se
prueban dos casos para los elementos ¢ € GM (B™): si ¢(z) = =T, donde
T € O(n), entonces la matriz A que determina la funcién ¢ como en (5.12)
esta dada por

El segundo caso de la demostracion es cuando ¢ es la reflexién en la esfera
S(a,r) ortogonal a S™~1. Para este caso, se conjuga con una transformacién
ortogonal que manda el centro de la esfera a, a un punto a’ sobre el eje
canénico e, por lo que la matriz A que determina la funcién 1 como en

(5.12) estd dada por A = R™'PR, donde

cosh 2¢ senh2t 0 ... 0
—senh2t —cosh2t 0 ... O
P = 0 0
: : 1,1
0 0

es la matriz asociada a la reflexién en S(a’,7), t € (0,00), 72 = 1/senh®*t y R
es una matriz ortogonal como en el primer caso. Finalmente, el resultado se
sigue del hecho de que todo elemento en GM(B"™) se puede expresar como
la composicion de la reflexién en la esfera isométrica, seguida de una matriz
ortogonal.
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Definicién 20 Se define Ot (1,n), como el conjunto de matrices A € O(1,n),
tales que agy > 0.

Se verifica que O7(1,n) es un subgrupo de O(1,n) (cf. [2] o con més
detalle [3]). Mds atin, O *(1, n) resulta ser un grupo topoldgico con la métrica

natural
> (aij—bij)’

1,J

1/2

|A—B| =

No es dificil verificar que la funcién producto (A, B) — AB es una funcién
continua, y ya que la inversa de un elemento A € OT(1,n) estd dada por
A7l = (JAJ)!, donde J es como en (5.11), resulta que A — A~! también es

continua.

Teorema 5.0.9 O (1,n) es el grupo de isometrias del hiperboloide Q. A
este grupo también se le conoce como el grupo de Lorentz.

La demostracién de este teorema se encuentra también en [3]. La idea es
usar un argumento de conexidad para ver que O *(1,n) esta contenido en el
grupo de isometrias del hiperboloide (). Para la otra contencién se usa que
el grupo de isometrias del hiperboloide () esta generado por elementos de
O™ (1,n).

Finalmente para dar la tercer estructura topoloégica a GM (]IA%”), usaremos
el hecho de que O™ (1,n) es un grupo topolégico, lo cual nos permite verificar
la continuidad de una funcién en un tnico elemento de O *(1,n). Asi mismo
es necesario hacer unas observaciones previas. Si (X, d), (Y,d’) y (Z,d") son
espacios métricos, A C X y f, — f uniformemente en A, donde f,, f: X —
Y, se tiene que

i) Sig:Z — A, entonces f, g — fg uniformemente en Z.

ii) Si h: Y — Z es uniformemente continua, entonces hf, — hf unifor-
memente en A.

Verificar estas afirmaciones es sencillo:

i) Ya que f,, — f uniformemente en A, para todo ¢ > 0 existe un natural
N tal que sin > N, para todo z € A

d'(fn(@), f(2)) <e,
en particular para todo z € Z, g(z) € A, por lo que para todo z € Z

d'(fng(2), fg(2)) <e
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ii) Ya que h : Y — Z es uniformemente continua para todo ¢ > 0 existe
d > 0 tal que d”(h(z),h(y)) < esid'(xz,y) <0,y dado que f,, — f unifor-
memente en A, para este § existe un natural N tal que si n > N, para todo
reA

d'(fn(x), f(2)) <4,
y por lo tanto para todo z € A

d"(hfn(x), hf(x)) <e

Teorema 5.0.10 La topologia inducida por O+ (1,n) en GM(R™) es la mis-
ma que la topologia de la convergencia uniforme.

DEMOSTRACION. Basta demostrar que la funcién A — Fy4F~1de Ot (1,n)
en GM(B™) es un homeomorfismo, donde ¢ 4(z) = xA. Ya que dicha funcién
es entre espacios métricos, basta probar convergencia en sucesiones.

Primero, si A, — A, donde A,,, A € O*(1,n), hay que demostrar que
Fia, F~' — F1i) 4F~! uniformemente en S"!. Para ello, consideremos un
disco abierto D en H", F' la isometria entre ) y B™ definida en (5.10) y
f € GM(R™) la funcién que conjuga GM(R"1) y GM(B™) (f manda R
en S"! y H™ en B"). Nétese que D es compacto en H”, y por lo tanto
K = F7'f(D) es compacto en el hiperboloide @, por lo que existe M € R*
tal que |z| < M para todo z € K.

Sean B, = A, — Ay b b1, ...,b" los vectores columna de estas matri-
ces. Dado que A,, — A, se tiene que B,, — 0, la matriz idénticamente cero.
Asi mismo para todo x € K, se tiene que

|zA,, — 1A]* = |B,,|?
= [(2,b5), (2,07, .., (2, b7
= {2, 0™ + (z,b ") + ...+ (x,b™)?
< |zPog ) + 2P + ..+ |2 *[b7]

< MbIP+ b7+ ..+ b7,
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y va que B, — 0, se tiene que [b7* + |[b7|* + ... + [b7]* — 0, por lo que
xA,, — zA uniformemente en K, es decir ¢4, — 14 uniformemente en
K. Dado que f~!'F es uniformemente continua en compactos, se sigue de las
observaciones previas a este teorema que f~lFi, F71f — fl1Fy,F7Lf
uniformemente en D, en particular, lo hace en el abierto D. Se sigue del
Teorema 5.0.5 que f1Fyy, F1f — f~1FY,F~1f en R, en particular lo
hace en R"1 y por lo tanto Fips, F~' — Fip,F~1 en S™L.

Viceversa, si ¢, — ¢ en GM (B"™) (la convergencia es uniforme en S 1),
hay que demostrar que F~'¢,,FF — F'¢F en O (1,n). Supéngase que
¢ =A0,y ¢m = Apno,,, donde a = ¢71(0), a,, = ¢,,1(0), 04,04, son
las reflexiones en las esferas isométricas de ¢ y ¢,, respectivamente y A, A,
estan en O(n).

Ya que GM(B™) y O (1,n) son grupos topoldgicos, basta demostrar el
caso en que ¢(0) # 0 (a # 0), puesto que si ¢, — ¢y ¢»(0) = 0, componemos
a cada ¢, y a ¢ con » € GM(B™) de modo que ¥¢(0) # 0. Utilizando
primero que GM (B"™) es grupo topoldgico, se tiene que ¥, — Yo, y en
virtud de lo que se demostrard, tenemos que F~'¢,, F — F~14¢F. Ahora
bien, F~1¢ F = F'WFF ¢, Fyv F~YW¢F = F~Y%WWFF~1¢F. Nétese que
F~%WF € O"(1,n), y dado que O (1,n) es grupo topoldgico, multiplicando
por la inversa de F~1¢F obtenemos que F~'¢,,F — F~1¢F.

Supongamos entonces que a # 0, se sigue del inciso (i) del Lema 5.0.2
que ¢,1(0) — ¢71(0), es decir a,, — a. As{ mismo, de la demostracién del
inciso (4i) del mismo lema, se tiene que o,, — 0, en GM(B"), y ya que éste
es grupo topoldgico, tenemos que A,, — A en GM(B"). En virtud de estas
observaciones, usando que O (1, n) es grupo topoldgico, basta demostrar que
F'A,F - F1'AF y Flo, F — Flo,F.

La primera convergencia se sigue de las observaciones posteriores al Teo-
rema 5.0.8, pues

1 0 0
0
F1A, F = ) ,
: A,
0
y

10 0

. 0

F AF - . )

: A
0
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v yaque A,, = A en GM(B™), entonces F'A,,F — F~'AF en O (1,n).
Para la segunda convergencia es coveniente mandar continuamente a,, y

a a puntos w,, y w en la semirecta te;, t € RT mediante transformaciones

ortogonales R,, y R respectivamente, de modo que R,, — R. Si

a=tie1+..+t,e,

am =t e1+ ...+t en,

dado que a # 0, t; # 0 para algin j, y por continuidad existe un N na-
tural tal que si m > N, t7" # 0. Nétese que {a,eq,...,ej1,€j41, .-, €n}
y {am,€1,....,€;-1,€j41,....e,} son bases de R™ pues a,a, no pertenecen
al subespacio generado por {ei,...,€;_1,€;41,...,€,}. Utilizando el proce-
so de Gram-Schmidt se pueden cambiar dichas bases por bases ortonor-
males {a/lal, T 1, ..., T 1, T g1, s T} Y {@m/|am|, o7 2 2y 2
Obsérvese que el proceso de Gram-Schmidt nos da explicitamente la forma
de calcular los elementos z; y " de estas bases ordenadas en términos de
los elementos anteriores a éstos en dichas bases y del producto interno, por
ejemplo

N <617 a>

P
ST e
€1 — |a|2 a
' ( )
€1,0m
= n
<€17am>

Como consecuencia de estas expresiones y del hecho que a,,/|a,| — a/lal,
se tiene que z" — x;. Inductivamente, se obtiene que z]* — z;, por lo
que al considerar las matrices R, = (am/|am|, o7 ;2 2y, x) y
R = (a/lal,z1,...,2j-1,% j11,..., Ty), se tiene que R,, — R. Mas atn, R,,
y R mandan a,, y a en la semirecta te, t € R" respectivamente, y dichas
matrices estdn en O(n). Se sigue de las observaciones posteriores al Teorema
5.0.8, que

F'¢, F=R' ~'P.R'
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y
Flo,F =R 'PR’,
donde
10 0 cosh 2t,, senh2t,, 0 .. O
0 —senh 2¢,, —cosh2t,, 0 .. 0
o _ 0 0
Rm_ . R 9 Pm—
(') m : : I,
0 0
10 0 cosh 2t senh2t 0 ... O
0 —senh2t —cosh2t 0 ... O
: R ) .
0 : : 1,1
0 0

Obsérvese que P,, y P son las matrices asociadas respectivamente a las re-
flexiones en S(ap, R, 7m) vy S(aR,7) (r y r, son los radios de las esferas

isométricas de ¢ y ¢,, respectivamente), ¢,t,, € (0,00), 72, = 1/senh’t,, y
r? = 1/senh?t, por lo que se concluye que F~'o, F — F~lo,F. O

Como consecuencia del Teorema 5.0.10, se tiene que GM(R™) con la
topologia de la convergencia uniforme en la métrica cordal es isomorfo como
grupo topolégico al grupo O *(1,n+1). En particular, al identificar R? con el
plano complejo extendido, M (R?) resulta ser la clase de las transformaciones
de Mobius complejas

az+b
_>

d—>b 0
cz+d’ “ 70,

y ésta es isomorfa al grupo de Lorentz, formado por las matrices que preservan
la forma cuadrética @3 4+ 23 + 23 — ? y la desigualdad ¢t > 0.

Corolario 5.0.11 Si una sucesion de transformaciones de Mobius ¢ 1, ¢, ...
preserva B" T y ¢,, — I uniformemente en un abierto de S™, entonces
Gm — I uniformemente en B+ ¢ S™.

DEMOSTRACION. Ya que GM (B"!) y GM(I@”) son conjugados, se sigue
del Teorema 5.0.5 que ¢,,, — I uniformemente en S™. Conjugando con F, la
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isometrfa entre Q y B™™!, se tiene que F~'¢,,FF — I en O (1,n+1). Se sigue
de la demostracion de la primera parte del Teorema 5.0.10 que f Lo f =1
uniformemente en R"™! donde f conjuga GM (R") y GM(B"!), por lo que
¢m — I uniformemente en B"*!, O

A manera de conclusién de esta tesis, describimos las geodésicas en el
hiperboloide para el caso bidimensional.

Proposicién 5.0.12 Si Q es el hiperboloide en R3, entonces las geodésicas
en B2 se corresponden via F' y F~ con la interseccion de Q y ciertos planos
por el origen en R3.

DEMOSTRACION. Recordamos que una geodésica en B? puede ser un didme-
tro de B? o la interseccién de un circulo ortogonal a B2 con éste mismo.
Si se tiene un didmetro de B2, entonces los puntos de la geodésica quedan
determinados por la intersecciéon de B? con una recta por el origen, digamos
(x1,29) - (a1,a2) = 0, por lo que esta interseccién se corresponde con la
interseccién del plano (zg,z1,22) - (0,a1,a3) = 0 con Q, mediante F' y F~1.
Esto se sigue ya que si (x1,75) - (a1,a5) =0y z € B2, entonces

F_1($17x2) : (O7a17a2) -

14 |.1"2 21‘1 21}2 (0 )
: ai,a
1_ ‘x|2’ 1_ ’x|27 1_ |$‘2 ) 1 2

21‘1&1 21’2&2
e

2

= 1_—’1:‘2 (x1,22) - (a1,a2)

=0,

por lo tanto F~!(z1,z5) estd contenido en la interseccién de Q con el plano
(0, 71,72)(0,a1,a2) = 0. Viceversa, si (vo,71,72)-(0,a1,a2) =0y x € Q,
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entonces (zg,x1) - (a1,az) =0, por lo que

F<x0,x1,x2)-(a1,a2>:( SRR )~(a1,a2)

1+$071+LL’0

_ (551;$2) : (a17a2)
1 +3§'0

=0.

Se tiene entonces que F(zg,x1,T2) estd en la interseccién de B? con la recta
por el origen (z1,22) - (a1,a2) = 0.

Por otro lado si se tiene una geodésica determinada por la interseccion
de un circulo ortogonal a B2 con ésta misma, entonces los puntos del circulo
ortogonal a B? satisfacen la ecuacién (1 —a1)*+ (z2—az)*=a?+a3—1,0
equivalentemente 1+ |z|? = 2(x1,z2) (a1, as). Resulta que dicha interseccién
se corresponde con la interseccién del plano (zg,z1,22)-(—1,a1,a3) = 0 con
Q, mediante F'y F~! puessi 1+|z|> = 2(x1,72)-(a1,a2) y © € B2, entonces

) (—L,ay,as9)

1+ |z]* 21, 27 o
L—|z2"1— |22 1 — |z

F N x1,29) - (—1,a1,as) = (

1
= 1— ’$|2 (1+ |$|2,2$1,21‘2) : (_1,a1,a2>

1
- 1_—W(_1 - |CL’|2+2(I‘1,JZ2) ’ (a1’a2))

=0,

por lo que F~1(x,x,) estd contenido en la interseccién de @ con el plano
(xo,x1,22) - (=1,a1,a9) = 0. Viceversa, si (xg,21,22) - (=1,a1,a2) =0y
x € @), entonces

—To+T101+T202=0 y :vgzl—i-xf%—xg.

F(x07x17$2):< o T2 )7

1—|—$071+$0

Ahora
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2 2 2
rit+ x5 r1G1+ Toao 9 9
= — 92 +
2) (1+x0)2 T +aj+as
2
—1
= 20 —2- 20 4a24ql

(1+CL’0)2 1+CL’0

ZEO—l To 2 2
= —2 +ai+a
1+ 1429 2

2 2
—CL1+CL2—1,

y por lo tanto F(xg,r1,75) estd en la interseccién de B? con el circulo
2 . 2 2 _ 2 2
ortogonal a B* cuya ecuacién es (r1 —a1)? + (rg —as)* =aj+a3—1. O
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