UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIAYY DOCTORADO EN INGENIERIA

INGENIERIA QUIMICA — INGENIERIA DE PROCESOS

LA ATEROSCLEROSIS MODELADA COMO UN PROCESO SIMULTANEO DE
TRANSFERENCIA DE MASAYY MOMENTUM ACOPLADAS MEDIANTE UN

FUNCIONAL ASOCIADO A LA DISIPACION VISCOSA.

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DOCTOR EN INGENIERIA

PRESENTA:
MI. LUIS GUILLERMO VIRUES DELGADILLO.

TUTOR PRINCIPAL
DR. ANGEL ENRIQUE CHAVEZ CASTELLANOS, F.Q.
COMITE TUTOR
DR. RAFAEL HERRERA NAJERA, F.Q.
DR. PEDRO ROQUERO TEJEDA, F.Q.

MEXICO, D. F. Marzo 2013



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



JURADO ASIGNADO:

Presidente: Dr. Francisco Javier Solorio Ordaz.

Secretario: Dr. Rafael Herrera Najera.
Vocal: Dr. René Osvaldo Vargas Aguilar.
1€r. Suplente: Dr. Martin Salinas Vazquez.

2do. Suplente:  Dr. Angel Enrique Chavez Castellanos.

Lugar o lugares donde se realizé la tesis:

Facultad de Quimica, Departamento de Ingenieria Quimica. Conjunto E, Edificio de
Ingenieria Quimica, ex Sala de Estudios.

TUTOR DE TESIS:

Angel Enrique Chavez Castellanos.



Agradecimientos:

Doy gracias y mi enorme reconocimiento a todos los que se esforzaron por ayudarme a
completar esta tarea que decidi comenzar y, con la defensa de este trabajo concluye, no sin notar
que cada etapa de mis estudios ha llevado a este punto. Son tantos que simplemente se tendria que
escribir un anecdotario para mencionarlos.

Doy gracias a toda mi familia, en especial a Jorge Virues Vega y Rosa Ma. Gertrudis
Delgadillo, por impulsarme tan lejos como les fue posible desde el momento en que naci hasta la
culminacién de este trabajo y, yo sé, que mas lejos aun. Gracias a Mario Valdés Vega y Lourdes
Vega, que cabalmente han cumplido su compromiso de ser mis segundos padres, asi como a Luis
Carlos Valdés Vega que ha sido todo un hermano. También debo agradecer a Angeles Vega, que
siempre ha tenido alguna forma de ayudarme. A Jorge Octavio Virues Delgadillo, gracias por ser un
modelo a seguir incluso antes de tener que serlo, a Karina Lozada Santillan y a Jorge Virues Lozada
por ayudarme a ver que todos entramos y salimos de la escena, pero la obra contintia y s6lo por eso
siempre hay que dar lo mejor de uno mismo. Gracias Carmen Vega Hernandez, que siempre tuviste
una frase que nadie que te conociod podria olvdar, incluyendo historias de un hombre ejemplar,
Octavio Blancas Camarillo. A Ma. Gertrudis Tiburcio Alcald porque siempre me presentd una
sonrisa e historias para recordar a Guillermo Delgadillo Cercado y a ambos les agradezco el darme
la enorme familia que siempre tiene historias para reir, refleccionar y reunir. De manera muy
especial, agradezco a Georgette Rebollar Pérez por darme animos, motivo y fuerzas para seguir
adelante. Doy gracias a Aileen Virues Rebollar, que me ha acompaniado del mismo modo que
Georgette durante tiempos dificiles.

Gracias Dr. Herrera, sus comentarios siempre llevaron a pulir este trabajo.

Gracias Angel Enrique, te volviste mas un amigo que un maestro.

Un especial agradecimiento debe ser expresado para la Dra. Angeles Vega, tus
conocimientos como anestesiologa me han llevado a entender mejor como se pueden aplicar los
fenomenos de transporte en la anestesiologia.

El mayor agradecimiento, aunque arriba mencionado es para el Dr. Jorge Virues Vega y la
Dra. Rosa Ma. Gertrudis Delgadillo Tiburcio. Sin ustedes nada de este trabajo hubiera podido
plantearse, y sin tu apoyo resolverse en absoluto. Estimado Dr. Virues Vega, este trabajo es un

tributo a su esfuerzo y dedicaciéon como médico.

Hija, impulsaste este trabajo mas que cualquier comentario que alguna vez haya escuchado.

Papa, Abuelita, nos vemos cuando alcancemos las estrellas.



Agradecimientos:

Se extienden los agradecimientos para hacer constar que el Consejo Nacional de Ciencia y
Tecnologia (CONACyT) apoy6 durante siete semestres este trabajo por medio de la beca niimero
303165 al becario con nimero de CVU: 230451. Beca otorgada con el fin de que el becario (Luis
Guillermo Virues Delgadillo, L.G.V.-D.) obtuviera el grado de doctor en Ingenieria Quimica en la
institucion 0002390640230000 cuyo nombre es Universidad Nacional Auténoma de México /
Coordinacion de Investigacion Cientifica / Facultad de Quimica, con el ID de programa: 001486.



RESUMEIL. . ... e e e e 1
AN 0 F 2 T  PP 2
LI 01134074 LT 1o ) F 3
B & 100 () 1 Pt 12

3.- Planteamiento general y simplificaciones del problema de aterosclerosis

desde un punto de vista de fendmenos de transSporte. ..........ooevieivniiiiiiiiieiiineneenn.. 13

4 .- Dualidad del funcional PropueStO. . .......vvuutett it e e e e e e e neeanaes 28
5.- Solucién con flujo inicial hasta estado eStacionario. ........ovueiiuiiriiiiiiii i, 31
5.1.- Soluciones paramétricas del flujo inicial hasta estado estacionario........................ 35

6.- Soluciones con flujo en estado tranSILOTIO. ... vvuute ettt ettt ettt et e et eeaeenaeennns 39
6.1.- Solucién aproximada método “MINIMAX™.........oiitiiritiitiit i ee e ennaenas 40

6.1.1.- Soluciones paramétricas del método “minimax”...............ccooeiiiiinnnn. 47

6.2.- Solucién aproximada correspondiente al método de propuestas

HNEales. ... 50
6.2.1.- Soluciones paramétricas del método lineal aproximado......................... 59
6.3.- Solucién aproximada por ecuaciones diferenciales con retardo........................... 62

6.3.1.- Soluciones paramétricas de las ecuaciones diferenciales

CON TEEATAO. .1ttt ettt ettt et et e e e e e e enaaees 77
7.- Comparacion general de 10s resultados. ........oviiitiiiiiii e 81
Bim CONCIUSIONES. . .ttt ettt ettt ettt ettt et 82
9= Trabajo fULUIO. . ..c et e 83
LA (03311S) 1 1ol 11 D 84
L I ] 72 T L 0 2 87

12.- Bibliografia y referenCias. ... ...o.eouuiuei i 95



Resumen

La aterosclerosis es una enfermedad definida como la acumulacion de células grasosas que
resultan en una reduccion del area transversal de flujo. Esta patologia ha adquirido més importancia
desde los ultimos sesenta afios y, causado por el sedentarismo, ya que los problemas de peso
aceleran la patologia estudiada. La importancia de entender esta enfermedad significa la posibilidad

de predecir ataques cardiacos, aneurismas y otras patologias relacionadas.

En este trabajo, los componentes aterosclerdticos de la sangre se transportan a la pared
arterial usando un coeficiente de transferencia de masa por medio de un funcional que relaciona al
flujo sanguineo con la acumulacién de masa en la pared arterial. Se lograron resultados teoricos
acoplando ecuaciones ampliamente conocidas para la transferencia de momentum y masa. Una
descripcion cualitativa del proceso patoldgico conocido como aterogénesis, en términos del
esfuerzo cortante producido por el flujo sanguineo, concentraciones y especies aterogénicas como el
colesterol y los globulos blancos y la reduccion del radio provocado por la acumulacion de masa en
la pared, se puede obtener para distintos casos de flujo volumétrico a partir del sistema mencionado
anteriormente. Este coeficiente efectivo de transferencia de masa demuestra la importancia de

acoplar los fenomenos antes mencionados a pesar de seguir siendo un modelo sencillo.



Abstract

Atherosclerosis is a disease process defined as artery clogging caused by fatty cells
accumulation that result in transversal flow area reduction. This pathology has acquired more
importance since the last sixty years and, caused by sedentary way of life, since weight problems
further triggers the pathology studied in this work among other related health problems, the
importance of acquiring understanding of the disease means the possibility to predict heart stroke,

aneurisms and other related pathologies.

In this work, atherosclerotic blood components are transported to the artery wall using an
effective mass coefficient transfer through the proposition of a functional that correlates blood flow
with mass transfer. Some theoretical results are achieved coupling both momentum and mass
transfer process widely known equations. A qualitative description of the pathological process
known as atherogenesis, in terms of blood shear stress, concentrations of atherosclerotic mass
species such as cholesterol and white blood cells and radius reduction, can be obtained for different
volumetric flow rate cases by using the system stated herein. This flow dependent effective mass
coefficient transfer shows the importance of coupling these previously stated phenomena while

remaining as a fairly simple model.



1.- Introduccion:

Antes de comenzar con el tratamiento del tema, se aclara que este no es un trabajo comun en
el estudio de la patologia conocida como aterosclerosis, teniendo en cuenta que casi todos los
trabajos existentes estdn muy enfocados al proceso bioquimico que ocurre tratando de encontrar una
proteina o alguna otra especie que limite su avance. Se le recomienda al lector revisar la literatura
existente [1-20] por si tiene interés en este tipo de enfoque. Por otro lado, estudios menos
abundantes en el enfoque bioquimico, pero que tienen en cuenta los procesos fisicos y quimicos
involucrados donde se realiza el modelado del flujo a través de un tubo con una reduccion [21,22],
la formacion de las especies involucradas y su distribucion en una zona especial de la arteria [23]
tienen un enfoque mas similar al que durante este trabajo es tratado, ya que este trabajo consiste en
acoplar ambos tipos de transferencias de momentum y masa para avanzar en el desarrollo tedrico de

la patologia.

La ateroesclerosis es un proceso inflamatorio en la pared de las grandes arterias que ocurre
en respuesta a una agresion sobre el endotelio [24]. El desarrollo de este proceso tiene lugar
fundamentalmente en la capa intima de la arteria donde se desarrolla la placa de ateroma. La placa
de ateroma tiene su origen en la placa lipidica que se transforma con el transcurso del tiempo en la
placa de ateroma, que inicialmente no provoca sintomas, pero que suele manifestarse por las
enfermedades del sindrome de arteroesclerosis cuando se asocian los factores de riesgo de la

ateroesclerosis.

Los factores de riesgo provocan desgarres en la luz de las arterias en los que se depositan
sustancias grasas, que junto con el proceso de inflamacion provocan el estrechamiento de la luz de
las arterias y obstruccion al flujo sanguineo. El colesterol se deposita dentro de las placas de
ateroma cuando la concentracion en sangre es alta. Las células de la pared arterial interpretan este
depdsito como una invasion y excitan al sistema inmune que provoca una respuesta autoinmune
[25]. Las células inmunitarias excitadas son los monocitos circulantes que penetran en la pared de la
arteria, se transforman en macro6fagos y comienzan a fagocitar lipoproteinas de baja densidad
conocidas como LDL, por sus siglas en inglés, convirtiéndose en células esponjosas [26-31]. La
inflamacion forma también una capsula de tejido fibroso entre la placa de ateroma y la arteria.

Conforme avanza la placa de ateroma, se produce un estrechamiento o estenosis de la arteria,
3
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inicialmente parcial, hasta evolucionar a una completa obstruccion. Ademas la placa de ateroma es
fragil y puede romperse, sangrar y formar un trombo o desprenderse de la pared de la arteria y
provocar una embolia. Esto deviene en un aumento de la presién sanguinea y si ocurre en el

corazon o en el cerebro podria provocar la muerte [32-33].

Dicha patologia es una enfermedad cronico degenerativa [34] caracterizada por el deposito
e infiltracion de sustancias producto de reacciones entre sustancias reactivas con el oxigeno [35] y
el colesterol en las paredes de las arterias mayores [36]. Se considera actualmente como una
reaccion inflamatoria que ocurre en el epitelio de las arterias afectadas, seguido por la
multiplicacion de células esponjosas y la migracion de las células del musculo liso de la pared, que
van produciendo estrechamientos del lumen arterial. Los engrosamientos concretos son

denominados placa de ateroma.

La definicion de la patologia proviene de athéro- (‘pasta’) y skleros (‘duro’), dando la idea
de que es una pasta la que endurece a la arteria, dicha definicion es acorde con la descripcion visual
de la patologia al comunmente presentar un nucleo central blando, grumoso y amarillento, formado
por lipidos, cubierto por una capa fibrosa. Normalmente sélo se presentan ocupando una parte de la
circunferencia de la pared arterial a lo largo del vaso afectado. Inicialmente los ateromas se

encuentran esparcidos, pero aumentan en nimero a medida que la enfermedad avanza [37].

En los primeros tratamientos se intentaba remover dicha placa. Ahora se sabe que el realizar
tal procedimiento causa complicaciones que se pudiesen presentar posteriormente de manera natural
como por ejemplo: la ruptura de la placa, su ulceracion o erosion, que es causa de la exposicion de
agentes trombogénicos y puede generar la aparicion de un trombo y bloquear un vaso situado por
delante de la zona de la placa, lo que produciria una carencia de aporte sanguineo en la zona
irrigada por la arteria correspondiente, que puede ser mortal si el bloqueo tiene lugar en una arteria
que irrigue el cerebro o el corazdén, de ahi que sea una enfermedad de alta importancia. Cabe
resaltar que, por lo general, una vez que se presenta la patologia en un paciente, puede estar

avanzando en distintas zonas del cuerpo de manera distinta.

Esta enfermedad es una de las principales causas de muerte de los paises desarrollados,
siendo también frecuente en paises en vias de desarrollo donde sea comun un estilo de vida poco

saludable considerado por los médicos como el sedentarismo. Los factores de riesgo para el
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desarrollo de ateroesclerosis se pueden agrupar en dos categorias, segin la posibilidad de actuar

sobre ellos.

Como factores no modificables se pueden agrupar los siguientes:

Tiempo de vida del paciente [38]. La edad del paciente tiene una influencia muy
importante, pues las tasas de fallecimiento por enfermedades relacionadas con el corazon (por
ejemplo, infartos) aumentan a lo largo de la vida, incluso a edad (mayor a 40 afios para los hombres
y mayor a 60 para las mujeres). La ateroesclerosis no es facil de detectar normalmente hasta la
mitad de la esperanza de vida de cada raza en adelante, cuando las lesiones arteriales provocan

dafios en los 6rganos. Entre los 40 y los 60 afios la incidencia de infarto es mucho mayor.

Género del paciente [39]. La causa de que el sexo sea relevante para la patologia se debe a
las hormonas caracteristicas. Las hormonas masculinas, como la testosterona, son aterogénicas,
mientras que los estrogenos protegen de la ateroesclerosis, por eso en las mujeres la tasa de

enfermedades relacionadas con ateroesclerosis aumenta después de la menopausia.

Antecedentes familiares y alteraciones genéticas [40]. La predisposicion a ateroesclerosis
debida a la herencia genética familiar esta bien definida y es probablemente poligénica (intervienen
varios genes propiciando o evitando su avance de acuerdo a cada paciente). En realidad los genes
involucran de forma directa a otros factores de riesgo, como la hipertension o la diabetes, que son
altamente relacionados con el endurecimiento de las arterias. Por otro lado, aunque con menos
frecuencia, alteraciones en el metabolismo de niveles de colesterol en sangre, como ocurre en la

hipercolesterolemia familiar, también estan asociados a la herencia genética.

A continuacion se presentan los factores modificables:

Hiperlipidemia [41]. Es, hasta el momento, identificado como el mayor factor de riesgo
para la ateroesclerosis. La mayoria de las evidencias indican que los niveles elevados de colesterol
en sangre llevan al proceso de aterosclerosis. El principal componente del suero colestérico
asociado con un aumento del riesgo de que se presente la patologia son las lipoproteinas de baja
densidad (LDL). Dichos componentes de la sangre tienen un papel fisiologico fundamental en el

transporte de colesterol hacia los tejidos periféricos. Sin embargo, las lipoproteinas de alta
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densidad (HDL) protegen de la ateroesclerosis, pues de acuerdo a la literatura retiran el colesterol
de los tejidos y los ateromas para llevarlo al higado, donde se excreta con la bilis: cuanto mas alto el
HDL, menor es el riesgo, y viceversa. El ejercicio y un consumo moderado de alcohol aumentan el
nivel de HDL, mientras que la obesidad y el tabaquismo lo disminuyen. Una dieta rica en colesterol
y &cidos grasos saturados (presentes en la yema de huevo, grasas animales y mantequilla) aumenta
los niveles de LDL. A la inversa, una dieta baja en colesterol y baja en la relacion entre acidos
grasos saturados e insaturados, provoca una reduccion de los niveles de LDL. Se considera que los
acidos grasos de tipo omega-3, abundantes en los aceites de pescado, son probablemente
beneficiosos, mientras que grasas transaturadas producidas por hidrogenacion artificial de aceites
vegetales (utilizadas en productos horneados y margarinas) pueden afectar negativamente los
niveles de colesterol. Los farmacos denominados estatinas disminuyen los niveles de colesterol

circulante, al inhibir una enzima clave de la biosintesis de colesterol en el higado.

Hipertension arterial [42]. Factor responsable del incremento del 60% de riesgo de
enfermedades cardiovasculares. La hipertension es la causa principal de hipertrofia ventricular
(aumento del tamafio de los ventriculos del corazén) que se relaciona con infarto cardiaco. Hombres
entre 45 y 62 afios cuya presion arterial estd por encima de 169/95 mmHg tienen cinco veces mas
riesgo de accidente cardiovascular que aquéllos con una presion de 140/90 mmHg o menor. Tanto
un aumento de la presion sistolica como de la diastélica son importantes en el incremento de riesgo,
pero de acuerdo a la literatura [42] el aumento de presion diastdlica es mas peligroso que el de la
presion sistolica. Un incremento de la presion arterial provoca el rompimiento del endotelio que
recubre la superficie interior de las arterias. Los tratamientos antihipertensivos reducen la incidencia

de enfermedades relacionadas con la ateroesclerosis anteriormente mencionadas.

Tabaquismo [43]. Las sustancias toxicas que contiene el tabaco, como la nicotina, tienen un
efecto toxico directo sobre el epitelio, provocando una respuesta inflamatoria. Fumar un paquete de
cigarrillos o mas al dia dobla la tasa de fallecimiento por enfermedad cardiovascular, por lo que se

considera que disminuye el riesgo de forma significativa la supresion de la adiccion.

Inflamacién [44]. La presencia de inflamacion esta intimamente ligada al desarrollo de la
ateroesclerosis, siendo uno de los principales agentes causales de la patogenia. Por ello, la
determinacion de la presencia de inflamacion se ha convertido en un elemento importante de la

estratificacion del riesgo. Uno de los métodos mas simples y sensibles es la determinacion de los
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niveles de proteina C reactiva (PCR). Esta es una proteina de la fase aguda sintetizada
primariamente en el higado, producida al final de las cascadas de diferentes procesos inflamatorios.
En el caso de la ateroesclerosis, se sintetiza por las cé€lulas endoteliales dafiadas y los niveles de
PCR en sangre predicen con exactitud el riesgo de infarto de miocardio, evento vascular cerebral,
enfermedad arterial periférica o fallecimiento cardiaco subito, incluso en individuos en buena salud
aparente. Aunque todavia no hay evidencia directa de que la reduccidn de los niveles de PCR llevan
a un decrecimiento del riesgo cardiovascular, el cambio en los muchos factores antes mencionados
reducen los niveles de PCR; asimismo, el tratamiento con estatinas también reducen la cantidad de

PCR en sangre.

Sindrome metabdlico. Caracterizado por un conjunto de anormalidades asociadas con la
resistencia a la insulina. Ademas de intolerancia a la glucosa, los pacientes presentan hipertension y

obesidad. En conjunto, se induce hiperlipidemia, que genera dafio endotelial.

Lipoproteina (a). Una forma alterada de LDL que contiene un fragmento de la
apolipoproteina B-100 de la LDL unida a la apolipoproteina A. Sus niveles en sangre estan
asociados con riesgo coronario y cerebrovascular, independientemente de los niveles totales de

colesterol o LDL.

Factores que afectan la hemostasis. Algunos marcadores de la funcion hemostatica o
fibrinolitica (como un nivel elevado de inhibidor del activador del plasminégeno) son predictivos
de sucesos ateroesclerdticos mayores, como infarto de miocardio o derrame cerebral. La trombina,
tanto como procoagulante como proinflamatorio, y los factores derivados de plaquetas, son

contribuyentes fundamentales de la patologia vascular.

De forma esquematica, los elementos centrales de la aterogénesis son los siguientes [41]:

Daifio cronico del endotelio [45]. Que se produce habitualmente de forma sutil y
progresiva, hasta terminar con la disfuncion del mismo, lo que genera un aumento de la
permeabilidad, la adhesion de los leucocitos circulantes (inicialmente monocitos) y aparicion de un

potencial trombogénico.



Acumulacion de lipoproteinas [46]. Fundamentalmente LDL, con alto contenido en
colesterol, en la pared del vaso sanguineo afectado (generalmente, en la capa intima de una gran

arteria).

Modificacion de las lipoproteinas acumuladas en la lesion por oxidacion.

Adhesion de los monocitos [47] (y otros leucocitos) al endotelio, seguido por su migracién

hacia la intima y su transformacién en macrofagos y en células esponjosas.

Adhesion de las plaquetas. Una vez que el proceso de aterosclerosis se encuentra muy
avanzado, las plaquetas se comportan de modo similar al observado en una lesion expuesta,
tratando de delimitar en su totalidad zonas expuestas entre la arteria y el flujo sanguineo, pero en

este caso, agudizan el problema al ayudar a la formacion de trombos y aneurismas.

Migracion de las células musculares lisas [48] de la capa media de la arteria hacia la capa

intima, causada por la liberacion de plaquetas activadas, los macrofagos o las células vasculares.

Produccion de la cubierta fibrosa de la placa de ateroma causada por la proliferacion de
las células musculares lisas en la capa intima de la arteria; estas células se modifican y elaboran
componentes de la matriz extracelular, como colageno y proteoglicanos, que se acumulan en dicha

capa.

Aumento en la acumulacién de lipidos [49], tanto intracelularmente (en los macréfagos y

en las células musculares lisas) como extracelularmente.

Las placas de ateroma pueden permanecer estables, con una densa capa fibrosa y un
componente inflamatorio y lipidico poco importante. Estas placas, aunque pueden reducir de forma

considerable la luz del vaso, generalmente no producen una lesion aguda.

Una placa puede romperse si presenta una capa fibrosa fina, un gran nucleo lipidico con una
zona de alta muerte celular (apoptosis) y un proceso inflamatorio importante. La ruptura de la placa

puede generar un trombo o causar un aneurisma [50].



Las causas especificas de la disfuncion endotelial en la aterogénesis atin no se comprenden
en su totalidad. Los posibles factores culpables han sido mencionados anteriormente, siendo las mas

probables la hipercolesterolemia y las perturbaciones hemodindmicas.

En cuanto a las perturbaciones hemodinamicas [51], una observacion frecuente es que las
placas de ateroma se acumulan en las entradas de flujo de los vasos; en las zonas de ramificacién y
en la pared posterior de la aorta abdominal, siendo comunmente sitios donde se observa un flujo
sanguineo aun no desarrollado en su totalidad. Estudios in vitro han mostrado que la presencia de
un flujo laminar favorece la existencia de factores protectores frente a la ateroesclerosis (por

ejemplo, la enzima antioxidante superéxido dismutasa).

Los mecanismos [41] por los que la hiperlipidemia contribuye a la aterogénesis incluyen: la
hiperlipidemia cronica (sobre todo hipercolesterolemia) que puede inducir directamente la
disfuncion endotelial al aumentar la produccion local de especies reactivas de oxigeno (ERO); los
radicales libres del oxigeno pueden dafiar los tejidos y acelerar la desaparicion del 6xido nitrico
(NO), reduciendo su actividad vasodilatadora; en la hiperlipidemia cronica, las liproteinas se
acumulan dentro de la intima. Estos lipidos se oxidan por efecto de los ERO generados por los
macrofagos o las células endoteliales. Los LDL oxidados son detectados por los receptores
"carrofieros", diferentes de los receptores para LDL, los cuales son ingeridos por é€stos y se
acumulan en los fagocitos, que pasan a denominarse "células esponjosas". Los LDL oxidados,
ademas, estimulan la liberacion de factores de crecimiento, citocinas y quimiocinas por las células
endoteliales, que reclutan mas monocitos a la lesion. Finalmente, los LDL oxidados son toxicos

para la células endoteliales y células musculares lisas y pueden inducir su funcionamiento anormal.

Por otro lado, aunque existen evidencias de que las infecciones pueden desencadenar el
proceso inflamatorio subyacente en la ateroesclerosis, esta hipdtesis aun tiene que probarse de
forma concluyente. En placas ateroescleroticas se pueden detectar virus de herpes, citomegalovirus
[52] o Chlamydia pneumoniae [53,54], y estudios epidemiologicos han detectado niveles mas altos
de anticuerpos contra clamidia en pacientes con ateroesclerosis severa. Sin embargo, puede deberse
al hecho de que la bronquitis por Chlamydia pneumoniae es frecuente en fumadores, una poblacion

de riesgo de enfermedad cardiovascular.



La proliferacion de las células musculares lisas y la deposicion de una matriz extracelular
por parte de éstas convierte una linea de grasa (la lesion inicial) en un ateroma maduro, lo que
contribuye a la progresion de la enfermedad. Las células musculares lisas pueden provenir de la
capa media de la arteria, pero también de precursores circulantes, cuya capacidad de proliferacion y
de sintesis es diferente a las anteriormente mencionadas, principalmente en los factores de
crecimiento implicados en la proliferacion de las células musculares lisas y la sintesis de la matriz
extracelular. Las células musculares lisas reclutadas secretan sobre todo coldgeno, que estabiliza la
placa, sin embargo, las células inflamatorias activadas de los ateromas pueden inducir la apoptosis
de las células musculares lisas (liberandose asi el calcio acumulado en su interior, favoreciendo la
calcificacion de la placa) y aumentar el catabolismo de la matriz extracelular, lo que aumentaria la

inestabilidad de la placa [55].

Las enfermedades que forman el sindrome de ateroesclerosis y que se caracterizan por
afectacion de las arterias por placas de ateroma y en consecuencia obstruccion al flujo sanguineo

son, dependiendo de la arteria del 6rgano afectado [56,57]:

Cardiopatia isquémica. Con su maximo representante el infarto agudo de miocardio, en el
corazon. Accidente Vascular Cerebral, en forma trombosis cerebral o hemorragia cerebral, en el
sistema nervioso central. Claudicacion intermitente, con su maxima gravedad de isquemia arterial
aguda de miembros inferiores. Colitis isquémica, es un area de inflamacion (irritacion e hinchazon)
causada por interferencia con el flujo sanguineo al colon (intestino grueso), en las arterias de los
intestinos. Aneurisma de aorta, con su maxima gravedad en la diseccion de aorta. Disfuncion

eréctil; es la principal causa de impotencia en personas mayores de 40 afios.

Los distintos niveles de prevencion [2] de la patologia son:

Prevencion primaria: Consiste en la promocion de estilos de vida saludables como una
dieta correcta, aumentar la actividad fisica y evitar el consumo de tabaco, cuyo fin es evitar que

aparezcan los factores de riesgo como la hipercolesterolemia o la hipertension arterial.

Prevencion secundaria: Consiste en la administracion de fairmacos o volver a un estilo de

vida saludable cuando los factores de riesgo han aparecido.
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Prevencion terciaria: Es el tratamiento especifico de las zonas afectadas por la
ateroesclerosis, por ejemplo, el uso de dispositivos vasoreformadores (stents) para reabrir el lumen

de una arteria con una estenosis que limita el flujo sanguineo considerablemente.

Con lo anterior se concluye la introduccion del presente trabajo. De este punto en adelante
no se hara mas énfasis en los procesos bioquimicos involucrados, aunque son muy importantes,
pues se propondra un planteamiento que permita la obtencion de soluciones que, aunque sean muy
simplificadas, puedan ser capaces de ser comparativas, al menos cualitativamente, con el proceso
que es observado en los pacientes que sufren de esta enfermedad silenciosa, siguiendo esquemas de
cinética de reacciones quimicas, cambios en el area transversal de flujo inicial y en la superficie del

sistema que equivaldra a una simplificacion del epitelio.
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2.- Hipotesis:

Un modelo de aterosclerosis que considere transferencia de momentum y masa puede ser
planteado por medio de un funcional que permita la acumulacion de masa en la superficie de la
arteria hasta donde la transferencia de momentum lo permita, de acuerdo a la disipacion viscosa que

sea producida en la pared del sistema y su comparacion con una cantidad de referencia.
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3.- Planteamiento general y simplificaciones del problema de
aterosclerosis desde un punto de vista de fenomenos de

transporte.

Las ecuaciones que rigen los fendmenos de transferencia de masa y momentum pueden ser
consultadas en libros de fendmenos de transporte [58-63] son la base para entender el presente
trabajo. Las simplificaciones que se aceptan para que el sistema se pueda analizar como un medio
continuo, donde las ecuaciones de continuidad para transferencia de masa para ciertas especies en
términos de su flux, pueden ser expresadas para cantidades de fraccion de masa, fraccion mol y
concentracion llevan a plantear el problema en una geometria cilindrica. Las ecuaciones
correspondientes a dichas coordenadas para describir tanto al flujo sanguineo como el transporte de
masa que se lleva a cabo del seno del fluido a la pared arterial, es muy similar al que fue postulado

por Krogh [64] para transporte de masa en las arterias.

Por otro lado es necesario plantear una propiedad que tienen las células epiteliales; permitir
el paso de sustancias aterogénicas cuando el esfuerzo en la pared es bajo (menor a 4 dinas/cm?)
[65] y evitarlo cuando el flujo es considerablemente mayor al reportado. Para ello se presenta una
ecuacion que contiene el principio de minima energia por medio del céalculo de variaciones, la cual
serd introducida como parte del coeficiente de transferencia de masa, ya que el funcional debe
ayudar o impedir la transferencia de masa, pero es el esfuerzo cortante la propiedad fisica del

sistema que evalta la facilidad de transportar la masa entre interfases.

Se considera que las reacciones involucradas son heterogéneas, en cuanto a que soélo se
llevan a cabo en la superficie de la arteria y es ahi donde se realiza el analisis de transferencia de
masa, por lo que la relacion superficial esta dada por la constante de transferencia de masa, el area

transversal a la longitud y su diferencia entre la sangre y la arteria se toma como valida también.

El volumen de control al que se le aplican las ecuaciones para la transferencia de cantidad de

movimiento y masa es el siguiente:
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Pared arterial

L

Figura 1.- Esquema del sistema que sufrira el proceso de aterosclerosis, donde se presentan a las

variables geométricas del sistema.

Las suposiciones que deben ser propuestas para que el modelo sea aplicable son las

siguientes:

. La sangre se comporta como un fluido newtoniano. Aunque se sabe que la sangre en general
se comporta como un fluido viscoelastico [66]; si se divide el sistema vascular en arterias
mayores y menores, el primer tipo es donde se presenta el proceso de aterosclerosis; y el
comportamiento de la sangre se considera newtoniano debido a que una descripcion

puramente viscosa puede tomarse como aceptable en dicha region.

. El sistema cumple con las condiciones de la aproximacion de lubricacion de Reynolds [67]
(el flujo es estd dado practicamente en una direccidon); en especial las analogias entre
transferencia de masa y cantidad de movimiento donde los numeros adimensionales
relacionados (que serdn presentados posteriormente) tienen una importancia fundamental para

evaluar la relacion entre los fenomenos de transporte que se llevan a cabo.

. En la superficie, se consideran despreciables los cambios de la concentracién con respecto a
la posicion, por lo que las derivadas espaciales no se toman en cuenta y las reacciones
involucradas se consideran de primer orden por simplicidad, pero son facilmente

intercambiables por las cinéticas de reaccion correctas una vez que sean identificadas.
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. La reduccion del area de flujo es debida al producto de las reacciones que ocurren en la
superficie de la arteria, lo que se modelara utilizando la ecuacion de continuidad de masa que

se va acumulando mediante una reaccion lineal que se presentara posteriormente.

. Sélo se toma en cuenta el proceso de aterogénesis, se ha identificado que cuando se modifican
los factores que provocan el avance de la patologia, en ocasiones se consigue que el sistema
regrese a estados donde el lumen de la arteria es recuperado al menos en alguna medida. La

apoptosis y formaciones de trombos [68] se encuentran fuera del alcance de este trabajo.

Es evidente que con las suposiciones anteriores, las ecuaciones correspondientes para la
transferencia de cantidad de movimiento son las ecuaciones de Navier-Stokes y para la
transferencia de masa se usan ecuaciones donde la acumulacion de las especies involucradas esta en
funcién de cuanto, y como las especies son alimentadas por el torrente sanguineo y como
reaccionan o se producen una vez que se encuentran en la superficie de la arteria. Para ello, primero

se exponen las variables involucradas en el sistema modelado:

¢t que representa el tiempo.
r es la eje radial del sistema.

z es el eje longitudinal del sistema.

R, es el radio inicial de la arteria antes de sufrir el proceso aterosclerdtico.
R es el radio maximo de lumen de la arteria (depende del tiempo), de modo que R(7).
v Coeficiente de difusion de momentum (viscosidad cinematica) de la sangre.

D, Difusividad efectiva de la sangre.

o Periodo entre cada pulso cardiaco.

p Densidad de la sangre.

U Viscosidad dinamica de la sangre.

L Longitud axial de la arteria.

v, Velocidad de la sangre del sistema sin obstrucciones.

u, Velocidad de la sangre del sistema con aterosclerosis.
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AP_.  Diferencia de presién maxima del sistema.

Q... Flujo volumétrico arterial maximo posible.

0.... Flujo volumétrico correspondiente al sistema que no sufre aterosclerosis.

Q.. Flujo volumétrico de un sistema que padece aterosclerosis.

®_ . Disipacion viscosa generada por el esfuerzo cortante en la pared arterial correspondiente a la
velocidad v, .

®_ . Disipacion viscosa generada por el esfuerzo cortante en la pared arterial correspondiente a la

velocidad u, .

k; Constante cinética de la velocidad de reaccion de la especie i.

A partir de las variables arriba definidas se adimensionaliza el sistema de la siguiente

manera para que pueda ser aplicable a distintas arterias al menos de forma aproximada:

2
R . v(R,) . u(R(t ¢
T:wt’éz R :R(t)’v; _ Vg( lnl) u =M<v( ( )) ,QmaxanlmAPmax
R ( ) Rini ) 2Qmax i 2Qmax 8 ILtL
®; ki * Qsano * Qen
Cf =—k = _p’Qsano = ’Qenf = :
p (oT Qmax Qmax

Donde las variables adimensionales correspondientes se definen a continuacion:

T representa el tiempo adimensional.

& esla coordenada radial adimensional.

R" es R adimensional maximo que puede ser menor o igual a la unidad, por lo que también

depende del tiempo adimensional, asi que R (7).
v, Velocidad adimensional de la sangre del sistema sin obstrucciones.
u, Velocidad adimensional de la sangre del sistema con aterosclerosis.

Q... Flujo volumétrico adimensional correspondiente al sistema que no sufre aterosclerosis.
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* 3 14 3 . . . .
Q... Flujo volumétrico adimensional de un sistema que padece aterosclerosis.

*

Esfuerzo cortante adimensional en la pared arterial que evita el proceso de aterosclerosis.

Tsano

T>:<

enf

Esfuerzo cortante adimensional en la pared arterial que es insuficiente para evitar la

aterosclerosis.

* o ® Ve . . . . . *
@, Disipacion viscosa adimensional en la pared correspondiente a la velocidad v, .

sano

¢ *

enf

Disipacién viscosa adimensional en la pared correspondiente a la velocidad u; .

k; Constante cinética de la velocidad de reaccion adimensional de la especie i.

n coeficiente de reaccion que relaciona la cantidad de células oxidadas y colesterol.

Se considera que no es necesario expresar el sistema en forma dimensional puesto que
dichas ecuaciones solo se resolveran en su forma adimensional. Si se requiriese alguna de las
propiedades citadas anteriormente, basta con la sustitucion de las propiedades que la definen para

obtener su valor, incluso para propiedades que dependen del tiempo.

Por lo anterior el modelo sigue el siguiente esquema: la ecuacion de Navier-Stokes describe
el cambio de cantidad de movimiento de la sangre en arterias mayores de acuerdo a observaciones
reportadas en la literatura [62] donde el gradiente de presion queda englobado como parte del flujo

volumétrico:

v(En) 1af,0En]
wodti m[a . }—Qm(f) 1)

au:(é,‘r) 10 au:(é,r) e
WO(R’T)T—Eg[éT}—me(T) ()

Donde el nimero de Womersley Wo estd definido como una comparacion entre la fuerza

2
ini

1%

inercial pulsatil y la viscosidad del sistema, lo que es presentado como Wo = para el caso
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wR*(1)

sano y Wo(r)= para el caso aterosclerdtico. Las condiciones de frontera con que se

resuelven las ecuaciones (1) y (2) son las siguientes: las condiciones de adherencia en la pared son

v/(1,t)=0yu (R,t)=0 y por dltimo las condiciones de simetria se representan como

ou.

v, .
s

9

y 0 . Por otro lado, como condiciones iniciales se tienen v, (5,0):0 y

£=0 &0

u,(£,0)=0.

Ya que se tienen dos numeros de Womersley; uno para el caso sano donde todas sus
variables involucradas no cambian y, por otro lado, en el caso donde se presenta la aterosclerosis;

R cambia con el tiempo, por lo que genera un Womersley variable que es una fraccion del

Womersley presentado en el caso sano. Por lo anterior, debido a que la propiedad del nimero
adimensional en estudio es atenuar los pulsos del sistema cuando aumenta y, en caso contrario,
hacer que los pulsos sean mas pronunciados, es previsible que un sistema aterosclerotico tendra
pulsos con maximos y minimos de mayor y menor valor segin sea el caso que el caso del flujo

sano.

Para modelar el flujo sanguineo arterial es muy importante el gradiente de presion, pues es
la fuente del movimiento del flujo sanguineo [69], pero al observar las ecuaciones de Navier-
Stokes, se identifica que dicho término se encuentra incluido en cada flujo volumétrico respectivo.
Para este trabajo, el flujo volumétrico es ya conocido, pues es el dato experimental mas sencillo de

obtener por medio de procedimientos no invasivo (como el ultrasonido).

A partir de la solucion de (1) y (2), donde por lo menos la correspondiente a la ecuacion (1)
estd ampliamente reportada [58-63] y (2) puede ser equivalente tomando en cuenta que el radio
cambia con el tiempo, es posible calcular el esfuerzo, y de manera més especifica, la cantidad de

esfuerzo que se aplica en la pared del cilindro (£ =1y & =R seglin el caso evaluado) de donde es

facil obtener la disipacion viscosa generada a través de:
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sano | g (3)
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ou. )
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Es con la informacion dada por las disipaciones viscosas presentadas en las ecuaciones (3) y
(4) con las que se evaluara un funcional que permita o impida, segun sea el caso, el transporte de
masa. Se puede observar que la disipacion viscosa, al ser para fluidos newtonianos, corresponde al
cuadrado de la rapidez de deformacion, por lo que se pudiera pensar que es suficiente realizar esta
evaluacion con dicha propiedad del flujo, pero la ventaja de la disipacion viscosa sobre el esfuerzo
cortante es que siempre es positiva. Sin embargo, se considera que es mejor presentar las
ecuaciones de transferencia de masa a resolver antes de que se haga la modificacion que permita

modelar el proceso de aterosclerosis para que se entienda la necesidad de la propuesta.
Como especies celulares involucradas en el proceso de aterosclerosis se toman en cuenta:

A Concentracion de glébulos blancos.
B Concentracion de colesterol.
C Concentracion de células oxidadas.

D Concentracion de células esponjosas.

Ademas se define el coeficiente de transferencia de masa [63] como:

3
kSA = 093Deﬂ 4V q):nf SCI/3 =1 86WOTTS/,;S_C (5)

Los numeros adimensionales que aparecen en el coeficiente de transferencia de masa
expresado en (5) son el nimero de Womersley variable que es el mismo antes definido en las
ecuaciones de Navier-Stokes, donde existe la transferencia de masa. EIl nimero adimensional

representado por Sc es el nimero de Schmidt, que relaciona las difusividad de la transferencia de
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cantidad de movimiento con la difusividad efectiva de la transferencia de masa Sc = —— . El otro
eff
numero adimensional involucrado en el término de alimentacion es el niimero de Strouhal, que es

una comparacion de los tiempos del proceso y los pulsos que se llevan a cabo durante el proceso,

SwuL

por lo que le corresponde como expresion St =

max

La transferencia de masa para cuatro especies en una superficie, donde las analogias de
Reynolds para la transferencia de cantidad de movimiento y masa son validas. Estas ecuaciones se

expresan a continuacion:

dA Wo(T,R*)\/3 Sc 11
R')Sc===186—————(A,— A)-Da/'A
Wo(7,R")NS N (A,—A)-Da| (6)
" [o dB Wo(1,R")/Sc \
Wo(7.R")NS E=1.86%(BO—B)—D¢’B-(C) (7)
* dc 1 /i n
Wo(7,R")NS —-=Da'A-Da}B-(C) (®)
Wo(7,R")NS fl—l;=DafB-(C)" Q)

De las ecuaciones (6) a (9), solo los glébulos blancos A y el colesterol B son alimentados
desde el torrente sanguineo, mientras que las células oxidadas C son el producto de la

descomposicion de los leucocitos que tratan de eliminar el colesterol infiltrado en la superficie, lo

que da lugar a que el colesterol oxidado sea identificado como las células esponjosas D que son

responsables de la obstruccion del lumen de la arteria. Los nimeros adimensionales de Damkéhler

del segundo tipo son los términos que rigen la velocidad de reaccion que estan también asociados a

. . . kD .
la interfase solido fluido, por lo que el nimero se expresa como Da;' = ,/’R—;ﬁ . El exponente n

representa la relacion entre los coeficientes de reaccion entre las células oxidadas y el colesterol, de

manera que si n>1 , para formar células esponjosas, se requiere una mayor concentracion de
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células oxidadas; para el caso donde n =1 por cada célula oxidada, se requiere la misma cantidad de
colesterol y el caso donde n <1 entonces la concentracion de colesterol requerida es mayor que la

de las células oxidadas. Por otro lado, las condiciones requeridas para las concentraciones seran
fijadas a cero, ya que al inicio no deberian existir concentraciones de especies que favorecen la

aterosclerosis en la superficie de la arteria.

Si se utilizaran la ecuacion (2) para el flujo y el conjunto de ecuaciones del (6) al (9) para el
aumento de masa en el sistema, se puede observar que la alimentacion de globulos blancos y
colesterol se llevaria a cabo hasta que se obstruyera la arteria totalmente; sin embargo, se ha
observado que en la realidad, ese no es el caso, pues mientras algunos ateromas terminan en una
etapa temprana [70], s6lo en ocasiones que resultan en casos patologicos graves la ruptura e
integracion de la parte aterosclerdtica de la arteria al flujo sanguineo genera un trombo y todas las
consecuencias anteriormente mencionadas [4-7]. Es por eso que se requiere proponer una variable
que permita al flujo modificar las concentraciones de las especies involucradas, y también evitar
que la transferencia de masa continie cuando la cantidad de disipacion viscosa sea igual a la del
caso sano y asi, poder identificar como la reduccion del radio causada por la transferencia de masa

afect6 al flujo sanguineo.

La modificacion a los términos de alimentacion de las ecuaciones (6) y (7) que se propone
en este trabajo, es un funcional [71], que tiene todas las propiedades requeridas por el calculo de

variaciones [72]

inf{ (7.0, 0.,) = [ G(r.R @R @)} (10)

sano > © enf sano ? enf

Donde el término inf es una expresion donde se le llama el “infimo” [73], pues no se

conoce hasta éste punto si las soluciones de (10) son todas minimas, sean locales o absolutas y G

representa la propiedad a la que se le intenta encontrar los extremos.

La evaluacion de (10) requiere restricciones, tal como las ecuaciones diferenciales

requieren condiciones. La mas importante para poder utilizar la ecuacion (10) es que F ((I)) >0, lo
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*

que implica que @, =P, . ya que el radio decrece y no se tiene informacion sobre los cambios

sano

que ocurren en su derivada.

El funcional descrito en la ecuacién (10) tiene una naturaleza dual (lo que se demostrara
posteriormente) y varias formas de ser evaluado; donde una de las mas directas es por el método

conocido como minimax [74], que corresponde a encontrar valores méaximos de

kS £

G(T,R*,(I) R'® ) y a esos valores minimizarlos (de ahi que se le de el nombre minimax). De

sano ? enf

forma que se puede pensar, para entender mas facilmente que primero se evalua la parte “max” y

posteriormente la parte “min”.

Otra forma de evaluar el funcional es utilizar su analogia con las ecuaciones diferenciales
[75]; esto quiere decir que la expresion (10) serd cambiada por las ecuaciones diferenciales
propuestas, que tienen que cumplir no s6lo con las condiciones que requiera, sino también con las
restricciones que el funcional debe satisfacer. En este trabajo se presentan tres sustituciones para la
ecuacion (10); la primera es la evaluacion por el método minimax antes descrito, la segunda
corresponde a la sustitucion por ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y por ultimo la
sustitucion por una ecuacion diferencial con retardo. Cada una de las propuestas seran evaluadas en

su respectivo capitulo.

Por otro lado ya que se plantea modificar el coeficiente de transferencia de masa utilizando

la ecuacion (10), se propone un coeficiente de transferencia de masa efectivo:

€y = k5, F(r. 00,0, (an

En la ecuacion (11) se observa que F (T,(I)*) debe cumplir con la condicion de que cuando

no hay flujo, se debe alcanzar el valor de k;, y cuando la disipacion viscosa es igual a la del caso

sano entonces debe tomar el valor de cero, por lo que desde este punto es previsible que una

diferencia entre ®__ y ®.  puede funcionar para (11).
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Utilizando la ecuacion (11), las ecuaciones definidas en (6) y (7) son modificadas para
contener el funcional definido en (10) y asi permite alimentar la superficie cuando la disipacion

viscosa es menor que la de referencia que no permite el progreso de la aterosclerosis.

. dA Wo(t,R")/Sc .

Wo(z,R )«/SCE:1.86%1:(1,@53“0,@“)(/10 —A)-Da/'A (12)
. dB Wo(t,R")/Sc . .

Wo(z,R )«/SCE:1.86%F(7,®m0,®mf)(30—B)—Daz”B-(C) (13)

Por ultimo, escribiendo de forma diferencial la ecuacion que se utiliza cominmente en
deposito de cristales [76] y adaptandola al modelo de aterosclerosis, se obtiene una ecuacion que
describe como se reduce el radio conforme se acumulan células esponjosas y el funcional lo

permite:

din(R’)
dt

sano > — enf

=-Da" F(7,®,,,.®,,) D (14)

La ecuacion (14) contiene otro nimero adimensional asociado a la constante de acumulacién
de las células esponjosas y los pulsos que se presentan en el proceso, por lo que su comportamiento
es muy similar al nimero adimensional del Damkdhler del primer tipo, pero con la modificacion de

que no es el tiempo de residencia del proceso lo que permite obtener el nimero adimensional, sino

que es la frecuencia lo que permite obtener dicho niimero. Expresado matematicamente Da” = — .
0]

Para realizar comparaciones directas entre las soluciones encontradas en este trabajo, se
propone parametrizar [77] las ecuaciones anteriormente presentadas utilizando el radio del area

transversal de flujo, de lo que resultan las siguientes ecuaciones, que resultan de hacer un cambio de

0 g IR

variable, —

or a(R*)2 ot

, donde g es cualquiera de las variables estudiadas de las ecuaciones

presentadas anteriormente, lo que lleva a sustituir el radio por el tiempo por el radio.
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d(RY Da"-D-(R') Da"-F(1,®,,.®,) D(R)

sano ?

dB B,-B Da)B(C)"
Wo(t.R°)S =0 2 18
olrR) Cd(R*)Z Da"-D-(R') +Da".F(r @, @) D-(R) 1o

sano

Wofe.)fse—4C - DEDIC —DeiA__ 1)
d(R") Da’ -F(r.@,,.®,) D-(R)

Wo( e, R WEo 22 _ ~DayB(C)' (20)
d(R) Da"-F(r,®,,,.@.,) D(R)

Se menciona nuevamente que la ecuacion (15), la ecuacion de Navier-Stokes del flujo sano,
no tiene ninguna reduccion de area transversal de flujo, por lo que fisicamente no hay razon para
que esta ecuacion sea presentada, pero por motivos de comparacion con los resultados dados por la
ecuacion (16), se prefiere hacer uso de ella al generar un valor de referencia para un flujo sano a
diferentes tiempos de la patologia, asi se podréa apreciar, sobre todo graficamente, cudnto esfuerzo

cortante es requerido para generar la disipacion viscosa que detiene al proceso.

Se selecciona el radio como variable de referencia para las ecuaciones paramétricas porque
es la informacion que mas facilmente se puede obtener experimentalmente. Observando la ecuacion
(14) con mayor detenimiento, es facil de identificar que la relacion lineal entre el volumen

(recuérdese que el volumen es Vol = tLR* y 7 junto con L son constantes) y la concentraciéon de

células esponjosas, por lo que si se opta por usar dicha concentracion, dado que en el diseno de
reactores €s comun parametrizar con alguna concentracion, se obtendria la misma informacién

(aunque no mismas ecuaciones exactamente), pero en direccion contraria (en lugar de que el
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sistema se evalue en pequefos decrecimientos, tendria que ser en aumentos) y en lugar de

parametrizar la ecuacion (9) se tendria que parametrizar la ecuacion (14) en su lugar.

Cabe resaltar que en el esquema expresado anteriormente es muy complicado suponer
correctamente el cambio con respecto al tiempo de cualquiera de las variables sin conocer la
dependencia del cambio a cada momento de la reduccion del lumen de la arteria, pues no hay
forma de identificar dicha informacidn sin resolver las ecuaciones que explicitamente incluyen el

tiempo.

Con la informacién anterior ya es posible definir el sistema de ecuaciones que modela el
proceso de aterosclerosis de dos maneras, uno es por medio de las ecuaciones autonomas haciendo
uso de las ecuaciones (1), (2), (12), (13), (8), (9), (10) y (14) utilizando sus condiciones antes

expuestas y mediante las ecuaciones paramétricas definidas desde la ecuacion (15) hasta (20).

El problema del sistema auténomo [77] es que requiere mucho tiempo para su evaluacion,
mientras que el sistema paramétrico tiene otras limitaciones, como por ejemplo la dependencia del
flujo volumétrico que a su vez dependen del tiempo para las ecuaciones (15) y (16) y mas grave aun
que no es posible definir la concentracion de células esponjosas con el valor de cero al inicio del

proceso (es claro que las ecuaciones del caso paramétrico no pueden ser integradas sin variar el

tamafio de R") asi que se le daran a las concentraciones valores muy cercanos a cero.

Por ultimo, los flujos volumétricos estaran dados dependiendo de cada caso estudiado de
acuerdo a avances en la descripcion del flujo sanguineo. Existen varias series de fourier propuestas
[78,79], las cuales seran utilizadas tomando en cuenta que el flujo pulsatil enfermo es una

fraccion del flujo pulsatil sano, el utilizado durante este trabajo es Q. . =0.80 pero el sistema

enf sano ?

estd planteado de tal manera que los flujos volumétricos son independientes entre si y lo unico que
debe de cumplirse son las condiciones anteriormente expuestas. Para el caso del flujo en estado

estacionario, se usa:

O =1 21
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Para el flujo en estado transitorio se proponen la siguientes series de Fourier:

1 cos(t)+sen(7) N sen(27) N sen(37)—cos(37) 2cos(47)

Qo =+ 35 2 st 6r (22)
~ 4[sen(57)+cos(57)] . 4[sen(77)—cos(77)]
21z 457

o | 010 194cos(264—47)+0.2c05(1.01-27) o)
071 10,094 cos (2.16 + 6T) +0.028 cos (0.85 + 87)

Se proponen 2 tipos de flujo pulsatil debido a que (22) es similar a la serie de Fourier
presentada en [78] ya que la sistole y la didstole tienen tiempos diferentes, y por otro lado la

expresion (23) puede parecerse mas a un caso patoldgico donde hay contraflujo [79].

A continuacion se presentan graficamente los flujos volumétricos propuestos en la figura

Figura 2.- Gréafica de los flujos volumétricos dados en las ecuaciones (22) y (23) en funcion del

tiempo adimensional.

En resumen, el sistema real es simplificado al considerar que un conducto sanguineo se
representa como un cilindro que sufre una reducciéon debido a la acumulacion de masa que se
introduce a la superficie por el flujo que ocurre en el area transversal y ésta a su vez causa un
crecimiento o decrecimiento, segun sea el caso en los nimeros adimensionales que representan el
proceso y causan un cambio en el comportamiento del flujo. Para poder tomar en cuenta cudnto

puede avanzar la reduccion, se presenta una relacion de minima energia por medio de un
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funcional asociado a la cantidad de disipacion viscosa que debe de ocurrir en la pared para que el
sistema evite que mas masa sea introducida a la superficie del cilindro. Para evaluar dicho modelo,
se proponen dos conjuntos de ecuaciones que describen el mismo sistema desde puntos de vista
diferente; el primero consiste en un sistema autonomo que depende del tiempo de manera explicita
y el segundo es un conjunto de ecuaciones que tiene como referencia para sus cambios la reduccion

del radio que define el area transversal de flujo.
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4.- Dualidad del funcional propuesto:

En este capitulo se presenta la razén del por qué el funcional F (T,CD* D ) tiene una

sano > * enf

naturaleza dual, lo que permite entender la razén que hace que no sea posible resolver dicho
funcional de manera analitica ni obtener una expresion que pueda ser evaluada numéricamente sin

ser una aproximacion planteada.

Debido a la cantidad de dependencias que tiene el sistema, por el momento se omitiran los

paréntesis que indican dependencia y la diferencia entre ®,, y @, . sera agrupada en el término

® y sea su derivada con respecto del tiempo ®' . De la misma manera F (T,CI)* O} ) sera

sano * © enf

abreviadoa Foa F (CD*) seglin convenga.

Partiendo de la ecuacion de Euler-Lagrange del calculo de variaciones:

=T =0 24
0® It dD' @4

Con el fin de obtener todas las derivadas parciales en una forma mas directa se obtiene, al

expandir (24):

OF JF O'F o°F
—- - - @"'=0 25
00 079d' 9PId' (D) (&)

Reescribiendo la ecuacion (14) se puede obtener una expresion para F (T,CI):ano,CD:nf) que

contiene la dependencia con la reduccion, la velocidad de aglomeracion del material que causa la

reduccion (una forma sencilla de entender a Da’) y la cantidad del producto que causa la

patologia estudiada (se debe aclarar que (R')” # (R2 )’ en el caso general):
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(26)

la expresion de la derivada del funcional con respecto del tiempo es presentada en la

ecuacion (27):

F 1

* 1 *12 * *) |
g__W[R DR —D-(R ) —R-R -D} (27)

Asi, (26) y (27) corresponden a expresiones que se necesitan para los dos primeros términos
de la ecuacion, mientras que los otros términos que son posibles de obtener son las siguientes dos

ecuaciones:

OF _ !
oD ®'Da’”-R?-D?

* * x\2 * x
[R -D-R"-D-(R") =R"“R '-D'} (28)

OF _®' JF

= == 2
oP' P"oP 29)

Sin embargo, no es posible conocer como cambia la derivada del funcional con respecto a la

derivada del cambio en el tiempo de la disipacion viscosa, que es el segundo término de la ecuacion

2

(25), 700 ni la segunda derivada del funcional con respecto del cambio en el tiempo de la
T

disipacion viscosa, que es el ultimo término de la izquierda de la misma ecuacion > . Por lo
1

anterior se presenta la ecuacion (25) con la informacion que esta disponible del lado derecho de la

ecuacion y del lado izquierdo lo que no es posible conocer sin hacer mas suposiciones:

2 2
0 (aqu),Jran),, oF O°F (30)

w00 ) 90® 9D 979d
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Cabe sefialar que, aunque exceptuando al tiempo y a los flujos volumétricos, de una u otra
manera todas las variables e incluso, para el caso patoldgico, todas las relaciones entre propiedades
del sistema (entiéndase los numeros adimensionales) dependen tanto de los cambios que existen
debido al acoplamiento de la transferencia de masa y cantidad de movimiento, y como no es
una dependencia tan facil de expresar de manera explicita; puesto que si no se es suficientemente
cuidadoso, las definiciones involucradas llevan a obtener expresiones que solo se sustituyan entre si

y eventualmente permitan obtener una comprobacion de (30). Para evitar dicha situacion, se debe

proponer el comportamiento de @' tal que permita obtener una expresion de F (T,d)*) que dependa

del tiempo, pero para ello se requiere una suposicion mas. Esto hace que sea preferible suponer la
forma de F'y validarla conforme cumpla con las restricciones ya antes mencionadas, pues aunque

todas sean aproximaciones, si se plantea continuar desarrollando a @' entonces lo que se obtendria

es un un funcional que sélo serviria para casos especiales [73].
Como recapitulacion, se sefiala que la informacion obtenida acerca del funcional propuesto

es que requiere tener al menos dos derivadas temporales, pues se requiere definir una derivada de la

cual no se tiene informacién y podria hacer que el modelo sea atin mas restringido de lo que ya es.
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5.- Solucion con flujo inicial hasta estado estacionario:

En el caso del flujo en estado estacionario, es identificable que la solucion de Navier-Stokes
termina dando una velocidad constante después de cierto tiempo de proceso[58], lo que indica que
la reduccion del area transversal de flujo ocurre para poder generar la disipacion viscosa que genera
el caso del flujo saludable. Por otro lado, en el caso de la transferencia de masa, se observa que si
bien la cantidad de masa transferida desde el seno de la sangre a la superficie de la arteria no es

constante, si es continua mientras el proceso se lleva a cabo.

Las soluciones siguientes consideran que la sangre transporta concentraciones de glébulos
blancos y colesterol de 0.1 y 0.2 unidades adimensionales respectivamente, lo que se espera
corresponda a una persona sin problemas de leucemia u otro tipo de deficiencia de globulos
blancos, y la cantidad de colesterol se espera sea similar a las 200 unidades de colesterol en sangre

que corresponden a una cantidad limitrofe [25].

Los ntimeros adimensionales de los cuales no se tiene informacidn, incluyendo a n, seran

fijados a la unidad y para los que si se tienen valores reportados, se escoge el caso de Wo=2 y
St=0.5, lo que indica que la arteria esta lejos de la aorta (la arteria de mayor tamafio) pero la

ecuacion constitutiva del fluido newtoniano sigue siendo aceptable, para que el ejemplo evalae la

capacidad del sistema de generar resultados cuando tiene mas posibilidades de fallar.

La ecuacion correspondiente a (10) es sustituida por la siguiente:

— €2))

A continuacion se presentan graficas del cambio del esfuerzo con el tiempo. El cambio es
producto de la reduccion del radio, pues la velocidad es la misma en cada momento una vez
alcanzado el estado estacionario, y al tener en cuenta que el cambio del radio también afecta al
gradiente de presion del sistema, entonces se explica el hecho de que el aumento de la presion

arterial esta directamente relacionado con el proceso de aterogénesis.
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Figura 3.- Gréaficas del comportamiento de la velocidad (izquierda) y el esfuerzo cortante (derecha)

adimensionales con respecto al tiempo adimensional para el flujo a estado estacionario.

Una vez que el sistema llega al estado estacionario, la velocidad del sistema siempre es la
misma, sin embargo en la cantidad del esfuerzo en la pared, se observa claramente que el proceso
continua hasta un tiempo adimensional casi de 30 unidades, donde los esfuerzos y por ello las

disipaciones viscosas son iguales; en la siguiente grafica se presenta la evaluacion de la ecuacion

(31) para el sistema de este capitulo:

035 -
0.30 08 T TNeee o __._
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0.6 _
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Figura 4.- Cambio del funcional F (izquierda) y reduccion del radio maximo disponible para el flujo

a estado estacionario y el aumento de la obstruccion generada por la transferencia de

masa (derecha) para el mismo sistema.

Claramente, el aumento y disminucion del funcional no es lineal (como se esperaria al ver la
ecuacion 14), pero la reduccién del radio, que tiene un comportamiento similar al de la ley de la
potencia para fluidos no newtionanos, debido a que el cambio esta asociado al logaritmo de si
mismo, presenta una reduccidon maxima una vez que se alcanzan los tiempos adimensionales

mayores a 30, dejando un area de flujo menor que permite explicar la grafica del esfuerzo.
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En cuanto al transporte de masa, es posible observar un comportamiento tipico de sistemas
cinéticos de reacciones heterogéneas donde los reactivos son alimentados a un reactor donde la
geometria no es relevante (por ejemplo, un reactor ideal de produccion por lotes), pero se debe

tomar en cuenta que la alimentacién se mantiene hasta que se alcanza el punto donde la disipacion

viscosa aumenta hasta el valor de referencia que corresponde a una arteria sana.

Concentracion
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Figura 5.- Graficas de concentraciones de gldébulos blancos A, colesterol B, células oxidadas C

(izquierda) y células esponjosas D (derecha) con respecto al tiempo adimensional para

el flujo a estado estacionario.

Las concentraciones de especies que reaccionan son transformadas en concentraciones de
células esponjosas, incluso después de que la reduccion del radio ha alcanzado su estado
estacionario. Suponiendo que la continua produccion de células esponjosas sea el motivo por el cual
las lesiones que tienen mucho mds tiempo que las lesiones que recién se presentan son menos
propensas a convertirse en trombos se explica y justifica el hecho de que se incremente la
concentracion de células esponjosas en la pared arterial a pesar de el radio ya no decrece.
Desafortunadamente, lo que no es posible visualizar con este modelo es, si esta acumulacion
posterior a la reduccion del area de flujo deviene en un engrosamiento de la arteria y aumento de la

longitud entre el radio interior y exterior de la arteria una vez que el radio interior estd fijo y si es

que la parte exterior de la arteria contintia creciendo.

Por ultimo, con el conocimiento de que la hipertensién es uno de los principales sintomas

en los padecimientos cardiovasculares, se presenta la figura 6 que contiene el gradiente de presion
para el caso del flujo inicial que alcanza un estado estacionario:
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Figura 6.- Grafica correspondiente al gradiente de presion calculado debido al cambio de area
transversal de flujo para el caso sintomdtico para el flujo inicial hasta estado

estacionario.

El gradiente de presion aumenta 2.4 veces una vez que se estabiliza la reduccion del area
transversal de flujo, esto quiere decir que la fuente del movimiento del sistema circulatorio, el
corazon, requiere aumentar considerablemente la fuerza con la que realiza el bombeo para que la
disipacion viscosa sea suficiente como para detener el problema de acuerdo al modelo planteado en

este trabajo.

Por otro lado, el transporte de masa a la superficie de la arteria se puede visualizar de dos
maneras: una es tal como se hace en la figura 5 y la otra es por medio de ecuaciones paramétricas,
que en lugar de tener la variable independiente como referencia, se tiene una variable dependiente
de interés, que permite analizar qué tanto cambia el comportamiento de las variables estudiadas
conforme la variable de referencia indica cuanto falta para que se termine el proceso, con esto se
hace referencia a las ecuaciones paramétricas resultantes de expresar como funciones del radio las

ecuaciones de transferencia de masa y cantidad de movimiento.
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5.1.- Soluciones paramétricas del flujo a estado estado

estacionario:

El objetivo de utilizar estas graficas como parte de la solucion del sistema es identificar el
comportamiento de las variables involucradas con respecto a otra de las variables que no sea el
tiempo, por ejemplo, la concentracion de células esponjosas o bien, el valor del radio (que puede
pensarse como area transversal disponible para el flujo sanguineo). En este trabajo se propone hacer
las comparaciones del comportamiento con respecto al radio debido a que se considera que es
mas facil comparar estos datos generados tedricamente con los datos experimentales que se puedan

obtener por algiin método experimental disponible.

En cuanto a la velocidad y el esfuerzo presentados, cabe resaltar que, debido a que estas
soluciones son obtenidas del sistema descrito por las ecuaciones (15) a (20) y presentadas de
acuerdo al cambio con el radio, para el transporte de cantidad de movimiento, no se puede cambiar
la dependencia del flujo volumétrico, por lo que se presentaran los valores correspondientes a la

reduccion del radio.

Para el flujo que llegara al estado estacionario se observan comportamientos mas o menos
predecibles de acuerdo a la teoria del disefio de reactores quimicos; la especie 4 (glébulos blancos)
esta presente mientras el proceso se desarrolla, pero cada vez en menor concentracion. Algo similar
se puede decir de B (colesterol involucrado) ya que al inicio su concentraciéon aumenta, alcanza un
maximo y después disminuye justo como la concentracion de 4. En cuanto a la informacion de C
(células oxidadas), su concentracion es considerable una vez que el proceso avanza cerca de la
mitad de la reduccion del radio, debido a que para el caso presentado, la concentracion de las
células oxidadas pasa a ser mayor que la concentracion de colesterol y por ultimo, el
comportamiento de la concentracion de células esponjosas es similar a un crecimiento dado por el
modelo logistico, cominmente utilizado en modelos de balances poblacionales, a pesar de que la
ecuacion (20) no tiene el esquema de dicho modelo, pero al haber tantas variables involucradas se
explica que pueda existir dicho comportamiento. La grafica de la izquierda de la figura 5 contiene la
informacioén arriba mencionada. Por otro lado, en cuanto al esfuerzo cortante, se hace una
comparacion entre los resultados del esfuerzo en la pared para los casos sano y enfermo, pero debe

recordarse que el unico que sufre una constriccion es el caso del esfuerzo enfermo, el esfuerzo sano
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siempre estd en R*=1, pero por fines de comparacion se prefiere incluir ambos esfuerzos, el sano y
el enfermo, para el mismo tiempo, ya que (15) y (16) siguen teniendo una dependencia explicita con
el tiempo a pesar de estar referidos a la reduccion del radio, lo que genera la percepcion de cuanto

esfuerzo falta aiin para que se detenga el proceso patologico.
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Figura 7.- Concentraciones de globulos blancos A, colesterol B, células oxidadas C y células
esponjosas D (izquierda) y el esfuerzo cortante méaximo (derecha) para el caso
patologico y la cantidad ideal correspondiente respectivamente comparadas con la

reduccion del radio adimensional (derecha) para el flujo en estado estacionario.

La informacion proporcionada por la grafica de la derecha de la figura 7 es que el esfuerzo
en la pared del caso patologico, de manera lineal comienza a alcanzar el valor del esfuerzo en la
pared del caso de referencia, por lo que la relacion entre la ecuacion (14) y las ecuaciones (15) y
(16) generan un cambio lineal en el sistema para el esfuerzo, lo que no es tan facil de ver en las
figuras (3) y (4) respectivas al esfuerzo y al radio. Por ello se demuestra la importancia de utilizar

las ecuaciones paramétricas del sistema.
Por otro lado nada se ha mencionado sobre el cociente n, que rige la produccion de células

esponjosas; por lo que a continuacion se presenta la figura 8 en la grafica de la izquierda que

contiene el efecto de dicha variable sobre el sistema:
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Figura 8.- Concentraciones de globulos blancos A4, colesterol B, células oxidadas C y células
esponjosas D, para n variable y flujo volumétrico enfermo fijo en 0.8 (izquierda) y para
el esfuerzo cortante variable y » fija en la unidad (derecha) todas comparadas con la

reduccion del radio adimensional para el flujo en estado estacionario.

Es posible identificar que los valores mas afectados por el cambio en el valor de n son B, C,
y D pues son las concentraciones directamente involucradas. La concentracion de 4 parece no verse
afectada, aunque en valores cercanos a R* son diferentes, en realidad la diferencia es menor a 0.01 y
rapidamente se vuelven valores semejantes después de que la reduccion pasa el valor de 0.95. La
concentracion de B para el caso de n=0.5 aunque al inicio es menor que el caso de n=1 no decae ¢
incluso pudiera ser considerada como constante después de que el radio reducido tiene un valor de
0.92. La concentracion de C también parece ser mas lineal para el caso de n=0.5, pero esto es
debido a que rapidamente se convierte en células esponjosas, lo que provoca que se comporte como
la especie del proceso que es el reactivo limitante, pero teniendo en cuenta lo que el coeficiente de
reaccion representa, se puede saber que si se propone una 7>1 entonces el reactivo limitante pasa a
ser el colesterol y las células oxidadas serian mas abundantes. Por ultimo la concentracién de D
parece cambiar mas suavemente para el caso de n=0.5 que para el caso de n=1, pero este suavizado
no cambia apreciablemente e incluso puede ser el mismo comportamiento si se propone un valor de
n>1 ya que su produccion esta acotada porque siempre hay un reactivo limitante involucrado en la

obtencidn de células esponjosas.

En cuanto a la variacion causada por el valor del flujo volumétrico, se puede pensar que sélo
se requiere y acumula mas cantidad de todas las especies involucradas. Lo anterior da como
resultado una reduccién mayor para el flujo volumétrico menor, incluso se presenta un cruce entre

la concentracion del colesterol y las células oxidadas, que es algo que no ocurre para un flujo
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volumétrico menos reducido. Por otro lado, algo que resulta sorpresivo es que la trayectoria no sea
la misma para ambeos casos, lo que indica que para tener una simulacion que pretenda ser realista,
no es posible suponer el flujo volumétrico enfermo como una simple fraccion del flujo volumétrico
sano, mas bien se requieren tener ambos flujos volumétricos con comportamientos bien reportados,
lo que implica una labor que requiere mucha dedicacion y seria exclusiva de cada paciente para
tener una prediccion realista. Por otro lado, el modelo planteado en este trabajo no tiene problemas
en evaluar diferentes tipos de flujos volumétricos siempre y cuando se cumplan las condiciones y

restricciones para que tenga sentido realizar la evaluacion.

Las graficas presentadas en la figura 8 no serdn comparadas con las soluciones en estado
transitorio explicitamente, porque la reducciéon en el radio es la misma a pesar de que las
concentraciones no sean las mismas, y comportamiento reportado en cada evaluacion, s6lo se
requiere observar y hacer una comparacion con las graficas de la figura 8 y el comportamiento para
n=1 que es reportado en los casos del estado transitorio para tener una buena idea sobre el

comportamiento correspondiente al caso especifico deseado.

38



6.- Soluciones con flujo en estado transitorio.

Durante la siguiente parte del trabajo se encuentran los resultados mas interesantes sobre el
flujo sanguineo pulsatil modificado por una reduccion en el lumen de la arteria; ademas de que
se demostrara que el sistema requiere modificaciones a las ecuaciones de transferencia de masa y

también una aproximacion al funcional definido anteriormente como F(®) , debido a que resulta

muy complicado obtener una ecuacion diferencial parcial que cumpla con las propiedades
requeridas por el término que permite la alimentacion de las concentraciones involucradas en la

aterosclerosis, por lo que se procedera a aproximarla mediante las suposiciones de:

« una diferencia donde se encuentran maximos y minimos locales para cada tiempo, se comparan y
se escoge el caso que cumpla con la dualidad del funcional,

« la sustitucion del funcional por una aproximacion de ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales entre las disipaciones viscosas y su aumento con respecto al tiempo y,

« la sustitucion del funcional por una aproximacion de una ecuacion diferencial con retardo.

De los puntos anteriores, también se presentaran las soluciones paramétricas
correspondientes, pues las mayores comparaciones entre comportamientos se pueden realizar por
medio de estas graficas, ya que aunque en las graficas donde la variable independiente es el tiempo
se observa toda la informacion, es en las graficas paramétricas donde se observan cambios en una

escala totalmente similar.
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6.1.- Solucion aproximada método '"minimax"'

Del planteamiento realizado en el capitulo 3, se seleccionan las ecuaciones correspondientes
a un sistema transitorio para el flujo sanguineo y, por supuesto, también para el transporte de masa;
donde la evaluacion del funcional se realizard de la manera mas sencilla: por medio de una
comparacion donde el valor maximo encontrado de ambas disipaciones viscosas sea minimizado en
cada tiempo. Ya que las soluciones son numéricas y no es posible (al menos hasta ahora) encontrar
una solucion analitica, el sistema incide en todos los problemas que una solucién numérica padece,
como por ejemplo: el tamafio del paso de la variable independiente, la estabilidad de un sistema
explicito (que es el esquema aqui utilizado) y otros importantes topicos que se deben tomar en

cuenta como los tipos de errores generados.

Si se plantea la ecuacion correspondiente al funcional y se le aproxima como una
comparacion que sigue el esquema de buscar maximos cuya diferencia sea minima, la ecuacion que

representa el funcional que permite o impide el paso de las especies reactivas es la siguiente:

F(®)=minmax| 1— % (32)

sano

Aunque las ecuaciones (31) y (32) parecen ser totalmente iguales en términos de las
variables y forma de dichas ecuaciones, los términos min y max, que indican obtener primero el
valor maximo disponible del cociente de las disipaciones viscosas y posteriormente el minimo de
diferencia entre ellas, cambian totalmente la forma de los comportamientos; si se realiza la
evaluacion de las series propuestas con la simple diferencia se generan valores negativos mayores a

0.1 de la concentracidon de globulos blancos, por lo que no representan un sistema real.

Las figuras que se presentan a continuacion contienen las graficas que resultan de usar los
mismos valores que se usados en el caso del flujo en estado estacionario con el fin de que sean
comparables y sea posible apreciar los efectos del flujo pulsétil tanto para la ecuacion (22) como

para la ecuacion (23).
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La ecuacion (22) genera las siguientes soluciones soluciones para el flujo:

1.0

0.8

0.6

04

Figura 9.- Gréaficas del comportamiento de la velocidad (izquierda) y el esfuerzo cortante (derecha)
adimensionales con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico dado en

(22) resuelto por el método minimax.

En la gréfica de la derecha de la figura 9 es posible observar que si sélo se toman los
maximos valores de cada esfuerzo reportado, se obtendrian graficas similares a las reportadas para
el flujo que llega al estado estacionario, pero no pasa lo mismo en el caso de las velocidades, pues
hay un aumento en la velocidad del caso enfermo que no se presenta al resolver el flujo volumétrico
permanente. Por ello, lo interesante de la evaluacion en estado transitorio es que la reduccion del
area transversal de flujo causa la existencia de un cambio de comportamiento en el sistema, ya que
los valores méaximos son mayores a los anteriores de la reduccion, pero también los minimos
valores de las mismas variables son alcanzados en menor tiempo que el caso del flujo sano, por lo
que si no fuese por la reduccion del radio disponible para el flujo sanguineo, pareceria que la
viscosidad de la sangre es mayor, reduciendo el nimero de Womersley y causando que la velocidad
sea aun mas similar al comportamiento propuesto del flujo volumétrico. También es importante
observar que aunque minimos, se comienzan a apreciar velocidades negativas, pero esto serd mucho

mas claro cuando se analice el gradiente de presion.

En cuanto al funcional F, aunque se tiene un comportamiento similar al del flujo a estado
estacionario, se debe notar que rapidamente se obtiene el valor maximo y por ello se transfiere la
mayor cantidad de masa al inicio del proceso y decae conforme avanza el tiempo adimensional del
mismo modo que el caso del flujo a estado estacionario. Esto puede ser corroborado en la grafica de

la izquierda de la figura 10. En cuanto dicha parte de la misma figura, aunque llega a los mismos
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valores de F, que la grafica correspondiente de la figura 4, se aclara que considerar el caso del
estado transitorio hace que el sistema tarde mucho mas tiempo que el estado estacionario. Si se
toma en cuenta que el proceso requiere mucho tiempo en llevarse a cabo, esto parece ser una mejora
mas que un problema. Esto demostraria que se debe tener mucha cautela con el uso del flujo

volumeétrico constante.
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Figura 10.- Cambio del funcional F (izquierda) y reduccion del radio méaximo disponible para el
flujo y el aumento de la obstruccion generada por la transferencia de masa (derecha)
con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico, dado en (22), resuelto

por el método minimax.

Las concentraciones de las especies involucradas se ven reducidas (a excepcion de las
células esponjosas) con respecto al ejemplo reportado en la figura 5, por lo que se debe intuir que el
flujo pulsatil evita la transferencia de masa que produce la estenosis del vaso sanguineo; esta
informacion es verificable al observar el nimero de Wommersley involucrado en el término de
alimentacion de las ecuaciones (12) y (13). En general, aunque toman mas tiempo, los
comportamientos son los mismos que los calculados del flujo a estado estacionario; esto se debe a
que el tomar los valores maximos de las disipaciones viscosas, cuyos valores siempre son positivos,
lleva a que el funcional tenga un comportamiento similar al del caso presentado en el capitulo
anterior. Siendo mas especificos, las concentraciones de B y C tienen distintos comportamientos y
terminan en valores distintos al caso reportado en la figura 5, puesto que al final del proceso, en este
caso existe mas colesterol que células oxidadas que es al contrario de lo reportado en la figura

correspondiente al capitulo anterior. La figura 11 contiene las observaciones arriba descritas.
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Figura 11.- Gréficas de concentraciones de globulos blancos A4, colesterol B, células oxidadas C

(izquierda) y colesterol D (derecha) con respecto del tiempo adimensional para el flujo

volumétrico dado en (22) y resuelto por el método minimax.

En cuanto al aumento del gradiente de presion, si se toman los puntos maximos, se obtiene

una grafica similar a la del caso graficado en la figura 6, pero para el caso en desarrollo, es
importante observar las oscilaciones cuando no deberia haber bombeo; mientras mas se reduce el
area transversal de flujo, mas importante es tener exactamente el comportamiento del término
fuente, en este caso el flujo volumétrico, ya que las que al principio eran pequefias oscilaciones
después del pulso, al verse magnificadas, generan gradientes de presion con valores negativos
cercanos a -0.01. Con la informacion anterior se puede afirmar para este modelo que, el flujo en

sentido inverso puede estar asociado a un flujo sanguineo donde hay alguna patologia en la

arteria.
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Figura 12.- Gréfica correspondiente al gradiente de presion calculado debido al cambio de area

transversal de flujo para el caso sintomatico y el flujo volumétrico dado en (22) resuelto

por el método minimax.
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Por otro lado, antes de presentar las figuras correspondientes a la soluciones paramétricas
del caso anterior, se presentan las figuras que contienen el comportamiento causado por el flujo
volumétrico de la ecuacidn (23), ya que las soluciones del sistema son similares y asi es mas facil

realizar una comparacion.

Continuando con las descripciones de las soluciones, la figura 13 contiene la misma
informacion que la figura 9. Las diferencias que no son tan importantes en la primera inspeccion es
que el cambio del tipo de pulso causa un comportamiento diferente, tanto en la velocidad minima
como la maxima; sin embargo, se sigue observando un proceso donde una velocidad y esfuerzos
estan bien definidos, cambian no s6lo en sus maximos y minimos, sino que por el segundo flujo
negativo generado por el bombeo dado en (23), las diferencias al final de cada pulso son mayores
que en el caso de la figura 9, en especial la grafica del esfuerzo (figura 2 a la derecha) donde se

obtienen maximos ligeramente mayores al caso de referencia.
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Figura 13.- Graficas del comportamiento de la velocidad (izquierda) y el esfuerzo cortante
(derecha) adimensionales con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico

dado en (23) resuelto por el método minimax.

El comportamiento del funcional y la reduccion y obstruccion del radio son totalmente
similares con las figuras 10 y 14, lo que indica que aunque el valor méximo del esfuerzo sano es
rebasado, su valor no corresponde a la minima diferencia de la disipacion viscosa entre el caso de

referencia y el caso que sufre la aterosclerosis.

44



0.15

0.10

F(@*)

0.05

0.00

0.8

06
- R*
— Obstruccién

04

00
0 20 40 60 80

0 20 40 60 80

Figura 14.- Cambio del funcional F (izquierda) y reduccion del radio méaximo disponible para el

flujo y el aumento de la obstruccion generada por la transferencia de masa (derecha)

con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico dado en (23) resuelto por

el método minimax.

El hecho de que el funcional sea igual, hace que la transferencia de masa también sea muy

similar a lo observado en la figura 11 en sus dos gréficas. A continuacion, la figura 15 es presentada

para que sea comparada con la figura correspondiente para la solucion dada para el flujo

volumétrico descrito en la ecuacion (22).
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Figura 15.- Gréaficas de concentraciones de gldébulos blancos A, colesterol B, células oxidadas C

(izquierda) y células esponjosas D (derecha) con respecto del tiempo adimensional para

el flujo volumétrico dado en (23) resuelto por el método minimax.

Por ultimo, asi como el flujo, el gradiente de presion cambia de manera considerable con la
contraparte presentada en la figura 12. Los valores del gradiente de presion negativos se presentan
después del bombeo inicial desde el inicio del proceso, pero su magnitud aumenta alrededor de 1.4
veces, ya que el gradiente de presion aumenta a mas del doble en su valor maximo positivo, la
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velocidad no alcanza a ser negativa; sin embargo, para el estudio de la enfermedad eso no es tan
importante como el hecho de que el gradiente de presion se ve aumentado mas que el caso de la
figura 6 y 12, por lo que si el flujo volumétrico tiene zonas negativas considerables, es posible
relacionarlo con una alta presion arterial a través del aumento del gradiente de presion reportado en

la figura 16.
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Figura 16.- Grafica correspondiente al gradiente de presion calculado debido al cambio de area
transversal de flujo para el caso sintomatico y el flujo volumétrico dado en (22) resuelto

por el método minimax.

Los resultados obtenidos por el método minimax son bastante parecidos a los resultados
reportados en el flujo que alcanza un estado estacionario, pero si se requiere tener informacion muy
detallada, la diferencia en el flujo que causa la reduccion, genera comportamientos muy distintos
para la velocidad, el esfuerzo cortante y el gradiente de presion, lo que demuestra la necesidad de
no sobresimplificar el problema [80]; de igual manera, si en lugar de cuatro especies involucradas
en la transferencia de masa, s6lo se toman en cuenta dos, una que reacciona y otra que se produce,
se corre el riesgo de perder informacidn en el comportamiento del producto final de las reacciones:
si se supusieran s6lo dos especies, la grafica de D (células esponjosas) corresponderia a la reaccion
de primer orden, mientras que para cuatro especies las graficas de las células esponjosas permiten
observar un comportamiento similar a una reaccién de Langmuir-Hinselwood [81] o tal vez a una
reaccion del tipo Michaelis-Menten [82] que es ampliamente reportada como una ecuacidon que

modela sistemas biologicos.
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6.1.1.- Soluciones paramétricas del método minimax

Ya que se observa que no hay diferencias relevantes en el comportamiento de las
concentraciones, tampoco se esperan muchos cambios al comparar las ecuaciones paramétricas
resulta conveniente no mostrarlas, pero se considera importante que se identifiquen las diferencias
entre las soluciones generadas por los distintos flujos volumétricos, ya que en este tipo de graficas

es mas facil identificar como se alcanza un estado oscilatorio igual al intervalo anterior.

Cabe resaltar que al sustituir el funcional F (T,<I>*) por la ecuacion (32) no hay mayor

complicaciéon que realizar el procedimiento numérico desde el radio inicial hasta encontrar el radio
final, donde los valores de las concentraciones son negativas, lo que hace que el sistema pierda su
sentido fisico. En otras palabras, se realiza la integracion numérica de las ecuaciones (15) a (20)
iniciando desde R*=1 con un paso en direccion a cero y pequeiio, usando un decremento menor a

0.0001, hasta alcanzar el minimo valor de dicho radio.

Para la ecuacion del flujo volumétrico dada en (22), se obtiene una descripcion similar a la
dada en la figura 7 para las concentraciones, a excepcion de que se requiere mas masa en general
(derecha), pero el esfuerzo cortante (izquierda) tiene un comportamiento so6lo similar en cuanto a
que si s6lo se toman los valores maximos dados en la figura 17 también con valores mayores que en
el caso a estado estacionario. A pesar de ello, esta descripcion es muy diferente a la figura 7 ya que
el esfuerzo se vuelve negativo cuando el lumen se acerca a su reduccidon maxima para ese caso, lo
que indica que los maximos se vuelven los generados por el caso estacionario, pero los minimos se

vuelven menores que los valores minimos iniciales.
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Figura 17.- Concentraciones de globulos blancos 4, colesterol B, células oxidadas C y células
esponjosas D (izquierda) y el esfuerzo cortante maximo (derecha) para el caso
patologico y la cantidad ideal correspondiente a su reduccion del radio adimensional

para el flujo volumétrico presentado en (22) resuelto por el método minimax.

Por lo que respecta al flujo volumétrico dado en (23), las concentraciones son exactamente
las mismas que el caso reportado en la figura 17, pero la grafica del esfuerzo a la derecha demuestra
la importancia de tener un bombeo que tiene mas pulsos (ver figura 2) puesto que el valor maximo
del esfuerzo cortante para el caso enfermo es ligeramente mayor al caso sano, sin embargo, para la
ecuacion (32) esto no tiene importancia debido a su naturaleza dual (la parte minima del
“minimax”). Otra observacion importante es que los pulsos se magnifican, sean los mayores que
llegan al valor méximo, los intermedios que cada vez mas parecen pequeiios picos y los minimos

son menores que los minimos iniciales del proceso asi como en el caso de la figura 17.
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Figura 18.- Concentraciones de globulos blancos A4, colesterol B, células oxidadas C y células

esponjosas D (izquierda) y el esfuerzo cortante maximo (derecha) para el caso
patologico y la cantidad ideal correspondiente respectivamente comparadas con la
reduccion del radio adimensional para el flujo volumétrico presentado en (23) resuelto

por el método minimax.

49



6.2.- Solucion aproximada correspondiente al método de

propuestas lineales.

Aunque no se realice la evaluacion directa del funcional que permite la transferencia de
masa del seno de la sangre a la pared de la arteria, en lugar de aplicar el cambio por una
aproximacion a fin de cuentas numérica, se propone hacer una sustitucion por dos
aproximaciones lineales, tales que minimicen la diferencia de las disipaciones viscosas y

maximicen su valor, que es justo lo que el funcional debe cumplir al tener una naturaleza dual.

El esquema de ecuaciones lineales que completa el sistema en estudio y le permite tener un
comportamiento que puede ser estudiado mediante la teoria lineal y autonoma que es definido por

las ecuaciones (32) a (34):

(0L, )=l [ (pe-l, )b as 2
H(sznf) = e'[:iPemfde JOT(Pe : (I)an)ej’(’lpemde do (33)
Wo*Sc

Debe tenerse en cuenta que el numero de Péclet de masa estd definido como Pe = T

por lo que en el caso sano, su valor esta definido y no varia, pero para el caso patologico su valor es

variable conforme se reduce el lumen de la arteria al haber un Wommersley variable.

Por otro lado, esta informacion solo es correspondiente al efecto de las disipaciones viscosas
sobre el sistema, todavia se debe hacer la comparacion de las disipaciones viscosas para saber

cuando se detendra el progreso de la patologia:

F(@*):eﬂ"’“jfﬁ(H(qf )-H(o; ))eﬁ’"‘“’de (34)

0 R sano enf

Cabe resaltar que en esta ecuacion m es una propiedad asociada a una resistencia, cuyo

sentido fisico es similar a la viscosidad para la transferencia de cantidad de movimiento, pero al ser
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la energia del sistema la involucrada en el funcional en estudio, se requeriria realizar un balance de
energia para clarificar de qué nimero adimensional estd comprendida en esta propiedad, y asi saber

con detalle qué propiedades tiene este nimero m.

Las ecuaciones (32) a (34) se pueden expresar facilmente en una ecuacion diferencial de
matrices (pues es la ventaja de usar sistemas lineales o linealizados en su defecto), dicha ecuacion

corresponde a la expresada a continuacion:

d
—8=A-§+ 35
da— =~ ! 33)
Donde Sy f son vectores y A es una matriz que contiene la informacion del sistema:
H(q):ano) —P €sano 0 0 P esanocDj:ano
§ B H(q):nf) ’ é - 0 _Peenf 0 y I - Peenfq):nf (36)
F L/R —-L/R -m 0

Si se linealizan las ecuaciones de Navier-Stokes, todo el sistema puede ser expresado como
una expansion del esquema anterior y la solucion recae en en la solucion general de los sistemas
lineales autonomos. Ya que por ahora el mayor interés es el del comportamiento que las
definiciones dadas desde la ecuacion (32) hasta las ecuacion (34) se presenta la solucién para el

sistema dado en (35):

S=e .S+ [ e fao (37)
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Donde la matriz exponencial de A esta definida como:

o~ Fésno 0 0
e = ! e 0 (38)
I e~ Pesno (_e—m + ePem) I el eat (_em + ePeenf) »
R (m —Pe, ) R (m - Peenf) ¢

Es claro que cada parte de la matriz presentada en la ecuacion (38) tiene importancia para el
sistema, pero la tercera fila es la correspondiente al funcional y es la que contiene los efectos tanto

de las propuestas presentadas en (32) y (33) como del efecto que tiene m.

Los valores propios que rigen el comportamiento del sistema son:
A=e", A, =e M y Ay = e Mom (39)

*

>0

sano enf °

Todos los valores propios reportados indican que el sistema es estable cuando ®

por lo que cumple con lo requerido por el lema de minima energia, pero falta aun observar la

direccion del sistema, que es dada por los vectores propios:

0
L=0], L,=|=(m-Pe,) y L,= 0 (40)
1

Donde se puede identificar que m estd en una competencia con los numeros de Péclet
involucrados, donde, mientras mas grande sea m, menos importaran las oscilaciones presentes en en
el flujo pero mas tiempo se tardara el sistema en llegar a un estado oscilatorio estable y cuando m
comienza a tener nimeros menores a la unidad, las oscilaciones son tan importantes que el esquema
numérico no puede soportar tantas oscilaciones y el proceso no se puede calcular por errores de

convergencia.
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Las soluciones usando la ecuacion (22) del sistema linealizado, con los mismos valores de

los nimeros adimensionales de los casos anteriormente presentados, estdn graficados en la figuras

siguientes:
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Figura 19.- Graficas adimensionales del comportamiento de la velocidad (izquierda) y el esfuerzo
cortante (derecha) con respecto al tiempo para el flujo volumétrico dado en (22) resuelto

por el método de aproximaciones lineales.

En cuanto a las graficas de velocidad y esfuerzo presentadas en la figura 19, se observa son
similares a las presentadas por la figura 9 con la enorme diferencia del tiempo que toma el proceso
para alcanzar el otro estado estable con radio reducido y todos los valores, incluso los maximos y
minimos han aumentado con respecto a la figura 9. Otro aspecto que se debe identificar es que los
valores del esfuerzo maximo producidos por la patologia es mayor que el esfuerzo maximo ideal, lo

que indica que todas las oscilaciones son mucho mayores.
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Figura 20.- Cambio del funcional F (izquierda) y reduccion del radio maximo disponible para el
flujo y el aumento de la obstruccion generada por la transferencia de masa (derecha)
con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico dado en (22) resuelto por

el método de aproximaciones lineales.

En cuanto al comportamiento del funcional que se encuentra reportado en la figura 20, se
puede ver hasta donde tiene validez el sistema resuelto, que es alrededor del tiempo adimensional
de 75, pero desafortunadamente no corresponde a la reduccion méxima del sistema, por lo que no es
posible que el sistema lineal, sin ningln otro andlisis, permita discernir qué valor es correcto; por un
lado el funcional deja de cumplir una de sus restricciones, pero el radio sigue decreciendo a un

valor oscilatorio pero estable que atun no se llega sino hasta tiempos adimensionales mayores a 120.
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Figura 21.- Gréficas de concentraciones de globulos blancos A4, colesterol B, células oxidadas C
(izquierda) y células esponjosas D (derecha) con respecto del tiempo adimensional para

el flujo volumétrico dado en (22) resuelto por el método de aproximaciones lineales.

Las concentraciones involucradas presentadas en la figura 21 tienen una distribucion
totalmente diferente a cualquiera de los casos antes presentados, lo que indica que la respuesta del
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sistema real simplemente no es lineal, aunque estas comparaciones ayudan a entender qué zonas
tienen un comportamiento que se puede considerar lineal como, por ejemplo, al inicio del proceso la
respuesta parece no tener mucha diferencia con las figuras (5), (11) y (15) pero al final del proceso,
por las diferencias de no linealidad presentadas en los otros sistemas resueltos, hay una
sobreestimacion de la concentracion de colesterol en este caso lineal, y la concentracion de D
(c€lulas esponjosas) es mucho menor a los casos de las figuras mencionadas aunque el
comportamiento es similar con la diferencia de que toma mucho mas tiempo que cualquier caso

presentado con anterioridad.
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Figura 22.- Grafica correspondiente al gradiente de presion calculado debido al cambio de area
transversal de flujo para el caso sintomatico del flujo volumétrico dado en (22) resuelto

por el método de aproximaciones lineales.

La figura 22 presenta un comportamiento similar al de la figura 12 pero como en todas las
graficas correspondientes al sistema lineal, el tiempo adimensional que se requiere es mayor a los
casos antes reportados. Por otro lado es necesario resaltar que cuantitativamente el gradiente de
presion tiene los mismos valores que el caso minimax, lo que apoya la idea de suponer que el
aumento del gradiente de presion es considerable y el proceso se debe dejar de evaluar después de

que el funcional F es negativo.
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Las soluciones usando la ecuacion (23) se presentan a continuacion:

:j “H ' “:’:'::I:Ii.\/i ] :Elil 5 R ““l“
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Figura 23.- Graficas del comportamiento de la velocidad (izquierda) y el esfuerzo cortante
(derecha) adimensionales con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico

dado en (23) resuelto por el método de aproximaciones lineales.

Para la figura 23, también se espera un comportamiento similar al de las soluciones
“minimax” con la diferencia de que el tiempo adimensional necesario debe ser parecido al del
sistema lineal, debido a que es una solucién lineal también. La mayor diferencia entre la figura 13 y
la figura 23 reside en el comportamiento de la velocidad y el esfuerzo ya no se presenta un segundo
maximo después del bombeo principal, debido a que el movimiento del radio oscila alrededor de

0.9 y evita el pequefio pulso reportado en la figura 13.
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Figura 24.- Cambio del funcional F (izquierda) y reduccion del radio méaximo disponible para el
flujo y el aumento de la obstruccion generada por la transferencia de masa (derecha)
con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico dado en (23) resuelto por

el método de aproximaciones lineales.
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En cuanto al comportamiento del funcional F presentado en la grafica de la izquierda de la
figura 24, se encuentra una relacion estrecha con la figura 20, pero con la diferencia de que el valor
del funcional es menor en sus valores maximos y mayor en los valores minimos, pero se sigue
teniendo un comportamiento oscilatorio que al inicio crece y decrece hasta alcanzar un valor
negativo que, una vez alcanzado, parece hacer que el funcional vuelva a oscilar entre los valores
positivos y negativos observados. Por otro lado, las oscilaciones de la reducciéon del radio y de la
obstruccion observados en la figura 20 se ven muy reducidas en la figura 24, debido que el flujo
pulsatil del caso (23) es mas continuo que el propuesto en el caso (22), pero aun asi se tienen
oscilaciones que probablemente son las que provocan que la figura 23 no tenga exactamente el

mismo comportamiento observado en la figura 13.

Del mismo modo que la figura 21 presenta oscilaciones en las concentraciones 4, By C
asociadas al flujo pulsatil, la figura 25 tiene también oscilaciones, pero son mucho menores, tanto
que el valor negativo de la concentracion de A es suficientemente pequefio como para no ser
importante, que es contrario a lo observado en la figura 21. Por otro lado la concentracion y el
comportamiento de las células esponjosas (D) tiene diferencias minimas entre las figuras 25 y 21

pero no son lo suficientemente importantes para ser apreciadas en las graficas de dichas figuras.

NPINNTINN AL

il IR 025
0.08 o AR
1 T
/; Ve 020
a
5 1 . -
S 0.06 , A 8
< 1 Q
£ / B g 015
S o004 4 LT 3
= B Q
S / - C £ 0.10
o } g
[ ..
1 e Sl
002 /. 0.05
1 .-
I" "~..__
! ..
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Figura 25.- Graficas de concentraciones de globulos blancos A4, colesterol B, células oxidadas C
(izquierda) y células esponjosas D (derecha) con respecto del tiempo adimensional para

el flujo volumétrico dado en (23) resuelto por el método de aproximaciones lineales.

En cuanto al gradiente de presion que se presenta en la figura 26, es muy similar al caso del
método minimax en cuanto al comportamiento reportado, donde se ve un aumento en el valor

maximo del gradiente de presion, y el valor minimo se vuelve mas negativo. Lo anterior causa un
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aumento en la diferencia del gradiente de presion que se podria traducir a un aumento en la presion

arterial tanto para su presion sistolica como diastdlica.
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Figura 26.- Grafica correspondiente al gradiente de presion calculado debido al cambio de area
transversal de flujo para el caso sintomatico y el flujo volumétrico dado en (23) resuelto

por el método de aproximaciones lineales.
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6.2.1- Soluciones paramétricas del método lineal aproximado.

Para observar el comportamiento de las oscilaciones causadas por el flujo pulsatil sobre la
reduccion del radio del sistema linealizado, se presentan las graficas correspondientes a las

soluciones de la transferencia de cantidad de movimiento y masa usando la ecuacion (22).

i.

025 ~ ! v
R 10 noA
<

- o
e non
h]
.
0.20 \ — A
. 08
- ---B
\.
~-s c
= \
2 015 ~. [
g 0.1 | --- D 0.6 T77 Tsano |
9 .
i=] \ 0\
S . !
0.10 M I
P T T 04
P N N A S NN i
R Y N I

0.96 0.98 1.00

Figura 27.- Concentraciones de globulos blancos A, colesterol B, células oxidadas C y células
esponjosas D (izquierda) y el esfuerzo cortante maximo (derecha) para el caso
patologico y la cantidad ideal correspondiente respectivamente comparadas con la
reduccion del radio adimensional para el flujo volumétrico presentado en (22) resuelto

por el método de aproximaciones lineales.

Las oscilaciones de las concentraciones presentadas en la grafica izquierda de la figura 27
hacen que la transferencia de masa parezca oscilar mas de lo que se observa en la figura 21, pues
incluso la concentracion de D oscila, pero esto es debido a que quien tiene ese tipo de
comportamiento es R”, siendo esta variable la referencia en las graficas paramétricas. Los valores
negativos de la concentracion de A (gldbulos blancos) estan cerca de R"=0.87, que es la menor
reduccion hasta ahora calculada por las soluciones presentadas anteriormente, lo que indica que
una reduccion calculada por métodos mas directos es mayor que la correspondiente al método
lineal. Por otro lado, los valores negativos minimos del esfuerzo son casi iguales que los del flujo

del caso de referencia, pero los valores maximos son mucho mayores, lo que hace que el esfuerzo
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promedio sea mayor que el caso sano una vez que se alcanza la maxima reduccion para el caso

presentado.

En cuanto a las soluciones usando la ecuacion (23), estas presentan oscilaciones mucho
menores a las del caso graficado en la figura 27, incluso no es tan claro que existen valores
negativos de la concentracion de A4 (globulos blancos) como en dicha figura, pero si son existentes.
Del mismo modo las demés concentraciones son mucho menos oscilantes e incluso tal vez se
puedan considerar constantes si no se requiere una tolerancia mayor a 0.005. En cuanto al esfuerzo
cortante, se puede ver que el pulso inicial es cada vez mas importante al tiempo que el segundo
pulso se pierde, pero los valores minimos del esfuerzo enfermo son menores al minimo esfuerzo

sano calculado. La figura 28 contiene esta descripcion en forma grafica.
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Figura 28.- Concentraciones de globulos blancos 4, colesterol B, células oxidadas C y células
esponjosas D (izquierda) y el esfuerzo cortante maximo (derecha) para el caso
patologico y la cantidad ideal correspondiente, respectivamente comparadas con la
reduccion del radio adimensional para el flujo volumétrico presentado en (23) resuelto

por el método de aproximaciones lineales.

Queda claro en base a la diferencia de flujos volumétricos, que mientras menos espacio
exista en los pulsos (ver la figura 2 para corroborar qué flujo volumétrico tiene mas pulsos), el

sistema lineal da mejores predicciones en cuanto a que no se tienen concentraciones negativas, pero
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esta aproximacion no respeta las restricciones que el funcional debe tener, tal como lo indican
las figuras 20 y 24 que confirman la necesidad de calcular con una aproximacion que sea mejor que

una simple propuesta lineal el funcional F.

Si un sistema lineal como el propuesto en este capitulo es aceptable, se debe realizar una
sustitucion similar al esquema utilizado: el linealizar las ecuaciones de Navier-Stokes
correspondientes a (1), (2) (15) y (16) para que todo el sistema pueda ser expresado como una
matriz y se le puedan aplicar los esquemas de solucidon numéricos reportados tanto en libros de
algebra lineal como de métodos numéricos [83] para que la obtencion de la solucion sea
optimizada. Incluso se podria hacer selectiva a que cuando una de las concentraciones o de los
valores del funcional F tenga valores negativos, se termine el modelado y asi sélo se tengan casos
donde funcione el sistema de ecuaciones lineales, incluso si subestime el valor del radio maximo

disponible una vez que haya crecido la obstruccion.

Por tultimo, este esquema es el que tiene una solucion con flujo pulsatil mas facil y rapida
(en términos de tiempo computacional) de obtener, es la mas independiente del esquema de
integraciéon dado que, si se hacen otras simplificaciones, incluso se pueden obtener soluciones
analiticas o al menos expresiones que sean facilmente calculables mediante el uso de algoritmos
conocidos ya reportados en la literatura [83]. Esto hace que si bien no sea tan fiable como el método
minimax o el método de las ecuaciones diferenciales con retardo, si sea un método atractivo por
facilidad de calculo. Se da como ejemplo el uso de métodos aproximados, como el del promedio
de area, para el célculo del flujo en un tubo sobre la solucion analitica obtenida por medios de

ecuaciones diferenciales parciales que genera valores propios que se deben calcular.
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6.3.- Solucion aproximada por ecuaciones diferenciales con

retardo.

Asi como en el capitulo anterior el sistema fue reemplazado con un sistema de ecuaciones
lineales, en este capitulo la sustitucion sera por un sistema que retiene informacion de una manera
un poco mas complicada. Estos sistemas se les conoce como sistemas con memoria, por lo que son
muy comunes en sistemas reoldgicos y bioldgicos, ya que las ecuaciones diferenciales con retardo
pueden modelar mejor que las ecuaciones diferenciales que solo requieren de un valor inicial en
muchos casos [84] e incluso, las ecuaciones diferenciales con retardo pueden incluir a las

ecuaciones diferenciales ordinarias en sus casos particulares.

Las ecuaciones diferenciales con retardo son ecuaciones que tienen una dependencia con el
estado anterior del sistema en estudio, dicha dependencia puede, matematicamente, ser finita o
infinita, pero mantener una cantidad infinita de informacion es mucho mas dificil matematicamente,
requiere mucha capacidad de computo y al observar la naturaleza, los sistemas que presentan
memoria parecen a su vez olvidar cosas que hayan ocurrido mucho tiempo atras. Por ello, para el
sistema en estudio, se seleccioné como tiempo de retardo el tiempo caracteristico de un latido
del corazon (sistole y diastole); cabe sefialar que el modo de encontrar el tiempo de retardo fue a
base de prueba y error, hasta que se logrd obtener el comportamiento buscado se selecciond su
minimo valor, que era por lo menos muy similar al bombeo auricular, por lo que se escogio dicho
tiempo al tener cierto valor fisico, a pesar de no poder asegurar en este trabajo una relacion directa

entre el retardo y el bombeo.

Ya que se plantea una forma diferente de la ecuacion diferencial, se debe replantear la

expresion (10) de la siguiente manera:

inf{F(T’q):ano’ an):JTG(T’q):ano(T)’(Dan(T)’q):ano(T_oo)’(I):nf(T_oo))de} (41)

Donde un segmento de tiempo que repercute sobre el proceso, que puede ser pequefio o
grande, y la razon de proponerlo es porque el sistema “recuerda” lo que pasa hasta el tiempo de

interés, en otras palabras, desde 7 — oo hasta 7 son importantes para el sistema, en especial, debido a
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que el comportamiento del flujo es pulsatil y el nimero de Strouhal es el que compara qué tanto
importa la fuerza convectiva en el sistema y cuanto la fuerza pulsatil rige el sistema (ver definicion
dada en el capitulo 2). Se sospecha que se puede despreciar lo acontecido en el intervalo de tiempo

(—c0,7—St) 0 bien, queda comprendido en el intervalo [T —S#,7] pero esta informacién sera usada

mas adelante. La razon de no agregar el radio maximo y su derivada es porque si se observa la

definicion de la disipacion viscosa, ya esta ahi involucrado el radio.

La ecuacion diferencial con retardo es usada para calcular los cambios en las disipaciones
viscosas, de manera tal que permita hacer una comparacion entre las disipaciones viscosas, que para

este método se proponen como:

Donde H(CD) representa la memoria de la cantidad de disipacion viscosa que existe en el

sistema. La ecuacion (43) es, matematicamente, la forma general de una ecuacion diferencial lineal

con retardo. Para evaluar al funcional F se utiliza la misma expresion dada en (34), por lo que se

requiere el calculo de H((I)*) para el caso sano y el enfermo. Por supuesto no es posible evaluar

analiticamente el término de la derecha en la ecuacién (34), sin aplicar cambios, pues ningin
método numérico es capaz de evaluar el sistema donde se deba integrar una variable desconocida en

un intervalo semiinfinito, por lo que a la ecuacion (41) se le hace el siguiente arreglo:

* * *

inf{F(T’q):ano ’q):nf) = JTG(T’q);ano (T) ’q);anf (T) ’q)sano (T - St) ’q):nf (T - St))de} (44)

Dando un tiempo finito a los retardos importantes y permite integrar, en intervalos de

tiempo conocidos, la memoria relacionada con la disipacion viscosa del sistema:

— H(0')= 27:]:_&@* (6)de (45)
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Lo que da al sistema un tiempo caracteristico para tomar valores y considerarlos dentro del

promediado en el intervalo finito de interés para el proceso, dado como [z —St,7] .

En el presente trabajo, resulté imposible obtener una solucion analitica a dicha ecuacion, por
ello, se recurrié a métodos numéricos para la solucién de ecuaciones diferenciales con retardo; esto
requiere que la ecuacion (45) pueda ser programada, lo cual requiere una sustitucion del término
que depende del tiempo. Para ello, se realiz6 una discretizacion de la integral en sumas tal como se

propone en los métodos de Newton-Cotes [85], resultando la siguiente expresion:

« Stj7-1 .
L{Cf LH(cD*):”—St O (7-85t)+®"(7)+2 2 ‘D*(T—SHZS—.tﬂ (46)
] i=1 J

De la cual se pudieron aplicar diez tiempos de retardo (j=10) , por supuesto, solo son

fracciones del tiempo de retardo original, por lo que si se requiriese una mayor exactitud al método
propuesto en este trabajo, basta con aumentar el valor de j para que mejoren las predicciones
obtenidas a las aqui reportadas; sin embargo, esto requiere una cantidad de tiempo computacional
todavia considerable que no estuvo disponible cuando se realizd esta investigacion. El método
numérico utilizado para resolver las ecuaciones emergentes de la expresion (46) fueron resueltas
mediante métodos numéricos de ecuaciones con retardo publicados como la regla del punto medio
[86] donde hay que calcular promedios en el tiempo entre el tiempo adimensional de retardo y el
tiempo adimensional actual para todas las variables, dependientes e independientes, involucradas en

la ecuacion (46).

Debido a la relacion que existe entre ecuaciones diferenciales ordinarias de primer y
segundo ordenes con las ecuaciones diferenciales con retardo a tiempos de retardo relativamente
cortos, se exponen no solo los casos para la ecuacion (22) y (23) que se han presentado
anteriormente, sino que se pueden observar también con flujos volumétricos mayores para
observar las diferencias que no son posibles de obtener con ninguno de los sistemas expresados

anteriormente.
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Las soluciones que complementan el presente trabajo usando la ecuacion (22) para el
sistema con retardo se presentan a continuacion en las siguientes figuras. En general se puede
interpretar el método de ecuaciones diferenciales con retardo como una combinacion de todos los

casos presentados anteriormente, especialmente el método “minimax” con el método de ecuaciones

lineales.
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Figura 29.- Graficas del comportamiento de la velocidad (izquierda) y el esfuerzo cortante
(derecha) adimensionales con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico

dado en (22) resuelto por el método de las ecuaciones diferenciales con retardo.

La figura 29 presenta aumentos en los maximos y minimos de la velocidad y el esfuerzo con
respecto a los valores iniciales, pero también hay algo que resalta para las soluciones del sistema
sano, pues no llega, como en todos los métodos anteriores, al valor maximo de 1 en ningun caso,
pero el tiempo adimensional en que se alcanza la reduccion, incluso s6lo con la informacion dada
por las graficas incluidas en la figura 29 es menor al tiempo adimensional de 80 que es el promedio

de tiempo entre cualquiera de los métodos anteriores y el método lineal.
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Figura 30.- Cambio del funcional F (izquierda) y reduccion del radio méaximo disponible para el

flujo y el aumento de la obstruccion generada por la transferencia de masa (derecha)

con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico dado en (22) resuelto por

el método de ecuaciones diferenciales con retardo.

La figura 30 corresponde a la grafica del funcional a la izquierda y a la obstrucciéon y
reduccion del radio a la derecha, donde se verifica que el tiempo adimensional en el que se termina
el proceso de aterogénesis es un poco menor a 80 aunque el funcional F mantiene un valor mayor a
cero hasta un poco después de dicho tiempo adimensional, pero su comportamiento parece una
combinacion del caso “minimax” con el caso lineal dado que no oscila tanto como el caso lineal

pero su decrecimiento es escalonado en lugar de ser una linea suave que llega a cero. Ademas el

valor de la reduccion del radio es estacionario como el caso “minimax” pero su valor numérico es

mucho mas parecido al del caso lineal.
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Figura 31.- Graficas de concentraciones de globulos blancos A4, colesterol B, células oxidadas C

(izquierda) y células esponjosas D (derecha) con respecto del tiempo adimensional para

el flujo volumétrico dado en (22) resuelto por el método de ecuaciones diferenciales con

retardo.
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Las concentraciones tienen un comportamiento cualitativo mds similar a los casos
inherentemente no lineales mientras que cuantitativamente, los valores obtenidos pueden, si no se
requiere mucha exactitud, ser equivalentes al caso lineal. Esto es debido al comportamiento del
funcional F, pero las concentraciones involucradas parecen generar resultados que corresponden
mas a un proceso real, en el sentido de que no hay concentraciones negativas; la cantidad de células
oxidadas y colesterol, una vez alcanzado el tiempo adimensional de 80 son menores a 0.03 y el
aumento de células esponjosas sigue en curso después de dicho tiempo adimensional posiblemente
para reforzar la estenosis y evitar la formacion de un trombo. Esto se puede observar graficamente

en la figura 31 correspondiente a dicha concentracion.

El gradiente de presion tiene también un comportamiento mixto de las soluciones
anteriormente presentadas, pues el valor maximo de la presion se alcanza al tiempo adimensional de
80, que es, de manera aproximada, el valor del tiempo promedio los casos anteriormente reportados,
pero el valor maximo del gradiente de presion es mucho mas parecida al del método lineal expuesto
en el capitulo anterior debido a que la reduccion del area transversal de flujo también es similar

como se expuso anteriormente.
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Figura 32.- Gréfica correspondiente al gradiente de presion calculado debido al cambio de area
transversal de flujo para el caso sintomatico para el flujo volumétrico dado en (22)

resuelto por el método de ecuaciones diferenciales con retardo.

A continuacion se exponen las soluciones para el caso de la ecuacion (23), para observar los
cambios de comportamiento debidos a la cantidad de oscilaciones con respecto a la solucion
generada por la ecuacion (22). Una vez mas para poder comparar las soluciones obtenidas con los

casos anteriores se presentan las figuras en el mismo orden.
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Las predicciones de la velocidad y el esfuerzo para el caso de la ecuacion (23) estan
graficadas en la figura 33, donde se observa que, al contrario del caso de la ecuacion (22), el
comportamiento no corresponde a ningun otro caso anteriormente reportado, salvo los valores
maximos donde pasa algo similar a lo que ocurre el caso de las predicciones de la ecuacion (22),
pero con maximos de mayor valor y el segundo pulso imperceptible al igual que el impulso
generado por el flujo volumétrico negativo, lo que hace que los valores minimos sean mayores a los
esperados por el método lineal, incluso en el caso del esfuerzo cortante, el minimo esfuerzo

enfermo es mucho mayor que cualquiera de los casos reportados con anterioridad.
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Figura 33.- Graficas del comportamiento de la velocidad (izquierda) y el esfuerzo cortante
(derecha) adimensionales con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico

dado en (23) resuelto por el método de las ecuaciones diferenciales con retardo.

La figura 34 contiene tanto al funcional F' como la reduccion del radio para el caso
presentado. La reduccion del radio, la grafica de la derecha, no parece tener muchas diferencias con
respecto de la presentada por la figura 30, pero la grafica del funcional, tiene un comportamiento
distinto, pues aunque se parece también al comportamiento de la figura mencionada, también hay
muchas diferencias pequefias que evitan que la soluciébn se vea de manera suave. Este
comportamiento es tipico de un sistema que comienza a presentar un estado cadtico [87], lo que
indica que el caso aqui reportado estd mas cercano a ser patoldgico que el caso de la figura 30. De
cualquier modo no debe descartarse la posibilidad de que un comportamiento asi sea posible, pues
tal vez este sea el inicio de un flujo turbulento y este a su vez sea un indicador de la presencia

de una patologia.
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Figura 34.- Cambio del funcional F (izquierda) y reduccion del radio maximo disponible para el
flujo y el aumento de la obstruccion generada por la transferencia de masa (derecha)
con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico dado en (23) resuelto con

ecuaciones diferenciales con retardo.

El comportamiento de las concentraciones a través del tiempo parecen ser similares al
comportamiento presentado por la figura 31, pero debe observarse que, al contrario de dicha figura,
las células oxidadas terminan con una mayor concentracion que el colesterol. Esto no tiene efectos
sobre la cantidad de células esponjosas generadas, pero resulta importante cuando se comparen
estos resultados con datos experimentales, pues ayudaran a discernir que método es mejor o incluso

mas acertado. La explicacion anterior corresponde a la figura 35.
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Figura 35.- Gréaficas de concentraciones de gldébulos blancos A, colesterol B, células oxidadas C
(izquierda) y colesterol D (derecha) con respecto del tiempo adimensional para el flujo

volumétrico dado en (23) resuelto por el método de ecuaciones diferenciales con

retardo.
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El gradiente de presion obtenido de la ecuacion (23) parece una combinacion entre las
figuras 16 y 26 presentadas anteriormente, ya que su descripcion corresponde a la dada para la
velocidad y el esfuerzo de las figura 33, pues las figuras antes mencionadas corresponden al tiempo
promedio donde el proceso presenta cambios debidos a la reduccion del area transversal de flujo y
el valor méximo del gradiente de presion alcanza los valores maximos y minimos similares a los

dados por dichas figuras en el orden correspondiente.
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Figura 36.- Grafica correspondiente al gradiente de presion calculado debido al cambio de area
transversal de flujo para el caso sintomatico para para el flujo volumétrico dado en (23)

resuelto por el método de ecuaciones diferenciales con retardo.

Para demostrar que las ecuaciones diferenciales con retardo pueden mostrar un
comportamiento lineal de segundo orden, se presentan las soluciones usando la ecuacion (22) con el
flujo volumeétrico incrementado en 30%, donde si se resolviera la ecuacion de Maxwell simple en
lugar de la conocida ecuacion de Navier Stokes y también el funcional se propusiera como una
solucion para una ecuacion diferencial de segundo orden en lugar del primer orden propuesto, se

obtendrian soluciones similares a la que se presentan a continuacion.
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Figura 37.- Graficas del comportamiento de la velocidad (izquierda) y el esfuerzo cortante
(derecha) adimensionales con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico

incrementado al dado en (22) resuelto por el método de las ecuaciones diferenciales con

retardo.

Los resultados mostrados en la figura 37 alcanzan la velocidad y el esfuerzo maximos de los
otros casos reportados en este trabajo para el flujo de referencia; pero el flujo enfermo tiene una
variacion de la velocidad y el esfuerzo cerca del tiempo adimensional de 30 y termina cerca del
tiempo adimensional de 60 que no se presenta en ningln otro caso antes resuelto en este trabajo,
pues ese aumento y descenso en la velocidad y el esfuerzo reportados corresponde al movimiento
de una segunda derivada; es por eso que anteriormente se hizo referencia al fluido de Maxwell.
También en teoria de dinamica y control de procesos es comun ver este tipo de

comportamientos, especialmente causados al inicio o cambio de estado de un proceso.
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Figura 38.- Cambio del funcional F (izquierda) y reduccion del radio méaximo disponible para el
flujo y el aumento de la obstruccion generada por la transferencia de masa (derecha)
con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico aumentado dado en (22)
correspondiente al método de ecuaciones diferenciales con retardo.
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Concentracion

La figura 38 presenta a la izquierda el comportamiento del funcional F en el tiempo y a la
derecha la reduccion del area transversal de flujo y la obstruccion causada debido al aumento de
masa en la pared arterial. La grafica del funcional tiene informacion relevante para un proyecto
futuro, pues obtiene valores negativos del funcional entre los tiempos adimensionales de 40 y 60, lo
que pudiese corresponder a una disipacion viscosa de formacion de un trombo. Ya que esto no esta

considerado en el sistema, tal vez pueda tomarse como un inicio prometedor para extender este

modelado a la formacion de trombos o0 aneurismas.
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Figura 39.- Gréaficas de concentraciones de gldébulos blancos A, colesterol B, células oxidadas C

(izquierda) y colesterol D (derecha) con respecto del tiempo adimensional para el flujo

volumétrico aumentado dado en (22) correspondiente al método de ecuaciones

diferenciales con retardo.

Las concentraciones que la figura 39 presentan en la graficas para 4 (glébulos blancos), B
(colesterol), y C (células oxidadas) a la izquierda y D (células esponjosas) a la derecha muestran un
comportamiento similar al caso estacionario y transitorio similar al encontrado usando la propuesta
minimax, a excepcion de la region del intervalo de 40 a 60 donde la concentracion de A es negativa.
Por el momento es evidente que esto significa que, al menos en esa region, el modelo falla en dar
una solucion que respete las restricciones puestas en el capitulo 2, pero por otro lado, puede

significar esa pérdida de masa, que un trombo se forma y se separa de la arteria, esta informacién

debe ser extendida y validada para tener un significado fisico.

72



0.10

0.05

000 o o e o

0 20 40 60

80

T

M

100

M b b

Mk

120

Figura 40.- Grafica correspondiente al gradiente de presion calculado debido al cambio de area

transversal de flujo para el caso sintomatico para el flujo volumétrico aumentado dado

en (22) correspondiente al método de ecuaciones diferenciales con retardo.

En cuanto al gradiente de presion presentado en la figura 40, si se siguen los maximos

reportados, se puede ver que el comportamiento es similar al de una ecuacion de segundo orden, lo

que se espera debido a las respuestas del esfuerzo y velocidad, pero lo que debe llamar la atencion

es que el gradiente de presidon no tiene minimos tan marcados como los casos anteriores, salvo el

obtenido por el modelo con retardo, pero requiere ligeramente menos tiempo adimensional que

dicho caso.

Las soluciones usando la ecuacion (23) con el flujo volumétrico incrementado en 30% se

presentan a continuacion, donde en general las oscilaciones son aun mayores debido a que las

diferencias del flujo volumétrico propuesto en (22) y el propuesto en (23) tienen esa descripcion, asi

que se espera que los flujos volumétricos aumentados también tengan los mismos efectos al menos.
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Figura 41.- Graficas del comportamiento de la velocidad (izquierda) y el esfuerzo cortante
(derecha) adimensionales con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico
incrementado al dado en (23) resuelto por el método de las ecuaciones diferenciales con

retardo.

Para el comportamiento presentado en las graficas de la figura 41, la velocidad y el esfuerzo
tienen oscilaciones similares a las presentadas en la figuras 33 y 37, pero el esfuerzo encontrado
tiene menos variacion en los valores minimos que los de la velocidad reportada, esto se debe al
incremento y decrecimiento del radio maximo disponible para el area de flujo que se puede

observar en la grafica derecha de la figura 42, que sera presentada y discutida a continuacion:
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Figura 42.- Cambio del funcional F (izquierda) y reduccion del radio méaximo disponible para el
flujo y el aumento de la obstruccion generada por la transferencia de masa (derecha)
con respecto al tiempo adimensional para el flujo volumétrico dado en (23) resuelto por

el método de ecuaciones diferenciales con retardo.

La obstruccion del area transversal de flujo reportada en la figura 42 muestra, después del

decrecimiento esperado, un aumento del radio entre los tiempos adimensionales de 50 y 60 mucho
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mas notable que el reportado en la figura 38, del mismo modo, aunque el proceso de obstruccion del
area de flujo se puede considerar finalizado cerca del tiempo adimensional de 60, el funcional F
graficado en la figura 42 a la izquierda muestra que el proceso termina hasta el tiempo adimensional
de 80. Del mismo modo que el caso de la figura 38, la posibilidad de un problema mayor se
presenta en el intervalo de tiempo de 40 y 60 donde el funcional es negativo. Durante todo el
modelado, el funcional tiene oscilaciones, pero claramente son mas visibles después del tiempo
adimensional de 40 y se mantienen presentes debido al comportamiento de las disipaciones

viscosas que corresponden al cuadrado de la rapidez de deformacion.

En cuanto a la distribuciéon de las concentraciones generadas por el flujo volumétrico
aumentado del reportado en la ecuacion (23), las concentraciones son distintas a las de todos los
casos anteriores, pues en todas se observa el efecto de onda de la segunda derivada alrededor del
tiempo adimensional de 40 hasta el tiempo adimensional de 80; sin embargo resulta interesante que
la primera especie en presentar dicho efecto son los leucocitos 4 y posteriormente al mismo tiempo
el colesterol B y las células oxidadas C tienen dicho efecto. Cabe resaltar que este es el caso
donde mas células oxidadas son mantenidas durante todo el proceso, lo que resulta en
identificar como reactivo limitante al colesterol para este caso en especial. Esta informacion se

encuentra graficamente en la figura 43 que se presenta a continuacion.
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Figura 43.-Gréaficas de concentraciones de globulos blancos 4, colesterol B, células oxidadas C
(izquierda) y colesterol D (derecha) con respecto del tiempo adimensional para el flujo
volumétrico dado en (23) incrementado resuelto por el método de ecuaciones

diferenciales con retardo.
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El gradiente de presion tiene un comportamiento similar al de la figura 40 salvo que el
efecto de la segunda derivada es mas pronunciado y causa que el gradiente de presion maximo sélo
sea obtenido cerca del tiempo adimensional de 40. Una vez que se estabiliza el sistema, se aprecia
un gradiente de presion mantenido tal como en todos los casos anteriores. A continuacion se

presenta en la figura 44 el gradiente de presion correspondiente.
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Figura 44.- Gréfica correspondiente al gradiente de presion calculado debido al cambio de éarea
transversal de flujo para el caso sintomatico para el flujo volumétrico dado en (23)

correspondiente al método de ecuaciones diferenciales con retardo.
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6.3.1- Soluciones parameétricas de las ecuaciones diferenciales

con retardo.

Para las ecuaciones diferenciales con retardo, las soluciones paramétricas permiten
identificar con mayor facilidad las regiones negativas de las concentraciones y la diferencia entre
los esfuerzos sanos y alterados debido a la reduccion del area transversal de flujo. Las soluciones

usando la ecuacion (22) para la transferencia de masa y esfuerzo cortante se presentan en la figura

45:
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Figura 45.- Concentraciones de todas las especies celulares involucradas (izquierda) y el esfuerzo
cortante maximo (derecha) para el caso patologico y la cantidad sana respectivamente
comparadas con la reduccion del radio adimensional para el flujo volumétrico

presentado en (22) resuelto por el método de ecuaciones diferenciales con retardo.

La figura 45 resume el comportamiento de las concentraciones y el esfuerzo cortante en la
pared para el flujo volumétrico pulsatil de la ecuacion (22). Las concentraciones de la grafica
izquierda presentan un aumento cerca de los radios cercanos a 1 y decrecimiento en radios cercanos
a 0.87 para las concentraciones de 4 (globulos blancos), B (colesterol) y C (células oxidadas). La
concentracion de D (células esponjosas) aumenta de forma similar a un modelo logistico. El
esfuerzo aumenta su valor maximo y disminuye su valor minimo conforme se reduce el radio y el

comportamiento de los esfuerzos no es tan diferente como el de casos previamente reportados.
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En cuanto a las soluciones usando la ecuacion (23):
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Figura 46.- Concentraciones de todas las especies celulares involucradas (izquierda) y el esfuerzo
cortante maximo (derecha) para el caso patoldgico y la cantidad sana respectivamente
comparadas con la reduccion del radio adimensional para el flujo volumétrico

presentado en (23) resuelto por el método de ecuaciones diferenciales con retardo.

El flujo volumétrico presentado en la ecuacidon (23) parecia ser totalmente igual al flujo
volumétrico expresado en (22), pero una vez que se comparan las figuras 45 y 46, en la distribucion
de concentraciones se puede ver que el cruce entre las células oxidadas y colesterol es en un radio
mayor para el caso del flujo pulsatil que tiene mas pulsos en un intervalo de tiempo. Aunque esto no
es relevante para la cantidad de células esponjosas generadas, posiblemente pueda serlo cuando se
busquen métodos indirectos de aterosclerosis. La grafica de esfuerzos cortantes para el caso de la
figura 46 no revela cambios que no se hayan apreciado en las figuras correspondientes al
comportamiento en el tiempo (ver figura 33) pero permite observar mejor la diferencia entre los
valores minimos de los esfuerzos tanto sanos como enfermos, donde se observa que siempre hay

una diferencia de mas de 0.2 entre dichos esfuerzos.

Agrupando las figuras 45 y 46, se observa que son mucho mas similares de comportamiento
al caso estacionario y minimax que al caso lineal, lo que indica que darle la capacidad de

“memoria” al sistema a través del uso de ecuaciones diferenciales con retardo permite obtener
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predicciones mas congruentes entre si, por lo que es posible que se pueda considerar que el
modelo desarrollado es util para simular el avance de la aterosclerosis buscando informacion mas

especifica, como por ejemplo hasta donde se reducira el lumen de la arteria para un flujo dado.

A continuacién se presentan las soluciones obtenidas del uso de las ecuaciones (22) y (23)
con el flujo volumétrico incrementado 1.3 veces. Es pertinente sefialar que el disminuir el valor de
m de la ecuacion (34) so6lo en el caso de las ecuaciones diferenciales con retardo, causa efectos

similares a los presentados a continuacion.

Usando la ecuacion (22) con el flujo volumétrico incrementado permite obtener las

siguientes graficas presentadas en la figura 47.
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Figura 47.- Concentraciones de todas las especies celulares involucradas (izquierda) y el esfuerzo
cortante maximo (derecha) para el caso patologico y la cantidad sana respectivamente
comparadas con la reduccion del radio adimensional para el flujo volumétrico
incrementado presentado en (22) resuelto por el método de ecuaciones diferenciales con

retardo.

Era de esperarse que el radio disminuyera mas de lo que el estado final predice y por ello la
concentracion de 4 tenga valores negativos alrededor de R*=0.86, al igual que el efecto de

disminucién de esfuerzo cortante y aumento a R*=0.87 para que posteriormente regrese al radio
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menor y esfuerzo mayor. Lo que resulta mas llamativo es que el cruce de las concentraciones By C
se da antes que en el caso del flujo volumétrico definido en la ecuacion (22), lo que significa que
aumentar el flujo volumétrico provoca que el proceso de aterosclerosis tome menos tiempo con

respecto a casos donde el flujo de referencia es menor.

Las soluciones usando la ecuacion (23) con el flujo volumétrico incrementado presentan

similitud con las presentadas en la figura 47, dichas soluciones se encuentran graficadas en la figura

48:
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Figura 48.- Concentraciones de todas las especies celulares involucradas (izquierda) y el esfuerzo
cortante maximo (derecha) para el caso patologico y la cantidad sana respectivamente
comparadas con la reduccion del radio adimensional para el flujo volumétrico
incrementado presentado en (23) resuelto por el método de ecuaciones diferenciales con

retardo.

La figura 48 presenta una descripcion similar a la de la figura 47, con la diferencia de que
todos los efectos estan aumentados, el efecto descrito tres parrafos arriba de las concentraciones de
masa y del esfuerzo cortante se vuelve a presentar, asi también, el aumento de valores negativos que
no tienen mucho sentido fisico para la concentracion de 4 y el aumento y decrecimiento de los
valores maximos y minimos respectivamente del esfuerzo enfermo. Incluso el cruce de células

esponjosas y colesterol se da mucho antes que en los casos anteriores.
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7.- Comparacion general de los resultados.

A partir de todos los resultados mdas importantes y disponibles presentados, se puede
observar que el considerar el flujo pulsatil cambia el comportamiento de las soluciones, pues
aunque parecen tener cualitativamente el mismo comportamiento, es evidente que el proceso de
aterogénesis es mds lento para cualquier caso que el que considera el flujo constante. La solucion
totalmente comparativa (considérese como tal la solucion “minimax’) es la que contiene mas
cambios de comportamiento observables y parece ser menos “suave” (en términos de continuidad),
mientras que las aproximaciones lineales y de retardo, no tienen tantos cambios de comportamiento
siendo esta ultima aproximacion la que resulta en un sistema que pueda ser mas similar al sistema
real, inclusive no limita la posibilidad de tener una reduccidén que se controla como un proceso que
tiene un tiempo de respuesta definido. Por otro lado, las concentraciones tienen un comportamiento
mas restrictivo en el caso de las aproximaciones lineales y de retardo, pues existe la dificultad de
que, para ciertos casos, se obtengan valores negativos para la cantidad de glébulos blancos, de
modo que esto resulta un indicador de que la aproximacion es por lo menos muy mala para los
casos que lo presentan, en especial el de las propuestas lineales, pues es el mas propenso a que esto
ocurra y en el caso de la aproximacion con retardo, se puede justificar haciendo referencia a la

formacion del trombo a causa del esfuerzo cortante.

Por otro lado, si no se es tan exigente con los resultados cuantitativos, el comportamiento
del sistema es muy similar entre cada caso expuesto, incluso, en el caso del flujo en estado
estacionario, es posible ver que el comportamiento es similar al de los casos transitorios para el
transporte de masa, pues existe un aumento de concentraciones atersocleroticas hasta que se llega a
cierto radio, de ahi en adelante, la acumulacidon remanente se mantiene en la interfase o se
transforma en células esponjosas, pero sin causar mas reduccion en el area transversal de flujo. Los
restos de concentraciones de otras especies celulares involucradas podrian servir como marcadores

para hacer comparaciones con resultados experimentales.

Por ultimo, es importante tener en cuenta que en la realidad, hasta ahora es aceptado que el
proceso de aterosclerosis es continuo, pero en base a este trabajo, lo que puede ocurrir es que
decrecimientos del flujo volumétrico acontezcan, ya sea gradualmente a través del tiempo, en varias

reducciones subitas que se presenten en el tiempo de manera discreta.
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8.- Conclusiones.

El trabajo desarrollado es una aproximaciéon que permite evaluar el proceso de
aterosclerosis en un sistema mucho mas simple que el real, y es todavia capaz de dar informacion
sobre el aumento en la presion arterial a través de su gradiente de presion, el tamafo de la
acumulacion de células esponjosas que resultaran en el ateroma que causa la reduccion del radio y
las concentraciones de especies celulares involucradas remanentes que puedan ser buscadas para

comparar el modelo con datos experimentales.

El sistema esta listo para ser complementado con datos experimentales bien definidos para
cada seccion del sistema circulatorio donde sea aplicable, aunque si se tienen los datos correctos,
gracias a que el flujo de la sangre presenta el fendmeno conocido como Faraeus-linqvist, hay
probabilidades de que también sea aplicable a esa region de flujo. No obstante, cabe sefialar que
como el proceso de aterogénesis se presenta primero en las regiones mas cercanas al corazon, existe

la posibilidad de que sea inutil hacerlo.

Al parecer, para las propuestas realizadas para evaluar el funcional propuesto, la ecuacion
diferencial con retardo parece ser la mejor opcion, pues permite obtener esfuerzos mayores que los
sanos en los puntos maximos y menores en los minimos, lo que llevaria a que se pueda explicar mas
facilmente una ruptura del ateroma que provoque la existencia de un trombo en el torrente

sanguineo.

Por otro lado, el sistema con retardo es el mas completo desde el punto de vista del
comportamiento de las soluciones producidas; pues dependiendo de las variables, el sistema
contiene el caso de primer orden, el de segundo orden y casos intermedios, pero es posible que
también pueda contener casos de 6érdenes mayores y sus combinaciones de acuerdo con la teoria de

ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Por tultimo, también es posible que el sistema tienda a ser caédtico conforme aumenta la
cantidad de pulsos y las variables que rigen el flujo, incluido el radio méximo. Esto es relevante en
los casos donde la aproximacion de lubricacion ya no funciona. Al usar correlaciones de
turbulencia, el transporte de masa podria ser modelado correctamente y permitir obtener

reducciones del radio correspondientes para evitar esta limitacion.
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9.- Trabajo futuro.

El sistema planteado puede ser evaluado en mas de una dimension tan so6lo con agregar las
derivadas espaciales correspondientes, sin embargo esto requiere una labor muy importante en
términos de tiempo, desarrollo matematico de las ecuaciones a resolver y mas aun, para el caso de
las ecuaciones diferenciales con retardo, actualmente no existe un método numérico ya desarrollado
que pueda resolver ecuaciones diferenciales parciales con retardo, por lo que se tendrd que

desarrollar tan s6lo para complementar ese caso de los ya evaluados en este trabajo.

Para la evaluacion menos aproximada del sistema ya planteado, se pueden proponer
ecuaciones para la derivada del radio con respecto al tiempo que permitan la evaluacion directa del
funcional en lugar de suponerlo, lo que implica conocer no solo el comportamiento del radio en el
tiempo (como se supuso en este trabajo) sino también el comportamiento de los cambios del radio
con respecto del tiempo, que en base a este trabajo se puede ya resumir en tres zonas, una donde los
cambios son imperceptibles, otra donde hay cambios importantes y mas o menos constantes y una
ultima zona donde otra vez se tienen cambios nulos o bien imperceptibles. Este comportamiento
recuerda al esfuerzo cortante de materiales tales como los que pueden ser evaluados con ecuaciones
constitutivas como el modelo de Cross o bien el conocido como Carreau-Yassuda [88], asi que
puede que sea acertado suponer que ese tipo de ecuaciones y sus derivadas sean excelentes guias

para el desarrollo de las ecuaciones buscadas.

Del mismo modo, encontrar los valores para los nimeros adimensionales utilizados en este
trabajo también puede ser una labor complicada y peor aln, totalmente dependiente de cada
paciente, por lo que es posible que mas que valores exactos, existan rangos de validez, tal como es

el caso del numero de Womersley.

&3



10.- Nomenclatura:

sano

Tiempo dimensional.

Eje radial.

Eje longitudinal.

Radio méximo inicial de la arteria.

Radio maximo de lumen de la arteria.

Viscosidad cinematica de la sangre.

Difusividad efectiva de la sangre.
Periodo.

Densidad de la sangre.
Viscosidad dindmica de la sangre.

Longitud axial de la arteria.

Velocidad “ideal” de la sangre.

Velocidad “patoldgica” de la sangre.

Diferencia de presion méxima.

Flujo volumétrico maximo.

Flujo volumétrico “ideal”.

Flujo volumétrico “patologico”.

Disipacion viscosa generada por el esfuerzo cortante correspondiente a la velocidad v, .
Disipacion viscosa generada por el esfuerzo cortante correspondiente a la velocidad u, .
Velocidad de reaccion de la especie i.

Masa total agregada en la pared arterial.

Fraccion de masa de la especie i.

Fraccion de masa de la especie i en el seno de la sangre.
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Tiempo adimensional.

Eje radial adimensional.

Radio adimensional maximo.

Velocidad adimensional de la sangre sin obstruccion.
Velocidad adimensional de la sangre con aterosclerosis.
Flujo volumétrico adimensional sano.

Flujo volumétrico adimensional aterosclerético.

Esfuerzo cortante en la pared arterial “sano”.

Esfuerzo cortante en la pared arterial “enfermo”.
Disipacion viscosa adimensional en la pared de referencia.
Disipacion viscosa adimensional en la pared ateroscleroética.
Velocidad de reaccion adimensional de la especie i.

Coeficiente de transferencia de masa de la sangre a la arteria.

Coeficiente de transferencia de masa efectivo de la sangre a la arteria.

Concentracion de globulos blancos.
Concentracion de colesterol.
Concentracion de células oxidadas.
Concentracion de células esponjosas.
Coeficiente de reaccion.

Variable muda de integracion.

Propiedad asociada a la disipacion viscosa.

Funcional que acopla la transferencia de masa y momentum.
Propiedad a la que se busca encontrar sus extremos para obtener F.
Parametro de linealizacion de F.

Vector solucion.

Matriz del sistema.
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Vector “fuente”.

Valor propio i.
Vector propio i.

Contador para iteraciones.

Numero total de iteraciones.

Numero de Womersley.
Numero de Strouhal.

Numero de Schmidth.

Numero de Damkohler de la segunda clase de la reaccion i.

Numero de Damkohler pulsatil similar al de la primera clase para la reduccion del radio.
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