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4.1. Caracterización de gráficas de Cayley de grupos rectangulares. 19
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Introducción.

Encontrar ciclos o trayectorias hamiltonianas en gráficas es un problema
complicado que es de interés en Combinatoria, Ciencias de la Computación
y diversas aplicaciones. Es uno de los problemas NP clásicos y, por tanto,
no se espera que tenga una solución sencilla. En 1969 se puso gran atención
en la conjetura de Lovász que nos dice que toda gráfica vértice transitiva
contiene una trayectoria hamiltoniana, es ah́ı donde las gráficas de Cayley de
grupos rectangulares toman una importancia significativa ya que, bajo ciertas
condiciones sobre el conjunto de conexión se tiene que una gráfica vértice
transitiva es isomorfa a una gráfica de Cayley de un grupo rectangular.

En el primer caṕıtulo del trabajo se dan las definiciones básicas de álge-
bra moderna como de teoŕıa de gráficas para poder entender los resultados
posteriores. En el segundo caṕıtulo se muestra con un poco de más detalle la
conjetura de Lovász y se dan resultados combinatorios para que una gráfica
de Cayley sea hamiltoniana; además se proporcionan dos resultados que son
de vital importancia para calcular cotas superiores para la cardinalidad del
conjunto generador de tal forma que la gráfica de Cayley relacionada sea
hamiltoniana. En el tercer caṕıtulo se definen a detalle los grupos rectangu-
lares aśı como se enuncian distintas proposiciones que los caracterizan. En
el último caṕıtulo se dan diversos resultados que describen, desde distintos
puntos de vista a las gráficas de Cayley de grupos rectangulares y es en este
punto donde se relacionan las gráficas vértice transitivas con las gráficas de
Cayley de grupos rectangulares. En las conclusiones se concatenan de manera
general las distintas proposiciones para la clasificación de gráficas de Cayley,
dependiendo de las propiedades de los grupos o subgrupos que las generan.
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Caṕıtulo 1

Conceptos Básicos

Para más información acerca de gráficas se puede consultar [5], y para
semigrupos se puede consultar [8].

Definición 1.0.1 Una digráfica Γ = (V,E) es un conjunto finito V = V (Γ )
de vértices, junto con una relación binaria E = E(Γ ) sobre V . Los elementos
e = (u, v) de E son llamados arcos o aristas de Γ , u es llamado tallo de e
y v es llamado la cabeza de e. Para una digráfica Γ el ingrado, d−Γ (v), de
un vértice v de Γ es el número de arcos con cabeza v, el exgrado, d+Γ (v), de
v es el número de arcos con tallo v.

Definición 1.0.2 Si Γ = (V,E) es una digráfica, se denomina lazo a una
arista cuya cabeza y tallo es el mismo vértice. Dos o más aristas con el
mismo par de extremos (cabezas y tallos) se llaman aristas múltiples. Una
digráfica sin lazos y sin aristas múltiples se denomina digráfica simple.

En este trabajo no consideraremos digráficas con arcos múltiples ni con
lazos.

Definición 1.0.3 La gráfica subyacente sin dirección de Γ es la gráfica
con el mismo conjunto de vértices V y una arista sin dirección {u, v} por
cada arista (u, v) de Γ . Una digráfica es conexa si su gráfica subyacente sin
dirección es conexa.

Hay que aclarar que a lo largo del trabajo cuando aparezca la palabra
gráfica nos referimos a la gráfica subyacente sin dirección de alguna digráfica.
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Definición 1.0.4 Sea Γ = (V,E) una digráfica, sea A ⊆ V , entonces deci-
mos que H es la digráfica inducida por A si H = (A,E ′), donde E ′ ⊆ E,
es decir, E ′ es una restricción de E con únicamente extremos en A. H es
denotada como Γ [A].

Definición 1.0.5 Sean (V1, E1) y (V2, E2) dos digráficas; un mapeo
φ : V1 → V2 es un homomorfismo de gráficas (digráficas) si (u, v) ∈ E1

implica que (φ(u), φ(v)) ∈ E2. Éste es llamado isomorfismo de gráficas
(digráficas) si es biyectivo y φ, φ−1 son homomorfismos. Un homomorfismo
de gráficas φ : (V,E) → (V,E) es llamado endomorfismo y un isomorfis-
mo de gráficas sobre Γ = (V,E) se llama automorfismo. Denotaremos al
conjunto de todos los endomorfismos de una gráfica Γ como End(Γ ) y al
conjunto de todos los automorfismos de Γ como Aut(Γ ).

Todos los conjuntos que trataremos son finitos.

Definición 1.0.6 Un grupoide es un conjunto no vaćıo G y una operación
binaria sobre G. Un semigrupo es un grupoide G que es asociativo. Un
monoide es un semigrupo G que contiene un elemento identidad 1G ∈ G.
Un grupo es un monoide G, tal que para todo a ∈ G, existe un inverso a−1

tal que a−1a = aa−1 = 1G.

Definición 1.0.7 Sea S un semigrupo finito y sea C ⊆ S un subconjunto.
La digráfica de Cayley C(S,C) es la digráfica que tiene como conjunto
de vértices a S. Dos vértices u, v ∈ S están unidos por una arista dirigida
de u a v si y sólo si existe c ∈ C tal que u = cv. El conjunto C es llamado
conjunto de conexión de C(S,C). Cada arista (u, v) está etiquetada para
denotar que corresponde a c ∈ C si u = cv. Una digráfica (V,E) es llamada
digráfica de grupo (semigrupo) si existe un grupo (semigrupo) S y un
conjunto de conexión C ⊆ S tal que (V,E) es isomorfa a la digráfica de
Cayley C(S,C).

Si C genera a S, donde S es un grupo, la digráfica de Cayley C(S,C),
etiquetada de la foma que indicamos en la definición anterior, determina
una regla de correspondencia entre la digráfica y el grupo que conforma su
conjunto de vértices, por lo que, dada una digráfica de Cayley se puede
determinar de manera única a S. Sin embargo, las etiquetas son necesarias
para que la unicidad se de. La siguiente proposición da un criterio para saber
si una digráfica es una digráfica de grupo.
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Proposición 1.0.8 (Teorema de Sabidussi)([18]). Una digráfica
Γ = (V,E) es una digráfica de un grupo G si y sólo si el grupo de automorfis-
mos Aut(Γ ) contiene un subgrupo ∆ isomorfo a G tal que para cualesquiera
dos vértices u, v ∈ V existe σ ∈ ∆ tal que σ(u) = v

Para una digráfica de Cayley C(S,C) denotamos a End(C(S,C)) por
EndC(S) y Aut(C(S,C)) por AutC(S).

Definición 1.0.9 Un elemento f ∈ EndC(S) es llamado endomorfismo
que preserva color si cx = y implica que cf(x) = f(y) para todo x, y ∈ S y
c ∈ C. El conjunto de todos los endomorfismos que preservan color de C(S,C)
se denota como ColEndC(S) y el conjunto de todos los automorfismos que
preservan color de C(S,C) por ColAutC(S).

De la misma forma que para digráficas, cuando nos referimos a una
gráfica de Cayley, significa que ésta es la gráfica subyacente sin dirección de
alguna digráfica de Cayley.

Definición 1.0.10 La gráfica de Cayley C(S,C) es vértice transitiva si
para cualesquiera dos vértices x, y ∈ S, existe f ∈ AutC(S) tal que
f(x) = y. Las nociones de ColAutC(S) vértice transitiva, ColEndC(S)
vértice transitiva y EndC(S) vértice transitiva se definen de manera
similar.

Como un resultado inmediato de la proposición 1.0.7 podemos concluir
que toda gráfica de Cayley de un grupo es vértice transitiva.

Definición 1.0.11 Un subconjunto no vaćıo S de un grupo G es un sub-
grupo de G, denotado como G > S, si s ∈ G implica que s−1 ∈ G y s, t ∈ G
implica que st ∈ G.

Definición 1.0.12 Sea N un subgrupo de un grupo G. Decimos que N es
normal a G, denotado como N C G, si xN = Nx para todo x ∈ G, o
de manera equivalente, si xNx−1 ⊆ N para todo x ∈ G. Si G es abeliano,
entonces todo subgrupo de G es normal. Los subgrupos 1 y G son siempre
normales en G, si éstos son los únicos grupos normales en G, entonces decimos
que G es simple.

Si nos referimos a un subgrupo S de un grupo G en el que no nece-
sariamente hay contención propia, lo denotaremos como G ≥ S, de manera
análoga, si nos referimos a un subgrupo normal N que no necesariamente
está contenido propiamente en G, lo denotaremos como N EG.
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Definición 1.0.13 Decimos que una serie de subgrupos G = G0 > G1 >...>
Gr = 1 de un grupo G es una serie de composición de G si Gi+1 C Gi

para toda i y cada cociente sucesivo Gi

Gi+1
es simple. La serie de composición

anterior se dice que tiene longitud r. Los cocientes sucesivos de una serie de
composición son llamados factores de composición de la serie.

Teorema 1.0.14 [1] Todos los grupos finitos tienen series de composición.

Definición 1.0.15 Una serie de subgrupos G = G0 ≥ G1 ≥...≥ Gr = 1 de
un grupo G es llamada serie subnormal de G si Gi+1 E Gi para toda i,
una serie subnormal es llamada serie normal si además GiEG para toda i.
Una serie central o principal de G es una serie normal de G sin términos
repetidos y con la condición adicional que ningún subgrupo normal de G
está entre los términos de la serie. Los factores principales o centrales
son los cocientes sucesivos de la serie.

Teorema 1.0.16 [1] Todo grupo finito tiene series centrales.
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Caṕıtulo 2

Caminos hamiltonianos en
gráficas de Cayley.

2.1. La conjetura de Lovász.

Encontrar ciclos hamiltonianos en gráficas no es un problema sencillo,
es uno de los problemas clásicos NP-completos, por lo tanto, no esperamos
que tenga una solución sencilla. Después de mucho esfuerzo a lo largo de los
años, ha habido un pequeño progreso en resolver de forma total la conjetura.
Algunos autores han mostrado dudas en la validez de la conjetura ([2], [19]).

Presentaré algunos resultados importantes que imponen ciertas condi-
ciones en el conjunto de conexión de una gráfica de Cayley para que ésta sea
hamiltoniana.

Los resultados de este caṕıtulo son válidos para las gráficas de Cayley
C(G,C) donde G es un grupo finito y C un conjunto generador simétrico, es
decir, tal que C = C−1, además, tendremos la restricción de que las únicas
aristas existentes serán de la forma (g, gc), (g, gc−1) ∈ G2 donde c ∈ C.
Claramente C(G,C) es d-regular, donde d =|C|.

Definición 2.1.1 Una trayectoria hamiltoniana en una gráfica Γ es una
trayectoria que pasa por todos los vértices una sola vez. Un ciclo hamilto-
niano es una trayectoria hamiltoniana cerrada.

Conjetura de Lovász 2.1.2 ([12]) Toda gráfica vértice transitiva conexa
contiene una trayectoria hamiltoniana.
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2.2. Condiciones combinatorias para que una

gráfica sea hamiltoniana.

Definición 2.2.1 Sea S un semigrupo. Un elemento α ∈ S es llamado in-
volución si α2 = 1.

Lema 2.2.2 [17] Sea G un grupo finito generado por tres involuciones α,
β, γ. Suponga que αβ = βα. Entonces, la gráfica de Cayley C(G, {α, β, γ})
contiene un ciclo hamiltoniano.

Demostración. Para todo z ∈ G y para todo X ⊂ G, definimos

∂z(X) = {g ∈ G−X : g = xz, x ∈ X}.

Denotamos H = <β, γ> un subgrupo de G de orden |H| = 2m. El
orden de H es par ya que un subgrupo de él es <β> y éste tiene orden dos,
por ser β una involución, entonces, por el teorema de Lagrange, dos tiene
que dividir al orden de H, por lo que éste tiene que ser un número par.

Sea X1 = H, como H es un grupo diédrico, C(X1, {β, γ}) contiene un
ciclo hamiltoniano;

1 → β → βγ → βγβ → βγβγ → ... → (βγ)m−1β → (βγ)m = 1. (*)

Construiremos un ciclo hamiltoniano en C(G, {α, β, γ}) por inducción.
En el paso i obtenemos un ciclo que expande el conjunto Xi ⊂ G. Aún más;
cada Xi satisface la condición ∂β(Xi) = ∂γ(Xi) = ∅. Ésto es equivalente a
decir que cada Xi es la unión de clases izquierdas de H. Por definición de H,
∂β(X1) = ∂γ(X1) = ∅, lo cual establece la base inductiva.

Supongamos que existe un conjunto Xi como el descrito anteriormente;
si ∂α(Xi) = ∅, se tiene que el ciclo obtenido es generador y Xi = G, lo cual
termina la demostración. De otra manera existe y ∈ ∂α(Xi) ⊂ G −Xi. Hay
que notar que yH ∩ Xi = ∅ ya que si no, yh = x ∈ Xi, para algún h ∈ H.
Ésto implica que y = xh−1 ∈ Xi, lo cual nos lleva a una contradicción.

Sea Xi+1 = Xi ∪ yH, claramente, ∂β(Xi+1) = ∂γ(Xi+1) = ∅. Ya que
y = xα, x = yα ∈ Xi y, por inducción, x está en un ciclo que expande a Xi.
Entonces x debe estar conectada a xβ y xγ, como xα = y /∈ Xi. Considera
el ciclo en yH obtenido al multiplicar el ciclo (*) por y. Recordemos que
αβ = βα, esto implica que xβα = yβ. Remueve las aristas (x, xβ) y (y, yβ)
del ciclo en Xi y en yH respectivamente; ésto nos da un ciclo hamiltoniano
que se expande a Xi+1. �
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Lema 2.2.3 [15] Sea G un grupo finito generado por una involución β y un
elemento α. Sea γ = βα = α−1βα. Entonces la gráfica de Cayley C(G, {α, β, γ})
contiene un ciclo hamiltoniano.

Demostración. Usaremos el mismo procedimiento que utilizamos para de-
mostrar el lema anterior, pero en este caso el paso inductivo tiene más casos
a considerar. Como antes, sea H = <α, β> ⊂ G. Sea X1 = H, asumimos
que C(G, {α, β, γ}) restringida a Xi contiene un ciclo hamiltoniano Ci y
∂β(Xi) = ∂γ(Xi) = ∅.

Decimos que un elemento del grupo G tiene etiqueta α si el elemento
es de la forma bα con b ∈ G. De forma análoga, definimos que un elemento
en G tiene etiquetas β ó γ. Al dotar a Ci de una orientación, tomaremos
en cuenta las siguientes reglas de etiquetación; niguna etiqueta α precede
a una etiqueta γ o sigue de una etiqueta β, de la misma manera, ninguna
etiqueta α−1 precede de una etiqueta β o sigue de una etiqueta γ. Estas
reglas de etiquetación se deben a que si ocurriera cualesquiera de los casos
mencionados, α seŕıa una involución y caeŕıamos en el lema anterior. Por lo
tanto, vamos a suponer que α no es una involución.

Debido a que α no es su propio inverso, debemos considerar los con-
juntos ∂α(Xi) y ∂α−1(Xi). Si ∂α(Xi) = ∂α−1(Xi) = ∅, entonces Xi = G y ya
acabamos con la demostración. Supongamos que ∂α(Xi) 6= ∅, entonces existe
y = xα ∈ ∂α(Xi) ⊂ G − Xi donde x ∈ Xi. Sea Xi+1 = Xi ∪ yH, hacemos
el mismo análisis de la prueba anterior y concluimos que existe Ci+1, ciclo
hamiltoniano que extiende a Xi. Lo único que falta demostrar es que las
condiciones de etiquetamiento establecidas se cumplen para Ci+1.

Como x tiene etiqueta α−1 y está conectado a un elemento y con etique-
ta α, el otro elemento al que está conectado tiene etiqueta β ó γ. Supongamos
que x está conectada a un elemento con etiqueta β, en este caso, los ciclos
Ci en Xi y R en yH están conectados por el ciclo:

x → y = xα → yγ = xαγ → xαγα−1 → xαγα−1β = x.

Entonces podemos unir los dos ciclos, removemos las aristas (x, xβ) y
(y, yγ) de la unión de los dos ciclos Ci ∪ R y agregamos las aristas (x, y) y
(yβ, yγ). Claramente, el ciclo resultante es hamiltoniano en la gráfica restrin-
gida a Xi+1. Notamos que Ci+1 hereda la orientación de Ci, debido a que las
etiquetas de R son todas involuciones β y γ, se puede obtener una orientación
adecuada.
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Ahora supongamos que uno de los vértices adyacentes a x tiene etiqueta
γ en Ci. Por las condiciones de etiquetación, la etiqueta α no puede preceder
a γ y la etiqueta α−1 no puede seguir de la etiqueta γ. Sin embargo, en
cualquier orientación que le demos a Ci estos casos suceden, por lo cual
debemos descartar este caso. Terminamos de analizar el caso y = xα.

Para el caso y = xα−1 ∈ ∂α−1(Xi) ⊂ G−Xi, como β = αγα−1, podemos
analizar los casos de la misma manera, intercambiando los roles de β con γ
y α con α−1. Note que las condiciones de etiquetamiento siguen siendo las
mismas. Con ésto, terminamos las posibilidades.

�

Ejemplo 1 Sea G = Sn y sea α = (12...n), β = (12) y γ = (23). Se observa
que se cumplen todas las condiciones del lema anterior, entonces la gráfica
de Cayley C(Sn, {α, β, γ}) contiene un ciclo hamiltoniano. De hecho, se sabe
que la subgráfica C(Sn, {α, β}) es también hamiltoniana [7].

Lema 2.2.4 (Rankin) Sea G un grupo finito generado por dos elementos α
y β, tal que (αβ)2 = 1. Entonces la gráfica de Cayley C(G, {α, β}) contiene
un ciclo hamiltoniano.

Demostración. Otra vez utilizaremos el mismo método inductivo con una
condición simple de etiquetamiento. Sea H = <β> y X1 = H, sabemos que si
∂α(Xi) = ∂α−1(Xi) =, entoces Xi = G y acabamos. Sabemos, por inducción,
que la gráfica de Cayley generada por Xi contiene un ciclo hamiltoniano
Ci; nuestra condición de etiquetamiento será que Ci contiene únicamente
etiquetas β y α−1 ya que de otro modo caeŕıamos en el lema anterior ya que
α seŕıa una involución.

La base inductiva es obvia. Suponemos que ∂α(Xi) 6= ∅, entonces existe
y = xα ∈ ∂α(Xi) ∈ G − Xi. Note que el ciclo x en el ciclo Ci contenido en
la gráfica inducida por Xi no puede tener como vecino un vértice etiquetado
con α−1, ya que de esta forma, se tendŕıa contenida la arista (y, x) ∈ Ci, lo
cual nos lleva a una contradicción ya que y /∈ Xi. Tampoco puede tener como
vecinos a los etiquetados por β−1 y α por las condiciones de etiquetamiento.
Por tanto, el único vecino posible para x es uno con etiqueta β, por lo tanto,
la arista (xβ−1, x) ∈ Ci. Ahora consideraremos el ciclo hamitoniano R en la
gráfica de Cayley inducida por yH. Observe que:

x → xα = y → xαβ = yβ → xβ−1 = xαβα → x.
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es un ciclo que conecta a Ci conR. Si removemos las aristas (xβ−1, x) y (y, yβ)
y agregamos las aristas (x, y) y (yβ, xβ−1) obtenemos el ciclo hamiltoniano
Ci+1 en Xi+1 = Xi ∪ yH. Ci+1 hereda la orientación de Ci, por el mismo
análisis que en el lema anterior, Ci+1 respeta las reglas de etiquetación.

En el caso cuando y = xα−1 /∈ Xi, procederemos intercambiando los
papeles de la misma forma que en el lema anterior. Ésto termina las posibil-
idades y la demostración. �

Ejemplo 2 Sea G = Sn, α = (12...n), β = (23...n). Se puede verificar que
αβ−1 = (1n) es una involución. Por el lema anterior, la gráfica de Cayley
C(Sn, {α, β}) contiene un ciclo hamiltoniano. Esta gráfica es importante ya
que se ha conjeturado que tiene el diámetro de mayor longitud de todas las
gráficas de Cayley de Sn [6].

2.3. Acotamiento del conjunto de conexión

de una gráfica de Cayley

El siguiente lema de reducción nos será útil para la demostración del
teorema más importante de esta sección.

Lema 2.3.1 [15] Sea G un grupo finito y H un subgrupo normal a él H /G.
Suponga que S = S1

⋃
S2 es un conjunto generador de G, tal que, S1 ⊂ H,

<S1> = H y la proyección S ′2 de S2 sobre G
H

genera a G
H

. Supongamos
que C1 = C(H,S1) y C2 = C(G

H
, S ′2) contienen trayectorias hamiltonianas.

Entonces C = (G,S) también contiene una trayectoria hamiltoniana.

Demostración. Sea C(G,S) una gráfica de Cayley que contiene una trayec-
toria hamiltoniana. Por vértice transitividad en C(G,S), podemos reordenar
la trayectoria de tal manera que comience en el vértice g ∈ G.

Sea k = [G : H] =|G
H
|, y sea g1 = 1 ∈ G. Considera la trayectoria

hamiltoniana en la gráfica de Cayley C(G
H
, S ′2):

H = Hg1 → Hg2 → Hg3 → ... → Hgk.

Ahora procederemos por inducción de manera similar al lema 2.2.3. Fija
una trayectoria hamiltoniana en la clase derecha Hg1, de tal manera que 1
es el vértice inicial. Suponga que h1g1 es su vértice final, añade la arista
(h1g1, h1g2) a C(G,S), considera la trayectoria hamiltoniana en la clase Hg2
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que tiene como vértice inicial h1g2 y vértice final a h2g2. Repite hasta que
la trayectoria resultante tenga como vértice final a hkgk. Ésto finaliza la
construcción y demuestra el lema. �

Con los lemas anteriores podemos tener múltiples condiciones para que
una gráfica sea hamiltoniana, encontrando una variedad de gráficas de Cayley
que tienen trayectorias o ciclos hamiltonianos a través de construcciones con
el grupo simétrico y con ciertas permutaciones espećıficas que lo generen.

Definición 2.3.2 Sea G un grupo finito y sea l(G) el número de factores de
composición de G. Denotaremos a r(G) y a m(G) el número de factores de
composición abelianos y no abelianos respectivamente. Claramente
l(G) = r(G) +m(G).

El siguiente teorema es de suma importancia para el acotamiento del
conjunto de conexión de una gráfica de Cayley, es el resultado principal de
esta sección.

Teorema 2.3.3 ([15]) Sea G un grupo finito, entonces, existe un conjunto
generador C con |C| ≤ r(G) + 2m(G) tal que la gráfica de Cayley correspon-
diente C(G,C) contiene una trayectoria hamiltoniana.

Demostración. Es sabido que una consecuencia de la clasificación de grupos
simples finitos es que todo grupo simple no abeliano finito puede ser generado
por dos elementos, uno de ellos una involución. Entonces podemos aplicar el
lema 2.2.3 y, para todo grupo simple no abeliano finito nos proporciona un
conjunto generador C con |C| = 2, tal que la gráfica de Cayley correspon-
diente contiene un ciclo hamiltoniano. Si el grupo G es ćıclico, entonces un
simple generador es suficiente.

Utilizando el lema anterior, cualquier conjunto generador <S ′2> = G
H

puede ser relacionado con S2 ⊂ G de tal forma que C = S1 ∪ S2 es un
conjunto generador de G. Entonces, si H y G

H
tienen conjuntos generadores de

cardinalidad k1 y k2 respectivamente, entonces, las correspondientes gráficas
de Cayley contienen trayectorias hamiltonianas, entoncesG tiene tal conjunto
generador de cardinalidad k1 + k2.

Si fijamos la serie de composición de un grupo G, por el lema anterior,
podemos construir un conjunto generador C de tamaño r(G) + 2m(G) de
tal forma que la gráfica de Cayley correspondiente contiene una trayectoria
hamiltoniana. Ésto completa la prueba. �

El siguiente teorema se puede ver como un corolario del anterior; tam-
bién nos proporciona una cota para el conjunto de conexión.
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Teorema 2.3.4 ([15]) Todo grupo finito G de tamaño |G| ≥ 3 tiene un
conjunto generador C de tamaño |C| ≤ log2|G|, tal que su gráfica de Cayley
correspondiente C(G,C) contiene un ciclo hamiltoniano.

Demostración. Fija una serie de composición para G. Sea r = r(G) y
m = m(G). Denota por K1,...,Kr y L1,...,Lm a los factores de composición
abelianos y no abelianos de G respectivamente. Recuerda que |Lj| ≥ 60 > 4,
ya que el grupo simple no abeliano más pequeño tiene orden 60. Tenemos
que:

2r+2m = 2r4m ≤
∏r

i=1|Ki|.
∏m

j=1|Lj| =|G|.

Entonces, r(G) + 2m(G) ≤ log2|G| y podemos utilizar el teorema ante-
rior. Podemos agregar al conjunto de conexión un elemento extra que conecte
los extremos de la trayectoria hamiltoniana que se obtiene para aśı tener el
ciclo hamiltoniano deseado. �

El resultado es óptimo en el sentido que el tamaño del conjunto ge-
nerador más pequeño de un grupo finito G, denotado por d(G) es igual a
log2(|G|) para G = Zm2 . Por supuesto, para otros grupos d(G) es mucho más
pequeño. Por ejemplo, d(G) = 2 para todos los grupos simples finitos.

Hay que notar que el teorema anterior no implica que todas (o incluso
algunas) gráficas de Cayley de un grupo finito son hamiltonianas, simple-
mente se tiene que para todo grupo finito G se tiene una gráfica de Cayley
hamiltoniana con un conjunto de conexión espećıfico. Incluso para grupos
simples o grupos simétricos con d(G) = 2 la conjetura de Lóvasz no se puede
demostrar.

Los siguientes conceptos y el siguiente teorema, aunque son espećıficos
tienen importancia por lo relevante del grupo PSL(2, p), con p primo.

Sea p primo, p ≡ 1mod4. Sea Fp un campo finito con p elementos
de tal forma que a2 = −1 con a ∈ Fp. Consideramos al grupo SL(2, p)
que es el conjunto de matrices de 2 × 2 sobre Fp con determinante 1. Sea
PSL(2, p) = G el cociente de SL(2, p) con el subgrupo de matrices diagonales
{±1}. Por abuso de notación, usaremos las matrices para denotar elementos
de PSL(2, p).

Considera tres elementos α, β, γ

α =

(
a 0
0 −a

)
, β =

(
0 1
−1 0

)
, γ =

(
a 0
a −a

)
.
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Se sabe que PSL(2, p) = <α, β, γ> [14]. Podemos verificar que α, β y
γ son involuciones. Consideremos la siguiente gráfica de Cayley:

Cp = C(PSL(2, p), {α, β, γ}).

A partir de las definiciones anteriores se puede demostrar el siguiente
teorema:

Teorema 2.3.5 Las gráficas de Cayley Cp definidas anteriormente contienen
ciclos hamiltonianos.

Demostración. La demostración es muy sencilla, sólo se tiene que verificar
que α, β y γ son involuciones y que αβ = βα, de esta forma se puede utilizar
el lema 2.2.3 y listo. �
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Caṕıtulo 3

Grupos Rectangulares.

Definición 3.0.6 Sea S un semigrupo; decimos que x ∈ S es un elemento
idempotente si y sólo si x2 = x.

Definición 3.0.7 Un semigrupo con cero a la derecha (cero a la
izquierda) es un semigrupo S que satisface la identidad xy = y (xy = x
respectivamente) para todo x, y ∈ S. Una banda es un semigrupo en el que
todos sus elementos son idempotentes. Una banda rectangular es una ban-
da que satisface la identidad xyx = x para cualesquiera tres de sus elementos.
Se sabe que toda banda rectangular es isomorfa al producto directo de un
semigrupo con cero a la izquierda y un semigrupo con cero a la derecha (ver
[8]). Un semigrupo es llamado grupo rectangular si es isomorfo al producto
directo de un grupo con una banda rectangular.

Definición 3.0.8 Sea S un semigrupo. Si A y B son dos subconjuntos de S,
AB = {ab|a ∈ A, b ∈ B}. Entonces A es llamado ideal derecho si AS ⊆ A.
Si SA ⊆ A, entonces A es llamado ideal izquierdo. Si A es un ideal derecho
e izquierdo entonces es llamado ideal.

Definición 3.0.9 Llamamos a un semigrupo simple izquierdo (simple
derecho) si no tiene ningún ideal izquierdo (derecho) propio. Un semigrupo
es llamado grupo izquierdo (grupo derecho) si es simple izquierdo (dere-
cho) y cancelativo derecho (izquierdo). Se sabe que un semigrupo es izquierdo
(derecho) si y sólo si es isomorfo al producto directo de un grupo y un semi-
grupo con cero por la izquierda (derecha) (ver [8]). Un semigrupo es com-
pletamente simple si no tiene ideal contenido estrictamente en él y tiene
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un elemento idempotente que es minimal respecto al orden parcial e ≤ f si
y sólo si e = ef = fe sobre los elementos idempotentes f .

Definición 3.0.10 El producto de gráficas categórico de las gráficas
Γ1 = (V1, E1) y Γ2 = (V2.E2), denotado por Γ1 × Γ2, tiene por conjunto de
vértices V1 × V2 y conjunto de aristas {((u, v), (u′.v′))|(u, u′) ∈ E1, (v, v

′) ∈
E2}.

Lema 3.0.11 ([11]) Para dos semigrupos S y T y sus subconjuntos C y D
respectivamente tenemos que:

C(S × T,C ×D) = C(S,C)× C(T,D)

Definición 3.0.12 Sea S un semigrupo y E(S) el conjunto de todos ele-
mentos idempotentes de S. Un elemento x de E(S) se dice que es minimal
si xSx es un subgrupo de S. Se sabe que cuando S tiene un elemento idem-
potente minimal, el ideal minimal de S, K(S), es no vaćıo ([8], [4]); aún más,
E(K(S)) = {x ∈ E(S)|x es minimal }. Un semigrupo es simple si no tiene
ideales propios o, de manera equivalente, si K(S) = S

Ahora presentaré algunos resultados que caracterizan a los grupos rec-
tangulares por sus propiedades algebraicas, éstos serán de gran ayuda al
obtener cotas para las trayectorias hamiltonianas de gráficas de Cayley de
grupos rectangulares.

Proposición 3.0.13 ([9]) Para un semigrupo S, con idempotente minimal,
los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S es simple.

ii) S es cancelativo débilmente, es decir, para x, y, z ∈ S las igualdades
xz = yz y zx = zy implican que x = y.

iii) x(exe)−1x = x para todo x ∈ S y e ∈ E(K(S)).

iv) Existe un elemento e ∈ E(K(S)) tal que x(exe)−1x = x para toda x ∈ S.

Definición 3.0.14 Sea Y un subsemigrupo de S, entonces se dice que S es
un inflación de Y si y sólo si S2 ⊆ Y y existe un epimorfismo r : S → Y
que su restricción a Y es el mapeo identidad.
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Proposición 3.0.15 ([9]) Sea S un semigrupo, entonces

i) S es un grupo rectangular si y sólo si S tiene un idempotente minimal,
S es simple y xzy = xy, para todo x, y ∈ S, z ∈ E(S).

ii) S es una inflación de un grupo rectangular si y sólo si H tiene un idem-
potente minimal y xzy = xy, para todo x, y ∈ S, z ∈ E(S).

Corolario 3.0.16 Un semigrupo S es un grupo rectangular si y sólo si S es
simple y una inflación de un grupo rectangular.
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Caṕıtulo 4

Gráficas de Cayley de grupos
rectangulares.

4.1. Caracterización de gráficas de Cayley de

grupos rectangulares.

En este caṕıtulo se considerarán únicamente digráficas y digráficas de
Cayley.

Teorema 4.1.1 ([3]) Una digráfica D es una digráfica de un grupo rectangu-
lar si y sólo si D contiene r subgráficas {Dα}rα=1 tal que las Dα’s son ajenas
por pares e isomorfas a una gráfica, denotada por Γ = (V,E) que satisface:

1) V =
⋃l
i=1 Vi, donde las Vi’s son ajenas por pares y tienen la misma

cardinalidad.

2) E =
⋃k
j=1Ek, donde las Ek’s son ajenas por pares y si Γj = Γ [Ej],

entonces V (Γj) = V y para cada vértice v de Γ , d+Γj
(v) = 1.

3) Para cada 1 ≤ j ≤ k existe Vnj
∈ {V1, ..., Vl} tal que para cada 1 ≤ i ≤ l

con i 6= nj, Γj[Vi] es una gráfica vaćıa, y para cada u de Γj[Vi] es
adyacente a un único vértice ηju de Γj[Vnj

] tal que ningún otro vértice
de Γj[Vi] es adyacente a ηju, también, d−Γj

(v) = 0.

4) Existe una familia de isomorfismos de gráficas {fj}kj=1 donde
fj : Γj[Vnj

] → C(G, {gnj
}), gnj

∈ G y para todo 1 ≤ j, j′ ≤ k, u ∈ V ,

g−1nj
fj(n

j
u) = g−1ηj′ fj′(η

j′
u )
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El teorema anterior caracteriza a las digráficas de grupos rectangulares
y considerando que los grupos derechos, los grupos izquierdos, las bandas
rectangulares, los semigrupos con cero por la derecha y los semigrupos con
cero por la izquierda son casos especiales de grupos rectangulares también
obtenemos la caracterización de las gráficas de Cayley de estos semigrupos.

4.2. Gráficas de Cayley vértice transitiva de

grupos rectangulares

Teorema 4.2.1 ([3]) Sea S = G × E un grupo rectangular finito, donde G
es un grupo y E = L × R una banda rectangular. Sea C un subconjunto de
S. Los siguientes enunciados son equivalentes:

i) C(S,C) es AutC(S)- vértice transitiva.

ii) C(S,C) es EndC(S)- vértice transitiva y C(<C>,C) es
AutC(<C>)- vértice transitiva.

iii) CS = S y C(<C>,C) es AutC(<C>)- vértice transitiva.

iv) C
⋂
sS 6= ∅ para toda s ∈ S y C(<C>,C) es AutC(<C>)- vértice

transitiva.

Teorema 4.2.2 ([3]) Sea S = G×L×R un grupo rectangular finito, donde G
es un grupo, L es un semigrupo con cero por la izquierda y R es un semigrupo
con cero por la derecha de cardinalidad n. Sea C un subconjunto de S. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

i) C(S,C) es ColAutC(S)- vértice transitiva.

ii) C(S,C) es ColEndC(S)- vértice transitiva.

iii) |L| = 1 y cS = S para todo c ∈ C;

iv) C(S,C) ∼=|R|C(G, π1(C)), donde π1 : S → G es la proyección.

v) C(S,C) ∼= C(G× Zn, π1(C)× {0Zn}), que es una digráfica de grupo.

Sea S = G×L×R un grupo rectangular, donde G es un grupo y L×R
es una banda rectangular. Sabemos que si |L| = 1, entonces S es un grupo
por la derecha. Entonces tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 4.2.3 Sea S = G×R un grupo derecho, donde G es un grupo y R
es un semigrupo con cero por la derecha. Entonces C(<C>,C) es AutC(<C>)-
vértice transitiva.

Si S es un grupo por la derecha, los teoremas 4.2.1 y 4.2.2 son equiva-
lentes.

4.3. Gráficas de Cayley de semigrupos vértice

transitivas.

En esta sección daremos criterios sobre el conjunto de conexión de una
gráfica de Cayley para que ésta se una gráfica de Cayley de un grupo rectan-
gular o ésta sea vértice transitiva.

Definición 4.3.1 Un semigrupo S es ortodoxo si es regular (a ∈ aSa para
todo a ∈ S) y el conjunto de sus elementos idempotentes es un subsemigrupo.

Lema 4.3.2 ([10]) Sea S un semigrupo con un subconjunto C tal que <C>
es completamente simple y CS = S. Entonces, toda componente conexa de
la gráfica de Cayley C(S,C) es fuertemente conexa y para cada v ∈ S, la
componente que contiene a v es igual a <C>v. También si <C> es isomorfo
a un grupo derecho, entonces las clases derechas de <C> son las componentes
conexas de C(S,C).

Teorema 4.3.3 ([3]) Sea S un semigrupo finito y sea C un subconjunto de S
tal que <C> es ortodoxo. Si la gráfica de Cayley C(S,C) es AutC(S)-vértice
transitiva, entonces C(S,C) es isomorfa a la gráfica de Cayley de un grupo
rectangular.

Teorema 4.3.4 ([3]) Una gráfica vértice transitiva Γ es una gráfica de Cay-
ley de un semigrupo S con conjunto de conexión C, tal que <C> es ortodoxo
si y sólo si Γ satisface las condiciones i)− iv) del teorema 4.2.1.
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Conclusiones.

A través de los resultados enlistados uno se puede preguntar lo siguien-
te: ¿existe para todo grupo finito una gráfica de Cayley mı́nima por con-
tención que sea hamiltoniana?. La pregunta se puede abordar desde distintos
puntos de vista pero el teorema que nos da la pauta es el 2.3.3. Éste nos da
una cota para el conjunto de conexión bastante buena para grupos simples y
por el teorema 3.0.15 y el corolario 3.0.16 podemos establecer esta cota para
grupos rectangulares de una manera bastante general y por consecuencia
obtendŕıamos cotas más espećıficas para grupos derechos, grupos izquierdos,
semigrupos con cero a la derecha, semigrupos con cero a la izquierda y bandas
rectangulares.

La importancia de los grupos rectangulares es por el teorema 4.3.3 y
4.3.4, ya que el primero caracteriza de una forma general las gráficas vértice
transitivas como gráficas de Cayley de un grupo rectangular y el segundo
lo hace para gráficas de Cayley de un semigrupo. Entonces, si obtenemos
una cota general para las gráficas de Cayley de un grupo rectangular, la
tendremos también para un groso importante de gráficas vértice transitivas
y, tomando en cuenta la conjetura de Lovász, se tendŕıa para un número
importante de gráficas hamiltonianas.

Denotamos por ζ(G) a la cardinalidad del conjunto generador más
pequeño de tal forma que la gráfica de Cayley correspondiente contenga una
trayectoria hamiltoniana. El problema puede ser interpretado como ¿cuándo
se da la igualdad ζ(G) = d(G)?, donde d(G) es la cardinalidad del con-
junto generador más pequeño de un grupo finito G. El lema es equiva-
lente a la desigualdad ζ(G) ≤ ζ(H) + ζ(G

H
). El teorema 2.3.3 implica que

ζ(G) ≤ r(G)+2m(G). En particular, para grupos finitos simples no abelianos
G, tenemos que ζ(G) = d(G) = 2.

Un caso bastante importante es el de grupos nilpotentes. Si G es un
grupo finito nilpotente, y G = G0 ⊃ G1 ⊃ ... ⊃ Gl = 1 su serie central
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con Gi = [G,Gi−1] y Hi = Gi

Gi−1
. Se puede ver que d(G) = d( G

[G,G]
) = d(H1),

entonces las cotas quedaŕıan como ζ(G) ≤
∑

i ζ(Hi) =
∑

i d(Hi).
De esta forma, podemos hacer una clasificación y análisis de distintas

clases de grupos para obtener diversas cotas para ζ(G) y comenzar a es-
tablecer cotas de ζ(S), donde S es un grupo rectangular; basándonos en las
propiedades obtenidas del grupo G inmerso en el producto directo que lo
determina.

También se puede obtener información más detallada de los grupos
simples finitos, basándonos en el lema 2.2.2, ya que se sabe que, exceptuando
en un solo caso, los grupos simples son generado por tres involuciones ([13]).
Además, teniendo en cuenta la demostración por inducción de los lemas de la
sección de condiciones combinatorias podemos adaptarla para ciertos grupos
diédricos y simétricos. Para los grupos ćıclicos el resultado es evidente.
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