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F́ısico

PRESENTA:

Rafael Alberto D́ıaz Hernández Rojas

DIRECTOR DE TESIS:
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Facultad de Ciencias

F́ısica

307523222

2. Datos del tutor

Dr.
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Ciudad de México, México. Octubre, 2014



Agradecimientos

Uno (al menos yo) rara vez tiene la oportunidad adecuada de agradecer algo, y me-
nos aún de dejarlo por escrito. Además es casi una ley de la naturaleza que una tesis
es consultada principalmente con el fin de leer los Agradecimientos. Entonces, caros e
innumerables lectores, agárrense que voy a explayarme, aprovechándome de la ocasión.

En primer lugar (a riesgo de perder mi herencia si no lo hiciera aśı), quiero agradecer
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mente con ayuda de Mathematica:

{Pato, Andrea, Motita, Eve, Bego, Bofo, Tony, Karina}.
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Resumen

En esta tesis se desarrolla un nuevo modelo de medio efectivo (EMT) denominado
homogeneización recursiva para obtener la función dieléctrica efectiva, εeff, de varios tipos
de nanopart́ıculas (NP) anidadas. Este tipo de NP son sistemas que constan de un núcleo
rodeado de uno o varios cascarones sucesivos de distintos materiales. El método de EMT
propuesto consiste en ir aplicando una ecuación similar a la de Maxwell Garnett (MG),
de manera recursiva, para obtener εeff del sistema completo. La ecuación que se utilizó se
diferencia de la de MG porque deben tomarse en cuenta los factores de depolarización
tanto de la inclusión como del medio envolvente. Consecuentemente, esta expresión es
más simétrica que la de MG usual y la reproduce cuando se estudian sistemas esféricos,
pues para ellos los factores de depolarización son siempre 1/3.

De manera expĺıcita: el modelo de homogeneización recursiva usa esta nueva ecuación
para asociarle una permitividad efectiva, εeff2 , al núcleo y al primer cascarón. Posterior-
mente, se considera que ambos forman una part́ıcula homogénea de esta permitividad
y con las dimensiones (externas) del cascarón. Esta nueva part́ıcula, a su vez, se toma
como una inclusión del segundo cascarón y vuelve a aplicarse la ecuación para homoge-
neizarlos y aśı obtener otra part́ıcula, de permitividad εeff3 , con las dimensiones de este
segundo shell. Este proceso se repite hasta que se hayan contabilizado todas las capas
que componen a la NP y se haya obtenido la función efectiva total del sistema, εeff.

Asimismo, se contrasta el modelo de homogeneización recursiva con otros esquemas de
EMT, concluyendo que el primero es más adecuado para sistemas complicados, sobre todo
cuando se tienen varios cascarones del mismo material; o que, en todo caso, generaliza
el trabajo desarrollado por Chettiar y Engheta en [1]. La ventaja de este nuevo enfoque
– particularmente de tomar los factores de depolarización tanto de la inclusión como del
host medium – es que pueden reproducirse las expresiones exactas de la polarizabilidad de
NP anidadas con un núcleo y sólo un cascarón, obtenidas en el régimen cuasiestático para
geometŕıas esféricas y elipsoidales. Además de esto, el uso de homogeneización recursiva
se justificó comparando las propiedades ópticas de varias NP anidadas con los datos
publicados en la literatura, consiguiendo un buen ajuste con ellos; en especial, la posición
de todas las resonancias fue siempre cercana a la reportada, la principal discrepancia
estuvo en la intensidad de las mismas. Es importante aclarar que al tratar con sistemas
esféricos, este nuevo modelo de EMT dio resultados consistentes con los publicados incluso
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cuando se usó la Teoŕıa de Mie (para una esfera homogénea), debido a que las dimensiones
de las NP eran mayores al rango de validez del régimen cuasiestático. En cuanto a los
sistemas elipsoidales, todos los cálculos se restringieron a sistemas pequeños, comparados
con la longitud de onda, por la falta de una solución anaĺıtica cuando la part́ıcula es
arbitrariamente grande.

Como estas comparaciones arrojan buenos resultados, se propone extender el uso de
homogeneización recursiva a sistemas para los que no existe una solución exacta, e.g.
elipsoides no cofocales. Un caso particular de éstos – un sistema esfera-elipsoide – se
analiza con cierto detalle. Para este tipo de NP no se afirma que este modelo de EMT
reproduzca las propiedades ópticas reales, pero śı que las aproxime en buena medida, de
modo que sirva como una gúıa y no sea necesario implementar métodos más elaborados
a menos que se quieran refinar los valores obtenidos. Finalmente, se mencionan algunas
de las limitaciones del modelo, todas ellas relacionadas con el tamaño de las part́ıculas o
el grosor de los cascarones.
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A.2. Propiedades Ópticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

A.2.1. Scripts de Mathematica para calcular las propiedades ópticas de
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ANTECEDENTES

1



Caṕıtulo 1

Función Dieléctrica (ε) de Metales

El proyecto que se desarrolló como Tesis consistió principalmente en aplicar teoŕıa de

medio efectivo (EMT, por sus siglas en inglés) para describir las propiedades ópticas de

nanopart́ıculas anidadas compuestas por varias capas de distintos materiales; en parti-

cular, se estudiaron las eficiencias y secciones de absorción, esparcimiento1 y extinción,

definidas en el Caṕıtulo 2. Antes de estudiar las propiedades ópticas de los materiales,

es necesario comenzar por determinar la respuesta de un cuerpo a un campo eléctrico

externo, E.

1.1. Modelo Clásico para ε de Metales Nobles

Sabemos que todos los cuerpos están formados por moléculas y éstas a su vez por

átomos, los cuales contienen un núcleo, cargado positivamente, y una nube electrónica,

de carga negativa. Entonces, dadas estas cargas intŕınsecas en todos los materiales, es de

esperarse que éstos reaccionen de alguna forma cuando hay algún campo electromagnético

en sus alrededores. Asumiendo que sólo haya un campo eléctrico, una manera de describir

esa respuesta es mediante la permitividad o función dieléctrica del material, ε. El caso de

mayor interés, desde el punto de vista conceptual y de aplicaciones, es cuando el campo

1 Se usa “esparcimiento” como la traducción de “scattering”.
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eléctrico, E, no es estático, sino que oscila con cierta frecuencia ω. Más aún, como un

campo oscilante no es sino una onda electromagnética, realmente lo que ε describe es la

respuesta de un material a la luz que incide sobre él2, siempre y cuando la permeabilidad

del material, µ, sea despreciable, condición que se asumirá a lo largo de todo este trabajo.

Una de las maneras básicas de modelar o predecir el comportamiento de un material

cuando un campo eléctrico actúa en él, es suponer que se forman pequeños dipolos en

todas las moléculas debido al desplazamiento de las nubes electrónicas respecto a su

posición de equilibrio. Estos dipolos a su vez producirán una polarización en el medio,

P, y es justamente usando este último campo vectorial como puede encontrarse una

expresión para ε. Recordando la definición del vector de desplazamiento eléctrico, D,

D = ε0E + P

y asumiendo que el material es lineal, con una permitividad (relativa) ε̃, se tiene D =

ε0ε̃E. Igualando estas dos expresiones para D se llega a que ε0E + P = ε0ε̃E, de donde

ε̃ = 1 +
|P|
ε0|E|

. (1.1)

Ahora, la polarización se define como el momento dipolar por unidad de volumen;

i.e. P = Np, con p el momento dipolar generado por el campo eléctrico en cada una

de las moléculas y N el número de ellos por unidad de volumen. Luego, en términos del

desplazamiento, x, de la nube electrónica, p = qx. Por lo tanto, lo único que se requiere

para encontrar ε es expresar x en términos del campo eléctrico incidente y parámetros

propios del material, como “qué tan dif́ıcil es desplazar a los electrones” o ya que están

en movimiento, “qué impide que se sigan moviendo”.

Desde un punto de vista clásico, podŕıamos tratar a los electrones como part́ıculas

puntuales, con posición bien definida y sujetos a varias fuerzas. Para empezar, habŕıa

2 Con esto en mente, quizá el nombre más adecuado sea el de “función dieléctrica”, pues como se
verá más adelante, ε en efecto depende de la frecuencia de E.
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un término de forzamiento que es justamente el campo eléctrico (oscilante) que produce

su desplazamiento, E0e
−iωt; luego, si los electrones sólo se desplazan una distancia muy

pequeña (comparada con las dimensiones moleculares) respecto a su posición de equi-

librio, podemos escribir la fuerza restitutiva – “qué tan dif́ıcil es desplazarlos” – como

la de un oscilador armónico de frecuencia natural ω0; finalmente, podemos asumir que

hay cierto amortiguamiento, oponiéndose al movimiento, que por simplicidad se asume

proporcional a la velocidad, con mγ el factor de proporcionalidad. Entonces, la ecuación

de movimiento será

m
d2x

dt2
= −mω2

0x−mγ
dx

dt
+ qE0e

−iωt. (1.2)

(1.2) no es sino una ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes constantes,

por lo que una función de la forma x(t) = x0e
iωt será una solución siempre y cuando la

amplitud del desplazamiento, x0, cumpla con ciertos requisitos. En este caso, al sustituir

la solución propuesta se encuentra que

x0 =
q/m

ω2
0 − ω2 − iγω

E0

es la condición sobre esta amplitud.

Sustituyendo en la ecuación para la polarización, P = Np = Nqx, se obtiene que

P =
Nq2

m

1

ω2
0 − ω2 − iγω

E,

y por lo tanto, reemplazando P con esta ecuación en (1.1) se obtiene que la función

dieléctrica, con las unidades del Sistema Internacional, es

εinter(ω) = ε0

(
1 +

ω̃2
p

ω2
0 − ω2 − iγω

)
= ε0

(
1 +

ω̃2
p(ω

2
0 − ω2)

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

+ i
ω̃2
pγω

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

)
,

(1.3)

donde
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ω̃2
p =

Ne2

mε0

(1.4)

es una frecuencia caracteŕıstica de oscilación de la nube electrónica. Hay que notar que

para llegar a esta ecuación se asumió que las cargas desplazadas son electrones, y por

ende, q = e. Ahora, como se asumió que los electrones están ligados a los sitios de

carga positiva, no puede afirmarse que la ecuación anterior describa adecuadamente el

comportamiento de electrones libres. Por esto, a la expresión para ε dada por (1.3) se le

conoce como la contribución de interbanda3: es la aportación de los electrones que pueden

moverse con relativa facilidad alrededor de su posición de equilibrio, pero a pesar de la

presencia del campo externo, permanecen ligados. Desde un punto de vista más riguroso,

teniendo en mente la teoŕıa de bandas de estado sólido, εinter representa las transiciones

de los electrones de bandas llenas a bandas (semi) vaćıas. La separación energética entre

estas dos bandas es el origen de la fuerza restitutiva mencionada anteriormente [2].

Por otro lado, sabemos que varios de los electrones en un metal –ciertamente una

cantidad suficiente como para influir considerablemente en casi todas las propiedades

macroscópicas como conductividad térmica, eléctrica, calor espećıfico, etc.– están prácti-

camente libres y consecuentemente, debe hallarse otra expresión para calcular su con-

tribución a la permitividad. Esto resulta fácil si se asume que para éstos no hay fuerza

restitutiva y por lo tanto, la ecuación análoga a la Ec. (1.2) es

m
d2x

dt2
= −mΓ

dx

dt
+ qE0e

−iωt. (1.5)

En este caso, se asume una fuerza de amortiguamiento diferente, con un factor de pro-

porcionalidad Γ, pues no hay una razón a priori para que la “fricción” que experimenten

ambas clases de electrones sea la misma. Resolviendo la ecuación diferencial anterior,

proponiendo igualmente una solución de tipo exponencial, y luego sustituyendo en (1.1)

3 Lo que justifica el nombre que se le dio a ε en la ecuación (1.3)
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se obtiene

εDrude(ω) = ε0

(
1−

ω2
p

ω2 + iΓω

)
= ε0

(
1−

ω2
p

ω2 + Γ2
+ i

Γω2
p

ω(ω2 + Γ2)

)
.

(1.6)

En esta última ecuación, también conocida como “Modelo de Drude” para la permitivi-

dad,

ω2
p =

ne2

mε0

, (1.7)

es la frecuencia de oscilación caracteŕıstica de los electrones libres. Dado que en general

hay un número distinto de electrones libres y ligados, N 6= n, y por lo tanto ω̃p 6= ωp.

Además, de acuerdo con la teoŕıa de Sommerfeld, el movimiento de los electrones en un

material puede describirse mejor asumiendo que poseen una masa efectiva, m∗, y ésta no

necesariamente será igual para εinter y εDrude, lo que reafirma que la frecuencia de plasma

de estos dos tipos de electrones no es la misma, en general.

Con lo expuesto hasta ahora, la permitividad de un material puede modelarse suman-

do ambas contribuciones:

εTotal(ω) = εDrude + εinter. (1.8)

Un modelo que intente reproducir completamente la permitividad real de un material,

deberá considerar que, en general, hay varias bandas de valencia. Entonces, tendŕıa que

hacerse un análisis similar al anterior para cada una de estas bandas. Sin embargo, en

ocasiones no es necesario hacer una descripción tan detallada, sino que puede encontrarse

εTotal al ajustarse los parámetros como ω̃p, ω0, γ, etc. de acuerdo a datos experimentales

y posteriormente sumando una contribución ε∞ a la expresión resultante. ε∞ justamen-

te está relacionado con las contribuciones del tipo εinter no contabilizadas de manera

precisa [3]. Entonces, la permitividad se toma como

ε(ω) = εTotal + ε∞ (1.9)

Por ejemplo, en la Fig. 1.1, se muestra una comparación entre la permitividad del oro,
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obtenida con (1.9) y los datos experimentales de Johnson y Christy, Ref. [4]. Como

parámetros se usaron

ω̃p = 2.96 eV ; ωp = 9.08 eV ; ω0 = 2.76 eV ;

γ = 0.59 eV ; Γ = 0.07 eV ; ε∞ = 6,

según la Ref. [3]4, y se graficó la función dieléctrica en términos de λ.

400 600 800 1000 1200
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-40
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0

Λ HnmL

¶
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Re H¶ L
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Modelo

Figura 1.1: Comparación del modelo de ε(λ) según la ecuación (1.9) con los datos
experimentales reportados en Johnson y Christy [4] para el oro.

En la Figura 1.1 puede apreciarse que la expresión anaĺıtica de ε se ajusta en casi

todo el intervalo mostrado, pero que tiene discrepancias apreciables para λ . 500 nm,

lo que corresponde a la región de alta enerǵıa en el rango visible del espectro y la región

UV. Esto se debe a que para enerǵıas mayores, el resto de las contribuciones del tipo

εinter no pueden aproximarse con la constante ε∞, por lo que a la expresión considerada,

debeŕıa añad́ırsele otro término de la forma de (1.3), con distintos parámetros.

4 El factor de conversión entre eV y Hz es 1eV = 2.418× 1014 Hz
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1.2. Corrección por Tamaño Finito

En este punto, conviene resaltar que el modelo anterior, en ningún momento con-

templó los efectos de tamaño finito de la muestra5. Éstos se hacen apreciables cuando las

dimensiones del cuerpo en cuestión son comparables o menores que la trayectoria libre

media de los electrones. Cuando éste es el caso, la principal fuente de esparcimiento son

las colisiones que los electrones sufren con las paredes o superficies del material y no

entre ellos mismos. Este efecto entra en el modelo anterior mediante una modificación al

factor Γ de (1.6). Esta corrección (de tamaño finito) tuvo que tomarse en cuenta en los

cálculos desarrollados en este trabajo, pues se estudiaron part́ıculas cuyas dimensiones

no exceden las decenas de nm. De hecho, una vez que se tomó en cuenta este efecto, los

resultados obtenidos reprodućıan mejor los reportados en la literatura.

El esparcimiento en la superficie tiene un efecto más relevante en la contribución de

los electrones libres a ε, lo cual podŕıa esperarse intuitivamente, pues los asociados a εinter

dif́ıcilmente pueden desplazarse una distancia suficiente para que les permita llegar a los

bordes del material. Esto quiere decir que la corrección debe hacerse en el factor Γ de

εDrude, que es justamente el que simula el amortiguamiento o colisiones de los electrones.

Usualmente, esto se hace mediante la sustitución

Γ→ Γ + Γ′(L),

donde Γ′(L) es un término de esparcimiento extra que depende de alguna longitud ca-

racteŕıstica, L, de la part́ıcula en cuestión.

Si se tratara de modelar la permitividad de los materiales usando los dos tipos de

contribuciones a ε, bastaŕıa hacer esta sustitución en (1.6). Sin embargo, la cuestión

realmente es cómo incluir esta corrección cuando se tienen los valores experimentales de

la función dieléctrica, tal y como se reportan en [4] o [5]. Esta dificultad puede resolverse,

5 Es decir, este modelo sólo sirve para describir la permitividad de bulto. Hay que aclarar que los datos
de Ref. [4] se tomaron para muestras macroscópicas, lo que explica el ajuste tan cercano de la Fig. 1.1.
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de manera aproximada pero con muy buenos resultados [2], si se asume que los valores

experimentales de la permitividad de bulto, εexp, pueden modelarse usando la Ec. (1.8). De

esta manera puede “aislarse” la parte de la función dieléctrica que es necesario modificar

para incluir los efectos de tamaño finito. Bajo esta suposición, la contribución de los

electrones libres o de Drude estaŕıa dada por

εDrude = εexp − εinter.

Y a su vez esta expresión debeŕıa de ser igual a la Ecuación (1.6), que se obtuvo con el

modelo clásico en la sección anterior. Entonces, dado que εinter no depende del tamaño de

las part́ıculas, por las razones expresadas más arriba, si se resta un término de la forma

de (1.6) y se suma uno análogo, pero con la corrección en Γ, puede obtenerse una función

dieléctrica que refleje la influencia de las dimensiones de la part́ıcula. Esto es, si se asume

que la versión “corregida” de εDrude es6

ε′Drude = 1−
ω2
p

ω[ω + iΓ + iΓ′(L)]
, (1.10)

entonces la función dieléctrica con la corrección por efecto de tamaño, εcor, es [2]

εcor(ω) = εexp − εDrude + ε′Drude

= εexp −
(

1−
ω2
p

ω(ω + iΓ)

)
+

(
1−

ω2
p

ω[ω + iΓ + iΓ′(L)]

)
.

(1.11)

Por otro lado, la manera más común de calcular el término Γ′(L) es suponer que

será inversamente proporcional al tiempo promedio de colisión, τ . Y que éste, por su

parte, no es sino la distancia caracteŕıstica L entre la velocidad de Fermi del metal, vF .

En otras palabras,

Γ′(L) = A
vF
L
, (1.12)

6 A partir de ahora, se tomará ε0 = 1 para usar una notación igual a la de las referencias [2, 6]. Esto
es equivalente a decir que lo que se está modelando son las permitividades relativas.
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con A una constante de proporcionalidad. De este modo, el problema se traduce en

encontrar un método para estimar L, pues A es un parámetro ajustable cuyo valor se

asume cercano a 1 [6]. Sobre esta cuestión existen varios enfoques, tanto semiclásicos como

cuánticos, que resaltan algunos factores e ignoran otros, dependiendo de la caracteŕısti-

ca que se requiera estudiar y qué suposiciones se hagan sobre el tipo de colisiones y

trayectorias que describen los electrones.

Uno de los modelos más exitosos para calcular L es suponer que los electrones sufren

colisiones elásticas con la superficie de la part́ıcula y por lo tanto su movimiento puede

estudiarse como un billar. El procedimiento usual es promediar todas las posibles tra-

yectorias que atraviesen de extremo a extremo –o cuerdas– una part́ıcula de geometŕıa

arbitraria. Esto puede hacerse bajo perspectivas tanto clásicas o cuánticas, sin embargo,

en este último caso, resulta bastante complicado definir una “cuerda promedio“ para

formas complicadas. De hecho, desde el punto de vista cuántico no está claro cómo tratar

este problema, aunque en [6] se describe un método basado en probabilidad geométrica,

que al parecer ayuda a resolver varias dificultades.

Más aún, las expresiones de la Ref. [6] son las que con más frecuencia se utilizan para

evaluar L tanto en geometŕıas esféricas como de cascarones esféricos. Respecto a este

punto, se acostumbra que al tratar con esferas la forma correcta de calcular L es

Lesf = 4
V

S
=

4

3
R, (1.13)

donde R, S y V son el radio, la superficie y volumen de la esfera, respectivamente. Este

resultado, clásico, es consistente dentro de cierto margen de error, con lo que se obtiene

con un tratamiento cuántico: L = 1.16R o L = 1.33R [6], dependiendo de si se supone

que el scattering es isotrópico o difusivo. Por otro lado, los mismos autores sugieren que

para un cascarón esférico, de radio interno ri y radio externo re, la distancia efectiva o

caracteŕıstica puede calcularse mediante la ecuación

Lshell =
4(r3

e − r3
i )

3(r2
e + r2

i )
. (1.14)
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Se decidió usar esta misma expresión en este trabajo dado que en varias de las fuentes

consultadas [6–10] se especifica que esta es la ecuación que se usa para determinar L al

tratar con cascarones. Sólo por completez se menciona que existen varias posibles ex-

presiones para Lshell, por ejemplo en [11] se presentan una serie de fórmulas para esta

cantidad, todas ellas usando distintos modelos de esparcimiento. Su régimen de aplica-

bilidad depende del grosor del cascarón con el que se trabaje, aunque para cascarones

delgados todas dan aproximadamente el resultado de (1.14). A su vez, en [12] se deriva

otra expresión para Lshell que también se verifica experimentalmente.

Para futuras referencias conviene reescribir la Ecuación (1.11) sustituyendo Γ′ por

(1.12). Haciendo esto se obtiene que la función dieléctrica corregida resulta ser

εcorr(ω) = εexp(ω) +
iAω2

pvF

Lω(ω + iΓ)2 + iAvFω(ω + iΓ)
. (1.15)

Para aplicarla es necesario conocer los valores de ωp, vF , etc. Éstos se encuentran repor-

tados en varias fuentes [7, 13] y compilados en [14]. Por otro lado, para el factor A no existe

alguna gúıa clara para definirlo; influye en el ancho e intensidad de las resonancias en las

propiedades ópticas de las part́ıculas, aunque nunca afecta su posición. Esto motivó a

que su valor se ajustara de tal modo que los cálculos realizados se aproximaran mejor a

los reportados en la literatura. Una vez que se encontró tal valor tanto para el oro como

la plata, éste se dejó fijo y se usó en los cálculos sucesivos.

Un estudio detallado de la importancia de estos efectos de tamaño en la función

dieléctrica de los metales, puede consultarse la Referencia [7], donde se hace un análisis

cuidadoso de la influencia de cómo los efectos de esparcimiento en la superficie son signi-

ficativos al estimar diferentes propiedades ópticas de nanopart́ıculas. En este trabajo se

estudian los efectos de tamaño para metales como plata, oro, aluminio, sodio y potasio

en configuraciones de nanoesferas o de nanoshells (un núcleo esférico recubierto por un

cascarón de otro material). También se muestra cómo la resonancia plasmónica (ver el

Caṕıtulo 3) de las diferentes part́ıculas ocurre en valores de λ distintos, y con diferente
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intensidad, al incluir o no la corrección por efectos de tamaño en ε de los diversos metales.
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Caṕıtulo 2

Esparcimiento1 de Luz por

Part́ıculas y sus Propiedades Ópticas

2.1. Definición de Propiedades Ópticas

La experiencia nos dice que, en tanto no se tenga radiación ionizante, la manera en

la que la luz interactúa con la materia sobre la que incide es mediante los fenómenos

de absorción y esparcimiento. Ambos fenómenos pueden englobarse en lo que se conoce

como extinción, que no es sino una medida de qué cantidad de la luz incidente se ha

“perdido” después de haber iluminado un medio o part́ıcula; esta “pérdida” se asocia

tanto al esparcimiento como a la absorción.

Estos fenómenos pueden cuantificarse usando las eficiencias de absorción, Qabs, y

esparcimiento, Qsca, definidas más adelante. Su suma será la eficiencia de extinción, Qext:

Qext = Qsca +Qabs. (2.1)

Otras magnitudes de utilidad son las Secciones de absorción, esparcimiento y extin-

1 En este trabajo se traduce “scattering” como “esparcimiento”, reservando el término “dispersión”
para relaciones entre los vectores de onda y la frecuencia de algún tipo de oscilación.
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Figura 2.1: Ilustración de los distintos tipos de interacción de la luz con una part́ıcula y
representación geométrica de la sección absorción, Cext. Imagen tomada de [16].

ción (Cabs, Csca, Cext) que se obtienen simplemente multiplicando la eficiencia corres-

pondiente por el área transversal de la part́ıcula. Por ejemplo, para una nanopart́ıcula

esférica de radio a, cualquiera de las secciones mencionadas puede calcularse a partir de

la eficiencia correspondiente, mediante [15]

Cf = πa2Qf ; f = abs, sca, ext.

Es importante mencionar que, a pesar de que Qabs, etc. se denominan “eficiencias” no

debe suponerse que serán menores a 1. De hecho, como se mostrará en los Caṕıtulos 6 y

7, generalmente son mayores a este valor. Una consecuencia directa es que las secciones

Cabs, etc. pueden ser mayores que la sección transversal de la part́ıcula en cuestión. En

la Fig. 2.1 se describen los fenómenos mencionados y en la parte izquierda se ilustra

geométricamente el significado de Cabs.

En este trabajo, por propiedades ópticas se entiende cualquiera de las eficiencias y/o

secciones de absorción, esparcimiento y extinción. Las ecuaciones para calcularlas en

part́ıculas esféricas y elipsoidales se presentan en lo que resta del caṕıtulo, además de

establecer ciertos criterios para cuando puede obtenerse su valor de manera aproximada
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y más sencilla.

2.1.1. Cálculo de Csca, Cabs y Cext

Con el fin hacer las ecuaciones más tratables, se recurrirá a la representación compleja

de los campos eléctrico (E) y magnético (H) asociados a una onda plana monocromática

que oscila con frecuencia ω. Este tipo de ondas incluyen un factor exponencial de la forma

e−iωt y de ah́ı que representen campos vectoriales complejos. Sin embargo, sólo su parte

real tiene sentido f́ısico y es la cantidad que en última instancia debe considerarse.

Para comenzar, supongamos que se tiene una part́ıcula de geometŕıa arbitraria rodea-

da de un medio no absorbente; esto es, la luz no sufre ningún tipo de pérdida al viajar a

través del medio. Tómese una esfera imaginaria, de radio r y superficie A, alrededor de

la part́ıcula. La enerǵıa electromagnética transportada por la luz cruza la superficie A a

una tasa dada por [17]

Wabs =

∫
A

S · r̂dA, (2.2)

donde r̂ es un vector unitario normal a la superficie de la esfera y S es el (promedio

temporal del) vector de Poynting. En la región externa a la esfera, S a su vez está dado

por

S =
1

2
Re {E2 ×H∗2} = Si + Ss + Sext, (2.3)

donde los sub́ındices i, sca, y ext corresponden a las contribuciones de la luz incidente,

esparcida y extinguida, respectivamente. El asterisco indica que debe tomarse el complejo

conjugado y el 2 como sub́ındice hace referencia a que se están usando los campos fuera

de la esfera imaginaria. Los campos en la región interna se denotan con un sub́ındice 1.

Cada uno de los términos de S está a su vez dado por

Si =
1

2
Re {Ei ×H∗i } , (2.4a)

Ssca =
1

2
Re {Es ×H∗s} , (2.4b)
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Sext =
1

2
Re {Ei ×H∗s + Es ×H∗i } . (2.4c)

La enerǵıa transportada por cada una de estas contribuciones se obtiene con integrales

análogas a (2.3):

Wf = −
∫
A

Sf · r̂dA; f = abs, sca, ext. (2.5)

Un resultado útil es que, como el medio se asumió no absorbente, Wi = 0; pues de lo

contrario el campo electromagnético incidente estaŕıa depositando enerǵıa en el medio.

Esto implica que

Wabs = −Wsca +Wext,

la cual, no es sino otra forma de expresar (2.1).

Por último, las Secciones de esparcimiento, absorción y extinción se obtienen al dividir

el factor W correspondiente entre la irradiancia del campo incidente, Ii =

√
ε

µ

E2
0

2
. Por

lo tanto

Cf =
Wf

Ii
; f = abs, sca, ext. (2.6)

2.1.2. Cálculo de la Figure of Merit (FOM)

Ahora se describe brevemente la cantidad que en la Ref. [18] se define como FOM

(iniciales de Figure of Merit). Esta cantidad sirve para estimar qué tanta luz es esparcida

por un sistema en relación con la que es absorbida. En particular, la FOM es relevante

cerca de una resonancia de la Sección (Eficiencia) de Esparcimiento, Csca (Qsca). Para

calcularla se utiliza la siguiente expresión

FOM =
Csca(λ0)

2 〈Csca〉+ máx {Cabs}
. (2.7)

Esta ecuación contiene las caracteŕısticas buscadas para que un sistema sea un buen

esparcidor [18]: una sección de absorción, Cabs, pequeña en todo el rango a considerar –

aunque sólo importa su valor máximo; un valor alto de Csca en la resonancia localizada
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en λ0; y que esta misma cantidad sea pequeña en el resto del espectro. El śımbolo 〈...〉

denota el promedio de una cantidad dentro del rango de longitudes de onda a considerar

– en este caso, (300, 700) nm – y “máx” su máximo dentro del mismo rango.

De igual manera, en [18] se muestra que el cociente de Csca en la resonancia (λ0) y

fuera de ella (en λ0 + ∆λ) puede aproximarse por

Csca(λ0)

Csca(λ0 + ∆λ)
≈ 1 +

∣∣∣∣Re {ε(λ0 + ∆λ)} − Re {ε(λ0)}
Im {ε(λ0)}

∣∣∣∣2 ,
siempre y cuando el tamaño de la part́ıcula sea mucho menor a la longitud de onda de la

luz incidente. Este resultado puede deducirse de las expresiones obtenidas para Csca en

la Sec. 2.2.2, que aplican para el régimen cuasiestático.

Para finalizar, conviene hacer la aclaración de que la FOM sirve como un parámetro

para cuantificar las propiedades esparcidoras de un sistema, que se asume compuesto

por varias part́ıculas. Esto quiere decir que las ecuaciones mencionadas para Csca no

pueden implementarse de forma inmediata, sino que habŕıan de modificarse para que

contabilizaran que se tiene una distribución de part́ıculas – y no una sola– con un tamaño

caracteŕıstico y cierta desviación de él.

Para tomar en cuenta el conjunto de part́ıculas y sus diversos tamaños habŕıa de

encontrarse un valor promedio de las propiedades ópticas relevantes, usando una función

de peso que reflejara la distribución de tamaños de las part́ıculas y su concentración. Por

ejemplo, la Sección de Esparcimiento debeŕıa reemplazarse por el promedio,

〈Csca(λ)〉 =

∫ ∞
0

Csca(r, λ)P(r, f)dr, (2.8)

donde, Csca dentro del integrando es la Sección de esparcimiento obtenida para una sola

part́ıcula, considerándola como una función del radio de la misma (además de la longitud

de onda de la luz); y P es una función que contiene información acerca de la distribución

de tamaños (o radios) y su concentración, que puede expresarse en términos de la fracción

de llenado de las part́ıculas, f . En este sentido, P juega un papel análogo a una función
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de densidad de probabilidad. Ahora bien, si la distribución de tamaños no es muy grande

–i.e. las part́ıculas poseen radios dentro de un intervalo pequeño– y no están muy cerca

unas de otras – f � 1 – es de esperarse que el valor de cualquier propiedad óptica

calculada para una sola part́ıcula sea aproximadamente igual al que se obtendŕıa para el

conjunto de ellas, usando(2.8). Al calcular la FOM de los sistemas analizados, se usaron

las expresiones más sencillas para part́ıculas aisladas, asumiendo que su valor reflejaŕıa

significativamente el que se obtendŕıa si se contara con varias part́ıculas de distintos

tamaños.

2.2. Esparcimiento por Part́ıculas Esféricas

El caso de esparcimiento más sencillo de tratar es el de una part́ıcula esférica. Este

problema puede resolverse para una part́ıcula de tamaño arbitrario usando la Teoŕıa de

Mie – Sec. 2.2.1 – aunque cuando las dimensiones de la part́ıcula son mucho menores que

la longitud de onda de la luz incidente, todas las propiedades ópticas pueden obtenerse

con gran precisión usando lo que se conoce como aproximación cuasiestática –Sec. 2.2.2.

A pesar de que con las capacidades de cómputo actuales es sencillo implementar rutinas

que resuelvan el problema de manera exacta mediante la Teoŕıa de Mie, conviene también

desarrollar los resultados del régimen cuasiestático, pues el problema de esparcimiento

por un elipsoide es completamente análogo en el mismo régimen. Más importante aún,

para el modelo de Medio Efectivo que se desarrolla en este trabajo – Caps. 4 y 5 –

es indispensable contar con expresiones exactas para la polarizabilidad (α) de esferas y

elipsoides, y éstas sólo pueden obtenerse al resolver el problema en este segundo régimen.

2.2.1. Solución exacta: Teoŕıa de Mie

El problema de la luz esparcida por una part́ıcula esférica de tamaño arbitrario lo

resolvió por primera vez Gustav Mie en 1908 [19]. Éste se reduce a resolver las ecuacio-

nes de onda vectoriales para el campo electromagnético (E, H) asociado a una onda
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monocromática:

∇2E + k2E = 0, (2.9a)

∇2H + k2H = 0, (2.9b)

con condiciones a la frontera

(E2 − E1)
∣∣∣
r=a
× r̂ = (H2 −H1)

∣∣∣
r=a
× r̂ = 0; (2.9c)

donde los sub́ındices 1 y 2 se refieren a las regiones interna y externa de la esfera, res-

pectivamente; a es el radio de la esfera; y k2 = ω2εµ. Dado que no hay fuentes, las Ecs.

de Maxwell implican que los campos tienen divergencia nula:

∇ · E = 0; ∇ ·H = 0. (2.10a)

Y que no son independientes, pues el rotacional de uno de ellos es proporcional al otro y

viceversa:

∇× E = iωµH; ∇×H = −iωεE. (2.10b)

La condición expresada en 2.10a hace pensar que los campos pueden ser derivados a

partir de aplicar un rotacional a una función “potencial”; i.e., debe buscarse una función

M del tipo

M = ∇× f ,

con f alguna función vectorial. Más aún, si encontramos una función Ψ que satisfaga la

ecuación de onda escalar

∇2Ψ + k2Ψ = 0, (2.11)
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entonces, el campo vectorial dado por

M = ∇× (rΨ), (2.12)

con r el radio vector, cumplirá con la ecuación de onda vectorial (2.9a). Esto puede

justificarse utilizando las identidades para ∇×(∇×M) [20] y a partir de que se definió M

de modo que∇·M = 0. Entonces, aplicando el operador
[
∇2 + k2

]
al campo M se obtiene

∇2M + k2M = ∇×
[
∇2(rΨ) + k2(rΨ)

]
.

Posteriormente, usando la identidad ∇2(rΨ) = r∇2Ψ + 2∇Ψ y notando que el rotacional

de un gradiente es cero para funciones suaves, se deduce que

∇2M + k2M = ∇×
[
r
(
∇2Ψ + k2Ψ

)]
,

de donde resulta claro que basta que Ψ satisfaga (2.11) para que un campo con la forma

de M sea una solución a la ecuación de onda vectorial.

A su vez, ya que se conoce M, puede encontrarse otro campo, N que también cumpla

la misma ecuación. La relación entre estos dos campos es

N =
∇×M

k
, (2.13a)

∇×N = kM. (2.13b)

Nótese que (2.13a) garantiza que la divergencia de N también sea cero. Dado que las

Ecs. (2.13) son las análogas a (2.10b) y ambos campos cumplen con ecuaciones idénticas

a (2.9a), M y N describirán campos electromagnéticos válidos que satisfacen todas las

condiciones mencionadas. También hay que notar que según (2.12), M · r = 0 y por lo

tanto este campo es tangencial a cualquier esfera, |r| = cte. Más importante es recalcar

que el factor r que aparece en (2.12) garantiza que M es una solución a la ecuación de
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onda vectorial2 en coordenadas esféricas [17, 21], lo que es una ventaja para el problema que

se plantea, dada la geometŕıa de la part́ıcula. En la Fig. 2.2 se ilustra con un diagrama la

configuración del problema a resolver, aśı como la definición de las coordenadas a utilizar.

Figura 2.2: Sistema de coordenadas esféricas centrado en una part́ıcula esférica de radio
a. La luz viaja en dirección ẑ; i.e. el campo eléctrico incidente se asume paralelo a x̂.

Imagen tomada de [17].

De manera expĺıcita, en estas coordenadas, la ecuación diferencial que Ψ debe satis-

facer es

1

r2

∂

∂r

(
r2∂Ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2Ψ

∂ϕ2
+ k2Ψ = 0. (2.14)

2 Vale la pena señalar que si un campo A es solución de la ecuación de onda vectorial, esto no implica
que cada una de sus componentes satisfacen, por separado, la ecuación de onda escalar ; a menos que se
trabaje en el sistema de coordenadas cartesiano. Las ecuaciones diferenciales expĺıcitas, en coordenadas
esféricas, que deben cumplir cada una de las componentes de E y H pueden consultarse en [21, Sec.
14.5].
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Se busca una solución separable de la forma

Ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ),

lo que lleva a que estas tres funciones que componen a Ψ deben satisfacer

d2Φ

dϕ2
+m2Φ = 0; (2.15a)

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sin2 θ

]
Θ = 0; (2.15b)

d

dr

(
r2dR

dr

)
+
[
k2r2 − n(n+ 1)

]
R = 0; (2.15c)

donde las constantes de separación, m y n, se determinan a partir de las condiciones de

frontera que Ψ debe cumplir.

Por brevedad, sólo se escribirán las expresiones de Ψ en términos de las soluciones a

cada una de las ecuaciones anteriores, pero en [17, Cap. 4] puede encontrarse un análisis

detallado de cada una de las funciones que se indican a continuación, aśı como una

justificación de varias propiedades que se darán por supuestas a partir de este momento3.

Las funciones R, Θ y Φ que resultan de (2.15) se conocen como armónicos esféricos4 y son,

respectivamente: las funciones esféricas de Bessel, los polinomios asociados de Legendre

y las funciones seno y coseno. Los dos tipos de funciones Ψ que satisfacen la ecuación

de onda en coordenadas esféricas pueden separarse en funciones pares, Ψemn, e impares

Ψomn; éstas son

Ψemn = cos(mφ)Pm
n (cos θ)zn(kr), (2.16a)

Ψomn = sin(mφ)Pm
n (cos θ)zn(kr); (2.16b)

3 e.g. sólo es necesario considerar enteros positivos como valores de m, ortogonalidad de las funciones
asociadas de Legendre, cálculo de las integrales que se requieren para expresar una onda plana en
armónicos esféricos, etc.

4 En este trabajo, se denominan “armónicos esféricos” a las soluciones de la ecuación de Laplace
completa, y no sólo a las funciones solución de la parte angular, usualmente denotados por Ym,n(θ, ϕ).
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con zn alguna de las cuatro funciones esféricas de Bessel

zn(kr) = jn(kr), yn(kr), h(1)
n (kr), h(2)

n (kr). (2.16c)

Donde h
(1)
n y h

(2)
n denotan a las funciones esféricas de Bessel de tercer tipo, o funciones

de Hankel:

h(1)
n (ρ) = jn(ρ) + iyn(ρ), h(2)

n (ρ) = jn(ρ)− iyn(ρ).

El criterio para elegir cuál de las cuatro funciones de Bessel utilizar lo determina la

condición de tener una solución acodada en r = 0 y que el comportamiento asintótico en

r →∞ sea el del campo eléctrico incidente más la contribución del campo esparcido.

Debido a la propiedad de completez de los armónicos esféricos, cualquier función de

r, θ, φ puede expresarse como una combinación lineal de ellos. En particular, esto es

justamente lo que debe hacerse para una onda plana monocromática polarizada en la

dirección x̂(= sin θ cosφ r̂ + cos θ cosφ θ̂ − sinφ φ̂). i.e. debe descomponerse el campo

incidente

Ei = E0e
ikr cos θx̂ (2.17)

en términos de los campos N y M, que a su vez involucran funciones de la forma (2.16a)

y (2.16b).

El procedimiento es laborioso, principalmente por las diversas integrales que deben

calcularse, además de las relaciones de recurrencia e identidades de las funciones zn(ρ) y

Pm
n (cos θ) que deben usarse. Una vez más, se remite a consultar [17, Sec. 4.2] para los

detalles. Luego, ya que todas las integrales relevantes han sido resueltas, se llega a que

el campo incidente, Ec. (2.17), puede reescribirse como

Ei = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)

(
M

(1)
o1n − iN

(1)
e1n

)
. (2.18)

Los sub́ındices omn o emn en las funciones M y N indican la función generadora, Ψ,

correspondiente según (2.16). De igual manera, el supeŕındice (1) de los campos N y M
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en la ecuación anterior indica que se ha tomado la función jn(ρ) como la función radial zn

en 2.16. Esto debido a que se requiere que el campo incidente tenga una magnitud finita

en el origen, r = 0, y sólo la función jn(ρ) cumple este requisito. A su vez, las expansiones

del campo interno, E1, y esparcido, Es, deben derivarse a partir de las condiciones de

frontera (2.9c). La misma condición de una intensidad acotada en el origen justifica

que para E1 también se requiera jn(ρ). Sin embargo, esto no sucede para el campo de

esparcimiento, que debe tener el comportamiento asintótico

Es ∼
eikr

−ikr
A, kr � 1

con A un vector perpendicular a la dirección de propagación. Al analizar el comporta-

miento asintótico de las funciones h
(1)
n (ρ) y h

(2)
n (ρ) [17, 22],

h(1)
n (ρ) ∼ −ie

i(ρ−nπ/2)

ρ
;

h(2)
n (ρ) ∼ i

e−i(ρ−nπ/2)

ρ
,

podemos notar que h
(1)
n (ρ) corresponde a una onda esparcida saliente, mientras que h

(2)
n (ρ)

representa una entrante, en la región ρ� 1. Este comportamiento indica que la función

radial necesaria para representar f́ısicamente el campo esparcido es h
(1)
n (ρ) = z

(3)
n (ρ). De

forma expĺıcita se tiene

E1 =
∞∑
n=1

En

(
cnM

(1)
o1n − idnN

(1)
e1n

)
, (2.19a)

Es =
∞∑
n=1

En

(
anM

(3)
o1n − ibnN

(3)
e1n

)
, (2.19b)

donde En es

En = inE0
2n+ 1

n(n+ 1)
. (2.19c)
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De estos tres campos, Es es el que se necesita para obtener las propiedades ópticas

de las part́ıculas a estudiar y por lo tanto hay que determinar los valores de an y bn

de (2.19b). Esto puede hacerse aprovechando la ortogonalidad de los armónicos esféricos,

pues an, bn, cn y dn no son sino los coeficientes de Fourier que resultan de haber abordado

el problema mediante separación de variables. Para determinar estos cuatro coeficientes se

requieren, por lo tanto, cuatro ecuaciones. Éstas se obtienen de las condiciones de frontera

(2.9c) que expresan que las componentes tangenciales de E y H deben ser continuas. Debe

notarse que una vez que se han encontrado las expansiones (2.18) y (2.19), el campo

magnético también ha quedado determinado según (2.10b) y (2.13) .

Asumiendo que tenemos una esfera de radio a, con ı́ndice de refracción N1 inmersa

en un medio con ı́ndice de refracción N , sobre la que incide luz de longitud de onda λ,

se define el parámetro de tamaño x y el ı́ndice de refracción relativo, m,

x = ka =
2πNa

λ
, m =

k1

k
=
N1

N
. (2.20)

Después de haber escrito las condiciones de frontera para cada componente tangencial

de E y H se llega a

jn(mx)cn + h(1)
n (x)bn = jn(x),

[mxjn(mx)]′ cn +
[
xh(1)

n (x)
]′
bn = [xjn(x)]′ ,

mjn(mx)dn + h(1)
n (x)an = jn(x),

[mxjn(mx)]′ dn +m
[
xh(1)

n (x)
]′
an = m [xjn(x)]′ ;

donde los coeficientes primados indican derivación respecto al argumento entre paréntesis

y se ha supuesto que la permeabilidad de la esfera y el medio son las mismas. Resolviendo

este sistema de 4×4 se concluye finalmente que, en términos de las funciones de Riccati–
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Bessel, ψ y ξ,

ψn(ρ) = ρ jn(ρ), ξn(ρ) = ρ h(1)
n (ρ), (2.22)

los coeficientes an y bn pueden escribirse como

an =
m2jn(mx) [xjn(x)]′ − jn(x) [mxjn(mx)]′

m2jn(mx)
[
xh

(1)
n (x)

]′
− h(1)

n (x) [mxjn(mx)]′

=
mψn(mx)ψ′n(x)− ψn(x)ψ′n(mx)

mψn(mx)ξ′n(x)− ξn(x)ψ′n(mx)
.

(2.23a)

y

bn =
jn(mx) [xjn(x)]′ − jn(x) [mxjn(mx)]′

jn(mx)
[
xh

(1)
n (x)

]′
− h(1)

n (x) [mxjn(mx)]′

=
ψn(mx)ψ′n(x)−mψn(x)ψ′n(mx)

ψn(mx)ξ′n(x)−mξn(x)ψ′n(mx)
.

(2.23b)

Una propiedad a notar de estos coeficientes es que

ĺım
m→1

an, bn = 0,

lo cual está de acuerdo con que si el ı́ndice de refracción de la part́ıcula es muy parecido

al del medio (m ≈ 1), ésta será prácticamente indistinguible de él.

Cálculo de las propiedades ópticas

Ya que se conocen estos coeficientes pueden determinarse las propiedades de la esfera

a partir de la integración expĺıcita de (2.5). En particular, para la extinción y la absorción

se tiene que

Wext =
1

2
Re

{∫ 2π

0

∫ π

0

(
EiφH

∗
sθ − EiθH∗sφ − EsθH∗iφ + EsφH

∗
iθ

)
r2 sin θdθdφ

}
;

Wsca =
1

2
Re

{∫ 2π

0

∫ π

0

(
EsθH

∗
sφ − EsφH∗sθ

)
r2 sin θdθdφ

}
.

(2.24)
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De las expansión (2.18) se tiene que, para los campos incidentes

Eiθ =
cosφ

ρ

∞∑
n=1

En (ψnπn − iψ′nτn) , Hiθ =
k

ωµ
tanφEiθ,

Eiφ =
sinφ

ρ

∞∑
n=1

En (iψ′nπn − ψnτn) , Hiφ =
−k
ωµ

cotφEiφ.

(2.25)

Mientras que para los campos de esparcimiento se deduce, a partir de (2.19b),

Esθ =
cosφ

ρ

∞∑
n=1

En (ianξ
′
nτn − bnξnπn) , Hsθ =

k

ωµ

sinφ

ρ

∞∑
n=1

En (ibnξ
′
nτn − anξnπn) ,

Esφ =
sinφ

ρ

∞∑
n=1

En (bnξnτn − ianξ′nπn) , Hsφ =
k

ωµ

cosφ

ρ

∞∑
n=1

En (ibnξ
′
nπn − anξnτn) .

(2.26)

En estas dos últimas ecuaciones se usaron las funciones πn y τn definidas como

πn =
P 1
n

sin θ
; τn =

dP 1
n

dθ
. (2.27)

Aunque estas funciones no son ortogonales mutuamente ni entre śı, satisfacen las relaciones [17]

∫ π

0

(τn + πn)(τm + πm) sin θdθ =

∫ π

0

(τn − πn)(τm − πm) sin θdθ = 0,

∫ π

0

(τnπm + πnτm) sin θdθ = 0,

∫ π

0

(πnπm + τnτm) sin θdθ = δnm
2n2(n+ 1)2

2n+ 1
.

Con δnm la delta de Kronecker.

Al sustituir los campos según (2.26) en, por ejemplo, Wsca de (2.24) y utilizando las

identidades anteriores para πn y τn se llega a la expresión

Wsca =
π |E0|2

kωµ

∞∑
n=1

(2n+ 1)Re {gn} (|an|2 + |bn|2), (2.28)
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donde gn está definido como

gn = −iξ∗nξ′n = (χ∗nψ
′
n − ψ∗nχ′n)− i(ψ∗nψ′n + χ∗nχ

′n),

siendo χn(ρ) = −ρyn(ρ) otra función de Riccati–Bessel. Ahora, como ψn y χn son reales

cuando su argumento es real, el primer sumando de gn no es sino el Wronskiano [17]

χnψ
′
n − ψnχ′n = 1,

y por lo tanto Re {gn} = 1. Con esto y usando la definición de Sección de Esparcimiento

– Ec. (2.6) – se llega, finalmente, a que

Csca =
2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)
(
|an|2 + |bn|2

)
. (2.29a)

En tanto que un procedimiento análogo sirve para deducir

Cext =
2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)Re {an + bn} , (2.29b)

mientras que Cabs puede obtenerse según (2.1) como

Cabs = Cext − Csca. (2.29c)

Las eficiencias correspondientes se obtienen dividiendo por πa2, según se mencionó al

principio de este caṕıtulo. El resultado es

Qsca =
2

x2

∞∑
n=1

(2n+ 1)
(
|an|2 + |bn|2

)
, (2.30a)

Qext =
2

x2

∞∑
n=1

(2n+ 1)Re {an + bn} , (2.30b)

con x el parámetro de tamaño definido en (2.20).
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2.2.2. Aproximación cuasiestática

Un problema similar, pero más sencillo de tratar, es determinar el campo de esparci-

miento (Es) producido por una esfera de radio mucho menor que la longitud de onda de

la luz incidente y de permitividad ε1. Con estas suposiciones, lo que se hace es abordar el

problema como si toda la esfera estuviera sujeta a un campo eléctrico de la misma inten-

sidad y dirección de polarización: dado que a � λ, E no tiene variaciones significativas

en la región ocupada por la esfera; a este régimen se le conoce como cuasiestático5. Por lo

tanto, sólo hay que encontrar el campo Es producido por una esfera sobre la que incide

un campo eléctrico uniforme, Ei = E0, como si ésta se hallara inmersa en un medio con

permitividad εm.6 De ahora en adelante se asume que el campo incidente es paralelo al

vector ẑ, para poder usar la definición usual de z en coordenadas esféricas: z = r cos θ.

Este problema se trata en detalle en libros básicos de electromagnetismo [20], donde lo

que se hace es dividir el espacio en dos regiones correspondientes al interior y exterior de

la esfera y buscar los potenciales – Φin y Φext – en ellas. Cada uno de los potenciales debe

satisfacer la Ecuación de Laplace de manera independiente y cumplir con las condiciones

de frontera:

Φin = Φext, (r = a); (2.31a)

εm
∂Φin
∂r

= ε1
∂Φext
∂r

, (r = a). (2.31b)

Además de tener un comportamiento asintótico

Φext → −E0r cos θ, (r →∞). (2.31c)

La primera de estas ecuaciones es la condición de que el potencial electrostático sea

5 Aqúı conviene aclarar que la condición rigurosa para aplicar esta aproximación es que x� 1, donde
x es el parámetro de tamaño definido en 2.20. Para los valores de ε de los metales y dieléctricos que se
consideran en este trabajo, es suficiente establecer la condición sobre λ

6 Una vez que se ha encontrado Es, se agrega un factor e−iωt para representar una onda monocromáti-
ca.
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continuo en todo el espacio; la segunda no es sino la Ley de Gauss en ausencia de cargas

libres; y la tercera indica que a distancias muy lejanas de la esfera, el efecto de ésta es

despreciable y el campo se reduce al campo original E0 = E0ẑ.

El potencial puede expresarse como una suma de armónicos esféricos7, pero por la

simetŕıa azimutal del sistema, únicamente los polinomios de Legendre son relevantes y

no hay ninguna dependencia con Φ:

Φ =



∞∑
l=0

Alr
lPl(cos θ), r ≤ a;

−E0r cos θ +
∞∑
l=0

Bl

rl+1
Pl(cos θ), r ≥ a.

Sustituyendo en (2.31) y usando una vez más las propiedades de ortogonalidad de Pl(cos θ),

es fácil deducir [20] que el potencial en la región externa es

Φ(r, θ) = −E0r cos θ + E0
a3 cos θ

r2

ε1 − εm

ε1 + 2εm

, (2.32)

Omitiendo la parte asintótica, se encuentra la contribución al campo de esparcimiento:

Φs(r, θ) = E0a
3 cos θ

r2

ε1 − εm

ε1 + 2εm

. (2.33)

Este potencial puede reconocerse exactamente como el de un dipolo, p, dado por

p = εmαE0,

cuya la polarizabilidad, α, es

α = 4πa3 ε1 − εm

ε1 + 2εm

. (2.34)

Esta cantidad representa la respuesta de la esfera al campo incidente y su valor indica

qué tan fácil se polariza ésta bajo la acción de E0.

7 Recuérdese la nota al pie 4.
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La importancia de este factor es que a partir de él pueden calcularse Csca y Cabs
[15, 17]:

Csca =
k4

6π
|α|2 (2.35a)

Cabs = k Im {α} . (2.35b)

Aunque las eficiencias correspondientes – Qsca y Qabs – pueden calcularse dividiendo por

πa2, a veces resulta más útil usar las expresiones

Qabs = 4xIm

{
ε1 − εm

ε1 + 2εm

}
, (2.36a)

Qsca =
8

3
x4

∣∣∣∣ ε1 − εm

ε1 + 2εm

∣∣∣∣2 , (2.36b)

donde x es el parámetro de tamaño definido en (2.20).

Estas ecuaciones pueden obtenerse a partir de las expresiones exactas de la Teoŕıa de

Mie, (2.30), considerando sólo el término a1 y desarrollando las funciones de Bessel en

series de potencias hasta términos de orden x4. Las mismas expresiones pueden también

deducirse, con un método completamente independiente a los resultados de Teoŕıa de

Mie, según se muestra en las Secs. 3.4 y 5.2 de [17]. Este procedimiento implica expresar

el campo de esparcimiento en términos de un vector

X =
ik

4π
α3r̂× (r̂× x̂)

perpendicular a la dirección de polarización del campo incidente y posteriormente integrar

Wext y Wsca expĺıcitamente. El resultado de estas operaciones es

Cext =
4π

k2
Re
{

(X · x̂
∣∣∣
θ=0

}
,

Csca =

∫ 2π

0

∫ π

0

||X||2

k2
sin θdθdφ.

(2.37)
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Por otro lado, la aproximación cuasiestática puede refinarse para considerar términos

cuadrupolares, para los que es necesario tomar en cuenta potencias mayores8. Definiendo

gd =
ε1 − εm

ε1 + 2εm

y gq =
ε1 − εm

ε1 + 3
2
εm

,

las eficiencias de extinción y esparcimiento son [15]

Qabs = 4xIm

{
gd +

x2

12
gq +

x2

30
(ε1 − 1)

}
; (2.38a)

Qsca =
8

3
x2

(
|gd|2 +

x4

240
|gq|2 +

x4

900
|ε1 − 1|2

)
. (2.38b)

Los factores gd y gq reflejan las contribuciones dipolar y cuadrupolar a la polarizabilidad [15],

respectivamente.

En la Fig. 2.3 se muestra la comparación de Qext usando la Teoŕıa de Mie (en azul), Ec.

(2.30b), y la aproximación cuasiestática, incluyendo términos cuadrupolares (en rojo), Ec.

(2.38), para esferas de plata de radios a = 10 nm (curvas continuas) y a = 50 nm (curvas

punteadas). Es notable que ambos métodos coinciden bastante bien con la esfera pequeña,

pero las diferencias en el segundo caso son evidentes: con la aproximación cuasiestática

se pierde completamente la resonancia que ocurre alrededor de 400 nm, además de que

el valor de Qext es más de dos veces mayor al obtenido con el cálculo basado en Mie.

Una gran ventaja de trabajar dentro del régimen cuasiestático es que el problema de

una part́ıcula anidada sencilla (o CNS por las siglas de Conventional Nano-shell) formada

por un núcleo esférico – de radio a1 y permitividad ε1– cubierto por un cascarón, también

esférico y concéntrico – de radio a2 y permitividad ε2– como la que se muestra en la Fig.

2.4, puede resolverse de manera anaĺıtica y por lo tanto puede encontrarse una expresión

cerrada para su polarizabilidad, a saber,

αCNS = 4πa3
2

(ε2 − εm)(ε1 + ε2) + f(ε1 − ε2)(εm + 2ε2)

(ε2 + 2εm)(ε1 + 2ε2) + 2f(ε2 − εm)(ε1 − ε2)
, (2.39)

8 Dada la definición de x, en el régimen a� λ, esta variable tiene un valor pequeño y por eso sólo se
usan los primeros términos de la expansión.
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Figura 2.3: Qext de una esfera de plata con r = 10 nm (curvas continuas) y de
r = 50 nm (curvas punteadas). El resultado con Teoŕıa de Mie se ilustra en azul y el de

la aproximación cuasiestática, hasta términos cuadrupolares, en rojo.

siendo f la fracción volumétrica de llenado del núcleo respecto a la esfera externa. En

la siguiente sección se resuelve en detalle el problema de un elipsoide recubierto, obte-

niéndose aśı una expresión análoga para su polarizabilidad, misma que se reduce a la

ecuación anterior cuando los tres semi-ejes de la part́ıcula son del mismo tamaño. A su

vez, esta misma expresión puede reproducirse por completo, al usar el esquema usual de

Maxwell Garnett, según se describe en el Cap. 4.

2.3. Esparcimiento por Part́ıculas Elipsoidales

Ahora se cambiará de sistema y se abordará el problema de esparcimiento de luz por

un elipsoide. Es un caso que conviene desarrollar con detalle pues un elipsoide es el cuerpo

regular más general que puede construirse, siempre que se mantenga el requisito de tener

una superficie suave. De hecho, part́ıculas con bordes rectos como cilindros, barras o
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¶2 a2

¶1 a1

Figura 2.4: Diagrama de dos esferas anidadas (conocido como CNS, por las siglas de
Conventional Nanoshell).

discos pueden tratarse como casos ĺımite del elipsoides [23]. Por otro lado, anticipando los

resultados del Caṕıtulo 5, es precisamente al tratar part́ıculas con este tipo de geometŕıa

que el modelo usual de Maxwell Garnett deja de funcionar. Además, es justo para este tipo

de part́ıculas que conviene hablar de homogeneización interna, terminoloǵıa desarrollada

en la Ref. [1], donde se analiza el caso esférico.

Como seŕıa de esperarse, debido al menor grado de simetŕıa, el problema se vuelve

considerablemente más complicado que el caso esférico de la sección anterior. De hecho,

dentro de la literatura consultada no se encontró ningún trabajo donde este problema se

resuelva exactamente para part́ıculas de tamaño arbitrario. Por otro lado, si en vez de

tratar con elipsoides se estudian esferoides śı existen soluciones anaĺıticas al problema de

esparcimiento de la luz por una part́ıcula con esta geometŕıa [24–27], aunque los cálculos no

pueden realizarse de manera exacta, debido a la falta de ortogonalidad de las funciones

esferoidales. En la Sec. 2.3.3 se tratará brevemente el estudio de part́ıculas con esta

geometŕıa.

Por otro lado, la manera en la que se estudia el problema de elipsoides (e inclu-

so cilindros y barras) es utilizando los resultados aproximados dentro del régimen cua-

siestático [23, 28] y para part́ıculas más grandes, del orden de 102 nm, se usa el método

de finite difference time domain (FDTD). En este trabajo, se usaron los resultados de la
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aproximación cuasiestática – Sec. 2.3.1– y se compararon con los resultados encontrados

dentro de este mismo régimen. Asimismo, como se mencionó anteriormente, es esencial

encontrar la expresión de la polarizabilidad de un elipsoide para poder desarrollar un

modelo de medio efectivo que funcione para part́ıculas con esta geometŕıa.

Finalmente, uno de los resultados exactos que pueden obtenerse mediante la apro-

ximación cuasiestática, es el de la polarizabilidad de un elipsoide, de permitividad ε1,

recubierto por otro elipsoide de permitividad ε2 y cofocal al primero, Sec. 2.3.2. Esta

expresión para α será de utilidad para desarrollar el nuevo modelo de medio efectivo en

este trabajo.

2.3.1. Régimen cuasiestático

Se va a describir, con cierto detalle, la manera en que se resuelve el problema del

esparcimiento de luz, de longitud de onda λ y polarizada en dirección ẑ, por un elipsoide

centrado en el origen, con semiejes (a, b, c) paralelos a los ejes x̂, ŷ, ẑ, respectivamente,

y con dimensiones tales que λ� a > b > c., ver Fig. 2.5. El desarrollo matemático puede

consultarse en [17, Sec. 5.2] y [29, Secs. 4 y 8]. El primer paso es elegir un sistema de

coordenadas conveniente, según la geometŕıa de la part́ıcula. En este caso, como era de

suponerse, este sistema corresponde a las coordenadas elipsoidales, ξ, η, y ζ definidas

por

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1, −c2 < ξ <∞; (2.40a)

x2

a2 + η
+

y2

b2 + η
+

z2

c2 + η
= 1, −b2 < η < −c2; (2.40b)

x2

a2 + ζ
+

y2

b2 + ζ
+

z2

c2 + ζ
= 1, −a2 < ζ < −b2. (2.40c)

Usando estas coordenadas, la superficie de la part́ıcula en cuestión se halla en el lugar

geométrico definido por ξ = 0.

Igual que para encontrar el esparcimiento de luz producida por una esfera usando la
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Figura 2.5: Part́ıcula elipsoidal con semiejes (a, b, c), a > b > c. Imagen de [17].

aproximación cuasiestática debe resolverse la Ec. de Laplace en coordenadas esféricas, en

el caso de una elipsoide debe resolverse la misma ecuación, pero usando las coordenadas

ξ, η, ζ. Sin embargo, una diferencia importante es que, debido a la falta de simetŕıa,

habrá expresiones distintas dependiendo de la dirección de polarización del campo inci-

dente, E0. Es decir, en este caso ya no puede hablarse de una polarizabilidad escalar, α,

sino más bien debe obtenerse un tensor de polarizabilidad, αij. Ahora, por simplicidad,

sólo vamos a considerar los casos en los que E0 es paralelo a alguno de los ejes cartesianos,

lo que corresponde a las entradas en la diagonal de αij. A partir de ahora, a la i-ésima

de estas entradas de la diagonal se le denotará α(i).

Antes de continuar, y por completez, se menciona la transformación inversa de (2.40),

i.e. la expresión de las coordenadas cartesianas en términos de las elipsoidales:

x2 =
(a2 + ξ)(a2 + η)(a2 + ζ)

(b2 − a2)(c2 − a2)
, (2.41a)

y2 =
(b2 + ξ)(b2 + η)(b2 + ζ)

(a2 − b2)(c2 − b2)
, (2.41b)

z2 =
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

(a2 − c2)(b2 − c2)
. (2.41c)

Según la Ec. (2.41c), el campo incidente E0 = E0ẑ, puede describirse mediante el po-
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tencial

Φ0 = −E0z = −E0

[
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

(a2 − c2)(b2 − c2)

]1/2

. (2.42)

A éste debe agregársele un potencial de “perturbación”, Φp, que es realmente el que

contiene la información del esparcimiento producida por la part́ıcula. De modo que en la

región externa de la part́ıcula el potencial es

Φext = Φ0 + Φp. (2.43)

Al igual que para la esfera, Φp debe hacerse cero para puntos muy alejados del elipsoide,

lo cual es equivalente a

ĺım
ξ→∞

Φp = 0, (2.44)

pues si ξ � a2, entonces ξ ≈ r2.

Denotando por Φin y ε1 al potencial y a la permitividad dentro del elipsoide y a las

mismas cantidades, pero en la región externa, por (2.43) y εm, las condiciones de frontera

para este sistema, derivadas a partir de los requerimientos de continuidad del potencial

y de la Ley de Gauss, establecen que

Φin(0, η, ζ) = Φ0(0, η, ζ) + Φp(0, η, ζ), (2.45a)

ε1
∂Φin
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= εm

(
∂Φ0

∂ξ
+
∂Φp
∂ξ

)∣∣∣∣
ξ=0

. (2.45b)

Ambos potenciales deben satisfacer simultáneamente la Ec. de Laplace, que en coor-

denadas elipsoidales es

∇2Φ = (η − ζ)f(ξ)
∂

∂ξ

(
f(ξ)

∂Φ

∂ξ

)
+ (ζ − ξ)f(η)

∂

∂η

(
f(η)

∂Φ

∂η

)
+ (ξ − η)f(ζ)

∂

∂ζ

(
f(ζ)

∂Φ

∂ζ

)
= 0, (2.46)

la cual, a pesar de ser considerablemente simétrica, no es sencillo resolver. En esta ecua-
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ción, la función f(q) está definida por

f(q) =
√

(a2 + q)(b2 + q)(c2 + q). (2.47)

Y aunque podŕıa postularse una solución separable del potencial y posteriormente ex-

presar el potencial real como una suma de armónicos elipsoidales9 es mucho más sencillo

usar el hecho de que la solución a esta ecuación está determinada por la forma del campo

incidente, que a su vez está descrito por el potencial (2.42). Puede verificarse que este

también es el caso cuando la part́ıcula es esférica, según las expresiones para el potencial

que se obtuvieron en la Sec. 2.2.2, en particular la Ec. (2.32).

Por lo tanto, basándose en la forma de (2.42), es de esperarse que

Φ ∝ F (ξ)
[
(c2 + η)(c2 + ζ)

]1/2
,

donde F (ξ) es una función que debe satisfacer la ecuación diferencial [17]

f(ξ)
d

dξ

(
f(ξ)

dF

dξ

)
−
(
a2 + b2

4
+
ξ

2

)
F (ξ) = 0. (2.48)

Las dos soluciones linealmente independientes a esta ecuación diferencial (ordinaria) son

F1(ξ) = (c2 + ξ)1/2, (2.49a)

y, por el método de reducción de orden,

F2(ξ) = F1(ξ)

∫ ∞
ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

; (2.49b)

con f(q) definida en (2.47). De hecho, la primera de estas funciones lleva simplemente al

potencial Φ ∝ z, lo cual está de acuerdo con el comportamiento buscado. Además, estas

9 Estas funciones, junto con muchas de sus propiedades, además de las funciones análogas en varios
sistemas de coordenadas pueden encontrarse en [30] y [31]
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funciones F tienen la propiedad de que

ĺım
ξ→0

F1(ξ) = c y ĺım
ξ→∞

F2(ξ) = 0.

Por lo tanto, los potenciales Φin y Φp serán

Φ1(ξ, η, ζ) = C1F1(ξ)
[
(c2 + η)(c2 + ζ)

]1/2
;

Φp(ξ, η, ζ) = C2F2(ξ)
[
(c2 + η)(c2 + ζ)

]1/2
,

donde C1 y C2 son constantes que se determinan a partir de las condiciones a la frontera,

Eqs. (2.45). Según estas ecuaciones, las constantes deben satisfacer el sistema

C2L
(3) − C1 =

E0

[(a2 − c2)(b2 − c2)]1/2
;

εmC2

(
L(3) − 2

abc

)
− ε1C1 =

εmE0

[(a2 − c2)(b2 − c2)]1/2
.

Lo que lleva finalmente a que

Φ1 =
1

1 +
L(3)(ε1 − εm)

εm

Φ0, (2.50a)

Φp =
abc

2

εm − ε1

εm

∫ ∞
ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

1 +
L(3)(ε1 − εm)

εm

Φ0. (2.50b)

En estas últimas expresiones, L(3) es lo que se conoce como factor de depolarización

o factor geométrico10, dado por

L(s) =
abc

2

∫ ∞
0

dq

(a2
s + q)f(q)

, (2.51)

10 Según estas expresiones, el término correcto seŕıa “factor geométrico”, pero en la literatura se en-
cuentran ambos nombres. En este texto se referirá a ellos como “factores de depolarización” para ser
consistente con la mayoŕıa de los art́ıculos usados para la comparación de resultados.
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donde (s) como supeŕındice de L indica la dirección en la que se calcula el factor de

depolarización y as denota al semieje del elipsoide orientado en esa misma dirección. e.g.,

L(3) se calcula mediante

L(3) =
abc

2

∫ ∞
0

dq

(c2 + q)f(q)
.

Conviene mencionar que, tratándose de elipsoides, no se conoce ninguna expresión cerrada

para L(s) y por lo tanto sus valores deben calcularse integrando (2.51) numéricamente.

Otro aspecto a resaltar de estos factores es que no son linealmente independientes, pues

deben satisfacer la ecuación

L(1) + L(2) + L(3) = 1. (2.52)

Asimismo, de la igualdad anterior y de la simetŕıa que una esfera posee, se concluye que

para este tipo de part́ıculas

Lesfera = L(1) = L(2) = L(3) = 1/3,

independientemente de sus dimensiones.

Ahora, para ξ � a2 sucede que

∫ ∞
ξ

dq

(c2 + q)f(q)
≈
∫ ∞
ξ

dq

q5/2
=

2

3
ξ−3/2.

De modo que el comportamiento asintótico de Φp está descrito por la expresión

Φp ∼
E0 cos θ

r2

abc

3

ε1 − εm

εm

1 +
L(3)(ε1 − εm)

εm

. (2.53)

De donde se deduce que el efecto de E0 es generar un dipolo

p = 4πεmabc
ε1 − εm

3εm + 3L(3)(ε1 − εm)
E0

y por lo tanto, la polarizabilidad en la dirección ẑ es

40



α(3) = V
ε1 − εm

εm + L(3)(ε1 − εm)
,

con V = 4π
3
abc el volumen del elipsoide. Dado que la dirección ẑ se eligió sólo para

tratar un ejemplo espećıfico, pero fuera de eso no tienen ningún papel especial, podemos

concluir que la polarización en una dirección arbitraria i, paralela a algún eje cartesiano

es

α(i) = V
ε1 − εm

εm + L(i)(ε1 − εm)
. (2.54)

2.3.2. Elipsoides anidados

Lo más importante del método de aproximación cuasiestática es que también permite

resolver exactamente el problema de dos elipsoides anidados, concéntricos y cofocales con

permitividades ε1 (elipsoide interior) y ε2 (elipsoide exterior), tal y como se muestra en

la Fig. 2.6. El sistema de coordenadas se definirá de acuerdo a los semi-ejes a1, b1, y c1

del elipsoide interno, i.e.

x2

a2
1 + ξ

+
y2

b2
1 + ξ

+
z2

c2
1 + ξ

= 1, −c2
1 < ξ <∞;

y las expresiones correspondientes para η y ζ. El elipsoide externo tiene semi-ejes a2, b2

y c2, que cumplen con la relación a2
1 + t = a2

2, b2
1 + t = b2

2 y c2
1 + t = c2

2, que es lo que

garantiza que los elipsoides sean cofocales. Si definimos la función

G(η, ζ) =

[
(c2

1 + η)(c2
1 + ζ)

(a2
1 − c2

1)(b2
1 − c2

1)

]1/2

,

y Φ1, Φ2, y Φ3 representan a los potenciales en la región interna, intermedia y externa de

ambos elipsoides, respectivamente, entonces el potencial puede escribirse como

Φ =


Φ1 = C1F1(ξ)G(η, ζ), −c2

1 < ξ < 0;

Φ2 = [C2F1(ξ) + C3F2(ξ)]G(η, ζ), 0 < ξ < t;

Φ3 = Φ0 + C4F2(ξ)G(η, ζ), t < ξ.
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Figura 2.6: Elipsoides cofocales anidados (o CNS elipsoidal).

Igual que para el caso anterior, F1 y F2 están definidas por (2.49) y la función f(q),

que aparece contenida en la segunda de éstas, ahora está dada por (2.47), tomando

a = a1, b = b1 y c = c1. Nótese que tanto F1 como F2 aparecen en la expresión para

el potencial en la región intermedia, pues en ella no hay ninguna razón a priori para

descartar alguna de estas funciones.

Una vez más, las constantes C1, C2, C3 y C4 se determinan a partir de las condiciones

de frontera que debe satisfacer el potencial:

Φ1(0, η, ζ) = Φ2(0, η, ζ), (2.55a)

ε1
∂Φ1

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= ε2
∂Φ2

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

, (2.55b)

Φ2(t, η, ζ) = Φ3(t, η, ζ), (2.55c)

ε2
∂Φ2

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=t

= εm
∂Φ3

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=t

. (2.55d)

Para encontrar la polarizabilidad, únicamente es necesario hallar el valor de C4. Utilizando

Mathematica y reduciendo las expresiones obtenidas se llegó al resultado
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C4 =
V2E0

2
×

(ε1 − ε2)(ε2 − εm)(L
(3)
1 − fL

(3)
2 ) + ε2 [f(ε1 − ε2) + (ε2 − εm)]

L
(3)
2

[
L

(3)
1 + f(1− L(3)

2 )
]

(ε1 − ε2)(ε2 − εm) + εmε2(1− L(3)
1 − L

(3)
2 ) + L

(3)
1 ε1εm + L

(3)
2 ε2

2

.

De donde se obtiene finalmente que, al generalizar para cualquier dirección i, la polari-

zabilidad de este sistema es11

α
(i)
CNS = V2

(ε2 − εm)
[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(i)
1 − fL

(i)
2

)]
+ fε2(ε1 − ε2)[

ε2 + (ε1 − ε2)
(
L

(i)
1 − fL

(i)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(i)
2

]
+ fL

(i)
2 ε2(ε1 − ε2)

;

(2.56)

donde L
(i)
1 y L

(i)
2 son los factores de depolarización del elipsoide interno y externo, res-

pectivamente, en la dirección i. Como se hab́ıa anticipado, si en la expresión anterior

se sustituye L
(i)
1 = L

(i)
2 = 1/3 se recupera la polarizabilidad de una esfera anidada, Ec.

(2.39).

Uno de lo resultados más sobresalientes de este trabajo, es que la ecuación anterior

también puede deducirse exactamente usando medio efectivo (o EMT, por las siglas de

Effective Medium Theory) dentro del esquema presentado en el Caṕıtulo 5, el cual incluye

una ligera modificación a la ecuación de Maxwell Garnett para calcular la permitividad

efectiva, εeff.

Finalmente, ya que se conoce la polarizabilidad del sistema, en alguna de las tres

direcciones posibles, las eficiencias y secciones de extinción, absorción y esparcimiento

pueden calcularse usando de nuevo las Ecs. (2.35) y (2.36).

11 f =
a1b1c1
a2b2c2

; los elipsoides interno y externo tienen volúmenes V1 =
4πa1b1c1

3
y V2 =

4πa2b2c2
3

,

respectivamente.
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2.3.3. Part́ıculas esferoidales

Para terminar este caṕıtulo se comentará acerca del problema de esparcimiento por

esferoides. En primer lugar, si se sigue trabajando en el régimen cuasiestático, todos los

resultados obtenidos para elipsoides siguen siendo válidos, pues los esferoides son un caso

particular de este tipo de cuerpos, en el que dos de los semi-ejes tienen la misma longitud.

Esta propiedad sirve para dividir a los esferoides en dos grupos: prolatos, en los que b = c

y por lo tanto L(2) = L(3); y oblatos, para los que se cumple a = b y L(1) = L(2).

De hecho, la propiedad más notable de los esferoides es que para ellos śı es posible

encontrar expresiones cerradas, en términos de funciones elementales, para sus factores

de depolarización [2, 17]. Para esferoides prolatos se tiene

L1 =
1− e2

e2

(
−1 +

1

2e
ln

1 + e

1− e

)
; e2 = 1− b2

a2
. (2.57a)

Mientras que para esferoides oblatos la expresión correspondiente es

L1 =
g(e)

2e2

(π
2
− arctan g(e)

)
− g2(e)

2
; g(e) =

(
1− e2

e2

)1/2

, e2 = 1− c2

a2
. (2.57b)

Los otros factores de depolarización se pueden obtener usando (2.52).

Por otro lado, cuando la part́ıcula tiene un tamaño que no permite aplicar la apro-

ximación cuasiestática, el mayor grado de simetŕıa de un esferoide, permite resolver el

problema de encontrar los campos electromagnéticos que satisfacen (2.9a). En otras pala-

bras, es posible resolver el problema de esparcimiento de luz por un esferoide de tamaño

arbitrario, lo que equivale a encontrar los campos E y H que satisfacen la ecuación de

onda vectorial. Esto quiere decir que se tiene una extensión de la Teoŕıa de Mie para

part́ıculas esferoidales.

Sin embargo, a pesar de ser un problema análogo al que se describió en la Sec. 2.2.1,

su solución es más complicada y de hecho no pueden encontrarse expresiones cerradas

para el campo eléctrico del tipo (2.19). La dificultad principal radica en que los sistemas
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de ecuaciones resultantes, de donde se obtendŕıan los coeficientes análogos ab, bn, cn

y dn que aparecen en (2.19), no pueden reducirse a expresiones como (2.23); en vez de

estos coeficientes se obtienen factores que han de expresarse en términos de vectores y

matrices de dimensión infinita. Es decir, al escribir el campo eléctrico y magnético como

una suma de varios modos, cada uno de los cuales satisface la ecuación de onda vectorial,

se llega a una expansión cuyos términos contienen coeficientes que sólo pueden escribirse

en términos de vectores y matrices infinitos12.

Esta diferencia tan sustancial se debe (únicamente) a que los armónicos esferoidales –

producto de haber resuelto la ec. de onda en este tipo de coordenadas– son un conjunto de

funciones completas pero no ortogonales. De esta (desafortunada) propiedad se desprende

la imposibilidad de encontrar expresiones cerradas para cada coeficiente de la expansión

del campo eléctrico en términos de las funciones armónicas vectoriales, pues todos los

modos son relevantes y tienen cierto peso en el valor de cada coeficiente.

Respecto a este problema, probablemente la referencia más completa, detallada y ac-

tualizada es Spheroidal Wave Functions in Electromagnetic Theory de Li, Kang y Leong,

Ref. [24]. Este libro contiene expresiones expĺıcitas para cada uno de los “coeficientes

vectoriales” mencionados, además de indicar varios criterios sobre cuántas entradas es

necesario considerar para obtener resultados válidos numéricamente. Estos criterios de-

penden principalmente del tamaño de la part́ıcula en cuestión y también aplican para

las matrices relacionadas a estos vectores. Como comentario final: en [32] y [33] también

puede encontrarse el problema de esparcimiento por un esferoide y varias propiedades de

las funciones esferoidales. Para más aplicaciones de este tipo de part́ıculas puede consul-

tarse [25–27].

12 En la bibliograf́ıa consultada no se encontró ningún método que permita reducir las expresiones de
estos coeficientes a formas más sencillas y sobre todo finitas.
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Caṕıtulo 3

Plasmones de Bulto y Plasmones de

Superficie

En el Caṕıtulo 1 se dedujeron expresiones para la permitividad de los materiales –

metales en especial– asumiendo que los electrones en ellos pod́ıan desplazarse debido

a la presencia de un campo eléctrico externo, como se ilustra en la Fig. 3.1. En esta

deducción se asumió que toda la nube electrónica oscilaba en fase, a una frecuencia ωp u

ω̃p, dependiendo de si se trataba de electrones libres o de la contribución de interbanda,

respectivamente. Ahora nos enfocaremos en el estudio de estas oscilaciones electrónicas

y se tratarán de derivar algunas de sus propiedades, no para estudiar la respuesta de los

materiales a campos eléctricos sino para reconocer que estas oscilaciones representan, en

śı mismas, modos de oscilación del campo electromagnético. Estos modos de oscilación, o

más precisamente, los cuantos asociados a los modos es lo que se conoce como plasmones.

En este caṕıtulo de presenta brevemente y de manera introductoria el tema de plasmóni-

ca, resaltando en particular los conceptos que serán de utilidad para este trabajo: plas-

mones (-polaritones) de superficie, o SPP por las siglas en inglés de Surface Plasmons-

Polaritons ; y plasmones de superficie localizados, o LSP, por las iniciales de Localized

Surface Plasmon. Además se identifican varias propiedades que distinguen a estos dos
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Figura 3.1: Esquema de un plasmón de volumen. Nótese que el desplazamiento de la
nube electrónica es antiparalelo a E. Imagen tomada de [15].

tipos de plasmones superficiales de los plasmones de bulto o de volumen.

Se comienza estudiando este último tipo de plasmones, para después describir los

SPP en interfaces planas y posteriormente a los LSP en nanopart́ıculas, para aśı hacer

la conexión con la teoŕıa de esparcimiento de luz por part́ıculas descrita en las Secs.

2.2.2 y 2.3.1. Respecto a este último punto, la variedad de fenómenos que se relacionan

con los SPP, y en particular con los LSP, sólo pueden observarse al tratar con sistemas

cuyas dimensiones sean del orden de nm. Pues aunque las ecuaciones de Maxwell son

válidas para escalas mucho mayores, sólo al combinar estos tamaños nanométricos con los

valores de las funciones dieléctricas en el rango visible podrán producirse las resonancias

plasmónicas de modo que sean dominantes:

The existence of plasmons is characteristic of the interaction of metal nanos-

tructures with light. Similar behavior cannot be simply reproduced in other

spectral ranges using the scale invariance of Maxwell’s equations since the ma-

terial parameters change considerably with frequency. Specifically, this means

that model experiments with, for instance, microwaves and correspondingly

larger metal structures cannot replace experiments with metal nanostructures

at optical frequencies1.

Para comenzar, se mencionan algunas de las aplicaciones que se han desarrollado en el

1 Tomado de [3, p. 378].
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área de plasmónica. En particular, las resonancias plasmónicas han sido de gran utilidad

como marcadores biológicos para detectar tejidos dañados por cáncer [10, 16,34], aśı como

para tratar esta enfermedad [35]. Además, estas mismas resonancias y el aumento del

campo eléctrico en la superficie de las nanoestructuras – ver. Sec. 3.2.2 – se han usado

para desarrollar sondas con distintos usos en imagenoloǵıa (imaging) que proporcionan

información qúımica, estructural y morfológica de los sistemas [16, 35,36], incluidos algunos

casos de biosensing. También se ha encontrado que sustratos que contienen nanopart́ıcu-

las (NP) ayudan para aumentar en varios órdenes de magnitud la señal registrada en

Espectroscoṕıa Raman [15, 36,37] y se ha investigado su uso en otros tipos de espectros-

coṕıa [3, 15,38]. Otra vertiente que se ha examinado es utilizar nanopart́ıculas como un

mecanismo para mejorar la eficiencia de celdas solares (de 10− 15 %) o igualmente desa-

rrollar tecnoloǵıa fototérmica, aprovechando las enormes secciones de absorción accesibles

con la sintońıa de las resonancias [16]. Aparte, la gran sensibilidad de los SPP al ı́ndice

de refracción del medio externo [2, 15] los hacen excelentes candidatos como instrumentos

de medición en crecimiento de peĺıculas delgadas, siendo capaces de detectar peĺıculas

de tan sólo 3 nm de grosor [3]. Se han desarrollado sistemas de almacenamiento de in-

formación y displays que son selectivos a la longitud de onda de la luz [16] basados en la

gran capacidad de sintonización de las nanoestructuras. Esto quiere decir que iluminan-

do estos componentes con luz de un color en espećıfico puede leerse cierto fragmento de

información u observarse una imagen en particular, que serán distintos si se cambia el

color de iluminación. Para un review sobre este tema puede consultarse [16] y [39]. Si se

busca una exposición más detallada están [3] y [38].

3.1. Plasmones de Volumen

Las propiedades de los plasmones de volumen pueden deducirse a partir de primeros

principios, únicamente asumiendo que el material en que se propagan no presenta mag-

netización y tiene una función dieléctrica ε que permite describirlo como un medio lineal,
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i.e. [39]

D(r, t) = ε(r, t)ε0E(r, t). (3.1)

De hecho, puede partirse de las Ecs. de Maxwell en ausencia de fuentes. Como se desa-

rrolló al principio de la Sec. 2.2.1, usando estas ecuaciones puede llegarse a que el campo

eléctrico cumple la igualdad

∇×∇× E = −µ0
∂2D

∂t2
. (3.2)

De manera que (3.1) y (3.2) describen la respuesta de un material a un campo E y

el campo mismo dentro de él2. Aqúı es importante notar que la respuesta del material

puede tener un carácter no-local, debido a que en la polarización del medio en cierto

punto r influyen tanto el campo externo como la polarización de puntos cercanos en un

tiempo anterior, pues los efectos en los alrededores tardan cierto tiempo en manifestarse

en r. Esto nos lleva a la conclusión de que D debe expresarse realmente en términos de

funciones tipo δ de Dirac o funciones impulso, ε, [38]:

D(r, t) = ε0

∫
ε(r− r′, t− t′)E(r′, t′)dr′dt′. (3.3)

Luego, dado que nos interesa analizar los modos de propagación del campo en el medio,

asociados a desplazamientos en la nube electrónica, conviene utilizar análisis de Fourier

y expresar la relación anterior en el dominio de frecuencias, ω, y vectores de onda, k.

Con esta herramienta lo que se consigue es descomponer a E en ondas planas de estas

mismas caracteŕısticas, de manera que la expresión anterior puede reescribirse como [38]

D(k, ω) = ε0ε(k, ω)E(k, ω). (3.4)

Asimismo, un resultado básico del análisis de Fourier es que los operadores ∇ y
∂

∂t

2 La otra condición para describir completamente a E es especificar su divergencia, pero como se
asumió que no hay fuentes, ∇ ·E = 0.
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pueden sustituirse por ik y −iω, respectivamente. De modo que al usar la identidad [20]

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A, la ec. (3.2) puede reescribirse como

k(k · E)− k2E = −ε(k, ω)
ω2

c2
E, (3.5)

donde se ha usado (3.4) para sustituir D, c2 = 1
µ0ε0

y k = |k|. Para ondas transversales

debe cumplirse que k · E = 0 y por lo tanto la última ecuación implica que

k2 = ε(k, ω)
ω2

c2
. (3.6)

Esta es la relación de dispersión general que deben satisfacer los modos de oscilación de

la nube electrónica asociados a un campo eléctrico con vector de onda k y frecuencia ω.

Por otro lado, cabe esperar que el campo eléctrico tenga una influencia mayor en

los electrones libres del material, por lo cual su respuesta puede modelarse en buena

aproximación usando el modelo de Drude, Eq. (1.6), que en caso de amortiguamiento

muy pequeño (Γω � 1) se reduce simplemente a

ε(ω) ≈ 1−
ω2
p

ω2
. (3.7)

siendo ωp la frecuencia natural de oscilación de la nube electrónica. Además, para hacer

a esta ecuación compatible (funcionalmente) con (3.5) se ha supuesto que k = 0, lo que

equivale al ĺımite λ→∞, i.e. se trata del ĺımite quasiestático. Insertando esta expresión

en (3.6) se llega a la relación de dispersión para plasmones de volumen

ω2 = ω2
p + k2c2. (3.8)

De esta ecuación es evidente que si ω ≤ ωp no puede haber propagación de ondas elec-

tromagnéticas transversales (k · E = 0), en tanto que si ω > ωp la propagación śı es

posible. Esta es una restricción a la región del espectro electromagnético utilizable para

la excitación de plasmones.
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Más aún, dado que las oscilaciones de los electrones son (anti-)paralelas a la dirección

de E – Fig. 3.1 –, éstas serán perpendiculares a k y por lo tanto a la dirección de pro-

pagación de la onda electromagnética asociada a E. Esto quiere decir que los plasmones

de volumen corresponden a modos de oscilación longitudinales, lo que nos lleva a la pro-

piedad más importante de este tipo de oscilaciones de la nube electrónica: los plasmones

de volumen no se acoplan al campo electromagnético transversal. [38]

3.2. Plasmones de Superficie

A continuación se estudiarán los plasmones de superficie, cuya propiedad principal es

que éstos śı pueden acoplarse a una onda electromagnética, en contraste con los plasmo-

nes de volumen descritos en la sección anterior. También tienen la caracteŕıstica de poder

desplazarse a lo largo de la superficie, lo que resulta en el eṕıteto de “polaritón”, aunque

éste adjetivo también puede usarse para resaltar el acoplamiento con el campo electro-

magnético [3]. De ah́ı el nombre de surface-plasmon-polariton, que de ahora en adelante

se denotará como SPP o simplemente como plasmón de superficie.

Antes de comenzar, se justifica el desarrollo que se sigue a lo largo de toda esta sección.

Según se dijo, los plasmones son oscilaciones de la nube electrónica usualmente producidas

por la presencia de un campo eléctrico externo. Lo que se busca estudiar a continuación

son los modos del campo electromagnético que pueden acoplarse con dichas oscilaciones.

Esto quiere decir que para describir estos modos, deberán resolverse las Ecuaciones de

Maxwell, o de Laplace si se trabaja en el régimen cuasiestático, para poder encontrar los

campos permitidos. Luego, la parte del acoplamiento con la nube electrónica se incluye al

considerar la permitividad de los materiales relevantes en cada sistema. En otras palabras,

un SPP se estudia planteando el problema como uno de electrodinámica en la materia,

cuya solución involucra las funciones dieléctricas de los materiales presentes. De hecho,

como se verá a continuación en todos los casos analizados, las expresiones resultantes

para el campo electromagnético contienen términos que incluyen las permitividades de los
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medios involucrados, lo que equivale a representar los modos de propagación en términos

de las funciones de respuesta de los materiales.

3.2.1. Plasmones de superficie en interfaces planas

El caso más sencillo de analizar es el de los modos de propagación del campo electro-

magnético que existen en la superficie que separa dos materiales de permitividad ε1 y ε2.

Por simplicidad se asume que ambos materiales son isotrópicos, homogéneos y lineales,

de manera que εj = εj(ω), j = 1, 2; es decir, la permitividad sólo es función de la frecuen-

cia de la luz incidente pero no de la posición en alguno de los medios. Un diagrama del

problema a resolver se muestra en la Fig. 3.2. Bajo estas suposiciones, la ec. (3.2) puede

reescribirse como

∇×∇× E− ω2

c2
ε(ω)E = 0; (3.9)

asumiendo que ε = ε1 si z < 0, ε = ε2 si z > 0 y que la interfaz que separa ambos medios

se encuentra en z = 0. Además se supondrá que la permeabilidad de todos los materiales

es despreciable, pues la respuesta magnética de los materiales estudiados en este trabajo

puede ignorarse en comparación con su respuesta a campos eléctricos.

Como se muestra de manera detallada en [38], sólo es necesario considerar ondas con

polarización p (o modos TM), lo que con la orientación mostrada en la Figura 3.2 equivale

a un campo eléctrico sin ninguna componente paralela a ŷ. Aparte, la localización de

modos superficiales debe estar reflejada en un decaimiento exponencial de la intensidad

del campo al penetrar en cualquiera de los dos medios. Ignorando de momento este último

aspecto, una solución a (3.9) es [3]

Ej =


Ej,x

0

Ej,z

 eikxx−iωteikj,zz; j =

1, z < 0;

2, z > 0.

(3.10)

En esta ecuación kj = (kx, ky, kj,z) es el vector de onda asociado al campo Ej en el medio
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Figura 3.2: Diagrama para estudiar un SPP. También se define el sistema de
coordenadas que se usará para abordar el problema.

j. Para continuar, recordemos que por hipótesis no se tiene carga libre, lo que equivale a

∇ ·D = 0, que según la forma de E dada por la ecuación anterior se traduce en

kxEj,x + kj,zEj,z = 0, j = 1, 2; (3.11)

al aplicar expĺıcitamente el operador de divergencia. Después, las condiciones de conti-

nuidad que deben satisfacer las componentes tangenciales y normales de E son

E1,x − E2,x = 0, (3.12a)

ε1E1,z − ε2E2,z = 0. (3.12b)

El conjunto de ecuaciones representado por (3.11) y (3.12) forma un sistema de ecua-

ciones homogéneo que sólo posee una solución no trivial cuando su determinante es
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distinto de cero. Esto ocurre, cuando se satisface

ε1k2,z − ε2k1,z = 0, (3.13)

o bien para kx = 0. Sin embargo esta segunda opción impide que haya propagación en

la dirección x̂, que es justamente lo que se quiere describir en este caso, por lo cual esta

posibilidad se ignorará en todo lo sucesivo. Además, la conservación del momento (trans-

portado por el campo electromagnético) lleva a una segunda ecuación que los vectores

de onda deben satisfacer, a saber [3]

k2
x + k2

j,z = εjk
2, j = 1, 2, (3.14)

donde k = ω/c = 2π/λ es el vector de onda de la luz en el vaćıo.

De las dos últimas ecuaciones se llega a la relación de dispersión que satisfacen los

modos de propagación superficiales permitidos en cada medio:

k2
x =

ε1ε2

ε1 + ε2

ω2

c2
, (3.15a)

k2
j,z =

εj

ε1 + ε2

ω2

c2
. (3.15b)

De donde pueden deducirse las condiciones que deben tener las funciones dieléctricas de

los materiales para que los SPP puedan existir, ya que como se busca que la intensidad

de E se atenúe en cada medio, o, equivalentemente,

Ej,z ∼ e−kj,zz,

la componente z de k deberá ser imaginaria, según se concluye de (3.10). Para que esto

ocurra, las permitividades deben cumplir con las desigualdades

Re {ε1(ω) · ε2(ω)} < 0, (3.16a)
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Re {ε1(ω) + ε2(ω)} < 0. (3.16b)

Estas desigualdades indican que para tener un plasmón de superfice la permitividad de un

medio debe ser negativa y de valor absoluto grande. Recordando los valores de Re(εAu) de

la Fig. 1.1, vemos que los metales nobles, como oro, plata y cobre cumplen precisamente

con este requisito en un amplio rango de longitudes de onda.

Para analizar más detalladamente algunas propiedades de los SPP vamos a suponer

que el medio 1 es un metal cuya función dieléctrica es un número complejo de la forma

ε1 = ε′1 + iε′′1,

con ε′1 y ε′′1 cantidades reales que dependen de ω, en tanto que el medio 2 es un material

cuya permitividad es un número real y constante3. Entonces, con estas hipótesis, la

componente x del vector de onda también será un número complejo kx = k′x + ik′′x, cuya

parte real determinará la longitud de onda del SPP, mientras que la parte imaginaria

estará relacionada con la atenuación [3]. Bajo la suposición de que |ε′′1| � |ε′1|, tal y como

pasa para los metales nobles, k′x y k′′x pueden aproximarse por

k′x ≈

√
ε′1ε2

ε′1 + ε2

ω

c
, (3.17a)

k′′x ≈

√
ε′1ε2

ε′1 + ε2

ε′′1ε2

2ε′1(ε′1 + ε2)

ω

c
; (3.17b)

de donde se obtiene que la longitud de onda del SPP es

λSPP =
2π

k′x
≈

√
ε′1 + ε2

ε′1ε2

c

ω
. (3.17c)

Con estas aproximaciones pueden calcularse las longitudes de decaimiento caracteŕısti-

3 Esta condición sobre el medio 2 puede relajarse y permitir que también tenga una dependencia con
la frecuencia, siempre y cuando Im{ε2} ≈ 0. Pero por las relaciones de Kramers–Kronig no puede darse
el caso de que Im{ε2} sea exactamente igual a 0 y al mismo tiempo se cumpla ε2 = ε2(ω).
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cas, d, que no son sino la distancia que la luz se propaga en alguna dirección antes de que

E disminuya por un factor de e−1. Para empezar, en la dirección x̂ – es decir, la dirección

de propagación del plasmón se superficie– la longitud de decaimiento puede calcularse

como dx = 1/k′′x. Con datos de ε caracteŕısticos para oro y plata, y tomando ε2 = 1, se

encuentra que [3]

dxAu
∼ 10 µm; (3.18a)

dxAg
∼ 60 µm. (3.18b)

Por otro lado, usando (3.15b) para encontrar k1,z y dz = 1/kz para las longitudes de

decaimiento en la dirección ẑ, se obtiene, para los mismos materiales

dzAu
∼ 30 nm; (3.19a)

dzAg
∼ 20 nm. (3.19b)

Es muy interesante comparar estos valores de d, pues como puede apreciarse claramente

de (3.18), las longitudes de decaimiento para los SPP son mayores por 3 órdenes de

magnitud que las mismas cantidades dentro del metal. Más sorprendente aún, asumiendo

que el dieléctrico sea aire, ε2 = 1.0, los valores que se obtienen de dz para los mismos

materiales son 328 y 421 nm, respectivamente; un orden de magnitud menor que la del

SPP. En otras palabras, para una onda electromagnética, con λ ∈ (200, 2000) nm y

confinada dentro de dos materiales, resulta mucho más eficiente propagarse a lo largo de

la superficie de separación que penetrar en cualquiera de ellos – siempre y cuando las

permitividades cumplan con (3.16).

Para finalizar esta sección, resulta muy importante mencionar que producir este tipo

de plasmones no es sencillo, pues la componente x del vector de onda del SPP debe ser

mayor que la magnitud del vector de onda de la luz en el vaćıo, i.e. kx > k = ω
c
. De

manera intuitiva, esto se debe a que la luz debe “jalar” a los electrones en la interfaz,

para lo cual debe ocupar cierta porción de su momento. Esto puede explicarse a partir

56



de (3.15a), pues

∣∣∣∣ ε1ε2

ε1 + ε2

∣∣∣∣ > 1 ya que se ha supuesto que ε′1 < 0 y ε2 > 0, de donde se

deduce que ε′1 < ε′1 + ε2 y por lo tanto,

∣∣∣∣ ε1

ε1 + ε2

∣∣∣∣ > 1, además de que en general ocurriŕıa

que ε2 > 1 si el medio 2 fuese un dieléctrico. Esta caracteŕıstica ocasiona que los SPP

sean complicados de producir en superficies planas. De hecho, no pueden generarse para

luz de ninguna frecuencia si ésta incide desde el vaćıo. Para superar estas dificultades

se recurre a arreglos de ondas evanescentes como los que se muestran en la Fig. 3.3.

En [3, Sec.12.2.2] se proporcionan ejemplos espećıficos de estas configuraciones aśı como

detalles de su funcionamiento.

3.2.2. Plasmones de superficie localizados y en nanopart́ıculas

El caso de plasmones de superficie en una interfase plana la propagación es unidimen-

sional. En dos o tres dimensiones también pueden producirse oscilaciones plasmónicas

aunque éstas no necesariamente se desplazarán como ocurŕıa para los SPP. En particu-

lar, si se trata con nanopart́ıculas, los plasmones estarán confinados a su superficie y

por lo tanto localizados, lo que justifica el nombre de Localized Surface Plamon (LSP de

ahora en adelante). En esta sección, para facilitar el análisis únicamente se abordará el

problema en el caso cuasiestático, lo que equivale a resolver la Ecuación de Laplace,

∇2Φ = 0,

para el caso en cuestión. Es decir, en lugar de resolver la ecuación completa que describe

al campo eléctrico – Ec. (3.2) –, se buscan únicamente los modos asociados a longitudes

de onda muy grandes en comparación con el tamaño de la part́ıcula. Una limitación de

este análisis es que las ecuaciones resultantes únicamente describirán el modo dipolar del

campo electromagnético.

El caso más sencillo es el de una esfera de radio a sobre la que actúa con campo

uniforme E0 = E0ẑ; éste se trató en la Sección 2.2.2. Alĺı se encontró que si ésta tiene

una permitividad ε1 y está inmersa en un medio con permitividad εm el potencial que
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(a) Esquema de un SPP producido por onda
evanescente en un sustrato metálico.

(b) Esquema de un SPP generado por una
nanopart́ıcula irradiada sobre un sustrato

metálico.

Figura 3.3: Configuraciones y métodos para producir SPP a partir de ondas
evanescentes; imágenes tomadas de [3].

satisface la Ecuación de Laplace es

Φ(r, θ) =


−E0

3εm

ε1 + 2εm

r cos θ, si r ≤ a;

−E0r cos θ +
ε1 − εm

ε1 + 2εm

E0a
3 cos θ

r2
, si r ≥ a.

(3.20)
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El campo asociado a este potencial es

E =


3εm

ε1 + 2εm

E0, si r < a;

E0 +
3r̂(r̂ · p)− p

4πεm

1

r3
, si r > a.

(3.21)

Como puede verse, el segundo término del campo en la región externa (r > a) corresponde

exactamente al campo producido por un dipolo p. Además, agregando el factor e−iωt, se

obtiene la expresión del campo de radiación de un dipolo bajo la aproximación de campo

cercano [38]. En la Fig. 3.4 se muestra una gráfica del campo definido por la ecuación

(3.21). Se usó εm = 2.25 y ε1 = −9.34, valor que corresponde a la parte real de la

permitividad del oro a una longitud de onda de 600 nm.

Figura 3.4: Campo eléctrico alrededor de una esfera de 3 nm de radio según (3.21). La
intensidad, relativa al campo incidente, E0, se representa por el mapa de color; las

flechas únicamente indican la dirección de E, no su magnitud.
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En la gráfica se puede apreciar el carácter dipolar del campo en la región externa de

la esfera y la gran intensidad que éste alcanza en su superficie, particularmente en los

“polos”. Este aumento de |E| en la superficie es una de las propiedades principales de los

plasmones de superficie y el responsable de la gran cantidad de aplicaciones que se han

desarrollado usando nanopart́ıculas en los últimos años.

Finalmente, como ejemplo de un LSP bidimensional se aborda el problema de un

cilindro infinito de radio a sobre el que incide un campo E0. Esta geometŕıa se usa para

modelar nano-wires. Resolviendo la Ecuación de Laplace en coordenadas ciĺındricas para

este sistema se encuentra que el campo está dado por [3]

E =


E0

2εm

ε1 + εm

ẑ, si r < a;

E0 + E0
a2

r2

ε1 − εm

ε1 + εm

[
(1− 2 sin 2ϕ)ẑ + 2 sinϕ cosϕ x̂

]
, si r > a.

(3.22)

Comparando las ecuaciones (3.21) y (3.22) puede verse que las resonancias plasmóni-

cas dependen de la geometŕıa, ocurriendo en ε1 = −2εm en el caso esférico y en ε1 = −εm

cuando la geometŕıa es ciĺındrica. De hecho, también la magnitud del campo eléctrico en

la superficie de las part́ıculas tiene dependencia con la geometŕıa, haciéndose más intenso

en las puntas o bordes del sistema, como cabŕıa esperarse. Esto puede deducirse del tra-

tamiento para elipsoides de la Sec. 2.3 y en [40] se muestra cómo se intensifica el campo

eléctrico en superficies con esta geometŕıa, sobre todo en la dirección del eje mayor.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa de Medio Efectivo (EMT)

En este trabajo, todos los resultados se obtuvieron a partir de aplicar una ecuación

similar a la que se deriva usando el Modelo de EMT de Maxwell Garnett (MG). A pesar

de ser uno de los modelos más sencillos, su aplicación recursiva – ver Cap. 5 – lleva a

las mismas ecuaciones que las soluciones exactas de sistemas sencillos, bajo el régimen

cuasiestático, y a resultados muy similares a los publicados en casos más complicados o

cuando se usa la Teoŕıa de Mie para part́ıculas esféricas de tamaño arbitrario – Cap. 6.

4.1. Ecuación de Clausius–Mossotti

Hay varios modelos y teoŕıas para encontrar cantidades macroscópicas de materiales

(homogéneos o no) a partir de cantidades microscópicas de los mismos. Cada uno de

ellos tiene cierto régimen de validez y está enfocado a predecir algunas propiedades del

material en cuestión, e.g., propiedades mecánicas, ópticas, térmicas, etc. Para el caso en

cuestión estamos interesados en un modelo que permita describir las propiedades ópticas

de un material a partir de caracteŕısticas más fundamentales (y microscópicas). Dado

que asumiremos que todos los materiales empleados no presentan ningún tipo de magne-

tización, sus propiedades ópticas estarán completamente definidas por su permitividad o

función dieléctrica, ε(ω). Se asume que el valor de ε depende de la frecuencia de la luz
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que incida sobre el material; por eso se especifica que ε = ε(ω).

Una de las expresiones más sencillas de EMT, conocida como la relación de Clausius–

Mossotti, nos permite calcular la permitividad relativa de un material, εr, en términos de

la polarizabilidad de sus moléculas, α. Escrita de forma impĺıcita para la permitividad

relativa, esta ecuación es
εr − 1

εr + 2
=
nα

3
; (4.1)

siendo n la cantidad de moléculas por unidad de volumen. Para derivar esta ecuación,

supongamos que el material está formado por una red cúbica de moléculas y que éstas

tienen una polarizabilidad α, por lo que pueden dar lugar a un dipolo p en cada uno de los

puntos de la red. Ahora, si se aplica al material un campo eléctrico externo y uniforme,

E0, se desea conocer cuál será el campo eléctrico local que experimentará cada uno de

los dipolos. Este sistema puede estudiarse dividiéndolo en dos regiones: 1) una cavidad

esférica (ficticia) centrada en un dipolo arbitrario; y 2) la región fuera de ella. La cavidad

debe tener un radio R > a0, donde a0 es el parámetro de tamaño de la red. Ahora lo

único que hay que hacer es encontrar las diferentes aportaciones al campo eléctrico que

hay en cada una de estas regiones y sumarlas al campo externo presente, es decir

Eloc = E0 + Ein + Eout. (4.2)

Para empezar, podemos suponer la cavidad suficientemente grande de manera que

las aportaciones al campo en la región externa, Eout, se deban a cantidades promedio

con significado macroscópico: en especial se tiene en mente la polarización, P. Con estas

restricciones de la escala, puede asumirse sin pérdida de generalidad que P en la región

externa es uniforme, pues E0 lo es. Por esto mismo, la densidad de carga ligada, ρb, es

cero, ya que

ρb = −∇ ·P = 0.

Por lo tanto, toda la contribución proveniente de la región externa se deberá a la densidad

superficial de carga, σb cuyo valor está dado por: σb = P · n̂, siendo n̂ la normal a la
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superficie donde se quiere encontrar la carga ligada. Si suponemos que P es paralela al

eje ẑ y recordamos que para una esfera n̂ = r̂, tenemos que

σb = −P cos θ,

con θ midiendo el ángulo polar; y el signo negativo debido a que P apunta hacia el interior

de la esfera, en tanto que la normal se dirige hacia el exterior. Entonces la contribución

de Eout no es sino el campo que se produce en el interior de una esfera con una densidad

de carga σb = −P cos θ en su superficie.

Para encontrar este campo resulta más fácil hallar primero el potencial asociado a la

misma configuración de carga en una esfera. En principio, éste está dado por

Φ(r) =

∫
σ(θ)

|r− r′|
da,

siendo r′ la posición del elemento infinitesimal de carga en su superficie. Sin embargo,

resulta más conveniente usar la expresión de Φ(r) en términos de armónicos esféricos,

la cual, dada la simetŕıa azimutal, se reduce únicamente a los polinomios de Legendre

multiplicados por potencias de r:

Φ(r, θ) =



∞∑
l=0

Alr
lPl(cos θ), si r ≤ R;

∞∑
l=0

Bl

rl+1
Pl(cos θ), si r ≥ R.

(4.3)

Si denotamos por Φ1 y Φ2 a los potenciales en las regiones r ≤ R y r ≥ R, respectivamente,

la continuidad del potencial en la frontera y la discontinuidad del campo eléctrico, debido

a la presencia de carga en la superficie (Ley de Gauss), establecen que

Φ1(R, θ) = Φ2(R, θ), (4.4a)(
∂Φ1

∂r
− ∂Φ2

∂r

)∣∣∣∣
r=R

=
σ(θ)

ε0

. (4.4b)
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Dado que σb ∼ cos θ, al aplicar la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de

Legendre, sólo los coeficientes A1 y B1 de la expansión (4.3) son distintos de cero. De

hecho, éstos coeficientes son [20]

A1 = − 1

3ε0

P y B1 = −R
3

3ε0

P,

de donde se obtiene

Φ(r, θ) =


− P

3ε0

r cos θ, r ≤ R;

−PR
3

3ε0

cos θ

r2
, r ≥ R.

(4.5)

Este potencial tiene asociado un campo en la región dentro de la esfera, E1 – que a su

vez es justamente el campo buscado Eout – dado por

Eout = E1 = −∇Φ1 =
1

3ε0

P ẑ =
1

3ε0

P (4.6)

Ahora veamos las contribuciones de la región interna de la cavidad, Ein. Ésta no

será sino la suma de cada uno de los dipolos que hay en la red dentro de la cavidad, es

decir,

Ein =
∑
j

3(p · rj)rj − |rj|2 p

|rj|5
;

donde rj es la posición del j-ésimo dipolo y la suma se hace sobre el total de los dipolos

dentro de la red. Desarrollando los términos y considerando la simetŕıa cúbica del arreglo

puede mostrarse [41, 42] que la suma será cero, pues siempre habrá términos cancelándose

mutuamente en una red con esta geometŕıa. Por lo tanto,

Ein = 0

y la Ec. (4.2), después de sustituir (4.6), se reduce a

Eloc = E0 +
1

3ε0

P. (4.7)
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Por otro lado, recordemos que por la definición de polarización, P = np. Y que dado

el campo actuando en un dipolo, podemos conocer su magnitud en términos del campo

eléctrico local: p = αε0Eloc
1. De donde,

P = nαε0Eloc. (4.8)

Además, se sabe que para medios lineales se cumple que

D = εE0 = ε0E0 + P. (4.9)

Entonces, usando (4.8) para eliminar P de (4.7) y (4.9) se llega a dos ecuaciones que

relacionan el campo local con el campo externo:

Eloc =
1

1− nα

3

E0; y (ε − ε0)E0 = nαε0Eloc.

de donde puede derivarse, al dividir entre ε0 y reescribir en términos de la permitividad

relativa, εr, que

εr − 1 =
3nα

3− nα
;

para a su vez usar esta última expresión, sumar 3 de ambos lados, y aśı encontrar una

expresión similar para (εr + 2):

εr + 2 =
9

3− nα
.

Dividiendo la primera entre la segunda de estas dos últimas ecuaciones se llega, finalmen-

te, a (4.1), la relación de Clausius–Mossotti. Antes de continuar, conviene mencionar que

esta expresión puede generalizarse al caso en que se tienen distintas moléculas, cada una

1 La ecuación usual [20] de un dipolo es p = αE, pero en este trabajo se definieron las polarizabilidades
de modo que tengan unidades de volumen (ver Cap. 2), por lo que debe agregarse el factor ε0 para que
las unidades sean consistentes.
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de permitividad αj, habiendo nj de cada una de ellas por unidad de volumen. Además,

como εr = ε/ε0, bajo estas consideraciones, la misma relación indica que la permitividad

del material debe satisfacer
ε − ε0

ε + 2ε0

=
1

3

∑
j

njαj. (4.10)

4.2. Modelo de Maxwell Garnett

Usando los resultados proporcionados por la Ecuación de Clausius–Mossotti puede

abordarse ahora un sistema más complicado donde se asume que la cavidad no es ficticia,

sino que en efecto se tiene una esfera de algún material diferente. A pesar de ser materiales

distintos, todo el procedimiento anterior sigue siendo válido, pues las ecuaciones obtenidas

para la región interna y externa continúan cumpliéndose; de hecho, lo único que distingue

a la esfera del material que la rodea es que ésta tiene una permitividad ε1. Es justamente

en situaciones como ésta que la teoŕıa de medio efectivo resulta útil, pues ahora se tiene

un medio heterogéneo para el cual puede encontrarse su función dieléctrica efectiva, εeff,

gracias al formalismo desarrollado.

El modelo de Maxwell Garnett (MG) asume que se tienen varias esferas de radio

a y permitividad ε1 rodeadas por un medio “huésped” (host medium) de permitividad

εh y usa la ecuación de Clausius–Mossotti para construir una manera de calcular εeff.

Aqúı conviene resaltar una diferencia conceptual con la información que aporta esta últi-

ma expresión. En efecto, en la deducción de la Ec. (4.10), se encuentra una manera de

relacionar una cantidad macroscópica y no conocida, ε, usando propiedades microscópi-

cas, como las polarizabilidades de las moléculas, αj. El enfoque de MG es distinto en el

sentido de que no utiliza este tipo de parámetros microscópicos, sino que partiendo de

propiedades macroscópicas y (de entrada) conocidas, como ε1 y εh
2, establece un méto-

do para encontrar una cantidad promedio, a saber, εeff. Ya que se tiene la relación de

2 En este sentido, para el modelo de MG es irrelevante la manera como se calculen las funciones
dieléctricas de los materiales involucrados: éstas podŕıan hallarse usando diversos modelos de estado
sólido, como el de Drude, o simplemente usar valores experimentales.
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Clausius–Mossotti es bastante sencillo obtener la Ecuación del Modelo de MG, basta

recordar que para cualquiera de las esferas mencionadas, su polarizabilidad será

α = 4πa3 ε1 − εm

ε1 + 2εm

. (2.34)

y por lo tanto, si en esta última ecuación se hace εm = εh y posteriormente se sustituye

en (4.10), al cambiar ε → εeff y ε0 → εh, se llega a que

εeff − εh

εeff + 2εh

= f

(
ε1 − εh

ε1 + 2εh

)
; (4.11)

donde f es la fracción de llenado de las esferas. Las sustitución ε → εeff realizada, indica

que se busca una permitividad efectiva que produzca una equivalencia dipolar, según se

expone en [35,37].

Conviene además encontrar una ecuación análoga cuando la cavidad no es una esfera,

sino una elipsoide con semi-ejes a, b, c. En este caso, la entrada i-ésima en la diagonal

del tensor de polarizabilidad, α(i), está dada por [17, 29]

α(i) = V
ε1 − εm

εm + L(i)(ε1 − εm)
; (2.54)

donde L(i) es el factor de depolarización asociado al i-ésimo semi-eje y V =
4π

3
abc es el

volumen del elipsoide, según se derivó en la Sec. 2.3.1. Entonces, considerando part́ıculas

elipsoidales, el modelo de MG establece que también se tendrá un tensor de permitividad

efectiva3, con entradas en la diagonal dadas por

ε
(i)
eff − εh

εh + L(i)
(
ε

(i)
eff − εh

) = f

(
ε1 − εh

εh + L(i) (ε1 − εh)

)
. (4.12)

Para deducir esta ecuación debe seguirse un procedimiento análogo al del caso esféri-

co: expresar el campo local como una superposición de los campos E0, Ein y Eout y

3 Este tensor y el de polarizabilidad son de segundo rango.
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posteriormente encontrar un par de ecuaciones que relacionen E0 y Eloc. Una vez más,

Ein = 0, pues éste depende únicamente de las posiciones de los dipolos en la red cúbica

y no de la forma de la cavidad. Luego, encontrar Eout vuelve a reducirse a un problema

de encontrar el campo generado por una densidad de carga superficial σb = P · n̂. Pero

en este caso es una condición más complicada de expresar matemáticamente, puesto que

ahora n̂ representa el vector normal a una superficie elipsoidal. Entonces, si P = P ẑ, se

debe hallar la representación del vector ẑ como una combinación lineal de los vectores

base (normalizados) ξ̂, η̂, ζ̂ que definen a las coordenadas elipsoidales definidas en el

Caṕıtulo 2. Si ξ = cte. define las superficies de elipsoides cofocales, entonces la normal a

cualquiera de ellas es n̂ = ξ̂.

El siguiente paso es encontrar el potencial en las dos regiones ξ ≤ 0 y ξ ≥ 0, sujeto a

condiciones de frontera análogas a (4.4). En vez de resolver este problema por completo,

expresando al potencial como una serie de armónicos elipsoidales, podemos notar que, al

igual que para la esfera, requerimos que

Eout = E1 ∝ P = P ẑ.

Lo que lleva a que Φ1 ∝ −Pz y esta es exactamente la dependencia funcional que teńıa

el potencial definido en la Sec. 2.3.1 en la región dentro del elipsoide. Entonces, podemos

usar los potenciales que se encontraron al tratar el problema del esparcimiento de luz

por una part́ıcula de esta geometŕıa, omitiendo la contribución asintótica al potencial en

la región externa, r →∞, contenida en Φ0 de la Ec. (2.43). Para referencia, el potencial

Φ1 que se busca es básicamente el mismo que el de la Ec. (2.50a), salvo por algunos

factores de proporcionalidad. Al aplicar las condiciones de frontera se obtendrá de nuevo

la integral que define a los factores de depolarización asociados al eje i, L(i) – Ec. (2.51)

–, lo que justifica su presencia en la Ec. (4.12). De manera expĺıcita se obtiene

Eout =
L(i)

ε0

P, (4.13)
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expresión que claramente se reduce a (4.6) en el caso de una esfera, L = 1/3.

Usando esta última ecuación se llega a una relación de Clausius–Mossotti “generaliza-

da” que puede aplicarse a cualquier tipo de geometŕıa ya sea esférica, elipsoidal e incluso

esferoidal:
ε − ε0

ε0 + L(i)(ε − ε0)
= nα(i), (4.14)

dando por supuesto que el campo externo es paralelo al i-ésimo semieje. Al sustituir

(2.54) del lado derecho de esta última ecuación, haciendo εm = εh y los cambios ε → εeff

y ε0 → εh, al igual que para el caso esférico, se llega inmediatamente a (4.12).

Para terminar esta parte de Antecedentes se comentan brevemente algunos de los

resultados básicos que se obtienen en este trabajo. Primeramente, como se mostrará en

la Parte II, la ecuación (4.11) puede emplearse para obtener la permitividad efectiva de

sistemas de varios cascarones esféricos concéntricos y con ella calcular las propiedades

ópticas de este sistema. Sin embargo, la Ec. (4.12) es incapaz de reproducir los resultados

análogos para elipsoides. Para extender el modelo de MG a este tipo de geometŕıa, en el

Caṕıtulo 5 se propone una versión ligeramente modificada de esta ecuación que permite

ampliar la teoŕıa a elipsoides o esferoides y que además arroja la misma expresión para

la polarizabilidad que se consigue al resolver el problema exactamente bajo el régimen

cuasiestático. También se muestran ejemplos de cómo vaŕıa εeff al aumentar el número

de cascarones en un sistema además de contrastar la nueva expresión propuesta con la

manera tradicional de emplear EMT, al analizar el valor de εeff y Qext calculados con

estos dos métodos distintos.
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Parte II

MÉTODO Y RESULTADOS

70



Caṕıtulo 5

Método de Homogeneización

Recursiva: Un nuevo enfoque para

calcular εeff

A partir de este caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos en este trabajo, aśı co-

mo la justificación y validez de los mismos. Para comenzar se introduce la ecuación que

generaliza el Modelo de Maxwell Garnett a geometŕıas elipsoidales o esferoidales y se

explica por qué resulta más adecuada para los cálculos con teoŕıa de medio efectivo.

Además, este nuevo esquema permite hacer una formulación bien sustentada del método

de homogeneización interna [1] y distinguirlo conceptualmente y con claridad del método

tradicional. También permite aplicarlo a sistemas más complicados sin perder informa-

ción de los materiales que los componen, lo cuál no siempre es posible con el método

usual. Los caṕıtulos sucesivos incluyen los cálculos de las propiedades ópticas de varias

nanopart́ıculas compuestas por distintos materiales y varios cascarones, y el caṕıtulo final

expone las conclusiones a las que se llegó con base en estos resultados. Por último, en el

Apéndice se describe detalladamente el procedimiento que se siguió en todos los cálculos

e incluye los códigos computacionales relevantes.
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5.1. Esquema de Maxwell Garnett Modificado: Ho-

mogeneización recursiva

Uno de los requisitos para que las Ecs. (4.11) y (4.12) realmente describan la permi-

tividad efectiva del sistema es que las esferas estén alejadas entre śı, de manera que no

haya efectos adicionales de polarización debido a su interacción. Esto es equivalente a la

condición de que f � 1. Sin embargo, en el caso de sólo una inclusión (ya sea esféri-

ca o elipsoidal), estas mismas ecuaciones pueden “arreglarse” de modo que funcionen

adecuadamente incluso si f → 1, como se mostrará a continuación.

Para empezar, supongamos que el material que rodea a la inclusión es finito y tiene

la misma forma que la inclusión, tal y como se muestra en la Fig. 5.1a para esferas y 5.1b

para elipsoides. En ambas configuraciones, tanto la inclusión como el medio huésped se

asumen concéntricos, pero cuando se tienen elipsoides, debe suponerse además que éstos

son cofocales1. A este tipo de configuraciones, con una inclusión como núcleo, rodeado

por un solo cascarón de otro material a veces se les denomina CNS, por las siglas en

inglés de conventional nano-shells.

Ahora, considérese que cualquiera de los CNS está rodeado por un medio dieléctrico

ideal de permitividad εm. Si en vez de tener CNS tuviéramos part́ıculas homogéneas,

las ecs. (2.34) y (2.54) daŕıan la expresión de la polarizabilidad para los dos tipos de

geometŕıa. Sin embargo, si asumimos que el Modelo de MG es válido aún cuando el

material rodeando a la inclusión tiene dimensiones finitas, y puede usarse para encontrar

la permitividad efectiva de un sistema núcleo–cascarón, entonces podŕıamos considerar a

los dos tipos de CNS de la Fig. 5.1 como part́ıculas homogéneas de permitividad εeff. Por

lo tanto, seŕıa posible usar las últimas ecuaciones mencionadas para calcular α al sustituir

ε1 → εeff en ellas, según el principio de equivalencia dipolar [35, 37]. Para encontrar el valor

correspondiente de εeff mediante (4.11) o (4.12), el núcleo de permitividad ε1 será tomado

1 Claramente, la primera figura es un caso particular de la segunda, en la que a = b = c; sólo se incluye
por completez.
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¶2 r2

¶1 r1

(a) CNS esférico.

¶2

a2

b2

¶1 a1
b1

(b) CNS de elipsoides cofocales.

Figura 5.1: Geometŕıas de una inclusión rodeada por un material finito, de la misma
geometŕıa.

como una inclusión en el cascarón, que ahora deberá ser considerado como un medio

huésped, por lo que deberá asumirse εh = ε2 en las ecuaciones de MG.

Este procedimiento de sustituir a un CNS por una part́ıcula homogénea de las mismas

dimensiones es a lo que se le ha llamado homogeneización interna aunque sólo se abordó el

problema de un CNS esférico [1]. Uno de los resultados más sobresalientes de este proyecto

es que se extendió el modelo para sistemas elipsoidales, para lo cual es necesario modificar,

ligeramente, la Ecuación de MG – Ec. (4.12) – para este tipo de geometŕıas. Es decir, se

encontró que el Modelo de MG presentado en el caṕıtulo anterior no es aplicable a CNS

bajo el método de homogeneización interna; y aunque la modificación a las ecuaciones

es trivial, las implicaciones son mucho más sutiles. Además, se concluyó que sólo tiene

sentido diferenciar entre homogeneización interna y externa (i.e. la manera tradicional

de emplear EMT) cuando se trata con este tipo de geometŕıa menos simétrica , pues para

configuraciones esféricas la distinción es redundante.

Para describir el modelo que se empleó en este trabajo, primero hay que mencionar

la ecuación de EMT que sustituye a (4.12). Supongamos que tenemos un CNS como el

de la Fig. 5.1b, con ε1 y ε2 las permitividades del núcleo y el cascarón, respectivamente.
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Además, sean L
(i)
1 y L

(i)
2 los factores de depolarización de los mismos, asociados al i-

ésimo eje. La ecuación que se postula para calcular la permitividad efectiva del sistema

en cuestión es
ε

(i)
eff − ε2

ε2 + L
(i)
eff

(
ε

(i)
eff − ε2

) = f

(
ε1 − ε2

ε2 + L
(i)
1 (ε1 − ε2)

)
(5.1)

(nótese el cambio, respecto a (4.12), de L(i) = L
(i)
1 por L

(i)
eff en el lado izquierdo de la

ecuación). Para empezar, es apreciable que esta última expresión es más simétrica que la

anterior, lo cuál será importante cuando se consideren sistemas más complicados, como

se hará más adelante. En segundo lugar, dado que para una esfera todos los factores de

depolarización son 1/3, independientemente de su radio, la ecuación anterior se reduce

a (4.11) para CNS de configuraciones esféricas y por lo tanto reproduce los resultados

desarrollados en la Ref. [1]. Luego, dado que la part́ıcula ya homogeneizada tendrá las

mismas dimensiones que el elipsoide mayor, realmente podŕıa sustituirse L
(i)
eff → L

(i)
2 y al

reescribirla de esta manera, la ecuación resultante para sistemas con varias capas resulta

más fácil de interpretar.

Finalmente, la justificación para emplear (5.1), reside en la solución exacta2 para la

polarizabilidad de una part́ıcula como el CNS elipsoidal en cuestión. Para este sistema,

la i-ésima entrada en la diagonal del tensor de polarizabilidad es [17]

α
(i)
CNSelip

= V2

(ε2 − εm)
[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(i)
1 − fL

(i)
2

)]
+ fε2(ε1 − ε2)[

ε2 + (ε1 − ε2)
(
L

(i)
1 − fL

(i)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(i)
2

]
+ fL

(i)
2 ε2(ε1 − ε2)

;

(5.2a)

que en el caso de un CNS esférico, de radios interno y externo a1 y a2, se reduce a

αCNSesf
= 4πa3

2

(ε2 − εm)(ε1 + ε2) + f(ε1 − ε2)(εm + 2ε2)

(ε2 + 2εm)(ε1 + 2ε2) + 2f(ε2 − εm)(ε1 − ε2)
,

(5.2b)

2 Bajo el régimen cuasiestático, i.e. a, b, c� λ
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según se mostró en el Caṕıtulo 2 (ver Ecs. (2.39) y (2.56)). Lo que se encontró es que si

se usa la ecuación para α de una part́ıcula sencilla y homogénea, ec. (2.34) – esfera – o

(2.54) – elipsoide –, sustituyendo ε1 por ε
(i)
eff , calculando esta última cantidad por medio

de (5.1), se obtiene exactamente, la expresión correspondiente de (5.2).

Por otro lado, utilizando la manera usual de encontrar εeff, i.e. con (4.12), sólo podŕıa

reproducirse la expresión para esferas, (5.2b), pero no la de elipsoides, pues en este caso

L
(i)
2 sólo apareceŕıa en la ecuación para la polarizabilidad – (2.54) – y no aportaŕıa el peso

correspondiente, desde el punto de vista de medio efectivo, debido a la geometŕıa de la

figura. De hecho, la manera en que se encontró la fórmula correcta para ε
(i)
eff fue inspeccio-

nando la dependencia funcional que deb́ıa tener respecto a los factores de depolarización,

de manera que reprodujera (5.2a) de manera exacta, y posteriormente deduciendo cuál

era la relación tipo EMT equivalente para obtenerla, llegando aśı a (5.1). De manera

expĺıcita, la ecuación para calcular la permitividad efectiva es

ε
(i)
eff = ε2

1 +
f (ε1 − ε2)

ε2 + (ε1 − ε2)
(
L

(i)
1 − fL

(i)
2

)
 . (5.3)

Un último aspecto a resaltar de este desarrollo es que como la ecuación anterior reproduce

la solución exacta para la polarizabilidad, y ésta es independiente del valor de la fracción

de llenado (f), la validez de (5.3) está asegurada si f → 1 e incluso si f = 1.

Para continuar, consideremos ahora un sistema de varias capas como el que se ilustra

en la Fig. 5.2, conocido como MNS (siglas de multilayered nano-shell). Supongamos que

se tienen N capas, con εk y L
(i)
k la permitividad y el factor de depolarización de la k-ésima

de ellas.

El modelo de EMT que se plantea en este trabajo consiste en generalizar el método

descrito para encontrar ε
(i)
eff de un sistema simple (CNS), a uno para calcular esta mis-

ma cantidad pero de un sistema más complejo (MNS), mediante la aplicación recursiva

de (5.3). Para el sistema en cuestión de N capas, la permitividad efectiva, después de
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¸

¶3

¶2

¶1

Figura 5.2: Diagrama de un MNS formado por N elipsoides cofocales.

homogeneizar k − 1 capas será

ε
(i)
eff(k)

= εk

1 +
fk

(
ε

(i)
eff(k−1)

− εk

)
εk +

(
ε

(i)
eff(k−1)

− εk

)(
L

(i)
k−1 − fkL

(i)
k

)
 , (5.4a)

o, de forma impĺıcita,

ε
(i)
eff(k)
− εk

εk + L
(i)
k

(
ε

(i)
eff(k)
− εk

) = fk

 ε
(i)
eff(k−1)

− εk

εk + L
(i)
k−1

(
ε

(i)
eff(k−1)

− εk

)
 . (5.4b)

La base para empezar con la recurrencia e implementar estas ecuaciones es simplemente

ε
(i)
eff(1)

= ε1. (5.4c)

En todas estas ecuaciones la k-ésima fracción de llenado, en términos de los volúmenes

de dos elipsoides sucesivos, k − 1 y k, es

fk =
Vk−1

Vk
; y f1 = 1.

76



De manera esquemática, en la Fig. 5.3 se ilustra el procedimiento descrito para determinar

εeff. A este método para determinar la permitividad efectiva de una part́ıcula compues-

ta por varios materiales se le denominará homogeneización recursiva de ahora en

adelante y es el sustento para todo el trabajo desarrollado en esta Tesis.

¶4

¶3

¶2

¶1 = ¶effH 1L

¶4

¶3

¶effH 2L

¶4

¶effH 3L

¶effH 4L = ¶eff

Figura 5.3: Método recursivo para calcular εeff de un MNS con un núcleo y tres
cascarones.

Conviene comparar este método de calcular εeff con el que se presenta de manera

usual en la literatura cuando se tienen N inclusiones en un host de permitividad εh. Si

εj es la permitividad de la j-ésima inclusión, la manera común de usar MG es hallar ε
(i)
eff

mediante [43]

ε
(i)
eff = εh

1 +
N∑
j=1

fj (εj − εh)

εh + (εj − εh)
(
L

(i)
j − fjL

(i)
h

)
 . (5.5)

Hay que notar que este enfoque, que considera a cada inclusión independiente, a pesar
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de tener varias de ellas anidadas, no permitiŕıa abordar correctamente el problema de un

MNS de dos capas en el cual el núcleo fuera del mismo material que el segundo cascarón,

por poner sólo un ejemplo. En realidad, usando esta ecuación para cualquier tipo de

MNS que tuviera inclusiones del mismo material que la capa más externa, se acabaŕıa

por ignorar completamente la contribución a εeff de las mismas. En contraste, si se obtiene

εeff usando el enfoque de homogeneización recursiva, pueden distinguirse todas las capas

de un mismo material que se requieran, y por lo tanto encontrar todas las resonancias

que presente la part́ıcula, como se mostrará en el MNS de Oro-Śılice-Oro de la Sec. 6.1.2.

Para terminar esta sección, se menciona que los resultados de εeff obtenidos con este

esquema no son exclusivos de cálculos en el régimen cuasiestático, sino que pueden ex-

tenderse a part́ıculas de dimensiones de varias decenas de nm y usar la Teoŕıa Exacta de

Mie [17] para encontrar las Eficiencias y Secciones de Absorción, Esparcimiento y Extin-

ción (Qabs, Qsca, Qext, etc.) siempre y cuando se usen MNS esféricos. En contraste, si se

trabaja con elipsoides no existe una solución cerrada para una part́ıcula de tamaño arbi-

trario, aunque śı pueden encontrarse expresiones anaĺıticas si se restringe la geometŕıa a

esferoides [24, 25] según se comentó en la Sec. 2.3.

Más importante aún, como se mostrará en las Secs. 6.1 y 7.1, con este nuevo modelo de

medio efectivo pueden reproducirse adecuadamente las propiedades ópticas de una gran

variedad de sistemas. Esto nos llevó a extender su uso incluso a sistemas para los que no

existen soluciones exactas, como CNS elipsoidales pero no cofocales. Un caso particular

de este tipo de sistemas (una esfera rodeada por un elipsoide) se estudia en la Sec. 5.2.3 y

en el Caṕıtulo 7, Sec. 7.2.1. Los buenos resultados obtenidos para sistemas más sencillos

nos hacen suponer que aplicar el método de homogeneización recursiva a estos casos

menos simétricos producirá una aproximación razonable, aunque sea cualitativa, de sus

propiedades ópticas. En otras palabras, aunque no pueda garantizarse que el modelo

de homogeneización recursiva refleje de manera exacta las propiedades ópticas reales del

sistema, śı se espera que puedan hallarse, aproximadamente, la posición de las resonancias,

su intensidad y su ancho.

78



5.2. Permitividad Efectiva con Homogeneización Re-

cursiva. Contraste con el método usual.

En esta sección se muestra una comparación entre el método que se propone en este

trabajo (homogeneización recursiva) para calcular εeff y el método usual a partir de la

Ec. (5.5). Se presentan dos sistemas distintos de MNS que tienen dos o más capas del

mismo material y un CNS para explorar el efecto de los factores de depolarización en εeff.

5.2.1. MNS de oro-śılice-oro

El primer tipo de nanopart́ıcula estudiado es un MNS de núcleo de oro cubierto con

un cascarón de śılice a su vez envuelto por otro cascarón de oro, como el que se muestra

en la Figura 5.4. Al estudiar este sistema los radios externos de los cascarones de śılice y

oro se mantuvieron constantes: R2 = 30 nm y R3 = 50 nm, mientras que las dimensiones

del núcleo, R1, se fueron variando.

Au

SiO2

Au R1

R2

R3

Figura 5.4: Diagrama de un MNS de Oro-Śılice-Oro.

Los cálculos al emplear la ecuación (5.4) para obtener εeff de manera recursiva se
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ilustran en la Fig. 5.5. En los cálculos se utilizaron 15 nm (ĺınea roja), 21 nm (ĺınea verde)

y 25 nm (ĺınea azul) como valores de R1. En contraste, en la Figura 5.6 se muestra una

300 400 500 600 700 800 900

-30

-20

-10

0

10

Λ HnmL

R
eH¶

ef
f

L

¶Au Hbulto L
R1=15 nm

R1= 21 nm

R1= 25 nm

(a) Parte real de εeff.
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(b) Parte imaginaria de εeff.

Figura 5.5: Permitividad efectiva de un MNS de oro-śılice-oro con distintos tamaños del
núcleo de oro. εeff se calcula de manera recursiva usando (5.4).

gráfica de la misma cantidad, pero obtenida utilizando la Ec. (5.5) al considerar el núcleo

y el primer cascarón como inclusiones separadas; i.e. usando MG en la forma tradicional.
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Figura 5.6: Permitividad efectiva de un MNS de oro-śılice-oro con distintos tamaños del
núcleo de oro. εeff se calcula de como si se tuvieran inclusiones separadas utilizando

(5.5).

La diferencia entre estas figuras es evidente y muestra que se llega a resultados muy

distintos dependiendo del método de homogeneización que se utilice. Como se mostrará en
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el Caṕıtulo 6 al utilizar el algoritmo recursivo para encontrar εeff se obtienen valores de

Qext que se aproximan mucho mejor a los reportados en la literatura [44] para el mismo

sistema. Por el contrario, tomando cada capa individualmente se pierden completamente

las resonancias en la permitividad relativa que a su vez se relacionan con resonancias de

la eficiencia de extinción, lo cuál indica que con este método no es posible reproducir las

capacidades de sintonización que son tan caracteŕısticas de los MNS. En la primera de

estas figuras también puede apreciarse que las resonancias pueden ajustarse al modificar

las dimensiones de los cascarones o del núcleo de un CNS o MNS, esto se repetirá en los

distintos sistemas estudiados en los Caṕıtulos 6 y 7. Por el contrario, la manera usual de

emplear MG lleva a una permitividad efectiva que básicamente tiene la misma tendencia

que la función dieléctrica del oro en bulto, sin capacidades de sintonización.

5.2.2. MNS con varias bicapas de Au-Ag

Como segundo ejemplo se estudia una serie de MNS que como base tienen un núcleo

de agua de 10 nm de radio, cubierto por un cascarón de oro de 8 nm de grosor, que a

su vez está rodeado de un cascarón de plata de 5 nm de grosor. A esta configuración

base se le fueron agregando “bicapas” de cascarones de oro-plata del mismo grosor que

los descritos, tal y como se ilustra en los diagramas de la Figura 5.7. Se estudió el efecto

de agregar hasta cuatro de estos cascarones dobles.

Las gráficas de la permitividad efectiva de estos sistemas, calculada según el esquema

recursivo que se propone, se muestran en la Fig. 5.8; para fines de comparación también

se incluyen las gráficas de la permitividad del oro (ĺınea dorada punteada) y de la plata

(ĺınea gris punteada), con las correcciones por efecto de tamaño considerando el primer

cascarón de cada material.

La gráfica 5.8a muestra que la parte real de εeff no es particularmente sensible a

aumentar el número de bicapas. En efecto, al comparar el valor asociado al primer MNS

de la serie ((Au − Ag) × 1) con las permitividades del oro y la plata, puede verse la

influencia de ambos materiales en la resonancia alrededor de los 320 nm (producida por
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HAu- Ag L´ 1
HAu- Ag L´ 2

HAu- Ag L´ 3

HAu- Ag L´ 4

Figura 5.7: Diagrama de la serie de MNS de bicapas de oro-plata.

la plata) y posteriormente con la derivada de la curva siguiendo una tendencia similar a

la del oro (en especial el cambio que ocurre cerca de 500 nm y 650 nm). Después, con dos

bicapas ((Au−Ag)×2) el efecto se hace perceptible sólo para longitudes de onda grandes,

mayores a 600 nm, y su diferencia respecto a la curva de (Au − Ag) × 1 es pequeña.

Posteriormente, con tres y cuatro bicapas, básicamente no hay ningún cambio y sólo

pueden distinguirse las curvas para longitudes de onda mayores a 650 nm. Por su parte, la

parte imaginaria de εeff, graficada en 5.8b, sugiere que el número de bicapas tiene un papel

más significativo en esta cantidad. En primer lugar, también puede notarse la influencia

de los dos materiales por el valle en λ ≈ 320 nm (por la plata), la resonancia siguiente

(por el oro), y un efecto “promedio” de ambos materiales en el rango λ > 500 nm. A su

vez, el mayor número de bicapas produce variaciones que son más relevantes que para

Re(εeff), aunque también puede observarse, sobre todo en los últimos 400 nm de la gráfica,

el comportamiento de (Au − Ag) × 3 y (Au − Ag) × 4 es básicamente el mismo. Para

cuantificar estas variaciones, en la Tabla 5.1 se muestran las diferencias porcentuales de

la parte real e imaginaria (∆Re(εeff) y ∆Im(εeff), respectivamente) de la permitividad
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Figura 5.8: Permitividad efectiva de los MNS de bicapas de oro-plata. Los cálculos de
εeff se hacen recursivamente según el algoritmo propuesto en (5.4).

efectiva de esta serie de MNS. El valor de comparación es εeff(5)
, que corresponde a la

permitividad efectiva de (Au− Ag)× 2. Con estos valores puede concluirse que a partir

de dos bicapas de oro-plata, la variación en la parte real nunca excede 1.2 % mientras que

la variación en la parte imaginaria llega a casi 8 %. En las longitudes de onda menores,

nótese también, que para (Au − Ag) × 4 el valor de ∆Im(εeff) es 10 veces mayor que el
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correspondiente a la parte real.

∆Re(εeff) % ∆Im(εeff) %

(Au− Ag)× (x)
λ (nm)

450 600 800 450 600 800
1 12.0 8.7 8.8 12.1 10.6 9.8
3 1.2 0.8 1.4 5.1 3.5 2.9
4 0.7 0.5 1.6 7.9 5.2 4.3

Tabla 5.1: Variación porcentual de εeff para los MNS con bicapas de Au− Ag en varias
longitudes de onda. La referencia para calcular los porcentajes es εeff de (Au− Ag)× 2.

Estas dos imágenes llevan a la conclusión de que este sistema adquiere rápidamente

una cierta permitividad media entre la del oro y la plata, especialmente a partir de los

500 nm, y a partir de ah́ı sufre una saturación, volviéndose indiferente al número de

bicapas agregadas. Esto puede entenderse bajo las siguientes consideraciones: primero,

denotando esta permitividad media por ε̃(≈ εeff(5)
), podemos ver que εAg . ε̃ . εAu.

Segundo, para más de 2 bicapas – i.e. k ≥ 5 en la Ec. (5.4a)3 – las fracciones de llenado

tienen valores entre 0.64 y 0.78, lo que hace que el peso de los cascarones externos cada

vez sea menor, pues como puede comprobarse de (5.4), εeff(k)
→ εeff(k−1)

si fk → 1. A

propósito, esta misma ecuación también es consistente con el ĺımite de fk → 0, para el

cual se obtiene que εeff(k)
→ εk.

Aparte, es importante contrastar la Figura 5.5 con la 5.8, pues en ellas se observan

resultados distintos a pesar de haber homogeneizado sistemas similares. En la segunda

de estas figuras, que corresponde al MNS con bicapas de oro-plata, se observa que tanto

Re(εeff) como Im(εeff) siempre se encuentran entre los valores correspondientes del oro y

la plata. Por su parte, con los MNS de oro-śılice-oro, la curva azul de la Fig. 5.5 muestra

que éste no siempre es el caso. De hecho, lo que puede concluirse con este sistema es que al

variar el tamaño del núcleo, la permitividad de la NP pasa de exhibir un comportamiento

caracteŕıstico de un metal – Re(εeff) < 0 y Im(εeff) ≈ 0 en gran parte del espectro4 –

3 El requisito k ≥ 5 se debe a que para homogeneizar 2 bicapas o más, hay, al menos, 4 cascarones y
el núcleo de la nanopart́ıcula.

4 Salvo las correcciones por efecto de tamaño, que son las que producen que Re(εeff) aumente para
λ > 600 nm.
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(curva roja), a mostrar uno similar al que se obtiene con el modelo de Lorentz para la

función dieléctrica [45, 46] – dispersión anómala para Re(εeff) y resonancias en Im(εeff) –

(curva azul). Por otro lado, al tratar con el MNS de la Fig. 5.8, se observa que al haber

homogeneizado las tres primeras capas (núcleo dieléctrico y dos cascarones metálicos),

el comportamiento de εeff sigue reflejando a un metal. Y dado que en adelante sólo se

agregan cascarones metálicos, puede entenderse que εeff mantenga este comportamiento,

independientemente del número de bicapas; si bien esto no necesariamente explica el

proceso de saturación ya mencionado.

Finalmente, sólo para comparar, la Fig. 5.9 muestra las gráficas análogas obtenidas

al tomar cada cascarón como inclusiones individuales en el cálculo de εeff; esto es, usando

(5.5) nuevamente. El comportamiento de ambas partes de la permitividad efectiva es evi-

dentemente distinto al que se encuentra usando homogeneización recursiva. La diferencia

más sobresaliente es la resonancia tan pronunciada que ocurre en λ ≈ 325 nm. Además,

otro indicio de que esta forma de determinar εeff es errónea, es que en este sistema la fun-

ción dieléctrica efectiva no parece estar acotada en ningún momento por la permitividad

de los dos metales, teniendo incluso divergencias en la resonancia mencionada. Por el con-

trario, al usar el método recursivo en casi todo el rango se cumple que εAg ≤ εeff ≤ εAu,

como se esperaŕıa para este sistema. Incluso en las pocas regiones cuando esto no ocurre,

la diferencia entre estas cantidades es muy pequeña y podŕıa explicarse por el núcleo

dieléctrico, al menos para Re(εeff).

5.2.3. Elipsoide de Agua-Oro

Como último caso se analiza un CNS de agua-oro con forma elipsoidal, similar al que

se ilustró en la Fig. 5.1b. Con este tipo de NP puede contrastarse la función dieléctrica

efectiva que se obtiene usando el método propuesto en este trabajo y el que comúnmente

se encuentra en la literatura [41]. Según se mencionó anteriormente, la diferencia es que

el enfoque usual ignora el factor de depolarización de la part́ıcula externa, como puede

verse en (4.12). Para un CNS, la manera expĺıcita de calcular εeff (en la dirección i) según
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(b) Parte imaginaria de εeff.

Figura 5.9: Permitividad efectiva de los MNS de bicapas de oro-plata usando el método
tradicional de considerar cada cascarón como una inclusión individual, (5.5).

esta ecuación es

ε
(i)
eff = ε2

(
1 +

f(ε1 − ε2)

ε2 + L
(i)
1 (ε1 − ε2)(1− f)

)
, (5.6)
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donde los sub́ındices 1 y 2 corresponden al núcleo y al cascarón. Por su parte, el modelo

aqúı propuesto indica que en este caso,

ε
(i)
eff = ε2

1 +
f (ε1 − ε2)

ε2 + (ε1 − ε2)
(
L

(i)
1 − fL

(i)
2

)
 . (5.3)

como puede deducirse de (5.1) o simplemente de (5.4b) al tomar k = 2.

Dado que este mismo sistema se usa posteriormente para el estudio de propiedades

ópticas (Sec. 7.1), por conveniencia se eligieron sus dimensiones de modo que los semi-ejes

del núcleo son (a1, b1, c1) = (20.5, 14, 11)nm y los del elipsoide externo (a2, b2, c2) =

(25, 20, 18)nm, tratándose aśı de un elipsoide cofocal, además de que sus dimensiones

permiten usar la aproximación cuasiestática. Por lo tanto, los factores de depolarización

asociados son

L
(x)
1 = 0.21; L

(y)
1 = 0.34; L

(z)
1 = 0.45. (5.7a)

L
(x)
2 = 0.26; L

(y)
2 = 0.35; L

(z)
2 = 0.39. (5.7b)

Puede verse que a ambos elipsoides corresponden casi los mismos valores en la dirección

ŷ, en tanto que la mayor discrepancia sucede en la dirección ẑ. Esto quiere decir que

al calcular ε
(y)
eff se obtendrán resultados muy parecidos con ambos métodos, mientras

que al evaluar ε
(z)
eff deberá encontrarse alguna diferencia entre ellos. Estas afirmaciones

pueden corroborarse mediante la Fig. 5.10: en la primera imagen se observa que cuando

la luz tiene una polarización paralela a ŷ, prácticamente no existe distinción con los

dos métodos, pero cuando la polarización es en la dirección ẑ, se obtienen resultados

diferentes, si bien no sustancialmente. Para hacer una comparación más rigurosa, se

presentan una vez más las diferencias porcentuales de εeff calculadas con ambos métodos.

Con la polarización en la dirección ẑ, algunos valores para la variación en la parte real,

∆Re(εeff), son

∆Re(εeff) = (12.9, 65.2, 4.85) % en λ = (300, 500, 800) nm,
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respectivamente. En tanto que para la parte imaginaria, las diferencias porcentuales en

las mismas longitudes de onda son

∆Im(εeff) = (1.98, 1.31, 2.84) %.

Por su parte, cuando el campo eléctrico es paralelo a ŷ, los valores ∆Re(εeff) y ∆Im(εeff),

usando las mismas λ’s, son

∆Re(εeff) = (1.92, 1.51, 0.30) %;

∆Im(εeff) = (0.16, 0.12, 0.20) %.

Como puede verse, en este segundo caso las diferencias son un orden de magnitud meno-

res, como se hab́ıa anticipado por la similitud entre L
(y)
1 y L

(y)
2 .

En la Sec. 7.1, se muestra cómo las propiedades ópticas que se obtienen con estos dos

métodos śı pueden ser apreciablemente distintas, a pesar de la pequeña diferencia que hay

en los valores de εeff. Esto, una vez más, debido a que es la parte real de la permitividad

la que determina las condiciones de resonancia, en primera aproximación [9]. Se enfatiza

que más allá de las pequeñas variaciones numéricas que se encuentran al utilizar los

dos enfoques, sólo con el modelo (propuesto) de EMT de homogeneización recursiva,

expresado en la Ec. (5.4), puede derivarse correctamente la ecuación de la polarizabilidad

de un CNS elipsoidal, aunque al tratar con geometŕıas esféricas, ambos métodos resultan

equivalentes.

5.3. Sobre el Método de Homogeneización Interna

Esta última sección se incluye con la finalidad de contrastar el método de homoge-

neización recursiva que se plantea aqúı con el de homogeneización interna, desarrollado

por Chettiar y Engheta en la Ref. [1]. Aunque a lo largo del caṕıtulo se han mencionado

algunas de las diferencias, aqúı éstas se indican detalladamente.
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arriba para hacerla distinguible.
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(b) ε
(z)
eff calculada con el método recursivo (ĺınea continua) y con MG

usual (ĺınea punteada); en esta gráfica no hay ningún desplazamiento
de las curvas.

Figura 5.10: Comparación de εeff de un CNS de agua-oro elispoidal, obtenida con el
modelo propuesto – Ec. (5.3)– y usando la ec. tradicional de MG – Ec. (5.6). Nótese

que el valor depende de la dirección de polarización de la luz.

Para empezar, los autores [1] desarrollan su modelo para εeff a partir de comparar las

ecuaciones para la polarizabilidad de una esfera simple y una recubierta por un cascarón,
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también esférico. Al igualar ambas expresiones, considerando a la esfera homogénea como

un medio de permitividad εeff y a la otra como dos medios con permitividades ε1 y ε2,

deducen la ecuación que determina εeff. Como se mostró en la primera sección de este

caṕıtulo, este mismo resultado puede obtenerse de manera mucho más sencilla partiendo

directamente de la fórmula de MG. Asimismo, como la base del art́ıculo es comparar

las polarizabilidades dentro del régimen cuasiestático, no resulta claro si el modelo es

inválido para part́ıculas cuyo tamaños vuelven a este régimen inaplicable. Sin embargo,

como se verá en los Caṕıtulos A y 6, al calcular εeff recursivamente se está en posibilidad

de implementar la Teoŕıa de Mie para sistemas que aśı lo requieran.

Por otro lado, el trabajo asume que la función dieléctrica es del tipo de Drude o

interbanda – Ecs. (1.6) y (1.3), respectivamente – en todos los metales y continúa ha-

ciendo un análisis que distingue entre CNS del tipo dieléctrico-metal, metal-dieléctrico y

metal-metal, encontrando expresiones aproximadas para εeff en términos de ωp, Γ, etc.,

en cada caso. Después encuentra los parámetros equivalentes ωpe , Γe, etc., que describen

esta forma aproximada de εeff como una función dieléctrica de Drude o interbanda. De

hecho, en todo momento se evita recurrir a los datos experimentales de la permitividad e

incluir las correcciones por efecto de tamaño, que como se ha dicho, son muy importan-

tes para calcular adecuadamente los valores reales de las propiedades ópticas. Entonces,

hasta este punto, el art́ıculo se centra más en ajustar la función dieléctrica efectiva a

alguna ecuación conocida, y no explora las propiedades ópticas que se derivan de esta

permitividad efectiva. Es importante mencionar que todas las aproximaciones que se de-

ducen en el trabajo son redundantes, pues una vez que se ha obtenido εeff, ya sea por

comparación de la polarizabilidad o usando MG, la expresión resultante puede manejarse

sin despreciar ningún término, con la ventaja de que aśı se tiene una sola ecuación que

abarca los tres casos.

Más allá de las diferencias al analizar la permitividad de los materiales, hasta aqúı no

hay ninguna diferencia entre los métodos de homogeneización recursiva e interna, incluso

Chettiar y Engheta proponen usar el método recursivamente para modelar MNS, aunque
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no verifican si se obtienen resultados razonables al hacerlo.

Un punto muy importante de los resultados derivados para esferas es que no resulta

claro, a lo largo del art́ıculo, la diferencia de haber usado EMT usual, por lo que no

habŕıa necesidad de distinguir los modelos de MG y de homogeneización interna. Luego,

cuando trata sistemas con geometŕıas más complicadas, los autores proponen una vez

más abordar el problema igualando las polarizabilidades (tensoriales) de la part́ıcula real

y la efectiva, α y αeff, respectivamente. Encontrar estas polarizabilidades no es sencillo,

pues están definidas en términos de las integrales:

α =

∫ (
ε − ε0I

)
· E dV, (5.8a)

αeff =

∫ (
εeff − ε0I

)
· Eeff dV ; (5.8b)

con I la d́ıada unitaria. El problema de encontrar la permitividad efectiva se tradu-

ciŕıa, por lo tanto, en hallar numéricamente el tensor εeff que anulara, o en su defecto

minimizara, la norma de la diferencia
∣∣∣∣α−αeff

∣∣∣∣.
Aunque sin duda este es un método mucho más general que el planteado en esta tesis,

no es necesario recurrir a él para tratar con part́ıculas esferoidales o elipsoidales, pues

basta implementar el enfoque de homogeneización recursiva, descrito expĺıcitamente en

(5.4), para obtener la expresión de εeff que llevaŕıa a
∣∣∣∣α−αeff

∣∣∣∣ = 0. De hecho, para

únicamente un cascarón, la ecuación necesaria es (5.3), que claramente es mucho más

sencilla de manejar que (5.8).

Dejando de lado la simplicidad matemática, el método de homogeneización recursiva

tiene la ventaja de proveer una distinción expĺıcita con el uso de MG, a saber, que

el factor de depolarización del host medium debe tomarse en cuenta, según se observa

en (5.1) y (5.4). Aunque la diferencia es mı́nima respecto a las fórmulas usuales de

MG [41, 47,48], sólo al considerar este factor puede tomarse en cuenta la geometŕıa del shell

que rodea al núcleo o a algún cascarón, en cada paso de la homogeneización. Además

de que únicamente aśı consigue reproducirse la polarizabilidad de un CNS elipsoidal, y
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por lo tanto es equivalente a hallar εeff tal que α = αeff. Dado que en el art́ıculo de

Chettiar y Engheta sólo se analizan en detalle NP esféricas, y para estas geometŕıas los

factores de depolarización son siempre 1
3
, la diferencia con el modelo aqúı propuesto no

se hace evidente, pues las ecuaciones de ambos modelos son equivalentes si se sustituye

L
(i)
1 = L

(i)
2 = 1

3
en (5.1). En otras palabras, el método de homogeneización recursiva

generaliza y extiende la aplicabilidad del de homogeneización interna.

Para concluir, el modelo de homogeneización recursiva provee una manera de calcular

la permitividad efectiva donde todas las capas que componen a la NP son contabilizadas,

aunque haya materiales repetidos; proporciona una distinción clara, matemática y con-

ceptualmente, de los otros modelos de EMT; produce expresiones que son equivalentes a

resolver la ecuación de Laplace en el régimen cuasiestático, incluso para configuraciones

elipsoidales; y se verificará que permite calcular las propiedades ópticas de varios sistemas

en buena aproximación.
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Caṕıtulo 6

Resultados con Sistemas Esféricos

Ahora se van a presentar los cálculos de las propiedades ópticas de varios sistemas

con geometŕıa esférica, esto es CNS o MNS (Conventional o Multilayered Nanoshells,

respectivamente) en una configuración tal que sus núcleos y todos sus cascarones son

esferas concéntricas. En este caṕıtulo y el siguiente se da por supuesto que todos los

cálculos están basados en encontrar la función dieléctrica efectiva utilizando (5.4), a

menos que se especifique lo contrario. Además, todos los sistemas analizados usan oro

y/o plata como metales y śılice (SiO2) o agua como dieléctricos. Se asume que sólo la

función dieléctrica de los primeros tiene una dependencia con la longitud de onda, en

tanto que la permitividad de los dieléctricos se supuso constante para todo el rango de λ,

al igual que se hace en los art́ıculos con los que se comparan los resultados. Para el oro y

la plata se usaron los valores experimentales de ε reportados en [4] y, en todos los casos,

se usó una corrección de tamaño finito [2, 7], según se describe en el Apéndice, dadas las

dimensiones de las nanopart́ıculas (NP).

Se comienza comparando los cálculos que se obtienen al usar el modelo de EMT

propuesto en esta tesis con los resultados publicados en varios art́ıculos. Esto con el fin

de validar el modelo y aśı extender su uso a otros sistemas, como se verá en el Cap.

7. Para obtener los datos de las distintas referencias con las que se compara se usó la

aplicación Web Plot Digitizer [49]. Posteriormente se analizan las NP descritas en las Secs.
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5.2.1 y 5.2.2 que están formadas por śılice y oro y bicapas oro-plata, respectivamente.

Aunque estos últimos MNS son ficticios en cuanto a que no se han sintetizado part́ıculas

que tengan más de una de estas bicapas, son sistemas que pueden analizarse fácilmente

con el método de homogeneización recursiva descrito en este trabajo, aśı como estudiar

varias de las propiedades que posee εeff calculada de esta manera.

6.1. Comparación con Resultados Publicados

De los sistemas tratados a continuación, primero se presentan los resultados de las NP

más sencillas: CNS con un núcleo dieléctrico rodeado por un cascarón metálico. Posterior-

mente se muestra la comparación de sistemas más complicados: MNS de dos cascarones.

Para este segundo tipo de NP se tienen ejemplos donde los metales están separados por

un cascarón dieléctrico o cuando ambos cascarones son metálicos y por lo tanto están en

contacto. Como se verá, en todos estos casos los cálculos con EMT permiten reconstruir

de manera aceptable las propiedades ópticas de los diversos sistemas en un rango de 200

a 1000 nm. En particular, la posición de las resonancias puede aproximarse satisfacto-

riamente pero no siempre su intensidad; los casos de mayor discrepancia corresponden a

sistemas con cascarones más delgados, posiblemente debido a acoplamientos plasmónicos

entre las dos superficies de los cascarones.

6.1.1. CNS

CNS de agua-oro. Comparación con Ref. [9].

Para empezar, en la Fig. 6.1 se muestra una gráfica con la sección de absorción, Cabs,

de varios CNS con núcleo de agua y un cascarón de oro. En todos ellos, el radio exterior,

R2, es de 15 nm y se modifica el grosor del cascarón al cambiar el radio interno, R1; las

distintas curvas corresponden a:
R1

R2

= 0.2, ĺınea roja;
R1

R2

= 0.4, amarilla;
R1

R2

= 0.6,

verde; y
R1

R2

= 0.8, azul. Además, las ĺıneas punteadas son los valores publicados en [9]
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para CNS de las mismas dimensiones y calculados usando el método de Representación

Espectral. Como puede verse, los resultados con homogeneización recursiva son satis-

factorios, sobre todo cuando el cascarón de oro es grueso. La desviación respecto a los

datos del art́ıculo [9] para los cascarones más delgados podŕıa explicarse debido a alguna

discrepancia en la implementación de la corrección por efectos de tamaño en la permiti-

vidad del oro, aunque es más probable que cuando el grosor de un cascarón es pequeño,

el modelo de EMT no permita reproducir correctamente la intensidad de las resonancias,

según se verá en los ejemplos siguientes, en particular los que incluyen cascarones delga-

dos de oro. Esto quiere decir que no siempre es posible representar el acoplamiento entre

los LSP que se inducen en las dos superficies [38, 50].
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Figura 6.1: Cabs de varios CNS de agua-oro al variar el grosor del cascarón de oro. Las
ĺıneas sólidas son los cálculos con EMT y las punteadas los datos publicados en [9].

CNS de śılice-oro. Comparación con Ref. [10].

Posteriormente, en la Fig. 6.2, puede verse una gráfica de la eficiencia de extinción,

Qext, de varios CNS con un núcleo de śılice rodeado por un cascarón de oro. En la figura

6.2a el radio externo tiene un valor constante – R2 = 70 nm – y se modifica el grosor de

la capa de oro al usar varios radios del núcleo de śılice, R1. Puede apreciarse la capacidad
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de sintonización que poseen los CNS al modificar sus dimensiones. A su vez, en la imagen

6.2b se muestra un caso similar, pero las part́ıculas representadas en esta figura tienen

dimensiones que superan los 200 nm de diámetro. Como se ha mencionado antes, para

este tamaño la aproximación cuasiestática deja de ser válida y debe utilizarse la teoŕıa

completa de Mie para el cálculo de las propiedades ópticas. A pesar de esto, puede

apreciarse que los resultados con EMT (curvas continuas) se asemejan a los publicados

(curvas punteadas), indicando que el modelo es válido para NP de varios tamaños.

Los datos se obtuvieron de la Ref. [10], donde se especifica que su método consistió en

implementar una rutina basada en la Teoŕıa de Mie (TM) generalizada a varias capas que

se obtuvo de [51]. En contraste, al usar medio efectivo bastó emplear TM para una esfera

homogénea; dadas las grandes dimensiones del segundo conjunto de CNS, se usó hasta el

quinto término de la expansión para Qext que resulta con esta teoŕıa – Ec. (2.30b). Para

el primer conjunto no fue necesario utilizar más allá del tercer término de la misma serie.

CNS de śılice plata. Comparación con Ref. [18].

Para finalizar con los CNS, en la Fig. 6.3 se muestran las gráficas de las Eficiencias de

Esparcimiento (curva azul) y Absorción (curva verde), Qsca y Qabs, para CNS de distintos

tamaños con un núcleo de śılice y cascarón de plata. De igual manera, la ĺınea punteada

son los datos de la Ref. [18], donde también se especifica que el ı́ndice de refracción de la

śılice es 1.44 y que las NP están rodeadas por un vidrio con ı́ndice de refracción de 1.45.

En la referencia [18] se sintetizan este tipo de part́ıculas con el propósito de fabricar

displays que esparzan eficientemente la luz. Sus cálculos consideran que se tiene una

distribución de tamaños Gaussiana y los datos corresponden a las propiedades ópticas

de este conjunto de part́ıculas. Los valores de Qsca y Qabs se obtuvieron con el método

de matriz de transferencia, según se especifica en el art́ıculo. Con medio efectivo volvió a

usarse la TM y sólo se consideró una sola part́ıcula al realizar los cálculos. A pesar de estas

diferencias, las curvas continuas (resultados con homogeneización recursiva) reproducen

cualitativamente la tendencia que se reporta para la distribución de part́ıculas (puntos).
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(a) Qext de CNS de śılice-oro. El radio externo es R2 = 70 nm.
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Figura 6.2: Qext de CNS de śılice-oro de varias dimensiones. Se estudia el efecto de
modificar el radio del núcleo (R1) y el radio mayor de la part́ıcula (R2). Los puntos

corresponden a los datos publicados en [10] y las curvas a los cálculos con medio
efectivo.

Otra manera de verificar que el modelo de homogeneización recursiva usado para

determinar εeff proporciona una buena manera de aproximar las propiedades ópticas de
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(a) R1 = 1.3 nm; R2 = 32.1 nm.
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(b) R1 = 22.2 nm; R2 = 38.0 nm.

400 500 600 700 800
0

2

4

6

8

Λ HnmL

Q
a

b
s

&
Q

sc
a

Datos Ref .

EMT Recursivo

Absorción

Esparcimiento

(c) R1 = 34.3 nm; R2 = 45.3 nm.

Figura 6.3: Qsca y Qabs de CNS de śılice-plata de varios tamaños. Las ĺıneas sólidas son
los cálculos con homogeneización recursiva y las punteadas los datos publicados en [18].

NP, es mediante el cálculo de la Figure of Merit (FOM), definida en la Sec. 2.1.2,

FOM =
Csca(λ0)

2 〈Csca〉+ máx {Cabs}
, (2.7)

con 〈Csca〉 el promedio de Csca y máx{Cabs} el valor máximo de Cabs, ambos en el rango de

300− 700 nm [18]. En la Tabla 6.1 se incluyen los valores reportados en la referencia [18]

para esta cantidad, además de λ0, la posición de la resonancia de Csca. También se

indican los valores obtenidos usando el esquema propuesto de EMT. De las cantidades

en esta tabla puede notarse que ambos métodos indican un corrimiento hacia el rojo en

99



la resonancia y que el FOM tiende a disminuir conforme aumenta el tamaño del núcleo.

Resulta notable que la diferencia entre los dos valores de λ0 nunca sea mayor a 17 nm, lo

que equivale a una discrepancia máxima de 3.7 %. Por otro lado, los valores del FOM no se

reproducen tan bien, quizá debido a que en el art́ıculo que sirve de comparación utilizan

una distribución de tamaños lo que ocasiona un ensanchamiento en las resonancias, mismo

que śı influye en 〈Csca〉 y por lo tanto en el cálculo del FOM. Aún aśı, puede concluirse

que el valor de esta cantidad disminuye junto con el grosor del shell.

Referencia EMT
R1 (nm) λ0 (nm) FOM λ0 (nm) FOM

1.3 458 1.01 445 1.34
22.2 532 0.91 515 1.06
34.3 640 0.81 625 0.96

Tabla 6.1: Valores de FOM y posición de la resonancia de Csca según se reportan en [18]
y los obtenidos con homogeneizacion recursiva (EMT).

6.1.2. MNS

Ahora se presentarán los resultados obtenidos para MNS esféricos, igual que en la

parte anterior, los métodos que se describen en las referencias son o TM generalizada

a varias capas o Representación Espectral. De los casos ya mostrados, es evidente que

las resonancias de las diversas propiedades ópticas experimentan corrimientos al variar

el tamaño del núcleo, el grosor del cascarón e incluso el tamaño total de la NP. Este

comportamiento también se observa en MNS, pero ahora se tiene más libertad para

modificar estos parámetros, pues se cuenta con más capas.

MNS de oro-śılice-oro. Comparación con Ref. [44].

Como primer ejemplo, en la Fig. 6.4 se presentan las gráficas que muestran la Efi-

ciencia de Extinción, Qext, de una NP con un núcleo de oro, rodeado por un cascarón de

śılice, ambos cubiertos por un cascarón externo de oro. En la imagen 6.4a se muestra la

variación de la resonancia al cambiar las dimensiones del MNS (sólo se vaŕıa el radio del
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núcleo en este caso) mientras que en 6.4b se muestra el cambio en Qext al modificar el

ı́ndice de refracción del medio que rodea a la NP. Los datos se tomaron de [44]
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(a) Qext de varios MNS al variar el tamaño de su núcleo. R1 = 25 nm
(curva azul), R1 = 21 nm (verde), R1 = 15 nm (roja);

R2 = 30; R3 = 50 nm.
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(b) Qext de un MNS de R1 = 20; R2 = 30; R3 = 35 nm al variar su ı́ndice
de refracción.

Figura 6.4: MNS de oro-śılice-oro. Las curvas sólidas son los cálculos con
homogeneizacion recursiva y las punteadas los datos publicados en [44].

En [44] se menciona que obtuvieron los cálculos usando TM generalizada a varias
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esferas concéntricas, sin embargo, no se especifica si usaron o no correcciones de tamaño

finito, lo cual sirve para explicar en parte la discrepancia de los resultados en las intensi-

dades, aunque aún puede notarse que los resultados con EMT reproducen adecuadamente

las curvas, sobre todo en la Fig. 6.4a, donde el cascarón externo es considerablemente

más grueso que en la Fig. 6.4b. Además, también hay que notar que la curva roja en la

primera de estas imágenes es la que más se asemeja a los valores reportados y esta misma

curva corresponde, efectivamente, al MNS con los cascarones más gruesos. De igual ma-

nera, la curva azul, asociada a la NP con el cascarón intermedio más delgado, se desv́ıa

más de la referencia en comparación con la curva verde que corresponde al MNS con

capas de grosor intermedio. Es por este análisis que se concluye que la discrepancia entre

el modelo de homogeneización recursiva y la solución exacta de Mie se debe a efectos de

tamaño en los shells.

Este sistema también sirve para verificar que la ecuación para encontrar εeff planteada

en este trabajo – Ec. (5.4a) o (5.4b) – es más adecuada para sistemas de varias capas,

en comparación con la Ecuación de Maxwell Garnett (MG) usual – Ec. (5.5). En efecto,

utilizando ésta última, el núcleo no contribuiŕıa en lo absoluto al valor de εeff debido a que

es del mismo material que el cascarón externo. Calculando Qext con esta permitividad

se observó que se pierde por completo la resonancia de longitudes de onda mayores;

estos cálculos se muestran en la Fig. 6.5. Puede verse que el método de homogeneización

recursiva, incluso para esferas, arroja resultados más cercanos a la teoŕıa exacta que el

método de MG tradicional.

MNS de plata-agua-plata. Comparación con Ref. [9].

Como segundo caso de estos sistemas, se estudió un MNS de núcleo y cascarón externo

de plata con un cascarón interno de agua y se calculó su Sección de Absorción; los

resultados se muestran en la Fig. 6.6. Los datos para comparar se obtuvieron de [9],

donde se realizaron los cálculos usando representación espectral. Las NP tienen un radio

externo y medio constante: R3 = 15 nm y R2 = 12 nm y se modifica el radio del núcleo,
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Figura 6.5: Qext de los mismos MNS que la Fig. 6.4, pero calculando εeff de la manera
usual, Ec. (5.5). Es claro que la resonancia de mayor λ desaparece en todos los casos.

R1, para mostrar la capacidad de sintonización de las resonancias que presentan estos

sistemas.

En este caso, es notable el ajuste que se obtiene con EMT a los datos reportados. En

particular, la curva verde describe mejor los resultados de la literatura y esto coincide

con que esta curva está asociada al MNS con los cascarones más gruesos. Otro aspecto a

resaltar es que en ambas curvas la desviación respecto a los datos de referencia es menor

que en la Fig. 6.4, lo cual probablemente indica que el acoplamiento entre los LSP de la

superficie de los cascarones es menos significativo para la plata que para el oro. Es decir,

los efectos del grosor de los shells son mucho menos relevantes al trabajar con plata.

MNS de agua-oro-plata. Comparación con Ref. [8].

Finalmente, el último sistema con el que se comparó, fue un MNS con núcleo de agua

rodeado por un cascarón de oro y éstos a su vez recubiertos de una capa de plata. En

este sistema se calculó la Sección de Extinción, Cext, manteniendo el grosor del shell
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Figura 6.6: Cabs de MNS de plata-agua-plata al variar el radio del núcleo: R1 = 0.3R3

(curva verde) y R1 = 0.6R3 (curva roja). Las ĺıneas sólidas son los cálculos con
homogeneización recursiva y las punteadas los datos publicados en Ref. [9].

de oro constante y modificando el grosor del cascarón externo de plata, δAg. El radio

exterior del cascarón de oro se tomó como R2 = 14 nm y su grosor de 5.5 nm (i.e.

R1 = 8.5 nm). En la Fig. 6.7 se muestran los resultados obtenidos con EMT (curvas

sólidas) y su comparación con [8] (curvas punteadas), donde los cálculos se realizaron

usando Teoŕıa de Mie generalizada a varias esferas. Los valores de δAg analizados son:

0.5 nm (curva roja), 3.5 nm (curva morada) y 5.5 nm (curva negra).

Puede apreciarse que para este sistema el ajuste entre EMT y la solución exacta es

bastante bueno, a pesar de tratarse de un sistema complicado de tres materiales distin-

tos. También puede verificarse la afirmación hecha anteriormente sobre la ausencia de

acoplamiento entro los LSP al utilizar cascarones delgados de plata, pues incluso cuando

éstos son muy pequeños (0.5 nm), los cálculos con homogeneización recursiva son muy

cercanos a los obtenidos empleando métodos más elaborados.

Para terminar esta sección, se reportan los valores encontrados para el FOM de este

sistema. Como se concluye de las cantidades de la Tabla 6.2, este tipo de NP no posee
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Figura 6.7: Cext de MNS de agua-oro-plata al variar el grosor del cascarón de plata. Las
ĺıneas sólidas son los cálculos con EMT y las punteadas los datos publicados en [8].

Secciones de Esparcimiento significativas, en contraste con los CNS de śılice-plata, a

pesar de presentar capacidades de sintonización mayores. Este resultado anticipa que

sucederá lo mismo para MNS elipsoidales, como se mostrará en el Cap. 7. Los valores tan

pequeños que se obtienen de FOM (en todos los casos son menores a 0.1) indican que la

mayoŕıa de la enerǵıa que transporta la luz es absorbida por las NP y sólo una pequeña

fracción se esparce.

δAg (nm) FOM λ0 (nm)
0.5 0.02 566
3.5 0.05 513
5.5 0.09 416

Tabla 6.2: FOM y resonancias de Csca de un MNS de agua-oro-plata.

6.2. MNS con Varias Bicapas de Au-Ag

El último sistema con esta geometŕıa que se analiza es el MNS con núcleo de agua y

múltiples bicapas de Au-Ag que se introdujo en la Sec. 5.2.2. Para éste se encontró que
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la parte real de εeff no sufre un cambio significativo, respecto al MNS con dos bicapas

de Au − Ag, al aumentar el número de cascarones dobles; esto se mostró en los valores

de la Tabla 5.1. Por el contrario, este mismo proceso śı afecta de manera visible, en

ocasiones hasta un orden de magnitud, a la parte imaginaria de la misma cantidad,

especialmente en la región (300, 500) nm –ver Fig. 5.8. Como se deduce de los resultados

establecidos en el Cap. 2 para el esparcimiento de part́ıculas en el régimen cuasiestático,

es justamente la parte imaginaria de la función dieléctrica la que determina la intensidad

de las propiedades ópticas1. Por esto mismo, se espera que las propiedades ópticas de

este conjunto de MNS muestren alguna influencia con el número de bicapas.

Para verificarlo, se decidió calcular Qext para estos sistemas. La elección de usar una

Eficiencia en lugar de una Sección se justifica porque aśı se evita que influya la mayor área

transversal que tienen los MNS conforme se agregan más shells. Los resultados de estos

cálculos se presentan el la Fig. 6.8. Ah́ı puede apreciarse que, efectivamente, la Eficiencia

de Extinción se modifica en cada uno de los MNS tratados. De hecho, puede notarse un

corrimiento al rojo en el máximo de Qext y un ensanchamiento de la resonancia conforme

se incrementa el número de bicapas.
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Figura 6.8: Qext del conjunto de MNS con bicapas de Au-Ag, ver Fig. 5.7.

1 Véase también la discusión en [9].
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Caṕıtulo 7

Resultados con Elipsoides

En este caṕıtulo se presentan los resultados de tres sistemas distintos de NP con si-

metŕıa elipsoidal. Según se ha dicho, en la literatura no se encontró la solución anaĺıtica

para el problema del esparcimiento y absorción de luz por un elipsoide de tamaño ar-

bitrario, sino que sólo hay una solución cerrada – Ec. (2.54) – cuando las dimensiones

de la part́ıcula son mucho menores que la longitud de onda de la luz incidente, lo que

corresponde al régimen cuasiestático, como se mencionó en el caṕıtulo 2. También se in-

trodujo la ecuación que describe la polarizabilidad de un CNS cofocal, Eq. (5.2a), según

se obtiene en este mismo régimen. Sin embargo, cuando los semi-ejes de los elipsoides son

del orden de 40 nm o mayores, la aproximación cuasi-estática deja de ser útil y deben

emplearse métodos más sofisticados como DDP o FDTD [40].

Dado que la intención de esta Tesis es plantear los alcances del esquema de EMT de

homogeneización recursiva, y no elaborar un método para describir la interacción de la

luz con part́ıculas elipsoidales, todos los cálculos de esta sección se realizaron usando la

aproximación cuasiestática, como suele hacerse en varios trabajos, ver [17,23,28].

El primer ejemplo que se estudia, Sec. 7.1, tiene como objetivo mostrar la equivalencia

entre la solución exacta de un CNS elipsoidal y la que se obtiene usando homogeneiza-

ción recursiva. En este mismo sistema puede compararse también las diferencias que se

obtienen al utilizar el modelo de Maxwell Garnett usual (MG). Posteriormente se estu-
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dian otros sistemas, como un CNS de śılice-plata relajando la constricción de cofocalidad

(Sec. 7.2.1) y posteriormente un MNS de agua-oro-plata de tamaño fijo pero con distintos

grosores del cascarón de oro (Sec. 7.2.2).

7.1. Comparación con la Solución Exacta para CNS

El primer tipo de NP que se estudió en la Sec. 6.1.1 fue un CNS con núcleo de agua

rodeado por un cascarón de oro; el medio que rodeaba a la part́ıcula también era agua. Los

cálculos con el modelo propuesto de EMT se ajustan bien a los datos publicados obtenidos

mediante representación espectral –ver la Fig. 6.1. Los buenos resultados motivaron a que

este sistema se generalizara a un CNS elipsoidal y se estudiaran sus propiedades ópticas.

Además, como únicamente se tienen dos capas – núcleo y shell – el sistema también se

presta para abordarse mediante la solución anaĺıtica desarrollada en la Sec. 2.3.2. Según

se dedujo en esta parte, la polarizabilidad de este sistema, con la luz polarizada en la

dirección i, está dada por

α
(i)
CNS = V2

(ε2 − εm)
[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(i)
1 − fL

(i)
2

)]
+ fε2(ε1 − ε2)[

ε2 + (ε1 − ε2)
(
L

(i)
1 − fL

(s)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(i)
2

]
+ fL

(i)
2 ε2(ε1 − ε2)

;

(2.56)

donde εm es la permitividad del medio que rodea al CNS, V2 es el volumen del elipsoide

mayor, y los sub́ındices 1 y 2 sirven para denotar tanto a la permitividad, ε1,2, como los

factores de depolarización, L
(i)
1,2, del núcleo y el cascarón, respectivamente.

El enfoque usando medio efectivo consiste en usar la polarizabilidad de un elipsoide

homogéneo,

α(i) = V
ε1 − εm

εm + L(i)(ε1 − εm)
, (2.54)

de las mismas dimensiones que el elipsoide externo del CNS, pero con permitividad ε
(i)
eff en

lugar de ε1 y L
(s)
2 sustituyendo a L(i); la permitividad del medio, εm, sigue sin alterarse.

Para recordar lo que se justificó en el Cap. 5, el supeŕındice (i) en la función dieléctrica
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efectiva se debe a que para calcularla debe utilizarse el factor de depolarización asociado

a la dirección i, Ec. (5.4).

Ahora bien, resulta conveniente comparar las dos distintas maneras de encontrar

esta permitividad efectiva: primero, usando el método de homogeneización recursiva que

aqúı se plantea para describir la permitividad efectiva de un CNS elipsoidal,

ε
(s)
eff = ε2

(
1 +

f(ε1 − ε2)

ε2 + (ε1 − ε2)(L
(s)
1 − L

(s)
2 f)

)
. (5.3)

Y como segunda opción, mediante el modelo de MG usual,

ε
(s)
eff = ε2

(
1 +

f(ε1 − ε2)

ε2 + L
(s)
1 (ε1 − ε2)(1− f)

)
. (5.6)

El resultado de la comparación entre la solución anaĺıtica y estos dos enfoques de

EMT se resume en la Fig. 7.1, donde se muestra la gráfica de Cext en las tres distintas

direcciones de polarización. Los CNS que se estudiaron tienen un cascarón de tamaño

fijo, con semi-ejes (a2, b2, c2) = (25, 20, 18) nm. Las dimensiones del núcleo que se

probaron son (a1, b1, c1) = (21.9, 16, 13.4) nm (curva azul); (20.5, 14, 11) nm (curva

roja); (19.2, 12, 8.2) nm (curva verde); (18, 10, 4.9) nm (curva naranja). Puede ve-

rificarse que estas dimensiones corresponden, en todos los casos, a elipsoides cofocales.

Además, el elipsoide externo se eligió de manera que su aspect ratio fuera de b2/a2 = 0.8

y c2/b2 = 0.9. En la figura, la curva continua es el cálculo usando la expresión exacta

para la polarizabilidad. Ésta se desplazó ligeramente hacia arriba1 para poder distinguir-

la de la gráfica con homogeneización recursiva (curva punteada con menor separación

entre segmentos). La tercera curva (ĺınea punteada con los segmentos más espaciados)

corresponde a usar la ecuación tradicional de MG para obtener εeff.

Lo primero que puede concluirse de estas gráficas es el evidente corrimiento hacia el

rojo conforme se reduce el grosor de la capa de oro; este comportamiento lo reproducen

1 200 unidades para la polarización a lo largo de x̂; y 100 cuando la dirección de polarización era
paralela a los otros dos ejes.
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las tres curvas correctamente. Por otro lado, también resulta claro que sólo la gráfica

obtenida con homogeneización recursiva reproduce en todo el rango de λ y en cualquier

dirección de polarización, a la solución exacta. En contraste, los resultados usando MG

usual no siempre son tan cercanos a los predichos por la curva continua. La Tabla 7.1

muestra las diferencias máximas que hay entre los resultados obtenidos con los dos mo-

delos de EMT, en términos de la variación porcentual respecto al valor correspondiente a

homogeneización recursiva. Se indica la dirección de polarización en cada caso y la posi-

ción en la cual la diferencia es máxima, λ∆ max. Debe notarse que cuando la polarización

es paralela a x̂ o ẑ, las diferencias son de un orden de magnitud mayor en comparación

a cuando el campo eléctrico va en dirección ŷ. Respecto a este último punto, y según se

observa en las tres gráficas de la Fig. 7.1, los resultados se explican considerando la dife-

rencia que hay entre los factores de depolarización de los dos elipsoides que conforman al

CNS, según se mencionó en la Sec. 5.2.3. En esa misma sección también se anticipó que

los resultados seŕıan casi indistinguibles en dirección ŷ, debido a que L
(y)
1 ≈ L

(y)
2 .

(a1, b1, c1) nm Curva
E paralelo a x̂ E paralelo a ŷ E paralelo a ẑ
λ∆max ∆ % λ∆max ∆ % λ∆max ∆ %

(21.9, 16.0, 13.4) Azul 733 13.3 662 0.61 665 20.70
(20.5, 14.0, 11.0) Roja 631 9.0 619 1.20 621 16.50
(19.2, 12.0, 8.2) Verde 605 3.9 587 1.22 593 12.20
(18.0, 10.0, 4.9) Naranja 582 1.0 567 0.67 580 9.80

Tabla 7.1: Diferencias porcentuales máximas, y sus posiciones (λ∆max en nm), al
calcular Cext mediante homogeneización recursiva y según MG usual, en las distintas

direcciónes de polarización para los sistemas de la Fig. 7.1.
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(a) Polarización paralela a x̂.
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(b) Polarización paralela a ŷ.
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(c) Polarización paralela a ẑ.

Figura 7.1: Comparación de Cext de CNS elipsoidales, calculada con medio efectivo (curvas
punteadas) y la expresión exacta para α (curva continua); ésta última se desplazó hacia arriba por
claridad, según se indica en la etiqueta de cada gráfica. El modelo de homogeneización recursiva
corresponde a la curva punteada de menor separación y MG usual a la curva con segmentos más

separados.
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7.2. Otros Sistemas

En esta segunda sección se abordan sistemas para los cuales ya no puede garantizarse

que el modelo de homogeneización recursiva reproduzca exactamente las propiedades

ópticas2, pero que śı puede esperarse que las describa en buena aproximación, dada la

versatilidad que ha mostrado en todos los ejemplos anteriores, en especial ver Sec. 6.1.

7.2.1. CNS de śılice-plata

Para empezar, se comparará el efecto de la geometŕıa en las secciones de absorción

y esparcimiento, Cabs y Csca, en un CNS con núcleo de śılice rodeado por un cascarón

de plata. Este sistema se examinó en el caṕıtulo anterior cuando la forma de ambos

materiales era esférica y ahora se modificará de modo que el cascarón sea siempre un

elipsoide de semiejes (a2, b2, c2) = (38, 34, 32.1) nm. Se estudiará el caso cuando el

núcleo sea también un elipsoide, cofocal al cascarón, y posteriormente la situación cuando

éste sea esférico. En el primero de éstos, con medio efectivo sigue obteniéndose el mismo

resultado que con la expresión exacta de α(i). El segundo caso es un ejemplo del esquema

de homogeneización recursiva aplicado a un sistema para el que no existe una solución

anaĺıtica, incluso en el régimen cuasiestático.

En la Fig. 7.2 se presentan los resultados de la comparación de Csca y Cabs para las

dos geometŕıas y con la polarización del campo eléctrico paralela a ẑ. Con el núcleo

elipsoidal se eligieron los tamaños (a1, b1, c1) = (20.4, 11.3, 1.3) nm (curva azul);

(22.7, 15, 10) nm (roja); (25.3, 18.7, 15.0) nm (verde); (29.2, 23.8, 21) nm (naranja);

(33.8, 29.2, 27) nm (morada). Con el núcleo esférico también se estudiaron cinco casos,

el radio de cada uno tomado como el semi-eje menor (c1) del elipsoide correspondiente.

Al usar el núcleo esférico, los dos medios dejan de ser cofocales y por lo tanto ya

no puede reproducirse el resultado exacto. Es precisamente en estas situaciones cuando

abordar el problema usando medio efectivo es conveniente, pues para este sistema no

2 Dentro del régimen cuasiestático.
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(a) Núcleo elipsoidal.
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(b) Núcleo esférico. En este caso no existe solución exacta por la
ausencia de “cofocalidad”.

Figura 7.2: Comparación de Csca y 2× Cabs de un CNS de śılice-plata con un núcleo
elipsoidal (a) y esférico (b) (El campo incidente es paralelo a ẑ). En el segundo caso no
existe solución anaĺıtica, pero el método de homogeneización puede usarse para obtener

una solución aproximada.

existe una solución anaĺıtica. Si se intentara resolver este sistema en particular, usando

los métodos de la Sec. 2.3.1, se concluiŕıa que no es posible encontrar un sistema de

coordenadas en el cual puedan expresarse las condiciones de frontera – análogas a las

Ecs. (2.55) – de manera congruente con ambas geometŕıas. Lo que a su vez implica

que tampoco puede escribirse, consistentemente, el potencial electrostático en términos

de funciones separables en ambos sistemas de coordenadas simultáneamente. Por otra
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parte, usando el método de homogeneización recursiva se llega a un resultado que muy

probablemente refleje el comportamiento real del sistema, al menos de forma aproximada

y cualitativa; esto es, con este nuevo modelo de EMT puede suponerse que se describirán

adecuadamente las propiedades de sintonización del sistema al modificar su tamaño y

materiales constituyentes, además de encontrar la cantidad y el orden correcto de la

intensidad de las resonancias presentes.

Para hacer un análisis más detallado de las propiedades ópticas de estas dos confi-

guraciones, en particular del efecto de la geometŕıa en el corrimiento de las resonancias,

en las Tablas 7.2 y 7.3 se presentan los valores del FOM y posición de las resonancias

(λ0) de cada uno de los sistemas, diferenciados por la polarización del campo eléctrico.

En ambas tablas se aprecia que los valores de FOM son mayores que cuando los dos ma-

teriales son esferas (ver la Tabla 6.1), lo que muestra que los elipsoides funcionan mejor

como part́ıculas esparcidoras que las NP esféricas. Asimismo, en ambas configuraciones

el valor de esta cantidad es esencialmente independiente de la dirección de polarización.

Por otro lado, de la primera de ellas puede notarse que la posición de las resonancias

es menos susceptible a la dirección de polarización cuando el núcleo es elipsoidal que

cuando es una esfera. Esto era de esperarse ya que el sistema esfera-elipsoide es menos

simétrico comparado con uno compuesto por dos elipsoides cofocales. Sucede lo contrario

con el corrimiento al rojo que ocurre cuando se disminuye el grosor del shell, pues de los

datos de λ0 resulta claro que éste es mucho más pronunciado cuando se tiene un núcleo

elipsoidal.
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Campo paralelo a x̂ Campo paralelo a ŷ Campo paralelo a ẑ
(a1, b1, c1) (nm) FOM λ0 (nm) FOM λ0 (nm) FOM λ0 (nm)
(20.4, 11.3, 1.3) 3.8 396.5 3.8 381.9 3.3 373.6
(22.7, 15.0, 10.0) 3.2 409.2 3.0 398.8 2.3 407.4
(25.3, 18.7, 15.0) 2.9 430.2 2.5 421.2 2.3 426.6
(29.2, 23.8, 21.0) 1.6 487.6 1.4 479.5 1.3 482.9
(33.8, 29.2, 27.0) 0.4 660.9 0.4 651.1 0.3 653.4

Tabla 7.2: FOM y posición de las resonancias de Csca de un CNS de śılice-plata con
núcleo elipsoidal, en las diferentes direcciones de polarización.

Campo paralelo a x̂ Campo paralelo a ŷ Campo paralelo a ẑ
R1 (nm) FOM λ0 (nm) FOM λ0 (nm) FOM λ0 (nm)

1.3 3.9 395.5 3.9 381.2 3.5 375.0
10.0 3.6 401.2 3.6 386.5 3.4 380.1
15.0 3.1 415.0 3.0 399.6 3.0 392.3
21.0 2.3 457.1 2.4 435.4 2.3 425.4
27.0 0.9 568.3 0.9 528.8 1.0 512.1

Tabla 7.3: FOM y posición de las resonancias de Csca de un CNS de śılice-plata con
núcleo esférico, en las diferentes direcciones de polarización.

7.2.2. MNS de agua-oro-plata

Finalmente, como tercer ejemplo se estudia un MNS de agua-oro-plata inmerso en

agua. Para este sistema se obtuvieron resultados alentadores al comparar con los datos

publicados en [8] – Fig. 6.7 –, por lo cual se decidió extender su análisis al caso elip-

soidal. Todos los MNS teńıan el mismo elipsoide externo hecho de plata con semi-ejes

(a3, b3, c3) = (30, 26, 23) nm y un núcleo de agua con dimensiones (a1, b1, c1) =

(20, 13.1, 5) nm. Se estudiaron varios tamaños del elipsoide intermedio, lo que modi-

ficaba el grosor de los cascarones de oro y plata, aunque con todos ellos los semi-ejes

se eligieron para que los tres elipsoides fueran cofocales. En la Fig. 7.3 se presentan los

resultados para los diversos casos analizados: (a2, b2, c2) = (26.4, 21.7, 18.0) nm (curva

azul); (24.4, 19.3, 15.0) nm (roja); (22.7, 17.1, 12.0) nm (verde); (21.9, 16.0, 10.5) nm

(naranja); (20.5, 14.0, 7.0) nm (morada).
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En la figura se aprecia que más que algún tipo de corrimiento, el tamaño del elipsoi-

de intermedio se relaciona con el ancho de la resonancia, haciéndose ésta más angosta

conforme el cascarón de oro se hace más delgado y, consecuentemente, el de plata más

grueso. Para terminar se calcularon los valores de FOM de estas NP, Tabla 7.4, de modo

que pudieran compararse con el caso esférico del caṕıtulo anterior. Las cantidades en esta

tabla indican que aunque śı se obtuvo una mejoŕıa considerable, de alrededor de un orden

de magnitud, esta configuración aún está lejos de alcanzar los valores obtenidos con el

CNS de śılice-plata. También con los valores de λ0 puede corroborarse que el corrimiento

de las resonancias es mucho menor comparado con los otros sistemas analizados. Hay que

mencionar que el aumento del FOM se debe principalmente a que se trató con part́ıculas

de mayor tamaño que en la configuración esférica de la Sec. 6.1.2 y no a los efectos de la

geometŕıa.

Campo paralelo a x̂ Campo paralelo a ŷ Campo paralelo a ẑ
(a2, b2, c2) (nm) FOM λ0 (nm) FOM λ0 (nm) FOM λ0 (nm)
(26.4, 21.7, 18.0) 0.2 514.0 0.2 335.7 0.3 334.3
(24.4, 19.3, 15.0) 0.2 480.6 0.4 380.2 0.3 337.6
(22.7, 17.1, 12.0) 0.4 432.1 0.8 390.6 0.3 345.9
(21.9, 16.0, 10.5) 0.5 425.4 1.1 394.9 0.3 347.4
(20.5, 14.0, 7.0) 1.1 416.5 3.4 396.3 0.4 348.0

Tabla 7.4: FOM y posición de las resonancias de Csca de un MNS de agua-oro-plata,
variando el grosor de ambos cascarones, en las diferentes direcciones de polarización.
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Figura 7.3: Csca (curvas continuas) y Cabs (curvas punteadas) para un MNS de agua-oro-plata en las
diferentes direcciones de polarización.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

En este trabajo se presentó un modelo de medio efectivo (EMT), denominado ho-

mogeneización recursiva, que permite aproximar la función dieléctrica efectiva, εeff, de

distintos tipos de nanopart́ıculas anidadas de manera sencilla y eficiente. En este tipo de

nanopart́ıculas (NP), se tiene una part́ıcula como núcleo rodeada de un cascarón de otro

material, que a su vez puede estar rodeado de todo un conjunto de cascarones. Puede

haber varios cascarones del mismo tipo, siempre y cuando éstos no sean contiguos. El

método consiste básicamente en considerar al núcleo como una inclusión en un medio con

una permitividad igual a la del primer cascarón y obtener una permitividad efectiva para

estos dos cuerpos. Luego, esta εeff2 se toma como una inclusión del cascarón siguiente,

obteniendo aśı una nueva permitividad efectiva, εeff3 . Esto se hace hasta haber conside-

rado todas las capas de la NP y aśı obtener la función dieléctrica efectiva del sistema

completo. La ecuación que representa todo este proceso es (5.4), que define a εeff de forma

recursiva, lo que justifica el nombre del modelo.

Esta manera de ir tomando una sola capa a la vez, en cada paso de la homogeneiza-

ción, tiene la ventaja de que todas las capas aparecen pesadas en el valor final de εeff,

independientemente de que haya o no cascarones del mismo material, lo cual no siempre

es posible con el método que usualmente se sigue en la literatura [43, 47,52]. Siendo más

espećıfico, la ecuación que se presenta en [43] consideraŕıa a todos los cascarones y al
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núcleo de la NP como inclusiones individuales – pesándolos con su fracción de llenado

correspondiente – dentro de un medio con la permitividad del cascarón exterior. Esta

ecuación incluye una suma de términos proporcionales a (εe − εi), siendo εe y εi las per-

mitividades del cascarón externo y de la i-ésima inclusión. Por lo tanto, si alguno de los

shells está hecho del mismo material que el cascarón externo, su contribución a εeff es

nula. En las Secs. 5.2.1 y 6.1.2 se muestra que al emplear esta fórmula en un MNS (siglas

de multilayered nanoshell) de oro-śılice-oro se pierde por completo una de las resonancias

en la eficiencia de extinción, independientemente de las dimensiones del sistema. Por el

contrario, al emplear el modelo de homogeneización recursiva, pueden distinguirse todas

las resonancias presentes, además de que los cálculos se ajustan a los datos publicados

en [44] según se observa en el primer ejemplo de la Sec. 6.1.2.

Cuando la NP anidada únicamente consta de dos capas (CNS, por la siglas de con-

ventional nanoshell), existe teoŕıa desarrollada y se conocen expresiones cerradas para la

polarizabilidad del sistema cuando éste se compone de esferas concéntricas o elipsoides

cofocales, y puede usarse el régimen cuasiestático. Inclusive, en la Ref. [1], se ha desa-

rrollado un modelo similar al propuesto en este trabajo, pero que únicamente se verifica

para CNS esféricos, llamado homogeneización interna. En la sección final del Caṕıtulo 5

se compara este modelo con el descrito en esta tesis, concluyendo que sólo el esquema

de homogeneización recursiva proporciona una distinción clara de otras teoŕıas de EMT,

además de ser una versión generalizada del presentado en [1].

Asimismo, a partir de εeff, obtenida recursivamente, pudieron calcularse las propie-

dades ópticas de múltiples sistemas reportados en la literatura, encontrando un buen

ajuste con ellos y reproduciendo las caracteŕısticas principales de estas propiedades, de

forma cualitativa. Esto motivó a extender el uso del modelo y aplicarlo a sistemas para

los que no existe solución exacta, ni siquiera en el régimen cuasiestático, como elipsoides

no cofocales. Un caso particular de éstos seŕıa una esfera rodeada de un elipsoide como

el que se estudia en la Sec. 7.2.1. Para este tipo de NP no se afirma que el modelo de ho-

mogeneización recursiva arroje resultados que reproduzcan con precisión las propiedades
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ópticas de los sistemas reales, pero śı que describa de manera aproximada y cualitativa

algunas de sus caracteŕısticas, como número y posición de las resonancias o el orden de

magnitud de su intensidad. En este sentido, el modelo de EMT aqúı presentado serviŕıa

como una gúıa para anticipar el valor de algunas propiedades dentro de cierto rango y pa-

ra refinarlo habŕıa que implementar métodos más sofisticados, como DDA o FDTD [15, 40].

Esto debido a la imposibilidad de aplicar enfoques más directos por la falta de simetŕıa.

Resumiendo, el modelo de homogeneización recursiva provee una manera de calcular

la permitividad efectiva donde todas las capas que componen a la NP son contabilizadas,

aunque haya materiales repetidos; proporciona una distinción clara, matemática y con-

ceptualmente, de los otros modelos de EMT; produce expresiones que son equivalentes a

resolver la ecuación de Laplace en el régimen cuasiestático, incluso para configuraciones

elipsoidales; y se ha verificado que permite calcular las propiedades ópticas de varios

sistemas en muy buena aproximación.

8.1. Limitaciones del Método

También es importante describir las restricciones y limitaciones de modelo de homoge-

neización recursiva que se descubrieron a lo largo de este trabajo, todas ellas relacionadas

con el tamaño de las NP o con el grosor de los cascarones. Para empezar, aunque en la Sec.

6.1.1 se mostraron ejemplos de CNS con R2 = 45 nm (śılice-plata) y hasta de R2 = 70 nm

(śılice-oro) para los que se calcularon satisfactoriamente sus propiedades ópticas, y análo-

gamente, en la Sec. 6.1.2 se verificó lo mismo para un MNS de oro-śılice-oro con radio

externo de R3 = 50 nm, también se pudo observar que cuando las dimensiones del radio

externo son mayores a 100 nm empiezan a ocurrir desviaciones de los datos publicados,

como puede apreciarse para el segundo conjunto de CNS de śılice-oro de la Sec. 6.1.1.

Aqúı es importante distinguir que la discrepancia se debe a haber utilizado homoge-

neización recursiva, más que a algún error al calcular las propiedades ópticas pues éstas

se obtuvieron tomando varios términos de la expansión resultante de la Teoŕıa de Mie,
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que, según se mencionó en la Sec. 2.2.1, se aplica a tamaños arbitrarios. Es decir, los

errores provienen de que εeff no refleja adecuadamente la respuesta al campo eléctrico

incidente y no por haber considerado esferas de gran tamaño. Esto es justificable ya que

en toda la deducción de los modelos de EMT presentada en los Caps. 4 y 5 se supuso

que el campo eléctrico incidente, E0, era uniforme a lo largo de todo el medio. Para

un campo oscilante, como realmente es la luz, esta condición sólo puede cumplirse de

forma aproximada para NP con dimensiones menores a ≈ 50 nm, y empieza a generar

dificultades al aumentar el tamaño de los sistemas. Tratándose de medio efectivo, seŕıa

necesario introducir efectos de retardo para aśı tomar en cuenta las variaciones espaciales

de E0 en una NP que tiene el mismo orden de magnitud que la longitud de onda de la luz

incidente, como es justamente el caso del CNS mencionado. Entonces, el modelo podŕıa

mejorarse si se incluyeran estos efectos de retardo, de manera que pudiera aplicarse a

sistemas más grandes, que aún son viables experimentalmente.

Otro posible inconveniente se presenta cuando una inclusión se encuentra muy cerca

de la superficie de un cascarón, pues aunque el modelo de homogeneización recursiva no

hace distinciones sobre las posiciones relativas de una inclusión y el medio que la rodea1,

acercar demasiado las dos superficies podŕıa aumentar sustancialmente el acoplamiento

de los plasmones de superficie en cada una de ellas, como se describe en [38] y [50]. Esto

conduciŕıa a un corrimiento y a una mayor intensidad de una de las resonancias, que de

otra manera no ocurriŕıa. Este efecto también puede observarse en el MNS de múltiples

bicapas de oro-plata estudiado en las Secs. 5.2.2 y 6.2, donde cada vez resulta más dif́ıcil

distinguir el efecto de agregar una bicapa pues los cascarones son delgados respecto al

tamaño total del sistema. Por todo esto, se previene de usar el modelo de homogeneización

recursiva cuando el grosor de algún cascarón, incluso sólo en alguna porción del mismo,

sea muy pequeño comparado con las dimensiones de la NP en cuestión.

1 Y por lo mismo puede aplicarse indistintamente a sistemas menos simétricos, como el CNS tipo
esfera-elipsoide descrito más arriba
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8.2. Trabajo a Futuro

Finalmente, se mencionan algunas ideas que podŕıan extender el método desarrollado

en este trabajo, además de algunas aplicaciones a otro tipo de sistemas. En primer lugar,

ya se comentó la posibilidad de considerar efectos de retardo al desarrollar el formalismo

de medio efectivo y aśı extender el modelo a reǵımenes de mayor tamaño. Sobre este

mismo punto, también podŕıan tratarse medios no isotrópicos ni homogéneos.

Sin entrar en las dificultades que implicaŕıan estas opciones, quizá una extensión más

relevante seŕıa usar el formalismo de representación espectral, desarrollado por Fuchs

en [53] y que se ha mostrado que puede aplicarse a una gran cantidad de configuraciones

y geometŕıas [2, 9] aún cuando éstas no están definidas por superficies suaves, como cubos,

estrellas, icosaedros, etc. De este modo, podŕıa extenderse la teoŕıa y aplicarla a sistemas

no homogéneos con sencillez. Un ejemplo de éstos son las denominadas nanocages que

no son sino una inclusión, generalmente esférica, rodeada por un cubo de algún otro

material. Existen varios trabajos [54–57] donde este tipo de estructuras se analizan en busca

de posibles aplicaciones derivadas de la gran intensidad del campo eléctrico cerca de la

superficie externa. Este aumento en la magnitud del campo es una consecuencia de los

bordes rectos de la NP y por lo tanto, resulta interesante investigar el efecto de modificar

la geometŕıa [58], para lo cual el modelo de homogeneización recursiva, combinado con la

teoŕıa de representación espectral, podŕıa servir también para aproximar algunas de las

propiedades ópticas y aśı fungir como gúıa en la elección de materiales y dimensiones de

los sistemas.

Por último, otra posible rama donde podŕıa aplicarse este modelo de medio efectivo,

sin la necesidad de incluir efectos de retardo seŕıa en los nuevos estudios y experimentos

realizados sobre dielectroforesis y “electrorrotación” [59–62]. Como en estos experimentos

usualmente se usan campos eléctricos estáticos o que fluctúan muy lentamente, los efectos

de retardo en la respuesta del material podŕıan ignorarse, a pesar de tratar con dimen-

siones de algunas micras. Como se mencionó al principio del Cap. 3, estos sistemas no
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exhibiŕıan resonancias plasmónicas por su gran tamaño [3], pero a pesar de ésto podŕıa

usarse εeff para describir su respuesta a los campos eléctricos externos.
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Apéndice A

Procedimiento, Algoritmos y Scripts

de Mathematica

En este caṕıtulo se explica con detalle el método para determinar la permitividad efec-

tiva de los distintos sistemas estudiados, aśı como el código necesario para estos cálculos

de εeff y de las propiedades ópticas relevantes usando teoŕıa de Mie o la aproximación

cuasiestática.

A.1. Cálculos de εeff

A.1.1. Función dieléctrica del oro y de la plata

Como se verá en los Caṕıtulos 6 y 7, en todos los casos analizados, tanto CNS como

MNS, únicamente se usaron oro y plata como metales constituyentes de las nanopart́ıcu-

las. Esto se debe principalmente a que son los metales más utilizados en la fabricación

de nanopart́ıculas para las aplicaciones ya mencionadas en el Caṕıtulo 3. Además, los

datos experimentales de su ı́ndice de refracción pueden encontrarse con facilidad, por

ejemplo en el art́ıculo de Johnson y Christy, Ref. [4]. En este trabajo se tabulan la par-

te real e imaginaria de los ı́ndices de refracción del oro, plata y cobre en un rango de
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(0.64, 6.47) eV en frecuencia, lo que equivale a (191.65, 1937.45) nm en longitud de

onda. Existen otras referencias donde también pueden encontrarse estos datos, por ejem-

plo, Handbook of Optical Constants of Solids de Palik, Ref. [5], sin embargo, todos los

art́ıculos con los que se comparan los resultados usan los datos reportados en la primera

fuente, con excepción de [18] que utiliza a [5]. Dado que hay ciertas discrepancias entre

estas referencias, es importante especificar, por cuestiones de reproducibilidad, que las

funciones dieléctricas de bulto, del oro y la plata, se determinaron a partir de los valores

del ı́ndice de refracción (complejo), según se reporta en el trabajo de Johnson y Christy.

Para esto se usó el hecho de que n =
√
ε. Entonces, si n = n′ + in′′ y ε = ε′ + iε′′, puede

verificarse que

ε′ = (n′)2 − (n′′)2; (A.1a)

ε′′ = 2 n′ n′′. (A.1b)

Aplicando estas ecuaciones a cada par de datos reportados de n′ y n′′ se obtuvo un valor

asociado de ε.

Una vez que se obtuvieron los valores de ε para estos dos metales, se procedió a

implementar una interpolación cúbica entre los distintos datos obtenidos, según se sugiere

en [10]. Esto se hizo usando la función Interpolation de Mathematica, con 3 como la

opción de InterpolationOrder. La interpolación para las partes real e imaginaria de

la permitividad de cada metal se realizó por separado y luego se definieron funciones

(dentro de Mathematica) como la suma compleja de cada una de estas interpolaciones.

La ventaja de hacer todo esto es que las funciones definidas como εAu[λ] y εAg[λ], para

el oro y la plata, respectivamente, pueden tratarse como cualquier otro tipo de función

en Mathematica1, lo que facilita su cómputo y hace más eficientes los programas. En la

Fig. A.1 se muestran los valores obtenidos de εAu y εAg a partir de los datos de [4]. Los

1 Esto quiere decir que estas funciones pueden integrarse y derivarse (numéricamente), graficarse, etc.,
y manipularse simbólicamente igual que cualquier otra función incluida en el software, como Sin, Log,
etc.
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puntos corresponden a la permitividad calculada usando los datos del ı́ndice de refracción

reportados y las curvas son las funciones obtenidas con la interpolación.
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(a) Gráfica de εAu.
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(b) Gráfica de εAg.

Figura A.1: Gráfica de la parte real (azul) e imaginaria (roja) de εAu y εAg. Los puntos
son los datos de la referencia y las curvas son la interpolación.

Un último comentario respecto a la metodoloǵıa para determinar las funciones dieléctri-
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cas. En principio, no es necesaria la interpolación para encontrar εeff ni las propiedades

ópticas de las nanopart́ıculas estudiadas, pues se podŕıan calcular estas cantidades sólo en

los valores de ω (o, equivalentemente, λ) reportados en el art́ıculo de Johnson y Christy.

Una desventaja de este método es que una resonancia puede estar justo entre dos de los

valores para los cuales se hicieron los cálculos, lo que impediŕıa determinar correctamente

su posición. Sin embargo, el problema más serio es que al interpolar cantidades como Qext

directamente con un conjunto finito de datos, hay cierta inestabilidad numérica, lo que

se muestra como oscilaciones en los valores de esta cantidad. Por el contrario, al usar

el método descrito interpolando la permitividad desde un principio, estas oscilaciones

desaparecen completamente. Entonces, aunque posiblemente esta inestabilidad podŕıa

evitarse usando un algoritmo más elaborado, por sencillez se prefirió usar la interpola-

ción directamente con los datos experimentales de la permitividad.

A.1.2. Corrección a ε por efectos de tamaño

Como se mencionó en la Sec. 1.2, cuando las part́ıculas tienen dimensiones menores

a 40 nm [2], es necesario tomar en cuenta que habrá efectos de esparcimiento en la su-

perficie de la part́ıcula, por lo que debe agregarse un término de corrección a la función

dieléctrica de bulto. Como se recordará del Caṕıtulo 1, esta corrección a εbulk depende de

la frecuencia, ω, de la luz incidente (o su longitud de onda, λ); de una trayectoria libre

media, Leff; y de parámetros intŕınsecos del material, como su velocidad de Fermi o su

frecuencia de oscilación de plasma. La ecuación que se presentó para estos efectos es

εcorr(ω) = εexp(ω) +
iω2

pvfA

Leffω(ω + iΓ)2 + iAvf (ω2 + iωΓ)
, (1.15)

donde se supuso que la permitividad experimental corresponde justamente a la de bulto,

εexp = εbulk.

Primero, se especificará la manera de determinar los distintos parámetros en esta

última ecuación antes de describir el método para calcular Leff. Los valores de ωp, la
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frecuencia de oscilación del plasma, Γ, el factor de amortiguamiento, y de la velocidad

de Fermi, vF , del oro y la plata se obtuvieron de [14]. Luego, como se mencionó en el

Caṕıtulo 1, la teoŕıa no proporciona ningún criterio claro para especificar el valor de

A, por lo que su valor se ajustó para que los cálculos realizados con el nuevo esquema

de medio efectivo reprodujeran los resultados publicados. Como también se hizo notar

anteriormente, el valor de A simplemente modifica la intensidad de las resonancias, pero

no su posición, por lo que esta metodoloǵıa no influye en los resultados de corrimiento

de las resonancias plasmónicas y capacidades de sintonización de los distintos sistemas

analizados. Con esto en mente, se encontró que los valores de este parámetro que arrojan

resultados más similares a los publicados son

0.25 ≤ AAu ≤ 0.30; (A.2a)

0.20 ≤ AAg ≤ 0.30. (A.2b)

Leff para sistemas con geometŕıa esférica

En la Sección 1.2 se especificó que cuando se trata con sistemas esféricos, ya sea una

esfera sólida o cascarones con esta geometŕıa, los valores que se acostumbran [6,7,9] usar

para Leff son:

Lesf = 4
V

S
=

4

3
R; (1.13)

Lshell =
4(r3

e − r3
i )

3(r2
e + r2

i )
; (1.14)

siendo R el radio de la esfera, y re y ri los radios externo e interno del cascarón, res-

pectivamente. Se enfatiza que las ecuaciones anteriores no son únicas y dependen del

modelo que se use para estudiar el esparcimiento de los electrones en la superficie de las

nanopart́ıculas. Sin embargo, éstas se utilizaron en los art́ıculos donde se especifica que

se hizo alguna corrección por tamaño finito.
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Leff para sistemas con geometŕıa elipsoidal

Cuando las part́ıculas tienen geometŕıa elipsoidal no está claro cómo poder calcular

Leff , aunque en [6] pueden encontrarse ecuaciones para cuando se trabaja con geometŕıas

esferoidales. Ahora bien, dado que el papel de Leff es análogo al de A, además de que

no es el objetivo de este trabajo ahondar en los modelos para contabilizar los efectos de

tamaño en la función dieléctrica, se usaron fórmulas análogas al caso de configuraciones

esféricas.

Notemos que la Ec. (1.14) puede escribirse como

Lshell =
4V

2 〈S〉
,

donde 〈S〉es la superficie promedio del cascarón

〈S〉 =
4π(r2

e + r2
1)

2
,

y V su volumen. Entonces, generalizando las ecuaciones de sistemas esféricos, para un

elipsoide sólido su distancia caracteŕıstica efectiva estará dada por (1.13), en tanto que

cuando se trate de un cascarón elipsoidal, se usará la relación

L
(elips)
shell =

4V

(Se + Si)
, (A.4)

siendo Se y Si las superficies del cascarón externo e interno, respectivamente.

Ahora, el volumen de un elipsoide de semi-ejes a, b, c es:

Velips =
4π

3
abc. (A.5)

Sin embargo, el problema de encontrar su superficie no puede resolverse en términos de

funciones elementales [63], sino que involucra calcular integrales eĺıpticas. A pesar de esto,

existe una fórmula aproximada [64] para este fin:
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S ≈ 4π

(
apbp + apcp + bpcp

3

)1/p

, (A.6)

que con p = 1.6075 resulta en un valor que difiere en 1.061 %, como máximo, del valor

real. Usando esta aproximación se calcularon las superficies externa (Se) e interna (Si)

que se requieren para utilizar (A.4), o la superficie de un elipsoide sólido cuando se aplique

(1.13) para el núcleo de algún sistema.

Por último, conviene notar que el volumen de un cascarón, independientemente de su

geometŕıa, puede calcularse mediante

Vshell = Vext(1− δ), (A.7)

usando

δ =
Vint
Vext

.

En esta ecuación, δ representa la fracción de llenado del cuerpo interno respecto al ex-

terno. En otras palabras, es la razón de los volúmenes interno y externo, Vext y Vint, que

delimitan al cascarón.

A.1.3. Script de Mathematica para implementar la corrección

de tamaño finito

Como se requieren más parámetros para definir completamente un elipsoide, respec-

to a los necesarios para describir a una esfera, es necesario tratar estos dos casos por

separado.

Corrección a esferas

Los resultados de este trabajo se comparan con art́ıculos donde se estudian varios

sistemas (CNS o MNS) similares, siendo la diferencia entre ellos sus dimensiones y de-

jando los materiales que los constituyen invariantes, usualmente. Por esto, casi todas las
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variables de los códigos o scripts tienen dos ı́ndices, i y k, que sirven para referirse al

k-ésimo material del i-ésimo sistema. Aśı, por ejemplo, r[1,1] denotaŕıa el radio del

núcleo del primer tipo de nanopart́ıcula, en tanto que r[1,2] seŕıa el radio del (primer)

cascarón del mismo sistema; por otro lado, r[2,1] haŕıa referencia al radio del núcleo

de la segunda part́ıcula analizada.

Lo primero que hay que hacer es calcular el volumen usando (A.7)2. Una vez que éste

se conoce, se calcula la superficie externa de cada uno de los cascarones y se obtiene Leff

usando (1.13) y (1.14). Finalmente es posible implementar la corrección a ε, denominada

εcor en el siguiente fragmento del código.

(* fracción de ocupación hasta la k-ésima capa del i-ésimo sistema;

Ec. (A.7) *)

δ[i , k ]:=If

[
k == 1, 0,

(
r[i, k − 1]

r[i, k]

)3
]

(* volumen del núcleo o del k-ésimo cascarón *)

V [i , k ]:=
4.π

3
r[i, k]3(1− δ[i, k])

(* superficie del núcleo o del k-ésimo cascarón *)

S[i , k ]:=4.πr[i, k]2

(* Distancia libre media efectiva del k-ésimo cascarón del i-ésimo

sistema; Ecs. (1.13) y (1.14) *)

Leff[i , k ]:=If

[
k == 1, 4V [i, k]/S[i, k],

4V [i, k]

(S[i, k] + S[i, k − 1])

]

(* permitividad con corrección por tama~no finito del k-ésimo shell

del i-ésimo sistema; Ec. (1.15) *)

εcor[λ , i , k ]:=ε[λ, k]+
Iωp[k]2vf[k]A[k]

Leff[i, k]#(# + Iγ[k])2 + (#2 + Iγ[k]#) I A[k]vf[k]
&[λtω[λ]]

En este código, λtω es una función que transforma una longitud de onda en el equi-

valente de frecuencia, medida en eV . Como puede verse, este script no hace sino imple-

mentar la Ec. (1.15) para la k-ésima capa de la i-ésima nanopart́ıcula. Como habŕıa de

2 Nótese que si definimos δ[i, 1] = 0 para todos las nanopart́ıculas, entonces esta ecuación aplica
incluso para esferas sólidas.
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suceder, la dependencia con i de εcor sólo aparece debido a Leff[i,k], pues es el único

término que depende del tamaño del sistema, diferenciando aśı el i y el i+1 de éstos.

Corrección a elipsoides

Para estos sistemas la diferencia es que se requieren tres parámetros para definirlos:

a[i,k], b[i,k], c[i,k]. Por facilidad, estos tres parámetros se condensaron en la

función par[i,k]. Además de esto, lo único que cambia es la ecuación para calcular el

área, Ec. (A.6). A continuación se muestra el código para aplicar la corrección de tamaño

finito a la función dieléctrica.

(* parámetros de la k-ésima capa del i-ésimo MNS elipsoidal *)

par[i , k ]:={a[i, k], b[i, k], c[i, k]}

(* Funciones para el volumen y superficie (APROXIMADA) de un elipsoide

de ejes a, b, c *)

vol[{a , b , c }]:=4π

3
abc

sur[{a , b , c }, p :1.6075]:=4π

(
apbp + apcp + bpcp

3

)1/p

(* Fracción de llenado, volumen y superficie del k-ésimo cascarón

*)

δ[i , k ]:=If

[
k == 1, 0,

vol[par[i, k − 1]]

vol[par[i, k]]

]
V [i , k ]:=vol[par[i, k]](1− δ[i, k])

S[i , k ]:=sur[par[i, k]]

(* Distancia libre media del k-ésimo cascarón *)

Leff[i , k ]:=If[k == 1, 4V [i, k]/S[i, k], 4V [i, k]/(S[i, k] + S[i, k − 1])]

(* permitividad con corrección por tama~no finito del k-ésimo shell

del i-ésimo CNS o MNS *)

εcor[λ , i , k ]:=ε[λ, k]+
Iωp[k]2A[k]vf[k]

Leff[i, k]#(# + Iγ[k])2 + (#2 + Iγ[k]#) I A[k]vf[k]
&[λtω[λ]]

Aunque este mismo código puede usarse para esferas – definiendo b[i,k]=a[i,k] y

c[i,k]=a[i,k] y pensando en a[i,k] como análogo a r[i,k]–, resultó más conveniente
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tratar las dos geometŕıas por separado, pues como se verá en las Secs. A.2.1 y A.2.2, los

programas son distintos en ambos casos, debido a que no se dispone de una “Teoŕıa de

Mie” para elipsoides, como ya se ha mencionado.

A.1.4. Script de Mathematica para calcular εeff

Una vez que se tienen las permitividades corregidas, ya puede calcularse la permitivi-

dad efectiva de cada uno de los sistemas, utilizando (4.11) – despejando εeff – si se tienen

esferas, o (5.4) si se tienen elipsoides.

En ambos casos εincl[i,k,λ] representa la permitividad efectiva del i-ésimo sistema

(como función de la longitud de onda), una vez que se han homogeneizado k capas (i.e.

k−1 cascarones, porque k = 1 corresponde al núcleo). La diferencia entre los dos casos es

que cuando se trata con elipsoides también debe especificarse la dirección de polarización

de la luz, respecto a los semi-ejes a, b, c que se asumen paralelos a los ejes cartesianos

x̂, ŷ, ẑ, respectivamente. Esta dirección se especifica con el parámetro s, que toma los

valores 1 (x̂), 2 (ŷ) o 3 (ẑ), dependiendo de la orientación.

La permitividad efectiva, εeff se reduce a evaluar εincl en el último cascarón, al que

se hace referencia con la variable klast. Finalmente, se define una función que cuantifica

el ı́ndice de refracción relativo entre el asociado a εeff y el del medio circundante de la

nanopart́ıcula; se denota por Meff.

εeff para esferas

En el caso de esferas, todas estas magnitudes se calculan como se indica en el siguiente

script.

(* función dieléctrica efectiva HASTA la k-ésima inclusión; aquı́ es

donde se está aplicando la Ec. (5.4) de manera recursiva *)

εincl[λ , i , k ]:=If [k == 1,
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εcor[λ, i, 1],

2εcor[λ, i, k](1− δ[i, k]) + εincl[λ, i, k − 1](1 + 2δ[i, k])

εcor[λ, i, k](2 + δ[i, k]) + εincl[λ, i, k − 1](1− δ[i, k])
εcor[λ, i, k]

]

(* Permitividad efectiva : ’εincl’ evaluado en la última capa *)

εeff[λ , i ]:=εincl[λ, i, klast]

(* Índice de refracción relativo; el ı́ndice del medio es Nmed *)

neff[λ , i ]:=
√
εeff[λ, i]

Meff[λ , i , Nmed :nmed]:=neff[λ, i]/Nmed

εeff para elipsoides

Otra complicación al tratar con elipsoides es que su permitividad efectiva depende de

los factores de depolarización, definidos en el Caṕıtulo 2, Sec. 2.3.1. Para recordar, dado

un elipsoide con semi-ejes a, b, c, éstos factores están dados por

L(s) =
abc

2

∫ ∞
0

dq

(a2
s + q)f(q)

, (2.51)

donde s indica la dirección en la que se calcula y

f(q) =
√

(a2 + q)(b2 + q)(c2 + q).

Para calcularlos en Mathematica, el código es

f [q , {a , b , c }]:=
√

(q + a2) (q + b2) (q + c2)

L[s , {a , b , c }]:=NIntegrate
[
abc

2

1

(q + {a, b, c}[[s]]2) f [q, {a, b, c}]
, {q, 0,∞}

]

Ya con estos factores, puede encontrarse εeff de manera casi idéntica que al tener

esferas:

(* función dieléctrica efectiva HASTA la k-ésima inclusión; se usa

135



(5.4) recursivamente *)

εincl[λ , s , i , k ]:=If[k == 1,

εcor[λ, i, 1],

εcor[λ, i, k](1

+
δ[i, k](εincl[λ, s, i, k − 1]− εcor[λ, i, k])

εcor[λ, i, k] + (εincl[λ, s, i, k − 1]− εcor[λ, i, k])(L[s, par[i, k − 1]]− δ[i, k]L[s, par[i, k]])
)]

(* Permitividad efectiva : ’εincl’ evaluado en la última capa *)

εeff[λ , s , i ]:=εincl[λ, s, i, klast]

(* Índice de refracción relativo; el ı́ndice del medio es Nmed *)

neff[λ , s , i ]:=
√
εeff[λ, s, i]

Meff[λ , s , i , Nmed :1.33]:=neff[λ, s, i]/Nmed

En este caso, sin embargo, la función Meff resulta mucho menos relevante, y sólo se

definió por completez.

A.2. Propiedades Ópticas

En esta sección se muestra el código empleado para calcular las distintas propiedades

ópticas de las part́ıculas esféricas y elipsoidales analizadas. Todos los cálculos del primer

tipo de geometŕıa se hicieron usando la Teoŕıa exacta de Mie, descrita en la Sec. 2.2.1,

incluso cuando las part́ıculas eran pequeñas y el régimen cuasiestático hubiese sido válido.

En contraste, todos los resultados con part́ıculas elipsoidales se obtuvieron a partir de la

polarizabilidad obtenida a partir de la teoŕıa desarrollada en 2.3.1, que sólo es válida en

el régimen cuasiestático.

136



A.2.1. Scripts de Mathematica para calcular las propiedades

ópticas de esferas3

Para empezar, es necesario calcular los coeficientes de Mie, Ec. (2.23)

an =
mψn(mx)ψ′n(x)− ψn(x)ψ′n(mx)

mψn(mx)ξ′n(x)− ξn(x)ψ′n(mx)
; (2.23a)

y

bn =
ψn(mx)ψ′n(x)−mψn(x)ψ′n(mx)

ψn(mx)ξ′n(x)−mξn(x)ψ′n(mx)
. (2.23b)

Con ψ y ξ las funciones de Riccati–Bessel. Una ventaja de utilizar Mathematica es que

este paquete incluye varias funciones especiales, entre ellas las funciones esféricas de Bes-

sel, necesarias para definir las funciones de Riccati–Bessel. El código es el siguiente

(* funciones de esféricas de Bessel *)

j[n , x ]:=SphericalBesselJ[n, x]

y[n , x ]:=SphericalBesselY[n, x]

(* Funciones esféricas de Hankel de primer y segundo tipo *)

h1[n , x ]:=j[n, x] + iy[n, x]

h2[n , x ]:=j[n, x]− iy[n, x]

(* Funciones de Ricatti-Bessel y sus derivadas *)

ψ[n , x ]:=x j[n, x]

ξ[n , x ]:=x h1[n, x]

ψd[n , x ]:=Derivative[0, 1][ψ][n, x]

3 El código de esta sección es una modificación del que puede encontrarse en [65]. Los cambios se deben
principalmente a que se usó una versión más moderna del Software y, mas importante, a que las funciones
tuvieron que adaptarse para incluir los múltiples materiales de cada nanopart́ıcula. Además, según el
código que se muestra en la Fig. 4.9 de esta referencia, lo que ah́ı se calcula no son las Secciones de
Extinción, Absorción y Esparcimiento, sino sólo el n-ésimo término de su expansión. Las modificaciones
al código incluyen también una corrección para que se calcule, efectivamente, cada expansión.
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ξd[n , x ]:=Derivative[0, 1][ξ][n, x]

(* Coeficientes de Mie; están dados por las ecs. (2.23a) y (2.23b)

*)

an[n , x , m ]:=
m ψ[n,m x]ψd[n, x]− ψ[n, x]ψd[n,m x]

m ψ[n,mx]ξd[n, x]− ξ[n, x]ψd[n,m x]

bn[n , x , m ]:=
ψ[n,m x]ψd[n, x]−m ψ[n, x]ψd[n,m x]

ψ[n,m x]ξd[n, x]−m ξ[n, x]ψd[n,m x]

Por otro lado, para calcular las Eficiencias de Esparcimiento y Extinción se deben

usar las Ecs. (2.30a) y (2.30b), en tanto que para obtener la Eficiencia de Absorción debe

despejarse de (2.1):

Qsca =
2

x2

∞∑
n=1

(2n+ 1)
(
|an|2 + |bn|2

)
; (2.30a)

Qext =
2

x2

∞∑
n=1

(2n+ 1)Re {an + bn} ; (2.30b)

Qext = Qsca +Qabs. (2.1)

Lo que se hace en el programa es calcular el n-ésimo término de estas expansiones y luego

se definen las eficiencias como la suma de los primeros n de ellos4.

(* Parámetro de Tama~no para la i-ésima esfera se necesita ω en eV

y r en nm (se usa el radio mayor -klast-) *)

X[λ , i , Nmed :nmed]:=λtω[λ]r[i, klast]Nmed/197

(* n-ésimo término de la expansión de las eficiencias de esparcimiento

y extinción *)

QscaMien[n , λ , i , Nmed :nmed]:=
2

X[λ, i, Nmed]2
∗ (2n+ 1)∗

4 Es aqúı donde se corrige el error mencionado en la nota al pie anterior

138



(
Abs[an[n,X[λ, i, Nmed], Meff[λ, i, Nmed]]]2 + Abs[bn[n,X[λ, i, Nmed], Meff[λ, i, Nmed]]]2

)

QextMien[n , λ , i , Nmed :nmed]:=
2

X[λ, i, Nmed]2
∗ (2n+ 1)∗

Re[an[n,X[λ, i, Nmed], Meff[λ, i, Nmed]]+bn[n,X[λ, i, Nmed], Meff[λ, i, Nmed]]]

(* Serie para Qext, Qsca y Qabs hasta el n-ésimo término *)

QscaMie[n , λ , i , Nmed :nmed]:=
∑n

l=1 QscaMien[l, λ, i, Nmed]

QextMie[n , λ , i , Nmed :nmed]:=
∑n

l=1 QextMien[l, λ, i, Nmed]

QabsMie[n , λ , i , Nmed :nmed]:=QextMie[n, λ, i, Nmed]−QscaMie[n, λ, i, Nmed]

Finalmente, como las Secciones de Extinción, Absorción y Esparcimiento no son sino

Qext, Qabs y Qsca multiplicadas por el área transversal de la esfera respectiva, una vez que

se tienen QscaMie, QextMie y QabsMie, las secciones respectivas se obtienen mediante

(* Secciones de Extinción, Absorción y Esparcimiento *)

CextMie[n , ω , i , Nmed :nmed]:=0.001πr[i, klast]2QextMie[n, ω, i, Nmed]

CabsMie[n , ω , i , Nmed :nmed]:=0.001πr[i, klast]2QabsMie[n, ω, i, Nmed]

CscaMie[n , ω , i , Nmed :nmed]:=0.001πr[i, klast]2QscaMie[n, ω, i, Nmed]

El factor de 0.001 se agrega para obtener las secciones en unidades de 103 nm2 para

que las unidades sean las mismas que las que usualmente se reportan en la literatura [8, 9].

A.2.2. Scripts de Mathematica para calcular las propiedades

ópticas de elipsoides

En el caso de elipsoides las propiedades ópticas se calcularon a partir de la expresión

para la polarizabilidad que se obtiene bajo la aproximación cuasiestática. Según se dedujo

en la Sec. 2.3, la s-ésima entrada de la diagonal del tensor de polarizabilidad (es decir,
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la polarizabilidad en la dirección s) es

α(s) = V
ε1 − εm

εm + L(s)(ε1 − εm)
. (2.54)

En esta expresión ε1 es la permitividad del elipsoide, que en el código deberá sustituirse

por εeff, y εm la permitividad del medio circundante. Como se muestra en el código

siguiente, implementar esta ecuación no presenta dificultades mayores

(* polarizabilidad de un elipsoide en la dirección ’s’ *)

α[λ , s , i , nm :nmed]:=

vol[par[i, klast]]
εeff[λ, s, i]− εmed[nm]

εmed[nm] + L[s, par[i, klast]](εeff[λ, s, i]− εmed[nm])

Ya con la polarizabilidad pueden calcularse las distintas secciones de extinción

Csca =
k4

6π
|α|2 ; ( 2.35a)

Cabs = kIm {α} . (2.35b)

Igualmente, en Mathematica pueden reproducirse estas ecuaciones

(* Secciones de extinción, esparcimiento y absorción para elipsoides

*)

Cabs[λ , s , i , nm :nmed]:=
2πnm

λ
Im[α[λ, s, i, nm]]

Csca[λ , s , i , nm :nmed]:=
1

6π

(
2πnm

λ

)4

Norm[α[λ, s, i, nm]]2

Cext[λ , s , i , nm :nmed]:=Cabs[##] + Csca[##]&[λ, s, i, nm]

En este código, L[s, par[i, klast]] es el factor de depolarización definido en 2.515.

Finalmente, para comparar con la expresión exacta de la polarizabilidad de un elipsoide

5 Estos factores también se definen, más detalladamente respecto a su uso en el código, en la Sec.
A.1.4 de este apéndice.
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cubierto por un cascarón elipsoidal cofocal,

α
(s)
CNS = V2

(ε2 − εm)
[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(s)
1 − fL

(s)
2

)]
+ fε2(ε1 − ε2)[

ε2 + (ε1 − ε2)
(
L

(s)
1 − fL

(s)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(s)
2

]
+ fL

(s)
2 ε2(ε1 − ε2)

;

(2.56)

se definieron funciones extras para obtener los cálculos deseados

(* Expresiones para la polarizabilidad y secciones EXACTAS de un

’coated ellipsoid’ *)

numαex[λ , s , i , nm :nmed]:=

((εcor[λ, i, 2]− εmed[nm])(εcor[λ, i, 2] + (εcor[λ, i, 1]− εcor[λ, i, 2])∗

(L[s, par[i, 1]]− δ[i, 2]L[s, par[i, 2]]))

+ δ[i, 2]εcor[λ, i, 2](εcor[λ, i, 1]− εcor[λ, i, 2]))

denαex[λ , s , i , nm :nmed]:=

(εcor[λ, i, 2]+(εcor[λ, i, 1]−εcor[λ, i, 2])(L[s, par[i, 1]]−δ[i, 2]L[s, par[i, 2]]))∗

(εmed[nm] + (εcor[λ, i, 2]− εmed[nm])L[s, par[i, 2]])

+ δ[i, 2]L[s, par[i, 2]]εcor[λ, i, 2](εcor[λ, i, 1]− εcor[λ, i, 2])

αex[λ , s , i , nm :nmed]:=vol[par[i, 2]]
numαex[##]

denαex[##]
&[λ, s, i, nm]

Cabsex[λ , s , i , nm :nmed]:=
2πnm

λ
Im[αex[λ, s, i, nm]]

Cscaex[λ , s , i , nm :nmed]:=
1

6π

(
2πnm

λ

)4

Norm[αex[λ, s, i, nm]]2

Cextex[λ , s , i , nm :nmed]:=Cabsex[##] + Cscaex[##]&[λ, s, i, nm]

Por último, el script para calcular la FOM de los elipsoides es el siguiente

(* rango del espectro visible en el cual se toman el valor promedio

y el máximo *)

integrange = {300, 700};
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(* Promedio de la sección de esparcimiento, integrando numéricamente

la Ec. (2.35a) adaptada a elipsoides *)

Cscaave[s , i , range :integrange]:=
NIntegrate[Csca[λ, s, i], {λ, range[[1]], range[[2]]}]

range[[2]]− range[[1]]

(* Valor de la sección de esparcimiento en la resonancia; el output

es la posición de la resonancia λ0 y el valor de Csca en ella *)

Cscares[s , i , λres :λ0]:={λ/.#[[2]],#[[1]]}&[FindMaximum[Csca[λ, s, i], {λ, λres}]]

(* Valor máximo de la sección de absorción; el output es el máximo

de Cabs (segunda entrada) y la longitud de onda donde esto ocurre

(primera entrada)*)

Cabsmax[s , i , λm :λmax]:={λ/.#[[2]],#[[1]]}&[FindMaximum[{Cabs[λ, s, i], 300 <

λ}, {λ, λm}]]

(* FOM usando la Ec. (2.7); se obtiene el valor de FOM, la longitud

de onda de resonancia de Csca y la longitud de onda cuando Cabs alcanza

su máximo *)

FOM[s , i , λres :λ0, λm :λmax]:={
#1[[2]]

2Cscaave[s, i] + #2[[2]]
,#1[[1]],#2[[1]]

}
&[Cscares[s, i, λres], Cabsmax[s, i, λm]]

Para que la función FOM funcione adecuadamente, es necesario que se introduzcan “a

mano” los valores aproximados de la longitud de onda de resonancia λres y del máximo

de Cabs, λm
6. Esto se debe a que a veces el programa no puede encontrar de manera

automática el máximo global de Csca y Cabs y el algoritmo converge a un máximo local.

En cambio, dando valores aproximados de las longitudes de onda se garantiza que el valor

de FOM que se obtiene corresponda a las resonancias de las propiedades ópticas. Para

6 A estas dos cantidades se le han dado los valores (simbólicos) por default de λ0 y λmax, que se
ajustan para cada caso cuando las resonancias de todos los sistemas están muy cercanas, lo que evita
tener que definir estas longitudes de onda individualmente para cada sistema.
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obtener estos valores aproximados de λ, pueden graficarse Csca y Cabs y después usar la

herramienta Get Coordinates que proporciona Mathematica para el análisis de gráficas.

En el caso de tratar con esferas, las funciones para calcular la FOM son básicamente

las mismas, sólo que omitiendo el argumento s en todas ellas.
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