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Respuesta plasmoénica de particulas
anidadas usando medio efectivo.
por

Rafael Alberto Diaz Hernandez Rojas

Resumen

En esta tesis se desarrolla un nuevo modelo de medio efectivo (EMT) denominado
homogeneizacion recursiva para obtener la funcién dieléctrica efectiva, e.g, de varios tipos
de nanoparticulas (NP) anidadas. Este tipo de NP son sistemas que constan de un nicleo
rodeado de uno o varios cascarones sucesivos de distintos materiales. El método de EMT
propuesto consiste en ir aplicando una ecuacién similar a la de Maxwell Garnett (MG),
de manera recursiva, para obtener .4 del sistema completo. La ecuacion que se utilizé se
diferencia de la de MG porque deben tomarse en cuenta los factores de depolarizacién
tanto de la inclusién como del medio envolvente. Consecuentemente, esta expresion es
mas simétrica que la de MG usual y la reproduce cuando se estudian sistemas esféricos,
pues para ellos los factores de depolarizacién son siempre 1/3.

De manera explicita: el modelo de homogeneizacion recursiva usa esta nueva ecuacion
para asociarle una permitividad efectiva, e.g,, al nicleo y al primer cascarén. Posterior-
mente, se considera que ambos forman una particula homogénea de esta permitividad
y con las dimensiones (externas) del cascarén. Esta nueva particula, a su vez, se toma
como una inclusion del segundo cascarén y vuelve a aplicarse la ecuacion para homoge-
neizarlos y asi obtener otra particula, de permitividad e.g,, con las dimensiones de este
segundo shell. Este proceso se repite hasta que se hayan contabilizado todas las capas
que componen a la NP y se haya obtenido la funcién efectiva total del sistema, c.g.

Asimismo, se contrasta el modelo de homogeneizacién recursiva con otros esquemas de
EMT, concluyendo que el primero es mas adecuado para sistemas complicados, sobre todo
cuando se tienen varios cascarones del mismo material; o que, en todo caso, generaliza
el trabajo desarrollado por Chettiar y Engheta en [1]. La ventaja de este nuevo enfoque
— particularmente de tomar los factores de depolarizacion tanto de la inclusién como del
host medium — es que pueden reproducirse las expresiones exactas de la polarizabilidad de
NP anidadas con un ntucleo y solo un cascarén, obtenidas en el régimen cuasiestatico para
geometrias esféricas y elipsoidales. Ademas de esto, el uso de homogeneizacién recursiva
se justificé comparando las propiedades épticas de varias NP anidadas con los datos
publicados en la literatura, consiguiendo un buen ajuste con ellos; en especial, la posicion
de todas las resonancias fue siempre cercana a la reportada, la principal discrepancia
estuvo en la intensidad de las mismas. Es importante aclarar que al tratar con sistemas
esféricos, este nuevo modelo de EMT dio resultados consistentes con los publicados incluso
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cuando se us6 la Teorfa de Mie (para una esfera homogénea), debido a que las dimensiones
de las NP eran mayores al rango de validez del régimen cuasiestatico. En cuanto a los
sistemas elipsoidales, todos los calculos se restringieron a sistemas pequenos, comparados
con la longitud de onda, por la falta de una solucién analitica cuando la particula es
arbitrariamente grande.

Como estas comparaciones arrojan buenos resultados, se propone extender el uso de
homogeneizacién recursiva a sistemas para los que no existe una solucién exacta, e.g.
elipsoides no cofocales. Un caso particular de éstos — un sistema esfera-elipsoide — se
analiza con cierto detalle. Para este tipo de NP no se afirma que este modelo de EMT
reproduzca las propiedades 6pticas reales, pero si que las aproxime en buena medida, de
modo que sirva como una guia y no sea necesario implementar métodos mas elaborados
a menos que se quieran refinar los valores obtenidos. Finalmente, se mencionan algunas
de las limitaciones del modelo, todas ellas relacionadas con el tamano de las particulas o
el grosor de los cascarones.

VII
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ANTECEDENTES




Capitulo 1

Funcién Dieléctrica (¢) de Metales

El proyecto que se desarrollé como Tesis consistié principalmente en aplicar teoria de
medio efectivo (EMT, por sus siglas en inglés) para describir las propiedades 6pticas de
nanoparticulas anidadas compuestas por varias capas de distintos materiales; en parti-

1 t d. 1 ﬁ . . . d b .7 . . t 1 t. L4
cular, se estudiaron las eficiencias y secciones de absorciéon, esparcimiento” y extincion,
definidas en el Capitulo 2. Antes de estudiar las propiedades épticas de los materiales,
es necesario comenzar por determinar la respuesta de un cuerpo a un campo eléctrico

externo, E.

1.1. Modelo Clasico para ¢ de Metales Nobles

Sabemos que todos los cuerpos estan formados por moléculas y éstas a su vez por
atomos, los cuales contienen un nucleo, cargado positivamente, y una nube electronica,
de carga negativa. Entonces, dadas estas cargas intrinsecas en todos los materiales, es de
esperarse que éstos reaccionen de alguna forma cuando hay algiin campo electromagnético
en sus alrededores. Asumiendo que solo haya un campo eléctrico, una manera de describir
esa respuesta es mediante la permitividad o funcion dieléctrica del material, €. El caso de

mayor interés, desde el punto de vista conceptual y de aplicaciones, es cuando el campo

1'Se usa “esparcimiento” como la traduccién de “scattering”.
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eléctrico, E, no es estatico, sino que oscila con cierta frecuencia w. Mas ain, como un
campo oscilante no es sino una onda electromagnética, realmente lo que £ describe es la
respuesta de un material a la luz que incide sobre é12, siempre y cuando la permeabilidad

del material, i, sea despreciable, condicion que se asumira a lo largo de todo este trabajo.

Una de las maneras bésicas de modelar o predecir el comportamiento de un material
cuando un campo eléctrico actiia en él, es suponer que se forman pequenos dipolos en
todas las moléculas debido al desplazamiento de las nubes electronicas respecto a su
posicion de equilibrio. Estos dipolos a su vez produciran una polarizacion en el medio,
P, y es justamente usando este iltimo campo vectorial como puede encontrarse una

expresion para €. Recordando la definicion del vector de desplazamiento eléctrico, D,

D=¢E+P

y asumiendo que el material es lineal, con una permitividad (relativa) &, se tiene D =

goe E. Igualando estas dos expresiones para D se llega a que egE + P = ¢o¢E, de donde

P

e=1+ .
ol B

(1.1)

Ahora, la polarizacion se define como el momento dipolar por unidad de volumen;
i.e. P = Np, con p el momento dipolar generado por el campo eléctrico en cada una
de las moléculas y N el nimero de ellos por unidad de volumen. Luego, en términos del
desplazamiento, x, de la nube electrénica, p = ¢x. Por lo tanto, lo inico que se requiere
para encontrar € es expresar X en términos del campo eléctrico incidente y parametros
propios del material, como “qué tan dificil es desplazar a los electrones” o ya que estan

en movimiento, “qué impide que se sigan moviendo”.

Desde un punto de vista clasico, podriamos tratar a los electrones como particulas

puntuales, con posicién bien definida y sujetos a varias fuerzas. Para empezar, habria

2Con esto en mente, quizé el nombre mas adecuado sea el de “funcién dieléctrica”, pues como se
vera mas adelante, ¢ en efecto depende de la frecuencia de E.
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un término de forzamiento que es justamente el campo eléctrico (oscilante) que produce
su desplazamiento, Ege™™!; luego, si los electrones sélo se desplazan una distancia muy
pequena (comparada con las dimensiones moleculares) respecto a su posicién de equi-
librio, podemos escribir la fuerza restitutiva — “qué tan dificil es desplazarlos” — como
la de un oscilador arménico de frecuencia natural wy; finalmente, podemos asumir que
hay cierto amortiguamiento, oponiéndose al movimiento, que por simplicidad se asume
proporcional a la velocidad, con m~ el factor de proporcionalidad. Entonces, la ecuacion
de movimiento serd

dx

d .
mog = —mwgx — m’Yd—f + qEge ™" (1.2)

(1.2) no es sino una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes constantes,
por lo que una funcién de la forma x(t) = xoe™’ serd una solucién siempre y cuando la
amplitud del desplazamiento, xy, cumpla con ciertos requisitos. En este caso, al sustituir

la solucion propuesta se encuentra que

es la condicién sobre esta amplitud.
Sustituyendo en la ecuacién para la polarizacién, P = Np = N¢x, se obtiene que

Ng? 1

P= 5 —
m wj — w? —iyw

E,

y por lo tanto, reemplazando P con esta ecuacién en (1.1) se obtiene que la funcién

dieléctrica, con las unidades del Sistema Internacional, es

~2
Einter(W) = &0 [ 1+ “r
inter 0 Wg _ w2 — @’yw

— 1 ;
o1 Gt by

donde



- (1.4)

es una frecuencia caracteristica de oscilacién de la nube electrénica. Hay que notar que
para llegar a esta ecuacion se asumio que las cargas desplazadas son electrones, y por
ende, ¢ = e. Ahora, como se asumi6 que los electrones estan ligados a los sitios de
carga positiva, no puede afirmarse que la ecuaciéon anterior describa adecuadamente el
comportamiento de electrones libres. Por esto, a la expresién para ¢ dada por (1.3) se le
conoce como la contribucién de interbanda®: es la aportacién de los electrones que pueden
moverse con relativa facilidad alrededor de su posicién de equilibrio, pero a pesar de la
presencia del campo externo, permanecen ligados. Desde un punto de vista mas riguroso,
teniendo en mente la teoria de bandas de estado sélido, €j,ter representa las transiciones
de los electrones de bandas llenas a bandas (semi) vacias. La separacion energética entre

estas dos bandas es el origen de la fuerza restitutiva mencionada anteriormente [°l.

Por otro lado, sabemos que varios de los electrones en un metal —ciertamente una
cantidad suficiente como para influir considerablemente en casi todas las propiedades
macroscéopicas como conductividad térmica, eléctrica, calor especifico, etc.— estan practi-
camente libres y consecuentemente, debe hallarse otra expresiéon para calcular su con-
tribucion a la permitividad. Esto resulta facil si se asume que para éstos no hay fuerza

restitutiva y por lo tanto, la ecuacién andloga a la Ec. (1.2) es
& P4 L By (1.5)
m—s = —ml'— e ", .
2 at 90
En este caso, se asume una fuerza de amortiguamiento diferente, con un factor de pro-
porcionalidad I', pues no hay una razén a priori para que la “friccién” que experimenten

ambas clases de electrones sea la misma. Resolviendo la ecuacién diferencial anterior,

proponiendo igualmente una solucién de tipo exponencial, y luego sustituyendo en (1.1)

3 Lo que justifica el nombre que se le dio a € en la ecuacién (1.3)



se obtiene

w?
5Drude(w) =& (1 —p>

w2 ilw

. w? L T'w?

=€ — i .
0 w2412 ww?+17?)
En esta ultima ecuacién, también conocida como “Modelo de Drude” para la permitivi-

dad,

(1.6)

Wi = —, (1.7)

es la frecuencia de oscilacion caracteristica de los electrones libres. Dado que en general
hay un numero distinto de electrones libres y ligados, N # n, y por lo tanto w, # w,.
Ademas, de acuerdo con la teoria de Sommerfeld, el movimiento de los electrones en un
material puede describirse mejor asumiendo que poseen una masa efectiva, m*, y ésta no
necesariamente serd igual para €iyter ¥ Eprude, 10 que reafirma que la frecuencia de plasma

de estos dos tipos de electrones no es la misma, en general.

Con lo expuesto hasta ahora, la permitividad de un material puede modelarse suman-

do ambas contribuciones:

ETotal(w) = €Drude T Einter- (18)

Un modelo que intente reproducir completamente la permitividad real de un material,
debera considerar que, en general, hay varias bandas de valencia. Entonces, tendria que
hacerse un andlisis similar al anterior para cada una de estas bandas. Sin embargo, en
ocasiones no es necesario hacer una descripcion tan detallada, sino que puede encontrarse
ETotal al ajustarse los pardmetros como w,, wy, v, etc. de acuerdo a datos experimentales
y posteriormente sumando una contribucién ., a la expresién resultante. €., justamen-
te esta relacionado con las contribuciones del tipo ejer no contabilizadas de manera

precisa [}, Entonces, la permitividad se toma como

g(w) = ETotal + €0 (19)

Por ejemplo, en la Fig. 1.1, se muestra una comparacién entre la permitividad del oro,
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obtenida con (1.9) y los datos experimentales de Johnson y Christy, Ref. [4]. Como

parametros se usaron

wp = 2.96 eV; wp = 9.08 eV wo = 2.76 eV

v =0.59 eV; I'=0.07 eV; €00 = 6,

segtin la Ref. [3]4, y se graficé la funcién dieléctrica en términos de .

el L P —— -o----—""
obs—" w,'__.__.“.___.___'___._____. _____ - — -
podvesoe a0
,,,,, -
o
LN
LN
e
—20f e
e,
& \\Q
_0} M Ree)
B Ime)
--- Modelo N o
e Datos exp. ™.
—60}
\‘s‘\.
400 600 800 1000 1200
A (nm)

Figura 1.1: Comparacién del modelo de £(\) segun la ecuacién (1.9) con los datos
experimentales reportados en Johnson y Christy [ para el oro.

En la Figura 1.1 puede apreciarse que la expresion analitica de € se ajusta en casi
todo el intervalo mostrado, pero que tiene discrepancias apreciables para A < 500 nm,
lo que corresponde a la regién de alta energia en el rango visible del espectro y la region
UV. Esto se debe a que para energias mayores, el resto de las contribuciones del tipo
Einter NO pueden aproximarse con la constante €., por lo que a la expresion considerada,

deberia anadirsele otro término de la forma de (1.3), con distintos pardametros.

4 El factor de conversién entre eV y Hz es leV = 2.418 x 10" Hz
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1.2. Correcciéon por Tamano Finito

En este punto, conviene resaltar que el modelo anterior, en ningiin momento con-
templd los efectos de tamaiio finito de la muestra®. Estos se hacen apreciables cuando las
dimensiones del cuerpo en cuestién son comparables o menores que la trayectoria libre
media de los electrones. Cuando éste es el caso, la principal fuente de esparcimiento son
las colisiones que los electrones sufren con las paredes o superficies del material y no
entre ellos mismos. Este efecto entra en el modelo anterior mediante una modificacién al
factor I" de (1.6). Esta correccién (de tamano finito) tuvo que tomarse en cuenta en los
calculos desarrollados en este trabajo, pues se estudiaron particulas cuyas dimensiones
no exceden las decenas de nm. De hecho, una vez que se tomé en cuenta este efecto, los
resultados obtenidos reproducian mejor los reportados en la literatura.

El esparcimiento en la superficie tiene un efecto mas relevante en la contribucion de
los electrones libres a ¢, lo cual podria esperarse intuitivamente, pues los asociados a €jyer
dificilmente pueden desplazarse una distancia suficiente para que les permita llegar a los
bordes del material. Esto quiere decir que la correccion debe hacerse en el factor I' de
EDrudes que es justamente el que simula el amortiguamiento o colisiones de los electrones.

Usualmente, esto se hace mediante la sustitucién
I' - T +I'(L),

donde I'(L) es un término de esparcimiento extra que depende de alguna longitud ca-
racteristica, L, de la particula en cuestion.

Si se tratara de modelar la permitividad de los materiales usando los dos tipos de
contribuciones a ¢, bastarfa hacer esta sustituciéon en (1.6). Sin embargo, la cuestién
realmente es como incluir esta correcciéon cuando se tienen los valores ezperimentales de

la funcién dieléctrica, tal y como se reportan en [4] o [5]. Esta dificultad puede resolverse,

5 Es decir, este modelo sélo sirve para describir la permitividad de bulto. Hay que aclarar que los datos
de Ref. [4] se tomaron para muestras macroscopicas, lo que explica el ajuste tan cercano de la Fig. 1.1.
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de manera aproximada pero con muy buenos resultados [, si se asume que los valores
experimentales de la permitividad de bulto, £eyp, pueden modelarse usando la Ec. (1.8). De
esta manera puede “aislarse” la parte de la funcién dieléctrica que es necesario modificar
para incluir los efectos de tamano finito. Bajo esta suposicién, la contribucion de los

electrones libres o de Drude estaria dada por

€Drude = €exp — Einter-

Y a su vez esta expresién deberfa de ser igual a la Ecuacién (1.6), que se obtuvo con el
modelo clasico en la seccion anterior. Entonces, dado que €j,er n0 depende del tamano de
las particulas, por las razones expresadas mas arriba, si se resta un término de la forma
de (1.6) y se suma uno analogo, pero con la correccién en I', puede obtenerse una funcién
dieléctrica que refleje la influencia de las dimensiones de la particula. Esto es, si se asume

que la versién “corregida” de eprude €s°

w2

A P 1.10
“Drude wlw + 4T +i(L)] (1.10)

entonces la funcién dieléctrica con la correccién por efecto de tamano, €qp, €5 2

/
€cor(w) = Eexp — €Drude + €Drude

S (1 - w(ww—iF)) " (1 ww+ zliui m(L)]) o

Por otro lado, la manera mas comun de calcular el término I"(L) es suponer que

serd inversamente proporcional al tiempo promedio de colision, 7. Y que éste, por su
parte, no es sino la distancia caracteristica L entre la velocidad de Fermi del metal, vp.

En otras palabras,

(L) = %F (1.12)

6 A partir de ahora, se tomard eg = 1 para usar una notacién igual a la de las referencias [2,6]. Esto
es equivalente a decir que lo que se esta modelando son las permitividades relativas.
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con A una constante de proporcionalidad. De este modo, el problema se traduce en
encontrar un método para estimar L, pues A es un parametro ajustable cuyo valor se
asume cercano a 1 [, Sobre esta cuestién existen varios enfoques, tanto semicldsicos como
cuanticos, que resaltan algunos factores e ignoran otros, dependiendo de la caracteristi-
ca que se requiera estudiar y qué suposiciones se hagan sobre el tipo de colisiones y

trayectorias que describen los electrones.

Uno de los modelos mas exitosos para calcular L es suponer que los electrones sufren
colisiones elasticas con la superficie de la particula y por lo tanto su movimiento puede
estudiarse como un billar. El procedimiento usual es promediar todas las posibles tra-
yectorias que atraviesen de extremo a extremo —o cuerdas— una particula de geometria
arbitraria. Esto puede hacerse bajo perspectivas tanto clasicas o cuanticas, sin embargo,
en este ultimo caso, resulta bastante complicado definir una “cuerda promedio“ para
formas complicadas. De hecho, desde el punto de vista cuantico no esta claro como tratar
este problema, aunque en [6] se describe un método basado en probabilidad geométrica,
que al parecer ayuda a resolver varias dificultades.

Maés atin, las expresiones de la Ref. [6] son las que con mas frecuencia se utilizan para
evaluar L tanto en geometrias esféricas como de cascarones esféricos. Respecto a este

punto, se acostumbra que al tratar con esferas la forma correcta de calcular L es

Vv 4
Lot =4— = R, 1.13
r=4g=3 (1.13)

donde R, S y V son el radio, la superficie y volumen de la esfera, respectivamente. Este
resultado, clésico, es consistente dentro de cierto margen de error, con lo que se obtiene
con un tratamiento cudntico: L = 1.16R o L = 1.33R 9, dependiendo de si se supone
que el scattering es isotropico o difusivo. Por otro lado, los mismos autores sugieren que
para un cascarén esférico, de radio interno r; y radio externo r., la distancia efectiva o

caracteristica puede calcularse mediante la ecuacion

12—
3(r2 +r?)

€

Lshell = (114)
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Se decidi6 usar esta misma expresion en este trabajo dado que en varias de las fuentes
consultadas [0 se especifica que esta es la ecuacién que se usa para determinar L al
tratar con cascarones. Sélo por completez se menciona que existen varias posibles ex-
presiones para Lgpey, por ejemplo en [11] se presentan una serie de férmulas para esta
cantidad, todas ellas usando distintos modelos de esparcimiento. Su régimen de aplica-
bilidad depende del grosor del cascarén con el que se trabaje, aunque para cascarones
delgados todas dan aproximadamente el resultado de (1.14). A su vez, en [12] se deriva

otra expresion para Lge; que también se verifica experimentalmente.

Para futuras referencias conviene reescribir la Ecuacién (1.11) sustituyendo I por

(1.12). Haciendo esto se obtiene que la funcién dieléctrica corregida resulta ser

N iAwlvp
Lw(w +iT")? + i Avpw(w + iT)

Ecorr (W) = Eexp (W) (1.15)
Para aplicarla es necesario conocer los valores de w,, vr, etc. Estos se encuentran repor-
tados en varias fuentes ["'? y compilados en [14]. Por otro lado, para el factor A no existe
alguna guia clara para definirlo; influye en el ancho e intensidad de las resonancias en las
propiedades épticas de las particulas, aunque nunca afecta su posicién. Esto motivo a
que su valor se ajustara de tal modo que los célculos realizados se aproximaran mejor a
los reportados en la literatura. Una vez que se encontrd tal valor tanto para el oro como

la plata, éste se dejo fijo y se usé en los cédlculos sucesivos.

Un estudio detallado de la importancia de estos efectos de tamano en la funcion
dieléctrica de los metales, puede consultarse la Referencia [7], donde se hace un anélisis
cuidadoso de la influencia de cémo los efectos de esparcimiento en la superficie son signi-
ficativos al estimar diferentes propiedades opticas de nanoparticulas. En este trabajo se
estudian los efectos de tamano para metales como plata, oro, aluminio, sodio y potasio
en configuraciones de nanoesferas o de nanoshells (un nicleo esférico recubierto por un
cascarén de otro material). También se muestra cémo la resonancia plasménica (ver el

Capitulo 3) de las diferentes particulas ocurre en valores de A distintos, y con diferente

11



intensidad, al incluir o no la correccion por efectos de tamano en ¢ de los diversos metales.
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Capitulo 2

Esparcimiento! de Luz por

Particulas y sus Propiedades ()pticas

2.1. Definiciéon de Propiedades ()pticas

La experiencia nos dice que, en tanto no se tenga radiacion ionizante, la manera en
la que la luz interactia con la materia sobre la que incide es mediante los fenémenos
de absorcion y esparcimiento. Ambos fendmenos pueden englobarse en lo que se conoce
como extincion, que no es sino una medida de qué cantidad de la luz incidente se ha
“perdido” después de haber iluminado un medio o particula; esta “pérdida” se asocia

tanto al esparcimiento como a la absorcion.

Estos fenémenos pueden cuantificarse usando las eficiencias de absorcion, Qups, ¥

esparcimiento, ()., definidas mas adelante. Su suma serd la eficiencia de extincién, Qe

Qe:ct = Qsca + Qabs' (21)

Otras magnitudes de utilidad son las Secciones de absorcion, esparcimiento y extin-

! En este trabajo se traduce “scattering” como “esparcimiento”, reservando el término “dispersién”
para relaciones entre los vectores de onda y la frecuencia de algin tipo de oscilacion.
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a——— Scatfered
Real particle
¢ / > >j Absorbed
/" f . . .
- ¥ Transmitted
Ideal opaque Absorption
particle L/ cross section

Figura 2.1: Tlustracion de los distintos tipos de interaccion de la luz con una particula y
representacion geométrica de la seccién absorcion, Cey,. Imagen tomada de [16].

cion (Cups, Csea, Cext) que se obtienen simplemente multiplicando la eficiencia corres-
pondiente por el area transversal de la particula. Por ejemplo, para una nanoparticula
esférica de radio a, cualquiera de las secciones mencionadas puede calcularse a partir de

la eficiencia correspondiente, mediante [']

Cy = WaQQf; f = abs, sca, ext.

Es importante mencionar que, a pesar de que (s, €tc. se denominan “eficiencias” no
debe suponerse que seran menores a 1. De hecho, como se mostrara en los Capitulos 6 y
7, generalmente son mayores a este valor. Una consecuencia directa es que las secciones
Caps, etc. pueden ser mayores que la seccién transversal de la particula en cuestion. En
la Fig. 2.1 se describen los fendmenos mencionados y en la parte izquierda se ilustra

geométricamente el significado de Clps.

En este trabajo, por propiedades dpticas se entiende cualquiera de las eficiencias y/o
secciones de absorcion, esparcimiento y extincion. Las ecuaciones para calcularlas en
particulas esféricas y elipsoidales se presentan en lo que resta del capitulo, ademés de

establecer ciertos criterios para cuando puede obtenerse su valor de manera aproximada
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y mas sencilla.

2.1.1. Calculo de Cy.,, Cpps ¥ Cont

Con el fin hacer las ecuaciones més tratables, se recurrira a la representacion compleja
de los campos eléctrico (E) y magnético (H) asociados a una onda plana monocromatica
que oscila con frecuencia w. Este tipo de ondas incluyen un factor exponencial de la forma
e~ vy de ahi que representen campos vectoriales complejos. Sin embargo, sélo su parte
real tiene sentido fisico y es la cantidad que en ultima instancia debe considerarse.

Para comenzar, supongamos que se tiene una particula de geometria arbitraria rodea-
da de un medio no absorbente; esto es, la luz no sufre ningun tipo de pérdida al viajar a
través del medio. Témese una esfera imaginaria, de radio r y superficie A, alrededor de
la particula. La energia electromagnética transportada por la luz cruza la superficie A a

una tasa dada por ['7]
Waps = / S-£dA, (2.2)
A

donde ¥ es un vector unitario normal a la superficie de la esfera y S es el (promedio
temporal del) vector de Poynting. En la region externa a la esfera, S a su vez estd dado
por

1
S = §R€ {E2 X H;} = Sz + Ss + Semt; (23)

donde los subindices i, sca, y ext corresponden a las contribuciones de la luz incidente,
esparcida y extinguida, respectivamente. El asterisco indica que debe tomarse el complejo
conjugado y el 2 como subindice hace referencia a que se estan usando los campos fuera
de la esfera imaginaria. Los campos en la regiéon interna se denotan con un subindice 1.

Cada uno de los términos de S esta a su vez dado por
1 *
Si = §R€‘ {El X Hz}7 (24&)
1
Ssca = §Re {E, x H}, (2.4b)
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1
Ser = 5Re {E; x H + B, x H;}. (2.4c)

La energia transportada por cada una de estas contribuciones se obtiene con integrales
analogas a (2.3):

Wy = —/ Sy - TdA; f = abs, sca, ext. (2.5)
A

Un resultado 1til es que, como el medio se asumioé no absorbente, W; = 0; pues de lo
contrario el campo electromagnético incidente estaria depositando energia en el medio.
Esto implica que

Wabs = _Wsca + Wea:t7

la cual, no es sino otra forma de expresar (2.1).

Por ultimo, las Secciones de esparcimiento, absorcién y extincién se obtienen al dividir
2
e E

el factor W correspondiente entre la irradiancia del campo incidente, I; = —70. Por
1
lo tanto
W
Cy = If; f = abs, sca, ext. (2.6)
i

2.1.2. Calculo de la Figure of Merit (FOM)

Ahora se describe brevemente la cantidad que en la Ref. [18] se define como FOM
(iniciales de Figure of Merit). Esta cantidad sirve para estimar qué tanta luz es esparcida
por un sistema en relaciéon con la que es absorbida. En particular, la FOM es relevante
cerca de una resonancia de la Seccién (Eficiencia) de Esparcimiento, Cse, (Qsea). Para

calcularla se utiliza la siguiente expresion

Osca (/\O )

FOM = .
0 2 (Cyeq) + méx {Coups }

(2.7)

Esta ecuacion contiene las caracteristicas buscadas para que un sistema sea un buen
esparcidor '*): una seccién de absorcién, Cys, pequeiia en todo el rango a considerar —

aunque sélo importa su valor maximo; un valor alto de C,,., en la resonancia localizada
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en \o; y que esta misma cantidad sea pequena en el resto del espectro. El simbolo (...)
denota el promedio de una cantidad dentro del rango de longitudes de onda a considerar
— en este caso, (300, 700) nm —y “méx” su méximo dentro del mismo rango.

De igual manera, en [18] se muestra que el cociente de Cy., en la resonancia (Ag) y

fuera de ella (en Ao + AX) puede aproximarse por

CaaMo) y , |Re{eQo+ AN} — Re{e(M)} [
Csea(Ao + AN) Im {e(X\o)} ’

siempre y cuando el tamano de la particula sea mucho menor a la longitud de onda de la
luz incidente. Este resultado puede deducirse de las expresiones obtenidas para C,., en

la Sec. 2.2.2, que aplican para el régimen cuasiestatico.

Para finalizar, conviene hacer la aclaracion de que la FOM sirve como un parametro
para cuantificar las propiedades esparcidoras de un sistema, que se asume compuesto
por wvarias particulas. Esto quiere decir que las ecuaciones mencionadas para Cy., no
pueden implementarse de forma inmediata, sino que habrian de modificarse para que
contabilizaran que se tiene una distribucion de particulas — y no una sola— con un tamano
caracteristico y cierta desviacion de él.

Para tomar en cuenta el conjunto de particulas y sus diversos tamanos habria de
encontrarse un valor promedio de las propiedades opticas relevantes, usando una funcion
de peso que reflejara la distribucion de tamanos de las particulas y su concentracion. Por

ejemplo, la Seccién de Esparcimiento deberia reemplazarse por el promedio,

(CooaN)) = / " Coaar, NP, f)dr, (2.8)

donde, Cj,., dentro del integrando es la Seccién de esparcimiento obtenida para una sola
particula, considerandola como una funcién del radio de la misma (ademés de la longitud
de onda de la luz); y P es una funcién que contiene informacién acerca de la distribucién
de tamanos (o radios) y su concentracion, que puede expresarse en términos de la fraccién

de llenado de las particulas, f. En este sentido, P juega un papel analogo a una funcién
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de densidad de probabilidad. Ahora bien, si la distribucién de tamanos no es muy grande
—i.e. las particulas poseen radios dentro de un intervalo pequeno— y no estan muy cerca
unas de otras — f < 1 — es de esperarse que el valor de cualquier propiedad dptica
calculada para una sola particula sea aproximadamente igual al que se obtendria para el
conjunto de ellas, usando(2.8). Al calcular la FOM de los sistemas analizados, se usaron
las expresiones mas sencillas para particulas aisladas, asumiendo que su valor reflejaria
significativamente el que se obtendria si se contara con varias particulas de distintos

tamanos.

2.2. Esparcimiento por Particulas Esféricas

El caso de esparcimiento mas sencillo de tratar es el de una particula esférica. Este
problema puede resolverse para una particula de tamano arbitrario usando la Teoria de
Mie — Sec. 2.2.1 — aunque cuando las dimensiones de la particula son mucho menores que
la longitud de onda de la luz incidente, todas las propiedades épticas pueden obtenerse
con gran precision usando lo que se conoce como aproximacion cuasiestatica —Sec. 2.2.2.
A pesar de que con las capacidades de computo actuales es sencillo implementar rutinas
que resuelvan el problema de manera exacta mediante la Teoria de Mie, conviene también
desarrollar los resultados del régimen cuasiestatico, pues el problema de esparcimiento
por un elipsoide es completamente andlogo en el mismo régimen. Méas importante atn,
para el modelo de Medio Efectivo que se desarrolla en este trabajo — Caps. 4 y 5 —
es indispensable contar con expresiones exactas para la polarizabilidad («) de esferas y

elipsoides, y éstas sélo pueden obtenerse al resolver el problema en este segundo régimen.

2.2.1. Solucién exacta: Teoria de Mie

El problema de la luz esparcida por una particula esférica de tamano arbitrario lo
resolvié por primera vez Gustav Mie en 1908 9. Este se reduce a resolver las ecuacio-

nes de onda wvectoriales para el campo electromagnético (E, H) asociado a una onda
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monocromatica:

V2E + k’E = 0, (2.9a)
V*H + k*H = 0, (2.9b)

con condiciones a la frontera
(E2 — E1> B X T = (Hg — Hl) B X T = 07 (29C)

donde los subindices 1 y 2 se refieren a las regiones interna y externa de la esfera, res-
pectivamente; a es el radio de la esfera; y k* = w?eu. Dado que no hay fuentes, las Ecs.

de Maxwell implican que los campos tienen divergencia nula:

V-E=0; V-H=0. (2.10a)

Y que no son independientes, pues el rotacional de uno de ellos es proporcional al otro y

viceversa:
V x E =iwuH; V x H = —iweE. (2.10b)

La condicién expresada en 2.10a hace pensar que los campos pueden ser derivados a
partir de aplicar un rotacional a una funciéon “potencial”; i.e., debe buscarse una funcion
M del tipo

M=V xf,

con f alguna funcién vectorial. Méas aun, si encontramos una funcién ¥ que satisfaga la
ecuaciéon de onda escalar

VAU + k20 =0, (2.11)
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entonces, el campo vectorial dado por
M=V x (rV¥), (2.12)

con r el radio vector, cumplird con la ecuacién de onda vectorial (2.9a). Esto puede
justificarse utilizando las identidades para V x (V x M) % y a partir de que se definié M
de modo que V-M = 0. Entonces, aplicando el operador [V2 + kﬂ al campo M se obtiene

VM + kM =V x [V(r¥) + k*(r¥)] .

Posteriormente, usando la identidad V*(r¥) = rV*¥ 4 2V V¥ y notando que el rotacional

de un gradiente es cero para funciones suaves, se deduce que
VM + KM =V x [r (V*U + £*0)]

de donde resulta claro que basta que ¥ satisfaga (2.11) para que un campo con la forma

de M sea una solucién a la ecuacién de onda vectorial.

A su vez, ya que se conoce M, puede encontrarse otro campo, N que también cumpla

la misma ecuacion. La relacién entre estos dos campos es

No VXM (2.13a)
2
¥ x N = kM. (2.13b)

Noétese que (2.13a) garantiza que la divergencia de N también sea cero. Dado que las
Ecs. (2.13) son las anélogas a (2.10b) y ambos campos cumplen con ecuaciones idénticas
a (2.9a), M y N describirdn campos electromagnéticos validos que satisfacen todas las
condiciones mencionadas. También hay que notar que segun (2.12), M -r = 0 y por lo
tanto este campo es tangencial a cualquier esfera, |r| = cte. Mds importante es recalcar

que el factor r que aparece en (2.12) garantiza que M es una solucién a la ecuacién de
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onda vectorial® en coordenadas esféricas '*, 1o que es una ventaja para el problema que
se plantea, dada la geometria de la particula. En la Fig. 2.2 se ilustra con un diagrama la

configuracion del problema a resolver, asi como la definicién de las coordenadas a utilizar.

Figura 2.2: Sistema de coordenadas esféricas centrado en una particula esférica de radio
a. La luz viaja en direccion z; i.e. el campo eléctrico incidente se asume paralelo a X.
Imagen tomada de [17].

De manera explicita, en estas coordenadas, la ecuacién diferencial que ¥ debe satis-

facer es

10 [ ,00 1 0 (. 0V 1 Pv L,
2o ( 5) T ZTna 90 (Slfl@%) T Eangag TR Y0 (2.14)

2 Vale la pena sefialar que si un campo A es solucién de la ecuacién de onda vectorial, esto no implica
que cada una de sus componentes satisfacen, por separado, la ecuacién de onda escalar; a menos que se
trabaje en el sistema de coordenadas cartesiano. Las ecuaciones diferenciales explicitas, en coordenadas
esféricas, que deben cumplir cada una de las componentes de E y H pueden consultarse en [21, Sec.
14.5].
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Se busca una solucién separable de la forma

W (r,0,¢) = R(r)0(0)2(p),

lo que lleva a que estas tres funciones que componen a ¥ deben satisfacer

e
d_gﬁz +m b = 0; (2.15&)
1 d . dO m?
Sine_g (Slnew) -+ ln(n+ 1) — SinQQ @ = 0, (215b)
d [ ,dR ) s N
. (7‘ %> + [K*r* = n(n+1)] R=0; (2.15¢)

donde las constantes de separacién, m y n, se determinan a partir de las condiciones de

frontera que ¥ debe cumplir.

Por brevedad, sélo se escribiran las expresiones de ¥ en términos de las soluciones a
cada una de las ecuaciones anteriores, pero en [17, Cap. 4] puede encontrarse un anélisis
detallado de cada una de las funciones que se indican a continuacién, asi como una
justificacién de varias propiedades que se dardn por supuestas a partir de este momento®.
Las funciones R, © y @ que resultan de (2.15) se conocen como arménicos esféricos? y son,
respectivamente: las funciones esféricas de Bessel, los polinomios asociados de Legendre
y las funciones seno y coseno. Los dos tipos de funciones ¥ que satisfacen la ecuacion
de onda en coordenadas esféricas pueden separarse en funciones pares, Ve, € impares

W ,mn; éstas son

Ve = cos(me) P (cos 0)z, (kr), (2.16a)

Uy = sin(me) P (cos 0)z, (kr); (2.16D)

3 e.g. s6lo es necesario considerar enteros positivos como valores de m, ortogonalidad de las funciones
asociadas de Legendre, calculo de las integrales que se requieren para expresar una onda plana en
armonicos esféricos, etc.

1En este trabajo, se denominan “arménicos esféricos” a las soluciones de la ecuacién de Laplace
completa, y no sélo a las funciones solucién de la parte angular, usualmente denotados por Yy, » (6, ¢).
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con z, alguna de las cuatro funciones esféricas de Bessel
20 (k1) = Ju(kr), yu(kr), Y (kr), P (kr). (2.16¢)

Donde A" y h? denotan a las funciones esféricas de Bessel de tercer tipo, o funciones

de Hankel:
WV (0) = gulp) +iya(p),  h2(p) = julp) — iyn(p).

El criterio para elegir cual de las cuatro funciones de Bessel utilizar lo determina la
condicién de tener una solucion acodada en r = 0 y que el comportamiento asintético en

r — oo sea el del campo eléctrico incidente més la contribucién del campo esparcido.

Debido a la propiedad de completez de los armonicos esféricos, cualquier funcién de
r, 0, ¢ puede expresarse como una combinacién lineal de ellos. En particular, esto es
justamente lo que debe hacerse para una onda plana monocromaética polarizada en la
direccién X(= sinf cos ¢ T + cos 6 cos ¢ 0 — sin 0] q,’A)) i.e. debe descomponerse el campo

incidente

E; = Eoe™ % (2.17)

en términos de los campos N y M, que a su vez involucran funciones de la forma (2.16a)

y (2.16D).

El procedimiento es laborioso, principalmente por las diversas integrales que deben
calcularse, ademds de las relaciones de recurrencia e identidades de las funciones z,(p) y
P™(cosf) que deben usarse. Una vez mds, se remite a consultar [17, Sec. 4.2] para los
detalles. Luego, ya que todas las integrales relevantes han sido resueltas, se llega a que

el campo incidente, Ec. (2.17), puede reescribirse como

;o 2n+1 M) _ @
E =FES it (M _ N ) . 218
Onz:lz n(n + 1) oln ? eln ( )

Los subindices omn o emn en las funciones M y N indican la funcion generadora, ¥,

correspondiente segin (2.16). De igual manera, el superindice (1) de los campos N y M
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en la ecuacion anterior indica que se ha tomado la funcién j,(p) como la funcién radial z,
en 2.16. Esto debido a que se requiere que el campo incidente tenga una magnitud finita
en el origen, r = 0, y s6lo la funcién j,(p) cumple este requisito. A su vez, las expansiones
del campo interno, E;, y esparcido, E,, deben derivarse a partir de las condiciones de
frontera (2.9¢). La misma condicién de una intensidad acotada en el origen justifica
que para E; también se requiera j,(p). Sin embargo, esto no sucede para el campo de

esparcimiento, que debe tener el comportamiento asintético

ezkr

~ .
—ikr

E, A, kr > 1

con A un vector perpendicular a la direccién de propagacién. Al analizar el comporta-

miento asintético de las funciones h%l)(p) y b (p) 1722

i(p—nm/2)
e
hP (p) ~ _ZT;

—i(p—nm/2)
€
i (p) ~ i——,
p
podemos notar que h (p) corresponde a una onda esparcida saliente, mientras que s (p)
representa una entrante, en la regién p > 1. Este comportamiento indica que la funcion

radial necesaria para representar fisicamente el campo esparcido es h%l)(p) =2 (p). De

forma explicita se tiene

E =Y E, <ch§}1>n - z’anSl)n> : (2.19a)
n=1

E, =Y By (M), - 6,NG,) (2.19D)
n=1

donde E,, es
2n+1

E, = i"Ey— 1 2.19

! “n(n+1) (2.19¢)
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De estos tres campos, E; es el que se necesita para obtener las propiedades opticas
de las particulas a estudiar y por lo tanto hay que determinar los valores de a, y b,
de (2.19b). Esto puede hacerse aprovechando la ortogonalidad de los arménicos esféricos,
pues a,, b,, ¢, v d, no son sino los coeficientes de Fourier que resultan de haber abordado
el problema mediante separacién de variables. Para determinar estos cuatro coeficientes se
requieren, por lo tanto, cuatro ecuaciones. Estas se obtienen de las condiciones de frontera
(2.9¢) que expresan que las componentes tangenciales de E y H deben ser continuas. Debe
notarse que una vez que se han encontrado las expansiones (2.18) y (2.19), el campo

magnético también ha quedado determinado segin (2.10b) y (2.13) .

Asumiendo que tenemos una esfera de radio a, con indice de refraccion N; inmersa
en un medio con indice de refraccién N, sobre la que incide luz de longitud de onda A,

se define el parametro de tamano z y el indice de refraccion relativo, m,

. 2rNa kl N1

x=ka o m=-—=—. (2.20)

Después de haber escrito las condiciones de frontera para cada componente tangencial

de E y H se llega a

Jn(ma)en, + b (2)by = ju(),
[maj,(ma)] ¢, + [2hP(@)] by = [2]a ()],
mjn(mz)d, + hg)(x)an = jn(x),

[maj,(ma)]) d, +m [xhg)(x)],an =m [z, (2)]’;

donde los coeficientes primados indican derivacién respecto al argumento entre paréntesis
y se ha supuesto que la permeabilidad de la esfera y el medio son las mismas. Resolviendo

este sistema de 4 x 4 se concluye finalmente que, en términos de las funciones de Riccati—
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Bessel, ¢ v &,
Unlp) = p dn(p),  &lp) =p D (p),

los coeficientes a,, y b, pueden escribirse como

M (M) [2jn (@) — ju(@) [m2jn(ma))

n

_ miu(ma) il (x) = Ya(@)h (ma)
b (mar) €, () — & ()b (mar)

b, — Jn(mx) [fcjn(l‘)]'/— Jn(@) [maj, (ma))’
jn(ma) [a:h;”(x)] — () [majn(ma)]’

_ dulma)dl(x) — mip () (ma)
b ()€, (@) — mé, (@) (ma)

Una propiedad a notar de estos coeficientes es que

lim a,, b, =0,
m—1

m2j, (ma) [ohil) (@)= biO(@) [maji(ma)]

(2.22)

(2.23a)

(2.23b)

lo cual esta de acuerdo con que si el indice de refraccion de la particula es muy parecido

al del medio (m = 1), ésta serd practicamente indistinguible de él.

Calculo de las propiedades 6pticas

Ya que se conocen estos coeficientes pueden determinarse las propiedades de la esfera

a partir de la integracién explicita de (2.5). En particular, para la extincién y la absorcién

se tiene que

1
W, — 5Re{ / / EiyHly — EgH?y — BygHj, + EgHjy) rsin 9d9d¢};
0 0
/

27
/ EyH}, — EssHy) r? sin 6d@d¢} :
0
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De las expansion (2.18) se tiene que, para los campos incidentes

. k
Ew - = ¢ Z E’ﬂ <¢nﬂ-n - “ﬁ;Tn) ) Hi@ = w— tan QZSEZ'Q,
A l]: (2.25)
Eiqb = S (b Z En (Zw;ﬂrn - wnTn) 5 Hi¢ - c:_,u cot ¢El¢

Mientras que para los campos de esparcimiento se deduce, a partir de (2.19b),

> k
Ey = cos ¢ Z E, (ia,&mn — bpénmn), Hep = i < Z By, (ibp&), T — annTn) |
A we po
. oo k
o= 220N B, (babor — ian€ims), Hap = 0 Z Ep (ibn€l T — anénta)
p “ wpe poo—
(2.26)
En estas dos iltimas ecuaciones se usaron las funciones 7, y 7, definidas como
P! dP!
= = 2.27
™= sme T g (2.27)

Aunque estas funciones no son ortogonales mutuamente ni entre si, satisfacen las relaciones ['"]

/ (Tn + T ) (T, + 7)) Sin 0dO = / (T — 70 ) (Tin — ) Sin6df = 0,
0 0

/ (TnTm + T T ) sin dh = 0,
0

2n2(n + 1)2

/0 (T Tm + TnTm) SIn 0O = 0y, o1

Con 6, la delta de Kronecker.

Al sustituir los campos segun (2.26) en, por ejemplo, W, de (2.24) y utilizando las

identidades anteriores para 7, y 7, se llega a la expresion

™| Eol|” §- 2 2
oo 22+ DRe o) (janl* 410, (2.28)

Wsca -
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donde g,, estd definido como

In = =166, = (X Un — UnXn) — 1(Uny, + xox'n),

siendo x,,(p) = —pyn(p) otra funcién de Riccati-Bessel. Ahora, como 1, y X, son reales

cuando su argumento es real, el primer sumando de g, no es sino el Wronskiano ['")

an;z - 1%)(;1 = 17

y por lo tanto Re {g,} = 1. Con esto y usando la definicién de Seccién de Esparcimiento

— Ec. (2.6) — se llega, finalmente, a que

2 (o]
Coea = 73 21(2n+ 1) (|an|* + |6a]) - (2.29%)

En tanto que un procedimiento andlogo sirve para deducir

[e.o]

> @20+ DRe{an + by}, (2.29h)

n=1

2

Cea:t k’2

mientras que Cyps puede obtenerse segin (2.1) como

Cabs - Cemt - Csca- (229C)

2

Las eficiencias correspondientes se obtienen dividiendo por mwa®, segin se mencioné al

principio de este capitulo. El resultado es
Qsea = Z (2n 4+ 1) (lan)* + ba]*) . (2.30a)
Qear = Z (2n + 1)Re{a, + by}, (2.30b)

con z el parametro de tamano definido en (2.20).
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2.2.2. Aproximacion cuasiestatica

Un problema similar, pero mas sencillo de tratar, es determinar el campo de esparci-
miento (E;) producido por una esfera de radio mucho menor que la longitud de onda de
la luz incidente y de permitividad ;. Con estas suposiciones, lo que se hace es abordar el
problema como si toda la esfera estuviera sujeta a un campo eléctrico de la misma inten-
sidad y direccion de polarizacion: dado que a < A\, E no tiene variaciones significativas
en la regién ocupada por la esfera; a este régimen se le conoce como cuasiestdtico®. Por lo
tanto, s6lo hay que encontrar el campo E, producido por una esfera sobre la que incide
un campo eléctrico uniforme, E; = Eg, como si ésta se hallara inmersa en un medio con
permitividad €,,.%5 De ahora en adelante se asume que el campo incidente es paralelo al
vector z, para poder usar la definicién usual de z en coordenadas esféricas: z = r cos 6.

Este problema se trata en detalle en libros basicos de electromagnetismo *”!, donde lo
que se hace es dividir el espacio en dos regiones correspondientes al interior y exterior de
la esfera y buscar los potenciales — &;,, v ®@.,; — en ellas. Cada uno de los potenciales debe
satisfacer la Ecuacion de Laplace de manera independiente y cumplir con las condiciones

de frontera:

Py, = @ewt; (T = (I), (231&)
8¢m o 8@ezt -
Em—p =15 (r=a). (2.31Db)

Ademas de tener un comportamiento asintotico

Doyt — —Eorcosb, (r = 00). (2.31c)

La primera de estas ecuaciones es la condicién de que el potencial electrostatico sea

5 Aqui conviene aclarar que la condicién rigurosa para aplicar esta aproximacién es que z < 1, donde
x es el pardmetro de tamano definido en 2.20. Para los valores de £ de los metales y dieléctricos que se
consideran en este trabajo, es suficiente establecer la condicién sobre A

6 Una vez que se ha encontrado E;, se agrega un factor e % para representar una onda monocromati-
ca.
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continuo en todo el espacio; la segunda no es sino la Ley de Gauss en ausencia de cargas
libres; y la tercera indica que a distancias muy lejanas de la esfera, el efecto de ésta es

despreciable y el campo se reduce al campo original Eqg = EjZ.

El potencial puede expresarse como una suma de armonicos esféricos”, pero por la
simetria azimutal del sistema, tnicamente los polinomios de Legendre son relevantes y

no hay ninguna dependencia con @:

ZAlrlPl(cos 9), r<a;
b —
—Eorcosﬁ—i-z l+1Pl (cos®), r>a.

Sustituyendo en (2.31) y usando una vez més las propiedades de ortogonalidad de P(cos ),

es facil deducir *"! que el potencial en la regién externa es

a’cosf 1 — e
72 81+25m7

&(r,0) = —Egrcos + Ey (2.32)

Omitiendo la parte asintética, se encuentra la contribucién al campo de esparcimiento:

qc080 €1 — e

D, (r,0) = E . 2.33
Este potencial puede reconocerse exactamente como el de un dipolo, p, dado por
P= €mCYE07
cuya la polarizabilidad, a, es
€1 —€m
a = 4dra® —2. 2.34
€1+ 2e ( )

Esta cantidad representa la respuesta de la esfera al campo incidente y su valor indica

qué tan facil se polariza ésta bajo la accion de Ej.

"Recuérdese la nota al pie 4.
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La importancia de este factor es que a partir de él pueden calcularse Cypq v Cps 217

Chvy = L la)? (2.35a)
sca — 67]' .
Caps = k Im {a}. (2.35D)

Aunque las eficiencias correspondientes — Qo v Qups — pueden calcularse dividiendo por

ma?, a veces resulta mds til usar las expresiones

Oupe = 42Tm {—;14:256‘“ } , (2.36a)
Quen = S| S Em 2 (2.36b)
sca — Z T ) .
3 €1+ 2e,

donde z es el parametro de tamafio definido en (2.20).

Estas ecuaciones pueden obtenerse a partir de las expresiones exactas de la Teoria de
Mie, (2.30), considerando sélo el término a; y desarrollando las funciones de Bessel en
series de potencias hasta términos de orden x?. Las mismas expresiones pueden también
deducirse, con un método completamente independiente a los resultados de Teoria de
Mie, segiin se muestra en las Secs. 3.4 y 5.2 de [17]. Este procedimiento implica expresar

el campo de esparcimiento en términos de un vector

perpendicular a la direccién de polarizacién del campo incidente y posteriormente integrar

Wert ¥ Wieo explicitamente. El resultado de estas operaciones es

N

4
Cort = 5 Re{ (X%
0=0
21 pw X 2
Csca = / —H k,‘2H sin Qd@dgb
0 0
31
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Por otro lado, la aproximacion cuasiestatica puede refinarse para considerar términos

cuadrupolares, para los que es necesario tomar en cuenta potencias mayores®. Definiendo

€1 —€m €1 —€m

T et 2en Y Ja =

9d - )
€1+ 2en

las eficiencias de extincién y esparcimiento son "l

1.2 .’L’2
Qabs = 4xIm {gd + qu + %(61 - 1)} ) (2383)
8 o 2 ! 2 ! 2
sca — o s —_— —1 . 2.38b
Qun = 50* (Il + 5 ol + 5 0 = (2.380)

Los factores g4 y g, reflejan las contribuciones dipolar y cuadrupolar a la polarizabilidad (5],
respectivamente.

En la Fig. 2.3 se muestra la comparacién de Q).,; usando la Teoria de Mie (en azul), Ec.
(2.30b), y la aproximacién cuasiestatica, incluyendo términos cuadrupolares (en rojo), Ec.
(2.38), para esferas de plata de radios a = 10 nm (curvas continuas) y a = 50 nm (curvas
punteadas). Es notable que ambos métodos coinciden bastante bien con la esfera pequena,
pero las diferencias en el segundo caso son evidentes: con la aproximacion cuasiestatica
se pierde completamente la resonancia que ocurre alrededor de 400 nm, ademas de que
el valor de Q..+ es mas de dos veces mayor al obtenido con el cdlculo basado en Mie.

Una gran ventaja de trabajar dentro del régimen cuasiestatico es que el problema de
una particula anidada sencilla (o CNS por las siglas de Conventional Nano-shell) formada
por un nucleo esférico — de radio a; y permitividad £;— cubierto por un cascarén, también
esférico y concéntrico — de radio as y permitividad e9— como la que se muestra en la Fig.
2.4, puede resolverse de manera analitica y por lo tanto puede encontrarse una expresion

cerrada para su polarizabilidad, a saber,

(2 —em)(e1 + &2) + fe1 — €2)(em + 29)
(€2 + 2em)(e1 + 262) + 2f (€2 — em)(e1 — €2)

acns = 4mal (2.39)

8 Dada la definicién de z, en el régimen a < ), esta variable tiene un valor pequefo y por eso sélo se
usan los primeros términos de la expansién.
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— r=10nm (Mie)
— r=10nm (Aprox.)
-- r=50nm (Mie)
--r=50nm (Aprox.)

Qext

s -
-
—_——_
—_——

300 350 400 450 500 550 600

Figura 2.3: Q¢ de una esfera de plata con r = 10 nm (curvas continuas) y de
r = 50 nm (curvas punteadas). El resultado con Teoria de Mie se ilustra en azul y el de
la aproximacién cuasiestatica, hasta términos cuadrupolares, en rojo.

siendo f la fraccién volumétrica de llenado del nticleo respecto a la esfera externa. En
la siguiente seccién se resuelve en detalle el problema de un elipsoide recubierto, obte-
niéndose asi una expresion analoga para su polarizabilidad, misma que se reduce a la
ecuacion anterior cuando los tres semi-ejes de la particula son del mismo tamano. A su
vez, esta misma expresion puede reproducirse por completo, al usar el esquema usual de

Maxwell Garnett, segiin se describe en el Cap. 4.

2.3. Esparcimiento por Particulas Elipsoidales

Ahora se cambiara de sistema y se abordara el problema de esparcimiento de luz por
un elipsoide. Es un caso que conviene desarrollar con detalle pues un elipsoide es el cuerpo
regular mas general que puede construirse, siempre que se mantenga el requisito de tener

una superficie suave. De hecho, particulas con bordes rectos como cilindros, barras o
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Figura 2.4: Diagrama de dos esferas anidadas (conocido como CNS, por las siglas de
Conventional Nanoshell).

23], Por otro lado, anticipando los

discos pueden tratarse como casos limite del elipsoides
resultados del Capitulo 5, es precisamente al tratar particulas con este tipo de geometria
que el modelo usual de Maxwell Garnett deja de funcionar. Ademads, es justo para este tipo
de particulas que conviene hablar de homogeneizacion interna, terminologia desarrollada

en la Ref. [1], donde se analiza el caso esférico.

Como seria de esperarse, debido al menor grado de simetria, el problema se vuelve
considerablemente mas complicado que el caso esférico de la seccion anterior. De hecho,
dentro de la literatura consultada no se encontré ningtn trabajo donde este problema se
resuelva exactamente para particulas de tamano arbitrario. Por otro lado, si en vez de
tratar con elipsoides se estudian esferoides si existen soluciones analiticas al problema de
esparcimiento de la luz por una particula con esta geometria **>7 aunque los calculos no
pueden realizarse de manera exacta, debido a la falta de ortogonalidad de las funciones
esferoidales. En la Sec. 2.3.3 se tratard brevemente el estudio de particulas con esta

geometria.

Por otro lado, la manera en la que se estudia el problema de elipsoides (e inclu-
so cilindros y barras) es utilizando los resultados aproximados dentro del régimen cua-
siestatico **?% y para particulas mas grandes, del orden de 10 nm, se usa el método

de finite difference time domain (FDTD). En este trabajo, se usaron los resultados de la
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aproximacién cuasiestatica — Sec. 2.3.1- y se compararon con los resultados encontrados
dentro de este mismo régimen. Asimismo, como se mencioné anteriormente, es esencial
encontrar la expresion de la polarizabilidad de un elipsoide para poder desarrollar un
modelo de medio efectivo que funcione para particulas con esta geometria.

Finalmente, uno de los resultados exactos que pueden obtenerse mediante la apro-
ximacion cuasiestatica, es el de la polarizabilidad de un elipsoide, de permitividad ey,
recubierto por otro elipsoide de permitividad e, y cofocal al primero, Sec. 2.3.2. Esta
expresion para a serd de utilidad para desarrollar el nuevo modelo de medio efectivo en

este trabajo.

2.3.1. Régimen cuasiestatico

Se va a describir, con cierto detalle, la manera en que se resuelve el problema del
esparcimiento de luz, de longitud de onda A y polarizada en direccion z, por un elipsoide
centrado en el origen, con semiejes (a, b, c) paralelos a los ejes X, ¥, Z, respectivamente,
y con dimensiones tales que A > a > b > c., ver Fig. 2.5. El desarrollo matemaético puede
consultarse en [17, Sec. 5.2] y [29, Secs. 4 y 8]. El primer paso es elegir un sistema de
coordenadas conveniente, segiin la geometria de la particula. En este caso, como era de

suponerse, este sistema corresponde a las coordenadas elipsoidales, &, n, y ¢ definidas

por
x2 yQ 2’2
=1, — < € < o0; 2.40
e PrE ErE CRise (2408)
1.2 yQ 22
=1 —b* <n < —c 2.40b
A B4y Exg = (2.40b)
2 2 2
° Y - —a? < ¢ < —b2. (2.40¢)

=1
Zr( BAC Erc

Usando estas coordenadas, la superficie de la particula en cuestion se halla en el lugar

geométrico definido por £ = 0.

Igual que para encontrar el esparcimiento de luz producida por una esfera usando la
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(0,0,¢c)

Figura 2.5: Particula elipsoidal con semiejes (a, b, ¢), a > b > c. Imagen de [17].

aproximacién cuasiestatica debe resolverse la Ec. de Laplace en coordenadas esféricas, en
el caso de una elipsoide debe resolverse la misma ecuacion, pero usando las coordenadas
&, n, (. Sin embargo, una diferencia importante es que, debido a la falta de simetria,
habra expresiones distintas dependiendo de la direccién de polarizaciéon del campo inci-
dente, Eq. Es decir, en este caso ya no puede hablarse de una polarizabilidad escalar, «,
sino mas bien debe obtenerse un tensor de polarizabilidad, «;;. Ahora, por simplicidad,
solo vamos a considerar los casos en los que Eg es paralelo a alguno de los ejes cartesianos,
lo que corresponde a las entradas en la diagonal de «;;. A partir de ahora, a la i-ésima

de estas entradas de la diagonal se le denotara a(.

Antes de continuar, y por completez, se menciona la transformacion inversa de (2.40),

1.e. la expresion de las coordenadas cartesianas en términos de las elipsoidales:

2 _ (@ +8(a® +n)(a® + ()
(02 —a?)(c* —a?)

o 0P+ +n) 0 +Q)
vy = (a2 —b2)(c® —b2) (2.41b)
2 @HH(E+n)(E + ()
(@ =)0 =)

(2.41a)

(2.41c)

Segin la Ec. (2.41¢), el campo incidente Ey = Eyz, puede describirse mediante el po-
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tencial
(E+(E+n)(E+0)]"
(a2 — )12 — )

@0 == —E[)Z = _ED (242)

A éste debe agregédrsele un potencial de “perturbacién”, @,, que es realmente el que
contiene la informacion del esparcimiento producida por la particula. De modo que en la

region externa de la particula el potencial es

Beyy = Dy + D, (2.43)

Al igual que para la esfera, @, debe hacerse cero para puntos muy alejados del elipsoide,
lo cual es equivalente a

lim @, =0, (2.44)

£—o0

ues si € > a?. entonces & ~ r2.
b

Denotando por &;, y €1 al potencial y a la permitividad dentro del elipsoide y a las
mismas cantidades, pero en la region externa, por (2.43) y en, las condiciones de frontera
para este sistema, derivadas a partir de los requerimientos de continuidad del potencial

y de la Ley de Gauss, establecen que

,,(0,1m,¢) = Po(0,n,¢) + 2,(0,n,C), (2.45a)
0D;,, 0dy 09

R A 9.45h
R (85 * as)‘go (2450)

Ambos potenciales deben satisfacer simultdneamente la Ec. de Laplace, que en coor-

denadas elipsoidales es

V2 = (1 - C)f(é)a% (f(é)a—f)
HC- 9T (fm)g—f) +E— Q)5 (f(g)?—f) 0, (246

la cual, a pesar de ser considerablemente simétrica, no es sencillo resolver. En esta ecua-
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cion, la funcién f(q) esta definida por

fla) = V(e + )0 + ¢)(c* + q). (2.47)

Y aunque podria postularse una solucion separable del potencial y posteriormente ex-
presar el potencial real como una suma de arménicos elipsoidales® es mucho més sencillo
usar el hecho de que la solucion a esta ecuacion estd determinada por la forma del campo
incidente, que a su vez estd descrito por el potencial (2.42). Puede verificarse que este
también es el caso cuando la particula es esférica, segin las expresiones para el potencial

que se obtuvieron en la Sec. 2.2.2, en particular la Ec. (2.32).

Por lo tanto, basdndose en la forma de (2.42), es de esperarse que
2 2 1/2
O o (&) [(¢* +m)(c®+¢)] ",

donde F(£) es una funcién que debe satisfacer la ecuacién diferencial ['7)

% <f(§)cfl—§> _ (“2 I b, g) F(€) = 0. (2.48)

Las dos soluciones linealmente independientes a esta ecuacién diferencial (ordinaria) son

f(€)

Fy(€) = (& +€)'?, (2.49a)

y, por el método de reduccion de orden,

F5(§) = F1(§) /:O %; (2.49b)

con f(q) definida en (2.47). De hecho, la primera de estas funciones lleva simplemente al

potencial @ o z, lo cual estda de acuerdo con el comportamiento buscado. Ademads, estas

9 Estas funciones, junto con muchas de sus propiedades, ademés de las funciones andlogas en varios
sistemas de coordenadas pueden encontrarse en [30] y [31]

38



funciones F' tienen la propiedad de que

lIimFi({)=c vy lim F»(§) = 0.

£—0 £—o00

Por lo tanto, los potenciales @;,, y ¢, serédn

By (¢,m,¢) = O () [( +n) (P + O]
@p(£7n7<> = CQFQ(f) |:<C +77)(C + C)} 1/2

donde C; y C5 son constantes que se determinan a partir de las condiciones a la frontera,

Egs. (2.45). Segun estas ecuaciones, las constantes deben satisfacer el sistema

E() .
(@ = e)(E =)™

emCh (L(3 - i) -0 = “nbo 1/2°
abe (@ =) = )]

CL®) — ¢y =

Lo que lleva finalmente a que

@1 = @0, (250&)

Em — €1 /°° dg
abc em Je FP(q)f(q)
b, = — @y 2.50b
PT L LO( —en) (2.50b)

€m

En estas tltimas expresiones, L®) es lo que se conoce como factor de depolarizacion
o factor geométrico®, dado por
abc [~ dg

(9 - abc [~ 49
- 2 Jo (@2+a)f(a) (251)

10 Segiin estas expresiones, el término correcto serfa “factor geométrico”, pero en la literatura se en-
cuentran ambos nombres. En este texto se referird a ellos como “factores de depolarizacion” para ser
consistente con la mayoria de los articulos usados para la comparacién de resultados.
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donde (s) como superindice de L indica la direccién en la que se calcula el factor de
depolarizacion y as denota al semieje del elipsoide orientado en esa misma direccién. e.g.,

L® se calcula mediante

@ _ abc [ dg
. 2/0 @t af@)

Conviene mencionar que, tratandose de elipsoides, no se conoce ninguna expresion cerrada
para L®) y por lo tanto sus valores deben calcularse integrando (2.51) numéricamente.
Otro aspecto a resaltar de estos factores es que no son linealmente independientes, pues

deben satisfacer la ecuacién

LW+ 1@ 418 =1, (2.52)

Asimismo, de la igualdad anterior y de la simetria que una esfera posee, se concluye que

para este tipo de particulas
Lesfera = L(l) = L(2) = L(g) - 1/37

independientemente de sus dimensiones.

Ahora, para £ > a? sucede que

¢ (E@+q)f(9) e % 3 .

De modo que el comportamiento asintético de @, esta descrito por la expresién

abce; — ey
Eycosf 3 ¢
P, ~ m_ (2.53)
b r? 4 LB (g) —en)
€m

De donde se deduce que el efecto de Eq es generar un dipolo

€1 —€m

E
3em +3LG) (e — &) 0

p = 4meyabe

y por lo tanto, la polarizabilidad en la direccién Z es
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3) _ €1 —Em
em + LB (g7 —en)’

con V = 4?ﬂabc el volumen del elipsoide. Dado que la direccién Z se eligié sélo para
tratar un ejemplo especifico, pero fuera de eso no tienen ningtin papel especial, podemos
concluir que la polarizacién en una direccion arbitraria ¢, paralela a algin eje cartesiano

es

My 1" fm 2.54
@ Em + LW (1 — ) ( )

2.3.2. Elipsoides anidados

Lo més importante del método de aproximacién cuasiestatica es que también permite
resolver exactamente el problema de dos elipsoides anidados, concéntricos y cofocales con
permitividades €, (elipsoide interior) y ey (elipsoide exterior), tal y como se muestra en
la Fig. 2.6. El sistema de coordenadas se definira de acuerdo a los semi-ejes a1, b1, y ¢1

del elipsoide interno, .e.
72 y? 2

+ + =1, —2 < € < o0
GrE T Rre A1e et

y las expresiones correspondientes para 1 y (. El elipsoide externo tiene semi-ejes as, by
y ¢z, que cumplen con la relacién af +t = a3, b3 +t =03 y ¢t +t = 3, que es lo que

garantiza que los elipsoides sean cofocales. Si definimos la funcién

_[@+nE+9 1"
O - ae-a)

y &1, @y, y &3 representan a los potenciales en la region interna, intermedia y externa de

ambos elipsoides, respectivamente, entonces el potencial puede escribirse como

P = C1F1(§)G(n, Q) —f <€<0;
D= Py = [CoF1(§) + C5F2(E)] G(n,¢), 0<E<t;
D3 = Dy + CyF5(§)G (1, Q), t<¢.
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Figura 2.6: Elipsoides cofocales anidados (o CNS elipsoidal).

Igual que para el caso anterior, F} y Fy estan definidas por (2.49) y la funcién f(q),
que aparece contenida en la segunda de éstas, ahora estd dada por (2.47), tomando
a = ay, b =10y c= c. Notese que tanto F; como F;, aparecen en la expresion para
el potencial en la region intermedia, pues en ella no hay ninguna razén a priori para
descartar alguna de estas funciones.

Una vez mas, las constantes C, Cy, C3y C}y se determinan a partir de las condiciones

de frontera que debe satisfacer el potencial:

¢1(07 7, C) = @2(07 m, C)7 (255&)
0B, 0d,
618—5 o = &9 a—g £:O7 (255b)
@2 (ta m, C) = @3(15, 7, C)v (255C)
8¢2 8@3
g2 =€m 5o . 2.55d
i3 T (2:55d)

Para encontrar la polarizabilidad, inicamente es necesario hallar el valor de Cj. Utilizando

Mathematica y reduciendo las expresiones obtenidas se llegé al resultado
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Vo Ey
= X

Cy 5

(61— e2)(e2 — em) (LY — FLY) 4 &5 [f (1 — ) + (22 — &m)]
LYY + r1 - L;3>)] (61— &2) (€2 — em) + emea(l — L — L) 4+ L eie, 4+ LiVe2

De donde se obtiene finalmente que, al generalizar para cualquier direccién i, la polari-

zabilidad de este sistema es'?!

(62 —€m) [62 + (61 —€2) (Lﬁi) - ng)ﬂ + fea(er —€2)

2+ (e1 — €2) (L?) — fLéi)ﬂ [an + (g9 — em)Léi)} + LY ey(e, — &)
(2.56)

O‘g)Ns =V

donde Lgi) y Lg) son los factores de depolarizacion del elipsoide interno y externo, res-
pectivamente, en la direccion i. Como se habia anticipado, si en la expresién anterior
se sustituye Lgi) = Lg) = 1/3 se recupera la polarizabilidad de una esfera anidada, Ec.

(2.39).

Uno de lo resultados mas sobresalientes de este trabajo, es que la ecuacién anterior
también puede deducirse ezactamente usando medio efectivo (o EMT, por las siglas de
Effective Medium Theory) dentro del esquema presentado en el Capitulo 5, el cual incluye
una ligera modificacién a la ecuacion de Maxwell Garnett para calcular la permitividad

efectiva, eqg.

Finalmente, ya que se conoce la polarizabilidad del sistema, en alguna de las tres
direcciones posibles, las eficiencias y secciones de extincion, absorciéon y esparcimiento

pueden calcularse usando de nuevo las Ecs. (2.35) y (2.36).

11 alblcl . . . . , 47Ta1b101 471'@2[)202
= ; los elipsoides interno y externo tienen volimenes Vi = y Vo = ,
azbaco 3 3
respectivamente.
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2.3.3. Particulas esferoidales

Para terminar este capitulo se comentara acerca del problema de esparcimiento por
esferoides. En primer lugar, si se sigue trabajando en el régimen cuasiestatico, todos los
resultados obtenidos para elipsoides siguen siendo validos, pues los esferoides son un caso
particular de este tipo de cuerpos, en el que dos de los semi-ejes tienen la misma longitud.
Esta propiedad sirve para dividir a los esferoides en dos grupos: prolatos, en los que b = ¢

y por lo tanto L) = L®); y oblatos, para los que se cumple a = by L) = L3,

De hecho, la propiedad mas notable de los esferoides es que para ellos si es posible

encontrar expresiones cerradas, en términos de funciones elementales, para sus factores

2,17]

de depolarizacién ', Para esferoides prolatos se tiene

12 11 b2
Li=-—F° (—1+—1n +e); e2=1——. (257a)

e? 2¢ 1—e

Mientras que para esferoides oblatos la expresién correspondiente es

L= 29 (3 - aretang(e)) - 5% gt (* _)/ d=1-C @sm)

Los otros factores de depolarizacién se pueden obtener usando (2.52).

Por otro lado, cuando la particula tiene un tamano que no permite aplicar la apro-
ximacién cuasiestatica, el mayor grado de simetria de un esferoide, permite resolver el
problema de encontrar los campos electromagnéticos que satisfacen (2.9a). En otras pala-
bras, es posible resolver el problema de esparcimiento de luz por un esferoide de tamano
arbitrario, lo que equivale a encontrar los campos E y H que satisfacen la ecuacion de
onda vectorial. Esto quiere decir que se tiene una extension de la Teoria de Mie para

particulas esferoidales.

Sin embargo, a pesar de ser un problema andlogo al que se describio en la Sec. 2.2.1,
su solucién es mas complicada y de hecho no pueden encontrarse expresiones cerradas

para el campo eléctrico del tipo (2.19). La dificultad principal radica en que los sistemas
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de ecuaciones resultantes, de donde se obtendrian los coeficientes analogos ay, b,, ¢,
y d, que aparecen en (2.19), no pueden reducirse a expresiones como (2.23); en vez de
estos coeficientes se obtienen factores que han de expresarse en términos de vectores y
matrices de dimension infinita. Es decir, al escribir el campo eléctrico y magnético como
una suma de varios modos, cada uno de los cuales satisface la ecuacién de onda vectorial,
se llega a una expansion cuyos términos contienen coeficientes que sélo pueden escribirse
en términos de vectores y matrices infinitos!2.

Esta diferencia tan sustancial se debe (inicamente) a que los armoénicos esferoidales —
producto de haber resuelto la ec. de onda en este tipo de coordenadas— son un conjunto de
funciones completas pero no ortogonales. De esta (desafortunada) propiedad se desprende
la imposibilidad de encontrar expresiones cerradas para cada coeficiente de la expansion
del campo eléctrico en términos de las funciones arménicas vectoriales, pues todos los
modos son relevantes y tienen cierto peso en el valor de cada coeficiente.

Respecto a este problema, probablemente la referencia mas completa, detallada y ac-
tualizada es Spheroitdal Wave Functions in Electromagnetic Theory de Li, Kang y Leong,
Ref. [24]. Este libro contiene expresiones explicitas para cada uno de los “coeficientes
vectoriales” mencionados, ademas de indicar varios criterios sobre cuantas entradas es
necesario considerar para obtener resultados validos numéricamente. Estos criterios de-
penden principalmente del tamano de la particula en cuestién y también aplican para
las matrices relacionadas a estos vectores. Como comentario final: en [32] y [33] también
puede encontrarse el problema de esparcimiento por un esferoide y varias propiedades de

las funciones esferoidales. Para mas aplicaciones de este tipo de particulas puede consul-

tarse [25-27].

12 En la bibliografia consultada no se encontré ningtin método que permita reducir las expresiones de
estos coeficientes a formas mas sencillas y sobre todo finitas.
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Capitulo 3

Plasmones de Bulto y Plasmones de

Superficie

En el Capitulo 1 se dedujeron expresiones para la permitividad de los materiales —
metales en especial- asumiendo que los electrones en ellos podian desplazarse debido
a la presencia de un campo eléctrico externo, como se ilustra en la Fig. 3.1. En esta
deduccioén se asumié que toda la nube electrénica oscilaba en fase, a una frecuencia w, u
Wy, dependiendo de si se trataba de electrones libres o de la contribucién de interbanda,
respectivamente. Ahora nos enfocaremos en el estudio de estas oscilaciones electronicas
y se trataran de derivar algunas de sus propiedades, no para estudiar la respuesta de los
materiales a campos eléctricos sino para reconocer que estas oscilaciones representan, en
si mismas, modos de oscilacion del campo electromagnético. Estos modos de oscilacion, o

mas precisamente, los cuantos asociados a los modos es lo que se conoce como plasmones.

En este capitulo de presenta brevemente y de manera introductoria el tema de plasméni-
ca, resaltando en particular los conceptos que seran de utilidad para este trabajo: plas-
mones (-polaritones) de superficie, o SPP por las siglas en inglés de Surface Plasmons-
Polaritons; y plasmones de superficie localizados, o LSP, por las iniciales de Localized

Surface Plasmon. Ademas se identifican varias propiedades que distinguen a estos dos
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Figura 3.1: Esquema de un plasmoén de volumen. Notese que el desplazamiento de la
nube electrénica es antiparalelo a E. Imagen tomada de [15].

1
e Cloud

tipos de plasmones superficiales de los plasmones de bulto o de volumen.

Se comienza estudiando este ultimo tipo de plasmones, para después describir los
SPP en interfaces planas y posteriormente a los LSP en nanoparticulas, para asi hacer
la conexién con la teoria de esparcimiento de luz por particulas descrita en las Secs.
2.2.2 vy 2.3.1. Respecto a este ultimo punto, la variedad de fenémenos que se relacionan
con los SPP, y en particular con los LSP, so6lo pueden observarse al tratar con sistemas
cuyas dimensiones sean del orden de nm. Pues aunque las ecuaciones de Maxwell son
validas para escalas mucho mayores, s6lo al combinar estos tamanos nanométricos con los
valores de las funciones dieléctricas en el rango visible podran producirse las resonancias

plasménicas de modo que sean dominantes:

The existence of plasmons is characteristic of the interaction of metal nanos-
tructures with light. Similar behavior cannot be simply reproduced in other
spectral ranges using the scale invariance of Maxwell’s equations since the ma-
terial parameters change considerably with frequency. Specifically, this means
that model experiments with, for instance, microwaves and correspondingly
larger metal structures cannot replace experiments with metal nanostructures

at optical frequencies!.

Para comenzar, se mencionan algunas de las aplicaciones que se han desarrollado en el

! Tomado de [3, p. 378].
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area de plasmonica. En particular, las resonancias plasmonicas han sido de gran utilidad
como marcadores bioldgicos para detectar tejidos dafiados por cancer 101634 asi como
para tratar esta enfermedad [*”. Ademds, estas mismas resonancias y el aumento del
campo eléctrico en la superficie de las nanoestructuras — ver. Sec. 3.2.2 — se han usado
para desarrollar sondas con distintos usos en imagenologia (imaging) que proporcionan
informacién quimica, estructural y morfoldgica de los sistemas !'%%% incluidos algunos
casos de biosensing. También se ha encontrado que sustratos que contienen nanoparticu-
las (NP) ayudan para aumentar en varios 6rdenes de magnitud la senal registrada en

(15,36,

Espectroscopia Raman ¥l v se ha investigado su uso en otros tipos de espectros-

a 51938 Otra vertiente que se ha examinado es utilizar nanoparticulas como un

copi
mecanismo para mejorar la eficiencia de celdas solares (de 10 — 15 %) o igualmente desa-
rrollar tecnologia fototérmica, aprovechando las enormes secciones de absorcion accesibles

19 Aparte, la gran sensibilidad de los SPP al indice

con la sintonfa de las resonancias |
de refraccién del medio externo [>') los hacen excelentes candidatos como instrumentos
de medicién en crecimiento de peliculas delgadas, siendo capaces de detectar peliculas
de tan sélo 3 nm de grosor ’l. Se han desarrollado sistemas de almacenamiento de in-
formacién y displays que son selectivos a la longitud de onda de la luz ' basados en la
gran capacidad de sintonizacion de las nanoestructuras. Esto quiere decir que iluminan-
do estos componentes con luz de un color en especifico puede leerse cierto fragmento de
informacion u observarse una imagen en particular, que seran distintos si se cambia el

color de iluminacién. Para un review sobre este tema puede consultarse [16] y [39]. Si se

busca una exposicién mas detallada estén [3] y [38].

3.1. Plasmones de Volumen

Las propiedades de los plasmones de volumen pueden deducirse a partir de primeros
principios, inicamente asumiendo que el material en que se propagan no presenta mag-

netizacién y tiene una funcion dieléctrica € que permite describirlo como un medio lineal,
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i e [39]
D(r,t) = e(r,t)eoE(r, ). (3.1)
De hecho, puede partirse de las Ecs. de Maxwell en ausencia de fuentes. Como se desa-

rroll6 al principio de la Sec. 2.2.1, usando estas ecuaciones puede llegarse a que el campo

eléctrico cumple la igualdad

0°D
ot

VXVXE=-—pu (3.2)

De manera que (3.1) y (3.2) describen la respuesta de un material a un campo E y
el campo mismo dentro de é12. Aqui es importante notar que la respuesta del material
puede tener un caracter no-local, debido a que en la polarizacién del medio en cierto
punto r influyen tanto el campo externo como la polarizacion de puntos cercanos en un
tiempo anterior, pues los efectos en los alrededores tardan cierto tiempo en manifestarse
en r. Esto nos lleva a la conclusion de que D debe expresarse realmente en términos de

funciones tipo § de Dirac o funciones impulso, ¢, [*I:

Dir, ) — 2 / c(r— 1.t — B, )drdr. (3.3)

Luego, dado que nos interesa analizar los modos de propagacién del campo en el medio,
asociados a desplazamientos en la nube electronica, conviene utilizar analisis de Fourier
y expresar la relacion anterior en el dominio de frecuencias, w, y vectores de onda, k.
Con esta herramienta lo que se consigue es descomponer a E en ondas planas de estas

mismas caracteristicas, de manera que la expresién anterior puede reescribirse como %)
D(k,w) = gpe(k, w)E(k,w). (3.4)

Asimismo, un resultado bésico del andlisis de Fourier es que los operadores V y En

2La otra condicién para describir completamente a E es especificar su divergencia, pero como se
asumié que no hay fuentes, V- E = 0.
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pueden sustituirse por ik y —iw, respectivamente. De modo que al usar la identidad [V

V x(VxA)=V(V-A)—V2A, la ec. (3.2) puede reescribirse como

2
k(k-E) — i’E = —e(k,w)‘;’—QE, (3.5)

1
HOEO

donde se ha usado (3.4) para sustituir D, ¢* = y k = |k|. Para ondas transversales

debe cumplirse que k - E = 0 y por lo tanto la ultima ecuacion implica que

2
w
k* = 5(k,w)§. (3.6)

Esta es la relacion de dispersion general que deben satisfacer los modos de oscilacién de
la nube electrénica asociados a un campo eléctrico con vector de onda k y frecuencia w.

Por otro lado, cabe esperar que el campo eléctrico tenga una influencia mayor en
los electrones libres del material, por lo cual su respuesta puede modelarse en buena
aproximacién usando el modelo de Drude, Eq. (1.6), que en caso de amortiguamiento

muy pequeno (I'w < 1) se reduce simplemente a
e(w)~1--L. (3.7)

siendo w, la frecuencia natural de oscilacién de la nube electrénica. Ademas, para hacer
a esta ecuacién compatible (funcionalmente) con (3.5) se ha supuesto que k = 0, lo que
equivale al limite A — o0, i.e. se trata del limite quasiestatico. Insertando esta expresion

en (3.6) se llega a la relacién de dispersién para plasmones de volumen
w? = w2 + k¢ (3.8)

De esta ecuacién es evidente que si w < w, no puede haber propagacién de ondas elec-
tromagnéticas transversales (k - E = 0), en tanto que si w > w, la propagacién si es
posible. Esta es una restriccién a la regién del espectro electromagnético utilizable para

la excitacién de plasmones.
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Maés atin, dado que las oscilaciones de los electrones son (anti-)paralelas a la direccién
de E — Fig. 3.1 —, éstas seran perpendiculares a k y por lo tanto a la direcciéon de pro-
pagaciéon de la onda electromagnética asociada a E. Esto quiere decir que los plasmones
de volumen corresponden a modos de oscilacion longitudinales, lo que nos lleva a la pro-
piedad mas importante de este tipo de oscilaciones de la nube electrénica: los plasmones

de volumen no se acoplan al campo electromagnético transversal. [**

3.2. Plasmones de Superficie

A continuacion se estudiaran los plasmones de superficie, cuya propiedad principal es
que éstos si pueden acoplarse a una onda electromagnética, en contraste con los plasmo-
nes de volumen descritos en la seccién anterior. También tienen la caracteristica de poder
desplazarse a lo largo de la superficie, lo que resulta en el epiteto de “polaritéon”, aunque
éste adjetivo también puede usarse para resaltar el acoplamiento con el campo electro-
magnético l. De ahf el nombre de surface-plasmon-polariton, que de ahora en adelante

se denotara como SPP o simplemente como plasmén de superficie.

Antes de comenzar, se justifica el desarrollo que se sigue a lo largo de toda esta seccion.
Segtn se dijo, los plasmones son oscilaciones de la nube electronica usualmente producidas
por la presencia de un campo eléctrico externo. Lo que se busca estudiar a continuacion
son los modos del campo electromagnético que pueden acoplarse con dichas oscilaciones.
Esto quiere decir que para describir estos modos, deberdan resolverse las Ecuaciones de
Maxwell, o de Laplace si se trabaja en el régimen cuasiestatico, para poder encontrar los
campos permitidos. Luego, la parte del acoplamiento con la nube electrénica se incluye al
considerar la permitividad de los materiales relevantes en cada sistema. En otras palabras,
un SPP se estudia planteando el problema como uno de electrodindmica en la materia,
cuya solucion involucra las funciones dieléctricas de los materiales presentes. De hecho,
como se vera a continuacién en todos los casos analizados, las expresiones resultantes

para el campo electromagnético contienen términos que incluyen las permitividades de los
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medios involucrados, lo que equivale a representar los modos de propagacion en términos

de las funciones de respuesta de los materiales.

3.2.1. Plasmones de superficie en interfaces planas

El caso mas sencillo de analizar es el de los modos de propagacién del campo electro-
magnético que existen en la superficie que separa dos materiales de permitividad €, y e5.
Por simplicidad se asume que ambos materiales son isotrépicos, homogéneos y lineales,
de manera que ¢; = ¢j(w), j = 1, 2; es decir, la permitividad sélo es funcién de la frecuen-
cia de la luz incidente pero no de la posiciéon en alguno de los medios. Un diagrama del
problema a resolver se muestra en la Fig. 3.2. Bajo estas suposiciones, la ec. (3.2) puede
reescribirse como ,

VxVxE-— i—gg(w)E = 0; (3.9)
asumiendo que € = ¢1 81 2 < 0, € = €59 si z > 0 y que la interfaz que separa ambos medios
se encuentra en z = 0. Ademas se supondra que la permeabilidad de todos los materiales
es despreciable, pues la respuesta magnética de los materiales estudiados en este trabajo
puede ignorarse en comparacion con su respuesta a campos eléctricos.

Como se muestra de manera detallada en [38], sélo es necesario considerar ondas con
polarizacion p (o modos TM), lo que con la orientacién mostrada en la Figura 3.2 equivale
a un campo eléctrico sin ninguna componente paralela a y. Aparte, la localizacién de
modos superficiales debe estar reflejada en un decaimiento exponencial de la intensidad
del campo al penetrar en cualquiera de los dos medios. Ignorando de momento este tltimo

aspecto, una solucién a (3.9) es [

E: .
o L 2<0;
E;=| 0 |[e" ez j= (3.10)
2, z>0
E;.

En esta ecuacion k; = (k,, ky, k; .) es el vector de onda asociado al campo E; en el medio
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Figura 3.2: Diagrama para estudiar un SPP. También se define el sistema de
coordenadas que se usara para abordar el problema.

7. Para continuar, recordemos que por hipdtesis no se tiene carga libre, lo que equivale a

V -D =0, que segin la forma de E dada por la ecuacién anterior se traduce en

keEjr + ki E;, =0, J=12 (3.11)

al aplicar explicitamente el operador de divergencia. Después, las condiciones de conti-

nuidad que deben satisfacer las componentes tangenciales y normales de E son

El,x - EQ@ = 0, (312&)

€1E17Z — EQEQ’Z =0. (312b)

El conjunto de ecuaciones representado por (3.11) y (3.12) forma un sistema de ecua-

ciones homogéneo que sélo posee una solucion no trivial cuando su determinante es
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distinto de cero. Esto ocurre, cuando se satisface
€1k27z — 82]{3172 = 0, (313)

o bien para k, = 0. Sin embargo esta segunda opcién impide que haya propagacion en
la direccién X, que es justamente lo que se quiere describir en este caso, por lo cual esta
posibilidad se ignorara en todo lo sucesivo. Ademds, la conservacién del momento (trans-
portado por el campo electromagnético) lleva a una segunda ecuacién que los vectores

de onda deben satisfacer, a saber Il
K4k, =gk,  j=12, (3.14)
donde k = w/c = 27/\ es el vector de onda de la luz en el vacio.

De las dos tultimas ecuaciones se llega a la relacién de dispersion que satisfacen los

modos de propagacion superficiales permitidos en cada medio:

2

E1€9 W
k2 = . 3.15
P L (3.15a)
2
E; w
S U 3.15b
A I R D ( )

De donde pueden deducirse las condiciones que deben tener las funciones dieléctricas de
los materiales para que los SPP puedan existir, ya que como se busca que la intensidad

de E se atentie en cada medio, o, equivalentemente,
kj,zz
)

Ej,~e”

la componente z de k deberd ser imaginaria, segin se concluye de (3.10). Para que esto

ocurra, las permitividades deben cumplir con las desigualdades

Re{e1(w) - e2(w)} <0, (3.16a)
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Re{e1(w) +e2(w)} < 0. (3.16Db)

Estas desigualdades indican que para tener un plasmon de superfice la permitividad de un
medio debe ser negativa y de valor absoluto grande. Recordando los valores de Re(ey,) de
la Fig. 1.1, vemos que los metales nobles, como oro, plata y cobre cumplen precisamente
con este requisito en un amplio rango de longitudes de onda.

Para analizar mas detalladamente algunas propiedades de los SPP vamos a suponer

que el medio 1 es un metal cuya funcion dieléctrica es un ntimero complejo de la forma
/ N/
€1 =¢€7 +1¢e7,

con €} y € cantidades reales que dependen de w, en tanto que el medio 2 es un material
cuya permitividad es un ntmero real y constante®. Entonces, con estas hipétesis, la
componente x del vector de onda también serda un nimero complejo k, = k., + k!, cuya
parte real determinard la longitud de onda del SPP, mientras que la parte imaginaria
estard relacionada con la atenuacién . Bajo la suposicién de que |€7| < |¢/], tal y como

pasa para los metales nobles, k! y k” pueden aproximarse por

/

K.~ gffiZ%, (3.17a)
1

A R R (3.17h)

’ gl +e92e) (] + &2)

de donde se obtiene que la longitud de onda del SPP es

2m gl +tegc
A :—zdl -, 3.17
SPP i ey w ( c)

Con estas aproximaciones pueden calcularse las longitudes de decaimiento caracteristi-

3 Esta condicién sobre el medio 2 puede relajarse y permitir que también tenga una dependencia con
la frecuencia, siempre y cuando Im{e2} ~ 0. Pero por las relaciones de Kramers—Kronig no puede darse
el caso de que Im{ea} sea eractamente igual a 0 y al mismo tiempo se cumpla g2 = €3(w).
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cas, d, que no son sino la distancia que la luz se propaga en alguna direccién antes de que
E disminuya por un factor de e~!. Para empezar, en la direccién X — es decir, la direccién
de propagacién del plasmén se superficie— la longitud de decaimiento puede calcularse
como d, = 1/k”. Con datos de e caracteristicos para oro y plata, y tomando 5 = 1, se

encuentra que 3]

dy,, ~ 10 pm; (3.18a)

T Au

dy, ~ 60 pm. (3.18Db)

I’Ag

Por otro lado, usando (3.15b) para encontrar ki, y d, = 1/k, para las longitudes de

decaimiento en la direccion z, se obtiene, para los mismos materiales

d.,, ~ 30 nm; (3.19a)

d., ~ 20 nm. (3.19Db)

ZAg

Es muy interesante comparar estos valores de d, pues como puede apreciarse claramente
de (3.18), las longitudes de decaimiento para los SPP son mayores por 8 drdenes de
magnitud que las mismas cantidades dentro del metal. Mas sorprendente atn, asumiendo
que el dieléctrico sea aire, €5 = 1.0, los valores que se obtienen de d, para los mismos
materiales son 328 y 421 nm, respectivamente; un orden de magnitud menor que la del
SPP. En otras palabras, para una onda electromagnética, con A € (200, 2000) nm y
confinada dentro de dos materiales, resulta mucho mas eficiente propagarse a lo largo de
la superficie de separacion que penetrar en cualquiera de ellos — siempre y cuando las
permitividades cumplan con (3.16).

Para finalizar esta seccion, resulta muy importante mencionar que producir este tipo
de plasmones no es sencillo, pues la componente x del vector de onda del SPP debe ser
mayor que la magnitud del vector de onda de la luz en el vacio, i.e. k, > k = <. De
manera intuitiva, esto se debe a que la luz debe “jalar” a los electrones en la interfaz,

para lo cual debe ocupar cierta porcién de su momento. Esto puede explicarse a partir
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de (3.15a), pues > 1 ya que se ha supuesto que €] < 0y €5 > 0, de donde se

g1+ &9
€1
€1+ &2
que g5 > 1 si el medio 2 fuese un dieléctrico. Esta caracteristica ocasiona que los SPP

deduce que €| < €| +¢e5 y por lo tanto, > 1, ademas de que en general ocurriria

sean complicados de producir en superficies planas. De hecho, no pueden generarse para
luz de ninguna frecuencia si ésta incide desde el vacio. Para superar estas dificultades
se recurre a arreglos de ondas evanescentes como los que se muestran en la Fig. 3.3.
En [3, Sec.12.2.2] se proporcionan ejemplos especificos de estas configuraciones asi como

detalles de su funcionamiento.

3.2.2. Plasmones de superficie localizados y en nanoparticulas

El caso de plasmones de superficie en una interfase plana la propagacion es unidimen-
sional. En dos o tres dimensiones también pueden producirse oscilaciones plasmoénicas
aunque éstas no necesariamente se desplazaran como ocurria para los SPP. En particu-
lar; si se trata con nanoparticulas, los plasmones estardn confinados a su superficie y
por lo tanto localizados, lo que justifica el nombre de Localized Surface Plamon (LSP de
ahora en adelante). En esta seccién, para facilitar el anélisis inicamente se abordara el

problema en el caso cuasiestatico, lo que equivale a resolver la Ecuaciéon de Laplace,

V39 =0,

para el caso en cuestion. Es decir, en lugar de resolver la ecuacién completa que describe
al campo eléctrico — Ec. (3.2) —, se buscan tnicamente los modos asociados a longitudes
de onda muy grandes en comparacién con el tamano de la particula. Una limitacién de
este analisis es que las ecuaciones resultantes inicamente describiran el modo dipolar del
campo electromagnético.

El caso mas sencillo es el de una esfera de radio a sobre la que actia con campo
uniforme Eq = EyZ; éste se traté en la Seccion 2.2.2. Alli se encontrd que si ésta tiene

una permitividad €; y estd inmersa en un medio con permitividad ¢, el potencial que
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% feld

—» PP | amplitude

(a) Esquema de un SPP producido por onda
evanescente en un sustrato metalico.

' v

(b) Esquema de un SPP generado por una
nanoparticula irradiada sobre un sustrato
metalico.

Figura 3.3: Configuraciones y métodos para producir SPP a partir de ondas

evanescentes; imagenes tomadas de [3].

satisface la Ecuacién de Laplace es

3€ .
—FEy——=2—rcosb, sir <a;
B(r, 0) = €1+ 2en
9 - 3
€1 — &m Epa®cost .
—FEqyrcosf + ! m =0 , sir>a.

€1+ 2ep, r2

o8

(3.20)



El campo asociado a este potencial es

3em .
%EO, sir < a;
E={" ;{?r _p1 (3.21)
B+ PITPC s

drey, r3’

Como puede verse, el segundo término del campo en la regién externa (r > a) corresponde
exactamente al campo producido por un dipolo p. Ademés, agregando el factor e~ se

obtiene la expresion del campo de radiacién de un dipolo bajo la aproximacion de campo

cercano [**l. En la Fig. 3.4 se muestra una grafica del campo definido por la ecuacién

(3.21). Se usé e, = 2.25 y 1 = —9.34, valor que corresponde a la parte real de la

permitividad del oro a una longitud de onda de 600 nm.

===
[EI/IE ol
5.78
4.62
3.47
2.32

1.16
0.01

Figura 3.4: Campo eléctrico alrededor de una esfera de 3 nm de radio segun (3.21). La
intensidad, relativa al campo incidente, Eg, se representa por el mapa de color; las
flechas tinicamente indican la direcciéon de E, no su magnitud.
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En la grafica se puede apreciar el caracter dipolar del campo en la regién externa de
la esfera y la gran intensidad que éste alcanza en su superficie, particularmente en los
“polos”. Este aumento de |E| en la superficie es una de las propiedades principales de los
plasmones de superficie y el responsable de la gran cantidad de aplicaciones que se han
desarrollado usando nanoparticulas en los iltimos anos.

Finalmente, como ejemplo de un LSP bidimensional se aborda el problema de un
cilindro infinito de radio a sobre el que incide un campo Eg. Esta geometria se usa para
modelar nano-wires. Resolviendo la Ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas para

este sistema se encuentra que el campo estd dado por %!

2em . .
()TZ7 Ss1 1< a;
€ m
E = ! O (3.22)
E0+E0—2$[(1—281n2gp)i+2singpcosgp %], sir>a.
r“ €1+ Em

Comparando las ecuaciones (3.21) y (3.22) puede verse que las resonancias plasméni-
cas dependen de la geometria, ocurriendo en €, = —2¢,, en el caso esférico y en 61 = —¢,
cuando la geometria es cilindrica. De hecho, también la magnitud del campo eléctrico en
la superficie de las particulas tiene dependencia con la geometria, haciéndose més intenso
en las puntas o bordes del sistema, como cabria esperarse. Esto puede deducirse del tra-
tamiento para elipsoides de la Sec. 2.3 y en [40] se muestra cémo se intensifica el campo

eléctrico en superficies con esta geometria, sobre todo en la direccion del eje mayor.
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Capitulo 4

Teoria de Medio Efectivo (EMT)

En este trabajo, todos los resultados se obtuvieron a partir de aplicar una ecuacion
similar a la que se deriva usando el Modelo de EMT de Maxwell Garnett (MG). A pesar
de ser uno de los modelos mas sencillos, su aplicacién recursiva — ver Cap. 5 — lleva a
las mismas ecuaciones que las soluciones ezactas de sistemas sencillos, bajo el régimen
cuasiestatico, y a resultados muy similares a los publicados en casos mas complicados o

cuando se usa la Teoria de Mie para particulas esféricas de tamano arbitrario — Cap. 6.

4.1. Ecuacion de Clausius—Mossotti

Hay varios modelos y teorias para encontrar cantidades macroscépicas de materiales
(homogéneos o no) a partir de cantidades microscépicas de los mismos. Cada uno de
ellos tiene cierto régimen de validez y estd enfocado a predecir algunas propiedades del
material en cuestién, e.g., propiedades mecénicas, 6pticas, térmicas, etc. Para el caso en
cuestiéon estamos interesados en un modelo que permita describir las propiedades épticas
de un material a partir de caracteristicas mas fundamentales (y microscopicas). Dado
que asumiremos que todos los materiales empleados no presentan ningin tipo de magne-
tizacion, sus propiedades Opticas estaran completamente definidas por su permitividad o

funcién dieléctrica, £(w). Se asume que el valor de € depende de la frecuencia de la luz
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que incida sobre el material; por eso se especifica que € = €(w).

Una de las expresiones mas sencillas de EMT, conocida como la relacién de Clausius—
Mossotti, nos permite calcular la permitividad relativa de un material, £,, en términos de
la polarizabilidad de sus moléculas, a. Escrita de forma implicita para la permitividad

relativa, esta ecuacion es
e — 1 no
e+ 2 3

; (4.1)

siendo n la cantidad de moléculas por unidad de volumen. Para derivar esta ecuacion,
supongamos que el material estda formado por una red cibica de moléculas y que éstas
tienen una polarizabilidad «, por lo que pueden dar lugar a un dipolo p en cada uno de los
puntos de la red. Ahora, si se aplica al material un campo eléctrico externo y uniforme,
Ey, se desea conocer cual sera el campo eléctrico local que experimentarda cada uno de
los dipolos. Este sistema puede estudiarse dividiéndolo en dos regiones: 1) una cavidad
esférica (ficticia) centrada en un dipolo arbitrario; y 2) la regién fuera de ella. La cavidad
debe tener un radio R > ag, donde aq es el pardmetro de tamano de la red. Ahora lo
unico que hay que hacer es encontrar las diferentes aportaciones al campo eléctrico que

hay en cada una de estas regiones y sumarlas al campo externo presente, es decir

Eloc - EO + Ezn + Eout- (42)

Para empezar, podemos suponer la cavidad suficientemente grande de manera que
las aportaciones al campo en la regién externa, E,,;, se deban a cantidades promedio
con significado macroscdpico: en especial se tiene en mente la polarizacion, P. Con estas
restricciones de la escala, puede asumirse sin pérdida de generalidad que P en la region
externa es uniforme, pues Eq lo es. Por esto mismo, la densidad de carga ligada, p,, es
cero, ya que

pr—V-P:O

Por lo tanto, toda la contribucién proveniente de la region externa se debera a la densidad

superficial de carga, o, cuyo valor estd dado por: g, = P - 0, siendo n la normal a la
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superficie donde se quiere encontrar la carga ligada. Si suponemos que P es paralela al

eje z y recordamos que para una esfera n = ', tenemos que
o, = —Pcosf,

con # midiendo el angulo polar; y el signo negativo debido a que P apunta hacia el interior
de la esfera, en tanto que la normal se dirige hacia el exterior. Entonces la contribucion
de E,,; no es sino el campo que se produce en el interior de una esfera con una densidad
de carga 0, = —P cosf en su superficie.

Para encontrar este campo resulta mas facil hallar primero el potencial asociado a la
misma configuracion de carga en una esfera. En principio, éste esta dado por

O(r) = / "(9])“ da,

v —

siendo r’ la posicién del elemento infinitesimal de carga en su superficie. Sin embargo,
resulta mds conveniente usar la expresiéon de @(r) en términos de arménicos esféricos,
la cual, dada la simetria azimutal, se reduce inicamente a los polinomios de Legendre

multiplicados por potencias de r:

ZAlrlPl(cos 0), sir<R;
o(r,0) = { ' (4.3)

o0

B .
> 7al—fle(cose), sir > R.

=0

Si denotamos por @, y @5 a los potenciales en las regiones r < Ry r > R, respectivamente,
la continuidad del potencial en la frontera y la discontinuidad del campo eléctrico, debido

a la presencia de carga en la superficie (Ley de Gauss), establecen que

$,(R,0) = &y(R, 0), (4.4a)
ob, O, o(0)
(-5 = 4




Dado que o, ~ cosf, al aplicar la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de

Legendre, sélo los coeficientes Ay y B; de la expansién (4.3) son distintos de cero. De

hecho, éstos coeficientes son 2

1 R3
Ay =——P Bi=—P
1 350 y D1 350 )

de donde se obtiene

P
—?r cosf, r <R,
(r,0) = Pl(‘)%3 cos 0 (45)
— , r>R.

360 r2

Este potencial tiene asociado un campo en la regién dentro de la esfera, E; — que a su

vez es justamente el campo buscado E,,; — dado por

1 1
Ep=E = -V&, =—Ps=—P (4.6)
380

Ahora veamos las contribuciones de la regién interna de la cavidad, E;,. Esta no
serd sino la suma de cada uno de los dipolos que hay en la red dentro de la cavidad, es

decir, ,
B, =Y 3(p-rj)r; — r;['p.

5 )
|r;]

J
donde r; es la posicién del j-ésimo dipolo y la suma se hace sobre el total de los dipolos
dentro de la red. Desarrollando los términos y considerando la simetria ctibica del arreglo
puede mostrarse *'*? que la suma serd cero, pues siempre habra términos canceldndose

mutuamente en una red con esta geometria. Por lo tanto,

y la Ec. (4.2), después de sustituir (4.6), se reduce a
1

E, =E —P. 4.7
1 o+ 320 (4.7)

64



Por otro lado, recordemos que por la definicién de polarizacién, P = np. Y que dado
el campo actuando en un dipolo, podemos conocer su magnitud en términos del campo

eléctrico local: p = aggE.!. De donde,
P = nagoE,,.. (4.8)
Ademas, se sabe que para medios lineales se cumple que
D =cEy = ¢oEo + P. (4.9)

Entonces, usando (4.8) para eliminar P de (4.7) y (4.9) se llega a dos ecuaciones que

relacionan el campo local con el campo externo:

Eioc = —55Eo; y (e — €0)Eo = nagoEiq.
1

de donde puede derivarse, al dividir entre gy y reescribir en términos de la permitividad
relativa, e, que
3no

51“_]-:—;
3 — no

para a su vez usar esta ultima expresion, sumar 3 de ambos lados, y asi encontrar una
expresion similar para (&, + 2):

9

& +2=——.
+ 3 — no

Dividiendo la primera entre la segunda de estas dos tltimas ecuaciones se llega, finalmen-
te, a (4.1), la relacién de Clausius-Mossotti. Antes de continuar, conviene mencionar que

esta expresion puede generalizarse al caso en que se tienen distintas moléculas, cada una

1 La ecuacién usual 29 de un dipolo es p = oE, pero en este trabajo se definieron las polarizabilidades
de modo que tengan unidades de volumen (ver Cap. 2), por lo que debe agregarse el factor g9 para que
las unidades sean consistentes.
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de permitividad «;, habiendo n; de cada una de ellas por unidad de volumen. Ademas,
como €, = € /ey, bajo estas consideraciones, la misma relacién indica que la permitividad

del material debe satisfacer

€ —¢€p 1
=0 = Q. 4.10
5+2€0 3;71]&] ( )

4.2. Modelo de Maxwell Garnett

Usando los resultados proporcionados por la Ecuacién de Clausius—Mossotti puede
abordarse ahora un sistema mas complicado donde se asume que la cavidad no es ficticia,
sino que en efecto se tiene una esfera de algin material diferente. A pesar de ser materiales
distintos, todo el procedimiento anterior sigue siendo valido, pues las ecuaciones obtenidas
para la regién interna y externa continiian cumpliéndose; de hecho, lo tinico que distingue
a la esfera del material que la rodea es que ésta tiene una permitividad ;. Es justamente
en situaciones como ésta que la teoria de medio efectivo resulta ttil, pues ahora se tiene
un medio heterogéneo para el cual puede encontrarse su funcion dieléctrica efectiva, eef,
gracias al formalismo desarrollado.

El modelo de Maxwell Garnett (MG) asume que se tienen varias esferas de radio
a y permitividad e; rodeadas por un medio “huésped” (host medium) de permitividad
en v usa la ecuacion de Clausius—Mossotti para construir una manera de calcular e.g.
Aqui conviene resaltar una diferencia conceptual con la informacion que aporta esta 1lti-
ma expresion. En efecto, en la deduccién de la Ec. (4.10), se encuentra una manera de
relacionar una cantidad macroscopica y no conocida, €, usando propiedades microscopi-
cas, como las polarizabilidades de las moléculas, «;. El enfoque de MG es distinto en el
sentido de que no utiliza este tipo de parametros microscépicos, sino que partiendo de
propiedades macroscépicas y (de entrada) conocidas, como &1 y &%, establece un méto-

do para encontrar una cantidad promedio, a saber, .. Ya que se tiene la relacion de

2En este sentido, para el modelo de MG es irrelevante la manera como se calculen las funciones
dieléctricas de los materiales involucrados: éstas podrian hallarse usando diversos modelos de estado
sélido, como el de Drude, o simplemente usar valores experimentales.
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Clausius—Mossotti es bastante sencillo obtener la Ecuacion del Modelo de MG, basta

recordar que para cualquiera de las esferas mencionadas, su polarizabilidad sera

381_€m

a =4ma (2.34)

y por lo tanto, si en esta ultima ecuacion se hace e, = €, y posteriormente se sustituye

en (4.10), al cambiar € — e.q y g9 — &y, se llega a que

Eeff — €h :f(81—5h); (4.11)
ot + 26n €1+ 2¢ey
donde f es la fraccion de llenado de las esferas. Las sustitucion e — eq¢ realizada, indica
que se busca una permitividad efectiva que produzca una equivalencia dipolar, segin se
expone en [35,37].
Conviene ademas encontrar una ecuacién analoga cuando la cavidad no es una esfera,

sino una elipsoide con semi-ejes a, b, c. En este caso, la entrada i-ésima en la diagonal

del tensor de polarizabilidad, a®, esta dada por 72"

QI 7 L — 2.54
@ em + L0 (g7 —ep)’ (2.54)

. s
donde L™ es el factor de depolarizacién asociado al i-ésimo semi-eje y V = ?abc es el
volumen del elipsoide, segin se derivo en la Sec. 2.3.1. Entonces, considerando particulas
elipsoidales, el modelo de MG establece que también se tendra un tensor de permitividad

efectiva®, con entradas en la diagonal dadas por

(i) _ -
o = f ( a— ) . (4.12)
en + LO (5;@ - 5h> en + L0 (2, — en)

[S)

Para deducir esta ecuacién debe seguirse un procedimiento analogo al del caso esféri-

co: expresar el campo local como una superposiciéon de los campos Eg, E;, v Equ v

3 Este tensor y el de polarizabilidad son de segundo rango.
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posteriormente encontrar un par de ecuaciones que relacionen Eg y E;,.. Una vez mas,
E;, = 0, pues éste depende tinicamente de las posiciones de los dipolos en la red cibica
y no de la forma de la cavidad. Luego, encontrar E,,; vuelve a reducirse a un problema
de encontrar el campo generado por una densidad de carga superficial o, = P - 1. Pero
en este caso es una condicion més complicada de expresar mateméticamente, puesto que
ahora n representa el vector normal a una superficie elipsoidal. Entonces, si P = Pz, se
debe hallar la representaciéon del vector Z como una combinacion lineal de los vectores
base (normalizados) é, 1, é que definen a las coordenadas elipsoidales definidas en el
Capitulo 2. Si & = cte. define las superficies de elipsoides cofocales, entonces la normal a

cualquiera de ellas es fi = €.

El siguiente paso es encontrar el potencial en las dos regiones £ < 0y & > 0, sujeto a
condiciones de frontera andlogas a (4.4). En vez de resolver este problema por completo,
expresando al potencial como una serie de arménicos elipsoidales, podemos notar que, al

igual que para la esfera, requerimos que
E,iu =E; x P = Pz.

Lo que lleva a que &1 x —Pz y esta es exactamente la dependencia funcional que tenia
el potencial definido en la Sec. 2.3.1 en la region dentro del elipsoide. Entonces, podemos
usar los potenciales que se encontraron al tratar el problema del esparcimiento de luz
por una particula de esta geometria, omitiendo la contribucién asintética al potencial en
la regién externa, r — oo, contenida en @y de la Ec. (2.43). Para referencia, el potencial
@1 que se busca es basicamente el mismo que el de la Ec. (2.50a), salvo por algunos
factores de proporcionalidad. Al aplicar las condiciones de frontera se obtendra de nuevo
la integral que define a los factores de depolarizacién asociados al eje i, L) — Ec. (2.51)

—, lo que justifica su presencia en la Ec. (4.12). De manera explicita se obtiene

L)

€0

Eoy = —P, (4.13)
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expresion que claramente se reduce a (4.6) en el caso de una esfera, L = 1/3.
Usando esta ultima ecuacion se llega a una relacion de Clausius—Mossotti “generaliza-
da” que puede aplicarse a cualquier tipo de geometria ya sea esférica, elipsoidal e incluso

esferoidal:
E —¢&p
g0+ LW (e —&g)

= na, (4.14)

dando por supuesto que el campo externo es paralelo al i-ésimo semieje. Al sustituir
(2.54) del lado derecho de esta ultima ecuacién, haciendo e, = €, y los cambios € — e

Y €0 — €n, al igual que para el caso esférico, se llega inmediatamente a (4.12).

Para terminar esta parte de Antecedentes se comentan brevemente algunos de los
resultados basicos que se obtienen en este trabajo. Primeramente, como se mostrara en
la Parte II, la ecuacién (4.11) puede emplearse para obtener la permitividad efectiva de
sistemas de varios cascarones esféricos concéntricos y con ella calcular las propiedades
6pticas de este sistema. Sin embargo, la Ec. (4.12) es incapaz de reproducir los resultados
andlogos para elipsoides. Para extender el modelo de MG a este tipo de geometria, en el
Capitulo 5 se propone una versién ligeramente modificada de esta ecuacién que permite
ampliar la teoria a elipsoides o esferoides y que ademés arroja la misma expresién para
la polarizabilidad que se consigue al resolver el problema exactamente bajo el régimen
cuasiestatico. También se muestran ejemplos de cémo varia e.¢ al aumentar el nimero
de cascarones en un sistema ademads de contrastar la nueva expresion propuesta con la
manera tradicional de emplear EMT, al analizar el valor de c.g v Qer¢ calculados con

estos dos métodos distintos.
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Parte 11

METODO Y RESULTADOS
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Capitulo 5

Método de Homogeneizacion
Recursiva: Un nuevo enfoque para

calcular e g

A partir de este capitulo se presentan los resultados obtenidos en este trabajo, asi co-
mo la justificacién y validez de los mismos. Para comenzar se introduce la ecuacion que
generaliza el Modelo de Maxwell Garnett a geometrias elipsoidales o esferoidales y se
explica por qué resulta mas adecuada para los cdlculos con teoria de medio efectivo.
Ademas, este nuevo esquema permite hacer una formulacién bien sustentada del método
de homogeneizacién interna [l y distinguirlo conceptualmente y con claridad del método
tradicional. También permite aplicarlo a sistemas mas complicados sin perder informa-
cion de los materiales que los componen, lo cual no siempre es posible con el método
usual. Los capitulos sucesivos incluyen los calculos de las propiedades opticas de varias
nanoparticulas compuestas por distintos materiales y varios cascarones, y el capitulo final
expone las conclusiones a las que se llegd con base en estos resultados. Por 1ltimo, en el
Apéndice se describe detalladamente el procedimiento que se siguié en todos los calculos

e incluye los cédigos computacionales relevantes.
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5.1. Esquema de Maxwell Garnett Modificado: Ho-

mogeneizacioén recursiva

Uno de los requisitos para que las Ecs. (4.11) y (4.12) realmente describan la permi-
tividad efectiva del sistema es que las esferas estén alejadas entre si, de manera que no
haya efectos adicionales de polarizacion debido a su interaccién. Esto es equivalente a la
condicién de que f < 1. Sin embargo, en el caso de sélo una inclusién (ya sea esféri-
ca o elipsoidal), estas mismas ecuaciones pueden “arreglarse” de modo que funcionen
adecuadamente incluso si f — 1, como se mostrara a continuacion.

Para empezar, supongamos que el material que rodea a la inclusiéon es finito y tiene
la misma forma que la inclusién, tal y como se muestra en la Fig. 5.1a para esferas y 5.1b
para elipsoides. En ambas configuraciones, tanto la inclusién como el medio huésped se
asumen concéntricos, pero cuando se tienen elipsoides, debe suponerse ademas que éstos
son cofocales’. A este tipo de configuraciones, con una inclusién como nicleo, rodeado
por un solo cascarén de otro material a veces se les denomina CNS, por las siglas en
inglés de conventional nano-shells.

Ahora, considérese que cualquiera de los CNS esta rodeado por un medio dieléctrico
ideal de permitividad e,,. Si en vez de tener CNS tuviéramos particulas homogéneas,
las ecs. (2.34) y (2.54) darfan la expresién de la polarizabilidad para los dos tipos de
geometria. Sin embargo, si asumimos que el Modelo de MG es valido ain cuando el
material rodeando a la inclusion tiene dimensiones finitas, y puede usarse para encontrar
la permitividad efectiva de un sistema ntcleo—cascarén, entonces podriamos considerar a
los dos tipos de CNS de la Fig. 5.1 como particulas homogéneas de permitividad .. Por
lo tanto, seria posible usar las tltimas ecuaciones mencionadas para calcular « al sustituir

35,37]

€1 — Eo €n ellas, segtin el principio de equivalencia dipolar . Para encontrar el valor

correspondiente de .4 mediante (4.11) o (4.12), el niicleo de permitividad e; serd tomado

I Claramente, la primera figura es un caso particular de la segunda, en la que a = b = ¢; sélo se incluye
por completez.
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(a) CNS esférico. (b) CNS de elipsoides cofocales.

Figura 5.1: Geometrias de una inclusiéon rodeada por un material finito, de la misma
geometria.

como una inclusion en el cascarén, que ahora deberd ser considerado como un medio

huésped, por lo que deberd asumirse €, = 9 en las ecuaciones de MG.

Este procedimiento de sustituir a un CNS por una particula homogénea de las mismas
dimensiones es a lo que se le ha llamado homogeneizacion interna aunque sélo se abordo el
problema de un CNS esférico ['). Uno de los resultados més sobresalientes de este proyecto
es que se extendié el modelo para sistemas elipsoidales, para lo cual es necesario modificar,
ligeramente, la Ecuacién de MG — Ec. (4.12) — para este tipo de geometrias. Es decir, se
encontré que el Modelo de MG presentado en el capitulo anterior no es aplicable a CNS
bajo el método de homogeneizacién interna; y aunque la modificacién a las ecuaciones
es trivial, las implicaciones son mucho mas sutiles. Ademads, se concluyd que sélo tiene
sentido diferenciar entre homogeneizacién interna y externa (i.e. la manera tradicional
de emplear EMT) cuando se trata con este tipo de geometria menos simétrica , pues para

configuraciones esféricas la distincion es redundante.

Para describir el modelo que se empled en este trabajo, primero hay que mencionar
la ecuaciéon de EMT que sustituye a (4.12). Supongamos que tenemos un CNS como el

de la Fig. 5.1b, con €1 y &5 las permitividades del nticleo y el cascarén, respectivamente.
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Ademads, sean Lgi) y Lg) los factores de depolarizacién de los mismos, asociados al -

ésimo eje. La ecuacion que se postula para calcular la permitividad efectiva del sistema

(#)
Eoff — €2 . 1 — &2
o (0 =f ( [0 ) (5.1)
g2+ Log (e — €2 €2+ Ly’ (61— &2)

, : i (0 (i N
(nétese el cambio, respecto a (4.12), de L@ = L{” por L en el lado izquierdo de la

en cuestion es

ecuacion). Para empezar, es apreciable que esta tltima expresion es més simétrica que la
anterior, lo cudl serd importante cuando se consideren sistemas més complicados, como
se hard mas adelante. En segundo lugar, dado que para una esfera todos los factores de
depolarizacién son 1/3, independientemente de su radio, la ecuacién anterior se reduce
a (4.11) para CNS de configuraciones esféricas y por lo tanto reproduce los resultados
desarrollados en la Ref. [1]. Luego, dado que la particula ya homogeneizada tendra las

mismas dimensiones que el elipsoide mayor, realmente podria sustituirse Li) M

— Ly y al
reescribirla de esta manera, la ecuacion resultante para sistemas con varias capas resulta

mas facil de interpretar.

Finalmente, la justificacién para emplear (5.1), reside en la solucién eracta® para la
polarizabilidad de una particula como el CNS elipsoidal en cuestion. Para este sistema,

la i-ésima entrada en la diagonal del tensor de polarizabilidad es ['")

(€2 — €m) [52 + (g1 — €2) (Lgi) - fLé“)] + fea(er — &9) |
g9 + (61 — €3) ( fL )} [ + (62 — €m) g)} + ng)sQ(gl - 52),
(5.2a)

(1) _
QCNSpp — Va

que en el caso de un CNS esférico, de radios interno y externo a; y as, se reduce a

(e —em)(e1 +e2) + f(e1 — €2)(Em + 262)
(€9 + 2em)(e1 + 262) + 2f (g9 — em)(e1 — €2)

aCNSe I 47TCL2

(5.2b)

2Bajo el régimen cuasiestético, i.e. a, b, ¢ < A
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segin se mostré en el Capitulo 2 (ver Ecs. (2.39) y (2.56)). Lo que se encontré es que si
se usa la ecuacién para a de una particula sencilla y homogénea, ec. (2.34) — esfera — o
(2.54) — elipsoide —, sustituyendo &; por 5((32, calculando esta ultima cantidad por medio

de (5.1), se obtiene ezactamente, la expresién correspondiente de (5.2).

Por otro lado, utilizando la manera usual de encontrar ., i.e. con (4.12), s6lo podria
reproducirse la expresion para esferas, (5.2b), pero no la de elipsoides, pues en este caso
Lg) s6lo apareceria en la ecuacion para la polarizabilidad — (2.54) — y no aportaria el peso
correspondiente, desde el punto de vista de medio efectivo, debido a la geometria de la
figura. De hecho, la manera en que se encontro la férmula correcta para z—:g fue inspeccio-
nando la dependencia funcional que debia tener respecto a los factores de depolarizacién,
de manera que reprodujera (5.2a) de manera exacta, y posteriormente deduciendo cudl
era la relacién tipo EMT equivalente para obtenerla, llegando asi a (5.1). De manera

explicita, la ecuacién para calcular la permitividad efectiva es

/ (51 - 52)
g9 + (61 — &29) (Lgi) — ng))

e — ey |1+ (5.3)

Un ultimo aspecto a resaltar de este desarrollo es que como la ecuacion anterior reproduce
la solucién exacta para la polarizabilidad, y ésta es independiente del valor de la fraccién

de llenado (f), la validez de (5.3) estd asegurada si f — 1 e incluso si f = 1.

Para continuar, consideremos ahora un sistema de varias capas como el que se ilustra
en la Fig. 5.2, conocido como MNS (siglas de multilayered nano-shell). Supongamos que
se tienen N capas, con € y Lg) la permitividad y el factor de depolarizacién de la k-ésima

de ellas.

El modelo de EMT que se plantea en este trabajo consiste en generalizar el método
descrito para encontrar 5&2 de un sistema simple (CNS), a uno para calcular esta mis-
ma cantidad pero de un sistema méas complejo (MNS), mediante la aplicacién recursiva

de (5.3). Para el sistema en cuestién de N capas, la permitividad efectiva, después de
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Figura 5.2: Diagrama de un MNS formado por N elipsoides cofocales.

homogeneizar k — 1 capas sera

(i)
(i) Ji (Eeffoe—n B 8“)

Eeoff,.. — €k 1+ - ; ] ) (548’)
(k) £x + (gfff%(k_l) - 5k) (L](Ql _ ka,(f))
o, de forma implicita,
(4) (@)
Eoff,. — €k ff,_y — Ck
o (0 =k W (0 (5.4b)
ex + Ly (Seﬁ<k> - €k) et Ly (Eeff(k_l) - 5k)

La base para empezar con la recurrencia e implementar estas ecuaciones es simplemente

@ _

Eefy, = E1- (5.4c)

En todas estas ecuaciones la k-ésima fraccion de llenado, en términos de los volimenes

de dos elipsoides sucesivos, £k — 1 y k, es




De manera esquematica, en la Fig. 5.3 se ilustra el procedimiento descrito para determinar
gof- A este método para determinar la permitividad efectiva de una particula compues-
ta por varios materiales se le denominarda homogeneizacion recursiva de ahora en

adelante y es el sustento para todo el trabajo desarrollado en esta Tesis.

Figura 5.3: Método recursivo para calcular e, de un MNS con un nticleo y tres
cascarones.

Conviene comparar este método de calcular .4 con el que se presenta de manera

usual en la literatura cuando se tienen N inclusiones en un host de permitividad ey,. Si
gj es la permitividad de la j-ésima inclusién, la manera comun de usar MG es hallar eg)

mediante [*3]
N

e 143 fiey — Z};) —~I. (5.5)
j=1 €n + (g5 — €n) (Lj — fiLy, )

Hay que notar que este enfoque, que considera a cada inclusion independiente, a pesar
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de tener varias de ellas anidadas, no permitiria abordar correctamente el problema de un
MNS de dos capas en el cual el niicleo fuera del mismo material que el segundo cascarén,
por poner s6lo un ejemplo. En realidad, usando esta ecuaciéon para cualquier tipo de
MNS que tuviera inclusiones del mismo material que la capa mas externa, se acabaria
por ignorar completamente la contribucién a e.¢ de las mismas. En contraste, si se obtiene
ger usando el enfoque de homogeneizacion recursiva, pueden distinguirse todas las capas
de un mismo material que se requieran, y por lo tanto encontrar todas las resonancias
que presente la particula, como se mostrara en el MNS de Oro-Silice-Oro de la Sec. 6.1.2.

Para terminar esta seccién, se menciona que los resultados de .4 obtenidos con este
esquema no son exclusivos de célculos en el régimen cuasiestatico, sino que pueden ex-
tenderse a particulas de dimensiones de varias decenas de nm y usar la Teoria Exacta de
Mie [l para encontrar las Eficiencias y Secciones de Absorcién, Esparcimiento y Extin-
cion (Qaps, Qscar Qext, €tc.) siempre y cuando se usen MNS esféricos. En contraste, si se
trabaja con elipsoides no existe una solucién cerrada para una particula de tamano arbi-
trario, aunque si pueden encontrarse expresiones analiticas si se restringe la geometria a
esferoides 4% segiin se comenté en la Sec. 2.3.

Mas importante ain, como se mostrard en las Secs. 6.1 y 7.1, con este nuevo modelo de
medio efectivo pueden reproducirse adecuadamente las propiedades 6pticas de una gran
variedad de sistemas. Esto nos llevé a extender su uso incluso a sistemas para los que no
existen soluciones exactas, como CNS elipsoidales pero no cofocales. Un caso particular
de este tipo de sistemas (una esfera rodeada por un elipsoide) se estudia en la Sec. 5.2.3 y
en el Capitulo 7, Sec. 7.2.1. Los buenos resultados obtenidos para sistemas més sencillos
nos hacen suponer que aplicar el método de homogeneizacién recursiva a estos casos
menos simétricos producira una aproximacion razonable, aunque sea cualitativa, de sus
propiedades opticas. En otras palabras, aunque no pueda garantizarse que el modelo
de homogeneizacién recursiva refleje de manera exacta las propiedades 6pticas reales del
sistema, si se espera que puedan hallarse, aprorimadamente, la posicién de las resonancias,

su intensidad y su ancho.
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5.2. Permitividad Efectiva con Homogeneizacion Re-
cursiva. Contraste con el método usual.

En esta seccién se muestra una comparaciéon entre el método que se propone en este
trabajo (homogeneizacién recursiva) para calcular .z y el método usual a partir de la
Ec. (5.5). Se presentan dos sistemas distintos de MNS que tienen dos o mas capas del

mismo material y un CNS para explorar el efecto de los factores de depolarizacién en e.g.

5.2.1. DMNS de oro-silice-oro

El primer tipo de nanoparticula estudiado es un MNS de nicleo de oro cubierto con
un cascaron de silice a su vez envuelto por otro cascarén de oro, como el que se muestra
en la Figura 5.4. Al estudiar este sistema los radios externos de los cascarones de silice y
oro se mantuvieron constantes: Ry = 30 nm y R3 = 50 nm, mientras que las dimensiones

del ntcleo, R, se fueron variando.

Figura 5.4: Diagrama de un MNS de Oro-Silice-Oro.

Los célculos al emplear la ecuacién (5.4) para obtener o4 de manera recursiva se
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ilustran en la Fig. 5.5. En los calculos se utilizaron 15 nm (linea roja), 21 nm (linea verde)

y 25 nm (linea azul) como valores de R;. En contraste, en la Figura 5.6 se muestra una

10}
0 L e ——— N
- -10¢
©
@
bt R;=25 nm
x
_ool Ri=21nm
—— R;=15nm
Eau (bUltO)
— 30t
300 400 500 600 700 800 900
A (nm)
(a) Parte real de eqg.
40t
—— R=25nm
R;=21nm
30t
— — R;=15nm
3
— eau (bulto)
E 20}
10t
— '7“\\&-—Q<—/
O. 4
300 400 500 600 700 800 900

A (nm)

(b) Parte imaginaria de eqg.

Figura 5.5: Permitividad efectiva de un MNS de oro-silice-oro con distintos tamanos del
nicleo de oro. eq se calcula de manera recursiva usando (5.4).

grafica de la misma cantidad, pero obtenida utilizando la Ec. (5.5) al considerar el nicleo

y el primer cascarén como inclusiones separadas; i.e. usando MG en la forma tradicional.
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Figura 5.6: Permitividad efectiva de un MNS de oro-silice-oro con distintos tamanos del
nucleo de oro. eq¢ se calcula de como si se tuvieran inclusiones separadas utilizando
(5.5).

La diferencia entre estas figuras es evidente y muestra que se llega a resultados muy

distintos dependiendo del método de homogeneizacién que se utilice. Como se mostrara en
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el Capitulo 6 al utilizar el algoritmo recursivo para encontrar .4 se obtienen valores de
Qs que se aproximan mucho mejor a los reportados en la literatura ' para el mismo
sistema. Por el contrario, tomando cada capa individualmente se pierden completamente
las resonancias en la permitividad relativa que a su vez se relacionan con resonancias de
la eficiencia de extincién, lo cudl indica que con este método no es posible reproducir las
capacidades de sintonizacion que son tan caracteristicas de los MNS. En la primera de
estas figuras también puede apreciarse que las resonancias pueden ajustarse al modificar
las dimensiones de los cascarones o del nicleo de un CNS o MNS, esto se repetira en los
distintos sistemas estudiados en los Capitulos 6 y 7. Por el contrario, la manera usual de
emplear MG lleva a una permitividad efectiva que basicamente tiene la misma tendencia

que la funcién dieléctrica del oro en bulto, sin capacidades de sintonizacion.

5.2.2. MNS con varias bicapas de Au-Ag

Como segundo ejemplo se estudia una serie de MNS que como base tienen un nicleo
de agua de 10 nm de radio, cubierto por un cascarén de oro de 8 nm de grosor, que a
su vez estd rodeado de un cascarén de plata de 5 nm de grosor. A esta configuracién
base se le fueron agregando “bicapas” de cascarones de oro-plata del mismo grosor que
los descritos, tal y como se ilustra en los diagramas de la Figura 5.7. Se estudié el efecto
de agregar hasta cuatro de estos cascarones dobles.

Las graficas de la permitividad efectiva de estos sistemas, calculada segin el esquema
recursivo que se propone, se muestran en la Fig. 5.8; para fines de comparacién también
se incluyen las graficas de la permitividad del oro (linea dorada punteada) y de la plata
(linea gris punteada), con las correcciones por efecto de tamano considerando el primer
cascaréon de cada material.

La grafica 5.8a muestra que la parte real de c.4 no es particularmente sensible a
aumentar el nimero de bicapas. En efecto, al comparar el valor asociado al primer MNS
de la serie ((Au — Ag) x 1) con las permitividades del oro y la plata, puede verse la

influencia de ambos materiales en la resonancia alrededor de los 320 nm (producida por
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(Au—-Ag)x 2
(Au—Ag)x 1 ‘

(Au—Ag)x 4
) 3.

Figura 5.7: Diagrama de la serie de MNS de bicapas de oro-plata.

la plata) y posteriormente con la derivada de la curva siguiendo una tendencia similar a
la del oro (en especial el cambio que ocurre cerca de 500 nm y 650 nm). Después, con dos
bicapas ((Au— Ag) x 2) el efecto se hace perceptible sélo para longitudes de onda grandes,
mayores a 600 nm, y su diferencia respecto a la curva de (Au — Ag) x 1 es pequenia.
Posteriormente, con tres y cuatro bicapas, basicamente no hay ningtin cambio y sélo
pueden distinguirse las curvas para longitudes de onda mayores a 650 nm. Por su parte, la
parte imaginaria de e.¢, graficada en 5.8b, sugiere que el niimero de bicapas tiene un papel
mas significativo en esta cantidad. En primer lugar, también puede notarse la influencia
de los dos materiales por el valle en A &~ 320 nm (por la plata), la resonancia siguiente
(por el oro), y un efecto “promedio” de ambos materiales en el rango A > 500 nm. A su
vez, el mayor numero de bicapas produce variaciones que son mas relevantes que para
Re(eqf), aunque también puede observarse, sobre todo en los iltimos 400 nm de la grafica,
el comportamiento de (Au — Ag) x 3y (Au — Ag) x 4 es basicamente el mismo. Para
cuantificar estas variaciones, en la Tabla 5.1 se muestran las diferencias porcentuales de

la parte real e imaginaria (ARe(eeor) v Alm(ees), respectivamente) de la permitividad
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Figura 5.8: Permitividad efectiva de los MNS de bicapas de oro-plata. Los calculos de
Eeff S€ hacen recursivamente segiin el algoritmo propuesto en (5.4).

cfectiva de esta serie de MNS. El valor de comparacion es eef,), que corresponde a la
permitividad efectiva de (Au — Ag) x 2. Con estos valores puede concluirse que a partir
de dos bicapas de oro-plata, la variacién en la parte real nunca excede 1.2 % mientras que
la variacién en la parte imaginaria llega a casi 8 %. En las longitudes de onda menores,

nétese también, que para (Au — Ag) x 4 el valor de Alm(eeg) es 10 veces mayor que el
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correspondiente a la parte real.

ARG(EGH) % I AIm(eeﬂr) %
A (nm)
(Au — Ag) X (x) | —1=637600 7800 | 450 | 600 | 800
1 12.0, 8.7 , 88 | 12.1,10.6 , 9.8
3 12 108 14| 51 '35 "'29
4 0.7 1051 16| 7.9 1 5.2 1 43

Tabla 5.1: Variacién porcentual de e.¢ para los MNS con bicapas de Au — Ag en varias
longitudes de onda. La referencia para calcular los porcentajes es o de (Au — Ag) x 2.

Estas dos imégenes llevan a la conclusién de que este sistema adquiere rapidamente
una cierta permitividad media entre la del oro y la plata, especialmente a partir de los
500 nm, y a partir de ahi sufre una saturacion, volviéndose indiferente al nimero de
bicapas agregadas. Esto puede entenderse bajo las siguientes consideraciones: primero,
denotando esta permitividad media por &(= eef;,), podemos ver que exg S € < Eau-
Segundo, para més de 2 bicapas — i.e. k > 5 en la Ec. (5.4a)3 — las fracciones de llenado
tienen valores entre 0.64 y 0.78, lo que hace que el peso de los cascarones externos cada

vez sea menor, pues como puede comprobarse de (5.4), Eeffy > Eefij_y) S1 f > 1A

)
propdsito, esta misma ecuacién también es consistente con el limite de fr, — 0, para el
cual se obtiene que Eeffy —* Ek-

Aparte, es importante contrastar la Figura 5.5 con la 5.8, pues en ellas se observan
resultados distintos a pesar de haber homogeneizado sistemas similares. En la segunda
de estas figuras, que corresponde al MNS con bicapas de oro-plata, se observa que tanto
Re(eer) como Im(eqq) siempre se encuentran entre los valores correspondientes del oro y
la plata. Por su parte, con los MNS de oro-silice-oro, la curva azul de la Fig. 5.5 muestra
que éste no siempre es el caso. De hecho, lo que puede concluirse con este sistema es que al

variar el tamano del ntcleo, la permitividad de la NP pasa de exhibir un comportamiento

caracterfstico de un metal — Re(eeg) < 0 y Im(eeq) ~ 0 en gran parte del espectro? —

3 Bl requisito k£ > 5 se debe a que para homogeneizar 2 bicapas o més, hay, al menos, 4 cascarones y
el nucleo de la nanoparticula.

4Salvo las correcciones por efecto de tamafo, que son las que producen que Re(cqg) aumente para
A > 600 nm.
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(curva roja), a mostrar uno similar al que se obtiene con el modelo de Lorentz para la
funcién dieléctrica ['>19 — dispersién anémala para Re(eqs) y resonancias en Im(geg) —
(curva azul). Por otro lado, al tratar con el MNS de la Fig. 5.8, se observa que al haber
homogeneizado las tres primeras capas (ntcleo dieléctrico y dos cascarones metalicos),
el comportamiento de e.¢ sigue reflejando a un metal. Y dado que en adelante sélo se
agregan cascarones metdlicos, puede entenderse que .4 mantenga este comportamiento,
independientemente del niimero de bicapas; si bien esto no necesariamente explica el
proceso de saturacién ya mencionado.

Finalmente, sélo para comparar, la Fig. 5.9 muestra las graficas andlogas obtenidas
al tomar cada cascaréon como inclusiones individuales en el célculo de eqq; esto es, usando
(5.5) nuevamente. El comportamiento de ambas partes de la permitividad efectiva es evi-
dentemente distinto al que se encuentra usando homogeneizacién recursiva. La diferencia
mas sobresaliente es la resonancia tan pronunciada que ocurre en A ~ 325 nm. Ademas,
otro indicio de que esta forma de determinar e.¢ es erronea, es que en este sistema la fun-
cién dieléctrica efectiva no parece estar acotada en ningiin momento por la permitividad
de los dos metales, teniendo incluso divergencias en la resonancia mencionada. Por el con-
trario, al usar el método recursivo en casi todo el rango se cumple que exs < e < €y,
como se esperaria para este sistema. Incluso en las pocas regiones cuando esto no ocurre,
la diferencia entre estas cantidades es muy pequena y podria explicarse por el nicleo

dieléctrico, al menos para Re(eqg).

5.2.3. Elipsoide de Agua-Oro

Como ultimo caso se analiza un CNS de agua-oro con forma elipsoidal, similar al que
se ilustré en la Fig. 5.1b. Con este tipo de NP puede contrastarse la funcion dieléctrica
efectiva que se obtiene usando el método propuesto en este trabajo y el que comtinmente
se encuentra en la literatura *'). Segin se mencioné anteriormente, la diferencia es que
el enfoque usual ignora el factor de depolarizacién de la particula externa, como puede

verse en (4.12). Para un CNS, la manera explicita de calcular .¢ (en la direccién i) segin
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(b) Parte imaginaria de eqg.

Figura 5.9: Permitividad efectiva de los MNS de bicapas de oro-plata usando el método
tradicional de considerar cada cascarén como una inclusién individual, (5.5).

esta ecuacién es

! (&1 — &) (5.6)

6&2282 1+ ( ,
g2+ Ly’ (e1 — &2)(1 — f)
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donde los subindices 1 y 2 corresponden al nticleo y al cascarén. Por su parte, el modelo

aqui propuesto indica que en este caso,

/ (51 - 62)
g9 + (61 — &2) (Lgi) — ng))

562:52 1+

como puede deducirse de (5.1) o simplemente de (5.4b) al tomar k = 2.

Dado que este mismo sistema se usa posteriormente para el estudio de propiedades
6pticas (Sec. 7.1), por conveniencia se eligieron sus dimensiones de modo que los semi-ejes
del nicleo son (ay, by, ¢;) = (20.5, 14, 11)nm y los del elipsoide externo (ay, by, ¢2) =
(25, 20, 18)nm, tratdndose asi de un elipsoide cofocal, ademés de que sus dimensiones
permiten usar la aproximacién cuasiestatica. Por lo tanto, los factores de depolarizacion

asociados son

=021, L =034 LY =045 (5.7a)
L =026, LY =035 L =0.39. (5:7b)

Puede verse que a ambos elipsoides corresponden casi los mismos valores en la direccién
¥, en tanto que la mayor discrepancia sucede en la direcciéon z. Esto quiere decir que
al calcular eé‘}’f) se obtendran resultados muy parecidos con ambos métodos, mientras
que al evaluar 5;? debera encontrarse alguna diferencia entre ellos. Estas afirmaciones
pueden corroborarse mediante la Fig. 5.10: en la primera imagen se observa que cuando
la luz tiene una polarizacion paralela a y, practicamente no existe distinciéon con los
dos métodos, pero cuando la polarizacion es en la direccion z, se obtienen resultados
diferentes, si bien no sustancialmente. Para hacer una comparacién mas rigurosa, se
presentan una vez mas las diferencias porcentuales de e.4 calculadas con ambos métodos.

Con la polarizacién en la direccién z, algunos valores para la variacion en la parte real,

ARe(ees), son

ARe(eeg) = (12.9, 65.2, 4.85) % en A\ = (300, 500, 800) nm,
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respectivamente. En tanto que para la parte imaginaria, las diferencias porcentuales en

las mismas longitudes de onda son
Alm(eeg) = (1.98, 1.31, 2.84) %.

Por su parte, cuando el campo eléctrico es paralelo a ¥, los valores ARe(ger) v Alm(eeg),

usando las mismas \’s, son
ARe(eeg) = (1.92, 1.51, 0.30) %;

Alm(eqr) = (0.16, 0.12, 0.20) %.

Como puede verse, en este segundo caso las diferencias son un orden de magnitud meno-
res, como se habia anticipado por la similitud entre L%’) y LS’).

En la Sec. 7.1, se muestra cémo las propiedades opticas que se obtienen con estos dos
métodos si pueden ser apreciablemente distintas, a pesar de la pequena diferencia que hay
en los valores de g.¢. Esto, una vez mas, debido a que es la parte real de la permitividad
la que determina las condiciones de resonancia, en primera aproximacién [, Se enfatiza
que mas alla de las pequenas variaciones numéricas que se encuentran al utilizar los
dos enfoques, sélo con el modelo (propuesto) de EMT de homogeneizacién recursiva,
expresado en la Ec. (5.4), puede derivarse correctamente la ecuacién de la polarizabilidad
de un CNS elipsoidal, aunque al tratar con geometrias esféricas, ambos métodos resultan

equivalentes.

5.3. Sobre el Método de Homogeneizacion Interna

Esta ultima seccién se incluye con la finalidad de contrastar el método de homoge-
neizacion recursiva que se plantea aqui con el de homogeneizacion interna, desarrollado
por Chettiar y Engheta en la Ref. [1]. Aunque a lo largo del capitulo se han mencionado

algunas de las diferencias, aqui éstas se indican detalladamente.
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(a) 6((;;2 calculada con el método recursivo (linea continua) y con MG
usual (linea punteada); la curva de éste ultimo estd desplazada hacia
arriba para hacerla distinguible.
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(b) 62;) calculada con el método recursivo (linea continua) y con MG
usual (linea punteada); en esta grafica no hay ningin desplazamiento

de las curvas.

Figura 5.10: Comparacién de . de un CNS de agua-oro elispoidal, obtenida con el
modelo propuesto — Ec. (5.3)— y usando la ec. tradicional de MG — Ec. (5.6). Nétese
que el valor depende de la direccion de polarizacién de la luz.

Para empezar, los autores [/ desarrollan su modelo para . a partir de comparar las

ecuaciones para la polarizabilidad de una esfera simple y una recubierta por un cascaron,
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también esférico. Al igualar ambas expresiones, considerando a la esfera homogénea como
un medio de permitividad .4 v a la otra como dos medios con permitividades €1 y €9,
deducen la ecuacion que determina c.g. Como se mostrd en la primera seccion de este
capitulo, este mismo resultado puede obtenerse de manera mucho maés sencilla partiendo
directamente de la férmula de MG. Asimismo, como la base del articulo es comparar
las polarizabilidades dentro del régimen cuasiestatico, no resulta claro si el modelo es
invalido para particulas cuyo tamanos vuelven a este régimen inaplicable. Sin embargo,
como se vera en los Capitulos A y 6, al calcular .4 recursivamente se esta en posibilidad

de implementar la Teoria de Mie para sistemas que asi lo requieran.

Por otro lado, el trabajo asume que la funcién dieléctrica es del tipo de Drude o
interbanda — Ecs. (1.6) y (1.3), respectivamente — en todos los metales y continia ha-
ciendo un analisis que distingue entre CNS del tipo dieléctrico-metal, metal-dieléctrico y
metal-metal, encontrando expresiones aproximadas para eeg en términos de wy, I, etc.,
en cada caso. Después encuentra los pardmetros equivalentes w,,, I'c, etc., que describen
esta forma aproximada de c.4 como una funcion dieléctrica de Drude o interbanda. De
hecho, en todo momento se evita recurrir a los datos experimentales de la permitividad e
incluir las correcciones por efecto de tamano, que como se ha dicho, son muy importan-
tes para calcular adecuadamente los valores reales de las propiedades épticas. Entonces,
hasta este punto, el articulo se centra mas en ajustar la funcién dieléctrica efectiva a
alguna ecuacién conocida, y no explora las propiedades épticas que se derivan de esta
permitividad efectiva. Es importante mencionar que todas las aproximaciones que se de-
ducen en el trabajo son redundantes, pues una vez que se ha obtenido ., ya sea por
comparacion de la polarizabilidad o usando MG, la expresion resultante puede manejarse
sin despreciar ningin término, con la ventaja de que asi se tiene una sola ecuacién que

abarca los tres casos.

Mas alla de las diferencias al analizar la permitividad de los materiales, hasta aqui no
hay ninguna diferencia entre los métodos de homogeneizacion recursiva e interna, incluso

Chettiar y Engheta proponen usar el método recursivamente para modelar MNS, aunque
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no verifican si se obtienen resultados razonables al hacerlo.

Un punto muy importante de los resultados derivados para esferas es que no resulta
claro, a lo largo del articulo, la diferencia de haber usado EMT usual, por lo que no
habria necesidad de distinguir los modelos de MG y de homogeneizacion interna. Luego,
cuando trata sistemas con geometrias mas complicadas, los autores proponen una vez
més abordar el problema igualando las polarizabilidades (tensoriales) de la particula real
y la efectiva, o y aeg, respectivamente. Encontrar estas polarizabilidades no es sencillo,

pues estan definidas en términos de las integrales:

o= / (e —eol) -E aV, (5.8a)

Qeff = / (et — 0I) - Eeir AV (5.8b)

con I la diada unitaria. El problema de encontrar la permitividad efectiva se tradu-
ciria, por lo tanto, en hallar numéricamente el tensor €. que anulara, o en su defecto

minimizara, la norma de la diferencia H o — aeﬁ’ |

Aunque sin duda este es un método mucho mas general que el planteado en esta tesis,
no es necesario recurrir a él para tratar con particulas esferoidales o elipsoidales, pues
basta implementar el enfoque de homogeneizacion recursiva, descrito explicitamente en
(5.4), para obtener la expresion de €.4 que llevaria a Hg — %H = 0. De hecho, para
unicamente un cascarén, la ecuacién necesaria es (5.3), que claramente es mucho mas

sencilla de manejar que (5.8).

Dejando de lado la simplicidad matemaética, el método de homogeneizacion recursiva
tiene la ventaja de proveer una distincion explicita con el uso de MG, a saber, que
el factor de depolarizacién del host medium debe tomarse en cuenta, segin se observa
en (5.1) y (5.4). Aunque la diferencia es minima respecto a las férmulas usuales de
MG F14748] s6lo al considerar este factor puede tomarse en cuenta la geometria del shell
que rodea al ntucleo o a algin cascarén, en cada paso de la homogeneizacion. Ademas

de que unicamente asi consigue reproducirse la polarizabilidad de un CNS elipsoidal, y
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por lo tanto es equivalente a hallar €. tal que @ = aeg. Dado que en el articulo de

Chettiar y Engheta sélo se analizan en detalle NP esféricas, y para estas geometrias los
factores de depolarizacion son siempre %, la diferencia con el modelo aqui propuesto no
se hace evidente, pues las ecuaciones de ambos modelos son equivalentes si se sustituye
Lgi) = Lg) = % en (5.1). En otras palabras, el método de homogeneizacion recursiva
generaliza y extiende la aplicabilidad del de homogeneizacion interna.

Para concluir, el modelo de homogeneizacion recursiva provee una manera de calcular
la permitividad efectiva donde todas las capas que componen a la NP son contabilizadas,
aunque haya materiales repetidos; proporciona una distincién clara, matematica y con-
ceptualmente, de los otros modelos de EMT; produce expresiones que son equivalentes a
resolver la ecuacién de Laplace en el régimen cuasiestatico, incluso para configuraciones
elipsoidales; y se verificara que permite calcular las propiedades épticas de varios sistemas

en buena aproximacion.
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Capitulo 6

Resultados con Sistemas Esféricos

Ahora se van a presentar los calculos de las propiedades 6pticas de varios sistemas
con geometria esférica, esto es CNS o MNS (Conventional o Multilayered Nanoshells,
respectivamente) en una configuracion tal que sus nicleos y todos sus cascarones son
esferas concéntricas. En este capitulo y el siguiente se da por supuesto que todos los
célculos estdn basados en encontrar la funcién dieléctrica efectiva utilizando (5.4), a
menos que se especifique lo contrario. Ademés, todos los sistemas analizados usan oro
y/o plata como metales y silice (SiO3) o agua como dieléctricos. Se asume que sélo la
funcién dieléctrica de los primeros tiene una dependencia con la longitud de onda, en
tanto que la permitividad de los dieléctricos se supuso constante para todo el rango de A,
al igual que se hace en los articulos con los que se comparan los resultados. Para el oro y
la plata se usaron los valores experimentales de e reportados en [4] y, en todos los casos,
se us6 una correccién de tamaifio finito 7, segin se describe en el Apéndice, dadas las

dimensiones de las nanoparticulas (NP).

Se comienza comparando los calculos que se obtienen al usar el modelo de EMT
propuesto en esta tesis con los resultados publicados en varios articulos. Esto con el fin
de validar el modelo y asi extender su uso a otros sistemas, como se vera en el Cap.
7. Para obtener los datos de las distintas referencias con las que se compara se usé la

aplicacién Web Plot Digitizer ). Posteriormente se analizan las NP descritas en las Secs.
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5.2.1 y 5.2.2 que estan formadas por silice y oro y bicapas oro-plata, respectivamente.
Aunque estos ultimos MNS son ficticios en cuanto a que no se han sintetizado particulas
que tengan mas de una de estas bicapas, son sistemas que pueden analizarse facilmente
con el método de homogeneizaciéon recursiva descrito en este trabajo, asi como estudiar

varias de las propiedades que posee e.¢ calculada de esta manera.

6.1. Comparacién con Resultados Publicados

De los sistemas tratados a continuacion, primero se presentan los resultados de las NP
mas sencillas: CNS con un nucleo dieléctrico rodeado por un cascarén metalico. Posterior-
mente se muestra la comparacion de sistemas mas complicados: MNS de dos cascarones.
Para este segundo tipo de NP se tienen ejemplos donde los metales estan separados por
un cascaron dieléctrico o cuando ambos cascarones son metélicos y por lo tanto estan en
contacto. Como se verd, en todos estos casos los calculos con EMT permiten reconstruir
de manera aceptable las propiedades 6pticas de los diversos sistemas en un rango de 200
a 1000 nm. En particular, la posicién de las resonancias puede aproximarse satisfacto-
riamente pero no siempre su intensidad; los casos de mayor discrepancia corresponden a
sistemas con cascarones mas delgados, posiblemente debido a acoplamientos plasménicos

entre las dos superficies de los cascarones.

6.1.1. CNS

CNS de agua-oro. Comparacién con Ref. [9].

Para empezar, en la Fig. 6.1 se muestra una grafica con la secciéon de absorcion, Cys,
de varios CNS con nticleo de agua y un cascarén de oro. En todos ellos, el radio exterior,
Rs, es de 15 nm y se modifica el grosor del cascarén al cambiar el radio interno, Ry; las

R R R
distintas curvas corresponden a: 1= 0.2, linea roja; == 0.4, amarilla; L= 0.6,
Ry Ry Ry

R
verde; y El = 0.8, azul. Ademas, las lineas punteadas son los valores publicados en [9]
2
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para CNS de las mismas dimensiones y calculados usando el método de Representacion
Espectral. Como puede verse, los resultados con homogeneizacion recursiva son satis-
factorios, sobre todo cuando el cascarén de oro es grueso. La desviacion respecto a los
datos del articulo [9] para los cascarones mas delgados podria explicarse debido a alguna
discrepancia en la implementacién de la correccion por efectos de tamano en la permiti-
vidad del oro, aunque es mas probable que cuando el grosor de un cascarén es pequeno,
el modelo de EMT no permita reproducir correctamente la intensidad de las resonancias,
segun se vera en los ejemplos siguientes, en particular los que incluyen cascarones delga-
dos de oro. Esto quiere decir que no siempre es posible representar el acoplamiento entre

los LSP que se inducen en las dos superficies %50,

3.0t

0.0
20

Figura 6.1: Cy, de varios CNS de agua-oro al variar el grosor del cascarén de oro. Las
lineas sélidas son los célculos con EMT y las punteadas los datos publicados en [9].

CNS de silice-oro. Comparacién con Ref. [10].

Posteriormente, en la Fig. 6.2, puede verse una grafica de la eficiencia de extincion,
Qext, de varios CNS con un nucleo de silice rodeado por un cascarén de oro. En la figura
6.2a el radio externo tiene un valor constante — Ry = 70 nm — y se modifica el grosor de

la capa de oro al usar varios radios del niicleo de silice, R;. Puede apreciarse la capacidad
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de sintonizacion que poseen los CNS al modificar sus dimensiones. A su vez, en la imagen
6.2b se muestra un caso similar, pero las particulas representadas en esta figura tienen
dimensiones que superan los 200 nm de diametro. Como se ha mencionado antes, para
este tamano la aproximacién cuasiestatica deja de ser valida y debe utilizarse la teoria
completa de Mie para el cédlculo de las propiedades 6pticas. A pesar de esto, puede
apreciarse que los resultados con EMT (curvas continuas) se asemejan a los publicados
(curvas punteadas), indicando que el modelo es vélido para NP de varios tamanos.

Los datos se obtuvieron de la Ref. [10], donde se especifica que su método consistié en
implementar una rutina basada en la Teoria de Mie (TM) generalizada a varias capas que
se obtuvo de [51]. En contraste, al usar medio efectivo basté emplear TM para una esfera
homogénea; dadas las grandes dimensiones del segundo conjunto de CNS, se us6 hasta el
quinto término de la expansién para QQ..; que resulta con esta teoria — Ec. (2.30b). Para

el primer conjunto no fue necesario utilizar més alla del tercer término de la misma serie.

CNS de silice plata. Comparacién con Ref. [18].

Para finalizar con los CNS, en la Fig. 6.3 se muestran las graficas de las Eficiencias de
Esparcimiento (curva azul) y Absorcién (curva verde), Qo v Qaps, para CNS de distintos
tamanos con un ntcleo de silice y cascarén de plata. De igual manera, la linea punteada
son los datos de la Ref. [18], donde también se especifica que el indice de refraccién de la
silice es 1.44 y que las NP estan rodeadas por un vidrio con indice de refraccion de 1.45.

En la referencia [18] se sintetizan este tipo de particulas con el propésito de fabricar
displays que esparzan eficientemente la luz. Sus calculos consideran que se tiene una
distribucién de tamanos Gaussiana y los datos corresponden a las propiedades 6pticas
de este conjunto de particulas. Los valores de Q.. v Qups S€ obtuvieron con el método
de matriz de transferencia, segtin se especifica en el articulo. Con medio efectivo volvié a
usarse la TM y solo se consider6 una sola particula al realizar los cdlculos. A pesar de estas
diferencias, las curvas continuas (resultados con homogeneizacién recursiva) reproducen

cualitativamente la tendencia que se reporta para la distribucién de particulas (puntos).
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R;=40 nm; R,=70 nm

R;=50 nm; R,=70 nm

R;=60 nm; R,=70 nm

400 600 800 1000 1200 1400
A (nm)

(a) Qegt de CNS de silice-oro. El radio externo es Ry = 70 nm.

R;=90 nm; R,=105 nm

R;=120 nm; R,=140 nm

R;=120 nm; R,=155 nm

400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
A (nm)

(b) Qext de CNS de silice-oro. Ry > 100 nm.

Figura 6.2: Q.,; de CNS de silice-oro de varias dimensiones. Se estudia el efecto de
modificar el radio del niicleo (R;) y el radio mayor de la particula (Ry). Los puntos
corresponden a los datos publicados en [10] y las curvas a los célculos con medio
efectivo.

Otra manera de verificar que el modelo de homogeneizacién recursiva usado para

determinar .4 proporciona una buena manera de aproximar las propiedades épticas de
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(¢) Ry = 34.3 nm; Ry = 45.3 nm.

Figura 6.3: Qg0 v Qups de CNS de silice-plata de varios tamanos. Las lineas solidas son
los calculos con homogeneizacién recursiva y las punteadas los datos publicados en [18].

NP, es mediante el calculo de la Figure of Merit (FOM), definida en la Sec. 2.1.2,

Csca()\ﬂ)
2 <Csca> + méx {Cabs}’

FOM = (2.7)

con (Clyeq) €l promedio de Cy., v max{Cjps} €l valor méximo de Cyps, ambos en el rango de
300 — 700 nm [*¥l. En la Tabla 6.1 se incluyen los valores reportados en la referencia [18]
para esta cantidad, ademas de Ay, la posicion de la resonancia de Cy.,. También se
indican los valores obtenidos usando el esquema propuesto de EMT. De las cantidades

en esta tabla puede notarse que ambos métodos indican un corrimiento hacia el rojo en
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la resonancia y que el FOM tiende a disminuir conforme aumenta el tamano del ntcleo.
Resulta notable que la diferencia entre los dos valores de \y nunca sea mayor a 17 nm, lo
que equivale a una discrepancia maxima de 3.7 %. Por otro lado, los valores del FOM no se
reproducen tan bien, quiza debido a que en el articulo que sirve de comparacién utilizan
una distribucion de tamanos lo que ocasiona un ensanchamiento en las resonancias, mismo
que si influye en (Cse,) y por lo tanto en el célculo del FOM. Aun asi, puede concluirse

que el valor de esta cantidad disminuye junto con el grosor del shell.

Referencia EMT
Ry (nm) | Ao (nm) 1 FOM | \g (nm) | FOM
1.3 458 | 1.01 445 | 1.34
22.2 532 ' 0.91 515 ' 1.06
34.3 640 1 0.81 625 1 0.96

Tabla 6.1: Valores de FOM y posicién de la resonancia de Cl, segin se reportan en [18]
y los obtenidos con homogeneizacion recursiva (EMT).

6.1.2. MNS

Ahora se presentardan los resultados obtenidos para MNS esféricos, igual que en la
parte anterior, los métodos que se describen en las referencias son o TM generalizada
a varias capas o Representacion Espectral. De los casos ya mostrados, es evidente que
las resonancias de las diversas propiedades épticas experimentan corrimientos al variar
el tamano del nicleo, el grosor del cascarén e incluso el tamano total de la NP. Este
comportamiento también se observa en MNS, pero ahora se tiene mas libertad para

modificar estos parametros, pues se cuenta con mas capas.

MNS de oro-silice-oro. Comparacién con Ref. [44].

Como primer ejemplo, en la Fig. 6.4 se presentan las graficas que muestran la Efi-
ciencia de Extincién, Q)..¢, de una NP con un nicleo de oro, rodeado por un cascarén de
silice, ambos cubiertos por un cascarén externo de oro. En la imagen 6.4a se muestra la

variacion de la resonancia al cambiar las dimensiones del MNS (sélo se varia el radio del
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ntcleo en este caso) mientras que en 6.4b se muestra el cambio en Q).,; al modificar el

indice de refraccion del medio que rodea a la NP. Los datos se tomaron de [44]

.
TS 6-;—:.':-'3'.9”1‘,”

O. 4
400 500 600 700 800 900 1000

A (nm)
(a) Qext de varios MNS al variar el tamano de su nicleo. Ry = 25 nm
(curva azul), Ry = 21 nm (verde), Ry = 15 nm (roja);
Ry = 30; R3 = 50 nm.

al — npeg=1.41
Mmed=1.18
A Mimed = 1.00
%
(@ of
l-
400 500 600 700 800 900 1000

A (nm)

(b) Qext de un MNS de Ry = 20; Ro = 30; R3 = 35 nm al variar su indice
de refraccién.

Figura 6.4: MNS de oro-silice-oro. Las curvas sélidas son los célculos con
homogeneizacion recursiva y las punteadas los datos publicados en [44].

En [44] se menciona que obtuvieron los calculos usando TM generalizada a varias
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esferas concéntricas, sin embargo, no se especifica si usaron o no correcciones de tamano
finito, lo cual sirve para explicar en parte la discrepancia de los resultados en las intensi-
dades, aunque atin puede notarse que los resultados con EMT reproducen adecuadamente
las curvas, sobre todo en la Fig. 6.4a, donde el cascarén externo es considerablemente
mas grueso que en la Fig. 6.4b. Ademas, también hay que notar que la curva roja en la
primera de estas imagenes es la que mas se asemeja a los valores reportados y esta misma
curva corresponde, efectivamente, al MNS con los cascarones mas gruesos. De igual ma-
nera, la curva azul, asociada a la NP con el cascarén intermedio més delgado, se desvia
mas de la referencia en comparacién con la curva verde que corresponde al MNS con
capas de grosor intermedio. Es por este andlisis que se concluye que la discrepancia entre
el modelo de homogeneizacion recursiva y la solucion exacta de Mie se debe a efectos de
tamano en los shells.

Este sistema también sirve para verificar que la ecuacién para encontrar .4 planteada
en este trabajo — Ec. (5.4a) o (5.4b) — es més adecuada para sistemas de varias capas,
en comparacién con la Ecuacién de Maxwell Garnett (MG) usual — Ec. (5.5). En efecto,
utilizando ésta ultima, el niicleo no contribuiria en lo absoluto al valor de .4 debido a que
es del mismo material que el cascaréon externo. Calculando ().,; con esta permitividad
se observé que se pierde por completo la resonancia de longitudes de onda mayores;
estos cédlculos se muestran en la Fig. 6.5. Puede verse que el método de homogeneizacion
recursiva, incluso para esferas, arroja resultados mas cercanos a la teoria exacta que el

método de MG tradicional.

MNS de plata-agua-plata. Comparacién con Ref. [9].

Como segundo caso de estos sistemas, se estudié un MNS de ntcleo y cascarén externo
de plata con un cascarén interno de agua y se calculd su Seccion de Absorcion; los
resultados se muestran en la Fig. 6.6. Los datos para comparar se obtuvieron de [9],
donde se realizaron los célculos usando representacion espectral. Las NP tienen un radio

externo y medio constante: R3 = 15 nm y Ry = 12 nm y se modifica el radio del nicleo,
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Figura 6.5: .z de los mismos MNS que la Fig. 6.4, pero calculando .4 de la manera
usual, Ec. (5.5). Es claro que la resonancia de mayor A desaparece en todos los casos.

R, para mostrar la capacidad de sintonizaciéon de las resonancias que presentan estos
sistemas.

En este caso, es notable el ajuste que se obtiene con EMT a los datos reportados. En
particular, la curva verde describe mejor los resultados de la literatura y esto coincide
con que esta curva estd asociada al MNS con los cascarones mas gruesos. Otro aspecto a
resaltar es que en ambas curvas la desviacién respecto a los datos de referencia es menor
que en la Fig. 6.4, lo cual probablemente indica que el acoplamiento entre los LSP de la
superficie de los cascarones es menos significativo para la plata que para el oro. Es decir,

los efectos del grosor de los shells son mucho menos relevantes al trabajar con plata.

MNS de agua-oro-plata. Comparacién con Ref. [8].

Finalmente, el dltimo sistema con el que se compard, fue un MNS con ntcleo de agua
rodeado por un cascarén de oro y éstos a su vez recubiertos de una capa de plata. En

este sistema se calculé la Seccién de Extincion, C.,;, manteniendo el grosor del shell
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Figura 6.6: Cys de MNS de plata-agua-plata al variar el radio del nicleo: Ry = 0.3R3

(curva verde) y Ry = 0.6R3 (curva roja). Las lineas sélidas son los calculos con
homogeneizacion recursiva y las punteadas los datos publicados en Ref. [9].

de oro constante y modificando el grosor del cascarén externo de plata, d44. El radio
exterior del cascarén de oro se tomé como Ry = 14 nm y su grosor de 5.5 nm (i.e.
Ry = 8.5 nm). En la Fig. 6.7 se muestran los resultados obtenidos con EMT (curvas
sélidas) y su comparacién con [§] (curvas punteadas), donde los célculos se realizaron
usando Teoria de Mie generalizada a varias esferas. Los valores de 4, analizados son:

0.5 nm (curva roja), 3.5 nm (curva morada) y 5.5 nm (curva negra).

Puede apreciarse que para este sistema el ajuste entre EMT y la solucién exacta es
bastante bueno, a pesar de tratarse de un sistema complicado de tres materiales distin-
tos. También puede verificarse la afirmacién hecha anteriormente sobre la ausencia de
acoplamiento entro los LSP al utilizar cascarones delgados de plata, pues incluso cuando
éstos son muy pequenos (0.5 nm), los célculos con homogeneizacién recursiva son muy

cercanos a los obtenidos empleando métodos mas elaborados.

Para terminar esta seccién, se reportan los valores encontrados para el FOM de este

sistema. Como se concluye de las cantidades de la Tabla 6.2, este tipo de NP no posee
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Figura 6.7: C.,; de MNS de agua-oro-plata al variar el grosor del cascarén de plata. Las
lineas sélidas son los célculos con EMT y las punteadas los datos publicados en [8].

Secciones de Esparcimiento significativas, en contraste con los CNS de silice-plata, a
pesar de presentar capacidades de sintonizacion mayores. Este resultado anticipa que
sucedera lo mismo para MNS elipsoidales, como se mostrard en el Cap. 7. Los valores tan
pequenos que se obtienen de FOM (en todos los casos son menores a 0.1) indican que la
mayoria de la energia que transporta la luz es absorbida por las NP y sélo una pequena

fraccion se esparce.

dag (nm) | FOM | Ag (nm)
0.5 0.02 566
3.5 0.05 513
2.5 0.09 416

Tabla 6.2: FOM y resonancias de C., de un MNS de agua-oro-plata.

6.2. DMNS con Varias Bicapas de Au-Ag

El ultimo sistema con esta geometria que se analiza es el MNS con ntcleo de agua y

multiples bicapas de Au-Ag que se introdujo en la Sec. 5.2.2. Para éste se encontrd que
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la parte real de . no sufre un cambio significativo, respecto al MNS con dos bicapas
de Au — Ag, al aumentar el niimero de cascarones dobles; esto se mostré en los valores
de la Tabla 5.1. Por el contrario, este mismo proceso si afecta de manera visible, en
ocasiones hasta un orden de magnitud, a la parte imaginaria de la misma cantidad,
especialmente en la regién (300, 500) nm —ver Fig. 5.8. Como se deduce de los resultados
establecidos en el Cap. 2 para el esparcimiento de particulas en el régimen cuasiestatico,
es justamente la parte imaginaria de la funcién dieléctrica la que determina la intensidad
de las propiedades 6pticas!. Por esto mismo, se espera que las propiedades 6pticas de
este conjunto de MNS muestren alguna influencia con el niimero de bicapas.

Para verificarlo, se decidi6 calcular @Q..; para estos sistemas. La elecciéon de usar una
Eficiencia en lugar de una Seccidn se justifica porque asi se evita que influya la mayor area
transversal que tienen los MNS conforme se agregan mas shells. Los resultados de estos
calculos se presentan el la Fig. 6.8. Ahi puede apreciarse que, efectivamente, la Eficiencia
de Extincién se modifica en cada uno de los MNS tratados. De hecho, puede notarse un
corrimiento al rojo en el maximo de ).,; y un ensanchamiento de la resonancia conforme

se incrementa el nimero de bicapas.

st — (Au-Ag)x1
—— (Au-Ag)x2
at —— (Au-Ag)x3
—— (Au-Ag)x4
59
o
2t
1.
0-1 " " " " " "
300 400 500 600 700 800 900

A (nm)

Figura 6.8: Q¢ del conjunto de MNS con bicapas de Au-Ag, ver Fig. 5.7.

1 Véase también la discusién en [9].
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Capitulo 7

Resultados con Elipsoides

En este capitulo se presentan los resultados de tres sistemas distintos de NP con si-
metria elipsoidal. Segin se ha dicho, en la literatura no se encontré la solucién analitica
para el problema del esparcimiento y absorcion de luz por un elipsoide de tamano ar-
bitrario, sino que sélo hay una solucién cerrada — Ec. (2.54) — cuando las dimensiones
de la particula son mucho menores que la longitud de onda de la luz incidente, lo que
corresponde al régimen cuasiestatico, como se mencioné en el capitulo 2. También se in-
trodujo la ecuacion que describe la polarizabilidad de un CNS cofocal, Eq. (5.2a), segin
se obtiene en este mismo régimen. Sin embargo, cuando los semi-ejes de los elipsoides son
del orden de 40 nm o mayores, la aproximacién cuasi-estatica deja de ser util y deben

emplearse métodos més sofisticados como DDP o FDTD 1.

Dado que la intencion de esta Tesis es plantear los alcances del esquema de EMT de
homogeneizacion recursiva, y no elaborar un método para describir la interacciéon de la
luz con particulas elipsoidales, todos los calculos de esta seccion se realizaron usando la
aproximacién cuasiestdtica, como suele hacerse en varios trabajos, ver [17,23,28].

El primer ejemplo que se estudia, Sec. 7.1, tiene como objetivo mostrar la equivalencia
entre la solucién exacta de un CNS elipsoidal y la que se obtiene usando homogeneiza-
cion recursiva. En este mismo sistema puede compararse también las diferencias que se

obtienen al utilizar el modelo de Maxwell Garnett usual (MG). Posteriormente se estu-
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dian otros sistemas, como un CNS de silice-plata relajando la constriccién de cofocalidad
(Sec. 7.2.1) y posteriormente un MNS de agua-oro-plata de tamano fijo pero con distintos

grosores del cascarén de oro (Sec. 7.2.2).

7.1. Comparacion con la Solucién Exacta para CNS

El primer tipo de NP que se estudié en la Sec. 6.1.1 fue un CNS con ntcleo de agua
rodeado por un cascaron de oro; el medio que rodeaba a la particula también era agua. Los
calculos con el modelo propuesto de EMT se ajustan bien a los datos publicados obtenidos
mediante representacion espectral —ver la Fig. 6.1. Los buenos resultados motivaron a que
este sistema se generalizara a un CNS elipsoidal y se estudiaran sus propiedades épticas.
Ademas, como unicamente se tienen dos capas — ntucleo y shell — el sistema también se
presta para abordarse mediante la solucién analitica desarrollada en la Sec. 2.3.2. Segun
se dedujo en esta parte, la polarizabilidad de este sistema, con la luz polarizada en la

direccion i, esta dada por

(62 —€m) [62 + (61 —€2) (Lﬁi) - ng)ﬂ + fea(er — €2)

g9+ (g1 — €9) (Lgi) - ngs)ﬂ [em + (g9 — 6m)L§i)] + fLVes(e1 — £2)
(2.56)

O‘(Cl;)NS = ‘/2[

donde ¢, es la permitividad del medio que rodea al CNS, V5 es el volumen del elipsoide
mayor, y los subindices 1 y 2 sirven para denotar tanto a la permitividad, €; 2, como los

factores de depolarizaciéon L(z) del nucleo vy el cascarén, respectivamente.
) 1,29 )

El enfoque usando medio efectivo consiste en usar la polarizabilidad de un elipsoide

homogéneo,
€1 —€m

(0 _
@ em + LW (e; —en)’

(2.54)

de las mismas dimensiones que el elipsoide externo del CNS, pero con permitividad 8((32 en

)

lugar de 1 y LY sustituyendo a L®; la permitividad del medio, &y, sigue sin alterarse.

Para recordar lo que se justificé en el Cap. 5, el superindice (i) en la funcién dieléctrica
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efectiva se debe a que para calcularla debe utilizarse el factor de depolarizacién asociado
a la direccién i, Ec. (5.4).

Ahora bien, resulta conveniente comparar las dos distintas maneras de encontrar
esta permitividad efectiva: primero, usando el método de homogeneizacion recursiva que

aqui se plantea para describir la permitividad efectiva de un CNS elipsoidal,

¢ _ . (1 fler — &) _ 5.3
( +52+<el—52><L§s>—L§8>f>> o

Y como segunda opcién, mediante el modelo de MG usual,

6 _ . (4 fler = e2) , 5.6
Eof — €2 ( +82+L(18)(€1—62)(1—f)) ( )

El resultado de la comparacién entre la solucién analitica y estos dos enfoques de
EMT se resume en la Fig. 7.1, donde se muestra la grafica de C.,; en las tres distintas
direcciones de polarizacion. Los CNS que se estudiaron tienen un cascarén de tamano
fijo, con semi-ejes (a2, bg, c2) = (25, 20, 18) nm. Las dimensiones del nicleo que se
probaron son (ay, by, ¢;) = (21.9, 16, 13.4) nm (curva azul); (20.5, 14, 11) nm (curva
roja); (19.2, 12, 8.2) nm (curva verde); (18, 10, 4.9) nm (curva naranja). Puede ve-
rificarse que estas dimensiones corresponden, en todos los casos, a elipsoides cofocales.
Ademas, el elipsoide externo se eligié de manera que su aspect ratio fuera de by/ay = 0.8
y c2/by = 0.9. En la figura, la curva continua es el cdlculo usando la expresién exacta
para la polarizabilidad. Esta se desplazé ligeramente hacia arriba! para poder distinguir-
la de la grafica con homogeneizacién recursiva (curva punteada con menor separacién
entre segmentos). La tercera curva (linea punteada con los segmentos mds espaciados)
corresponde a usar la ecuacion tradicional de MG para obtener ..

Lo primero que puede concluirse de estas gréaficas es el evidente corrimiento hacia el

rojo conforme se reduce el grosor de la capa de oro; este comportamiento lo reproducen

1200 unidades para la polarizacién a lo largo de %; y 100 cuando la direccién de polarizacién era
paralela a los otros dos ejes.
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las tres curvas correctamente. Por otro lado, también resulta claro que sélo la grafica
obtenida con homogeneizacién recursiva reproduce en todo el rango de A y en cualquier
direccién de polarizacion, a la solucién exacta. En contraste, los resultados usando MG
usual no siempre son tan cercanos a los predichos por la curva continua. La Tabla 7.1
muestra las diferencias maximas que hay entre los resultados obtenidos con los dos mo-
delos de EMT, en términos de la variacién porcentual respecto al valor correspondiente a
homogeneizacién recursiva. Se indica la direccién de polarizacion en cada caso y la posi-
ciéon en la cual la diferencia es maxima, Aa 4. Debe notarse que cuando la polarizacién
es paralela a X o Z, las diferencias son de un orden de magnitud mayor en comparacion
a cuando el campo eléctrico va en direccion y. Respecto a este tltimo punto, y segin se
observa en las tres graficas de la Fig. 7.1, los resultados se explican considerando la dife-
rencia que hay entre los factores de depolarizacion de los dos elipsoides que conforman al
CNS, segiin se mencion6 en la Sec. 5.2.3. En esa misma seccién también se anticipd que

los resultados serian casi indistinguibles en direccién ¥, debido a que Lgy) ~ Lgy).

E paralelo a X | E paralelo a y | E paralelo a z

(ah bl? CI) nm Curva )\Amax ; A% >\Amax I A% )\Amax ; A%

(21.9, 16.0, 13.4) | Azul 733 | 133 | 662 , 0.61 | 665 | 20.70
(20.5, 14.0, 11.0) | Roja 631 | 9.0 619 | 120 | 621 | 16.50
(19.2, 12.0, 8.2) | Verde | 605 ' 3.9 587 1 122 | 593 1 12.20
(18.0, 10.0, 4.9) | Naranja | 582 1 1.0 567 1 0.67 | 580 1 9.80

Tabla 7.1: Diferencias porcentuales maximas, y sus posiciones (Aamqz €n nm), al
calcular C,,; mediante homogeneizacion recursiva y segin MG usual, en las distintas
direcciones de polarizacién para los sistemas de la Fig. 7.1.
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Figura 7.1: Comparacién de C.,; de CNS elipsoidales, calculada con medio efectivo (curvas
punteadas) y la expresién exacta para « (curva continua); ésta tltima se desplaz6 hacia arriba por
la etiqueta de cada gréafica. El modelo de homogeneizacién recursiva

corresponde a la curva punteada de menor separacién y MG usual a la curva con segmentos mas

claridad, segtn se indica en

500
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(c) Polarizacion paralela a Z.

separados.
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7.2. Otros Sistemas

En esta segunda seccion se abordan sistemas para los cuales ya no puede garantizarse
que el modelo de homogeneizacién recursiva reproduzca exactamente las propiedades
6pticas?, pero que s puede esperarse que las describa en buena aproximacién, dada la

versatilidad que ha mostrado en todos los ejemplos anteriores, en especial ver Sec. 6.1.

7.2.1. CNS de silice-plata

Para empezar, se comparara el efecto de la geometria en las secciones de absorcion
y esparcimiento, Cus ¥ Cseq, en un CNS con nucleo de silice rodeado por un cascarén
de plata. Este sistema se examind en el capitulo anterior cuando la forma de ambos
materiales era esférica y ahora se modificard de modo que el cascarén sea siempre un
elipsoide de semiejes (az, by, ¢2) = (38, 34, 32.1) nm. Se estudiara el caso cuando el
nicleo sea también un elipsoide, cofocal al cascarén, y posteriormente la situacién cuando
éste sea esférico. En el primero de éstos, con medio efectivo sigue obteniéndose el mismo
resultado que con la expresién exacta de o). El segundo caso es un ejemplo del esquema
de homogeneizacion recursiva aplicado a un sistema para el que no existe una solucién
analitica, incluso en el régimen cuasiestatico.

En la Fig. 7.2 se presentan los resultados de la comparacion de Cy., v Cups para las
dos geometrias y con la polarizacion del campo eléctrico paralela a z. Con el nitcleo
elipsoidal se eligieron los tamanos (ai, b1, ¢;1) = (20.4, 11.3, 1.3) nm (curva azul);
(22.7, 15, 10) nm (roja); (25.3, 18.7, 15.0) nm (verde); (29.2, 23.8, 21) nm (naranja);
(33.8, 29.2, 27) nm (morada). Con el nicleo esférico también se estudiaron cinco casos,
el radio de cada uno tomado como el semi-eje menor (¢1) del elipsoide correspondiente.

Al usar el nucleo esférico, los dos medios dejan de ser cofocales y por lo tanto ya
no puede reproducirse el resultado exacto. Es precisamente en estas situaciones cuando

abordar el problema usando medio efectivo es conveniente, pues para este sistema no

2 Dentro del régimen cuasiestatico.
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(b) Ntcleo esférico. En este caso no existe solucién exacta por la
ausencia de “cofocalidad”.

Figura 7.2: Comparacion de Cy., y 2 X Cgps de un CNS de silice-plata con un nicleo
elipsoidal (a) y esférico (b) (El campo incidente es paralelo a Z). En el segundo caso no
existe solucion analitica, pero el método de homogeneizacién puede usarse para obtener

una solucién aproximada.

existe una solucién analitica. Si se intentara resolver este sistema en particular, usando
los métodos de la Sec. 2.3.1, se concluiria que no es posible encontrar un sistema de
coordenadas en el cual puedan expresarse las condiciones de frontera — andlogas a las
Ecs. (2.55) — de manera congruente con ambas geometrias. Lo que a su vez implica
que tampoco puede escribirse, consistentemente, el potencial electrostatico en términos

de funciones separables en ambos sistemas de coordenadas simultdneamente. Por otra
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parte, usando el método de homogeneizacién recursiva se llega a un resultado que muy
probablemente refleje el comportamiento real del sistema, al menos de forma aproximada
y cualitativa; esto es, con este nuevo modelo de EMT puede suponerse que se describiran
adecuadamente las propiedades de sintonizacion del sistema al modificar su tamano y
materiales constituyentes, ademéas de encontrar la cantidad y el orden correcto de la
intensidad de las resonancias presentes.

Para hacer un analisis mas detallado de las propiedades épticas de estas dos confi-
guraciones, en particular del efecto de la geometria en el corrimiento de las resonancias,
en las Tablas 7.2 y 7.3 se presentan los valores del FOM y posicién de las resonancias
(Ao) de cada uno de los sistemas, diferenciados por la polarizacién del campo eléctrico.
En ambas tablas se aprecia que los valores de FOM son mayores que cuando los dos ma-
teriales son esferas (ver la Tabla 6.1), lo que muestra que los elipsoides funcionan mejor
como particulas esparcidoras que las NP esféricas. Asimismo, en ambas configuraciones
el valor de esta cantidad es esencialmente independiente de la direccién de polarizacion.
Por otro lado, de la primera de ellas puede notarse que la posicion de las resonancias
es menos susceptible a la direccion de polarizacion cuando el nicleo es elipsoidal que
cuando es una esfera. Esto era de esperarse ya que el sistema esfera-elipsoide es menos
simétrico comparado con uno compuesto por dos elipsoides cofocales. Sucede lo contrario
con el corrimiento al rojo que ocurre cuando se disminuye el grosor del shell, pues de los
datos de Ay resulta claro que éste es mucho més pronunciado cuando se tiene un nicleo

elipsoidal.
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Campo paralelo a X | Campo paralelo a ¥ | Campo paralelo a Z
(a1, by, ¢1) (nm) | FOM | Ay (nm) FOM | )\ (nm) FOM | Ay (nm)
(20.4,11.3,1.3) 3.8 396.5 3.8 381.9 3.3 373.6
(22.7,15.0,10.0) 3.2 409.2 3.0 398.8 2.3 407.4
(25.3,18.7,15.0) | 2.9 |  430.2 25 | 421.2 23 4266
(29.2,23.8,21.0) 1.6 487.6 1.4 479.5 1.3 | 482.9
(33.8,29.2,27.0) 04 660.9 04 651.1 0.3 653.4

Tabla 7.2: FOM y posicion de las resonancias de Cy., de un CNS de silice-plata con
nucleo elipsoidal, en las diferentes direcciones de polarizacion.

Campo paralelo a X | Campo paralelo a ¥ | Campo paralelo a Z
Ry (nm) | FOM | g (nm) FOM | )\ (nm) FOM | )\ (nm)
1.3 3.9 395.5 3.9 381.2 35 375.0
10.0 3.6 | 401.2 3.6 | 386.5 3.4 | 380.1
15.0 3.1 415.0 3.0 399.6 3.0 | 392.3
21.0 2.3 : 457.1 2.4 : 435.4 2.3 : 425.4
27.0 0.9 568.3 0.9 528.8 1.0 512.1

Tabla 7.3: FOM y posicion de las resonancias de C., de un CNS de silice-plata con
nucleo esférico, en las diferentes direcciones de polarizacion.

7.2.2.

Finalmente, como tercer ejemplo se estudia un MNS de agua-oro-plata inmerso en
agua. Para este sistema se obtuvieron resultados alentadores al comparar con los datos
publicados en [8] — Fig. 6.7 —, por lo cual se decidi6 extender su andlisis al caso elip-
soidal. Todos los MNS tenian el mismo elipsoide externo hecho de plata con semi-ejes
(a3, b3, c3) = (30, 26, 23) nmm y un nicleo de agua con dimensiones (aj, by, ¢1) =
(20, 13.1, 5) nm. Se estudiaron varios tamanos del elipsoide intermedio, lo que modi-
ficaba el grosor de los cascarones de oro y plata, aunque con todos ellos los semi-ejes
se eligieron para que los tres elipsoides fueran cofocales. En la Fig. 7.3 se presentan los
resultados para los diversos casos analizados: (az, be, ¢2) = (26.4, 21.7, 18.0) nm (curva

azul); (24.4, 19.3, 15.0) nm (roja); (22.7, 17.1, 12.0) nm (verde); (21.9, 16.0, 10.5) nm

MNS de agua-oro-plata

(naranja); (20.5, 14.0, 7.0) nm (morada).
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En la figura se aprecia que mas que algin tipo de corrimiento, el tamano del elipsoi-
de intermedio se relaciona con el ancho de la resonancia, haciéndose ésta mas angosta
conforme el cascarén de oro se hace més delgado y, consecuentemente, el de plata mas
grueso. Para terminar se calcularon los valores de FOM de estas NP, Tabla 7.4, de modo
que pudieran compararse con el caso esférico del capitulo anterior. Las cantidades en esta
tabla indican que aunque si se obtuvo una mejoria considerable, de alrededor de un orden
de magnitud, esta configuracion atn esta lejos de alcanzar los valores obtenidos con el
CNS de silice-plata. También con los valores de Ag puede corroborarse que el corrimiento
de las resonancias es mucho menor comparado con los otros sistemas analizados. Hay que
mencionar que el aumento del FOM se debe principalmente a que se traté con particulas

de mayor tamano que en la configuracion esférica de la Sec. 6.1.2 y no a los efectos de la

geometria.
Campo paralelo a X | Campo paralelo a § | Campo paralelo a Z

(ag, by, co) (nm) | FOM | \g (nm) FOM | )\ (nm) FOM | Ay (nm)
(26.4,21.7,18.0) | 02 |  514.0 02 | 3357 03 | 3343
(24.4,19.3,15.0) | 0.2 480.6 04 380.2 0.3 ! 337.6
(22.7,17.1,12.0) | 04 |  432.1 08 |  390.6 0.3 1 3459
(21.9,16.0,10.5) 0.5 : 425.4 1.1 : 394.9 0.3 : 347.4
(20.5,14.0,7.0) L1 416.5 34 396.3 04 348.0

Tabla 7.4: FOM y posicién de las resonancias de Cy., de un MNS de agua-oro-plata,
variando el grosor de ambos cascarones, en las diferentes direcciones de polarizacion.
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Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo se presenté un modelo de medio efectivo (EMT), denominado ho-
mogeneizacion recursiva, que permite aproximar la funcién dieléctrica efectiva, cqq¢, de
distintos tipos de nanoparticulas anidadas de manera sencilla y eficiente. En este tipo de
nanoparticulas (NP), se tiene una particula como nicleo rodeada de un cascarén de otro
material, que a su vez puede estar rodeado de todo un conjunto de cascarones. Puede
haber varios cascarones del mismo tipo, siempre y cuando éstos no sean contiguos. El
método consiste basicamente en considerar al niicleo como una inclusiéon en un medio con
una permitividad igual a la del primer cascarén y obtener una permitividad efectiva para
estos dos cuerpos. Luego, esta c.4, se toma como una inclusion del cascarén siguiente,
obteniendo asi una nueva permitividad efectiva, e.g,. Esto se hace hasta haber conside-
rado todas las capas de la NP y asi obtener la funcién dieléctrica efectiva del sistema
completo. La ecuacién que representa todo este proceso es (5.4), que define a .4 de forma

recursiva, lo que justifica el nombre del modelo.

Esta manera de ir tomando una sola capa a la vez, en cada paso de la homogeneiza-
cién, tiene la ventaja de que todas las capas aparecen pesadas en el valor final de e,
independientemente de que haya o no cascarones del mismo material, lo cual no siempre

[43,47,52)

es posible con el método que usualmente se sigue en la literatura Siendo mas

especifico, la ecuacién que se presenta en [43] consideraria a todos los cascarones y al
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nicleo de la NP como inclusiones individuales — pesandolos con su fraccién de llenado
correspondiente — dentro de un medio con la permitividad del cascarén exterior. Esta
ecuacién incluye una suma de términos proporcionales a (e, — ¢;), siendo &, y &; las per-
mitividades del cascarén externo y de la i-ésima inclusién. Por lo tanto, si alguno de los
shells estd hecho del mismo material que el cascarén externo, su contribucion a e.¢ es
nula. En las Secs. 5.2.1 y 6.1.2 se muestra que al emplear esta férmula en un MNS (siglas
de multilayered nanoshell) de oro-silice-oro se pierde por completo una de las resonancias
en la eficiencia de extincién, independientemente de las dimensiones del sistema. Por el
contrario, al emplear el modelo de homogeneizacion recursiva, pueden distinguirse todas
las resonancias presentes, ademés de que los calculos se ajustan a los datos publicados

en [44] segun se observa en el primer ejemplo de la Sec. 6.1.2.

Cuando la NP anidada tinicamente consta de dos capas (CNS, por la siglas de con-
ventional nanoshell), existe teoria desarrollada y se conocen expresiones cerradas para la
polarizabilidad del sistema cuando éste se compone de esferas concéntricas o elipsoides
cofocales, y puede usarse el régimen cuasiestatico. Inclusive, en la Ref. [1], se ha desa-
rrollado un modelo similar al propuesto en este trabajo, pero que inicamente se verifica
para CNS esféricos, llamado homogeneizacion interna. En la seccién final del Capitulo 5
se compara este modelo con el descrito en esta tesis, concluyendo que sélo el esquema
de homogeneizacién recursiva proporciona una distincion clara de otras teorias de EMT,

ademds de ser una versién generalizada del presentado en [1].

Asimismo, a partir de e.¢, obtenida recursivamente, pudieron calcularse las propie-
dades 6pticas de multiples sistemas reportados en la literatura, encontrando un buen
ajuste con ellos y reproduciendo las caracteristicas principales de estas propiedades, de
forma cualitativa. Esto motivd a extender el uso del modelo y aplicarlo a sistemas para
los que no existe solucién exacta, ni siquiera en el régimen cuasiestatico, como elipsoides
no cofocales. Un caso particular de éstos seria una esfera rodeada de un elipsoide como
el que se estudia en la Sec. 7.2.1. Para este tipo de NP no se afirma que el modelo de ho-

mogeneizacion recursiva arroje resultados que reproduzcan con precision las propiedades
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opticas de los sistemas reales, pero si que describa de manera aproximada y cualitativa
algunas de sus caracteristicas, como nimero y posicion de las resonancias o el orden de
magnitud de su intensidad. En este sentido, el modelo de EMT aqui presentado serviria
como una guia para anticipar el valor de algunas propiedades dentro de cierto rango y pa-

5,40]

ra refinarlo habria que implementar métodos més sofisticados, como DDA o FDTD [15:40],

Esto debido a la imposibilidad de aplicar enfoques mas directos por la falta de simetria.

Resumiendo, el modelo de homogeneizacion recursiva provee una manera de calcular
la permitividad efectiva donde todas las capas que componen a la NP son contabilizadas,
aunque haya materiales repetidos; proporciona una distincién clara, matematica y con-
ceptualmente, de los otros modelos de EMT; produce expresiones que son equivalentes a
resolver la ecuacién de Laplace en el régimen cuasiestatico, incluso para configuraciones
elipsoidales; y se ha verificado que permite calcular las propiedades épticas de varios

sistemas en muy buena aproximacion.

8.1. Limitaciones del Método

También es importante describir las restricciones y limitaciones de modelo de homoge-
neizacion recursiva que se descubrieron a lo largo de este trabajo, todas ellas relacionadas
con el tamano de las NP o con el grosor de los cascarones. Para empezar, aunque en la Sec.
6.1.1 se mostraron ejemplos de CNS con Ry = 45 nm (silice-plata) y hasta de Ry = 70 nm
(silice-oro) para los que se calcularon satisfactoriamente sus propiedades 6pticas, y anélo-
gamente, en la Sec. 6.1.2 se verificé lo mismo para un MNS de oro-silice-oro con radio
externo de R3 = 50 nm, también se pudo observar que cuando las dimensiones del radio
externo son mayores a 100 nm empiezan a ocurrir desviaciones de los datos publicados,
como puede apreciarse para el segundo conjunto de CNS de silice-oro de la Sec. 6.1.1.

Aqui es importante distinguir que la discrepancia se debe a haber utilizado homoge-
neizacion recursiva, mas que a algun error al calcular las propiedades opticas pues éstas

se obtuvieron tomando varios términos de la expansion resultante de la Teoria de Mie,
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que, segin se menciond en la Sec. 2.2.1, se aplica a tamanos arbitrarios. Es decir, los
errores provienen de que e.4 no refleja adecuadamente la respuesta al campo eléctrico
incidente y no por haber considerado esferas de gran tamano. Esto es justificable ya que
en toda la deduccién de los modelos de EMT presentada en los Caps. 4 y 5 se supuso
que el campo eléctrico incidente, Eg, era uniforme a lo largo de todo el medio. Para
un campo oscilante, como realmente es la luz, esta condicion sélo puede cumplirse de
forma aproximada para NP con dimensiones menores a =~ 50 nm, y empieza a generar
dificultades al aumentar el tamano de los sistemas. Tratdndose de medio efectivo, seria
necesario introducir efectos de retardo para asi tomar en cuenta las variaciones espaciales
de Eg en una NP que tiene el mismo orden de magnitud que la longitud de onda de la luz
incidente, como es justamente el caso del CNS mencionado. Entonces, el modelo podria
mejorarse si se incluyeran estos efectos de retardo, de manera que pudiera aplicarse a

sistemas mas grandes, que ain son viables experimentalmente.

Otro posible inconveniente se presenta cuando una inclusion se encuentra muy cerca
de la superficie de un cascarén, pues aunque el modelo de homogeneizacion recursiva no
hace distinciones sobre las posiciones relativas de una inclusién y el medio que la rodeal,
acercar demasiado las dos superficies podria aumentar sustancialmente el acoplamiento
de los plasmones de superficie en cada una de ellas, como se describe en [38] y [50]. Esto
conduciria a un corrimiento y a una mayor intensidad de una de las resonancias, que de
otra manera no ocurriria. Este efecto también puede observarse en el MNS de miiltiples
bicapas de oro-plata estudiado en las Secs. 5.2.2 y 6.2, donde cada vez resulta mas dificil
distinguir el efecto de agregar una bicapa pues los cascarones son delgados respecto al
tamano total del sistema. Por todo esto, se previene de usar el modelo de homogeneizacion
recursiva cuando el grosor de algiin cascarén, incluso solo en alguna porciéon del mismo,

sea muy pequeno comparado con las dimensiones de la NP en cuestion.

Y por lo mismo puede aplicarse indistintamente a sistemas menos simétricos, como el CNS tipo
esfera-elipsoide descrito més arriba
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8.2. Trabajo a Futuro

Finalmente, se mencionan algunas ideas que podrian extender el método desarrollado
en este trabajo, ademas de algunas aplicaciones a otro tipo de sistemas. En primer lugar,
ya se comenté la posibilidad de considerar efectos de retardo al desarrollar el formalismo
de medio efectivo y asi extender el modelo a regimenes de mayor tamano. Sobre este

mismo punto, también podrian tratarse medios no isotropicos ni homogéneos.

Sin entrar en las dificultades que implicarian estas opciones, quiza una extensién mas
relevante serfa usar el formalismo de representaciéon espectral, desarrollado por Fuchs
en [53] y que se ha mostrado que puede aplicarse a una gran cantidad de configuraciones
y geometrias > atn cuando éstas no estéan definidas por superficies suaves, como cubos,
estrellas, icosaedros, etc. De este modo, podria extenderse la teoria y aplicarla a sistemas
no homogéneos con sencillez. Un ejemplo de éstos son las denominadas nanocages que
no son sino una inclusion, generalmente esférica, rodeada por un cubo de algiin otro

54571 donde este tipo de estructuras se analizan en busca

material. Existen varios trabajos
de posibles aplicaciones derivadas de la gran intensidad del campo eléctrico cerca de la
superficie externa. Este aumento en la magnitud del campo es una consecuencia de los
bordes rectos de la NP y por lo tanto, resulta interesante investigar el efecto de modificar

la geometria [

, para lo cual el modelo de homogeneizacion recursiva, combinado con la

teoria de representacion espectral, podria servir también para aproximar algunas de las
)

propiedades épticas y asi fungir como guia en la eleccién de materiales y dimensiones de

los sistemas.

Por ultimo, otra posible rama donde podria aplicarse este modelo de medio efectivo,
sin la necesidad de incluir efectos de retardo seria en los nuevos estudios y experimentos

iy :
59621 Como en estos experimentos

realizados sobre dielectroforesis y “electrorrotacién”
usualmente se usan campos eléctricos estaticos o que fluctian muy lentamente, los efectos
de retardo en la respuesta del material podrian ignorarse, a pesar de tratar con dimen-

siones de algunas micras. Como se mencioné al principio del Cap. 3, estos sistemas no
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exhibirfan resonancias plasménicas por su gran tamaiio [}, pero a pesar de ésto podria

usarse . para describir su respuesta a los campos eléctricos externos.
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Parte 1III

APENDICE
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Apéndice A

Procedimiento, Algoritmos y Scripts

de Mathematica

En este capitulo se explica con detalle el método para determinar la permitividad efec-
tiva de los distintos sistemas estudiados, asi como el codigo necesario para estos céalculos
de c.¢ y de las propiedades épticas relevantes usando teoria de Mie o la aproximacién

cuasiestatica.

A.1. Calculos de g

A.1.1. Funcién dieléctrica del oro y de la plata

Como se vera en los Capitulos 6 y 7, en todos los casos analizados, tanto CNS como
MNS, dnicamente se usaron oro y plata como metales constituyentes de las nanoparticu-
las. Esto se debe principalmente a que son los metales mas utilizados en la fabricacién
de nanoparticulas para las aplicaciones ya mencionadas en el Capitulo 3. Ademas, los
datos experimentales de su indice de refraccion pueden encontrarse con facilidad, por
ejemplo en el articulo de Johnson y Christy, Ref. [4]. En este trabajo se tabulan la par-

te real e imaginaria de los indices de refraccion del oro, plata y cobre en un rango de
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(0.64, 6.47) eV en frecuencia, lo que equivale a (191.65, 1937.45) nm en longitud de
onda. Existen otras referencias donde también pueden encontrarse estos datos, por ejem-
plo, Handbook of Optical Constants of Solids de Palik, Ref. [5], sin embargo, todos los
articulos con los que se comparan los resultados usan los datos reportados en la primera
fuente, con excepcion de [18] que utiliza a [5]. Dado que hay ciertas discrepancias entre
estas referencias, es importante especificar, por cuestiones de reproducibilidad, que las
funciones dieléctricas de bulto, del oro y la plata, se determinaron a partir de los valores
del indice de refraccién (complejo), segin se reporta en el trabajo de Johnson y Christy.
Para esto se usé el hecho de que n = /g. Entonces, si n =n'+1in” y ¢ = ¢’ +ie”, puede

verificarse que

e = (n')* = (") (A.la)

e"=2n"n". (A.1b)

Aplicando estas ecuaciones a cada par de datos reportados de n’ y n” se obtuvo un valor

asociado de ¢.

Una vez que se obtuvieron los valores de £ para estos dos metales, se procedié a
implementar una interpolacién cibica entre los distintos datos obtenidos, segin se sugiere
en [10]. Esto se hizo usando la funcién Interpolation de Mathematica, con 3 como la
opcion de InterpolationOrder. La interpolacion para las partes real e imaginaria de
la permitividad de cada metal se realizé por separado y luego se definieron funciones
(dentro de Mathematica) como la suma compleja de cada una de estas interpolaciones.
La ventaja de hacer todo esto es que las funciones definidas como eAu[A] y eAg[A], para
el oro y la plata, respectivamente, pueden tratarse como cualquier otro tipo de funcion
en Mathematica', lo que facilita su cémputo y hace més eficientes los programas. En la

Fig. A.1 se muestran los valores obtenidos de €4, y €a, a partir de los datos de [4]. Los

1 Esto quiere decir que estas funciones pueden integrarse y derivarse (numéricamente), graficarse, etc.,
y manipularse simbdlicamente igual que cualquier otra funcién incluida en el software, como Sin, Log,
etc.
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puntos corresponden a la permitividad calculada usando los datos del indice de refraccion

reportados y las curvas son las funciones obtenidas con la interpolacion.

ol
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(b) Grafica de eag.

Figura A.1: Gréfica de la parte real (azul) e imaginaria (roja) de a, ¥ €a,. Los puntos
son los datos de la referencia y las curvas son la interpolacion.

Un ultimo comentario respecto a la metodologia para determinar las funciones dieléctri-
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cas. En principio, no es necesaria la interpolacién para encontrar e.4 ni las propiedades
opticas de las nanoparticulas estudiadas, pues se podrian calcular estas cantidades sélo en
los valores de w (o, equivalentemente, \) reportados en el articulo de Johnson y Christy.
Una desventaja de este método es que una resonancia puede estar justo entre dos de los
valores para los cuales se hicieron los calculos, lo que impediria determinar correctamente
su posicién. Sin embargo, el problema mas serio es que al interpolar cantidades como Q)¢
directamente con un conjunto finito de datos, hay cierta inestabilidad numérica, lo que
se muestra como oscilaciones en los valores de esta cantidad. Por el contrario, al usar
el método descrito interpolando la permitividad desde un principio, estas oscilaciones
desaparecen completamente. Entonces, aunque posiblemente esta inestabilidad podria
evitarse usando un algoritmo mas elaborado, por sencillez se prefirié usar la interpola-

cién directamente con los datos experimentales de la permitividad.

A.1.2. Correccién a ¢ por efectos de tamano

Como se mencioné en la Sec. 1.2, cuando las particulas tienen dimensiones menores
a 40 nm [?!| es necesario tomar en cuenta que habra efectos de esparcimiento en la su-
perficie de la particula, por lo que debe agregarse un término de correccién a la funcion
dieléctrica de bulto. Como se recordara del Capitulo 1, esta correccion a epy depende de
la frecuencia, w, de la luz incidente (o su longitud de onda, A); de una trayectoria libre
media, Leg; v de pardmetros intrinsecos del material, como su velocidad de Fermi o su
frecuencia de oscilacién de plasma. La ecuacion que se presentd para estos efectos es

iwlvg A

Lesrw(w +iT)? + iAvp(w? 4 iwl)’

Ecorr (W) = Eexp(W) + (1.15)

donde se supuso que la permitividad experimental corresponde justamente a la de bulto,
Eexp = Ebulk-
Primero, se especificara la manera de determinar los distintos parametros en esta

ultima ecuacién antes de describir el método para calcular Leg. Los valores de w,, la
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frecuencia de oscilacion del plasma, I', el factor de amortiguamiento, y de la velocidad
de Fermi, vp, del oro y la plata se obtuvieron de [14]. Luego, como se mencioné en el
Capitulo 1, la teoria no proporciona ningun criterio claro para especificar el valor de
A, por lo que su valor se ajusté para que los calculos realizados con el nuevo esquema
de medio efectivo reprodujeran los resultados publicados. Como también se hizo notar
anteriormente, el valor de A simplemente modifica la intensidad de las resonancias, pero
no su posicién, por lo que esta metodologia no influye en los resultados de corrimiento
de las resonancias plasménicas y capacidades de sintonizacién de los distintos sistemas
analizados. Con esto en mente, se encontré que los valores de este parametro que arrojan

resultados mas similares a los publicados son

0.25 < Ay < 0.30; (A.2a)

0.20 < A, < 0.30. (A.2b)

Leg para sistemas con geometria esférica

En la Seccion 1.2 se especificod que cuando se trata con sistemas esféricos, ya sea una
esfera sélida o cascarones con esta geometria, los valores que se acostumbran [6,7,9] usar

para Leg son:

Vo4
Lesf = 4§ = gR, (113)
102 - 1)
Lsnen = 302 + 7”2); (1.14)

siendo R el radio de la esfera, y r. y r; los radios externo e interno del cascarén, res-
pectivamente. Se enfatiza que las ecuaciones anteriores no son tnicas y dependen del
modelo que se use para estudiar el esparcimiento de los electrones en la superficie de las
nanoparticulas. Sin embargo, éstas se utilizaron en los articulos donde se especifica que

se hizo alguna correccién por tamano finito.
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Leg para sistemas con geometria elipsoidal

Cuando las particulas tienen geometria elipsoidal no esta claro como poder calcular
L.¢¢, aunque en 6] pueden encontrarse ecuaciones para cuando se trabaja con geometrias
esferoidales. Ahora bien, dado que el papel de L.s; es analogo al de A, ademds de que
no es el objetivo de este trabajo ahondar en los modelos para contabilizar los efectos de
tamano en la funcién dieléctrica, se usaron féormulas andlogas al caso de configuraciones
esféricas.

Notemos que la Ec. (1.14) puede escribirse como

donde (S)es la superficie promedio del cascarén

2, .2
(S) = 47r(7“e2—i- 7"1)7

y V' su volumen. Entonces, generalizando las ecuaciones de sistemas esféricos, para un
elipsoide sélido su distancia caracteristica efectiva estard dada por (1.13), en tanto que

cuando se trate de un cascaron elipsoidal, se usara la relacion

; 4V
L) — A4
shell (Se n Sz) ( )
siendo S, y .5; las superficies del cascarén externo e interno, respectivamente.
Ahora, el volumen de un elipsoide de semi-ejes a, b, c es:
4
Vvelips = ?ﬂ-aba (A5)

Sin embargo, el problema de encontrar su superficie no puede resolverse en términos de
)

funciones elementales [63] sino que involucra calcular integrales elipticas. A pesar de esto

) )

existe una férmula aprozimada 1°Y para este fin:
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aPb? + aPcP + bpcp> e

S ~4
W( .

(A.6)

que con p = 1.6075 resulta en un valor que difiere en 1.061 %, como méaximo, del valor
real. Usando esta aproximacién se calcularon las superficies externa (S.) e interna (.S;)
que se requieren para utilizar (A.4), o la superficie de un elipsoide sélido cuando se aplique
(1.13) para el nicleo de algin sistema.

Por tltimo, conviene notar que el volumen de un cascarén, independientemente de su

geometria, puede calcularse mediante
Vinett = Vet (1 = 9), (A7)

usando
V;nt
‘/ea:t

6:

En esta ecuacion, o representa la fraccién de llenado del cuerpo interno respecto al ex-
terno. En otras palabras, es la razén de los volimenes interno y externo, V..; v Vin, que

delimitan al cascardn.

A.1.3. Script de Mathematica para implementar la correccién
de tamano finito
Como se requieren mas parametros para definir completamente un elipsoide, respec-

to a los necesarios para describir a una esfera, es necesario tratar estos dos casos por

separado.

Correccién a esferas

Los resultados de este trabajo se comparan con articulos donde se estudian varios
sistemas (CNS o MNS) similares, siendo la diferencia entre ellos sus dimensiones y de-

jando los materiales que los constituyen invariantes, usualmente. Por esto, casi todas las
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variables de los codigos o scripts tienen dos indices, i y k, que sirven para referirse al
k-ésimo material del i-ésimo sistema. Asi, por ejemplo, r[1,1] denotaria el radio del
nicleo del primer tipo de nanoparticula, en tanto que r[1,2] seria el radio del (primer)
cascaron del mismo sistema; por otro lado, r[2,1] haria referencia al radio del nicleo
de la segunda particula analizada.

Lo primero que hay que hacer es calcular el volumen usando (A.7)%. Una vez que éste
se conoce, se calcula la superficie externa de cada uno de los cascarones y se obtiene Lg
usando (1.13) y (1.14). Finalmente es posible implementar la correccién a €, denominada

ecor en el siguiente fragmento del cédigo.

(* fraccién de ocupacién hasta la k-ésima capa del i-ésimo sistema;
Ec. (A.7) %)

Lk — 1)
O[i_, k]:=If |k ==1,0, M

rli, k]

(* volumen del nicleo o del k-ésimo cascardn *)

Vi k] :=4'%r[i, K1 — 8, K])

(*x superficie del nicleo o del k-ésimo cascardn *)

S[i_ k. ]:=4.7r[i, k]?

(* Distancia libre media efectiva del k-ésimo cascarén del i-ésimo
sistema; Ecs. (1.13) y (1.14) %)

Leff[i_ k]:=If [k —=1,4V[i, k]/S[i, K], AV]i, k]

(S[i, k] + Sli, k —1])

(* permitividad con correccién por tamafio finito del k-ésimo shell

del i-ésimo sistema; Ec. (1.15) *)
Twplk]?vE[k] Alk]
Lot i, A + IyR)? + (42 + YA T ARvElH]

ecor[A_, i,k |:=€[\, k]+ &[Atw[A]]
En este cédigo, Atw es una funciéon que transforma una longitud de onda en el equi-
valente de frecuencia, medida en eV. Como puede verse, este script no hace sino imple-

mentar la Ec. (1.15) para la k-ésima capa de la i-ésima nanoparticula. Como habria de

2 Nétese que si definimos d[i, 1] = 0 para todos las nanoparticulas, entonces esta ecuacién aplica
incluso para esferas soélidas.
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suceder, la dependencia con i de ecor solo aparece debido a Leff [i,k], pues es el tnico

término que depende del tamano del sistema, diferenciando asi el 1 y el i+1 de éstos.

Correccion a elipsoides

Para estos sistemas la diferencia es que se requieren tres parametros para definirlos:
ali,k], bli,k], cl[i,k]. Por facilidad, estos tres parametros se condensaron en la
funcion par[i,k]. Ademéas de esto, lo inico que cambia es la ecuacién para calcular el
area, Ec. (A.6). A continuacién se muestra el codigo para aplicar la correccién de tamano
finito a la funcion dieléctrica.

(* parametros de la k-ésima capa del i-ésimo MNS elipsoidal *)

par|i_ k_|:={ali, k|, bi, k], c[i, k] }

(* Funciones para el volumen y superficie (APROXIMADA) de un elipsoide
de ejes a, b, c *)

4
vol[{a,,b,,c,}]:=4§zabc

aPbP + aPcP + bPcP\ VP
sur[{a,b,c},p:1.6075]:=4ﬂ'( 3
(* Fraccién de llenado, volumen y superficie del k-ésimo cascarén

*)
s oot o —— 10, 1)

V[i_, k|:=vollpar[i, k]](1 — d]i, k])
S[i_, k_|:=sur[par]i, k]|
(* Distancia libre media del k-ésimo cascarén *)

Leff[i_ k]:=If[k == 1,4V[i, k]/S[i, k], AV [i, k] /(S[i, k] + S[i, k — 1])]

(* permitividad con correccién por tamafio finito del k-ésimo shell

del i-ésimo CNS o MNS *)
Twplk)2 Alk]vE[k]
Lot i, KA + 17 k)2 + (#2 + DA T ARJvE[K

ecor[A_, i, k_]:=€[\, k]+ &[Atw[A]]

Aunque este mismo cédigo puede usarse para esferas — definiendo b[i,k]=ali,k] y

cl[i,k]=ali,k] y pensando en a[i,k] como andlogo a r[i,k]—, resulté més conveniente
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tratar las dos geometrias por separado, pues como se vera en las Secs. A.2.1y A.2.2, los
programas son distintos en ambos casos, debido a que no se dispone de una “Teoria de

Mie” para elipsoides, como ya se ha mencionado.

A.1.4. Script de Mathematica para calcular cqg

Una vez que se tienen las permitividades corregidas, ya puede calcularse la permitivi-
dad efectiva de cada uno de los sistemas, utilizando (4.11) — despejando e.g — si se tienen
esferas, o (5.4) si se tienen elipsoides.

En ambos casos eincl[i,k, A] representa la permitividad efectiva del i-ésimo sistema
(como funcién de la longitud de onda), una vez que se han homogeneizado k capas (i.e.
k —1 cascarones, porque k = 1 corresponde al ntcleo). La diferencia entre los dos casos es
que cuando se trata con elipsoides también debe especificarse la direccién de polarizacién
de la luz, respecto a los semi-ejes a, b, c¢ que se asumen paralelos a los ejes cartesianos
X, ¥, Z, respectivamente. Esta direccion se especifica con el parametro s, que toma los
valores 1 (X), 2 (§) o 3 (2), dependiendo de la orientacion.

La permitividad efectiva, ceff se reduce a evaluar eincl en el ultimo cascaroén, al que
se hace referencia con la variable klast. Finalmente, se define una funcién que cuantifica
el indice de refraccién relativo entre el asociado a c.g v el del medio circundante de la

nanoparticula; se denota por Meff.

ceff para esferas

En el caso de esferas, todas estas magnitudes se calculan como se indica en el siguiente

script.

(* funcién dieléctrica efectiva HASTA la k-ésima inclusién; aqui es

donde se esta aplicando la Ec. (5.4) de manera recursiva *)

eincl[A_, ik ]:=If [k ==1,
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ecor[A, i, 1],

2ecor[A, i, k](1 — 0[i, k]) + eincl[A, 4, k — 1](1 + 26z, k)
ecor[A, i, k](2 4 0[i, k]) + eincl[\, 4, k — 1](1 — d[i, k])

ecor[\, i, k]

(* Permitividad efectiva: ’eincl’ evaluado en la idltima capa *)

eeff[A_, i_|:=eincl[), i, klast]

(* Indice de refraccién relativo; el indice del medio es Nmed *)

neff[\_,i_|:=y/ceff|\,]

Meff[A_,i_,Nmed :nmed]|:=neff[),:]/Nmed

ceff para elipsoides

Otra complicacién al tratar con elipsoides es que su permitividad efectiva depende de
los factores de depolarizacion, definidos en el Capitulo 2, Sec. 2.3.1. Para recordar, dado

un elipsoide con semi-ejes a, b, ¢, éstos factores estan dados por

be [* d
Gy . (2.51)

2 Jo (a2+q)f(q)

donde s indica la direccion en la que se calcula y

f@) = V(@ + )L+ q)(c +q).

Para calcularlos en Mathematica, el codigo es

fla{a b c}:=\/(g+a?) (¢ + %) (¢ + )

1
L[s_,{a_,b_,c_}]:=NIntegrate

abc
2 (q+ {a,b,c}{[s]1?) flg, {a, b, c}]

) {q; 07 OO}

Ya con estos factores, puede encontrarse ceff de manera casi idéntica que al tener

esferas:

(* funcién dieléctrica efectiva HASTA la k-ésima inclusién; se usa
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(5.4) recursivamente *)

eincl[A_, s, ik |:=If[k == 1,
ecor[A, i, 1],

ecor[\, i, k](1
0[i, k](eincl[A, s, i, k — 1] — ecor|\, i, k)

+ecor[>\7i, k| + (eincl[A, s, i,k — 1] — ecor[\, 4, k])(L][s, par[i, k — 1] — 0[i, k| L[s, par][i, k]]) )

(* Permitividad efectiva: ’eincl’ evaluado en la dltima capa *)

eeff[A_, s_,i]:=eincl[\,s,i,klast)]

(* Indice de refraccién relativo; el indice del medio es Nmed *)

neff[\ ,s_,i|:=\/eeff|\,s,i]

Meff[A_,s_,i_,Nmed_:1.33]:=neff[\, s,i|/Nmed

En este caso, sin embargo, la funciéon Meff resulta mucho menos relevante, y sélo se

definié por completez.

A.2. Propiedades ()pticas

En esta secciéon se muestra el codigo empleado para calcular las distintas propiedades
Opticas de las particulas esféricas y elipsoidales analizadas. Todos los calculos del primer
tipo de geometria se hicieron usando la Teoria exacta de Mie, descrita en la Sec. 2.2.1,
incluso cuando las particulas eran pequenas y el régimen cuasiestatico hubiese sido valido.
En contraste, todos los resultados con particulas elipsoidales se obtuvieron a partir de la
polarizabilidad obtenida a partir de la teoria desarrollada en 2.3.1, que soélo es valida en

el régimen cuasiestético.
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A.2.1. Scripts de Mathematica para calcular las propiedades

6pticas de esferas?

Para empezar, es necesario calcular los coeficientes de Mie, Ec. (2.23)

i (ma) (@) — () (ma) )
T o (M) () — & (@) () (2:238)
y / /

 Pa(ma)g (x) — méa ()i, (ma)
Con v y & las funciones de Riccati-Bessel. Una ventaja de utilizar Mathematica es que
este paquete incluye varias funciones especiales, entre ellas las funciones esféricas de Bes-

sel, necesarias para definir las funciones de Riccati-Bessel. El codigo es el siguiente

(* funciones de esféricas de Bessel %)
jln_,x_|:=SphericalBesselJ[n, x]

y[n_,x_]:=SphericalBesselY(n, x]

(* Funciones esféricas de Hankel de primer y segundo tipo *)
hijn_, x_]:=j[n, 2| + iy[n, z]

h2[n_, x_|:=j[n, 2] — iy[n, z]

(* Funciones de Ricatti-Bessel y sus derivadas *)
Y, x|:=x jn,z]
¢n_,x|:=x hi[n,z]

Yd[n_, x_|:=Derivative[0, 1][¢][n, x]

3 El cédigo de esta seccién es una modificacién del que puede encontrarse en [65]. Los cambios se deben
principalmente a que se us6 una versiéon mas moderna del Software y, mas importante, a que las funciones
tuvieron que adaptarse para incluir los multiples materiales de cada nanoparticula. Ademads, segin el
c6digo que se muestra en la Fig. 4.9 de esta referencia, lo que ahi se calcula no son las Secciones de
Extincién, Absorcién y Esparcimiento, sino sélo el n-ésimo término de su expansién. Las modificaciones
al cédigo incluyen también una correccidon para que se calcule, efectivamente, cada expansion.
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&d[n_, x_| :=Derivative|0, 1][{][n, z]

(x Coeficientes de Mie; estan dados por las ecs. (2.23a) y (2.23b)

*)

an[n_,x_,m ]:=m Yln,m alpdn, ] — Pn, zlpdn,m ]
- X, M m pn, mx)éd[n, x] — &[n, z]d[n, m x]

bn[n_, x_, m,]:=¢[n’m zlpd[n, x] — m_pn, zlpdln, m x]

Y[n,m z)éd[n,z] — m &[n,z]pd[n,m x]

Por otro lado, para calcular las Eficiencias de Esparcimiento y Extincién se deben

usar las Ecs. (2.30a) y (2.30b), en tanto que para obtener la Eficiencia de Absorcién debe

despejarse de (2.1):

Qsca = Z 2n+ |CLn| + |b | ) (230&)

Qeat = Z (2n + 1)Re {a, + by} ; (2.30b)
=1

Qext = Qsca + Qabs- (21)

Lo que se hace en el programa es calcular el n-ésimo término de estas expansiones y luego

se definen las eficiencias como la suma de los primeros n de ellos®.

(* Parametro de Tamafio para la i-ésima esfera se necesita w en eV
y r en nm (se usa el radio mayor -klast-) *)

X[A-,i_, Nmed_:nmed]:=Atw[\|r[i, klast|Nmed/197

(* n-ésimo término de la expansién de las eficiencias de esparcimiento

y extincién *)

2

X[\, i, Nmed]? * (20 + 1)

QscaMien[n_, A_, i_,Nmed_:nmed]:=

4 Es aqui donde se corrige el error mencionado en la nota al pie anterior
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(Abs[an[n, X[\, 7, Nmed], Me££[), i, Nmed]]]* + Abs[bn[n, X[\, 7, Nmed], Me££ [\, i, Nmed]]]?)

2

X[\, i, Nmed]? * (20 + 1)

QextMien[n_, A_, i_,Nmed_:nmed]:=

Relan[n, X[\, 4, Nmed|, Mef£f [\, i, Nmed]|+bn[n, X [A, i, Nmed], Mef £\, 7, Nmed]]]

(*x Serie para Qext, Qsca y Qabs hasta el n-ésimo término *)
QscaMie[n_, A, i_, Nmed_:nmed|:=) ;' , QscaMienll, A, %, Nmed]
QextMie[n_, A_, i_, Nmed_:nmed]:=) ;" ; QextMien[l, \, 7, Nmed]

QabsMie[n_, A_,i_, Nmed_:nmed]:=QextMie[n, \, i, Nmed]—QscaMie[n, A, i, Nmed]

Finalmente, como las Secciones de Extincion, Absorcién y Esparcimiento no son sino
Qeut, Quvs ¥ Qs multiplicadas por el area transversal de la esfera respectiva, una vez que

se tienen QscaMie, QextMie y QabsMie, las secciones respectivas se obtienen mediante

(* Secciones de Extincién, Absorcién y Esparcimiento *)
CextMie[n_ ,w_, i_, Nmed_:nmed]:=0.00177[i, klast]’QextMie[n,w, i, Nmed]
CabsMie[n_ ,w_,i_, Nmed_:nmed]:=0.00177[i, klast]’QabsMie[n,w, i, Nmed]

CscaMie[n_,w_,i_,Nmed_:nmed]:=0.00177[i, klast]?’QscaMie[n, w, i, Nmed]

El factor de 0.001 se agrega para obtener las secciones en unidades de 103 nm? para

que las unidades sean las mismas que las que usualmente se reportan en la literatura [,

A.2.2. Scripts de Mathematica para calcular las propiedades

opticas de elipsoides

En el caso de elipsoides las propiedades opticas se calcularon a partir de la expresion
para la polarizabilidad que se obtiene bajo la aproximacién cuasiestatica. Segin se dedujo

en la Sec. 2.3, la s-ésima entrada de la diagonal del tensor de polarizabilidad (es decir,
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la polarizabilidad en la direccion s) es

€1 —€m

(5) _
@ em + LG (e; —em)

(2.54)

En esta expresion ¢ es la permitividad del elipsoide, que en el cédigo debera sustituirse
POr Eoff, V Em la permitividad del medio circundante. Como se muestra en el cédigo

siguiente, implementar esta ecuacién no presenta dificultades mayores

(* polarizabilidad de un elipsoide en la direccién ’s’ *)

alA\_,s_,i_,nm_:nmed|:=
eeff[\, s,i] — emed|nm|
emed[nm| + L[s, par[i, klast]||(eeff[], s, i] — emed[nm|)

vol[par[i,klast]]

Ya con la polarizabilidad pueden calcularse las distintas secciones de extincion

K,

6 af”;
7

Caps = kIm {a} . (2.35Db)

Ciea = ( 2.35a)

Igualmente, en Mathematica pueden reproducirse estas ecuaciones

(* Secciones de extincién, esparcimiento y absorcién para elipsoides
*)

) 2mnm
Cabs[A_,s_,i_,nm_:nmed|:=

Im[a[A, s, 4, nm]]
1 (2rom*
Csca[\_,s_,i_,nm_:nmed] e </\> Norm[a[\, s, i, nm]]?
T
Cext[A_, s_,i_,nm_:nmed|:=Cabs[##] + Csca[##]&[\, s, 7, nm]

En este cédigo, L[s,par|i,klast]] es el factor de depolarizaciéon definido en 2.51°.

Finalmente, para comparar con la expresion exacta de la polarizabilidad de un elipsoide

5 Estos factores también se definen, més detalladamente respecto a su uso en el cédigo, en la Sec.
A.1.4 de este apéndice.
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cubierto por un cascaron elipsoidal cofocal,

(€9 — €m) [52 + (g1 — &) (Lf) — fLéS))] + fea(er — €9)

g2+ (g1 — €9) <L§S) — ngs)ﬂ [sm + (g9 — Em)Lgs)] + fLYes(e1 — £2)
(2.56)

(s)  _ )
acns = Va ;
se definieron funciones extras para obtener los calculos deseados

(* Expresiones para la polarizabilidad y secciones EXACTAS de un

’coated ellipsoid’ *)

numoex[A_,s_,i_, nm_:nmed]:=
((ecor[A,i,2] — emed|nm])(ecor[\, i, 2] + (ecor[A,i, 1] — ecor[A, i, 2])*
(L[s, parli, 1]] — d[i, 2] L[s, par]i, 2]]))

+ 0[i, 2]ecor |\, i, 2] (ecor |\, i, 1] — ecor[A,,2]))

dencex[\_,s_, i_ nm_:nmed|:=
(ecor[M, i, 2]+ (ecor [\, i, 1] —ecor[, 4, 2])(L]s, par[i, 1] —[i, 2] L[s, parli, 2]]))+
(emed[nm] + (ecor|M, 7, 2] — emed[nm]) L[s, parli, 2])
+8i, 2] Ls, parli, 2]Jecor |\, i, 2] (ecor[A, i, 1] — ecor[, i, 2))

numaex|[##]
denaex|[#+#]

Im[aex[A, s, i, nm]]

aex[\_,s_,i_,nm_:nmed|:=vol[par]i, 2]] &J[A, 8,4, nm]

Tnm

2
Cabsex[\,s_,i_,nm :nmed]:=

6\ A
Cextex[A_, s_,i_,nm :nmed]:=Cabsex[##] + Cscaex|[##]|&[A, s, i, nn]

1 (27mm)*
Cscaex[A\_,s_,i_,nm :nmed]:= ( an) Norm[aex[), 5,4, nm|]?

Por dltimo, el script para calcular la FOM de los elipsoides es el siguiente

(* rango del espectro visible en el cual se toman el valor promedio
y el méximo *)

integrange = {300, 700};
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(* Promedio de la seccién de esparcimiento, integrando numéricamente

la Ec. (2.35a) adaptada a elipsoides *)
NIntegrate[Cscal\, s,i], {\, range[[1]], range[[2]]}]

Cscaave|s_,i_,range_:integrange|:=
[s-,1- rang grange] range[[2]] — range[[1]]

(* Valor de la seccién de esparcimiento en la resonancia; el output

es la posicién de la resonancia A0 y el valor de Csca en ella *)

Cscares(s_,i_, Ares_: 0| :={\/.#[[2]], #[[1]] } &[FindMaximum|[Cscal[)\, s, i], {\, Ares}]]

(* Valor maximo de la seccién de absorcién; el output es el maximo
de Cabs (segunda entrada) y la longitud de onda donde esto ocurre
(primera entrada)*)

Cabsmax[s_,i_, Am_: Amax|:={\/.#][[2]], #[[1]] }&[FindMaximum[{Cabs[], s, i], 300 <
A A And]]

(x FOM usando la Ec. (2.7); se obtiene el valor de FOM, la longitud

de onda de resonancia de Csca y la longitud de onda cuando Cabs alcanza
Su maximo *)

FOM[s_,i_, Ares_: A0, Am_: Amax]:=

#1[(2]] . .
{2Cscaave[s, 7+ 222 #1[[1]], #2[[1]]} &[Cscares]s, i, Ares|, Cabsmax|s, i, Am]]

Para que la funcién FOM funcione adecuadamente, es necesario que se introduzcan “a

mano” los valores aproximados de la longitud de onda de resonancia Ares y del méximo

de Cus, Am®. Esto se debe a que a veces el programa no puede encontrar de manera

automatica el maximo global de Cy., y Cus v €l algoritmo converge a un méximo local.

En cambio, dando valores aproximados de las longitudes de onda se garantiza que el valor

de FOM que se obtiene corresponda a las resonancias de las propiedades 6pticas. Para

6 A estas dos cantidades se le han dado los valores (simbdlicos) por default de A0 y Amax, que se
ajustan para cada caso cuando las resonancias de todos los sistemas estdn muy cercanas, lo que evita
tener que definir estas longitudes de onda individualmente para cada sistema.
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obtener estos valores aproximados de A, pueden graficarse Cy., v Cops v después usar la
herramienta Get Coordinates que proporciona Mathematica para el analisis de graficas.
En el caso de tratar con esferas, las funciones para calcular la FOM son béasicamente

las mismas, s6lo que omitiendo el argumento s en todas ellas.
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