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Resumen

Calculamos la razón de producción de fotones en un plasma anisotrópico fuertemente acoplado con 
Nf<<Nc considerando masas de quark no nulas, y estudiamos cómo afectan éstas a las densidades 
espectrales y conductividades. Calculamos además otra importante sonda del plasma, la razón de 
producción de dileptones. Consideramos ángulos genéricos entre la dirección anisotrópica y los vectores 
de onda de los fotones y los dileptones, así como masas de quark arbitrarias y valores arbitrarios del 
parámetro de anisotropía. Genéricamente, la anisotropía incrementa la razón de roducción de fotones y 
dileptones, comparado con un plasma anisotrópico a la misma temperatura. 

Abstract

We compute the photon production rate of an anisotropic strongly coupled plasma with Nf<<Nc considering
non vanishing quark masses, and study how these affect the spectral densities and conductivities. We also 
compute another important probe of the plasma, the dilepton production rate. We consider generic angles 
between the anisotropic direction and the photon and dilepton wave vectors, as well as arbitrary quark 
masses and arbitrary values of the anisotropy parameter. Generically, the anisotropy increases the 
production rate of both photons and dileptons, compared with an isotropic plasma at the same temperature.
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1. Introducción.

1.1. ¿Por qué fotones?.

Igual que los fotones de la radiación cósmica de fondo nos brindan una imagen detallada de

las condiciones del Universo poco después del Big Bang, los fotones producidos en colisiones de

iones pesados proveen excelentes sondas del “Little Bang”producido en RHIC [1, 2] y LHC [3].

La razón es que, como el Universo tras la recombinación, el plasma de quarks y gluones (QGP

por sus siglas en inglés) creado en dichos experimentos es ópticamente transparente, tanto por

su limitada extensión espacial, como porque el acoplamiento electromagnético αEM es pequeño.

Los fotones producidos dentro de este medio escapan prácticamente sin redispersarse, llevando

consigo información valiosa acerca de las condiciones del sistema en el lugar de su emisión

[4, 5].

1.2. ¿Por qué utilizar holograf́ıa?

La Cromodinámica Cuántica (QCD por sus siglas en inglés) es la teoŕıa que describe

las interacciones entre quarks y gluones, y sigue siendo un reto en muchos aspectos. Si bien

es posible calcular numerosas observables (incluida la razón de producción de fotones [6])

usando técnicas perturbativas ordinarias cuando el acoplamiento αS es pequeño, no existen

métodos sistemáticos anaĺıticos con los que analizar las propiedades no perturbativas de

QCD. Algunas de estas, por ejemplo sus propiedades termodinámicas, pueden ser estudiadas

mediante una formulación de QCD en la red. Sin embargo, las observables dinámicas son muy

dif́ıciles de estudiar en la red por la naturaleza inherente euclideana de su formulación. El

QGP (que es QCD a temperatura finita) producido en RHIC y LHC se comporta además,

aparentemente, como un fluido fuertemente acoplado [7, 8], volviendo aśı problemático un

enfoque perturbativo. Esta naturaleza no perturbativa del plasma provee una motivación

para aplicar la correspondencia norma/gravedad [9–11] para obtener información dinámica

del sistema. Desafortunadamente, el dual holográfico de QCD no se conoce actualmente, pero
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se espera que estudiando teoŕıas con caracteŕısticas en común o similares a las de QCD,

tales como super Yang-Mills (SYM) con N = 4 a temperatura finita, uno pueda obtener

información sobre las caracteŕısticas cualitativas de la dinámica fuertemente acoplada del

plasma. Más aún, algunas cantidades resultan ser independientes de modelo y universales.

Un ejemplo notable es la razón de viscosidad de corte entre la densidad de entroṕıa, para

la que se ha mostrado tanto por cálculos expĺıcitos [12–14] como por argumentos generales

[15, 16] que es una propiedad universal de teoŕıas de norma a temperatura finita fuertemente

acopladas, con Nc grande, que tienen una teoŕıa dual gravitacional. Éstas incluyen teoŕıas en

distintos números de dimensiones, con o sin potencial qúımico, con o sin materia fundamental,

etc.

Para entender por qué la correspondencia norma/gravedad es un buen candidato para

describir a un QGP fuertemente acoplado, analizamos a continuación sus caracteŕısticas.

1.2.1. La correspondencia AdS/CFT.

Describimos ahora uno de los ejemplos más simples de una dualidad norma/gravedad:

La equivalencia entre teoŕıa de cuerdas tipo IIB en AdS5 × S5 y una teoŕıa super Yang-Mills

con N = 4 en un espacio de Minkowski cuatro-dimensional.

Para motivar dicha dualidad, partimos de una acción efectiva para la teoŕıa de cuerdas

tipo IIB a bajas enerǵıas (E � `−1
c ), que sólo involucra a los campos no masivos:

SIIB, ef = SSUGRA + Sα′ (1.1)

donde el primer término, dominante a bajas enerǵıas, define la teoŕıa conocida como super-

gravedad (SUGRA) tipo IIB en D = 9 + 1 dimensiones.

Una solución particular a las ecuaciones de movimiento de SSUGRA es la D3-brana negra

extremal, cuya métrica se lee:

ds2 = H(r)−
1
2 (−dt2 + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3) +H(r)
1
2
(
dr2 + r2dΩ2

5

)
(1.2)

donde H(r) = 1+
(
L
r

)4
. Dicha métrica se reduce a Minkowski9,1 cuando r � L y a AdS5×S5

cuando r � L. Además de la métrica, estarán encendidos el dilatón ϕ, cuyo valor será una

constante (relacionada con la constante de cuerdas gc) y el campo de norma Ramond-Ramond

C0123 = g−1
c

[
1−H(r)−1

]
. En virtud de que dicho campo está encendido, el objeto posee carga

eléctrica Ramond-Ramond, que debe ser discreta (q = N) y cumplirá la relación

L4 = 4πgcN`
4
c (1.3)

donde L es el radio caracteŕıstico de la brana. La masa de la D3-brana negra extremal está da-

da por

M =
NV

(2π)3gc`4c
(1.4)
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De hecho, este es el caso que satura (de ah́ı el nombre extremal) la cota BPS M ≤ NV
(2π)3gc`4c

,

la cual dice que cuesta una masa mı́nima portar una carga Ramond-Ramond dada.

Por otro lado, una pila de N D3-branas sin excitar tiene exactamente la misma masa y

carga, lo cual sugiere que la brana negra no es otra cosa que los campos de supergravedad

macroscópicos generados por dicha pila de D-branas. En vista de (1.3) la solución de D3-brana

negra es confiable sólo si gcN � 1 (y si la constante de cuerdas gce
φ � 1) Por otro lado,

gcN es precisamente el parámetro que controla la expansión perturbativa de cuerdas abiertas

que describen excitaciones de la pila de las D3-branas, por lo que sólo podemos considerar a

dicha pila viviendo sobre un fondo plano y describir sus excitaciones perturbativamente en la

medida que gcN � 1.

La conclusión parece ser que la D3-brana negra extremal y la pila de N D3-branas en

Minkowski son dos descripciones alternativas del mismo sistema f́ısico, válidas en reǵımenes

mutuamente excluyentes. Sin embargo, aunque ambas descripciones están bajo control a nivel

de cálculos perturbativos sólo bajo algún régimen, es posible extender dichas descripciones

aún fuera del régimen, y conjeturar que ambos sistemas son duales para todo valor de gcN .

Para deducir la correspondencia partimos de la dualidad entre la D3-brana negra extremal

y una pila de N D3-branas. El segundo paso es considerar a este sistema a bajas enerǵıas

E � 1

`c
. (1.5)

En este régimen suceden dos cosas importantes:

I) Tanto en la D3-brana negra, como en la pila de D3-branas obtenemos dos sistemas

desacoplados. En la D3-brana negra, se sabe que la sección eficaz de absorción de modos no

masivos por parte de la brana negra es σ ∝ (EL)8. Los modos de SUGRA (cuerda cerrada no

masiva) en el exterior de la garganta (r > L) esencialmente se propagan entonces en un fondo

plano y no se pueden propagar al interior. A la inversa, los modos en el interior de la garganta

no tienen suficiente enerǵıa para escalar el potencial gravitacional y escapar al exterior. Las

dos regiones, entonces, no se pueden comunicar una con la otra. En la descripción con D-

branas, sabemos que se tiene la misma probabilidad de absorción. Aśı, igualmente, obtenemos

dos sistemas desacoplados: las cuerdas cerradas en el fondo plano no pueden convertirse en

abiertas, ni viceversa.

II) En cada lado la descripción se simplifica drásticamente: Del lado de las D3-branas, las

cuerdas cerradas IIB en fondo plano se reducen a los modos de SUGRA IIB libres (la gravedad

es débilmente acoplada a bajas enerǵıas). Las cuerdas abiertas sobre las D3-branas se reducen

a los modos no masivos descritos por SYM N = 4 (≡MSYM) U(N) en 3+1 dimensiones (la

cuál es aún una teoŕıa interactuante).
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De lado de la D3-brana negra hay que tomar en cuenta que

gtt = −
(

1 +
L4

r4

)− 1
2

(1.6)

por lo que hay un efecto de corrimiento al rojo. Un objeto con enerǵıa propia medida local-

mente Eprop en un punto r tiene enerǵıa

E∞ =
√
−gttEprop =

(
1 +

L4

r4

)− 1
4

Eprop (1.7)

medido por un observador en el infinito. Esta última noción de enerǵıa es sobre lo que impo-

nemos la restricción

E � 1

`c
, (1.8)

porque la noción del tiempo t en la D3 cuando r →∞ coincide con la que tenemos para las

D3. En cualquier sitio r ≥ L estamos pidiendo Eprop � 1
lc

y se reduce a SUGRA libre. Estos

modos se propagan en un fondo plano pero en la región cerca al horizonte r � L podemos

tener Eprop arbitrariamente grande y aún aśı satisfacer E '
(
r
L

)
Eprop � 1

lc
, 1
L . En esta región

H(r) = 1 + L4

r4 ' L4

r4 y el fondo se vuelve

ds2 =
r2

L2
(−dt2 + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3) +
L2

r2
(dr2 + r2dΩ2

5) (1.9)

El primer término es un espaciotiempo Anti-de Sitter (4+1)-dimensional con radio L y el

segundo es una 5-esfera con radio L. Sobre este espacio AdS5 × S5 se propagan todos los

modos de la teoŕıa de cuerdas IIB (incluyendo sus modos no perturbativos como branas).

Dado que teńıamos una equivalencia desde el principio y de las 2 componentes desaco-

pladas que obtenemos en cada lado, una coincide directamente, debemos concluir que las dos

componentes restantes también son equivalentes. La conclusión es por tanto la equivalencia

entre teoŕıa de cuerdas tipo IIB en AdS5 × S5 y SYM N = 4 en un espacio de Minkowski

4-D.

1.2.2. Temperatura finita.

Modificamos ahora la correspondencia, considerando f́ısica a temperatura finita. Una mo-

tivación para esto es la siguiente. A temperatura cero, SYM conN = 4 y QCD son teoŕıas muy

diferentes. QCD es una teoŕıa confinante con una escala generada dinámicamente ΛQCD '200

MeV, mientras que SYM con N = 4 es una teoŕıa conforme, sin escalas. Más aún, SYM con

N = 4 es máximamente supersimétrica, mientras que QCD no presenta supersimetŕıa. Sin

embargo, a temperatura Tdec '170 MeV, se cree que QCD experimenta una transición a una

fase desconfinada referida como plasma de quarks y gluones (QGP por sus siglas en inglés).
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Como cualquier temperatura finita rompe la supersimetŕıa y la invariancia conforme de SYM

con N = 4, esperaŕıamos que algunas propiedades del plasma con N = 4 sean compartidas

por el plasma de QCD.

El análisis de la sección anterior es modificado fácilmente para introducir una temperatura

finita T . Obtuvimos la correspondencia a temperatura cero tomando el ĺımite de desacople de

D3-branas extremales, que saturan la cota BPS . Añadir temperatura significa añadir enerǵıa,

pero no carga al sistema, aśı que es natural tomar un ĺımite de desacople para D3-branas no

extremales. Resulta que el efecto neto de esto es simplemente modificar la parte de AdS de

la métrica, reemplazando dicha parte en (1.2) por

ds2 =
r2

L2
(−f(r)dt2 + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3) +
L2

r2

dr2

f(r)
(1.10)

donde,

f(r) = 1− r4
0

r4
. (1.11)

y r0 es una constante con dimensiones de longitud que estará relacionada con la temperatura.

La métrica (1.10) coincide con la parte AdS de (1.9) para valores grandes de r. Dado

que r está relacionado con la escala de enerǵıa en la teoŕıa de norma [17], vemos que esto

es meramente la afirmación de que la f́ısica ultravioleta no es afectada por la temperatura,

como esperaŕıamos. Sin embargo, el comportamiento infrarrojo de la métrica (1.10) es muy

distinto al de (1.9). La métrica (1.10) tiene un horizonte regular, de área finita en r = r0.

La temperatura de Hawking de este horizonte se interpreta como la temperatura de la CFT

dual. La forma más simple de calcularla es exigir que la continuación euclideana (obtenida

haciendo la sustitución t → itE) de la métrica (1.10),

ds2
E =

r2

L2

(
f(r)dt2E + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3

)
+

L2

r2f(r)
dr2, (1.12)

sea regular. Como la dirección de tiempo Euclideano se reduce a cero en r = r0, debemos

requerir que tE esté periódicamente identificado con un peŕıodo apropiado β, i.e., tE ∼ tE +β.

Un cálculo simple muestra que

β =
πL2

r0
. (1.13)

El peŕıodo β del ćırculo de tiempo Euclideano se interpreta como la temperatura inversa,

β = 1/T .

Ahora calculamos la densidad de entroṕıa de una teoŕıa SYM con N = 4 y Nc grande,

fuertemente acoplada [18]. No sabemos cómo calcular esto en la teoŕıa de norma, pero en

el ĺımite Nc, λ → ∞ podemos usar la descripción de supergravedad. En esta descripción,

la entroṕıa es la de Bekenstein-Hawking, SBH = A/4G, proporcional al área del horizonte
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de la métrica (1.10), o más precisamente, de la métrica diez-dimensional que consiste en el

producto directo de (1.10) y una 5-esfera de radio L. El horizonte se encuentra en r = r0 para

toda t, y tiene “área”

A =

∫
d3xd5Ω

√
g. (1.14)

Un cálculo simple muestra que podemos expresar la densidad de enerǵıa por unidad de volu-

men en términos de los parámetros de la teoŕıa de norma como

sBH =
π2

2
N2

c T
3 . (1.15)

Este resultado difiere de aquel con acoplamiento cero únicamente por un (famoso) factor

de 3/4. En efecto, la entroṕıa de Bekenstein-Hawking arriba y la entroṕıa de un gas libre de

part́ıculas con N = 4, obtenida puramente en la teoŕıa de campo, están relacionadas mediante

sBH =
3

4
sfree , (1.16)

1.2.3. Diccionario. Correspondencia campo/operador.

Existe numerosa evidencia1 a favor de la correspondencia norma/gravedad. Esta evidencia

permite la constitución de un “diccionario”, que nos permite relacionar los elementos de ambas

teoŕıas. Un ejemplo de entrada del diccionario es la equivalencia de los parámetros de ambas

teoŕıas [17]. De especial interés para nosotros será una entrada del diccionario, que llamamos

correspondencia campo/operador, y consiste en una receta precisa para la relación entre

observables en las dos teoŕıas. No ahondamos en detalles técnicos, pero esbozaremos la idea

principal [10]. Esto puede ser motivado recordando que la constante de acoplamiento de SYM

g2
YM se identifica con el acoplamiento de cuerdas gs. En la teoŕıa de cuerdas esto está dado por

gs = eΦ∞ , donde Φ∞ es el valor del dilatón en la frontera de AdS. Esto sugiere que deformar la

teoŕıa de norma mediante un cambio en el valor de la constante de acoplamiento corresponde

a cambiar el valor de un campo de cuerdas en la frontera de AdS. Más en general, uno puede

imaginar deformar la acción de la teoŕıa de norma como

S → S +

∫
d4xφ(x)O(x), (1.17)

donde O(x) es un operador local, invariante de norma, y φ(x) es un acoplamiento, posible-

mente dependiente de la posición, es decir, una fuente. Es entonces razonable esperar que para

cada operador invariante de norma posible corresponda un campo de cuerdas dual Φ(x, r),

tal que su valor en la frontera de AdS pueda ser considerado como una fuente para dicho

1Un chequeo rápido lo constituye la coincidencia de las simetŕıas globales de cada teoŕıa. Sin embargo, esto

no es considerado parte del diccionario como tal.
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operador, i.e., identificamos φ = Φ|∂AdS . Por ejemplo, el campo del dilatón es dual al opera-

dor TrF 2. Una conjetura natural es entonces que las funciones de partición de las dos teoŕıas

coincidan mediante esta identificación, es decir

ZCFT[φ] = Zstring[Φ|∂AdS ]. (1.18)

El lado izquierdo codifica toda la información f́ısica de la teoŕıa de norma, pues permite el

cálculo de funciones de correlación de operadores arbitrarios invariantes de norma mediante

〈Oj1(x1)...Ojn(xn)〉 =
1

ZCFT[0]

δ

iδφj1
...

δ

iδφjn
ZCFT[φj ]

∣∣∣∣
φj=0

(1.19)

El lado derecho en (1.18) no es, en general, fácil de calcular, pero se simplifica dramáticamente

en el ĺımite de Nc y λ grandes, en el que se reduce a

Zstring ' e−Ssugra , (1.20)

donde Ssugra es la acción de supergravedad en la capa de masa.

Un conjunto de operadores especialmente importante en una teoŕıa de norma son las

corrientes conservadas asociadas a simetŕıas globales. Existe una correspondencia entre éstas

y simetŕıas de norma del lado de cuerdas, por lo que esperamos que el campo dual a la

corriente conservada sea un campo de norma Aµ. Esto es cierto, y es consistente con el hecho

de que el acoplamiento ∫
d4xAµ(x)Jµ(x) (1.21)

es invariante ante transformaciones de norma δAµ = ∂µf gracias a que ∂µJ
µ = 0. La razón

por la que estos operadores son de particular interés para nosotros es que el observable que

queremos calcular

dΓ ∼ 〈JEMJEM〉 (1.22)

es de hecho proporcional a una función de dos puntos de corrientes (conservadas) electro-

magnéticas.

Un conjunto particular de corrientes que son conservadas en cualquier teoŕıa invariante

traslacionalmente son las del tensor enerǵıa momento Tµν . Éste debe acoplarse a un campo

de norma simétrico, con esṕın dos, a saber un gravitón, de la forma∫
d4xgµν(x)Tµν(x). (1.23)

Aśı, llegamos a la conclusión general de que cualquier teoŕıa traslacionalmente invariante, debe

incluir un gravitón, que para cierto nmero de dimensiones constituye gravedad dinámica.
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1.3. Antecedentes.

El estudio de emisión de fotones en un plasma fuertemente acoplado con N = 4 usando

holograf́ıa fue iniciado en [19], donde se estudiaron fotones acoplados a quarks sin masa en

la representación adjunta, y continuó en [20] y [21], donde quarks sin masa y con masa

en la representación fundamental eran las part́ıculas cargadas electromagnéticamente. La

producción de fotones en un modelo AdS/QCD de “pared suave”fue estudiada en [22, 23] y

en un fondo de agujero negro cargado en [24]. Correcciones de cuerdas a los resultados de

supergravedad para la conductividad eléctrica y la densidad espectral fueron estudiadas en

[25–30].

1.4. ¿Por qué estudiar un plasma anisotrópico?

La geometŕıa usada en los trabajos mencionados en la subsección 1.3 es espacialmente

isotrópica en las direcciones de la teoŕıa de norma, y por lo tanto dual a un plasma invariante

rotacional. Experimentos recientes muestran que una caracteŕıstica importante del QGP es

el hecho de que las presiones a lo largo de la dirección del haz y a lo largo de las direcciones

transversales son distintas en las etapas iniciales de la evolución del plasma, y que el sistema

muestra una anisotroṕıa inicial considerable [31, 32]. Más aún, en dichos experimentos se ha

encontrado una sobreproducción de fotones respecto a las predicciones hechas por modelos

perturbativos [33, 34], y un candidato prometedor para explicar tal sobreproducción es la

presencia de anisotroṕıa en el sistema [35–37].

1.4.1. Plasma anisotrópico y holograf́ıa.

Un primer análisis de las signaturas electromagnéticas en un plasma anisotrópico fuer-

temente acoplado2 fue realizado en [39], donde se usó la geometŕıa de [40] como dual. Una

caracteŕıstica indeseable de tal modelo es la presencia de una singularidad desnuda que, sin

embargo, permite la imposición de condiciones de frontera entrantes y la definición de corre-

ladores retardados.

En este trabajo revisamos los cálculos de producción de fotones y dileptones en un plasma

anisotrópico fuertemente acoplado usando como dual gravitacional la solución a supergrave-

dad tipo IIB que fue descubierta en [41, 42], inspirada por [43], agregando D7-branas de sabor

con encajes no ecuatoriales, que corresponden a quarks con masas no nulas. La solución de

[41, 42] es estática y corresponde a un plasma en equilibrio térmico anisotrópico. Por supues-

to, un plasma en la realidad sufre una evolución temporal no trivial, pero la presunción de

estaticidad puede ser motivada considerando escalas de tiempo mucho más pequeñas que la

escala caracteŕıstica de evolución, que es de algunos fm/c (véase e.g. [44]).

2La producción de fotones ha sido estudiada en la presencia de una anisotroṕıa en el régimen de acoplamiento

débil en, por ejemplo, [38].
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La geometŕıa de [41, 42] posee varias caracteŕısticas que la hacen un modelo de juguete

bueno para representar, de primeros principios, el efecto de la anisotroṕıa espacial en observa-

bles f́ısicas de interés. Tales caracteŕısticas incluyen regularidad de los campos en el horizonte

y fuera de él, condiciones de frontera asintóticamente AdS, y un acompletamiento UV con

un encaje sólido en teoŕıa de cuerdas tipo IIB. Una versión no interactuante del modelo de

[41, 42] ha sido considerada en [45], y el correspondiente diagrama de fase ha sido obtenido.

Algunas propiedades f́ısicas de la geometŕıa anisotrópica considerada aqúı, ya han sido

estudiadas en la literatura. Varios de estos estudios son revisados en [46].

1.5. Quarks Masivos y Dileptones.

Este trabajo extiende el análisis de [35], cuyas conclusiones son que la conductividad

puede ser mayor o menor que la conductividad isotrópica, según la orientación de la polari-

zación del fotón, respecto a la dirección anisotrópica, y que la razón de producción total, es

siempre mayor que la razón isotrópica, y mientras más grande sea el valor de la anisotroṕıa,

más intensamente brillará comparado al caso isotrópico.

Las extensiones que consideramos aqúı ocurren en dos direcciones distintas. Primero,

queremos averiguar el efecto que tiene considerar una masa distinta de cero para los quarks.

Para esto, consideramos encajes no ecuatoriales de las D7-branas de sabor, que corresponden

precisamente a quarks con masas no nulas, haciendo nuestro análisis más próximo al mundo

real.

A temperaturas lo suficientemente altas para que los gluones (y la materia adjunta) estén

desconfinados, el fondo gravitacional contiene un agujero negro [47]. En esta fase desconfinada,

la materia fundamental puede estar aún en dos fases distintas separadas por una transición de

fase de primer orden [48]. Desde el punto de vista de la descripción holográfica, la f́ısica básica

tras esta transición es entendida fácilmente. La distancia asintótica entre las D7-branas y el

agujero negro es proporcional a la masa del quark, mientras que el tamaño del horizonte del

agujero negro es proporcional a la temperatura. Aśı, para T/Mq suficientemente pequeño, las

D7-branas son deformadas por la atracción gravitacional del agujero negro, pero permanecen

completamente fuera del horizonte, en lo que llamamos un “encaje de Minkowski”. Sin em-

bargo, por encima de una temperatura cŕıtica Tfun, la fuerza gravitacional supera la tensión

de las branas y éstas son atráıdas dentro del horizonte. Nos referimos a tal configuración

como “encaje de agujero negro”. En medio de estos dos tipos de encajes, existe un “encaje

cŕıtico” en que la brana “toca al horizonte sólo en un punto”. Sin embargo, consideraciones

termodinámicas [48] revelan que ocurre una transición de fase de primer orden entre un encaje

de Minkowski y uno de agujero negro. En otras palabras, el encaje cŕıtico es pasado por alto

por la transición de fase, encajes cuasi-cŕıticos resultan ser metaestables o inestables.

En la teoŕıa de campo dual, esta transición de fase se ejemplifica por discontinuidades
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en cantidades f́ısicas tales como, por ejmplo, el condensado de quarks o la contribución de la

materia fundamental a la densidad de entroṕıa. Sin embargo, la caracteŕıstica más notable de

esta transición de fase se encuentra en el espectro de excitaciones f́ısicas de la materia funda-

mental. A baja temperatura, el espectro de la fase de Minkowski tiene brechas y contiene un

conjunto discreto de mesones profundamente ligados (i.e. estados ligados de quark-antiquark)

con masas de orden Mmes ∼ Mq/
√
λ. Además, el espectro de fase de Minkowski contiene

también excitaciones tipo quark bien definidas, descritas por cuerdas estirándose entre punta

de las branas y el horizonte. Éstas tienen masas de orden Mq y son por lo tanto paramétri-

camente más pesados que los mesones. Ambos conjuntos de excitaciones son absolutamente

estables en el ĺımite de Nc grande fuertemente acoplado que estamos considerando.

En la fase de agujero negro con temperatura alta, los mesones dejan de existir. En lugar

de eso, uno encuentra un espectro de excitaciones continuo y sin brechas [48–51]. Por lo tanto,

los mesones se disocian o ’derriten’ en la transición de primer orden a Tfun, y más allá de

eso, no existe una noción de cuasi-part́ıcula bien definida de un quark individual, pues una

cuerda estirándose entre cualquier punto de las branas y el horizonte caerá rápidamente por

el horizonte. En la teoŕıa de norma esto corresponde al hecho de que caulquier carga de quark

localizada, se dispersará rápidamente a través de todo el plasma, perdiendo aśı su identidad.

En este trabajo estudiaremos la producción de fotones en la fase de agujero negro. No

estudiaremos expĺıcitamente la producción de fotones en la fase de Minkowski, pues tenemos

una expectativa clara de lo que seŕıa el resultado. De hecho, como se explica arriba, en esta

fase el espectro consiste de un conjunto discreto de modos estables, aśı que esperamos que la

función espectral esté dada por una suma de funciones delta soportadas en valores apropiados

del momento.

Permitimos valores arbitrarios del parámetro de anisotroṕıa a/T y ángulos arbitrarios

entre el vector de onda del fotón y la dirección anisotrópica, o dirección del haz. Estudiamos

además la conductividad DC como función de la masa del quark. Hallamos que, en general,

un plasma anisotrópico brilla más intensamente que su contraparte isotrópica a la misma

temperatura. Esto se mantiene para todos los valores de las masas de los quarks, y para todos

los ángulos entre el vector de onda del fotón y la dirección anisotrópica. Este mismo cálculo

fue realizado en [36] para un valor espećıfico de la anisotroṕıa y para vectores de onda ya sean

paralelos o perpendiculares a la dirección anisotrópica, donde además se incluye un campo

magnético externo fuerte.

Como segunda extensión de [35], estudiamos la producción térmica de pares leptón-

antileptón (dileptones), mediante el decaimiento de fotones virtuales en el mismo fondo. Esta

cantidad es igualmente de interés fenomenológico y se obtiene considerando momentos ti-

po tiempo para las part́ıculas emitidas, que pueden ser masivas. Hallamos que la razón de

producción de dileptones es, en general, mayor que la correspondiente razón de un plasma

isotrópico a la misma temperatura, excepto por un rango pequeño de anisotroṕıas, si la masa
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del quark y la frecuencia son lo suficientemente grandes. Estas cantidades son, genéricamente,

monótonamente dependientes (ya sea crecientes o decrecientes) del ángulo entre el momento

y la dirección anisotrópica.

1.6. Estructura.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En la sección 2 explicamos cómo calcular las

razones de producción de fotones y dileptones en una teoŕıa de norma que modela un plasma

anisotrópico. En la Sección 3, analizamos el fondo anisotrópico gravitacional de [41, 42], que es

dual a dicha teoŕıa de norma. En la sección 4 presentamos nuestros resultados para densidades

espectrales, conductividades y razones totales de producción para fotones en un plasma con

quarks masivos. En la Sección 5 hacemos lo mismo para dileptones, que es esencialmente la

extensión de los cálculos previos al caso en que las part́ıculas emitidas tienen un momento tipo

tiempo, en lugar de tipo luz. Discutimos nuestros resultados en la Sección 6. En el Apéndice

A, revisamos la receta para calcular correladores en espacios de Minkowski. En el Apéndice

B, describimos algunos detalles técnicos para el cálculo de correladores mixtos.

2. Producción de fotones y dileptones en un plasma anisotrópico

La teoŕıa de norma que consideraremos se obtiene mediante una deformación (que rom-

perá la isotroṕıa) de super Yang-Mills (SYM) N = 4 en cuatro dimensiones, con grupo de

norma SU(Nc), con Nc grande, y acoplamiento de ’t Hooft λ = g2
YMNc grande. La deforma-

ción consiste en incluir en la acción un término θ, que depende linealmente de una de las

direcciones espaciales, digamos z [43]

SSU(Nc) = SN=4 +
1

8π2

∫
θ(z)Tr F ∧ F, θ(z) ∝ z, (2.1)

donde la constante de proporcionalidad en θ(z) tiene dimensiones de enerǵıa y se relacio-

nará con el parámetro a que introduciremos en la siguiente sección. La simetŕıa rotacional

SO(3) en las direcciones espaciales es rota por este nuevo término, resultando en SO(2) en el

plano xy. Por esta razón llamamos dirección longitudinal a la dirección z, mientras que x y

y serán las direcciones transversales.

Esta teoŕıa tiene campos de materia en la representación adjunta del grupo de norma.

Podemos además introducir Nf sabores de escalares Φa y fermiones Ψa en la representación

fundamental, con el ı́ndice a tomando valores entre 1 y Nf. Con un abuso de lenguaje, nos

referiremos indistintamente a estos campos fundamentales como ’quarks’.

Para estudiar la producción de fotones encendemos un fotón dinámico incluyendo un

término cinético U(1) en la acción (2.1), y un acoplamiento a los campos que queremos que

estén cargados bajo esta simetŕıa Abeliana. Para obtener una situación lo más similar posible
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SU(Nc)

SU(Nc)

Figura 1. Diagramas que contribuyen a la función de dos puntos de corrientes electromagnéticas,

a primer orden en el acoplamiento αEM. Las ĺıneas punteadas externas corresponden a fotones con

momento k, mientras que las manchas sombreadas denotan resumaciones completas de los diagramas

de SU(Nc), a todos los órdenes en λ.

a QCD, requerimos que únicamente los campos fundamentales estén cargados, mientras que

los campos adjuntos permanezcan neutros. La acción para la teoŕıa resultante SU(Nc) × U(1)

es entonces

S = SSU(Nc) −
1

4

∫
d4x(F 2

µν − 4eAµJEM
µ ), (2.2)

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ y e es el acoplamiento electromagnético. La corriente electro-

magnética está dada por

JEM
µ = Ψ̄γµΨ +

i

2
Φ∗(DµΦ)− i

2
(DµΦ∗)Φ, (2.3)

con una suma impĺıcita sobre los ı́ndices de sabor. Los campos fundamentales se diferenćıan

usando la conexión completa de SU(Nc) × U(1), Dµ = Dµ − ieAµ, mientras que la derivada

covariante ante SU(Nc), Dµ actúa sobre la materia adjunta.

No conocemos el dual gravitacional de la teoŕıa completa SU(Nc) × U(1), pero, afortuna-

damente, esto no será necesario para nuestros propósitos. De hecho, fue mostrado en [19] que

para calcular las funciones de correlación de dos puntos de la corriente electromagnética (2.3)

a primer orden en el acoplamiento electromagnético αEM, es suficiente considerar únicamente

la teoŕıa SU(Nc), cuyo dual es conocido de [41, 42]. Nuestro cálculo será entonces a primer

orden en αEM, pues el acoplamiento de los fotones al medio que los rodea es pequeño, pero

completamente no perturbativo en el acoplamiento de ’t Hooft λ de la teoŕıa SU(Nc). Esto

es mostrado diagramáticamente en la Figura 1, donde las manchas sombreadas representan

las resumaciones a todo orden de los diagramas de la teoŕıa SU(Nc), mientras que las patas

externas son los fotones de la teoŕıa U(1).

En general, la producción de fotones en forma diferencial está dada por la expresión

[19, 21, 52]

dΓγ

d~k
=

e2

(2π)32|~k|
Φ(k)ηµνχµν(k)|

k0=|~k|, (2.4)
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con ηµν la métrica de Minkoski (nuestra convención es (-+++)), kµ = (k0,~k) el momento

nulo del fotón, y Φ(k) la función de distribución, que para el equilibrio térmico, como es

nuestro caso, se reduce a la distribución de Bose-Einstein nB(k0) = 1/(ek
0/T −1). La densidad

espectral es χµν = −2 ImGRµν(k), con

GRµν(k) = −i
∫

d4x e−ik·xΘ(t)
〈
[JEM
µ (x), JEM

ν (x)]
〉

(2.5)

el correlador retardado de dos corrientes electromagnéticas JEM
µ (x).

Si la teoŕıa incluye también fermiones masivos que portan únicamente carga eléctrica e`,

éstos pueden ser producidos en pares part́ıcula/antipart́ıcula (llamados dileptones en lo subse-

cuente) mediante procesos de decaimiento de fotones virtuales. La misma densidad espectral

puede ser usada para calcular la razón de producción de dileptones, mediante la expresión

[52]

dΓ`¯̀

dk
=

e2e2
`

(2π)46π|k|5
Φ(k)Θ(k0)Θ(−k2 − 4m2

` )(−k2 − 4m2
` )

1/2(−k2 − 2m2
` )η

µνχµν(k),

(2.6)

donde m` es la masa del leptón/antileptón y la función espectral está evaluada ahora en el

cuatro momento tipo tiempo kµ del par emitido.

Una consecuencia de la identidad de Ward kµχµν = 0 para kµ nulo es que, para la razón

de producción de fotones, sólo las funciones espectrales transversas contribuyen. Una manera

simple de extraer esta contribución es tomando no la traza entera, como en (2.4), sino sumar

las proyecciones sobre los vectores de polarización del fotón, que son mutuamente ortogonales,

y ortogonales a ~k

dΓγ

d~k
=

e2

(2π)32|~k|
Φ(k)

∑
s=1,2

εµ(s)(
~k)εν(s)(

~k)χµν(k)|
k0=|~k|, (2.7)

donde cada término de la suma en (2.7) representa el número de fotones emitidos con vector

de polarización ~ε(s) .

Dada la simetŕıa SO(2) en el plano xy, podemos elegir sin perdida de generalidad que
~k se encuentre en el plano xz, formando un ángulo ϑ con la dirección z -véase Figura 2.

Espećıficamente, hacemos

~k = q(sinϑ, 0, cosϑ) (2.8)

En los cálculos de producción de fotones, será q=k0, mientras que en la producción de dilep-

tones q será un parámetro independiente. Esto significa que podemos elegir los vectores de

polarización como

~ε(1) = (0, 1, 0), ~ε(2) = (cosϑ, 0,−sinϑ). (2.9)
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Figura 2. Momento del fotón y vectores de polarización. Debido a la simetŕıa rotacional en el plano xy,

podemos elegir que el momento esté contenido en el plano xz, formando un ángulo ϑ con la dirección

z. ~ε(1) está orientado a lo largo de la dirección yy ~ε(2) está contenido en el plano xz, ortogonal a ~k.

La producción de fotones con polarización ~ε(1) es entonces proporcional a χyy ∼ Im
〈
JEM
y JEM

y

〉
,

mientras que para aquellos con polarización ~ε(2) es proporcional a3

εµ(2)ε
ν
(2)χµν = cos2 ϑχxx + sin2 ϑχzz − 2cosϑ sinϑχxz. (2.10)

Para la producción de dileptones, por otro lado, sólo calcularemos la traza de la densidad

espectral, como aparece en (2.6). Vemos que necesitamos calcular los correladores

GRxx ∼ 〈JEM
x JEM

x 〉 , GRzz ∼ 〈JEM
z JEM

z 〉 , GRxz ∼ 〈JEM
x JEM

z 〉 (2.11)

tanto para momentos tipo luz, como tipo tiempo, e insertarlos en las densidades de producción

ya descritas. En la siguiente sección vemos cómo pueden obtenerse del lado de gravedad dichos

correladores.

3. Dual Gravitacional

El fondo gravitacional dual a la teoŕıa (2.1) a temperatura finita es la geometŕıa de

supergravedad tipo IIB encontrada en [41, 42]. A continuación revisamos sus caracteŕısticas

principales. Ésta es una generalización a temperatura finita de la geometŕıa de [43]. En el

marco de Einstein, la geometŕıa diez-dimensional se factoriza como M×X , donde X es una

3Note que χxz=χzx; véase por ejemplo [19]
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variedad de Einstein cinco dimensional que tomamos como S5 por simplicidad, yM satisface

las siguientes propiedades:

1. Es estática y anisotrópica (a lo largo de las direcciones de la teoŕıa de norma).

2. Tiene un horizonte y es regular tanto sobre éste, como fuera de él.

3. Es asintóticamente AdS5.

El requerimiento de estaticidad es motivado por el deseo de trabajar en la configura-

ción más simple posible. La presencia del horizonte es dual a la existencia de un plasma a

temperatura finita en la teoŕıa de norma. El requerimento de regularidad garantiza que los

cálculos están bien definidos. Finalmente, la condición de frontera AdS asegura que la holo-

graf́ıa está bien sustentada. Más espećıficamente, el hecho de que esta configuración resuelva

las ecuaciones de movimiento de supergravedad y tienda asintóticamente a AdS5×S5 implica

que es dual a una teoŕıa SYM con N = 4 deformada por un operador relevante, y por lo

tanto, que está sólidamente encajada en la teoŕıa de cuerdas.

Igual que en [43], la deformación de la teoŕıa SYM con N = 4 corresponde a la adición de

un parámetro θ que depende linealmente de una de las tres coordenadas espaciales θ = 2πnD7z,

donde nD7 es una constante con dimensiones de enerǵıa que puede ser interpretada como una

densidad de D7-branas distribuidas a lo largo de la dirección z. La acción total de la teoŕıa

de norma toma la forma (2.1)

La constante de acoplamiento compleja de la teoŕıa con N = 4 está relacionada con el

axión y dilatón de la supergravedad tipo IIB mediante

τ =
θ

2π
+

4πi

g2
YM

= χ+ ie−φ. (3.1)

Aśı, esperamos que la solución gravitacional dual a (2.1) tenga un campo axión dependiente

de la posición de la forma χ = az, donde la constante a está dada por

a =
λnD7

4πNc
, (3.2)

donde λ = g2
YMNc es el acoplamiento de ’t Hooft de la teoŕıa de norma. Como el axión tiene

por fuentes magnéticas a las D7-branas, esto sugiere que debeŕıa ser posible interpretar la

solución en términos de D7-branas disueltas en la geometŕıa [43]. Como esta solución incluye

la reacción completa de las D7-branas, éstas están completamente “disueltas.en la geometŕıa,

igual que las Nc que originan le geometŕıa AdS5 × S5.

3.1. Acción y solución

Describimos a continuación el procedimiento utilizado para obtener la solución. El punto

de partida es supergravedad tipo IIB en el marco de cuerdas (véase por ejemplo [53]). Si-

guiendo [43], se busca una solución en que sólo la métrica, el axión, el dilatón, y la 5-forma
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RR sean no triviales. La solución puede ser derivada consistentemente de las ecuaciones de

movimiento asociadas a la acción truncada

S =
1

2κ2
10

∫
d10x
√
−g
[
e−2φ(R+ 4∂Mφ∂

Mφ)− 1

2
F 2

1 −
1

4 · 5!
F 2

5

]
. (3.3)

donde M = 0, ..., 9 y F1 = dχ es la intensidad del axión. La ecuación de movimiento para el

dilatón resultante de esta acción es

R+ 4gMN (∇M∇Nφ− ∂M∂Nφ) = 0 (3.4)

y las ecuaciones de Einstein son

RMN + 2∇M∇Nφ+
1

4
gMNe

2φ∂Pχ∂
Pχ− 1

2
e2φ

(
FMFN +

1

48
FMABCDF

ABCD
N

)
= 0

(3.5)

Las formas obedecen las siguientes ecuaciones de movimiento, identidades de Bianchi y cons-

tricciones de auto-dualidad

d ? F1 = 0 = d ? F5. dF1 = 0 = dF5. ? F5 = F5, (3.6)

donde ? es el dual de Hodge diez-dimensional. Para modelar un plasma anisotrópico con una

simetŕıa entre, digamos, las direcciones xy y la dirección z asumimos el siguiente ansatz para

la métrica en marco de cuerdas:

ds2 =
1

u2

(
−FBdt2 + dx2 + dy2 +Hdz2 +

du2

F

)
+ ZdΩ2

S5 (3.7)

Sin pérdida de generalidad, en esta ecuación hemos vuelto unitaria una constante general L

con dimensiones de longitud. F , B, H, Z, al igual que el dilatón, se toman como funciones

únicamente de la coordenada radial u. Ω2
S5 es la métrica de una cinco-esfera unitaria (o de

cualquier otra cinco-variedad de Einstein). En esta parametrización la frontera está localizada

en u = 0. Se usa la invariancia de reparametrización para fijar gxx y gyy como en (3.7).

Habiendo hecho esto, no podemos eliminar B en general, aunque aún tenemos una simetŕıa

de escalamiento en la coordenada que puede usarse para fijar Bbdry = 1. Similarmente, hay

una simetŕıa de escalamiento en z que podemos usar para fijar Hbdry = 1. F es un “factor

de ennegrecimiento”que permite la introducción de un agujero negro en la geometŕıa. Ésta se

desvanece en la posición del horizonte, u = uH.

Hacemos la (parte magnética de la) cinco-forma RR proporcional a la forma de volumen

de la cinco-esfera

F5 = α(ΩS5 + ?ΩS5) (3.8)
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Las ecuaciones (3.4)-(3.5) implican que en la frontera debemos tener α = 4e−φbdry . Sin

pérdida de generalidad, podemos elegir φbdry = 0 , que corresponde a α = 4. Siguiendo [43],

podemos elegir que el axión sea lineal en la coordenada z.

χ = a z, (3.9)

y simplificamos aún más nuestro Ansatz haciendo

H = e−φ, Z = e
1
2
φ. (3.10)

Claramente (3.8)-(3.9) satisfacen (3.6).

Con las elecciones anteriores la parte esférica del espacio se factoriza en el marco de

Einstein, y la geometŕıa se convierte en un producto directo de la esfera y un espacio asintóti-

camente, localmente AdS. Podemos por lo tanto reducir la acción diez-dimensional (3.3) a la

gravedad AdS de axión dilatón

Sbulk =
1

2κ2

∫
M

√
−g
(
R+ 12− 1

2
(∂φ)2 − 1

2
e2φ(∂χ)2

)
+

1

2κ2

∫
∂M

√
−γ2K, (3.11)

con el flujo de la cinco-forma originando la constante cosmológica. Nótese que las ecuaciones

asintóticas de movimiento implican además que

Fbdry = 1/Zbdry. (3.12)

Con nuestras elecciones φbdry = 0 (que impone Fbdry = Hbdry = Zbdry = 1) y Bbdry = 1, la

métrica (3.7) induce en la frontera una métrica plana en la que las coordenadas t, x, y, z están

normalizadas canónicamente.

3.1.1. Ecuaciones de movimiento

Obtenemos ahora las expresiones expĺıcitas para las ecuaciones de movimiento que se

resolverán en última instancia. Comenzamos con un conteo. Las ecuaciones de Einstein (3.5)

son diagonales, como consecuencia del hecho de que la esfera es Einstein y que los factores de

enrollamiento en el marco de Einstein dependen solo de la coordenada radial u. Tenemos una

ecuación de (3.4) y cinco ecuaciones de (3.5), que son linealente independientes (las direcciones

x y y dan una ecuación independiente y también lo hacen todas las direcciones de la esfera).

De esas ecuaciones, cinco resultan ser de segundo orden y una de primer orden, o sea, una

constricción. Solo tenemos tres funciones desconocidas por las qué resolver: φ, B y F . Lo que

se hace en la práctica es lo siguiente. Las seis ecuaciones independientes de Einstein y del

dilatón con que se inicia se leen:
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0 =− e3φ

2
a2 − 8e−φ/2

u2
+

8F
u2
− 4FB′

uB
− FB

′ 2

2B2
− 5F ′

u
+

+
3B′F ′

2B
+

5Fφ′

2u
− 5FB′φ′

4B
− 5F ′φ′

4
+
FB′′

B
+ F ′′ (3.13)

0 =
e3φu

4F
a2 − 4

u
+

4e−φ/2

uF
+
B′

2B
+
F ′

F
− 5φ′

4
(3.14)

0 =− e3φ

2F
a2 − 8

u2
+

8e−φ/2

u2F
+
B′

uB
+

2F ′

uF
− 11φ′

2u
+
B′φ′

2B
+
F ′φ′

F
− 5φ′ 2

4
+ φ′′ (3.15)

0 =
e3φ

F
a2 − 16

u2
+

16e−φ/2

u2F
+

2B′

uB
+
B′ 2

B2
+

10F ′

uF
−

− 3B′F ′

BF
+
φ′

u
+

5F ′φ′

2F
− 9φ′ 2

4
− 2B′′

B
− 2F ′′

F
+ 5φ′′ (3.16)

0 =
e3φ

F
a2 +

3φ′

u
− B

′φ′

2B
− F

′φ′

F
+

5φ′ 2

4
− φ′′ (3.17)

0 =
20e−φ/2

u2
− 20F

u2
+

4FB′

uB
+
FB′ 2

2B2
+

8F ′

u
− 3B′F ′

2B
−

− 17Fφ′

2u
+

5FB′φ′

4B
+

5F ′φ′

2
− 17Fφ′ 2

8
− FB

′′

B
+

5Fφ′′

2
−F ′′ (3.18)

donde las primas denotan derivadas respecto a u. Usamos las últimas dos ecuaciones (3.17)-

(3.18), para resolver para φ′′ y B′′ e insertamos los resultados en (3.13) y (3.15)-(3.16), para

obtener las tres constricciones:

0 =2e3φa2 +
12e−φ/2

u2
− 12F

u2
+

3F ′

u
+

3Fφ′

2u
− 5FB′φ′

4B
− 5F ′φ′

4
+ Fφ′ 2 (3.19)

0 =
e3φ

2F
a2 − 8

u
+

8e−φ/2

uF
− B

′

B
+

2F ′

F
− 5φ′

2
(3.20)

0 =
e3φ

F
a2 +

24

u2
− 24e−φ/2

u2F
− 6B′

uB
− 6F ′

uF
+

18φ′

u
− 5B′φ′

2B
− 5F ′φ′

F
+ 2φ′ 2 (3.21)

Sólo dos de las cuatro constricciones (3.14) y (3.19)-(3.21) son independientes. Podemos usar

por ejemplo (3.19) y (3.20) para resolver para F ′ y B′. Insertando la solución para F ′ en

(3.17), uno obtiene una ecuación algebraica para F :

F =
e−

1
2
φ

4(φ′ + uφ′′)

(
a2e

7
2
φ(4u+ u2φ′) + 16φ′

)
(3.22)

Usando esta expresión en la solución para B′ obtenida de (3.19) y (3.20), uno llega a la

ecuación de primer orden para B
B′

B
=

1

24 + 10uφ′
(24φ′ − 9uφ′ 2 + 20uφ′′) (3.23)

Esta ecuación determina B hasta una constante multiplicativa. Esto es, por supuesto, un

resultado de la ya mencionada simetŕıa de escalamiento en la coordenada t, que permite hacer

Bbdry = 1.
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Combinando estos resultados con la solución para φ′′ obtenidos de (3.17)-(3.18) podemos

aislar una ecuación de tercer orden para el dilatón:

0 =
256φ′φ′′ − 16φ′ 3(7uφ′ + 32)

ua2e
7φ
2 (uφ′ + 4) + 16φ′

+
φ′

u(5uφ′ + 12)(uφ′′ + φ′)
×

×
[
13u3φ′ 4 + 8u(11u2φ′′ 2 − 60φ′′ − 12uφ′′′) + u2φ′ 3(13u2φ′′ + 96)

+ 2uφ′ 2(−5u3φ′′′ + 53u2φ′′ + 36) + φ′(30u4φ′′ 2 − 64u3φ′′′ − 288 + 32u2φ′′)
]
.

(3.24)

En este punto, se observa que el parámetro de anisotroṕıa a y el dilatón sin diferenciar

entran en (3.24) sólo mediante la combinación a2e
7
2
φ, aśı que podemos cambiar el dilatón

φ→ φ̃ ≡ φ+
4

7
log a, (3.25)

y eliminar el parámetro a de la ecuación (3.24). El único lugar en que aparecerá expĺıcitmente

a es como un factor de a
2
7 en la ecuación (3.22) para F . Notamos además que, como fijamos

φbdry = 0, tendremos

a = e
7
4
φ̃bdry . (3.26)

Soluciones con distinto φ̃bdry corresponden entonces a sistemas con distintas anisotroṕıas. Es

posible resolver las ecuaciones de movimiento anteriores anaĺıticamente en los casos ĺımite de

alta y baja temperatura, pero para régimenes intermedios, hace falta recurrir a integración

numérica.

3.1.2. Parámetros

Hemos visto que la solución está determinada por dos parámetros, φ̃H y uH. Esto era

de esperarse, pues estos determinan dos parámetros de los que debe depender la solución:

la temperatura y la anisotroṕıa. Hasta donde hemos sido capaces de verificar con nuestro

resultado numérico, el mapeo

T = T (φ̃H, uH), a = a(φ̃H, uH) (3.27)

es uńıvoco. El parámetro a puede ser extráıdo fácilmente del valor de la frontera del dilatón

reescalado φ̃bdry mediante (3.26). Para calcular la temperatura, comenzamos notando que la

continuación Euclideana de la parte AdS de la métrica (3.7) en el plano (tE, u) cerca de uH

se lee

ds2
E ≈

e−
1
2
φH

u2
H

[
F1BH(uH − u)dt2E +

du2

F1(uH − u)

]
. (3.28)
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En términos de las coordenadas:

ϑ =
F1

√
BH

2
tE, ρ =

2e−
1
4
φ0

uH

√
F1

√
u− uH , (3.29)

esta parte de la métrica se vuelve simplemente ds2
E ≈ dρ2 + ρ2dϑ2. Para que sea regular en

u = uH se requiere que ϑ tenga peŕıodo δϑ = 2π, y por lo tanto que δtE = 4π/F1

√
BH.

Identificamos esto con la temperatura inversa:

T =
1

δtE
=
√
BH

e
1
2

(φ̃bdry−φ̃H)

16πuH

(
16 + u2

He
7
2
φ̃H

)
(3.30)

donde, en el último paso usamos (3.26) y

F1 =
a

2
7 e−

1
2
φ̃H

4uH

(
16 + u2

He
7
2
φ̃H

)
(3.31)

Repitiendo el procedimiento de integración para distintos valores iniciales de φ̃H y uH, podemos

analizar el plano (T, a) y construir el mapeo (3.27). De manera general, se encuentra que a

depende fuertemente de φ̃H, mientras que T depende fuertemente de uH.

3.2. Configuración del Sistema

El fondo gravitacional dual a la teoŕıa (2.1) en el marco de cuerdas se leerá

ds2 =
1

u2

(
−BF dt2 + dx2 + dy2 +H dz2 +

du2

F

)
+ e

1
2
φdΩ2

5 , (3.32)

con H = e−φ y Ω5 la forma de volumen de una 5-esfera. Las coordenadas de la teoŕıa de norma

son (t, x, y, z), mientras que u es la coordenada radial de AdS, con el horizonte del agujero

negro en u = uH (donde F se anula) y la frontera en u = 0. Las funciones B, F , y φ dependen

únicamente de u; son conocidas anaĺıticamente en los ĺımites de baja y alta temperatura, y

numéricamente para valores intermedios [42]. Representantes de estas funciones para cuatro

valores de a/T se grafican en la Figura 3. Para u → 0 (independientemente del valor de a)

tienden asintóticamente a la métrica de AdS5 × S5, F = B = H = 1 y φ = 0, mientras que

para a = 0 se reducen a la solución de la D3-brana negra:

Biso = Hiso = 1 , φiso = χiso = 0 , Fiso = 1− u4

u4
H

, (3.33)

cuyas temperatura y densidad de entroṕıa están dadas por [54]

Tiso =
1

πuH

, siso =
π2

2
N2
c T

3. (3.34)

La temperatura y densidad de entroṕıa de la geometŕıa anisotrópica están dadas por [42]

T =
e−

1
2
φH
√
BH(16 + a2u2

He
7
2
φH )

16πuH

, s =
N2
c

2πu3
H

e−
5
4
φH . (3.35)
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Figura 3. Gráficas de las funciones que aparecen en los potenciales métricos. Las curvas corresponden

a φ (azul), F (rojo), B (café), H (naranja). Las cuatro gráficas corresponden a los casos a/T = 4,41

(a), 12,2 (b), 86 (c), 249 (d).

donde φH = φ(u = uH) y BH = B(u = uH).

Como se muestra en la Figura 4, la densidad de entroṕıa del sistema interpola suavemente

entre el escalamiento isotrópico arriba para a/T pequeño y el escalamiento [42, 43]

s ' 3,21N2
c T

3
( a
T

) 1
3
, (3.36)

para a/T grande. La transición entre los dos comportamientos toma lugar aproximadamente

en a/T ' 3,7. El espacio puede entonces ser interpretado como una solución tipo domain-wall

interpolando entre una geometŕıa AdS en el UV y una geometŕıa tipo Lifshitz en el IR, con la

posición radial en que ocurre la transición determinada por la escala anisotrópica a: cuando

T � a, el horizonte se encuentra en la región con escalamiento (3.34), mientras que para

T � a se ubica en la región anisotrópica con escalamiento (3.36).
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Figura 4. Gráfica Log-log de la densidad de entroṕıa como función de a/T . La ĺınea discontinua azul

es una recta con pendiente 1/3.

Podŕıa ser útil comparar la anisotroṕıa introducida en esta configuración con la aniso-

troṕıa de otros modelos holográficos, o incluso cálculos débilmente acoplados. Para hacer esto

podemos considerar la siguiente razón [55]

α =
4E + P⊥ − PL

3TS
(3.37)

donde E es la densidad de enerǵıa, y P⊥, PL son las presiones longitudinal y transversa

respectivamente. Además de ser adimensionales, esta razón tiene la virtud de que no depende

de a y T por separado, sino solo de la combinación a/T , Para el plasma de Super Yang-Mills

N = 4 isotrópico α = 1, mientras que para 0 < a/T 6 20 la razón está bien descrita por la

expresión

α ' 1− 0,0036
( a
T

)2
− 0,000072

( a
T

)4
, (3.38)

como se muestra en la figura (5)

Una caracteŕıstica de la geometŕıa anisotrópica de [41, 42] es la presencia de una anomaĺıa

conforme que aparece durante la renormalización de la teoŕıa, introduciendo una escala de

referencia µ. Esta anomaĺıa implica que algunas cantidades f́ısicas (como, por ejemplo, la

densidad de enerǵıa y presiones) no dependen sólo de la razón a/T , sino de dos razones

adimensionales independientes que pueden construirse con a, T y µ. Afortunadamente, como

veremos a continuación las cantidades calculadas en este documento no son afectadas por esta

anomaĺıa y serán independientes de µ 4.

4Lo mismo pasa con la cantidad α, definida en (3.37), que no depende de a y T por separado, sino únicamente

de la combinación adimensional a/T
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Figura 5. Razón (3.37) como función de a/T . Los puntos azules son los valores reales de la razón, y

la curva roja es el ajuste (3.38).

3.2.1. Branas de Sabor

La introducción de Nf sabores de quarks se logra colocando Nf D7-branas de prueba en

el fondo (3.32). El sistema completo puede ser pensado entonces como un sistema D3/D7 con

dos tipos diferentes de D7-branas, un tipo como fuente de la anisotroṕıa [42, 43] y el otro

como fuente del sabor [56, 57]:

t x y z u ψ ϕ Ω3

Nc D3 × × × ×
ND7 D7 × × × × × ×
Nf D7 × × × × × ×

. (3.39)

A lo largo de nuestros cálculos, el valor de ND7 (y enconsecuencia, de a) puede ser arbi-

trario, pero asumiremos que el sabor está restringido, Nf � Nc. Como se discute en [42], la

reacción completa de las D7-branas ’anisotrópicas’ está incluida en la geometŕıa (3.32), me-

diante la presencia del axión χ. En lo sucesivo, cuando hablemos de D7-branas nos referiremos

exclusivamente a las D7-branas de sabor, que son de prueba en el fondo fijo (3.32).

Como se explica en [19], para estudiar la emisión de fotones a primer orden en e, bas-

ta evaluar los correladores necesarios para (2.7) en la teoŕıa de norma SU(Nc) sin fotones

dinámicos. Con acoplamiento fuerte de ’t Hooft y Nc grande, dichos correladores pueden ser

calculados holográficamente. De hecho, cada corriente conservada de la teoŕıa de norma es

dual a un campo en el lado de gravedad.

Sea Am (m=0,...,7) el campo de norma asociado a la simetŕıa de norma total U(1) ⊂
U(Nf) de las D7-branas. Mediante reducción dimensional en la 3-esfera definida por las D7-

branas, Am da origen a un campo de norma sin masa (Aµ, Au), tres escalares sin masa, y

una torre de modos masivos de Kaluza-Klein (KK). Todos esos campos se propagan en las
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cinco dimensiones no compactas de las D7-branas. Trabajaremos en la norma Au = 0 5, y, de

manera consistente volvemos cero los escalares y los modos más altos de KK, pues no son de

interés aqúı. El campo de norma Aµ es dual a la corriente electromagnética conservada JEM
µ

de la teoŕıa de norma. Según la receta de [9, 10], las funciones de correlación de JEM
µ pueden

calcularse variando la función de partición de cuerdas respecto al valor de Aµ en la frontera

del espaciotiempo (3.32).

Ahora procedemos a escribir la acción para las D7-branas. Es fácil darse cuenta que no

hay acoplamiento de Wess-Zumino de las branas al F5 de fondo, por la orientación particular

de las branas que ha sido elegida. A priori, podŕıa haber un acoplamiento al axión de fondo∫
D7
χ e2π`2sF , (3.40)

pero esto seŕıa cuártico en F = dA, y por lo tanto no relevante para el presente cáculo, donde

sólo necesitamos funciones de dos puntos. Esto significa que la acción de Dirac-Born-Infeld

(DBI) es todo lo que necesitamos considerar:

S = −NfTD7

∫
D7
d8σe−φ

√
−det (g + 2π`2sF ) , (3.41)

donde g es la métrica inducida en las D7-branas y TD7 = 1/(2π`s)
7gs`s es la tensión de las

D7-branas. Para obtener las ecuaciones de movimiento para Aµ, basta con expandir la acción

anterior y usar sólo la parte cuadrática:

S = −NfTD7

∫
D7
d8σe−φ

√
−det g (2π`s)

2

4
F 2 , (3.42)

donde F 2 = FmnF
mn. El encaje de las branas dentro de la S5 de la geometŕıa puede ser

parametrizado por el ángulo polar de la esfera S5 con cos ξ ≡ ψ(u) y la métrica inducida en

las branas está dada por

ds2 =
1

u2

(
−BF dt2 + dx2 + dy2 +H dz2

)
+

1− ψ2 + u2Fe
1
2
φψ′ 2

u2F(1− ψ2)
du2 + e

1
2
φ(1− ψ2)dΩ2

3 ,

(3.43)

Tras la reducción dimensional en la tres-esfera, la acción se reduce a

S = −KD7

∫
dt d3~xduM FmnFmn , (3.44)

donde

M =
e−

3
4
φ
√
B

u5
(1− ψ2)

√
1− ψ2 + u2Fe

φ
2ψ′ 2, (3.45)

KD7 = 2π4NfTD7`
4
s =

1

16π2
NcNf, (3.46)

5Esta elección de norma será inmaterial en lo subsecuente, pues trabajaremos con cantidades invariantes

de norma, pero tiene la ventaja de simplificar las fórmulas
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y Fm está restringido a las componentes m = (µ, u).

Como se argumenta en [21, 48], para calcular la razón de emisión de fotones, podemos

proceder consistentemente encontrando el encaje de las D7-branas que extremiza (3.41) en

ausencia del campo de norma, y resolver entonces las perturbaciones del campo de norma

que se propagan en dicho encaje considerado como un fondo fijo. Examinando que el campo

de norma estudiado de esta manera no crezca más allá del ĺımite perturbativo podemos

asegurar que ningún modo de la métrica o de los campos del fondo se excitarán siguiendo este

procedimiento. Volvemos cero las componentes del campo de norma en la tres-esfera definida

por las D7-branas y descomponemos en modos de Fourier las componentes restantes como

Aµ(t, ~x, u) =

∫
dk0d~k

(2π)4
e−ik

0t+i~k·~xAµ(k0,~k, u), ~k = (kx, 0, kz) = q(sinϑ, 0, cosϑ).

(3.47)

Esto es posible pues el estado que consideramos, aunque anisotrópico, es invariante traslacio-

nalmente a lo largo de las direcciones de la teoŕıa de norma [42]. En el cálculo de producción de

fotones tendremos q = k0, mientras que en la producción de dileptones, q será un parámetro

independiente.

Haciendo esto, las ecuaciones para el campo de norma derivadas de (3.44) se dividen en

la siguiente ecuación, desacoplada para Ay (primas denotan derivadas respecto a u):

(MguugyyA′y)
′ −Mgyy(gttk2

0 + gxxk2
x + gzzk2

z)Ay = 0, (3.48)

junto con un sistema acoplado de tres ecuaciones para las componentes restantes At,x,z:

(MguugttA′t)
′ −Mgtt[gxxkx(kxAt − k0Ax) + gzzkz(kzAt − k0Az)] = 0, (3.49)

(MguugxxA′t)
′ −Mgxx[gttk0(k0Ax − kxAt) + gzzkz(kzAx − kxAz)] = 0, (3.50)

(MguugzzA′z)
′ −Mgzz[gttk0(k0Az − kzAt) + gxxkx(kxAz − kzAx)] = 0, (3.51)

La métrica inversa puede ser léıda directamente de (3.43)

gtt = − u2

BF
, gxx = gyy = u2, gzz = u2eφ, guu =

u2F(1− ψ2)

1− ψ2 + u2Fe
1
2
φψ′ 2

.

(3.52)

Las ecuaciones (3.48)-(3.51) constituyen el conjunto de ecuaciones que resolveremos en la

siguiente sección, con las condiciones de frontera adecuadas, para obtener funciones de corre-

lación de las corrientes electromagnéticas JEM
µ .

3.2.2. Masa de quarks

La función de encaje de las D7-branas es necesaria para resolver (3.48)-(3.51), pues M

y guu dependen de ψ. La acción (3.44) para las D7-branas en ausencia del campo de norma
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toma la forma

Sψ = −KD7

∫
dt d3~xduM0(1− ψ2)

√
1− ψ2 + u2Fe

φ
2ψ′ 2 (3.53)

donde

M0 =
e−

3
4
φ
√
B

u5
(3.54)

Variando la acción Sψ respecto a ψ(u) se obtiene la ecuación para el encaje de las D7-branas: M0(1− ψ2)u2Fe
φ
2ψ′√

1− ψ2 + u2Fe
φ
2ψ′ 2

′ +M0
3ψ(1− ψ2) + 2u2Fe

φ
2ψψ′ 2√

1− ψ2 + u2Fe
φ
2ψ′ 2

= 0. (3.55)

Esta ecuación puede ser resuelta cerca de la frontera u = 0 usando las expansiones de la

métrica cerca de la frontera [42]

F = 1 +
11

24
a2u2 + F4u

4 +
7

12
a4u4log u+O

(
u6
)

(3.56)

B = 1− 11

24
a2u2 + B4u

4 − 7

12
a4u4log u+O

(
u6
)

(3.57)

φ = −a
2

2
u2 +

(
1152B4 + 121a4

4032

)
u4 − a4

6
u4log u+O

(
u6
)

(3.58)

donde F4 y B4 son constantes de integración que están indeterminadas por las ecuaciones

de movimiento de la frontera, pero pueden ser léıdas de los resultados numéricos [42]. El

resultado de esta expansión de ψ(u) cerca de la frontera es

ψ = ψ1u+

(
ψ3 +

5

24
a2ψ1 log u

)
u3 +O

(
u5
)
, (3.59)

donde ψ1 y ψ3 están relacionados con la masa y el condensado del quark, respectivamente.

Para resolver (3.55), seguimos [21], especificando las condiciones de frontera como ψ(uH) = ψH

y ψ′(uH) = 0. Una vez que los resultados numéricos son obtenidos, determinamos ψ1 y ψ3

ajustando la solución numérica cerca de la frontera. La relación entre ψ1 y la masa del quark

está dada por [21]

Mq =
√
λTuH

ψ1√
2
, (3.60)

y la dependencia expĺıcita de la razón adimensional Mq/
√
λT con ψH para a/T dado se detalla

en la Figura 6.

Nótese que en el caso isotrópico [48], el valor máximo de ψH correspondiente a un encaje

estable de las D7-branas era ψH = 0,941. En presencia de anisotroṕıa suponemos que este

valor cambiará y algunos de los valores más altos de ψH corresponderán a encajes metaestables
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Figura 6. Las curvas corresponden, de abajo a arriba, a a/T = 0, 4,41, 12,2, 86, 249.

o inestables6. Para aclarar este asunto, debeŕıan analizarse transiciones de fase entre encajes

de agujero negro y encajes de Minkowski en presencia de la anisotroṕıa, pero esto vas más

allá de los alcances de este trabajo.

4. Producción de fotones con quarks masivos de la holograf́ıa.

La receta para calcular funciones de correlación usando la correspondencia AdS/CFT en

un espacio de Minkowski está dada en [58] (véase además, por ejemplo [59–61]). Necesitamos

aislar los términos con dos derivadas radiales en la acción (3.44), escribir esta última como

un término de frontera mediante una integración por partes, y evaluarla en la capa de masa.

Variando con respecto a los valores de Aµ en u = 0 (que corresponde a las corrientes de la

teoŕıa de norma) obtenemos las funciones de correlación deseadas. Comenzamos escribiendo

la acción de la siguiente forma

Sε = −2KD7

∫
dt d~x

[
Mguu

(
gttAtA

′
t + gxxAxA

′
x + gyyAyA

′
y + gzzAzA

′
z

)]
u=ε

, (4.1)

donde se considerará el ĺımite ε → 0. De esta acción de frontera y las ecuaciones de movi-

miento (3.48)-(3.51), vemos que podemos llevar a cabo los cálculos de la densidad espectral

χyy independientemente de todos los demás. Este cálculo es muy similar al de [21]. Las den-

sidades espectrales restantes en (2.10) están acopladas y requieren un método para lidiar con

operadores mixtos, que fue desarrollado originalmente en [62].

4.1. Ĺımite Isotrópico

Comenzamos considerando el ĺımite isotrópico, pues lo utilizaremos para normalizar nues-

tros resultados para el plasma anisotrópico. Éste es obtenido insertando (3.33) en las ecua-

6Todos los valores de ψH que hemos considerado resultan, sin embargo, en evaluaciones numéricamente

estables
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ciones anteriores. Podemos hacer además ϑ = π/2, pues en el sistema isotrópico tenemos una

simetŕıa SO(3) que nos permite alinear el momento del fotón en cualquier dirección. Elegimos,

pues, la dirección x. La ecuación a resolver se obtiene de (3.48) y se lee 7(
Miso g

uu
isog

yy
isoA

′
y iso

)′ −Miso g
yy
iso

(
gttisok

2
0 + gxxisok

2
x

)
Ay iso = 0 , (4.2)

donde,

Miso =
1

u5
(1− ψ2)

√
1− ψ2 + u2Fisoψ′ 2 , (4.3)

y los factores métricos que entran en esta ecuación se obtienen insertando (3.33) en (3.52)

gttiso = − u2

Fiso
, gxxiso = gyyiso = gzziso = u2, guuiso =

u2Fiso(1− ψ2)

1− ψ2 + u2Fisoψ′ 2
.

(4.4)

Desafortunadamente, no parece posible obtener anaĺıticamente resultados para la densidad

espectral cuando la masa del quark es distinta de cero. Necesitamos entonces recurrir a inte-

graciones numéricas.

La invariancia rotacional implica que la suma sobre polarizaciones en (2.7) es igual a la

expresión

χiso = χyy iso + χzz iso = 2χyy iso, (4.5)

que puede calcularse con la receta de [58] obteniendo

χiso

8ÑD7 w
=

2χyy iso

8ÑD7 w
=

1

πTk0 |Ay iso(u = 0)|2
Im ĺım

u→uH

Qy iso(u)A′y iso(u)A∗y iso(u) (4.6)

donde Qy iso(u) = Misog
uu
isog

yy
iso y Ay iso es solución a la ecuación (4.2). La parte imaginaria de

esta expresión resulta ser independiente de u [58], y es de hecho más fácil evaluar este ĺımite

en el horizonte que en la frontera. La cantidad adimensional χiso/8ÑD7w se grafica en la figura

Fig. 7, para T = 0,33, 0,36, 0,48, 0,58 y para las varias masas consideradas.

Para comparar un plasma anisotrópico con el plasma isotrópico, necesitamos que ambos

estén a la misma temperatura. Fijamos la temperatura en el caso isotrópico ajustando la posi-

ción del horizonte del agujero negro, pues Tiso = 1/πuH. Aśı obtenemos las gráficas isotrópicas

que corresponden a las temperaturas particulares utilizadas en la geometŕıa anisotrópica. Más

espećıficamente, estamos utilizando T = 0,33, 0,36, 0,48, 0,58 que son las temperaturas pa-

ra las geometŕıas con a/T = 4,41, 12,2, 86, y 249, respectivamente. En principio podŕıamos

comparar también el plasma anisotrópico con un plasma isotrópico a la misma densidad de

entroṕıa pero con distinta temperatura. Hemos revisado que las cantidades estudiadas en este

art́ıculo no dependen fuertemente de si la comparación se hace a la misma temperatura o a la

misma densidad de entroṕıa, a diferencia de lo que sucede con otras observables, como las que

se estudian en [55, 63, 64]. Por esta razón no incluimos aqúı gráficas con curvas normalizadas

con un plasma isotrópico a la misma densidad de entroṕıa.

7Esta ecuación es equivalente a la ecuación. (3.11) con las definiciones de (4.11) de [21] bajo el cambio de

coordenadas uaqúı = uH

√
2uallá.
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Figura 7. Gráficas de la densidad espectral χiso. Los valores de la masa están dados por, de arriba a

abajo en la parte izquierda de la gráfica, ψH =0 (negro), 0.53 (azul), 0.75 (morado), 0.941(rojo), 0.98

(naranja). Las cuatro gráficas corresponden a los casos T = 0,33 (a), 0,36 (b), 0,48 (c), 0,58 (d). Como

se explica en el texto, las curvas naranjas representan encajes metaestables. Este código de colores se

respeta a lo largo de toda la sección.

4.2. Densidad espectral para la polarización ε(1)

Igual que en el caso sin masa, la densidad espectral χ(1) es más fácil de calcular, pues Ay
no se acopla a los otros modos. El cálculo es muy similar al de [35], siendo la única diferencia

que ahora la métrica inducida tiene un encaje de brana no trivial, ψ(u) 6= 0, contenido en la

nueva expresión para M . La función de correlación correspondiente es

GRyy = − 4KD7

|Ay (k0, 0)|2
ĺım
u→0

Q (u)A∗y (k0, u)A′y (k0, u) , (4.7)

donde

Q (u) ≡Mguugyy. (4.8)
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Figura 8. Gráficas de la densidad espectral χ(1) correspondientes a la polarización ε(1) normalizadas

respecto al resultado isotrópico a temperatura fija χiso(T ). Las curvas corresponden de arriba a abajo

a los ángulos ϑ = 0 (solido), π/4 (ĺınea discontinua), π/2 (ĺınea punteada). En cada grupo de curvas

los valores de la masa están dados por, de abajo a arriba en la parte derecha de la gráfica (negro a

naranja) ψH = 0, 0,53, 0,75, 0,941, 0,98. Las cuatro gráficas corresponden a los casos a/T = 4,41 (a),

12,2 (b), 86 (c), 249 (d).

La densidad espectral será entonces

χ(1) = χyy =
NcNf

2π2 |Ay (k0, 0)|2
Im ĺım

u→0
Q (u)A∗y (k0, u)A′y (k0, u) (4.9)

Y se grafica en la Figura 8. Las curvas están normalizadas con los resultados para un plasma

isotrópico a la misma temperatura.

El ĺımite de frecuencia cero de la densidad espectral de la conductividad eléctrica DC. Pa-

ra fotones con polarización ε(1), esto seŕıa la conductividad a lo largo de la dirección transversa
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Figura 9. Gráfica de la conductividad σ̃(1) correspondiente a la polarización ε(1) como función de a/T

para, de arriba a abajo, ψH = 0, 0,53, 0,75, 0,941, 0,98.

y. La cantidad

σ(1)(T ) = ĺım
k0→0

χ(1)

χ(1),iso(T )
= ĺım

k0→0
2

χ(1)

χiso(T )
(4.10)

es independiente de la masa, y por lo tanto dada por la Fig. 8 de [35]. En la Fig. 9 graficamos

la conductividad

σ̃(1) = 2 ĺım
w→0

χ(1)

8ÑD7w
(4.11)

no normalizada con el resultado isotrópico, para las distintas masas. Observamos que aumen-

tar la masa de los quarks disminuye la conductividad.

Vale la pena señalar que, como se prueba en el Apéndice A, la parte imaginaria de (4.9)

es independiente de u. La precisión numérica puede ser mejorada evaluando esta cantidad en

el horizonte en lugar de en la fontera, pues sabemos los valores anaĺıticos para las funciones

métricas y de los campos entrantes en uH.

4.3. Densidad espectral para la polarización ε(2)

Pasamos ahora a χ(2), el correlador correspondiente a ε(2). Para obtenerlo, es más fácil

trabajar en términos de los campos invariantes de norma Ei ≡ ∂iA0 − ∂0Ai. Las ecuaciones

(3.48)-(3.51) pueden ser reescritas en términos de Ei con la ayuda de la constricción

− gttk0A
′
t + gxxkxA

′
x + gzzkzA

′
z = 0 (4.12)

resultando en

E′′x +

[
(logMguugxx)′ +

(
log

gxx

gtt

)′ k2
x

u2k̄2
gxx
]
E′x +

u2k̄2

guu
Ex +

(
log

gxx

gtt

)′ kzkx
u2k̄2

gzzE′z = 0 ,

(4.13)
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E′′z +

[
(logMguugzz)′ +

(
log

gzz

gtt

)′ k2
z

u2k̄2
gzz
]
E′z +

u2k̄2

guu
Ez +

(
log

gzz

gtt

)′ kzkx
u2k̄2

gxxE′x = 0 ,

(4.14)

donde u2k̄2 ≡ −gttk2
0−gxxk2

x−gzzk2
z . La acción (4.1) puede ser reescrita también en términos

de estos campos como

Sε = −2KD7

∫
dt d~x

Mguu

−k2
0u

2k̄2

[(
−gttk2

0 − gzzk2
z

)
gxxExE

′
x + u2k

2
gyyEyE

′
y+

+ gxxgzzkxkz (ExEz)
′ +
(
−gttk2

0 − gxxk2
x

)
gzzEzE

′
z

]
u=ε

. (4.15)

Como necesitamos tomar el ĺımite ε→ 0, antes de avanzar más, necesitamos verificar que

los correladores permanezcan finitos en este ĺımite. Con este fin, usamos la expansión de la

métrica cerca de la frontera (3.58) y el encaje ψ(u) (3.59) y resolvemos las ecuaciones (4.13)

y (4.14) perturbativamente para encontrar

Ex = E(0)
x + E(2)

x cosϑu2 − 1

24

(
3

4
E(0)
x k2

0 cosϑ+

(
5− 24ψ2

1

a2

)
E(2)
x

)
cosϑa2 u4 +O

(
u6
)
,

(4.16)

Ez = E(0)
z + E(2)

x sinϑu2 + E(4)
z u4 − a2k2

0 cosϑ

16

(
E(0)
z cos θ + E(0)

x sinϑ
)
u4 log u+O

(
u6
)
.

(4.17)

Usando estas expresiones, podemos escribir (4.15) como

Sε = −2KD7

∫
dt d~x

[
L1 + L2 + L3 + Lm + . . .+O

(
u2
)]
u=ε

, (4.18)

donde

L1 = −3

4
sin2 ϑE(0)2

x − 1

4
cos2 ϑE(0)2

z − sinϑ cosϑE(0)
x E(0)

z ,

L2 =
1

3k2
0

[
1 + 5 cos 2ϑ

cosϑ
E(0)
x E(2)

x +
48

a2
tanϑE(0)

x E(4)
z − 10 sinϑE(0)

z E(2)
x +

48

a2
E(0)
z E(4)

z

]
,

L3 = −
(
E(0)
x sinϑ+ E(0)

z cosϑ
)2

log u ,

Lm =
16ψ2

1

a2k2
0

tanϑ
(
E(0)
x E(2)

x sinϑ+ E(0)
z E(2)

x cosϑ
)
, (4.19)

Y los puntos suspensivos representan los términos en la componente y con los que ya se ha

lidiado. Nótese que L1, L2, L3 son los mismos que en el caso ψ = 0 tratado en [35].

La contribución de Lm a la producción de fotones con polarización ε(2) es proporcional a

cos2 ϑ
δ2Lm
δE

(0)2
x

+ sin2 ϑ
δ2Lm
δE

(0)2
z

− 2 sinϑ cosϑ
δ2Lm

δE
(0)
z δE

(0)
x

= 0 , (4.20)
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y por lo tanto se anula idénticamente, y también lo hace el término divergente L3, como se

muestra en [35]. Obtenemos el resultado simple

χ(2) ≡ ε
µ
(2)ε

ν
(2)χµν = 16KD7Im

[
cosϑ

δ2E
(2)
x

δE
(0)2
x

− sinϑ
δ2E

(2)
x

δE
(0)2
z

]
. (4.21)

Para determinar como vaŕıan los coeficientes E
(2)
x and E

(4)
z con respecto a E

(0)
x and E

(0)
z , es

conveniente escribir las soluciones Ex y Ez como la matriz columna

E ≡

(
Ex
Ez

)
. (4.22)

Nótese que si hallamos dos vectores que sean solucion de (4.13)-(4.14), y sean linealmente

independientes, E1 y E2, tales que en la frontera se reduzcan a E1|bdry = (1 0)T y E2|bdry =

(0 1)T, la solución más general Esol estará dada por

Esol = E(0)
x E1 + E(0)

z E2 . (4.23)

Cerca de la frontera, la solución general Esol estará descrita por las expansiones (4.16) y

(4.17). De (4.23), vemos que los coeficientes correspondientes estarán dados por

E(2)
x = E(0)

x E
(2)
x,1 + E(0)

z E
(2)
x,2 , E(4)

z = E(0)
x E

(4)
z,1 + E(0)

z E
(4)
z,2 , (4.24)

donde E
(2)
x,i y E

(4)
z,i (con i=1,2) son los coeficientes para las expansiones de E1 y E2 cerca de

la frontera. De (4.24) se sigue, por ejemplo, que

δE
(2)
x

δE
(0)
x

= E
(2)
x,1

δE
(2)
x

δE
(0)
z

= E
(2)
x,2 . (4.25)

Estas expresiones pueden insertarse en (4.21). En el apéndice B describimos cómo construir

las dos soluciones lineales independientes. Alternativamente, explicamos cómo aplicar la tec-

noloǵıa desarrollada en [62] para obtener χ(2) usando los valores de los campos en el horizonte.

Como chequeo de nuestros resultados, hemos verificado que obtenemos los mismos resultados

usando ambos métodos. El resultado de este cálculo se muestra en in Fig. 10 para varios

valores de la anisotroṕıa, de los ángulos, y de las masas de los quarks.

Para fotones con polarización a lo largo de ε(2), la conductividad

σ(2)(T ) = ĺım
k0→0

χ(2)

χ(2),iso(T )
= ĺım

k0→0
2

χ(2)

χiso(T )
(4.26)

depende no sólo de la anisotroṕıa a, como era el caso de la polarización a lo largo de la

dirección y, sino también del ángulo ϑ. Debido a la normalización con el caso isotrópico no

depende de las masas de los quarks, y son por lo tanto idénticas a las mostradas en las Figs. 11

y 12 de [35]. Podemos entonces definir conductividades no normalizadas

σ̃(2) = 2 ĺım
w→0

χ(2)

8ÑD7w
, (4.27)

que dependen de las masas y se reportan en las Figs. 11 (como función de a/T para ϑ fija) y

12 (como función de ϑ para a/T fija).
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Figura 10. Gráficas de la densidad espectral χ(2) correspondientes a la polarización ε(2) normalizado

con respecto al plasma isotrópico a temperatura fija χiso(T ). Las curvas corresponden de arriba a abajo

a ϑ = 0, π/4, π/2. En cada grupo de curvas, los valores de la masa están dados por, de abajo a arriba

en el lado derecho (negro a naranja) ψH = 0, 0,53, 0,75, 0,941, 0,98. Las cuatro gráficas corresponden

a los casos a/T = 4,41 (a), 12,2 (b), 86 (c), 249 (d).

4.4. Razón total de producción de fotones

Tenemos ahora todos los ingredientes para calcular la razón total de emisión de fotones

(2.4). Convertimos esta cantidad a la razón de emisión por unidad de enerǵıa del fotón en un

ángulo infinitesimal alrededor de ϑ. Usando que el momento del fotón es tipo luz, tenemos

−1

2αEMNcNfT 3

dΓγ
d(cosϑ) dk0

=
w

2NcNfT 2

1

e2πw − 1

(
χ(1) + χ(2)

)
, (4.28)

que se grafica en la Figura 13 para distintos valores de a/T , ϑ y ψ0. El resultado isotrópico a

la misma temperatura no puede ser calculado anaĺıticamente, pues sólo tenemos una solución

numérica para ψ. Por esto, calculamos esta cantidad numéricamente y los resultados se mues-
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Figura 11. Gŕfica de la conductividad σ̃(2) correspondiente a la polarización ε(2) como función de

a/T . Los grupos de curvas corresponden, de arriba a abajo a ψH = 0, 0,53, 0,75, 0,941. Dentro de cada

grupo, graficamos los ángulos ϑ = 0 (sólido), π/4 (ĺınea discontinua), and π/2 (ĺınea punteada).
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Figura 12. Gráfica de la conductividad σ̃(2) correspondiente a la polarización ε(2) como fun-

ción del ángulo ϑ. Los grupos de curvas corresponden, de arriba a abajo, a la masa ψH =

0, 0,53, 0,75, 0,941, 0,98. Dentro de cada grupo tenemos, de abajo a arriba en el lado izquierdo de

la gráfica, a/T =1.38 (sólido), 5.9 (ĺınea discontinua), 9.25 (ĺınea discontinua-punteada), y 12.2 (ĺınea

punteada).

tran en la figura como curvas discontinuas menos finas. Observamos que, incluso en el caso

de quarks masivos, el plasma anisotrópico emite más fotones, en total, que el correspondiente

plasma isotrópico a la misma temperatura.
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Figura 13. Gráficas de la razón total de producción de fotones. Los grupos de curvas corresponden

de arriba a abajo a ψH = 0, 0,53, 0,75, 0,941, 0,98. Dentro de cada grupo graficamos los ángulos ϑ = 0

(sólido), π/4, (ĺınea discontinua), y π/2 (ĺınea punteada). Las cuatro gráficas corresponden a los casos

a/T = 4,41 (a), 12,2 (b), 86 (c), 249 (d). Las temperaturas de los cuatro casos son, respectivamente,

T = 0,33, 0,36, 0,49, 0,58. Los resultados isotrópicos a la misma temperatura y masas son las ĺıneas

discontinuas menos finas.

5. Producción de dileptones de la holograf́ıa

Si evaluamos para momentos tipo tiempo la corriente electromagnética considerada an-

teriormente, nos permitirá calcular la razón de emisión de pares leptón-antileptón que son

producidos mediante el decaimiento de fotones virtuales. Notamos de (2.6) que la razón total

de producción de dileptones es proporcional a la traza de la densidad espectral

ηµνχµν = −χtt + χxx + χyy + χzz . (5.1)
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Como la ecuación de movimiento para la componente y del campo de norma está desacoplada

de las ecuaciones para las otras componentes, podemos escribir la ecuación anterior como

ηµνχµν = χ(1) + χ(2), (5.2)

donde

χ(1) = χyy , χ(2) = −χtt + χxx + χzz. (5.3)

Las densidades espectrales son calculadas de nuevo como χµν = −2ImGRµν . Sabemos de la

holograf́ıa [10, 11] que las funciones de Green GRµν se calculan variando la acción de frontera

Sε respecto a los valores de los campos de norma en la frontera, Aµ (0):

GRµν =
δ2Sε

δAµ (0) δAν (0)

Igual que en la sección anterior, es conveniente trabajar con las cantidades invariantes de nor-

ma Ei = ∂iAt−∂tAi, en lugar de usar los campos de norma. Ahora, las derivadas funcionales

se leen

δ

δAi
=
δEi
δAi

δ

δEi
(5.4)

δ

δAt
=
δEx
δAt

δ

δEx
+
δEy
δAt

δ

δEy
+
δEz
δAt

δ

δEz
(5.5)

Como Aµ ∝ ei(k0t+~k·~x), podemos escribir ∂i → i ki y ∂t → i k0. Aśı, Ei = i(kiAt − k0Ai) y

podemos usar esto para escribir la ecuación anterior como

δ

δAi
= −ik0

δ

δEi
(5.6)

δ

δAt
= i(kx

δ

δEx
+ ky

δ

δEy
+ kz

δ

δEz
) (5.7)

Por lo tanto

GRii = −k2
0

δ2Sε

δE
(0) 2
i

i = x, y, z , (5.8)

GRtt = −k2
x

δ2Sε

δE
(0) 2
x

− k2
z

δ2Sε

δE
(0) 2
z

− 2kx kz
δ2Sε

δE
(0)
x δE

(0)
z

(5.9)

donde E
(0)
i es el campo de norma evaluado en la frontera. En la ecuación para GRtt ya hemos

usado el hecho de que ky es cero, y que la ecuación para Ey se desacopla del resto, aśı como

que Sε no contiene términos como EyEx y EyEz. Usando las ecuaciones anteriores, podemos
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escribir

χ(1) = 2 Im

[
k2

0

δ2Sε

δE
(0) 2
y

]
, (5.10)

χ(2) = −2 Im

[
(k2
x − k2

0)
δ2Sε

δE
(0) 2
x

+ (k2
z − k2

0)
δ2Sε

δE
(0) 2
z

+ 2 kx kz
δ2Sε

δE
(0)
x δE

(0)
z

]
(5.11)

O, en términos de densidades espectrales

χ(1) = χyy , χ(2) =

(
1− k2

x

k2
0

)
χxx +

(
1− k2

z

k2
0

)
χzz − 2

kxkz
k2

0

χxz. (5.12)

Este análisis será válido también para el caso de los fotones. Usando ~k = k0(sinϑ, 0, cosϑ),

(5.12) se reduce a (2.10), la misma suma que usando los vectores de polarización.

Para la producción de dileptones la parte espacial del momento estará dada por ~k =

q(sinϑ, 0, cosϑ) para q < k0, y las ecuaciones (5.10-5.11) se leerán

χ(1) = −2 ImGRyy (5.13)

χ(2) = −2 Im

[
(q2sin2ϑ− k2

0)
δ2Sε

δE
(0) 2
x

+ (q2cos2ϑ− k2
0)

δ2Sε

δE
(0) 2
z

+ 2 q2sinϑ cosϑ
δ2Sε

δE
(0)
x δE

(0)
z

]
(5.14)

Como calentamiento, comenzaremos realizando los cálculos en el ĺımite isotrópico. Esto

será usado para normalizar los resultados para el plasma anisotrópico.

5.1. Ĺımite isotrópico

En el ĺımite isotrópico (3.33) podemos usar la simetŕıa SO(3) para hacer ϑ = π/2, esto

es, alinear la componente espacial de k en la dirección x. Aśı, tenemos kx = q, ky = kz = 0

que simplifica la ecuación (5.12) en la siguiente forma:

χ(1) iso = χyy iso χ(2) iso =

(
1− q2

k2
0

)
χxx iso + χzz iso (5.15)

Calcularemos χyy iso repitiendo los mismos pasos utilizados en la producción de fotones

con polarización ε(1). Tal densidad espectral se lee

χ(1) iso

8ÑD7 w
=

χyy iso

8ÑD7 w
=

1

2πTk0 |Ay iso(u = 0)|2
Im ĺım

u→uH

Qy iso(u)A′y iso(u)A∗y iso(u) (5.16)

donde Qy iso(u) = Misog
uu
isog

yy
iso y Ay iso es solución a la ecuación (4.2), considerando kx = q.
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Figura 14. Gŕficas de las densidades espectrales χ(1) iso y χ(2) iso. Curvas de diferentes colores denotan

distintos valores de q: de abajo a arriba q =0 (azul), 1 (rojo), 2 (naranja), 3 (verde), 4 (café).

Para calcular χxx iso y χzz iso, hay dos observaciones clave. Primero, para ϑ = π/2, las

ecuaciones (4.13) y (4.14) se desacoplan de la otra, obteniendo

E′′x iso +

[
(logMisog

uu
isog

xx
iso)′ +

(
log

gxxiso

gttiso

)′ k2
x

u2k̄2
gxxiso

]
E′x iso +

u2k̄2

guuiso

Ex iso = 0 , (5.17)

E′′z iso + (logMisog
uu
isog

zz
iso)′E′z iso +

u2k̄2

guuiso

Ez iso = 0 , (5.18)

donde u2k̄2 = −gttk2
0 − gxxk2

x.

Segundo, la acción (4.15) no tendrá términos mixtos, aśı que podemos variar la acción

respecto a Ex iso y Ez iso de manera similar a como lo hicimos con Ay iso, y obtener

χxx iso

8ÑD7 w
=

k0

2πT |Ex iso(u = 0)|2
Im ĺım

u→uH

Qx iso(u)E′x iso(u)E∗x iso(u) (5.19)

χzz iso

8ÑD7 w
=

k0

2πT |Ez iso(u = 0)|2
Im ĺım

u→uH

Qz iso(u)E′z iso(u)E∗z iso(u) (5.20)

donde Qx iso(u) =
Misog

uu
iso

u2k̄2 gttisog
xx
iso y Qz iso(u) =

Misog
uu
iso

−k2
0u

2k̄2

(
−gttisok2

0 − gxxisok
2
x

)
gzz. Ex iso y Ez iso son

soluciones de (5.17) y (5.18). Estos resultados son graficados como funcion de w = k0/2πT

para varios valores de q ≡ q/2πT en Fig. 14.

– 39 –



5.2. Densidad espectral para la polarización ε(1)

La ecuación a resolver es ahora(
MguugyyA′y

)′ −Mgyy
(
gttk2

0 + gxxq2 sin2 ϑ+ gzzq2 cos2 ϑ
)
Ay = 0 , (5.21)

Habiendo resulto esto para distintos valores de q, ψH y ϑ calculamos la densidad espectral de

χ(1) ≡ χyy = − 4KD7

|Ay(k, 0)|2
Im ĺım

u→uH

Q(u)A∗y(k, u)A′y(k, u) , (5.22)

donde

Q(u) ≡Mguugyy =
e−

3
4
φ
√
BF

u

(
1− ψ2

)2√
1− ψ2 + u2Fe

φ
2ψ′2

, (5.23)

y k = (k0,~k). La parte imaginaria de (5.22) no depende de u. Esto justifica el hecho de

evaluar el ĺımite en u = uH, donde las soluciones numéricas están bajo mejor control. Los

resultados son graficados en la Fig. 15, para la densidad espectral χ(1) como función de w,

y en la Fig. 16, como función de q. En las Figs. 17 y 18, graficamos χ(1) como función del

parámetro de anisotroṕıa a/T .

5.3. Densidad espectral para la polarización ε(2)

Los campos invariantes de norma satisfacen las ecuaciones (4.13)-(4.14). Resolviendo

dichas ecuaciones para Ex y Ez perturbativamente hallamos

Ex = E(0)
x +

(
E(2)
x cosϑ+

1

2
E(0)
x (q2 − k2

0) log u

)
u2

+
1

192

(
8
(
24ψ2

1 − 5a2 + 3(q2 − k2
0)
)
E(2)
x cosϑ

−3
(
3(q2 − k2

0)2 + 3a2q2 − 2a2k2
0 + a2q2 cos 2ϑ

)
E(0)
x

)
u4

+
1

48

(
24ψ2

1 − 5a2 + 3(q2 − k2
0)
)

(q2 − k2
0)u4 log u+O

(
u6
)
, (5.24)

y

Ez = E(0)
z +

1

2
E(0)
x (q2 − k2

0)u2 log u

− 3(q2 − k2
0)[64E

(4)
z + 3E

(0)
z (q2 − k2

0)(a2 + q2 − k2
0)]

8
[
(q2 − k2

0)(2 a2 − 3 (q2 + 8ψ2
1 − k2

0)) + 3 a2 q2 cos2 ϑ
] u2

+
a2E

(0)
z q2 (q2 − k2

0) cos2 ϑ− a2 q2 cosϑ sinϑ [E
(0)
x (q2 − k2

0)− 8E
(2)
x cosϑ]

8
[
(q2 − k2

0)(2 a2 − 3 (q2 + 8ψ2
1 − k2

0)) + 3 a2 q2 cos2 ϑ
] u2

+

(
E(4)
z −

1

96
E(0)
z (a2(7q2 − 4k2

0)− 6(q2 − k2
0)(q2 + 8ψ2

1 − k2
0)) log u

)
u4
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Figura 15. Gráficas de la densidad espectral χ(1) normalizada respecto al resultado isotrópico a

temperatura fija χ(1)iso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de a/T como sigue

a/T =4.41 (azul), 12.2 (rojo), 86 (verde). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2

(discontinua-punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de q: de izquierda a derecha

es q = 0, 1, 3/2. Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo es

ψ0 = 0, 0,75, 0,941. Aśı, por ejemplo, (h) corresponde a q = 1, ψ0 = 0,941

+3a2q2
(
E(0)
x sin 2ϑ+ E(0)

z cos 2ϑ
)
u4 log u+O

(
u6
)
, (5.25)

Donde E
(0)
x , E

(2)
x , E

(0)
z y E

(4)
z son coeficientes de la expansión que no están determinados por

las ecuaciones de frontera, pero que pueden ser extráıdos de las soluciones numéricas, como

explicaremos aqúı.
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Figura 16. Gráficas de la densidad espectral χ(1) normalizada respecto al resultado isotrópico a

temperatura fija χ(1)iso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de a/T como sigue

a/T =4.41 (azul), 12.2 (rojo), 86 (verde). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2

(discontinua-punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de w: de izquierda a derecha

es w = 1/2, 1, 3/2. Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo

es ψ0 = 0, 0,75, 0,941. Aśı, por ejemplo, (f) corresponde a w = 3/2, ψ0 = 0,75

Usando estas expresiones, podemos escribir la acción de frontera como

Sε = −2KD7

∫
dt d~x

[
L1 + L2 + L3 + . . .+O

(
u2
)]
u=ε

, (5.26)
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Figura 17. Gráficas de la densidad espectral χ(1) normalizada respecto al resultado isotrópico a

temperatura fija χ(1)iso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de q como sigue

q =0 (morado), 1/2 (magenta), 1 (verde). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2

(discontinua-punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de w: de izquierda a derecha

es w = 1/2, 1, 3/2. Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo

es ψ0 = 0, 0,75, 0,941. Aśı, por ejemplo, (f) corresponde a w = 3/2, ψ0 = 0,75

donde

L1 = A1E
(0) 2
x +B1E

(0) 2
z + C1E

(0)
x E(0)

z ,

L2 = A2E
(0)
x E(2)

x +B2E
(0)
x E(2)

x + C2E
(0)
x E(2)

x +D2E
(0)
x E(2)

x ,

L3 = − log u

k2
0

[
(E(0) 2

x + E(0) 2
z ) k2

0 + (E(0)
x cosϑ− E(0)

z sinϑ)2 q2
]
, (5.27)
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Figura 18. Gráficas de la densidad espectral χ(1) normalizada respecto al resultado isotrópico a tem-

peratura fija χ(1)iso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de w como sigue w =1/2

(negro), 1 (café), 3/2 (azul). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2 (discontinua-

punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de q: de izquierda a derecha es w = 0, 1/2, 1.

Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo es ψ0 = 0, 0,75, 0,941.

Aśı, por ejemplo, (f) corresponde a w = 3/2, ψ0 = 0,75

además Ai, Bi, Ci (i = 1, 2) y D2 están dadas por

A1 =
(q2 − k2

0)(2a2 − 3(q2 − k2
0 + 8ψ2

1))

2(q2 − k2
0)(q2 − k2

0 + 8ψ2
1)− 6a2 q2 cos2 ϑ

+
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Figura 19. Gráficas de la densidad espectral χ(2) normalizada respecto al resultado isotrópico a

temperatura fija χ(2)iso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de a/T como sigue

a/T =4.41 (azul), 12.2 (rojo), 86 (verde). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2

(discontinua-punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de q: de izquierda a derecha

es q = 0, 1, 3/2. Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo es

ψ0 = 0, 0,75, 0,941. Aśı, por ejemplo, (h) corresponde a q = 1, ψ0 = 0,941

+
6a2q4cos4ϑ− q2cos2ϑ[6(q2 − k2

0)(q2 − k2
0 + 8ψ2

1)− a2(4q2 − 10k2
0) + 3a2q2cos2ϑ]

4k2
0[(q2 − k2

0)(2a2 − 3(q2 − k2
0 + 8ψ2

1)) + 3a2q2cos2ϑ]
,

B1 =

(
(5a2 + 15q2 + 48ψ2

1 − 15k2
0)(q2 − k2

0)− 3a2q2cos2ϑ
)

(q2sin2ϑ− k2
0)

4k2
0[(q2 − k2

0)(2a2 − 3(q2 − k2
0 + 8ψ2

1)) + 3a2q2cos2ϑ]
,

C1 =
q2[3(7q2 − 7k2

0 + 32ψ2
1)(q2 − k2

0)− 2a2(q2 + 2k2
0)− 6a2q2 cos 2ϑ] sin 2ϑ

8k2
0((q2 − k2

0)(2a2 − 3(q2 − k2
0 + 8ψ2

1)) + 3a2q2cos2ϑ)
,
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Figura 20. Gráficas de la densidad espectral χ(2) normalizada respecto al resultado isotrópico a

temperatura fija χ(2)iso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de a/T como sigue

a/T =4.41 (azul), 12.2 (rojo), 86 (verde). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2

(discontinua-punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de w: de izquierda a derecha

es w = 1/2, 1, 3/2. Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo

es ψ0 = 0, 0,75, 0,941. Aśı, por ejemplo, (f) corresponde a w = 3/2, ψ0 = 0,75

A2 =
2 cosϑ[3(q2 − 2k2

0)(q2 − k2
0 + 8ψ2

1)− a2(5q2 − 4k2
0)− q2(5a2 − 3(q2 − k2

0 + 8ψ2
1)) cos 2ϑ]

k2
0[6(q2 − k2

0)(q2 + 8ψ2
1 − k2

0)− a2(7q2 − 4k2
0)− 3a2q2 cos 2ϑ]

,

B2 = − 48q2 sin 2ϑ

k2
0[6(q2 − k2

0)(q2 − k2
0 + 8ψ2

1)− a2(7q2 − 4k2
0)− 3a2q2 cos 2ϑ]

,
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Figura 21. Gráficas de la densidad espectral χ(2) normalizada respecto al resultado isotrópico a

temperatura fija χ(2)iso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de q como sigue

q =0 (morado), 1/2 (magenta), 1 (verde). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2

(discontinua-punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de w: de izquierda a derecha

es w = 1/2, 1, 3/2. Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo

es ψ0 = 0, 0,75, 0,941. Aśı, por ejemplo, (f) corresponde a w = 3/2, ψ0 = 0,75

C2 =
4q2(5a2 − 3(q2 − k2

0 + 8ψ2
1))cos2ϑ sinϑ

k2
0[6(q2 − k2

0)(q2 − k2
0 + 8ψ2

1)− a2(7q2 − 4k2
0)− 3a2q2 cos 2ϑ]

,

D2 =
96(q2 sin2 ϑ− k2

0)

k2
0[6(q2 − k2

0)(q2 − k2
0 + 8ψ2

1)− a2(7q2 − 4k2
0)− 3a2q2 cos 2ϑ]

. (5.28)
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Figura 22. Gráficas de la densidad espectral χ(2) normalizada respecto al resultado isotrópico a tem-

peratura fija χ(2)iso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de w como sigue w =1/2

(negro), 1 (café), 3/2 (azul). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2 (discontinua-

punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de q: de izquierda a derecha es w = 0, 1/2, 1.

Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo es ψ0 = 0, 0,75, 0,941.

Aśı, por ejemplo, (f) corresponde a w = 3/2, ψ0 = 0,75

Las contribuciones de L1 y L3 a las funciones de Green son reales, aśı que no entran en

el cálculo de χ(2). Definiendo

S2 = −2KD7

∫
dt d~xL2 ,
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podemos escribir

δ2S2

δE
(0) 2
x

= 2A2
δE

(2)
x

δE
(0)
x

+ 2B2
δE

(4)
z

δE
(0)
x

,

δ2S2

δE
(0) 2
z

= 2C2
δE

(2)
x

δE
(0)
z

+ 2D2
δE

(4)
z

δ
,

δ2S2

δE
(0)
x δE

(0)
z

= A2
δE

(2)
x

δE
(0)
z

+B2
δE

(4)
z

δE
(0)
z

+ C2
δE

(2)
x

δE
(0)
x

+D2
δE

(4)
z

δE
(0)
x

. (5.29)

Usando la expresión expĺıcita para los coeficientes, uno puede mostrar que

χ(2) = 16KD7 Im

cosϑ
δE

(2)
x

δE
(0)
x

+
6a2q2 cos2 ϑ sinϑ δE

(2)
x

δE
(0)
z

+ 48(q2 − k2
0) δE

(4)
z

δE
(0)
z

6(q2 − k2
0)(q2 − k2

0 + 8ψ2
1)− a2(7q2 − 4k2

0)− 3a2q2 cos 2ϑ

 .

(5.30)

Cuando q = k0, esta expresión se reduce a (4.21), la expresión usada para calcular la razón

de producción de fotones.

Habiendo checado que no habrán contribuciones divergentes para los correladores, po-

demos proceder como en la sección 4.3, para hallar la manera en que E
(2)
x yE

(4)
z vaŕıan con

respecto a E
(0)
x y E

(0)
z . Alternativamente, para calcular la derivada funcional δ2Sε

δE
(0)
i δE

(0)
j

, po-

demos comenzar escribiendo (4.13) y (4.14) de forma compacta como la ecuación matricial

M−1
(
ME′

)′
+ f(u)1 ·E = 0 , (5.31)

donde

M≡ −M guu

k2
0u

2k̄2

(
(−gttk2

0 − gzzk2
z)k

2
x gxxgzzkxkz

gxxgzzkxkz (−gttk2
0 − gxxk2

x)k2
z

)
, f(u) ≡ u2k̄2

guu
. (5.32)

y E está definido en (4.22). Usando esta misma matriz escribimos la acción de forntera

(excluyendo la parte con AyA
′
y) como

Sε = −2KD7

∫
d4xν

[
ETME′

]
u=ε

. (5.33)

Nótese que si consideramos las dos soluciones linealmente independientes de (5.31), E1

y E2 que utilizamos en la sección 4.3, y las acomodamos como columnas de la matriz 2 × 2

E ≡ (E1 E2), entonces, dado que (5.31) es lineal, podemos escribir la solución general (4.23)

como

Esol = E

(
E

(0)
x

E
(0)
z

)
. (5.34)
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Usando (5.34) podemos escribir la acción de frontera (5.33) como

Sε = −2KD7

∫
dt d~x

[
(E(0)

x E(0)
z )ME ′

(
E

(0)
x

E
(0)
z

)]
u=ε

, (5.35)

donde se ha usado el hecho que E se vuelve la matriz identidad en la frontera. De (5.35)

vemos que la variación δ2Sε

δE
(0)
i δE

(0)
j

, y por lo tanto la función de Green GR
ij , está dada por la

componente ij de la matriz ME ′. En el apéndice B veremos que esta manera de escribir

la variación de la acción permite expresar la parte imaginaria del integrando en (5.35), que

es todo lo que necesitamos para calcular las densidades espectrales, en términos de cantida-

des independientes de u. La evaluación podrá hacerse en el horizonte, donde las soluciones

numéricas están bajo un mejor control.

Con estas bases sentadas, usamos estas expresiones para obtener numéricamente χ(2) para

distintos valores de q, ψH y ϑ. Estos resultados son graficados en la Fig. 19, para la densidad

espectral χ(2) como función de w, y en la Figura 20, como función de q. En las Figuras 21 y

21, graficamos χ(2) como función del parámetro de anisotroṕıa a/T .

5.4. Razón total de producción de dileptones

En la Figura 23, graficamos la traza de la densidad espectral χµµ como función de w,

normalizada con la correspondiente χµµ iso para un plasma isotrópico a la misma temperatura.

La misma cantidad es graficada en la Figura 24, como función de q. En las Figuras 25 y 26,

graficamos esta misma cantidad como función del parámetro de anisotroṕıa a/T .

6. Discusión

En este trabajo estudiamos dos sondas fenomenológicas importantes de un plasma an-

isotrópico fuertemente acoplado, a saber, la producción de fotones y de dileptones en el medio.

Para modelar el plasma con acoplamiento fuerte, hemos usado la solución de agujero negro

anisotrópico encontrada en [41, 42]. Esta geometŕıa es estática, regular dentro y sobre el ho-

rizonte, y asintóticamente AdS. El equilibrio anisotrópico se debe a un campo de axión en el

bulto, correspondiente en la teoŕıa de norma a una deformación marginalmente relevante de

la acción para SYM con N = 4. La inserción de D7-branas de sabor en este fondo nos ha per-

mitido acoplar los campos adjuntos con N = 4 a campos en la representación fundamental,

que hemos llamado “quarks”.

Primero, hemos completado el cálculo de la razón de producción de fotones iniciada en

[35], donde el plasma de los campos adjuntos con N = 4 estaba acoplado a quarks sin masa.

Aqúı hemos permitido a estos campos tener masas no nulas, haciendo nuestro análisis más

próximo a las condiciones reales alcanzadas en los experimentos en RHIC y LHC. Segundo,
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Figura 23. Gráficas de la densidad espectral χµµ normalizada respecto al resultado isotrópico a tempe-

ratura fija χµµiso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de a/T como sigue a/T =4.41

(azul), 12.2 (rojo), 86 (verde). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2 (discontinua-

punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de q: de izquierda a derecha es q = 0, 1, 3/2.

Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo es ψ0 = 0, 0,75, 0,941.

Aśı, por ejemplo, (h) corresponde a q = 1, ψ0 = 0,941

hemos considerado la posibilidad de que el plasma emita estos campos fundamentales en

pares, que con un ligero abuso de notación hemos llamado “dileptones”, y calculamos su

razón de producción.

Los resultados principales de nuestro análisis pueden ser resumidos como sigue. En la
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Figura 24. Gráficas de la densidad espectral χµµ normalizada respecto al resultado isotrópico a

temperatura fija χµµiso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de a/T como sigue

a/T =4.41 (azul), 12.2 (rojo), 86 (verde). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2

(discontinua-punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de w: de izquierda a derecha

es w = 1/2, 1, 3/2. Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo

es ψ0 = 0, 0,75, 0,941. Aśı, por ejemplo, (f) corresponde a w = 3/2, ψ0 = 0,75

producción de fotones, hemos visto que, en general, un plasma anisotrópico brilla más inten-

samente que su contraparte isotrópica a la misma temperatura, tanto en el caso de campos

fundamentales sin masa, como se vio en [35], como en el caso de campos fundamentales masi-

vos. Más aún, incrementar la masa de estos campos resulta en un decremento en la razón de

producción de fotones, y la conductividad DC del plasma, como podŕıa anticiparse de manera
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Figura 25. Gráficas de la densidad espectral χµµ normalizada respecto al resultado isotrópico a

temperatura fija χµµiso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de q como sigue

q =0 (morado), 1/2 (magenta), 1 (verde). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2

(discontinua-punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de w: de izquierda a derecha

es w = 1/2, 1, 3/2. Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo

es ψ0 = 0, 0,75, 0,941. Aśı, por ejemplo, (f) corresponde a w = 3/2, ψ0 = 0,75

general. Esto sucede igualmente en el plasma isotrópico considerado en [21].

En cuanto a la producción de dileptones, el análisis es más complicado por la presencia de

un parámetro extra, la magnitud de la parte espacial del momento, q. Hemos estudiado enton-

ces la razón total de producción de dileptones, normalizada respecto a un plasma isotrópico a
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Figura 26. Gráficas de la densidad espectral χµµ normalizada respecto al resultado isotrópico a tem-

peratura fija χµµiso(T ). Curvas de distintos colores denotan distintos valores de w como sigue w =1/2

(negro), 1 (café), 3/2 (azul). Los ángulos son ϑ = 0 (sólido), π/4 (discontinua), π/2 (discontinua-

punteada). Las columnas corresponden a valores distintos de q: de izquierda a derecha es w = 0, 1/2, 1.

Las filas corresponden a distintos valores de la masa del quark: de arriba a abajo es ψ0 = 0, 0,75, 0,941.

Aśı, por ejemplo, (f) corresponde a w = 3/2, ψ0 = 0,75

la misma temperatura, primero como función de la frecuencia w para valores fijos de q (véase

Figura 23), y luego como función de q para valores fijos de w (véase Figura 24). Para valores

fijos de q, hemos visto que la razón anisotrópica es más alta que la contraparte isotrópica

a frecuencias bajas (mientras más grande es la anisotroṕıa, más grande es la desviación) y

tiende al resultado isotrópico a frecuencias grandes. Más aún, la producción para momentos
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a lo largo de la dirección anisotrópica z es siempre más grande que cuando los momentos

están contenidos en el plano transverso xy. Aumentar la masa del quark y/o q aumenta la

desviación respecto al correspondiente resultado isotrópico. Para valores fijos de w, hemos

hallado que para momento espacial pequeño la razón de producción no depende de la masa

del quark, ni del ángulo, sino solamente de la anisotroṕıa y de w. La producción a lo largo de

la dirección anisotrópica es siempre una función creciente en q (en el régimen de los valores

que hemos explorado), mientras que la producción a lo largo del plano transverso puede ser

creciente o decreciente, según el valor de w.

La dependencia de la razón de producción de dileptones en el grado de anisotroṕıa está de-

tallada en las Figuras 25 y 26. Hallamos que en general la razón anisotrópica es mayor que

la isotrópica, pero si la masa del quark y w son lo suficientemente grandes hay un rango de

anisotroṕıas en que puede ser más pequeño.

Aunque hemos usado una fuente muy espećıfica de anisotroṕıa, a saber, un axión no

trivial, esperamos que nuestros resultados sean bastante generales. Observamos que de hecho,

las ecuaciones de movimiento para los campos de norma (3.48)-(3.51) dependen únicamente

de la métrica y del dilaton. Esto significa que cualquier fuente de anisotroṕıa que de origen a

un dilatón y métrica similares (y sin campo de Kalb-Ramond) producirá resultados cualitati-

vamente similares para las razones de produción de fotones y dileptones. Seŕıa interesante, sin

embargo, calcular estas cantidades en tantos fondos anisotrópicos como sea posible, incluyen-

do, por ejemplo el de [39, 40], para entender qué caracteŕısticas son realmente independientes

de modelo y por lo tanto tienen mayor probabilidad de ser observadas en el QGP del mundo

real.

Una cosa que queda abierta es determinar cuál es el valor máximo de ψH que resulta en un

encaje estable de las D7-branas de sabor. Para responder esta pregunta uno necesita realizar

un análisis cuidadoso de la transición de fase entre los encajes de las branas de agujero negro

y de Minkowski [48]. Esto requiere comparar la enerǵıa libre del sistema en dos fases. Para

hacerlo, uno necesitaŕıa realizar partiendo de cero el proceso de renormalización que se lleva

a cabo en [65] para la gravedad de axión-dilatón, esta vez incluyendo también la acción DBI

para las branas. En principio, los ĺımites UV (ε→ 0) y de branas de prueba (Nf/Nc → 0) no

conmutan. Esto es pues el dilatón de [41, 42] se anula en la frontera, y la introducción de D7-

branas adicionales es fuente de un dilatón que “explota” antes de llegar a la frontera; véase

por ejemplo [66]. Esto significa que sin importar cuán pequeño sea Nf/Nc, eventualmente

sobrepasa a lo asintótico y uno no puede simplemente intentar renormalizar la acción de la

D7-brana en el fondo anisotrópico fijo (como se hace evidente en el hecho de que parecen no

haber suficientes contratérminos para cancelar todas las divergencias).
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A. Correladores en espacio de Minkowski en AdS/CFT

La receta principal de la correspondencia anti-de Sitter/teoŕıa de campo conforme (AdS/CFT

por sus sigles en inglés) [9], que nos permite calcular los correladores en la CFT en la frontera,

fue originalmente formulada para signatura euclideana [10, 11], y ha sido usada exitosamente

desde entonces. Trabajar en signatura euclideana es una práctica común, que suele no llevar a

restricciones pues los resultados obtenidos pueden ser extendidos por continuación anaĺıtica al

espacio de Minkowski. En varios casos, sin embargo, resulta indispensable extraer resultados

directamente de la AdS/CFT en signatura Lorentziana. Muchas propiedades importantes de

las teoŕıas de norma a temperaturas y densidades finitas solo pueden ser obtenidas de las

funciones de Green en tiempo real. En principio, podŕıa intentarse evitar la formulación de

la AdS/CFT en el espacio de Minkowski trabajando en la signatura euclideana y utilizan-

do propiedades anaĺıticas de las funciones de Green para encontrar propagadores en tiempo

real, pero en la práctica esto no es útil pues la continuación anaĺıtica sólo es posible cuando

se conocen los correladores euclideanos para todas las frecuencias de Matsubara. Como los

cálculos de gravedad suelen involucrar aproximaciones, tener expresiones exactas para todos

los modos de Matsubara suele estar fuera de alcance.

A.1. Correladores térmicos de Minkowski

Considere una teoŕıa cuántica de campos a temperatura finita. Sea Ô un operador local

arbitrario, que asumimos bosónico. En el espacio de Minkowski, el correlador retardado de Ô
está definido por:

GR(k) = −i
∫
d4xe−ik·xΘ(t)

〈
[Ô(x), Ô(0)]

〉
, (A.1)

(usamos la convención de la métrica -+++, y t ≡ x0). En el espacio de Minkowski, existen

otras funciones de Green térmicas que pueden ser de interés, como el correlador adelantado

GA(k), la función de Wightman simetrizada G(k) y el propagador de Feynman GF (k). Sin
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embargo, si GR(k) es conocido, los demás correladores pueden calcularse fácilmente de éste.

Por ello nos enfocamos en él.

A.2. Receta para AdS/CFT en Minkowski

A.2.1. Dificultades con AdS/CFT en Minkowski

Recordemos primero la formulación de la correspondencia AdS/CFT en espacio Eucli-

deano. En la correspondencia AdS/CFT, la teoŕıa cuántica de campo cuatro-dimensional vive

en la frontera del espacio AdS. Suponga que un campo del bulto φ está acoplado a un ope-

rador Ô en la frontera de manera que el lagrangiano de interacción es φÔ. En este caso, la

correspondencia AdS/CFT está enunciada formalmente como la igualdad〈
e
∫
∂M φ0Ô

〉
= e−Scl[φ] , (A.2)

donde el lado izquierdo es la funcional generadora para correladores de Ô en la teoŕıa de

campo en la frontera (i.e., SYM con N = 4 y grupo de norma SU(Nc) con Nc grande y

acoplamiento de ’t Hooft grande), y el exponente del lado derecho es la acción de la solución

clásica a la ecuación de movimiento de φ en el bulto con la condición de frontera φ|u=0 = φ0.

Uno puede intentar escribir formalmente la versión en espacio de Minkowski de la AdS/CFT

como la equivalencia 〈
ei

∫
∂M φ0Ô

〉
= eiScl[φ] . (A.3)

Sin embargo, inmediatamente surge un problema. En la versión euclideana, la solución clásica

φ está determinada uńıvocamente por su valor φ0 en la frontera u = 0 y el requerimiento de

regularidad en el horizonte u = uH. Correspondientemente, el correlador Euclideano obtenido

usando la correspondencia es único, En contraste, en el espacio de Minkowski, el requerimiento

de regularidad en el horizonte es insuficiente; para seleccionar una solución se necesita una

condición de frontera más refinada. Una condición de frontera que surge de la f́ısica del sistema

es la de onda entrante, en la que las ondas sólo pueden viajar a la región dentro del horizonte

de las branas negras, pero no pueden ser emitidas desde ella. Podemos sospechar que esta

condición de frontera corresponde a la función de Green retardada. Sin embargo, aún después

de imponer la condición de onda entrante la ecuación (A.3) sigue sin funcionar.

Para ver dónde yace el problema, comenzamos por escribir la parte de AdS de la métrica

como

ds2 = guudu
2 + gµν(u)dxµdxν . (A.4)

Consideremos fluctuaciones de un escalar en este fondo. La acción del escalar será

S = K

∫
d4x

∫ uH

uB

du
√
−g
[
guu(∂uφ)2 + gµν∂µφ∂νφ+m2φ2

]
, (A.5)
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donde K es una constante de normalización y m es la masa del escalar. Los ĺımites de inte-

gración en u son la frontera uB y el horizonte uH. La ecuación linealizada para φ,

1√
−g

∂u(
√
−gguu∂uφ) + gµν∂µ∂νφ−m2φ = 0 (A.6)

debe ser resuelta con condición de frontera fija en uB. La solución es

φ(u, x) =

∫
d4k

(2π)4
eik·xfk(u)φ0(k), (A.7)

donde φ0(k) está determinada por la condición de frontera,

φ(uB, x) =

∫
d4k

(2π)4
eik·xφ0(k), (A.8)

y fk(u) es la solución a la ecuación de modos

1√
−g

∂u(
√
−gguu∂ufk)− (gµνkµkν +m2)fk = 0, (A.9)

con valor unitario en la frontera fk(uB) = 1 y que satisface la condición de frontera de onda

entrante en u = uH. La acción en la capa de masa (i.e. para soluciones clásicas) se reduce a

los términos de superficie

S =

∫
d4k

(2π)4
φ0(−k)F(k, u)φ0(k)

∣∣∣∣u=uH

u=uB

, (A.10)

donde

F(k, u) = K
√
−gguuf−k(u)∂ufk(u) . (A.11)

Ahora, si tratamos de hacer la identificación (A.3), la función de Green puede ser obtenida

tomando la segunda derivada de la acción clásica respecto a los valores de φ en la frontera.

De la ecuación (A.10), esta función de Green es

G(k) = −F(k, u)|u=uH
u=uB

−F(−k, u)|u=uH
u=uB

. (A.12)

Uno puede ver, sin embargo, que esta cantidad es completamente real, y por lo tanto no puede

ser un candidato a la función de Green retardada, que es en general una función compleja.

De hecho, notando que f∗k (u) = f−k(u) (esto es porque f∗k (u) es solución de (A.9) y satisface

la condición de onda entrante), uno ve que la parte imaginaria de F(k, u) es proporcional al

flujo conservado

ImF(k, u) =
K

2i

√
−gguu[f∗k∂ufk − fk∂uf∗k ] , (A.13)

y por lo tanto, ImF(k, u) es independiente de la coordenada radial, es decir, ∂uImF = 0.

Por esto, en cada término del lado derecho de (A.12), la parte imaginaria en el horizonte
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u = uH cancela completamente a la parte imaginaria en el horizonte u = uB. Debemos

aclarar una situación con el término de frontera en el horizonte. Es comúnmente pensado

que este término oscila, y por lo tanto se promedia a cero. Sin embargo, este no es el caso

si se mantiene consistentemente la condición de onda entrante. Podemos intentar evadir este

problema desechando la contribución del horizonte, conservando únicamente los términos en la

frontera. Sin embargo, ahora las partes imaginarias de los dos términos en (A.12) se cancelan

mutuamente: de la realidad de la ecuación de campo uno puede mostrar F(−k, u) = F∗(k, u).

Por lo tanto, la G(k) resultante sigue siendo real. Parece que derivando la acción clásica, uno

no puede obtener la función de Green retardada, que es en general, compleja.

A.2.2. La receta para Minkowski

Circundaremos las dificultades mencionadas arriba haciendo la siguiente conjetura

GR(k) = −2F(k, u)|uB , (A.14)

que parece natural, pero por las razones explicadas arriba, no se sigue estrictamente de una

identidad del tipo (A.3). La justificación para (A.14) es que funciona en todos los casos en que

es posible verificarla. La receta para calcular las funciones de Green retardadas es formulada

como sigue:

1. Hallar una solución a la ecuación de modos (A.9) con las siguientes propiedades:

• La solución es igual a 1 en la frontera u = uB

• Para momentos tipo tiempo, la solución tiene una expresión asintótica correspondiente

a la onda entrante en el horizonte. Para momentos tipo espacio, la solución es regular en el

horizonte.

2. La función retardada de Green está entonces dada por G = −2F∂M , donde F está dada

por (A.11). Solo debe ser tomada la contribución de la frontera. Los términos de superficie

procedentes del horizonte, o más precisamente de la parte infrarroja de la geometŕıa del fondo

(correspondientes a la “posición de las branas”) deben desecharse. Esta parte de la métrica

influye en el correlador sólo mediante las condiciones de frontera impuestas al campo en el

bulto φ. Como la parte imaginaria de F(k, u) es independiente de la coordenada radial, ImGR

puede calcularse evaluando ImF(k, u) en cualquier valor conveniente de u. En particular,

puede ser calculado en el horizonte.

A.2.3. La receta aplicada a nuestro problema

Una manera de resumir los puntos anteriores es como sigue:
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i) De la acción clásica para φ, extraer la función B(u) que queda frente a (∂uφ)2 en el

término cinético,

Scl =
1

2

∫
du d4xB(u)(∂uφ)2 + ... (A.15)

ii) Especificar la condición de frontera de onda entrante para todas las componentes de

Fourier φq con q tipo tiempo.

iii)La función de Green térmica retardada es

GR(k) = B(u)f∗k (u)∂fk(u)|u→0 . (A.16)

Donde hemos usado f−k = f∗k (u), consecuencia de imponer la condición de onda entrante.

En nuestro caso, deseamos calcular las funciones de Green térmicas para las corrientes

electromagnéticas GRij ∼ 〈JEM
i , JEM

j 〉. Ilustramos aqúı el caso GRyy, por estar estos modos

desacoplados de los demás.

Scl = −2KD7

∫
dt d~x

[
Mguu

(
gyyA′ 2y + ...

)]
u→0

, (A.17)

Claramente tendremos

B(u) = −4KD7Q(u) , (A.18)

donde Q(u) ≡Mguugyy. Con esto, la función de Green térmica retardada estará dada por

GRyy = −4KD7 Q (u)
A∗y (k, u)

|Ay (k, 0)|
∂uAy (k, u)

|Ay (k, 0)|

∣∣∣∣
u→0

. (A.19)

Los términos |Ay (k, 0)| garantizan que los modos de Fourier que tomamos están normalizados

para ser unitarios en la frontera. Finalmente, podemos escribirlo en la forma

GRyy = − 4KD7

|Ay (k, 0)|2
ĺım
u→0

Q (u)A∗y (k, u)A′y (k, u) , (A.20)

que es la que aparece en el texto.

B. Soluciones para E1 y E2

En este apéndice describimos cómo construir las dos soluciones lineales independientes

que usamos en la subsección (5.3).

Cuando resolvemos la ecuación de movimiento para (4.22) cerca del horizonte, propone-

mos que los campos Ei se comportan como

Ei(u) = (uH − u)νei(u) , i = x, z , (B.1)
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donde ei(u)es alguna función regular en uH. Obtenemos que el exponente ν para ambas

componentes de este vector es el mismo que para el modo Ay, a saber ν = ±iw/2. Tras

imponer la condición de onda entrante (escogiendo el signo negativo para ν), el resto de

la serie de potencias está determinado linealmente por el valor de E en el horizonte EH.

Integrando desde el horizonte usando cualquier elección de tal vector EH equivale a elegir una

solución particular de la ecuacion de movimiento (5.31), que es lineal. La solución general

puede ser escrita entonces como combinación lineal de cualquiera dos soluciones linealmente

independientes Ea = (Ex,a, Ez,a)
T y Eb = (Ex,b, Ez,b)

T . Usando cualquiera dos soluciones

Ea y Eb podemos construir la matriz E mencionada anteriormente:

E ≡ (E1E2) = (EaEb)I , (B.2)

donde la matriz I está dada por

I = (EaEb)|−1
bdry . (B.3)

Esto vuelve a E una matriz cuyas columnas son soluciones a (5.31) y satisfacen la propiedad

deseada

E|bdry =

(
1 0

0 1

)
. (B.4)

Usando (B.2) y (4.23) podemos escribir

Esol = (EaEb)I

(
E

(0)
x

E
(0)
z

)
, (B.5)

E′sol = (E′aE
′
b)I

(
E

(0)
x

E
(0)
z

)
, (B.6)

y utilizarlo para eescribir la acción de frontera (5.33), como

Sε = −2KD7

∫
d4xν

[
(E(0)

x , E(0)
z )M(E′aE

′
b)I

(
E

(0)
x

E
(0)
z

)]
u=ε

, (B.7)

donde usamos (B.4). Si definimos la matriz

C =M(E′aE
′
b)|BdryI , (B.8)

podemos ver que

δ2Sε

δE
(0) 2
x

= −2KD7 · 2Cxx , (B.9)

δ2Sε

δE
(0) 2
z

= −2KD7 · 2Czz , (B.10)

δ2Sε

δE
(0)
z δE

(0)
x

= −2KD7 · (Czx + Cxz) . (B.11)
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Utilizando la tecnoloǵıa desarrolada en [62], veremos ahora como obtener las partes ima-

ginarias de las componentes de C, en términos de cantidades que pueden ser calculadas en el

horizonte, de manera que toda la información de la frontera esté codificada exclusivamente en

I. En lo subsecuente, usaremos que la matriz C̃ ≡
(
E†ME ′ − E† ′ME

)
es independiente de la

coordenada u. Para probar esto, comenzamos por multiplicar (5.31) por M por la izquierda,

obteniendo (
ME′

)′
+ f(u)ME = 0 , (B.12)

lo que implica que la ecuación (
ME ′

)′
+ f(u)ME = 0 (B.13)

sigue siendo válida para la matriz E .

Si multiplicamos (B.13) por la izquierda por E†, y la restamos del complejo conjugado de

(B.13) multiplicado por la derecha por E , el resultado es

E†
(
ME ′

)′ − (E†′M)′ E = 0. (B.14)

Como

E†
(
ME ′

)′ − (E†′M)′ E =
(
E†ME ′ − E†′ME

)′
, (B.15)

la ecuación (B.14) prueba que la matriz C̃ ≡
(
E†ME ′ − E†′ME

)
es independiente de u.

La utilidad de la matriz C̃ y su independencia de u es manifiesta notando que, dado que

E se reduce a la matriz identidad en la frontera,

C̃ =
(
E†ME ′ − E†′ME

)
|H =

(
E†ME ′ − E† ′ME

)
|bdry

=
(
ME ′ − E† ′M

)
|bdry

= C − C†. (B.16)

Con (B.16), tenemos

C̃xx = 2iImCxx (B.17)

C̃zz = 2iImCzz (B.18)

C̃xz + C̃zx = 2iIm(Cxz + Czx), (B.19)

con lo que conseguimos el resultado deseado de escribir las partes imaginarias de correladores

los correladores entérminos de M y E evaluado en el horizonte, dejando sólo a I (que forma

parte de la definición de E) evaluada en la frontera.
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Para obtener una expresión para χ(2), insertamos (B.9-B.11) en (5.11), y usando (B.17-

B.19), escribimos

χ(2) = 4iKD7

(
(k2

0 − q2 sin2 θ)C̃xx + (k2
0 − q2 cos2 θ)C̃zz − 2q2 cos θ sin θ(C̃xz + C̃zx)

)
(B.20)

Usando la definición Ñ = 1
4NcNfT

2, podemos escribir

χ(2)

8ÑD7w
= − 1

4πTk0i

(
(k2

0 − q2 sin2 ϑ)C̃xx + (k2
0 − q2 cos2 ϑ)C̃zz − 2q2 cosϑ sin θ(C̃xz + C̃zx)

)
(B.21)
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