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Resumen

Para conocer las propiedades de los sistemas cudnticos reales tales como los super-
conductores cupratos, peliculas de helio cuatro o de los excitones en semiconductores
multicapas, es necesario conocer las propiedades de las particulas cudnticas fermioni-
cas o bosénicas dentro de las estructuras periddicas que las contienen. Las propiedades
de los sistemas son una consecuencia del efecto combinado de las interacciones entre
las particulas y de las constricciones espaciales. En esta tesis reportamos los efectos
que ocasionan sélo las estructuras periddicas multicapas sobre las propiedades de un
gas cudntico de bosones, dejando para un trabajo futuro calcular el efecto combinado
de las interacciones y las restricciones espaciales. El trabajo se aborda simulando la es-
tructura de capas periddicas mediante la aplicacién de un potencial de Kronig-Penney
en una de las tres direcciones de movimiento del gas de bosones, mientras que en las
otras dos direcciones los bosones son libres. Mediante la solucién de la ecuacién de
Schrodinger obtenemos el espectro de energias y las funciones de onda asociadas a las
particulas. Con la relacioén de dispersion de las particulas y a través del gran potencial
termodindmico, obtenemos algunas propiedades termodindmicas usando la estadisti-
ca de Bose-Einstein. Primeramente calculamos la temperatura critica de condensacién
Bose-Einstein T, la cual reportamos para diferentes valores de intensidad y periodo
espacial del potencial. También estudiamos el comportamiento de las capacidades ca-
lorificas especificas a volumen y presion constante, asi como las velocidades del sonido
isotérmica y adiabdtica, como funciones de la temperatura, para diferentes valores de
los pardmetros del potencial.

Algunos de los resultados mds importantes que obtenemos son: a) la 7, es diferente
de cero independientemente de la magnitud finita del potencial, es decir, no existen va-
lores finitos de la magnitud del potencial para los cuales desaparezca la condensacién
Bose-Einstein. Ademds encontramos que la 7;. es proporcional a la raiz cuadrada de
la magnitud del potencial cuando éste es muy grande; b) el calor especifico isocdrico
crece mondtonamente hasta alcanzar un pico en 7. < Ty, con Ty la temperatura critica
para un gas ideal de bosones tridimensional libre. Sin embargo a temperaturas mayo-
res que T el calor especifico puede presentar una estructura compleja, con un par de
maximos y un minimo que hacen evidente la existencia de un “crossover” dimensional
en el sistema, cuando el gas de bosones pasa de un comportamiento tridimensional a
uno bidimensional y regresa al tridimensional conforme aumenta la temperatura. Se-
mejante cruce dimensional estd intimamente relacionado con la estructura de bandas
del espectro de energia que describimos en detalle. El calor especifico isobdrico, por su
parte, hereda la estructura del calor especifico isocdrico, pero diverge para temperaturas
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menores que T, pues es proporcional a la compresibilidad isotérmica la cual es infinita
debajo de la temperatura de condensacion Bose-Einstein. Finalmente encontramos que
la velocidad del sonido adiabitica es aproximadamente proporcional a T>/* para tem-
peraturas menores que 7, mientras que para temperaturas mayores a 7 es proporcional
a la raiz cuadrada de la temperatura.
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Abstract

In order to know the properties of real quantum systems such as superconducting
cuprates, helium-4 films or excitons within multilayer semiconductors, is necessary to
know the properties of the bosonic or fermionic quantum particles within the periodic
structures that contain them. The properties of the systems are a consequence of the
combined effect of the interactions between the particles and the spatial constrictions.
In this thesis we report only the effects produced by the periodic multilayer structure
over the properties of a quantum gas of bosons, letting for a future work the calculation
of the combined effect of the interactions and spatial constrictions. The work is addres-
sed by simulating the multilayer periodic structure through applying a Kronig-Penney
potential in one of the three directions of movement of the boson gas, while in the
other two directions the bosons are free to move. Through the solution of the Schrodin-
ger equation we obtain the energy spectrum and the wave functions associated to the
particles. With the dispersion relation of the particles and through the thermodynamic
grand potential, we find some thermodynamic properties using Bose-Einstein statistics.
Firstly we calculate the Bose-Einstein condensation critical temperature, 7, which we
analyse for different values of intensity and spatial period of the potential. Also we
study the behaviour of the heat capacities at constant volume and constant pressure, as
well as the isothermal and adiabatic sound velocities, as functions of the temperature,
for different values of the Kronig-Penney potential parameters.

Some of the most important results we get are: a) T, is non-zero independently of
the finite magnitude of the potential, ergo there are no finite values of the potential
magnitude for which Bose-Einstein condensation disappears. Also we found that 7. is
proportional to the square root of the potential magnitude when this is very large; b)
the isochoric specific heat increases monotonically until it reaches a peak for 7. < Tp,
where Ty is the critical temperature of a three-dimensional free ideal Bose gas. However
for larger temperatures that 7, the specific heat may show a complex behaviour, with
a pair of maximums and a minimum that make evident the existence of a dimensional
“crossover” in the system, where the boson gas goes from a three-dimensional beha-
viour to a two-dimensional behaviour, and returns to the three-dimensional behaviour
again as temperature increases. Such dimensional “crossover” is intimately related to
the band structure of the energy spectrum. Meanwhile the isobaric specific heat inhe-
rits the structure of the isochoric specific heat, but it diverges for temperatures below
T, as it is proportional to the isothermal compressibility, which is infinite below Bose-
Einstein condensation temperature. Finally we found that the adiabatic sound velocity
is roughly proportional to 7°/4 for temperatures below 7., while above T, is proportio-
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nal to the square root of the temperature.
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Introduccion

En esta tesis nos planteamos formular un modelo teérico para estimar algunas pro-
piedades fisicas de sistemas con estructura de multicapas periddicas en los cuales se
presenta la condensacion de Bose-Einstein. La estructura de losas periddicas sirve para
emular, por ejemplo, la periodicidad de sistemas donde se producen fendmenos de su-
perconductividad de alta 7. como los cupratos, donde la distribucién de sus moléculas
constituyentes se arregla en planos alternados de portadores de carga y de “aislante”,
apilados en una direccién preferencial; para excitones (parejas electrén-hueco) en se-
miconductores multicapas [1, 2, 3, 4], o para bosones atrapados en redes dpticas [5, 6].
En principio el trabajo nace pensando en la superconductividad de alta 7, pues ante
la imposibilidad de explicarla con la teorfa BCS se ha optado por nuevas y retomado
viejas teorias para alcanzar tal fin. En particular, se ha revivido [7, 8, 9, 10] aquella idea
en la que la superconductividad es considerada como una condensacién Bose-Einstein
de pares de electrones formados con la participacion de las vibraciones de la red. Dicha
idea fue propuesta [11, 12] antes de la teoria Estadistica de la superconductividad de
Bogoliubov [13], y antes de la aparicién de la teoria BCS en 1956. En la actualidad
las teorias de la superconductividad de alta 7, que incorporan la condensacién Bose-
Einstein como un elemento esencial se han “perfeccionado” considerando no sélo los
pares de electrones sino también los electrones desapareados, los huecos y los pares
de huecos. Estos modelos Estadisticos Bosén-Fermién (BF) de la superconductividad
empezaron a ser estudiados seriamente a principios de los afios cincuenta [14, 15], y en
1989 Friedberg and T.D. Lee [16, 17] usaron el modelo para explicar la superconducti-
vidad en los cupratos.

El contenido de esta tesis es una investigacion directamente relacionada con otras
tantas llevadas a cabo por el grupo [18] de investigacion de Fisica de Muchos Cuer-
pos de la UNAM (http://manybody.fisica.unam.mx/). El grupo de inves-
tigadores que lo integran ha venido desarrollando desde 1995 una version de la teoria
estadistica boson-femién de la superconductividad, donde se modela al superconduc-
tor como un gas de electrones interaccionando atractivamente via las vibraciones de la
red, permitiendo que se formen parejas (pares de Cooper) que supone se comportan co-
mo bosones y que conviven con los electrones no apareados. Entre otros resultados se
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han calculado las propiedades termodindmicas de esta mezcla de bosones con fermio-
nes (electrones desapareados) y en particular, su temperatura critica de condensacién
Bose-Einstein (CBE), que se ha comparado con las temperaturas superconductoras de
los cupratos. Para ello ha sido necesario estudiar la condensacién Bose-Einstein en una
variedad de circunstancias. Por ejemplo, se ha estudiado la CBE en d dimensiones de
bosones que tienen una relacion de dispersion generalizada que incluye energias co-
mo potencias del momento de la particula [19], de donde se deduce que atn en 2D es
posible tener CBE siempre y cuando los bosones tengan una relacién lineal energia-
momento, resultado que sustenta la hip6tesis de que la superconductividad es una CBE
de electrones apareados, aun en superconductores de alta 7, cuyo comportamiento es
casi bidimensonal. También se ha estudiado la CBE de bosones ideales permanentes
atrapados [20] mediante potenciales arménicos en § direcciones menores o iguales a
la dimensién d. De esta forma es posible simular bosones dentro de un paralelepipe-
do cuasi-bidimensional, que podria ser ttil para simular a los pares de Cooper en los
superconductores estratificados. En un trabajo previo al discutido aqui, describimos el
gas de Bose en una estructura de capas de grosor cero la cual modelamos con un po-
tencial periddico de deltas de Dirac [21], donde calculamos entre otras propiedades, la
temperatura de CBE asi como su calor especifico isocérico. Entre los resultados mas
interesantes estd la presencia de un “crossover” dimensional donde el sistema pasa de
comportarse como gas 3D a gas 2D. Este modelo lo usamos para simular peliculas de
helio cuatro y el cuprato YBCO.

El modelo que estudiamos aqui es muy general en el sentido de que es aplicable
a cualquier sistema de muchas particulas cudnticas con estructura de capas; por ejem-
plo, también puede ser usado para explicar las propiedades de peliculas de helio cuatro
[23]. Aunque entre los pares de Cooper, los dtomos de helio o los excitones existe
interaccidn, aqui estaremos considerando que las densidades son tan bajas que las in-
teracciones entre los componentes del sistema pueden dejarse pendientes sin perder en
el cdlculo las caracteristicas esenciales del sistema real.

En el capitulo dos el problema se aborda proponiendo un modelo para la estructura
de capas periddicas. Con tal fin, modelamos el efecto de las capas sobre los bosones
como aquel ejercido por un potencial de Kronig-Penney (KP) en una de las tres direc-
ciones de movimiento de los bosones, mientras permitimos que sean libres en las otras
dos. La ecuacion de Schrodinger que satisfacen los bosones entre planos es separable
en cada una de sus tres direcciones de movimiento por lo que la energia por particula
es una suma de las energias en cada una de las direcciones de movimiento. En las di-
recciones paralelas a los planos los bosones se mueven libremente por lo que esa parte
de su energia es la de una particula libre, mientras que la energia en la direccién per-
pendicular a los planos es aquella que resulta de resolver el problema de una particula
en un potencial de barreras.
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En el capitulo tres, a partir de resolver la ecuacidén que relaciona la energia y el
momento de una particula en un potencial de Kronig-Penney se realiza un andlisis del
espectro de energia y de las funciones de onda. Aunque el espectro energético fue dis-
cutido en [24], aqui hacemos una descripcién mas extensa. Una vez obtenida la relacion
de dispersion de las particulas se pueden obtener las propiedades termodindmicas cuan-
do dichas particulas son bosones empleando la estadistica de Bose-Einstein. No con-
sideramos que el nimero de bosones esté restringido, asi que se usa el Gran Potencial
termodinamico, el cual estd relacionado con la Gran Funcidn de Particién, para determi-
nar las propiedades macroscépicas. Asi, en el capitulo cuatro, definimos la temperatura
de condensacion Bose-Einstein T, la calculamos y analizamos su comportamiento en
funcién de los pardmetros que caracterizan el potencial. Con esta informacién analiza-
mos el comportamiento de las capacidades calorificas especificas a volumen y presion
constante en los capitulos cinco y seis, respectivamente. En el capitulo siete analizamos
el comportamiento de la velocidad del sonido a temperaturas debajo y sobre 7. Final-
mente concluimos exponiendo de manera breve los resultados obtenidos, asi como las
posibles mejoras que se pueden hacer al modelo.






Bosones sujetos a
un potencial
periodico

Considérese un potencial tridimensional compuesto de barreras rectangulares idén-
ticas que se extienden sobre todo el espacio, con un ancho y magnitud bien definidas,
paralelas entre ellas y separadas una de otra una distancia fija. En las regiones ocupa-
das por las barreras el potencial tiene un valor constante, mientras que en las regiones
entre barreras es cero. A este potencial estdn sujetas particulas bosénicas. La Fig. 2.1
ilustra la disposicién de las barreras, cada una de las cuales tiene un ancho b, una mag-
nitud Vj y estdn separadas una de otra una distancia a. El periodo de este potencial es
a+b = a+b. Por convencion las barreras se distribuyen a lo largo del eje z, razén por

B

Figura 2.1: Potencial periédico tridimensional.

la cual los bosones son libres de moverse en las direcciones x y y. Este potencial se pue-
de expresar matemdticamente como un potencial de Kronig-Penney unidimensional, es
decir, que depende exclusivamente de la coordenada z, y su expresion es

U(xy.)=Vo ¥, O~ (n—1)(a+b)—a)®n(atb)—3 @1

n——oo



2. BOSONES SUJETOS A UN POTENCIAL PERIODICO

donde O(z) es la funcién escalén de Heaviside. El potencial también puede expresarse
por pedazos como

Vi n—1)(a+b)+a<z<n(a+b) Vx,yeR
ixyz)= 1" (n—1)(a+D) z<n(a+b) Vxy 2.2)
0 n(a+b)<z<n(a+b)+a Vx,yeR

para toda n € Z. En primera instancia la solucién de la ecuacién de Schrodinger tri-
dimensional se puede obtener por separacién de variables dado que el potencial no
depende explicitamente de x y y. Asf la ecuacién

2

h
— SV (r3,2) + % (5,0,2) P (x,3.7) = €¥(x,0.2) (23)

se puede separar en tres ecuaciones diferentes:

na*x (x) nd*y(y)
Tom dd &2 (x), Tom dp &Y (y) 2.4)
? P2 ()
—%TZ—H/Z(Z)QF(Z) =&Z(z) (2.5)

las cuales se obtienen suponiendo una funcién de onda W(x,y,z) = 2 (x)% (y) Z (2),
con la energia € = £, + €, + €, y que el potencial es una funcién exclusiva de z, Z (x,y,z) =
V.(2).

Las Ecs. (2.4) corresponden a particulas libres de masa m cuyas energias son

R Pk

= = 2.
& 2m & 2m (2.6)

donde k, y ky son los momentos en las direcciones x y y respectivamente. Asf, el proble-
ma central consiste en resolver la Ec. (2.5) y determinar los eigenvalores de la energia
&, para lo cual se debe conocer la funciéon de onda y las condiciones de frontera a las
que estd sujeta. Respecto al primer punto el Teorema de Floquet nos da la respuesta:
para cualquier potencial periddico V,(z) las soluciones de la ecuacién diferencial Ec.
(2.5) son de la forma

Z(2) = *uy (2) 2.7)

donde k, es el momento en la direccidn z y u;. es una funcién periddica con el mismo
z k,
periodo del potencial, es decir

u, (z+a+b) =u(2) (2.8)

con a+b = a—+b. Las condiciones de frontera a las que estd sujeta la funcién de onda
son la continuidad de la funcién de onda y su derivada en las discontinuidades del po-
tencial. Considérese el caso en que n = 0 para el potencial que corresponde al intervalo

6
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Figura 2.2: Potencial de Kronig-Penney.

—b < z < a. En éste podemos definir dos regiones: —b < z < 0 donde V,(z) =V y una
funcién de onda #(z), y 0 < z < acon V;(z) =0y funcién de onda 25 (z). La Ec. (2.5)
se divide en los casos

4>
dzzl—ngi:o ~b<z<0 (2.9)
d* %
dZ22+a2%:o 0<z<a (2.10)

donde hit = \/2me, y hx = \/2m(Vy — €;). Las soluciones generales de estas ecuacio-
nes son

Z(z) = A+ Be™ ™ (2.11)
Z5(z) = Ce'™ + De % (2.12)

las cuales de acuerdo a Ec. (2.7) definen las funciones

g1 (z) = Ael¥ k)2 4 o= (ktik)z (2.13)
U 2(z) = Ce'l@k)e 4 pemilatho): (2.14)

Las constantes A, B,C,D estan determinadas por las condiciones de frontera, i.e., las
condiciones de Dirichlet y de Neumann para % en la discontinuidad del potencial

210)=200)  2/(0)=2(0) (2.15)
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2. BOSONES SUJETOS A UN POTENCIAL PERIODICO

Estas condiciones no son suficientes para solucionar el problema, ya que generan un
sistema de dos ecuaciones lineales con cuatro incégnitas. Las ecuaciones restantes se
obtienen de la periodicidad de la funcion u;_ y su derivada, condiciones que, segin Ec.
(2.8), se puede expresar de la forma

w1 (—b) = 2(a) w1 (—b) = u_»(a) (2.16)

Las cuatro condiciones de frontera generan un sistema homogéneo de cuatro ecua-
ciones con cuatro incégnitas AX = 0, donde X es el vector columna (A,B,C,D)T y
A=

1 1 1 1
o —ia —K K
ei(a—kz)a e—i(oc—i-kz)a _e—(K‘—ikz)h e(K—I—ikz)b
i(a—k,)e @ —i(qtk)e Okl (i —ik,)e~(Kk)b (4 ik, )elKtik)b

(2.17)
Las soluciones de interés del sistema X # 0 existen dnicamente cuando el determi-
nante de A se hace cero. Esta condicién queda expresada por la ecuacién

K2 — a?

200K

senh(xb)sen(oa) + cosh(kb) cos(aa) = cosk,(a+b) (2.18)

con fik = \/2m(Vo — €;) y ha = \/2me,. De Ec. (2.18) se determina la relacién de
dispersién del las particulas, es decir, la relacidon entre el momento k, y la energia €,.
Con esto la energia total € = £(k) queda completamente determinada en funcién del
momento k = (ky, ky, k)7 .

2.1. Propiedades termodinamicas

El célculo de las propiedades termodindmicas se hace partiendo del ensamble Gran
Canénico y la correspondiente funcién de particidn, a partir de la cual se determina
el Gran Potencial Termodindmico. La expresion de este en funcién de sus variables
naturales es

Q(T,V,p) = Qo+kpT ¥ In(1 — e Plah) (2.19)
Kk£0
donde T es la temperatura, V el volumen y u el potencial quimico. Se ha empleado la
equivalencia & = €(k) para evitar ambigiiedades, y la contribucién Qy = kgT In(1 —
e P@-1)) del estado base &) = £(0) al potencial termodinamico se ha separado de la
sumatoria, la cual incluye al resto de los estados. Ademds 8 = 1/kpT.

En vista de que el espectro de energia de los bosones es continuo, dado que el

sistema es infinito, las sumatorias pueden aproximarse por integrales haciendo uso de
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2.1. Propiedades termodindmicas

la densidad de estados en el espacio de momentos g(k)d*k =V /(27)3 d3k, por lo cual

Q(T, V,ﬂ) =Q —l—kBT

/ Pk In(1 — e~BlE—H) (2.20)

A fin de simplificar mds la ecuacién de Q se emplea la expansion de la funcién In(1 —
u)=—=yr u"/n,lul <1,

Q(T,V, 1) = Qo — kgT

n=1 n
—Q— kBT(ZVﬂ)3 i en,f“ / dPke P .21)
La integral sobre k se evaltia sobre todos los valores del momento, por lo cual
/ PkeBa — / ~ / = / * dk.dk,dk, o Bl /2m) (R+R2) €. (2.22)

donde se ha empleado que la energia es separable, € = €, + &, + &, con & y €, dadas
por Ec. (2.6). Asi, las integrales en las direcciones x y y son gaussianas, lo que da como

resultado
/ ke "B = j’;}; /_ deze*"ﬁgz (2.23)
y
Q(T,V,u) = (M 2h2 B2 L i ’ZZ“ /_‘X’ dk e
=~ m)‘; o / dk, i e (2.24)

La sumatoria dentro de la integral resulta ser la expansion en serie de potencias de la
funcién de Bose [25]

=X,

para s = 2 y argumento e A&~ Entonces la ecuacién final del Gran Potencial Ter-

7
P

modinamico es

Q(T,V, 1) = kgTIn(1 — e PlEo—H)) _ my_ 1 / dk.gr (e PEH))  (2.25)

(27t)2h2 @ —co
Las propiedades termodindmicas estdn determinadas por la definicién de Q

Q=U-TS—uN (2.26)



2. BOSONES SUJETOS A UN POTENCIAL PERIODICO

donde U es la energia interna, S es la entropia y N el nimero de bosones. A partir de su
forma diferencial,

dQ = —8dT — pdV —Ndu, (2.27)
se obtienen las relaciones
aQ aQ aQ
aT Vo Vv Tu u TV
donde p es la presion del gas. Adicionalmente la relacién fundamental Q = —pV de-

termina la ecuacion de estado del sistema.

10



KEspectro de
energias

Como se establece en el Cap. 2 el espectro de energia se puede separar en tres
componentes, una para cada direccion espacial, tal que € = & + €, + €. En particu-
lar para las direcciones x y y los espectros corresponden al de una particula libre, i.e.
&= hzkf /2m, &, = h2k§ /2m, mientras que para g, el espectro de energias corresponde
al de un potencial de Kronig-Penney unidimensional, y estd determinado por la ecua-
cion Ec. (2.18). La gréfica de la energia total € existe en un espacio de cuatro dimensio-
nes, y en consecuencia es imposible de visualizar. Sin embargo, esta limitacion no es
impedimento para deducir que las caracteristicas del espectro estdn definidas esencial-
mente por &, pues en las otras dos direcciones el espectro es proporcional al cuadrado
del momento.

Segin la Ec. (2.18) la relacién de donde se obtiene la energia € como funcién de
k; es

K2 — o
20k

donde ik = /2m(Vy — &,) y hot = \/2me,. Esta es una expresion de la forma f(Vp, €,,a,b) =
cos((a+b)k;), y es claro que cualquier solucién de la ecuacién debe satisfacer que

senh(xb)sen(oa) + cosh(xb)cos(aa) = cosk (a+b)

|f(Vo,&,a,b)| <1 (3.1)

ya que k., a y b son cantidades reales. Mds atn, dado que |cosh(xb)| > 1 se deduce
claramente que las energias para las cuales

aa=2mrw, m entero 3.2)

son prohibidas o satisfacen justamente f = 1. Todo esto viene a confirmar que el es-
pectro de g, consiste de zonas de energia permitida, que satisfacen el criterio de la Ec.
(3.1), y zonas prohibidas, lo cual define un espectro de bandas.

La generacion de bandas se muestra en la Fig. 3.1a, donde se ha delimitado la
regidn tal que el criterio Ec. (3.1) se cumple. Asimismo en la Fig. 3.1b se muestran las

11



3. ESPECTRO DE ENERGIAS

4 T T T T T T T 40 / \ / \ / \
| ’ M/ARVAR
2L | 30
25
i e oI\ /SN /N
! . 200 /
15
—1Fk /
! 10
2l 4 5
70 5 10 15 20 25 30 35 40 93% —2r—-1r 0 1n 2n 3=x
2me, /h* kz(a+Db)
(a) Regiones de energias permitidas. (b) Periodicidad de &, con respecto a k;.

Figura 3.1: Espectro de energias de una particula sujeta a un potencial de Kronig-
Penney con a = b = 1 y 2mV,/l* = m%. Las zonas sombreadas indican las bandas de
energia permitida.

primeras bandas de energia, donde €&, es una funcién de k, y es obvia su periodicidad
ya que
fVo,&;,a,b) =cos(k,(a+Db)) =cos((k;+2m)(a+Db)) (3.3)

Los mdximos y minimos de cada banda corresponden a los valores k(a + b) = mm,
donde m es un entero. Dada la periodicidad de &, ésta se puede visualizar de varias
formas, una de ellas es el esquema de zona reducida, donde —7 < k;(a + b) < m, sin
embargo para representar univocamente el espectro se emplea un esquema extendido
donde a la j-ésima banda le corresponde el intervalo (j — 1) < k,(a+b) < jx.

La Ec. (2.18) depende de los parametros a, b, Vy y k;, asi como de muchas cons-
tantes fisicas que es conveniente ocultar de las expresiones para simplificar el andlisis
general del espectro de energia. Se puede emplear el periodo de potencial, a + b, como
unidad de longitud, y caracterizar las barreras de potencial en términos del cociente en-
tre el ancho de las mismas y el espaciamiento entre dos de éstas consecutivas, r = b/a,
y de estos se sigue directamente que a = (a+b)/(1+r) y b=r(a+b)/(1+r). Anélo-
gamente con la introduccién de la unidad de energia 72 /2m(a + b)?* se puede adimen-
sionalizar el potencial y la energia mediante los parametros

- 2m(a+b)?
Vo E = (hz)sz. (3.4)

2m(a+b)?

uy =
h2

12



3.1. Generalidades

Con estos pardmetros la ecuacién para obtener la relacién de dispersion se transforma
en

—2F U — & /&
bfo & —senh Vi — & sen V& +
2/ E/ug — & 1+r 1+r

r\/Ugy —éz \/a .
cosh <1+r> cos <1 —|—r> =cos(k;(a+b)) (3.5)

(Por qué hicimos estos cambios? En el caso de r la motivacién es conceptual: es
mads intuitivo visualizar la estructura del potencial, e incluso sus efectos, en términos
de la razén entre el ancho de las barreras y de la separacion entre ellas. Por su parte las
definiciones de ug y €, son convenientes porque facilitan el analisis numérico asi como
el computo del espectro de energias correspondientes a una combinacién especifica de
los pardmetros.

3.1. Generalidades

Para visualizar el espectro de energia del potencial de Kronig-Penney, que depende
de tres pardmetros diferentes, hay que elegir el parametro en funcién de cudl se va a
mostrar. Para una imagen bidimensional se deben fijar dos pardmetros, por ejemplo ug
y r, y se grafica la energia & como funcién de k;(a + b). En general hay tres maneras
de visualizar el espectro en dos dimensiones, que son cualquiera de las combinaciones
(uo, 1), (uo, k;(a+ b))y (r, k;(a+b)). El pardmetro restante se usa como variable
independiente.

Si se toma la primera posibilidad, fijando ug y r, se obtienen espectros como los
de Fig. 3.2a y Fig. 3.2b. Ambos corresponden a r = 1, es decir, cuando el ancho de las
barreras de potencial es igual al espaciamiento entre ellas. En este ejemplo las bandas
corresponden a las lineas s6lidas, mientras que las discontinuidades (saltos) correspon-
den a las regiones prohibidas, alterndndose unas con las otras para formar el espectro.
El tamafio de las brechas prohibidas no es constante, sino que disminuye a medida que
crece k;(a+ b), teniendo como consecuencia directa que el espectro se aproxime cada
vez mds al de la particula libre, &1 = (k,(a +b))>.

Para los valores de u( usados en las figuras Fig. 3.2a 'y Fig. 3.2b no es particularmen-
te obvia la distribucién de las bandas debajo de la altura de las barreras de potencial, ya
que sélo existe una banda completa, ni tampoco se puede decir mucho sobre el ancho
de las mismas. Sin embargo, para las Fig. 3.2c y Fig. 3.2d es claro que a valores mas
elevados del potencial las bandas debajo de éste se asemejan cada vez mas a niveles,
y su ndmero se incrementa. Estas bandas extremadamente angostas estidn localizadas
alrededor de las energias

gl — (1 +r)2n’n? n=123,... (3.6)

nz
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3. ESPECTRO DE ENERGIAS
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Figura 3.2: Espectro de energias en funcién de k,(a + b) para r = 1 y algunos valores
representativos de ug. La linea punteada representa & = uy.

donde 7 es el indice de la banda. Si se recuerda que la energia de una particula en una

caja unidimensional de ancho a sélo puede tomar los valores
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3.2. Espectro de energia como funcién de la magnitud y el ancho de las barreras

adimensionaliza en términos de %*/2m(a + b)? se transforma en &% = (1 +r)?n’n?,

se encuentra que corresponde a &7

.-~ Esta correspondencia viene a confirmar que para

las particulas cuya energia es menor que ug el potencial es tan alto que efectivamente
pareceria infinito, por lo que sélo pueden tomar energias muy préximas a las dadas por
Ec. (3.6). Sin embargo las energias disponibles atin forman una banda debido a que
el potencial de Kronig-Penney consiste de una infinidad de pozos separados por las
barreras de potencial.

3.2. Espectro de energia como funcion de la magnitud y el
ancho de las barreras

Se puede obtener una visién mds amplia del espectro si se visualiza la estructura de
las bandas en funcién de la magnitud del potencial considerando solamente los valores
extremos de las mismas, es decir, las energias minima y maxima de una banda. Esto
significa encontrar las energias de la j-ésima banda en los valores k;(a+b) = (j— 1)
y k;(a+b) = jm respectivamente. De esta manera se puede visualizar el espectro para
un valor fijo de r y para un amplio intervalo de ug mostrando solamente la evolucién
de la anchura de las bandas. Esto se muestra en la Fig. 3.3, donde se han graficado
algunas bandas del espectro de energia para r = 1 y r = 10 sobre un intervalo de ug
suficientemente amplio para observar el cambio de las mismas. Como referencia la
curva & = ug se ha indicado con una linea punteada.

Es claro como el ancho de las bandas disminuye con el incremento en la magnitud
del potencial up, y cémo las bandas de energia por debajo de la altura de la barrera
tienden a un nivel de energia cuyo valor estd dado por Ec. (3.6). Ademads de esto, la
estructura de bandas tiene ciertos puntos en los cuales dos bandas se unen, es decir, que
el borde superior de una banda entra en contacto con el borde inferior de la siguiente
[24]. Se puede determinar la posicidn de estos puntos a partir de la relacion de disper-
sién en las fronteras de bandas, es decir, en k;(a + b) = jm, donde j es un entero. En
las fronteras se obtienen dos ecuaciones a partir de la relacién de dispersion:

Uy — 2&, senh <ruo—éz> sen ( VE )+

2\/E Uy — &, 147 14+r
cosh Vo~ & cos &) +1 3.7
1+r 1+r

donde el signo menos corresponde a j impar y el signo mds a j par.
Considerando por el momento inicamente que & > ug se aplica el cambio de va-
riable w = rv/& —uo/(1+r), v=/€./(1 4 r) la ecuacién anterior se transforma en
w? +ry?

T sen(w)sen(v) +cos(w)cos(v) = +£1. (3.8)
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Figura 3.3: Bandas de energia como funcién de la magnitud del potencial. La linea
punteada representa &, = ug.
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3.2. Espectro de energia como funcién de la magnitud y el ancho de las barreras

Tras algunas transformaciones algebraicas se pueden factorizar las ecuaciones an-
teriores; para el caso cos(k;(a+ b)) = 1 las ecuaciones para las energfas en la frontera
quedan como

wsen(w) + rvsen(v) = —v/rwv(cos(w) —cos(v)) (3.9)
wsen(v) + rvsen(w) = y/rwv(cos(w) — cos(v)) (3.10)
mientras que para cos(k;(a+ b)) = —1 los factores son
wsen(w) — rvsen(v) = y/rwv(cos(w) 4 cos(v)) (3.11)
wsen(v) — rvsen(w) = y/rwv(cos(w) 4 cos(v)) (3.12)

Luego entonces son estas ecuaciones las que definen los puntos donde las bandas
se unen. Al sumar las ecuaciones (3.9) y (3.10) se obtiene la primera condicién que
deben satisfacer w y v: sen(v) +sen(w) = 0, por lo cual w = v —m 7, con m; un entero
impar, mientras que al restar la ecuacién (3.11) de (3.12) se determina otra condicién
similar: sen(w) —sen(v) = 0, asi que w = v —my 7, con m; entero par. Luego entonces
la relacién entre ambos pardmetros es w = v —m7.

Cuando aplicamos la relacién w = v—m a las ecuaciones (3.9) y (3.10) y sumamos
ambas obtenemos la relacién

((=1)"+1)(w+rv)sen(v) =0 (3.13)

la cual se satisface para m impar, como era de esperarse, y cuando v = n7, con n entero.
Haciendo lo mismo con las ecuaciones (3.11) y (3.12), y restando la segunda de la
primera obtenemos

(=)™ =1)(w+rv)sen(v) =0 (3.14)

la cual se satisface para m par asi como para v = n7x. Dado que v > 0 se sigue que n > 1.
Con v determinado obtenemos que w = (n —m)m; ademds como 0 < w < v entonces m
estd restringida a tomar valores tales que 0 < m < n. Entonces los puntos donde entran
en contacto las bandas estdn dados por

g=+r"n*, n>1,nez (3.15)

1+r
r

2

u0:(1+r)2n27r2< ) (n—m)*n?, n>m>0,meZ, r#0 (3.16)

La Fig. 3.4 muestra los puntos de contacto para las primeras diez bandas. Es ne-
cesario notar que cuando nos restringimos a valores positivos de ug, como lo hemos
hecho hasta ahora, m debe tomar valores tales que m > n(1 — r), ademds de ser mayor
que cero. Cuando r > 1 resulta que ug es positiva para cualquier valor de m; cuando
r < 1 solamente lo es cuando m > [n(1 —r)], es decir, cuando es mayor o igual que el
minimo entero no menor que n(1—r).

17



3. ESPECTRO DE ENERGIAS

Se puede realizar un anélisis simi-
lar para la situacion ug > €, en la cual
w=iw', conw' = ry/up—&,/(1+r). Es- 1000
te cambio introduce cantidades imagina-

rias en las relaciones algebraicas que lle-

van a la conclusion de que debajo del ni- 800
vel de potencial las bandas nunca hacen
contacto una con otra, solamente evolu-
cionan hacia niveles claramente definidos
a medida que se incrementa la magnitud
de up.

El espectro de bandas en dos casos
que pueden considerarse extremos como 400
r =0.001 y r = 1000 se muestran en la
Fig. 3.5. A primera vista los dos espectros
son diferentes, y deben serlo ya que am-
bas situaciones no son equivalentes; sin 200
embargo ambas tienen en comun el hecho

de que las bandas forman practicamente

un espectro continuo pues estdn en con- 0 ' ' ' '
0 100 200 300 400 500

tacto para todo valor del intervalo g mos- o

trado. La diferencia es la energia a partir
de la cual comienza el espectro: cuando

i Figura 3.4: Puntos de contacto entre bandas
r es pequeia esta energia corresponde a

; de acuerdo a las ecuaciones (3.15) y (3.16).
cero, mientras que cuando r es grande co-
rresponde al nivel del potencial.

Cuando r es pequefia se tiene que b < a, asi que las particulas interaccionan débil-
mente con el potencial porque el espaciamiento entre barreras supera ampliamente el
ancho de las mismas, y el nivel mds bajo de energia es cero ya que el espectro tiende al
de una particula libre. Por supuesto, si la magnitud del potencial es mucho més elevado
que el mostrado en las figuras lo anterior deja de ser cierto. Por otro lado cuando r es
grande a < b, y es mas adecuado visualizar el sistema ya no como barreras sino como
una sucesién de pozos de potencial muy delgados. En este nuevo sistema los pozos
tienen una profundidad ug y el cero de la energia corresponde a la altura del potencial
del sistema anterior, es decir, a ug, ya que al pasar de barreras a pozos simplemente se
estd desplazando el potencial por una constante.

Para un tnico pozo de potencial existe siempre un estado ligado con energia menor
que cero, y cuando el pozo se hacen mds delgado la energia del estado ligado aumen-
ta de magnitud, aproximédndose cada vez mas a cero. El resultado para una sucesion
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3.3. Funciones de onda
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Figura 3.5: Bandas de energia como funcién de la magnitud del potencial. La linea
punteada representa &, = uy.

infinita de pozos es que la primera banda de energia, o al menos una fraccién de ella,
siempre estard debajo del cero de la energia, y a medida que los pozos de hacen mds
delgados su magnitud se incrementa. Por su parte las particulas con energias positivas
interaccionan débilmente con los pozos, asi que su espectro se asemejard al de una par-
ticula libre. Entonces cuando se pasa de la imagen de pozos a barreras nuevamente el
cero pasa a corresponder al nivel de las barreras, ug, pero el espectro en esencia sigue
siendo el mismo. Sin duda esto es lo que se observa en la Fig. 3.5b.

3.3. Funciones de onda

Para determinar las funciones de onda en la direccidn z, que en principio estdn dadas
por las ecuaciones (2.13) y (2.14), hemos seguido el procedimiento establecido en el
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3. ESPECTRO DE ENERGIAS

majestuoso libro Quantum Mechanics de Eugene Merzbacher, segunda edicion, [26,
p. 100]. Bajo este esquema las funciones de onda se determinan a través del método de
la matriz de transferencia aplicado al potencial de Kronig-Penney. El trabajo realizado
por Merzbacher [26, p. 104] lleva a que las eigenfunciones en la direccién z en las
regiones donde V,(z) = 0 estdn dadas por

W (2) = e | Boe = (n=1/2)0) (o senal — By cos aul — senkl) e~ ¥ (1=1/2)0)

(3.17)
donde hot = \/2me, y | = a+ b, en el intervalo b/2+ (n— 1)l <z < —b/2+nl, donde
n es un entero. Desde luego, esta ecuacién ha sido adaptada al contexto de nuestro
sistema, donde las barreras tienen un ancho b y existe una separacioén a entre ellas,
diferente a la nomenclatura que utiliza Merzbacher. Tampoco el entero n en Ec. (3.17)
es el mismo que en la Ec. (2.2). Sin embargo, al igual que en el libro de Merzbacher, atin
se asume que el centro de las barreras se encuentra en z;, = (n— 1)I. Los coeficientes
o, B1, y B adaptados a nuestro sistema estdn dados por

1
o = coshkb cosab — = (E — g) senhxb senab (3.18)
2\ K
l/x «
B = (— — —) senhkb cos ab + cosh kb senoh (3.19)
2\ K
1/ «
Br=3 (& n E> senhib, (3.20)

donde fix = /2m(Vy — ;). Las eigenfunciones en las regiones donde V.(z) = Vj son
de la forma
i (z) = X 4 Be k() (3.21)

para —b/2+ (n—1)l <z <b/2+ (n—1)l. Los coeficientes A y B se obtienen al igualar
las eigenfunciones, asi como sus derivadas, en los bordes de las barreras, es decir, en
z=">b/2+ (n—1)l. Esto resulta en el sistema de dos ecuaciones con dos incgnitas

W (b/2+ (n—1)I) =y (b/24 (n—1)1) (3.22)
W.(b/2+ (n—1)I) = W,(b/2+ (n—1)1). (3.23)

La solucion de este sistema son las constantes

kel [(l—l—l*)ﬁ ie(b=1)/2=K(b/2-1) |

1— l—) (oysenal — By cosal —senk;l) e (bfl)/zf'c(b/zfl)} (3.24)

(

K Q efe(b=1)/2+x(b/2-1)
.

(I+ l—)

(aysenol — By cos al — senkl) *’“(b*l)/erK(b/z*l)} . (3.25

mk 1
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3.3. Funciones de onda

Finalmente la funcién de onda normalizada sobre un periodo en la direccién z es

_ v(2)
Z@)=—" o NG (3.26)
([, k)
—b/24+(n—1)I
donde y(z) es la funcién
w(z) = Vi (2) —b/24+(n—1)I <z<b/24(n—-1)I 3.27)
w(2) b2+ (n—1)<z< —b/2+nl

con n entero. Sin embargo, dado que la integracion analitica de y(z) es muy engorrosa

normalizaremos la funcién de onda mediante la integracién numérica de |y(z)|?.

Algunos resultados

Consideremos un sistema al que recurriremos constantemente en posteriores capi-
tulos, uno donde el ancho de las barreras es igual a la separacién entre ellas, es decir,
r = 1. Escogemos uy = 100 por ser un potencial donde el efecto de las barreras sobre
el espectro de energias es notable, ya que existen dos bandas permitidas muy angostas
debajo del nivel del potencial segtin la Fig. 3.3a.

Ahora bien, la funcién de onda Z°(z) depende de k,, y en consecuencia de €,. Es
conveniente representarla en términos de los pardmetros adimensionales k;(a +b) y &,
ya que son el tipo de cantidades con las que trabajamos al analizar el espectro de ener-
gias. Esto se logra mediante las equivalencias entre los parametros fisicos del potencial

uyg — 100, r=1
4 1 1 1 1 1 1 1
k(a+b)=0 e k(a+b)=n"

Figura 3.6: Densidad de
probabilidad en el esta-
do de minima energia y
en el borde superior de
la primera banda. Las re-
giones sombreadas verti-
0_2 15 -1 —05 0 05 1 15 2 cales representan la ubi-

cacion espacial de las ba-
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up =100, r =1
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35 |== k(ath)=7" D k(a+b)=21"
3L i
o 25
N
Figura 3.7: Densidad de § 15
probabilidad en los bor-
des inferior y superior de 1
la segunda banda. Las re- 0.5
giones sombreadas verti-

: 0
cales feprese_nia;‘ lla “t‘)’l‘ "2 15 -1 05 0 05 1 15 2
cacion espacial de 1as pa-

P z/(a+b)

rreras de potencial.

y el pardmetro adimensional z/(a+b), que también resulta mas conveniente para visua-
lizar la densidad de probabilidad. Siendo asi, s6lo basta escoger k. (a + b) para obtener
tanto 2 (z) y la densidad de probabilidad |27 (z)|.

En el caso de nuestro sistema se ha elegido k;(a+b) = 0, que corresponde al estado
de més baja energia del sistema, y k;(a+b) = m~, que corresponde al borde superior
de la primera banda. Las graficas de la densidad de probabilidad para estos momentos
se muestran en la Fig. 3.6, donde se ha indicado la ubicacién espacial de las barreras de
potencial mediante una sucesién de regiones sombreadas verticales a fin de distinguir
facilmente cémo depende la densidad de probabilidad en las regiones donde el poten-
cial es diferente de cero. Antes que nada, nétese que, segtin la Fig. 3.3a, la primera
banda de energia se encuentra completamente debajo del nivel del potencial. Los re-
sultados indican que la probabilidad de encontrar una particula es mucho mayor en las
regiones entre barreras que en las zonas donde el potencial actda, por lo que la proba-
bilidad de tunelaje es relativamente baja. Este es un resultado justificable pues para las
particulas que ocupan estados con energias en la primera banda la altura de las barreras
de potencial es muy alta, y disminuye considerablemente la probabilidad de que alguna
de ellas atraviese las barreras.

Cuando las particulas se mueven a momentos mds altos, i.e. a energias mayores, en
particular a la segunda banda, la densidad de probabilidad cambia su distribucién segin
la Fig. 3.7. En esta figura se visualiza la densidad de probabilidad para el minimo y el
méximo de la segunda banda, k;(a+b) = n" y k,(a+ b) = 27~ respectivamente. En
ambos casos la probabilidad de encontrar una particula entre las barreras sigue siendo
mayor, aunque la densidad se ha incrementado en la regién donde actian las barreras,
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3.3. Funciones de onda

algo esperado dado que las energias de la segunda banda ain siguen debajo del nivel
del potencial. Sin embargo, algo interesante en ambas situaciones es que la densidad es
nula justo en medio de la regién entre barreras. Esto es caracteristico de una funcién
de onda antisimétrica con un nodo justo en el punto central del pozo donde existe,
y ocurre para todos los estados energéticos de la segunda banda. Esto es consistente
con la situacién limite en que ug tiende a infinito (donde el potencial es efectivamente
el de una caja de paredes infinitas), la segunda banda se colapsa en el segundo nivel
energético de una particula en una caja, y cuyas funciones de onda para dicha energia
son antisimétricas con un nodo a la mitad del espacio entre paredes. Por otra parte, a
la mitad de las regiones ocupadas por las barreras la densidad de probabilidad se hace
nula cuando la energia de las particulas es igual al borde superior de la segunda banda.

Podemos discutir algunas de las simetrias de la funcién de onda, las cuales hemos
visualizado indirectamente en la densidad de probabilidad. Las simetrias en la regién
entre barreras se pueden deducir de la ecuacién Ec. (3.17), donde los puntos medios de
las regiones vacias entre barreras, que corresponden a z, = (n— 1/2)l, son los puntos
de referencia. Con esto en mente es claro que los puntos z; =z+(n—1/2)l y 20 =
—z+ (n—1/2)l son equidistantes a los puntos medios, y son adecuados para analizar
las simetrias. Para los casos que hemos visualizado k,/ es un miltiplo entero de 7, asi

ink,l

que el factor e es igual a +1. Cuando se evalda la funcion de onda en z; y z» sus

partes real e imaginaria satisfacen las relaciones

Relyy(z1)] = Re[yy(z2)] = £(B2 + oysenal — By cosal) cos oz (3.28)
Im[yy(z1)] = —Im[yy (z2)] = £(B2 — oy senatl + By cos aul) senaiz (3.29)

de donde es claro que la parte real es simétrica y la imaginaria es antisimétrica con
respecto al punto medio. Mds atn, cuando k,/ es multiplo entero de 7 se tiene que

ogsenal — Bycosal =+, (3.30)

por lo que una de las partes de Y, es cero. Un andlisis similar se puede hacer en las
regiones ocupadas por las barreras a partir de Ec. (3.21). En general las simetrias de-
penden tanto de k;/ como de n, y su estudio estd lejos de ser trivial.

Cuando las particulas emigran a la tercera banda han superado el nivel del poten-
cial. En esta situacion las barreras actian como centros dispersores en lugar de paredes
confinantes, y habria que esperar que la densidad de probabilidad cambiara sustancial-
mente. En la Fig. 3.8 se puede visualizar la distribucion de la densidad para los bordes
inferior y superior de la tercera banda, k;(a+b) = 2" y k,(a+b) = 3n~ respectiva-
mente. Para ambos momentos ocurre que la densidad de probabilidad es mayor en las
regiones ocupadas por las barreras que en el intervalo entre ellas; la proporcion entre
ambas es entre dos o tres veces. En comparacidn, para energias en la primera y segunda
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up =100, r =1

[l:l k;(a+b) =21+ 0 k(a+b)=31"

Figura 3.8: Densidad de
probabilidad en los bor-
des inferior y superior de
la tercera banda. Las re-
giones sombreadas verti-
cales represe.nia;‘ 11a “t‘)’i‘ 0% —15 -1 05 0 05 1 15 2
cacion espacial de las ba-

rreras de potencial. Z/ (a + b)

banda la proporcién andloga es completamente opuesta: la densidad de probabilidad en
el intervalo donde actian las barreras es varias veces menor a la densidad entre estds
ultimas. La distribucién de la densidad de probabilidad para particulas en la tercera
banda, y en general para bandas superiores, muestra que es mds probable encontrar una
particula en la regién donde las barreras actian que en la region entre estas. Por otra
parte la frecuencia espacial de oscilacion de la funcién de onda dictada por el vector de
onda /2me, /h, que afecta el nimero de nodos de la densidad de probabilidad, es ma-
yor en la regién entre barreras. Desde una perspectiva semicldsica podemos pensar que,
como la frecuencia de oscilacion de la funcién de onda es mds alta entre las barreras la
energia cinética de las particulas alli es mayor, por lo que tienden a concentrarse en las
regiones donde su energia cinética es menor, es decir, en las regiones donde estdn las
barreras.

Cuando la magnitud de las barreras se incrementa, por ejemplo, cuando uy = 500 y
r =1, existen cuatro bandas debajo del nivel del potencial, y las primeras tres realmente
se asemejan a los niveles energéticos de una particula en una caja. Asi, para estados
energéticos en la primera banda, es natural esperar que la densidad de probabilidad sea
mucho mayor en la regién entre barreras que donde se ubican éstas, muy similar a lo
que se muestra en la Fig. 3.6. Los resultados para este potencial se muestran en la Fig.
3.9, donde se visualiza la densidad de probabilidad para el estado de minima energia,
k.(a+b) =0, y para el mdximo de la primera banda, k.(a + b) = m~. Efectivamente
la densidad de probabilidad se distribuye segtin nuestras expectativas, e incluso es mas
aguda que para ug = 100, ya que la probabilidad de tunelaje disminuye conforme se
incrementa la magnitud de las barreras de potencial. Asi, las particulas se encuentran
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Figura 3.9: Densidad de
probabilidad en el esta-
do de minima energia y
en el borde superior de
la primera banda. Las re-
giones sombreadas verti-
cales representan la ubi-
cacién espacial de las ba-
rreras de potencial.

sujetas a un atrapamiento cada vez mds grande a medida que la magnitud de las barreras
se incrementa.

Por otro lado, cuando se disminuye la magnitud del potencial, puede esperarse que
la probabilidad de tunelaje se incremente. Para un sistema con uy = 10, r = 1, los
resultados se muestran en la Fig. 3.10, también para el estado de minima energia y el
maximo de la primera banda. En esta situacién es claro que, aunque la densidad sigue

|2 (2)|?

u0=10,r=1

1 1
3 k(a+b)=0

3 klat+b)=n"

0
-2 —-15 -1 =05 0
z/(a+Db)

0.5

1

1.5

Figura 3.10: Densidad de
probabilidad en el esta-
do de minima energia y
en el borde superior de
la primera banda. Las re-
giones sombreadas verti-
cales representan la ubi-
cacion espacial de las ba-
rreras de potencial.
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3. ESPECTRO DE ENERGIAS

siendo mayor en el intervalo entre barreras para ambos momentos, es comparable en
las regiones donde se ubican éstas. Asi que el tunelaje es efectivamente mds probable.
Segtin la Fig. 3.3a la energia minima de

este sistema estd debajo del nivel de po- r=0.1

tencial, pero no asi el maximo de la pri- .
mera banda: esta energia estd ligeramente 1000F —————" "1
encima de ug; un calculo concreto indica
que corresponde a € ~ 11.5. En este ca-
so ya no habria tunelaje, sino dispersién 800
de las particulas por las barreras, y los re-
sultados indican que es mds probable en-
contrar particulas en el espacio vacio que
donde se ubican las barreras. -
Por otra parte, ;como es la densidad
de probabilidad cuando el ancho de las
barreras aumenta o disminuye respecto 400
a su separacién? Siendo concretos, ;qué
pasa cuando r cambia? Considérese que
r disminuye para ug fijo. En este caso al 200

adelgazarse las barreras el sistema se ase-
meja cada vez mas a un gas ideal libre, y

en un caso limite como r = 0.001, mos-

. » . P O t T t
trado en Fig. 3.5a, es practicamente idén 0 100 200 300 400 500
tico a éste. Asi, para energias debajo de ug o
lo que puede esperarse es que la densidad

de probabilidad se incremente en las re- Figura 3.11: Espectro de energfas para r =

giones ocupadas por las barreras, y porlo (1. La linea punteada representa &, = up.
tanto aumente la probabilidad de tunelaje.

Pero no vayamos tan lejos y consideremos que r = 0.1, es decir, barreras diez veces
mds angostas que la distancia entre ellas, caso para el cual el espectro de energias se
muestra en la Fig. 3.11. En este caso las bandas son mds anchas con respectoa r =1 en
Fig. 3.3a. En la direccién opuesta estd el caso en que r = 10, donde las barreras son diez
veces mas anchas que la separacion entre ellas, y cuyo espectro de energia se muestra
en la Fig. 3.3b. En este caso el niimero bandas debajo del potencial disminuye.

La densidad de probabilidad para el estado de minima energia y el borde superior
de la primera banda, para up = 100 y r = 0.1, y cuyas magnitudes son menores que el
valor del potencial, se muestra en la Fig. 3.12. En esta figura es claro cuan delgadas son
las barreras respecto al periodo a + b del potencial y es claro, al compararla con la Fig.
3.6, que la densidad de probabilidad ahora es mayor en las regiones ocupadas por las

26



3.3. Funciones de onda

up =100, r =0.1

2.5 :

B k(at+b)=0

B3 kla+b)=n"

| Z (o)

0
-2 —-15 -1 =05 0 0.5
z/(a+Db)

1 15 2

Figura 3.12: Densidad de
probabilidad en el esta-
do de minima energia y
en el borde superior de
la primera banda. Las re-
giones sombreadas verti-
cales representan la ubi-
cacién espacial de las ba-
rreras de potencial.

barreras, al menos en el estado de minima energia; cuando €, corresponde al maximo
de la primera banda (k;(a+b) = ) la densidad es nula justo a la mitad de las barreras.
Asi el confinamiento de las particulas disminuye en relacidn al sistema uy = 100, r = 1;
en ambos la densidad de probabilidad sigue siendo mayor en el espacio entre barreras.

Finalmente tomamos un sistema con up = 100, pero con r = 10. Las densidades
de probabilidad para el estado de minima energia y el maximo de la primera banda se

up = 100, r =10

1 . 1

-

1 1
=3 k(at+b)=0

w

| Z (o)

[\

0
-2 —-15 —1

—-0.5 0 05 1
z/(a+b)

Figura 3.13: Densidad de
probabilidad en el esta-
do de minima energia y
en el borde superior de
la primera banda. Las re-
giones sombreadas verti-
cales representan la ubi-
cacion espacial de las ba-
rreras de potencial.
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3. ESPECTRO DE ENERGIAS

muestran en la Fig. 3.13. En ésta es clara la extension de las barreras en proporcidn
al periodo del potencial, asi como donde se ubican las regiones vacias. Las energias
escogidas, asi como la primera banda completa, son menores que ug segtin Fig. 3.3b.
Las curvas indican que el efecto de engrosar las barreras es agudizar la densidades
de probabilidad alrededor y dentro de las regiones vacias, aunque en las zonas donde
el potencial es ug sigue habiendo una densidad y, por lo tanto, una probabilidad de
tunelaje, considerables. Por las simetrias de la funciéon de onda en el centro de las
barreras la densidad de probabilidad es nula para el maximo de la primera banda.

En los casos que la energia es mayor que ug se puede esperar una densidad de
probabilidad similar a la de la Fig. 3.8, donde la densidad es menor en la region entre
barreras que donde se encuentran éstas. A medida que el momento de las particulas se
incrementa su energia se aproxima cada vez mds a la de una particula libre, y es de
esperarse que la densidad de probabilidad fluctué menos entre las regiones ocupadas
por las barreras y las regiones vacias.
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Temperatura
critica

Para determinar si nuestro sistema presenta condensacion Bose-Einstein a tempera-
turas diferentes de cero partimos de la ecuacién de nimero, la cual se obtiene al derivar
parcialmente el Gran Potencial con respecto al potencial quimico segtn Ec. (2.25)

()
u TV

El Gran Potencial estd dado por Ec. (2.28), asi la ecuaciéon de nimero es

1 mV

= i - I ,—Ble—p) —B(e,—u)
N= eBleo—n) — 1 t (27:)27;2 B2 [wdkzgz (6 )ﬂe “4.1)

Aqui &) es la energia total del estado base. En virtud de que & y & son cero con
ke = ky, = 0 se sigue que & corresponde a &, en k; =0, i.e. & = &, = &;(k; =0). La
prima sobre g, significa la derivada con respecto a su argumento. Por otra parte se
puede usar la propiedad de la funcién de Bose [25, p. 506] ug’(u) = gs—1(u), ugh(u) =
g1(u) = —In(1—u), con u = e &) por lo que la ecuacién de nimero queda como

1

= — e Ble—m)
N= e 1~ (2,, 2h2 / dk;In(1—e ) 4.2)

El primer término de esta ecuacion es el nimero de bosones en el estado condensa-
do, Ng = 1/(eP@:=#) 1), correspondiente al estado base del sistema cuya energia es
€o;- Por lo tanto el segundo término corresponde al nimero de particulas en estados
excitados N,

N, = (27: 2h2 / dk. In(1 — e PlE—R)) (4.3)
yN =Ny+N,.

La Ec. (4.2) establece que a toda temperatura diferente de cero siempre habra bo-
sones en el estado base y en estados excitados, y el potencial quimico y tiene un papel
muy importante en la distribucién de ambos. Para un gas de Bose la condicion u < &,
se satisface a toda temperatura; en el caso en que U es muy préximo a &y, el nimero
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4. TEMPERATURA CRITICA

de bosones en el estado condensado Ny puede ser una fraccion significativa del nimero
total de particulas. Es esta acumulacién de una fraccién macroscépica de particulas en
el estado € = &y, lo que da origen al fenémeno de la condensacién Bose-Einstein.
Ahora bien, como u < gy, el nimero de particulas en estados excitados resulta estar
acotado por
N, (ma) (M th / dk,In(1 — e~ PlE—w)) (4.4)
limite que corresponde a U = &p,. Entonces mientras el ndmero de particulas N sea
menor que este limite practicamente todos los bosones se distribuyen en los estados
excitados, N = N, y el potencial quimico estd determinado implicitamente por Ec. (4.3).
Cuando el nimero de bosones excede dicho limite, es decir, este limite se convierte en
infinito, es de esperarse que los estados excitados acepten N, de ellos, mientras que el
resto son empujados masivamente al estado base €&y,. En caso que N y V permanezcan
constantes y se varie T habrd condensacién siempre que N > N, ") es decir, para
toda T < T, donde T es la temperatura de condensacion Bose-Einstein y corresponde
al valor limite de los estados excitados a T = T,. Por consiguiente el nimero de bosones
aT.es
N=—" / dk, In(1 — e Pel&—Ha)y, (4.5)
(2m)2h Be
temperatura a la cual u = oy = &, y B. = 1/kgT,. Asi la temperatura critica queda
determinada implicitamente por Ec. (4.5).
Es claro que cuando T < T habré una fraccién Ny y una fraccién N, conviviendo
entre si tal que N = Ny + N,. De acuerdo con esto, el sistema se puede ver como una
mezcla de dos fases:

= Fase condensada, que consiste de Ny bosones en el estado base &;.
= Fase normal, formada por N, bosones distribuidos en estados excitados.

Esto tiene implicaciones en las propiedades termodinamicas del sistema. En particular,
como el nimero de particulas en el estado condensado es No = 1/(eB(&:=#) — 1), resulta
que el potencial quimico estd dado por

N0+1> (4.6)

u _EOz_kBTln<
0

Para T < T, se tiene que u = Uy = &y, porque (Ny+ 1)/Np tiende a la unidad.
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4.1. Expresiones adimensionales

En este punto es conveniente definir el pardmetro adimensional
hZ
O=-——"—r 4.7
2m(a +b)2kBTO .7

donde a+ b es el periodo del potencial de Kronig-Penney y T es la temperatura critica
de un gas ideal de bosones en 3D en el limite termodindmico

_2mi? ns \*°
o= (c<3/2>) 49

la cual depende de la densidad de bosones g = N/V y de {(z), la funcién Zeta de
Riemann.

Dividiendo la Ec. (4.5) entre N y haciendo uso de la paridad de la energia respecto

a k, se obtiene
m 2

=R /0 dk.In(1 — e~ Bele10)) 4.9)
donde ng = N/V representa la densidad de bosones del sistema que se analiza en este
trabajo.

Antes de proceder con més ecuaciones y equivalencias se debe recordar que bajo
ciertos pardmetros el sistema de estudio debe comportarse de manera semejante a un
gas ideal de bosones libre y de tamaiio infinito; esto se vio cuando se analizé el espec-
tro de energias del sistema. Sin duda, es natural tomar el gas ideal de bosones como
referencia también para los calculos de temperatura critica y para otras propiedades ter-
modindmicas adicionales. Por lo tanto, si se considera que la densidad de bosones 1p
de nuestro sistema es igual a la densidad de bosones de un gas ideal de bosones libre
e infinito la Ec. (4.8) se puede utilizar, junto con la definicién de ¢ de Ec. (4.7) para

£(3/2)
(4m0)3/2(a+b)3

Con esta igualdad y tras algunos pasos algebraicos se llega a que

m (a+b)\/o/m @.11)

llegar a la equivalencia

g = (4.10)

ne(2m)2n*  C(3/2)ksTo

con lo cual la Ec. (4.9) queda expresada como

_2\/o/rn T,
£(3/2) Ty
donde dk. = (a+ b)dk;. Se puede ir mds lejos a partir de que

/ ) In(1 — e~ Pel&—ro)y) gi! (4.12)
0

& —MHo= G(‘Z:z - .aO)kBTO (4-13)
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donde & = &, /(1 /2m(a+b)?) y fig = po/ (1 /2m(a+b)?) son la energia y el potencial
quimico adimensionalizados con la unidad de energia 4% /2m(a + b)?. Esto deja la Ec.
(4.12) en términos de la temperatura critica en su forma final adimensionalizada

2\/o/rn . [= __—o(&—jp)/T. /
4(3/2) TC/() ln(l e ))dkza (4.14)

donde T, est4 definida por

1=

_ L
=7

La Ec. (4.14) es adecuada para obtener resultados numéricos ya que las energias

T, (4.15)

necesarias se obtienen a partir de Ec. (3.5) y el pardmetro 7, estd adimensionalizado.
Sin embargo estd la cuestién de como definir o en funcién de un solo pardmetro de
referencia, ya que es un cociente de energfas, una es /> /2m(a+ b)?, empleada como
unidad para determinar el espectro de energias del sistema, y la otra es kpTp, donde Tp es
la referencia para la temperatura. La solucidn a esto se encuentra en la relacién que de-
termina implicitamente la fugacidad de un gas ideal de bosones libre a una temperatura
T,z = eP", en términos de la densidad de particulas

83/2(2) = A*np (4.16)
donde la longitud de onda térmica A a una temperatura T estd dada por

PR 4.17)

vV 27kaBT

Para un gas ideal libre a T < T la fugacidad es igual a la unidad, entonces su longitud
de onda térmica a su temperatura de condensacion Ty satisface la relacién

Ao'ns = ¢(3/2) (4.18)

siendo A9 = h/+/2mwmkgTy. La expresion para ng dada en Ec. (4.10) permite redefinir o
en funcién del periodo a + b del potencial y de la longitud de onda térmica Ay mediante
la relacion

1 (a+b\"°
O =— 4.19
A ( Ao > (4.19)
de tal manera que ¢ queda determinado por un solo pardmetro adimensional, (a +

b)/ %o

Con todo lo anterior se pueden obtener resultados numéricos de manera muy con-
veniente ya que todos los parametros del sistema estan adecuadamente adimensionali-
zados. Es necesario tomar en cuenta la naturaleza discontinua del espectro de energias
(compuesto de bandas separadas por regiones prohibidas) antes de proceder con la in-
tegracion, asi como la singularidad en k, = 0.
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4.2. Un ejemplo base: ancho y separacion de las barreras
iguales

El efecto de la magnitud del potencial, asi como de la anchura de las barreras,
en la temperatura critica se ilustra en las figuras 4.1 y 4.2, en las que se muestra la
dependencia de T, /Ty con respecto a ug y (a+b)/Ay para r = 1. Este caso representa
un potencial en el cual el ancho de las barreras y la separacion entre ellas son iguales. La
Fig. 4.1 muestra curvas de 7. /Tp vs. ug para seis valores representativos de (a + b)/Ao;
a su vez estas curvas corresponden a cortes horizontales sobre la grifica de 7,/Tj vs.
uo y (a+b)/A mostrada en la Fig. 4.2, la cual es una gréfica de niveles, donde cada
nivel representa un valor de 7, /Ty, mientras que su color es indicativo de su magnitud:
valores mds bajos de la temperatura critica corresponden a colores méds oscuros.

Es inmediato que la temperatura critica adimensionalizada en términos de Ty siem-
pre tiene un valor menor a la unidad. La grafica de niveles en Fig. 4.2 muestra una
regién amplia donde el valor de T, /Tj es practicamente igual a uno, mas nunca sobre-
pasa dicho valor. El efecto directo de la amplitud de potencial ug es disminuir el valor
de T /Tp mondtonamente, como se ve en la Fig. 4.1; esta disminucion corresponde a las
regiones donde el color es més oscuro. Ambas figuras muestran que, para un valor fijo
de (a+b)/ Ay, a valores pequefios de ug corresponden temperaturas criticas préximas
a Ty. Lo anterior se justifica con base en la definicién ug = 2m(a -+ b)Vy/H?, por lo que
cuando ug es pequefio la magnitud del potencial V también lo es, y la interaccién de
los bosones con la barreras es despreciable, asi que el sistema se comporta como un
gas de particulas libres; la temperatura critica de un sistema asi es Tp, en consecuencia
para el potencial de Kronig-Penney se tiene que 7. /Ty — 1 cuando up — 0, como es de
esperarse.

Ahora bien, la gréfica de niveles indica que la rapidez con que disminuye 7, /Tp
cuando se incrementa la magnitud del potencial de Kronig-Penney depende del tamafio
del periodo del mismo, (a+ b)/Ag, asi como de la relacién entre la anchura-separacién
de las barreras de potencial, i.e., de r. Sorprendentemente, cuando la magnitud de las
barreras es muy grande se obtiene que 7 /Tj es proporcional a up~ /% la pendiente de
las curvas de T /Ty vs. up en la Fig. 4.1, cuya escala es logaritmica en ambos ejes, es
igual a —1/2. Nétese que el menor valor de ug para el cual la relacion empieza a ser
vélida depende del periodo espacial del potencial. De los casos mostrados se observa
que para (a+b)/Ay = 1, la relacién se cumple mas pronto.

La gréfica de niveles es algo peculiar, pues parece sugerir que 7, /T es cero cuando
la magnitud de u( es extremadamente grande: esto es lo que se deduce a partir de la
region donde el nivel correspondiente tiene el color mas oscuro. Entonces se podria
concluir que hay una regién bien definida en el dominio formado por ug y (a+b)/Ao
donde 7, /Ty = 0, y donde, en consecuencia, no hay condensaciéon Bose-Einstein. Sin
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embargo, la Fig. 4.1 demuestra que este no es el caso, que siempre hay condensacién
Bose-Einstein y que la temperatura critica se puede hacer tan pequeiia al escoger los
valores adecuados de ug y (a+ b)/Ay. Ademas la geometria del potencial indica que
la tendencia de T, /Ty hacia cero se debe a que cuando ug crece el sistema se asemeja
a un gas de bosones en dos dimensiones, y esto es importante: un gas de bosones en
2D sin interacciones en una region infinita no presenta condensacién Bose-Einstein.
Precisamente cuando la magnitud de las barreras de potencial se incrementa, i.e. ug, la
dindmica de los bosones en la direccién transversal a las barreras, que por convencién
es z, se ve restringida, mientras que en las direcciones x y y los bosones son libres,
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4.3. Otros sistemas similares

comportdndose como un gas que no es completamente 2D o 3D. Enumerando, cuando
(a+b) /Ay permanece constante, se tienen los siguientes extremos:

= Gas 2D. Se presenta cuando ug — . Los bosones estan confinados en cajas
de ancho finito en la direccién z, pero de tamafio infinito en x y y; el gas es
bidimensional y 7. /Ty — 0.

= Gas 3D. Cuando up — 0 no hay barreras de potencial, los bosones son libres en
todas direcciones y T, — Tp

Se puede plantear la situacién donde ug se mantiene constante, la cual corresponde
a un corte vertical sobre la grafica de niveles plasmada en la Fig. 4.2, y que es andloga
a aquella que da origen a la Fig. 4.1. Pues bien, bajo esta circunstancia la grafica de
niveles muestra que 7, — Tp cuando (a + b)/Ay > 1, para cualquier valor de ug. Esto
se debe a que cuando el periodo del potencial se incrementa (hasta tender a infinito)
la interaccién de los bosones con las barreras disminuye. Para la figura en cuestién
r =1, lo cual implica que cuando (a+ b)/Ay crece el ancho de las barreras, asi como
el espaciamiento entre ellas, también crecen, de tal suerte que la interaccién de los
bosones con las barreras disminuye pues, valga la expresién, hay mds espacio vacio.
Esto lleva al sistema al extremo donde es un gas 3Dy 7, — Tp. Cuando (a+b) /A < 1,
sin embargo, el sistema no tiende al extremo de gas 2D necesariamente. Considérense
tres situaciones en funcién del valor de ug:

1. up = 1. El sistema se aproxima a un gas 3D pues 7, /T =~ 1 para cualquier valor
de (a+b)/ 2. Esto significa que las barreras no tienen un efecto considerable
sobre la dindmica de los bosones.

2. up = 100. El color de los niveles indica que el valor de T, /Tj es menor a la unidad
cuando (a+b)/Ay < 1, y permanece constante a medida que (a+b)/A9 — 0. El
comportamiento del sistema es intermedio entre gas 2D y 3D.

3. up = 10°. La magnitud de 7. /Ty es mucho menor que la unidad, excepto cuando
(a+Db)/ Ay — oo, asi que se comporta como gas 2D esencialmente.

4.3. Otros sistemas similares

Se puede analizar el comportamiento de 7, /T para otro valor de r de la misma ma-
nera que se hizo en el ejemplo anterior. Caminando en esta direccion se presentan las
figuras 4.3 y 4.4, que corresponden a r = 0.1, es decir, cuando la razén entre el ancho
de las barreras y la separacién entre ellas es uno a diez. Esta situacién corresponde a
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barreras de potencial muy delgadas, asi que es natural esperar que el efecto de las ba-
rreras sobre 7. /Ty se menor respecto al ejemplo anterior. Més alld de dicha expectativa
(qué indican los resultados en las figuras en cuestién?

Desde una perspectiva global el comportamiento de 7,./Tp no ha cambiado: en la
Fig. 4.4 se conservan las regiones donde se aproxima a la unidad y donde se aproxima a
cero, T, — Tp cuando (a+b) /Ay — ooy T, — 0 cuando uy — 0. Desde una perspectiva
mas detallada si hay diferencias, principalmente relacionadas con la rapidez con que la
temperatura critica decrece en funcién de ug. Con respecto a la Fig. 4.2 para el caso
en que r = 1, la Fig. 4.4 muestra que T,/Tp decrece més lentamente, en vista de que
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4.3. Otros sistemas similares

los niveles transitan de un color claro a un color oscuro sobre un intervalo més extenso
de ug, lo cual tiene sentido ya que las barreras de potencial son més delgadas que el
ejemplo anterior. Esto sugiere que el resultado de incrementar la anchura de las barreras
respecto a la separacion entre ellas es una caida mds pronunciada de la temperatura
critica, y los bosones pasan de un régimen donde son cuasi-libres, representado por
los niveles de color claro, a un régimen donde estdn completamente atrapados por el
potencial, representado por los niveles de color oscuro en un intervalo mas compacto
de up. Es muy interesante que incluso para este ejemplo las curvas de 7. /T vs. ug en la

~1/2 cuando

Fig. 4.3 muestran que la temperatura critica también es proporcional a ug
este ultimo pardmetro es lo suficientemente grande.

Un potencial bastante diferente corresponde al caso en que » = 10, cuando el ancho
de las barreras es diez veces mayor que su separacion. ;Como es el comportamiento de
la temperatura critica? A primera vista es muy parecido al caso en que r = 1, como lo
muestran las figuras 4.5 y 4.6. Un andlisis mds a fondo muestra que la region de niveles
de color claro, donde T, /Ty ~ 1, es mds extensa; por su parte las curvas de 7, /Tp Vs up
muestran un decaimiento mds pronunciado de la temperatura critica. Una vez mas se
sostiene que 7. /T es proporcional a up /2 para ug lo suficientemente grande.

Un caso mds extremo corresponde a r = 1000, cuyos resultados se muestran en las
figuras 4.7 y 4.8. En esta situacion el ancho de las barreras es mil veces mds grande
que su separacidn, y la gréfica de niveles correspondiente indica que la regién donde el
sistema se comporta practicamente como un gas de bosones libres es considerablemente
mds extensa que para r = 10. Conjugado con esto las curvas de T../Tj vs. up muestran
que la caida de la temperatura critica es incluso mds pronunciada. De las curvas no se

~1/2 cuando éste

puede asegurar de forma concluyente que 7. /T sea proporcional a u
es muy grande. Aldn mas, de la figura se deduce que la pendiente de las curvas es menor
que —1/2, aproximéandose a —1.

De los resultados anteriores es claro que el principal efecto de incrementar r es
extender la region donde el sistema se asemeja a un gas libre, pero de manera simultdnea
incrementa la rapidez con que el sistema pasa de comportarse como un gas libre en tres
dimensiones a uno en dos dimensiones, como funcién de la magnitud de las barreras
de potencial Vj. Esto se torna interesante cuando se visualiza la estructura del potencial
en el caso en que r = 1000, o en general cuando r es mucho mayor que uno: en estas
condiciones las barreras de potencial son muy anchas en comparacién con la separacion
entre ellas, i.e. b > a. Siendo asi las cosas, la sucesiéon de barreras de potencial de
magnitud Vp y ancho b alternadas con regiones vacias de ancho a es equivalente a una
sucesion de pozos de potencial de magnitud —Vj y ancho a separados una distancia b,
y dichos pozos son muy delgados porque a < b. Asf que la condicién extrema en que
el sistema consiste de pozos atractivos muy delgados tiene efectos interesantes sobre
el comportamiento de la temperatura critica, en particular que la proporcionalidad de
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T./ Ty respecto a ug cuando este dltimo valor es muy grande parece cambiar de (uo)_l/ 2

a (up) ™.

No resulta evidente cémo obtener una relacién tan simple entre ug y 7, a partir de
Ec. (4.14), sin embargo cuando ug > 1 es posible hacer ciertas aproximaciones para
simplificar dicha relacién. De los resultados obtenidos en Cap. 3 es claro que cuando
up es muy grande las primeras bandas del espectro de energia se aproximan a niveles

tales que
g=(1+rn*n> (n—-Dr<k(a+b)<nm n>1. (4.20)

La integral en Ec. (4.14) se puede descomponer como la suma sobre cada una de las
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bandas,
o _ _ _ [=5) nmw B B N
!/ hml—e—“%—%Vﬂ)d@::E:/’ In(1 — e OE&R)/Tey gpe. (4.21)
0 n=1 (l’l*l)ﬂ'

Dado que la primera banda es muy angosta entonces la diferencia € — fip, donde
o = &y, es muy pequefia en comparacion con el resto de las bandas, por lo cual sélo
la primera banda contribuye de manera considerable a la integral total:

o _ _ - V1 _ _ ~
!/ hﬂl—e‘“&_wwn)dﬁﬁu/,hﬂl—e‘“%_mvnjd@. (4.22)
0 0
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4. TEMPERATURA CRITICA

Si se aproxima &, mediante una serie de Taylor alrededor de k. = 0 hasta términos
de segundo orden se obtiene

g = (k’) DuE| (4.23)
y entonces
oo o T S
/ In(1 — e & R)/1e) g/ ~ / In(1 — e A&/ Ty gl (4.24)
0 0
donde A = o Déé‘z o Puesto que In(1 —u) = —g(u) entonces
5 7An 2 /T, )
/ In(1 — e AR/ g = / dK.
= / —Anlk)* /T gl (4.25)
n=1"

Bajo el cambio de variable u = k. /+/ T,

[ty /T [ et g /T [ = LT )

donde la dltima aproximacién se puede hacer ya que 7, es muy pequefia cuando ug > 1.
Asi llegamos a que

. &, — o / 1 ”ﬁ
| in(1 = et/ g " an —VEECGR), @)

los cual nos lleva a la relacién que determina 7.,
1/3
T 1
<= < D&, 0) . (4.28)

To
Esta relacion establece una conexién muy simple entre 7, y la relacién de dispersion

del sistema. Se puede proceder ain mds ya que

- (Dgzh(éz)‘éoz)il, (4.29)

Dz/é ==
kL <z 0

donde la funcion h(&;) corresponde al lado izquierdo de la Ec. (3.5). En vista de esto
resulta que no es sencillo obtener una relacion directa entre 7./Tp y up a partir de
simplificar Ec. (3.5) en el caso que uy > 1, aunque se puede establecer una ecuacién
sencilla para T, /T en funcién de la relacién de dispersién. No fue posible evidenciar
la dependencia directa de ug y r, a fin de aclarar cuando es vélido el comportamiento
T,/ Ty o< up~ /2 en funcién de r, o bien cuando T, /To < up~" pasa a serlo.
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4.4. Comportamiento en funcién de la densidad de particulas

Como se establece al inicio de este capitulo la temperatura critica depende de tres
variables convenientemente adimensionalizadas: ug, ry (a+b)/A. A es la longitud
de onda térmica de un gas de bosones libre a su temperatura de condensacién Bose-
Einstein, y depende de su densidad; es este ultimo concepto el que conecta el gas de
bosones entre capas con un gas libre al considerar que ambos tienen la misma densidad
de particulas N/V en el limite termodindmico. Es legitimo preguntar entonces cual es
la dependencia de la temperatura critica 7. /Ty con respecto a la densidad de particulas.

Para el andlisis de las propiedades termodindmicas del gas de bosones se ha supues-
to que el sistema se encuentra en la condicién de limite termodindmico, i.e. la densidad
N/V es constante, aunque N y V sean cantidades infinitas. Incluso cuando la distribu-
cién de bosones en escalas de longitud del orden del periodo del potencial, a 4+ b, no
tiene por qué ser constante, el cociente N/V impone una cantidad de bosones N, en un
volumen igual a un cubo de arista a + b. Asi la densidad queda expresada como

Ny
N = (atb)y (4.30)
La temperatura critica es la funcién
T./To = f(uo,r,(a+b)/ L), (4.3

la cual no tiene una expresién analitica, mas su comportamiento se visualiza en las
secciones 4.2 y 4.3; notablemente 0 < f < 1. Para establecer como depende f, y por
lo tanto 7. /Ty, de la densidad de bosones np recuérdese que para un gas ideal libre
se satisface la relacién nzAo® = {(3/2), segin Ec. (4.18). Esta igualdad implica que
(a+b)/A = (a+b)(ns/{(3/2))"/3, 1a cual junto con la definicién de Ty dada por Ec.
(4.8) determina la temperatura critica como

Comrt (s \ (2mla+b) b s\
n= (cam) 7 ( e () ) e

Esta es la expresién més conveniente de 7. como funcién de la densidad pues elimina el

“ensombrecimiento” producido por los factores adimensionales que hace dificil visua-
lizar su dependencia en funcién de 7. A diferencia de las expresiones adimensionales
definidas con anterioridad, resulta estéril buscar una adimensionalizacién de T, como
funcién de np; después de todo esta dltima no es adimensional.

La Ec. (4.32) establece que T, es proporcional a nBZ/ 3

, y también depende de la
funcién f, con la diferencia de que la funcién ahora depende directamente de los para-
metros fisicos del potencial y de 1np. Los cambios de variable, sin embargo, no alteran

el hecho de que 0 < f < 1. Esto implica que hasta cierto punto el comportamiento de la
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funcién f serd heredado por T, puesto que habrd una competencia entre el factor ngz/ 3

y f. Para analizar el comportamiento de T, en términos de la densidad considérese por
un momento la temperatura critica de un gas ideal de Bose libre tal que su densidad de
particulas es igual a un bosén en un volumen igual a un cubo de arista a + b; 1a densidad
de este gas es 1N = 1/(a+b)?, y su temperatura de condensacién Bose-Einstein es

i 1\
TOO:ka<a+b>2(c<3/2>) | (439

Con este pardmetro la Ec. (4.32) se puede adimensionalizar como

T. Y < N, ) 1/3
— =N, O | =< , 4.34
Too S| uo,r Z3/2) (4.34)

y la temperatura critica queda expresada en términos del nimero de bosones N, dentro
del volumen (a+b)3. Esto también implica la equivalencia (a+b) /Ay = (N, /£ (3/2))'/3.
A partir de esta ecuacion el comportamiento de 7, /Tyy corresponde al mostrado en la
Fig. 4.9, donde se muestran curvas para algunos valores representativos de up y r. En
la misma figura se indica, mediante una linea a guiones, la relacién T, /Ty = Nuz/ 3,
De esta figura se deduce claramente como cuando ug es muy pequefio la temperatura

critica es practicamente proporcional a N, %/3

para cualquier nimero de bosones. Esto
no es mas que la manifestacién de que, cuando la magnitud de las barreras de potencial
es pequeiia el sistema se asemeja mucho a un gas ideal de Bose libre. A medida que la
intensidad de las barreras se incrementa el valor de 7, baja respecto al gas libre, debido
a su dependencia de la funcién f, sin embargo, cuando el nimero de bosones es muy

grande el comportamiento de la temperatura critica tiende a ser el mismo para todos
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los sistemas. Cuando se mantienen constantes los factores Vy, a y b, y sélo se varia el
nimero de bosones N, los resultados anteriores nos permiten enumerar los siguientes
extremos:

= Baja densidad, np < 1. Dada la equivalencia (a+b)/Ao = (N,/{(3/2))3, y
de acuerdo con las secciones 4.2 y 4.3, la funcién f tiende a un valor constante

2/3

que depende de ug y r. Naturalmente el factor ng“/° es muy pequeflo también.

En el limite cuando g — 0 el resultado es 7, = 0.

= Alta densidad. Nuevamente, dado que (a4 b)/Ao = (N,/{(3/2))'/3, cuando
Nnp > 1 la funcién f tiende a la unidad, asi que el comportamiento de 7. es

2/3

proporcional a 1p~/~ esencialmente.

Es de esperarse que para aquellos valores de uy y r donde T, /Tj es atin mds peque-
fia las curvas de T, /Ty disminuyan més respecto al comportamiento del gas de Bose
libre, y es precisamente el andlisis previo de T./To = f(uo,r,(a+b)/Ag) el que da esta
informacion.
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Calor especifico
isocorico

El calor especifico isocdrico, es decir, el que corresponde a un proceso termodi-
ndmico a volumen constante, estd definido en términos de la entropia S del sistema

como 35
Cy=T| = 5.1
=7(57),. ey
Otra forma de determinarlo es en términos de la energia interna del sistema U
U
Cy=| == (5.2)
aT VN
cuya expresion se puede encontrar a partir del Gran Potencial Q a través de la relacién
d Q
U(T,v —kpT? — 53
( ) 7”’) B (8T (kBT))VJ ( )

donde z = P es la fugacidad, y permanece constante durante la derivacién parcial
aunque depende de T. Cualquiera de los dos caminos es igualmente valido, mas aqui
se obtendrd U de Q:

SZOeiﬁ (Sozf.u) aB

T == 7
U(T,V, ) 1_6_,3 o) 3T
9B
- — ﬁ Ez_“) _
(27r th / di,e,In(1 — e e
mvV 1 [ ap
—— | dk.gy(e P& 5.4
(o)1 B /_oo g2(e )57 (5.4
Para llegar a esta ecuacién se ha empleado la relacion ug(u) = —In(1 —u) con u =

¢ B&=1) de 1a misma manera a como se hizo con la temperatura critica. Ahora bien,
B = 1/kgT, entonces d/dT = —1/kpT?. Dada la Ec. (5.3), y empleando la paridad
de g, respecto a k; se llega a que la energia interna del sistema es

_ & my_ 2 _ ¢ Ble—m)
U(T.Vop) = = P B / dk & In(1—e )
mVy 2 [ —Ble.—
(27f>2h2 ﬁZ /O dkng(e e u)) (55)
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Al observar con atencién la ecuacién anterior se encuentra que el primer término
corresponde al nimero de bosones en el estado base, Ny(7T'), segtin la ecuacién de nd-
mero Ec. (4.2), multiplicado por la energia de dicho estado, de manera que el término
cuantifica la contribucion total a la energia de los bosones en el estado base. Asi que si
alaEc. (5.5) se le suma un cero de la forma &N, (T) — €,,N,(T), que corresponde a la
contribucién a la energia de los bosones en estados excitados segtin Ec. (4.2), se puede
reescribir la energia interna en la forma

v 2
U(T,V,t) = Ne ’"2h2 / dk. (& — £.9) In(1 — ¢ Ble1))
" an zh2ﬁ2/ ke go(e M) (5.6)

Esta es la ecuaci6n para la energfa interna del sistema en funcién de la temperatura, el
volumen y el potencial quimico.

El calor especifico estd dado por la derivada parcial de la energia interna respecto a
la temperatura a N y V constantes,

U
Cy = <8T>N,v' 5.7

Para determinarlo ponemos el potencial quimico como funcién del nimero de particu-
las, u = u(T,V,N), y usamos la regla de la cadena,

U U U 8u>
z = == + == — . 5.8
<8T)N,V (3T>u,v <‘9N>T,v<8T NV 68

El resultado es una expresion algo extensa dado que 3 = 1 /kpT aparece frecuentemen-

te:
U mV 2 dp
—_— k ] 1— —B(e—n)
<8T)N,v (2m)2n B2 8T/ ~Eo)ln(l —e )
mV 4 df
dk B(g—u)
27'[ 2h2B3aT/ Zg2 )
d d
my 2/ " a’;(sz u)+ By
(27m)2h? eble ﬂ>—1
mv 2 [ ap >
————— [ dk + —eBlEr)y (59
(27t)2h2[32/0 < e+ 558 0 ) 69
Para llegar a esta expresién se ha empleado ug)(u) = g1(u) = —In(1 —u) con u =
e P&~ al igual que se hizo con la energfa interna. Sustituyendo 03 /9T = —B /T se
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obtiene

U mV
R = — ﬁ(gz_u)
( 8T>N,v ~GmER BT / dk, (€, — £,9)In(1 — e )

mV _Ble—
+(27r)2712l32T/o dhsgale P )

mV 2/ dk. (6, — ( Z—u)+T§—’;

(27) 2r2H T 0) eBle—1)

vV 2 P
(2:)2}3[2 BT /0 de <( ,u) + T(.;;f) ln(l — g_ﬁ(sz_li)) (510)

A partir de le ecuacién anterior se puede llegar a la expresion final del calor especifico
por bosén en funcién de la temperatura y el volumen:

151:3: 2:th f, / dk, (€. — £.0)In(1 — e BlEH)
+<2:;hzw /0 dk, go (e PlE—H))
my 2P / dk, ( %
(2m)2: N eBle—1) 1

De manera natural aparece una dependencia de la derivada del potencial quimico
respecto a la temperatura, para la cual no se tiene ninguna expresién ain. Por supuesto,
se sobreentiende que dicha derivada corresponde al nimero de particulas N y a volumen

V constante, es decir, g—‘; = (%)N " Para determinar la derivada se parte de la Ec.
(4.3),i.e., N=N(T,V,u), la cual determina el potencial quimico de manera implicita
en la fase normal del gas, i.e., para T > T.. En la fase mixta, es decir, T < T el potencial
quimico es constante segin Ec. (4.6), y corresponde a la energia del estado base del

sistema, [l = &,. Por lo tanto en la fase mixta

o
9T ) v

mientras que para la fase normal se deriva implicitamente Ec. (4.3) respecto a T, susti-

Il
©

(5.12)
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tuyendo df3/dT = —f /T, con lo que se obtiene

mV 1 il
0:—7—/ dk,In(1 — ¢ P&—H)
(27.[)27;12 ﬁT Z ( e )
P)
aT 82 u)+B3%)
2 2;-12[3 Ble.—1) — 1
N, mV W) +T )
? hzT G “)—1 (5.13)

El término g—’Tl puede salir de la integral ya que no depende de k,. Luego entonces,
tras algunos pasos algebraicos y considerando la paridad de la energia respecto a k, se
obtiene la ecuacioén

mV 2 [~ & — U
It ———— | dk—g
T (9,11 B + (27[)2h2 N 0 Zeﬁ(sz_ﬂ) — 1 5 14
o)y V2 ik .14
(2m)21m* N Jo eBle—1) —1
la cual es vélida para T > T,. En el limite cuando T — T se tiene que (%)N = 0, ya

que el denominador de Ec. (5.14) tiende a infinito.

5.1. Expresiones adimensionales

Para que las ecuaciones para la energia interna por bosén, el calor especifico por
bosén y la variacién del potencial quimico respecto a la temperatura se pueden emplear
para cdlculos numéricos se utilizan el conjunto de pardmetros adimensionales que se
introdujeron para calcular la temperatura critica: los pardmetros ¢ y T, Ec. (4.7) y Ec.
(4.15) respectivamente, asi como la relacién Ec. (4.11)

m _ (a+b)\/o/n

ne(2m)2n*  C(3/2)ksTo

donde 1 = N/L?. Igualmente se emplea la relacién
e —Uu=0(&—)ksgTy (5.15)

donde €, y [i son la energia y el potencial quimico adimensionalizados por la energia
1% /2m(a+b)? respectivamente. El pardmetro T esta dado por el cociente

- T
T=_— 1
T (5.16)
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Luego entonces la ecuacion adimensionalizada para la energia interna por bosén queda
expresada como

U o/n , _ _o(e-p)/T
NiﬁkBTO €, — 3/2 T/ dk — &, 111(1 e )
Yot g//; T2/ dK. gy (e~ & R/T) (5.17)

El factor U /NokgT es la energia interna por bosén en las mismas unidades que &, y fi,
puesto que ckgTy = h? /2m(a+b)?. Por otra parte el calor especifico queda expresado

como
Cv 2C’\/CF/” /( —6(e—p))T
NkB_ ZG/2) /dk —&)In(1—e )
o/m ! o (=0 (E—0)/T
T dk, g
3/2 b )
= — d
c/nl/ a8 — 20,) (( —N)‘FGkYI;TOaT)
£(3/2) Y eo&-m)/T |
26\/6/75 . T Jdu —o(E—)/T
Z2 Vn(1 = e CE&-R)/T 1
“2(3/2) /dk< M+ S ar )M e )Gy

y el factor que depende de la derivada del potencial quimico respecto a la temperatura
adquiere la forma

Zcx/o/n/
ece -0 /T—l

T <au> AEP)
GkBTO aT NV 26\/6/7‘[/ dk,
£(3/2) Jo eoE—mIT |

(5.19)

Para las tres expresiones dk. = (a + b)dk;

5.2. Gasideal

Incluso antes de mostrar resultados se debe esperar que el calor especifico del sis-
tema se aproxime al calor especifico de un gas ideal libre de bosones en el caso li-
mite en que la magnitud de las barreras de potencial es cero o bien su anchura es
nula también, pues en dichos casos realmente no hay ningtin potencial periédico con el
cual los bosones interaccionen. En esta situacién la temperatura critica del sistema es
T. = Ty, y el calor especifico crece proporcionalmente a 73/2 paralT <T.,yaT =T,
Cy(T.)/Nkp =~ 1.925 [25]. La Fig. 5.1 muestra el calor especifico calculado para esta
situacion, el cual reproduce lo indicado anteriormente, incluido el picode Cy a T =T...
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2 T
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Figura 5.1: Cal'(c)lr elslc)lec;ﬁ 0.1 1 10 100 1000
co para un gas ideal de bo- T/Ty

sones.

El intervalo de temperaturas mostrado estd en términos de Ty, y para este caso particular
se cumple que 7 /Ty =T /T..

Para cualquier otra situacion en la cual los bosones interaccionan con un potencial
de Kronig-Penney no nulo Cy diferird del mostrado anteriormente al menos en dos
aspectos: la temperatura a la cual se produce la condensacion Bose-Einstein, 7., y a la
cual se produce el cambio en la derivada del calor especifico, i.e. el pico, y la forma de la
curvade Cy aT > T, debido a la presencia de las barreras de potencial que atrapan a los
bosones cuyas energias pertenecen a bandas permitidas debajo del nivel del potencial

Uo.

5.3. Un ejemplo base: ancho y separacion de las barreras
iguales

Considérese un potencial de Kronig-Penney tal que ug = 100y r = 1, lo cual signi-
fica que se tiene un potencial de una magnitud relativamente moderada como para que
la temperatura critica no sea demasiado baja para un amplio intervalo de su periodo
a—+b, y que el ancho de las barreras es la mitad del tamaiio del periodo de potencial.
Ademads es un buen ejemplo ya que las primeras bandas de su espectro estdn claramente
definidas de acuerdo a la Fig. 3.4. Para este potencial las gréaficas del calor especifico en
funcién de la temperatura para diferentes valores de (a+ b)/Ap se muestran en la Fig.
5.2. Es muy claro que el calor especifico muestra una estructura mas compleja que el
caso de un gas ideal de bosones libres. Al igual que para aquellos se pueden caracterizar
dos situaciones:
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5.3. Un ejemplo base: ancho y separacidn de las barreras iguales

up = 100,?':1

T

Figura 5.2: Curvas del ca-
lor especifico a volumen
constante de un gas de bo-
sones con ug = 100y r =
1.

= Fase mixta, correspondiente a 7 < T,. Hay una fraccién no nula de los boso-
nes en el estado base de sistema resultado de la condensacién Bose-Einstein, en
coexistencia con otra fraccion en estados excitados. La fraccion condensada se
denomina fase condensada, mientras que la fraccion restante es la fase normal.

= Fase normal, corresponde a T > T,. Practicamente todos los bosones estdn en
estados excitados.

Las caracteristicas del calor especifico en ambas fases se describen enseguida.

Fase mixta

El calor especifico crece de manera mondtona a medida que 7' — T, e inclusive
puede presentarse un maximo local a la temperatura de transicién en forma de pico de
la misma manera que en el caso libre. Por otra parte, conforme 77 — 0 Cy se va a cero.
Cuando se compara con el calor especifico del gas ideal para T < Ty, que estd dado por
[25, p. 163]

/
Cv _150(5/2) <T>3 ? (5.20)

Nks 4 {(3/2)\ Ty

puede verse que algunas curvas parecen crecer en forma proporcional a (7'/ TC)3/ 2, aun-
que estas corresponden solamente a los extremos donde (a + b) /Ay es muy pequefio 6
muy grande. Esta semejanza estd justificada en el caso que (a+b)/Ayp > 1, ya que
los bosones interaccionan débilmente con el potencial dado que las barreras tienden a
separarse cada vez mds, incluso si r permanece constante. Esto tiene un efecto directo
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up=100,r =1

Figura 5.3: Calor especifi-
co de un gas de bosones
conug=100yr=1enla
fase mixta, en escala log-
log. La linea punteada co-

1r?lrespdor;de al.:l:ali)gesg)eci— 0.01 — 01 — “1
co del gas ideal de boso-
nes libre. T/ To

en T, que naturalmente tiende a 7Tp, y por lo tanto se esperaria que el valor del calor
especifico a la temperatura de transicion fuera muy cercano a Cy /Nkg = 1.925. Esto es
lo que sucede sin duda, y se muestra con mas detalle en la Fig. 5.3, el la cual se ilustra
la dependencia de Cy respecto a T/Tj en escala log-log. Las pendientes de las rectas
en los casos extremos se aproximan mucho a 3/2, lo cual significa que Cy /Nkp crece
proporcionalmente a (7 /T,)3/? en éstos.

La semejanza del comportamiento de Cy /Nkg para (a+b)/Ay < 1 al calor espe-
cifico de un gas ideal de bosones libres, asi como de las notables diferencias en casos
intermedios de (a + b)/Ag estd relacionada con la forma en que se distribuyen los bo-
sones en la primera banda de energia. Esto se discute con detalle en las siguientes
secciones.

Fase normal

Durante la fase normal el calor especifico no disminuye mondtonamente como en
el gas ideal, sino que presenta maximos y minimos locales que estdn directamente re-
lacionados con los pardmetros del potencial de Kronig-Penney ug y r, asi como de
(a+b)/%.

En un andlisis caso por caso de la Fig. 5.2, se observa que cuando (a+b) /49 = 0.01
el calor especifico presenta un pico a 7, cuyo valor es muy préximo al del gas ideal
de bosones 3D libre a Ty, es decir, 1.925; después disminuye al valor de 3/2 y mds
adelante alcanza un maximo a cierta temperatura que ain no conocemos, pero cuyo
origen discutiremos mds adelante; a partir de esta tltima temperatura disminuye a uno
aproximadamente.
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5.3. Un ejemplo base: ancho y separacidn de las barreras iguales

Cuando (a+b) /Ay = 0.05 se observa un pico practicamente a la misma temperatu-
ra 1. que en el caso anterior, después disminuye un poco para luego alcanzar un primer
maximo, a partir del cual disminuye hasta la unidad. La diferencia m4s importante
con el caso anterior es que Cy/Nkp aumenta nuevamente hasta alcanzar un segundo
mdaximo, a partir del cual debe disminuir a 3/2, pues a altas temperaturas nuestro sis-
tema debe alcanzar el limite clésico, donde Cy /Nkg es 3/2. Es claro en este caso que
la regién donde el calor especifico disminuye a la unidad estd delimitado por ambos
maximos.

Cuando (a+b)/Ay = 0.1 el calor especifico también tiene un pico a T, pero alli
su valor es ligeramente mayor que 2. En este caso particular se aprecia que Cy /Nkg
disminuye hasta uno sin manifestar un maximo antes de tal caida, como en los casos
anteriores; sin embargo, como en éstos, a mayores temperaturas sube hasta alcanzar un
méximo, a partir del cual disminuye a 3 /2.

La curva donde (a+ b)/Ayp = 1 es bastante diferente al resto, ya que en este caso
hay un pico a T, pero es muy pequefio, y el valor del calor especifico alli es menor que
uno. Mds adelante discutiremos por qué pasa esto. A temperaturas mayores Cy /Nkp se
incrementa hasta alcanzar un méaximo, para después disminuir monétonamente a 3 /2.
Ya no hay un médximo a partir de cual disminuya a uno de forma similar a los otros
Casos.

Finalmente cuando (a+5b) /A0 es 10 o0 100 el comportamiento de Cy /Nkg es prac-
ticamente igual al del gas ideal de bosones libre en tres dimensiones: el pico se localiza
a T./Ty = 1, su valor es aproximadamente 1.925 y disminuye monétonamente a 3 /2.
En estos casos no hay disminucién del calor especifico a la unidad.

Parece dificil encontrar una relacién entre (a +b)/A¢ y la temperatura 7 a la que
se producen los médximos y minimos luego de un primer vistazo de la Fig. 5.2. Por
supuesto, esto se debe en parte a que se han graficado sélo seis curvas de Cy vs. T.
Si se extienden los cdlculos a mds valores de (a+ b)/Ag se pueden obtener graficas de
nivel similares a las obtenidas para la temperatura critica, por ejemplo en las figuras 4.2
y 4.6. El resultado se muestra en la Fig. 5.4. Al igual que para la temperatura critica,
colores mads claros significan valores mas altos del calor especifico. Para esta figura se
ha realizado un andlisis adicional sobre el espectro de energias, especificamente se ha
determinado la diferencia de energia entre el estado base &y, y la minima energia de la
dif

segunda banda en la direccion z. A esta diferencia de energias AeZ" se le asocia una

temperatura Tg;r tal que es igual a la energia térmica Ae;if = kpTy.

Para calcular el espectro de energia del sistema se emplea la Ec. (3.5), en donde
los parametros &, y uy que determinan la relacion de dispersion estan definidos por Ec.
(3.4). Esto significa que la magnitud de la diferencia entre el estado base y el minimo
de la segunda banda se calcula en las unidades 4% /2m(a + b)?, lldmese Aéfif. Entonces
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Dividiendo ambos términos de la igualdad por kgTj se llega a la equivalencia
Tai -
I Agdf (5.22)
T() '

donde 6 = 71? /2m(a+ b)*kgTy segiin Ec. (4.7). Con el mismo factor ¢ en términos de
(a+b)/ A segin Ec. (4.19) la relacion para el cociente Tgit/ Ty es

Tar 1 _gefa+b\ >
;(;f:MASS‘f< P ) : (5.23)

Dada la ecuacién que determina la relacion de dispersion, i.e., Ec. (3.5), la diferen-

cia A&Y" es independiente de (a+b) /Ao, s6lo es funcién de ug y .

El cociente dado por Ec. (5.23) para up = 100 y r = 1, para diferentes valores de
(a+b)/A corresponde a los circulos semitransparentes con borde oscuro en la Fig.
5.4. En la fase normal los puntos se distribuyen de manera excepcional sobre una linea
que corresponde con uno de los mdximos locales en el calor especifico para un valor
(a+ b)/Ay especifico, que resaltan en la grifica de niveles por su color més claro.
El comportamiento de Cy/Nkg es tal que este maximo es aquél a partir del cual el
calor especifico disminuye monétonamente a su valor cldsico de 3/2 a medida que
se incrementa la temperatura, de lo que se deduce que para T > Tgir el efecto de las
barreras de potencial s6lo disminuye.
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5.4. Otros sistemas similares

Para T < Tyis existe una region en la cual Cy /Nkp se aproxima a la unidad, y que se
extiende sobre un amplio intervalo de temperaturas. Que su valor disminuya a la unidad
no es algo fortuito, més bien es consecuencia directa de la estructura del potencial, en
donde los bosones siempre son libres para moverse en las direcciones x y y. En el caso
mds extremo donde las barreras de potencial tienen una magnitud infinita los bosones
se comportan como particulas en un espacio fisico de dos dimensiones, pues estdn res-
tringidas a la regién vacia entre las barreras, y en el limite cldsico su calor especifico
tiende a la unidad conforme la temperatura se incrementa. En el otro extremo, cuando
no hay barreras, los bosones son particulas libres en un espacio tridimensional, y su ca-
lor especifico tiende a 3 /2 en el limite cldsico. Se deduce entonces que, una temperatura
fija el comportamiento de los bosones puede aproximarse mds a un gas bidimensional
que a uno tridimensional, o viceversa, en funcion de los pardmetros del potencial. Pa-
ra la regién de temperaturas donde Cy /Nkp se aproxima a la unidad se puede afirmar
que los bosones se comportan mds como un gas en dos dimensiones que como uno en
tres. Se puede visualizar a los bosones como si estuvieran atrapados por las barreras de
potencial, libres para moverse Unicamente en las direcciones x y y.

Finalmente, con anterioridad discutimos que para algunas curvas de calor especifi-
co puede aparecer otro mdximo a partir del cual, cuando se incrementa la temperatura,
Cy /Nkg disminuye a la unidad, de tal suerte que el intervalo donde el calor especifico
disminuye estd delimitado por los dos mdximos. Esto también se observa en la Fig. 5.4.
Hasta ahora, para cada valor de (a+ b)/A9, hemos encontrado uno de los maximos.
Pues bien, para cada valor de (a+b) /2y se ha encontrado que el otro maximo también
estd dado, con bastante aproximacion, por la Ec. (5.23); sin embargo en este caso Aefif
tiene otro valor: corresponde, aproximadamente, a un cuarto de la diferencia entre el
estado base &y, y el mdximo de la primera banda. La ubicacién de estos maximos se
indica mediante diamantes semitransparentes con borde oscuro en la Fig. 5.4; se pue-
de observar cémo se distribuyen bastante cerca de los otros maximos locales, que se
distinguen, también, por su color més claro en la grafica de niveles.

5.4. Otros sistemas similares

Se puede preguntar de manera natural: ;jcudl es el comportamiento de Cy /Nkp pa-
ra otros pardmetros de ug y r? Para responder esta interrogante se puede proceder de
manera similar al caso analizado en la seccién anterior. Para empezar se analiza el sis-
tema ug = 100, r = 10, que corresponde a un potencial con la misma altura que el caso
anterior, sélo que el ancho de las barreras es diez veces mayor que el espacio entre
ellas.

De acuerdo a los resultados del Cap. 3 incrementar el pardmetro r tiene el efecto de
elevar la magnitud de las energias del sistema, asi como ensanchar la region prohibida
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Figura 5.5: Curvas del
calor especifico a volu-
men constante de un gas
de bosones con 1y = 100
y r=10.

Figura 5.6: Cy/Nkp vs.
T/To y (a+b)/Ay para
ug = 100, r = 10. Los
circulos y diamantes se-
mitransparentes indican
las temperaturas Tgir/ T
de los méximos calcula-
dos a partir de Ec. (5.23).
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entre las bandas; para los nuevos pardmetros la segunda banda de energia se encuentra

completamente sobre el nivel del potencial segin se indica en la Fig. 3.3b. Al haber
una sola banda debajo de ug significa que se tiene un sistema donde el efecto del poten-
cial, para la mayor parte de los bosones, en comparacién con el caso r = 1, es menor.

También implica que, en la fase normal, el gas tiene un comportamiento mas cercano

al de un gas ideal en tres dimensiones. Sin embargo el calor especifico atin muestra

un intervalo donde su valor disminuye hacia la unidad, lo que indica una transicién

entre regimenes tridimensional y bidimensional, dependiendo en que sentido cambie

la temperatura. Como lo muestra la Fig. 5.5, este intervalo es mds pequefio en com-
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dos a partir de Ec. (5.23).

paracioén con el caso r = 1 en la Fig. 5.2. Por otra parte, en la fase mixta, i.e. T < T¢,
es proporcional a (T /T,)3/? en los extremos donde (a + b) /2 es muy pequefio o muy
grande, y crece hasta su valor mdximo (localmente) a la temperatura de condensacién
Bose-Einstein, donde muestra su caracteristica forma de pico.

En la Fig. 5.6 se han indicado las temperaturas definidas por Ec. (5.23), y de forma
notable se ajustan sobre los méaximos locales para un valor fijo de (a + b) /Ao, al igual
que sucedi6 para uy = 100, r = 1. Parece ser que la temperatura Ty;; que corresponde a
la diferencia Agdif

Z
de quiebre donde el comportamiento del gas pasa a ser completamente tridimensional,

entre el estado base &y, y el minimo de la segunda banda es un punto
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a partir del cual el calor especifico disminuye monétona y asintdticamente a su valor
clasico 3/2 a medida que la temperatura se incrementa.

En la misma direccion, ahora con los pardmetros ug = 200, r = 1, se han calcu-
lado curvas de Cy /Nkp para algunos valores de (a + b) /Ao, plasmadas en la Fig. 5.7.
Nuevamente, en la fase mixta, es proporcional a (T /T,)3/? cuando (a+b)/Ag es muy
pequefio o muy grande. Para valores intermedios esto no se cumple. Por su parte, en la
fase normal ahora es particularmente notable el comportamiento bidimensional de los
bosones: la regién donde el calor especifico se aproxima a la unidad es més extensa con
respecto a los casos anteriores. Esto es asi porque la magnitud del potencial es mayor,
el efecto de las barreras sobre los bosones también lo es, y los bosones se encuentran
restringidos en mayor medida a la regidn entre las barreras de potencial, asemejandose
alin mds a un gas en dos dimensiones. El espectro de energias en la Fig. 3.3a muestra
las primeras tres bandas debajo del potencial, y la region prohibida entre las primeras
dos es mayor que para uy = 100, » = 1. Para este caso también se tiene una grafica de
niveles, Fig. 5.8, donde se han indicado los puntos que corresponden a las temperaturas
definidas por Ec. (5.23) para un valor de (a+b) /A fijo; una vez mds estan distribuidos
muy préximos a la ubicacién de los maximos del calor especifico.

(Qué se puede concluir de la discusién anterior? En los tres sistemas las tempera-
turas determinadas por Ec. (5.23) son una muy buena aproximacién de los miximos
del calor especifico. Sin duda el origen del segundo méaximo local del calor especifico,
aquel que se produce a mayores temperaturas, estd relacionado con el ancho de la bre-
cha entre el estado base y la segunda banda de energia del espectro. Al mismo tiempo
no nos resulté tan claro el origen del primer mdximo, aunque encontramos que satis-
face la misma relacién matemdtica que el segundo: Ec. (5.23), salvo que con un valor
diferente de Aegif.

5.5. El “crossover” dimensional

Todas las gréficas de niveles obtenidas hasta este punto, es decir, las figuras 5.4, 5.6
y 5.8 contienen la temperatura Tyir y el tamafio de la celda unidad (a + b) /A, tal que
la energia térmica kpTyir es igual a la brecha energética entre el estado base y la segun-
da banda del espectro, Aezdif; la relacioén estd dada por Ec. (5.23), y de forma notable
estos puntos caen cerca de la ubicacién de los maximos de Cy /Nkg, a partir de donde
disminuye de manera asintética a 3 /2 para temperaturas crecientes. Indudablemente el
origen de estos maximos estd relacionado con la brecha energética. Si se disminuye la
temperatura mds alla de Ty;r el calor especifico decrece debajo de la linea de 3/2, y si
los pardmetros del sistema son los adecuados puede alcanzar un valor minimo de uno,
el cual puede mantenerse sobre un amplio intervalo de temperaturas. En todo caso la

58



5.5. El “crossover’” dimensional

estructura de Cy /Nkp indica que hay un “crossover” en la dimensionalidad del gas, el
cual comienza, a medida que disminuye la temperatura, a Tgir dada por Ec. (5.23).

El calor especifico muestra que para 7" > Ty aproximadamente, los bosones se
comportan como particulas en tres dimensiones; su valor tiende al limite cldsico de 3/2
para T muy grande. Puesto que Ty depende de la brecha energética A&‘Zdif = kgTy;s en-
tre la primera y segunda banda del espectro de energia, se deduce que el “crossover”
de gas 2D a 3D a temperaturas cada vez mayores se da porque los bosones estan mi-
grando a bandas de mayor energia, y la proporcién de bosones en estados excitados se
incrementa como consecuencia. Para estos bosones el efecto dindmico de las barreras
de potencial se ve reducido, y por consiguiente el atrapamiento, hasta que desaparece a
temperaturas extremadamente altas. En direccién opuesta, a temperaturas menores que
Tyir los bosones atrapados por el potencial ocupan los estados disponibles en la primera
banda (mas no ocupan de manera masiva el estado base, ya que atin no se produce la
condensacién Bose-FEinstein) ya que no pueden superar la brecha Aszdif. Su proporcién
respecto al total es mucho mayor que la de los bosones que puedan ocupar estados de
mayor energia, por lo que el atrapamiento se intensifica.

Puede notarse que, en todos los sistemas analizados, a medida que (a+b)/A se
incrementa el “crossover” tiende a desaparecer, y a valores muy grandes de ese para-
metro simplemente no existe. La razén por la cual no hay “crossover” en estos casos
se debe a que conforme (a+ b)/Ag se incrementa la temperatura Ty;r se aproxima a 7.
Luego entonces cuando Tgis < 7. el comportamiento de Cy /Nkg estd gobernado por
la condensacién Bose-Einstein, y disminuye mondtonamente a cero, desapareciendo el
“crossover”.

Ocupacion por unidad de momento

La ocupacién de los estados excitados a temperaturas mayores o menores que 7gis
se puede visualizar a partir de la ecuacién de nimero, Ec. (4.3). Restringirse solamente
a los estados excitados es suficiente ya que en la fase normal, 7 > 7¢, la proporcién de
bosones en el estado base es despreciable, y en la fase mixta, 7 < T, la capacidad de
ocupacién del estado base es infinita.

La Ec. (4.3) se puede definir en términos de una funcién py(k;) dada por

Vo1
pw(k,) = —(z;nwﬁln( | — e Blen)) (5.24)

tal que el nimero de bosones en estados excitados es
Ne= [ puli) k. (525)
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Se puede normalizar la funcién py con respecto al nimero total de bosones N,

mV 1

1
Gy(k,) = —pn(k,) = ——————— —In(1 — e BlE—H)), 5.26
N( z) NPN( z) N(27C)2FLZB ( ) ( )
tal que la funcién Gy satisface la relacién
= N
/ Gy(k,)dk, =1— NO (5.27)

Asi, para T > T, la fraccién de bosones en el estado base Ny/N es despreciable, y la
integral es practicamente igual a la unidad. Sin embargo, cuando T < T, Ny/N es una
fraccién significativa del total de particulas, y la integral es menor que uno.

La funcién Gy puede interpretarse como una funcién de densidad, més especifica-
mente como la fraccién de particulas con momento k; en [k;, k, + dk;], normalizada con
respecto al total de bosones. Por lo tanto nos da informacién de cuantos bosones puede
aceptar un tnico estado con momento k;.

La funcién Gy puede adimensionalizarse como otras funciones, de tal manera que
sea adecuada para cdlculos numéricos:

(k) = — Y O/ 101 — 0len/T), (5.28)

(Qué tipo de informacién entrega esta funciéon? De particular interés es visualizar
c6mo se distribuyen los bosones a temperaturas antes y después del “crossover”, y com-
parar el resultado con otros a temperaturas donde el sistema se comporta como gas 3D,
o incluso a T < T, cuando hay una proporcion de bosones macroscépica condensados
en el estado base.

Es natural partir del sistema ug = 100, r = 1 estudiado anteriormente. Dada la infor-
macién en las figuras 5.2 y 5.4 el “crossover” sélo se produce cuando (a+b)/Ay < 1.
Esta es informacion valiosa ya que se restringe el andlisis a algunos valores representa-
tivos de (a+ b)/ A, en particular aquellos empleados en la Fig. 5.2 que sean menores
que la unidad. Asi, (a+b)/Ay = 0.05 parece ser una eleccion adecuada, dado que el
intervalo de temperaturas empleado, que va desde 0.01 hasta 1000, abarca el interva-
lo donde se produce la condensacién Bose-Einstein, el intervalo donde el sistema se
comporta como gas 2D y donde pasa a comportarse como gas 3D.

La distribucién de los bosones por momento para las dos primeras bandas de ener-
gia, es decir, k.(a+ b) € [0,2n], se muestra en la Fig. 5.9 para diez valores represen-
tativos de T'/Ty. Con base en la curva de Cy /Nkg vs. T /Ty para (a+b) /Ay = 0.05, se
observa que a T /Ty = 500 el sistema apenas tiende a comportarse como gas 3D, y a
T /Ty = 1000 el calor especifico se aproxima al méximo asociado a Aedif

<
base y el minimo de la segunda banda. En ambos casos la distribucién de bosones es

entre el estado
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5.5. El “crossover’” dimensional

up =100, r =1, (a+b) /A9 = 0.05

1.0 T
T/Ty
=—a = 1000 =
e =500 =1 I
=100 e =0.6436
=50 —o =T./To [
=10 — =001
\ Figura 5.9: Gy(k;) vs. k;
. 1 ;T 5y Para algunos valores re-
k.(a+Db) presentativos de T /7.

T./Ty = 0.47492.

constante para las primeras dos bandas del espectro de energia. Cuando T /Ty = 100 y
T /Ty = 50 claramente el sistema se comporta como un gas de bosones en 2D. En estos
casos la densidad de bosones se concentra completamente en la primera banda, mas co-
mienza a dejar de ser constante, lo cual se vuelve mas notorio cuando 7' /Ty disminuye
aun mas. Para este sistema la temperatura critica es 7, /Ty = 0.47492, y en la gréfica
se muestra la respectiva densidad de bosones. Para T < T, la densidad diverge hacia
infinito cuando k; = 0 para todo valor de (a + b)/Ao; esto se debe a la condensacién
Bose-Einstein, cuando la capacidad de ocupacién del estado base es infinita.

El ejemplo anterior tiene la caracteristica de que la condensacién Bose-Einstein
es claramente identificable: hay un pico muy evidente en las curvas de Cy /Nkg vs.
T /Ty en la Fig. 5.2. Sin embargo también hay condensacién Bose-Einstein para el caso
particular (a+5b)/Ap = 1, mas la condensacion no es tan evidente; hay un picoa 7 =T,
pero la magnitud de Cy/Nkp a esta temperatura estd muy por debajo del valor que
muestran otras curvas, incluso debajo de la unidad. ;Cudl es la razén de esto? Cuando
se acude a la gréfica de niveles del calor especifico en Fig. 5.4 1a situacién se aclara: la
condensacién Bose-Einstein se produce en la region de temperaturas donde el sistema
tiende a comportarse como gas 2D, asi que Cy /Nkg a T = T, no se incrementa tanto
como en otros casos. Asimismo los resultados en la Fig. 5.10 indican que para 7' /T < 1
la funcién Gy es despreciable para toda k, excepto en la primera banda. Algo similar
se obtuvo para el ejemplo anterior. Este es un resultado importante: es la manifestacion
del atrapamiento de los bosones por el potencial. El valor considerablemente menor del
calor especifico a la temperatura de condensacion Bose-Einstein es el resultado de la
competencia entre el incremento mondtono del calor especifico en la fase mixta 77 < T,
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up=100,r=1, (a+b)/ A =1

T/T
0.5 =—a  =1000 =5 i
oo =500 =1
0.4 =100 =—s =0.6436 |
. =50 - =T./T)
=y =10 — =001 |
Figura 5.10: Gy(k;) vs.
k, para algunos valores \n '

representativos de 7'/Tp.
T./Ty = 0.612087. k(a+Db)

y la disminucién por el atrapamiento de los bosones por la estructura de capas del
sistema.

Cuando se incrementa la magnitud del potencial la temperatura critica disminuye,
y la regién donde el sistema se comporta como gas 2D se extiende. Para up = 200 y
r =1 las curvas de Cy /Nkg vs. T /Ty en la Fig. 5.7 hacen evidente dicha afirmacion.
La densidad de bosones por momento para (a+ b)/Ay = 0.05 se muestra en la Fig.
5.11. De forma notable esta figura muestra que la densidad de bosones por momento se
concentra en la primera banda para valores de T'/T; donde el calor especifico es igual,
o muy préximo a la unidad (donde hay un comportamiento 2D), pero ademas esta el
hecho de que la densidad Gy es précticamente constante en toda la banda de energia.
Este hecho es muy relevante, pues indica que el intervalo de temperaturas donde el
sistema se comporta de manera sobresaliente como un gas en 2D es aquel donde la
densidad de bosones por unidad de momento se concentra en la primera banda, pero
ademads donde dicha densidad es constante. Para temperaturas cercanas a 7, la densidad
también se concentra en la primera banda, pero no es constante: es mayor cerca del
estado base; finalmente diverge en k;, = 0 cuando 7' = T..

Con fines de comparacion, para up =200y r = 1, cuando (a+b)/Ay = 1, el calor
especifico a T = T, es menor a la unidad, situacién andloga a la que ocurrida con uy =
100, r =1, (a+b)/A = 1. La forma de Gy(k;) se ilustra en la Fig. 5.12. En esta
situacion la densidad Gy se concentra en la primera banda para T' /Ty < 1, y es constante
para algunas temperaturas, manifestacion, una vez mas, del atrapamiento de los bosones
por el potencial.

Algunas conclusiones de todo lo anterior se pueden resumir de la siguiente manera:
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up =200, r=1, (a+b)/A=0.05

1.0 T
T/Ty
e—a = 1000 =5
0.8 —s =500 =1 ]
=100 =—a =0.8218
— 0.6k =50 o—o =0.4852 |
&~ =10 —o =T./Tp
=
O 04} ]
02F.. ]
0.0 2 !
0 1z 21
k;(a+b)
o up=200,r=1,(a+b)/Ap=1
' /T
0.5} =—=a = 1000 =5 1
s =500 =
0.4 =100 =—a =0.8218
P =50 oo =0.4852
3; 03 =10 o =T.)Ty
O
0.2 -
0.1F ]
0.0
0 |4 2n
k.(a+D)

Figura 5.11: Gy(k;) vs.
k, para algunos valores

representativos de T /Tp.
T./Ty = 0.22982.

Figura 5.12: Gy(k;) vs.
k; para algunos valores
representativos de T'/Tp.
T./To = 0.43116.

dado un sistema con pardmetros ug, ry (a + b) /Ay constantes a una temperatura 7 /T

1. Cuando la densidad Gy(k;) es constante y su valor es despreciable, excepto en

la primera banda, el sistema se comporta como un gas ideal de bosones libres en

2D.

2. Cuando la densidad Gy (k;) deja de ser despreciable mas alld de la primera ban-

da, y es constante en cada banda, el sistema se comporta como un gas ideal de
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5. CALOR ESPECIFICO ISOCORICO

bosones libres en 3D. El resultado es que los bosones estdn migrando a bandas
de energia més alta.

3. Cuando la densidad Gy (k;) es despreciable excepto en la primera banda, mas su
valor no es constante, y es mayor alrededor del estado base, el sistema vuelve a
comportarse como un gas 3D, con un respectivo incremento en Cy /Nkg.

4. AT < T, ladensidad Gy(k;) diverge en k, = 0, como consecuencia de la con-
densacién Bose-Einstein.

Estas dos tltimas conclusiones explican el comportamiento del calor especifico res-
pecto a la temperatura para valores intermedios de (a + b) /Ao (cuando no es ni mucho
mayor ni mucho menor que uno) y para (a+b)/Ay < 1. En el primer caso la densi-
dad Gy (k;) es constante, o muy uniforme, alrededor de la temperatura de condensacién
Bose-Einstein, asi que hay una competencia notable entre el crecimiento mondétono de
Cy /Nkg en la fase mixta y la disminucién del mismo por efectos de atrapamiento. Co-
mo consecuencia el calor especifico se comporta muy diferente al del gas ideal libre en
3D. En el caso en que (a+b) /Ay < 1 la densidad Gy (k;) a temperaturas cercanas a 7,
no es constante, sino que se incrementa alrededor del estado base, asi que el sistema se
asemeja a un gas 3D. Por lo tanto Cy /Nkg es muy semejante al de este ultimo.

Cuando se enlazan las conclusiones anteriores con la temperatura Ty;r (v. Ec. (5.23))
y todo lo que ésta implica, se impone una restriccion al intervalo de ug y  dénde dichas
conclusiones son vdlidas. La razén es que, hasta ahora, el maximo que se produce a
dif

mayor temperatura Ty se ha asociado con la diferencia de energias AgS™ entre los

Z
bordes inferiores de primera y la segunda banda, pero no se ha concluido que ASZ""t sea
siempre dicha diferencia. Y sin duda, esto no siempre se cumple, como se muestra en

seguida.

5.6. Mas alla de la brecha entre la primera y segunda banda
de energia

Los ejemplos ilustrados parecieran indicar que el “crossover” depende de la dife-
rencia entre el estado base y la segunda banda del espectro de energia. Siendo estrictos,
se debe analizar el calor especifico de sistemas con otros valores para los pardmetros ug
y r para identificar el intervalo de validez de la relacion entre el “crossover” y la brecha
Asfif. Dada la evolucién del espectro de energia en la Fig. 3.3a y la relacién encontrada
entre éste y el “crossover” es buena idea escoger los parametros uy = 500y r = 1: el
espectro muestra cuatro bandas debajo de uy que se aproximan a los correspondientes
niveles energéticos de una particula en una caja de ancho a (la diferencia entre este po-
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uo = 500,r = 1

TTTIT

|
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0.01
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T/Ty

Figura 5.13: Curvas del
calor especifico a volu-
men constante de un gas
de bosones con ug = 500
yr=1.

Figura 5.14: Cy /Nkg vs.
T/Ty y (a+b)/A pa-
ra ug = 500, r = 1. Los
circulos y diamantes se-
mitransparentes indican
las temperaturas Tgi/ Ty
de los méaximos calcula-
dos a partir de Ec. (5.23).

tencial y una caja de paredes infinitas no parece ser sustancial para los bosones dentro

de dichas bandas). Los resultados se muestran en las figuras 5.13 y 5.14.

En el mismo sentido que los ejemplos anteriores el efecto directo del incremento

de up es extender la region donde el sistema se comporta como un gas bidimensional,

como lo muestra la grafica de niveles en Fig. 5.14. Simultdneamente la temperatura
critica disminuye considerablemente cuando (a +b)/A¢ < 1, lo cual desplaza el pico
en Cy /Nkg aT =T, alaizquierda en la Fig. 5.13. Estos son comportamientos andlogos

a los que se presentan en los ejemplos anteriores, e incluso, en la Fig. 5.14 se grafican

circulos y diamantes en color blanco semitransparente que corresponden a las tempe-
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raturas Ty definidas en la Ec. (5.23) para un valor de (a+b)/Ay y Aegif dado. Estos
puntos son la diferencia sustancial del sistema respecto a los anteriores: en particular
la temperatura Tg;r indicada por los circulos estd asociada no a la diferencia de energia
Agzdif entre el estado base y el minimo de la segunda banda, sino a la diferencia en-
tre el estado base y el minimo de la tercera banda de energia. Este es un resultado
importante, pues confirma que la diferencia Aezdif
Cy /Nkg tiende al limite cldsico es, en general, una funcién no trivial de ug y r: puede

asociada al maximo a partir del cual

corresponder a la diferencia entre el estado base y la segunda, tercera o bandas supe-
riores, segun la magnitud de las barreras de potencial y la relacién anchura-separacion
de las mismas. Notablemente la temperatura Tgi indicada por los diamantes sigue es-
tando determinada por Aegif
la primera banda aproximadamente.

, cuando esta diferencia equivale a un cuarto del ancho de

Ahora que se ha demostrado que Aegif

gia entre el estado base y alguna banda superior, ;cambia ésto las conclusiones obteni-

puede estar asociada a la diferencia de ener-

das del andlisis de la densidad de bosones por unidad de momento Gy (k;) que definen
el comportamiento 2D o 3D del sistema? Para responder esta pregunta se tiene que
visualizar la densidad para este sistema, y las figuras 5.15 y 5.16 contienen dicha infor-
macién en las primeras tres bandas de energia, para (a+b)/A =0.01y (a+b) /Ao =1
respectivamente. Ahora se ha elegido un valor diferente a los casos analizados en la
seccion anterior, debido a que el “crossover” abarca una regiéon mas grande: el valor
(a+b)/Ay = 0.01 es interesante porque Cy/Nkp muestra claramente el pico causado
por la condensacién Bose-Einstein, y es igual a la unidad en un amplio intervalo de tem-
peraturas. Asi que en este intervalo hay ciertas expectativas sobre la densidad Gy (k;)

up =500, r =1, (a+b)/A = 0.01

1.0 I
T/Ty
=—=a = 1000 =5
0.8 | — —500 _ H
=100 =—a =().8218
06l =50 o =04852 ]
2~ =10 —o =T./Ty
N—r
=z
@) |

Figura 5.15: Gy(k;) vs.
k, para algunos valores
representativos de 7 /Tp.

T./Ty = 0.05371. k(a+b)

27
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up=>500,r=1, (a+b)/do=1

0.40
T/Ty
0351 =—a =1000 =5 ]
0.30 e— =500 =1 1
=100 == =0.8218
025 =50 o—o =0.4852
3;/‘ 020l =10 — =T./Ty |
© 015t :
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0.05 - _
Figura 5.16: Gy(k;) vs.
0~OOO T o k, para algunos valores
k,(a+b) representativos de 7 /Tp.
Z

T./Ty = 0.26290.

de acuerdo a los resultados anteriores: la Fig. 5.15 indica claramente que la densidad
de bosones es practicamente constante para toda 7 /Ty > 1, y s6lo en la primera ban-
da, y segtn la gréifica de niveles en Fig. 5.14, todas estas temperaturas caen dentro del
intervalo donde el sistema se comporta como gas 2D. Adicionalmente, a temperaturas
menores a la unidad la densidad Gy/(k;) es no nula sélo en la primera banda, pero ya
no es constante; en este intervalo el calor especifico crece mds alld de 3/2, y tiene el
pico resultado de la condensacién Bose-Einstein. Asi, los resultados para este sistema
no entran conflicto con las conclusiones obtenidas en la seccidn anterior. El caso en que
(a+b)/A =1 es similar a los anteriores para este mismo parametro: Cy /Nkg menor
a la unidad. Para todas las curvas Gy(k;) es practicamente constante excepto a T = T
(lo cual no significa que para temperaturas intermedias deje de ser constante), y pa-
ra T /Ty < 1 es despreciable excepto en la primera banda. Es a estas temperaturas el
sistema se comporta como un gas en 2D segin la grifica de niveles de Cy /Nkg. Para
T /Ty > 1 la densidad de bosones es constante, pero se extiende mas alld de la prime-
ra banda. A estas temperaturas el sistema tiende a comportarse como un gas 3D libre
segun su calor especifico.

Entonces ;qué se puede concluir de los resultados anteriores? Todo indica que la
forma de la densidad de bosones G(k;) determina si el sistema se comporta como un
gas 2D o 3D, y por lo tanto dénde se produce el “crossover”’. Ademads parece ser que
las conclusiones dadas al final de la Sec. 5.5 son vélidas en general para cualquier valor

de ug, ry (a+0b)/ .
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Calor especifico
isobarico

El calor especifico isobdrico, que corresponde a un proceso termodinamico a pre-
sion constante, estd definido en términos de la entropia S como

as
C,=T < > 6.1
b oT ) v
Esta es una definicién andloga a la de Cy, y de manera similar se puede determinar a
partir de la entalpia H = U + pV
JH
C,= () (6.2)
aT DN

en lugar de la energfa interna U. Esta expresion parece mds atractiva que Ec. (6.1) pues-
to que ya se ha determinado la energfa interna U, y la ecuacion de estado corresponde
al Gran potencial Q = —pV. Sin embargo en este trabajo se procederd de una forma
alternativa, ya que también son de interés las compresibilidades isotérmica y adiabdtica
del sistema.

La relacién basica para determinar C), estd dada por [25, p. 189]

a 2
C,=Cy+TViy <a?) (6.3)
V.N

donde k7 es la compresibilidad isotérmica

1 [dV

La presion se determina directamente del Gran potencial, Ec. (2.25) y la ecuacién de
estado —pV = Q. La expresion para la presion es

kpT

1 o)
p(T,V,p) = === In(1 — e Pt 4 o [ dk.ga(e PETH) - (6.5)

(27)2h% B2

con &y, = & la energia de estado base del sistema.
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Antes de proceder, se puede deducir algo muy interesante de la presion. Segun la
definicién del nimero de bosones en el estado base, Ny = 1/(eP(&:=1) 1), se sigue
que el primer término de Ec. (6.5) es

- "37T1n(1 —e Pty — TV In(Np + 1). (6.6)

Si la densidad del sistema es g = N/V entonces V' In(No+ 1) = ngN ' In(No + 1) o<
N1 In(Nyp+ 1), y como Ny < N entonces el primer término de la presion es, a lo mds,
proporcional a N~'InN. Por lo tanto este término es despreciable para cualquier valor
de U, y se puede eliminar de la ecuacién p, cuya expresion final es

1 [
PVt = oy [ dkega(e P, 67)

(2m)2n* B
Fisicamente este resultado significa que los bosones en el estado base no contribuyen a
la presion.

La expresion para la presion permite deducir otra caracteristica peculiar del gas de
bosones sin siquiera recurrir al dlgebra: dado que la presion no depende explicitamente
del volumen y el potencial quimico es constante para 7 < T, entonces la compresibili-
dad isotérmica del gas es infinita en su fase mixta.

En la fase normal, i.e. T > T, se vuelve necesario calcular la derivada parcial
(%) - que aparece en la definicion de k7. En vista de que el nimero de particulas

N no es variable natural de p hay que evaluar la regla de la cadena para dicha parcial.
Considerando el potencial quimico u = u(7,V,N) se obtiene le relacién

), (50),, (), (50)
el = £ + == — . 6.8
<9V T.N W)y o)y \9V /)7y ©®

Claramente el primer término del lado derecho de la igualdad se anula segtn Ec. (6.7).
Entonces

1 1
r—— L (6.9)

Y (%), (5)
)y \V)rn

La primera de las dos parciales se obtiene de manera directa de la férmula para p:

317 m 1 /oo —B(e.—
P " | 4k In(1— == H) 6.10
(au>” o2 B ). n(l—e ) (6.10)

Al comparar esta ecuacion con Ec. (4.2) sale a relucir la sencillez de esta parcial:

9p) N,
ory e 6.1
(314 rv ( )
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que no es mas que la densidad de bosones en estados excitados, N,/V = (N —Np)/V,
y ya que la proporcién de los bosones en el estado base Ny es despreciable en la fase
normal se sigue que N, = N para todo fin practico.

Queda por determinar la otra parcial, la cual se puede determinar de manera andloga

ou
I )Ny

punto de partida y derivar,

en el caso del calor especifico isocérico. Esto significa usar la Ec. (4.3) como

B o Blew)
Y kT [ dkn(1-e ) o
o e:B(sz_IJ) —1
Por lo tanto la compresibilidad isotérmica para T > T, es
/°° dk;,
Ky — 14 e eBle—n) 1 6.13)

NkgT / dk, In(1 — e~ PE—1)

Como es de esperarse, ésta es un cantidad positiva ya que la integral en el denominador
de k7 es negativa.

Ahora bien, para calcular la parcial (%)VN se aplica la regla de la cadena, de

forma anéloga al caso de x7:

7)o (7)), (57)
=) =(35) +(+ s 6.14
<3T V.N T )y, o)y \9T )y (19

La primera parcial del lado derecho de la igualdad corresponde a

oy __.m 2 7 Bl
<aT> - T L e )

m 1 e
— s | dk,(g,—p)In(1—e PEH 6.15
(M)zhzw/m (€ — ) In ) (615)
mientras que los factores del segundo miembro son cantidades conocidas: el factor
(%)V’T estd dado por Ec. (6.11), y (g#)wv = <%>N,V estd dada por Ec. (5.14),
my 2 [ E—U
t s — | ey e
(OB __ QPN Jo  TePlemw i
oT ) v N mvV 2 [ dk,

)22 N Jo eBfle—w) —1
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6. CALOR ESPECIFICO ISOBARICO

Ast, la ecuacién del calor especifico a presion constante por bosén a una temperatura 7
es

> dk,
Cp CV /meﬁ(s “)—1 |: mV 2 /w 7B(£7

Z | dk.gy(e BlE—H)Y)
Nkp NkB / dk, ln [3(&—#)) (271')2712 Nﬁ —oo ng( )

2
1 /du
dk, (e, — p)In(1 — e Ble—1) +<) . 6.16
") 2h2N/ JIn(l —e )+ a7 v (6.16)

Notese que las integrales dentro de los corchetes en la ecuacion anterior son practi-
camente las mismas que aparecen en la expresion para el calor especifico isocérico, lo
cual significa que no presentan divergencias para ningtn intervalo de temperatura. In-

clusive g—’; esta perfectamente definida para toda 7. Por lo tanto se concluye que
NV

)

C, debe presentar el mismo tipo de divergencia que la compresibilidad isotérmica, ya
que las integrales que definen esta ultima estdn presentes en la ecuacion de la primera;
asi C,, es infinita para 7' < T;.. Por tltimo, pero no menos importante: la estructura de
Cy debe ser heredada por C),.

La Ec. (6.16) puede simplificarse ligeramente si se reconoce que, para T > T, la
integral en el divisor de k7 en Ec. (6.13) aparece en la ecuacién de nimero, Ec. (4.3),
de tal forma que la ecuacion para C,, se puede reescribir como

Cp Cy m dk, m / e
dk =)
NkB NkB + (27[)2;‘12 Nﬁ /m eﬁ &—MU) -1 |:(27.L.)2h2 NB Zgz )

2
Vol )
(2:)2h2N " dk, (6, — ) In(1 — e BE- >)+— (;) ] . 6.17)

6.1. Expresiones adimensionales

Usando la Ec. (4.11) con ng = N/V se puede redefinir C,, en una ecuacién adecuada
para calcularla numéricamente:

G Gy 2\/6/7r/ dk; cf/?TT dk/gz o(&—R)/T) _
Nkg NkB 3/2 0 e%& -)/T _ 3/2

£(3/2) oT

2
26\/07/77:/ dK. (& — 1) In(1 — e~ o(&-p)/T )+<a“> ] (6.18)
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6.1. Expresiones adimensionales

donde dk. = (a+ b)dk.. Ademds se ha empleado la paridad de la energia respecto a k.
La parcial del potencial quimico estd dada por

26@
1(8u> B G £(3/2) / 2 e0(& H/T—l
kg \oT )y, T 20\/0-7/7: dk, '
b wwmr

£(3/2)

(6.19)

Por supuesto estd la cuestion de cémo adimensionalizar la compresibilidad iso-
térmica kr dada por Ec. (6.4). Puede pensarse que, como se ha hecho hasta ahora, lo
conveniente es recurrir a la correspondiente relacion para la compresibilidad isotérmica
de un gas ideal de bosones libres [25, p. 189]

ibre) vV 812(2)
T NkgT g3/»(2)

(6.20)

donde z = eP* es la fugacidad del gas. Sin embargo, resulta que a la temperatura de
condensacién Bose-Einstein del gas ideal libre, Ty, la fugacidad es z =1, asi que la
compresibilidad es infinita pues lfg}gl /2(z) = oo. Entonces ésta no es la mejor opcion.
Por otra parte, se reconoce que lazs unidades de la compresibilidad son las del inverso de
una presion, asi que parece adecuado recurrir a la ecuacién para la presion del mismo
gas ideal de bosones libre a T < T,

kBT

p(T) = =56(5/2) (6.21)

donde A es la longitud de onda térmica del gas. A T = Tj la presion es
_ kgTq
=22 307 56/, (6.22)

La longitud de onda térmica a Tp, Ay, satisface la relacién ngAo = £(3/2), np =N/V,
por lo cual la ecuacién para pg es

_ NkpTy £(5/2)

V. £(3/2)
Entonces el término NkgTy/V, que estd directamente relacionado con la presién de un
gas ideal a Tp, es el factor ideal para adimensionalizar la ecuacion de k7, Ec. (6.13), la

(6.23)

cual toma la forma

> dk,
NkgToxkr — To /_mm

- . (6.24)
v d / dk, In(1 — e PEH))
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6. CALOR ESPECIFICO ISOBARICO

Como el denominador corresponde a la ecuacién de nimero, Ec. (4.3), la forma adi-
mensionalizada de la compresibilidad isotérmica es

NkBT()K'T 2\/6/71' dk/ 6.25
v o 3/2/oeoeu/T ' 6.25)

6.2. Un ejemplo base: ancho y separacion de las barreras
iguales

Dada la forma del calor especifico isobarico en Ec. (6.18) se deduce que las ca-
racteristicas de k7 seran heredadas a C, /Nkg. En particular, la compresibilidad es una
funcién que diverge hacia infinito cuando T — T, como se concluy6 con anterioridad.
En el caso particular en que ug = 100, r = 1, que es un sistema que se ha manejado con
regularidad, la compresibilidad isotérmica se muestra en la Fig. 6.1 para seis valores
representativos de (a+b) /2. A diferencia de otras figuras mostradas a lo largo de este
trabajo la compresibilidad se muestra en funcién de T /T, la cual es una escala de tem-
peraturas mas conveniente porque para 7' < T, aquella no esta definida. Este cambio de
escala también se refleja en el factor que adimensionaliza la compresibilidad, donde la
cantidad graficada es
NkgT.xr [ T.\ NkgTokr
e (m)

v v (6.26)

para la cual NkgTpkr /V estd dada por Ec. (6.25). El efecto inmediato de este cambio de
variable es que todas las curvas tienen en comun una asintota en 7 = T;.. Las mayores
diferencias se concentran en el intervalo 7 /T, < 10, asi que se ha graficado k7 en este
intervalo.

La compresibilidad muestra cierta estructura cuando 7 se aproxima a 7, sin em-
bargo su comportamiento tiende a estabilizarse muy rdpidamente a medida que 7/7,
crece. A partir de alguna temperatura k7 es practicamente proporcional a (7 /7.)~!
relacién indicada por la linea punteada en la grifica. Esto es asi porque a temperaturas
altas el sistema tiende al limite cldsico donde se comporta como un gas ideal en 3D; en
este limite la ecuacidn de estado es PV = NkgT, luego entonces la definicién de k7 en

Ec. (6.4) implica que
Vv

Kr = 6.27
= NksT (6.27)
es la compresibilidad isotérmica de un gas ideal, la cual adimensionalizada toma la
forma )
NkpT.x T\
SRBIAT L , (6.28)
4 T

haciendo evidente la proporcionalidad antes mencionada.
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6.2. Un ejemplo base: ancho y separacidn de las barreras iguales

up =100, r=1
10 ¢
' (a+b)/%
=8 =100 =05
=10 oo =01
~ =1 a4 =001
=
A%,
SRS
<
.
Figura 6.1: NkgT.kr/V
vs. T /T, para algunos
valores  representativos
0.1, de (a+ b)/A. La li-

nea punteada significa

T/T: (7)) .

Esta gréifica muestra que en los extremos donde (a+b)/A0 < 10 (a+b)/A > 1
la compresibilidad se aproxima mads rapidamente al limite cldsico. Esto es asi porque,
segtn lo discutido en la Sec. 5.4, cuando (a+5b)/A9 > 1 el sistema se comporta como
un gas 3D esencialmente. En el caso en que (a+b)/Ap < 1 es pequeiio el sistema
presenta un “crossover” dimensional en cierto intervalo de temperaturas, pero cuando
T se aproxima a 7T se comporta de nuevo esencialmente como un gas 3D.

Es para los valores intermedios de (a+ b)/Ag, donde el “crossover” produce com-
portamientos peculiares tanto en Cy /Nkp como en la densidad de ocupacién Gy (k;),
donde la compresibilidad muestra un comportamiento diferente ya que tiende al 1imi-
te cldsico con menor rapidez. Para todos los casos es bastante claro que k7 tiene un
comportamiento mondétono y tiende al limite cldsico 3D muy rdpidamente.

¢Cémo es el calor especifico isobdrico? La grafica de C,/Nkp para seis valores
representativos de (a + b)/Ay se muestra en la Fig. 6.2, y confirma la presencia de
un comportamiento complejo. Este se puede caracterizar en intervalos de temperatu-
ra de manera similar a como se hizo con Cy/Nkg: por una parte, cuando T — T el
calor especifico isobdrico diverge, debido a su dependencia de kr. En el otro extremo
cuando T /T, es muy grande tiende al limite cldsico para un gas 3D, que es 5/2. En
la regién intermedia pueden aparecer maximos y minimos locales para algunos valo-
res de (a+ b)/ A resultado del atrapamiento de los bosones por el potencial, lo cual
se discuti6 ampliamente al analizar el calor especifico isocérico en el Cap. 5. Cuando
(a+Db)/Ag > 1 el comportamiento de C,,/Nkp es monétono decreciente, pues el siste-
ma se asemeja bastante a un gas de bosones 3D libre. Para los valores de (a+b)/Ao
donde hay “crossover” dimensional existen intervalos de temperatura donde el sistema
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6. CALOR ESPECIFICO ISOBARICO

Figura 6.2: C,/Nkp vs.
T/T. para algunos va-
lores representativos de

(a+b)/A.

Figura 6.3: C,/Nkp 'y
Cv/Nkg vs. T/T, para
algunos valores represen-
tativos de (a+b)/ 2.

C,/Nkg

Ca/NkB

] uop = 100,r =1
(a+b)/2o
G—a =100 —0.1
St =10 e—o =0.05]]
—1 s =001
4l
3L
7l
1 ol ol
1 10 100 1000
T/T,
ug =100, r =1
5.0 ——rr S — —
AT 1((6)10+b)/10 01 ||
4.0 d=p 10 oo —00sH

se comporta como un gas 2D y C,/Nkg disminuye a 2, que es el valor del calor espe-
cifico isobdrico de un gas 2D en el limite cldsico. El mismo fendmeno se manifiesta en

el cociente entre las capacidades calorificas,

_Cp
V—Cva

(6.29)

cuyo calculo se visualiza en la Fig. 6.4. En esta figura el intervalo de temperaturas

correspondiente al “crossover” de gas 3D a 2D es aquella donde Y es aproximadamente

igual a 2; la razén es que para un gas de bosones con dos grados de libertad en el
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6.2. Un ejemplo base: ancho y separacidn de las barreras iguales

up=100,r=1
4.0 T I
(a+b)/20
354 &8 =100 =01 H
=10 e—o =0.05
3004 =1 a—a =001
>
S|
O
20F
1.5+ g
Figura 6.4: C,/Cy vs.
1~01 — “““1'0 — 1(1)0 — ““1‘(‘)00 T/T. para algunos va-
lores representativos de
T/T
/T (a+b)/L.

limite clasico el cociente y es precisamente 2. La estructura de ambas capacidades
calorificas se manifiesta en un conjunto de maximos y minimos locales naturalmente, y
la divergencia a T = T, se mantiene. Para los valores de (a+ b)/Ap muy grandes donde
no se presenta “crossover” y disminuye mondtonamente, y practicamente no muestra
estructura. A temperaturas muy altas y tiende a 5/3 ~ 1.67 indistintamente del valor de

(a+b)/X.

Vale la pena subrayar que la presencia de los méximos y minimos locales en las
curvas de calor especifico isobdrico se debe a su dependencia de Cy /Nkg, como se ma-
nifiesta en la Fig. 6.3, donde las curvas de C,,/Nkp corresponden a valores mds altos y
las de Cy /Nkp a menores valores. En ambos conjuntos de curvas los mdximos y mini-
mos locales, asi como los puntos de inflexion, se producen a las mismas temperaturas.

Finalmente, el intervalo de temperaturas donde el efecto de la estructura del poten-
cial en el calor especifico isobdrico es claramente visible corresponde al “crossover”
dimensional; con relacién a la compresibilidad isotérmica esto indica que el principal
efecto de la estructura sobre k7 es incrementar su magnitud respecto a la compresibi-
lidad de otros sistemas cuyo comportamiento se asemeja mdas al de un gas 3D libre, o
sea cuando (a+b)/Ap > 10 (a+b)/A < 1. Esto es lo que se visualiza, por ejemplo,
en la Fig. 6.1, donde NkgT.xr/V para (a+b)/Ay =1, o bien para (a+b) /Ao = 0.5, es
mayor que para el resto de los sistemas.
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6. CALOR ESPECIFICO ISOBARICO

6.3. Otros sistemas similares

Cuando se incrementa la magnitud de las barreras de potencial, por ejemplo, en el
sistema ug = 200, r = 1, el comportamiento de C,/Nkp cambia en forma muy similar
a Cy/Nkg, ya que la compresibilidad isotérmica sigue siendo una funcién monétona
decreciente que tiende al limite clasico 3D muy rdpidamente, como se visualiza en la
Fig. 6.5. En este aspecto no cambia drasticamente respecto al sistema ug = 100, r=1; 1a
diferencia sustancial estd en la magnitud de k7, que es mayor cuando ug se incrementa.
El efecto de la estructura del potencial es similar: donde el sistema tiende a comportarse
como gas 3D libre la compresibilidad isotérmica es menor, y tiende mds rdpidamente al
limite cldsico. Atin més: incluso cuando el intervalo de T' /T, visualizado en esta gréfica
es mayor que en el sistema anteriormente analizado, se puede notar que, para valores
intermedios de (a + b)/Ag, Ky es mayor, y decrece més lentamente, con respecto al
sistema uy = 100, r = 1.

El calor especifico isobérico en funcién de T /T, para seis valores representativos
de (a+Db) /Ay se visualiza en la Fig. 6.6. Los resultados ilustran el conjunto de méaximos
y minimos locales asociados a su dependencia de Cy /Nkg, asi como la divergencia a
T =T, por efectos de la compresibilidad isotérmica. Es claro que hay diferencias con
respecto al calor especifico isobdrico de nuestro ejemplo base; sin embargo, las mayores
diferencias quedan mejor ilustradas por la razén entre capacidades calorificas, C,/Cy,
plasmada en la Fig. 6.7. Esta figura es contundente ya que muestra con claridad como
los intervalos de temperatura donde el sistema se comporta como gas 2D se magnifican
como consecuencia del incremento de la magnitud del potencial y el atrapamiento de

ug=200,r=1
10 ¢ —_——
' (a+b)/ 2
—a =100 =0.5
=10 e—o =0.1
o 1k
A2
N
<
2.
0.1F
Figura 6.5: NkgT.xr/V i
vs. T /T, para algunos 1
valores  representativos T /T
v

de (a+b)/Ao.
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6.3. Otros sistemas similares

Figura 6.6: C,/Nkp vs.
T/T. para algunos va-
lores representativos de

(a+Db)/A.

Figura6.7: C,/Cy vs.

ol )
I 10 100 1000 T/T. para algur'los va
T/T lores representativos de

¢ (a+Db)/ .

los bosones. Es claro entonces que la diferencia de capacidades calorificas del sistema
entre procesos que ocurren a volumen constante y otros a presion constante se hace mas
grande cuando la magnitud del potencial se incrementa.

Hay un valor particular, (a+b)/Ap = 1, para el cual este efecto es particularmen-
te intenso. En este caso concreto, analizado previamente en la Sec. 5.5, resulta que
el calor especifico isocérico Cy /Nkp disminuye considerablemente cuando 7 es muy
proxima a T, pues el atrapamiento de los bosones contrarresta el incremento monétono
del calor especifico conforme aumenta 7 en la fase mixta. Simultdneamente, a T pro-
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6. CALOR ESPECIFICO ISOBARICO

ximas (y mayores) que T¢, el calor especifico isobdrico se incrementa por efectos de la
compresibilidad isotérmica creciente.

Cuando se incrementa la magnitud del potencial, por ejemplo, cuando uy = 500 y
r =1, los resultados siguen la ruta trazada por los sistemas anteriores. En primer lugar
la magnitud de la compresibilidad isotérmica se incrementa, y las diferencias cuando
el periodo del potencial (a+ b)/Ay cambia se vuelven ain mds notorias; en los casos
en que (a+b)/Ap es muy grande o muy pequeiio la compresibilidad disminuye mds
rapidamente. Lo anterior puede ser visualizado en la Fig. 6.8.

En segundo lugar esta el comportamiento del calor especifico isobdrico, plasma-
do en la Fig. 6.9. Es peculiar como en el limite cldsico, es decir, a temperaturas altas
(T /T. > 10), C, se comporta ya sea como un gas de bosones en 2D para (a+b) /Ay < 1,
donde tiende a 2, o bien como un gas 3D para (a+b)/A9 > 1, donde tiende a 5/2; no
hay casos intermedios donde se manifieste el “crossover” dimensional por la magnitud
tan alta del potencial, que intensifica el atrapamiento de los bosones. En los casos en
que existe “crossover”, esencialmente para (a +b)/Ag < 1, el intervalo de temperatu-
ras donde el sistema se comporta como gas 2D se extiende y no permite visualizar el
cambio de comportamiento de 2D a 3D. Por supuesto lo anterior no significa que pa-
ra dichos valores de (a+ b)/Ag el “crossover” dimensional no exista, simplemente no
se manifiesta en el intervalo de temperaturas visualizado. La extensién del comporta-
miento 2D del sistema se observa también en la grafica de niveles del calor especifico
isocérico en la Fig. 5.14.

En dltima instancia estd la razén de la capacidades calorificas, mostrada en la Fig.

up=>500,r=1
10 ¢ R
i (a+b)/2
—a =100 =0.5
=10 e—o =0.1
SN
= lf
V) :
=
)
2.
0.1}
Figura 6.8: NkgT.xr/V i
vs. T /T, para algunos 1
valores  representativos
de (a+b)/Ao.

80



6.3. Otros sistemas similares

] ug=>500,r=1
(a+b)/%
-8 =100 =0.1
St =10 o—o =0.05]
=1 &4 =001

1 10 100 1000
T/T,
up =500, r=1
4.0 0 R
(a+b)/%
3.5H) &8 =100 =01 [

=10 6—>o

=0.05

Figura 6.9: Cy/Nkg y
C,/Nkg vs. T/T. para
algunos valores represen-
tativos de (a+b)/Ap.

Figura 6.10: C,/Cy vs.
T/T. para algunos va-
lores representativos de

(a+b)/ L.

6.10, que viene a confirmar que la diferencia entre C, y Cy se incrementa conforme

aumenta la magnitud del potencial.

A manera de resumen, los sistemas analizados permiten concluir que el compor-
tamiento global del calor especifico isobarico depende principalmente, a temperaturas
cercanas a T, de la compresibilidad isotérmica, y a temperaturas 7 >> T, del calor espe-
cifico isocérico. El comportamiento caracteristico de Cy /Nkp es heredado por C,,/Nkg:
los méximos y minimos locales, asi como el “crossover” dimensional. Por dltimo se

observa que cuando se incrementa la magnitud del potencial la proporcién entre las
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6. CALOR ESPECIFICO ISOBARICO

capacidades calorificas a presion constante C,, y a volumen constante Cy también se
incrementa.
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Velocidad del
sonido

En este punto es posible determinar la velocidad del sonido de nuestro sistema,
ya que las propiedades necesarias para tal fin pueden ser calculadas de las ecuaciones
enunciadas en capitulos anteriores.

Existen dos formas de medir la velocidad de las ondas longitudinales en sélidos,
liquidos o gases; una de ellas consiste en medir la compresibilidad del sistema estudiado
a una temperatura constante, es decir, se mide la compresibilidad isotérmica k7. Por
otra parte, a la temperatura y presién ambiente las mediciones proporcionan valores
de la compresibilidad adiabética kg, es decir, a entropia S constante. La primera esta
dada por la ecuacién termodindmica Ec. (6.4), mientras que la segunda estd definida de

1 /0V
Ks =1, <9P>s.,1v' (7.1)

La definicién de la magnitud de la velocidad del sonido esta definida en funcién de
kr y de K por las relaciones

forma anéloga

ci=— (7.2)

donde p = mN/V es la densidad del sistema en cuestién. Estas expresiones resultan
atractivas ya que los resultados obtenidos en capitulos anteriores (al menos para kr
hasta este punto) son directamente aplicables para obtener la velocidad de las ondas
longitudinales del sonido. Hay un detalle importante, sin embargo: la ecuaciones para
cr y cs estan definidas para un sistema homogéneo con p = mN/V constante. En el
caso de nuestro sistema las caracteristicas del potencial sugieren que la densidad bo-
sOnica no es constante a nivel local, sino que cambia por la presencia misma de las
barreras de magnitud Vp, y en dltima instancia depende explicitamente de la funcién de
onda W(x,y,z). Asi que las ecuaciones (7.2) representan las velocidades del sonido en
términos del la densidad promedio.

Para xr la expresion concreta estd dada por la Ec. (6.13). En el caso de ks esta se
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7. VELOCIDAD DEL SONIDO

puede determina de la ecuacién termodindmica

por lo que
C
Ks = o Kp = KT/T (7.4)
14

donde y=C,/Cy.

Dado que k7 y C,, estdn bien definidas s6lo para T’ > T;. en dicho intervalo de tempe-
raturas se puede calcular ks directamente de dicho cociente. Sin embargo, para T < T
se tiene que obtener una expresion considerando la relacion entre las dos capacidades
calorificas y la compresibilidad isotérmica establecida en la Ec. (6.3),

2

d
Cp=Cy+TVir <85> .
V.N

Asf, la compresibilidad adiabatica est4 dada por

G
Ks = 4 3 Kr (75)
Cv+1Vir (%)
V.N
G
= Y — (7.6)
TV (3%)

y dada la divergencia de xr para T < T, se obtiene

C
Ks = ————5—. (7.7)

v (3),

Esta ecuacién establece que ks es una cantidad bien definida para T < T, pues la
derivada parcial en el denominador corresponde al factor entre corchetes del segundo
término de la Ec. (6.16), y las integrales dentro de este factor son cantidades finitas,

ademads de que (aT) Ny =0

7.1. Expresiones adimensionales

En este punto se tiene una expresién adimensional para la compresibilidad isotér-
mica, establecida en Ec. (6.25),

NkgTyxr 2\/0'/7'5/ dk/
1% £(3/2) Jo eo&—m)/T 1"
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7.1. Expresiones adimensionales

Con el fin de obtener valores numéricos de la compresibilidad adiabatica Ky se pro-
cede de la misma manera, es decir, se adimensionaliza en términos del factor NkgTp/V,
con lo que, para T > T, Ks es

NkgT Ks . lNkBTO Kr

= 7.8
v oy v (7.8)

relacion para la cual Cy /Nkg, C,/Nkp y NkgTokr/V estan dadas por Ec. (5.18), Ec.
(6.18) y Ec. (6.25) respectivamente.
Para el intervalo T < T se parte de la Ec. (6.14)

(7).~ (G7), (i), (Gr)
aT VN aT Vo au VI aT VN
donde <g—’;>N y = Oy <§—;>V# esta dada por Ec. (6.15). Asi la expresién adimensional
de kg es
NkBT()K'S . Cy l
V. NkgT

-2
26\/T/n / 4K (&, — ) In(1 — e~ o@n)/f)] . (7.9)

£(3/2)

o/m - ! o (e~ O E—R)/T
T —H _
£(3/2) / dk:g )

Desde el punto de vista computacional, las integrales dentro del término en corchetes
también forman parte de la expresion de Cy /Nkg, ahorrando tiempo de cdlculo.

Dicho todo lo anterior, las ecuacién para la velocidad del sonido adiabdtica se puede
adimensionalizar como

14
mNKs

[kgTy |V
= 7.11
m NkBT()K'S ( )

donde el factor /kpTy/m es proporcional a la raiz de la velocidad cuadratica media de
las particulas de un gas ideal de Bose libre [25, p. 189] a su temperatura de condensa-

(7.10)

Ccs —

cion Bose-Einstein,

() = 3kpTy £(5/2)
m £(3/2)

Al definir co = 1/5(u?)/3 la expresién adimensional de la velocidad del sonido adia-

batica se transforma en
cs 38(3/2) 1%
- = ) 7.13
o \'5¢6/2)\ NiaToks (7.13)
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7. VELOCIDAD DEL SONIDO

Una expresion andloga resultaria para la velocidad isotérmica, sin embargo, dado que
para visualizar k7 en el Cap. 6 se usé la escala T /T, la velocidad isotérmica esta dada

cT \%
LI S S— 7.14
Ce NkpT.xr (7.19)

donde ¢, = \/kgT,/m es la unidad de velocidad para adimensionalizar.

mads convenientemente por

Gas ideal libre

La principal razén para definir el pardmetro ¢y es que para un gas ideal de Bose
libre la velocidad del sonido adiabdtica a T > Ty estd dada por [25, p. 189],

libre __ <5kBT 85/2(1)> /2
cg =

(7.15)
3m g3(2)
asi que cuando T = Tj resulta que cgbre = co. En términos de c( se tiene
- 2
e 18(3/2)gs(2)\ P T\
= — . (7.16)
Co C(5/2)g3/2(2) Ty
Noétese que, cuando z — 1, lo cual sucede a temperaturas altas, la velocidad es practi-

camente proporcional a (T /Ty)"/?

. Naturalmente, en los casos en que nuestro sistema
tiende a comportarse como un gas ideal libre la velocidad del sonido adiabdtica debe
aproximarse a cgbre. Desde luego, éste es un comportamiento esperado sélo para T > Ty,
porque para 7' < Tp la expresion para cgbre es diferente. En este intervalo de temperatu-
ras se debe determinar directamente de la definicién en Ec. (7.7), la cual depende de la

presion del gas ideal de Bose libre [25, p. 159],
_ kgT

p="5586/2) (7.17)
y del calor especifico isocérico [25, p. 163],
15 Vv
=—0C(5/2) —= 7.18

con A = h/+/2mmkgT la longitud de onda térmica. Tras algunos pasos algebraicos el
resultado que se obtiene es

e MO

Se puede notar que el primer factor equivale a cg, por lo que la velocidad del sonido

adiabatica en términos de co para T < T, es simplemente

libre 5/4
S ( T) . (7.20)

o Ty
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7.2. Caso en el que el ancho y separacién de las barreras son iguales

Se concluye entonces que en la fase mixta la velocidad del sonido es proporcional a
(T/ TQ)S/ 4, diferente a la proporcionalidad en la fase normal. De forma andloga a Ec.
(7.16), éste debe ser un limite natural para ciertos pardmetros de nuestro sistema cuando
T <T.

En el caso de la velocidad del sonido isotérmica s6lo estd definida para T > T,
pues kr diverge para T < 7,.. Dado que para un gas ideal de Bose libre en el limite
clasico NkgT,.xr/V = (T /T.)~!, entonces la velocidad isotérmica en la fase normal en

libre T 1/2
T _ <> . (7.21)
Cc T,

el mismo limite es

En este limite ¢, = /kgTp/m pues la temperatura critica 7T, es precisamente 7. Nuestro
sistema debe alcanzar este comportamiento también.

7.2. Caso en el que el ancho y separacion de las barreras son
iguales

Nuestro sistema base corresponde a los pardmetros ug = 100, r = 1, igual al usa-
do para estudiar las propiedades analizadas en capitulos anteriores. Para este caso los
célculos de la velocidad adiabética e isotérmica se muestran en las figuras 7.1 y 7.2 para
seis valores representativos de (a+5b)/Ap. En ambas figuras se ha enfatizado la linea (a
guiones) que representa la proporcionalidad (7' /Ty)'/? en el caso de cs/co y (T /T.)"/?
para cr /ce.

Dada la escala de temperaturas evaluada ambas figuras indican que la velocidad del
sonido para T' > T, tiende al limite cldsico muy rdpidamente: para la velocidad adiaba-
tica las curvas se aproximan por encima a la recta cs/co = (T /Tp)'/?, mas no tienden a
esta recta debido al factor constante presente en Ec. (7.13). Para la velocidad isotérmica
las curvas se aproximan por debajo a la recta indicativa de c7 /¢, = (T /T.)"/?. Las ma-
yores diferencias entre curvas se presentan a temperaturas cercanas a la temperatura de
condensacién Bose-Einstein. Ahora bien, es claro que en el caso de cr la velocidad se
hace cero en T = T, ya que la compresibilidad isotérmica diverge a la temperatura de
condensacion Bose-Einstein; el efecto de la estructura se manifiesta en la rapidez con
que la velocidad disminuye en funcién de (a+b)/Ag. Dado el intervalo de temperaturas
visualizado se podria esperar algin cambio sustancial debido al “crossover” dimensio-
nal, pero los resultados indican que ambas velocidades son poco sensibles al cambio de
dimensionalidad en el sistema. Los cambios mas importantes son consecuencia de la
condensacion Bose-Einstein.

Por otro lado, la velocidad adiabitica muestra un comportamiento mds complejo
dado que ks estd definida para toda temperatura. En las curvas de la velocidad adia-
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7. VELOCIDAD DEL SONIDO

Figura 7.1: Velocidad
del sonido adiabdtica
vs. T /Ty para seis va-
lores representativos
de (a + b)/Ap. La li-
nea a guiones significa
(T/Tp)"/?, y la linea a
guién-punto significa
(T /Ty)>/4.

Figura 7.2: Velocidad
del sonido isotérmica
vs. T /T, para seis va-
lores representativos
de (a+ b)/Ap. La li-
nea a guiones significa
(T/T.)'>.

batica en Fig. 7.1, donde la escala de temperaturas estd dada en términos de 7 /T, la
condensacion Bose-Einstein se manifiesta como un cambio brusco de la pendiente de
las curvas (en escala logaritmica); la temperatura a la que ocurre el cambio corresponde
a T,, y como tal es diferente para cada valor de (a + b)/Ag. El aspecto mds visible del
comportamiento de cg es el cambio en la pendiente de las curvas que ocurre alrededor
de T, ya que en la fase normal es practicamente proporcional de (7'/ To)l/ 2 para toda
temperatura, mientras que en la fase mixta pasa a ser proporcional a (7'/ TO)S/ 4 Los
resultados indican que incluso para T < T; la velocidad se aproxima ripidamente al
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7.3. Otros sistemas similares

limite (7'/ TO)S/ 4, que corresponde al comportamiento de un gas de Bose libre; para los
casos en que (a+b)/Ay es muy grande o muy pequefio la aproximacion es notable.
Para valores intermedios del periodo del potencial, por ejemplo cuando (a+b) /Ay =5,
se observa una ligera discrepancia del limite de gas de Bose libre a bajas temperaturas
en forma de una inflexién en la curva de cg donde la proporcionalidad desaparece.

Por ultimo, pero no menos importante: los calculos indican que la velocidad del
sonido adiabdtica a T = 0 es siempre cero, al igual que en un gas de Bose libre. Esto
significa que la estructura multicapas del sistema no tiene un efecto sobre la velocidad
de las ondas longitudinales en el cero absoluto. Por supuesto hay que tomar este re-
sultado con un grano de sal, dado el argumento esgrimido al principio de este capitulo
donde se aclara que las velocidades aqui calculadas toman en cuenta sélo la densidad
promedio mN /V del sistema, y no los efectos de las barreras de potencial en la distribu-
cioén de los bosones a nivel local, los cuales dependen en tltima instancia de la funcién
de onda.

7.3. Otros sistemas similares

Considérese ahora otro sistema al cual hemos recurrido constantemente: uo = 200,
r =1, es decir, donde se ha duplicado la magnitud de las barreras de potencial man-
teniendo la geometria. Ya hemos visto que el incremento de uy magnifica el compor-
tamiento 2D del sistema, disminuye la temperatura de condensacién Bose-Einstein y
ademds incrementa la relacién entre las capacidades calorificas C, y Cy. (Como es
afectada la velocidad de las ondas longitudinales por este cambio? Los resultados se
muestran en las figuras 7.3 y 7.4.

En el mismo sentido que el ejemplo base, la velocidad del sonido no es afectada
sensiblemente por el “crossover” dimensional. La velocidad isotérmica ¢y mantiene un
comportamiento similar, mas en general el incremento de la magnitud de las barreras
de potencial disminuye su valor. La rdpida tendencia a aproximarse al comportamiento
clasico proporcional a (T'/T..)'/? se mantiene también. Es en la velocidad adiabatica cg
donde aparecen los cambios mds importantes para temperaturas menores y/o cercanas
a T, /Ty, porque para T > Ty tiende rapidamente al comportamiento cldsico.

Ahora bien, los resultados del Cap. 4 muestran que cuando uy = 200, r = 1, la tem-
peratura critica puede disminuir considerablemente si (a + b)/A¢ es menor, 0 mucho
menor, que la unidad; en consecuencia la temperatura a la cual se produce el cambio
en la pendiente de cg también lo hard. Esto se refleja en una “dispersién” de los puntos
donde se produce el cambio de la proporcionalidad de cg, que, igual que en el ejemplo
anterior, pasa de (T /Tp)"/? en la fase normal (T > T,.) a (T /Tp)>/* en la fase mixta. En
los extremos donde (a+b)/Ag > 1 0 (a+b)/Ay < 1 la velocidad es practicamente
proporcional a (7'/ To)s/ 4 en la fase mixta, igual que para un gas ideal de bosones li-
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7. VELOCIDAD DEL SONIDO

Figura 7.3: Velocidad
del sonido adiabdtica
vs. T /Ty para seis va-
lores representativos
de (a + b)/Ap. La li-
nea a guiones significa
(T/Tp)"/?, y la linea a
guién-punto significa
(T /Ty)>/4.

Figura 7.4: Velocidad
del sonido isotérmica
vs. T /T, para seis va-
lores representativos
de (a + b)/Ap. La li-
nea a guiones significa
(T/T.)'2.
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bre, aunque desde luego ambas situaciones no son equivalentes. En el caso en que se

toman valores intermedios de (a + b) /Ao también hay una inflexion de algunas curvas.

Finalmente, la velocidad es ceroa 7 = 0.

Al incrementar a magnitud del potencial, ahora a uy = 500, manteniendo r = 1, los

resultados obtenidos se muestran en las figuras 7.5 y 7.6. Esta vez el efecto de atra-

pamiento de las barreras es tal que la diferencia entre curvas para diferentes valores

de (a+b) /A se ve magnificada. Con respecto al comportamiento de la velocidad iso-
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7.3. Otros sistemas similares

Figura 7.5: Velocidad
del sonido adiabdtica
vs. T /Ty para seis va-
lores representativos
de (a + b)/Ay. La li-
nea a guiones significa
(T/Ty)'/?, y 1a linea a
guién-punto significa
(T /Tp)3/4.

CS/CQ

Figura 7.6: Velocidad
del sonido isotérmica
vs. T /T, para seis va-
lores representativos
de (a+b)/A. La li-
nea a guiones significa
(/1)1

térmica, se aprecia que su magnitud disminuye con respecto a los sistemas anteriores,
por lo que se puede concluir que éste es el principal efecto de la altura de las barreras
de potencial sobre c. También tiende muy rapidamente al limite clasico (7'/T,)"/2.
En el caso de la velocidad adiabética el efecto de las barreras se manifiesta alrededor
de la temperatura de condensaciéon Bose-Einstein, como se establecié anteriormente; a
T > T, su comportamiento tiende rapidamente al de un gas ideal, es decir, proporcional
(T/ To)l/ 2. No estd de mds enfatizar que, para este sistema, donde la magnitud de las
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7. VELOCIDAD DEL SONIDO

barreras de potencial es tan alta la diferencia entre 7, cuando (a+b)/A > 1 y cuando
(a+Db) /Ay < 1 puede ser de hasta dos ordenes de magnitud, de acuerdo a los resultados
en Cap. 4.

Asi, la temperatura a la cual ocurre el “quiebre” de la pendiente puede variar muchi-
simo de un valor de (a+b)/A a otro. No obstante lo anterior, para los valores extremos
de (a+b) /2 resulta que cs es practicamente proporcional a (T /Tp)%/*
para los casos intermedios se tiene nuevamente una inflexién de las curvas. Y en el

, mientras que

mismo sentido que los sistemas anteriormente analizados, la velocidad de las ondas
longitudinales es cero en el cero absoluto.
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Conclusiones

En esta tesis se analiz6 el comportamiento de un gas de bosones sin interaccio-
nes con una distribucién espacial en forma de losas paralelas de ancho finito y seccién
transversal infinita. Uno de los objetivos es mostrar los efectos de la estructura confi-
nante sobre las propiedades termodindmicas del gas de bosones. Este trabajo también
es una forma de continuacién del estudio de las propiedades del mismo gas dentro de
un potencial multiplanar, analizado por el autor del presente trabajo en su tesis para ob-
tener el grado de Licenciado en Fisica [21]. La diferencia sustancial radica en que para
el actual trabajo las capas del potencial periédico tienen un ancho no nulo, mientras
que en el trabajo previo la estructura consistia de capas de ancho cero, a semejanza de
planos de permeabilidad finita, modelados con un potencial delta de Dirac periddico.

Primero que todo, el espectro de energia de los bosones consiste de una sucesién
de regiones de energia permitida, separadas por regiones de energia prohibida —brechas
de energia prohibida—, las cuales forman un espectro de bandas, resultado muy bien
conocido de los potenciales periédicos. Dado que las barreras de potencial tienen una
magnitud Vj el espectro se parte en dos intervalos: uno donde la energia es menor que
la altura de las barreras y otro donde es mayor. Como funcién de Vj las bandas debajo
de la altura de las barreras evolucionan a niveles de energia a medida que Vy crece,
y en el limite cuando Vj tiende a infinito corresponden a los niveles de energia de una
particula en una caja de ancho a. Es particularmente interesante cémo las bandas debajo
de Vy tienden muy ripidamente a niveles de energia, como se puede visualizar en la Fig.
3.3. Esto indica que para los bosones ocupando dichos estados energéticos el potencial
efectivamente es muy similar a una caja de paredes infinitas. El ancho b de las barreras
tiene un efecto muy importante ya que cuando b es muy grande comparada con a, el
sistema se comporta como una sucesion de pozos de potencial.

Ademads del espectro de energia se analiz6 la temperatura de condensacién Bose-
Einstein, 7, definida segtn un criterio muy claro explicado en Cap. 4. Se encontré que
T, disminuye mondtonamente conforme aumenta la magnitud del potencial. Cuando
Vo es suficientemente intenso, y (@ +b)/Ag y r = b/a permanecen constantes, 7./ T
es proporcional a up~ /2 (siendo up = 2mVy(a+b)?/ £2). El mismo comportamiento se
mantiene para cualquier valor de r. Este resultado es importante pues establece una re-
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8. CONCLUSIONES

lacién sencilla para la temperatura critica y el potencial, a pesar de la complejidad de la
expresion que determina a la 7; en la Ec. (4.5). El intervalo de validez de esta relacién
depende del tamafio del periodo del potencial. La consecuencia directa de estos resul-
tados es que siempre existe una temperatura de condensacién Bose-Einstein, la cual
puede ser extremadamente pequeia, pero nunca cero, excepto cuando i es infinito.
La disminucién de la temperatura critica cuando la magnitud del potencial se in-
crementa se debe a que el sistema se asemeja cada vez mds a un gas atrapado en dos
dimensiones (geométricamente el potencial se parece mds a una sucesion de cajas de
paredes infinitas). Al estar ocupando una regién infinita un gas ideal de bosones en 2D
no presenta condensacién Bose-Einstein, y su temperatura critica es nula. Desde lue-
go, nuestro sistema no es un gas 2D estrictamente porque aunque la magnitud de las
barreras de potencial se haga infinita la region entre ellas tiene un ancho a diferente de
cero, aunque los resultados parecieran sugerir que incluso con estas caracteristicas el
sistema se comporta como un gas 2D. Por otra parte no pudimos encontrar una descrip-

cién analitica para el caso r = 1000, donde 7,/Ty parece ser proporcional a ug ™~

; esto
bien puede estar reflejando el cambio del sistema de barreras a un sistema de pozos,
porque cuando r es muy grande nuestro sistema es, conceptualmente, mas préximo a
una sucesion infinita de pozos. Todos estos resultados estdn fuertemente relacionados
con la dependencia de la temperatura critica respecto a la densidad de bosones N/V, ya
que el comportamiento de 7, a bajas densidades es sensible a los valores de ug y r. Para
una densidad igual a cero la temperatura critica es nula, y para densidades muy gran-
des es esencialmente proporcional a T]Bz/ 3. Sin embargo para densidades “intermedias”
el comportamiento de la 7, como funcién de la densidad manifiesta la presencia de la
estructura que confina al gas.

El andlisis realizado sobre el calor especifico isocérico Cy muestra comportamien-
tos notoriamente diferentes si las temperaturas son menores que 7. 0 mayores que 7.
Para T < 7. el calor especifico se incrementa siempre de manera mondtona; en los ca-
sos en que el periodo del potencial (a+ b)/Ay es muy pequefio o muy grande crece de
manera proporcional a (T /T,)%? como en el caso de un gas de Bose ideal libre. A la
temperatura de condensacién Bose-Einstein se presenta un maximo local en forma de
pico cuya altura es funcién tanto del periodo como de la altura del potencial. Para el
intervalo 7 > T, difiere del comportamiento de Cy/Nkg de un gas ideal de Bose libre
en que no decrece de manera mondtona al valor 3/2 en el limite cldsico, sino que puede
presentar algunos maximos y minimos locales cuyo origen estd en la naturaleza peri6-
dica y geométrica del potencial. Ademads estos minimos o maximos aparecen solo para
algunos valores de (a+b)/A.

Los maximos locales estan directamente relacionados con la estructura de bandas,
y pueden presentarse uno o dos dependiendo del valor de (a+b)/Ap. Como un ejemplo
particular, cuando up = 100, r = 1, la energia térmica kpTyir del mdximo que se pre-
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senta a mayor temperatura Tgir es proporcional a la diferencia de energias Ae‘fif

entre
los minimos de la primera y la segunda banda, como se establece en la Ec. (5.23). La
correspondencia entre la temperatura de los maximos y la diferencia entre los minimos
de la primera y la segunda banda se cumple para una gran cantidad de sistemas, sin em-
bargo cuando i se incrementa la diferencia pasa a ser entre los minimos de la primera
y la tercera banda, como en el caso del sistema uy = 500, r = 1. Este cambio indica
que conforme se incrementa el valor de ug la diferencia corresponderd al minimo de la
primera banda y a bandas superiores. Aunque la diferencia de energias entre los bordes
inferiores de la primera y subsecuentes bandas depende exclusivamente de ug y », no
pudimos encontrar una forma funcional para tal dependencia.

La presencia del maximo discutido en el parrafo anterior es muy importante porque
define un punto donde el sistema sufre un “crossover” dimensional: pasa de compor-
tarse esencialmente como un gas 3D para T > Ty a comportarse como un gas en 2D
para T < Tyir. En esta region 2D el calor especifico disminuye a la unidad, que es el
valor de Cy/Nkp para un gas de Bose en 2D en el limite cldsico, y asi se mantiene
en un intervalo de temperaturas que depende de up y r. A medida que la temperatura
disminuye se puede presentar un segundo médximo local donde el calor especifico se
incrementa nuevamente sobre 3/2, y se mantiene asi hasta la temperatura de condensa-
cion Bose-Einstein. La temperatura Ty, de este mdximo esta relacionado con el ancho
de la primera banda de energia en una forma similar a la relacién entre Tyis y el otro
maximo, mas una relacion funcional contundente requerird un andlisis extra. En este
punto lo més que se encontré es que la temperatura Tp,x a la que ocurren estos maxi-
mos es proporcional a una cuarta parte del ancho de la primera banda de energia, pero
el andlisis extra es requerido para despejar dudas.

Adicionalmente surgi6 la pregunta ;como estan distribuidos los bosones en las ban-
das de energia en cada una de estos intervalos de temperatura? Asi, se partié de la ecua-
cién de nimero Ec. (4.3), cuya férmula integral nos permitié definir una densidad de
bosones por unidad de momento Gy(k;). Lo que se encontré fue muy revelador, pues
esta funcion tiene comportamientos muy diferentes para cada intervalo de temperatura.
Asi, donde el sistema se comporta como un gas 2D los bosones se distribuyen practica-
mente en la primera banda, y su distribucién es constante, es decir, Gy(k;) es la misma
para cualquier momento k., como se ilustra en la Sec. 5.5. En contraste, a altas tempe-
raturas donde el sistema se comporta como gas 3D, es decir, a T > Tyif, los bosones se
distribuyen més alld de la primera banda, a medida que migran a energias mas altas por
efectos térmicos. En este caso los bosones también se distribuyen de manera constante
sobre la primera banda, asi como en las bandas subsecuentes. Finalmente, para 7' < T

3/2 cuando T tiende a T. los boso-

donde el calor especifico se incrementa como (7' /Tp)
nes se siguen distribuyendo preferentemente en la primera banda, pero la distribucién

ya no es constante; a medida que la temperatura disminuye los bosones se empiezan a
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distribuir més alrededor del estado base €&y,. Esta aglomeracion se incrementa cada vez
mds mientras 7 disminuye, y en 7, la densidad Gy (k;) diverge en k; = 0, como resul-
tado de la condensacién Bose-Einstein, cuando los bosones empiezan a ser empujados
en masa al estado base. A temperaturas debajo de 7. hay una porcién macroscépica
de bosones en el estado base, asi que la integral de Gy(k;) sobre todos los estados
energéticos es menor que la unidad, como se establece en Ec. (5.27). Las conclusiones
anteriores resultaron ser vélidas para cualquier sistema.

Con respecto al calor especifico isobdrico C,, es claro que existe una fuerte rela-
cién entre éste y el calor especifico isocérico, de acuerdo a la relacién termodindmica
Ec. (6.3). También depende de la compresibilidad isotérmica. Los resultados indican
que esta ultima cantidad es positiva y diverge a infinito cuando 7' — T.", es siempre
mondtona decreciente, aunque varia ligeramente como funcién de (a + b)/Ag, ya que
cuando este pardmetro es muy grande o muy pequefio disminuye mds rdpidamente ha-
cia el limite clasico (T /T.)!. En los casos intermedios la tasa a la que disminuye es
menor. La razén por la cual k7 es infinita para 7 < 7, yace en que la presion del gas de
bosones en la fase mixta es independiente del volumen del mismo.

El principal efecto de k7 sobre C,,/Nkg es que esta tltima cantidad también diverge
para T < 7., como se visualiza en las figuras correspondientes en el Cap. 6. A tempe-
raturas mucho mayores que 7. el comportamiento de C,/Nkp hereda practicamente
todas las caracteristicas de Cy /Nkg: se pueden presentar maximos y minimos locales
a las misma temperaturas, por lo que también se visualiza el “crossover” dimensional.
La diferencia principal es que los valores de C,,/Nkg son siempre mayores que los de
Cv/Nkg, y en el intervalo donde el sistema se comporta como un gas 2D su valor tiende
a2. A que temperaturas se manifiesta el “crossover”, asi como la extension de la region
donde el sistema se comporta como gas 2D dependen de ug y r: se magnifica cuando
up se incrementa. El calor especifico isobdrico a temperaturas extremadamente altas
tiende al valor cldsico de un gas en 3D, i.e., 5/2.

Con ambas capacidades calorificas se determiné la relacion entre ellas, es decir,
el pardmetro termodindmico ¥ = C,/Cy. En particular se encontré que incrementar
la magnitud de las barreras de potencial, i.e. ug, tiene como resultado incrementar el
cociente v, lo cual significa que la diferencia entre procesos termodindmicos a presion
constante y a volumen constante en nuestro sistema también aumenta. Los intervalos de
temperatura donde el sistema se comporta como gas 2D o 3D, asi como el “crossover”,
se manifiestan claramente en su comportamiento. Al igual que C,, ¥ diverge para T <
T., y ademas tiende al limite cldsico 5/3 cuando las temperaturas son muy altas.

Finalmente estudiamos el comportamiento de la velocidad del sonido isotérmica
y adiabdtica del sistema. Sin embargo los calculos realizados se basan en la densidad
promedio del sistema, mN/V, donde m es la masa de los bosones, de tal forma que
las velocidades se pueden determinar a partir de las compresibilidades isotérmica xr y
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adiabdtica ks, como se establece en la Ec. (7.2). Esta suposicion es importante porque
en Ultima instancia la densidad de bosones no es constante, pues la estructura de capas
afecta la probabilidad de encontrar una particula en un punto dado. Esto significa que
la densidad de bosones depende de la densidad de probabilidad, |¥(x,y,z)|?, donde
Y(x,y,z) es solucién de la ecuacion de Schrodinger con el potencial de Kronig-Penney,
es decir, de las ecuaciones (2.4) y (2.5).

La velocidad del sonido isotérmica cr sélo estd definida para T > T, pues k7 di-
verge para T < T;; en consecuencia cr es nula a la temperatura de condensacién Bose-
Einstein. Como funcién de T tiende muy rapidamente al limite clsico (7'/T,)"/?, asi
que las mayores diferencias por efecto de la estructura se localizan alrededor de 7. En
particular, cuando la magnitud de las barreras de potencial se incrementa la velocidad
cr disminuye. Esta disminucién también depende del periodo del potencial (a+b)/Ap;
cuando este parametro es muy pequefio o muy grande la velocidad tiende mas rapido
al limite clasico.

La velocidad del sonido adiabatica cg contrasta con la isotérmica en que la com-
presibilidad adiabética ks si estd definida para toda temperatura. Asi, cuando la tem-
peratura es mayor que 7, la velocidad adiabética tiende rdpidamente hacia el limite
clasico (T'/ To)l/ 2 en este aspecto se asemeja a cy. Por otra parte, cuando 7 < T, y
hay una fraccién macroscépica de bosones en el estado base la velocidad pasa a ser,
para ciertos valores de (a + b)/Ag, pricticamente proporcional a (T /Tp)>/#, 1o cual se
visualiza como un cambio de pendiente en las curvas de la velocidad. Esto significa que
la velocidad del sonido disminuye mas rdpidamente cuando la fracciéon de bosones en
el estado condensado se incrementa. El cambio de la pendiente se produce alrededor de
la temperatura de condensacién Bose-Einstein. Por dltimo, muy importante es el resul-
tado de que en nuestro sistema la velocidad cg es cero a T = 0. En este sentido no se
diferencia del gas ideal de Bose libre.

Los resultados obtenidos en esta tesis ilustran el efecto de un potencial peridédico
con barreras de potencial de magnitud y anchura finitas. Al no haber interacciones en-
tre los bosones todos los cambios respecto al gas ideal de Bose se deben a la presencia
de estructura. Sin embargo hay cdlculos que podrian obtenerse desde una perspectiva
que considere el cambio de la distribucion espacial de las particulas por efecto del po-
tencial: las velocidades del sonido y las compresiblidades, e incluso el calor especifico
isobdrico que depende de la compresibilidad isotérmica. La motivacion para hacer es-
to es simple: el sistema no es isotrépico. Ademds de lo anterior queda por integrar el
efecto de posibles interacciones entre los bosones, lo cual nos requeriria partir desde
las bases, es decir, resolver la ecuacion de Schrodinger para un potencial que tome en
cuenta como interaccionan las particulas. Esto podria hacerse partiendo de la ecuacion
de Gross-Pitaevskii, pero es igualmente deseable que la nueva direccién que tomemos
sea aplicable para cualquier temperatura encima o debajo de la temperatura de conden-
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sacion Bose-Einstein.
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Algunas notas

sobre métodos
numéricos

Este trabajo depende fuertemente de cdlculos numéricos. Aqui se explica a grandes
rasgos cdmo se calculan las energias y las propiedades termodindmicas, asi como el
lenguaje de programacioén y el software empleado para tal fin.

El software

Para calcular las propiedades de interés se ha usado el sistema de dlgebra compu-
tacional Mathematica. El lenguaje de programacién usado es el propio de Mathematica.

Las rutinas

Se ha escrito una rutina especifica para calcular cada una de las cantidades de interés
en su forma adimensional: energia, funciones de onda, temperatura critica, fugacidad,
energia interna, calor especifico isocdrico y calor especifico isobdrico. Cada una de
las rutinas aprovecha la capacidad intrinseca de Mathematica para hacer aritmética de
precision arbitraria. Las rutinas mas demandantes cuentan con un sistema de cache ad
hoc para reutilizar datos previamente calculados y reducir el tiempo de ejecucion.

Detalles de implementacion

La rutina que calcula la energia en funcidén del momento es una de las mas com-
plejas, dado que la relacién estd dada implicitamente por la Ec. (3.5). Al no haber una
relacién explicita entre energia y momento lo mejor que podemos hacer es obtener un
estimado inicial por ensayo y error. Las energias son raices de una ecuacién no lineal,
y se calculan empleando el método de Newton con el estimado obtenido previamente
como aproximacion inicial. La precisién del resultado puede ser especificada.

Las rutinas que calculan propiedades termodindmicas tienen una estructura comun,
donde se les suministra un conjunto de pardmetros y devuelven un valor numérico.
Posiblemente pueden emitir otros valores internos a contextos superiores donde son
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de interés en si mismos, como es el caso de las compresibilidades que determinan el
calor especifico isobdrico. La precision del resultado puede ser especificada. El flujo de
ejecucion es practicamente lineal, salvo que se haga uso de la cache.

Todas las propiedades termodindmicas dependen de integrales impropias que tienen
al momento k. como variable independiente, el cual va desde cero hasta infinito. Estas
integrales son de la forma

A= /0 f(K)dK. (A1)

y se pueden descomponer en una suma de integrales sobre cada una de las bandas del
espectro de energia:

oo

A=Y / ’ f(k)dK.. (A.2)
1/(

=17 m—1)m

Para evaluar estas integrales hasta la precision especificada en la rutina correspon-
diente se tiene que escoger:

a) el algoritmo mas adecuado para la naturaleza del integrando
b) el nimero de bandas que garantice la precisién

La mayoria de los integrandos que determinan las propiedades termodindmicas tie-
nen una singularidad en k. = 0, es decir, en la primera banda, donde divergen, mientras
que para el resto de las bandas son funciones acotadas. Asi, para la primera banda
del espectro de energia, k. € (0, 7], las integrales se evalian usando el algoritmo de
integracion por transformacién exponencial doble [27], que es ideal para integrandos
con singularidades. Para el resto de las bandas, donde los integrandos son acotados,
una eleccién adecuada es la cuadratura de Gauss-Kronrod aplicada adaptativamente,
es decir, se subdivide el intervalo de integracién en dos mitades y se integra en cada
subintervalo. Aquella mitad donde el error estimado es mayor se subdivide y se integra
recursivamente, hasta alcanzar la precision indicada. Con estos dos algoritmos se puede
integrar sobre cada banda hasta la precisién elegida. Luego entonces, como el intervalo
de integracion es infinito, se integra sobre un nimero creciente de bandas hasta que
la adicién de la integral de la n-ésima banda no altera el resultado de la suma de las
integrales de las n — 1 bandas previas.

Algunas cantidades como la temperatura critica y la fugacidad estan dadas implici-
tamente por la ecuacién de niimero. En estos casos se emplea un esquema mixto, donde
la propiedad en cuestién se calcula mediante el método de la secante para encontrar rai-
ces de ecuaciones no lineales: se dan dos aproximaciones iniciales, y para obtener una
nueva aproximacion se realizan varias integraciones numéricas de acuerdo al esquema
indicado anteriormente.
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Esta tesis se escribié usando el sistema de
composicion de textos IATEX y la clase me-
moir. Las gréficas se disefiaron con el pa-
quete matplotlib en el lenguaje de progra-
macién Python. Ademds se usé el editor
de gréficos vectoriales Inkscape. La fuente
usada para el texto es Times.

Los cdlculos numéricos se hicieron me-
diante el software de dlgebra computacio-
nal Mathematica. El cédigo fuente de la
aplicacién puede ser consultado en http:
//bit.ly/1leYtQOe.
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