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Introducción 

El propósito de esta tesis es estudiar el problema de clasificación de cadenas de Markov al ver
las como sistemas dinámicos. En probabilidad, una cadena de Markov es un proceso estocástico 
(Xn)nEZ que toma valores en un conjunto finito A (llamado comúnmente espacio de estados), y 
que cumple con la propiedad de Markov, es decir que \:1 n E Z, para todo entero \:1 k E N Y 
\:1 Xl, ... Xk, Xk+1 E A, 

(1) 

La cadena está determinada por su matriz de transici6n de probabilidades P, la cual es una matrix 
de IAI x IAI y está definida \:1 i, j E A por 

Pi,j = n>(XI = ilXo = i). 

Para nosotros, una cadena de Markov es un sistema dinámico (XA , B, T, ¡.tp), donde (XA , T) es el 
shift de tipo finito (shift por vértices) inducido por la matriz de adjacencia A = pO (donde pO denota 
a la matriz que resulta de P al elevar cada una de sus entradas a la potencia O), es decir, 

X A = {(Xn)nEZ E AZ : AXn ,Xn +1 = 1 \:In E Z}, 

B es la a-álgebra de Borel (equipando a X A con la topología inducida de A Z con la topología 
producto, considerando a A como un espacio topológico discreto), T es el mapeo shift y ¡.tp es la 
medida de Markov inducida por P. 

Para clasificar sistemas dinámicos, la noción de ser "el mismo sistema" es precisamente el con
cepto de "conjugación" (definida en el capítulo 1 para espacios shift y estudiada en el capítulo 4). 
En el caso de los shifts de tipo finito, existen dos resultados centrales en términos de conjugaciones. 
El primero es el "Teorema de Desacomposición", el cual descompone a cualquier conjugación en 
unidades fundamentales (o elementales) llamadas "escisiones" y "amalgamaciones". Por otro lado, 
dos shifts de tipo finito (de memoria 1) son conjugados si y sólo si sus matrices de adyacencia A 
y B (sobre {O, 1}) son shift-fuertemente equivalentes. El ser shift-fuertemente equivalente es una 
relación de equivalencia definida en términos de las matrices de adyacencia de las gráficas dirigidas 
que inducen a los shifts de tipo finito (de memoria 1). Este resultado es conocido como el ''Teorema 
de Clasificación de Shifts de Tipo Finito", y ambos teoremas los desarrolló R. Williams en [9]. El 
propósito fundamental de esta tesis es presentar en fonna extendida y comprensible la generaliza
ción de este teorema de clasificación en el contexto de teoría ergódica, de fonna que ahora estarán 
presentes medidas invariantes ¡.tp y ¡.tQ inducidas por matrices de probabilidades de transición P 

v 



VI INTRODUCCIÓN 

y Q (sobre [0,1]), Y no sólo además de las matrices de de adyacencia A = pO Y B = QO. Esta 
generalización la realizó por primera por Parry y Williams [8]. 

La tesis está organizada de la siguiente manera. Los espacios shift los abordaremos en el capítulo 
1, los shifts de tipo finito y sus representaciones por medio de gráficas los abordaremos en el capítulo 
2, estos dos capítulos son basados en [3]. La parte ocupada de entropía y particiones es revisada 
en el capítulo 3, auxiliados en su mayoría por [2], y será necesaria para desarrollar el contenido 
del capítulo 5. Lo que concierne al teorema de descomposición y las prinicipales equivalencias 
topológicas de los shift's está enfocado en el capítulo 4, nuevamente apoyando principalmente en 
[3]. El tema principal se trata en el capítulo 5 basado en escencia en [8]. Por último en el apéndice 
A y B presentamos resultados auxiliares basándonos en [7] , [6] y [4]. 

Esperamos también que este texto sirva de referencia para más generalizaciones del problema, 
como por ejemplo desarrollar el concepto de shift equivalente a generalizaciones de shifts de tipo 
finito, como los shifts de árboles de tipo finito desarrollados por N. Aubrun y M.P. Béal (ver [10]), 
o los sistemas multidimensionales, usando el formalismo matricial desarrollado por M. Schraudner 
[11]. 



Capítulo 1 

ESPACIOS SHIFT 

1.1. Shifts completos 

Definici6n 1.1.1. Sea A un conjunto finito al cual llamaremos alfabeto, el A-shift completo (o fuil 
A-shift) es el conjunto de todas las sucesiones bi-infinitas de símbolos de A, es decir el producto 
cartesiano de A sobre Z, o más precisamente, 

AZ 
= {x = (Xi)iEZ : Xi E A, Vi E Z}. 

Cada elemento del A-shift completo será llamado punto del A-shift completo. 

A lo largo del resto de este capítulo, A denotará a un alfabeto. 

Definición 1.1.2. Un bloque (o palabra) es una secuencia finita de símbolos de un alfabeto A. La 
longitud de un bloque u es el número de símbolos de A que contiene y se escribe lul. También 
conviene incluir entre la palabras o bloques a la secuencia de no símbolos llamado el bloque vacío 
denotado como E, el cual es el único bloque de longitud cero. 

Por ejemplo, si A = {D, E, F, O, H} entonces DE F F DO H es un bloque o una palabra sobre 
el alfabeto A y tiene longitud 7. 

Un bloque que tiene longitud n es llamado n-bloque. Al conjunto de todos los n-bloques de A 
se escribe como 

An=AxAx ... x A 
" , .. 

n-veces 

y definimos también 
00 

A*= UAn. 
n=O 

Una sub palabra (o subbloque) de u = a¡a2a3'" an E An es un elemento z = aiai+¡ ... aj con 
1 :s: i :s: n e i :s: j :s: n. Si x E AZ y i, j E Z son tales que i :s: j, entonces definimos 

Xli,j] XiXi+! ••• Xj 

Xli,j) XiXi+! ••• Xj_¡ si j > i, 
X[i,oo) XiXi+l ... 

Dos bloques u, v E A* pueden ser escritos juntos o concatenarse, escribiendo primero u y luego 
v y formando así un nuevo bloque llamado uv con longitud luvl = lul + Ivl. Hay que notar que 

1 



2 CAPÍTULo 1. ESPACIOS SlHFT 

esta no es una operación conmutativa, sin embargo se observa fácilmente que uv y vu tienen la 
misma longitud, y por convención se establece que fU = Uf = u. Si n ~ 1 entonces un denota la 
concatenación de u un total de n veces, y escribimos UO = f Y de ahí también se sigue la ley de los 
exponentes unum = un+m y se puede escribiremos tambi U OO = ... uu.uuu· . '. 

El subíndice i de un punto x = (Xi)iEZ E AZ se puede pensar como indicador de tiempo (discre
to), y esta es una de las principales relaciones que más adelante veremos con este tipo de espacios y 
cadenas de Markov. 

Definición 1.1.3. Se define lafonción shift T: AZ ---+ AZ como T(x) = (T(Xi))iEZ = (Xi+¡)iEZ, es 
decir, 

(T(X))i = Xi+l V i E Z. 

Definición 1.1.4. Se dice que x es un punto periódico para T si m(x) = x p.a. n E N, en cuyo 
caso diremos que x tiene periodo n, y también definimos el periodo mínimo de x como el número 
minimo n E N tal que m(x) = x. Si es el caso que T(x) = x, entonces diremos que x es un punto 
fijo (puntos periódicos de periodo minimo 1). 

Observamos que un punto x E AZ tiene periodo n si y sólo si x = U OO para algún bloque u E An. 

1.2. Espacios shift 

Primero que nada hablaremos de algunos conceptos nuevos surgidos de las siguientes preguntas: 
¿qué es que una palabra ocurra en un elemento de un espacio shift?, ¿qué es una colección de bloques 
prohibidos? y finalmente ¿cuál es el conjunto generado prohibiendo dichos bloques? Se dice que un 
bloque w E An ocurre en x E AZ si existe i E Z tal que X[i,i+n-l] = w, en cuyo caso diremos que 
w ocurre en x en la posición (o al tiempo) i. Luego llamaremos un conjunto de bloques prohibidos 
a todo aquel subconjunto de bloques p e A* que queramos que no ocurran en níngún elemento de 
cierto subconjunto del foil A-shift, el cual será nuestro "subespacio" a estudiar. Denotamos entonces 
al conjunto generado por la prohibición de p como X p e AZ

, es decir, 

X p = {x = (Xi)iEZ E AZ: Vw E p, wnoocurreenx}. 

Definición 1.2.1. Sea X <:;:: AZ es un espacio shift (o subshift) si X = X p p.a. p e A*. 

1.3. Lenguaje 

Definición 1.3.1. Sea X e AZ un subconjunto del A-shift completo. Definimos los bloques de X 
de longitud n E N como 

Bn(X) = {w E An : w ocurre en algún elemento x E X}. 

Definimos también al lenguaje de X como B(X) = U Bn(X). 
nEN 

No cualquier subconjunto de A* corresponde al lenguaje de un espacio shift. El siguiente resul
tado caracteriza los lenguajes de los espacios shift. 



1.3. LENGUAJE 3 

Proposición 1.3.1. Sea X un espacio shift, y l = B(X) su propio lenguaje. 

1. Si W E l entonces: 

a) Cualquier subbloque de W está en l. 

b) Existen dos bloques u, v de longitudes al menos uno y tales que uwv E l. 

2. Los lenguajes de los espacios shift están caracterizados por la propiedad 1, es decir, l = 
B(X) p.a. espacio shift X si y s610 si l cumple 1. 

3. El lenguaje de los espacios shift determina al espacio shift, lo que es igual que X = XB(X)' 
de aquf se puede decir que dos espacios shift son el mismo si tienen el mismo lenguaje. 

Demostraci6n. Primero sea w E l. Como w está en el lenguaje de X, existe x E X tal que w ocurre 
en x, de alú que cualquier subbloque de w ocurre en x, y en consecuencia cualquier z subbloque de 
w cumple que z E l, lo cual concluye la prueba de la. Ahora para lb, como w E l, existe x E X tal 
que w ocurre en x, lo que significa que w = Xli,j]. Sea u = Xlt,i-l] Y v = Xlí+l,r] con r > j > i > t, 
de forma que uwv = Xlt,r] Y entonces uwv ocurre en x, lo que significa uwv E l, lo cual concluye la 
prueba de 1. Para 2, la ida se deduce de 1, y para el regreso, sea X = Xl" Para demostrar el resultado 
basta probar que B(X) = l. Si w E B(X), entonces existe x E X tal que w ocurre en x, de lo cual 
obtenemos que w fÍ. le, por lo que entonces w E l. Ahora para la implicación inversa, si w E l, 
entonces podemos suponer, por la, que Iwl = 1. Ocupando 1, vemos que existen Un, vn E A "In E N 
tales que U1WVl E l y recursivamente sea wn = Un-1Wn-1Vn-l> con wn E A V n E N, lo cual es 
posible por inducción (tomando como base de inducción que W2 E l y luego suponiendo W n E l, 
probamos que w n+1 E l: como las Un y vn son exactamente las que pedimos para que unwnvn E l 
el resultado es inmediato, por lo tanto wn E l V n E N). Luego entonces podemos definir a x E AZ 

de la siguiente manera: Xo = W y luego, V n E N \ {O}, x-n = Un Y x n = vn. Ahora veamos que 
x E X lo cual bastaría para concluir la prueba debido a que de ser cierto W ocurriría en un elemento 
de X de lo cual se sigue W E B(X) con lo cual nos daría la igualdad buscada entre B(X) y l. 
Para probar que x E X sólo necesitamos ver que ningún xli,i] E le por la forma en que definimos 
a x, X[i,i] es subbloque de algún Wm pero como wn E l V n E N por la otra propiedad la, se sigue 
que X[i,i] E l Vi, j E Z, con i ::; j, por lo tanto Xli,j] fÍ. le lo cual implica que x no tiene bloques 
prohibidos y por lo tanto x E X lo cual concluye la prueba de 2. 

Ahora para probar 3 sea x E X. Si W ocurre en x, entonces W E B(X) lo que significa que 
W fÍ. B(x)e lo que nos dice que cualquier bloque que ocurra en x no está en el complemento 
de B(X) lo que significa que x no tiene bloques prohibidos por B(x)e lo que quiere decir que 
x E XB(X)" Ahora si ocurre que x E XB(X)" entonces x no tiene bloques de B(XY lo cual nos 
dice que X[i,i] E B(X) Vi, j E Z, con i ::; j, lo cual nos dice que x E X. D 

Corolario 1.3.1. Sea X e A Z subconjunto del A-shift completo. Entonces X es un espacio shift si 
y s610 si siempre que x E A Z y cada xli,i] E B(X), entonces x E X. 

Demostraci6n. La primera implicación es consecuencia directa de nuestro resultado anterior. Para el 
regreso B (X) cumple 1 de la Proposición 1.3.1 puesto que para la tomamos W E B (X) y entonces 
existe x E X tal que W ocurre en x, es decir, W = xli,i] para enteros i ::; j y entonces cualquier 
subbloque z de w también se ve como z = XIl,k]. Entonces z ocurre en x y así z E B(X), y luego, 
si w E B(X), entonces existe y E X tal que w ocurre en y E X, es decir, w = Yli,i+lwl-l]' Para 
concluir sean f = Yi-l Y 9 = Yi+lwl' de forma que fwg E B(X), lo cual termina la prueba. D 
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Definición 1.3.2. Un espacio shift es irreducible si para cualesquiera dos bloques u, v E B(X) existe 
W E B(X) tal que uwv E B(X). 

1.4. Presentaciones en bloques superiores y potencias de espa
cios shift 

Definición 1.4.1. Sea X un espacio shift sobre A y sea R 2: 1 un entero. Consideremos a A!:l = 
BR(X) como un nuevo alfabeto y definamos una función (código) f3R: X ---+ (A!:l)z, llamada el 
R-ésimo código superior de bloques, de la siguiente manera: 

Por ejemplo, si R = 3, entonces 

f33(X) = ... [:~l] [~~] . [~:] .... 
X-2 X-l Xo 

Definición 1.4.2. Sea X un espacio shift. Entonces el shift superior de R-bloques de X es la imagen 
X[R[ = f3R(X). 

Observemos que los símbolos en AR que son consecutivos en la imagen bajo f3R de un punto 
de x tienen la propiedad de que se sobreponen ciertos símbolos de A, es decir, se sobreponen pro
gresivamente. Precisamente, diremos que u = Ul U2U3U4 ••• U. y v = Vl V2V3V4 ••• v. se sobreponen 
progresivamente si U2U3U4'" U. = V1V2V3V4'" V.-l. 

Proposición 1.4.1. Los shifts superiores de bloques son también espacios shift. 

Demostración. Sea X un espacio shift y R > 1. Ahora como X es espacio shift existe una colección 
de bloques p e A* tal que X = X p • Entonces creamos una nueva colección tí e A* remplazando 
cada bloque u con lul < R por todos los R-bloques en A que contengan a u. Lo primero que hay 
que observar es que X = X P' pues si x E X, entonces ';/ w E p, w no ocurre en x, y en particular 
cualquier R-bloque que contenga a w no ocurre en x (de lo contrario también w ocurriría en x), por lo 
cual x E Xp. Ahora supongamos que x E Xp,si existiera alguna w E p que ocurre en x, tendríamos 
w = X[iJ[ para algunas i, j E Z, i :-:; j. Si j - i 2: R - 1, entonces w E tí, una contradicción pues 
w ocurre en x E Xp. Si j - i < R - 1, entonces x[i,jlx[i+l,i+R-l[ = X[i,i+R-ll E tí, lo cual es una 
contradicción. Concluimos entonces que x E X p = X. Entonces X = X p = X P' 

Ahora, cada bloque en tí tiene longitud mayor o igual que R. Para cada bloque w = al a2 ... a". E 
tí (con m 2: R), tenemos 

W[R[= 
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que es un m - R + l-bloque de (AIRI)*. Ahora definimos ¡:JI e (AIR])* como todos los bloques de 
la forma w lR] p.a. w E p. Si x E XIRI, entonces es de la forma 

Z-3+R-1 Z-2+R-1 Z-1+R-1 ZO+R-l Z1+R-1 Z2+R-1 

X = f3R(Z) = ... 
Z-3+R-2 Z-2+R-2 Z-1+R-2 ZO+R-2 Z1+R-2 Z2+R-2 

Z-3+R-R Z-2+R-R Z-1+R-R ZO+R-R Z1+R-R Z2+R-R 

para alguna Z EX, Y ya que ningún bloque de p puede ocurrir en z, tampoco bloques de ¡:JI pueden 
ocurrir en x, pues en caso contrario tendríamos que algún w lR] ocurre en x lo que quiere decir que 

Xli,j] 

Zi+R-R 

Y lo anterior implica que 

al Zi+R-1 a2 

a2 Zi+R-2 a3 

aR Zi+R-R aR+1 

Zi+1+R-1 

Zi+1+R-2 

Zi+1+R-R 

Zi+1+R-1 

Zi+1+R-2 

Zi+1+R-R 

Zj-1+R-1 

Zj-1+R-2 

Zj-1+R-R Zj+R-R 

Zj+R-1 

Zj+R-2 

lo cual nos dice que w = ala2 ... am Zli,j1 y ésto es una contradicción pues en Z no ocurren 
elementos de p. Entonces XIRI e X P1 y definimos 

¡:J2 = {uv : u, v E A IRI, u Y v no están sobrepuestos progresivamente}. 

Como XIRI satisface la condición de sobreposición, entonces en ninguno de sus elementos pueden 
ocurrir bloques de ¡:J2, por lo que tenemos XIRI e X P2 y también XIRI e X P1 n X"". 

Ahora veamos que X P1 n X P2 = XPIUp2' Primero tomamos un elemento x en la intersección, 
de forma que no hay bloques de ¡:JI y ¡:J2 que ocurran en x, lo que quiere decir que V w E ¡:JI Y 
V w E i'J2, w no ocurre en x, y por lo tanto x E XPIUP2' Por otro lado, si x E XPIUP2' entonces 
ninguún bloque de ¡:JI ni de i'J2 ocurre en x, y por lo tanto X P1 n X P2 . Entonces a lo que hemos 
llegado hasta abora es a que XIR] e XPIUP2' Ahora si y E XP1 n X""' entonces y cumple que sus 
elementos se sobreponen progresivamente pues los bloques que no cumplen ésto no ocurren en y ya 
que y E X"". Definimos entonces Xi como el símbolo de Índice mas pequeño del i-ésimo símbolo de 
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y y notamos que fJR(X) = y. Ahora, como anteriormente se probó que en y no ocurren los bloques 
que estén en p¡, los bloques de í5 no ocurren en x, y por lo tanto x E X¡; = X, lo que nos dice que 
y E fJR(X) = X[R[ porlo tanto X[R] es un espacio shift. D 

Dentro de esta demostración se probó un resultado técnico importante que es el siguiente: 

Proposición 1.4.2. Sea X e A Z un espacio shift y sea M E N. Entonces existe p e B(X) tal que 
Vw E p, Iwl ~ MyX = X",. 

La demostración de este resultado es análogo al anterior. 

Definición 1.4.3. Sean X e A Z un espacio shift, R ~ 2 un entero y A!:] = BR(X). Definimos el 

R-ésimo código potencia de bloque como la función 'YR : X ---+ (A!:l)z definida por 

'YR(x)[il = X[iR,iR+R-II' 

Por ejemplo, para R = 3, 

[
X-4] [X-I] [X2] 'Y3(X) = ... x-s X-2 Xl···· 

X-6 X-3 Xo 

Definición 1.4.4. Sea X un espacio shift y R ~ 1 un entero. Entonces el shift potencia de R-bloques 
(o la presentación de X en potencias de R-bloques) es la imagen X R = 'YR(X). 

La siguiente proposición es equivalente a la Proposición 1.4.1 y la demostración es sinúlar. 

Proposición 1.4.3. Los shifts de potencias de bloques son también espacios shift. 

1.5. Códigos de bloques deslizantes 

Los códigos de bloques deslizantes (o simplemente códigos de bloque) son las funciones entre 
espacios shift que preservan la dinámica del shift y que son continuas, con la topología inducida 
como subconjunto del producto topológico indexado por Z del alfabeto como espacio topológico 
discreto. 

Definición 1.5.1. Sea X un espacio shift sobre el alfabeto A y Y un espacio shift sobre el alfabeto 
Bysea 

cI> : Bm +a+1 (X) --+ B 

una funcion de bloques, con m, a ~ O enteros. Definimos cP: X ---+ Y para cada x E X por la regla 

cP(X)i = cI>(X[i-m,i+nl) V i E Z. 

A cP le llamaremos un código de bloques deslizante, o también un código de (m + a + l)-bloques, 
de X a Y, con memoria m y anticipación a, y diremos que está inducida por la regla local cI>, en 
cuyo caso escribiremos 

'" _ '" [-m,a] 'P - ':1:"00 • 

Cuando la memoria y la anticipación son cero se le llama l-código bloque (que por supuesto es una 
manera mas compacta de decir código de 1 bloque) puesto que la i-ésima entrada del código sólo 
depende de la i-ésima entrada del donúnio. 
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Proposición 1.5.1. Sean X y Y dos espacios shift, 4>: X --t Y un código de bloques deslizante 
(Sliding Block Code). Denotaremos lajunción shift para X como Tx análogo para Y. Entonces 

Ty o4>=4>oTx . 

Demostración. Sea 4> inducida por una regla local cI> : Bm+a+l(X) --+ B son memoria m y antici
pación a con B alfabeto de Y. Para x E X tenemos que 

mientras que 
Ty (4)(X))i = 4>(x)Hl = cI>((X)[i-m+l,Ha+1[) = 4>(TX (X))i 

porlo tanto Ty o 4> = 4> o Tx . D 

Proposición 1.5.2. Sean X, Y, W espacios shift y sean 4>: X --t Y Y 'ljJ: y --t W códigos de 
bloques. Entonces 'ljJ o 4> tambien es un código de bloques. 

Demostración. Sean cI> y 1l! las reglas locales que inducen los respectivos códigos de memoria m y 
n y de anticipación a y b respectivamente, es decir 4>(X)i = cI>(X[i-m,Ha]) y 'ljJ(Y)i = 1l!(Y[i-n,Hb]) 
para toda i E Z. Ahora definimos 

'ljJ 04>: Bm+a+n+b+1(X) --+ Bl(W) 

( 'ljJ o 4» ( al a2 a3 ... am+a+n+b+1) 

= 1l!(cI>(ala2'" am+a+1)cI>(a2a3'" am+a+2)'" cI>(ab+n+1ab+n+2'" am+a+b+n+1))' 

Ahora sólo falta ver que ('ljJ o 4»00 = 'ljJ o 4>, para lo cual tenemos que 

'ljJ o 4>(X)i = 1l!(4)(X)[i-n,i+b[) = 1l!(4)(X)i-n4>(X)i-n+l4>(X)i-n+2''' 4>(X)Hb+1) = 

= 1l!( cI>(X[i-n-m,i-n+a])cI>(X[i-n-m+1,i-n+a+l[)cI>(X[i-n-m+2,i-n+a+2[) ... cI>(X[Hb+l,Hb+a+1[)) = 

= ('ljJ o 4»(X[i-n-m,Hb+a+1[), 

lo que termina la prueba. D 

Proposición 1.5.3. Sean X y Y dos espacios shift. Una junción 4>: X --t Y es un código de bloques 
deslizante (Sliding Block Code) si y sólo si Ty 04>= 4> o Tx y existe R :::>: O en los naturales tal que 
4>(x)o es unajuncion de X[-R,R[ para toda x E X. 

Demostración. La necesidad proviene de la Definición 1.5.1 Y la Proposición 1.5.1. Para la sufi
ciencia, sea R el número entero que hace que 4>(x)o sea función de X[-R,R]' Definimos una función 
de (2R + l)-bloques como sigue: para cada w E B2R+1(X), existe x E X tal que w ocurre en x, 
entonces w = X[i,H2R], Y si i =F -R, tomamos Ti+R(X) E X de forma que podemos suponer que 
w = X[-R,R]' Entonces definimos cI>(w) = 4>(x)o puesto que por hipótesis es función de X[-R,R]' Así, 
basta probar que 4> = cI>00. Tenemos que para toda x E X, 

4>(X)i = Ty(4)(x))o = 4>(Tx(x))o = cI>(X[i-R,HR]) 

y por lo tanto 4> = cI>);;; R,R[ , lo que demuestra el teorema. D 
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Definición 1.5.2. Un código de bloques deslizante </J: X ---+ Y es una conjugación de X a Y si </J es 
invertible y la inversa </J-l: y ---+ X es un código de bloques. En este caso diremos que X y Y son 
conjugados. 

Ya hemos visto ejemplo de conjugaciones, como lo muestra el siguiente resultado. 

Proposición 1.5.4. Sea X un espacio shiji sobre A y sea R :::: 1. Entonces las fimciones que definen 
el shiji superior y las potencias de bloques f3R: X ---+ X[R[ y "IR: X ---+ X R son conjugaciones. 

Demostración. Veremos el argumento únicamente para f3R. Es claro que la regla local <1>: B R( X) ---+ 
Bl(X) definidaparatodaw = Wl ... WR E BR(X) por <I>(w) = Wl es tal que </J = <1>00: X[R[ ---+ X 
es biyectiva y </J = f3¡/. D 

Proposición 1.5.5. Sea </J: X ---+ Y código de bloques deslizante. Si x E X tiene periodo n bajo 
Tx , entonces </J(x) tiene periodo n bajo Ty, y el periodo mínimo de </J(x) divide al periodo mínimo 
de x. En virtud de ésto, el periodo m(nimo de un punto se conserva bajo conjugaciones. 

Demostración. Primero, como x tiene periodo n, ~ (x) = x. Veamos qué ocurre con </J( x). Tenemos 
que 

7y(</J(x)) = </J(~(x)) = </J(x) 
porque el shift y los códigos de bloques conmutan. Entonces también </J( x) tiene periodo n. Ahora 
sea m el mínimo entero positivo tal que Tym(</J(x)) = </J(x). Ocupando el algoritmo de la división 
vemos que n = mt + r para alguna r < m, pero entonces 

</J(x) = 7y(</J(x)) = 7Yt+r (</J(x)) = </J(1X't+r(x)) = </J('Fx(x)) 

como m el mínimo periodo de </J(x), 'Fx(x) = x,de lo contrario </J(x) = </J('Fx(x)) = 1Y(</J(x)) 
pero r < m y m es el periodo rrúnimo de x, con lo cual r = O, es decir, mln, en particular, 
el periodo rrúnimo de </J(x) divide al periodo rrúnimo de x. El resultado se sigue entonces de un 
argumento similar para </J-l, pues tendríamos que el periodo mínimo de x divide al periodo rrúnimo 
de </J(x). D 

Proposición 1.5.6. !ea </J: X ---+ Y un código de ploques deslizante. Entonce~ ex~ste un shiji su
l!.erior de bloques X, una conjugación 'I/J: X ---+ X, Y un código de l-bloque </J: X ---+ Y tal que 
</Jo'I/J=</J. 

Demostración. Supongamos que </J es inducida por una función de bloques <1> de memoria m y anti
cipación apefinimos entonces X = x[m+a+1[ e A'z , donde A' = Bm+a+l(X), Y a la conjugación 
'I/J:X---+Xpor 

'I/J(x) = (X[i-m,i+a[)¡EZ V x E X. 
La Proposición 1.4.1 implica que 'I/J(X) = T-m o f3m+a+1(X) = x[m+a+1] es un espacio shift. 
Además 'I/J-l es un código de 1-bloques, con regla local ij'¡: Bl (X)A' ---+ Bl (X) dada por 

x-m' .. Xa >--+ XQ. 

Ahora veamos que si hacemos ~ = </Jo'I/J-l, entonces ~es un código de l-bloques. Para toda x E X, 
tenemos que 

~(X)i = </Jo'I/J-l(X)¡ = </J('I/J-l(X))¡ = <I>(('I/J-l(x))[i_m,i+a]) = <I>('I/J('I/J-l(X))¡) = <I>((x)¡) 

para toda i E Z. D 
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Teorema 1.5.1. La imagen de un espacio shift bajo un código de bloques deslizante es un espacio 
shift· 

Demostración. Sean X y Y dos espacios shift y sea c/J: X ---+ Y un código de bloques deslizante. Por 
la proposición anterior se puede suponer que es un código de l-bloques. Sea <1>: B1(X) ---+ B1(Y) 
la función de bloques, o regla local, que induce a c/J. Sea 

L = {<I>(w) : w E B(X)} 

el lenguaje de la imagen, desde luego al hablar de la imagen de una palabra de longitud mayor a 
1 nos referimos a la concatenacion de las imagenes de los símbolos de la palabra. Probaremos que 
c/J(X) = XLe, lo que terminaría la prueba. Sea y = c/J(x) E c/J(X), con x E X. Entonces cada 
bloque de c/J(x) está en L porque todos los bloques que ocurren en x pertenecen a B(X). Porlo tanto 
c/J(X) e XL< (de lo contrario algún bloque fuera de L tendría que ocurrir en y lo cual es falso por la 
afirmación hecha). 

Para la otra contención, si y E X Le entonces en y no ocurren bloques fuera de L (es decir en su 
complemento), lo que se dice igual que cualquier bloque que ocurra en y está en L, lo que quiere 
decir que para toda n E N tenemos que Yl-n,n] está en L, y así YI-n,nl = <I>(w) donde w E B2n+1(X) 
ocurre en algún punto x = x(n) E X, o más precisamente, w = Xl-n,n]' Tenemos entonces una 
sucesión de puntos (x(n))::,=o e X. Consideremos la coordenada cero de cada uno de los x(n)'s. 
Como el número total de símbolos de X es finito, debe haber una cantidad infinita de números n 
tales que x~n) es el mismo para esas n's, y llamemos a ese conjunto So, es decir, So e N es tal que 
ISol = 00 y para toda n,m E So, x~n) = x~m). En forma sinrilar, como IB3 (X)1 < 00, existe un 

conjunto infinito Sl e So tal que X¡:~,l] es constante para toda n E Sl. Inductivamente, para cada 

k ;::: 1 existe un conjunto infinito Sk e Sk-1 tal que X¡:~,k] es constante para toda n E Sk. Definimos 

a x E X como el elemento que satisface Xl-k,k] = X¡:~,k] con n E Sk para toda k E l\I. Observemos 
que x está bien definido porque Sk e Sk-1 para toda k E N, y como 

entonces y = c/J(x), lo cual demuestra que XLe e c/J(X), lo cual termina la demostración delteorema. 
D 

Teorema 1.5.2. Sean X y Y dos espacios shift y sea c/J: X ---+ Y un código de bloques deslizante. 
Si c/J es biyectivo, entonces naturalmente tiene inversa y dicha inversa es un código de bloques y 
entonces c/J es de hecho una conjugación. 

Demostraci~n. Por la Proposición 1.5.6,_exi!ite un shift sUPe?0r de bloques X, una conjug~ción 
,,¡;: X ---+ X, Y un código de 1-bloques c/J: X ---+ Y tal que c/J o"¡; = c/J. Trabajaremos con c/J que 
es un código de 1-bloques. Como c/J o "¡;-1 = ~, entonces ~ es una composición de dos funciones 
biyectivas y por lo tanto también es una función biyectiva. Como también es un código de 1-bloques, 
tenemos que ~(x) = (;¡'(X;));EZ, donde ;¡, toma valores en el alfabeto de Y. Por lo tanto ;¡, es 
también una función biyectiva. Sea ;¡'-1 la inversa de ;¡,. Bastará que probemos que ~-1 = <I>;;'~. 
Tomamos el código de bloques definido por dicha funcion inversa, es decir definimos ~: Y ---+ X 
por ~(Y)i = ;¡'-l(y;) para todas y E Y e i E Z. Veamos que ~ o ~(x) = x para toda x E X y que 
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~ o ~(y) = y para toda y E Y, para lo cual veremos en ambos casos que son iguales coordenada a 
coordenada. Para toda i E Z, primero tenemos que 

y luego tenemos que 

Entonces ~ = ~-1, Y como ~ es un código de bloques, entonces ~-1 es un código de bloques. Como 
~ o 1/1 = rp entonces por la proposición 1.5.21/1-1 o ~-1 = rp-1 es un código de bloques. D 



Capítulo 2 

SHIFTS DE TIPO FINITO 

2.1. Restricciones de tipo finito 

Definición 2.1.1. Se define un shift de tipo finito como un shift que es posible caracterizar por una 
cantidad finita de bloques prohibidos, es decir X = XF e AZ con Fe A* finito. 

Definición 2.1.2. Un shift de tipo finito tiene memoria M si puede ser descrito por una colección de 
(M + 1)-b10ques prohibidos. 

Proposición 2.1.1. Si X es un shift de tipo finito, entonces existe M > O tal que X tiene memoria 
M. 

Demostración. Es una consecuencia directa de la Proposición 1.4.2. D 

Proposición 2.1.2. Un espacio shift X es un shift de tipo finito de memoria M si y s610 si siempre 
que uv, vw E B(X) con Ivl ~ M, uvw E B(X). 

Demostración. Para la primera implicaci6n supongamos que X e A Z es un shift de tipo finito de 
memoria M y sea F e A M+1 tal que X = X F • Sean u, v, W E B(X) tales que uv, vw E B(X) 
y Ivl = n ~ M. Entonces, como X es un espacio shift, existen x, y E X tales que X[-k,n] = uv, 
Y[l,l] = vw con X[l,n] = Y[l,n] = v. Sea Z = X(-oo,O]vY[n+1,oo). Ninguún bloque de F ocurre en z 
porque todos los bloques de F son de longitud M + 1 Y Ivl ~ M + 1, pues si r E F ocurre en z 
entonces ocurre en x o en y, una contradicción puesto que x, y E X. Entonces z está en X, por lo 
que Vi, jZ[i,;] E B(X), en particular uvw = X[-k,O]VY[n+1,I] = Z[-k,fj E B(X). 

Para la segunda implicaci6n supongamos que existe M de tal forma que siempre que uv, vw E 
B(X) con Ivl > M entonces uvw E B(X). Sea F = AM+1 - BM+1(X), el cual es finito. Pro
baremos que X = X F para concluir. Si x E X, entonces los bloques de F no pueden ocurrir en 
x puesto que los únicos que ocurren en puntos de X de tamaño M + 1 son los puntos de B(X), 
lo que significa que x E X F , y por lo tanto X e X F • Ahora para probar la otra contención, sea 
x E X F • Entonces X[O,M] y X[l,M+1] son bloques de tamaño M + 1, Y como x E X F , entonces 
X [O,M] , X[l,M+l] E BM+1(X), y además coinciden en un bloque de tamaño mayor o igual que M, lo 
que por hip6yesses implica que X[O,M+1] E B(X). Inductivamente veamos que X[O,n] E B(X) para 
toda n E N. Como X es un espacio shift, observamos entonces que para toda j, k E Z, con i ::; j, 
Xli,k] E B(X), y por lo tanto x E X por el Corolario 1.3.1. D 

11 
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Proposición 2.1.3. Un espacio shift que es conjugado a un espacio shift de tipo finito también es de 
tipo finito. 

Demostraci6n. Supongamos que X es un espacio shift que es conjugado a un shift de tipo finito Y. 
Sea <1> la regla local que induce una conjugación cp: X ---+ Y Y sea W una regla local que induce la 
correspondiente inversa 'IjJ: Y ---+ X. Veremos que X es un espacio shift de tipo finito de memoria 
M con la caracterización del teorema anterior, viendo que existe M E N que cumple que siempre 
que uv, vw E B(X) con Ivl ~ M, uvw E B(X). 

Podemos suponer que ambos códigos tienen la misma memoria y anticipación 1 (tomando el 
máximo de la memoria y anticipación de ambos y extendiendo las reglas locales en la forma natural), 
es decir, tenemos que 

<1>: B I+1(X) ---+ Bl(Y), cp = <1>"", cp(x)o = <I>(X[-l,lj) V x E X, 

W: B21+1(Y) ---+ Bl(X), 'IjJ = W"", 'IjJ(Y)o = W(Y[-l,lj) Vy E y. 

La regla local que induce la conjugación 'IjJ o cp(x) = x para toda x E X es mora una función de 
bloques W o <1> : B41+1(X) ---+ Bl(X). Como Y es un shift de tipo finito, existe R > D tal que 
siempre que uv, vw E B(Y) con Ivl ~ R, uvw E B(Y). 

Sea M = R + 41 Y demostremos que si uv, vw E B(X) con Ivl ~ M, entonces uvw E B(X). 
Por lb de la Proposición 1.3.1, existen s, tE B 21(X) tales que suv, vwt E B(X). Podemos aplicar <1> 

a estos bloques y obtemos que <I>(suv) E Blsuvl-21(Y) Y <I>(vwt) E Blvwtl-21(Y), Y como Ivl ~ M, 
<I>(suv) y <I>(vwt) se sobreponen en al menos R símbolos, por lo que <I>(suvwt) E B(Y) Y de 
aquíqueuvw E B(X). D 

2.2. Gráficas y sus shifts 

Los shifts inducidos por gráficas serán de importancia fundamental porque constituirán, módulo 
una conjugación, al conjunto de shifts de tipo finito. 

Comencemos recordando salgo de terminología y notación. Una gráfica G consiste de un con
junto de vértices V( G) y un conunto de aristas E( G) junto con sus funciones de incidencias inicial 
i: E(G) ---+ V(G) y terminalt: E(G) ---+ V(G). Si e E E(G), diremos que e inicia en el vértice i(e) 
y termina en t( e). Un camino en G es una sucesión de aristas tal que para cualesquiera dos aristas 
consecutivas del camino, digamos el, se tiene que t(e) = i(f). Un camino finito l' = el ... en E En 
con t(ek) = i(ek+1) V k = 1, .. . ,n -1 inicia es v = i(ed y terminaenw = t(en) yesun (u,v)
camino (o trayectoria), y diremos que es de longitud n. Asociamos a G la matriz cuadrada A(G) 
con entradas en Z+ e indexada por V( G) de forma que para toda i, j E V( G), 

A(G);,j = I{e E E(G) : i(e) = i Y t(e) = j}l. 

Diremos que la gráfica G es simple si A(G)iJ E {D, l} V i,j E V(G) y que A(G) es la matriz de 
adyacencia. 

Definici6n 2.2.1. Sea G una gráfica con E = E( G) Y A = A( G). El shift de aristas Xa = X A es el 
espacio shift X F e E Z con alfabeto E y 

F = {el E E 2 : t(e) =f- i(f)}, 
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es decir, 
Xc = X A = {e = (en)nEZ E EZ: t(en ) = i(en+¡) \In E Z}. 

Hagamos algunas observaciones. 

Observación 2.2.1. El espacio shift por aristas Xc definido por la gráfica G consiste precisamente 
de todos los caminos doblemente infinitos en la gráfica G. 

Observación 2.2.2. Sea G una gráfica con matriz de adyacencia A = A( G) entonces el shift de 
aristas Xc = X A es un shift de tipo finito de memoria l. 

Definici6n 2.2.2. Un vértice varado es aquel que no es vértice inicial o no es vértice terminal de 
alguna arista y una gráfica es escencial si no tiene vértices varados. 

Observación 2.2.3. Sea G una gráfica, entonces existe una única subgráfica escencial H de G tal 
que Xc =XH • 

En virtud de esta última observación, consideraremos de ahora en adelante únicamente gráficas 
escenciales. 

Proposición 2.2.1. Sea una gráfica G y A = A( G) y sea m :::: O un entero. Entonces: 

1. La cantidad de caminos de longitud m de i E V( G) a j E V( G) es (Am)i,j. 

2. El número de caminos cerrados de longitud m es tr(Am) (donde trO denota a lafunci6n 
traza, es decir, la suma de los elementos en la diagonal de la matriz), y es el número de puntos 
en Xc con periodo m. 

Demostraci6n. La primera parte es una demostración propia de teoría de gráficas, es de hecho una 
simple inducción como sigue: Si m = 1 es obviamente verdad que la cantidad de caminos de 
longitud 1 de i a j es A;,j' en el entendido de que la longitud de un camino es el número de aristas 
que lo conforman. Lo suponemos válido para m :::: 1 y con esta hipótesis de inducción lo deducimos 
para m + 1 con la fórmula 

(Am+1)i,j = (AmA);,j = L (Am)i,kAk,j' 
kEV(C) 

La afirmación del segundo enunciado es entonces consecuencia directa de su predecesor. D 

Definición 2.2.3. Una gráfica G esfuenemente conexa si para todo i,j E V(G), existe un camino 
en G que inicia en i y termina en j. 

Proposición 2.2.2. Una gráfica G es fuenemente conexa si y s610 si Xc es irreducible. 

Demostraci6n. Supongamos que G es fuertemente conexa y veamos entonces que Xc es irreducible. 
Sean u, v E B(X), digamos que u = UI ... u¡ v = VI •.. Vr. Entonces t( u¡) y i( VI) se encuentran en 
V( G), porlo que existe un t( U¡), i( v¡)-camino D = al ... ar con ai aristas tales que i(a¡) = t( U¡) y 
i(v¡) = t(ar). Entonces uDv es un camino en G. Además existen x, y E X tales que XII,¡I = UI ... U¡ 
y YII,rl = VI ... V., por lo que X(-oo,OluDvYlr+l,oo) E X Y por lo tanto uDv E B(X). 

Para la segunda implicación tomemos dos vértices u, V E V ( G). La hipótesis de que G es esen
cial implica que existen a, bE E( G) tales que t(a) = u e i(b) = v, es decir, todo vértice tiene aristas 
que salen y entran, lo que equivale a que e E BI(XC ) para toda e E E(G). Entonces a, bE BI(X) y 
como X es irreducible, existe w E B(X) tal que awb E B(X), y entonces existe un u, v-camino D 
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Definición 2.2.4. Sea X un espacio shift por aristas definido por la gráfica G con matriz A = A( G). 
La gráfica traspuesta GT es la gráfica que satisface V(GT) = V(G) y A(GT) = AT (donde AT 

denota la matriz transpuesta de A, es decir, (AT)i,j = Aj,i para todo i, j E V( G), y XaT es el shift 
transpuesto. 

De cómo está definida GT se puede ver que esta grflca no es mas que G pero con el sentido de 
las aristas invertido, lo cual nos dará resultados más intersesantes concernientes al capítulo 4 sección 
4.3. 

2.3. Representación de shifts de tipo finito con gráficas 

Estamos en posición de enunciar un resultado fundamental. 

Teorema 2.3.1. Si X es un shift de tipo finito de memoria M, entonces hay una gráfica G tal que 
XIM+11 = X a, es decir, X y Xa son conjugados. 

Demostración. Si M = O entonces X es el shift completo y tomamos a G como un sólo vértice y 
tomamos una arista por cada símbolo que haya en X y bueno esta gráfica se ve que genera a X y 
como M = O XIM+1l = X. 

Asumirnos M 2: 1 Y entonces definimos el conjunto de vértices de nuestra gráfica como V (G) = 
BM(X) y definimos una arista entre alU:/ ... aM Y bl/J:¡ ... bM si a2a3 ... aM = bl/J:¡··· bM- l Y 
ala2a3 ... aM-lbM E B(X) de lo contrario no hay arista entre ellos. Ahora sólo falta ver que Xa = 
XIM+1I. Sea x E X a , entonces x = (ai)iEZ donde para cada i E Z, ai es una arista de li a mi, 
donde li, mi E BM(X), li y mi se sobreponen y lf ... Wmr E B M+1(X), de forma que ai puede 
ser pensado como un bloque de tamaño M + 1 en X. La definición de XIM+ll tomando a X = XF 

con Fe AM+l junto con la definición de G implican entonces que XIM+1l = Xa. D 

Definición 2.3.1. Sea G una gráfica para N 2: 2.Definimos la N-ésima gráfica de aristas superior 
GIN] como la gráfica que tiene de vertices a todas trayectorias de longitud N -1 en G y 2 trayectorias 
digamos ele2'" eN-l>ld2'" IN-l tienen una arista entre ellas si e2e3'" eN-l = Id2'" IN-2 a 
dicha arista la llamamos edd2 ... IN-2 o en el caso de aristas (trayectorias de longitud 1) (N = 2) 
tenemos que una empieza donde termina la otra, y por último para N = 1 GIlI = G. 

de aqui es natural preguntar una cosa un tanto obvia que relación hay entre el shift superior de 
una grafica y el shift de la gráfica superior. 

Proposición 2.3.1. Sea G una gráfica entonces (Xa)[NI = XalNI 

Demostración. Simplemente basta ver que los elementos son de la misma forma, del lado derecho 
cada coordenada (entrada) de un punto del shift son bloques de tamaño N formados por aristas, 
cumplen que digamos ele2 ... eN-l>ld2 .. ·IN-l tienen una arista entre ellas si e2e3 ... eN-l = 
h/2 ... IN-2, es decir se sobreponen progresivamente es decir los elementos de dicho shift, son 
trayectorias de longitud N + 1 edd2'" IN-l> del otro lado tomamos las aristas de la gráfica y 
vemos el shift superior que son de la misma forma y como en el lado izquierdo x E (Xa) IN] si y sólo 
si Xi y Xi+l se sobreponen progresivamente es decir Xi = dlele2'" eN-l Xi+l = edd2'" IN-l 
donde las d;'s hacen el papel de la primer bloque de longitud N y analogamente para las e/s y f;'s 
de tal forma que esto ocurre si y sólo si cada par de trayectorias de longitud N + 1 Xi Y Xi+1 siendo 
Xi = ele2 ... eN Y Xi+l = h/2 ... IN cumplen con e2e3 ... eN = Id2 .. ·IN-l que es lo mismo a 
que haya una arista en la gráfica superior. D 
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Definición 2.3.2. Sea B la matriz de adyacencia de una gráfica simple G con r vertices. El shift de 
vertices Xa = X B es el espacio shift sobre el alfabeto A = {l, 2, 3, ... , r} definido por 

Xa = X B = {x = (Xi)iEZ : BX;X;H = 1 Vi E Z}. 

Proposición 2.3.2. l. Salvo un cambio de nombre de los símbolos los shift de tipo finito de me
moria 1 son los mismos que los shifts de vértices. 

2. Salvo un cambio de nombre de los símbolos cada shift de aristas es un shift de vértices (de 
otra gráfica por supuesto). 

3. Si X es un shift de tipo finito de memoria M, entonces X[M[ es un shift de tipo finito de 
memoria 1, es decir, es un shift de vértices. De hecho hay una gráfica G tal que X[M[ = Xa y 
X[M+l] =Xa. 

Demostración. 1. Primero, un shift de vértices definido por una gráfica simple G es un shift de tipo 
finito de memoria 1 puesto que los bloques prohibidos serían V(G)2 \ E( G), es decir, todas aquellas 
aristas que no pertenecen a la gráfica. Para ver lo reciproco, si X e AZ es un shift de tipo finito de 
memoria 1, podemos tomar a la gráfica simple G con V(G) = B 1(X) = A Y E(G) = V(G)2 \ F 
donde F e A 2 es tal que X = X F . Entonces X = Xa. 

2. Para el segundo punto basta considerar la "gráfica de líneas". Concretamente, dada G una 
gráfica, su gráfica de lfneas es la gráfica simple L( G) que tiene como vértices a las aristas de G y 
como aristas al conjunto de 2-bloques de X a , es de.:ir, V(L(G)) = E(G), y E(L(G)) = B 2(Xa ). 
Es directo entonces probar que Xa es conjugado a XL(a). 

3. Para el tercero punto primero nos podemos dar cuenta de que cada M + 1-bloque en X puede 
ser visto como un bloque de tamaño dos en X[M] , lo que implica que X[M] es un shift de tipo finito 
de memoria 1, y por lo tanto un shift por vértices (por el inciso 1). Para la segunda afirmación, 
vemos que G construida como en el Teorema 2.3.1 es simple (porque M + 1 ~ 1) Y cumple que 
X[M+l] = Xa y X[M] = Xa. D 

Definición 2.3.3. Sea N ~ 1. Definimos la N-ésima gráfica superior de aristas G[N] por V(G[N]) = 
BN-1 (Xa) y para cada de vérticese1, ... eN-1, J1 ... JN-1 E V( G[N], una arista entre ellos si 
e2, ... eN-l = J¡ ... JN-2. 

Definición 2.3.4. Sea N ~ 1. Definimos la N -ésima potencia GN de la gráfica G como la gráfica 
con vertices V (GN) = V (G) Y una arista entre i E V (G) Y j E V (G) por cada camino de longitud 
NenGdeiaj. 

Proposición 2.3.3. Sea una gráfica G con A = A( G). Entonces 

y además (Xa)N = XaN. 

Demostración. La primera parte es muy sencilla pues de hecho es consecuencia de un resultado 
de teoria de gráficas como en la Proposición 2.2.1, parte 1. Para la segunda parte, observamos que 
(Xa)N y XaN tienen ambos el mismo alfabeto que son todas las trayectorias de longitud N y ambos 
cumplen la condición de que x = Xi E (Xa)N si y sólo si Xi termina donde Xi+l empieza Vi E Z y 
esto pasa si y sólo si x = Xi E XaN lo que concluye con la prueba. D 
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2.4. División de estados 

Definición 2.4.1. Sea G una gráfica y fijémonos ahora para vértice / E V(G) en el conjunto de 
aristas que salen del estado / hacia cualquier otro estado, denotado a dicho conjunto por El. Ahora 
tomamos una partición finita de este conjunto, digamos El, ... , E'j'(I) Y nos fijamos en la particion P 
resultante del conjunto total de aristas inducida por cada una de estas particiones pata cada 1 E V( G). 
La gráfica de division de estados (de salida) G[P] formada por G usando la partición P tiene como 
estados o vértices /1, ... , /m(I) con / E V( G). Para definir al conjunto de aristas, por cada e E A( G) 
con í(e) = / Y t(e) = J, existe j con 1 ~ j ~ m(i(e)), deforma que e E EJ, Y entonces ponemos 
una arista é de /i a Jk para cada k = 1, ... , m(J). 

Podemos dar una definición similar, pero ahora considerando particiones de conjuntos de aristas 
que llegan a un vértice dado. 

Definición 2.4.2. Sea G una gráfica supongamos que P es una partición de las aristas que resulta 
de considerar para cada vértice J E V (G) una partición del conjunto de aristas que llegan al estado 
J, denotado por E J, digamos que E{, ... , E ;'(J)' La gráfica de división de estados (de llegada) es 
la gráfica G[P] cuyo conjunto de vértices está formado por /1, ... , /m(I) para cada / E V( G), y 
cuyas aristas se construyen a partir de cada arista e E A( G), con í (e) = / y t( e) = J, siendo que 
existe j E {1, ... , m (J)} tal que e E E f, y entonces ponemos una arista ei de /i a Ji para cada 
í E {l, .. . ,m(/)}. 

Definición 2.4.3. Una gráfica H es una escisión (de salida) de una gráfica G, y G es una amalaga
mación (de salida) de H, si existe una partición P de las aristas formada por particiones de cada 
conjunto de aristas de salida de cada vértice de G de forma tal que H = G[P]. Definimos escisiones 
y amalgamaciones de llegada en forma similar. En cualquier caso, en general diremos que H es una 
escisión de G y que G es una amalgamación de H. 

Teorema 2.4.1. Si H es una escisión de G, entonces los espacios shifts Xa y X H son conjugados. 

Un pequeño comentario es importante por hacer es que la escisión siendo un escisión (de salida! 
de entrada) entonces a la conjugación le llamaremos código escisión (de salida! de entrada) o código 
amalgamación (de salida! de entrada). 

Demostración. Bastará probar un sólo caso, digamos que el de salida, de forma que suponemos que 
H = G[P] para P como en la definición de escisiones y amalgamaciones de salida. Definimos una 
regla local que es una función de 1-bloques, W: B1(XH ) -+ B1(Xa ), como w(ei) = e para toda 
ei E E(XH) (con 1 ~ j ~ m(í(e))). Observemos que ei fk E B2(XH) implica que ef E B2(Xa ) 
ya que ei es una arista que va de /i a Jk para toda k E {l, ... , m(J)} y fk una arista que sale de Ji 
para alguna k E {1, ... , m( J)}. Por lo tanto la imagen de cualquier trayectoria en H bajo W es una 
trayectoria en G, y siendo así, podemos definir 'Ij; = Woo entonces 'Ij;(XH ) ~ Xa Y con esto tenemos 
que 'Ij;: X H -+ Xa es un código de 1-bloques. 

Ahora definimos una regla local que es una función de 2-bloques <I>: B2(Xa) -+ B1(XH ) de 
la siguiente manera. Si fe E B2(Xa ), entonces si í(e) = / y t(e) = J, entonces e se encuentra 
en un único elemento de la partición, digamos en E~ para alguna j E {1, ... , m(J)}, y entonces 
definimos <I>(fe) = ji. Como anteriormente, la imagen de una trayectoria en G bajo <I> es una 
trayectoria en H. Definimos </J = <I>oo y tenemos entonces que </J(Xa) ~ X H y así tenemos un 
código de bloques </J: Xa -+ X H . De hecho W y </J son ambas funciones inversas una de otra pues si 
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x = ... e-leOel'" E X a , entonces </J(X) = ... d~le{¡°e{' ... por lo que 'Ij;(</J(X)) = x, y de manera 

similar si y = ... ¿-l'e{¡°e{' "', entonces 'Ij;(y) = ... e-leOel'" E Xa y como ef'e{':l E B2(XH), 
ei+l E Ell .. 

J
, por lo que <1>( eiei+1) = ef' Vi E lE lo cual nos termina por demostrar que </J( 'Ij;(y)) = y 

lo que demuestra por fin que Xa y X H son conjugados. D 

Definición 2.4.4. Sea G una gráfica y H = G['P[ una escici6n de salida usando una partici6n P. Sean 
V = V ( G) Y W = V (H). Definimos la matriz de división D como la la matriz de tamaño IV Ixl WI 
y cuyas entradas están dadas para cada 1 E V Y Jk E W por 

siI= J 
en otro caso 

y definimos también la matriz de aristas E como la matriz de tamaño IWI x IVI y cuyas entradas 
están dadas para cada lk E W y J E V por 

Teorema 2.4.2. Sea G una gráfica y H = G['P[ la gráfica de escisión de estados (de salida) que 
resulta de G usando la partición P. Sean D la matriz de división y E la matriz de aristas co"es
pondientes. Entonces 

Aa=DE y AH=ED. (2.1) 

Demostración. Usando la definici6n de ambas matrices vemos que 

m(lJ m(lJ 

DE(I, J) = L D(l, k)E(k, J) = L D(l, li)E(Ii, J) = L lE; n EJI = 
kEW i=l i=l 

con lo cual se tiene que DE = Aa. Para la otra igualdad tenemos 

ED(li, Ji) = L E(li, k)D(k, Ji) = E(li, J)D(J, Ji) = 
kEV 

= E(l ,J) = El n E = El' n E = AH(1 , P), i I i JI I Ji I i' 

lo cual nos permite concluir que ED = AH. D 

La matriz de divisi6n es importante porque nos proporciona un medio para amalgamar, como lo 
muestra el Teorema 2.4.3. Primero definamos las matrices de divisi6n en abstracto. 

Definición 2.4.5. Una matriz de división D es una matriz de ceros y unos que en cada columna tiene 
exactamente un 1 y en cada rengl6n tiene al menos un 1. 

Teorema 2.4.3. Sea G y H dos gráficas (escenciales). Entonces H es una escisión (de salida) de 
G si y sólo si existe D una matriz de división y E una matriz de entradas enteras no-negativas de 
forma que las ecuaciones (2.1) se satisfacen. 
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Demostración. Sólo falta probar el regreso por que la ida es el teorema anterior. Partimos entonces 
de una matriz de división D y una matriz con entradas enteras no-negativas E que satisfacen (2.1). 
Definimos nuevamente a V = V (G) Y W = V (H). Las ecuaciones implican que los tamaños de D 
y E son IVI x IWI y IWI x IVI respectivamente. Hacemos una reetiquetación de los vertices de H 
de la siguiente forma. Para cada 1 E V, denotamos por m(I) 2: 1 al número de unos en el renglón 
correspondiente y entonces Ii con i = 1, ... , m(I) e 1 E V indexan a los vértices de H. Ahora hay 
que construir una partición. Tenemos que para cada 1 E V, 

m(l) 

AG(I, J) = DE(I, J) = L D(I, k)E(k, J) = L E(Ii, J), 
kEW i=l 

de forma que podemos particionar a el en m(I) partes de forma que haya E(Ii, J) aristas en ef en 
la parte i E {1, ... , m(I)}. Si tomamos a P como la partición de E(G) que resulta al considerar 
todo 1 E V, vemos que por definición y por el hecho de que AH = ED, resulta que H = G[P[. 

D 

Un resultado importante con respecto a escisiones y amalgamaciones de estados es el hecho de 
que las gráficas superior de aristas puede ser obtenida mediante una sucesión finita de escisiones, lo 
cual demostraremos más adelante. Primero tenemos el siguiente lema. 

Lema 2.4.1. Sea G una gráfica y P la partición que resulta de considerar puros singuletes (conjun
tos con un solo elemento). Entonces G[PI es isomorfa a G[21. 

Demostración. Primero notemos que podemos llamar a la partición del conjunto de aristas El que 
salen de 1, de la siguiente forma 

pI = {{a E A(G)}li(a) = I}. 

El conjunto de vértices que se obtiene es entonces 

V(G[PI) = {i(a)t(a)la E A(G)} 

y el de aristas 

{ 

(1) eK es la arista que va de i(al(a) a i(b)t(b) } 
[PI _ K. (2) i(e) = i(a) 

A(G ) - e . (3) t(e) = t(a) = i(b) . 
(4) K=t(b) 

Es sencillo entonces verificar que las funciones f: V(G[PI) -+ V(G[21), g: A(G[PI) -+ A(G[21) 
definidas por la regla de correspondencia 

f(i(e)t(e)) = e y g(eK
) = ef con t(f) = K, i(f) = t(e) 

constituyen un isomorfismo de gráficas. D 

Proposición 2.4.1. Sea G una gráfica, entonces (G[NJ)2 ~ G[N+l1 
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Demostraci6n. Es básicamente el detalle de que las aristas G[N] son exactamente trayectorias de 
longitud N + 1 Y el isomorfismo está impícito en la definicion de G[M] para cualquier M D 

Lema 2.4.2. Sea G una gráfica. Para cada N E N existe una sucesi6n finita de escisiones (de 
salida) de G tal que al final obtenemos una gráfica isomoifa a G[N]. 

Demostraci6n. Hagamos la prueba por inducción. La base N = 1 ya está probada por el lema 
anterior. Supongamos que con una cantidad finita de escisiones (de salida) de G obtenemos G[N[. 

Tenemos que (( G[Pl]) ... )[P~[ ~ G[N[ y por ellernma anterior existe Pm+1 partición de las aristas de 
G[N] tal que G[N][P~+1] ~ G[N][2[ ~ G[N+l], y entonces (((G[Pl[Y)[Pm])[Pm+1[ ~ (G[N])[Pm+1[ ~ 

(G[N[)[2[ ~ G[N+l[ con lo cual terminamos la prueba. D 
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Capítulo 3 

ENTROPÍA Y TEORIA ERGÓDICA 

3.1. Particiones y funciones de información 

Definición 3.1.1. Sea (X,~, ¡.¡) un espacio de probabilidad. Una partición se define como una co
lección (A;)iEI de subconjuntos de X, donde 1 es a lo mas numerable y se cumple que 

1. ¡.¡ (U Ai) = 1. 
iEI 

2. Si i, j E 1 son distintos, entonces Ai n Aj = 0. 

Una partición es finita si todos los elementos de la partición, salvo un número finito de ellos, tienen 
medida cero. 

En nuestro caso particular sólo trataremos con particiones finitas. A los elementos de una parti
ción los llamaremos celdas. 

SUPOSICIÓIN. Por el resto de este capítulo, a menos que se indique de otra manera, al hablar de 
particiones o de a-álgebras estaremos en el entendido que corresponden a un espacio de probabilidad 
(X,~, ¡.¡) dado. 

Definición 3.1.2. Sean P y Q dos particiones. 

1. Diremos que P es más fina que Q (o también que P refina a Q, o que P es un refinamiento de 
Q ), si cada celda de P está contenida en una celda de Q, lo cual denotaremos por P :o: Q, lo 
que equivale a que cada elemento de Q es unión de elementos de P. 

2. La refinación de P y Q es el refinamiento menos fino que refina a P y a Q al mismo tiempo 
(es decir cualquier refinamiento de ambas tiene que refinar a su refinación) y se denota como 
PVQ. 

Proposición 3.1.1. La relación ~ es reflexiva y transitiva. 

Demostración. El hecho que ~ es reflexiva es claro. 
Sean P ~ Q ~ R particiones. Si 1 E R, entonces existe s E Q y así mismo existe tER tales 

que s e 1 y 1 e t, entonces s e t, lo que concluye la prueba. D 

21 
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Proposición 3.1.2. Sean 'P y Q particiones. Entonces 'P = Q si y s610 si 'P ~ Q y Q ~ 'P. 

Demostración. La ida es directa. 
Para el regreso, sea x E 'P. Como 'P es más fina que Q, existe y E Q tal que x e y, pero también 

Q es más fina que 'P, por lo que existe w E 'P tal que y e w. Esto implica que x e w, y como 
'P es una partición, tenemos que x = w, y por las contenciones se deduce que x = y, por lo que 
concluimos que 'P e Q. La otra contención es análoga y obtenemos 'P = Q, lo que concluye la 
prueba. D 

De la definición 3.1.2 se deduce la siguiente proposición directa y sencilla. 

Proposición 3.1.3. 'P ~ Q si y sólo si 'P V Q = 'P. 

Demostración. Como 'P ~ Q y 'P ~ 'P, se sigue directo de la definición de refinación que 'P ~ 
'P V Q, pero como 'P ::S 'P V Q, por la proposición anterior, concluimos que'P V Q = 'P. 

D 

Hagamos notar un hecho consecuencia de los resultados anteriores, la relacion ::S en la particiones 
es una relacion de orden. 

Proposición 3.1.4. Sean 'P, Q, R, S particiones tales que 'P ::S R Y Q ::S S. Entonces 

'Pv Q::s RVS. 

Demostraci6n. Tenemos que R, S ::S R V S, entonces por transitividad se obtiene 'P, Q ::S R V S. 
La definición 3.1.2 implica entonces que 

'PV Q::s RVS. 

D 

Proposición 3.1.5. Sea 'P y Q dos particiones. Entonces 

'PvQ={Xny:XE'P,yE Q}. 

Demostraci6n. Primero, como 'P y Q son particiones, R = {xny : x E 'P, y E Q} es una partición, 
puesto que 

J.L( U xnY)=J.L(Uxn Uy) 
xE'P,yEQ xE'P yEQ 

y como intersección de conjuntos de medida de probabilidad 1 tienen medidad de probabilidad 1, 

1=J.L( U xnY)=J.L(Uxnuy), 
xE'P,yEQ xE'P yEQ 

lo que indica que se satisface la condición 1 de la Definición 3.1.1. Ahora sean x, y E 'P y v, w E Q 
y supongamos que x n v # y n w. Entonces no puede ser que los correspondientes elementos x, y 
coincidan al mismo tiempo que coinciden v, w. Podemos suponer entonces que x # y, pero entonces 
x n y = 0 porque 'P es una partición, y entonces x n v n y n w <;:; x n y = 0, que quiere decir que 
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se satisface 2 de la Definición 3.1.1. Ahora para ver que son la misma partición, hace falta ver que 
cada una es más fina que la otra, es decir, que R ?::: P V Q y P V Q ?::: 'R-. Es obvio que 

puesto que los elementos del lado izquierdo de nuestras desigualdades son subconjuntos de los 
elementos del lado derecho. Ésto implica directamente que 

{xny:xEP,yEQ}?:::PVQ 

puesto que como es más fina que ambas, tiene que ser más fina que P V Q. Ahora para probar lo 
correspondiente faltante tomamos S una partición que refina a ambas y veamos que es más fina que 
R. Primero sea s un elemento de dicha partición S, entonces existe un elemento f E P tal que s <:;; f 
y también 9 E Q tal que s <:;; g, por lo que entonces s <:;; f n g, y con ésto probamos que es más fina. 
Entonces cualquier partición que refine a P y a Q simultaneamente refina a R, en particular 

y por la Proposición 3.1.2 se sigue que 

pvQ={XnY:XEP,yE Q}. 

D 

Definición 3.1.3. Sea (X,~, ¡.t) un espacio de probabilidad y P una partición de dicho espacio. 
Definimos la función de información de dicha partición como la función II',p: X -+ [0,00) dada 
para toda x E X por 

II','P(x) = Ip(x) = -log(¡.t(A,,)) 

donde A" es la única celda de P que contiene a x. Si Q es otra partición de X, definimos lafunción de 
información condicional de P con respecto de (o condicionada a) Q como la función II',PIQ: X -+ 
[0,00) definida para toda x E X por 

II',PIQ(x) = IpIQ(x) = IpvQ - IQ(x) = -log (¡.t(~(;"f")) , 

donde A" Y B" son las únicas celdas respectivamente de P y de Q que contienen a x. 

3.2. Entropía de particiones 

Definición 3.2.1. La entropía (o entropía estática) de P con respecto a ¡.t se define como la esperanza 
de su función de información, es decir, 

H(¡.t, P) = H(P) = L Ipd¡.t. 

Proposición 3.2.1. 
H(¡.t, P) = - L ¡.t(A) 10g(¡.t(A)). 

AEP 
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Demostración. Como P es una partición, L llA(x) = 1 Jl-casi-seguramente. Entonces 
AE:P 

I:p(x) = (L llA(X)) (-log(Jl(Az))) = - L llA(x) log(Jl(Az)) = - L llA(x) log(Jl(A)). 
AE:P AE:P AE:P 

A partir de aquí es sencillo cómo concluir: usando la linealidad de la integral y el Teorema de 
Convergencia Monótona, tenemos que 

H(Jl, P) = Ix I:pdJl 

1-L llA(x) log(Jl(A))dJl 
X AE:P 

- L l 11A(x) log(Jl(A))dJl 
AE:P x 

- L Jl(A) log(Jl(A)). 
AE:P 

Definición 3.2.2. Definimos la entropía condicional de P dado Q como 

Proposición 3.2.2. 

(
Jl(AnB)) H(Jl, PIQ) = - L Jl(A n B) log (B) . 

AE:P,BEQ,AnB¡1'0 Jl 

Demostración. Primero, 

H(Jl, PIQ) = J (I:PVQ - IQ)dJl, 

pero por la linealidad de la integral, 

Por la Proposición 3.2.1 tenemos entonces que 

H(P V Q) - H(Q) = - L Jl(A) log(Jl(A)) - L Jl(B) log(Jl(B))) 
AE:PVQ BEQ 

D 
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y así, la Proposición 3.1.5 implica que 

H(P V Q) - H(Q) = - ( L ¡t(A) 10g(¡t(A)) - L ¡t(B) 10g(¡t(B))) 
AEPVQ BEQ 

- ( L ¡t(A n B) 10g(¡t(A n B)) - L ¡t(B) 10g(¡t(B))) 
AEP,BEQ BEQ 

- ( L ¡t(A n B) 10g(¡t(A n B)) - L ¡t(B) log(¡t( U A n B))) 
AEP,BEQ BEQ AEP 

- ( L ¡t(A n B) 10g(¡t(A n B)) - L ¡t(A n B) 10g(¡t(B))) 
AEP,BEQ AEQ,BEQ 

= - ( L ¡t(A n B) 10g(¡t(A n B)) - ¡t(A n B) 10g(¡t(B))) , 
AEP,BEQ 

lo último debido a que P es una partición. Tenemos entonces que 

H(P V Q) - H(Q) = - ( L ¡t(A n B) 10g(¡t(A n B)) - ¡t(A n B) 10g(¡t(B))) 
AEP,BEQ 

- ( L ¡t(A n B)(log(¡t(A n B)) -IOg(¡t(B)))) 
AEP,BEQ 

'" ¡t(A n B) 
L.J ¡t(A n B) log( (B))' 

AEP,BEQ,AnB# ¡t 

lo que concluye la prueba. D 

3.3. Entropía ya-álgebras 

Vamos a asociar a -álgebras a sucesiones de particiones, y esta asociación nos va a permitir definir 
conceptos de entropía para a-álgebras, incluso junto con particiones. Comencemos con la noción de 
refinación, la cual se puede extender no solo inductivamente para una cantidad finita de particiones. 

Definición 3.3.1. Sea Q = (Qi)iEN una sucesión de particiones. La refinación de Q es la a-álgebra 
.Q generada por los elementos de la sucesión, y se denota por 
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Ahora miremos a la función de información condicional. 

Definición 3.3.2. Sean P una partición y ~ una a-álgebra. Definimos la función de información 
condicional de P dado ~ como la función J",PI1í: X ---+ [0,00) definida para cada x E X por 

y la entropía condicional de P dado ~ como 

Observación 3.3.1. Es interesante notar que, definiendo 

(A) = ¡.t(A n B) = (AIB) 
¡.tB ¡.t(B) ¡.t 

(lo que se conoce en probabilidad como medida de probabilidad condicional dado B), la Proposición 
3.2.2 se puede reescribir como 

H(¡.t, PIQ) = -

AEP,BEP,AnBf0 

En efecto, multiplicando y dividiendo por ¡.t(B) y simplificando tenemos 

H(¡.t, PIQ) = 

AEP,BEP,AnBf0 

- L L ¡.t(B)¡.tB(A) log(¡.tB(A)) 
BEQAEP 

L ¡.t(B) ( - L ¡.tB(A) log(¡.tB(A))) 
BEQ AEP 

L ¡.t(B)(H(¡.tB, P)) 
BEQ 

Enuncimos abora un resultado más, el cual relaciona la definición de entropía condicional para 
particiones con el de a -álgebras. De hecho veamos que la Definición 3.2.2 se generaliza con la 
entropía condicional para particiones. 

Proposición 3.3.1. 
H(¡.t, PIQ) = H(¡.t, Pla(Q)), 

donde a( Q) es la a-álgebra generada por Q. 
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Demostraci6n. Primero veamos que 

lE[nA(x)IQ] = II (J1(A n B))IB(X) 
BEQ J1(B) 

En el lado derecho vemos UIla fUIlción a(Q)-medible puesto que cada B está en Q. Sea N el com
plemento de la unión de Q (N tiene medida cero puesto que Q es partición). Afirmamos que 

a(Q) = {U BuM : S ¡:::; Q, Mes No el vacía} . (3.1) 
BES 

Para ver ésto, primero notemos que Q U {N} es UIla partición algebráica del espacio, puesto que N 
es el complemento de la unión de los elementos de Q, así que ellado derecho de (3.1) es cerrado bajo 
complementos (debido a que el complemento de algUIla de esas uniones, por ser Q U { N} partición 
algebráica, es unión del resto). Es obvio que es cerrado bajo uniones. El vacío es unión vacía, por lo 
tanto está ahí, y el total también (por ser partición algebráica). Este conjunto continene a Q por lo 
cual es una a-álgebra que contiene a Q. Así obtenemos 

a(Q)c{UBUM :S¡:::;Q MesNoelvacío}. 
BES 

Ahora, cualquier a-álgebra ~ que contenga a Q contiene a la unión de Q y por lo tanto a N, 
así también contiene a Q U {N}, por ésto contiene a al vacío y a cualquier unión de Q U {N}. 
Luego, a causa de ésto, 

y luego 

~ :2 { U B U M : S ¡:::; QM es N o el vacío} 
BES 

a(Q):2 {U B U M : S ¡:::; QM es N o el vacío}. 
BES 

Regresando a la prueba original, sea L E a(Q). Como se cumple (3.1), L es la unión de elementos 
de Q. Tenemos que 

lE [TIBEQ (1'~1~f)t(X) ( L no)] 
o es uniendo de L 

U (
J1(AnB))llB(X) ] L lEII B no 

o es uniendo de L EQ J1() 
(3.2) 

[(
J1(A n e))lIa(X) ] L lE e no 

o es uniendo de L J1( ) 

" J1(A n e) (e) 
L..J (e) J1 , 

o es uniendo de L J1 
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lo último a causa de que 

sólo toma el valor de 1'~1~f) en el conjunto e o cero en el complemento. Entonces (3.2) es igual a 

u 
C es uniendo de L C es uniendo de L 

( ) 

llB (x) 
De aquí y del hecho de que IIBEQ 1'~1~f) es a( Q)-medible se sigue que 

Ésto nos dice que 

-log(lEl'[llA.la(Q)])(x) 

- L log(lEl'[llAla(Q)])llA(x) 
AEP 

- l (I'(A.nB.)) - 1 () - - og I'(B.) - I',PIQ x 

con lo cual terminamos la proposición. D 

Proposición 3.3.2. Sean p, Q y R tres paniciones. 

1. H(PIQ V R) = L jl(C)HC(PIQ)· 
CE'!? 

2. H(P V QIR) = H(PIQ V R) + H(QIR). 
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Demostraci6n. Para 1, por la Observación 3.3.1 hecha anteriormente, 

H(PIQVR) = ¿ ¡.t(B n C)HBnc(P) 
BnCEQvn 

" ¡.t(C) L..J (C)¡.t(B n C)HBnc(P) 
BEQ,GEn ¡.t 

(3.3) 

¿ ¡.t(C)¡.tc(B)HBnc(P). 
BEQ,GEn 

Por otro lado, tenemos que 

- ¿ ¡.tBnc(A) lag (¡.tBnc(A)) 
AEP 

_ " ¡.t(B n C n A) lo (¡.t(B n C nA)) 

AL..J ¡.t(B n C) g B n C 
EP 

I'(BnCnA) ( I'(BnCnA) ) 
" I'(C) 1 I'(C) 

- L..J I'(BnC) og I'(BnC) 
AEP I'(C) I'(C) (3.4) 

_ ¿ ¡.tc(B n A) lag (¡.tc(B nA)) 
AEP ¡.tc(B) ¡.tc(B) 

- ¿ ¡.tcB(A) 10g(¡.tcB(A)) 
AEP 

Juntando las ecuaciones (3.3) y (3.4) obtenemos 

H(PIQ V R) = ¿ ¡.t(C)¡.tc(B)HcB(P) 
BEQ,GEn 

¿ ¡.t(C) ¿ ¡.tc(B)HcB(P) 
cEn BEQ 

¿ ¡.t(C)H(¡.tc, PIQ) 
cEn 

¿ ¡.t(C)Hc(PIQ), 
cEn 

donde las dos igualdades finales son resultado de la Observación 3.3.1, lo que concluye el primer 
resultado. 
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Para 2, ocupando 1 y la Observación 3.3.1 vemos que 

CE'R CE'R 

L Jl(C)(Hc(PIQ) + Hc(Q)) 
CE'R 

H(PV QIR), 

donde los pasos finales de nuevo son consecuencia de la Observación 3.3.1, y con ésto se concluye 
la proposición. D 

Definición 3.3.3. Sea Q una particion y!l3 una u-álgebra. Definimos la refinación de Q y!l3 como 
la u-álgebra generada por estos dos conjuntos. Como es de esperarse, la refinación se denota de la 
manera tradicional como Q v!l3. 

Proposición 3.3.3. Sean P y Q dos paniciones y!l3 una u-álgebra. Entonces 

H(P V QI!l3) = H(PIQ V!l3) + H(QI!l3). 

Demostración. La demostración de la afirmación es directa de la misma propiedad para particiones, 
notando el hecho de que 

H(PI!l3) = ínf {H(PIQ)IQ es una partición !l3-medible}. 

D 

Lema 3.3.1. Si f: l e lR --+ lR, donde l es un intervalo, f es una función continua y estrictamente 
concava en l, entonces V (tn)nEN sucesión de elementos de l y para toda familia de ai E [0,1) tal 
que L::o ai = 1, 

f (~aiti) ~ ~a;J(ti). 
Si además ai =F O para un número finito de i E N Y la sucesión (tn)nEN es no constante sobre el 
mismo conjunto de (ndices en donde todos los a¡'s =F O, obtenemos 

Demostración. Probaremos primero la proposición para una cantidad finita de ai =F O, es decir para 
n 

cualquier conjunto finito de ao, ... , an E [O, 1) tal que L ai = 1, veamos que 
i=O 
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Lo probaremos por inducción. La base de inducción será 2, que es el caso de la definición estándar 
de una función (estrictamente) concava. Supongamos que se vale si hay n a;' s # O que cumplen 

n 

con la proposición, es decir, si ¿ ai = 1, con ai E [O, 1), donde la familia de t;'s (para los mismos 
i=O 

índices donde ai # O) es una familia no constante, entonces 

(3.5) 

Probemos la proposición para n + 1 parámetros a;'s # O bajo las hipótesis, es decir supongamos 
n 

que ¿ ai + an+l = 1. Tenemos entonces que 
i=O 

(

n+l ) 

f ~aiti 

f i=O i=O 

n 

> ¿a;! 
i=O 

¿n a. 
--'-t· n , 

i=O ¿O!i 
i=O 

donde la última desigualdad es simplemente por concavidad. Ya que existen al menos dos índices 
i, j tales que ti # tj Y n ~ 2, podemos suponer que i, j ::; n, por lo que entonces podemos usar la 
hipótesis de inducción puesto que 
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Entonces 

n 

¿o.;! 
i=O 

¿n 0.' 
--'-t· n , 

;~O '" L..,.¡ 0:', 
i=O 
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n+l 

¿o.;!(t;), 
i=O 

lo que prueba el caso donde los o.n+! 's distintos de cero son una cantidad finita. 
Para pasar ésto al límite, utilicemos la continuidad. Supongamos que hay una cantidad infinita 

de o./s distintas de cero. Entonces 

00 n 

lím '" o.;!(ti) n-too L.,.¡ 
i=O 

n 

lím '" nO.; ¡(ti) 
n-too L...,¿ 

i=O ¿ 0:', 
i=O 

n 

¡ l ' ¿ o.i 1m --t· n , 
n-+oo 

i=O ¿ai 
i=O 

00 

¡ +- ¿o.;t; 
¿a, i=O 

i=O 

lím --..!- lím ..f-. o.;! (ti) 
n-too ~ n-too -8 

L..-J0i 
í=O 

< lím ¡ (t ¿::; ti) 
n-too . o o.i 

i=O ~= 

i=O ¡ lím n n-+oo 

i=O 

donde las últimas igualdades son consecuencia tanto de lo probado anteriormente para el caso finito 
como de la continuidad de ¡. D 

Proposición 3.3.4. Sean p, Q y R tres particiones. Entonces 
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1. P ~ Q ~ H(¡.t, QIP) = O. 

2. P ~ Q ~ H(¡.t, PI'R.) ~ H(¡.t, QI'R.). 

3. Q ~ 'R. ~ H(¡.t, PIQ) ::; H(¡.t, PI'R.)· 

Demostración. Para la ida de 1, debido a la Proposición 3.3.2, 

H(P V Q) = H(QIP) + H(P), 

pero entonces como P ~ Q, la Proposición 3.1.3 implica que P V Q = P, y entonces 

H(QIP) + H(P) = H(P V Q) = H(P), 

porlo que H(¡.t, QIP) = O. 
Ahora para ver 2, ocupando nuevamente la Proposición 3.3.2, vemos que, como P es más fina 

que Q, la Proposición 3.1.3 implica que 

H(PI'R.) = H(P V QI'R.) = H(PIQ V 'R.) + H(QI'R.) 

y entonces 

H(PI'R.) - H(QI'R.) = H(PIQ V 'R.) ~ O, 

lo cual nos dice que 

H(¡.t, PI'R.) ~ H(¡.t, QI'R.)· 

Para 3, primero lo probamos para la partición que sólo tiene al total. Sea 'R. dicha partición. 
Entonces 

H(PI'R.) = L ¡.t(B)HB(P) = ¡.t(X)Hx(P) = Hx(P) = H(P) 
BE'R 

debido a que 
¡.t(A n X) 

¡.tx(A) = ¡.t(X) = ¡.t(A). 

Ahora probemos que H(PIQ) ::; H(P). Por la Proposición 3.2.2 tenemos que 

H(PIQ) = L -¡.t(A n B) log (¡.t(A n B)) 
AE1',BEQ,AnB,.0 ¡.t(B) 

< L(-¡.t(A)log(¡.t(A))) 
AE1' 

H(P) 

debido a que como -tlogt es estrictamente cóncava (ésto a raion de que su segunda derivada es 
-lit y, puesto que sólo está definida para t > O, es negativa) y continua. Ocupando el Lema 3.3.1 
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- L>(A n B) log (L JL(A n B)) 
BEQ BEQ 

= -(JL(A) 10g(JL(A))). 

Con ésto y ocupando las Proposiciones 3.2.2 y 3.1.3 vemos que 

H(PIQ) = H(PIQ VR) = L JL(C)Ha(PIQ) ~ L JL(C)Ha(P) = H(PIR) 

lo que termina la prueba. D 

Ahora si podemos deducir una proposición en contextos de sucesiones de particiones que se 
refinan y las u -álgebras que generan. 

Proposición 3.3.5. Sean !B una u-álgebra, P una partici6n y Qn una sucesi6n de particiones tales 
que se refinan sucesivamente (es decir que Qn ::S Qn+l para toda n E N) Y 

Entonces 

Demostraci6n. Debido a la Proposición 3.3.4, el que los elementos de la sucesión de particiones que 
se refinen sucesivamente implica que 

puesto que u(Qn) es una filtración (por el hecho de que Qn se refinan) y por la Proposición A.1.3. 
Obtenemos entonces que 

11>1'1" = - L log (E[llA(x) I Qn]) llA -;:;;;: - L log (E[llA(x)I!B]) llA = 11>1$· 
AEP AEP 

Por la Proposición 3.3.1 tenemos que IplQn es una sucesión no decreciente de funciones no negativas 
simples que convergen a la función integrable 11>1$ y entonces por el Teorema de Convergencia 
Monótona ([5] pág. 31), 

D 
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3.4. Entropía dinámica de particiones y particiones de Markov 

Definición 3.4.1. Sea (X,F, J1-) un espacio de probabilidad y T: X ---+ X una función medible con 
J1- una medida T-invariante (es decir J1-(T- l (A)) = J1-(A) siempre que A E F). Sea S el semigrupo 
(o grupo) de iteraciones de T (dependiendo de si T es o no invertible). A la quinteta (X, F, J1-, T, S) 
le llamaremos un sisterml dinámico. 

De ahora en adelante trabajaremos con estos espacios, con el pequeño detalle de no mencionar 
el semigrupo implícito por T. 

Lema 3.4.1. Sea (an)::"~l una sucesión de números reales con incrementos decrecientes. Entonces 

Demostración. Para al = O tenemos que 

(la desigualdad se da porque los incrementos son decrecientes). Luego pues, 

n 

¿an - an-l 
lím ~i~_l~ __ _ 1, n( an - an -¡) - l' 

lID - 1m an - an-t, 
n->oo n n---too n n---too 

lo cual prueba que 

Veamos ahora le desigualdad la recíproca. Como 

2n-l 

¿ an - an-l 
lím ~i~_n~ ___ _ 

n->oo n 

2n-l 

¿ ai - ai-l 

> lím -,i~_n,,----__ _ 

n-+oo n 

(los dos últimos pasos anteriores son consecuencia de que an tiene incrementos decrecientes y del 
hecho de tener una suma telescópica), obtenemos que 

1, a2n-l - an-l l' a2n-l l' an-l 2 l' a2n-l l' an-l 1m = lm--- lm--= 1m - lm--
n-+oo n n400 n n-+oo n n-+oo 2n - 1 n-+oo n - 1 

debido a que 

1, 2n 1 1m = y 
n->oo 2n - 1 

lím _n_ = 1 
n-+oo n - 1 
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y al multiplicar ese límite con la penúltima igualdad nos resulta lo final. Ahora como toda subsuce
sión de una sucesión convergente converge al mismo límite que la original, 

2 lí a2n-l l' an-l 2 l' an l' an l' an m - lm--= lm-- lm-= lm-
n-too 2n - 1 n-too n - 1 n-too n n-too n n-too n 1 

con lo cual concluye se concluye que lím an ~ lím an - an-lo lo que termina con la prueba. D 
n-too n n-+oo 

Definición 3.4.2. Sea P una partición. Para cada n E N, se define 

n-l 
pn = V T-i(P), 

i=O 

Si JO) e Z es finito, definimos 
p'D = V T-i(P). 

iE][) 

Si JO) es infinito, definimos a p'D como la a-álgebra más pequeña que contiene a 

es decir, 
p'D = a((r-i(P))iE'D)' 

(por ejemplo, pIO,n-l] pn). Escribiremos también p-n = pl-n,-ll y de una manera similar, 
pll,oo) = p+ Y p(-oo,-l] = P-, los cuales se llaman el n-presente, el n-pasado, elfuturo completo 
y el pasado completo del proceso. 

Claramente, si JO) es finito, entoces p'D es también una partición. 

Proposición 3.4.1. Sean P una partición y!B una a-álgebra T-invariante, es decir T-l(!B) = !B. 
Entonces H (pn I!B) tiene incrementos decrecientes. 

Demostración. Tenemos que 

n-l 
H(V T-i(P)I!B) - H(pn-ll!B) 

i=O 

H(T-(n-l)(p) V pn-ll!B) _ H(pn-ll!B) 

H(T-(n-l)(p)l!B V pn-l) 

H(T-n+l(p)l!B Vpn-l), 

donde la penúltima igualdad se sigue de la Proposición 3.3.3. De la misma manera se ve que 
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Ahora nos fijamos en que 

n-2 

H(T-n+1(p) 1113 V (V T-i(P))) 
í=O 

n-l 
H(T-n(p)IT-1(1J3) V (V T-i(P))) 

i=l 

donde la penúltima igualdad se da debido a que la entropía se calcula en base a las medidas de la 
partición, a causa de la T-invarianza de la medida y de 113, por lo que pudimos aplicar T-1 sin que 
se afectara la entropía, y como 113 ypn ~ T-1(1J3) ypll,n-ll concluimos que 

lo cual concluye con la prueba. 

H(T-n(p)IT-1(1J3) V (pll,n-ll)) 

< H(T-n(p) 1113 V pn) 

H(pn+1llJ3) - H(pnllJ3), 

D 

Definición 3.4.3. Definimos la entrop(a dinámica de una partición P con respecto a una transfor
macion T y una medida ¡.¡ como 

H(pn) 
h(¡.¡, T, P) = h(T, P) = h(P) = lím . 

n-too n 

Ahora si 113 es una u-álgebra T-invariante y Q una partición, entonces definimos las siguientes 
entropías dinámicas: 

1. 

h(¡.¡, T, PIIJ3) = h(T, PIIJ3) = h(PIIJ3) = lím H(
pn

llJ3 ). 
n-too n 

2. 

3. 

h(fL, T, PIQ V 113) = h(T, PIQ V 113) = h(PIQ V 113) = lím H(pnlQn V 113). 
n-too n 

Proposición 3.4.2. Si h(PIIJ3) < 00, entonces h(fL, T, PIIJ3) = H(fL, PIIJ3 yP+), en particular 
h(fL, T, P) = H(fL, PIP+) (es el resultado que corresponde a la u-álgebra trivial). 



38 CAPÍTULo 3. ENTROPÍA Y TEORIA ERGÓmCA 

Demostración. A causa de que!B y ¡.t son T-invariantes, tenemos que 

ya que con la Proposición 3.3.3 vemos que 

y despejando se obtiene lo deseado. Como pn tiene incrementos decrecientes, la Proposición 3.4.1 
y luego el Lema 3.4.1 implican que 

h(PI!B) 

lím H(pn+1I!B) - H(pnl!B) 
n-+oo 

lím H(PI!B V pll,nl) 
n-+oo 

H(PI!B V p+), 

donde la última igualdad es consecuencia de la Proposición 3.3.5, lo cual concluye la prueba. D 

A continuación agregaremos un pequeño auxiliar de nuestro trabajo, algo que por el momento 
no ocuparemos, pero que más adelante servirá para conectar los capítulos 3 y 4. 

Definición 3.4.4. Sean X un espacio métrico compacto, T: X ---t X una función continua y S el 
semigrupo o grupo de iteraciones de T. A la terna (X, T, S) le llamaremos un sistema dinámico 
topológico. 

Dado un sistema dinámico topológico, podemos considerar la a -álgebra que generan los conjun
tos abiertos, llamada la a-álgebra de Borel (o a-álgebra boreliana). La Proposición A.2.8 garantiza 
la existencia de una medida de probabilidad T-ergódica y T-invariante, con la cual se obtiene enton
ces tenemos un sistema dinámico como se definió anteriormente. 

Definición 3.4.5. Sea (X, T, S) un sistema dinámico topológico, ¡.t una medida T-invariante y P = 
{Al, A2, ... } una partición de X. Decimos que Pes una partición de Markov si 

II.(A nT-1A nT-2A nT-3A ···nT-(n-l)A ) 
,.... 3:'0 Xl 3:'2:1:3 X 71.-1 

¡.t(Axn_. n T-l AXn) 

¡.t(Axn_. ) 

para cualquier conjunto finito de índices (Xi)r~O (es decir, Xi E {l, 2, ... }) y cualquier familia 
(Ax, )r~o de elementos de la partición. 

Proposición 3.4.3. Sea (X, T, S) un sistema dinámico topológico, ¡.t un medida de probabilidad 
T-invariante y P una partición de X. Entonces P es una partición de Markov si y sólo si 

¡.t(A",o n T- l A",. n T-2 A"" n T-3 A"'3 ... n T-n A",nl 

¡.t(T lA",.nT 2A""nT 3Ax3 ···nT nA"'n) 
¡.t(T-l A",. n A",o) 

¡.t(T lA",.) 

para cualquier conjunto finito de (ndices (Xi)r~O Y cualquier familia (A",.)r~o de elementos de la 
partición. 



3.4. ENTROPÍA DINÁMICA DE PARTICIONES Y PARTICIONES DE MARKOV 39 

Demostraci6n. Tomemos un conjunto finito de índices (xi)f~o Y consideramos la familia correspon
diente (Ax,)¡~o de elementos de la partición P. Usando la definición de probabilidad condicional 

(AIB) = Il(A n B) 
Il Il(B) 

vemos que, dada una i fija, 

H(T (i l)A. ) r Z,-1 

H(T-(i-l) (T-1 A . nA. )) ,..., x, X,-l 

H(T-(i-l)A. ) r X,_1 

Il(T-l Ax, n AX'_l) 
Il(Ax;-¡) 

donde la última igualdad se debe a la T -invarianza de Il. Como la partición es de Markov, tenemos 
que 

Il(T-lAx, n Ax;-¡) 

Il(Ax,_l) H(A nT-lA n···nT-(i-l)A. ) 
fA' Xo Xl X,_1 

y a causa de esto obtenemos que 

(T-iA n T-(i-l)A ) 
= Il Xi X'-l (A n T-1 A n ... n T-(i-l) A ) 

(T (i l)A.) Il xo Xl X'-l 
J1- X,_l 

= JI(T-i A .IT-(i-l) A. ) H(A n T-1 A n· .. nT-(i-l) A. ). ,..., x, :1:,_1"'" Xo Xl X,_1 

Deducimos entonces que 
Il( A",o n T-1 A"" n ... nT-1 A",¡) 

= H(T-1 A IT-(l-l) A ) JI(T-(l-l) A IT-(1-2) A ) ... JI(T-1 A nA) 
t'" Xl x¡_l t'" x¡_l xl-2 t'" Xl xa 

= H(T-1A IT-(l-l) A )H(T-(l-l) A IT-(1-2) A ) ... H(T-l A lA )H(A ) 
t'" XI XI_l r- XI_l XI_2 r- Xl Xo t'" Xo 

y que 

= H(T-1 A IT-(l-l) A ) H(T-(l-l) A IT-(1-2) A ) ... H(T-2 A n T-1 A ) 
,.., XI XI_l ,.., X¡_l XI_2"'" X2 Xl 

=H(T-1A IT-(l-l)A )H(T-(l-l)A IT-(1-2)A ) ... H(T-2A IT-1A )H(T-1A) 
f'" XI XI_1 f'" :1:L_l XI_2 t'" X2 Xl t'" Xl 

y como consecuencia de ésto se puede observar que 

Il(A",o n T-1 A"" n T-2 A"'2 n T-3 A"'3 n ... nT-n A",.) 

Il(T lA"" n T 2A"'2 n T 3A"'3 n··· nT nA",.) 
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J.!(T-n A",. IT-(n-l) A"'n_') ... J.!(T-2 A"'2IT-1 A",,)J.!(T-1 A""IA",o)J.!(A",o) 
J.!(T-n A"'n IT-(n-l) A.,._,) ... J.!(T-2 A.,2IT-1 A"" )J.!(T-l A",,) 

J.!(T-1 A""IA"'o)J.!(A",o) J.!(T-1 A"" n A"'o)J.!(A",o) J.!(T-1 A"" n A",o) 
J.!(T-1A",,) J.!(T-1A"")J.!(A,,,0) J.!(T-1A",,) 

con lo cual se concluye la ida de la proposición. 
Ahora para el regreso, por hipótesis tenemos que 

(A n T -1A n nT-iA) J.!(A",o n T-
1 
A",,) (T-1A n T-2A n n T-iA ) 

J.! "'o "". • • "'i = J.!(T-l A",,) J.! "" "'2· . . "'i • 

Aplicando la T -invarianza de J.! podemos ver que se cumple un poco más que esta igualdad, es decir, 
la igualdad se conserva sin importar la familia de subíndices, más precisamente tenemos que 

(A nT-1A ) 
11.( A n T-1 A n ... nT-i A ) = J.! YO 111 II(A n T-1 A n··· n T-(i-l) A ) 
,., "1}0 "'!I, Yi J.!(T 1 Ay') ,., y, Y2 Yi-' . 

Aplicando este paso n - 1 veces para J.!(A",o n T-1 A"" n ... n T-n A",.) obtenemos que 

J.!(A",o n T-1 A"" n ... n T-n A",J 

= J.!(A",o n T-1 A",,) ... J.!(A"'n_2 n T-1 A",._,) (A T-1 A ) 
J.!(T lA",,) J.!(T 1 A",._,) J.! "'n-' n "'n 

y de manera similar vemos 

= J.!(A",o n T-1 A",,) ... J.!(A",._s n T-
1 
A"'n_2) . J.!(A"'._2 n T-

1 
A"'n_') (T-1 A ) 

u(T-l A ) u(T-l A) u(T-l A ) J.! "'.-' , 

con lo cual 

,.., Xl ,.., Xn-2 fA' Xn-l 

J.!(A",o n T-1 A"" n T-2 A"'2 n T- 3 A",s ... n T-n A",J 

J.!(A"'n_' n T-1 A",.) 
J.!(T-l A"'n_') 

por lo tanto P es una partición de Markov lo cual concluye la prueba. D 

Definición 3.4.6. Decirnos que dos particiones P y Q son independientes si \fA E P Y \fB E Q 

J.!(A n B) = J.!(A)J.!(B), o que es lo mismo J.!(AIB) = J.! ~(~:) = J.!(A). 

Lema 3.4.2. Sean a, (3, I particiones finitas. Entonces: 
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1. a y (3 son independientes si y sólo si H(al(3) = H(a). 

2. V A E a, BE (3, CE 7, 
/1(AnBnC) 

/1(BnC) 
/1(AnC) 

/1 (C) 

si y sólo si H(al(3 V 7) = H(a17). 

Demostración. Para probar lla ida es inmediata, puesto que si /1(AIB) = /1(A) entonces 

H(al(3) = - L /1 (A n B) log (/1 (AIB)) 
AEa,BEf3 

- L /1(AnB)log(/1(A)) 
AEa,BEf3 

- L/1(A) log (/1 (A)) 
AEa 

H(a) . 

Para el regreso, como la función -t log( t) es estrictamente cóncava, vemos que para cada A E a, 
ocupando el Lema 3.3.1 para aB = /1(B) Y con tB = 1'~1~f), tomando como conjunto de subíndices 
a (3, vemos que 

BEf3 BEf3 

-/1( U A n B) 10g(/1( U A n B)) (3.6) 
BEf3 BEf3 

Ahora sí, suponemos que (3 no es la partici6n trivial (donde s610 te fijas de un conjunto de medida 1, 
en cuyo caso la afirmación que queremos demostrar es un caso trivial). Tenemos que VB E (3 aB = 
/1(B) < 1. Como H(al(3) = H(a), tenemos que 

- L /1(AnB)log (/1(~~)B)) = - L/1(A)log(/1(A)), 
AEa,BEf3 /1 AEa 

entonces 

- L (/1(A) 10g(/1(A)) - L /1(A n B) log (/1 (~~)B))) = 0, 
AEa BEf3 /1 

de aquí obtenemos, por (3.6), una suma de números no negativos que suman cero, por lo que cada 
sumando es cero, que es exactamente lo mismo que 
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y así 

-/l(A) 10g(/l(A)) = - ~ /l(A n B) log (/l(:(~)B)) . 

Ahora como sabemos que -t log(t) es estrictamente cóncava, si tB = I'~A~f) no fuera constante en 
el conjunto de índices donde aB =F O, entonces tendríamos la desigualda~ estricta, pero esto traería 
c?nsigo una contradicción por lo cual tB = 1'~1~f) es constante para toda B E (3, llamémosle e a 
dicha constante. Entonces 

-/l(A)log(/l(A)) = - ~/l(AnB)IOg (/l(:(~:)) 

- ~>(A n B) log(c) 
BE(3 

log(c)(- L>(AnB)) 
BE(3 

log(c)( -/l( U A n B)) 
BEQ 

/l(A) log(c), 

lo que nos dice que 

y de aquí concluimos que 

(A) = (/l(AnB)) 
/l /l(B)· 

Para 2, la ida es de hecho similar a la ida del primero. Para el regreso, tenemos que H(al(3V'}') = 
H(al'}') y usando la Proposición 3.3.2 vemos que 

donde la última igualdad se sigue de la Proposicion 3.2.2. Entonces 

L/l(e)(He(al(3) - He(a)) = O. 
eel 

Si fuera'}' la partición con un único elemento de medida 1, el resultado sería obvio. Entonces supo
niendo el hecho opuesto, es decir, suponiendo, sin pérdida de generalidad, que /l( e) =F O ve E '}', 

entonces tenemos He(al(3) - He(a) = O, es decir He(al(3) = He(a), que es el caso anterior 
para la medida /le, por lo que ocurre que a es independiente de (3 bajo la medida /le, y entonces 
/le(AIB) = /le(A), o lo que es lo mismo, 

/le (A n B) = (A) 
/le(B) J1c, 
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lo cual es equivalente a 

y por lo tanto 

lo que concluye con la prueba. 

I'(AnBnC) 
I'(C) 

I'(BnC) 
I'(C) 

¡.t(A n B n e) 
¡.t(B n e) 

¡.t(A n e) 
¡.t( e) , 

¡.t(A n e) 
¡.t( e) , 

D 

Teorema 3.4.1. Sea (X, T, 8) un sistema dinámico topológico y ¡.t una medida T-invariante. Una 
paniciónfinita P es de Markav si y sólo si h(¡.t, T, P) = H(PIT-1(P)). 

Demostración. Basta probar que P es partición de Markov si y sólo si 

00 

H(PIr-1(P)) = H(PIP+) = H(PI V r-i(P)) 
i=l 

(ésto debido a la Proposición 3.4.2). Para la primera implicación vemos que 

porque la sucesión de particiones 

(V T-i(P)) 
'1=1 nEN 

es refinada y entonces es consecuencia de la Proposición 3.3.5. Luego 

( ) (
¡.t(AxonB)) 

¡.t Axo n B log ¡.t(B) 

n-l 
B E V T-i(P) 

i=l 

L 
Axo EP 

Ax, EP, i= l, ... ,n-l 

y siendo P una partición de Markov, usamos Proposición 3.4.3 y obtenemos que 
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L 
Axo EP 

11 (A n Rn-
1 
T-i(A )) lag (J1.(Axo n T-

1
(Ax,))) 

,.. Xo i~l Xi J1.(T-l (AX1 )) 

AXi EP, i= l, ... ,n-l 

" ( -1()) (J1.(Axo n T-
1
(Ax,))) 

= - L...J J1. Axo n TAxI lag J1.(T 1(Ax1 )) 
A:vo E'P ,ACI e'P 

= H (PIT-1(P)) , 

lo cual concluye la ida. 
Ahora, para demostrar lo que falta, como 

H (p V T-i(P)) 
1=1 nEN 

es una sucesión decreciente por la Proposición 3.3.4, tenemos que 

Por otro lado, 

por la Proposición 3.3.4 (ya que 

(V T-i(P)) 
,=1 nEN 

es una sucesión de particiones que se refina). Con la desigualdad opuesta, concluimos que la sucesión 

H (p V T-i(P)) 
1=1 nEN 

es constante, lo cual nos dice que V n E N, 

y entonces 

Por el Lema 3.4.2, 

J1.(A n B n e) 
J1.(B n e) 

n-l 

J1.(A n e) V A E P, V B E V T-i(P), ve E T-1(P) 
J1.( e) 

i=2 
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y por la forma de dichas particiones esto implica que 

p,(A",. n T-1 A"" n T-2 A"" n T-3 A"'3 ... n T-n A"'n) 
II(T-1A n T-2A n T-3A ... n T-nA ) 
f'" Xl $2 X3 xn 

p,(T-1 A"" nA",.) 
p,(T-l A",,) 

45 

para cualquier conjunto finito de índices (xi)f~o Y cualquier familia (A",Jf~o de elementos de la 
partición. Por lo tanto P es una partición de Markov. D 

3.5. Teorema ergódico 

En esta sección enunciaremos y demostraremos el Teorema Ergódico de Birkhoff, un resultado 
de gran importancia en Teoría Ergódica, y bueno, también en el desarrollo de esta tesis. Primero 
enunciamos una versión simplificada del concepto de ergodicidad. 

Definici6n 3.5.1. Sea (X, F, p,) un espacio de probabilidad y T: X ---t X una transformación me
dible que preserva la medida p, (Le. p, es T-invariante). Decimos que T es erg6dica si para cada 
B E F tal que T-1(B) = B se tiene que p,(B) = O o p,(B) = 1 (en cuyo caso diremos que p, es 
T-ergódica) 

Proposición 3.5.1. Sea (X, F, p,) un espacio de probabilidad y T: X ---t X una transformaci6n 
medible que preserva la medida p,. Entonces T es erg6dica respecto de p, si y s610 si para toda 
fE L1(X, F, p,) tal que f = f o T, ocurre que f es constante. 

Demostraci6n. Para la implicación inversa tomamos un A E F, con T-1 (A) = A. Entonces llA oT = 
llA, Y así, por la hipótesis, llA es constante, lo que quiere decir que p,(A) = O ó p,(A) = l. 

Ahora para la implicación directa, sea f E L1 (X, F, p,) tal que f = f o T y veamos que f es 
necesariamente constante. Supongamos lo contrario. Entonces existe a E lR tal que los conjuntos 

A={WEX:f(w)<a} y N={WEX:f(w)2a} 

tienen ambos medida no cero y también tenemos que 

A = {w E X : f(w) < a} = {w E X : f o T(w) < a} = {w E X : T(w) E A} = T-1(A), 

lo que directamente nos lleva a una contradicción debido a que T-1(A) = A, más sin embargo 
p,(A) > O, Y como p,(A") > O entonces p,(A) < 1, pero Tes ergódica, por lo tanto f no tiene otra 
opción que ser constante, lo cual termina esta prueba. D 

Podemos ahora enunciar una versión simplificada del Teorema Ergódio de Birkhoff, suficiente 
para lo que necesitaremos más adelante. 

Teorema 3.5.1 (TEOREMA ERGÓmCO DE BIRKHOFF). Sea (X, F, p" T) un sistema dinámico. Si 
p, es una medida T-ergódica, entonces 

n-l 

lím ~ " f o T = { fdp, 
n-+oo n L...J J x 

i=O 

p,-c.s. (3.7) 



46 CAPÍTULo 3. ENTROPÍA Y TEORIA ERGÓmCA 

Para probar el teorema anterior necesitamos un par de lemas que nos ayudarán en la prueba del 
mismo. Pero antes algo de preparaci6n. Primero observemos que podemos suponer que J x f d¡.t = O, 
ya que en otro caso podemos remplazar a f por f - J fd¡.t. Definamos para E> O al conjunto 

n-l 

¿f(T(x)) 

E,(J) = x E X límsup '-"-::.=:-00 ___ -' ~ E 

Este conjunto es de suma importancia por que probando que, sin importar la E que pongamos, tiene 
medida cero, entonces ya tendremos el resultado deseado. 

Lema 3.5.1. 

l lf1d¡.t 
¡.t(E2,(J))::; X . 

E 

Demostración. Primero escribimos f = h - f- con h, f- ~ O. Para cada m ~ 1, definimos los 
conjuntos auxiliares 

N-l 

E~(h) = {x E X: 31::; N::; M, ¿h(T(x)) ~ EN} 
i=O 

y 
N-l 

E~(J_) = {x E X : 31 ::; N::; M, ¿ f-(T(x)) ~ EN}. 
i=O 

Para cada x E X, analizemos las funciones ][E~(f_)(T(x)) y ][E~(f+)(T(x)). Si 

][E~(f+)(T(x)) =f. O, 

entonces T(x) E E~(h), por lo que para cada i que cumpla lo anterior 3 Ni::; M tal que 

N.¡-l 

¿ f+(T(T(x))) ~ ENi , 

1=0 

o lo que es lo mismo, 
Ni+i-l 

¿ h(T1(x)) ~ ENi , 

l=i 

pero entonces 3 ji E {i, ... , Ni + i - 1} tal queh(Ti;(x)) ~ E, o lo que es lo mismo, 

lo que nos dice que 
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Ahora, por la T-invarianza de la medida /1 tenemos que 

En forma análoga, tenemos que 

A raíz de ésto vemos que 

puesto que E 2,(f) e UMEN E~ (f+) u E~ (f _) y la unión sobre M es creciente (la contención es 
debido a que x E E2,(f) implica que 3 N, M E N con N < M Y tales que 

N-l 

¿f(T(x)) 

pero como 
N-l N-l N-l 

¿f+(T(x)) ¿f+(T(x)) ¿f(T(x)) 

N 
tenemos que 

N-l N-l 

¿ f+(T(x)) ¿ f_(T(x)) 
i=O + i=O 2: 2E 

N N 

y entonces 

--=i=::--O ___ 2: E 

N 

ó 
N-l 

¿f_(T(x)) 
i=O -=----N--- 2: E. 

Por las desigualdades anteriores vemos que 

/1(E
2
,(f)) :5 J f+(x)d/1 + J f-(x)d/1 = J If(x)ld/1, 

E E E 

lo que termina la prueba del primer lema. D 
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Lema 3.5.2. Sea I una función F-medible (variable aleatoria) de codominio real tal que Ix Id¡.t = 
O. Dado Ó > O, podemos encontrar una h E LOO (X, F, ¡.t) (variable aleatoria acotada) tal que 

i 1I - (hoT- h)ld¡.t < Ó. 

Demostración. Ahora lo que hay que probar aquí es que 

E = {hoT- h: hE LOO(X,F,¡.t)} 

es denso en 

Bo = {I E L1(X,F, ¡.t) : J Id¡.t = O} . 
Por la Proposición B.1.2 es suficiente probar que todas la funcionales lineales y continuas que se 
anulan en E también se anulan enBo. Sea a E L 1(X, F, ¡.t)* (un elemento del espacio dual topológi
co de L1(X, F, ¡.t), es decir, un funcional lineal y continuo). Por el Teorema de Representación de 
Riesz, :3 k E LOO (X, F, ¡.t) tal que 

a(J) = i Ikd¡.t V I E L1(X, F, ¡.t). 

El que a se desvanezca en E significa que 

i (h o T - h)kd¡.t = O V hE LOO(X, F, ¡.t), 

en particular ocurre para h = k, por lo que entonces Ix(k o T)kd¡.t = Ix k2d¡.t y así, 

i (k o T - k?d¡.t = i (k o T)2d¡.t + i k2d¡.t - 2 i k o Tkd¡.t. 

Como ¡.t es T-invariante, i (k o T)2d¡.t = i k2d¡.t Y porlo tanto 

i(kOT- k?d¡.t = 2 (i k
2
d¡.t- i kOTkd¡.t) = o. 

Por lo anterior k o T = k, Y como Tes erg6dica, la Proposici6n 3.5.1 implica que k es constante. Si 
lE Bo, entonces Ix Id¡.t = o, lo que implica que a(J) = Ix Ikd¡.t = k Ix Id¡.t = k(O) = o, porlo 
tanto a se anula en Bo Y con ésto se termina la prueba del lema. D 

Finalmente terminamos este capítulo con la prueba del Teorema Ergódico de Birkhoff. 

Demostración del Teorema 3.5.1. Usando el Lemma 3.5.2 vemos que dada una ó > O, existe h E 
LOO(X,F,¡.t) que cumple con Ix 1I - (hoT- h)ld¡.t < ó.DadaE > O, 

E.(J) ~ E~(J - (h o T - h)) U E~(h o T - h), 

(lo cual es consecuencia directa de que I = I - (h o T - h) + h o T - h), Y entonces 

¡.t(E.(J)) :S ¡.t (E~(J - (h o T - h))) + ¡.t (E~(h o T - h)) (3.8) 
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La forma del conjunto E.(f) nos lleva a que si x E E.(f), entonces 

n-l n-l 

¿(f - (h o T - h))(T(x)) ¿(h o T - h)(T(x)) 
límsup i=O +límsup~i-=O------~ 

n-->oo n n-->oo n 

n-1 

¿f(T(x)) 
2: límsup ",='=,,-0 -------' 2: f = -2

E 
+ -2

E
• 

fi400 n 
De aquí se deduce que 

n-1 

¿(f - (h o T - h))(T(x)) 
lím sup '-';'--=0=---_______ -'- > ~ 

n-too n - 2 

ó 
n-1 

¿(h o T - h)(T(x)) 
límsup ",='=,,-0 ----------' 2: -2f . 

n-too n 

Entonces 
,,-1 

¿(h o T - h)(T(x)) 
i=O = IhoT"(x)-h(x)1 < 211hll 

n n-n ' 
(3.9) 

lo que nos lleva a que E,(h o T - h) = 0 y entonces ¡.¡(E,(h o T - h)) = O. Por el Lema 3.5.1 
2 2 

vemos que 

l lf -(h oT-h)ld¡.¡ 46 
¡.¡(E~(f - (h o T - h))) 5, X • = -. 

4: f 
(3.10) 

Comoe 6> O es arbitraria, se deduce de (3.10) que 

¡.¡(E.(f - (h o T - h))) = O 

y por (3.8) y (3.9) tenemos que ¡.¡(E.(f)) = O para toda E> O, lo que concluye la prueba. D 
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Capítulo 4 

SHIFTS COMO SISTEMAS DINAMICOS 
y CONJUGACION 

4.1. Sistemas dinámicos y espacios shift 

Recordemos que del capítulo anterior la definición 3.4.1 dice que: Sea (X, F, /1) un espacio de 
probabilidad y T: X -+ X una función medible con /1 T -invariante y sea S el semigrupo o grupo de 
iteraciones de T. Entonces a la quinteta (X, F, /1, T, S) le llamaremos un sistema dinámico. 

Recordemos también que la definición 3.4.4 dice lo siguiente: Sea un espacio métrico compacto 
X, T: X -+ X una función continua con y sea S el semigrupo o grupo de iteraciones de T entonces 
a la tema (X, T, S) le llamaremos un sistema dinámico topológico. 

Definición 4.1.1. Sea X un espacio shift y sea w un bloque de tamaño Iwl y k E Z. Definimos el 
cilindro determinado por w y k como 

Ck ( w) = {x E XIXlk,k+lwl-l1 = w} . 

Los cilindros servirán para definir la topología de los espacios shift. Primero dotamos al alfa
beto con la topología discreta, y con ella podemos dotar el espacio shift completo con la topología 
producto (que por el el teorema de Tyclwnoff hace al espacio shift completo un espacio topológico 
compacto por ser finito el alfabeto), y finalmente dotamos al subshift con la topología inducida. Por 
definición de topología producto, los cilindros forman una (sub)-base de la topología. Esta topología 
es metrizable con la métrica de Cantor, definida para toda x, y E X por 

{ 
2-k 

d(x,y)= O 
si x =F y donde k es el máximo número tal que Xl-k,kl = Yl-k,kl 
six = y 

Demostremos esta afirmación. Primero hay que probar que d efectivamente es una métrica. Es 
muy sencillo probar que es simétrica pues es lo mismo Xl-k,kl = Yl-k,k] a YI-k,kl = Xl-k,k]' Aho
ra d(x, y) = O si Y sólo si x = y, ésto por definición de nuestra memca. Para ver que cumple la 
desigualdad del triángulo se cumple, hay 2 casos: Sean x, y, z E X. Si d(x, z) = O Y d(z, y) = O, 
entonces x = y = z y entonces d(x, z) + d(z, y) 2 d(x, y) = O. Si uno de los 2 es cero y el otro no, 
tenemos que s.p.g. d(x, z) = O y d(z, y) =F O, entonces x = z y se cumple la desigualdad. Finalmen
te, si ambos son no cero, si k es tal que d(x, y) = 2-k , entonces k cumple con ser el mayor número 
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tal que X[-k,k[ = Y[-k,k[, Y seal,j talque d(x,z) = 2-1 Y d(z,y) = 2-j entonces l,j cumplen con 
ser los mayores numeros tales que X[_I,~ = Z[_I,I] Y Y[_j,j] = z[-j"i]' Entonces s.p.g. sea j < 1, de 
donde podemos ver que 

d(x, z) + d(z, y) = 2-1 + 2-j = 2-j (2-(I-j) + 1). 

Si suponemos que j > k ocurre, entonces Y[-j"i] = Z[_j,j], y como j < 1, tenemos que x[_j,j] = Y[-j"i]' 
lo cual es una contradicción. Por otro lado, X[_j,j] = Y[_j,j] con j > k, pero k era el máximo con esta 
propiedad, así que necesariamente j :S k y de aquí tenemos que 2-j 2: 2-k , Y con ésto obtenemos 
que 

d(x,z) +d(z,y) = 2-j (2-(I-j) + 1) > 2-j 2: 2-k = d(x,y), 

lo cual demuestra que d es efectivamente una métrica. 
Ahora sólo basta ver que las topologías coinciden. Por definición la topología producto está ge

nerada por los cilindros. Sea w E B(X) Y k E Z. Denotemos a la d-bola de radio E > O con centro 
enx E X por Bd(x,E). Six E Ck(w),entonces 

Bd(x, Z-(73Ik l+1000000Iw l) e Ck( w), 

y por otro lado, si x E Bd(x, E), entonces escogemos n E N tal que 2-n < E/123456789 Y así 

lo que demuestra que las topologías son la misma. 

Teorema 4.1.1. Un subconjunto X de A Z es un espacio shift si y sólo si es compacto y T-invariante. 

Demostración. Primero, todo espacio shift X es por definición invariante bajo su shift, que en este 
caso llamamos T, es decir, X es T-invariante. Ahora para probar que es compacto sólo basta probar 
que es cerrado por que el shift completo es compacto. Para ver que es cerrado, sea (X(n))nEN e X 
una sucesión convergente a x en el shift completo y veamos que converge en X, es decir que x EX. 
Hagamos esta prueba por reducción al absurdo. Supongamos por el contrario que no ocurre, es decir 
que x 1= X. Sea F tal que X = X:F. Entonces existe un bloque Xli,j] E F donde i, j E Z y i :S j. 
Sean> (lil + Ijl+98)7654321 yseam E N tal que d(x(m),x) < 2-n. Entonces X[i"i] = x¡j] E F, 
pero x E X = X:F,lo cual es una contradicción. 

Ahora para el regreso, supongamos que X es compacto y T-invariante. Sea F = A* \ B(X). 
Veamos que X = X:F. Si x EX, entonces X[i"i] 1= F para todos i, j E Z, i :S j, parlo que entonces 
x E X:F' Ahora tomemos x E X:F y veamos que x E X. Para toda n E N, X[-n,n] E B(X), y como 

X es T-invariante, existe x(n) E X tal que x~~,n] = X[-n,n]. Por lo tanto x(n) ---+ x si n ---+ 00, y 
como X es cerrado, conclnimos que x E X. D 

Teorema 4.1.2. Sean (X, T) Y (Y, S) dos espacios shift. Sea f: X ---+ Y una función. Entonces f 
es un código de bloques deslizante si y sólo si f es continua y f o T = S o f. 

Demostración. Para la ida supongamos que f tiene memoria m y anticipación n. El Teorema 1.5.3 
implica que f o T = S o f ahora sólo falta ver que dicha función es continua. Sea E > O. Sea n E N 
tal que E> 2-n y sea 8 = 2-67(n+m+a+38). Entonces, para toda x E X, f(Bd(x, 8)) e Bd(J(x), E), 
por lo que f es continua. El código de bloques satisface, por definición, el hecho f o T = S o f. 
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Para el regreso, debido a la Proposición 1.5.3, basta probar que existe M E N tal que f(x)o 
es función de XI-M,M]. A causa de que f o T = S o f y como f es continua, nos fijamos en que 
Co(f(x)o), el cual es un abierto en Y. Por continuidad f-l(Co(f(X)o)) es un conjunto abierto, por lo 
que para cualquier punto y E f-l(Co(f(X)o)), en particular x, existe una M E N tal que 

x E C-M(xI-M,MI) e ¡-l(Co(f(X)o)), 

lo cual indica que cualquier punto y E X que coincida con x en XI-M,M] cumple que f(y)o = f(x)o, 
equivalentemente que la imagen de la XI-M,MI bajo la función de bloques que genera a f es f(x)o, 
por lo tanto f es un código de bloques deslizante con lo cual se termina la prueba. D 

Por último un resultado inmediato. 

Teorema 4.1.3. Todo es espacio shift es un sistema dinámico topol6gico. 

Demostraci6n. En escencia, en virtud del teorema anterior, hay que probar que la función shift es 
un código de bloques deslizante, pero ésto es obvio, tiene memoria O y anticipación 1. D 

4.2. Particiones y funciones de sistemas dinámicos 

En esta breve sección demostraremos una proposición que será útil más adelante. 

Proposición 4.2.1. Sean (X, A, Jlx, Tx ) Y (Y, B, JlY, Ty ) dos sistemas dinámicos y <.p: X -+ Y un 
isomorfismo en sistemas dinámicos, es decir, una funci6n medible biyectiva con inversa medible, 
T-invariante (es decir <.p o Tx = Ty o <.p) y que preserva la medida es decir Jlx = Jly o <.p. Sean P, Q 
dos particiones de X. Entonces 

l. <.p(P),<.p(Q) sonparticionesdeY. 

2. Si P ~ Q entonces <.p(P) ~ <.p( Q). 

3. <.p(P V Q) = <.p(P) V <.p(Q). 

Demostraci6n. Para el primer inciso sabemos que 

Jlx (U L) = 1 
LE'P 

y entonces 

Jly (<.p( U L)) = Jlx (U L) = 1, 
LE'P LE'P 

y así 

JlY( U <.p(L)) = 1. 
LE'P 

Como la función es biyectiva, los elementos de <.p(P) son ajenos dos a dos. Esto prueba 1. 
Para el segundo inciso, sea 1 E <.p(Q). Entonces existe q E Q tal que 1 = <.p(q). Por hipótesis 

existe p E P tal que q ~ p, y entonces 1 = <.p( q) ~ <.p(p) E <.p(P), por lo tanto tenemos que 
<.p(P) ~ <.p(Q). Esto concluye 2. 
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Para 3, vemos que por 2 y a causa de que 

P~PVQ 

y 
Q~PVQ, 

tenemos que 
cp(P) ~ cp(P V Q) 

y 
cp(Q) ~ cp(P V Q). 

Entonces porla Definici6n 3.1.2 tenemos que 

cp(P) V cp( Q) ~ cp(P. V Q) 

Si fE cp(P V Q), entonces porla Proposici6n 3.1.5 existen a E P Y b E Q tales que f = cp(anb) = 
cp(a) n cp(b) E cp(P) V cp(Q) Y porlo tanto 

cp(P) V cp( Q) t: cp(P V Q). 

Como son particiones, la Proposición 3.1.2 implica que cp(P V Q) = cp(P) V cp( Q). D 

4.3. Teorema de descomposición 

En esta sección presentarnos y enunciamos el uno de los dos principales resultados enunciados 
en la Introducción: el Teorema de Descomposición para espacios shift de tipo finito de memoria 1. 

Teorema 4.3.1. Cada conjugación entre dos espacios shift por aristas es composición de códigos 
escisión y de códigos amalgamación. 

Antes de presentar la prueba, enunciemos y demostremos un par de lemas técnicos que serán 
necesarios. 

Lema 4.3.1. Sean X G y X H dos espacios shift por aristas. Sea cp: X G --+ X H una conjugación de 
l-bloques (es decir una conjugación que tiene memoria y anticipación O). Si la inversa de cp, que es 
un códig,5J de_bloques, tiene anticipacion n 2 1 Y memoria m 2 0, entonces existen escisiones (de 
salida) G y H respectivamente de G y de H tales que el diagrama 

XG 
'I/lGG) 

cp 1 
XH 

QjfH 
t-==- Xjf 

conmuta, donde ~ es una conjugación l-bloque con memoria m y anticipación n - 1 Y 'I/lGG y Q j¡~ 
son los códigos escisiones correspondientes. 
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Demostración. Tomamos a H como la escisión (de salida) completa, es decir, la escisión (de salida) 
generada por la partición dada por la regla en la que para cada 1 E V(H), tomamos la partición de 
los unitarios de t:z. Entonces las aristas de H son de la forma hk donde h, k E A(H) Y k es sucesor 
de h. Sea 4> = <Poo donde <P: A( G) ---+ A(H) (recordemos que 4> es un código de l-bloques). Para 
la escisión de G, particionamos para cada 1 E V (G) el conjunto e ¡ de aristas que salen de 1 de 
acuerdo a sus <p-imágenes, es decir, para cada 1 E V (G) Y h E A( H), 

e; = {9 E e¡I<p(9) = h}. 

Sea G la escisión resultante y por último definimos ci>: A( G) ---+ A(H) por la regla 

ci> induce un código l-bloques porque si Ji, 9h E A( G) y tUi) = i(9h ), entonces 

El siguiente diagrama muestra la acción de todos los códigos involucrados en esta demostración, 

. . . 9-39-29-1·909192 ... 'lf;GG) h_2 h_l ha hl h2 hs 
... 9-3 9-2 9-1·90 91 92 ... 

4> 1 1 ~ 
?-flH hh_2hh_lhho hhlhh2hh3 

. .. -3 -2 -l' O 1 2' .. 

y de él se sigue la conmutatividad afirmada. 
Para demostrar que ci>-I cumple con las condiciones de memoria y anticipación, debemos de

mostrar que siempre que y E X if, Y[-m,n-I] determina la coordenada cero de x = ci>-I (Y), es decir 
que xo = ci>-I(Y[-m,n-I]). Para ésto escribimos y = <XifH(Y) Y x = <p-I(y) Y observamos que 
xo = X~'. Como Y[-m,n-I[ determina Y[-m,n[ y como Y[-m,n[ determina Xo, concluimos que Y[-m,n-I[ 

determina xo. D 

Podemos reducir también la memoria sin afectar la anticipación. El siguiente lema es totalmente 
similar al anterior, al igual que su demostración, la cual omitimos. 

Lema 4.3.2. Sean XG y X H dos espacios shift por aristas. Sea 4>: XG ---+ X H una conjugación de 
l-bloques (es decir una conjugación que tiene memoria y anticipación O). Si la inversa de 4>, que es 
un código_de b..loques, tiene anticipacion n 2 O Y memoria m 2 1, entonces existen escisiones (de 
entrada) G y H respectivamente de G y de H tales que el diagrama 

XG 
'I/lGá) 

4> 1 
XH 

<XifH 
t-==- Xif 

conmuta, donde ~ es una conjugación l-bloque con memoria m - 1 Y anticipación n y 'I/lGá y <Xj¡k 

son los códigos escisiones correspondientes. 
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Ahora ya podemos dar la demostración del teorema de descomposición 

Demostraci6n del Teorema de Descomposici6n. Sea <p: X G --t X H de memoria m y anticipación 
n. Debido a ~a Proposición 1.5.6, al ser <P un ~6digo de bloques deslizante, e¡¡ist~ un shift superior 
de bloques X G, una conjugación '!/J: X G --t X G, y un código de l-bloques <p: X G --t X H tal que 
<P o '!/J = <p. 

Supongamos que este shif superior de bloques es un shift de bloques de tamaño N. La Pro
posición 2.3.1 implica que XG = (XG)IN] = XG1Nj, y por el Lema 2.4.2 tenemos que existe una 
sucesión finita de escisiones de G a GIN]. Como XG = (XG)IN] = XG1Nj, entonces hl!y una suce
sión finita de códigos de escisión (también llamados simplemente escisiones) de X G a X G , digamos 
hi : X G• --t XG'+l, de forma que '!/J = hl o ... h¡. 

Ahora <P es un código de l-bloque cuya inversa tiene memoria m y anticipación n. Aplicando 
el Lema 4.3.1 sabemos que existen escisiones al y Hl de GIN] _ a y de H, '!/J001 un código 

escisión a X 01 ' con el respectivo código lIIllalgamación _o'H1H y <PI, un código de l-bloque con 

memoria m y anticipación n - 1 tal q~e <P = o'H1H o <PI o !G01._Segui~os ind~ctivamente, es 
decir, aplicando el mismo argumento a <PI, existen escisiones G2 y!l2 de Gl y de H¡, y'!/J010, un 

código escisión a X o" con la respectiva amalgamación :: H,H1 y <P2 un ~ódigo de l-bloque cuya 
inversa tiene memoria m y anticipación n - 2 tal que <PI = o'H,H1 o </J2 o '!/J010" de tal forma 
que obtenemos (fi = o'f!lH 0_ o'H,Hl o ~ o '!/Jf¿01' volvemos aplicar este proceso recursivamente y 
obtenemos escisiones Gi y Hi de Gi - l y de H i- l para i = 1,'" , n, y '!/J0._1 0• para i = 1,'" , n 

códigos escisión a Xo. para i = 1, ... , n, con las respectivas amalgamaciones o'H.H'_l y <Pi códigos 
<!e l-bloque cuya~ inversas tienen memoria m y anticipación n - i para i = 1,'" , n, tal que 
<Pi-l = o'H,H._1 o <Pi o '!/J0._10, de esa forma tenemos que 

lo cual queda descrito por el diagrama conmutativo 

X o 
'!/J001 

X 01 
'!/J010, 1 X o, 

'!/Jo,03
1 

'l/JGn_lGn X-~ 1 Gn 

(fi 1 1 ~l 1 ~2 1 ~n' 
(o'H1 H 0,- - 0,- - 0,- -

X H x- ( H2Hl x- ( H3H2 HnHn-l x-H1 H, ( Hn 

Por construcción, la inversa de <Pn tiep.e anticipación O. Ahora reducim?s la _memo_ria de m~era 
semejante, aplicando el Lema 4.3.2 a <Pn m-veces obtenemos escisiones Gi y Hi de Gi - l y de H i- l 
para i = n + 1,'" ,n + m, y '!/JG-. G-. para i = n + 1,'" ,n + m códigos escisión a X G-. para 

,-1 1. 1. 

i = n + 1, ... , n + m , con las respectivas amalgamaciones o'H,H'_l y <Pi códigos de l-bloque 
~uyas inversas tie~en memoria m - (i - n) y anticipación O para i = 1 + n, ... , m + n, tal que 
<Pi-l = o'H-.H- o <Pi o '!/JG-. G-. de esa forma tenemos que , ,-1 ,-1 1. 
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y tenemos el diagrama conmutativo 

X-
1fJá.,Jin +1 X- 'lj;{;n+lGn+2 X- 'l/JCn +2Gn+3 1/JGn +7n_lGn += X-Gn 

) 
Gn+l 

) 
Gn+2 

) ) 
G n+m 

4Jn 1 1 ~n+1 1 ~n+2 1 ~n+m' 
Q- - Q- - Q- - Q- -

x- Hn+lHn x- Hn+2 Hn+l x- Hn+SHn+2 Hn+mHn+m-l x-Hn 
( 

Hn+l 
( 

Hn+2 
( ( 

Hn+m. 

Por construcción, 4Jn+m es una conjugación que es un código de 1-bloques, y su inversa es también 
un código de 1-bloques, es <!ecir, ambos códigos de bloques tienen memoria] anticiI~ación O, lo que 
es equivalente a decir que 4Jn+m es un reetiquetamiento de las aristas de Gn+m Y Hn+m, es decir, 
estas gráficas son isomorfas. Como todos los diagramas anteriores son conmutativos tenemos que 

-
Q - - o Q - - o Q - - o ... o Q - - o A, o ./. - - o ... 

Hn+lHn Hn+2Hn+l Hn+3Hn+2 Hn+mHn+m._l lf'n+m If"Gn +7n _lGn +m. 

y de aquí obtenemos que 

... o "pO,03 o "po,o, o "poo,· 

Como cada "pG- .G- . es un código escisión, cada QH-.H-. son códigos amalgamaciones, 4Jn+m es un 
, ~1 , 1-1 

reetiquetamiento (escisión trivial), 4Jo"p = 4J y"p es composición de códigos escisiones, 4J es también 
composición de códigos escisión, códigos amalgamaciones y un reetiquetamiento (escisión trivial), 
con lo cual se concluye la prueba. D 

4.4. Equivalencia fuerte de shifts 

En esta breve sección enunciamos únicamente el Teorema de Clasificación de Williams. La ver
sión de este teorema que si demostraremos será en cierto aspecto más general (de teoría ergódica) se 
realizará en el siguiente capítulo. 

Definición 4.4.1. Diremos que dos shifts por aristas descritos por matrices A y B son shiji-fuenemente 
equivalentes (Strong Shift Equivalent) si existen matrices con entradas enteras (no necesariamente 
cuadradas) A;, B;, con i = O, ... , n, tales que 

Teorema 4.4.1 (TEOREMA DE CLASIFICACIÓN). Sean A y B dos matrices cuadradas, con entradas 
enteras no negativas, las cuales definen espacios shiji por aristas X A y X B . Entonces X A y X B son 
conjugados si y sólo si A y B son shiji-fuenemente equivalentes. 
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En el siguiente y último capítulo de esta tesis consideraremos el Teorema de Clasificación para el 
contexto de métrico ( medible ), es decir que los espacios shift están acompañados de medidas inva
riantes bajo la acción del shift. Generalizaremos la definición de conjugación y de shift-fuertemente 
equivalentes y demostraremos que una de las implicaciones del Teorema de Clasificación es válida 
(en el contexto estocástico, el ser conjugado implica shift-fuertemente equivalencia), y veremos que 
la otra implicación requiere de la hipótesis extra de irreducibilidad. 



Capítulo 5 

SHIFT-EQUIVALENCIA FUERTEMENTE , 
ESTOCASTICA 

5.1. Medidas de Markov 

Como se mencionó en la Introducción, una cadena de Markov Iwmogénea a tiempo discreto con 
espacio de estados finito A (posiblemente irreducible) está descrita por una matriz estocástica P (la 
matriz de probabilidades de transición asociada a la cadena), y por lo tanto podemos asociar una 
gráfica dirigida simple (es decir, sin aristas múltiples), cuya matriz de adyacencia A es aquella cuyas 
entradas son distintas de cero si y sólo si la correspondiente entrada de P es distinta de cero, es decir, 
A = pO, donde pO es la matriz que resulta de P al elevar cada una de sus entradas a la potencia 
cero (por convención, 00 := O). Vamos a pensar a la cadena de Markov como el sistema dinámico 
(.KA, B, T, J.Lp), donde .KA es el subshift por vértices (ver Definición 2.3.2), B es la a-álgebra de 
Borel, T es la función shift, y J.Lp es una medida de probabilidad que definiremos a continuación 
(la cual será, por definición, T-invariante y ergódica cuando P es irreducible -ya que en este caso 
existirá una única distribución estacionaria-) y que llamaremos medida de Markov. 

El propósito de esta sección es entonces presentar la demostración de la generalización del Teo
rema de Clasificación 4.4.1 incorporándo el contexto más general de medidas de Markov. 

Supongamos entonces que tenemos una cadena de Markov descrita por una matriz de transición 
de probabilidades P. En esta tesis sólo consideramos matrices finitas, por lo que implícitamente 
estamos suponiendo que el espacio de estados A es finito. Recordemos también que el espacio de 
estados se puede particionar en "clases de comunicación". En particular (el caso que nos interesa), la 
cadena es irreducible si todo par de estados distintos i, j E A se comunican entre sí, es decir, existen 
v¡, ... ,vn E A (el número n depende de i y j) tales que VI = i, Vn = j Y p",,", ... p"n-'"n > O. 
En este caso, como IAI < 00, resulta que la cadena es recurrente positiva, por lo tanto existe una 
única distribución estacionaria 'Ir (es decir, un vector de probabilidad 'Ir = ( 'Ir" )"EA que es además 
un vector característico izquierdo de P asociado al valor característico 1 (por ser P estocástica e 
irreducible, el sistema característico ('Ir, 1) es precisamente el sistema Perron de P). Vamos a definir 
la medida de Markov J.LP, primero definiéndola en los conjuntos cilindros (que también son conjuntos 
borelianos), de la siguiente manera. Para toda n 2: 1, si VI ... vn E Bn(.KA ) y k E Z, definimos 

n-I 

J.LP(Ck(VI'" vn )) = 'Ir", TI P.i,.H' 
i=l 

59 
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(observemos que la medida del cilindro no depende de k E Z, lo cual resultará en la T -invarianza 
de /lp). Aunque hasta ahora /lP está definida únicamente para conjuntos cilindro, es posible de
mostrar que se puede extender a toda la a-álgebra de Borel, usando el Teorema de Extensión de 
Caratheodory. 

Fijenmonos en el shift-completo X con alfabeto e ( donde este último es el espacio de estados 
de la cadena). Un poco de notación usual ayudara a entender mejor el desarrollo de lo que viene 
a continuación. Para cada k E Z denotamos a la k-ésima proyección 7rk: X -+ e con la siguiente 
regla de correspondencia: 

7rk(X) = Xk 

En una primera vista conocemos a los cilindros (también son conjuntos borelianos) y en vista de 
lo anterior podríamos intentar definir nuestra medida en terminas de ellos como anteriormente se 
mencionó, como sigue 

r-l 

/l.s(C;(xn , ... xn,.)) = 7r(xn,) TI PXn,Xn,+, , 
i=l 

pero esta familia de conjuntos lo mas que llega a cumplir (en terminas de definir una medida y que 
se pueda extender) es que es cerrada bajo intersecciones, pero a continuación tenemos otra familia 
similar pero que si cumple ciertas propiedades útiles para hacer esto. 

Sea 
n r 

S = {UC; I C; = n7r;;-I(x~)dondex~ E eVi = l .. ·nparaalgunosnl,·" ,nr E Z} " , 
í=l ;=1 

r 

Si C; = n 7r;;-I(X~.), diremos que Ci fija las coordenadas n¡,'" , nr con los símbolos x~ .. , , , 
;=1 

Observaci6n 5.1.1. S es una semialgebra de X y podemos definir una medida ahí mismo. 

Demostraci6n. 1. Es claro que 0, X ES. 

2. Si A, B E S, con A = U~=1 A; y B = U~=1 Bi entonces 

AnB 

Es claro que A; n B; es de esta forma 

r 

n 7r-l(Xi,;) 
nI! na 

8=1 

donde {nI, ... , nr} es la union de los dos conjuntos de subíndices ocupados para A y B (es 
decir nt, ... , n~ y nf, ... , n~ respectivamente ), con lo cual A n B E S 

3. 

i=l r=l i=l r=l i=l r=l i=l 
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S A Un n·-l -1( i ) ah ea l = i=l r=l 7r nr xnr ' ora veamos que 

AI\AI-1 = 

n 8-1 n 8-l+1 

U n 7r;;-} (x~.l n n U (7r;;-.1 (x!..))" 
i=l r=l 

n 8-1 s-l+l n 

U n 7r ;;-.1 (x~.l n U n ( 7r;;-.1 (x!..))" 
i=l r=l p=1 j=1 

lo cual demuestra que S es una semialgebra. 
Si A = U~=1 n;=1 7r;;-r1(x~) (s. p. g. podemos suponer n r creciente), definimos 

si A =F 0, y J.Ls(0) = O. 
Basta probar que J.Ls es a-aditiva y tendremos que es una medida. 

Sea (A.)iEl'I ~ S tal que A = UiEl'I Ai E S, pero Ai E S Vi E N entonces A. = U;~~ Ai,j Vi E 

N con Ai,j = n;~1 7r:;, (X::~,) (Nota que A = UiEl'I U;~~ Ai,j), además A E S Y como consecuencia 

A = U~:1 n;=I7r;;-l(x~A)' como Ai ~ A debe ocurrir que {nt,··· ,n~} ~ {nt', ... ,n~} y 

además que para cada t e:tiste s tal que xt,~ = x' A' Para demostrar la a -aditividad solo hay que hacer 
n r nr 

notar que para i, j, siendo Ai,j = n::1 7r:;, (X:::,) (es decir A.,j fija unicamente m coordenadas) y 

como consecuencia el conjunto 

Di,j = { n: Al,. fija n ;::: m coordenadas, ademas coincide con todas las coordenadas que fija Ar,p 
salvo la última, que también fija pero con otro símbolo ,esto si Ar,p 

fija mas o el mismo número de coordenadas que Ai,j pero menos que Al,. } 
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es acotado, nota que el hecho de ser DiJ acotado y que ph es una matriz de probabilidad nos 
garantiza la a-aditividad, esto debido a que como la union está en la semi-algebra entonces todos 
los uniendos fijan un patron común de coordenadas, todos fijando los mismos estados(símbolos) en 
cada coordenada. 
Veamos que Di,j es acotado, en caso de no serlo DiJ haremos un pequeño algoritmo que nos haria 
obtener una sucesión que no puede existir. 
El algoritmo se sigue asi AiJ fija unicamente mo coordenadas, entonces debe existir AL de los 
uniendos que forman a A que haga lo mismo, solo que fija m¡ con m¡ > mo y además fija los 
mismos mo - 1 símbolos iniciales, de lo contrario la union completa no resultaría A , hacemos lo 
mismo para AL obtenemos A~J que fija m2 con m2 > m¡ y además fija los mismos m¡ -1 símbolos 
iniciales, como DiJ no es acotado podemos hacer esto una infinidad de veces, encontrando para cada 
natural n un Af,j que cumple recursivamente que fija mn con mn > mn-¡ y además fija los mismos 
m n-¡ - 1 símbolos iniciales que fija A~ty el último no, es muy importante hacer notar que al ser 
ajenos los Ai,j 's, tenemos la garantía de que no hay una A.,t que haga lo mismo que AL pero el total 
de coordenadas fijadas sea el mismo número de coordenadas que AiJ. 
Sea z E A, definimos a y = (Yi) con Ynm , = xi m, donde xi m, es el primer símbolo que fija Af" 

r nr ~ , 

distinto de los fijados por A:;j\ Yi = Z; Vi i' n;."', Vs E N, de aquí que es claro que y E A pues 
Z E A, pero y f/c UiEN Ai con esto se concluye que ese conjunto DiJ es acotado lo que concluye con 
la a -aditividad. D 

(Al hablar de estados me refiero a los estados de la cadena que son los símbolos del shift.) 
A raíz de esto tenemos una serie de pasos que se hace para llegar a que esta medida se puede extender 
al algebra generada por nuestra semi-algebra (uniones ajenas finitas de nuestra semi-algebra, la 
medida se extiende como la suma de las medidas de los uniendos. ) 

Definición 5.1.1. Sean A una álgebra y p, : A ---+ lR una casi medida sobre los reales extendi
dos.Definimos p,* : P(X) ---+ lR como sigue 

para todo E E X, se prueba que p,* es una medida exterior en un curso de análisis ó teoría de la me
dida, de hecho todo esto viene obtenido de [1] en particular el teorema de extensión de caratheodory 
se ubica en la página 86, y a esta se le conoce como la medida exterior generada por p,. 

Ahora por el teorema de extensión de caratheodory,la a-algebra de caratheodory 

A* = {E e X : p,*(B) = p,*(B n E) + p,*(B - E) para toda B e X} 

generada por las algebra y medida antes mencionadas contiene a la a -algebra de borel de dicha 
topología y es completa con Ji = p,*IA* como medida completa, la existencia de esta medida nos 
garantiza que M(X, T, P,s) i' 0,10 que por el teorema A.2.8 podemos asumir que esta es ergódica. 
Ahora por todos estos resultados podemos obtener un espacio de probabilidad (X, A*, Ji) completo 
con Ji T-invariante y ergódica, además T continua y Ji-medible, entonces (X, A*, Ji, T, Z) es un 
sistema dinámico y su semigrupo de automorfismos es un grupo por que la T es biyectiva,de ahora 
en adelante tomaremos p,p = Ji. 
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Observación 5.1.2. La a-algebra de caratheodory A· , solamente es la compleción (B x (e) de la a
algebra de borel generada por los cilindros, debido a que la medida es una medida de probabilidad, 
por tanto finita, por ende a-finita Y B x (e) como se define en un curso básico de teoria de la medida 

(una referencia bastante buena es [1] ejercicio 36), además Bx(e) = {U n ei ,; I ei,j es un cilindro }. 
jEJ iEI 

Esto es muy sencillo verlo por que el complemento de un cilindro es una unión de cilindros que fijan 
las coordenadas que el primero fija pero con los símbolos que no ocupa el, el termino de intersección 
sale por consecuencia de las leyes de Demorgan . 

5.2. Teorema de clasificación de cadenas de Markov homogéneas 
(primera implicación) 

En esta sección alcanzamos nuestro objetivo principal de este documento, que es analizar al 
Teorema de Clasificación 4.4.1 en el contexto métrico. 

Recordemos que si P es una matriz estocástica, pO es tal que Pi~; = 1 si Pi,; ~ 0, y en otro caso 
es cero. 

Definición 5.2.1. Sean (Xn)nEZ y (Yn)nEZ dos cadenas de Markov irreducibles (finitas), con matri
ces de probabilidades de transición P y Q respectivamente, y A = pO Y B = QO. Diremos que 
(XA , TA , Jlp) Y (XB , TB , JlQ) son conjugadas si exite una conjugación rjJ: XA -+ XB que preserva 
la medida, es decir, V Z e XB medible, Jlp(rjJ-l(Z)) = JlQ(Z). 

Definición 5.2.2. Diremos que dos cadenas de Markov con matrices de transición P y Q son es
tocásticamente shift-fuertemente equivalentes si, existen matrices estocásticas Ui, Vi, i = 0, ... ,n 
tales que 

P=UoVa, VaUo = U1Vi, ViU1 =U2V2,'" ,Vn-1Un- 1 = U .. Vn=Q (5.1) 

y 
pO = U8Vóo, VóoU8 = U~VjO, VioU~ = U~V2°" .. ,V.?_lU~_l = U~V.? = QO. (5.2) 

Nos referiremos a las series de igualdades (5.1) y (5.2) como las series paralelas. Presentaremos 
allora la demostración de una de las implicaciones del Teorema de Clasificación. La prueba que 
daremos diferirá del argumento clásico usado en [3], la razón de ésto es que el argumento que 
presentamos (Parry y Williams) se puede generalizar al caso métrico. 

5.2.1. Caso topológico 

Teorema 5.2.1. Sean (Xn)nEZ y (Yn)nEZ dos cadenas de Markov irreducibles con espacio de estados 
finito y matrices de probabilidades de transición P, Q respectivamente. Si (X .. )nEZ y (Yn) .. EZ son 
conjugadas, entonces pO = A, QO = B son shift-fuenemente equivalentes. 

Antes de presentar la demostración de este teorema, daremos algunas definiciones y probaremos 
unos lemas auxiliares. 

Sea k el número de estados de (Xn)nEZ y 1 el de (Yn)nEZ, Llamémosle a los diferentes estados 
1, ... , k y 1, ... , l. Como las cadenas son conjugadas, existe una conjugación cp: X A -+ X B , es decir, 
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un homeomorfismo que hace conmutativo el siguiente diagrama 

Sea 
Ai = {x E X A I Xo = i} 

parai=l, ... ,ky 
Bi = {y E X B I Yo = j} 

para j = 1, ... , l. Definimos las siguientes particiones a = (Ai )f=l y f3 = (Bi )\=l (dichas particiones 
se denominan naturales). Los elementos de dichas particiones son imágenes inversas continuas de 
abiertos y cerrados, por lo que son particiones abiertas y cerradas. Por simplicidad de notación, sea 
T=TA • 

Lema 5.2.1. Bajo las hipótesis y definiciones anteriores 3 m E N tal que si 'I/J = <p o T"' y 'Y = 

'I/J-1(f3), entonces 

2m 2m 

V T-i(a) C: 'Y Y también V T- i ("!) C: T-2m (a). 
i=O i=O 

Demostración. Como Bi es tanto abierto como cerrado y <p es un homeomorfismo (por ser con
jugaci6n), entonces <p-1(Bi) es abierto y cerrado. Como UrEZ T-r(a) es una subbase de la to
pología, VrEZ T-r(a) continene una base para la topología generada por (T-r(a))rEZ llamada 
!3((T-i (a));EÚ Entonces existe Uj E !3((T-r(a))rEZ) donde j E Ji para Ji conjunto de índices 

tal que <p-1(Bi) = U Uj, pero como <p-1(Bi) es cerrado y el espacio total es un espacio shift y 
jEli 

por lo tanto compacto. Por ende <p-1(Bi) también es compacto, y entonces la cubierta de <p-1(Bi) 
descrita anteriormente tiene una subcubierta finita, es decir, existen JI, .... ,1.< tales que 

<p-1(Bi) c;:;; U U;,. 
t=l 

hjt 

C U i -f3((T-i())) d" te 1,i 2,i h;"i tal U i n F i omo j, E a iEZ, para ca a Jt eXlS n wj , ,wj , ' ••• ,wj , que j, = w.,i, con 
q=l Jt 

F!." E T-wJ;' (a) para cada q. Con ésto tenemos que 

" 
Si hjt 

<p-1(Bi) = un F!J, . 
t=l q=l 

Si 
mI = máx {wJ;ilq E {l, ... , hj ,}, tE {l, ... , Si}, i E {l, ... , l}} , 
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entonces 
hit m1 

nF~",E V T"(a) \/tE{l, ... ,si},i E {l, ... ,l}, 
q=l 1t r=-m1 

lo que demuestra que existe 
ml 

e E V T"(a) 
r=-m¡ 

tal que 

con lo cual m, 
'1'-1((3)::5 V T"(a). 

r=-ml 

Como '1' es un homeomorfismo y UiEZ TB"i((3) es una subbase, UiEZ '1'-1 (TB"i((3)) también es una 
subbase. Como '1' es conjugación, su inversa también es código de bloques, por tanto es una conju
gación debido al Teorema 1.5.2. Así, la inversa conmuta con la función shift, por la misma razón 
también conmuta con el inverso de la función shift, por lo que obtenemos que UiEZ T-i(cp-1((3)) 
es subbase de la topología. Debido a lo anterior, ViEZ T-i(cp-1((3)) contiene una base para la topo
logía generada por (T-i(cp-1((3)))iEZ llamada fj((T-r(cp-1((3)))rEZ), Como Ai es abierto, existen 

Vj E fj((T-r(cp-1((3)))rEZ) donde j E I i para I i conjunto de índices tal que Ai = U V], pero 
jElí 

como Ai es cerrado y el espacio total es un espacio shift, debido al Teorema 4.1.1, el espacio total 
es compacto y por ende A; también es compacto, entonces esa cubierta de Ai tiene una subcubierta 
finita, es decir, existenj1, .... ,j.' tales que 

.' 
Ai <;;; U VJ,. 

1=1 

hit 

C Vi -(3((T-r( -1((3)))) d" te 1,i 2,i h;"i tal Vi n G i omo j, E '1' TEZ para ca a)f, eX1S n wj , ' wj , ' ••• , wj , es que j, = w~" 
q=l 3t 

con G~", E T-wJ;' ('1'-1((3)) para cada q. Entonces 

" 
Si hjt 

Ai <;;; U n QiwJ, . 
t=l q=l 

Si 
m2 = máx {wj;il q E {l, ... , hj ,}, tE {l, ... , Si}, i E {l, ... , k}} , 

entonces 
m2 

V T"(cp-1((3)) \/t E {1, .. j},i E {l, ... ,k}, 
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demostrando que existe 

tal que 
C¡:;;Ai , 

con lo cual m, 
a::5 V T"(r.p-l(¡3)). 

r=-m2 

Sea m = máx {mI, m2}. Entonces 

r=-m 

y 

r=-m 

Por la Proposición 4.2.1 tenemos que 

m m 2m 

T-m(r.p-l(,B)) ::5 T-m( V T"(a)) = V T"-m(a) = V T-r(a). 
r=-m r=-m r=O 

Entonces 
2m 

'Y = (r.p O rm)-l(,B) = T-m(r.p-l(,B)) ::5 V T-r(a) 
r=O 

y con ésto 
2m 

V T-i(a) t: 'Y. 
i=O 

De la misma manera tenemos que 

m m 

r=-m r=-m 

m 2m 

V T"-m(T-mr.p-l(,B)) = V T-r("() 
r=-m r=O 

lo que termina con la prueba de este primer lema. 

Definición 5.2.3. Sean ~ y r¡ dos particiones cerradas y abiertas. Diremos que: 

1. ~ es equivalente inferiormente de r¡ si 

denotado como ~ -----+ r¡. 
1 

D 
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2. ~ es equivalente superiormente de TI si 

1 
denotado como ~ ---+ TI . 

3. ~ es equivalente por n pasos inferiormente de TI si existen particiones 6, ... ,~n-l tales que 
~ ---+ 6, ~i ---+ ~i+1 con i = 1, ... , n - 1 Y ~n-l ---+ TI, denotado como ~ ---+ TI· 

1 1 1 n 

4. ~ es equivalente por n pasos superiormente de TI si existen particiones ~¡, ... ,~n-l tales que 

~ ~ 6, ~i ~ ~i+l con i = 1, ... , n - 1 Y ~n-l ~ TI, denotado como ~ ~ TI· 

Lema 5.2.2. Sean A una matriz de entradas enteras no negativas menores o iguales a 1 y X A su 
cadena de Markuv topológica, es decir el shift de vértices de la gráfica asociada a la matriz, a,7 
paniciones abienas y cerradas de X A tales que 

2m 2m 

a2m = V T-i(a) :>::: 7 y también 7 2m = V T-ib) :>::: T-2m(a). 
i=O í=O 

Entonces 
a l a2m- 1 ----t a2m- 1 V 72m- 1 ~ 74m- 1 7. 

2m-l 2m 4m-l 

n 

Demostración. Para probar que a -----tl a2m
-\ sea ~n = V T-i(a). Como T es una conjuga-

2m-l 
i=O 

ción, 
i í 

~i V T-1(V T-j(a)) = e V V T-(j+l) (a) 
j=O j=O 

i+l i+l 

~i V V T-j(a) = ~i V V T-j(a) 
j=1 j=1 

i i+l i+l 

V T-j(a) V V T-j(a) = V T-j(a) 
j=O j=1 j=O 

~i+\ 

por ende ~i V T-1 (~i) = ~i+ 1 Y entonces 

~i ~ ~i+l = e V T-1(e) ~ e V T-1(e), 

por lo tanto 

Análogo a lo anterior vemos que 
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con lo que llegamos a a ) a 2m
-

1
. Para demostrar 

2m-l 

usamos la hipótesis de que 

Debido al Teorema 3.1.3 tenemos que 

y observando que 

obtenemos 

n 

De la misma manera, como anteriormente, siendo s una partición, definimos sn = V T-i(s). Simi-
i=O 

larmente, como se probó antes que ~i V T-1(~i) = ~i+1, se prueba (Si)l = Si V T-1(Si) = Si+1 (nota 
que SO = s). Entonces ~n = a 2m- 1 V "In, y así 

a causa de 

Luego 

y se sigue que 

por lo tanto 

~i 7 ~i+1 

para i = o, ... , 2m - 2. Tenemos entonces que 

a 2m- 1 ----+ a 2m- 1 V"I2m-1. 
2m 
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Ahora probaremos que si (, TI son dos particiones del espacio donde trabajamos, entonces (V TI ~ 
T-h

(() V Tlh . Hagamos esto por inducción: para h = 1 tenemos que 

T-1(( V TI) = T-1(() V T-1(TI) :::-; T-1(() V TI V T-1(TI) = T-1(() V Tl1 

:::-; (V T-1(() V Tl1 = (V TI V T-1(( V TI). 

Supongamos por hipótesis de inducción que (V TI ~ T-h
(() V Tlh • Ahora, como la base de la 

inducción vale para cualquier par de particiones, tenemos que funciona para T-h(() y Tlh. Entonces 

y de aquí es directo que 
( V TI h+l) T-(h+l) (() V Tlh+1. 

Usando lo anterior para a 2m- 1 y ¡2m-l tenemos que 

2m 4m 

= T-2m(V T-i(a)) V ¡4m-l = V T-i(a) V ¡4m-l 

i=O i=2m 

y allOra ocupando la hipótesis de que 

2m 

¡2m = VT-i(¡) ~ T-2m(a) 
i=O 

y que T es conjugación, nos da lo siguiente 

2m 

T-8(¡2m) = V T-(i+8)(¡) ~ T-(2m+8)(a), 
i=O 

es decir 

2m+s 

T-8(¡2m) = V T- i (¡) ~ T-(2m+8)(a) 
i=s 

(5.3) 

para cualquier s entero con O :o:::: s :o:::: 2m - 1. Refinando las particiones en cada lado de (5.3) con 
O :o:::: s :o:::: 2m - 1 obtenemos 

V V V 
sE{O,'" ,2m-l} i=s sE{O,'" ,2m-l} sE{2m,··· ,4m-l} 

pero 
4m-l ¡ = V V 

sE{O,'" ,4m-l} sE{2m,.·· ,4m-l} 
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y con ello se tiene 
4m V T-i(OI) V ¡4m-l = ¡4m-l 

i=2m 

por lo tanto tenemos que 

Análogamente a la primera prueba, tenemos que 

¡4m-l ( ¡ 
4m-l 

lo que concluye la prueba del lema. D 

Definici6n 5.2.4. Sean ~ y 1/ dos particiones abiertas y cerradas de X. Definimos dos matrices inde
xadas por ~ x 1/ como sigue: 

(
1: )(K E) = {1 siKnE # o para K E ~,E E 1/ 
~, 1/, O en otro caso 

y 

(
1: ) (K E) = {1 si K n T-1(E) # 0 para K E~, E E 1/ 
~, 1/ T, O en otro caso. 

Definici6n 5.2.5. Sean (X, T, T) un sistema dinaruico topológico, ¡.t una medida que lo vuelve sis
tema dinámico (es decir, T -invariante), y 01 una partición abierta y cerrada (bajo ¡.t o ¡.t-medible). 
Decimos que 01 cumple la propiedad topológica de Markov si V n E N dados Ao, ... , An E 01 tales 
que 

se tiene que 

Observación 5.2.1. Sean 01, {J son dos particiones abiertas y cerradas tales que 01 --t {J. Entonces 
1 

1. 01 V T-1(0I) = {J V T-1(0I) Y 01 V T-1({J) = {J V T-1({J). 

2. VA n T-1(C) E 01 V T-1(0I) con A, e E 01, existe BE {J tal que B ~ A y 

3. V F E {J, existe D E 01 tal que F e D y 

F = U D nT-1(C). 
CEaCa 

4. Si además 01 cumple la propiedad topológica de Markov, entonces {J también cumple la pro
piedad topológica de Markov. 
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Demostraci6n. Como a ---+ 7], a V T-1(a) ~ 7] ~ a, la Proposición 3.1.4 implica que 
1 

Como a :S 7], obtenemos 
a V T-1(a) :S 7] V T-1(a), 

con lo cual, por la Proposición 3.1.2, se sigue 

Ahora como a :S 13, 
a V T-1(f3) :S 7] V T-1(f3), 

Y por la misma razón tenemos que T-1(a) :S T-1(f3) Y como 13 :S a V T-1(a) obtenemos 

con lo cual concluimos 
a V T-1(f3) = 13 V T-1(f3). 

Para 2, sean A, B E a tales que A n T-1(B) # 0. Entonces 

A n r- 1(B) E a V r- 1(a) = 7] V r- 1(a), 

y como a :S 7], podemos ver que 

y 
A n T-1(B) = U (E n T-1(B)). 

Como A n T-1(B) # 0, existe E E E c:;:: 7] tal que E n T- 1(B) # 0, con ello 

En T-1(B) c:;:: A n T-1(B), 

pero como ambos son miembros de la misma partición se tiene E n T-1(B) = A n T-1(B). 
Para 3, como F E 13 :S a V T-1(a), 

F= U 
pero por 2 tenemos que para cada Di existe Fi E 7] con Fi e Di tal que Di n T-1(Hi) = Fi n 
T-1(Hi)' Así, Fi n F # 0 con lo que F = Fi para toda i, como consecuencia Di ::> F y por ello 
Di n Dj # 0 para todo par de subíndices i, j. A causa de ésto y del hecho de que a es una partición 
tenemos que Di = D o sea que Fe D. 

Para el último punto, sin pérdida de generalidad, probémoslo para n = 1 (para n's más grandes 
se hace la prueba análoga). Sean A, B, e E 13 tales que 

AnT-1(B) # 0y B nT-1(C) # 0. 
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Por 2 existe E, F E a contenidos en A, B respectivamente, tales que 

A n T-1(B) = En T-1(B),B n T-1(C) = F n T-1(C). 

Así también existen C <:;; G Y F n T-1 (C) <:;; F n T-1 (G) tales que 

AnT-1(B) <:;; EnT-1(B) # 0y BnT-1(C) <:;; FnT-1(C) # 0. 

De igual manera 

Como a::::; f3 ::::; a V T-1(a), obtenemos 

FnT-1(C)=FnT-1 
( U MnT-1N) #0 
MnT-1N~C,M,NEa 

y entonces existe 0 # M n T-1 N <:;; C de tal manera que 

Fn T-1Mn T-2N = F n T-1(M n T-1N) # 0. 

Usando la propiedad topológica de Markov en a tenemos que 

o # EnT-1FnT-2MnT-3N 

En T-1(F n T-1C) 

En T-1(B n T-1C) 

(E n T-1 B) n T-2C 

An T- 1B nT-2c , 

por lo tanto A n T-1 B n T-2C # 0 y así f3 tiene la propiedad topológica de Markov. D 

Observación 5.2.2. Si en la Observación 5.2.1 suplimos a --+ f3 por a 2t f3, se sigue cumpliendo 3. 
1 

Demostración. Es claro el resultado del hecho de que a cumple la propiedad topológica de Markov 
si y sólo si T( a) la cumple. D 

Observación 5.2.3. Sea (Xn)z una cadena de Markov con matriz de probabilidades de transición P, 
con A = pO, Y a = {A i : i E N} la partición natural, es decir, 

Ai = {x E X A I Xo = i} . 

Entonces a tiene la propiedad topológica de Markov. 
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Demostración. Sean Ai., A., , Ai" ... , An 

entonces existe x, y E X A tal que 

x E Aio n T-1(Ai ,) y Y E Ai, n··· n T-(n-l) (An ) 

es decir 
Xo = i 1 Y Y[O,n-l] = i 1 ... in, 

de aquí z con Zi = Xi para i ::; O Y z¡ = Y¡-l para i > O. Como 

a tiene la propiedad topológica de Markov. D 

Proposición 5.2.1. Sean a y r¡ dos paniciones abienas y cerradas que cumplen la propiedad to

pológica de Markuv, tales que a -----+ r¡ Ó a ~ r¡. Entonces 
1 

(a, r¡)(r¡, a)T = (a, a)TY (r¡, a)T(a, r¡) = (r¡, r¡)T. 

Demostración. Supongamos que 

(a, r¡)(r¡, aMA, B) = ~)a, r¡)(A, E)(r¡, a)r(E, B) = 1. 
EE~ 

Ésto ocurre si y sólo si existe E E r¡ tal que 

(a, r¡)(A, E)(r¡, a)r(E, B) = 1, 

si y sólo si E n A =F 0 y E n T -1 (B) =F 0. Debido a que r¡ y a son particiones, se tiene que lo 
anterior es equivalente a que exista E E r¡ tal que E e A y E n T -1 (B) =F 0. Por el punto 2 de la 
Observación 5.2.1, lo anterior es equivalente a que exista E E r¡ tal que E e A y A n T-1(B) =F 0, 
y ésto ocurre si y sólo si existe E E r¡ tal que E e A y (a, a)T(A, B) = 1. Por lo tanto 

(a, r¡)(r¡, a)T = (a, a)T. 

Para la otra igualdad, 

(r¡, a)T(a, r¡)(E, F) = ~)r¡, aME, A)(a, r¡)(A, F) 
AE<> 

es el número de A's tal que (r¡, a)T(E, A)(a, r¡)(A, F) = 1, que es lo mismo que el número de A's 
tales que (r¡, a)T(E, A) = 1 Y (a, r¡)(A, F) = 1, es decir, el número de A's tales que EnT-1(A) =F 0 
y A n F =F 0, pero como a es partición, 

~)r¡, a)T(E, A)(a, r¡)(A, F) 
AE<> 
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es el número de A's tales que E n T-1(A) i' 0 y A 2 F. Sea A el único elemento de a que 
contiene a F, y supongamos que E n T-1(A) = 0. Tenemos entonces que E n T-1(F) = 0 y de 
ésto concluimos que si 

(r¡, a)T(a, r¡)(E, F) = ~)r¡, a)T(E, A)(a, r¡)(A, F) = (r¡, a)T(E, A) = O, 
AEa 

entonces 
(r¡, r¡)T(E, F) = O. 

Supongamos que E n T-1(A) i' 0 y F n A i' 0 (de aquí es inmediato que F <:;; A). Como 
E E r¡ ~ a V T-1(a), 

E= u 
pero por el punto 2 de la Observación 5.2.1 tenemos que para cada B., existe E, E r¡ con E, e B, 
tal que B, n T-1(C.) = E. n T-1(Ci ). A causa de que Ei n E i' 0, tenemos que E = E, para 
toda i, y con ésto B. ::J E, lo cual nos dice que Bi n Bj i' 0 para todo i, j subÚldices. A causa de 
ésto y del hecho de que a es una partición, tenemos que B. = B, es decir, es constante la B. sobre 
el subíndice. Ahora como E <:;; B, entonces E n T-1(A) <:;; B n T-1(A), y por el hecho de que 
a V T-1(a) es una partición, el punto 1 de la Observación 5.2.1, resulta que los dos elementos en 
esa contención forman parte de la partición y entonces E n T-1(A) = B n T-1(A), y de aquí que 
A es uno de los Cis. 

Continuando con la prueba, si E e B, entonces E n T-1(F) e B n T-1(F), y como son 
elementos de la misma partición, tenemos que E n T-1(F) = B n T-1(F). De igual manera, por el 
punto 3 de la Observación 5.2.1, existe D E a tal que F <:;; D Y 

F = U D nT-1(C) 
CEO'~a 

y entonces DnA i' 0, lo que implica que D = A. Existe entonces CE a tal que F 2 AnT-1(C) i' 
0, y como B n T-1(A) i' 0, la propiedad topológica de Markov implica que 

pero 
o i' B n T-1(A) n T-2(C) = B n T-1(A n T-1(C)) <:;; B n T-1(F) 

porlo que B n T-1(F) i' 0. Entonces E n T-1(F) i' 0 y concluimos que si 

(r¡, a)r(a, r¡)(E, F) = ~)r¡, a)T(E, A)(a, r¡)(A, F) = (r¡, a)r(E, A) = 1, 
AEa 

entonces 
(r¡, r¡)T(E, F) = 1, 

es decir 

(r¡, a)T(a, r¡)(E, F) = ~)r¡, a)T(E, A)(a, r¡)(A, F) = (r¡, a)T(E, A) = 1 
AEa 



5.2. TEOREMA DE CLASIFICACIÓN DE CADENAS DEMARKOV HOMOGÉNEAS (PRIMERA IMPLICAC 

si y sólo si 

(r¡, r¡)T(E, F) = 1. 

Por lo tanto 

(r¡, a)r(a, r¡) = (r¡, r¡k 

Falta ahora el otro caso para concluir la demostración del lema. Supongamos a ~ r¡. Entonces 
T-1(a) ::5 r¡ ::5 a V T-1(a). Como T es una conjugación, la Proposición 4.2.1 implica que a ::5 
T( r¡) ::5 a V T( a). Con ésto y ocupando el resultado anterior para las particiones a, T( r¡) y la 
conjugación T-l, a causa de que a ----+ T(r¡) ,obtenemos que 

1 T-l 

(a, T(r¡))(T(r¡) , a)r-l = (a, a)r-l y (T(r¡) , a)T-l(a, T(r¡)) = (T(r¡) , T(r¡))T-l. 

Tenemos la siguiente serie de igualdades: 

y 

(a, a)r-l(A, B) {~ siA nT(B) # 0 
-

siAnT(B) = 0 

{~ siT-1(A) nB # 0 
-

siT-1(A) nB = 0 

- (a, a)r(B, A) 

- (a, a)HA, B), 

(T(r¡) , a)r-l (T(E), B) {al si T(E) n T(B) # 0 
si T(E) n T(B) = 0 

(a, T(r¡)) 

{al si B n E # 0 
siBnE=0 

(r¡, a)(B, E) 

(a, r¡)(E, B) 

{al siAnT(E) # 0 
siAnT(E) = 0 

{al si E n T-1(A) # 0 
si E n T-1(A) = 0 

(r¡, a)r(E, A), 
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(T(r¡), T(r¡))T-l(T(E), T(F)) {~ si T(E) n 'J"2(F) # 0 
-

si T(E) n 'J"2(F) = 0 

{~ siT-1(E) nF # 0 
-

siT-1(E) nF = 0 

- (r¡, r¡)T(F, E) 

- (r¡, r¡)HE, F) 

Entonces 

(a,a)T(A,B) - (a,a)~_l(A,B) 

- (a,a)T-l(B,A) 

- (a, T(r¡))(T(r¡), a)T-l (B, A) 

- ~)a, T(r¡))(B, T(E))(T(r¡), a)r-l(T(E), A) 
EE,! 

- ~)T(r¡), a)(T(E), B)(a, T(r¡))r-l(A, T(E)) 
EE'I 

- ~)r¡, a)r(E, B)(a, r¡)(A, E) 
EE,! 

- ~)a, r¡)(A, E)(r¡, a)T(E, B) 
EE'I 

- (a, r¡)(r¡, a)r(A, B) 

y tenemos que 

(a, r¡)(r¡, a)T = (a, a)T, 
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y por otro lado 

(r¡, r¡)r(E, F) - (T(r¡), T(r¡))~-. (T(E), T(F)) 

- (T(r¡), T(r¡)h-.(T(F), T(E)) 

- (T(r¡), ah-.(a, T(r¡))(T(F), T(E)) 

- ~)T(r¡), a)T-.(T(F), A)(a, T(r¡)) (A, T(E)) 
AEa 

- ~)a, T(r¡))(A, T(E))(T(r¡), a)T-.(T(F), A) 
AEa 

- ~)r¡, a)T(E, A)(r¡, a)(A, F) 
AEa 

- (r¡, a)T(r¡, a)(E, F), 

por lo tanto 
(r¡, r¡)T = (r¡, a)T(r¡, a), 

lo que concluye la prueba. D 

Ahora la prueba del Teorema 5.2.1 

Demostraci6n. Para la demostración hace sólo falta ver un par de detalles debido a los lemas ya 
probados, estos detalles vienen a continuación. Sean G, H E 13. Entonces 

(-y, ,h(<p-l( G), <p-l(H)) - (('1' o Tm)-l(f3), ('1' o Tm)-l(f3))r(G, H) 

{~ si ('1' o T"')-l(G) n T-1((<p o T"')-l(H)) =10 
-

si ('1' o T"')-l(G) n T-1((<p o T"')-l(H)) = 0 

{~ si ('1' o T"')-l(G) n ('1' o T"'+l)-l(H) =10 
-

si ('1' o T"')-l(G) n ('1' o T"'+l)-l(H) = 0 

{~ si (1]' o <p)-l(G) n T-1((1]'+1 o <p)-l(H)) =10 
-

si (1]' o <p)-l(G) n T-1((1]'+1 o <p)-l(H)) = 0 

{~ si (1]' o <p)-l(G) n (1]' o '1')-1 (T¡¡1(H)) =10 
-

si (1]' o <p)-l(G) n (1]' o '1')-1 (Tii1(H)) = 0 

{~ si G n Tii1(H) =10 
-

si G n Tii1(H) = 0 

- (f3,f3hB(G,H) 
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y por lo tanto 

Por otro lado 

si y sólo si existe 
x E X A con x E A¡ n T- 1(Aj), 

si y sólo 1 = AXO,Xl A;,j, Y por ende (a, a)T = A. De manera análoga tenemos que B 
({J, {J)TB = (-y, 'Y)r, debido a los Lemas 5.2.1, 5.2.2 Y la Proposición 5.2.1, tenemos que A y B son 
matrices shift-fuertemente equivalentes, lo cual concluye la prueba. D 

5.2.2. Caso estocástico. 

En esta subsección demostramos la versión estocástica del Teorema de Clasificación. 

Teorema 5.2.2. Sean (Xn)nEZ y (Yn)nEZ dos cadenas de Markav irreducibles con espacio de estados 
finito y matrices de transici6n P y Q respectivamente, siendo pO = A y QO = B. Si (Xn)nEZ y 
(Yn)nEZ son conjugadas, entonces P y Q son estocásticamente shift-fuertemente equivalentes. 

Nuevamente, posponemos la demostración hasta contar con las herramientas necesarias para 
llevarla a cabo. Dada P una matriz estocática y A = pO, fijamos la notación J1 = J1p Y (X, T) = 
(XA,TA). 

Definici6n 5.2.6. Sean~, r¡ dos particiones abiertas y cerradas de X. Definimos las siguientes matri
ces indexadas por los elementos de la particiones, concretamente, para todo K E ~ Y E E r¡, 

[
1: ](K E) = J1(K n E) 
~,r¡, J1(K) 

y 

[
1: ] (K E) = J1(K n T-

1
(E)) 

~,r¡T , J1(K)' 

Una pequeña observación es importante, que la matrices definidas arriba son matrices estocásti
cas, ésto debido a que ambas están definidas sobre particiones. 

Definici6n 5.2.7. Definimos un generador como una partición P de X que cumple que para cada 
x # y E X, existe n E N tal que x y y están en distinta celda de la partición 

n 

V T-i(P). 
i=-n 

Un generador de Markov simplemente es una partición de Markov que es un generador. 

Lema 5.2.3. Sean a y r¡ particiones de Markav abiertas y cerradas tales que a -----+ r¡ 6 a ~ r¡. 
1 

Entonces 

[a, r¡] [r¡, a]T = [a, a]T Y [r¡, a]T[a, r¡] = [r¡, r¡]T. 
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Demostraci6n. Primero supongamos que a ----+ r¡. Entonces a V T- 1(a) t: r¡ t: a, y por lo tanto 
1 

[a, r¡][r¡, a]T(A, B) = 

Para lo otro, 

[r¡, a]T[a, r¡](E, F) 

¿ ¡.t(A n T-1(E)) ¡.t(E n B) 
EE~ ¡.t(A) ¡.t(E) 

¿ ¡.t(A n E ¡.t(E n T-1(B)) 
EcA ¡.t(A) ¡.t(E) 

¿ ¡.t(E) ¡.t(E n T-1(B)) 
EcA ¡.t(A) ¡.t(E) 

¿ ¡.t(E n T-1(B)) 

EcA ¡.t(A) 

¡.t(A n T-1(B)) 
¡.t(A) 

[a, a]T(A, B). 

¿[r¡, a]T(E, A)[a, r¡](A, F) 
AEc> 

¿ ¡.t(E n T-1(A)) ¡.t(A n F) 
AEc> ¡.t(E) ¡.t(A) 

¡.t(E n T-1(A)) ¡.t(A n F) 
¡.t( E) ¡.t( A) , 

(5.4) 

donde A es el único elemento de a que contiene a F. Hagamos una pausa para notar algo. Como A 
es el único elemento de a que contiene a F, anteriormente probamos que, a raíz de ésto, 

F= U AnT-1(B) 
BEEcc> 

y de aquí vemos que 

¡.t(E n T-1(F)) - ¡.t( U En T-1(A) n T-2(B)) 
BEECa 

¿ ¡.t(E n T-1(A) n T-2 (B)) 
BE:ECa 

"" ¡.t(E n T-
1
(A) n T-

2
(B)) (E T-1(A)) 

L..J ¡.t(E n T-l(A)) ¡.t n . 
BEEcc> 
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Ocupando la propiedad de Markov tenemos que 

" ¡.t(E n T-1(A) n T-2(B)) (E T-1(A)) 
L..,¿ ¡.t(E n T-l(A)) ¡.t n 

BE:ECa 

con lo cual tenemos que 

¡.t(E n T-1(F)) 
¡.t(F) 

¡.t(E n T-1(A)) (F) 
¡.t(A) ¡.t , 

¡.t(E n T-1(A)) 
¡.t(A) 

y así, regresando a la prueba original, de (5.4) concluimos que 

[r¡, a]T[a, r¡](E, F) = ¡.t(E n T-
1
(F)) ¡.t(A n F) 

¡.t( F) ¡.t( E) 

¡.t(E n T-1(F)) ¡.t(F) 
-

¡.t( F) ¡.t( E) 

¡.t(E n T-1(F)) 
-

¡.t(E) 

- [r¡, r¡]T(E, F) 

y por lo tanto 

[r¡, a]T[a, r¡] = [r¡, r¡]T, 

lo cual concluye el primer caso. 

Supongamos ailora que a ~ r¡. Entonces a V T-1(a) 1:: r¡ 1:: T-1(a) y hacemos lo mismo 
que en la prueba sin medida. Obtenemos que a ::S T(r¡) ::S a V T(a), y con ésto y ocupando el re
sultado anterior para las particiones a y T(r¡) Y la conjugación T-l, a causa de que a -----+ T(r¡) , 

1 T-l 
obtenemos que 

[a, T(r¡)][T(r¡), a]T-l = [a, a]T-l y [T(r¡), a]T-l [a, T(r¡)] = [T(r¡), T(r¡)]T-l. 
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Ahora observemos que 

[a, a]~_l (A, B) - [a, a]T-l (B, A) 

J1(B n T(A)) 
-

J1(B) 

J1(A n T-1(B)) 
-

J1(B) 

J1(A n T-1(B)) J1(A) 
-

J1(A) J1(B) 

J1(A) 
- [a, a]T(A, B) J1(B) 

(la segunda igualdad se debe a que J1 es T -invariante) y tanlbién 

[T(r¡), T(r¡)]~-l (T(E), T(F)) - [T(r¡), T(r¡)]T-l (T(F), T(E)) 

J1(T(F) n 'J"2(E)) 
-

J1(T(F)) 

J1(E n T-1(F)) 
-

J1(F) 

J1(E n T-1(F)) J1(E) 
-

J1(E) J1(F) 

J1(E) 
- [r¡,r¡]T(E,F) J1(F)' 

Ahora 

J1(A) 
[a, a]T(A, B) J1(B) - [a, a]~_l (A, B) 

- [a, a]T-l (B, A) = [a, T(r¡)][T(r¡), a]T-l (B, A) 

- ~)a, T(r¡)](B, T(E))[T(r¡), a]T-l(T(E), A) 
EE'1 

_ "J1(B n T(E)) J1(T(E) n T(A)) = ** 
E
L..J J1(B) J1(T(E)) 

E'1 
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y como la J1. es T -invariante, 

Con ésto tenemos que 

y entonces 

" J1.(A) - L.,..[a, '17] (A, E) ['17, a]T(E, B) (B) 
EE~ J1. 

J1.(A) 
- [a, '17]['17, a]T(A, B) J1.(B)' 

[a, a]T(A, B) = [a, '17] ['17, a]T(A, B), 

con lo cual 
[a, a]T = [a, '17]['17, alTo 

Ahora 
J1.(E) 

['17, r¡]T(E, F) J1.(F) - [T(r¡) , T(r¡)]~-. (T(E), T(F)) 

- [T(r¡) , T(r¡)]T-.(T(F), T(E)) 

- [T(r¡), a]T-' [a, T(r¡)] (T(F), T(E)) 

- L[T(r¡) , a]T-' (T(F), A) [a, T(r¡)] (A, T(E)) 
AEa 

-
L J1.(T(F) n T(A)) J1.(A n T(E)) 
AEa J1.(T(F)) J1.(A) 

-
L J1.(A n F) J1.(E n T-1(A)) 
AEa J1.(F) J1.(A) 

-
L J1.(A n F) J1.(E n T-1(A)) J1.(E) 
AEa J1.(A) J1.(E) J1.(F) 

L J1.(E) - ['17, a]T(E, A)[a, r¡](A, F) (F) 
AEa J1. 

J1.(E) 
- ['17, a]T[a, r¡](E, F) J1.(F) , 

(5.5) 
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y así obtenemos que 
¡.¡(E) ¡.¡(E) 

[r¡, r¡lT(E, F) ¡.¡(F) = [r¡, alT[a, r¡l(E, F) ¡.¡(F)' 

por lo que entonces 
[r¡, r¡lT(E, F) = [r¡, alT[a, r¡](E, F) 

y así 
[r¡, r¡lT = [r¡, alT[a, r¡l, 

lo cual concluye la prueba. D 

Lema 5.2.4. Sean a y r¡ dos paniciones abienas y cerradas de X tales que a --+ r¡ ó a ~ r¡. Si 
1 

a es un generador de Markuv, entonces r¡ también es un generador de Markuv. 

Demostración. Sean x i' y EX. Como a es un generador de Markov, en particular es un generador, 
y por ello existe n E N tal que x y y pertencen a distintas celdas de 

n 

V T-i(a). 
i=-n 

Por hip6tesis, a ~ r¡ 6 T-1(a) ~ r¡. Para el primer caso tenemos que Ti(a) ~ Ti(r¡) y para el 
segundo Ti-l(a) ~ Ti(r¡) Vi E Z. Si refinamos estas particiones para i = -n, ... n + 1, entonces 
tenemos que para el primer caso 

11.+1 11.+1 

V T-i(a) ~ V T-i(r¡) 
i=-n i=-n 

y para el segundo 
11. 11.+1 

V T-i(a) ~ V T-i(r¡), 
i=-(nH) i=-n 

pero para cualquiera de los dos casos, por transitividad, tenemos que 

11. n+l 

V T-i(a) ~ V T-i(r¡) ~ 
i=-n í=-n i=-(n+l) 

n+l 
Ahora supongamos que x E S Y Y E R para R y S celdas de V T-i(r¡). Así, existen celdas 

i=-(n+l) 
n 

Vy W de V T-i(a) tales que x E S e V y Y E R e W. A causa de ésto, W i' V, y por ello, 
i=-n 

S y R son conjuntos ajenos y por ende distintos. Entonces x y y pertenecen a distintas celdas de 
n+l 
V T-i(r¡), y con ésto obtenemos que r¡ es un generador. Ahora como a ~ r¡ ~ a V T-1(a), 

i=-(n+l) 
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ydeaquíque 

n-l n-l n-l n 

V T-i(a) ::S V T-i(r¡) ::S V T-i(a) V T-(i+1) (a) = V T-i(a). 
i=O i=O i=O i=O 

Entonces, con la notación de el capítulo 3, 

y usando la Proposición 3.3.4 para R la partición trivial obtenemos que 

Dividiendo entre n y tomando el límite cuando n ---+ 00, tenemos que h(T, r¡) = h(T, a). Como a 
es una partición de Markov, obetenemos que 

h(T, r¡) h(T,a) 

H(aIT-l(a)) 

H(a V T-l(a)IT-l(a)) 

> H(r¡IT-l(a)) 

> H(r¡IT-l(r¡)), 

donde la últimas dos desigualdades son debido a la Proposición 3.3.4 ya que 

Como 

y (r¡ll,~ )iEN es una sucesión que se refina, 

Como r¡ll,i] t: T-l(r¡) para toda i, 

00 

r¡ + = V r¡ll,il 
i=l 

h(T, r¡) = H(r¡Ir¡+) = lím H(r¡Ir¡ll,il) :o:::: H(r¡IT-l(r¡)), 
n->oo 

con 10 cual tenemos que 
h(T, r¡) :o:::: H(r¡IT-l(r¡)) :o:::: h(T, r¡) 

y por 10 tanto 
h(T, r¡) = H(r¡IT-l(r¡)) 

Por el Teorema 3.4.1 concluimos que r¡ es una partición de Markov y como es un generador, es 
también un generador de Markov, 10 cual termina con la prueba del lema. D 



5.2. TEOREMA DE CLASIFICACIÓN DE CADENAS DEMARKOV HOMOGÉNEAS (PRIMERA IMPLICAC 

Demostraci6n del Teorema 5.2.2. Sean E, FE (3. Entonces 

Así, 

y 

[" ,]T((cp o T"')-l(E), ('1' o T"')-l(F)) = /1(('1' o T"')-l(E) n T-l((cp o T"')-l(F))) 
/1(('1' o rm)-l(E)) 

/1(('1' o T"')-l(E) n ('1' o T"'+l)-l(F)) 
-

/1(('1' o rm)-l(E)) 

/1(T-m(cp-l(E)) n T-(m+l)((cp-l(F)))) 
-

/1(T-m(cp-l(E))) 

/1(T-m(cp-l(E) n T-l(cp-l(F)))) 
-

/1(T-m(cp-l(E))) 

/1('1'-1 (E) n T-l(cp-l(F))) 
-

/1(cp-l(E)) 

/1('1'-1 (E) n ('1' o T)-l(F)) 
-

/1(cp-l(E)) 

/1('1'-1 (E) n (TB o cp)-l(F)) 
-

/1(cp-l(E)) 

/1('1'-1 (E) n cp-l(Tiil(F))) 
-

/1(cp-l(E)) 

/1('1'-1 (E n Tiil(F))) /1Q(E n Tiil(F)) 
/1('1' l(E)) /1Q(E) 

- [(3, (3]TB (E, F). 

/1(Ai n T-l(Aj)) 
[a, a]T(Ai, Aj) = /1(A

i
) 

/1(Co(ij)) 
-

/1(Ai) 

/1(Xo = i, Xl = j) 
-

/1(Xo = i) 

- /1(Xo = i, Xl = jlXo = i) 

- P;,j, 

por lo que P = [a, a]T Y de manera análoga Q = [(3, (3]T. 
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Veamos que a es una partición de Markov. Si (xí)f~o es un conjunto finito de índices considera
mos a la familia de (Ax.) f~o de elementos de la partición a, entonces 

Jl(Axo n T-l AXl n T-2 AX2 '" nT-n AXn) Jl(CO(XOXl ... xn)) 
Jl(Axo nT-lAx1 nT-2Ax2 oo. nT-(n-lJAxn_1) Jl(CO(XOXl"'Xn-¡)) 

Jl(Xo = Xo, Xl = Xl, ... , X n = Xn) 
Jl(XO = XO, Xl = Xl, ... , X n- l = Xn-¡) 

Jl(Xn = Xn, X n- l = Xn-¡) 
Jl(Xn- l = Xn-¡) 

Jl(CO(Xn-lXn)) 
Jl(AXn_1) 

Jl(AXn_l n T-l(AxJ)) 
Jl(AXn _ 1) 

por lo que efectivamente a es una partición de Markov. Es un generador por que los cilindros cen
trados cumplen con la propiedad de que cualquier par de elementos de X cumplen con estar en dos 
cilindros centrados en cero, distintos y del mismo tamaño (para algún tamaño). Ahora, ya que ésto 
ocurre, tenemos que las hipótesis de los Lemas 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3, 5.2.4 y la Proposición 5.2.1 se 
cumplen, lo que implica que 

[a, alT y [" ,lT 
son estocásticamente shift-fuertemente equivalentes, y por ende P y Q lo son. Por lo tanto (Xn)nEZ 
y (Yn)nEZ son estocásticamente shift-fuertemente equivalentes lo cual concluye con esta prueba y 
con la sección. D 

5.3. Suficiencia de las series paralelas 

Observación 5.3.1. Sean P y Q dos matrices estocásticas no triviales (que no tienen renglones o 
columnas de únicamente de ceros). Supongamos que P y Q son estocásticamente shift-fuertemente 
equivalentes, y supongamos también que la longitud de dicha equivalencia es 1 (es decir P = Pl Ql 
Y QlPl = Q). Si P es reducible (es decir existen i, j tal que 'In E N P.¡'] = O), entonces Q también, 
y por lo tanto P es irreducible si y sólo si Q es irreducible. 

Demostración. Como P es reducible tenemos que existen i,j tal que 'In E N Pi'] = O, pero como 
P y Q son estocásticamente shift-fuertemente equivalentes y dicha condición está dada por 2 ma
trices Pl y Ql, de forma que P = PlQl Y QlPl = Q, PPl = PlQlPl = PlQ. Por lo anterior, 
pn+l = ppn = PlQlpn = PlQnQ¡, y con ésto, 'In E N, 

0= P[j+l = (P¡Q"Q¡);j = L PlitQ;¡Qllj' 
t,l 
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Como Py Q son no triviales, también son no triviales Ql y PI. En efecto, ya que P = P1Ql, Q1P1 = 

Q, tendrías que si existe 

1. un renglón en PI cero, el mismo renglón tendría que ser cero en P; 

2. una columna en PI cero, la misma columna tendría que ser cero en Q; 

3. un renglón en Ql cero, el mismo renglón tendría que ser cero en Q; 

4. una columna en Ql cero, la misma columna tendría que ser cero en P. 

Estos 4 puntos son una contradicción, por lo que entonces existen t y 1 tales que PlitQ1lj # O, lo 
que indica que el hecho de P1itQ;jQ1lj = O es necesariamente causa de que Q;j = O, por lo tanto Q 
es reducible. D 

Teorema 5.3.1. Sean (Xn)nEZ y (Yn)nEZ dos cadenas de Markov irreducibles con espacio de esta
dos finito, sus matrices de probabilidades de transición P y Q respectivamente, siendo pO = A Y 
QO = B. Si (Xn)nEZ y (Yn)nEZ son estocásticamente shift-fuenemente equivalentes, entonces ambas 
cadenas son isomorfas por bloques (block-isomorfas), es decir, son conjugadas. 

Demostración. Por hipótesis tenemos que existen matrices estocásticas Ui, V;, i = O, ... , n tales que 

y 
pO = u8voO, voou8 = ufVjO, VjOuf = U~V2°" .. ,V.?_¡U~_l = u~V.? = QO. 

Basta probar este resultado para n = 1. Si suponemos que ocurre para n = 1, entonces tomamos 
en cada producto de arriba la cadena de Markov (X:")mEZ asociada a la matriz U1 Vi (está matriz 
es no trivial, pues de serlo, por 5.3, Q sería trivial, pero ésto no puede pasar por ser matriz de 
transición de probabilidades de una cadena de Markov, por ello, debido a la Observación 5.3.1 
también es irreducible). Tenemos entonces una serie de conjugaciones que preservan la medida 
respectiva de un espacio de un sistema dinámico a otro, de forma que la primera conjugación sale 
de (Xpo, Tpo, !B(7), ¡.tp) y la última llega a (XQo, TQo,!B( 7), ¡.tQ). Al final, la composición preserva 
la medida desde el primer espacio hasta el último por transitividad, y composición de conjugaciones 
es una conjugación, lo cual terminaría el resultado de ser cierta nuestra afirmación. 

Mora veámoslo para n = 1. Supongamos que 

P=UVyVU=Q 

y 
A = UOVO y VOUo = B. 

Definimos <p: X A -+ X B por <p(x) = y donde Yn es el único estado tal que 

Entonces sólo hace falta ver que efectivamente <p es el código de bloques definido por 
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Primero, Yn es adyascente a Yn+1 debido a que 

lo cual nos dice que s = n + 1 Y con ello 

(UO VO )UO = (UO VO )(UO VO ) = (1)(1) = 1 
XnYn YnX.. X"Yn+l XnYn YnXn+l Xn+lYn+l Yn+lXn+2 . 

Lo siguiente es definir otra función de manera análoga1,b : X B --+ X A , ahora1,b(y) = x donde Xn+l 

es el único estado tal que 

Sólo hace falta ver que efectivamente cp es el código de bloques definido por W(YnYn+1) = xn+1' 
Tenemos que Xn+l es adyascente a X,,+2 debido a que 

lo cual nos dice que s = n + 1 Y con ello 

Ahora vemos que 
(cp o 1,b(Y))i cp( 1,b(Y))i 

iP( 1,b(y )i1,b(y )i+¡) 

y entonces 

cp o 1,b(y) = TXB(Y) y también cp o 1,b = TXB . 

De manera análoga se prueba que 
1,b o cp = TXA 

y con ésto se ve que las dos efectivamente son conjugaciones puesto que son códigos de bloques 
biyectivos. Falta ver que esta conjugación preserva la medida, lo cual haremos como sigue. Siendo 
4J(x) = y, 
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Con esta serie de igualdades, y debido a que tenemos una cantidad finita de estados, podemos tomar 

el máximo 7rp¡xo~ U"'01/O v¡'n"'n+l sobre todos los estados, lo cual es una cota para el cociente 
7rQ Yo 

IIp(XOX¡ ... xn+¡) 
IlQ(YOY¡Y2 ... Yn) 

IIp(B) 
Ildcp(B)) . 

Por la forma de la a-álgebra de Borel y por la Observación 5.1.2, podemos afirmar que también hay 
una cota para 

IIp(B) 
IlQ(cp(B)) 

con BE Bx(C), Y como A" sólo es la compleción de la a-álgebra de Borel, también hay una cota 
para 

IIp(B) 
IlQ(cp(B)) 

con B E A". Análogamente podemos encontrar una cota para !'~~~)), Y de aquí obtenemos que las 
medidas IlQ o cp y IlP son equivalentes y ambas son ergódicas y -invariantes en X A • Sea E E A'. 
Entonces llE es A"-medible, y usando el Teorema Ergódico de Birkhoff (Teorema 3.5.1), tenemos 
que 

n-¡ 
¿llEoT 

= J llEdllp lím i=O (5.6) IlP-c.s. 
n-->oo n 

y 
n-¡ 
¿llEoT 

= J llEdllQ o cp lím ;=0 (IlQ o cp )-c.s. (5.7) 
n-->oo n 

Entonces existe un conjunto Np tal que IIp(N) = O Y tal que 

w f/. N, (5.8) 

pero entonces, como son medidas equivalentes, tenemos que IlQ o cp(N) = O. Entonces 

(IlQ o cp )-c.s. (5.9) 

y como el límite es único en espacios métricos, 

IlQ o cp(E) = J llEdllQ o cp = J llEdllp = IIp(E). 

Por lo tanto, efectivamente la conjugación preserva la medida y por ende las dos cadenas son block
isomorfas (conjugadas )con 10 que se concluye el resultado. D 
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Apéndice A 

UN POCO DE TEORIA DE LA MEDIDA 

A.l. Integrabilidad uniforme 

Definición A. 1. 1. Ahora decimos que (Xn)nEZ un proceso estocástico es uniformemente integrable 
si todas las variables del proceso son acotadas en L 1, es decir, 

sup{E[IXnl]} < 00 
nEI\I 

y además 

Teorema A.I.I. Sea (Xn)nEZ un proceso estocástico tal que 

y además es uniformemente integrable. Entonces 

L' X n ---tX. 
n .... oo 

Demostración. Observemos que s6lo basta probar que 

E[IXn - XI] = J IXn - XldlP ---t O. 
n .... oo 

Vemos que 

E[IXn - XIR{IXnl>x}] + E[lXn - XIR{IXnl~x}] 

:5 sup{E[IXn - XIR{IXnl>x}]} + E[IXn - XIR{IXnl~x}], 
nEI\I 

y por el Teorema de Convergencia Dominada (revisar [1] pag.61), y a causa de que 

X I'-C.s. X 
n -'-------+ , 

n .... oo 

91 



92 APÉNDICE A. UN POCO DE TEORIA DE LA MEDIDA 

al tomar límite conluimos que 

sup{E[IXn - Xlll{lxnl>x}]} + E[O] = sup{E[lXn - Xlll{IXnl>x}]} 
nEN nEN 

< sup{E[IXnlll{IXnl>x}]} + sup{E[lXlll{IXnl>x}]}' 
nEN nEN 

Tomando ahora el límite de x -+ 00, a causa del Teorema de Convergencia Dominada(revisar [1] 
pag.61), y del hecho de que el proceso es uniformemente integrable, obtenemos que 

lím E[lXn - XI] 
n-too 

lím lím E[IXn - XI] 
x-too n-too 

0+ sup{E[IXI![0]} 
nEN 

0+0, 

lo cual concluye la prueba. D 

Proposición A.I.1. Sean (;Jn)nEN una filtración y X una variable aleatoria integrable (esperanza 
finita). Entonces (Yn = [XI;Jn])nEN es una martingala con respecto a (;Jn)nEN y además uniforme
mente integrable. 

Demostración. Para ver que es una martingala, usando la desigualdad de Jensen condicional 

y la propiedad de medibilidad es obvia, 

con esto vemos que efectivamente es una martingala. 
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Para ver que es Wliformemente integrable 

con lo cual obtenemos que 

E[IE[XI.Jnll1[{IIEIXIa'nll>a} 1 

< E[E[IXII.Jnl][{IEIIXIIa'nl>a}l 

E[IXI][{EIIXIIa'nl>a}] 

< KlP'(E[IXII.Jnl > a) + E[][{lxl>K}IXll 

< KE[E[lXII.Jn]] + E[][{lxl>K}IXll 
a 
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tomando el límite cuando a ---+ 00, despues K ---+ 00 por teorema de convergencia dominada obte
nemosque 

y por lo tanto 

Por lo tanto es uniformemente integrable. 

< límK-+ooE[][{lxl>K}IXll 

E[límK-+oo ][{lxl>K}IXll 

o 

D 

Teorema A.l.2. (Teorema de convergencia de martingalas) Sea (Xn)nEN una submartingala tal que 
SUPnENE[X;;] < oo. Entonces existe X variable aleatoria tal que 

X C.8. X 
n -----+ . 

n-+oo 
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Teorema A.1.3. Sean (;Jn)nEN unafiltraci6n y X una variable aleatoria integrable( esperanza finita) 
entonces (Yn = lE[XI;Jn])nEN converge a lE[XI V nEN ;Jn] donde V nEN;Jn = a(UnEN;Jn) 

Demostraci6n. 

SUPnEN lE[I[XI;Jnll] 

< sUPnEN lE[lE[lXII;Jn]] 

SUPnENlE[lXI] < 00 

de aqui que podemos ocupar el teorema anterior y entonces el proceso (lE[XI;Jn])nEN es una martin
gala uniformemente integrable que converge c.s. a una variable aleatoria integrable, por la proposi
ción A.l.I converge en Ll, ahora sea A E UnEN;Jn tenemos que 

entonces existe N E N tal que A E ;JN y como estamos tratando con una filtración A E ;Jn Vn;::: N 
entonces 

Sea 

de está definición obtenemos que 

nEN 

y ahora es fácil ver que 1i es una álgebra sea A E 1i entonces 

lE[Xlln] -lE[XllA ] 

lE[X]-lE[XllA] = lE[X(l -llA)] 

lE[XllAc] 



A.l. INTEGRABILIDAD UNIFORME 95 

y con esto tenemos que n\A E 1l, como todas las a-álgebras tienen a n entonces 

Sean A, B E UnEN ~n entonces 3n, m E N tal que A E ~n, B E ~m,s.p.g. n ~ m lo cual implica 
que A,B E ~m, asi A U B E ~m e UnEN~n y por ende 

U~n 
nEN 

es una álgebra, abora veamos que 1l es una clase monótona, s.p.g hagamoslo para creciente por 
lo anterior abora supongamos que (An)nEN E 1l una sucesión monotona de conjuntos en 1l y sea 
A = UnEN An entonces 

por otro lado 

de igual manera 

lím YmllAn ----t lím YmllA 
m400 n400 m400 

y además 

donde ambas cotas esta en L 1 entonces por el teorema de convergencia dominada (revisar [1] pag.61) 
tenemos que 

y con esto obtenemos que A E 1l lo cual nos dice que 1l es una clase monotona que contiene al 
álgebra, es decir tenemos que 

con lo cual por el lema de clases monotonas (revisar [5] pag.116) tenemos que V ~n e 1l y por lo 
nEN 

tanto 

\fA E V nEN ~n por lo tanto 

D 
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A.2. Medidas de Probabilidad Ergódicas 

Para comprender por completo las pruebas a la mayoria de los enunciados que estan a conti
nuación, es conveniente leer antes definiciones básicas topológicas usadas de manera natural en este 
texto, que se pueden hallar en [6] como normalidad, regularidad (axiomas de separación en general), 
compacidad y compacidad local. Un resultado básico necesario es el que sigue a continuación. 

Teorema A.2.1. Sea X un espacio topológico compacto Hausdorff, las siguientes son equivalentes 

l. X es metrizable. 

2. X es 2-numerable. 

3. C(X) (el espacio de todas las funciones continuas complejo valuadas en X J es separable. 

Definición A.2.l. Sea un espacio topológico compacto X definimos: 

M(X) = {m : m es una medida de probabilidad en la u-álgebra de borel deX} 

Definición A.2.2. Definimos la topología debíZ' en M (X) como la topología mas pequeña que hace 
que cada una de las funciones ¡.¡, >-+ Ix fd¡.¡, con f E C(X) sean continuas. Una base es dada por la 
colección de todos los conjuntos de la forma 

V,,(fl,'" fk; E) = {m E M(X)IIJ J;dm - J J;d¡.¡,1 < E, 1 ~ i ~ k} 
donde ¡.¡, E M(X), k 2': 1, fi E C(X) y E > O. 

Teorema A.2.2. Si X es un espacio compacto metrizable entonces el espacio M(X) es metrizable 
bajo la topología debiZ'. Si (fi);EN ¡;;; C(X) es un conjunto denso entonces 

es una metrica para diclw espacio. 

La demostración de este teorema se sale un poco del contexto del trabajo, puede revisarse en [7] 
pago 148. 

Teorema A.2.3. Sea ¡.¡, una medida de probabilidad de borel (es decir, una medida en la o' -álgebra de 
borelJ de un espacio métrico. Entonces ¡.¡, es regular(es decir, VB E B(X) y VE> O:J un abierto U, 
y un cerrado C, con C, ¡;;; B ¡;;; U, Y ¡.¡,(U, \C,) < E J. 

Corolario A.2.1. Una medida de probabilidad ¡.¡, de borel de un espacio métrico, para B E B(X) 
se tiene que 

¡.¡,(B) = sup ¡.¡,(C) y ¡.¡,(B) = sup ¡.¡,(A) 
e cerrado,C~B A abierto,A;2B 

Las demostraciones del corolario y teorema anteriores son resultados clasicos de teoria de la 
medida, se pueden revisar en [7] pago 147. 
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Teorema A.2.4. Sean ¡.t, v dos medidas de probabilidad de borel en un espacio metrico X. 
Si Jx fdv = Jx fd¡.t Vf E C(X) entonces ¡.t = v. 
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Demostración. Por el corolario A.2.1 basta revisar ¡.t(C) = v(C) con C cerrado.Supongamos C 
cerrado y E > O.Por la regularidad de ¡.t existe un conjunto abierto U con C <;; U con ¡.t(U\C) < E. 

Definimos f: X -----t lR por : 

{
O 

f(x) = d(x,X\Ul 
d(x,X\Ul+d(x,Gl 

six ~ U 
six E U 

Esta bien definida pues no tiene denominador O. A causa de que en cualquier cerrado contenido en 
(0,1) la f(x) = d(x,~~u~~~lx,Gl que es una función continua y asi la imagen inversa de dicho es 
cerrada, f = O en X\U, f = 1 en C entonces f es continua. Así obtenemos 

y como esto se ocurre para E arbitraria positiva, obtenemos 

¡.t( C) :o:::: v( C) 

y analogamente 
v(C) :o:::: ¡.t(C), 

lo que concluye la prueba. D 

Observación A.2.1. Sea X un espacio métrico compacto. 

1. ¡.tn -----t ¡.t en la topología debiZ* si y sólo si V f E C (X) J fd¡.tn -----t J f d¡.t 

2. ¡.tn¡.t E M (X) ,n :;:,: 1 lo siguientes son equivalentes : 

a) ¡.tn -----t ¡.t 

b) Para cada cerrado F subconjunto de X, límsuPn-too ¡.tn(F) :o:::: ¡.t(F) y para cada abierto 
U de X tenemos que lím infn-too J.Ln(U) :;:,: ¡.t(U) 

c) Para cada boreliano B con ¡.t(a(B)) = O tenemos que ¡.tn(B) -----t ¡.t(B) 

Demostración. El primero es obvio del hecho que M(X) es metrizable y por su forma de la métrica. 
Como en el trabajo sólo ocupamos que 2a implica 2c, sólo probaremos dicha implicación. 

Sea F un cerrado y k > O, definimos Uk = {x E Xld(x,F) < n, dichos conjuntos Uk es 
una familia de abiertos que decrecen a F entonces ¡.t(Uk) -----t ¡.t(F). Debido a que X es compacto 
también es localmente compacto usando el teorema 6.4 de [6] pago 238 obtenemos que X es regular 
y por ser compacto es normal, ahora usando el lema de Urysonh (se puede checar en el mismo texto 
[6] pag.146), existe !k E C(X) tal que O :o:::: fk(X) :o:::: 1, !k(x) = O en X\Uk y!k(x) = 1 en F 
,entonces 
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entonces 
límsup¡.tn(F) ::; ¡.t(F). 

n-too 
Ahora usando este mismo hecho tenemos que 

límsup¡.tn(X\U) ::; ¡.t(X\U) 
n-too 

de aquí que 
líminf ¡.tn(U) ?: ¡.t(U), 
n-too 

de esto tenemos la primera implicación. 
De aquí seguimos con suponer que ocurre el segundo punto y que ¡.t( 8( A)) = O entonces 

¡.t(int(A)) = ¡.t(A) = ¡.t(A). 

Como 
límsup ¡.tn(A) ::; ¡.t(A) = ¡.t(A) Y líminf ¡.tn(int(A)) ?: ¡.t(intA) = ¡.t(A) 

n-too n-too 

y a razon de que 
¡.t(A) ¡.t(intA) ::; líminfn-too ¡.tn(int(A)) 

¡.t(A) 

de lo cual concluimos que ¡.tn(A) --+ ¡.t(A) D 

Teorema A.2.5. (Teorema de Representación de Riesz) Sean X un espacio métrico compacto y 
J: C(X) >-+ e una funcional lineal continua tal que J es un operador positivo (es decir si I ?: O 
entonces J(J) ?: O) Y J(l) = 1. Entonces existe ¡.t E M(X) tal que 

J(J) = L Id¡.t VI E C(X) 

Teorema A.2.6. Sea X un espacio topológico. Si X es compacto metrizable entonces M(X) es 
compacto metrizable con la topología debil*. 

Demostración. Denotaremos ¡.t(J) = J Id¡.t. Sean una sucesion J1n en M(X) y f¡, 12, 13,'" un 
conjunto denso en C(X), la sucesion ¡.tn(J¡) es acotada en e entonces tiene una subsucesion con
vergente ¡.t~(J¡), de igual manera ¡.t~(h) es acotada entonces tiene una subsucesion convergente 
¡.t~(J2), aquí hacemos notar que ¡.t~(h) tambien converge, asi sucesivamente construimos ¡.t~ una 
subsucesion convergente de J1n de tal manera que ¡.t~ S;; ¡.t~-l S;; •.• S;; ¡.t~ S;; ¡.tm además ¡.t~(h) 
converge para cada j ::; i, así tomamos la sucesion diagonal ¡.t~, con esto no es muy dificil ver que 
¡.t~(J;) converge Vi. Sea I E C(X), como (Ji)iEN es denso entonces existe (Jn.)'EN una sucesion que 
converge a I en C(X), y asi 

¡.t: (J) = J I d¡.t: = J lím 1", d¡.t: = lím J I ni d¡.t: 
~--+oo t--+oo 
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la última igualdad es debido a que f n; ~ f, de igual manera lílI4-+oo J f n; dJ1.~ converge, con lo 
cual J1.~ (f) también converge. Sea 

J(J) = lím J1.:(J), 
n-+oo 

por propiedades del limite y la integral J es un funcional lineal y como 

IJ(f)1 = llím J1.:(J) I :o::; Ilfll, 
n-+oo 

tenemos que es continua y también es positiva entonces por el teorema A.2.5 (Teorema de Repre
sentación de Riesz) existe una medida de borel J1. en X tal que J(J) = J fdJ1. de aquí J1.~ ~ J1., Y 
lo matrizable sale de el Teorema A.2.210 que nos permite concluir que M(X) es compacto metri
zable. D 

Definición A.2.3. Sea X un espacio metrico compacto, A un boreliano y T: X ~ X medible 
denotamos (TJ1.)(A) = J1.(T- 1(A)) 

Observación A.2.2. J fd(TJ1.) = J f o TdJ1. 

Demostración. Nota que para cualquier indicadora medible se vale la observación de aqui se vale 
para funciones medibles por el procedimiento estandar, en particular para continuas. D 

Corolario A.2.2. Sean X un espacio métrico compacto, T: X ~ X continua y J1. E M(X). 
Entonces J1. es T-invariante si y sólo si 

J fdJ1. = J f o TdJ1. 

Demostración. Primero si J1. E M (X) Y J1. es T -invariante tenemos que T J1. = J1., por la observación 
5.1.2 obtenemos que 

J fdJ1. = J f o TdJ1.. 

Para la otra implicación como 

J fdJ1. = J f o TdJ1. y J fd(TJ1.) = J f o TdJ1., 

asi obtenemos que 

J fdJ1. = J fd(TJ1.) 

lo cual por el teorema A.2.4 llegamos a que J1. = T J1.. D 

Definición A.2.4. Sean X un conjunto, S ¡;;; p(X) (p(X) el conjunto potencia). Decimos que S es 
una semi-álgebra si cumple con lo siguiente: 

1. X,0 E S 

2. A, B E S entonces A n B E S 
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3. A E S entonces existe (Ai)i~I, ... ,n <:;:: S tal que Al = A, Ai <:;:: Ai+1 Y 

Ai+1 \Ai E S Vi = 1, ... , n 

Una medida sobre S es una medida solamente que es a-aditiva para el caso de las uniones numera
bles ajenas que caen en S. 

Observación A.2.3. M(X) es un conjunto convexo. 

Esto debido a que a E [0,1] ¡.t, v E M(X) implíca que a¡.t + (1 - a)v E M(X) 

Lema A.2.1. Los pUJ'ltos extremos de M(X) son medidas ergódicas.(Un pUJ'lto extremo ¡.t es aquel 
que si O < a < 1 tal que ¡.t = a¡.tl + (1 - a)/L2, entonces ¡.tI = ¡.t2) 

Demostración. Si ¡.t es una medida que no es ergódica entonces existe B E B tal que T-I(B) = B 
con O < ¡.t(B) < 1. 

A n B ¡.t(A n X\B) 
¡.t(A) = ¡.t(A n B) + ¡.t(A n X\B) = ¡.t(B) ¡.t(B) + ¡.t(X\B) ¡.t(X\B) 

S - (B) (A) - AnB (A) _ ¡t(AnX\B) ea a - ¡.t , ¡.tI - ",(B) Y ¡.t2 - ",(X\B) entonces 

¡.t = a¡.tl + (1 - a)¡.t2, 

claramente ¡.tI Y ¡.t2 son diferentes lo cual termina la proposición. D 

Teorema A.2.7. Sean X UJ'I espacio metrico compacto, S UJ'Ia semiálgebra que genera a los bore
lianos cuyos elementos son abiertos y cerrados simultaneamente, T: X --+ X continua, ¡.ts una 
medida sobre S entonces el conjUJ'lto 

M(X, T, ¡.ts) = {¡.t E M(X)I¡.t es T-invariante y ¡.tls = ¡.ts} 

es compacto. 

Demostración. Sólo hace falta ver que dicho conjunto es cerrado. Sea (¡.tn)nEN <:;:: M(X, T, ¡.ts) con 
¡.tn --+ ¡.t E M(X), ocurre que 

J f o Td¡.t = lím J f o Td¡.tn = lím J fd¡.tn = J fd¡.t 
n~oo n~oo 

debido a la observación A.2.l y a la hipótesis de la sucesión, en consecuencia por el corolario A.2.2 
se tiene que ¡.tes T -invariante. Ahora para ver la otra condición, tenemos que los elementos de S son 
abiertos y cerrados, por ende su frontera es vacía y a causa de que ¡.tn --+ ¡.t, por la observación 
A.2.1 ¡.tn(B) --+ ¡.t(B) VB E S. Sea B E S ¡.t(B) = líIDn->oo ¡.tn(B) = líIDn->oo ¡.ts(B) = ¡.ts(B) 
con lo cual ¡.t E M(X, T, ¡.ts) lo q concluye la prueba. D 

Teorema A.2.S. Sean X UJ'I espacio metrico compacto,S UJ'Ia semiálgebra que genera a los borelia
nos cuyos elementos son abiertos y cerrados simultaneamente, T: X --+ X continua, UJ'Ia medida 
¡.ts sobre S entonces existe UJ'Ia medida de probabilidad T-ergódica ¡.t tal que ¡.tls = ¡.ts. 
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Demostraci6n. Primero elegimos (fkhEN un conjunto denso de C(X) ahora como la función J.! I-t 

J fodJ.! es continua en 
M(X, T, J.!s), 

debido a que es compacto existe al menos lJ E M(X, T, J.!s) tal que 

j 
fodlJ = sup j fodJ.!. 

P.EM(X,T,p.s) 

De nuevo sea 

No = {lJ E M(X, T,J.!s)1 jfodlJ = sup jfodJ.!} 
p.EM(X,T,p.s) 

por ser Haussdorf e y J.! I-t J fodJ.! una función continua No es cerrado y por tanto compacto, de 
manera analoga existe al menos lJ E M(X, T, J.!s) tal que 

Similarmente 

j 
fldlJ = sup j fldJ.!. 

p.ENo 

Ni = {lJ E Nol j fldJ.! = :':A j J¡dJ.!} 

y siguiendo el mismo razonamiento Nl ~ No ~ M(X, T, J.!s) todos no vacios y cerrados. Defini
mos de manera inductiva 

y como en el razonamiento anterior N k ~ N k- l ~ ... Nl ~ No ~ M (X, T, J.!s) donde cada con
junto es compacto y metrizable.Esta sucesion de conjuntos es decreciente anidada y de compactos 
entonces nkEN Nk es no vació. Sea lJ E nkEN Nk probaremos que este es un punto extremo, supon
gamos lJ = aJ.!l + (1 - a) J.!2 lo que necesitamos probar es que J.!l = J.l2, primero probaremos que 
J fkdJ.!l = J fk dJ.!2 para cualquier k. Sea k = O, como lJ E No observamos que 

a J fodJ.!l + (1 - a) J fodJ.!2 J fodlJ 

> a J fodJ.!; + (1 - a) J fod¡.t; para i = 1,2, 

esto nos dice directamente que J fodJ.!j ~ J fod¡.t; con i, j = 1,2 con lo cual J fodJ.!l = J fodJ.!2.Ahora 
supongamos que pasa para k, como lJ E Nk+l tenemos que 
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analogamente J fk+Id¡.tj ~ J fk+Id/li y finalmente que J fk+Id¡.t1 = J fk+ IdJ12. Sabemos que 
cualquier función en C(X) es limite uniforme de fn; 's, entonces también se vale J fd¡.t1 = J fd¡.t2 
Vf E C(X), por el teorema A.2.4 tenemos que ¡.tI = ¡.t2 y por e11ema A.2.1 tenemos que v es 
T -ergódica. D 



Apéndice B 

" ALGO DE ANALISIS MATEMATICO 

B.l. Teorema de Hahn-Banach 

Teorema B.1.1. (Teorema de Hahn-Banach) Sean (X, 1111) un espacio de Banach, Y e X un subes
pacio, f : (Y, 1111) ----t lF una funcional lineal continua. Entonces existe luna extension de f, hacia 
X lineal y continua, además Ilfll = IIIII( es decir existel: (X, 1111) ----t lF una funcional lineal y 
continua con Ilfll = 11I11 y Ily = f). 

Corolario B.l.l. Sean (X, 1111) un espacio de Banach, Y e X un subespacio cerrado propio, 
Xo E X\Y y d(x, Y) = d > O. Entonces existe f E X' tal que Ilfll = 1, f(Y) = {O} Y f(xo) = d 

Corolario B.1.2. Sean (X', 11 . 11) un espacio de Banach y Y' <;; W' <;; X' con W' cerrado (de 
Banach). Entonces Y' es denso en W' si y sólo si para toda f E W" que se anule en Y' tenemos 
que también se anula en W' (e.d. f(y) = O, \fy E Y' entonces f(w) = O, \fw E W') 

Demostración. Para la ida supongamos Y' denso en W', f E W" con f(y) = O \fy E Y'. Como 
Y' es denso en W', sea E > O Y w E W' entonces existe y E Y' tal que Ily - wll < E, como f es 
continua existe K ;::: O tal que 

If(w)1 If(w - y) + f(y)1 

If(w - y)1 

Kllw-yll 

< EK+O 

EK 

Y como epsilon es arbitraria concluimos que f ( w) = O, \fw E W·. 
Para el regreso aplicamos el corolario del teorema de Habn-Banach Y' <;; W', supongamos que 

Y' no es denso en W', es decir y. oF W', así existe Xo E W*\Y', a causa del corolario anterior 
existe fE W" tal que f(YO) = {O} Y f(xo) = d, entonces f se anula en y. en particular en Y', 
pero no se anula en todo W' pues no se anula en Xo con lo cual llegamos a una contradicción, por lo 
tanto y. = w· con lo cual tenemos que Y' es denso en w·. D 
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