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ABSTRACT

El Revenue Management es un area de la Investigacion de Operaciones que tiene como obje-
tivo maximizar las ganancias utilizando la heterogeneidad de los consumidores de un mercado.
Diversas industrias han utilizado sistemas de Revenu Management en los tltimos anos mientras
que el estudio académico ha sido rezagado. Este trabajo presenta la teoria béasica que sustenta
al Revenue Management e ilustra el modelo determinista y modelo lineal probabilistico para
el calculo de limites de venta. Ademads ejemplifica el método de Bellman para la resoluciéon
del modelo lineal probabilistico y propone una simplificaciéon del problema general para poder

resolverlo con el analisis de la regla de Littlewood.
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Introduccion

Conforme fui avanzando en la licenciatura, entré en contacto con las distintas dreas de la
Actuaria: Finanzas, Probabilidad, Estadistica, Investigacién de Operaciones, Calculo Actuarial,
entre otras. A diferencia de la mayoria de mis companeros y amigos, quedé fascinado con todas
y cada una de las areas; tal vez de unas mas que otras, pero nunca llegué a querer especializarme
en alguna particularmente ni me desagradé materia alguna. Tal fue mi gusto por la carrera que
segui tomando materias cuando ya tenia el total de créditos cubierto y comencé a dar clases

como adjunto en la facultad.

Al principio no me preocupé mucho por la tesis, pensaba que saldria a su tiempo y forma
cuando llegara el momento, pero pronto me di cuenta que no seria tan sencilla su realizacién. El
primer problema que debi afrontar fue encontrar quien me quisiera y pudiera asesorar. Después
de conseguir asesor, tuve el problema de seleccionar el tema a desarrollar. Originalmente queria
realizar un trabajo sobre graficas aleatorias, un tema que me agrado bastante cuando llevé la
materia de Procesos Estocasticos II. Sin embargo, entre los temas que me propuso mi asesor

hubo uno que se escuchaba bastante interesante: el Revenue Management.

A decir verdad, fue un tema que se antojaba complejo al principio pero me ofrecia la opor-
tunidad de aplicar los conocimientos que habia adquirido a lo largo de la carrera. Luego de leer
varios articulos proporcionados por mi asesor me convencié el tema, la idea era realizar una
compilacion de la teoria del Revenue Management, las visiones que tenia y los resultados que
se han obtenido en diversas industrias, para posteriormente intentar implementarlo en alguna
empresa y verificar su eficiencia para mejorar los ingresos. En esas fechas me encontraba rea-
lizando el servicio social en la Comisiéon Nacional de Proteccién Social en Salud por lo que le
propuse a mi asesor aplicarlo en el area de salud, de modo que contactamos con una clinica para
solicitar que nos brindaran la oportunidad de desarrollar un sistema de Revenue Management

e implementarlo.



Mi asesor me recomenddé enfocarme en la vision de control de inventarios del Revenue
Management dada la poca flexibilidad para modificar los precios de medicinas, consultas y
estudios de salud. Es por ello que este trabajo tiene una fuerte inclinacién hacia ese enfoque
y no se trabajé tan extensamente la vision de precios. Después de estudiar y revisar diversos
articulos y libros del tema, me disponia a tratar de implementarlo al problema de la clinica
cuando me encontré con un nuevo problema: las bases de datos no estaban organizadas, habia
muchos datos faltantes y no se podia hacer una segmentacion de los consumidores con base en
la informacion recabada. Por presién principalmente de tiempo, tuve que abandonar la idea de
aplicar la teorfa adquirida a la clinica y opté por realizar una simulaciéon para ejemplificar la
implementacién de sistemas de Revenue Management sin el obstaculo de limpiar y organizar

las bases de datos para poder realizar la clasificacion de los consumidores.

Mientras fui escribiendo el trabajo, fui encontrando varias similitudes con la teoria de las
distintas materias que llegué a dar como adjunto. Fue entonces cuando comencé a tener la in-
quietud de simplificar el problema, ain cuando mi asesor me recomendaba no extender mas el
trabajo de la tesis por la cuestién del tiempo, entre més avanzaba en el escrito vi varios puntos
que me sugerian que podia aplicar los conocimientos de las distintas areas para simplificar el

caso general de la obtencion de limites de venta.

Es por ello que el presente trabajo tiene el enfoque de control de inventarios y la siguiente
estructura: en el capitulo 1 se dan los elementos basicos de Economia, Investigacion de Opera-
ciones, Teoria de la Utilidad y se introduce el problema de optimizacion de ingresos brevemente
para luego con ayuda del marco histérico y la idea econdémica ver al Revenue Management
como un problema de Investigaciéon de Operaciones. El capitulo 2 trata sobre qué es el Re-
venue Management, desde sus distintas definiciones hasta la caraterizacién de los problemas
que son candidatos a resolverse con la implementacién del mismo, asi como las bases de los
distintos enfoques del Revenue Management. El capitulo 3 ejemplifica la aplicacién del Revenue
Management y se analizan las bondades del mismo mediante una simulacién buscando verificar
su utilidad, asi como hacer una comparacién de las ganancias obtenidas con y sin la aplicacion
de los limites de venta. Finalmente, en el ultimo capitulo se explica la idea para simplificar el

problema general y se comparan los resultados obtenidos con ayuda de una segunda simulacion.



Capitulo 1

El problema de optimizacion de

ingresos

“Ser o no ser, he ahi el dilema.”

William Shakespeare

1.1. Breve introduccién

Segun la real academia de la lengua espanola, un dilema es un argumento formado de dos
proposiciones contrarias disyuntivamente, con tal artificio que, negada o concedida cualquiera
de las dos, queda demostrado lo que se intenta probar. En la obra “La tragedia de Hamlet,
principe de Dinamarca” de William Shakespeare, una decision lleva a la tragedia dejando la
interrogante de qué hubiera pasado si se hubiera tomado otra decisiéon; una que podria haber

llevado a un “mejor” desenlace.

Si bien la tragedia de Hamlet es una gran historia, en la vida real han existido muchas
personas que se han enfrentado a situaciones que requieren una toma de decisiones, tal que una
mala decisién podia llevarlos a una tragedia. La mayoria de esas situaciones no son dilemas
porque existen varias opciones a escoger y de manera que al descartar una solo se reduce el
problema. Ain cuando una mala decisién no conduzca a la muerte, esta puede tener repercu-
siones muy serias por lo que es necesaria una manera de tomar las mejores decisiones posibles.

., Cémo saber cuando una decision es mejor que otra? ;Cémo encontrar la mejor decision posible?



Con el transcurso del tiempo las decisiones que tenian que tomar las personas requirieron
tomarse con mayor velocidad. Estas exigencias practicas originaron métodos especiales. Con
ayuda de esos métodos, las personas lograron tomar decisiones para hacer frente a sus proble-
mas y obtener mejores resultados. Las decisiones se consideran 6ptimas si tienen preferencia
respecto a las otras, partiendo de uno u otro criterio. De este modo pudieron afrontar mejor
sus problemas, construyendo el modelo y seleccionando el criterio deseado. Es importante notar

que el criterio en cuestién debe distinguir que tan buena o mala es una decision.

La Investigacién de Operaciones (10) es la aplicacién del método cientifico sobre un con-
junto de actividades con un objetivo determinado. Comenzd desarrollando problemas referentes
a ordenamiento de tareas, reparto de cargas de trabajo, planificacién y asignacion de recursos
en el ambito militar, diversificaAndose luego y extendiéndose finalmente a organizaciones indus-
triales, académicas y gubernamentales. El término Investigacion de Operaciones se utilizé por
primera vez en el ano 1939 durante la segunda Guerra Mundial, especificamente cuando surge

la necesidad de investigar las operaciones tacticas.

Definicién 1.1.1 (Programacién Lineal): clase de modelos matematicos concernientes
a la asignacion eficiente de ciertos recursos limitados por restricciones lineales a actividades

conocidas con el objeto de alcanzar un objetivo también lineal.

Dantzig menciona en su libro | | que se puede ver la Programacién Lineal como
parte de un gran desarrollo revolucionario que le ha dado a la humanidad la habilidad de fijar
objetivos generales y establecer una secuencia de decisiones detalladas que deben tomarse para
conseguir el mejor resultado al encontrarse en situaciones complicadas. Ademéas menciona que
dicha habilidad comenzé en 1947 (haciendo alusién al ano en el que dio a conocer el método
Simplex), poco después de la segunda guerra mundial y ha estado manteniendo el ritmo desde

que empezd a crecer extraordinariamente la potencia del caculo de las computadoras.

Definicién 1.1.2 (Variables de decision): variables por determinar para la solucién del

problema, de las que depende la actividad enmarcada en el objetivo buscado.

Al criterio para seleccionar el mejor valor de las variables de decisién en el problema se
le conoce como funcién objetivo y a las reglas de operacion que definen las alternativas de

solucién como restricciones del problema.



Los problemas que se pueden abordar con programacion lineal deben cumplir ciertas condi-
ciones | |[pp. 54-55]:

» Aditividad

La contribucion a la funcién objetivo de cualquier variable es independiente de los va-
lores de las otras variables de decisién. Ademas, la contribucién de una variable a cada
restriccion es independiente de los valores de la variable.

= Proporcionalidad

La contribucién de cada variable de decisién a la funcién objetivo es proporcional al valor
de la variable de decisién. Ademas, la contribucién de cada variable a cada restriccién es

proporcional al valor de la variable.

» Certeza

Se conocen con certeza los coeficientes de la funcién objetivo, el vector del lado derecho y

los coeficientes de las variables de decisién en las restricciones.
» Divisibilidad
Cada variable de decision puede tomar valores fraccionarios.

Matematicamente un problema de programacién lineal significa encontrar los valores x; >

0,20 > 0,...,2, > 0 que minimicen (maximicen) z satisfaciendo un conjunto restricciones
lineales:
Max (o Min) z = cx; + ey + +  Cpnn

s.a (sujeto a)

anry + apwy  + + azr, < by (obien>o0 =)
a91T1 + G9%9 + +  aopr, < by (O bien > o :)
a1+ Apars + ... 4+ appx, < b, (0 bien > o0 =)

;> 0,0=1,....,n.



Los problemas de programacion lineal pueden expresarse de forma matricial de la siguiente

manera:

Max (o Min) 2z = ¢z
s.a
Ax

X

IN

b (o bien > o0 =)
0.

v

En donde ¢ es un vector renglon en R™, llamado vector de costos o de coeficientes en la
funcion objetivo, x es un vector columna en R™ formado por las variables de decision, A es una
matriz en M,,,,(R) llamada matriz de restricciones y b es un vector columna en R™ llamado

vector de recursos o lado derecho.

Se dice que un problema de programacion lineal esta en forma estandar si:

i) Las restricciones del problema son todas ecuaciones.
ii) Las variables de decisién son no negativas.

iii) Los elementos del vector de recursos son todos no negativos.

Todo problema de programacién lineal puede ser expresado en forma estandar, es decir, pue-
de definirse un problema en forma estandar equivalente a él. Si una restriccién es de tipo < (>)
puede ser transformada en ecuacién sumando (restando) una variable no negativa que recibe el
nombre de variable de holgura. Para una variable no positiva x; puede definirse z, = —z;
resultando z > 0, para una z; no restringida pueden ser definidas dos variables no negativas

y x! tales que x; = z, — x! considerando asi todos los valores posibles de z;.

La forma estandar de un problema de programacion lineal es importante porque el algorit-
mo simplex, desarrollado por Dantzig en 1947, supone un problema en forma estandar para

resolverlo de manera iterativa.

Un vector en R”, se denomina solucién factible de un problema de programacion lineal
si satisface el conjunto de resticciones de éste. Al conjunto de soluciones factibles se les llama

region o espacio de soluciones factibles y se denota con F,.



Teorema 1.1.1 Sea P un problema de programacion lineal en forma estandar. Sea F), el

conjunto de soluciones factibles de P; es decir:
Fp={z e R" Az =b,z > 0}
Entonces Fp es convexo; es decir, si z,y € Fp y A € [0, 1] entonces Az + (1 — \)y € Fp.

Adicionalmente, se dice que un elemento x de un conjunto convexo C' es un punto extremo

si no puede expresarse como combinacién lineal convexa de dos elementos distintos de C'.

El conjunto de soluciones factibles de un problema de programacion lineal tiene la carac-

teristica de tener un niimero finito de puntos extremos.

Teorema 1.1.2 Sea el problema de programacion lineal

Max 2z = cx

s.a
Az < b (o bien > o0 =)
z > 0.

Entonces la funcién z alcanza el 6ptimo, si existe, en un punto extremo del conjunto de solu-

ciones factibles.

Este teorema da una idea de coémo resolver los problemas de programacion lineal: comparar
los valores que toma la funcién objetivo en los puntos extremos. Para ello es necesario contar

con una caracterizacién de dichos puntos.

Dado el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde A € M,;,,(R), x € R™ y b € R™, sea
B € Mpzm(R) una submatriz de A no singular y supéngase que las n — m componentes de z
asociadas con las columnas de A que no estan en B son iguales a cero; entonces la solucién del
conjunto de ecuaciones resultante se denomina solucion basica con respecto a la base B. Las
componentes de x asociadas a las columnas de B se conocen como variables basicas, si alguna

de éstas toma el valor cero entonces se dice que la soluciéon es degenerada.



Teorema 1.1.3 Sea Fp el politopo convexo!' formado por los vectores x € R" tales que
Ax = b, x > 0. Entonces = es un punto extremo de Fp si y s6lo si x es una solucién basica de
Ar=by x> 0.

Se puede consultar la demostracién de los teoremas 1.1.1, 1.1.2 y 1.1.3 en | |, los cuales
son la base del algoritmo simplex; el algoritmo se inicia con una soluciéon basica factible y, en
cada iteracion, se construye otra solucion basica factible que mejora la funcion objetivo hasta

que ya no es posible.

Definicién 1.1.3 (Solucién adyacente): Dos soluciones béasicas son adyacentes si difieren

en una sola variable béasica.

Para saber si la nueva solucion basica factible mejora o no la funciéon objetivo se comparan
los valores obtenidos. Al incremento de z causado por aumentar la variable no bésica ; en una
unidad se le conoce como coeficiente de costo reducido de la variable z; y se denota con ¢;.
Dependiendo de si el problema es de maximizaciéon o de minimizacién se deseard que ¢; > 0 o

que ¢; < 0; es decir, el criterio de optimalidad serd el coeficiente de costo reducido.

Herndndez | ][p-82] describe el algoritmo simplex, el cual durante su ejecucién conserva

siempre la factibilidad e itera hasta alcanzar la optimalidad, de la siguiente manera:

Algoritmo simplex para un problema lineal de maximizacién (minimizacién).

1. Expresar el problema en forma estandar.
2. Determinar una solucién basica inicial y construir la tabla simplex inicial.
3. Calcular ¢ = ¢ — cg B~ A.

e Si¢; < (>) 0 Vz, no basica, terminar. La solucién actual es 6ptima.

e Si¢; > (<) 0 para alguna x; no bésica ir al paso 4.
4. Determinar la variable que entra a la base. Esta es cualquiera tal que ¢ > (<) 0.

5. Determinar la variable que sale de la base.

ILos politopos convexos pueden representarse como la interseccién de hemiespacios.



Definicién 1.1.4 (Programacién Dindmica): clase de modelos matematicos que pue-
den dividirse en varias etapas con variables de decisién asociadas, conocidas como variables de
estado. Cada etapa incluye un subproblema de una sola variable de modo que al resolver los

subproblemas se obtiene la soluciéon 6ptima del problema global.

La Programacién Dindmica fue desarrollada por Richard Bellman, Wayne L. Winston | ]

explica més sobre el planteamiento y las caracteristicas de este tipo de problemas.

1.2. Marco historico

Como se mencioné anteriormente, la Investigacién de Operaciones extendio la esfera de sus
aplicaciones a las mas diversas ramas de la practica. Una de sus aplicaciones mas reciente es el
Revenue Management, Kalyan Talluri y Garret Van Ryzin en su libro | ][p- xxv] mencionan

lo siguiente:

“Revenue management (RM) has gained attention recently as one of the most
successful application areas of operations research (OR). The practice has grown
from its origins as a relatively obscure practice among a handful of major airlines in
the post-deregulation era in the U.S. (circa 1978) to its status today as a mainstream
business practice with a growing list of industry users from Walt Disney Resorts to
National Car Rental and a supporting industry of software and consulting firms.
Major airlines, hotel chains, and car rental companies have large staffs of developers
and analysts working on RM, and major consulting and software firms also employ

large numbers of RM professionals.”

Como mencionan Talluri y Van Ryzin, el Revenue Management al igual que muchas otras
areas de la investigacion de operaciones empezd basandose en la intuicion de las personas que
tomaban las decisiones por lo que era considerada una practica obscura utilizada solo por algu-
nas de las aerolineas mas grandes en el periodo en que decayd su regulacion en Estados Unidos.
Conforme fueron obteniendo experiencia, se construyeron mejores modelos y su préactica em-
pezo a ser mas aceptada hasta llegar hoy en dia a ser considerada un area bastante exitosa,

utilizada no solamente por la industria aerondutica sino por una amplia gama de empresas.

También es importante resaltar que el Revenue Management se fue desarrollando con la

ayuda de las computadoras, que han ido facilitando la tarea de tomar decisiones al poder



realizar una mayor cantidad de calculos en menor tiempo de lo que podria hacerlo una persona,

con lo que ademas se han podido implementar modelos mas complejos con mejores resultados.

1.2.1. El RM y la industria de las aerolineas

Es imposible entender a una persona sin conocer su historia. Saber qué eventos fueron mol-
deando su carédcter y personalidad ayuda a comprenderla, incluso conociendo bien a una persona
no se podria llegar a prever el rumbo que le dara después a su vida. Aunque no se pueda definir
completamente a alguien por quién fue el dia de ayer, se puede dar una idea de cémo es hoy e

incluso tal vez de cémo sera manana.

Con el Revenue Management no es tan diferente que con las personas, el conocer su historia
puede ayudar a comprender como y por qué llegd a ser un drea tan exitosa de la Investigacion
de Operaciones. Por lo que antes de definir formalmente al Revenue Management, es valioso
conocer una breve parte de su historia y los factores que le dieron vida y fuerza. Al igual que
muchas personas, la historia del Revenue Management esta fuertemente ligada a la historia de
una industria en particular, aquella con la que compartié su infancia y con la que fue creciendo

hombro a hombro: la industria de la aviacion comercial.

Con el Acta de Desregularizacion de las Aerolineas en Estados Unidos de América la U.S.
Clivil Aviation Board perdio el control de los precios que las aerolineas ofrecian a los viajeros.
Antes de dicha acta, los precios habian sido estrictamente regulados en base a un precio estandar
y ciertos objetivos de rentabilidad, es decir, los precios que las aerolineas podian ofrecer por
cierto producto, tenian que estar de acuerdo con los precios fijados por la U.S. Civil Aviation

Board calculados con base en que tanto ganarian las aerolineas en relacion a su inversion.

La desregularizacién fue ocasionada por el exceso de burocracia que ejercia la U.S. Civil
Awiation Board, el mejor ejemplo de ello fue la vez que la aerolinea World Airways pidié per-
miso para poder vender vuelos de Nueva York a Los Angeles a una tarifa baja y la U.S. Chwil
Awviation Board “estudid” la solicitud durante seis anos, para rechazarla argumentando que el
expediente era viejo. Otro ejemplo de dicha burocracia fue el caso de Continental Airlines, que
pudo empezar a ofrecer vuelos entre Denver y San Diego hasta que una corte de apelacion le

ordené a la U.S. Civil Aviation Board aprobar la solicitud, ocho anos después.

La aprobacion del acta de desregularizacion condujo a un rapido cambio y una precipitada



inovacion de la industria. Las aerolineas podian cambiar los precios, los planes de vuelo y el
servicio que ofrecian sin necesidad de que la U.S. Civil Aviation Board lo aprobara. Las nuevas
libertades de las que gozaban las aerolineas provocaron muchos cambios en el mercado, uno de
los més impactantes es tal vez la constitucion de nuevas aerolineas que ofrecian vuelos sin escalas
a un costo bastante accesible, lo suficiente para que las personas empezaran a preferir viajar en
avion en vez de hacerlo en autobus o en automévil, surgiendo la gran demanda de este nuevo
segmento del mercado. Ademads, las nuevas aerolineas también comenzaron a robarle mercado a
las grandes aerolineas. Fue entonces cuando las aerolineas tuvieron que ofrecer vuelos con mayor
frecuencia, mayor cantidad de destinos posibles y publicitar la calidad de sus servicios. Para la
mayoria de las personas que viajaban por negocios, la coveniencia de los horarios de vuelos y
la calidad del servicio era, y continiia siendo, mas importante que el precio, de manera que las
nuevas aerolineas no representaban una gran amenaza para las grandes aerolineas en cuanto a

que pudieran quitarles éste del segmento del mercado.

Sin embargo, era necesario implementar una nueva estrategia para recuperar el segmento del
mercado que era mas sensible a los cambios en el precio ya que el potencial de dicho segmento
era bastante prometedor. La aerolinea PeopleExpress fue el mejor representante de las ganancias
que se podian obtener de éste. PeopleExpress comenzo sus operaciones en 1981 de una manera
eficiente en relacion a los costos que tenia y las tarifas que ofrecia, las cuales eran entre un 50 y
70 % mads baratas que las ofrecidas por las grandes aerolineas. Para el ano de 1984, los ingresos
que tenia PeopleExpress eran cercanos al billon de dolares teniendo una ganancia de sesenta

millones de délares.?

. Qué debian hacer las grandes aerolineas para recuperar la parte del mercado que les habian
robado las aerolineas como PeopleExpress? Era claro que una guerra directa de precios seria un
suicido para ellas ya que al tener costos de operacién bajos, las nuevas aerolineas podian ofrecer
precios mas accesibles, en cambio si las grandes aerolineas ofrecian precios tan baratos tendrian

pérdidas por cada venta.

Robert Crandall, quien en ese entonces era el vice-presidente del area de marketing de Ame-
rican Airlines, se di6 cuenta de que la aerolinea en esos momentos disponia de asientos a un
costo marginal cercano a cero ya que la mayoria de los costos de un vuelo eran fijos. Fue en-

tonces cuando comprendieron que American Airlines podia competir en precios con las nuevas

2Continental Air Lines, Inc. v. Civil Aeronautics Board, 519 F.2d 944, C.A.D.C. 1975.



aerolineas utilizando los asientos sobrantes en cada vuelo. Sin embargo, surgieron dos proble-
mas que se tuvieron que resolver antes de emplear dicha estrategia para competir con las deméas
aerolineas. Primero, debieron encontrar una manera de identificar esos asientos “excedentes” en
cada vuelo ya que dicha estrategia no seria buena si una venta de precio bajo desplazara a una
de un cliente de negocios que estuviera dispuesto a pagar mucho por ella. En segundo lugar,
tuvieron que asegurarse que sus clientes no intentaran comprar los nuevos productos de bajo

costo que ofrecian a los clientes que viajaban por placer.

Cuando American Airlines logré resolver esos dos problemas, pudo competir directamente
en precios con las nuevas aerolineas sin tener pérdidas, ni disminuir sus ventas al segmento de
los viajeros de negocios. La idea de Crandall no funcioné inmediatamente, pasaron varios anos y
procesos de prueba hasta que se pudieron observar ganancias. American Airlines pudo competir
en precios de todos los vuelos con PeopleExpress a tal nivel que llevo a ésta 1ltima a su quiebra
en el ano de 1986. Donald Burr, director ejecutivo de PeopleExpress, resumié las razones del

fracaso de la compania | |[p- 9]:

“We were a vibrant, profitable company from 1981 to 1985, and then we tipped
right over into losing $50 million a month. We were still the same company. What
changed was American’s ability to do widespread Yield Management in every one of
our markets. We had been profitable from the day we started until American came at
us with Ultimate Super Savers. That was the end of our run because they were able
to under-price us at will and surreptitiously. Obviously PeopleExpress failed... We
did a lot of things right. But we didn’t get our hands around Yield Management and
automation issues. ... [If I were to do it again,| the number one priority on my list
every day would be to see that my people got the best information technology tools. In
my view, that’s what drives airline revenues today more than any other factor—more

than service, more than planes, more than routes.”

En su declaracién se puede apreciar que PeopleExpress pasé de ser una empresa muy exitosa
a la bancarrota por no poder competir con los Ultimate Super Savers, los asientos excedentes
que American Airlines vendié a precios muy bajos, mas bajos que los precios de PeopleExpress,
y que ademads de ser baratos tenfan una mejor calidad en el servicio y una mayor variedad de

opciones de vuelos.

Esta misma historia se fue repitiendo de maneras similares a lo largo de los anos en toda la

industria de la aviacién comercial después de la desregularizacion. Las aerolineas que no tenian



habilidades similares a las del Revenue Management se apuraron a conseguirlas. Actualmente
la practica del Revenue Management en la industria de la aviaciéon comercial es tanto madura
como total. Aplicar Revenue Management se considera fundamental para poder dirigir una ae-

rolinea moderna redituable.

Asi, el Revenue Management nacié de una necesidad de las aerolineas y comenzé a desa-
rrollarse para que éstas pudieran ser competitivas. Al observar los resultados obtenidos, se
volvié fundamental para operar de manera eficiente y con el tiempo se ha convertido en una exi-
tosa area de la Investigacion de Operaciones. Pero, jqué fue lo que motivo a aquellos hombres a
desarrollar el Revenue Management? Mas alla de saber que se disponia de asientos “excedentes”,
las aerolineas no tenian la certeza que esa nueva estrategia funcionaria... Entonces, jqué bases

tenfan para respaldar sus argumentos?

1.3. Revenue Management como un problema de IDO

En la seccién anterior se mencioné que el Revenue Management se ha convertido en una
exitosa area de la Investigacion de Operaciones. Pero, ;qué caracteristicas lo convierten en un

problema de Investigacion de Operaciones?

En el caso de las aerolineas se puede plantear el problema de la siguiente manera: distinguir
diferentes productos y consumidores de modo que cada segmento tenga una valuacion diferente
de los bienes ofertados, localizar los asientos que estarian vacios y ofrecerlos a un menor precio
de una forma controlada para que no se incurra en el error de vender barato a alguien que
de otra forma compraria a un mayor precio; se desea hacer todo lo anterior de modo que se

maximicen las ganancias obtenidas.

Lo anterior se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Con base en datos histéricos determinar una particion del conjunto de consumidores del

mercado y a cada segmento asignarle un precio distinto al cual ofrecer el bien.

2. Dada una particién del mercado, disenar mecanismos que restrinjan el acceso de los clientes

a los segmentos que sean distintos al suyo.

3. Determinar la capacidad destinada a cada segmento del mercado de modo que se maximi-

cen las ganancias considerando que mayor capacidad que demanda significa menos ventas



y por lo tanto menos ganancias.

La particién del mercado puede ser determinada mediante técnicas estadisticas o simplemen-
te seleccionando una segmentacion arbitraria a gusto de la compania y los precios se pueden

fijar mediante un andlisis econémico como se menciona mas adelante.

En el problema de las aerolineas se desea encontrar la manera de revelar la verdadera na-
turaleza de los clientes, Ken Binmore define en su libro | J[p- 29] los mecanismos como
las reglas de un juego y al diseno de mecanismos como la rama de la teoria de juegos en la
cual se disenan nuevos juegos que la gente racional pueda jugar de manera que se beneficie la
sociedad con los resultados. Los mecanismos se pueden disenar con base en el comportamiento
observado a lo largo del tiempo, existen teorias sobre el diseno de mecanismos pero éstas se en-
focan mas hacia mecanismos dedicados a hacer que la valuacién de las personas se incremente,

éstas pueden consultarse en el libro de Leonid Hurwicz | ].

Binmore | |[pp. 567-569] plantea el problema del rey Salomén de determinar a cudl de
dos mujeres darle el bebé que ambas declaraban como suyo y cuestiona la solucién dada, ar-
gumentando que si la mujer que miente fuera mas inteligente entonces la Justicia Salomdnica
hubiera fallado. Para posteriormente ofrecer un mecanismo en el cudal la madre verdadera siem-
pre obtiene al bebé, mediante la asignacion de la mayor ganancia esperada a cada una de las
mujeres al revelar su verdadera identidad. Dicho ejemplo muestra que es posible construir me-
canismos que obliguen a los clientes a revelar el precio que estan dispuestos a pagar por un

producto impidiendo al mismo tiempo que intenten comprarlo a un precio menor.

Una vez resueltos los primeros dos pasos, lo anterior se puede plantear como un proble-
ma de programacion lineal en donde las variables de decision del problema b; corresponde a
la capacidad destinada al segmento ¢ del mercado para ¢ = 1,...,n, suponiendo que hay n
segmentos de éste. Sean C' la capacidad disponible del bien ofertado, d; la demanda observada
del segmento i a lo largo del tiempo y v; el precio asignado al segmento 7. La funcién objeti-

vo es la ganancia obtenida dada esa asignacion de capacidad, es decir, z = v1b1 +v3ba+. . . +v,b,.

La capacidad asignada a cada segmento debe ser menor o igual a la demanda del mismo, ya
que en caso contrario no se venderia toda y se incurriria en una pérdida. De la misma forma
la capacidad debe ser mayor o igual a cero ya que la capacidad negativa no tiene sentido. Por

ultimo, la suma de las capacidades asignadas a cada segmento no puede exceder la capacidad



de produccion total. Este problema se puede expresar mateméaticamente como sigue:

Max 2z = uv1by + wby + +  upb,
s.a

b, + b + ... + b, < (C

bl S dl

by < d

b < dy

De este modo se puede resolver el problema utilizando el algortimo simplex para obtener
la mayor ganancia posible. Es importante mencionar que dicha ganancia es maxima dada la
particion del mercado y bajo el supuesto que los mecanismos disenados para segmentar al
mercado son infalibles. En parte esto es lo que da un toque caracteristico a los problemas del

Revenue Management que se abordara mas adelante.

1.4. Base Econdmica

La economia se divide en dos ramas principales: microeconomia y macroeconomia. La micro-
economia estudia el comportamiento de las unidades individuales econémicas. Estas unidades
incluyen a consumidores, trabajadores, inversionistas, duenos de tierras, empresas de negocios,
cualquier individuo o entidad que juegue un papel en el funcionamiento de la economia. La
microeconomia explica pues como y por qué toman decisiones econdémicas estas unidades. La
macroeconomia estudia el comportamiento de la economia en su conjunto, como son las ex-
pansiones y las recesiones, la produccion total de bienes y servicios, el crecimiento total de la

produccion, las tasas de inflacién entre otras cosas.

Definicién 1.4.1 (Bien): mercancia producida con el fin de satisfacer una necesidad latente.

Los bienes y servicios consumidos por la unidad familiar se llaman genéricamente bienes. No

hay nada en la teoria que limite rigurosamente el alcance de lo que llamamos “bienes”.

Las unidades econémicas individuales se pueden dividir en dos grandes grupos de acuerdo a
su funcién de compradores y vendedores. Los compradores incluyen consumidores que compran
bienes y servicios, asi como empresas que compran trabajo, capital y materias prima que utili-

zan para producir bienes y servicios. Los vendedores incluyen empresas que venden sus bienes



y servicios, trabajadores que venden sus servicios laborales y duenos de recursos que rentan
tierras o venden recursos minerales a las empresas. La interaccion de compradores y vendedores

forma lo que se conoce como mercado.

Definicién 1.4.2 (Mercado): conjunto de compradores y vendedores que interactian, y

da como resultado la posibilidad de intercambio.

En el caso basico del mercado soélo se pide que haya un equilibrio entre la oferta y la deman-
da: la oferta es la cantidad de bien o servicio que el vendedor pone a la venta y la demanda

es la cantidad de un bien o servicio que la gente desea adquirir.

Siempre que se intenta explicar el comportamiento humano es necesario tener un marco
tedrico en el cual se pueda basar el analisis. En muchos estudios econémicos, se usa un marco

tedrico construido con base en los dos siguientes principios:

Principio de optimizacién: Las personas intentan escoger los mejores patrones de consu-

mo que pueden costearse.

Principio de equilibrio: El precio de un bien sigue un proceso de ajuste hasta que la

cantidad demandada es igual a la cantidad ofertada.

Hal R. Varian | |[p- 3] realiza un andsilis de dichos principios y menciona que la defini-
cién de equilibrio puede cambiar segin el modelo. Asi, aunque para el sencillo caso del mercado,
la idea del equilibrio entre lo que se vende y se compra es suficiente, modelos mas complejos
exigen definiciones més generales de equilibrio. Normalmente, se necesita que las acciones de los

agentes econémicos sean consistentes entre ellas en el equilibrio.

Definicién 1.4.3 (Curva de la oferta): representacién de la cantidad de bienes o servicios
que los productores estan dispuestos a vender por cada uno de los precios que reciben en el

mercado.



La curva de la oferta tiene pendiente ascendente porque conforme mayor es el precio mayor
es la cantidad de empresas que normalmente seran capaces y estaran dispuestas a producir y

vender.

Definicién 1.4.4 (Curva de la demanda): representacién de cudntos bienes o servicios

estan dispuestos a comprar los consumidores por cada precio por unidad que deben pagar.

La curva de la demanda tiene una pendiente descendente porque los consumidores normal-
mente estan dispuestos a comprar una mayor cantidad de bienes si el precio al que los ofertan

€S menor.

Se conoce como mecanismo del mercado a la tendencia de que el precio cambie hasta que la
cantidad ofertada sea la misma que la cantidad demandada, similar al principio del equilibrio.

El razonamiento detras de dicho mecanismo se puede consultar en el libro de Robert S. Pindyck

[P109][p. 19].

Definicién 1.4.5 (Precio de equilibrio): aquel en el cual las curvas de oferta y de de-

manda se intersectan.

Es decir, en este precio la cantidad de bienes ofertados y la cantidad de bienes demandados
son justamente iguales. En este punto, como no existe exceso de demanda ni exceso de oferta,

las presiones para que siga variando el precio se extinguen.

Al dibujar las curvas de la oferta y la demanda se supone que existe una cantidad producida
y vendida para cualquier precio, pero esto solo tiene sentido si el mercado es al menos algo
competitivo, es decir, que es elevado el nimero de ofertantes que operan en él. A mayor niimero

de productores de bienes, mayor es la competencia en el mercado.

Definiciénl.4.6 (Competencia perfecta): situacién del mercado que cumple las siguien-

tes condiciones:
a) Los demandantes son tomadores de precio en el mercado.
b) Los productos ofertados son homogéneos.

c) Todos los productos son perfectamente méviles y pueden trasladarse rapidamente dentro



o fuera del mercado en respuesta a senales pecuniarias.
d) Los demandantes poseen un conocimiento completo y perfecto.

Asi, la demanda de un consumidor sobre un bien depende del precio, el ingreso del con-
sumidor y los precios de otros bienes. De manera similar, la oferta depende del precio y de
otras variables que afectan el costo de produccion. Sin embargo, frecuentemente se quiere saber
cuanto puede incrementarse o disminuir la oferta o la demanda. El concepto de elasticidad surge
al preguntarse qué tan sensible son la oferta y la demanda. La elasticidad es una medida de

sensibilidad de una variable con respecto a otra.

Analisis de las elasticidades se pueden consultar en Varian, Gould y Pindyck. Varian hace un

analisis de las elasticidades de distintos tipos de bienes y desarrolla otra expresién equivalente

para la elasticidad | |[pp. 273-291]. John P. Gould hace una comparacién entre elasticidad
a corto y largo plazo tanto para la oferta como para la demanda | |[pp. 24-56]. Pindyck
ejemplifica las elasticidades | |[pp. 21-62].

Los consumidores cuentan con cierto ingreso para gastar en distintos bienes, de modo que
deben seleccionar un conjunto de bienes a comprar dentro de todos los que desean bajo la
limitante del ingreso. Es decir, los consumidores deben decidir qué conjunto de bienes deben

comprar de manera que les alcance el dinero y cubra mejor sus necesidades.

Definicién 1.4.7 (Canasta de mercado): conjunto de uno o més articulos basicos que

puede costearse un consumidor.

Aun cuando una canasta de mercado pueda contener miiltiples bienes, por lo general se
supone que contiene dos bienes: un bien y todos los demas. De esta forma se pueden estudiar
las preferencias de consumo que involucren muchos bienes de consumo utilizando diagramas
bidimensionales. Dadas dos canastas, se supone que existe un orden inducido entre ellas, es
decir, que el consumidor podra determinar cuél le da mayor satisfaccion, en otras palabras, el
consumidor puede distinguir si una es estrictamente mejor que la otra o si es indiferente entre

ellas.

Con base en ello, se pueden hacer una relaciéon entre dos canastas cualesquiera, A y B, si
) ) Y
A proporciona mas satisfaccién que B, se dice que A es estrictamente preferida a B; si ambas

proporcionan la misma satisfaccién, se dice que el consumidor es indiferente entre A y B; si



un consumidor prefiere la canasta A o es indiferente entre las dos canastas se dice que A es

débilmente preferida a B. Dichas relaciones se denotan de la siguiente manera:

A > B Relacion de preferencia estricta
A~B Relacién de indiferencia

A= B Relacion de preferencia débil

Los supuestos sobre las relaciones de preferencia pueden consultarse en Varian | |[pp-
33-36] y en Pindyck | |[p- 59]. En general es conveniente poder describir las preferencias
graficamente, siguiendo la idea de que las canastas tienen dos bienes se pueden analizar en dos

dimensiones los siguientes conceptos.

Definicién 1.4.8 (Linea de presupuesto): conjunto de canastas, para las cuales, el dinero

total gastado es igual a los ingresos de los que dispone el consumidor.

Dada la linea de presupuesto, el consumidor puede hacer la comparacién entre las canastas

que puede comprar para asi decidir cual de ellas le da un mayor nivel de satisfaccion.

Definicién 1.4.9 (Curvas de indiferencia): conjunto de todas las canastas de mercado

que ofrecen el mismo nivel de satisfaccién a una persona.

Siempre es 1til fijarse en la pendiente de una curva de indiferencia en un punto particular.

Es por ello que se define la tasa marginal de sustitucion.

Definicién 1.4.10 (Tasa marginal de sustitucién): valor de la pendiente de una curva

de indiferencia.

La tasa marginal de sustitucion se puede ver como la cantidad de un bien que un consumidor

esta dispuesto a sacrificar para obtener mas cantidad de otro bien.

La teoria de la utilidad tiene dos enfoques: ordinal y cardinal. Una jerarquizacién ordinal
coloca a las canastas de mercado en el orden de la mas a la menos preferida, sin considerar
la magnitud de la preferencia de una canasta de mercado con respecto a la otra. En contras-
te, una jerarquizacién cardinal intenta cuantificar o medir en términos de unidades basicas las

preferencias de los individuos. Edwards | ] realiza un analisis detallado de ambos enfoques



asi como el cambio que ha tenido la teoria a lo largo del tiempo.

Definicién 1.4.11 (Utilidad): nivel de satisfacciéon que una persona obtiene por el consu-

mo de un bien o por la realizacién de una actividad.

Las relaciones de preferencia estan estrechamente relacionadas con la existencia de funciones

de utilidad. Talluri y Van Ryzin | |[p- 659] enuncian el siguiente teorema:

Teorema 1.4.1 Si X es un conjunto finito, una relacién binaria > es una relacion de
preferencia si y sélo si existe una funcion v : X — R, llamada funcién de utilidad, tal que

u =y < u(r) > uly)?

En el ambito empresarial se puede pensar en la utilidad como la ganancia que se obtiene
después de realizar los descuentos correspondientes. Para ello se definen los conceptos de ingreso

marginal y costo marginal.

Definicién 1.4.12 (Ingreso marginal): incremento en los ingresos en relacién con el in-

cremento de la produccion en una unidad.

El ingreso marginal se puede ver como la ganancia que se obtiene por unidad de produccién.
Para obtener la ganancia total es necesario considerar el ingreso marginal por las unidades pro-

ducidas, bajo el supuesto de que se vende todo lo que se produce.

Definicién 1.4.13 (Costo marginal): incremento en el costo en relacién con el incremento

de una unidad en la produccion.

El costo marginal puede considerarse como el tnico descuento en el mas sencillo, de modo
que la utilidad de la empresa se puede calcular como el ingreso marginal menos el costo margi-
nal. A partir de esta idea se puede decir que la condicién para maximizar las utilidades es que el
ingreso marginal sea igual al costo marginal en un punto en el que la curva de costos marginales
sea creciente. Se puede consultar el por qué se debe dar dicha condicién en el libro de Pindyck
[P109][pp. 277-320].

3La demostracién del teorema se pueden encontrar en las notas de Kreps | |[pp. 7-22].



La teoria de utilidad esperada, que es probablemente la teoria normativa con mayor nivel de
aceptacion para la toma de decisiones bajo riesgo, requiere que se cumplan ciertas propiedades.

Para los fines de este trabajo supondremos que se cumplen las siguientes:

Propiedades de la teoria de utilidad esperada

Sea p un numero real en intervalo [0, 1] y sean A, B dos canastas de bienes.

= Linealidad en probabilidad

Si U es la funciéon de utilidad entonces se cumple que

UpA+ (1 —-p)B) =pU(A) + (1 —-p)U(B)

Esta propiedad dice que la utilidad de una canasta compuesta por bienes de dos canastas
es igual a la ponderacion de las utilidades que se obtienen con cada canasta. Es decir,
p representa la proporcion de la canasta A y 1 — p la propocién de la canasta B que

componen la nueva canasta.

» Intermediacién
A-B=A>=pA+(1—-pB>B

La propiedad de intermediacién implica curvas de indiferencia con forma de linea recta.
Esta propiedad dice que la canasta compuesta por bienes de dos canastas se encuentra

entra las canastas en el orden parcial de preferencias.

= Separabilidad

Las preferencias pueden ser “separadas” en eventos mutuamente excluyentes. Se puede
ver dicha separaciéon de las siguientes maneras.

e Separabilidad de reemplazo: La contribucion de cada resultado x; y su respectiva pro-
babilidad p; a la utilidad esperada total de una accién alternativa es independiente a las
demaés parejas de resultados y probabilidades.

e Separabilidad como mezclas: La contribucién de cada pareja de resultado y probabilidad

a la utilidad esperada total puede ser desglosada en la utilidad de x; multiplicada por p;.

» Consistencia dindmica



Esta propiedad dice que cuando el problema se puede desglosar en un arreglo dindmico,
las decisiones de cada etapa del arreglo son equivalentes a las del problema global de modo

que puede obtenerse la utilidad 6ptima.

Se pueden consultar més propiedades de la teoria de utilidad esperada en el libro de Edwards
[ |[pp. 7-19], asi como un andlisis més detallado de las consecuencias de las propiedades y

casos en los que no se Cumplen.

Suponiendo que se logra resolver el problema de programacion lineal mencionado anterior-
mente; matematicamente no se puede objetar que dicha solucién sea éptima ni que sea factible,
sin embargo, econémicamente dicha factibilidad es bastante cuestionable. Los consumidores
normalmente solo estan dispuestos a adquirir un producto si se les ofrece a un precio menor
o igual al valor asignado por ellos mismos, determinando la cantidad del producto adquirido
dependiendo del precio. De este modo, en funcién del precio, los consumidores en el mercado
adquieren cierta cantidad del producto, considerandose normalmente que a menor precio los

consumidores demandan mayor cantidad.

Cantidad

q1

q2

Precio

Figura 1.1: Curva de demanda del mercado

Por otra parte, no es conveniente producir grandes cantidades de un producto si el mercado

lo demanda poco. De modo que dependiendo del precio el productor determina la cantidad que



fabrica y oferta. Normalmente entre mayor sea el precio que paga el mercado por el producto

mayor es la cantidad ofertada.

Tomando en cuenta ambas perspectivas el mercado “tiende” a un equilibrio donde todos los

consumidores satisfacen sus necesidades y los productores venden todos sus productos.

Cantidad

q1

q2

Precio

Figura 1.2: Curva de oferta del mercado

Se puede observar en las figuras 1.1 y 1.2 que al mismo precio p; la cantidad ofertada es
diferente a la demandada ¢, también a un precio py difieren las cantidades ofertadas y deman-
dadas go. De esta manera si el precio es muy elevado los consumidores obligan al productor a
bajarlo al no comprarle y analogamente si el precio es muy bajo el productor eleva el precio

sabiendo que hay consumidores que le siguen comprando.

En la figura 1.3 se observa que el punto de interseccién de la curva de oferta con la curva de
demanda es el punto denotado como FE, el cual es el punto de equilibrio. En dicho equilibrio, se
produce y consume la misma cantidad qg la cual se vende y compra a un precio pg. En la figura
1.4 se puede ver que a un precio p; < pg se producen ¢} unidades del producto pero el mercado
demanda ¢§ unidades del mismo para ¢} < ¢f, lo que ocasiona que haya personas dispuestas

a pagar un precio mayor a p; con tal de obtener el producto. Suponiendo que hay personas



Cantidad Curva de Curva de
demanda oferta

Precio

Figura 1.3: Equilibrio del mercado

dispuestas a pagar py por el producto, el productor puede producir ¢5 unidades y venderlas a un
precio py pero la cantidad demandada por el mercado ¢§ es menor que la producida ocasionando
“pérdidas” al no vender ¢4 — ¢5 unidades, dichas pérdidas ocasionan que el precio baje junto
con la cantidad ofertada. Asi como hay periodos donde la cantidad ofertada es mayor que la
demandada, hay periodos donde la cantidad demandada es mayor que la ofertada ocasionando
que el precio se incremente junto con la cantidad ofertada. De este modo se va convergiendo al

equilibrio en el largo plazo.

Esta es la idea que pone en tela de juicio la factibilidad de la solucién obtenida mediante
el algoritmo simplex. ; Por qué pagar un precio elevado si venden el mismo producto a un me-
nor precio y todavia hay capacidad disponible? Se puede no comprar el producto para que al
siguiente periodo bajen los precios. Asi mismo, ;por qué vender a un precio bajo si hay gente
dispuesta a comprar el mismo producto a un mayor precio? Se puede vender el producto a quien

ofrezca mas para obtener una mayor ganancia.

Aqui es donde las caracteristicas de los problemas de Revenue Management entran en juego.
Se puede aprovechar la heterogeneidad del mercado para implementar mecanismos que impidan

que alguien compre a un precio mas bajo del que esta dispuesto a pagar (fencing), como también



se puede dar prioridad a los clientes que pagan méas y posteriormente vender a menor precio lo

que resta de la capacidad.

Cantidad Curva de Curva de
demanda oferta

Precio

Figura 1.4: Convergencia al equilibrio

Se puede observar en la grafica de la figura 1.4 que el precio p; determina de manera “tnica”
la cantidad demandada ¢, por lo que se puede plantear el problema utilizando las cantidades

que se venden a cada segmento para maximizar las ganancias. ;Qué enfoque se debe utilizar?

En el equilibrio se venden ¢r unidades a un precio pg cada una, obteniendo una ganancia
Gg = peqg. Pero si existen ¢; < gg unidades de capacidad que pueden ser vendidas cada una a
un precio p; obteniendo una ganancia parcial Gy = p1qi, se puede vender la capacidad sobrante
gr — @1 a un precio py < p; tal que se obtenga una ganancia total G = G + pa(qe — ¢1) que sea

mayor a la ganancia del equilibrio Gg.

Suponiendo que aun al precio py no se vende toda la capacidad restante, es decir, la ga-
nancia al momento es Gy = p1q1 + p2(q2 — ¢1) donde 0 < ¢y < gp y se tiene todavia para
vender qg — q; — @2 unidades. Entonces se puede buscar un precio p3 < py tal que se obtenga

una ganancia total G = G+ Gs+p3(qe — q1 — g2) que sea mayor a la ganancia del equilibrio Gg.



Es sencillo ver que si se implementan los mecanismos necesarios para impedir que alguien
compre a un precio menor del que valuaba el producto entonces se puede segmentar al mercado
en distintas clases para obtener una ganancia mayor que la que se obtiene en el equilibrio. Esto
se puede ver intuitivamente en la grafica de la figura 1.5 de la siguiente manera: la ganancia
obtenida al vender gr unidades a un precio pg es el area del cuadrado formado por los puntos
(0,0), (pg,0), (pe,2ge) ¥ (0,qg). Al venderle a la “clase” ¢ a un precio p;, se abarca la parte del
area del cuadrado correspondiente a los puntos (0,¢;-1), (pe,qi-1), (Pe,2:) y (0,q;) v ademés el
area del rectdngulo correspondiente a los puntos (pg,qi—1), (pi,¢i-1), (Pi,¢;) ¥ (PE,q;) conside-
rando gy = 0. De esta manera se obtiene la ganancia del equilibrio mas las ganancias de cada

rectangulo. El razonamiento anterior nos lleva a la siguiente proposicién:
Proposicién 1.4.1

Dado el segmento de mercado que tiene un ofertante, para toda n € N existe un conjunto de
precios {p1,pa,...,Pn} CcON pp = p, < ... < p; tal que al implementar mecanismos adecuados
para impedir que los consumidores compren los productos a un precio menor de su valuaciéon se

obtiene una ganancia G mayor a la obtenida en el equilibrio Gg.
Demostracion:

Sea n € N, sean pg = p, < ... < p; los precios ofertados a cada clase y sean qp = ¢, >
... > q las cantidades demandadas a esos precios. La capacidad consumida por la clase ¢ a un

precio p; es q¢; — q;—1. Se define ¢y = 0, entonces la ganancia es igual a
G = ipi((h — Gi-1)
i=1
> an(%‘ —qi-1)
i=1
=DPn Z(% —Gi-1)

i=1
= pn(Qn - QO)
= PE4E
=Gpg

Se puede observar que la ganancia es mayor entre mas fina es la particiéon (el nimero de

clases es mayor). En el limite, cuando n tiende a infinito, la ganancia es méxima; pero dicho



caso es cuando se sabe el precio que esta dispuesto a pagar cada consumidor, es decir, un ca-
so utépico. La idea del Revenue Management es maximizar las ganancias al explotar lo mejor
posible la heterogeneidad de los consumidores. Modificar los precios a voluntad no siempre es
posible, dependiendo de la industria en donde se aplique por lo que conviene darle un enfoque
de restriccion de venta al problema. En otros casos la cantidad de producto ya esté establecida,
por lo que el problema se enfocara en los precios. Asi, el problema puede enfocarse con base en

los precios o en las restricciones de venta.

qdE = qn
Gn—-1

q3
q2
q1

Figura 1.5: Motivaciéon Revenue Management






Capitulo 2
Revenue Management

“La ciencia se compone de errores, que a Su vez,
son los pasos hacia la verdad.”

Julio Verne

Como ya se mencion6 anteriormente, el Revenue Management surgié de la industria de la
aviacion comercial como consecuencia de la desregularizacion en Estados Unidos. Posteriormen-
te se fue aplicando a otras industrias como los hoteles, cruceros, ferrocarriles, arrendadoras y

otras industrias con problemas similares.

El Revenue Management esta relacionado con decisiones de como administrar la demanda.
La metodologia y los sistemas requeridos para lograrlo forman parte de la disciplina. Talluri y
Van Ryzin mencionan en su libro [ |[p- 2] que el Revenue Management se puede pensar
como el complemento del Supply-chain Management, incidiendo en los procesos de la empresa

y el manejo de inventarios con el objetivo de reducir los costos de produccion y entrega.

Existen otros términos que se utilizan para hacer referencia al Revenue Management en las
diversas industrias, algunos de ellos son pricing and revenue management, pricing and revenue
optimization, revenue process optimization, demand management, demand-chain management

y yield management.

Michael Miiller-Bungart [ ][pp.7-15] resalta varias industrias en las se ha aplicado el

Revenue Management y referencia trabajos sobre las distintas areas en donde se ha desarrollado.
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2.1. ;Qué es el Revenue Management?

Se utiliza el término mas general de Revenue Management para hacer referencia a la
amplia gama de técnicas, decisiones, métodos, procesos y tecnologias involucradas en la admi-

nistracién de la demanda.

En general, se avoca a tres categorias basicas de las decisiones en la administracion de la

demanda: estructurales, respecto a los precios y respecto a la oferta.

Las decisiones estructurales comprenden el formato de venta a utilizar, el mecanismo a im-
plementar para segmentar el mercado en el caso de ser necesario, las condiciones de venta a

ofertar, la manera de agrupar los productos, etcétera.

Las decisiones de precio contemplan la asignaciéon, publicacién, promocién, segmentacion,
caducidad y politicas relacionadas con los precios. Por tltimo, las decisiones respecto a la ofer-
ta reparan sobre aceptacion o rechazo de solicitudes de compra, asignacion de la capacidad
de oferta a los distintos segmentos del mercado, productos o canales de venta, almacenaje de

produccion para venderse después y demas decisiones relacionadas con el control de la capacidad.

Talluri y Van Ryzin | ][p- 3] mencionan que cualquier empresa depende del contexto en
el que se encuentre para determinar cual de estas categorias es prioritaria. Normalmente estas
decisiones se analizan repetidamente cada cierto tiempo de forma que se puede pensar en el

problema de la administracion de la demanda como un juego de tres etapas.

Los distintos productos pueden competir en capacidad de producciéon o compartir costos de
produccion. Adicionalmente a las restricciones de demanda, el comportamiento de los consu-
midores incide en dichas decisiones. Los consumidores pueden en cualquier momento formular
estrategias sobre el tiempo de compra. Como consecuencia, las decisiones que las empresas to-
man respecto al precio o la cantidad de un producto pueden afectar la demanda de los productos

relacionados o la demanda futura del producto mismo.

Por ultimo, las decisiones de demanda para diferentes productos, consumidores y lapsos de
tiempo pueden estar relacionadas de acuerdo a la informacion obtenida histéricamente. Asi, a
través del tiempo, la demanda observada puede dar informacion sobre la demanda futura. De

esta manera, una decisién sobre el precio el dia de hoy puede afectar la informacién que se



obtenga sobre la sensibilidad de la demanda, la cual afectara las decisiones futuras del precio.

2.2. Caracteristicas de los problemas

En la seccion anterior se mencioné el problema al que se enfrenté American Airlines y que
salié avante gracias a los Ultimate Super Savers, que eran asientos excedentes que podian ven-
der a precios bajos. Pero mas que por dicho producto, el éxito de American Airlines se debi6 al
sistema DINAMO (Dynamic Inventory Allocation and Maintenance Optimizer) que fue imple-
mentado en enero de 1985 luego de varios afios de desarrollo y refinamiento, el cual fue el primer

sistema de Revenue Management como tal.

Después de conocer la ingeniosa solucién que encontré American Airlines a su problema,
surge la pregunta inmediata: ;Bajo qué condiciones se puede aplicar el Revenue Management?

Miiler-Bungart | |[pp. 2-6] expone los siguientes requisitos para poder aplicarlo:

1. Necesidad de factores externos.
2. Flexibilidad de operacién limitada.
3. Heterogeneidad en las valuaciones y el comportamiento.

4. Rangos estandar de los productos.

Por su parte, Talluri y Van Ryzin | |[pp. 13-16] consideran que los problemas de Revenue

Management requieren de:

1. Heterogeneidad de los consumidores.

2. Variabilidad e incertidumbre de la demanda.
3. Inflexibilidad de produccion.

4. El precio como senal de calidad.

5. Existencia de informacién y bases de datos.

6. Cultura administrativa.



Como se mostrd en la proposicion 2.1, la heterogeneidad de la valuacion de los consumidores
bajo el supuesto de que el precio es senal de calidad se puede utilizar para obtener una ganancia
mayor a la que se obtendria en el equilibrio al segmentar el mercado. La falta de flexibilidad en la
produccién es un factor importante pues en caso contrario se podria producir lo necesario cada
periodo sin el problema de decidir a quién venderle, eliminando las pérdidas por mercancias no
vendidas. Finalmente, se requiere de rangos estandar, cultura administrativa y acumulacion de
informacion para poder realizar estimaciones y previsiones de la demanda. Las bases de datos
son importantes dado que conforme ha crecido la capacidad operacional de las computadoras se
han podido analizar mayor cantidad de informacion, haciendo posible resolver problemas mas

complejos para obtener mejores resultados.

En general el Revenue Management sigue los siguientes pasos:

1. Recolecciéon de la informacion.
2. Estimacién y prediccion.

3. Optimizacién.

4. Control de ventas.

Los procesos de Revenue Management involucran estos cuatro pasos de manera ciclica cada
cierto tiempo. La frecuencia con la que se inicia un nuevo ciclo puede ser funcién de varios
factores como el volumen de la informacién, la velocidad con la que cambian las condiciones
del negocio, el tipo de método utilizado para las estimaciones y predicciones y la importancia

relativa de las decisiones resultantes.

2.3. Visiones del Revenue Management

Una vez que la empresa alcanza la fase de optimizacién puede abordar el problema desde
dos enfoques distintos: de restriccién de inventarios o de precios. En el enfoque de restriccion
de inventarios se decide el volumen de productos por vender a cada segmento del mercado para
obtener la ganancia maxima posible, suponiendo precios fijos. Por otra parte, el enfoque de
precios se avoca a determinar los precios para vender los productos a cada segmento de manera
que se maximicen las ganancias bajo el supuesto de que el inventario total esta repartido entre

los segmentos del mercado.



Es importante notar que existen industrias en donde no se puede modificar el precio facil-
mente, por ejemplo la industria farmacéutica, y existen otras que aunque tienen flexibilidad en
los precios no pueden modificar su inventario, por ejemplo la industria hotelera. De modo que
dependiendo de las limitaciones o las ventajas que tenga la industria de que se trate conviene

usar un enfoque u otro del Revenue Management.

2.3.1. Enfoque de restriccion de inventarios

El problema del Revenue Management desde el enfoque de restriccion de inventarios se puede
pensar como sigue: se tiene un inventario C' de cierto producto que se desea vender. El mercado
para este producto estd segmentado en n clases diferentes y a cada clase se le puede vender
cada producto a un precio ya dado, siendo v; el precio pactado para la clase j = 1,...,n. Por
otra parte, se sabe que la demanda de la clase j tiene una distribucién Fj(-). Con base en dicha
informacion se desea determinar el inventario por vender a los distintos segmentos de consu-
midores. Es decir, el problema principal es determinar la cantidad que se debe vender a cada
clase de modo que las ganancias de la empresa se maximicen. Dicha reparticion debe hacerse
dindmicamente conforme se materializa la demanda bajo incertidumbre sobre la cantidad o la

composicion futura de la demanda.

Se consideran los siguientes controles de la demanda:

e Limite de venta

Los limites de venta son controles que restringen la cantidad de inventario asignado para
venderse a una clase particular de consumidores en cualquier punto en el tiempo, se denota

como b; al limite de venta de la clase j.

Se dice que son particionados si dividen el inventario disponible en bloques separados,

uno para cada clase formando una particion, que solo pueden venderse a la clase designada.

Si la capacidad disponible para las distintas clases se traslapa de manera jerarquica, con
la clase de mayor jerarquia teniendo acceso a toda la capacidad reservada para las clases

de menor jerarquia, se dice que los limites de venta son anidados.

e Nivel de proteccién

El nivel de proteccién es el inventario que se reserva para venderse a un conjunto de
segmentos de consumidores. Los niveles de proteccion pueden ser anidados o particionados.

Un nivel de proteccién particionado es equivalente a un limite de venta particionado. Para



el caso anidado los niveles de protecciéon son definidos por conjuntos de clases, ordenados

de manera jerarquica de acuerdo al orden de las clases.

Generalmente, se supone que la clase 1 es la mayor y la clase n es la menor, de forma
que el nivel de proteccién j se define como la cantidad de capacidad a resguardar para las

clases j,j —1,...,1 en conjunto y se denota como y;.

e Precios umbral

El precio limite que sirve para determinar si se acepta una solicitud de compra de cierta

clase con base en la ganancia que genera recibe el nombre de precio umbral.

Dichos precios pueden depender de variables tales como la capacidad o tiempo restantes
por lo que comtinmente se denotan como una funcién 7(z,t). Es importante actualizar
con cada venta el precio umbral y de ser posible con el tiempo, ya que de no hacerlo se
puede incurrir en vender un cantidad ilimitada del producto a cualquier clase que genere

una ganancia mayor al precio umbral inicial.

Se puede observar que el limite de venta b; que corresponde a la clase j, es simplemente
el inventario menos el nivel de proteccién para las clases j —1,...,1 . Estoes b; = C' — y;_;
donde C es la capacidad y j = 2,...,n. Por convencion, se definen b = C'y y,, = C. Con ayuda
de esta relacion, pueden obtenerse los limites de venta a través de los niveles de proteccion y
viceversa. Ademés se puede definir una funcién de precios umbral 7(x) en funcién de cualquiera

de ellos aunque no se considere el tiempo.

Existen dos tipos de anidamientos tanto para niveles de proteccién como para limites de
venta: el estandar y el ladrén. A la fecha estd abierta la discusién sobre cuél de los dos gene-
ra mejores ganancias. Miiller-Bungart | |[pp. 39-43] ejemplifica la diferencia entre ambos
anidamientos ademas de dar un algoritmo para calcular los limites de venta anidados para el

caso en que la demanda llega en bloques.

Ya en el proceso de venta, si se tienen C' unidades de capacidad, de manera dinamica, se

acepta una solicitud de la clase j si se cumplen los siguientes requisitos:

i) Todavia hay capacidad.

ii) El nimero de ventas realizadas a la clase j actualmente es menor que su limite b; o

equivalentemente el inventario disponible es mayor que el nivel de proteccién y;_;.



El anidamiento estandar reduce en uno y; cuando se acepta una solicitud para la clase j
mientras que el anidamiento ladrén ademas “roba” capacidad a todas las clases menores, es

decir, se reducen en uno y;, Y+, - - -, Yn.

Las dos maneras de anidar son equivalentes si la demanda arriba estrictamente de la clase
con menor jerarquia a la de mayor jerarquia, es decir, si la demanda para la clase n llega pri-
mero, seguido de la demanda para la clase n — 1 y asi sucesivamente hasta que finalmente llega

la demanda para la clase 1.

Una ventaja potencial del control mediante los precios umbral es su habilidad para discrimi-
nar basandose en las ganancias mas que en las clases. Es comin que un ntimero de consumidores
con valuaciones distintas de un producto sean agrupados en una sola clase y los sistemas de
Revenue Management utilicen el precio promedio como el precio asociado a la clase. Sin embar-
go, si hay informacién disponible sobre las ganancias para cada periodo, un control mediante
precios umbral puede aceptar selectivamente solo los pedidos que generen una mayor ganancia
en cada clase, mientras que un control basado unicamente en la designacion de clases puede
aceptar o rechazar todos los pedidos de una clase. Por supuesto que si no es posible observar

las ganancias exactas al momento del pedido entonces esa ventaja se pierde.

2.3.2. Enfoque de precios

El enfoque de control de inventarios del Revenue Management considera el fenémeno de la
demanda como externo al ofertante pero de cierto modo controlable mediante ciertas decisiones
y acciones. A diferencia de los controles de inventario, en este enfoque se van modificando
los precios a lo largo de un periodo de acuerdo a lo que se necesite. Los principales controles

mediante el cambio en los precios son:
e Precios dinamicos

Se controla totalmente la demanda mediante cambios en los precios, los cuales pueden
ser seleccionados ya sea de un conjunto finito de valores o de un intervalo real, con el fin
de maximizar las ganancias. Es importante notar que el mecanismo de precios dinamicos
pretende establecer precios de modo que en promedio se agote la capacidad al final de
cada periodo y a diferencia de los controles de capacidad en este enfoque no se rechaza
demanda alguna. De manera que lo ideal es vender la demanda conforme van llegando
solicitudes y se modifican los precios para garantizar que la capacidad se venda en su

totalidad.



e Subastas

2.4.

Las subastas son mecanismos que especifican la forma de revelar la informacion entre los
compradores y los vendedores, otorgar bienes a los consumidores y con base en la infor-
macién revelada advertir los pagos realizados por los consumidores. Binmore | |[pp.
593-624] expone distintos tipos de subastas y realiza un anélisis sobre cémo la seleccién

del tipo de subasta hace que los consumidores incrementen su valuacion de los productos.

Modelos de control de inventario

En esta seccién se presentan tres modelos para calcular limites de venta: el modelo deter-

minista, el modelo no lineal probabilistico y el modelo lineal probabilistico, cabe mencionar

que dichos modelos tienen un enfoque de control de inventario. Estos modelos consideran los

siguientes supuestos:

—e
~—

ii)

iii)

iv)

v)

vi)

La demanda de las diferentes clases esta representada por intervalos disjuntos en orden

creciente respecto a los precios que pagan.

Las variables aleatorias correspondientes a la demanda de cada clase son independientes

entre si.

La demanda para una clase dada no depende de los controles de inventario. En particular,

la disponibilidad de cada clase es independiente de las otras.

La demanda agregada llega en una sola exhibicién y la decisién se reduce a la cantidad

que se debe aceptar.

La demanda se considera desagregada. En caso de una solicitud grupal, ésta se puede

aceptar parcialmente.

Neutralidad al riesgo.

Asi, un producto se considera como la combinacién de una canasta de bienes con un precio.

Si el mercado puede segmentarse en n clases entonces el problema es determinar el niimero

méximo a venderse del producto j, j = 1,...,n. Es decir, si hay n productos y b; es el limite

de venta del producto 7 = 1,...,n entonces se aceptan pedidos del producto 7 hasta que la

cantidad total solicitada sea mayor o igual a b;. La contribucién marginal a la ganancia del



producto j se denota como v; > 0 y representa el valor maximo que asigna el consumidor al
producto. Sea m el nimero de bienes que conforman la canasta, ¢; el inventario disponible del

bien ¢ y 7;; la cantidad del bien ¢ que consume el producto j.

2.4.1. Modelo determinista

Este modelo supone una demanda determinista para el producto j dada por d; > 0. Si la
cantidad de un producto j se puede medir de manera continua entonces el limite de venta b;

puede ser cualquier niimero real no negativo. El modelo queda de la siguiente manera:

n
max E v;b;
j=1

S.a.
Zﬁjbj < ¢ 1 = 1,...,m
j=1
Ogbjgdj j = 1,...,71

El modelo determinista es un problema de programacion lineal por tanto se puede resolver
de manera eficiente mediante el algoritmo simplex. De requerirse limites de venta discretos b; la

tltima restriccion del modelo se debe reemplazar por b; € Ny y el problema se vuelve NP-diffcil.!

En particular, para este modelo la variable aleatoria de la demanda del producto j toma un
valor d; con probabilidad 1; es decir, P(D; = d;) = 1.

2.4.2. Modelo probabilistico no lineal

Suponiendo que la demanda D; es una variable aleatoria discreta se obtiene el modelo

siguiente:
n bj—1
max Y vy | Y KP(D; = k) + b;P(D; > b))
j=1 k=1

Zrijbj < C; 1 = 1,...,m

j=1
bjENO j = 1,...,77,

'El problema contiene los problemas H tales que todo problema L no polinomial puede ser transformado
polinomialmente en H. Esta clase puede ser descrita como aquella que contiene los problemas de decisién que
son al menos tan dificiles como un problema de NP



Este segundo modelo maximiza la ganancia esperada al fijar los limites de venta b; para la
clase 7 = 1,...,n. Como la funcién objetivo no es lineal respecto a las variables de decision, deja
de ser un problema de programacién lineal. Sin embargo, se puede construir un problema de
programacion lineal equivalente al problema del modelo para poder hacer uso de herramientas

ya conocidas: el algoritmo simplex o programacion dinamica.

2.4.3. Modelo probabilistico lineal

Para obtener un modelo lineal con base en el modelo anterior se define:

7 . Ci
b = min —
i=1,....m Tz]

Las variables b; son una cota superior para los limites de venta, ya que si se venden mas pro-
ductos entonces se incurre en la insuficiencia de algin bien para satisfacer las solicitudes. Las

variables de decisién se definen como:

{1 sibj=k  j=1,..n k=1,...b
Tjr =
0 en otro caso

Se puede ver que szzl z;i, < 1 para cada j y que si szzl z;;, = 0 entonces el limite de venta
para la clase j también es cero. Se puede entonces expresar el limite de venta para la clase j

CcOo1mo:

b
bj = Z /{ijk
k=1
De esta forma la ganancia esperada obtenida si el limite de venta del producto j se fija en k es:
k—1
vk = v | Y IP(D; = 1)+ kP(D; > k)
1=1

Finalmente el problema de programacién lineal se puede expresar como:



n b
max E E Uik jk

j=1 k=1
s.a.
b
Z:Ejk < 1 Jj = 1,...,n
k=1
n b;
ankxjk < ¢ 1 = 1,...,m
j=1 k=1
zj, € {0,1} i = 1,....n k=1,....b

Noétese que las variables de decisién toman valores enteros {0,1}. De manera que el algoritmo
simplex deja de ser adecuado para resolverlo. Para encontrar la soluciéon 6ptima se emplea un

algoritmo de programacion dindmica.

2.5. Meétodos de solucion

Para el caso del modelo determinista el problema se reduce a uno de programacién lineal
y se puede resolver de manera sencilla y eficiente utilizando el Simplex. En el caso del modelo
probabilistico lineal se mencionan dos métodos de solucién: la regla de Littlewood en donde sélo

hay dos clases y la formulacion de programacién dinamica de Bellman cuando hay n clases.

2.5.1. Regla de Littlewood

Talluri y Van Ryzin | ][p- 35] senalan que el primer modelo de Revenue Managament
con enfoque de control de inventarios en donde sélo se consume un bien se debe a Littlewood.
El modelo supone dos clases de consumidores por lo que sélo se consideran dos productos cuyos
precios asociados son vy > vy. C' denota el volumen de inventario con el que se cuenta del bien.
Adicionalmente, se supone un inventario de capacidad limitada sobre el cual todas las solicitu-
des de adquisicién de la segunda clase se reciben con anterioridad a las solicitudes de la primer
clase. El problema consiste en decidir el volumen de demanda cubierta para la segunda clase
de consumidores con precio menor antes de recibir las solicitudes de la primer clase con mayor

precio.

La soluciéon que da Littlewood es una regla sencilla que se obtiene mediante el siguiente
analisis marginal: suponer que quedan x unidades en el inventario cuando se recibe una solici-

tud de la clase 2. Si se acepta la solicitud se obtendria una ganancia segura de v, mientras que



si no se acepta es porque se espera vender las x unidades restantes a la clase 1 a un precio mayor
v, pero eso solo pasard si la demanda de la clase 1 es mayor o igual a x; es decir, la ganancia

esperada por reservar la x-ésima unidad de capacidad a la clase 1 es v;P(D; > x).

Siguiendo el andlisis conviene aceptar el pedido de la clase 2 mientras que vy > v1P(D; > x).
Como la funcién de supervivencia es decreciente, existe un nivel de proteccion éptimo y; tal que

satisface que vy < ViP(Dy > y1) vy v > 1 P(Dy > y1 + 1).

Si se utiliza una funcién de distribucién continua Fj(-) el nivel de proteccién 6ptimo es
y = F (1 — ) que se conoce como la regla de Littlewood.

La regla de Littlewood dice que es 6ptimo el nivel de proteccién y; y con base en los niveles
de proteccion se pueden obtener los limites de venta con la ecuacién by, = C' — y; y la funcion

de precios umbral 7(z) = v,P(D; > x).

2.5.2. Modelo de Bellman

Se puede formular un problema de programacion dindmica que sea equivalente al modelo
lineal probabilistico para el caso general con n > 2 clases de consumidores en el cual se supone
que la demanda de las n clases arriba en n etapas: una para cada clase y en donde las clases
solicitan en orden creciente respecto al valor superior que cada clase de consumidores le asigna
al producto; es decir, se indexan las clases tal que v; > vy > ... > v,. De este modo, la demanda
de la clase n es la primera en llegar (en la etapa n), posteriormente la demanda de la clase n — 1
y asi sucesivamente hasta la demanda de la clase 1 en la primer etapa. zi,xs,...,x, son las
variables de estado del problema donde z; es la capacidad restante al inicio de la etapa j. Sea

D; la variable aleatoria discreta que representa la demanda de la clase j.

Por conveniencia analitica, al inicio de cada etapa j se supone la siguiente secuencia de
eventos:

1. Llega la solicitud de demanda de la clase j y se observa el valor D;.

2. Se decide una cantidad u a aceptar de la demanda, la cual debe ser menor o igual a la

capacidad restante z;.

3. Se obtiene una ganancia de v;u y se procede a comenzar la etapa j — 1 con una capacidad

restante x;_1 = r; — u.



Sea Gj(x;) la funcién de valor a inicio de la etapa j, el problema consiste en observar el valor
D; para escoger un valor u que maximice las ganancias de la etapa actual mas las posteriores;

es decir, v;u + G;j_1(z; — u) sujeto a la restriccion 0 < w < min{D;, z;}.
De este modo, la ecuacién de Bellman es
Gj(z;) =E[  mdx  {vu+Gji(z; —u)}]

0<u<min{Dj,x;}

con condiciones frontera Go(x) = 0 para valores x =0,1,...,C.

Se define el ingreso marginal esperado AG;(z) = G,(z) — Gj(x — 1) con el cual obtienen los
niveles de proteccién, en este caso el nivel de proteccién estd dado por y; = max{z : vj4; <
AG,(z)} para j =1,...,C. De esta manera se pueden obtener los limites de venta, niveles de
proteccion y la funcién de precios umbral al resolver el problema de programacion dinamica

cuando la demanda tiene una distribucién discreta.

En el capitulo 3 se incluyen ejemplos de casos particulares sencillos para ilustrar los modelos.






Capitulo 3
Aplicando el Revenue Management

“Dime y olvidaré,
muéstrame y podria recordar,
wmvolucrame y entenderé.”

Proverbio Chino

A lo largo del capitulo se ejemplificara la aplicacién de los modelos de control de inventario
al siguiente problema: supéngase que se desea vender en el mercado cinco productos distintos
compuestos por un unico bien comun del que se dispone un inventario de 50 unidades, es decir
C = 50. Por simplicidad supéngase que cada consumidor consume solamente una unidad del
producto. Si bien es cierto que un consumidor puede consumir mas, esto no afecta el analisis ya
que un consumidor que adquiere cinco unidades puede considerarse como cinco consumidores
que desean una unidad. Durante el tiempo de observacién del mercado se ha concluido que los
consumidores asignan valores distintos al bien de modo que a cada consumidor se le asocia una
“clase” relacionada con uno de los cinco productos. Los cinco valores asignados son v; = 500,
vy = 400, v3 = 300, vy = 200 y v5 = 100, donde v; es la valuacion que le da al bien un consumidor
de la clase 7. Ademads se supone que la demanda de cada clase llega toda junta y que el orden
de solicitud de los pedidos es decreciente respecto a las clases, es decir, primero arriban todos
los pedidos de la clase cinco, después todos los de la clase cuatro y asi sucesivamente hasta que

finalmente se realizan todos los pedidos de la clase uno.

Primero se obtendran los limites de venta, niveles de proteccién y funcién de precios umbral
empleando el modelo determinista. Posteriormente se compararan los limites de venta y niveles
de proteccion anidados con los particionados usando el modelo probabilistico lineal al ejemplifi-

car la transformacion del modelo probabilistico no lineal al modelo probabilistico lineal y mostrar
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el planteamiento del problema de programacién dindmica. Finalmente se hara una comparacion
de los resultados obtenidos al emplear el Revenue Management al problema de optimizacién de

ingresos mencionado. En cada modelo se haran los supuestos adicionales pertinentes.

3.1. Demanda conocida

En este primer andlisis se hace el supuesto adicional de que la demanda de cada clase
estd determinada, es decir, la cantidad del bien que serda demandada por cada clase es conocida
y estd dado por dy =8, dy =9, d3 =9, dy =12 y d5 = 12, d; es la demanda de la clase i sobre

el producto.

En este caso, la ganancia es igual a la suma del precio por el limite de venta de cada clase,
esto condicionado a que el limite sea menor o igual que la demanda de su clase ya que se ven-

derd una cantidad menor o igual a la capacidad disponible.

El problema se puede expresar como un problema de programacion lineal en donde se buscan
los limites de venta, niveles de proteccion y funcion de precios umbral que maximicen la ganancia.
Sean by, ...,bs los limites de venta de cada clase, entonces el problema queda expresado de la

siguiente forma:

max 500b1 + 400b2 + 300[)3 + 200()4 + 100b5

s.a.

by + by + b3+ by+ by < 50

b <

b2 <
bs < 9
b < 12
by < 12
b, >0 j=1....5

Para resolver el problema utilizando el algoritmo simplex, se transforma a su forma estandar

utilizando las variables de holgura bg, . . ., b1; quedando de la forma:



max  500b; + 4000, + 30003 + 200b4 + 10005

s.a
b+ by + by 4+ by + by + b = 50
by + b7

by + b =
b3 + by =
by T by - 12
bs T oby = 12
b; >0 j=1,...,11

Como se puede apreciar, las variables de holgura forman una base inicial factible, lo que facilita

el trabajo inicial del algoritmo utilizado para su resolucién.

3.1.1. Limites de venta

En este caso la demanda y la capacidad determinadas son suficiente para satisfacer la de-
manda agregada. Es éptimo aceptar todos los pedidos obteniendo una ganancia de $13,900. Los
limites de venta 6ptimos son by =8, by =9, b3 =9, by = 12 y b5 = 12. El limite 6ptimo es igual
a la demanda de la clase, lo que tiene sentido ya que si se pone un limite menor entonces hay

pedidos que no se satisfacen y a la vez sobra capacidad.

3.1.2. Niveles de proteccién

Dado que las clases forman una particion del mercado entonces los niveles de protecciéon son
iguales a los limites de venta, es decir, y1 =8, 12 =9, y3 =9, y4 = 12 y y5 = 12 donde y; es la

capacidad que se protege para la clase 1.

3.1.3. Funcion umbral

La funcién de precios umbral queda dada por

;

500 si0 <z <9

400 si9 <z <18
m(x) =14 300 sil8<x <27
200 si27<x <39
100 si 39 < <50

\

Donde zx es la cantidad del producto disponible al momento.



3.1.4. Analisis del caso determinista

Para este primer analisis basta con ofertar un inventario igual a la demanda agregada del
mercado, obteniendo la soluciéon 6ptima de vender todo al precio que cada cliente esta dispuesto
a pagar. Por otra parte, el anidamiento no tiene sentido ya que los limites particionados y los

anidados son equivalentes.

3.2. Demanda Poisson con método Bellman

Para el segundo analisis se supone que la demanda de la clase ¢ es una variable aleatoria que

distribuye Poisson con media A;, para:=1,...,5.

Para ejemplificar el método de Bellman se realizé una simulacién para generar una base de
datos del nimero de pedidos de cada clase en los ultimos 50,000 ejercicios de una compania en
donde los datos tienen una distribucién uniforme discreta, buscando que E[D;] = d; para poder
mostrar que en el caso probabilista dejan de ser 6éptimos los limites de venta particionados. Se
utilizaran los primeros 30,000 datos para ajustar los pardmetros A; con los que se obtendran
los niveles de proteccion y posteriormente se analizara su efectividad con la informacién de los
restantes 20,000. Es decir, se hard una comparacion de la ganancia obtenida sin utilizar Revenue
Management con la obtenida usando limites de venta particionados, limites de venta estandar
y la ganancia méaxima posible de cada ejercicio al suponer una distribucion Poisson atin cuando

se sabe que tiene una distribucion distinta.

Para determinar los parametros A;, i = 1,...,5, se calcula el estimador maximo verosimil

de la media de una distribucién Poisson cuando se cuenta con una muestra de tamano n:

L(Alz) = H f(ilA)

AT
- HZEZ'G "

i=1

n Ts
| A"

i=1

n T;

= log(L(A\|z)) = —TI/>\+509(H 2,)

i=1 "

= —nA+ Z log(A\*) — Z log(x;!)
i=1 =1

= —nA+ Z xilog(\) — Z log(z;!)
i=1 i=1



Derivando de ambos lados de la ecuaciéon con respecto a A:

OlogL 1
o _”+;‘“X

Finalmente, igualando a cero en el estimador maximo verosimil:

=1
< 1 —
=1
Es decir, el estimador méximo verosimil del parametro A es la media muestral. Calculando las

medias muestrales de cada demanda se obtiene que A= 8, Xo = 9, /\Ag =9, =12 y ):5 =12, es

decir, se espera vender cincuenta unidades en total y 5\1 unidades a la clase i parai = 1,2, 3,4, 5.

El problema ahora es bastante similar al anterior, solamente cambia el hecho de que no se
conoce la demanda que se tendrd pero se espera en promedio la misma demanda que en el
caso determinista. ;Fs 6ptimo conservar los limites de venta anteriores? ;Conviene que sean
particionados o anidados? En el caso de la demanda determinista eran equivalentes los limites

particionados a los anidados. En este caso se compararan los resultados obtenidos con ambos.

Por simplicidad del anédlisis se supone que toda la demanda de cada clase se obtiene al mismo
tiempo, de este modo se puede usar el modelo lineal probabilistico para obtener los limites de
venta definido en la seccién anterior. En este caso, como el producto consta sélo de un bien y
cada venta consume una unidad de inventario de éste independientemente de la clase, el limite
superior b_] del limite de venta para la clase j esigual a 50 y r1; = 1, j = 1,...,5. De modo que

el modelo se simplifica como sigue:

5 50
Max z:E E VikTjk

j=1 k=1
s.a

50
drp <1 j=1,....5
k=1

5 50
S kay <50

j=1 k=1

v €{0,1}  j=1,...5k=1,...,50



Donde las variables de decisién son x;;, = Iy (b;), 7 = 1,...,5 y k = 1,...,50, las cuales
toman valor de cero o uno. Como se menciond en la seccién anterior, el algoritmo Simplex ya
no es eficiente por ser un problema de programacion lineal entera y es necesario construir un
problema de programacién dindmica equivalente. El problema de programacion dinamica queda

de la siguiente manera:

Las variables de estado son la cantidad de capacidad z; disponible al inicio de cada etapa

j=1,2,3,4,5. La funcién de valor del estado j es

G(z)=E max  {vju+Gj_1(x —u)}

0<u<min{Dj;,z}

con condiciones frontera Go(z) = 0 para z =0,1,...,50.
Al inicio de cada etapa j se supone que no han llegado las demandas D;, D;_1, ..., Ds; es
decir, no se han recibido los pedidos de las clases j,7 — 1,...,1. Ademas se supone la siguiente

secuencia de eventos:

1. Se reciben todos los pedidos de la clase j de modo que se observa el valor de D;.

2. Se determina la demanda aceptada u < z; que maximice G;(x) obteniendo una ganancia

vju.

3. Se procede a iniciar la etapa j — 1 con una capacidad z;_; = z; — u.

Los niveles de proteccién éptimos son los valores de 1, T2, 3, T4, 5 que maximizan G(50).
Los limites de venta y la funcién de precios umbral 6ptimos pueden obtenerse a partir de los

niveles de proteccion como en el caso anterior.

3.2.1. Limites de venta particionados

Con los valores de V(z) para j =1,2,3,4,5y x = 1,...,50 que se pueden encontrar en el
anexo B en los cuadros B.3 y B.4 se calculan los costos de desplazamiento AG;(z) = G;(z) —
G(z—1) (éstos se muestran en los cuadros del anexo B B.5 y B.6), con los cuales se obtienen los
niveles de proteccién yi, yz2, ys, Y4, ys. Obsérvese que y; = max{z : zj11 < AG,;(z)}, j=1,...,4

y recuérdese que por convencion ys = 50 para garantizar que se tenga acceso a todo el inventario.



J Yy b
1 6 6
2 15 9
3 26 11
4 42 16
5 50 8

Cuadro 3.1: Limites de venta particionados
obtenidos mediante el método de Bellman.

Una vez que se obtienen los niveles de proteccion se pueden calcular los limites de venta
particionado usando la relacién b; = C' —y,_1, j = 2, 3,4, 5, recuérdese que y; = b;. En resumen

el modelo tiene los siguientes limites de venta y niveles de proteccién particionados:

3.2.2. Limites de venta anidados

Para obtener los limites de venta anidados se recuerda que se traslapan de manera jerarqui-

ca por lo que cada clase tiene acceso a toda la capacidad reservada para las clases de menor

5

jerarquia de modo que b¢ = bs y bf = Z bi para i = 1,2,3,4, donde b} es el limite de venta
j=i

anidado para la clase j.

b
20
44
35
24

U W N | .

Cuadro 3.2: Limites de venta anidados
obtenidos mediante el método de Bellman.



Es importante recordar que estos limites de venta anidados corresponden al tiempo inicial, es
decir, cuando todavia no se ha recibido demanda alguna. Como se supone que la demanda llega
en orden decreciente con respecto al precio entonces son equivalentes el anidamiento estandar
y el ladron; ademéds como la demanda llega en bloques sélo es necesario reajustar los limites de

venta después de cada arribo.

Finalmente como la demanda llega en orden decreciente con respecto a los precios, se puede

a
calcular bi‘iJrl .....

observar la demanda de las clases i + 1,...,5, mediante la férmula siguiente:

., 1la cantidad de demanda que se esta dispuesto a aceptar de la clase 7 luego de

5 5 5
i1, n:méx{ bj — Z Dj,zbj—b?H} para 1 =1,23,4

Por ejemplo, véase en el Cuadro 3.3 tomando los datos 30001 a la 30010 de la muestra

uniforme generada.

Smulacion | Dy | W, 5| Da| 55| Ds| b, | Di| Y| Ds| b8
30001 6 6 18 18 1 1 20| 16 | 8 | 8
30002 8 6 11 9 3] 11 | 21| 16| 14| 8
30003 16 16 5 5 1 1 15| 15| 18] 8
30004 8 8 9 9 1 1 9 9 | 19| 3
30005 3 3 10 10 17 | 17 1 1] 19| 8
30006 15 15 0 0 4] 14| 20| 20| 1] 1
30007 12 12 1 1 1 1 1 1 8
30008 1 1 15 15 1 1 8] 18| 3| 3
30009 9 8 17 17 7 7 0] 10| 12] 8
30010 9 9 14 14 8 8 0] 10| 11| 8

Cuadro 3.3: Demanda de las clases y capacidad méxima a venderles.

3.2.3. Analisis de limites de venta

En comparacion con el caso determinista, lo primero que se puede observar es que la ganancia
obtenida al implementar los limites de venta particionados es en promedio menor a la obtenida
al implementar los limites de venta anidados: 10243.615 y 12331.975 respectivamente. Méas aun,
las ganancias obtenidas con los limites de venta anidados son siempre mayores o iguales a las
obtenidas con los limites de venta particionados. En el cuadro 3.4 se pueden observar algunas

ganancias obtenidas con ambos modelos.



Simulacién | Particionado | Anidado
31188 8600 9600
31688 8600 10600
34198 10900 12900
36242 8700 11700
38104 13100 16000
38314 8900 8900
40295 7200 7200
41314 10900 13900
42036 10000 11800
46794 6600 6600

Cuadro 3.4: Comparacion ganancias obtenidas
limites de venta particionados y anidados.






Capitulo 4

Analisis de riesgo para el control de

inventarios

“sDonde estd mi elefante?”

Bart Simpson

Este capitulo se propone revisar el proceso de asignacion de limites de venta para el proble-
ma de optimizacién de ingresos desde un planteamiento de control de inventarios del Revenue
Management utilizando un analisis con enfoque de modelos de riesgo con el objetivo de reducir

el problema general y asi poder aplicar una modificacion de la regla de Littlewood.

Posteriormente se tomara el problema del capitulo anterior con los mismos supuestos de la
demanda Poisson pero en este caso ademas de utilizar la base de datos uniforme, se realiza una
simulacién para generar una base de datos del nimero de pedidos de cada clase en los tltimos
50,000 ejercicios de una compania en donde los datos si tienen una distribucién Poisson con los
parametros estimados de la base de datos uniforme, es decir, con parametros Ay = 8, Ay = 9,
A3 =9, Ay =12 y A5 = 12. De la misma manera, se utilizaran los primeros 30,000 datos para
ajustar los pardmetros \; con los que se obtendréan los niveles de proteccion empleando el andli-
sis de riesgo que se desarrollara en el capitulo y posteriormente se analizara su efectividad con la
informacion de los restantes 20,000. Es decir, se hara una comparacién de la ganancia obtenida
sin utilizar Revenue Management con la obtenida usando los limites de venta obtenidos con el
modelo de Bellman, los limites de venta obtenidos con el analisis de riesgo y la ganancia maxima

posible de cada ejercicio.
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4.1. Modelos de riesgo

En el ambito de los seguros de vida existen dos modelos de pérdidas agregadas usados
ampliamente: el modelo de riesgo colectivo y el modelo de riesgo individual. Dichos modelos
intentan ajustar los montos que debe pagar la aseguradora en un periodo determinado para
poder calcular las primas que debe cobrar a modo que pueda constituir reservas suficientes para

hacer frente a sus obligaciones en dicho periodo.

El modelo de riesgo individual denota a la variable de pérdida de una compania como S,
al nimero de asegurados como m y a las variables aleatorias de pérdida por asegurado como

X;,1=1,...,m. Adicionalmente sigue los siguientes supuestos:
i) Se conoce el nimero de asegurados m.

i) Xj,...,X,, son independientes entre ellas tales que

T; C.p. q;
X, = p-q
0 cp.-1—q

Es decir, se modelan las pérdidas agregadas como S = X; +. ..+ X,,. Hay que notar que las
variables X; no necesariamente son identicamente distribuidas, aunque pueden existir personas
con un historial parecido cada asegurado es diferente. Dos valores de interés son la esperanza y

la varianza de las pérdidas agregadas:

m m

E[S] = E[in] Var(S) = Var(ZX,;)
= ZE[Xz] = ZVCLT(Xi)

= inQi = fo%(l—q@')
i i=1

Como su nombre lo indica, el modelo de riesgo individual se fija en las pérdidas individuales

a diferencia del modelo de riesgo colectivo que supone lo siguiente:
i) El nimero de asegurados se considera una variable aleatoria de conteo N.
ii) Xi,..., Xy tienen la misma distribucién que X.

iii) N, Xy, ..., Xy son independientes entre si.



En este modelo las pérdidas agregadas estan dadas por S = X; + ...+ Xy. Es decir, no
se sabe cuantos asegurados se tienen pero se sabe que las pérdidas ocasionadas por cada uno
se distribuyen de la misma manera. El modelo de riesgo colectivo se puede pensar como una
aproximacién al modelo de riesgo individual. Incluso se puede construir un modelo de riesgo
colectivo con base en uno de riesgo individual de modo que las pérdidas esperadas sean las
mismas | |[pp. 372-376]. Al ser una aproximacién, la varianza de las pérdidas agregadas es
mayor con relacion al modelo de riesgo individual por lo que el valor de la prima se incrementa

dando una mayor proteccion contra el riesgo de la empresa.

Para el modelo de riesgo colectivo N es la variable aleatoria de la frecuencia y X la de la

severidad. Del mismo modo, son de interés la esperanza y la varianza de las pérdidas agregadas:

E[S] = EOLE[S]N] ] Var(S) = E[Var(S|N)]+ Var(E[S|N])
— ZE[S]N = n]P(N = n) = E[N Var(X)] + Var(NE[X])
— ZE[Z X;|N =n]P(N =n) = Var(X)E[N]+ E*[X]|Var(N)

= ZE[Z X;|P(N = n)
= Y D E[X|P(N =n)

n=0 =1
oo n

= Y Y E[X[P(N =n)

n=0 =1
S

= ) nE[XP(N =n)

= E[X]) nP(N =n)

n=0

— E[X]E[N]

Esto indica que en promedio se espera perder la media de la severidad por la de la frecuencia,
algo que es bastante intuitivo dado que la severidad y la frecuencia son independientes entre si.
Por otra parte, debido a que también se considera la volatilidad de la frecuencia multiplicada
por el cuadrado de la media de la severidad, factor que en el modelo de riesgo individual no se
considera al tener éste una frecuencia constante, se puede ver que la varianza de las pérdidas

agregadas en el modelo de riesgo colectivo es mayor.



Una opcion para la distribucion de N es la Poisson con parametro A, es decir, S tiene
una distribuciéon Poisson compuesta; en este caso Var(S) = A\Var(X) + E*[X]\ = AE*[X] y
E[S] = AE[X]. Una distribucién Poisson cumple con E[N] = Var(N). Asi, si la varianza de
la frecuencia de las reclamaciones excede a su media, la distribucién Poisson Compuesta no es
apropiada. Esta condicién marca una fuerte restriccién para que un modelo donde se ajuste
a las pérdidas agregadas una distribucion Poisson compuesta sea realista, sin embargo como

aproximacién es bastante buena y tiene sus beneficios.

Si S son las pérdidas agregadas de un modelo de riesgo individual con E[S;] = u se puede
construir un modelo de riesgo colectivo con pérdidas agregadas S con N ~ Poisson(\) tal que
E[Ss] = p; es decir, se puede construir un modelo de riesgo colectivo tal que E[S;] = E[S;]. En
otras palabras, ain cuando se cuente con toda la informaciéon para utilizar el modelo de riesgo
individual, se puede construir un modelo de riesgo colectivo en el cual las pérdidas esperadas

sean las mismas.
Teorema 4.1

Sean S, ..., S, variables aleatorias independientes tales que S; tiene una distribucion Pois-
son compuesta con parametro ); y funcién de masa de probabilidad para la severidad P;(x)
parai=1,2,...,n. Entonces S = S; + Ss + ...+ .5, tiene una distribucién Poisson compuesta

n

con A\ = Z/\i y P(z) = z”:% Pi(z).
i=1

i=1

Demostracion:

Sean S’ y S variables aleatorias distintas tales que S’ = S1+...+ 5, con Sy, ..., S, variables
aleatorias independientes tales que S; tiene una distribucién Poisson Compuesta con parametro
A; v funcién de masa de probabilidad para la severidad P;(z), t =1,2,...,ny S tiene distribu-
cién Poisson Compuesta, con pardmetro A y funcién de masa de probabilidad para la severidad

P(z).

Calculando la funciéon generadora de momentos de la variable aleatoria S que tiene una

distribuciéon Poisson compuesta:



Ms(t) =E[e*] = E[E[|N]]

= ) _E[e¥|N =n]P(N =n)

= i E[QZ?ﬂ Xit
n=0

= Y E[ER PN =n)
n=0

N =n]P(N =n)

n

= Y _E[[[¢P(N =n)

=1
n

= > [[EE"P®N =n)

n=0 i=1
c© n

= Y J[Mxc®)P(N =n)

n=0 i=1
oo

= 3 (Mx(t)"B(N = n)

— E[(Mx ()]
E[eNlogMX(t)]

My (log Mx(t))
= exp{A[Mx(t) — 1]}

Calculando la funcién generadora de S’ = S; + ...+ S,:
Mg (t) = ] Ms ()
i=1

= [0
=1

- exp{z N[ Mx, (t) — 1]}
= oA Y Mk () - 1))

=1

= e T Mx ()~ 1]}

Como la funcién generadora de momentos de S’ es la de una distribucién Poisson compuesta

queda demostrado el teorema.

Dados vy, ...,v, nimeros distintos y Di,..., D, variables aleatorias independientes con

distribucién Poisson(\;), ¢ = 1,...,n. Se puede interpretar v; D; como una distribucién Poisson



compuesta con parametro de frecuencia \; y distribucién de severidad degenerada en x;, de
modo que utilizando el teorema anterior se puede concluir que v1D; + ... + v, D, tiene una

distribucién Poisson compuesta con parametro Poisson

=1

y funcién de distribucién de severidad:

0 e.o.c.

Se puede entonces ver a S; = X; + ...+ X,, como

Si= > Xit...+ Y, X

: X;=v1 0: X, =vn

calculando la esperanza de ambos lados se obtiene

E[Si] = Z G+ ...+ vy Z qi

i X =0, i X =vy,

De esta manera se puede construir un modelo de riesgo colectivo Sy = v1 Dy + ... + v, D,
de forma que Sy tiene una distribucién Poisson compuesta, donde Dy, ..., D, son variables
aleatorias independientes tales que D; ~ Poisson();) con A\; = > Xi=v, @ » que cumpla que
E[S;] = E[Sy] donde S7 = X; + ... + X,,, andlogamente al modelo de riesgo individual en el

que X; es una variable aleatoria degenerada en v;.

4.2. Reduccion del problema mediante analisis de riesgo

La proposicién 1.4.1 muestra que las ganancias se maximizan cuando se sabe el precio que
esta dispuesto a pagar cada consumidor del mercado. Suponiendo que el mercado tiene m con-
sumidores el problema puede concebirse como el riesgo de compra para ajustarse a un modelo de
riesgo individual S; = X; + ...+ X,, en donde para ¢ =1,...,m, X; es la variable aleatoria de
la “pérdida” por consumidor. De este modo cuando m tienda a infinito la ganancia es maxima,

es decir, F'[S1] se maximiza cuando se consideran todos los consumidores del mercado.

Notese que un bien se puede vender a n precios distintos vy, ve, ..., v, en el mercado y el

nimero de consumidores D; que lo compran a precio v; coni = 1,...,n, se distribuye Poisson con



parametro \;. Entonces, se puede construir el modelo de riesgo colectivo Sy = v1D1+...4+v,D,
tal que E[S;] = E[S,] con una distribucién Poisson compuesta con pardmetros como los descritos

en el teorema 5.1.

Considerando que la capacidad del bien es limitada y se desea maximizar el valor esperado
de Sy, suponiendo que v; > vy > ... > v, y que las solicitudes de compra van llegando en
orden creciente respecto al precio que pagan los consumidores, se puede realizar un analisis
similar al de Littlewood para poder determinar los limites de venta sin necesidad de recurrir a

las ecuaciones de Bellman.

Para llevar a cabo el andlisis es necesario observar que S; = viD1+...+v;Djconj=1,...,n,

tiene una distribuciéon Poisson compuesta con parametro Poisson

Ay, = XJ:&
=1

y funcion de distribucion de severidad

0 €.0.C.

Donde N; es la variable aleatoria de la frecuencia y X; la variable aleatoria de la severidad de .S;.

Sea C' el inventario del bien en cuestion y sea z las unidades de dicho inventario que restan de
haber vendido “ciertas” unidades del mismo a la clase n. Si se desea determinar la conveniencia
de vender la z-ésima unidad a un consumidor de la clase n o reservarla para las clases siguientes,
notese que si acepta la solicitud de compra se obtiene una ganancia segura inmediatamente. En
caso contrario se obtendra una ganancia sélo si la demanda del resto del mercado es mayor o
igual a x. De este modo se puede reducir el problema al caso donde sélo hay dos clases: la clase

n y el resto del mercado.

Asi, la ganancia esperada al no venderle a la clase n es la esperanza de X,,_1:

n—1 n—1 n—1
A Dol Uik
E[anl] = UiPXn—l(vi) = Ui = ZZL
2 DB S i}

Jj=1




Es decir que conviene vender la unidad si v, > E[X, 1]P(N,_; > z). Como la funcién de

supervivencia es decreciente entonces existe y,_; € Z* tal que:

Un < E{anl]]P)(anl Z ynfl) Y Un Z E[anl]]P)(anl Z Yn—1 + 1)

Donde la cantidad y,,_1 es la cantidad de capacidad que se reserva para las clases 1,...,n—1,
es decir, el nivel de proteccion. La férmula b, = C' — y,,_1 determina el limite de venta de la

clase n.

En general dada una capacidad restante = conviene vender a la clase j siv; > E[X;_]P(N;_; >
x) determinando asi el nivel de proteccién para las clases 1,...,j — 1. De este modo, los niveles

de proteccién y; satisfacen que

Vi1 < E[X]]]P)(N] > y]) Y Vi1 > E[XJ]P(NJ > yj + 1)

paraj=1,...,n—1.

Finalmente, con base en los niveles de proteccion se pueden obtener los limites de venta

mediante b; = y; —y;—1 para j =2,...,n,siendo by =y; y y, = C.

4.3. Limites de venta con analisis de riesgo

Es importante notar que al tratarse de una aproximacion, las ganancias obtenidas no son
Optimas pero es interesante ver qué tan bien lo hace. Para ello considérese la base de datos

uniformes del ejemplo que se manejé en el capitulo anterior y los mismos supuestos.

Con base en los precios v; = 500, v, = 400, vs = 300, vy = 200, v5 = 100 y los parametros
de la de la distribucién de la demanda Ay = 8, Ao =9, A3 =9, Ay = 12 y A5 = 12 se calculan
los niveles de proteccion anidados con ayuda del andlisis del modelo de riesgo.

Por definicién se tiene y5 = 50 por lo que primero se busca y, el cual debe satisfacer que



Obsérvese que Ny = Dy + Dy + D3 + D, tiene una distribucién Poisson con parametro
A, =8+9+94+12=38y
ST v 500(8) 4 400(9) + 300(9) + 200(12)

ElX4| =
X Z?:l Ai 33

= 334.2105

De manera similar se calculan los niveles de proteccion restantes, con los que se obtienen los

limites de venta y se pueden consultar en el cuadro 4.1.

1] 500 6| 6
2144706 | 15| 9
31396.15 | 26 | 11
41334.21 | 41| 15
5| 278 50| 9

Cuadro 4.1: Limites de venta particionados
obtenidos mediante el andlisis de riesgo.

Se puede observar lo siguiente:

1. La E[X;] va decreciendo conforme el valor de i aumenta lo que ocasiona que y; también

sea decreciente con respecto a ¢, garantizando que los niveles de proteccion estén bien

definidos.
2. Se cumple que b; = y; satisfaciendo la relacién entre limites de venta y niveles de protec-
cioén.

3. Los limites de venta forman una particiéon del mercado ya que

Con base en los limites de venta particionados se calculan los anidados, los cuales se pueden

ver en el Cuadro 4.2.

| 1213415
by 150 | 44| 35(24 |9

2

Cuadro 4.2: Limites de venta anidados
obtenidos mediante el analisis de riesgo.



La ganancia promedio que se obtiene al implementar los limites de venta particionados y
anidados es de 10236.995 y 12305.415 respectivamente. Se puede ver que en ambos casos las
ganancias promedio son menores a 10243.615 y 12331.975, obtenidas respectivamente con el
método de Bellman, pero se aproximan bastante bien. En el Cuadro 4.3 se comparan algunas

ganancias obtenidas con ambos métodos.

Simulacién Método de Bellman Analisis riesgo
Particionado | Anidado | Particionado | Anidado
31188 8600 9600 8600 9600
31688 8600 10600 8600 10600
34198 10900 12900 10800 12800
36242 8700 11700 8800 11800
38104 13100 16000 12900 16000
38314 8900 8900 8800 8800
40295 7200 7200 7300 7300
41314 10900 13900 11000 14000
42036 10000 11800 10000 11800
46794 6600 6600 6600 6600

Cuadro 4.3: Comparacién de ganancias
obtenidas con ambos modelos.

Revisando el Cuadro 4.3, se pueden apreciar casos en donde la ganancia obtenida con la
aproximacién es mayor a la obtenida con el método de Bellman (por ejemplo la simulacién
nimero 36242), asi como donde es menor la diferencia no es muy grande. En el Cuadro 4.4 se
comparan las ganancias promedio obtenidas con ambos métodos tanto para limites de venta
particionados como anidados y ademas se compara con la ganancia promedio al no implementar

ningin control de capacidad y la ganancia promedio maxima posible.

Método Ganancia Promedio
Anélisis Riesgo Particionado 10236.995
Método de Bellman Particionado 10243.615
Sin Revenue Management 11496.89
Analisis Riesgo Anidado 12305.415
Método de Bellman Anidado 12331.975
Ganancia méaxima posible 13316.75

Cuadro 4.4: Ganancias promedio obtenidas con los
distintos métodos de Revenue Management



4.4. Comparacién de modelos Poisson

Con los mismos pardmetros estimados utilizados para la distribucién uniforme se analiza
el caso en el que la demanda tiene una distribucién Poisson. Los limites de venta tanto con el
método de Bellman como con el andlisis de riesgo son los mismos ya que se utilizo la distribucion
Poisson. En el Cuadro 4.5 se resumen los limites anidados y particionados obtenidos con ambos

métodos.

Limite de Método de Bellman Anélisis riesgo
venta clase | Particionado | Anidado | Particionado | Anidado
1 6 50 6 50
2 9 44 9 44
3 11 35 11 35
4 16 24 15 24
5 8 8 9 9

Cuadro 4.5: Limites de venta obtenidos con ambos modelos.

El Cuadro 4.6 muestra algunas de las ganancias obtenidas con todos los métodos en donde
se observa que de nuevo las ganancias obtenidas con ambos métodos son similares e incluso
hay casos donde las ganancias obtenidas al implementar los limites calculados con el anélisis de

riesgo son mayores que los hallados con el método de Bellman.

Simulacion Método de Bellman Anélisis riesgo
Particionado | Anidado | Particionado | Anidado
31000 11100 11100 11000 11000
33000 11100 15000 11200 15100
35000 12400 13900 12500 14000
37000 10700 10700 10600 10600
39000 12400 14500 12300 14400
41000 13100 14500 13200 14200
43000 12100 14800 12200 14900
45000 12100 14200 12200 14300
47000 12100 14500 12200 14600
49000 12300 15400 12400 15000

Cuadro 4.6: Comparacién de ganancias obtenidas
cuando la demanda distribuye Poisson.

Las ganancias promedio obtenidas con ambos métodos tampoco difieren tanto en este caso



como se puede apreciar en el Cuadro 4.7.

Modelo Ganancia Promedio
Poisson Particionado 11695.19
Bellman Particionado 11641.21
Sin RM 12537.615
Poisson Anidado 13045.685
Bellman Anidado 13057.675
Ganancia méaxima posible 13610.1

Cuadro 4.7: Ganancias promedio obtenidas cuando
la demanda distribuye Poisson

Si se desea recrear la simulacion, en el anexo C se pueden consultar el codigo en R utilizado

para generar la base de datos, obtener los limites de venta y todo lo necesario para el anélisis.



Conclusiones

Estudiar el tema del Revenue Management fue a su vez muy gratificante y frustrante; si bien
no se pudo implementar el sistema a la clinica para observar los alcances de aplicar la teoria,
se logro realizar la compilacion y ejemplificacion de la metodologia del Revenue Management

observando resultados favorables en ambas simulaciones.

Ademas, al ejemplificar la implementacion de controles de inventario para el problema de
optimizacién de ingresos se mostré que se puede obener una mayor ganancia al aplicar los con-

troles de capacidad.

También, al implementar los limites de venta particionados en el caso de demanda Poisson,

se exhibié que un mal uso de sistemas de Revenue Management puede resultar contraproducente.

Fue interesante observar que las ganancias obtenidas con el andlisis de riesgo no son tan
lejanas que las del método de Bellman atin cuando la distribucion de la demanda no era Poisson
como se suponia. Ademds, fue consistente en el sentido de que no importé la distribucién de las

demandas.

El Revenue Management, aunque tiene un auge en el sector empresarial, no ha permeado
como un tema de estudio académico por lo que quedan muchos andlisis por realizar. Por ejemplo,
se podria reflexionar sobre el impacto del ajuste de distribucién de la demanda y estimaciéon de
parametros. Otro aspecto interesante que se podria estudiar es la seleccién de los mecanismos

para la segmentacion del mercado.
Este trabajo examiné el caso maés sencillo del problema de la optimizacién de ingresos pero

valdria la pena realizar un trabajo donde se estudien y ejemplifiquen todas las generalizaciones

posibles del Revenue Management.
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Finalmente, en lo personal encuentro muy satisfactorio el resultado obtenido. No s6lo aprendi de
un tema bastante interesante y complejo, también pude hacer uso del criterio formado a lo largo
de la carrera para emplear los conocimientos de diversas dreas y asi poder resolver un problema
con su dificultad de una manera simple. En mi opinién, cuando dos modelos arrojan resultados

muy parecidos, puede ser conveniente utilizar el modelo més sencillo.
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Apéndice A
Conceptos basicos de probabilidad

Sea E un evento de un espacio muestral S, en el cual se realiza un experimento repetidamente
bajo las exactas mismas condiciones, y sea n(E) el nimero de veces en las primeras n repeticiones
del experimento en las que ocurre el evento E. Se define P(FE), la probabilidad del evento F,
como la frecuencia limite de F. Es decir,

n(E
P(E) = Tim "2
n—o00 n

Se puede pensar a la probabilidad como la proporcién de casos en los que se obtuvo el re-
sultado esperado entre el total de veces que se repitié el experimento. Cuando se desea estudiar
un fenémeno en particular, se le asigna una variable aleatoria la cual es una funcion valuada

en los reales definida sobre el espacio muestral del experimento.

La distribucion de una variable aleatoria X es la coleccion de todas las probabilidades
de la forma P(X € (') para todos los conjuntos C' de niimeros reales tales que {X € C'} es
un evento. De este modo se puede estudiar el comportamiento mediante la distribucion de la

variable aleatoria asociada.

Una variable aleatoria X tiene una distribucién discreta si puede tomar solo un ntimero finito

k de diferentes valores x1, ...,z 0 a lo mds una secuencia infinita de valores diferentes z1, zo, . . ..

Para una variable aleatoria discreta X se define la funcién de masa de probabilidad p(a) de
X como p(a) = P(X = a).
La funcién de masa de probabilidad p(a) es positiva para a lo mas una cantidad contable de

valores a. Es decir, si X puede tomar uno de los valores xy, s, ..., entonces p(z;) > 0 para
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i=1,2,...y p(x) = 0 para todos los demas valores x. Ademéds, como X debe tomar uno de los

valores x; entonces

ZP(%‘) =1

Definicién A.1 (Funcién de distribucién acumulada): para una variable aleatoria discreta
X que puede tomar los posibles valores xq,xs,23,..., donde 1 < x5 < x3 < ..., se define la

funcién de distribucién acumulada F' de X como

En ocasiones se desea estudiar més de un fenémeno al mismo tiempo. Las variables aleatorias
asociadas a ciertos fenomenos, X y Y, se dice que son independientes si para cualquier par de
conjuntos de nimeros reales Ay B, P(X € A,Y € B)=P(X € A)P(Y € B).

Para una variable aleatoria discreta X con funcién de masa de probabilidad p(x) se define la
esperanza, media o el valor esperado de X como el promedio ponderado de los posibles valores

que puede tomar X y se denota por E[X], es decir

EX]= Y ap(x)

z:p(x)>0

Ademas de la media, un valor de interés es la varianza. Si X es una variable aleatoria con

media p entonces la varianza de X, denotada por Var(X), se define como
Var(X) =E[(X — u)*]

Definicién A.2 (Funcién generadora de momentos): la funcién generadora de momen-

tos de una variable aleatoria X se define como

oo
Mx(z) =E[e™N] = P(X = k)e*
k=0
La funciéon generadora de momentos cumple con la propiedad de ser unica. Es decir, si dos
variables aleatorias tienen la misma funcién generadora de momentos entonces tienen la misma

distribuciéon con parametros que pueden ser los mismos o diferentes.



En este trabajo se mencionaron solamente las variables aleatorias discretas y lo bésico de pro-
babilidad, se puede consultar sobre los axiomas probabilidad, las variables aleatorias continuas,

propiedades de la esperanza y distribuciones para variables aleatorias en [ |[pp. 1-231], en
[KLO5][pp. 9-19] y en [DEO2][pp. 1-345].

Una variable aleatoria de interés para este trabajo es X que toma uno de los valores 0, 1, 2, . ..

con funcién de masa de probabilidad
p(i)=P(X =i)=e¢*% i=0,1,2,...

para algun valor A > 0. Se dice que es una variable aleatoria Poisson con parametro A. La media
y la varianza son iguales al pardmetro A, es decir, E[X] = A = Var(X). La funcién generadora

de momentos es
Mx(z) =M=V X >0.

Otra funcién que se utilizara es la funcién generadora de probabilidades de una variable
aleatoria discreta N con funcién de masa de probabilidad p, = P(N = k), la cual se esta dada

por

P(z) = Py(2) = E[2"] = Zpkzk

Se puede crear una clase mas grande de distribuciones mediante el proceso de componer
dos distribuciones discretas cualesquiera. El término componer refleja la idea de que la funcién
generadora de probabilidades de la nueva distribucién Pg(z) esta dada por Ps(z) = Py[Puy(2)],
donde Py(z) y Pup(z) son llamadas distribucion primaria y secundaria respectivamente. En
[ |[p- 126] se muestra cémo surge la idea de distribucién compuesta y da un ejemplo de

cuando se puede ajustar una distribucién compuesta.

Definicién A.3 (Distribucién Poisson compuesta): una distribucién es Poisson com-
puesta si es una distribuciéon compuesta y la distribuciéon primaria es Poisson. Es decir, S tiene

una distribucién Poisson compuesta si S = X7 + ... 4+ Xy y N tiene una distribucién Poisson.

Uno de los objetivos principales de realizar un experimento es poder realizar conclusiones del
fenémeno estudiado. Frecuentemente la informacion recolectada con un experimento consiste de

varias observaciones de la variable de interés.



George Casella | |[p- 207] define el concepto de muestra aleatoria de tamano n como
las variables aleatorias X7, Xs, ..., X, de una poblacién f(z) en donde X7, X5, ..., X,, son va-
riables aleatorias mutuamente independientes y la funcién de densidad de probabilidad marginal

de cada X; es la misma funcién f(x).

A la muestra aleatoria X1, X, ..., X,, también se le conoce como variables aleatorias inde-
pendiente identicamente distribuidas con funciéon de masa de probabilidad o funciéon de densidad

de probabilidad f(x) y es cominmente abreviado como v.a.i.i.d.

Definicién A.4 (Funcién de distribucién empirica): sean z1, ..., x, los valores obser-
vados de una muestra aleatoria X, ..., X,,. Para cada nimero z(—oco0 < x < o), se define la
funcién de distribucién empirica F,,(x) como la proporcién de valores observados en la muestra
que son menores o iguales que z. En otras palabras, si exactamente k de los valores observados
en la muestra son menores o iguales que = entonces F,(z) = k/n.

En ocasiones, es de interés algin valor que se pueda obtener mediante la muestra aleatoria.
A la variable aleatoria Y = T'(X1, ..., X,,) se le conoce como estadistica.

Definiciéon A.5 (Media muestral): promedio aritmético de los valores de una muestra
aleatoria.

La media muestral se denota normalmente como

— T +...+x, 1 -
X=——"—== X

Definicién A.6 (Funcién de verosimilitud) Sea f(x|6) la funcién de masa de probabili-
dad o funcién de densidad de la muestra X = (Xj,..., X,,). Dada una muestra aleatoria X = x,

la funcién de 6 definida como L(0|z) = f(x|@) se conoce como funcién de verosimilitud.

Es importante notar que en la funcién de verosimilitud, son fijos los valores de la muestra
aleatoria y la variable es el parametro de la funcion de masa de probabilidad 6. Finalmente, el
estimador maximo verosimil es aquel que maximiza la funcién de verosimilitud dada una

muestra aleatoria.



Apéndice B

Cuadros de interés

Simulacién | D, Dy D3 Dy Ds
0 926 | 867 | 813 | 596 | 605
1 1874 | 1666 | 1693 | 1295 | 1286
2 1907 | 1658 | 1630 | 1350 | 1245
3 1830 | 1614 | 1634 | 1226 | 1206
4 1878 | 1627 | 1747 | 1225 | 1267
5 1868 | 1733 | 1684 | 1254 | 1267
6 1919 | 1673 | 1692 | 1218 | 1294
7 1829 | 1681 | 1627 | 1208 | 1201
8 1913 | 1689 | 1646 | 1266 | 1241
9 1923 | 1598 | 1700 | 1214 | 1223
10 1818 | 1662 | 1600 | 1216 | 1262
11 1863 | 1657 | 1698 | 1263 | 1230
12 1860 | 1679 | 1657 | 1207 | 1258
13 1889 | 1672 | 1666 | 1279 | 1279
14 1952 | 1686 | 1665 | 1288 | 1236
15 1852 | 1687 | 1703 | 1221 | 1272
16 899 | 1729 | 1666 | 1242 | 1272
17 0 1596 | 1625 | 1252 | 1254
18 0 826 | 854 | 1286 | 1233
19 0 0 0 1308 | 1278
20 0 0 0 1222 | 1245
21 0 0 0 1243 | 1265
22 0 0 0 1266 | 1258
23 0 0 0 1243 | 1199
24 0 0 0 612 | 624

Cuadro B.1: Frecuencia relativa de la demanda en las primeras 30,000 simulaciones
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Simulacién | Dy Dy Ds | Dy | Ds
0 636 | 576 | 545 | 430 | 419
1 1292 | 1051 | 1114 | 813 | 816
2 1277 | 1123 | 1131 | 826 | 828
3 1234 | 1140 | 1058 | 796 | 842
4 1196 | 1034 | 1146 | 874 | 848
5 1191 | 1104 | 1071 | 838 | 843
6 1227 | 1150 | 1149 | 819 | 800
7 1268 | 1076 | 1156 | 803 | 884
8 1253 | 1125 | 1070 | 778 | 828
9 1302 | 1076 | 1116 | 828 | 838
10 1283 | 1126 | 1064 | 816 | 887
11 1243 | 1184 | 1088 | 862 | 850
12 1224 | 1127 | 1100 | 811 | 806
13 1264 | 1077 | 1149 | 864 | 854
14 1260 | 1122 | 1095 | 873 | 819
15 1235 | 1107 | 1118 | 861 | 837
16 615 | 1120 | 1112 | 843 | 810
17 0 1122 | 1103 | 870 | 807
18 0 560 | 615 | 839 | 814
19 0 0 0 | 826|788
20 0 0 0 | 824 | 857
21 0 0 0 | 821|828
22 0 0 0 | 845|814
23 0 0 0 | 810|838
24 0 0 0 | 430 | 445

Cuadro B.2: Frecuencia relativa de la demanda en las dltimas 20,000 simulaciones
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Cuadro B.3: Valores de G;(z) pt. 1




x | Gi(z) | Ga(z) | Ga(x) | Gu(x) Gs(z)
26 | 4000 | 7600 | 10300 | 12699.89 | 13899.95
27 | 4000 | 7600 | 10300 | 12699.95 | 13899.98
28 | 4000 | 7600 | 10300 | 12699.98 | 13899.99
29 | 4000 | 7600 | 10300 | 12699.99 | 13900
30 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
31 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
32 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
33 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
34 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
35| 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
36 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
37 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
38 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
39 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
40 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
41 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
42 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
43 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
44 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
45 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
46 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
47| 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
48 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
49 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
50 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900
51 | 4000 | 7600 | 10300 | 12700 13900

Cuadro B.4: Valores de G;(z) pt. 2




x| AGy(z) | AGe(x) | AGs(x) | AGy(z) | AG5(x)
0 0 0 0 0 0

1 | 499.83 | 499.83 | 499.83 | 499.83 | 499.83
2 | 498.49 | 498.49 | 498.49 | 498.49 | 498.49
3 | 493.13 | 493.13 | 493.13 | 493.13 | 493.13
4 | 47881 | 478.81 | 478.81 | 478.81 | 478.81
5 | 450.18 | 450.18 | 450.18 | 450.18 | 450.18
6 | 404.38 | 404.38 | 404.38 | 404.38 | 404.38
7 | 34331 | 399.99 | 399.99 | 399.99 | 399.99
8 | 273.52 | 399.93 | 399.93 | 399.93 | 399.93
9 | 203.73 | 399.55 | 399.55 | 399.55 | 399.55
10 | 141.69 | 398.27 | 398.27 | 398.27 | 398.27
11 | 92.06 394.88 | 394.88 | 394.88 | 394.88
12 | 55.96 387.67 | 387.67 | 387.67 | 387.67
13 31.9 374.7 374.7 374.7 374.7
14| 17.09 354.41 | 354.41 | 354.41 | 354.41
15 8.62 326.29 | 326.29 | 326.29 | 326.29
16 4.12 291.13 300 300 300
17 1.86 250.95 | 299.98 | 299.98 | 299.98
18 0.8 208.59 | 299.89 | 299.89 | 299.89
19 0.32 167.03 | 299.51 | 299.51 | 299.51
20 0.13 128.79 | 298.34 | 298.34 | 298.34
21 0.04 95.66 295.55 | 295.55 | 295.55
22 0.02 68.47 290.03 | 290.03 | 290.03
23 0.01 47.26 280.58 | 280.58 | 280.58
24 0 31.47 266.37 | 266.37 | 266.37
25 0 20.25 24719 | 24719 | 247.19

Cuadro B.5: Valores de AG;(z) pt. 1




r | AGy(z) | AGse(x) | AGs(x) | AGy(z) | AG5(x)
26 0 12.59 223.58 | 223.58 | 223.58
27 0 7.58 196.73 200 200
28 0 4.41 168.26 200 200
29 0 2.49 139.84 | 199.99 | 199.99
30 0 1.36 112.99 | 199.98 | 199.98
31 0 0.73 88.77 199.89 | 199.89
32 0 0.37 67.88 199.64 | 199.64
33 0 0.19 50.53 198.98 | 198.98
34 0 0.09 36.67 197.55 | 197.55
35 0 0.04 25.93 194.85 | 194.85
36 0 0.02 17.89 190.32 | 190.32
37 0 0.01 12.05 183.45 | 183.45
38 0 0.01 7.93 173.95 | 173.95
39 0 0 5.09 161.79 | 161.79
40 0 0 3.19 147.34 | 147.34
41 0 0 1.96 131.19 | 131.19
42 0 0 1.18 114.15 | 114.15
43 0 0 0.69 97.05 100
44 0 0 0.4 80.62 100
45 0 0 0.23 65.5 100
46 0 0 0.12 52.07 99.98
47 0 0 0.07 40.53 99.93
48 0 0 0.03 30.91 99.78
49 0 0 0.02 23.12 99.38
50 0 0 0.01 16.96 98.54

Cuadro B.6: Valores de AG;(z) pt. 2




Apéndice C
Cdédigos utilizados

Para generar las bases de datos Uniforme y Poisson asi como para estimar los pardmetros

Ai, 2 =1,...,5 se implemento el siguiente codigo en el software estadistico R:

Librerias necesarias para la creacion de las bases de datos y la estimacion de los pardmetros:
library(stats4)
library(MASS)
library(ved)

Semillas para la base de datos uniforme:
ul « 1121
u2 < 1406
ud « 2202
ud < 4791
ub « 5147

Creacion de la demanda de la clase 1:
set.seed(ul)
datosul <— round(runif(50000,0,16))
lambdaul < fitdistr(datosul[1:30000],“poisson”)$estimate

Creacién de la demanda de la clase 2:
set.seed(u2)
datosu2 <— round(runif(50000,0,18))
lambdau2 < fitdistr(datosu2[1:30000], “poisson” )$estimate
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Creacion de la demanda de la clase 3:
set.seed(u3)
datosu3 <— round(runif(50000,0,18))
lambdau3 < fitdistr(datosu3[1:30000], “poisson”)$estimate

Creacién de la demanda de la clase 4:
set.seed(u4)
datosu4 < round(runif(50000,0,24))
lambdau4 <« fitdistr(datosu4[1:30000],“poisson”)$estimate

Creacién de la demanda de la clase 5:
set.seed(ub)
datosub <— round(runif(50000,0,24))
lambdaub < fitdistr(datosu5[1:30000], “poisson” )$estimate

Creacién del archivo en Excel con la base de datos uniforme:
datosuniformes < as.data.frame(cbind(datosul,datosu2,datosu3,datosud,datosu5))

write.table(datosuniformes,file = “Base_datos_uniformes.csv” ;sep="*")

Semillas para la base de datos Poisson:
pl < 1723
p2 < 4403
p3 + 9239
pd < 7223
p5 + 1331

Creacion de la demanda de la clase 1:
set.seed(pl)
datospl <— round(rpois(50000,lambda = lambdaul))
lambdapl < fitdistr(datosp1[1:30000], “poisson” )$estimate

Creacion de la demanda de la clase 2:

set.seed(p2)



datosp2 < round(rpois(50000,lambda = lambdau2))
lambdap2 < fitdistr(datosp2[1:30000], “poisson”)$estimate

Creacién de la demanda de la clase 3:
set.seed(p3)
datosp3 < round(rpois(50000,lambda = lambdau3))
lambdap3 < fitdistr(datosp3[1:30000],“poisson”)$estimate

Creacion de la demanda de la clase 4:
set.seed(p4)
datosp4 < round(rpois(50000,lambda = lambdau4))
lambdap4 < fitdistr(datosp4[1:30000],“poisson” )$estimate

Creacién de la demanda de la clase 5:
set.seed(ph)
datospb <— round(rpois(50000,lambda = lambdaub))
lambdap5b < fitdistr(datosp5[1:30000], “poisson” )$estimate

Creacién del archivo en Excel con la base de datos Poisson:
datospoisson < as.data.frame(cbind(datospl,datosp2,datosp3,datosp4,datosp5))

write.table(datospoisson,file = “Base_datos_poisson.csv” ,sep=*,")

Para calcular los valores de G(z) y AG;(z) de las tablas B.3, B.4, B.5 y B.6 asi como los
niveles de proteccion y limites de venta mediante el método de Bellman se utilizo el siguiente

codigo:

Datos del ejemplo:

C <+ 50

x < 0:C

vl « 500
v2 «+ 400
v3 <« 300
v4 + 200
vb < 100



lambdal <+ 8
lambda2 <+ 9
lambda3 « 9
lambda4 <+ 12
lambdab < 12

Condiciones frontera del problema de programacion dinamica:
GO < rep(0,length(x))

Primer etapa del problema:
Glaux <— matrix(ncol = length(x), nrow = length(x))
for(i in 1:length(x))
{
for(j in 1:length(x))
{
if(j <= i)
{
Glauxfij] ¢ ((-1)*v1) + GO[i-j+1]
}
else{Glaux[i,j| < 0} }
}
maximosl <— matrix(nrow = length(x), ncol = length(x))
for(i in 1:length(x))
{
for(j in 1:length(x))
{
maximosl[i,j] < max(Glaux][i,1:j])
}
}

densidadl < dpois(x,Jambda = lambdal)

supervivencial < 1 - ppois(x,Jambda = lambdal) + dpois(x,lambda = lambdal)
G1 <« vector()

for(i in 1:length(x))

{



if(i == 1)

{

G1[i] +- maximosl[i,i|*supervivencialli|

}

else

{

G1[i] « sum(maximosl[i,1:(i-1)]*densidad1[1:(i-1)]) + (maximosl[i,i|*supervivenciall[i])
}

}

Segunda etapa del problema:
G2aux « matrix(ncol = length(x), nrow = length(x))
for(i in 1:length(x))

{

for(j in 1:length(x))

{

if(j <= i)

{

GQaUX[i,j] — ((j—l)*v?) + Gl[i—j—i—l]
}

else{ G2aux[i,j|] + 0}

}

}

maximos2 < matrix(nrow = length(x), ncol = length(x))
for(i in 1:length(x))

{

for(j in 1:length(x))

{

maximos2[i,j] < max(G2aux]i,1:j])

}

}
densidad2 <« dpois(x,Jambda = lambda2)

supervivencia2 <— 1 - ppois(x,lambda = lambda2) + dpois(x,lambda = lambda2)
G2 <+ vector()



for(i in 1:length(x))

{

if(i == 1)

{

G2[i] + maximos2|[i,i]*supervivencia2[i]
}

else

{

G2[i] + sum(maximos2[i,1:(i-1)]*densidad2[1:(i-1)]) + (maximos2[i,i]*supervivencia2[i])
}

}

Tercera etapa del problema:
G3aux < matrix(ncol = length(x), nrow = length(x))
for(i in 1:length(x))

{

for(j in 1:length(x))

{

if(j <=1)

{

G3aux[i,j] < ((-1)*v3) + G2[i-j+1]
}

else{ G3aux[i,j|] < 0}

}

}

maximos3 <— matrix(nrow = length(x), ncol = length(x))
for(i in 1:length(x))

{

for(j in 1:length(x))

{

maximos3[i,j] < max(G3aux][i,1:j])

}

}
densidad3 «+ dpois(x,Jambda = lambda3)



supervivencia3 < 1 - ppois(x,Jambda = lambda3) + dpois(x,lambda = lambda3)
G3 « vector()

for(i in 1:length(x))

{

if(i == 1)

{

G3[i] + maximos3|i,i]*supervivencia3|i]

}

else

{

G3[i] + sum(maximos3[i,1:(i-1)]*densidad3[1:(i-1)]) + (maximos3[i,i|*supervivencia3l[i])
}

}

Cuarta etapa del problema:
G4aux <— matrix(ncol = length(x), nrow = length(x))
for(i in 1:length(x))

{

for(j in 1:length(x))

{

if(j <= 1)

{

Gdaux[ij] < ((-1)*v4) + G3[i-j+1]
}

else{ G4aux[i,j] < 0}

}

}

maximos4 < matrix(nrow = length(x), ncol = length(x))
for(i in 1:length(x))

{

for(j in 1:length(x))

{

maximos4[i,j] < max(G4aux]i,1:j])

}



}
densidad4 <+ dpois(x,Jambda = lambda4)

supervivenciad < 1 - ppois(x,Jambda = lambda4) + dpois(x,lambda = lambda4)
G4 « vector()

for(i in 1:length(x))

{

if(i == 1)

{

GA4[i] + maximos4[i,i]*supervivencia4|i]

}

else

{

GA4[i] + sum(maximos4[i,1:(i-1)]*densidad4[1:(i-1)]) + (maximos4[i,i]*supervivenciad[i])
}

}

Quinta etapa del problema:
Gbhaux < matrix(ncol = length(x), nrow = length(x))
for(i in 1:length(x))

{

for(j in 1:length(x))

{

if(j <=1)

{

Ghaux[i,j] < ((j-1)*v5) + G4[i-j+1]
}

else{ Ghaux[i,j|] < 0}

}

}

maximosb <— matrix(nrow = length(x), ncol = length(x))
for(i in 1:length(x))

{

for(j in 1:length(x))

{



maximos5[i,j] < max(Gbaux|i,1:j])
¥

}
densidadb < dpois(x,Jambda = lambdab)

supervivenciab < 1 - ppois(x,Jambda = lambdab) + dpois(x,lambda = lambdab)
G5 <« vector()

for(i in 1:length(x))

{

if(i == 1)

{

G5[i] + maximosb|i,i]*supervivenciabli]

}

else

{

G5[i] + sum(maximos5[i,1:(i-1)]*densidad5[1:(i-1)]) + (maximos5[i,i]*supervivencia5[i])
}

}

Tabla resumen de los valores Gj(x):
valores_Gj + as.data.frame(cbind(G1,G2,G3,G4,G5))

write.table(valores_Gj file = “Valores_Gj_Bellman.csv” ,sep=*")

Calculo de los niveles de proteccion:

y < vector()

Nivel 1:
deltal < vector()
for(i in 2:length(x))
{
deltalli] < G1[i] - G1][i-1]
}

y[1] - max(which(v2 jdeltal)) - 1

Nivel 2:



delta2 <« vector()

for(i in 2:length(x))

{

delta2[i-1] < G2[i] - G2[i-1]

}
y[2] <= max(which(v3 jdelta2))

Nivel 3:
delta3 < vector()
for(i in 2:length(x))
{
delta3[i-1] < G3[i] - G3[i-1]

}
y[3] < max(which(v4 jdelta3))

Nivel 4:
deltad < vector()
for(i in 2:length(x))
{
deltad[i-1] < GA4[i] - G4[i-1]
}

y[4] <= max(which(v5 jdeltad))

Nivel 5:
y[5] + C

Célculo de los limites de venta:

b «+ vector()

b[5] = C - y[4]

b[4] «= C - y[3] - b[5]

b[3] = C - y[2] - b[5] - b[4]

b[2] = C - y[1] - b[5] - b4] - b[3]
b[1] - C - b[5] - b[4] - b[3] - b[2]



Tabla condensada:
tabla «— as.data.frame(cbind(y,b))

write.table(tabla,file = “Tabla_Resumen_Bellman.csv” ,sep=*,")
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