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2.1 Definición de algunas de clases de módulos . . . . . . . 13
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Introducción

Este trabajo está dedicado al estudio de ret́ıculas de clases de módulos.

El objetivo es utilizar las ret́ıculas de clases de módulos para obtener

información acerca de la estructura interna del anillo y de la categoŕıa

de módulos asociada a éste. Algunas ret́ıculas de clases de módulos han

sido ampliamente estudiadas. Por ejemplo, la ret́ıcula de clases natu-

rales R−nat (Dauns, J., 2006 ) y la ret́ıcula de teoŕıas de torsión here-

ditarias R−tors (Golan, J., 1986). En trabajos recientes han sido estu-

diadas otras ret́ıculas de clases de módulos, por ejemplo las ret́ıculas de

clases hereditarias, cohereditarias y conaturales (Alvarado, A., Rincón,

H., Rı́os, J. 2006). En este trabajo estudiamos ret́ıculas de clases de

módulos cerradas bajo submódulos, cápsulas inyectivas, sumas direc-

tas, productos directos, extensiones, y cocientes. También estudiamos

algunas relaciones entre ellas.

En el segundo caṕıtulo desarrollamos la teoŕıa general de ret́ıculas
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6 Introducción

de clases de módulos. En la primera sección definimos algunas de las

ret́ıculas de clases de módulos que vamos a usar a lo largo de nuestro

trabajo. En la segunda sección describimos cómo generar clases de

módulos bajo una propiedad de cerradura, es decir, dada una clase de

módulos C describimos la menor clase cerrada bajo una propiedad y

que contiene a C . Por ejemplo: generar clases hereditarias, cerradas

bajo cocientes, cápsulas inyectivas, sumas directas, productos direc-

tos. También describimos cómo generar clases de módulos bajo dos

propiedades de cerradura como submódulos y cocientes, submódulos y

cápsulas inyectivas, submódulos y sumas directas, cocientes y cápsulas

inyectivas, cocientes y productos directos.

En la tercera sección describimos cómo cogenerar clases de módulos

hereditarias, cerradas bajo cocientes y abiertas. Es decir, describimos

la mayor clase cerrada bajo submódulos, cocientes, o submódulos y

cocientes contenida en una clase dada. Todos los resultados en esta

sección son originales.

En las secciones cuarta y quinta hacemos un estudio breve de dos

ret́ıculas de clases de módulos muy importantes: R-tors (Golan, J.,

1986) y R-nat (Dauns, J., 2006). Sólo agregamos la teoŕıa necesaria

para demostrar el teorema principal de nuestro trabajo. También

damos una demostración distinta a la existente en la literatura de que
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toda clase natural es cerrada bajo extensiones de módulos. Aparte de

una descripción completa de los seudocomplementos de una teoŕıa de

torsión.

En el tercer caṕıtulo estudiamos algunas relaciones entre las ret́ıculas

de clases de módulos cerradas bajo sumas directas, productos, cubier-

tas proyectivas, cápsulas inyectivas, submódulos y cápsulas inyectivas y

submódulos y sumas directas. En esta sección se obtuvieron los sigui-

entes resultados originales: La proposición 3.0.7 caracteriza aquellos

anillos cuyas clases de módulos cerradas bajo cápsulas inyectivas son

a su vez cerradas bajo sumas directas. El Teorema 3.0.2 caracteriza

aquellos anillos cuyas clases de módulos cerradas bajo sumas directas

son a su vez cerradas bajo cásulas inyectivas. El Teorema 3.0.3 carac-

teriza aquellos anillos cuyas clases de módulos cerradas bajo productos

directos son a su vez cerradas bajo cubiertas proyectivas. El Teorema

3.0.4 nos dice cuando la ret́ıcula de clases de módulos cerradas bajo

submódulos y sumas directas es booleana.

En el cuarto caṕıtulo, agregamos dos caracterizaciones más de ani-

llos de ideales principales a las existentes en la literatura (Alvarado,

A., Rincón, H., Ŕıos, J. 2006) y (Cejudo, C. 2013). Las últimas dos

equivalencias del Teorema 4.0.8 son originales.

En el quinto caṕıtulo, damos un morfismo de orden de R−nat en
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R−nat para todo prerradical exacto izquierdo. Todo lo escrito en este

caṕıtulo es original.

Finalmente, en el sexto caṕıtulo damos un morfismo de orden entre

R-nat y R-tors. Desarrollamos la teoŕıa necesaria para demostrar el

Teorema 6.0.16 que caracteriza aquellos anillos para los que el morfismo

de orden que dimos de R-nat a R-tors es un morfismo de ret́ıculas.

Todo el contenido de este caṕıtulo es original.



Caṕıtulo 1

Notación y Resultados

preliminares

1. En este trabajo todos los anillos son asociativos con uno. A lo

largo de la tesis R es un anillo fijo. Por un ideal I de un anillo R

entendemos un ideal izquierdo y derecho. Un ideal izquierdo J

es máximo si J � K ⇒ K = R, ∀K ≤ R. Un ideal izquierdo J es

mayor si para todo ideal izquierdo K de R se tiene que K ≤ J.

2. Por un módulo M entendemos un R−módulo izquierdo con uno.

La categoŕıa de R-módulos izquierdos es denotada por R−mod.

Si N es un submódulo de M , lo denotaremos por N ≤ M. Un

submódulo N de M es máximo si N � K ⇒ K = M, ∀K ≤ M.
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10 CAPÍTULO 1. NOTACIÓN Y RESULTADOS PRELIMINARES

Definimos el zoclo de un módulo M como la suma de todos sus

submódulos simples.

3. Una ret́ıcula es un conjunto parcialmente ordenado (L,≤) donde

cada par de elementos a, b de L tiene un supremo y un ı́nfimo,

a los que denotaremos respectivamente por a ∨ b, a ∧ b. Se dice

además que L es completa si todo subconjunto X de L tiene

supremo e ı́nfimo denotado por ∨X,∧X respectivamente. A los

elementos mayor y menor de una ret́ıcula L, si existen, los deno-

taremos por 1 = ∨L = ∧∅ y por 0 = ∧L = ∨∅ respectivamente.

Una función entre dos ret́ıculas f : L → L′ es un morfismo de

ret́ıculas si f(a∨b) = f(a)∨f(b), f(a∧b) = f(a)∧f(b) para toda

a, b ∈ L. Una ret́ıcula L es distributiva si para todos a, b, c ∈ L se

tiene a∧ (b∨ c) = (a∧ b)∨ (a∧ c). Decimos que b ∈ L es un seu-

docomplemento de a ∈ L si a∧ b = 0 y b es máximo con respecto

a esta propiedad. Sea L una ret́ıcula con 0 y 1. Un elemento

a′ ∈ L es un complemento de a ∈ L si a ∨ a′ = 1 y a ∧ a′ = 0.

Una ret́ıcula L es complementada si todo elemento de L tiene

complemento. Decimos que L es una ret́ıcula booleana si L es

distributiva y complementada. Un elemento a ∈ L es un átomo

si 0 < a y si b < a implica b = 0 para todo b ∈ L. Una ret́ıcula

L es atómica si para todo elemento b ∈ L existe un átomo a ∈ L
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tal que a ≤ b. Una clase propia L es una gran ret́ıcula si es una

ret́ıcula excepto por el hecho de que L no es un conjunto.

4. R es un anillo semiartiniano izquierdo si el zoclo de de todo R-

módulo izquierdo M es distinto de cero. Decimos que R es un

V-anillo si todo R-módulo izquierdo simple es inyectivo.

5. Teorema: Son equivalentes las siguientes condiciones (ver Kasch,

F. 1982):

(a) Todo módulo proyectivo es inyectivo.

(b) Todo módulo inyectivo es proyectivo.

(c) Todo módulo se sumerge en un módulo libre.

R es un anillo casi-Frobenius si se cumple alguna de las condi-

ciones del teorema de arriba.

6. Teorema: Las siguientes condiciones son equivalentes para un

anillo R. (ver Kasch, F. 1982).

(a) R es neteriano izquierdo.

(b) Toda suma directa de R-módulos inyectivos es inyectivo.

(c) Toda suma directa numerable de cápsulas inyectivas de R-

módulos simples es inyectivo.
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Caṕıtulo 2

Ret́ıculas de clases de

módulos

2.1 Definición de algunas de clases de módulos

En esta sección definimos algunas de las ret́ıculas de clases de módulos

que vamos a usar a lo largo de nuestro trabajo. Consideraremos clases

de R-módulos cerradas bajo isomorfismos.

Definición 2.1.1 1. Una clase de R-módulos C es una clase here-

ditaria si cada que un R-módulo M está en C todos sus submódulos

están en C .

13



14 CAPÍTULO 2. RETÍCULAS DE CLASES DE MÓDULOS

Ejemplo 2.1.1 La clase de los módulos semisimples es una clase

hereditaria.

Denotemos por L≤ a la clase de clases de módulos hereditarias.

2. Una clase de R-módulos C es una clase cerrada bajo cocientes si

cada que un R-módulo M está en C todos sus cocientes están en

C .

Ejemplo 2.1.2 La clase de los módulos artinianos es una clase

cerrada bajo cocientes.

Denotemos por L� a la clase de clases cerradas bajo cocientes.

3. Una clase C es cerrada bajo sumas directas si para cada familia

de módulos {Mi}i∈I tal que Mi ∈ C para toda i ∈ I, se tiene que

su suma directa está en C .

Ejemplo 2.1.3 La clase de los módulos proyectivos es una clase

cerrada bajo sumas directas.

Denotamos por L⊕ a la clase de clases cerradas bajo sumas di-

rectas.
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4. Una clase C es cerrada bajo productos directos si para cada fa-

milia de módulos {Mi}i∈I tal que Mi ∈ C para toda i ∈ I, se

tiene que su producto directo está en C .

Ejemplo 2.1.4 La clase de los módulos inyectivos es una clase

cerrada bajo productos directos.

Denotemos por Lπ a la clase de clases cerradas bajo productos

directos.

5. Una clase de R-módulos es cerrada bajo extensiones de módulos

si para cada sucesión exacta de módulos

0 // A
f // B

g // C // 0

con extremos A,C en C se tiene que B ∈ C .

Ejemplo 2.1.5 La clase de los módulos neterianos es una clase

cerrada bajo extensiones de módulos.

Denotemos por Lext a las clase de clases cerradas bajo exten-

siones de módulos.

6. Una clase de R−módulos C es cerrada bajo cápsulas inyectivas si

cada que un módulo M está en C su cápsula inyectiva pertenece

a C .
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Ejemplo 2.1.6 La clase de los módulos finitamente cogenera-

dos es una clase de módulos cerrada bajo cápsulas inyectivas.

Denotemos por LE a la clase de clases cerradas bajo cápsulas

inyectivas.

7. Una clase R-módulos es abierta si es hereditaria y cerrada bajo

cocientes.

Ejemplo 2.1.7 La clase de los módulos simples es una clase

abierta.

Observación 2.1.1 Las clases L≤, L�, L⊕, Lπ, Lext, LE son gran-

des ret́ıculas con orden parcial ≤ dado por la inclusión de clases, e

ı́nfimo dado por la intersección de clases.

Por la observación anterior, las clases L≤, L�, L⊕, Lπ, Lext, LE

tienen estructura de ret́ıcula. En lo que sigue, cuando quiera estu-

diar propiedades de ellas que no involucren su estructura de ret́ıcula

las llamare sólo clases y les diré ret́ıculas cuando quiera destacar su

estructura de ret́ıcula.
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2.2 Generación de clases de módulos

En esta sección describimos cómo generar clases de módulos bajo una

propiedad de cerradura, es decir, dada una clase de módulos C de-

scribimos la menor clase cerrada bajo una propiedad y que contiene a

C .

Proposición 2.2.1 Dada una clase C de R-módulos, sea A la clase

de los módulos M tales que existe un monomorfismo M → N , con

N un módulo en C . Entonces A es la menor clase hereditaria que

contiene a C . Denotemos por ξ≤(C ) a la menor clase hereditaria que

contiene a C .

Demostración. Consideremos C una clase de módulos y sea N un

submódulo de un módulo M ∈ A . Como existe un monomorfismo

M → K con K ∈ C entonces existe un monomorfismo N → K. Por lo

tanto N ∈ A . Aśı que A es un clase hereditaria y además claramente

C ⊆ A . Sea D una clase hereditaria tal que C ⊆ D . Si M ∈ A

entonces existe un monomorfismo M → K, con K ∈ C , por lo que

K ∈ D , luego M ∈ D . �

Proposición 2.2.2 Dada C una clase de R-módulos, sea A la clase

de los módulos M tales que existe un epimorfismo N → M , con N ∈
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C . Entonces A es la menor clase cerrada bajo cocientes que contiene

a C . Denotemos por ξ�(C ) a menor clase cerrada bajo cocientes que

contiene a C .

Demostración. Consideremos C una clase de módulos, M ∈ A y

M → L un epimorfismo. Como existe un epimorfismo N → M con

∈ C entonces existe un epimorfismo N → L. Por lo tanto L ∈ A .

Aśı que A es una clase cerrada bajo cocientes y además claramente

C ⊆ A . Sea D una clase cerrada bajo cocientes tal que C ⊆ D . Si

M ∈ A entonces existe un epimorfismo N → M , con N ∈ C , por lo

que N ∈ D , luego M ∈ D . �

Proposición 2.2.3 Si C es una clase cerrada bajo cocientes entonces

ξ≤(C ) es una clase abierta.

Demostración. Por la Proposición 2.2.1 ξ≤(C ) es hereditaria. Sean

M ∈ ξ≤(C ) y M → N un epimorfismo. Por hipótesis existe un

monomorfismo M → L con L ∈ C . Entonces obtenemos el siguiente

diagrama:

M //

��

N

L
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que se extiende al producto fibrado:

M //

��

N

��
L // P

Donde L → P es un epimorfismo y N → P es un monomorfismo.

Como L ∈ C entonces P ∈ C , luego N ∈ ξ≤(C ). �

Proposición 2.2.4 Si C es una clase hereditaria entonces ξ�(C ) es

una clase abierta.

Demostración. Se sigue dualmente de la demostración anterior usando

la suma fibrada. �

Proposición 2.2.5 Si C es una clase de módulos entonces ξ≤(ξ�(C ))

es la menor clase abierta que contiene a C . Además ξ≤(ξ�(C )) =

ξ�(ξ≤(C )).

Demostración. Por la Proposición 2.2.2 ξ�(C )) es una clase cerrada

bajo cocientes que contiene a C , luego ξ≤(ξ�(C )) es la menor clase

hereditaria que contiene a ξ�(C ). Por la Proposiciones 2.2.1 y 2.2.3

ξ≤(ξ�(C )) es abierta y contiene a C . Sea D una clase abierta tal que

C ⊆ D , en particular D es cerrada bajo cocientes, por lo que ξ�(C ) ⊆
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D . Como D es hereditaria entonces ξ≤(ξ�(C )) ⊆ D . Análogamente

se demuestra que ξ�(ξ≤(C )) es la menor clase abierta que contiene a

C . Por lo tanto ξ≤(ξ�(C )) = ξ�(ξ≤(C )). �

Proposición 2.2.6 Dada C una clase de módulos, sea A = C ∪

{E(C) | C ∈ C }. Entonces A es la menor clase cerrada bajo cápsulas

inyectivas que contiene a C . Denotemos por ξE(C ) a la menor clase

cerrada bajo cápsulas inyectivas que contiene a C .

Demostración. Sea C una clase de módulos. Es claro que C ⊆ A y

que A es una clase cerrada bajo cápsulas inyectivas. Sea D una clase

cerrada bajo cápsulas inyectivas tal que C ⊆ D . Si M ∈ A , entonces

M ∈ C o bien M = E(C), con C ∈ C . En cualquier caso M ∈ D .

Por lo tanto A es la menor clase cerrada bajo cápsulas inyectivas que

contiene a C . �

Proposición 2.2.7 Si C es una clase cerrada bajo cápsulas inyecti-

vas, entonces ξ≤(C ) es una clase cerrada bajo cápsulas inyectivas.

Demostración. Si M ∈ ξ≤(C ), entonces existe un monomorfismo M →

C, con C ∈ C . Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M
es //

��

E(M)

yysssssssss

E(C)
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Donde M
es // E(M) es un monomorfismo esencial, E(M) → E(C)

es un monomorfismo y E(C) ∈ C . Por lo que E(M) ∈ ξ≤(C ). �

Proposición 2.2.8 Para una clase C de R-módulos, sea ξ≤(ξE(C )) =

{M | existe un monomorfismo M → E(C) para algún C ∈ C }.

Entonces ξ≤(ξE(C )) es la menor clase de R-módulos que es hereditaria

y cerrada bajo cápsulas inyectivas que contiene a C .

Demostración.

Es claro que ξ≤(ξE(C )) es hereditaria. Además ξ≤(ξE(C )) es ce-

rrada bajo cápsulas por la Proposición 2.2.7. También es claro que

C ⊆ ξ≤(ξE(C )). Supongamos que D es una clase hereditaria y cerrada

bajo cápsulas inyectivas que contiene a C . Si M ∈ ξ≤(ξE(C )) entonces

existe un monomorfismo M → E(C) con C ∈ C . Como C ⊆ D

entonces C ∈ D , por lo que E(C) ∈ D y aśı, M ∈ D . Por lo tanto

ξ≤(ξE(C )) ⊆ D .

�

Definición 2.2.1 Sea η = ξEξ�, entonces definimos ηo = Id y ηn+1 =

ηηn. Si C es una clase de módulos, definimos η∞(C ) =
⋃
n∈N

ηn(C ). Aśı

que para toda n ∈ N :

ηn+1(C ) = ξ�(ηn(C )) ∪ {E(N) | N ∈ ξ�(ηn(C ))}.
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Proposición 2.2.9 Si C es una clase de módulos entonces η∞(C ) es

la menor clase cerrada bajo cocientes y cápsulas inyectivas que contiene

a C . Denotamos por ξ�,E(C ) a la clase de módulos η∞(C ).

Demostración. Claramente C ⊆ η∞(C ). Sean M ∈ η∞(C ) y M → N

un epimorfismo. Entonces M ∈ ηn(C ) para alguna n ∈ N. Aśı que

N ∈ ξ�(ηn(C )) ∈ ηn+1(C ) y también E(M) ∈ ηn+1(C ). Por lo tanto

η∞(C ) es una clase cerrada bajo cocientes y cápsulas inyectivas.

Sea D una clase cerrada bajo cocientes y cápsulas inyectivas tal

que C ⊆ D .

Si n = 0. Entonces η0(C ) = Id(C ) = C ⊆ D .

Supongamos que ηn(C ) ⊆ D . Sea M ∈ ηn+1(C ) = ξ�(ηn(C )) ∪

{E(N) | N ∈ ξ�(ηn(C ))}. Si M ∈ ξ�(ηn(C )) entonces M ∈ D , ya

que D es una clase cerrada bajo cocientes. Si M ∈ {E(N) | N ∈

ξ�(ηn(C ))}, entonces M ∈ D ya que D es una clase cerrada bajo

cápsulas inyectivas. Aśı que ηn+1(C ) ⊆ D y aśı η∞(C ) =
⋃
n∈N

ηn(C ) ⊆

D . �

Proposición 2.2.10 Si C es una clase de módulos cerrada bajo sumas

directas entonces ξ≤(C ) es una clase cerrada bajo sumas directas.

Demostración. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos contenida en ξ≤(C ).

Como Mi ∈ ξ≤(C ) para todo i ∈ I, existe un monomorfismo Mi → Ci
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para cada i ∈ I con Ci ∈ C . Entonces existe un monomorfismo⊕
i∈I
Mi →

⊕
i∈I
Ci. Como

⊕
i∈I
Ci ∈ C entonces

⊕
i∈I
Mi ∈ ξ≤(C ). �

Proposición 2.2.11 Si C es una clase de módulos, sea A = {
⊕
i∈I
Ci |

I es un conjunto y Ci ∈ C para todo i ∈ I}. Entonces A es la

menor clase cerrada bajo sumas directas que contiene a C . Denotemos

por ξ⊕(C ) a la menor clase cerrada bajo sumas directas que contiene

a C .

Demostración. Sea C una clase de módulos. Claramente C ⊆ A .

Consideremos {Mi}i∈I una familia de módulos contenida en A , en-

tonces para cada Mi existe una familia {Cij}j∈Ji de módulos en C tal

que Mi =
⊕
j∈Ji

Cij. Entonces
⊕
i∈I
Mi =

⊕
i∈I
{
⊕
j∈Ji

Cij} ∈ A . Sea D una

clase cerrada bajo sumas directas tal que C ⊆ D . Si M ∈ A , entonces

existe una familia de módulos {Ci}i∈I con Ci ∈ C para toda i ∈ I tal

que M =
⊕
i∈I
Ci. Por lo tanto M ∈ D ya que C ⊆ D y D es una clase

cerrada bajo sumas directas. Aśı que A ⊆ D . �

Proposición 2.2.12 Si C es una clase de módulos entonces ξ≤(ξ⊕(C ))

es la menor clase hereditaria cerrada bajo sumas directas que contiene

a C .
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Demostración. Sea C una clase de módulos. Primero notemos que

ξ≤(ξ⊕(C )) = {M | existe un monomorfismo M →
⊕
i∈I
Ci, I es un con

junto y Ci ∈ C }. Es claro que C ⊆ ξ≤(ξ⊕(C )) y por las Proposiciones

2.2.1 y 2.2.10 ξ≤(ξ⊕(C )) es una clase hereditaria y cerrada bajo sumas

directas. Sea D una clase hereditaria cerrada bajo sumas directas

que contenga a C . Entonces ξ⊕(C ) ⊆ D y D es hereditaria entonces

ξ≤(ξ⊕(C )) ⊆ D . �

Proposición 2.2.13 Si C es una clase de módulos, sea A = {
∏
i∈I
Ci |

I es un conjunto y Ci ∈ C para todo i ∈ I}. Entonces A es la

menor clase cerrada bajo productos directos que contiene a C . De-

notemos por ξπ(C ) a la menor clase cerrada bajo productos directos

que contiene a C .

Demostración. Sea C una clase de módulos. Claramente C ⊆ A .

Consideremos {Mi}i∈I una familia de módulos contenida en A , en-

tonces para cada Mi existe una familia {Cij}j∈Ji de módulos en C tal

que Mi =
∏
j∈Ji

Cij. Entonces
∏
i∈I
Mi =

∏
i∈I
{
∏
j∈Ji

Cij} ∈ A . Sea D una clase

cerrada bajo productos directos tal que C ⊆ D . Si M ∈ A , entonces

existe una familia de módulos {Ci}i∈I con Ci ∈ C para toda i ∈ I tal

que M =
∏
i∈I
Ci. Por lo tanto M ∈ D ya que C ⊆ D y D es una clase

cerrada bajo productos directos. Aśı que A ⊆ D . �
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Proposición 2.2.14 Si C es una clase de módulos cerrada bajo pro-

ductos directos entonces ξ�(C ) es una clase cerrada bajo productos

directos.

Demostración. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos contenida en ξ�(C ).

Como Mi ∈ ξ�(C ) para todo i ∈ I, existe un epimorfismo Ci → Mi

para cada i ∈ I con Ci ∈ C . Entonces existe un epimorfismo
∏
i∈I
Ci →∏

i∈I
Mi. Como

∏
i∈I
Ci ∈ C entonces

∏
i∈I
Mi ∈ ξ�(C ).

Proposición 2.2.15 Si C es una clase de módulos entonces ξ�(ξπ(C ))

es la menor clase cerrada bajo cocientes y productos directos que con-

tiene a C .

Demostración. Sea C una clase de módulos. Primero notemos que

ξ�(ξπ(C )) = {M | existe un epimorfismo
∏
i∈I
Ci →M, I un conjun

to Ci ∈ C }. Es claro que C ⊆ ξ�(ξπ(C )) y por las Proposiciones 2.2.2

y 2.2.14 ξ�(ξπ(C )) es una clase cerrada bajo cocientes y productos

directos. Sea D una clase cerrada bajo cocientes y productos directos

que contiene a C . Entonces ξπ(C ) ⊆ D y D es una clase cerrada bajo

cocientes entonces ξ�(ξ⊕(C )) ⊆ D . �
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2.3 Cogeneración de clases de módulos

En esta sección describimos cómo cogenerar clases de módulos here-

ditarias, cerradas bajo cocientes y abiertas. Es decir, describimos la

mayor clase cerrada bajo submódulos, cocientes, o submódulos y co-

cientes contenida en una clase dada. Todos los resultados en esta

sección son originales.

Proposición 2.3.1 Dada una clase C de R-módulos, sea A la clase

de los módulos M en C tales que todo submódulo de M está en C .

Entonces A es la mayor clase cerrada bajo submódulos contenida en

C . Denotemos por χ≤(C ) a la mayor clase cerrada bajo submódulos

contenida en C .

Demostración. Todo submódulo de un submódulo de un R-módulo

M de A es también un submódulo de M , aśı que A es cerrada bajo

submódulos. Si D es una clase de R-módulos cerrada bajo submódulos

contenida en C entonces todo submódulo de un R-módulo M de D está

en C , por lo que D esta contenida en A . �

Proposición 2.3.2 Para una clase de R-módulos C las siguientes

afirmaciones se cumplen.
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1. Si C es una clase cerrada bajo cocientes entonces χ≤(C ) también

es cerrada bajo cocientes.

2. Si C es cerrada bajo extensiones de módulos entonces χ≤(C )

también es cerrada bajo extensiones de módulos.

Demostración. Sea C una clase de módulos.

1. Supongamos que M ∈ χ≤(C ) y que M → N es un epimorfismo.

Demostraremos que N ∈ χ≤(C ). Como M ∈ C y C es una

clase cerrada bajo cocientes entonces N ∈ C . Si L → N es un

monomorfismo, obtenemos el siguiente diagrama:

M

����
L // // N

que se extiende a la suma fibrada:

P // //

����

M

����
L // // N

Como M ∈ χ≤(C ), entonces P ∈ C y por lo tanto L ∈ C . Aśı

N ∈ χ≤(C ).

2. Supongamos que en la siguiente sucesión exacta A y C pertene-

cen a χ≤(C ). Es claro que B ∈ C . Ahora veremos que N ∈
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C para cada monomorfismo N → B. Consideremos ahora, el

siguiente diagrama conmutativo:

0 // ker(βf) i //

γ
���
�
�

N
βf//

f
��

(βf)(N)

j
��

// 0

0 // A
α // B

β // C // 0

Donde i, j son inclusiones y ker(βf) → A está dada por la

propiedad universal del núcleo. Como fi = αγ es un monomor-

fismo entonces γ también lo es. Aśı, ker(βf) ∈ C y (βf)(N) ∈ C

por hipótesis. Por lo tanto N ∈ C ya que C es cerrada bajo ex-

tensiones de módulos. Aśı B ∈ χ≤(C ).

�

Proposición 2.3.3 Dada una clase C de R-módulos, sea A la clase

de módulos M en C tales que todo cociente de M está en C . Entonces

A es la mayor clase cerrada bajo cocientes contenida en C . Denotemos

por χ�(C ) a la mayor clase cerrada bajo cocientes contenida en C .

Demostración. Todo cociente de un cociente de un R-módulo M de A

es un también un cociente de M , aśı que A es cerrada bajo cocientes.

Si D es una clase de R-módulos cerrada bajo cocientes contenida en

C entonces todo cociente de un R-módulo M de D está en C , por lo

que D está contenida en A . �
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Observación 2.3.1 Sea C una clase hereditaria, cerrada bajo cápsulas

inyectivas y sumas directas. Un R-módulo M está en C si y sólo si

todo submódulo ćıclico de M está en C .

Demostración. Sea M ∈ C . Como C es hereditaria entonces todo

submódulo de M pertenece a C , en particular todo submódulo ćıclico

de M pertenece a C . Sea {Ci}i∈I una familia independiente máxima

de submódulos ćıclicos de M . Aśı que
⊕
i∈I
Ci ≤es M lo que implica

E(
⊕
i∈I
Ci) = E(M). Como cada Ci ∈ C y C es natural se tiene que⊕

i∈I
Ci ∈ C . Por lo tanto E(M) ∈ C lo que implica M ∈ C . �

Proposición 2.3.4 Para una clase de R-módulos C , las siguientes

afirmaciones se cumplen.

1. Si C es una clase hereditaria entonces χ�(C ) también es here-

ditaria.

2. Si C es cerrada bajo extensiones de módulos entonces χ�(C )

también es cerrada bajo extensiones de módulos.

3. Si C es una clase hereditaria, cerrada bajo cápsulas inyectivas y

sumas directas entonces χ�(C ) es cerrada bajo sumas directas.

Demostración. Sea C una clase de módulos.
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1. Supongamos que M ∈ χ�(C ) y que N � M es un monomor-

fismo. Demostraremos que N ∈ χ�(C ). Como M ∈ C y C es

una clase hereditaria entonces N ∈ C . Si N � L es un epimor-

fismo, obtenemos el siguiente diagrama:

N // //

����

M

L

que se extiende al producto fibrado:

N // //

����

M

����
L // // P

Como M ∈ χ�(C ), entonces P ∈ C y por lo tanto L ∈ C . Aśı

N ∈ χ�(C ).

2. Supongamos que en la siguiente sucesión exacta A y C pertenecen

χ�(C ). Es claro que B ∈ C . Ahora veremos que N ∈ C para

cada epimorfismo B � N. Consideremos ahora, el siguiente dia-

grama conmutativo:

0 // A
f // B

g //

h
����

C

h̄���
�
�

// 0

0 // h(f(A)) α // N
β // N

h(f(A))
// 0
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donde h̄ es el epimorfismo inducido por la propiedad del coker-

nel. Por hipótesis h(f(A)) y N
h(f(A)) pertenecen a C , y siendo C

cerrada bajo extensiones de módulos, obtenemos N ∈ C .

3. Sea {Mi}i∈I una familia tal que Mi ∈ χ�(C ) para cada i ∈ I.

Como C es una clase natural y dado que cada Mi pertenece a

C entonces
⊕
i∈I
Mi ∈ C . Si

⊕
i∈I
Mi

f 6=0 // // N es un epimorfismo con

N 6= 0 y 0 6= x ∈ N, entonces existe un subconjunto finito J de

I tal que Rx ↪→ f(
⊕
J

Mi). Una clase hereditaria, cerrada bajo

cápsulas inyectivas y sumas directas es cerrada bajo extensiones

de módulos por el Lema 1.1 de (Zhou, Y. 1997), entonces por

(2) χ�(C ) es cerrada bajo extensiones de módulos. Entonces⊕
J

Mi ∈ χ�(C ). Luego f(
⊕
J

Mi) ∈ C . Por lo tanto Rx ∈ C . Aśı

por la Observación 2.3.1, N ∈ C .

�

Corolario 2.3.1 Para toda clase de módulos C , χ≤(χ�(C )) = χ�(χ≤(C )).

Demostración. Sea C ⊆ R−mod. Entonces por definción χ�(χ≤(C ))

⊆ χ≤(C ) ⊆ C . Además χ�(χ≤(C )) es cerrada bajo cocientes aśı que

χ�(χ≤(C )) ⊆ χ�(C ). Por la Proposición 2.3.4, χ�(χ≤(C )) es heredi-

taria. Aśı que por definición χ�(χ≤(C )) ⊆ χ≤(χ�(C )).

De manera simétrica se tiene χ≤(χ�(C )) ⊆ χ�(χ≤(C )). �
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2.4 R-nat

Aqúı describimos brevemente a la ret́ıcula de clases naturales y desa-

rrollamos la teoŕıa necesaria para nuestro último caṕıtulo.

Definición 2.4.1 Una clase de R-módulos C es una clase natural si

es hereditaria, cerrada bajo sumas directas y cápsulas inyectivas. De-

notamos por R− nat a la clase de clases naturales.

Ejemplo 2.4.1 La clase de todos los módulos no-singulares es una

clase natural.

Lema 2.4.1 Sea {Mi}i∈I una familia de módulos. Si 0 6= N ≤
⊕
i∈I
Mi

entonces existen 0 6= K ≤ N y 0 6= L ≤ Mj para alguna j ∈ I tal que

K ' L.

Demostración. Sean 0 6= N ≤
⊕
i∈I
Mi y 0 6= x ∈ N. Entonces Rx ≤

N ≤
⊕
i∈I
Mi y x = mα1

+mα2
+· · ·+mαs, con 0 6= mαi ∈Mαi. Escojamos

x ∈ N con s mı́nimo posible, por la elección de x tenemos que los

anuladores de cada uno de los sumandos son iguales, aśı (0 : mα1
) =

(0 : mα2
) = · · · = (0 : mαs). De lo contrario existiŕıa t ∈ (0 : mαi) tal

que t /∈ (0 : mαj) con i 6= j, por lo que tx = tmα1
+ · · · + tmαi−1 +

tmαi+1
+ · · · + tmαj + · · · + tmαs ∈ N , lo que es una contradicción.
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Entonces (0 : x) = (0 : mα1
) Rx ' R

(0:x) = R
(0:mα1

) ' Rmα1
. Haciendo

Rx = K, j = α1 y L = Rmα1
≤Mj se tiene el resultado. �

Proposición 2.4.1 Dada C un clase de módulos, sea A = {N | ∀ 0 6=

K ≤ N,∃ 0 6= L ≤ K y existe un monomorfismo L→ C para algún

C ∈ C }. Entonces A es la menor clase natural que contiene a C . De-

notemos por ξR−nat(C ) a la menor clase natural que contiene a C .

Demostración. Es claro que A es hereditaria. Sean N ∈ A y 0 6=

K ≤ E(N). Como 0 6= K ∩N ≤ N y N ∈ A existen 0 6= L ≤ N y un

monomorfismo L → C para algún C ∈ C . Por lo tanto A es cerrado

bajo cápsulas inyectivas.Sea {Mi}i∈I una familia de módulos en A . Si

0 6= K ≤
⊕
i∈I
Mi, entonces por el Lema 2.4.1 existe 0 6= Rx ≤ K y un

monomorfismo Rx → Mj con j ∈ I y Mj ∈ A . Entonces Rx ' K ′

con K ′ ≤ Mj y por lo tanto existen 0 6= L′ ≤ K ′ y un monomorfismo

L′ → C para algún C ∈ C . Por lo tanto
⊕
i∈I
Mi ∈ A . Aśı A es una

clase natural. Sean C una clase de módulos y D una clase natural

tal que C ⊆ D . Si 0 6= M ∈ A entonces para todo 0 6= K ≤ M

existen 0 6= L ≤ K y un monomorfismo L → C para algún C ∈ C .

Usando el lema de Zorn, tenemos que existe una familia independiente

máxima {Li}i∈I de submódulos de M con la propiedad de que cada Li

pertenece a D . Por lo tanto
⊕
i∈I
Li ∈ D y

⊕
i∈I
Li ≤es M, lo que implica
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E(
⊕
i∈I
Li) = E(M) ∈ D . Por lo que M ∈ D . �

Proposición 2.4.2 Toda clase natural es cerrada bajo extensiones de

módulos.

Demostración. Sea C una clase natural. Supongamos que en la si-

guiente sucesión exacta A y C pertenecen a C . Consideremos ahora el

siguiente diagrama.

0 // A
α //

l
��

B
β //

fvvnnnnnnnnnnnnn C

k
��

// 0

0 // E(A)
ι1// E(A)⊕ E(C)

π2 // E(C) // 0

donde l, k son inclusiones y E(A), E(C) pertenecen a C y por lo tanto

E(A) ⊕ E(C) ∈ C . Como E(A) es un módulo inyectivo y l es una

inclusión, existe B
f // E(A) tal que fα = l. Aśı que tenemos el

siguiente diagrama conmutativo por la propiedad universal del pro-

ducto.

B
kβ

((QQQQQQQQQQQQQ

g
���
�
�

fvvnnnnnnnnnnnnn

E(A) E(A)⊕ E(C)
π2 //

π1
oo E(C)

entonces los siguientes diagramas conmutan:

A
kβα

((QQQQQQQQQQQQQ

gα
���
�
�

lvvnnnnnnnnnnnnn

E(A) E(A)⊕ E(C)
π2 //

π1
oo E(C)
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A
kβα

((QQQQQQQQQQQQQ

ι1l
���
�
�

lvvnnnnnnnnnnnnn

E(A) E(A)⊕ E(C)
π2 //

π1
oo E(C)

es decir gα = ι1l por lo tanto el siguiente diagrama conmuta:

0 // A
α //

l
��

B
β //

g
���
�
� C

k
��

// 0

0 // E(A)
ι1// E(A)⊕ E(C)

π2 // E(C) // 0

De esta manera g es monomorfismo y por lo tanto B ∈ C . �

Proposición 2.4.3 Sea {Ci}i∈I una familia de clases naturales en-

tonces
⋂
i∈I

Ci es una clase natural.

Demostración. Es claro. �

Definición 2.4.2 Dadas dos clases naturales C y D definimos un or-

den parcial en R-nat mediante: C ≤ D ⇔ C ⊆ D . Para un familia

{Ci}i∈I de clases naturales describimos el ı́nfimo y el supremo medi-

ante: ∧
i∈I

Ci =
⋂
i∈I

Ci,
∨
i∈I

Ci = ξR−nat(
⋃
i∈I

Ci).

Ver (Dauns, J. 2006).
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Lema 2.4.2 Si C es una clase de módulos entonces ξR−nat(C ) = {M |

existe una familia {Pj}j∈J y una familia de monomorfismos {Pj
→ Nj}j∈J , Nj ∈ C ,∀j ∈ J y

⊕
j∈J

Pj ≤es M}.

Demostración. Sea D el lado derecho de la igualdad. Si 0 6= M ∈

ξR−nat(C ) entonces existe 0 6= L ≤ M y un monomorfismo L → C,

C ∈ C . Sea {Pi}i∈I una familia independiente máxima de submódulos

de M tales que Pi → Ci es un monomorfismo para toda i ∈ I, con

Ci ∈ C ∀i ∈ I. Entonces
⊕
i∈I
Pi ≤es M. Por lo tanto M ∈ D .

Sean M ∈ D y 0 6= N ≤M. Entonces 0 6= N ∩
⊕
i∈I
Pi. Aśı que existe

0 6= Rx ≤ N y j ∈ J junto con monomorfismos Rx → Pj → Nj, con

Nj ∈ C . Por lo que M ∈ ξR−nat(C ). �

Observación 2.4.1 Si {Ci}i∈I es una familia de clases naturales en-

tonces
∨
i∈I
Ci = {M | existe

⊕
i∈I
Ni ≤es M, Ni ∈ C ∀i ∈ I}.

Demostración. Se sigue por la descripción del supremo y por el Lema

2.4.2. �

Proposición 2.4.4 Sea C una clase de módulos, sea C ⊥ = {M | ∀0 6=

N ≤ M, no existe un monomorfismo N → C, C ∈ C }. Entonces

C ⊥ es una clase natural.
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Demostración. Sean M ∈ C ⊥ y N ≤ M. Supongamos que existe un

monomorfismo K → C, con C ∈ C para algún 0 6= K ≤ N. Entonces,

dado que K ≤M, M /∈ C ⊥. Contradicción. Por lo tanto N ∈ C ⊥.

Sean M ∈ C ⊥ y 0 6= N ≤ E(M). Supongamos que existe un

monomorfismo N → C, C ∈ C . Como 0 6= N ∩ M ≤ M entonces

existe un monomorfismo N ∩M → C, con C ∈ C . Contradicción. Por

lo tanto E(M) ∈ C ⊥.

Finalmente, consideremos una familia {Mi}i∈I de módulos en C ⊥.

Sea 0 6= N ≤
⊕
i∈I
Mi y supongamos que existe un monomorfismo N →

C, con C ∈ C . Por el Lema 2.4.1 existe 0 6= K ≤ N , j ∈ I y L ≤ Mj

con K ∼= L ≤ Mj, dando aśı un monomorfismo K → C con C ∈ C

y K ∼= L ≤ Mj. Por lo tanto Mj /∈ C ⊥. Contradicción. Aśı que⊕
i∈I
Mi ∈ C ⊥. Por lo que C ⊥ es una clase natural. �

Proposición 2.4.5 Si C es una clase natural entonces C ⊥ tiene las

siguientes propiedades:

1. C ∩ C ⊥ = {0}.

2. (C ⊥)⊥ = C .

3. C ∨ C ⊥ = R−mod.

Demostración.
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1. Es claro.

2. Sea 0 6= M ∈ (C ⊥)⊥, entonces M /∈ C ⊥. Aśı que existe un

submódulo distinto de cero N ≤ M tal que N ∈ C . Sea {Ni}i∈I
una familia independiente máxima de submódulos de M que

pertenecen a C , entonces
⊕
i∈I
Ni ∈ C , además

⊕
i∈I
Ni ≤es M. Por

lo tanto M ∈ C . Entonces (C ⊥)⊥ ⊆ C .

Sea 0 6= M ∈ C \(C ⊥)⊥ entonces existen 0 6= N ≤M, K ∈ C ⊥ y

N → K un monomorfismo. Aśı que N ∈ C ∩C ⊥, Contradicción.

Por lo tanto (C ⊥)⊥ = C .

3. Sea 0 6= M ∈ R-mod. Si para todo submódulo 0 6= N ≤ M

N /∈ C , entonces M ∈ C ⊥. Por lo tanto M ∈ C ∨C ⊥ y acabamos.

Supongamos que existe 0 6= N ≤M tal que N ∈ C . Sea {Ni}i∈I
una familia independiente máxima de submódulos distintos de

cero de M que pertenecen a C . Entonces
⊕
i∈I
Ni ∈ C . Considere-

mos L un seudocomplemento de
⊕
i∈I
Ni en M.

Si L = 0, entonces
⊕
i∈I
Ni ≤es M, por lo tanto M ∈ C y acabamos.

Supongamos que 0 6= L. Entonces L ∈ C ⊥, ya que si L /∈ C ⊥

tendŕıamos que existe 0 6= K ≤ L y un monomorfismo K → C,

C ∈ C . Por lo tanto 0 6= K ≤ M, K ∈ C , por lo que {Ni}i∈I ∪
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{K} es una familia independiente, lo que es una contradicción.

Por lo tanto (
⊕
i∈I
Ni)

⊕
L ∈ C ∨ C ⊥. Aśı que M ∈ C ∨ C ⊥.

�

Teorema 2.4.1 R-nat es distributiva.

Demostración. Sean C1,C2 y C3 tres clases naturales. Basta demostrar

que :

C1 ∧ (C2 ∨ C3) ≤ (C1 ∧ C2) ∨ (C1 ∧ C3).

Sea 0 6= M ∈ C1∧(C2∨C3). Dado que M ∈ R−mod, por la Proposición

2.4.5 (3) existen N,L ≤ M tales que N ⊕ L ≤es M con N ∈ C2 y

L ∈ C ⊥2 . Entonces N ∈ C1 ∧ C2. También L ∈ C2 ∨ C3 por hipótesis.

Sea 0 6= K ≤ L, entonces existe 0 6= X ≤ K y un monomorfismo

X → C con C ∈ C2 ∪ C3. Pero L ∈ C ⊥2 . Por lo que C /∈ C2 y en

consecuencia C ∈ C3. Por lo tanto L ∈ ξR−nat(C3) = C3. Por lo tanto

L ∈ C1 ∧ C3. �

Denotemos por .[0, R] a la ret́ıcula de ideales izquierdos de R.

Definición 2.4.3 Si C ∈ R−nat, definimos: NatC (R) = {I ≤ R |
R
I ∈ C }.
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Proposición 2.4.6 La asignación

R−nat f // ℘(.[0, R])

C
� // NatC (R)

es inyectiva.

Demostración. Sean C y D dos clase naturales tales queNatC (R) =

NatD(R). Sea Rx un módulo ćıclico en C , entonces Rx ∼= R
(0:x) ∈ C

por lo que (0 : x) ∈ NatC (R) = NatD(R). Por lo tanto Rx ∈ D .

Aśı que C y D tienen los mismos módulos ćıclicos. Entonces por la

Observación 2.3.1 C = D . �

Definición 2.4.4 Sea A ⊆ .[0, R] es un conjunto natural si:

1. (I ∈ A , J ∈ A )⇒ I ∩ J ∈ A .

2. I ∈ A ⇒ (∀a ∈ R, (I : a) ∈ A )

3. I /∈ A ⇒ (∃J ≤ R, tal que I � J ∧ (I : a) /∈ A ∀a ∈ J \ I).

Proposición 2.4.7 Son equivalentes para A ⊆ .[0, R].

1. A = NatC (R) para alguna C ∈ R−nat.
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2. A es un conjunto natural.

Demostración. [1⇒ 2]. Sean I, J ∈ NatC (R). Como R
I∩J →

R
I ⊕

R
J es

un monomorfismo entonces R
I∩J ∈ C . Por lo tanto I ∩ J ∈ NatC (R).

Ahora, como R
(I:a)
∼= Ra+I

I ≤ R
I entonces (I : a) ∈ NatC (R). Si I /∈

NatC (R), entonces R
I /∈ C . Por la Proposición 2.4.5 (2) podemos hacer

C = D⊥ donde D = C ⊥. Entonces existe 0 6= J
I ≤

R
I tal que J

I ∈ D .

Sea a ∈ J \ I,, como Ra+I
I ≤ J

I entonces R
(I:a)
∼= Ra+I

I ∈ D . Aśı que

(I : a) /∈ NatC (R).

[2⇒ 1]. Sea B = {M | (0 : x) ∈ A ,∀x ∈M}. Demostraremos que

B es una clase natural. Es claro que B es una clase hereditaria. Sean

M ∈ B y x ∈ E(M) tal que (0 : x) /∈ A . Como A es un conjunto

natural, entonces existe J ≤ R tal que (0 : x) � J y ((0 : x) : a) /∈ A

∀a ∈ J \ (0 : x). Sea N ≤ Rx tal que 0 6= N ∼= J
(0:x) y como 0 6= N ∩M

existe 0 6= y ∈ N ∩M tal que R
(0:y)
∼= Ry ∼= Ra+(0:x)

(0:x)
∼= R

((0:x):a) . Para

alguna a ∈ J \ (0 : x)). Ya que ((0 : x) : a) /∈ A entonces (0 : y) /∈ A .

Por lo tanto N ∩ M /∈ B lo que implica M /∈ B. Contradicción,

por lo tanto E(M) ∈ B. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos en B.

Si x ∈
⊕
i∈I
Mi, entonces x = x1 + · · · + xn con xi ∈ Mi para toda

i ∈ {1, . . . n}. Entonces (0 : x) =
⋂
i∈I

(0 : xi) donde (0 : xi) ∈ A para

cada i ∈ {1, . . . n}. Aśı que (0 : x) ∈ A , ya que A es un conjunto

natural. Por lo tanto B es una clase natural.
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De esta manera:

I ∈ NatB(R)⇔ R

I
∈ B ⇔ ∀x̄ ∈ R

I
, (0̄ : x̄) ∈ A ⇔

∀x ∈ R, (I : x) ∈ A ⇔ I ∈ A .

�

Proposición 2.4.8 R−nat es cardinable.

Demostración. Se sigue de la Proposición 2.4.7. �



2.5. R-TORS 43

2.5 R-tors

Aqúı describimos brevemente a la ret́ıcula de teoŕıas de torsión heredi-

tarias y desarrollamos la teoŕıa necesaria para nuestro último caṕıtulo.

Definición 2.5.1 Una clase de R-módulos C es una clase de torsión

hereditaria si además de ser hereditaria es cerrada bajo cocientes, sumas

directas y extensiones de módulos.

Ejemplo 2.5.1 La clase de los grupos abelianos de torsión es una

clase de torsión hereditaria.

Definición 2.5.2 Una clase de R-módulos C es una clase libre de

torsión si es hereditaria, cerrada bajo cápsulas inyectivas, productos

directos y extensiones de módulos.

Ejemplo 2.5.2 La clase de los módulos no singulares es una clase

libre de torsión hereditaria.

Observación 2.5.1 Sea C una clase de módulos. La clase FC = {N |

Hom(M,E(N)) = 0 para todoM ∈ C } es una clase libre de torsión

hereditaria.



44 CAPÍTULO 2. RETÍCULAS DE CLASES DE MÓDULOS

Demostración. Claramente FC es cerrada bajo cápsulas inyectivas.

Sea L un submódulo de N ∈ FC . Entonces E(L) ≤ E(N), por

lo que E(L) ⊕ E = E(N) para algún módulo inyectivo E. Luego

0 = Hom(M,E(N)) = Hom(M,E(L) ⊕ E) = Hom(M,E(L)) ⊕

Hom(M,E) para todo M ∈ C , lo que implica Hom(M,E(L)) = 0

para todo M ∈ C . Por lo tanto FC es hereditara. Sea {Ni}i∈I una

familia de módulos en FC . Sabemos que E(
∏
i∈I
Ni) ≤

∏
i∈I
E(Ni) y que

Hom(M, ) es un funtor exacto izquierdo. Entonces Hom(M,E(
∏
i∈I
Ni)

≤ Hom(M,
∏
i∈I
E(Ni)) =

∏
i∈I
Hom(M,E(Ni)) = 0. Aśı que FC es cerra-

da bajo productos y por lo tanto una clase natural. Por la Proposición

2.4.2, FC es una clase libre de torsión hereditaria. �

Dada C una clase de módulos, podemos definir:

TC = {M | Hom(M,E(N)) = 0 para todo N ∈ C }.

Proposición 2.5.1 Sea C es una clase de torsión hereditara. En-

tonces C = TFC
.

Demostración. Sean M ∈ C y N ∈ FC . Entonces Hom(M,E(N)) =

0, por lo que M ∈ TFC
. Aśı C ⊆ TFC

. Sea M ∈ TFC
. Supongamos

que M /∈ C . Consideremos A = {N | N ≤ M,N ∈ C }, es claro

que A 6= ∅. Como
⊕

A ∈ C y existe un epimorfismo
⊕

A →
∑

A ,



2.5. R-TORS 45

tenemos que t(M) =
∑

A ∈ C . Aśı t(M) es el mayor submódulo de M

que pertenece a C . Por hipótesis M
t(M) 6= 0. Sea N ∈ C y N

f // M
t(M)

un morfismo. Luego existe K ≤M tal que f(N) = K
t(M) ∈ C ya que C

es cerrada bajo cocientes. Consideremos la siguiente sucesión exacta

con extremos en C :

0 // t(M) // K // K
t(M)

// 0 .

Como C es cerrada bajo extensiones de módulos se sigue que K ∈ C .

Lo que implica que K = t(M), aśı f = 0, por lo que ningún submódulo

de M
t(M) distinto de cero pertenece a C . Por lo tantoHom(N,E( M

t(M))) =

0 para todo N ∈ C , es decir, M
t(M) ∈ FC pero también M

t(M) ∈ TFC

por hipótesis. Entonces Hom( M
t(M) , E( M

t(M))) = 0, lo que implica que

M
t(M) = 0. Aśı M = t(M) ∈ C , lo que es una contradicción. �

Definición 2.5.3 Una teoŕıa de torsión es una pareja τ = (T,FT)

donde T = TFT es una clase de torsión hereditaria y FT es la clase li-

bre de torsión hereditara correspondiente a T. Denotamos por R-tors a

la clase de todas las teoŕıas de torsión en R-mod. Si τ ∈ R-tors deno-

tamos Tτ (Fτ) a la clase de torsión (libre) hereditaria correspondiente

a la teoŕıa de torsión τ.
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Observación 2.5.2 Si τ, σ ∈ R-tors se tiene que Tτ ⊆ Tσ ⇔ Fσ ⊆

Fτ .

Demostración. Sea N ∈ Fσ. Entonces Hom(M,E(N)) = 0 para todo

M ∈ Tσ, en particular para todo M ∈ Tτ . Luego N ∈ Fτ . Supongamos

ahora que M ∈ Tτ . Entonces Hom(M,E(N)) = 0 para todo N ∈ Fτ ,

en particular para todo N ∈ Fσ. Por lo tanto M ∈ Tσ. �

Si τ, σ ∈ R-tors entonces τ ≤ σ si y sólo si Tτ ⊆ Tσ ⇔ Fσ ⊆ Fτ . Es

fácil notar que intersección de clases libres de torsión hereditaria es una

clase libre de torsión hereditara. También la intersección de clases de

torsión hereditaria es una clase de torsión hereditaria. Por lo tanto, si

{τi}i∈I ⊆ R-tors, el ı́nfimo ∧{τi}i∈I está dado por T∧{τi}i∈I =
⋂
{Tτi}i∈I .

El supremo está dado por F∨{τi}i∈I =
⋂
{Fτi}i∈I .

Proposición 2.5.2 Sean C una clase de módulos y

χ(C ) = (Tχ(C ),FTχ(C )
)

la teoŕıa de torsión tal que:

Tχ(C ) = {M | Hom(M,E(C)) = 0 para todoC ∈ C }.

Entonces χ(C ) es la mayor teoŕıa de torsión tal que C ⊆ Fχ(C ).
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Demostración. Sabemos que:

Fχ(C ) = {N | Hom(M,E(N)) = 0 para todoM ∈ Tχ(C )}.

Sean N ∈ C y M ∈ Tχ(C ). Entonces Hom(M,E(N)) = 0, por lo que

C ⊆ Fχ(C ). Supongamos que C ⊆ Fτ con τ ∈ R-tors. Sea N ∈ Fχ(C ).

Supongamos que existe un morfismo distinto de cero M
f 6=0// E(N)

con M ∈ Tτ . Como Tτ ⊆ Tχ(C ), tenemos que 0 6= f(M)∩N ∈ Fχ(C ) ∩

Tχ(C ) = {0}. Contradicción. Por lo tanto Fχ(C ) ⊆ Fτ . �

Proposición 2.5.3 Sean C una clase de módulos y

ξ(C ) = (TFξ(C )
,Fξ(C ))

la teoŕıa de torsión tal que:

Fξ(C ) = {N | Hom(M,E(N)) = 0 para todoM ∈ C }.

Entonces ξ(C ) es la menor teoŕıa de torsión tal que C ⊆ Tξ(C ).

Demostración. La demostración es análoga a la anterior. �

Dada C una clase de módulos, a la teoŕıa de torsión ξ(C ) se le

llama la teoŕıa de torsión generada por C y a la teoŕıa de torsión χ(C )

se le llama la teoŕıa de torsión cogenerada por C . Por lo anterior para

toda teoŕıa de torsión τ se tiene que ξ(0) ≤ τ ≤ χ(0). Es decir R-tors
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es una ret́ıcula completa con 1 y 0. Denotemos por ξ a la menor teoŕıa

de torsión y por χ a la mayor teoŕıa de torsión en R-mod.

Proposición 2.5.4 Sea τ = (Tτ ,Fτ) una teoŕıa de torsión. Entonces

existe un módulo inyectivo E tal que Tτ = {M | Hom(M,E) = 0}.

Escribimos τ = χ(E).

Demostración. Sea A = {M | Hom(M,E) = 0} donde E =
∏
{E(RI ) |

R
I ∈ Fτ}, claramente E es un módulo inyectivo. Supongamos que

M ∈ Tτ . Como R
I ∈ Fτ , luego E(RI ) ∈ Fτ , aśı E ∈ Fτ . Por lo

tanto Hom(M,E) = 0, lo que demuestra que M ∈ A . Supongamos

ahora que M ∈ A pero que M /∈ Tτ . Consideremos t(M) el mayor

submódulo de M que pertence a Tτ . Sabemos que 0 6= M
t(M) ∈ Fτ . Sea

0 6= Rx ∈ M
t(M) un módulo ćıclico. Es claro que Rx ∈ Fτ , además

Rx es isomorfo a R
(0:x) donde (0 : x) es el anulador de x. Consider-

emos M
π 6=0 // M

t(M) el epimorfismo canónico. Entonces tenemos el si-

guiente epimorfismo π−1(Rx) π // Rx ∼= R
(0:x) . Aśı tenemos el siguiente

diagrama conmutativo debido a que E es un módulo inyectivo:

π−1(Rx) � � //

π
��

M
f

##F
F

F
F

F
F

R
(0:x)

� � ι1 // E( R
(0:x))

� �ι2 // E
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Como ι2ι1π 6= 0 entonces f 6= 0. Lo que es una contradicción. Por lo

tanto M ∈ Tτ . �

Proposición 2.5.5 Son equivalentes para τ ∈ R-tors:

1. τ⊥ ∈ R-tors es un seudocomplemento de τ, es decir, τ ∧ τ⊥ = ξ

y además τ⊥ es máximo con esa propiedad.

2. Tτ⊥ = {M | Hom(M,E(T )) = 0∀T ∈ Tτ}

3. Tτ⊥ = {M | Hom(M,E(C)) = 0∀C ∈ Tτ , C ćıclico}

4. Tτ⊥ = {M | Hom(M,E(S)) = 0 ∀S ∈ Tτ , S simple}

5. Tτ⊥ = {M |Mno tiene subcocientes distintos de cero enTτ}

Demostración. Sea A = {M | Hom(M,E(T )) = 0∀T ∈ Tτ}. Primero

vamos a demostrar que Tτ⊥ = A . Sean M ∈ Tτ⊥ y M
f 6=0// E(T ) con

T ∈ Tτ . Entonces 0 6= f(M)∩T ∈ Tτ⊥ ∩Tτ = {0}. Contradicción. Por

lo tanto Tτ⊥ ⊆ A . Si M ∈ Tτ ∩A , entonces Hom(M,E(M)) = 0, es

decir, M = 0. Por lo tanto Tτ⊥ = A ya que Tτ⊥ es máximo con la

propiedad de intersectar a Tτ en cero.

Sea B = {M | Hom(M,E(C)) = 0∀C ∈ Tτ , C ćıclico}. Es claro

que A ⊆ B. Sea C = {M | Hom(M,E(C)) = 0∀S ∈ Tτ , S simple}.

Del hecho de que todo módulo simple es ćıclico se sigue B ⊆ C . Sea
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D = {M | Mno tiene subcocientes distintos de cero enTτ}. Supon-

gamos que M ∈ C y que M tiene un subcociente 0 6= N ∈ Tτ . Como

C es una clase de torsión hereditaria N ∈ Tτ ∩ C . Sea 0 6= Rx ≤ N ,

entonces Rx ∈ Tτ ∩ C tiene un cociente simple S ∈ Tτ ∩ C . En-

tonces Hom(Rx,E(S)) 6= 0. Lo que es una contradicción. Por lo tanto

C ⊆ D . Finalmente vamos a demostrar que D ⊆ A . Sean M ∈ D

y M
f 6=0// E(T ) con T ∈ Tτ . Entonces 0 6= f(M) ∩ T ∈ Tτ y es un

subcociente de M. Contradicción. Por lo que M ∈ A . �

Por el apartado 4 de la proposición anterior tenemos que τ⊥ =

χ(R − simp ∩ Tτ). Donde R-simp denota al conjunto de clases de

isomorfismos de módulos simples y Tτ⊥ = {M | Hom(M,E(S)) =

0∀S ∈ Tτ , S simple}. Ahora daremos una descripción útil de Fτ⊥.

Observación 2.5.3 Si τ es una teoŕıa de torsión entonces Fτ⊥ =

{M | ∃unmonomorfismoM →
∏
i∈I
E(Si) conSi ∈ Tτ , Si simple

para cada i ∈ I}.

Demostración. Sea A = {M | ∃ unmonomorfismoM →
∏
i∈I
E(Si)

conSi ∈ Tτ ∩ R − simp}. A es claramente hereditaria y cerrada

bajo productos directos. Consideremos M ∈ A , entonces podemos

extender a M →
∏
i∈I
E(Si) mediante la cápsula inyectiva de M , ya que∏

i∈I
E(Si) es un módulo inyectivo. Aśı tenemos el siguiente diagrama
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conmutativo:

M //

��

∏
i∈I
E(Si)

E(M)

99ttttttttt

Donde E(M) →
∏
i∈I
E(Si) es un monomorfismo ya que M → E(M)

es un monomorfismo esencial. Por lo tanto E(M) ∈ A . Entonces A

es hereditaria, cerrada bajo cápsulas inyectivas y productos directos,

por lo que se deduce que A es una clase natural y por la Proposición

2.4.2 tenemos que A es una clase libre de torsión hereditaria tal que

R−simp∩Tτ ⊆ A . Por otro lado sabemos que τ⊥ = χ(R−simp∩Tτ)

es la mayor teoŕıa de torsión tal que R− simp ∩ Tτ ⊆ Fτ⊥. Por lo que

Fτ⊥ ⊆ A . Por otro lado, si M ∈ A , entonces M →
∏
i∈I
E(Si) con

cada Si ∈ Tτ ∩ R − simp ⊆ Fτ⊥. Entonces E(Si) ∈ Fτ⊥ ∀i ∈ I, aśı∏
i∈I
E(Si) ∈ Fτ⊥, luego M ∈ Fτ⊥. Por lo tanto A ⊆ Fτ⊥. �

Observación 2.5.4 Sean τ ∈ R-tors y S un módulo simple. Entonces

S ∈ Tτ ó S ∈ Fτ .

Demostración. Sea S un módulo simple. Consideremos tτ(S), el mayor

submódulo de S que pertenece a Tτ . Como S es simple, tenemos que

tτ(S) = 0 ó tτ(S) = S. Supongamos que tτ(S) = 0 entonces S = S
tτ (S) ∈

Fτ . �
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Observación 2.5.5 Sea S un módulo simple y τ ∈ R-tors. Son equi-

valentes:

1. S ∈ Tτ⊥.

2. S ∈ Fτ .

Demostración. [1 ⇒ 2] Sea S un módulo simple. Por la observación

anterior, podemos suponer que S ∈ Tτ . Pero entonces S ∈ Tτ ∩Tτ⊥ =

{0}. Contradicción. Por lo tanto S ∈ Fτ .

[2 ⇒ 1] Sea S ∈ Fτ . Cualquier subcociente de S es isomorfo a S.

Aśı, S no tiene subcocientes distintos de cero en Tτ . Por la Proposición

2.5.5(5), S ∈ Tτ⊥. �

Teorema 2.5.1 Son equivalentes para un anillo R.

1. R es semiartiniano.

2. R-tors es booleana.

3. Para toda τ ∈ R-tors τ = τ⊥⊥.

4. Para toda τ ∈ R-tors τ = ξ(A ), con A ⊆ R− simp.
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Demostración. Sabemos por la Proposición 2.5.5(5), que Tτ⊥⊥ = {M |

M no tiene subcocientes distintos de cero enTτ⊥}. Pero esto es lo mis-

mo que decir que Tτ⊥⊥ = {M | todo subcociente distinto de cero de M

tiene un subcociente distinto de cero en Tτ}.

[4 ⇒ 2] Hay que demostrar que χ = τ ∨ τ⊥, es decir, hay que

demostrar que Fτ ∩ Fτ⊥ = {0}. Sea 0 6= M ∈ Fτ ∩ Fτ⊥. Consideremos

la teoŕıa de torsión generada por M . Por hipótesis ξ(M) = ξ(A ), con

A ⊆ R − simp. Afirmamos que existe un módulo simple S ∈ A y

un monomorfismo S → M pues de lo contrario, Hom(S,E(M)) = 0

para todo S ∈ A , es decir, M ∈ Fξ(A ), entonces M ∈ Tξ(A ) ∩ Fξ(A ) =

{0}. Lo que es una contradicción. Entonces M contiene un módulo

simple S. Por lo que S ∈ Fτ ∩ Fτ⊥. Por la Observación 2.5.3, existe

un monomorfismo M →
∏
i∈I
E(Ti), con Ti ∈ R − simp ∩ Tτ ∀i ∈ I.

Entonces existe un monomorfismo S → E(Tj), para alguna j ∈ I.

Aśı S ∼= Tj ∈ Tτ . Por lo que S ∈ Fτ ∩ Tτ = {0}. Lo que es una

contradicción. Por lo tanto M = 0.

[2 ⇒ 3] Sean τ ∈ R-tors y τ c ∈ R-tors su complemento. Es decir,

τ∧τ c = ξ y τ∨τ c = χ. Ahora, τ⊥ = τ⊥∧(τ∨τ c) = (τ⊥∧τ)∨(τ⊥∧τ c) =

ξ ∨ (τ⊥ ∧ τ c) = τ⊥ ∧ τ c ≤ τ c. Pero τ⊥ es máximo con la propiedad

τ⊥ ∧ τ = ξ. Por lo tanto τ⊥ = τ c, lo que implica τ = τ cc = τ⊥⊥.
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[3⇒ 1] Sea M 6= 0 tal que zoc(M) = 0. Consideremos la teoŕıa de

torsión cogenerada por M, entonces por hipótesis χ(M) = χ(M)⊥⊥.

Además

Tχ(M)⊥⊥ = {N | Hom(N,E(S)) = 0∀S ∈ R− simp ∩ Tχ(M)⊥}.

Por la Observación 2.5.5:

Tχ(M)⊥⊥ = {N | Hom(N,E(S)) = 0∀S ∈ R− simp ∩ Fχ(M)}.

Si S ∈ Fχ(M)∩R−simp entonces existe un monomorfismo S → E(M)X

para algún conjunto X. Luego existe un monomorfismo S
f 6=0// E(M) .

Por lo tanto f(S) ≤ M y f(M) ∈ R − simp. Lo que es una con-

tradicción, ya que zoc(M) = 0 por hipótesis. De modo que no hay

módulos simples en Fχ(M). Por lo que Tχ(M)⊥⊥ = R−mod= Tχ. Aśı

χ(M) = χ(M)⊥⊥ = χ. Por lo tanto M ∈ Fχ(M) = Fχ. Entonces

0 6= M ∈ Tχ ∩ Fχ, lo que es absurdo. Luego todo módulo izquierdo

distinto de cero tiene zoclo distinto de cero. Por lo tanto R es semiar-

tiniano izquierdo.

[1 ⇒ 4] Sea τ ∈ R−tors. Consideremos A = {S ∈ R − simp |

S ∈ Tτ}. Es claro que ξ(A ) ≤ τ. Supongamos que M ∈ Tτ y que

M /∈ Tξ(A ). Entonces 0 6= N = M
tξ(A )(M) ∈ Tτ ∩ Fξ(A ). Como R es

semiartiniano izquierdo entonces N tiene un submódulo simple S ∈ Tτ ,
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es decir S ∈ A . LuegoHom(S,E(N)) 6= 0 yN ∈ Fξ(A ). Contradicción.

Por lo tanto ξ(A ) = τ.

�
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Caṕıtulo 3

Hipótesis fuertes.

En este caṕıtulo estudiamos algunas relaciones entre las ret́ıculas de

clases de módulos cerradas bajo sumas directas, productos, cubiertas

proyectivas, cápsulas inyectivas, submódulos y cápsulas inyectivas y

submódulos y sumas directas. El nombre de este caṕıtulo obedece a

que las hipótesis que escogemos obligan a que los anillos sean muy

especiales, tales como: el anillo trivial o anillos semisimples.

Proposición 3.0.6 Supongamos que toda clase de R-módulos C he-

reditaria y cerrada bajo sumas directas es una clase natural. Entonces

R es V-anillo neteriano izquierdo.

Demostración. Por la hipótesis, la clase de los R-módulos semisim-

ples es cerrada bajo cápsulas inyectivas. Es decir, todo semisimple es

57
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inyectivo. Por lo tanto R es V-anillo neteriano izquierdo. �

Definición 3.0.4 Una clase de torsión es estable si es cerrada bajo

cápsulas inyectivas.

Definición 3.0.5 Un anillo R es estable izquierdo si toda clase de

torsión hereditaria en R-mod es estable.

Ejemplo 3.0.3 Todo anillo neteriano conmutativo es estable. (Golan,

J.)

La hipótesis de que toda clase hereditaria y cerrada bajo sumas

directas sea una clase natural implica que toda teoŕıa de torsión es

estable, es decir, implica que R es estable. Además en vista de la

proposición anterior R es V-anillo neteriano izquierdo, pero no se tiene

el rećıproco, ya que Z es estable pero no es V-anillo.

Proposición 3.0.7 Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. LE ⊆ L⊕.

2. L≤,E ⊆ L⊕.
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3. R = {0}.

Demostración. [1 ⇒ 3]. Sea S un módulo simple, entonces ξE(S) =

{S,E(S)} es una clase cerrada bajo sumas directas por hipótesis, lo

que no puede pasar a menos que R = {0}.

[2 ⇒ 3]. Consideremos C = {M | Mes finitamente cogenerado}.

Como C es una clase cerrada bajo submódulos y cápsulas inyectivas,

entonces C ∈ L⊕. Lo que es absurdo a menos que R = {0}.

[3⇒ 1] y [3⇒ 2]. Son claras.

�

Teorema 3.0.2 Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. L⊕ ⊆ LE

2. R es semisimple.

Demostración. [1 ⇒ 2]. Sea M un R−módulo, entonces ξ⊕(M) =

{M (X) | Xes un conjunto} ∈ LE. Por lo tanto E(M) = M (X) para

algún conjunto X. Entonces M es un sumando directo de E(M) y por

lo tanto M es inyectivo. Aśı, todo módulo es inyectivo. Lo que implica

que R es semisimple.

[2⇒ 1]. Es claro.

�
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Definición 3.0.6 Una clase C de módulos es cerrada bajo cubiertas

proyectivas, si cada que un módulo esté en la clase C , su cubierta

proyectiva está en la clase C . Nótese que al considerar clases cerradas

bajo cubiertas proyectivas estamos pidiendo que todo módulo tenga cu-

bierta proyectiva, es decir, estamos pidiendo que el anillo sea perfecto

izquierdo. Denotamos por LP a la clase de clases cerradas bajo cu-

biertas proyectivas.

Teorema 3.0.3 Supongamos que R es perfecto izquierdo. Son equi-

valentes:

1. Lπ ⊆ LP

2. R es semisimple.

Demostración. [1⇒ 2]. Sea M un R−módulo, entonces

ξπ(M) = {MX | es un conjunto} ∈ LP .

Por lo tanto P (M) = MX para algún conjunto X. Entonces M es un

sumando directo de P (M) y por lo tanto M es un módulo proyectivo.

[2⇒ 1]. Es claro.

�

Teorema 3.0.4 Son equivalentes:
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1. L≤,⊕ ⊆ LE.

2. R es neteriano izquierdo y (M uniforme en C ∈ L≤,⊕⇒ E(M) ∈

C ∈ L≤,⊕).

3. R es neteriano izquierdo, L≤,⊕ es atómica y cada clase C en

L≤,⊕ contiene un módulo inyectivo.

4. L≤,⊕ es booleana.

Demostración. [1 ⇒ 4]. Sea C ∈ L≤,⊕. Por hipótesis C es una clase

natural. Entonces por la Proposición 2.4.5 L≤,⊕ es booleana.

[4 ⇒ 1]. Si C ∈ L≤,⊕. Por hipótesis C tiene complemento. Pero

por la Proposición 2.4.5 y la Proposición 2.4.4 C ⊥ = {M | ∀0 6=

N ≤ M, no existe un monomorfismo N → C, C ∈ C } es una clase

natural y C = (C ⊥)⊥. Por lo que C es una clase natural y por lo tanto

C ∈ LE.

[1⇒ 2]. Sea C = {M |Mes semisimple }. Como C es hereditaria

y cerrada bajo sumas directas entonces C es cerrada bajo cápsulas in-

yectivas por hipótesis. Por tanto, todo módulo semisimple es inyectivo.

Es decir, R es un V-anillo neteriano. Si M es un módulo uniforme en

C ∈ L≤,⊕, es claro que E(M) ∈ C .
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[2 ⇒ 3]. Sea 0 6= M ∈ C ∈ L≤,⊕. Como R es neteriano, entonces

E(M) =
⊕
j∈I

Ij, con Ij inyectivo inescindible para toda j ∈ I. Sea

0 6= Rx ≤ E(M), por el Lema 2.4.1 existe un monomorfismo Rx→ Ij

para alguna j ∈ I. Entonces Rx ∈ C y es uniforme, aśı que E(Rx) ∈ C

por hipótesis. Por lo tanto cada clase en L≤,⊕ contiene a un módulo

inyectivo.

Sea I un inyectivo inescindible. Afirmamos que ξ≤(ξ⊕(I)) es un

átomo en L≤,⊕. Sean {0} 6= C ⊆ ξ≤(ξ⊕(I)) y M ∈ C . Nótese que pode-

mos escoger M inyectivo inescindible por hipótesis. Entonces existe

un monomorfismo M → I(X), luego por el teorema de Krull-Remak-

Schmidt (Kasch, F, 1982) M ∼= I ∈ C . Por lo tanto ξ≤(ξ⊕(I)) = C .

[3⇒ 1]. Sea M ∈ C . Como R es neteriano, entonces E(M) =
⊕
j∈I

Ij

con Ij inyectivo inescindible para todo j ∈ I. Entonces 0 6= Ij∩M ∈ C

para toda j ∈ I. Aśı que ξ≤,⊕(Ij ∩M) ⊆ C . Como cada clase en L≤,⊕

contiene un módulo inyectivo y R es neteriano, podemos suponer que

existe I ∈ ξ≤,⊕(Ij ∩M), donde I es un módulo inyectivo inescindible.

Entonces existe un monomorfismo I → (Ij ∩M)(X) → I
(X)
j para algún

conjunto X. Por lo tanto por el Teorema de Krull-Remak-Schmidt

(Kasch, F, 1982) I ∼= Ij. Aśı que Ij ∈ C para toda j ∈ I. Por lo tanto

E(M) =
⊕
j∈I

Ij ∈ C .

�



Caṕıtulo 4

Anillos de ideales

principales.

En este caṕıtulo agregamos dos caracterizaciones más de anillos de i-

deales principales a las existentes en la literatura (Alvarado, A., Rincón,

H., Ŕıos, J. 2006) y (Cejudo, C. 2013). Las últimas dos equivalencias

del Teorema 4.0.8 son originales.

El siguiente teorema caracteriza cuándo un anillo R es artiniano de

ideales principales sin usar clases de módulos.

Teorema 4.0.5 Las siguientes condiciones para un anillo R son equi-

valentes:
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1. R es un anillo artiniano de ideales principales.

2. R es un anillo casi-Frobenius de ideales principales izquierdos.

3. La cápsula inyectiva y la cubierta proyectiva de cada R-módulo

(izquierdo o derecho) finitamente generado son isomorfas.

4. Para cada módulo izquierdo M, soc(M) ∼= M
JM y para cada módulo

derecho N, soc(N) ∼= N
NJ , donde J denota el radical de Jacobson

del anillo R.

5. Para todo I ≤ R, RI es casi-Frobenius.

Demostración. [1 ⇔ 2] (Faith, C. 1966 ), [1 ⇔ 3 ⇔ 4],(Boyle, A.

1973), [1⇔ 5] (Faith, C. 1976) �

El siguiente teorema puede ser consultado en (Alvarado,A., Rincón,

H., Rı́os, J. 2011).

Teorema 4.0.6 Para un anillo R, las siguientes condiciones son e-

quivalentes:

1. L≤ = L�.

2. R es isomorfo a un producto directo finito de anillos artinianos

de ideales principales.
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3. Para cada módulo M se tiene que ξ≤(M) = ξ�(M).

Lema 4.0.1 Si L�,E ⊆ L≤ entonces R es un anillo casi-Frobenius.

Demostración. Mostraremos que todo módulo proyectivo es inyec-

tivo. Sea P un módulo proyectivo. Entonces ξ�,E(E(P )) ∈ L�

por hipótesis. Aśı que P ∈ ξ�,E(E(P )). Por la Proposición 2.2.9

P ∈ η∞(E(P )) =
⋃
n∈N

ηn(E(P )). Sea n ∈ N el menor natural tal que

P ∈ ηn(E(P )). Si n = 0 entonces P ∈ η0(E(P )) = {E(P )}, es decir,

P es inyectivo. Si n > 0 entonces P ∈ ξ�(ηn−1(E(P )))∪{E(N) | N ∈

ξ�(ηn−1(E(P )))}. Si P /∈ ξ�(ηn−1(E(P ))) entonces P es inyectivo.

Supongamos que P ∈ ξ�(ηn−1(E(P ))), entonces existen

M1 ∈ ηn−1(E(P )) = ξ�(ηn−2(E(P )))∪{E(N) | N ∈ ξ�(ηn−2(E(P )))}

y un epimorfismo M1
π1 // P . SiM1 es inyectivo entonces P es inyectivo

y acabamos. Aśı que podemos suponer que M1 ∈ ξ�(ηn−2(E(P ))), en-

tonces existen M2 ∈ ξ�(ηn−3(E(P )))∪{E(N) | N ∈ ξ�(ηn−3(E(P )))}

y un epimorfismo M2
π2 // M1 , entonces P es un cociente de M2. Si M2

es inyectivo acabamos. Repitiendo el argumento tenemos una sucesión

finita de módulos M1, . . . ,Mn tales que Mi+1
π2 // Mi es un epimor-

fismo con Mi+1 ∈ ξ�(ηn−i+1(E(P ))) para toda i ∈ {1, . . . , n − 1} y
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con Mi ∈ ηn−i(E(P )) para toda i ∈ {1, . . . , n}. Entonces tenemos la

siguiente sucesión

Mn
πn // Mn−1

πn−1 // ... π1 // P .

Donde Mn ∈ ηn−n(E(P )) = η0(E(P )) = {E(P )}. Por lo tanto P es

inyectivo. Aśı que R es un anillo casi-Frobenius. �

El siguiente teorema caracteriza a los anillos de ideales principales

usando clases de módulos. (Cejudo, C. 2013).

Teorema 4.0.7 Son equivalentes las siguientes condiciones:

1. Para todo módulo inyectivo I, si existe un monomorfismo K → I

entonces existe un epimorfismo I → K;

2. R es artiniano de ideales principales;

3. L≤,E = L�,E;

4. L�,E ⊆ L≤,E;

5. L≤ ⊆ L�;

6. L� ⊆ L≤.
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Demostración. [1 ⇒ 2]. Consideremos R → E(R) un monomorfismo

esencial. Entonces existe un epimorfismo E(R)→ R, pero R es proyec-

tivo y por lo tanto es isomorfo a un sumando directo de E(R). Aśı

que R es autoinyectivo. Si I ≤ R es un ideal de R, entonces existe

un epimorfismo R → I por hipótesis. Por lo tanto I es ćıclico. Por

lo que R es neteriano de ideales principales izquierdos y autoinyectivo,

aśı que R es un anillo casi-Frobenius de ideales principales izquierdos.

Por el Teorema 4.0.5(2), R es artiniano de ideales principales.

[2 ⇒ 1]. Por el Teorema 4.0.6 sabemos que ξ≤(M) = ξ�(M) para

todo módulo M , en particular para los módulos inyectivos.

[2⇒ 3]. Por el Teorema 4.0.6 se tiene que L≤ = L�. Por lo tanto

L�,E ⊆ L≤,E.

[3⇒ 4]. Es claro.

[4 ⇒ 2]. Si L�,E ⊆ L≤,E entonces R es un anillo casi-Frobenius

por el Lema 4.0.1. Como la hipótesis se cumple para los cocientes

del anillo, entonces por el Teorema 4.0.5, R es un anillo artiniano de

ideales principales.

[2⇒ 5]. Se sigue del Teorema 4.0.6.

[2⇒ 6]. Se sigue del Teorema 4.0.6.

[5⇒ 2]. Supongamos que C = {M |M = R(X)con X un conjunto}.

Entonces ξ≤(C ) = {M | existe unmonomorfismo M → R(X) con X
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un conjunto } ∈ L� por hipótesis. Pero sabemos que todo módulo

es cociente de un módulo libre. Por lo tanto ξ≤(C ) = R−mod. Lo

que implica R es un anillo casi-Frobenius (Ver Kasch,F 1982). Como

la hipótesis se cumple para los cocientes del anillo, entonces por el

Teorema 4.0.5, R es un anillo artiniano de ideales principales.

[6 ⇒ 4]. Si C es una clase de módulos en L�,E, en particular C

es un clase cerrada bajo cocientes, aśı que C una clase hereditaria por

hipótesis. Por lo tanto C ∈ L≤,E. �

Aqúı se agregan dos caracterizaciones más de anillos de ideales

principales usando clases de módulos.

Teorema 4.0.8 Son equivalentes las siguientes condiciones:

1. Para todo módulo inyectivo I, si existe un monomorfismo K → I

entonces existe un epimorfismo I → K;

2. R es artiniano de ideales principales;

3. L≤,E = L�,E;

4. L�,E ⊆ L≤,E;

5. L≤ ⊆ L�;

6. L� ⊆ L≤;
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7. L≤,⊕ ⊆ L�;

8. L�,π ⊆ L≤.

Demostración.

[7⇒ 2]. Consideremos ξ≤(ξ⊕(R)) = {M | existe un monomorfismo

M → R(X) con Xun conjunto }. Por hipótesis ξ≤(ξ⊕(R)) es una clase

cerrada bajo cocientes. Además R ∈ ξ≤(ξ⊕(R)), lo que implica que

R(X) ∈ ξ≤(ξ⊕(R)) para todo conjunto X. Como todo módulo es co-

ciente de un módulo libre entonces ξ≤(ξ⊕(R)) = R−mod. Por lo tanto

todo módulo se sumerje en un módulo libre. Es decir, R es un anillo

casi-Frobenius (ver Kasch, F, 1982). Como la hipótesis se cumple para

los cocientes del anillo, entonces por el Teorema 4.0.5, R es un anillo

artiniano de ideales principales.

[8 ⇒ 2]. Sea E un cogenerador inyectivo mı́nimo. Consideremos:

ξ�(ξπ(R)) = {M | ∃ un epimorfismo EX →M con Xun conjunto }.

Por hipótesis ξ�(ξπ(R)) es un clase hereditaria. Como E ∈ ξ�(ξπ(R))

entonces EX ∈ ξ�(ξπ(R)) para todo conjunto X. Por otro lado, para

todo módulo M existe un monomorfismo M → EX para algún con-

junto X, ya que E es un cogenerador. Por lo tanto ξ�(ξπ(R)) =

R−mod. En particular todo módulo proyectivo P ∈ ξ�(ξπ(R)), es

decir, existe un epimorfismo EX → P. Aśı que P es un sumando di-

recto de EX . Por lo tanto P es inyectivo. Aśı que R es un anillo
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casi-Frobenius.(ver Kasch, F, 1982). Como la hipótesis se cumple para

los cocientes del anillo, entonces por el Teorema 4.0.5, R es un anillo

artiniano de ideales principales.

[2⇒ 7] y [2⇒ 8] son claras.

�



Caṕıtulo 5

Una función de R-nat en

R-nat

En este caṕıtulo, damos un morfismo de orden de R−nat en R−nat

para todo prerradical exacto izquierdo. Todo lo escrito en este caṕıtulo

es original.

Definición 5.0.7 Un prerradical r es un subfuntor del funtor identi-

dad, es decir, r asigna a cada módulo M su submódulo r(M) de tal

forma que todo morfismo M → N induce un morfismo r(M)→ r(N)

por restricción.

Ejemplo 5.0.4 El zoclo de un módulo es un prerradical.
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Sean r un prerradical en R-mod y C una clase de módulos. De-

finimos r−1(C ) = {M | r(M) ∈ C }. Si C ⊆ D entonces claramente

r−1(C ) ⊆ r−1(D) para cualquier prerradical r.

Observación 5.0.6 Si C es un clase de módulos cerrada bajo submó-

dulos y sumas directas entonces r−1(C ) también es una clase cerrada

bajo submódulos y sumas directas para cualquier prerradical r.

Demostración. Consideremos un prerradical r y sean M ∈ r−1(C ) y

N un submódulo de M . Entonces r(N) ⊆ r(M) con r(M) ∈ C , como

C es cerrada bajo submódulos entonces r(N) ∈ C . Sea {Mi}i∈I una

familia de módulos en r−1(C), entonces r(
⊕
i∈I
Mi) =

⊕
i∈I
r(Mi) donde

r(Mi) ∈ C para cada i ∈ I. Por lo que r(
⊕
i∈I
Mi) ∈ C al ser C una

clase cerrada bajo sumas directas, luego
⊕
i∈I
Mi ∈ r−1(C ). �

Definición 5.0.8 Un prerradical r es un t-radical si r preserva epi-

morfismos.

Proposición 5.0.8 Si r es t-radical y C es una clase cerrada bajo

cocientes entonces r−1(C ) es cerrada bajo cocientes.

Demostración. Consideremos r un t-radical y C una clase cerrada

bajo cocientes. Sea M � N un epimorfismo con M ∈ r−1(C ) entonces
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M // // N

r(M) // //
?�

OO

r(N)
?�

OO

donde r(M) � r(N) es un epimorfismo por ser r t-radical. Como

r(M) ∈ C y C es una clase cerrada bajo cocientes entonces r(N) ∈ C .

�

Proposición 5.0.9 Sea r un prerradical exacto izquierdo. Si C es

una clase de módulos hereditaria y cerrada bajo cápsulas inyectivas

entonces r−1(C ) es hereditaria y cerrada bajo cápsulas inyectivas.

Demostración. Por la Observación 5.0.6 r−1(C ) es hereditaria. Sea

M ∈ r−1(C ) y M → E(M) un monomorfismo esencial. Como r es

un prerradical exacto izquierdo entonces el monomorfismo restringido

r(M)→ r(E(M)) también es esencial. Por lo que tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:

r(M) es //

es
��

r(E(M))

fwwn n n n n n

E(r(M)))

Donde r(E(M)) → E(r(M)) es un monomorfismo. Como C es he-

reditaria, tenemos que r(E(M)) ∈ C . Por lo tanto E(M) ∈ r−1(C ).

�
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Teorema 5.0.9 Si r es un prerradical exacto izquierdo entonces

R−nat r
−1( )

// R−nat

C
� // r−1(C )

es un morfismo de orden.

Demostración. Se sigue de la Observación 5.0.6 y de la Proposición

5.0.9. �



Caṕıtulo 6

Un isomorfismo de

R-nat a R-tors.

En este caṕıtulo damos un morfismo de orden entre R-nat y R-tors.

Desarrollamos la teoŕıa necesaria para demostrar el Teorema 6.0.16

que caracteriza aquellos anillos para los que el morfismo de orden que

dimos de R-nat a R-tors es un morfismo de ret́ıculas. Todo el contenido

de este caṕıtulo es original.

Proposición 6.0.10 Si C ∈ R-nat entonces χ�(C ) es la mayor clase

de torsión hereditaria contenida en C .
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Demostración. Por la Proposición 2.3.4 χ�(C ) es una clase de torsión

hereditaria contenida en C . Si Tτ ⊆ C es una clase de torsión here-

ditaria, entonces en particular Tτ es una clase cerrada bajo cocientes.

Por lo tanto Tτ ⊆ χ�(C ). �

Ejemplo 6.0.5 Existe una clase de R-módulos C hereditaria, cerrada

bajo sumas directas y extensiones de módulos tal que χ�(C ) no es

cerrada bajo sumas directas.

Demostración. Recordemos que un grupo abeliano es reducido si su

subgrupo divisible es el trivial. Denotemos Fdiv la clase de los gru-

pos abelianos reducidos. Claramente Fdiv es hereditaria, cerrada bajo

sumas directas y extensiones de módulos, y no contiene grupos abelianos

divisibles distintos de cero. Para cualquier primo p y para cualquier

número natural n tenemos que Zpn ∈ χ�(Fdiv). Como Zp∞ es un co-

ciente de
⊕
n∈N
Zpn, es claro que χ�(Fdiv) no es cerrado bajo sumas di-

rectas. �

Proposición 6.0.11 Si C es una clase de torsión hereditaria entonces

ξ≤,E(C ) es una clase natural.

Demostración. Por la Proposición 2.2.8 es suficiente demostrar que

ξ≤,E(C ) es cerrada bajo sumas directas. Sea {Mi}i∈I una familia de
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módulos Mi ∈ ξ≤,E(C ) ∀i ∈ I. Entonces obtenemos un familia {Mi �

E(Ci)}i∈I de monomorfismos con Ci ∈ C para cada i ∈ I. Entonces

tenemos los monomorfismos

⊕
i∈I

Mi �
⊕
i∈I

E(Ci) � E(
⊕
i∈I

Ci),

con
⊕
i∈I
Ci ∈ C . Por lo tanto

⊕
i∈I
Mi ∈ ξ≤,E(C ). �

Obtenemos funciones

R−nat χ�( )
// R−tors

C
� // χ�(C )

y

R−tors
ξ≤,E( )

// R−nat

C
� // ξ≤,E(C )

Teorema 6.0.10 Si C es una clase de torsión hereditaria entonces

χ�(ξ≤,E(C )) = C .
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Demostración. Sea C una clase de torsión hereditaria.

Como C está contenida en ξ≤,E(C ) y como C es cerrada bajo co-

cientes entonces se sigue que C ⊆ χ�(ξ≤,E(C )).

Si M ∈ χ�(ξ≤,E(C )), entonces cada cociente de M pertenece a

ξ≤,E(C ). Por contradicción, supongamos que M /∈ C . Denotemos c(M)

el mayor submódulo de M perteneciente a C , entonces M/c(M) es

un módulo libre de C−torsión distinto de cero. Por hipótesis existe

un monorfismo M/c(M) // //f // E(C) con C ∈ C , entonces 0 6= C ∩

f((M/c(M))) pertenece a C y es libre de C−torsión. Lo que es una

contradicción. �

Observación 6.0.7 Observemos del Teorema 6.0.10 que ξ≤,E( ) es

una función inyectiva y χ�( ) una función suprayectiva. Aśı R-tors ≤

R-nat.

Proposición 6.0.12 Si {Ci }i∈I es una familia de clases de módulos

entonces

χ�(
⋂
i∈I

Ci ) =
⋂
i∈I

χ�(Ci) .

Demostración. M ∈ χ�(
⋂
i∈I

Ci ) ⇔ M ∈
⋂
i∈I

Ci y (M � N =⇒ N ∈⋂
i∈I

Ci )⇔M ∈
⋂
i∈I
χ�(Ci) . �

La siguiente proposición es clara.
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Proposición 6.0.13 Sean C y D dos clases de R-módulos tales que

C ⊆ D . Entonces χ�(C ) ⊆ χ�(D) y ξ≤,E(C ) ⊆ ξ≤,E(D).

Ejemplo 6.0.6 Para el anillo Z de los enteros, χ�(FτG) = {0}, donde

FτG denota la clase de los grupos abelianos libres de torsión.

Demostración. Como FτG es una clase hereditaria entonces por la

Proposición 2.3.4 χ�(FτG) es también hereditaria. Para obtener una

contradicción, supongamos 0 6= M ∈ χ�(FτG). Si 0 6= x ∈M, entonces

Z ∼= Zx ↪→ M, aśı Z ∈ χ�(FτG), pero Z tiene cocientes de torsión

distintos de cero. Lo que es una contradicción. �

Ejemplo 6.0.7 En general, R−nat χ�( )
// R−tors no preserva supre-

mos.

Demostración. Sea R = Z el anillo de los enteros y TτG la clase de

torsión de grupos abelianos. Entonces TτG y FτG son complementos el

uno del otro en la ret́ıcula R-nat.

Por un lado

R−Mod = χ�(R−Mod) = χ�(TτG ∨ FτG).

Por el otro

χ�(TτG) ∨ χ�(FτG) = TτG ∨ {0} = TτG.
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Claramente TτG 6= R−Mod. �

Proposición 6.0.14 Dada un clase de torsión hereditaria Tτ , χ−1
� (Tτ)

es cerrada bajo intersecciones.

Demostración. Sea {Ci }i∈I una familia de clases naturales tales que

Ci ∈ χ−1
� (Tτ) para cada i ∈ I, entonces por la Proposición 6.0.12

χ�(
⋂
i∈I

Ci ) =
⋂
i∈I

χ�(Ci) =
⋂
i∈I

Tτ = Tτ .

�

Proposición 6.0.15 Si Tτ es una clase de torsión hereditaria en-

tonces entonces el menor elemento de χ−1
� (Tτ) es ξ≤,E(Tτ).

Demostración. Por el Teorema 6.0.10 χ�(ξ≤,E(Tτ)) = Tτ . Aśı ξ≤,E(Tτ)

pertenece a χ−1
� (Tτ). Si χ�(C ) = Tτ para C en R-nat, entonces Tτ =

χ�(C ) ⊆ C , por la Proposición 6.0.13 obtenemos

ξ≤,E(Tτ) ⊆ ξ≤,E(C ) = C

dado que C es una clase natural. �

Proposición 6.0.16 Fzoc es el mayor elemento en χ−1
� (Tξ), donde zoc

denota el zoclo.
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Demostración. Si χ�(Fzoc) 6= Tξ = {0}, escojemos un R-módulo sim-

ple S en χ�(Fzoc) (cada clase de torsión hereditaria no trivial tiene

un módulo simple, (Golan, J. 1986) lo que es imposible, entonces

χ�(Fzoc) = Tξ. Ahora demostraremos que Fzoc es el mayor elemento

en χ−1
� (Tξ). Sea C ∈ R-nat tal que χ�(C ) = Tξ. Si hubiera un

módulo simple S ∈ C , denotemos D la clase natural generada por S,

ver (Dauns, J., Zhou, Y. 2006), entonces D ⊆ C . Por la Proposición

2.4

S ∈ χ�(D) ⊆ χ�(C ) = Tξ,

lo que es una contradicción. Por lo tanto C ⊆ Fzoc. �

Ejemplo 6.0.8 Si R es un anillo semiartiniano izquierdo entonces

χ−1
� (Tξ) = {{0}}.

Demostración. Se sigue de la Proposición 6.0.16 al observar que si R

es semiartiniano izquierdo entonces Fzoc = {0}. �

Denotemos por τ⊥ el seudocomplemento de τ en R-tors. Recor-

damos la siguiente observación en (Golan, J. 1986).

Observación 6.0.8 τ⊥ está dada por Fτ⊥ = {M | existe un monomor−

fismo M �
∏
i∈I

E(Si) con Si ∈ Tτ , Si simple para cada i ∈ I}.

Demostración. La Observación 2.5.3. �
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Proposición 6.0.17 Si Tτ es una clase de torsión hereditaria en-

tonces ξ≤,E(Tτ) ⊆ Fτ⊥.

Demostración. Note que Fτ⊥ es una clase natural que contiene a Tτ .

Como ξ≤,E(Tτ) es la menor clase natural que contiene a Tτ , entonces

ξ≤,E(Tτ) ⊆ Fτ⊥. �

Observación 6.0.9 Como R-nat es una ret́ıcula booleana completa,

es fácil ver que para dos clases naturales C y D podemos describir su

supremo en R-nat como

C ∨D = {M | existe K ∈ C y L ∈ D tal que K ⊕ L ≤es M}.

Teorema 6.0.11 Para τ ∈ R-tors las siguientes condiciones se cumplen.

1. Si C ∈ χ−1
� (Tτ) entonces C ⊆ Fτ⊥ ∨ Fzoc, el supremo tomado en

R-nat.

2. Si τ ∈ R-tors tiene complemento, el mayor elemento en χ−1
� (Tτ)

es Fτ⊥ ∨ Fzoc.

Demostración. (1) Supongamos que C es una clase natural tal que

χ�(C ) = Tτ . Si M ∈ C podemos escoger K ≤M máximo en Fτ⊥, (ver

Dauns, J., Zhou, Y. 2006). Ahora consideramos L un submódulo de
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M máximo tal que L∩K = 0. Es suficiente demostrar que zoc(L) = 0.

Si S ≤ L es un módulo simple entonces S /∈ Fτ⊥. Luego S ∈ Tτ por la

elección de K. Como S es un subcociente de M entonces S ∈ χ�(C ) =

Tτ , lo que es una contradicción.

(2) Por (1) es suficiente demostrar Fτ⊥ ∨ Fzoc ∈ χ−1
� (Tτ).

Como Tτ ⊆ Fτ⊥ entonces Tτ ⊆ Fτ⊥ ∨ Fzoc. Aśı por la Proposición

6.0.13 Tτ = χ�(Tτ) ⊆ χ�(Fτ⊥ ∨ Fzoc).

Rećıprocamente, si M ∈ χ�(Fτ⊥ ∨ Fzoc) entonces cada subcociente

de M pertenece a Fτ⊥∨Fzoc. Para obtener una contradicción, suponga-

mos M /∈ Tτ . Denotemos tτ(M) el submódulo de M de τ -torsión.

Cambiando M por M/tτ(M) 6= 0 si es necesario, podemos suponer

M ∈ Fτ . Podemos considerar un diagrama conmutativo

M // //
f

//

πif %%JJJJJJJJJJJJ

∏
i∈I

E(Si)

πi
����

E(Sj)

,

con πif 6= 0, ∀i ∈ I, donde πi denota la i−ésima proyección. Clara-

mente Sj es un subcociente de M para cada j ∈ I, por lo que Sj ∈

Fτ⊥ ∨ Fzoc para cada j ∈ J. Aśı Sj ∈ Fτ⊥, implicando Sj ∈ Tτ para

cada j ∈ I, (ver la Observación 2.5.3). Por lo tanto M ∈ Fτ⊥ ∩ Fτ =

Fτ∨R−torsτ⊥ = {0}, lo que es una contradicción. �

El siguiente corolario es claro.
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Corolario 6.0.12 Si τ ∈ R-tors tiene un complemento en R-tors

entonces χ−1
� (Tτ) = [ξ≤,E(Tτ),Fτ⊥ ∨ Fzoc].

Teorema 6.0.13 Para τ ∈ R-tors las siguientes afirmaciones son e-

quivalentes.

1. ξ≤,E(Tτ) = Fτ⊥ ∨ Fzoc.

2. zoc(M) = 0⇒ tτ(M) ≤es M.

Demostración. Por el Teorema 6.0.11 tenemos ξ≤,E(Tτ) ≤ Fτ⊥ ∨ Fzoc.

(1) ⇒ (2). Si M ∈ Fzoc entonces M ∈ ξ≤,E(Tτ). Entonces existe

un monomorfismo M � E(T ) para algún T ∈ Tτ . Entonces cada

submódulo distinto de cero de M tiene un submódulo distinto de cero

de τ -torsión. Por lo tanto tτ(M) ≤es M .

(2) ⇒ (1). Como se señaló desde el principio, es suficiente de-

mostrar que ξ≤,E(Tτ) ≥ Fτ⊥ ∨ Fzoc. Si M ∈ Fτ⊥ ∨ Fzoc, consideramos

dos casos.

Si M ∈ Fzoc entonces por hipótesis tτ(M) ≤es M, por lo que M ∈

ξ≤,E(Tτ).

Si M /∈ Fzoc entonces zoc(M) 6= 0, más aun zoc(M) ∈ Tτ ya

que cada submódulo simple de M pertenece a Fτ⊥ (y por lo tanto
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también a Tτ). Consideremos L ≤ M un submódulo máximo tal que

zoc(L) = 0 entonces zoc(M) ⊕ L ≤es M. Como zoc(L) = 0 entonces

tτ(L) ≤es L, por lo tanto L ∈ ξ≤,E(Tτ). Aśı zoc(M) ⊕ L ∈ ξ≤,E(Tτ),

entonces M ∈ ξ≤(Tτ). �

En lo que sigue, supremos e ı́nfimos son considerados en R-nat.

Sean τ ≤ σ dos teoŕıas de torsión hereditarias. Definimos funciones α

y β entre los intervalos [ξ≤,E(Tτ),Fτ⊥ ∨Fzoc] y [ξ≤,E(Tσ),Fσ⊥ ∨Fzoc] en

R-nat.

[ξ≤,E(Tτ),Fτ⊥ ∨ Fzoc] α // [ξ≤,E(Tσ),Fσ⊥ ∨ Fzoc]

C
� // C ∨ ξ≤,E(Tσ)

y

[ξ≤,E(Tσ),Fσ⊥ ∨ Fzoc]
β // [ξ≤,E(Tτ),Fτ⊥ ∨ Fzoc]

D
� // D ∧ (Fτ⊥ ∨ Fzoc)

Teorema 6.0.14 Supongamos que tenemos la situación descrita arri-

ba. Entonces

αβ = 1[ξ≤,E(Tσ),Fσ⊥∨Fzoc].
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Demostración. Consideramos D ∈ [ξ≤,E(Tσ),Fσ⊥ ∨ Fzoc]. Como R-nat

es una ret́ıcula distributiva entonces

(D ∧ (Fτ⊥ ∨ Fzoc)) ∨ ξ≤,E(Tσ) = D ∧ ((Fτ⊥ ∨ Fzoc) ∨ ξ≤,E(Tσ)) ≤ D .

Para la otra desigualdad, es suficiente demostrar

(Fτ⊥ ∨ Fzoc) ∨ ξ≤,E(Tσ) = Fσ⊥ ∨ Fzoc.

Por el Teorema 2.4 ξ≤,E(Tσ) ≤ Fσ⊥ ∨ Fzoc, además Fτ⊥ ⊆ Fσ⊥ porque

τ ≤ σ. Aśı

(Fτ⊥ ∨ Fzoc) ∨ ξ≤(Tσ) ≤ Fσ⊥ ∨ Fzoc.

Rećıprocamente, si M ∈ Fσ⊥ ∨ Fzoc entonces existen módulos K ∈

Fσ⊥ y L ∈ Fzoc tal que K ⊕ L ≤es M, (ver Observación 6.0.9). Si

K ∈ Fzoc entonces también M ∈ Fzoc, y ya acabamos. Entonces,

supongamos zoc(K) 6= 0. Como un módulo simple en Fσ⊥ pertenece

a Tσ, entonces zoc(K) también pertenece a Tσ. Sea L′ ≤ K máximo

tal que L′ ∩ zoc(K) = 0, entonces zoc(K) ⊕ L′ ≤es K con zoc(K) ∈

ξ≤,E(Tσ) y L′ ∈ Fzoc. Entonces K ∈ ξ≤,E(Tσ) ∨ Fzoc. Por lo tanto

M ∈ (Fτ⊥ ∨ Fzoc) ∨ ξ≤,E(Tσ). �

Corolario 6.0.15 Si R un anillo semiartiniano izquierdo entonces

χ−1
� (Tτ) tiene un único elemento para cada τ ∈ R-tors.
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Demostración. Se sigue del Ejemplo 6.0.8, Teorema 6.0.11 y Teorema

6.0.14. �

Ejemplo 6.0.9 Existe un anillo que no es semiartiniano izquierdo con

una teoŕıa de torsión hereditaria propia tal que χ−1
� (Tτ) consiste de un

solo elemento.

Demostración. R = Z × Z2 no es un anillo semiartiniano izquierdo.

Para este anillo Tξ(Fzoc) = Z-Mod×{0}, donde ξ(Fzoc) denota la teoŕıa

de torsión hereditaria generada por Fzoc. Es claro que esta teoŕıa de

torsión hereditaria satisface la condición 2 del Teorema 6.0.13, aśı

χ−1
� (Tξ(Fzoc)) = {ξ≤,E(Tτ)}. También es claro que ξ(Fzoc) < χ. �

Teorema 6.0.16 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para

un anillo R.

1. R−nat χ�( )
// R−tors es un isomorfismo de ret́ıculas.

2. R−nat χ�( )
// R−tors es un morfismo de ret́ıculas.

3. R-tors es una ret́ıcula Booleana.

4. R es un anillo semiartiniano izquierdo.
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Demostración. 3)⇔ 4) Teorema 2.5.1.

2) ⇒ 3) Si R−nat χ�( )
// R−tors es un morfismo de ret́ıculas en-

tonces manda complementos a complementos. Como R-nat es una

ret́ıcula Booleana entonces por (2), R-tors es también una ret́ıcula

complementada. Consecuentemente R-tors es una ret́ıcula Boolena.

4)⇒ 1) Como R es un anillo semiartiniano izquierdo entonces por

el Corolario 6.0.15 cada χ−1
� (Tτ) tiene un único elemento. Aśı χ�( ) es

una función inyectiva, por lo tanto es una biyección. Entonces ξ≤,E( )

y χ�( ) isomorfismos de orden, y por lo tanto son inversas la una de

la otra. Por lo tanto son isomorfismos de ret́ıculas. �
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