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Resumen

Los reactores de gasificación constituyen una alternativa atractiva para la generación de
energía con una alta eficiencia a partir de una fuente de carbón. Sin embargo, su aplicación
en la actualidad está limitada por problemas de estabilidad y optimización en su operación.

Los estudios experimentales y de modelado de gasificadores han examinado su desem-
peño en estado estacionario y algunos aspectos locales (cerca de un estado estacionario) de
su dinámica. Sin embargo, el problema de analizar características claves como la multiplici-
dad y estabilidad de estados estacionarios de esta clase de reactores sólo ha sido estudiado
parcialmente bajo operación en contracorriente para un gasificador de carbón mediante mo-
delos distribuidos simplificados, mientras que no se ha abordado en gasificadores de biomasa
y de flujos paralelos, debido a que los sistemas dinámicos subyacentes son de alto orden,
poseen rigidez numérica considerable y exhiben una sensibilidad paramétrica alta, dado que
el enfoque estándar de modelado en la literatura de gasificadores consiste en la simulación
numérica del modelo distribuido utilizando diferencias finitas y elemento finito con mallas
espaciales densas (de 100 a 500 nodos)

Se deduce un método de diseño de modelos dinámicos en parámetros concentrados lo
más simples posibles, en términos del número de ecuaciones de estado y su acoplamiento,
capaces de capturar y explicar aspectos clave del comportamiento no lineal de reactores de
gasificación de lecho empacado como la estabilidad y la multiplicidad de estados estaciona-
rios con una precisión prescrita por el objetivo de modelado a la luz de la incertidumbre
experimental. Se combinan un conjunto de técnicas de reducción de modelo, conceptos de
redes de reacción y métodos de agregación (lumping) para obtener una estructura de mo-
delo simple, de orden reducido, ajustable y con significado físico: un tren de N RCTAs con
retro-mezclado de materia y energía. El número de tanques N y sus volúmenes son diseñados
para capturar el comportamiento estático y dinámico de las concentraciones y temperatura
del reactor con un grado de precisión determinado por el objetivo específico de modelado
(diseño de experimentos, equipo, operación, control y estimación).

El método de modelado es aplicado a un caso de estudio representativo: un gasificador
de lecho móvil de flujos concurrentes de biomasa, encontrando que mediante un tren de 3

a 5 RCTAs de diferente volumen, modelado con 9 a 15 ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDOs) es posible: (i) reproducir el comportamiento dinámico y estático alrededor de un
estado estacionario de interés práctico con precisión similar a la obtenida con modelos es-
tándar de alto orden de la literatura con 1800 a 7000 EDOs, y (ii) explicar y completar
la descripción de aspectos esenciales del comportamiento no lineal como la multiplicidad y
estabilidad de los estados estacionarios con un nivel de retro-mezclado de calor entre tanques
físicamente relevante, en el sentido de que éste debe incorpar los mecanismos de transporte
de calor dispersivos observados experimentalmente para reactores de lecho empacado.
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Capítulo 1

Introducción

Los gasificadores son reactores tubulares continuos auto-térmicos donde una fuente de
carbono en estado sólido ó líquido reacciona con un oxidante gaseoso (O2 puro o aire) y
varios agentes gasificantes en estado gaseoso (CO2, H2O,H2) produciendo un gas de síntesis
con un valor calórico utilizable y con una composición química simple (mezcla de los gases
CH4 H2O, H2, CO y CO2 principalmente).

Una diversidad de reactores tubulares de dos fases de lecho empacado, fluidizado y de
transporte son utilizados para llevar a cabo el proceso, diferenciados por la hidrodinámica,
es decir, la forma en la que entran en contacto las dos fases y sus velocidades relativas de
flujo. Una descripción del estado del arte de la amplia variedad de tecnologías de gasificación
se proporciona en (Reed y Das, 1988; Basu, 2006; Higman y van~der Burgt, 2008).

Esta tesis dedica su estudio a una clase de reactores: gasificadores de lecho empacado
móvil. Este tipo de reactor es el más usado para aplicaciones de pequeña escala debido a que
posee buen compromiso entre la calidad del producto y la variabilidad en la composición del
combustible sólido a la cual puede tener un desempeño aceptable, así como, a su bajo costo
y facilidad de construcción. El 75 % de las plantas comerciales de gasificación de biomasa
son basadas en el reactor de flujos concurrentes descendente (Knoef, 2000), mientras que
el 89 % de la gasificación del carbón en el mundo se lleva a cabo en el reactor de flujos en
contracorriente ascendente (Hobbs et al., 1993).

De acuerdo a la distribución espacial de temperaturas dentro del reactor de gasificación
es posible identificar 4 zonas posiblemente adyacentes o traslapadas en los que domina la
ocurrencia de los siguientes procesos:

1. Precalentamiento y Secado.

2. Pirólisis ó devolatilización.

3. Combustión.

4. Reducción o gasificación.

En general, el desempeño termo-químico de los reactores de gasificación de sólidos están
determinados por dos factores principales:
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El flujo de calor liberado dado por la exotermicidad y la velocidad de las reaccio-
nes de combustión desarrolladas en una pequeña región del reactor debido a la baja
concentración de oxidante dosificado al reactor.

La transferencia de calor desde la estrecha zona de combustión hacia las zonas vecinas
de mayor tamaño para que se llevan a cabo procesos endotérmicos como el precalen-
tamiento, secado, pirólisis y reducción del combustible sólido.

La primeros estudios extensivos de modelado (Amundson y Arri, 1978), (Caram y Fuen-
tes, 1982) pusieron énfasis en analizar el comportamiento estático y la sensibilidad pará-
metrica del proceso de gasificación de carbón a contracorriente de un reactor industrial de
lecho empacado tipo Lurgi, mediante un modelo distribuido unidimensional de primeros
principios. El desempeño en estado estacionario se caracteriza por:

Sensibilidad paramétrica alta para un conjunto de valores de flujos de entrada.

Multiplicidad de hasta 4 estados estacionarios cuya estabilidad y características prin-
cipales son enumeradas a continuación:

1. Frente de reacción de combustión estabilizado en la cima del reactor. Equilibrio
estable de completa conversión de carbón y alta temperatura máxima (hot-spot).

2. Reacción estabilizada en la zona intermedia o cerca del fondo del reactor. Equi-
librio estable con conversión intermedia a baja y menor temperatura máxima.

3. Frente de reacción estabilizado en zona superior o intermedia del reactor. Equi-
librio posiblemente inestable de alta conversión y temperatura.

4. Estado de apagado o extinción de la reacción. Estado estacionario estable sin
conversión de combustible sólido y operación en modo de intercambio de calor
si la temperatura de alimentación de la fase gaseosa es mayor a la del carbón
entrante.

Caram y Fuentes (1982) conjeturan la existencia de un quinto estado estacionario
inestable entre el estado de extinción y el equilibrio con frente de reacción cerca del
fondo del reactor.

Fenómeno de histéresis para un intervalo pequeño de valores de parámetros de flujo
alimentados de sólido y gas.

Transición repentina entre estados estacionarios para algunos valores de parámetros
de entrada.

Un frente de reacción viajero ascendente y descendente se produce debido a cambios
en el flujo entrante de reactantes.
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En consecuencia, dichos estudios proveen una visión parcial del comportamiento no lineal
del reactor de carbón en contracorriente debido a que no pudieron determinar un diagrama
de bifurcación completo con certeza sobre el número y estabilidad de estados estacionarios
por la complejidad de los modelos desarrollados.

Por otra parte, en reactores de flujos descendentes concurrentes de biomasa, algunas
de las características del comportamiento estático del reactor de carbón fueron validadas
en estudios experimentales y de modelado combinados (Reed y Markson, 1985), (Milligan,
1994), (Barrio et al., 2001) y (Shwe, 2004). Se realizaron mediciones de temperatura en
un conjunto de ubicaciones discretas a lo largo del reactor (perfiles espaciales axiales de
temperatura), flujo entrante de aire, peso del combustible sólido en el lecho y concentraciones
en el gas de síntesis efluente. En particular, se caracterizó la influencia del flujo de aire y
biomasa alimentados en su operación y desempeño a lazo abierto de acuerdo a las siguientes
observaciones:

El efecto de los flujos alimentados en el comportamiento dinámico del reactor se ma-
nifiesta como cambios en el tamaño de las zonas de pirólisis y reducción del reactor
(Milligan, 1994) así como en el desplazamiento del punto más caliente del perfil es-
pacial axial de temperatura observado en un reactor transparente Reed y Markson
(1985) :

• Cuando el flujo de aire alimentado es bajo (q < q∗) un frente de flama de
combustión móvil ascendente se desarrolla en el reactor. Se dice que este modo
de operación dinámico es dominado por la pirólisis debido a que la velocidad de
producción de carbonizado es mayor a la velocidad de reducción de carbonizado.

• Si el flujo de aire entrante es alto, la flama de oxidación y por lo tanto el máximo
del perfil espacial de temperatura se desplazan hacia el fondo del reactor con
una velocidad determinada por la velocidad de flujo entrante y la velocidad de
reducción de carbonizado.

Al menos 4 estados estacionarios cualitativamente diferentes son observados experi-
mentalmente al variar los flujos de alimentación en esta clase de reactores Reed y
Markson (1985):

1. Para flujos entrantes de aire bajos (q < q∗) se presenta un estado estacionario
estable de alta conversión, baja producción de alquitranes y con frente de reac-
ción (o punto máximo del perfil espacial de temperatura) ubicado cerca de la
cima del reactor (Shwe, 2004).

2. Con flujos de aire intermedios en un intervalo reducido (q∗ < q < q∗) el reactor
puede exhibir un estado estacionario posiblemente inestable de alta conversión
y eficiencia, muy baja concentración de alquitranes y con frente de reacción
ubicado en la parte media a lo largo del reactor.

3. Con flujos de aire mayores (q > q∗), es posible que el reactor muestre un esta-
do estacionario estable con intermedia a baja conversión, mayor producción de
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alquitranes y con frente de reacción estabilizado en una ubicación axial cercana
al fondo o rejilla del reactor.

4. Para flujos alimentados de aire muy altos o muy bajos (q∗ << q << q∗) la
reacción se abate y se presenta el estado estacionario estable trivial de extinción
sin conversión.

El estado estacionario de flujos intermedios posiblemente inestable es el óptimo ter-
modinámico para gasificación en el sentido de que provee la máxima producción de
energía química como gas combustible con menor contenido de alquitranes y mayor
eficiencia que el estado estacionario con frente estabilizado cerca de la cima Milligan
(1994).

El mecanismo de propagación de calor dominante es la radiación entre las partículas
de carbón encendidas desde la zona estrecha de combustión del reactor hacia las
partículas de las zonas vecinas endotérmicas superiores de evaporación de humedad y
pirólisis e inferiores de reducción de carbonizado Milligan (1994).

Sin embargo, y en vista del análisis de Amundson y Arri (1978) y Caram y Fuentes
(1982), no es claro si los distintos modos de operación en estado estacionario a lazo abierto
son únicos o múltiples en cierto intervalo de valores de flujos entrantes para el gasificador
de flujos concurrentes de biomasa y en general para otros combustibles sólidos diferentes al
carbón.

Recientemente, los estudios realizados sobre reactores de gasificación de biomasa de flujos
concurrentes han eludido el problema de elucidar la estabilidad y multiplicidad de estados
estacionarios en su comportamiento, enfocándose en la evaluación de la sensibilidad para-
métrica y su influencia en el desempeño estático (Di Blasi, 2000, 2004; Rogel y Aguillon,
2006; Grieco y Baldi, 2011), así como en la caracterización del tiempo de asentamiento de la
respuesta transitoria a una entrada escalón en los flujos entrantes de aire y biomasa (Gobel
et al., 2007) a lazo abierto mediante experimentos y modelos dinámicos en parámetros dis-
tribuidos que: (i) constituyen variaciones y/o refinamientos de los modelos unidimensionales
desarrollados en las décadas de los 1980’s y 1990’s, y (ii) proveen descripciones cuantitativas
de los datos experimentales. Entre los refinamientos están: un número mayor de componen-
tes y reacciones (pirólisis en dos o más etapas con cinéticas de reacción finitas y modelada
por separado como un proceso independiente de las reacciones de combustión), hipótesis de
estado cuasi-estacionario (QSS) de la fase gas, equilibrio térmico entre fases, dependencia
radial (adicional a la coordenada axial) de las temperaturas y concentraciones en un modelo
bidimensional, y el uso de herramientas y conceptos de dinámica de fluidos computacional
(DFC).

Estas investigaciones han proporcionado un conocimiento amplio sobre algunos aspectos
fundamentales del comportamiento de gasificadores que permitió mejorar el desempeño de la
siguiente generación de reactores de gasificación de lecho móvil caracterizados por un mejor
aislamiento, inyección de aire en múltiples ubicaciones axiales (gasificador de múltiples eta-
pas), extracción continua de carbonizado y cenizas no convertidas, así como por un sistema
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de agitación continua de la rejilla y el lecho. En consecuencia, se incrementó la capacidad del
gasificador, es decir, el intervalo de flujos del aire que garantizan una operación en estado
estacionario estable con una producción de gas de síntesis de calidad aceptable y por lo
tanto, su razón de apagado, la cual está definida como la razón del flujo de gas de síntesis
efluente máximo entre el flujo efluente mínimo antes de que el reactor se extinga en estado
estacionario, es decir, con flujos de entrada constantes.

Sin embargo, a pesar de que se ha dedicado un esfuerzo significativo de modelado y
experimentación para mejorar el diseño del equipo, operación y monitoreo de gasificadores
de lecho móvil, algunos problemas fundamentales relacionados con la operación en estado
estacionario y dinámica (por cambios en la demanda del producto) han sido resueltos sólo
de forma parcial, entre los cuales se encuentran los siguientes:

Reducción eficiente de los componentes no deseados (alquitranes en el caso de biomasa)
producidos tanto en régimen permanente como en condiciones transitorias, como el
encendido y los cambios de demanda.

Rango de operación en estado estacionario estable muy limitado con respecto a los
flujos entrantes para aplicaciones de generación de energía de mediana y gran escala.
La razón de apagado constituye un indicador importante de la robustez del gasificador
debido a que relaciona los flujos entrantes del reactante gaseoso mínimo y máximo
antes que el reactor cambie significativamente su desempeño o se extinga.

Determinación del punto de operación (estado estacionario) óptimo.

Bloqueos en el sistema de alimentación que induce inestabilidad en la operación.

Flujo de partículas sólidas ineficiente dentro del reactor debido al derretimiento y
bridging de cenizas que puede llevar a incrementos considerables en la presión del
reactor.

La mayoría de estos problemas pueden ser abordados mediante modelos que describan
los fenómenos no lineales subyacentes relacionados con la estabilidad local del proceso ter-
moquímico. En este sentido el enfoque de los estudios de modelado a la fecha de reactores
de gasificación ha sido limitado en términos del análisis de características fundamentales
como la multiplicidad y estabilidad de sus estados estacionarios y las bifurcaciones asocia-
das, debido principalmente a la complejidad de los modelos propuestos y a la falta de datos
experimentales suficientes para validar el comportamiento dinámico no local de esta clase
de reactores.
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1.1. Motivación.

Los reactores tubulares de gasificación son sistemas de procesos de parámetros distri-
buidos autotérmicos no lineales, cuyo desempeño está determinado por las interacciones
entre procesos físico-químicos endotérmicos y exotérmicos de múltiples escalas de tiempo y
espacio, así como por la estabilidad y la posible multiplicidad de sus estados estacionarios.

Figura 1.1: Distribución experimental axial y radial de temperatura en un gasificador de
biomasa caracterizada por Wang y Kinoshita (1993).

La naturaleza distribuida y compleja de los reactores de gasificación se evidencia espe-
cialmente en el estudio de Wang y Kinoshita (1993) en el que se obtuvo experimentalmente
los perfiles radiales y axiales de temperatura en estado estacionario para un reactor de lecho
empacado de flujos concurrentes de biomasa mediante un arreglo de 10x10 sensores ubicados
uniformemente (figura 1.1).

En consecuencia, esta clase de reactores son estudiados mediante modelos eulerianos
unidimensionales y bidimensionales de dos fases termodinámicas constituidos por ecuaciones
diferenciales parciales (EDPs) de conservación de masa y energía principalmente, empleando
diferencias finitas, elemento finito y paquetes de DFC para su discretización y simulación
numérica. Los modelos subyacentes son sistemas dinámicos en parámetros concentrados de
alto orden con rigidez numérica considerable y alta sensibilidad paramétrica características
que afectan significativamente el desempeño de su simulación numérica limitan su aplicación
en el diseño de esquemas de control y observación debido a que inducen un sistema de ecua-
ciones algebraicas de gran escala (1000-10000 ecuaciones) mal condicionado. Tal rigidez y
complejidad de dichos modelos se debe a la ausencia de hipótesis de estado cuasi-estacionario
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para la fase gas (Baldea y Daoutidis, 2007) principalmente, y a que no se explotan concep-
tos de la teoría de redes de reacción (Aris, 1965; Feinberg, 1977) para reducir el número de
ecuaciones no lineales del modelo.

Adicionalmente, el diseño de leyes de control basadas en un modelo con parámetros dis-
tribuidos es una tarea compleja y cuya efectividad ha sido demostrada sólo para sistemas
dinámicos dónde los modelos están bien establecidos como estructuras mecánicas de gran
escala (edificios). Sin embargo, sistemas dinámicos termoquímicos, como los gasificadores
de lecho empacado, donde los fenómenos de transporte como convección y dispersión están
acoplados con reacciones químicas y fenómenos de transferencia de calor dan lugar a mode-
los con alta incertidumbre y sensibilidad paramétrica, haciendo inapropiado desarrollar un
controlador basado en un modelo distribuido para esta clase de sistemas.

Por otra parte, a pesar de que el problema de la multiplicidad y estabilidad de estados
estacionarios y los fenómenos de histéresis asociados del proceso de gasificación de carbón
ha sido ampliamente estudiado a nivel de partícula (Arri y Amundson, 1978), éste ha sido
abordado de forma parcial mediante modelos distribuidos macroscópicos a nivel de reactor
para un gasificador de flujos en contracorriente presurizado (Amundson y Arri, 1978; Caram
y Fuentes, 1982) y no está claro en que medida dichos resultados son aplicables a los reac-
tores de flujos concurrentes con otros combustibles de entrada (biomasa, coque de petróleo,
residuos sólidos).

Estudios previos extensivos (Varma y Amundson, 1972, 1973a,b) muestran que los reac-
tores tubulares exotérmicos de una reacción y una componente química pueden presentar
multiplicidad de hasta 5 estados estacionarios (3 estables y 2 inestables) y los correspon-
dientes fenómenos de histéresis para un conjunto de parámetros con relevancia física (una
dispersión típica de PeH = PeM = 5), es decir, un subespacio factible del espacio completo
de parámetros del modelo distribuido.

Por otro lado, de acuerdo al esquema de modelado clásico de ingeniería de reactores
(Deans y Lapidus, 1960; Levenspiel, 1962) es posible representar el comportamiento de un
reactor tubular vacío o de lecho empacado con dispersión mediante una serie de N reactores
continuos de tanque agitado (RCTAs) con cierto grado de retro-mezclado, facilitando aná-
lisis de estabilidad y multiplicidad de estados estacionarios (Deckwer, 1974). La efectividad
de este método de modelado para reproducir el comportamiento no lineal de reactores tu-
bulares exotérmicos con un tren de un número pequeño de RCTAs ha sido demostrada en
estudios de modelado (Sinkule et al., 1974; Deckwer, 1974), así como, en estudios recientes de
modelado y control de reactores tubulares exotérmicos con dispersión axial (Najera, 2012).
En particular, Deckwer (1974) describe el comportamiento dinámico y estático experimen-
tal con una precisión similar al del modelo distribuido con dispersión axial (PeH = 5) y
captura la multiplicidad de 3 estados estacionarios de un reactor tubular de lecho empacado
exotérmico con un tren de N = 10 RCTAs con volúmenes idénticos. Najera (2012) captura
con estabilidad estructural con respecto a N para N > 3 la multiplicidad de hasta 5 estados
estacionarios de un reactor tubular exotérmico con un subconjunto de parámetros de Varma
y Amundson (1973b).

El desarrollo de un modelo dinámico con estructura simple y sentido físico de primeros
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principios, capaz de reproducir fielmente las características no lineales esenciales del proceso
juega un papel central para el diseño de equipo, sistemas de control y observadores, como
se demuestra en el estudio de Najera (2012), en el que se explota la estructura de un tren
de 3 RCTAs con retro-mezclado para: (i) abordar el problema de diseñar un control no
lineal robusto y pasivo para estabilizar un estado estacionario inestable a lazo abierto y
(ii) diseñar una ubicación de sensor de temperatura (antes del punto máximo del perfil
espacial de temperatura) para control y monitoreo congruente con lo estrategia seguida por
la industria y estudios previos relacionados.

Estas consideraciones motivan el objetivo y la hipótesis de la presente investigación
formulados en lo sucesivo.

1.2. Objetivo general.

Desarrollar un método de diseño de modelos dinámicos en parámetros concentrados
de orden reducido con sentido físico, estructura simple y ajustable capaces de capturar
características fuertemente no lineales como la multiplicidad y bifurcación de los estados
estacionarios de una clase de reactores tubulares de gasificación con un grado de precisión
determinado por el propósito de modelado específico a la luz de la incertidumbre significativa
presente en esta clase de sistemas.

La generalidad del esquema de modelado propuesto permite su aplicación para distintos
fines: análisis no lineal de estabilidad, multiplicidad y bifurcaciones de estados estacionarios,
diseño de equipo, de experimentos, así como, síntesis de esquemas de estimación y control.

1.3. Hipótesis.

Es plausible deducir un método que proporcione modelos dinámicos en parámetros con-
centrados con sentido físico basado en primeros principios, estructura simple y orden redu-
cido mínimo que describan el comportamiento no lineal de gasificadores de lecho empacado
móvil con precisión mínima requerida por el objetivo de modelado y tomando en cuenta
la incertidumbre presente en esta clase de reactores. Dichos modelos permitirán elucidar la
estabilidad y multiplicidad de estados estacionarios, diseñar experimentos, equipo, esquemas
de control y estimación para reactores de lecho empacado de gasificación.

Cabe señalar que esta hipótesis y todas las suposiciones metodológicas usadas en esta
tesis están basadas en una idea fundamental de la teoría de control constructivo (Sepulchre et
al., 1997; Krstic et al., 1995): la selección del modelo en sí constituye un grado de libertad a
diseñar que puede ser efectivamente explotada para desarrollar tanto observadores no lineales
como controladores avanzados y convencionales para RCTAs (Lopez y Alvarez, 2004; Diaz-
Salgado et al., 2012; Schaum et al., 2012), sistemas distribuidos de secado (Martinez-Vera et
al., 2010), y sistemas por etapas (Castellanos-Sahagun et al., 2006; Fernandez et al., 2012).
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1.4. Contribuciones.

La principal aportación de esta tesis consiste en establecer la factibilidad de (i) des-
cribir el comportamiento estático y dinámico con una precisión prescrita por el objetivo
de modelado, (ii) explicar y completar la descripción de características no lineales como la
multiplicidad y bifurcación de estados estacionarios reportadas en estudios previos experi-
mentales y de simulación de reactores de gasficación de lecho empacado mediante un modelo
dinámico no lineal en parámetros concentrados de orden reducido y estructura simple, espe-
cíficamente, un sistema de pocas ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) no lineales de
primer orden con matriz Jacobiana de estructura tridiagonal a bloques.

Un modelo considerablemente más simple que los propuestos en la literatura de gasifica-
dores se logra mediante la aplicación concurrente de dos esquemas de reducción de orden que
conforman el método de modelado propuesto (Badillo-Hernandez et al., 2013): (i) suposición
de estado cuasiestacionario para la fase gas basada en métodos de perturbaciones singulares,
y (ii) representación del reactor mediante una conexión en cascada con retro-mezclado del
menor número posible (N) de RCTAs en función del objetivo de modelado. La aplicación del
método en el caso de estudio representativo lleva a poder capturar el comportamiento diná-
mico y estático alrededor de un estado estacionario de interés práctico mediante un modelo
simple de un tren de 3 RCTAs de diferente volumen, constituido por 9 ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (EDOs) y con precisión similar a la obtenida por los modelos estándar de
alto orden de la literatura con 1800 a 7000 EDOs.

Se realiza un análisis basado en teoría de bifurcaciones del efecto del flujo entrante de
aire en el comportamiento estático y dinámico de un conjunto de modelos de N -RCTAs del
gasificador de biomasa a la luz de la incertidumbre del coeficiente de dispersión térmico. Las
diferencias de los mecanismos de transporte considerados en las correlaciones de la conduc-
tividad térmica efectiva empleadas en la literatura motivaron el estudio de caracterización
de García Anaya (2014), el cual guió la variación de la dispersión térmica en este análisis
no lineal. Los resultados del presente análisis mostraron que:

1. Se captura y completa con estabilidad estructural para N ≥ 3 y un retro-mezclado
correspondiente a un número de Peclet térmico PeH < 2.5 el diagrama de bifurcación
en relación al flujo de aire entrante del reactor de flujos paralelos descendentes del
caso de estudio. Éste puede exhibir multiplicidad de hasta 5 estados estacionarios,
de los cuales 3 son estables y que son cualitativamente similares a los dos perfiles
estacionarios con frentes de reacción ubicados en dos posiciones axiales distintas a lo
largo del reactor y al estado trivial de extinción, reportados en estudios previos (Reed
y Markson, 1985; Milligan, 1994; Shwe, 2004).

2. El nivel de retro-mezclado o el PeH correspondiente necesario para describir con esta-
bilidad estructural el comportamiento no lineal del gasificador de biomasa coincide con
el grado de dispersión térmica típico que se observa experimentalmente en reactores
de lecho empacado similares de acuerdo al estudio de García Anaya (2014).
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En la literatura, el efecto de la multiplicidad sobre el comportamiento estático ha sido
tratada sólo de forma parcial en dos estudios clásicos de gasificadores de carbón de flujos en
contracorriente (Amundson y Arri, 1978; Caram y Fuentes, 1982), mientras que la estabilidad
no ha sido abordada formalmente debido a la complejidad de los modelos. En el caso de los
gasificadores de biomasa de flujos paralelos no existen estudios que aborden el problema de
la estabilidad y multiplicidad de los estados estacionarios.

La segunda contribución consiste en identificar el papel fundamental que tienen el retro-
mezclado o la dispersión térmica en la predicción adecuada de la estabilidad relativa (ro-
bustez del desempeño) del proceso de gasificación con independencia del tipo de modelo
desarrollado, sea éste el modelo de N -RCTAs o el modelo distribuido respectivamente. En
consecuencia, se debe poner énfasis en el modelado y validación experimental de coeficientes
de dispersión térmica (o de conductividad térmica efectiva) de este tipo de reactores con el
objetivo de aprovechar las ventajas que ofrecen los modelos diseñados con el método pro-
puesto y a su vez, evitar conclusiones erróneas e irreales acerca del comportamiento dinámico
de gasificadores.

1.5. Organización de la tesis.

Con el objetivo de facilitar la lectura y la comprensión de la diversidad de aspectos que
se abordan, el contenido de la presente tesis se estructura de la siguiente forma:

El planteamiento del problema de modelado se establece en el capítulo 2. Primero
se aborda la relación del problema de modelado con los problemas de la ingeniería
de control. Después, se presenta una revisión del estado del arte de modelado, sus
alcances y limitaciones. Posteriormente se describe el punto de partida del método
propuesto: modelo dinámico en parámetros distribuidos de reactores de gasificación
tubulares de lecho empacado móvil, así como, la descripción del caso de estudio que
se propone para evaluar e ilustrar el esquema desarrollado en esta tesis.

En el capítulo 3, un conjunto de conceptos y herramientas de teoría de redes de
reacción son aplicados al modelo distribuido de reactores de gasificación de lecho
empacado con el objetivo de obtener una representación simplificada, aislando las no
linealidades provenientes del término de reacción en un número mínimo de ecuaciones.
Se realiza un análisis algebraico basado en la estequiometría del reactor con el que
se determina el conjunto de reacciones independientes. Posteriormente se deduce la
forma reactiva-no reactiva de los balances de masa del reactor mediante un método
robusto y óptimo. El análisis estequiométrico previo es ilustrado en el caso de estudio.

En el capítulo 4 se aplican métodos de reducción de orden y simplificación basados
en la teoría de perturbaciones singulares al modelo distribuido general del reactor de
gasificación del capítulo 2.
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El problema de aproximar el comportamiento del modelo generalizado de dimensión
infinita de gasificadores presentado en el capítulo 2 mediante un modelo de dimensión
finita reducida se aborda en el capítulo 5. La primera sección presenta una revisión
de métodos de agregación (lumping) de modelos distribuidos. El punto de partida de
la sección es el método clásico de agregación de ingeniería de reactores químicos, en
el que el comportamiento de un reactor tubular puede ser aproximado con precisión
arbitraria mediante un tren de N -RCTAs. Posteriormente, se aborda el problema de
representar el modelo distribuido de orden reducido del gasificador de lecho móvil como
un tren de N -RCTAs con retro-mezclado y diferente volumen (anisocórico) mediante
un método de discretización simple: diferencias finitas de primer orden.

El método de diseño de modelo se desarrolla en el capítulo 6. Se integran el conjunto
de estrategias de modelado presentadas en los capítulos 3, 4 y 5 en el modelo de
dimensión infinita de gasificadores de lecho móvil para representarlos como un tren de
N-RCTAs con retro-mezclado, y estructura adaptable (N , Vk). Se proporcionan una
serie de reglas con base física para seleccionar N y Vk. Finalmente, se evalúa el método
de diseño de modelo en el caso de estudio representativo.

Un análisis del comportamiento dinámico y estático no lineal del gasificador de le-
cho móvil es realizado en el capitulo 7. Se caracterizan los fenómenos no lineales que
exhiben esta clase de reactores a la luz de estudios de simulación numérica y expe-
rimentales. Se formula el problema y se da una descripción general de los métodos
de análisis de sistemas dinámicos no lineales basados en teoría de bifurcaciones. Se
realiza un estudio de bifurcaciones en los modelos de N-RCTAs del caso de estudio
para analizar la dependencia de las soluciones estacionarias con respecto a paráme-
tros de importancia operacional como los flujos entrantes y coeficiente de dispersión
(o retro-mezclado). Posteriormente se presentan simulaciones numéricas del compor-
tamiento dinámico bajo diferentes condiciones de operación de interés y se deducen
propiedades no locales de los equilibrios (estados estacionarios) como la estabilidad y
multiplicidad.

Finalmente, se enumeran las conclusiones del presente estudio consolidando tanto
los alcances como las limitaciones de la propuesta metodológica de modelado y sus
implicaciones para diseño y análisis de esquemas de control, estimación y diseño de
experimentos, así como, un conjunto de recomendaciones para el trabajo futuro.
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Capítulo 2

Planteamiento del problema de
modelado.

El presente capítulo está dedicado a definir los aspectos fundamentales que sustentan
el marco de modelado de orden reducido que se desarrollará en las siguientes partes de
esta tesis. Primero, se describe la importancia del problema de modelado en la disciplina
de control automático de procesos, seguida de las características principales del tipo de
reactores de gasificación que se estudiará, seguido de un panorama general de los estudios
de modelado más relevantes para los propósitos de modelado perseguidos en este trabajo.
Posteriormente, se exponen los conceptos de ingeniería de reactores que constituyen los
antecedentes metodológicos del esquema de diseño de modelo desarrollado en la presente
tesis. Después, basado en dichos conceptos, se propone el modelo generalizado de transporte
con dispersión de masa y energía que incorpora los aspectos comunes a todos los modelos
de gasificadores de lecho empacado desarrollados recientemente. El sistema dinámico en
parámetros distribuidos resultante es el punto de partida del método de diseño de modelo
propuesto. Finalmente, se enuncia el problema de modelado que se pretende resolver y se
exhiben los aspectos más significativos del caso de estudio al cual se aplicarán las diferentes
herramientas y conceptos del método de modelado desarrollado.

2.1. Relevancia en la ingeniería de control.

En la presente sección se enfatiza la importancia de la elección de un modelo con un
buen compromiso entre complejidad y precisión en el desarrollo de las diferentes etapas de
diseño de controladores y observadores de sistemas de procesos de gran escala, sean estos
distribuidos y/o de varias etapas.

Dada la complejidad intrínseca de sistemas de procesos como los reactores de gasificación,
el desarrollo de sistemas de control y monitoreo de su operación consta de tres etapas
principales (Skogestad y Postlethwaite, 2005):

Formulación del objetivo de control/estimación. Estimación o control del perfil
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espacial completo discreto o continuo de concentraciones y/o temperaturas o sólo de
valores efluentes con un grado precisión determinado o rechazo de perturbaciones y
regulación, robustez, velocidad de convergencia, etc.

Diseño de la estructura de control/observación. La elección de la estructura
del controlador implica tres puntos de decisión:

1. Variables de salida a controlar para lograr el objetivo de control.

2. Variables a medir y variables a manipular en el sistema de procesos. Criterio de
colocación de sensores y actuadores (número y ubicación) basado en medidas de
sensibilidad de un modelo del sistema.

3. Configuración de control. Comprende la elección del grado de interacción de las
mediciones, señales de referencia o comandos y señales manipuladas (descentra-
lizada, diagonal a bloques o completa) basado en una noción de controlabilidad
específica.

El diseño de la estructura del observador implica la selección de tres componentes
básicos:

1. Mediciones en el sistema de procesos. Criterio de colocación simple de sensores
(número y ubicación) de temperatura a lo largo del gasificador para lograr el
objetivo de estimación.

2. Modelo completo o reducido (truncado) del proceso. Es deseable la elección de
un modelo con un buen compromiso entre la complejidad del mismo (dimensión
de modelo) y su nivel de detalle (precisión).

3. Configuración de la estructura de inovación. Comprende la elección del grado
de interacción de las mediciones con los estados del modelo (descentralizada,
diagonal a bloques o completa) basado en una noción de observabilidad.

La ley o algoritmo de control/estimación. La ley de control se encarga del
procesamiento que integra la información proveniente de los sensores y señales de
referencia de acuerdo a la configuración de control para determinar el valor que deben
tomar las variables manipuladas y efectuar dichas acciones de control mediante los
actuadores. El algoritmo de estimación procesa las señales de los sensores, comandos
y de las variables manipuladas y las integra al modelo del proceso de acuerdo a la
configuración de estimación con el objetivo de reconstruir el estado del sistema de
procesos.

Además, debido a las necesidades de información de variables difíciles de medir del
proceso que tienen con frecuencia los sistemas de control, su desempeño está vinculado con
las capacidades de predicción del observador o estimador diseñado para este propósito.

El buen funcionamiento de un estimador depende en gran parte de una elección adecuada
de la estructura de estimación en sistemas de procesos de gran escala (Lopez y Alvarez, 2004).
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Bajo esta visión, dado un objetivo de estimación, un aspecto clave en el diseño de un
estimador es el compromiso entre la complejidad del modelo y su precisión ya que afectará
la complejidad del diseño del resto de las componentes de la estructura. De esta manera, un
modelo con bajo nivel de detalle proveerá poca información sobre el proceso y será necesario
incrementar el número de sensores, proponer una configuración de innovación con mayor
interacción y/o seleccionar una ley de estimación con mejor desempeño. Por el contrario, un
modelo con alto grado de detalle y/o un mecanismo de innovación complejo (interactivo y
en todo el modelo), añadirá información redundante del proceso al estimador con un alto
costo computacional y esfuerzo de modelado.

Dos estudios recientes demuestran lo anterior utilizando un mecanismo de innovación no
interactivo:

1. (Fernandez et al., 2012) La composición de los dos efluentes de una columna binaria
de destilación de 12 etapas de agua y metanol fue estimada sólo con dos mediciones
de temperatura y un modelo reducido de 5 estados y un mecanismo de inovación no
interactivo.

2. (Frau et al., 2010) La composición de los dos efluentes de una columna de destilación
con 6 componentes y 37 etapas fue estimada sólo con dos sensores de temperatura
y un modelo reducido de 57 estados obteniendo un desempeño comparable al de su
contraparte basada en filtro extendido de Kalman con 2849 EDOs.

Bajo este esquema general resulta evidente la estrecha relación entre el desarrollo de una
estrategia de control y estimación y el modelo del proceso, por lo que el punto de partida
metodológico de esta investigación está fundamentado en la idea de que la selección de un
modelo con complejidad mínima necesaria es un grado de libertad fundamental de diseño
que puede ser explotado para sintetizar observadores y controladores.

Por otra parte, una característica fundamental que limita el desempeño alcanzable de
un sistema de control y monitoreo del proceso es la sensibilidad del modelo a parámetros
de entrada, la cual está directamente vinculada con las diferentes escalas de tiempo de los
procesos físico-químicos modelados (convección, difusión, reacciones rápidas de combustión,
reacciones lentas de reducción, transferencia de calor rápida, etc.). Los modelos dinámicos
de gasificadores basados en primeros principios son por lo tanto sistemas de EDPs con
alto grado de rigidez. En consecuencia, resulta necesario el diseño de un modelo de orden
reducido que describa el desempeño de una clase de reactores de gasificación con un grado
de sensibilidad y precisión adecuados en términos del objetivo específico de modelado, así
como, de la incertidumbre del modelo y experimentos.

2.1.1. Problemas de control y optimización.

Entre los problemas de control más importantes para la operación de reactores de gasi-
ficación se cuentan los siguientes:
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Regulación de hot spot o temperatura máxima. Debido a la naturaleza exotér-
mica del proceso, la temperatura máxima del reactor no puede ser mayor que la de la
flama adiabática de la reacción de oxidación más fuerte. Sin embargo, usualmente se
requiere que la temperatura máxima sea mucho menor a la adiabática a fin de evitar
un desgaste prematuro de las paredes del reactor, así como el punto de derretimiento
de las cenizas. Este problema es común a todos los tipos de gasificadores.

Regulación de concentración de contaminantes en gas de síntesis. De acuer-
do a la región de operación termodinámica e hidrodinámica un gasificador produce
una cantidad significativa de productos no deseados de distintos tipos: Óxidos de
Carbono(CO2), Óxidos de Azufre(SOx), Óxidos de Nitrogeno(NOx) y Alquitranes
líquidos producto de la pirólisis. Este problema también es conocido como control de
la calidad del gas de síntesis.

Regulación del valor calórico del producto y eficiencia energética del proce-
so. En la literatura (Karppanen, 2000) se ha reportado que se observan fluctuaciones
importantes en el valor calórico del gas de síntesis debido a cambios en el contenido
de humedad y cenizas del combustible sólido. Estas fluctuaciones afectan la eficiencia
energética del proceso, por lo que es necesario diseñar un controlador robusto a estas
perturbaciones.

Regulación y seguimiento de flujo másico de gas de síntesis con reducción
del tiempo de respuesta. Cuando la demanda del producto del proceso (gas de sín-
tesis) es modificada por el usuario los flujos entrantes de aire y combustible sólido son
modificados para cumplir (seguimiento) con dicha demanda, sin embargo, el tiempo
de respuesta del reactor suele ser de hasta 12 horas incluso en equipos de pequeña
escala por lo que es necesario reducirlo.

Los objetivos de optimización que es posible formular con relación al desempeño en estado
estacionario y en condiciones transitorias de operación de esta clase de reactores se enumeran
a continuación :

Maximización de la calidad del gas de síntesis. Está relacionado con la cantidad
de productos no deseados en el proceso de gasificación.

Maximización de la eficiencia energética del proceso. La eficiencia energética
de este tipo de reactores está definida por el valor calórico del combustible sólido
entrante y del gas de síntesis.

Maximización de la producción de un componente deseado. En diversas apli-
caciones industriales se suele favorecer la producción de un componente: Hidrógeno,
Vapor de Agua ó Metano.

Maximización de la conversión del combustible sólido. Una forma de incre-
mentar la eficiencia del proceso es lograr una conversión máxima del reactante sólido.
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2.1.2. Problemas de estimación o predicción.

El desempeño de un gasificador depende del valor de las concentraciones de las múltiples
componentes gaseosas y sólidas a lo largo del reactor cuya medición resulta costosa, difícil de
implementar en línea y con alta incertidumbre experimental. Aún si el avance tecnológico en
dispositivos de medición de concentración fuera tal que eliminara las dificultades anteriores
y fuera entonces posible medir todas las concentraciones en varias ubicaciones axiales a
lo largo del reactor surgen dos problemas fundamentales: (i) procesar una gran cantidad de
información proveniente del gran número de sensores en un corto tiempo para su presentación
en un sistema de monitoreo o uso en un sistema de control, y (ii) la relevancia o importancia
relativa de dicho cúmulo de información, es decir, distinguir entre información esencial e
información redundante en función de un objetivo dado.

Los problemas enunciados anteriormente pueden ser resueltos mediante un observador
o estimador, el cual es un sistema dinámico procesador de información que infiere el estado
del proceso de acuerdo a un objetivo de estimación combinando dos fuentes de información:
un conjunto de mediciones y un modelo matemático del proceso (TASC, 1974). De acuerdo
a esta definición amplia, encontramos dos paradigmas extremos de observación:

1. Observador de lazo abierto. Es un observador que no toma mediciones del proceso
y por lo tanto está constituido exclusivamente por el modelo de la planta. Por lo
tanto, los errores de estimación deben ser corregidos por un esfuerzo de modelado
significativo.

2. Observador de lazo cerrado. Corrige los errores de estimación del modelo mediante
la inyección de un número adecuado de mediciones en todo o en parte del modelo.

Adicionalmente, el diseño de sistemas de control a menudo supone que todas las variables
de estado del sistema de procesos se pueden medir y por lo tanto, requiere información en
tiempo real de variables de concentración, las cuales son difíciles de medir por las razones
expuestas anteriormente.

Debido a lo anterior, es necesario diseñar un estimador u observador (sensor de software)
capaz de deducir las concentraciones de los componentes del reactor a partir de un número
limitado de mediciones de temperatura a lo largo del gasificador y el conocimiento de la
dinámica de las variables medidas (temperatura), así como de las variables de estado a
estimar a través de un modelo dinámico del sistema.

2.2. Clase de reactores de gasificación modelados.

Este estudio se enfoca en el reactor continuo de gasificación tubular de lecho móvil
(mostrado en la figura 2.1) en el que la conversión de un combustible sólido en uno gaseoso
se lleva a cabo de acuerdo a una red de reacciones multicomponente en las dos fases: sólido
y gas. Existen dos subtipos básicos de esta clase de gasificadores diferenciados por el flujo
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Figura 2.1: Gasificador tubular de lecho empacado de flujos descendentes.

de la fase gaseosa relativo al sólido: concurrentes (paralelos) en operación descendente y en
contracorriente ascendente.

Se alimentan al reactor dos flujos: uno con las partículas del combustible sólido (carbón
mineral, biomasa o residuos sólidos municipales), las cuales son mono-dispersas (mismo
tamaño y forma), y otro con el agente gasificante (aire, oxígeno puro, vapor de agua o una
mezcla de ellos) en la parte inferior (ascendente) o en la parte superior (descendente). El
reactor es equipado con dos flujos efluentes principalmente: uno con las partículas sólidas
sin reaccionar, y el otro con el producto (gas combustible) en la parte inferior (descendente)
o en la parte superior (ascendente).. El flujo del agente gasificante puede estar localizado
en el fondo o en la cima del reactor. Sin perder generalidad, el presente estudio se limita al
caso de operación con flujos entrantes paralelos y descendentes.

Las principales diferencias entre las operaciones ascendente y descendente son:

El orden de ocurrencia de las zonas de combustión y reducción está invertido en el
contracorriente con relación al descendente de flujos paralelos.

La influencia de la zona de pirólisis en la composición del producto es mayor en el
gasificador a contracorriente que en el de flujos concurrentes produciendo éste último
un gas de síntesis más limpio.

El fenómeno de transporte por reflujo (o retro-mezclado) implícito de calor y masa
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Figura 2.2: Gasificadores tubulares de lecho empacado de flujos en contracorriente (izquierda)
y de flujos paralelos (derecha) All-Power-Labs (2012).

determina la estabilidad y desempeño del gasificador en contracorriente, mientras que
el flujo pistón de masa parece dominar en el tipo concurrente.

2.3. Estado del arte de modelado de gasificadores de lecho
empacado.

La primeros estudios extensivos (Amundson y Arri, 1978), (Caram y Fuentes, 1982)
pusieron énfasis en entender el comportamiento estático y la sensibilidad parámetrica del
proceso de gasificación de carbón. El primer grupo dedujo un modelo en estado estacionario
no lineal considerando sólo la dependencia axial espacial de las temperaturas y concentra-
ciones de las dos fases del reactor. Mientras que el segundo obtuvo un modelo simplificado
de la estática del proceso con énfasis en los balances de energía de cada fase. La simulación
numérica mediante diferencias finitas realizada por (Amundson y Arri, 1978) y la solución
analítica del conjunto de modelos lineales deducidos por (Caram y Fuentes, 1982) permi-
tieron establecer que el reactor de lecho empacado presurizado (20-24 atm) con flujos a
contracorriente tipo Lurgi exhibe el siguiente comportamiento:

Alta sensibilidad paramétrica con respecto a los flujos de alimentación.

Multiplicidad de hasta cuatro conjuntos de perfiles espaciales en estados estacionario
estables para un cierto intervalo de valores del flujo entrante de sólido.
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Un frente de flama viajero en operación dinámica.

El estado estacionario de operación óptimo se encuentra en la región de multiplicidad
de estados estacionarios a lazo abierto y posiblemente sea inestable (Amundson y Arri,
1978) por razones fundamentales:

• La cantidad de calor provista por la combustión en el estado estacionario con
reacción estabilizada en la cima es mayor a la requerida para gasificar la totalidad
del carbonizado por lo que se produce una capa de cenizas grande fuera de la
región de multiplicidad.

• La conversión del estado estacionario con reacción estabilizada en el fondo es
baja fuera de la región de multiplicidad.

• La temperatura máxima que se alcanza en la zona de cenizas es cercana a su
punto de derretimiento.

Algunas características de dicho comportamiento fueron corroboradas experimentalmen-
te en estado estacionario (Milligan, 1994; Manurung y Beenackers, 1993; Reed et al., 1999)
y en condiciones dinámicas de operación (Reed y Markson, 1985; Barrio et al., 2001; Sh-
we, 2004) para el gasificador estratificado de flujos paralelos descendentes de biomasa. En
particular, (Reed y Markson, 1985), (Milligan, 1994) y (Barrio et al., 2001) reportaron que:
(i) hasta tres modos de operación en estado estacionario estables son posibles bajo ciertas
condiciones de alimentación, cuyas propiedades son cualitativamente similares a las de los
perfiles estacionarios estables del reactor en contracorriente, (ii) la altura del lecho de car-
bonizado es la variable con el tiempo característico más largo del proceso ante cambios en la
demanda de producto gaseoso, (iii) el reactor muestra un frente de reacción móvil semejante
al de una flama de combustión viajera, y (iv) la operación óptima en estado estacionario del
reactor sólo se presenta para un rango de valores reducido de flujos entrantes. En vista del
análisis de (Amundson y Arri, 1978), no es claro si los modos de operación en lazo abierto
son únicos o múltiples en cierto intervalo de valores de flujos entrantes para el gasificador
de biomasa de flujos concurrentes.

Recientemente, los estudios de simulación numérica realizados se han enfocado en la
evaluación de la sensibilidad paramétrica, el desempeño estático y en algunas características
de la dinámica del proceso de gasificación de biomasa (Di Blasi, 2000, 2004; Rogel y Aguillon,
2006), (Gobel et al., 2007), (Grieco y Baldi, 2011) con modelos dinámicos en parámetros
distribuidos que incorporan un número mayor de componentes y reacciones (pirólisis en dos
o más etapas con cinéticas de reacción finitas), hipótesis de estado cuasi-estacionario (QSS)
de la fase gas, dependencia radial (adicional a la coordenada axial) de las temperaturas y
concentraciones, equilibrio térmico entre fases y el uso de herramientas y conceptos de DFC.
Los modelos describen los datos experimentales de temperatura absoluta y concentraciones
del gas efluente con desviaciones del 8 al 15 y del 5 al 12 %, respectivamente.

A pesar de que estos modelos son adecuados para diseño y rediseño del proceso, son
de dimensión y rigidez numérica excesivamente altas debido a la ausencia de hipótesis de



22

estado cuasi-estacionario (Gobel et al., 2007), y de partición de especies químicas reacti-
vas y no reactivas basada en la estequiometría (Aris, 1965; Feinberg, 1977). A su vez, la
disponibilidad de modelos de orden reducido debe: (i) facilitar estudios de características
clave del comportamiento como la multiplicidad y estabilidad de estados estacionarios, y
(ii) permitir el desarrollo de esquemas de monitoreo y control avanzados, en el entendido
de que las teorías de estabilidad, estimación y control para sistemas de dimensión finita se
encuentran mucho más desarrolladas que las correspondientes para sistemas de dimensión
infinita.

Estas consideraciones motivan el enfoque metodológico de la presente tesis: el desarrollo
de un marco de modelado de orden reducido para reactores tubulares de gasificación de lecho
móvil que capture características esenciales no lineales como la estabilidad y multiplicidad
de estados estacionarios, y las bifurcaciones asociadas.

2.4. Antecedentes del marco de modelado propuesto.

El objetivo de esta sección consiste en proveer una base metodológica al marco de mo-
delado postulado en esta tesis a través de los conceptos de dispersión y retro-mezclado
utilizados en el campo de la ingeniería de reactores clásica Levenspiel (1962) para modelar
de forma simple aspectos complejos de la mecánica de los fluidos. Estas ideas son ilustradas
en un modelo generalizado de fenómenos de transporte que unifica las leyes de conservación
de momento, energía y masa (Bird et al., 1960).

El desempeño de sistemas de procesos como los reactores químicos es determinado por
dos factores principales: (i) la velocidad de reacción a la que se llevan a cabo los procesos,
y (ii) el patrón de contacto de fluidos y sólidos que surge en su avance a través del reactor
Levenspiel y Bischoff (1964). La diversidad de formas de flujo está delimitada por dos patro-
nes ideales extremos: (i) flujo pistón o tubular sin retromezclado, y (ii) flujo perfectamente
mezclado. En consecuencia, todos los patrones de flujo no ideales exhiben un determinado
grado de mezclado. El equipo que desarrolla un flujo sin mezclado es el rector tubular de flujo
pistón, mientras que el mezclado perfecto se lleva acabo en el reactor continuo de tanque
agitado ideal.

El enfoque de ingeniería de reactores químicos consiste en evaluar cuál de los dos reactores
ideales ofrece una operación óptima en relación a la aplicación específica deseada y con base
en ello, diseñar el equipo de procesos de forma que se desarrolle en su interior el patrón
óptimo ideal Levenspiel (1999). Sin embargo, aunque un diseño apropiado del equipo reduce
en gran medida patrones de flujo no ideales, diversos fenómenos físicos como la difusión
molecular y turbulenta, así como, la viscosidad inherente a los fluidos producen un cierto
grado de mezclado debido a las distribuciones de velocidades de flujo radiales y axiales. Entre
los efectos no ideales de flujo comúnmente encontrados están la canalización, recirculación
y zona muerta causada por regiones de estancamiento del material a procesar.

El artículo seminal de Danckwerts (1953) introdujo la teoría de tiempos de residencia, la
cual constituye el fundamento de la mayoría de los métodos experimentales para determinar
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el grado de mezclado en los reactores. Debido a las dificultades prácticas inherentes a la
caracterización completa de los patrones de flujo, los métodos experimentales extraen infor-
mación parcial del patrón de flujo a través de la distribución de los tiempos de residencia
(DTR) de elementos del fluido en el reactor. Las curvas de DTR de un reactor capturan la
esencia del patrón de flujo en la mayoría de los casos, y además son fáciles de interpretar y
obtener por medio de experimentos de respuesta a estímulos con trazadores inyectados en
la corriente de flujo del equipo.

Con el objetivo de analizar el efecto de los patrones no ideales de flujo en el desempeño
de los reactores se han formulado una diversidad de modelos de flujo que aproximan de forma
razonable y simple patrones de flujo reales, los cuales se pueden clasificar en dos tipos:

1. Modelos de dispersión. Realizan una analogía entre el grado de mezclado del flujo
no ideal bajo estudio y un proceso de transporte difusivo. Estos modelos se forman
al agregar los efectos no ideales de mezclado al modelo de flujo pistón mediante un
término de difusión efectiva o dispersión.

2. Modelos de retromezclado. Dividen el reactor en regiones conectadas en serie o en
paralelo incluyendo flujos de retromezclado entre ellas. El modelo de tanques (RCTAs)
en serie o de celdas mezcladas de esta categoría ha sido extensamente utilizado en
ingeniería química clásica Levenspiel (1962) para describir las desviaciones de sistemas
reales como reactores de lecho empacado y RCTAs de las condiciones de flujo ideales
que se atribuyen a estos equipos.

A la luz de estos conceptos de mezclado y dispersión de ingeniería de reactores químicos,
todos los esquemas de modelado de sistemas de procesos basados en primeros principios se
pueden formular a partir de una ecuación de transporte generalizada (2.1), de acuerdo al
tratamiento unificado de los principios físicos de transferencia de momento, energía y masa
Bird et al. (1960).

Almacenamiento︷︸︸︷
∂tϕ =

Convección︷ ︸︸ ︷
−(∇ · ϕU) +

Dispersión︷ ︸︸ ︷
(∇ ·D∇ϕ) +

Generación︷ ︸︸ ︷
S(ϕ, r) (2.1)

donde ∂t denota derivada parcial con respecto al tiempo t, ϕ es la variable o propiedad que se
conserva por unidad de volumen, U es el vector de las velocidades de flujo convectivo, D es el
coeficiente de transporte por dispersión, S es el término fuente generalizado y r es el vector
tridimensional del sistema de coordenadas espaciales adoptado de acuerdo a la geometría
del equipo, ∇· y ∇ son los operadores de divergencia y gradiente en dichas coordenadas;
por ejemplo, en el caso de equipos tubulares las coordenadas naturales son r = (Z, r, θ) y
∇ = (∂Z , ∂r, ∂θ). De acuerdo a esta visión unificada, las ecuaciones de conservación de masa,
energía y momento se generan a partir del balance generalizado (2.1). Es decir, el balance
de masa se obtiene con ϕ = ρ, el balance de energía con ϕ = ρCpT y el balance de momento
con ϕ = ρU.

Cabe señalar que el ámbito de validez del modelo generalizado (2.1) es amplio, ya que
es empleado para modelar tanto reactores homogéneos de una sola fase como a sistemas
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de procesos que involucran múltiples fases termodinámicas. En el caso de reactores de ga-
sificación en los que las fases gas y sólida fluyen de forma continua, se modela como un
sistema heterogéneo de dos fluidos. De esta forma, la fase sólida se comporta como un fluido
compuesto de partículas porosas de carbono.

En esta tesis se circunscribe el estudio al modelo unidimensional axial de dos fases,
sin restringir la generalidad del marco de modelado desarrollado. Por lo tanto, el modelo
de transporte unidimensional generalizado (2.2) produce los balances de masa, energía y
momento que describen la variación axial y temporal de concentraciones, temperaturas y
velocidades de flujo en cada fase termodinámica.

Almacenamiento︷︸︸︷
∂tϕπ =

Convección︷ ︸︸ ︷
−(∂Z · uπϕπ) +

Dispersión︷ ︸︸ ︷
(∂Z ·Dπ∂Zϕπ) +

Generación︷ ︸︸ ︷
Sπ(ϕπ, r), π = g, s (2.2)

Cabe señalar que los modelos de transporte generalizados (2.1)-(2.2) son formulados
en la escala macroscópica del sistema de procesos y tienen la misma estructura que los
modelos microscópicos que incorporan convicción y difusión de las especies en una mezcla.
La diferencia yace en que la difusión de las componentes químicas en la escala microscópica se
basa en leyes naturales exactas, mientras que el término de transporte dispersivo en el modelo
macroscópico (2.2) incorpora varios fenómenos físicos que causan dispersión, como difusión
molecular, turbulencia, distribución de tiempos de residencia a lo largo del reactor, entre
otros. Así mismo, los efectos de las inhomogeneidades radiales en los equipos de procesos
son promediados e incluidos a través del término de transporte dispersivo (Taylor, 1953).

La dispersión longitudinal axial en reactores de lecho fijo y de lecho fluidizado captura
las fluctuaciones a pequeña escala de la velocidad de flujo que produce una distribución
estadística de los tiempos de residencia del fluido interpretados como difusión por remolinos
en contracorriente. De forma análoga, en un reactor tubular de una fase la dispersión es
causada por un grado de turbulencia uniforme de origen mecánico. Por lo tanto, la dispersión
solo modela fenómenos de flujo de naturaleza estadística, es decir, fluctuaciones elementales
de la velocidad, concentración y temperatura que se repiten muchas veces a lo largo del
reactor.

Desde el punto de vista de la ingeniería de reactores químicos, el coeficiente de dispersión
axial D constituye un parámetro del modelo a determinar de acuerdo al tipo de lecho empa-
cado del equipo, régimen de flujo (laminar, transición, turbulento), entre otras propiedades
físicas del fluido. Por lo tanto, el grado de mezclado en el patrón de flujo de una corriente
en un reactor es modelado mediante el coeficiente de dispersión D.

El modelo de dispersión axial generalizado unidimensional (2.2) constituye la base del
esquema de modelado propuesto debido a que posee un buen compromiso entre simplicidad
y precisión de predicción.
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2.5. Modelo general en parámetros distribuidos del reactor.

Para el propósito de modelado perseguido, el presente estudio supone que la conversión
de un combustible sólido a gaseoso se lleva a cabo de acuerdo a una red de reacción de
m reacciones, nRπ componentes reactivos, y nIπ componentes inertes (nπ = nRπ + nIπ) en la
fase termodinámica π (solida o gaseosa), de acuerdo a la siguiente expresión en una forma
general orientada a la estequiometría de acuerdo a la notación clásica de (Aris, 1965):

sπ1,jΩ
π
1 + ...+ sπnRπ ,j

Ωπ
nπ = 0, j = 1, ...,m, π = g, s (2.3a)

Rj(C,T), ∆Hj

g = gas, s = sólido

Cπ =
[
Cπ1 , Cπ2 , · · · Cπnπ

]T (2.3b)

C =
[

CT
g , CT

s

]T
, T =

[
Ts, Tg

]T (2.3c)

donde Ωπ
i es la i-ésima componente de la fase π, sπi,j es el coeficiente estequiométrico del

i-ésimo componente Ωπ
i en la j-ésima reacción de la fase π, Rj es el j-ésima función de

velocidad de reacción, Tπ es la temperatura de la fase π, ∆Hj es el cambio de la entalpía
de la j-ésima reacción, Cπ es el vector con las concentraciones molares Cπi (por unidad
de volumen) del i-ésimo componente en la fase π, y C es el vector de concentraciones de
ambas fases. El presente esquema supone que las cinéticas Rj son irreversibles por lo que
las reacciones reversibles pueden ser tratadas como dos irreversibles para efectos de esta
representación orientada a la estequiometría.

En términos de la descripción orientada a la estequiometría de la red de reacción (2.3),
los modelos distribuidos del gasificador de lecho móvil (esquematizado en la figura 2.1)
desarrollados en estudios recientes (Di Blasi, 2000, 2004; Shwe, 2004) pueden ser deducidos
a partir del modelo generalizado de dispersión (2.2). En consecuencia, el punto de partida
del presente estudio es el modelo distribuido con dispersión formado por balances de masa y
energía representados por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs)
sobre los dominios espacial axial (0 ≤ Z ≤ L) y temporal (t′ > 0):

∂t′C
s
i = ΓsM{Csi }+ Gsi (C,T), i = 1, ..., ns (2.4a)

CsC
s
p∂t′Ts = ΓsH{Ts}+QsR(C,T)−Qsw(T)−Qsg(T) (2.4b)

∂t′C
g
i = ΓgM{C

g
i }+ Ggi (C,T), i = 1, ..., ng (2.4c)

CgC
g
p∂t′Tg = ΓgH{Tg}+QgR(C,T)−Qgw(T) +Qsg(T) (2.4d)

Condiciones a la frontera

Z = 0 : Bs
M{Cs} = 0, Bg

M{Cg} = 0, Bs
H{Ts} = 0, Bg

H{Tg} = 0 (2.4e)

Z = L : ∂ZCs = 0, ∂ZCg = 0, ∂ZTs = 0, ∂ZTg = 0 (2.4f)
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Condiciones iniciales

t′ = 0 : Cs(Z, 0) = Csic Ts(Z, 0) = Tsic, (2.4g)

Cg(Z, 0) = Cgic Tg(Z, 0) = Tgic (2.4h)

donde

Gπi (C,T) =
m∑
j=1

sπi,jRj(C,T), i = 1, ..., nRπ (2.5a)

QπR(C,T) = −
NRπ∑
j=1

∆HjRj(C,T), π = g, s (2.5b)

Qsg(T) = Asghsg(T)[Ts − Tg], Asg =
6(1− αg)

dp
(2.5c)

Qπw(T) = Avhπw(T)[Tπ − Tw], Av =
4

DR
(2.5d)

Gπi es la i-ésima velocidad de generación (producción o consumo) de moles por unidad de
volumen del componente en la fase π, QπR es la velocidad de generación de calor por unidad
de volumen en la fase π debido a las reacciones, Qsg es el término de transferencia de calor
entre la fases, y Qπg es la velocidad de intercambio de calor entre las paredes del reactor y
la fase π.

ΓπM (o ΓπH) (definido en la tabla 2.1) es el operador de transporte convectivo-dispersivo
de masa (o de calor) para la fase π, ug (o us) es la velocidad convectiva del gas (o sólido),
DM es el coeficiente de dispersion de masa de la fase gas, λeffπ es la conductividad térmica
efectiva de la fase π, DπH es el coeficiente de transporte dispersivo de calor de la fase π
relacionado con la conductividad efectiva mediante la ecuación (2.6), Cπ es la concentración
molar total de la fase π, y Cπp es el calor específico de la fase π (ver la tabla 2.4 para consultar
la nomenclatura y unidades de las variables utilizadas). Los operadores de frontera para los
balances de masa Bπ

M y de calor Bπ
H en la fase π se encuentran definidos también en la tabla

2.1.

DπH =
λeffπ

CπCπp
(2.6)

Cabe señalar que las ecuaciones de temperatura provienen de una ecuación de balance
de entalpía de cada fase, en el que se han sustituido las ecuaciones de balance de masa de
las especies químicas (Badillo-Hernández, 2009).

Resulta fundamental resaltar que el movimiento axial descendente de las partículas del
sólido en el lecho del reactor es producido por el efecto combinado de la gravedad y la reduc-
ción del tamaño de partícula debido a las reacciones de gasificación heterogéneas (tiempo
característico lento). La escala de tiempo de la hidrodinámica es rápida en relación con la
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Tabla 2.1: Operadores del modelo del reactor de lecho móvil (2.4).

Operadores de frontera

Bg
M{x} := DM∂Zx− ug

[
x− xe

]
Bs
M{x} := x− xe

Bπ
H{Tπ} := DπH∂ZTπ − uπ

[
Tπ − Tπe

]
Operadores de transporte

ΓgM{x}(C,T) := ∂Z

(
− ug(C,T) x +DM∂zx

)
ΓsM{x}(C,T) := ∂Z

(
− us(C,T) x

)
ΓπH{Tπ}(C,T) := ∂Z

(
− uπ(C,T)CπC

π
p (Tπ − T0) + λeffπ ∂ZTπ

)
+

∂Z
[
CπC

π
p uπ(C,T)

]
(Tπ − T0)

escala de tiempo de los procesos de intercambio de masa y energía del reactor, por lo que la
mayoría de los modelos previos (Amundson y Arri, 1978; Di Blasi, 2000; Gobel et al., 2007)
de gasificadores de lecho móvil no incorporan ecuaciones de momento.

El comportamiento dominante de la velocidad del sólido se supone gobernado por una
ecuación de balance de masa que modela los cambios de volumen de las partículas por el
consumo total del combustible sólido (Badillo-Hernández y Alvarez-Icaza, 2010):

∂t′Cs + ∂ZCsus(C,T) = αs

NRs∑
j=1

ns∑
i=1

ssi,jRj(C,T) (2.7)

De forma análoga, el comportamiento esencial de la velocidad del flujo axial descendente
del gas está determinado por la ecuación de continuidad molar del gas:

∂t′Cg + ∂ZCgug(C,T) = αg

m∑
j=1

ng∑
i=1

sgi,jRj(C,T) (2.8)

Con las condiciones de frontera correspondientes:

Z = 0 : Cg(0, t
′)ug(0, t

′) = Cgeuge, Cs(0, t
′)us(0, t

′) = Cseuse (2.9)

donde Tse,Cse, Tge,Cge (tabla 2.1) son las temperaturas y concentraciones de la fase
sólida y gaseosa de los flujos reactantes alimentados al reactor respectivamente, mientras
que use (o uge) es la velocidad de flujo de alimentación del reactante sólido (o gaseoso).
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Tabla 2.2: Cinéticas intrínsecas de reacción del caso de estudio.

Pirólisis

CaHbOd
k1−→ 0.54C + 0.12CO + 0.083CO2 + 0.098H2 + 0.273CH4 + 0.064H2O (R1)

Combustión de carbonizado

C +O2
k2−→ CO2 (R2)

Reducción de carbonizado

C + CO2
k3−→ 2CO (R3)

C +H2O
k4−→ CO +H2 (R4)

Water gas shift

CO +H2O
k5−→ CO2 +H2 (R5)

CO2 +H2
k6−→ CO +H2O (R6)

Oxidación de gases

2CO +O2
k7−→ 2CO2 (R7)

2H2 +O2
k8−→ 2H2O (R8)

2.6. Problema de modelado.

Estudios recientes acerca de gasificadores de lecho móvil (Di Blasi, 2000, 2004; Rogel y
Aguillon, 2006; Gobel et al., 2007) han analizado el comportamiento en estado estacionario y
algunos aspectos de la dinámica mediante aproximaciones numéricas del modelo distribuido
(2.4) utilizando diferencias finitas, volumen finito y software especializado de dinámica de
fluidos computacional (DFC) con mallas espaciales suficientemente densas. Los modelos
subyacentes están compuestos de 100 a 500 volúmenes de control (nodos internos de la
malla espacial) dando lugar a sistemas de 1800 a 7000 EDOs. A pesar de que estos modelos
han proporcionado resultados significativos en relación al desempeño del reactor de lecho
empacado, estudios tratables subsecuentes sobre diseño de estrategias de control, monitoreo
y diseño de equipo requieren del desarrollo de modelos de orden reducido y baja sensibilidad
a errores de modelado en los parámetros.

Específicamente, el presente estudio se enfoca en el diseño de modelos dinámicos con el
menor número posible y el acoplamiento mínimo (interacción mínima necesaria) de EDOs a
la luz de la incertidumbre exhibida por los modelos de alto orden capaces de capturar y des-
cribir aspectos cualitativos del comportamiento no lineal como la estabilidad, multiplicidad
y bifurcaciones de estados estacionarios, así como, la estática y la dinámica cuantitativa-
mente con un grado de precisión requerido por el objetivo de modelado específico: síntesis
de observadores y controladores, diseño de condiciones de operación y de equipo del proceso
de gasificación en reactores de lecho empacado móvil.
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2.7. Caso de estudio.

Con el objetivo de ilustrar, probar y comparar el esquema de modelado propuesto, se
selecciona un caso ejemplo estudiado previamente mediante experimentos y simulaciones
(Di Blasi, 2000): un gasificador de biomasa de flujos paralelos descendentes a escala piloto
(DR = 0.45m y L = 0.5m). La conversión de biomasa a gas de síntesis es descrita por
un modelo de núcleo de partícula contrayente (Di Blasi, 2000) en términos de los números
Schmidt (Sc) y de Reynolds (Re) del lecho empacado y la red de reacción tiene: (i) ng = 7

componentes de la fase gas (nRg = 6 componentes reactivos y nIg = 1 inerte: N2), (ii) ns =

nRs = 2 componentes de la fase sólida (biomasa cruda CaHbOd y biomasa carbonizada C),
(iii) las m = 8 cinéticas de reacción enumeradas en la tabla 2.2, y (iv) sus correspondientes
funciones de velocidades de reacción (Rj) listadas en la tabla 2.3.

La red de reacciones químicas utilizada en el caso ejemplo del gasificador de biomasa
(tablas 2.2 y 2.3) tiene de 2 a 4 reacciones menos comparada con estudios previos (Ro-
gel y Aguillon, 2006; Di Blasi, 2000), de acuerdo a las siguientes consideraciones básicas
físicoquímicas:

1. La evaporación de la humedad del combustible sólido alimentado es instantánea debido
a la alta temperatura dentro del reactor por lo que la fracción de vapor de agua
proveniente de ella se incorpora a la fase gaseosa mediante la condición de frontera de
entrada de la componente XH2O.

2. La reacción de pirólisis secundaria de los alquitranes sucede instantáneamente, por lo
tanto es posible omitir su cinética en las ecuaciones de balance.

3. Las reacciones de combustión de metano y alquitranes secundarios no tienen un aporte
esencial o determinante en la cinética del proceso de gasificación para los propósitos
de modelado perseguidos.

4. La reacción de hidrogasificación (reducción de carbonizado con H2) es demasiada
lenta en esta clase de reactores de gasificación por lo que se desprecia su efecto en los
balances del modelo global.
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Tabla 2.3: Funciones de tasas de reacción.

Rj = κj(T )fj(C)

Rj κj(T ) fj(C)

R1 k1 Cs1

R2 νp

(
k2km
k2+km

)
Cg1

R3 νp

(
k3km
k3+km

)
Cg4

R4 νp

(
k4km
k4+km

)
Cg5

R5 k5 Cg3C
g
5

R6 k6 Cg2C
g
4

R7 k7 Cg1C
g
3 (Cg5 )1/2

R8 k8 Cg1C
g
2

kj = Lje
−Ej
UT

Lj , Ej : (Di Blasi, 2000)

km =
2.06ug
αg

Re−0.575Sc−(2/3)

Sc =
µg

ρgDM , Re =
dpρgug
µg

dp = [(1− χash)XC + χash]1/3dp0

XC = us
us0
, νp =

6(1−αg)
dp
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La concentración molar total del gas (Cg) y la densidad del gas (ρg) son determinadas
mediante la ley del gas ideal de acuerdo a la siguiente expresión:

Cg =
Pg
U T

, ρg = CgWg (2.10)

donde Pg, Wg son la presión y el peso molecular promedio de la fase gas.
Debido a que la escala de tiempo característica hidrodinámica es rápida en relación a las

escalas de tiempo de masa y energía, el comportamiento dominante de la velocidad del flujo
axial descendente del gas es dictado principalmente por su expansión debida al aumento de
temperatura de acuerdo a la ley del gas ideal (2.10) y a la transferencia de masa del sólido
al gas mediante las reacciones heterogéneas de acuerdo a la ecuación de continuidad molar
del gas:

∂t′Cg + ∂ZCgug(C,T) = αg

m∑
j=1

ng∑
i=1

sgi,jRj(C,T) (2.11)

De forma análoga, se utliza la ecuación de continuidad del carbonizado para obtener la
velocidad de flujo del sólido:

CC∂Zus(C,T) = − (R2(C,T) +R3(C,T) +R4(C,T)) (2.12)

donde CC es la concentración de carbonizado en el lecho empacado.
La expresión (2.12) establece que la densidad del sólido es afectada únicamente por las

reacciones de pirólisis, mientras que las reacciones de combustión y gasificación de carboni-
zado producen cambios estructurales modelados como variaciones de velocidad en ella (Di
Blasi, 2000).

Los parámetros de las cinética química y de transporte
(µg, λ

eff
g , λeffs ) son tomadas de (Di Blasi, 2000) y (Badillo-Hernández, 2009):

µg = 1.98× 10−5

(
Tg
300

)2/3

(2.13)

λeffg = λg = 4.8× 10−4T 0.717
g (2.14)

λeffs = dpλrg +
λs

λs/(dpλrs) + 1.43(1− 1.2αg)
(2.15)

λrg = 4σεgT
3
g ; εg = 0.05 (2.16)

λrs = 4σεsT
3
s ; εs = 0.85 (2.17)

λs = 0.0013 + 0.05

(
Ts

1000

)
+ 0.63

(
Ts

1000

)2

(2.18)
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Una vez presentados los antecedentes, el problema de estudio y el caso ejemplo en el cual
se ilustrará la estrategia de modelado propuesta se explicarán en los 3 capítulos siguientes
los conceptos y herramientas de simplificación y reducción de modelos que se aplicarán
al modelo distribuido del reactor de gasificación, así como sus alcances y limitaciones en
relación con el objetivo de modelado.
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Tabla 2.4: Nomenclatura

Cπi Concentración del componente i-ésimo de la fase π en kmol/m3

Tπ Temperatura de la fase π en K

Rj Velocidad de la j-ésima reacción en kmol/(m3s)

∆Hj Cambio de entalpía de la j-ésima reacción en kJ/kmol

uπ Velocidad axial de flujo de la fase π en m/s

uH Velocidad de flujo de calor total de ambas fases en m/s

DM Coeficiente de dispersión de masa del gas en m2/s

DπH Coeficiente de dispersión de calor de la fase π en m2/s

Cπ Concentración molar total de la fase π en kmol/m3

Cπp Calor específico de la fase π en kJ/(kmol K)

λeffπ Conductividad efectiva de la fase π en kW/(mK)

hw Coeficiente de transferencia de calor de las paredes del reactor con el lecho en kW/(m2K)

Av Área de transferencia de calor de la pared del reactor por unidad de volumen en m−1

Asg Área de transferencia de la partícula sólida con el gas por unidad de volumen en m−1

AR Área transversal interna del reactor en m2

DR Diámetro interno del reactor en m

L Altura del reactor en m

Pg Presión del gas en kPa

µg Viscocidad de la fase gas en kg/(m s)

Wπ
i Masa molar del i-ésimo componente de la fase π en kg/kmol

Lj Factor de Arrhenius de la j-ésima reacción

Ej Energía de activación de la j-ésima reacción en kJ/(kmol)

U Constante universal de los gases en kJ/(kmol K)

ηp Densidad de número de partículas en m−3

dp Diámetro de partícula en m−1

Up Área de partícula en m2

X Fracción molar de carbonizado

χash Fracción molar de cenizas en la partícula del carbonizado

dp0 Diámetro de partícula inicial en m−1

km Coeficiente de transferencia de masa entre fases en m/s

k∗m Máximo transporte de masa entre fases en m/s
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Capítulo 3

Estequiometría de la red de reacción.

Nociones básicas de la teoría de redes de reacción relacionadas con la estequiometría
(Aris, 1965), (Feinberg, 1977) son explotadas y extendidas al reactor tubular de gasificación
de lecho móvil en este capítulo con dos propósitos:

1. Sistematizar el método de búsqueda y construcción de un conjunto máximo de reaccio-
nes independientes a partir de una red de reacciones dada de un proceso de gasificación.

2. Obtener un modelo con la mínima dependencia de las velocidades de reacción no linea-
les que facilite un análisis subsecuente de estabilidad, así como, diseño de controladores
y observadores.

Los dos sujetos del análisis estequiométrico que permitirá la consecución de dichos objetivos
son: (i) la red de reacciones expresada en su forma orientada a la estequiometría, y (ii) los
balances molares de las especies químicas (2.4a y 2.4c) del modelo distribuido del gasificador
de lecho móvil (2.4). Éstos últimos son expresados en una forma matricial-vectorial compacta
con el fin de facilitar la visualización y análisis de las dependencias o relaciones entre las
reacciones y los componentes químicos en redes de reacción de complejidad arbitraria. Sea
el conjunto de balances de masa de las especies químicas del gasificador dado por:

∂t′Cs = ΓsM{Cs}(C,T) + STsR(C,T) (3.1a)

∂t′Cg = ΓgM{Cg}(C,T) + STgR(C,T) (3.1b)

Ss = [ssi,j ], dim(Ss) = (m,nRs ) (3.1c)

Sg = [sgi,j ], dim(Sg) = (m,nRg ) (3.1d)

donde

R(C,T) =
[
R1, R2, · · · Rm

]T
,

STs (or STg ) denota la transpuesta de la matriz estequiométrica de la fase sólida (o gaseosa).
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En una forma más compacta la ecuación (3.1) se puede escribir como sigue:

∂t′C = ΓM{C}+ STR(C,T), ΓM{C} =

[
ΓsM{Cs}
ΓgM{Cg}

]
(3.2a)

ST =

[
STs

STg

]
, rank(S) = Nr ≤ m, nRg + nRs −Nr = ιr (3.2b)

donde S es la matriz estequiométrica aumentada total del sistema reactivo de dos fases
La matriz estequiométrica S provee la siguiente información en el contexto de sistemas

de reacción:

1. Las relaciones de dependencia entre las reacciones, específicamente lineales para el
caso de coeficientes estequiométricos constantes.

2. Los efectos combinados de las reacciones sobre la dinámica de las concentraciones
molares del reactor.

El objetivo metodológico del análisis de la estequiometría realizado en este capítulo consiste
en mostrar dicha información de forma clara para sistemas de reacción de complejidad
arbitraria.

De acuerdo a la teoría de redes de reacción (Aris, 1965; Feinberg, 1977), la evaluación
del rango de la matriz estequiométrica S (3.2b) acompañada de un procedimiento algebraico
lleva a una representación simplificada del modelo en el sentido de que: (i) sólo un conjunto
deNr reacciones independientes deben ser consideradas, y (ii) existen nRs +nRg combinaciones
de balances de masa de los componentes sólidos (3.1a) y gaseosos (3.1b) para obtener una
partición de Nr balances de pseudo-especies (combinaciones lineales de concentraciones de
especies originales) reactivas y ιr balances de pseudo-especies no reactivas tal que Nr + ιr =

nRs +nRg , la cual denominaremos representación reactiva-no reactiva de los balances de masa
del reactor.

Cabe señalar que dichas consideraciones y conceptos de la teoría de redes de reacción
son generales e independientes del modo de operación (batch, semi-batch o flujo continuo) y
geometría (RCTA, tubular) del reactor. Sin embargo, la aplicación directa de la representa-
ción reactiva-no reactiva a los balances de masa del gasificador de lecho móvil (3.1a)-(3.1b)
combinaría dinámicas de las componentes sólidas y gaseosas en los balances de las pseudo-
especies, impidiendo la reducción de orden del sistema distribuido (2.4) mediante la hipótesis
de estado cuasi-estacionario del gas que se desarrollará en el próximo capítulo. Por lo tanto,
la representación simplificada del modelo se lleva a cabo en cada fase por separado en el
presente esquema de modelado.

3.1. Conjunto de reacciones independientes.

La evaluación del rangoNr de la matriz estequiométrica S permite determinar el grado de
dependencia entre las reacciones consideradas. Si la matriz S es de rango completo (Nr = m)
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entonces todas las reacciones de la red son independientes y necesarias para describir su
efecto en la evolución espacial y temporal de las concentraciones de los componentes del
sistema. Por el contrario, si Nr < m entonces:

1. Existen Nr reacciones linealmente independientes, en el sentido de que sólo Nr reac-
ciones son necesarias para describir la red de reacción y m − Nr reacciones proveen
información redundante desde el punto de vista de la estequiometría.

2. Es posible construir un conjunto de Nr reacciones independientes mediante combi-
naciones lineales de las reacciones originales e investigar su efecto sobre un conjunto
específico de combinaciones de concentraciones.

Una forma sistemática estándar de construir un conjunto de Nr reacciones independientes
consiste en aplicar un procedimiento de eliminación de Gauss-Jordan a la matriz estequio-
métrica (Aris, 1965; Feinberg, 1977) para obtener la forma escalonada reducida por filas de
la matriz S.

De forma análoga, el presente estudio aprovecha la factorización de rango basada en la
matriz escalonada reducida por filas de S (3.3a) para obtener una nueva matriz estequiomé-
trica truncada S y el correspondiente vector de velocidades de reacción N en términos del
conjunto de reacciones independientes.

ST = ST M (3.3a)

dim(S) = (Nr, n
R
s + nRg ), dim(M) = (Nr,m)

ST =

[
ST
s

ST
g

]
, dim(Sπ) = (Nr, n

R
π ),

rank(Sπ) = Nπ = min(Nr, n
R
π ) π = s, g (3.3b)

donde S está formada por las Nr columnas pivote de S y M es construida con las Nr filas
no cero de la forma escalonada reducida por filas de S. Por lo tanto, el vector de velocidades
de generación

Gπ(C,T) = ST
π N (C,T), N (C,T) := MR(C,T) (3.4)

puede ser escrito en términos del nuevo vector N con las velocidades de reacción indepen-
dientes estequiométricamente.

En consecuencia, las nuevas matrices estequiométricas (Ss, Sg) de rango completo (3.3b)
son el punto de partida de la siguiente representación reactiva-no reactiva de los balances
de masa del reactor, la cual permitirá visualizar en forma clara el efecto de las reacciones
independientes sobre un conjunto específico de pseudo-especies (combinaciones lineales de
concentraciones originales).
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3.2. Representación reactiva-no reactiva de balances molares
por fase.

En esta sección se deduce una representación simplificada de los balances molares de
las especies químicas aplicando el análisis estequiométrico de la teoría de redes de reacción
(Aris, 1965; Feinberg, 1977) en cada fase termodinámica por separado a fin de mantener las
dinámicas del gas y del sólido independientes y poder reducir el orden del sistema distribuido
mediante la hipótesis de estado cuasiestacionario del gas realizada en el siguiente capítulo.

Si el número de componentes de la fase π excede el número de reacciones que involucran
a componentes de la misma fase (nRπ > Nπ), entonces existe un conjunto de nRπ − Nπ

combinaciones lineales de las nRπ concentraciones de las componentes de la fase π, o de
forma equivalente, un cambio de coordenadas de las concentraciones:

Cs :=

[
Ws

Es

]
= PsCs, Cg :=

[
Wg

Eg

]
= PgCg (3.5)

tal que los balances molares (3.1) son transformados en la forma reactiva-no reactiva:

∂t′Ws = ΓsM{Ws}(C,T) + Rs(C,T) (3.6a)

∂t′Es = ΓsM{Es}(C,T) (3.6b)

∂t′Wg = ΓgM{Wg}(C,T) + Rg(C,T) (3.6c)

∂t′Eg = ΓgM{Eg}(C,T) (3.6d)

Rs(C,T) = PR
s ST

sN (Cs,Cg,T) (3.6e)

Rg(C,T) = PR
g ST

gN (Cs,Cg,T) (3.6f)

C =
[

WT
s , ET

s , WT
g , ET

g

]T
Cs = P−1

s

[
Ws

Es

]
, Cg = P−1

g

[
Wg

Eg

]
(3.6g)

donde

Pπ =

[
T π 0nRπ×nIπ

0T
nRπ×nIπ

InIπ

]
, T π =

[
PR
π

PN
π

]
(3.7a)

dim(PR
π ) = (Nπ, n

R
π ), dim(PN

π ) = (nRπ −Nπ, n
R
π )

Wπ =
[
W π

1 , W π
2 , · · · W π

Nπ

]T (3.7b)

Eπ =
[
ETπ , ITπ

]T
; π = g, s (3.7c)

Eπ =
[
Eπ1 , Eπ2 , · · · EπnRπ−Nπ

]T (3.7d)

Iπ =
[
Iπ1 , Iπ2 , · · · IπnIπ

]T (3.7e)
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Wπ es el vector de concentraciones reactivas de la fase π, Eπ el vector que contiene el vector
de concentraciones no reactivas Eπ y el vector de concentraciones de las especies inertes Iπ,
InIπ es la matriz identidad de tamaño nIπ, 0nRπ×nIπ es una matriz de ceros de tamaño nRπ ×nIπ,
PR
π y PN

π son las matrices de cambio de coordenadas de concentraciones correspondientes
a las pseudo-componentes reactivas y no reactivas, respectivamente.

Las matrices PR
π y PN

π , que determinan la partición del espacio de concentraciones en
reactivo y no reactivo (3.7a), pueden ser encontradas por inspección (Aris, 1965; Amundson
y Arri, 1978) combinando las ecuaciones de balance molar (2.4a y 2.4c) de forma que la de-
pendencia de los términos no lineales de reacción se reduzca o elimine en un número máximo
de balances. Sin embargo, el método de inspección no es adecuado si la red de reacción es
compleja y existe un cierto grado de incertidumbre en algunos coeficientes estequiométricos.

Una diversidad de herramientas de álgebra lineal se pueden aplicar para encontrar la
matriz de transformación Pπ con base a la descomposición de espacios nulos y rango de ST

π .
En vista de la incertidumbre de algunos coeficientes estequiométricos (los parámetros de la
pirólisis o devolatilización en específico), se utiliza en este estudio un cambio de coordenadas
orientado a robustez, basado en la descomposición de valores sigulares (DVS). Para este
propósito, la DVS de la matriz estequiométrica truncada ST

π es escrita de la siguiente forma:

ST
π = UπΣπV

T
π (3.8)

donde Uπ (o Vπ) es una matriz unitaria de dimensiones nRπ×nRπ (orNπ×Nπ) cuyas columnas
son los vectores singulares izquierdos (o derechos) de ST

π , Σπ es la matriz diagonal con los
valores singulares de ST

π . Así pues, las matrices PR
π y PN

π determinadas por medio del
método de DVS son:

T π =

[
PR
π

PN
π

]
=

[
S+
π

Lπ

]
(3.9)

donde LTπ es construida a partir de las últimas ιπ columnas de Uπ y S+
π es obtenida de

acuerdo a la siguiente expresión:

S+
π = VπΣ

+
πUT

π (3.10)

donde Σ+
π es la matriz pseudo-inversa de Σπ, la cual se obtiene tomando el recíproco de

cada elemento de la diagonal que no es cero, dejando los ceros en su lugar y transponiendo
la matriz resultante.

La representación simplificada de la dinámica de las concentraciones permite analizar el
efecto individual de cada reacción independiente (una combinación específica de reacciones
originales) en la evolución temporal y espacial de la concentración de cada pseudo-especie
reactiva (una combinación lineal de las concentraciones originales). Por lo tanto, los elemen-
tos de la matriz de trasformación PR

π determinarán sobre que componentes originales tiene
un efecto predominante una cierta reacción independiente y sobre cuales su efecto es menor
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Tabla 3.1: Conjunto de reacciones del caso ejemplo de gasificación de biomasa

Rj +ss1,jΩ
s
1 +ss2,jΩ

s
2 +sg1,jΩ

g
1 +sg2,jΩ

g
2 +sg3,jΩ

g
3 +sg4,jΩ

g
4 +sg5,jΩ

g
5 +sg6,jΩ

g
6 = 0

R1 −CaHbOd +0.54C +0.098H2 +0.119CO +0.083CO2 +0.273H2O +0.064CH4

R2 −C −O2 +CO2

R3 −C +2CO −CO2

R4 −C +H2 +CO −H2O

R5 +H2 −CO +CO2 −H2O

R6 −H2 +CO −CO2 +H2O

R7 −O2 −2CO +2CO2

R8 −O2 −2H2 +2H2O

e incluso despreciable.
En particular, cuando nRπ ≤ Nπ, el cambio de coordenadas (3.5) no es necesario en la

fase π y los correspondientes balances molares de (3.6) sólo tienen parte reactiva porque
tenemos que:

Cπ = Wπ = Cπ, Pπ = Inπ (3.11a)

Rπ(C,T) = SπN (C,T) (3.11b)

3.3. Estequiometría de la gasificación de biomasa.

Los conceptos de redes de reacción vínculadas con la estequiometría se aplican al caso
ejemplo para ilustrar las relaciones de dependencia de las reacciones y la dinámica de las
concentraciones de las especies químicas en una representación simplificada.

La matriz estequiométrica correspondiente a la red de reacciones de la gasificación de
biomasa es construida con la ayuda de la tabla 3.1:

ST =



−1 0 0 0 0 0 0 0

0.54 −1 −1 −1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 −1 −1

0.098 0 0 1 1 −1 0 −2

0.119 0 2 1 −1 1 −2 0

0.083 1 −1 0 1 −1 2 0

0.273 0 0 −1 −1 1 0 2

0.064 0 0 0 0 0 0 0


(3.12)

donde STs está formada por las primeras nRs = 2 filas de ST y STg por las últimas nRg = 6

filas de ST .
Resulta importante recordar que las consideraciones estequiométricas de la red de reac-

ción que a continuación se realizan sólo consideran las nR componentes químicas reactivas,
debido a que las especies inertes no participan en ninguna reacción.

Al evaluar el rango (3.13) y por inspección de la matriz estequiométrica del caso de estu-
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dio (3.12) se encuentra que hay Nr = 4 reacciones independientes y componentes reactivos
del total de especies (gaseosas y sólidas).

dim(S) = (8, 8), Nr = rank(S) = 4, ιr = 4 (3.13)

Con base en la forma escalonada reducida por filas de ST , la nueva matriz estequiométrica
truncada S para el caso ejemplo está formada por el conjunto de las primeras Nr = 4

reacciones (R1 −R4) de la matriz estequiométrica original S (3.12):

ST =

[
ST
s

ST
g

]
, dim(S) = (8, 4), rank(S) = 4 (3.14)

donde:

ST
s =

[
−1 0 0 0

0.54 −1 −1 −1

]
, rank(Ss) = 2

ST
g =



0 −1 0 0

0.098 0 0 1

0.119 0 2 1

0.083 1 −1 0

0.273 0 0 −1

0.064 0 0 0


, rank(Sg) = 4

De acuerdo a este resultado existen 4 reacciones redundantes en la red de reacciones de
gasificación de biomasa (tabla 3.1), implicando que las últimas 4 reacciones (water gas shift
y combustiones de los gases) son dependientes y pueden ser escritas como combinaciones
lineales de las 4 primeras.

En el presente estudio, el conjunto de reacciones independientes es provisto por la facto-
rización de rango de la matriz ST (3.3a) a partir de su forma escalonada reducida por filas
eliminando las filas de ceros:

M =


1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 1

0 0 1 0 −1 1 −1 1

0 0 0 1 1 −1 0 −2

 (3.15)

El vector N con las Nr = 4 velocidades de reacción independientes correspondientes
está dado por la ecuación (3.16), en el entendido de que tal representación es realizada para
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propósitos de robustez y no para interpretación química.

N (C,T) =


R1

R2 +R7 +R8

R3 −R5 +R6 −R7 +R8

R4 +R5 −R6 − 2R8

 (3.16)

En consecuencia, la primera reacción independiente es la pirólisis y las últimas tres
reacciones independientes son combinaciones lineales del resto de las reacciones de la tabla
2.2.

Dado que nRg > Ng, se obtiene una partición de las ιg = 2 pseudo-componentes no
reactivas y las Ng = 4 pseudo-especies reactivas del espacio de concentraciones de la fase
gaseosa por medio del cambio de coordenadas lineal de concentraciones (3.7a)-(3.7c), que
para el caso de estudio tiene la siguiente forma:

Pg =

[
T g 06×1

01×6 1

]
, T g =

[
PR
g

PN
g

]
(3.17)

donde el elemento 1 de la matriz de transformación Pg corresponde a la concentración del
componente inerte del gas N2, ya que dicha transformación incorpora todas las componentes
de la fase gas (reactivas e inertes).

La matriz PR
g es calculada a partir de la pseudo-inversa obtenida mediante la DVS de

ST
g (3.10):

PR
g = S+

g =


0.9 1.9 0.45 0.9 2.3 0.74

−0.65 −0.25 0.18 0.35 −0.08 −0.06

−0.22 −0.35 0.39 −0.22 0.04 −0.05

0.17 0.6 0.08 0.17 −0.31 0.05


y PN

g se construye de las últimas 2 filas de la matriz UT
g proveniente de la DVS de ST

g (3.8):

PN
g = Lg =

[
−0.58 0.45 −0.29 −0.58 0.16 −0.09

−0.11 −0.09 −0.06 −0.11 −0.14 0.97

]

Debido a que Ns = nRs (3.11a) para el caso ejemplo del gasificador de biomasa no es
necesario un cambio de coordenadas de las especies sólidas, y por lo tanto se tiene que:

Cs = Ws = Cs, Cs =
[
Cs1 , Cs2

]T
(3.18a)

Rs(C,T) = Gs = ST
sN (C,T) (3.18b)
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Es importante enfatizar que el cambio de coordenadas de las concentraciones propuesto
no es único. Amundson y Arri (1978) muestran una transformación de coordenadas obtenida
mediante inspección para un gasificador de carbón. Se trata de una red de reacción similar
a la del caso del estudio de biomasa pero sin pirólisis.

García Anaya (2014) propone un método para construir una matriz de transformación o
una forma de combinar componentes que dota de sentido químico a las pseudo-componentes
reactivas y no reactivas resultantes, con el objetivo de facilitar el entendimiento de la in-
fluencia de la red de reacciones en el desempeño de un gasificador de carbón.

En el presente capítulo se propuso un método sistemático para la selección de un conjunto
máximo de reacciones independientes dada una red de reacciones.

Adicionalmente, se desarrolló una representación simplificada de los balances de masa de
las componentes químicas para un reactor de dos fases de lecho empacado basada en la teoría
de redes de reacción (Aris, 1965), (Feinberg, 1977). La simplificación consiste en un cambio
de coordenadas de las concentraciones originales produciendo un modelo con la mínima
dependencia de los términos de reacción no lineales, propiedad que puede ser aprovechada
para análisis de estabilidad, así como para diseño de sistemas de control y observadores.
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Capítulo 4

Reducción del modelo distribuido del
gasificador de lecho móvil.

Los reactores de gasificación son sistemas dinámicos que manifiestan en su comporta-
miento la presencia de múltiples escalas de variación tanto en el tiempo como en el espacio
como consecuencia de la interacción de procesos con velocidades características muy distin-
tas entre si. Es por ello que los modelos de dichos reactores muestran una alta sensibilidad
y mal condicionamiento a errores en datos de entrada y parámetros. En el presente capítulo
se explota la propiedad de múltiples escalas de tiempo del modelo distribuido con disper-
sión del reactor de gasificación (2.4) con dos propósitos: (i) reducir su sensibilidad y rigidez
numérica, y (ii) simplificar y reducir el orden dinámico (número de ecuaciones transitorias).

El objetivo de esta capítulo consiste en deducir un modelo de orden reducido en pará-
metros distribuidos de un reactor de gasificación con lecho empacado aplicando el método
de perturbaciones singulares estándar descrito en la sección A.1 del apéndice A al mo-
delo dinámico en parámetros distribuidos del gasificador (2.4). De acuerdo a la teoría de
perturbaciones presentada en el apéndice B, el modelo simplificado obtenido debe heredar
propiedades estructurales del modelo completo pero no la alta sensibilidad y rigidez numé-
rica originada por la diferencia en las dimensiones (en el sentido de tamaño o magnitud) de
los parámetros y variables en las ecuaciones de balance del modelo completo.

El esquema de simplificación de modelo se presenta en este capítulo de acuerdo a la
siguiente organización: se obtiene una forma adimensional del modelo (2.4), el cual tiene
la estructura del modelo estándar de perturbaciones singulares. Dicho modelo adimensional
permite identificar como variables rápidas a las concentraciones y temperatura del gas y
como variables lentas a la temperatura y concentraciones de la fase sólida debido a la gran
diferencia entre las densidades de la partícula sólida y del gas. Después se presentan los
dos subsistemas en los que se descompone el modelo estándar: (i) el modelo reducido, que
representa la dinámica dominante (promedio) determinada por las concentraciones y tempe-
ratura del sólido, y (ii) el modelo de capa límite, que captura las variaciones y desviaciones
del comportamiento promedio de las variables rápidas: concentraciones y temperatura del
gas. Finalmente, se aplica una hipótesis simplificante adicional al modelo distribuido del
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gasificador en la forma adimensional: la velocidad de intercambio de calor entre fases es
infinita y por lo tanto, ambas fases tienen una misma temperatura.

4.1. Forma estándar de perturbaciones singulares.

El modelo en las variables originales puede ocultar la causa del comportamiento de dos
escalas de tiempo-espacio, mostrado por algunos sistemas, en el que algunas variables son
predominantemente lentas mientras que otras son rápidas en una capa límite y lentas en
el resto del dominio. Dicha conducta se manifiesta como una alta sensibilidad y rigidez
numérica del modelo, haciendo complicado o incluso, intratable un análisis numérico del
mismo.

La base del método de reducción de modelo consiste en proponer un cambio de coorde-
nadas de variables dependientes e independientes que lleve al sistema a la forma estándar
de perturbaciones singulares, en la que se evidencia la separación de dos escalas de variación
y el parámetro singular que la origina. La transformación de coordenadas más sencilla y de
uso extensivo por su efectividad, es el escalamiento por constantes características de las va-
riables. La identificación de los parámetros característicos tiene su fundamento sistemático
en el análisis dimensional. Es por ello que el problema de reducción de modelo utilizando
métodos de perturbaciones está intrínsecamente ligado al análisis dimensional del modelo
(Aris, 1999).

La forma adimensional de un modelo provee los siguientes beneficios:

1. Se observan con claridad las contribuciones relativas de las diferentes cantidades de las
ecuaciones de balance. Escribir el modelo en términos de parámetros adimensionales
permite comparar el efecto de cada proceso físico-químico (transporte convectivo,
dispersivo, reacciones, intercambios de calor, entre otros) en el balance, así como,
el grado de interacción entre ellos. De esta manera, se distinguen los términos de
importancia significativa y los términos despreciables de la ecuación de balance.

2. Reduce el error de redondeo en la simulación numérica del modelo. La manipulación
de cantidades pequeñas y grandes en una aritmética con precisión finita lleva a una
acumulación significativa de los errores de redondeo de las operaciones individuales. En
este sentido, la normalización de un modelo trata de homogeneizar las dimensiones de
las variables y parámetros para que los operandos sean del mismo orden de magnitud.

El primer paso del esquema de reducción de orden es normalizar las variables y los parámetros
del modelo distribuido del gasificador de lecho empacado (2.4) y expresarlo en términos de las
variables adimensionales siguientes de forma análoga al estudio reciente (Baldea y Daoutidis,
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2007):

cs =
Cs

Cs0
, cg =

Cg

Cg0
, ηs =

Ts
Ts0

, ηg =
Tg
Tg0

, z =
Z

L
, t =

us0 t
′

L
,

vg =
ug
ug0

, vs =
us
us0

, DM =
DM
DM0

, Ds
H =

DsH
DsH0

, Dg
H =

DgH
DgH0

,

hsw =
hsw
hsw0

, hgw =
hgw
hgw0

, hsg =
hsg
hsg0

, csp =
Csp
Cp0

, cgp =
Cgp
Cp0

,

cs =
Cs
Cs0

, cg =
Cg
Cg0

, ηw =
Tw
Tn0

(4.1a)

donde los denominadores en (4.1a) son las constantes características de referencia seleciona-
dos de acuerdo a las condiciones de operación específicas bajo estudio y DπH0 es el coeficiente
nominal de dispersión de calor de la fase π expresado en términos de constantes caracterís-
ticas previamente definidas:

DsH0 =
λs0

Cs0Cp0
, DgH0 =

λg0
Cg0Cp0

(4.1b)

Los grupos dimensionales que surgen del escalamiento anterior de las variables del modelo
son definidos en la ecuación (4.1c)

Daj =
LRj(Cg0, Tn0)

ug0Cg0
, Brj =

∆Hr
j

Cp0Tg0
, KM =

Cg0ug0
Cs0us0

, ε =
us0
ug0

,

Stgw =
Lhgw0Av
Cg0Cp0ug0

, Stsw =
Lhsw0Av
Cg0Cp0ug0

, Stsg =
Lhsg0Asg
Cg0Cp0ug0

,

P eM =
Lug0
DM0

, P esH =
Lus0
DsH0

, P egH =
Lug0
DgH0

(4.1c)

donde PeM es el número de Peclet de masa para la fase gas, PesH (o PegH) es el número
de Peclet de calor de la fase sólida (o de la fase gaseosa), Stsw (o Stgw) es el número de
Stanton de intercambio de calor entre la pared del reactor y el sólido (o entre la pared y el
gas), Stsg es el número de Stanton de intercambio de calor entre las fases, Daj y Bj son el
número de Damkholer y el incremento adiabático de temperatura para la reacción j−ésima,
respectivamente.

El parámetro de perturbación singular ε es un número adimensional que define el cociente
del tiempo característico de convección del gas y el tiempo de residencia característico del
sólido, mientras que KM es la relación característica entre el flux convectivo de gas (aire) y
el flux convectivo del combustible sólido alimentado.

La forma adimensional del modelo del gasificador está dada por el siguiente sistema de
EDPs en términos de los operadores de transporte de la ecuación (4.5):
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∂tcs = τCs {cs}(c,η) + rs(c,η) (4.2a)

∂tηs = τCHs{ηs}(c,η) +
1

PesH
τDHs{ηs}(c,η) +QTs(c,η) (4.2b)

ε∂tcg = τCg {cg}(c,η) +
1

PeM
τDg {cg}(c,η) + rg(c,η) (4.2c)

ε∂tηg = τCHg{ηg}(c,η) +
1

PegH
τDHg{ηg}(c,η) +QTg(c,η) (4.2d)

c =
[

cTs , cTg
]T
, Cπ = cπCπ0, Tπ = ηπ Tπ0, π = g, s (4.2e)

con condiciones iniciales y de frontera adimensionales:

z = 0 : βg{cg} = 0, βs{cs} = 0, βHg{ηg} = 0, βHs{ηs} = 0 (4.2f)

z = 1 : ∂zcg = 0, ∂zcs = 0, ∂zηg = 0, ∂zηs = 0 (4.2g)

t = 0 : cs(z, 0) =
Csic

Cs0
, ηs(z, 0) =

Tsic
Ts0

, cg(z, 0) =
Cgic

Cg0
, ηg(z, 0) =

Tgic
Tg0

(4.2h)

donde los operadores de frontera adimensionales son definidos en la ecuación (4.4) y los
términos fuente están dados por las expresiones:

rs(c,η) =KMSTs Da r(c,η) (4.3a)

QTs(c,η) =
KM

cscsp
[−Stsghsg(η)(ηs − ηg)− Stswhsw(η)(ηs − ηw)]−

KM

cscsp

αs NRs∑
j=1

BjDajrj(c,η)

 (4.3b)

rg(c,η) =STg Da r(c,η) (4.3c)

QTg(c,η) =
1

cgc
g
p

[Stsghsg(η)(ηs − ηg)− Stgwhgw(η)(ηg − ηw)]−

1

cgc
g
p

αg NRg∑
j=1

BjDajrj(c,η)

 (4.3d)

donde lasm reacciones se han clasificado en NRs reacciones heterogéneas desarrolladas en la
partícula y NRg reacciones homogéneas del gas. Da es una matriz diagonal que contiene los
m números Damkholer (Daj), Br el vector de los m incrementos adiabáticos de temperatura
(Bj), y el vector de las velocidades de reacción en términos de las variables adimensionales
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son escritos a continuación:

r =
[
r1, r2, · · · rm

]T
; rj(c, η) =

Rj(C, T )

Rj(Cg0, Tn0)

Cg0 =
[
Cg0, Cg0, · · · Cg0

]T (4.3e)

Los operadores de frontera espacial están dados por las siguientes expresiones:

βg{x} :=
DM

PeM
∂zx− vg

[
x− xe

]
(4.4a)

βs{x} := x− xe (4.4b)

βHg{ηg} :=
Dg
H

PegH
∂zηg − ug

[
ηg − ηe

]
(4.4c)

βHs{ηs} :=
Ds
H

PesH
∂zηs − us

[
ηs − ηe

]
(4.4d)

Los operadores de transporte son:

τCg {x}(c,η) := −∂z
(

vg(c,η) x
)

(4.5a)

τDg {x}(c,η) := ∂z

(
DM (c,η) ∂zx

)
(4.5b)

τCs {x}(c,η) := −∂z
(

vs(c,η) x
)

(4.5c)

τCHs{ηs}(c,η) := −∂z
(

vs(c,η) ηs

)
(4.5d)

τCHg{ηg}(c,η) :=
1

cgc
g
p

[
−∂z

(
vg(c,η)cgc

g
p(ηg − η0)

)
+ ∂z

[
vg(c,η)cgc

g
p

]
(ηg − η0)

]
(4.5e)

τDHg{ηg}(c,η) :=
1

cgc
g
p
∂z

(
cgc

g
pDHg(c,η) ∂zηg

)
(4.5f)

τCHs{ηs}(c,η) :=
1

cscsp

[
−∂z

(
vs(c,η)csc

s
p(ηs − η0)

)
+ ∂z

[
vs(c,η)csc

s
p

]
(ηs − η0)

]
(4.5g)

τDHs{ηs}(c,η) :=
1

cscsp
∂z

(
csc

s
pDHs(c,η) ∂zηs

)
(4.5h)

La forma adimensional del modelo distribuido del gasificador (4.2) ha sido obtenida con
base en el hecho de que el tiempo de residencia promedio de una partícula sólida de biomasa
o carbón mineral (τs = L

vs0
= O(1000s)) es mucho mayor al tiempo de residencia promedio

del gas (τg = L
vg0

= O(1s)) en un reactor de lecho empacado.
En consecuencia, el modelo normalizado (4.2) constituye la forma estándar de pertur-

baciones singulares del modelo distribuido del gasificador de lecho móvil, donde ε = us0
ug0

=

O(10−3) es el parámetro singular pequeño del modelo. En esta representación es posible
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identificar las diferentes escalas de variación de los términos transporte y de generación de
las ecuaciones de balance, así como, su contribución relativa en el modelo.

De acuerdo al análisis basado en perturbaciones singulares, el modelo estándar (4.2)
evidencia una separación de las escalas de tiempo cuando se toma el límite si ε → 0 del
mismo. Entonces, la escala de tiempo rápida del sistema aparece como una capa límite inicial
en las variables de temperatura del gas y concentraciones molares de los componentes del gas
cuyo comportamiento está determinado por los balances (4.2c) y por el balance de entalpía
del gas (4.2d). En consecuencia, las variables rápidas del sistema son las concentraciones de
las componentes gaseosas y la temperatura (entalpía) del gas.

Por otra parte, las variables lentas del sistema distribuido del gasificador son la tempe-
ratura de la partícula y las concentraciones de las especies químicas del sólido.

4.2. Modelo distribuido de orden reducido.

La escala lenta y dominante del sistema está descrita por los balances de masa de las
componentes sólidas y de la energía del sólido en el modelo general de orden reducido (4.6)
del reactor de gasificación, el cual se obtiene al despreciar el efecto de la perturbación ε = 0

en el modelo adimesional (4.2). Es por ello que el modelo reducido es conocido también
como el modelo nominal en la escala lenta t del modelo original (2.4).

Entonces, el modelo dinámico de orden reducido del reactor está constituido por los
balances de masa de las ns componentes sólidas y el balance de energía de la partícula de
un sistema de ns + 1 representados por el sistema de EDPs sobre los dominios espacial axial
(0 < z < 1) y temporal (t > 0):

∂tcs = τCs {cs}(c,η) + rs(c,η) := Fs(cs, cg, ηs, ηg) (4.6a)

∂tηs = τCHs{ηs}(c,η) +
1

PesH
τDHs{ηs}(c,η) +QTs(c,η) := Fh(cs, cg, ηs, ηg) (4.6b)

y las condiciones de frontera e iniciales:

z = 0 : βs{cs} = 0, βHs{ηs} = 0 (4.6c)

z = 1 : ∂zcs = 0, ∂zηs = 0 (4.6d)

t = 0 : cs(z, 0) =
Csic

Cs0
, ηs(z, 0) =

Tsic
Ts0

(4.6e)

El sistema dinámico distribuido (4.6a)-(4.6b) se encuentra acoplado con los balances de
masa y energía del gas en estado estacionario modelados mediante el sistema de ng+1 EDOs



49

de segundo grado en el dominio espacial axial (0 < z < 1):

0 = τCg {cg}(c,η) +
1

PeM
τDg {cg}(c,η) + rg(c,η) (4.6f)

0 = τCHg{ηg}(c,η) +
1

PegH
τDHg{ηg}(c,η) +QTg(c,η) (4.6g)

con condiciones de frontera:

z = 0 : βg{cg} = 0 βHg{ηg} = 0 (4.6h)

z = 1 : ∂zcg = 0, ∂zηg = 0 (4.6i)

Los operadores de frontera y de transporte adimensionales son definidos en las ecuaciones
(4.4)-(4.5), y los términos fuente están dados por las expresiones de (4.3).

Una solución del sistema de EDOs con condiciones de frontera (4.6f)-(4.6g) definen per-
files espaciales en estado estacionario de las concentraciones de las componentes del gas y
de su temperatura parametrizados en las variables lentas cs, ηs, como se evidencia en las
ecuaciones (4.7)-(4.8).

cgss(z, t) := cg(cs(z, t), ηs(z, t)) = yg(cs, ηs) (4.7)

ηgss(z, t) := ηg(cs(z, t), ηs(z, t)) = yh(cs, ηs) (4.8)

donde cgss(z, t) es el vector que contiene los perfiles espaciales en estado cuasiestacionario
de las nRg especies gaseosas y ηgss(z, t) es el perfil espacial en estado cuasiestacionario de la
temperatura del gas.

Dicha solución estacionaria (cg, ηg) se sustituye en el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales (4.6a)-(4.6b) para obtener el modelo dinámico de orden reducido correspondiente:

∂tcs = Fs(cs,yg(cs, ηs), ηs, yh(cs, ηs)) (4.9a)

∂tηs = Fh(cs,yg(cs, ηs), ηs, yh(cs, ηs)) (4.9b)

con las condiciones de frontera e iniciales (4.6c)-(4.6e).
En consecuencia, las variables rápidas (cg, ηg) están en estado cuasiestacionario porque

su estado estacionario (4.7)-(4.8) está cambiando lentamente debido a que éste depende
de las variables de variación lenta: (cs, ηs). Por lo tanto, su comportamiento a largo plazo,
después de un intervalo de tiempo correspondiente a la rápida variación (capa límite inicial),
está determinado por el comportamiento dinámico de las variables lentas (cs, ηs).

En conclusión, la dinámica esencial del modelo distribuido es dictada por las variables
lentas del sistema: las concentraciones de las componentes sólidas y la entalpía (temperatura)
del sólido.

De acuerdo a la teoría de perturbaciones singulares, las variables de concentración y
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temperatura de ambas fases del modelo reducido (c,η) están relacionadas con las del modelo
completo (c,η) mediante las siguientes expresiones:

cs(z, t) = cs(z, t) +O(ε), ∀t ∈ [0, t1]

ηs(z, t) = ηs(z, t) +O(ε), ∀t ∈ [0, t1]

cg(z, t) = cg(z, t) +O(ε), ∀t ∈ [tε, t1]

ηg(z, t) = ηg(z, t) +O(ε), ∀t ∈ [tε, t1], tε = O(ε) > 0

De acuerdo a lo anterior, las condiciones iniciales correspondientes a las concentraciones
y temperatura del gas han sido eliminadas ya que se considera que dichas variables convergen
a su estado estacionario (4.6f)-(4.6g) con una velocidad infinita. Sin embargo, la validez de
ésta afirmación depende del comportamiento de las variables rápidas en la capa límite inicial,
cuyo modelo es obtenido en la siguiente subsección.

4.3. Modelo distribuido de capa límite.

El modelo que describe el comportamiento de las concentraciones y temperaturas de
ambas fases en la escala de tiempo rápida τ = t/ε del modelo distribuido del reactor de
gasificación (4.2) está dado por el siguiente sistema de EDPs:

∂τcs = ε
[
τCs {cs}(c,η) + rs(c,η)

]
(4.11a)

∂τηs = ε

[
τCHs{ηs}(c,η) +

1

PesH
τDHs{ηs}(c,η) +QTs(c,η)

]
(4.11b)

∂τcg = τCg {cg}(c,η) +
1

PeM
τDg {cg}(c,η) + rg(c,η) (4.11c)

∂τηg = τCHg{ηg}(c,η) +
1

PegH
τDHg{ηg}(c,η) +QTg(c,η) (4.11d)

Dicho modelo está sujeto a las condiciones iniciales y de frontera adimensionales corres-
pondientes.

El modelo de capa límite (4.12) surge de despreciar el parámetro de perturbación ε = 0

en el modelo del reactor en la escala de tiempo rápida (4.11), es decir, es el modelo nominal
simplificado en la escala de tiempo rápida del modelo original.
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∂τ c̃s = 0 (4.12a)

∂τ η̃s = 0 (4.12b)

∂τ c̃g = τCg {c̃g}(c̃, η̃) +
1

PeM
τDg {c̃g}(c̃, η̃) + rg(c̃, η̃) (4.12c)

∂τ η̃g = τCHg{η̃g}(c̃, η̃) +
1

PegH
τDHg{η̃g}(c̃, η̃) +QTg(c̃, η̃) (4.12d)

sujeto a las condiciones iniciales y de frontera correspondientes:

z = 0 : βg{c̃g} = 0, βs{c̃s} = 0, βHg{η̃g} = 0, βHs{η̃s} = 0 (4.12e)

z = 1 : ∂zc̃g = 0, ∂zc̃s = 0, ∂z η̃g = 0, ∂z η̃s = 0 (4.12f)

τ = 0 : c̃s(z, 0) =
Csic

Cs0
:= csic, η̃s(z, 0) =

Tsic
Ts0

:= ηsic,

c̃g(z, 0) =
Cgic

Cg0
, η̃g(z, 0) =

Tgic
Tg0

(4.12g)

De acuerdo al modelo (4.12), en la capa límite inicial las variables lentas (c̃s, η̃s) están
congeladas en sus condiciones iniciales (4.12g), las cuales definen perfiles espaciales iniciales.
De esta manera, este subsistema se encuentra desacoplado en el tiempo de las variables
lentas, es decir, la evolución temporal de las concentraciones y temperatura del sólido no
afecta el comportamiento de las variables rápidas en la capa límite denotadas como (c̃g, η̃g).
Entonces, el modelo de capa límite sólo describe el comportamiento de la componente de
rápida variación del modelo completo, la cual sólo está presente en las concentraciones de
las componentes y entalpía del gas:

∂τ c̃g =τCg {c̃g}(csic, c̃g, ηsic, η̃g) +
1

PeM
τDg {c̃g}(csic, c̃g, ηsic, η̃g)+

rg(csic, c̃g, ηsic, η̃g) (4.13a)

∂τ η̃g =τCHg{η̃g}(csic, c̃g, ηsic, η̃g) +
1

PegH
τDHg{η̃g}(csic, c̃g, ηsic, η̃g)+

QTg(csic, c̃g, ηsic, η̃g) (4.13b)

sujeto a las condiciones iniciales y de frontera correspondientes:
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z = 0 : βg{c̃g} = 0, βHg{η̃g} = 0 (4.13c)

z = 1 : ∂zc̃g = 0, ∂z η̃g = 0 (4.13d)

τ = 0 : c̃g(z, 0) =
Cgic

Cg0
, η̃g(z, 0) =

Tgic
Tg0

(4.13e)

El estado estacionario del modelo de capa límite está dado por la expresión:

c̃gss(z, τ) = yg(csic, ηsic) (4.14)

η̃gss(z, τ) = yh(csic, ηsic) (4.15)

El comportamiento dinámico a largo plazo (cuando τ → ∞) del modelo de capa límite
definirá la validez del modelo de orden reducido porque para un tiempo finito t despúes
de la capa límite inicial τ → ∞ cuando ε → 0. Por lo tanto, la existencia, unicidad y
estabilidad del estado estacionario (4.14)-(4.15) del subsistema rápido de capa límite (4.13)
son propiedades fundamentales que constituyen condiciones suficientes para la validez del
modelo reducido. Específicamente, si el estado estacionario (4.14)-(4.15) del modelo de capa
límite es único, exponencial y uniformemente estable en (cs, ηs), entonces se garantiza que
(4.10) y que ∀t ∈ [0, t1]:

cs(z, t) = cs(z, t) +O(ε)

ηs(z, t) = ηs(z, t) +O(ε)

cg(z, t) = ĉg(z, t) + cg(z, t) +O(ε), ĉg(z, t) = c̃g(z, τ)− yg(csic, ηsic)

ηg(z, t) = η̂g(z, t) + ηg(z, t) +O(ε), η̂g(z, t) = η̃g(z, τ)− yh(csic, ηsic)

donde (ĉg, η̂g) es la respuesta transitoria inicial rápida en la capa límite de las variables de
concentración y temperatura del gas.

La hipótesis de estado cuasiestacionario para las variables de temperatura y concentra-
ciones de especies de la fase gas produce un modelo distribuido de orden reducido (4.6),
el cual constituye una aproximación simplificada del modelo original (4.2). El análisis de
perturbaciones singulares realizado en esta sección es el fundamento sistemático de dicha
hipótesis, en el sentido de que proporciona un estimado del error de la aproximación y bajo
qué condiciones se garantiza dicha estimación, es decir, la validez del modelo reducido.

4.4. Equilibrio térmico entre fases.

Las variables rápidas (Cg, Tg) del modelo distribuido del reactor de gasificación (2.4) ex-
hiben un comportamiento en dos escalas de tiempo: un transitorio rápido en una capa límite
inicial y una respuesta lenta para el resto del tiempo, de acuerdo al análsis de perturbaciones
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singulares con el parámetro ε = us0
ug0

. Es decir, la separación en dos escalas de tiempo del
sistema es una consecuencia de la diferencia de velocidades de flujo axial entre las fases, la
cual es, a su vez, causada por la diferencia de densidades entre las fases (Cs � Cg).

Además de la capa límite inicial en los perfiles temporales de las variables del modelo del
gasificador, éstas pueden mostrar capas límites de frontera e internas en sus perfiles espacia-
les debido a la coexistencia de procesos físico-químicos rápidos (reacciones de combustión,
pirólisis, intercambio de calor entre fases, etc.) y lentos (reacciones de gasificación) en el
término fuente de las ecuaciones de balance de masa y energía. Una hipótesis simplificante
que reproduzca el comportamiento esencial de las variables del modelo puede ser deducida
y analizada desde el punto de vista de perturbaciones singulares para reactores donde pre-
valece la convección (Countou-Carrere y Daoutidis, 2008). Sin embargo, no es posible una
extensión directa de dicho método de reducción de modelo para reactores donde el transporte
por convección y difusión o dispersión son comparables.

Esta subsección se enfoca en la hipótesis simplificante de equilibrio térmico entre fases en
el modelo distribuido (2.4) del reactor de gasificación, la cual se debe a la rápida transferencia
de calor entre la partícula y el gas circundante en relación al tiempo de residencia promedio
del gas. Este hecho se evidencia en el modelo adimensional (4.2) con un número de Stanton
de interfase grande Stsg � 1.

El intercambio de calor por convección y radiación entre las fases es poco en la mayor
parte del reactor excepto en una zona muy reducida (capa límite de frontera) cerca de la
entrada (cima) de un gasificador de flujos descendentes concurrentes por lo que el promedio
espacial de la diferencia entre las dos temperaturas es bajo, alrededor de 5◦C de acuerdo al
estudio realizado por Gobel et al. (2007). Por lo tanto, la zona de mayor diferencia entre
las temperaturas sólo se desarrolla en la zona de combustión del reactor. Sin embargo, de
acuerdo a los estudios de (Amundson y Arri, 1978; Caram y Fuentes, 1982) en un reactor
de gasificación de flujos en contracorriente existen dos zonas en las que la diferencia de
temperatura entre las fases es importante: (i) en la capa límite de frontera que se forma
en la cima del reactor, la cual define la separación entre la zona de precalentamiento del
combustible sólido y la zona de gasificación, y (ii) en una capa límite interna ubicada en la
separación entre la zona de combustión y zona de precalentamiento del gas, en una vecindad
del fondo del reactor.

De acuerdo a las consideraciones anteriores y con el objetivo de obtener un modelo sim-
plificado con sensibilidad reducida, se supone que la velocidad de transferencia de calor entre
fases es infinita y por lo tanto las temperaturas son iguales. El modelo simplificado resultan-
te de la hipótesis simplificante de equilibrio térmico se obtiene al igualar las temperaturas
(Ts = Tg = T ) en las ecuaciones de balance de energía de cada fase (2.4b),(2.4d) del modelo
distribuido (2.4) y sumar dichos balances para tener un balance de energía total:
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∂t′Cs = ΓsM{Cs}+ Gs(C, T ) (4.16a)

CPT∂t′T = ΓH{T}+QRT (C, T )−Qbw(T ) (4.16b)

∂t′Cg = ΓgM{Cg}+ Gg(C, T ) (4.16c)

CPT = CsC
s
p + CgC

g
p (4.16d)

Condiciones a la frontera

Z = 0 : Bs
M{Cs} = 0, Bg

M{Cg} = 0, BH{T} = 0

Z = L : ∂ZCs = 0, ∂ZCg = 0, ∂ZT = 0

Condiciones iniciales

t′ = 0 : Cs(Z, 0) = Csic, Cg(Z, 0) = Cgic, T (Z, 0) = αgTgic + αsTsic := Tic (4.16e)

Los términos fuente del modelo simplificado resultante son:

Gπ(C, T ) = STπR(C, T ), π = g, s (4.17a)

QRT (C, T ) = −∆HTR(C, T ) (4.17b)

Qbw(T ) = Avhw(T )[T − Tw], Av =
4

DR
, hw = hsw + hgw (4.17c)

donde CPT es la capacidad calórica total de la partícula y el gas, QRT es la velocidad de
generación de calor por unidad de volumen en el lecho sólido-gas debido a las reacciones,
∆H es el vector con los m cambios de entalpía ∆Hj correspondientes a las m reacciones y
Qbg es la velocidad de intercambio de calor entre las paredes del reactor y el lecho sólido-gas.

ΓH (definido en la tabla 4.1) es el operador resultante de transporte convectivo y dis-
persivo de calor total, uH es la velocidad convectiva del calor total, DH es el coeficiente de
dispersion de calor del lecho sólido-gas, λeffT es la conductividad térmica efectiva del lecho.
Éstos ultimos son calculados mediante las ecuaciones (4.18). El operador de frontera de calor
total resultante BH está definido también en la tabla 4.1.

uH = us +

(
CgC

g
p

CsCsp

)
ug

DH = DsH +

(
CgC

g
p

CsCsp

)
DgH =

λeffT

CsCsp

λeffT = λeffs + λeffg

El modelo adimensional correspondiente al modelo simplificado (4.16) está dado por el
conjunto de PDEs (4.24) en términos de las variables adimensionales:
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Tabla 4.1: Operadores del modelo del reactor de lecho móvil (4.16).

Operadores de frontera

Bg
M{x} := DM∂Zx− ug

[
x− xe

]
Bs
M{x} := x− xe

BH{T} := DH∂ZT − uH
[
T − Te

]
Operadores de transporte

ΓgM{x}(C, T ) := ∂Z

(
− ug(C, T ) x +DM∂zx

)
ΓsM{x}(C, T ) := ∂Z

(
− us(C, T ) x

)
ΓH{T}(C, T ) := ∂Z

(
− uH(C, T )CsC

s
p(T − T0) + λeffT ∂ZT

)
+

∂Z
[
CsC

s
puH(C, T )

]
(T − T0)

cg =
Cg

Cg0
, cs =

Cs

Cs0
, η =

T

Tn0
, ηw =

Tw
Tn0

, , z =
Z

L
, t =

us0 t
′

L
, (4.19)

vg =
ug
ug0

, vns =
us
us0

, DM =
DM
DM0

; DH =
DH
DH0

; hw =
hw
hbw0

, (4.20)

DH0 =
λ0

Cs0Cp0
η0 =

T0

Tn0
(4.21)

y de los números adimensionales:

PeM =
Lug0
DM0

, P eH =
Lus0
DH0

, Stw =
Lhw0Av
Cs0Cp0us0

(4.22)

KM =
Cg0ug0
Cs0us0

, Daj =
LRj(C0, Tn0)

ug0Cg0
, Bj =

∆Hr
j

Cp0Tn0
(4.23)

donde PeH es el número de Peclet de calor del lecho y Stw es el número de Stanton de la
pared del reactor con el lecho.

∂tcs = τCs {cs}(c, η) + rs(c, η) (4.24a)

HT∂tη = τCH{η}(c, η) +
1

PeH
τDH {η}(c, η) +QT (c, η) (4.24b)

ε∂tcg = τCg {cg}(c, η) +
1

PeM
τDg {cg}(c, η) + rg(c, η) (4.24c)

c =
[

cTs , cTg
]T
, Cπ = cπCπ0, T = η Tn0, π = g, s (4.24d)
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con condiciones iniciales y de frontera adimensionales:

z = 0 : βg{cg} = 0, βs{cs} = 0, βH{η} = 0 (4.24e)

z = 1 : ∂zcg = 0, ∂zcs = 0, ∂zη = 0 (4.24f)

t = 0 : cs(z, 0) =
Csic

Cs0
, cg(z, 0) =

Cgic

Cg0
, η(z, 0) =

αgTgic + αsTsic
Tn0

:=
Tic
Tn0

(4.24g)

donde los operadores de frontera adimensionales son definidos en las ecuaciones (4.31)-(4.33)
y los términos fuente están dados por las expresiones:

rs(c, η) = KMSTs Da r(c, η) (4.24h)

QT (c, η) = KM

[
−Stwhw(η)[η − ηw]−BT

r Da r(c, η)
]

(4.24i)

rg(c, η) = STg Da r(c, η) (4.24j)

Los operadores de transporte adimensionales τ son:

τCg {x}(c, η) := −∂z
(

vg(c, η) x
)

(4.25)

τDg {x}(c, η) := ∂z

(
DM (c, η) ∂zx

)
(4.26)

τCs {x}(c, η) := −∂z
(

vs(c, η) x
)

(4.27)

τCH{η}(c, η) := −∂z
(
csc

s
pvH(c, η)

[
η − η0

] )
+ ∂z

(
csc

s
pvH(c, η)

) [
η − η0

]
(4.28)

τDH {η}(c, η) := ∂z

(
csc

s
pDH(c, η) ∂zη

)
(4.29)

vH = vs +KM

[
cgpcg
cspcs

]
vg (4.30)

y los operadores de frontera β son:

βg{x} :=
DM

PeM
∂zx− vg

[
x− xen

]
(4.31)

βs{x} := x− xen (4.32)

βH{η} :=
DH

PeH
∂zη − vH

[
η − ηen

]
(4.33)

donde HT es la capacidad térmica total del lecho dada por la siguiente expresión:

HT = cspcs + εKMc
g
pcg
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Una ventaja de la hipótesis de equilibrio térmico entre fases es que la simulación numérica
del modelo simplificado adimensional (4.24) es robusta (sensibilidad reducida a errores de
redondeo y discretización) y computacionalmente eficiente con relación al modelo completo
(2.4) debido a la reducción de la rígidez numérica del modelo resultando en un problema
mejor condicionado.

En este capítulo se han empleado métodos de perturbaciones singulares para la reducción
de orden y simplificación del modelo distribuido de dispersión del reactor de gasificación de
lecho empacado (2.4). La aplicación concurrente de la hipótesis de estado cuasiestacionario
para la fase gas y la hipótesis de equilibrio térmico al modelo completo del gasificador de
ns+ng+2 EDPs (2.4) produce un modelo distribuido reducido de ns+1 EDPs con condiciones
iniciales y de frontera, y ng EDOs con valor a la frontera. Dado que el modelo resultante es de
dimensión infinita es necesario desarrollar un modelo en parámetros concentrados (sistema de
EDOs) que aproxime su comportamiento. En el capítulo siguiente se aborda dicho problema
al deducir un modelo que reproduczca las características esenciales del comportamiento de
sistemas de procesos distribuidos y dimensión infinita como los modelos de transporte de
reactores tubulares y de lecho empacado mediante un conjunto de subsistemas dinámicos de
parámetros concentrados.
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Capítulo 5

Representación en dimension finita
del reactor de gasificación.

Dado que el objetivo principal de esta tesis consiste en desarrollar un método de diseño
de modelos de orden reducido, es necesario obtener una estructura de modelo simple, de
dimensión finita y con sentido físico. En este sentido, el presente capítulo aborda el problema
de capturar la naturaleza distribuida de sistemas de procesos como el gasificador de lecho
empacado mediante un modelo dinámico en parámetros concentrados con una estructura
tan simple como sea posible en relación al propósito de modelado y del reactor específico.

En consecuencia, el objetivo de este capítulo se enfoca en deducir un modelo dinámico
en parámetros concentrados que capture la naturaleza distribuida del reactor de gasificación
con un grado de precisión adecuado de acuerdo al propósito de modelado y a la luz de la
incertidumbre del sistema.

Primero se presenta el fundamento metodológico del esquema de modelado en dimensión
finita de sistemas de procesos distribuidos como el reactor de gasificación de lecho empa-
cado. Posteriormente, se realiza una revisión del método clásico de agregación de modelo
(lumping) basado en un tren de RCTAs o modelo de celdas y su relación con los métodos de
discretización espacial aplicados a modelos distribuidos de procesos para su análisis numé-
rico mediante el método de líneas. Después, se da un panorama general de los esquemas de
discretización espacial del modelo distribuido de un sistema de procesos, sus fuentes de error
y la forma en la que capturan los aspectos determinantes de los fenómenos de transporte de
masa y energía del sistema distribuido. Se concluye el capítulo con la aplicación del método
de diferencias finitas a los operadores de trasporte del modelo distribuido del reactor y su
reformulación como un tren de RCTAs con retromezclado de calor y masa.

5.1. Bases metodológicas.

La base conceptual del método de modelado propuesto está en la posibilidad de aproxi-
mar el comportamiento de sistemas dinámicos de dimensión infinita mediante sistemas de
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parámetros concentrados del orden más bajo posible determinado por el nivel de precisión
requerido por el objetivo de modelado. Cuatro fundamentos metodológicos provenientes de
la dinámica de fluidos computacional y de la ingeniería de reacciones químicas sustentan
esta afirmación:

1. El método de líneas. Es un método extendido de análisis de modelos en EDPs con
condiciones iniciales y de frontera que consta de dos componentes principales. Prime-
ro, se realiza la discretización del dominio espacial en una malla numérica de nodos
o elementos distribuidos de acuerdo a un espaciamiento estático o dinámico. Poste-
riormente, se sustituyen los operadores de transporte del sistema de EDPs (2.4) por
aproximaciones algebraicas de las derivadas espaciales obtenidas mediante un método
numérico de diferencias finitas o elemento finito. La variable independiente del tiempo
no se discretiza en este análisis por lo que el modelo en EDPs se reduce a un sistema
de EDOs con valores iniciales que aproxima su comportamiento (Schiesser y Griffiths,
2009).

2. La propiedad de convergencia del método numérico. Los métodos de discretización
espacial aproximan el comportamiento distribuido del modelo en EDPs mediante un
arreglo de N subsistemas o elementos de parámetros concentrados con volumen Vk
donde k = 1, 2, 3, ..., N . Cada esquema numérico produce un modelo en parámetros
concentrados con configuración o estructura particular, la cual está definida por el nú-
mero de subsistemas N y el grado de interacción entre ellos. La capacidad del modelo
en parámetros concentrados de reproducir el comportamiento del sistema distribuido
con un nivel de precisión determinado es caracterizada por propiedades fundamenta-
les de los métodos numéricos ampliamente estudiadas como consistencia, estabilidad,
convergencia y conservación (Ferziger y Peric, 2002). Específicamente un método con-
vergente es capaz de producir una solución aproximada del modelo continuo con una
precisión que aumenta conforme N se incrementa. En modelos continuos lineales, la
estabilidad y la consistencia son propiedades que constituyen condiciones suficientes
y necesarias para la convergencia de un método de discretización. Sin embargo, en
sistemas no lineales como el modelo distribuido de procesos (2.2) la demostración de
propiedades como convergencia y estabilidad es compleja, por lo que se comparan las
soluciones aproximadas obtenidas con un método numérico utilizando varias mallas
y varios N . Los métodos que tienen estas propiedades generan modelos que captu-
ran aspectos cualitativos del modelo distribuido con independencia de N y la malla
espacial seleccionada.

3. Volumen finito o volumen de control. Es una clase de métodos de discretización espa-
cial que preservan el carácter conservativo y sentido físico de las ecuaciones de balance
del sistema distribuido y producen una estructura de modelo simple en términos de
la interconexión de los elementos espaciales discretos. Una implicación fundamental
de lo anterior es que se reproduce el comportamiento distribuido conservativo con un
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grado de precisión aceptable utilizando incluso un número reducido de elementos o
nodos discretos espaciales.

4. Modelos de N tanques agitados. La naturaleza distribuida de los sistemas de proce-
sos químicos representados con el modelo unidimensional (2.2) se puede reproducir
mediante la interconexión en cascada de N tanques agitados o mezclados, la cual se
asemeja en estructura a un sistema de procesos por etapas como las columnas de
destilación o absorción.

5.2. Modelos de N tanques agitados de sistemas distribuidos.

Figura 5.1: Las dos configuraciones utilizadas en los modelos de N tanques: Serie con flujo
Q de una vía (arriba) y Cascada con retro-flujo QR (abajo).

De acuerdo al esquema de modelado clásico de ingeniería de reactores (Coste et al.,
1961) (Levenspiel, 1962), el carácter distribuido de los sistemas de procesos representada
mediante modelos macroscópicos de dispersión es capturado con un conjunto de N tanques
o celdas agitadas interconectados en dos configuraciones generales: serie y cascada-retro-
flujo. En equipos de procesos donde los flujos continuamente alimentados reaccionan como
en los reactores tubulares de lecho empacado, las celdas son reactores por lo que la unidad
fundamental del modelo es un reactor continuo de tanque agitado (RCTA). En la figura (5.1)
se presentan ambas interconexiones, las cuales definen dos clases de modelos en parámetros
concentrados:

1. Modelo de tanques en serie (MTS). El modelo de esta clase que ha sido ex-
tensamente utilizado es el que supone que los tanques tienen volumen idéntico. Este
modelo tiene una estructura simple y posee un único parámetro de diseño: el número
de etapas o celdas mezcladas N (Levenspiel y Bischoff, 1964). Esta configuración se
induce al forzar que en la ecuación de balance discretizada espacialmente se elimine
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el retromezclado entre etapas (efecto de retroalimentación de masa y/o energía). Es-
to implica que la difusión numérica aportada por las diferencias finitas centradas es
eliminada por la dispersión natural del sistema distribuido (D).

A partir de la eliminación del retromezclado entre celdas se obtiene una expresión
que establece una relación inversa entre el número de tanques N y el coeficiente de
dispersión D dado un coeficiente de transporte convectivo fijo, por lo que un sistema
con dispersión relativamente alta tiene un comportamiento semejante al mostrado por
un tren de pocos tanques en serie. Por lo tanto, las ventajas de este modelo en serie
respecto a la solución numérica convencional del modelo distribuido de dispersión
son significativas únicamente para reactores con dispersión alta. Esta limitación del
modelo de tanques en serie se debe a que los efectos del retromezclado por dispersión
del modelo distribuido no son traducidos en un retromezclado entre etapas o celdas
sino solamente como retromezclado dentro de la celda.

2. Modelo de tanques en cascada con retro-flujos (MTCR). Es un modelo que
agrega los efectos de retromezclado inter-etapa a la interconexión en serie de N tan-
ques mediante la introducción de retro-flujos en sentido contrario al flujo principal
del proceso (Miyauchi y Vermeulen, 1963), Hartland y Mecklenburgh (1966). Dicha
estructura constituye un modelo de un tren de tanques agitados con interconexión de
dos vías. Las ventajas de este modelo respecto al esquema de tanques en serie simple
son: (i) posee mayor flexibilidad ya que se agrega un grado de libertad o parámetro de
diseño del modelo, el retro-flujo QR (ii) la convergencia del parámetro de retromez-
clado del modelo de N tanques con retro-flujo al parámetro de dispersión del modelo
distribuido es rápida (1/N2), y (iii) las características (los momentos) de la distribu-
ción del tiempo de residencia del reactor distribuido con dispersión son aproximadas
con una convergencia mayor, es decir, es necesario un menor número de tanques si se
ajusta adecuadamente el parámetro de retro-flujo.

Ambos modelos en parámetros concentrados: el MTS y el MTCR son equivalentes al mode-
lo distribuido con dispersión axial unidimensional en el sentido de que ambos modelos son
aproximaciones discretas espaciales que pueden ser obtenidas mediante un método numérico
de discretización de las derivadas espaciales en los operadores de transporte. En este senti-
do, las semejanzas entre los modelos concentrados y el reactor distribuido en la literatura
clásica de ingeniería de reactores (Deans y Lapidus, 1960), Hartland y Mecklenburgh (1966)
fueron establecidas específicamente utilizando un esquema de diferencias finitas centradas
de segundo orden para los operadores de transporte de los balances de masa y energía del
sistema de procesos.

La interpretación física de la similaridad entre el comportamiento de los modelos de N
tanques MTS y MTCR, y el modelo del reactor tubular con dispersión tiene su fundamento
en la naturaleza estadística y aleatoria del mezclado por dispersión (retromezclado) y su
efecto de aplanamiento u homogeneización en los perfiles espaciales de concentración y tem-
peratura en una escala macroscópica del sistema distribuido. El mecanismo de dispersión
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se manifiesta como un mezclado rápido en celdas o regiones del tubo producido por remo-
linos que surgen para tratar de compensar las fluctuaciones aleatorias significativas de las
propiedades físicas en las celdas. Por efecto de la agitación rápida natural en las celdas, la
variación de la concentraciones y temperaturas es despreciable dentro de ellas en las escalas
de tiempo lenta y del espacio macroscópica. Es por ello que el tamaño de las celdas y por
lo tanto el número de ellas necesario para reproducir el comportamiento del reactor tubular
está en función del grado de dispersión.

De esta manera, un reactor tubular con un lecho empacado de sólidos de volumen VR,
puede ser modelado mediante un arreglo unidimensional de N celdas o elementos mezclados
del mismo volumen, el cual está determinado por la porosidad y tamaño de partícula del
lecho en relación a la dimension axial del reactor. Tal modelo se basa en la naturaleza
heterogénea del lecho empacado y los poros o huecos del mismo a través del cual fluye
un fluido. Específicamente, se considera que los espacios vacíos entre las partículas son
reactores agitados naturales donde el mezclado es de origen turbulento debido a las grandes
diferencias de las velocidades de flujo existentes en ellas (gradientes espaciales axiales y
radiales abruptos), es decir, el flujo de un fluido a través del lecho empacado es el responsable
de que el sistema se comporte como un conjunto de N celdas mezcladas de un tamaño
determinado (Aris y Amundson, 1957).

5.2.1. Criterios de selección de N .

La determinación del grado de mezclado del sistema distribuido de procesos se realiza con
frecuencia mediante experimentos que proporcionan una estimación del valor del coeficiente
de dispersión D o del número de Peclet. Con el objetivo de obtener un criterio que permita
diseñar el número de tanques N del MTS en función del comportamiento del proceso se
han deducido expresiones que relacionan el número de tanques N del modelo MTS y la
dispersión D del modelo distribuido validado experimentalmente.

De acuerdo al estudio de Kramers y Alberda (1953), en sistemas con baja dispersión las
respuestas en frecuencia del modelo distribuido de dispersión y del MTS son semejantes si
se elije el número de tanques N de acuerdo a la siguiente relación:

N =
uL

2D
=
Pe

2
(5.1)

donde u es la velocidad de flujo convectiva, L la longitud del tubo, y D el coeficiente de
dispersión axial del fluido en el tubo.

El criterio de selección del número de celdas discretas (5.1) se deduce también en el
dominio del tiempo a partir de un análisis del error de truncamiento de la serie de Taylor
del método de diferencias finitas aplicado al modelo de dispersion Deans y Lapidus (1960).
La longitud axial de las celdas, es decir, su tamaño debe ser tal que la variación de las
concentraciones y/o temperaturas sea poca en un secciones axiales del tamaño de las celdas
para garantizar que el efecto de los términos de alto orden de la aproximación de diferencias
finitas sean despreciables a la luz de la precisión requerida por el objetivo de modelado.
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5.2.2. Fundamentos metodológicos del modelo de N tanques.

Es posible distinguir tres perspectivas de análisis que fundamentan la capacidad de
descripción de los modelos de tanques agitados en serie para reproducir aspectos esenciales
y detallados de la dinámica de reactores con un cierto grado de dispersión:

1. Análisis de respuesta en frecuencia. La analogía entre los patrones de flujo ob-
servados en una serie de N tanques de idéntico volumen y un reactor tubular con
dispersión D se ha establecido al observar que las respuestas en frecuencia de concen-
tración de ambos sistemas Kramers y Alberda (1953) son semejantes. En consecuencia,
ambos modelos son equivalentes, en el sentido de que sus respuestas en frecuencia se
aproximan arbitrariamente si se elije apropiadamente N dado un sistema con disper-
sión D.

2. Análisis de la respuesta en el tiempo. La respuesta al escalón y al impulso de los
modelos de N tanques agitados aproximan el comportamiento de la respuesta al esca-
lón e impulso del modelo de dispersión D (Aris y Amundson, 1957). Dichas respuestas
son interpretadas como funciones de distribución de probabilidad de los tiempos de
residencia del reactor y se caracterizan en función de sus momentos normalizados
como el tiempo de residencia promedio (primer momento) y su varianza (segundo
momento) (Levenspiel, 1962). De acuerdo a esta teoría, un reactor de naturaleza dis-
tribuida con un coeficiente de dispersión dado es similar a la interconexión en serie de
N RCTAs, en el sentido de que las varianza de sus tiempos de residencia son iguales
pero las conversiones son solamente semejantes (Levenspiel, 1999). De esta manera,
las curvas de la distribución de los tiempos de residencia de una serie de N tanques
agitados capturan aspectos esenciales de los patrones de flujo en reactores tubulares
con dispersión.

3. Validación experimental de los modelos. El esquema clásico de modelado con
tanques en serie de ingeniería de reactores (Levenspiel, 1999) identifica los parámetros
de su modelo de acuerdo a un procedimiento de dos pasos:

a) El parámetro de diseño del modelo de dispersión D o el número de Peclet son
deducidos al ajustar su respuesta al impulso o al escalón con las gráficas experi-
mentales de concentración de un efluente en respuesta a la inyección de un pulso
o escalón de concentración de un trazador.

b) Se ajusta el número de tanques N y por lo tanto, el tamaño de las celdas, de
forma que la varianza y el promedio de la distribución de tiempos de residencia
de los modelos sean semejantes a los experimentales.

Las tres perspectivas de análisis anteriores suponen que el sistema de procesos es no reactivo
o tiene una reacción de primer orden con condiciones isotérmicas de operación, por lo que los
modelos resultantes son lineales. Sin embargo, la introducción de efectos no lineales en dicho
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modelos, como las reacciones y la variación de temperatura, no limitan la aplicabilidad de
los modelos de tanques agitados. Esto se debe a que los modelos en parámetros concentrados
surgen de la discretización espacial de los operadores de transporte del balance generalizado
(2.2) y los principales efectos no lineales provenientes del término fuente de reacción son
considerados en el criterio de selección del parámetro N de diseño de tales modelos como
se demuestra en (Deans y Lapidus, 1960) y en (Coste et al., 1961). Dichos estudios clásicos
muestran la efectividad del modelo de tanques en serie para un modelo dinamico distribuido
bidimensional que considera las variación axial y radial de las concentraciones y temperaturas
en reactores no isotérmicos. Un arreglo bidimensional de tanques agitados se deduce de la
discretización axial y radial del reactor tubular con dispersión.

Es importante hacer énfasis en la intuición física que han proporcionado los modelos
de tanques en serie y en cascada sobre el efecto del transporte por retromezclado en el
desempeño de la conversión de los sistemas de procesos y por lo tanto en su productivi-
dad. Particularmente, en el campo de los reactores de columna con flujo burbujeante ha
influenciado fuertemente su rediseño de una sola etapa continua a un conjunto de secciones
separadas por platos con el objetivo de reducir el efecto adverso del mezclado causado por la
dispersión axial de las fases gaseosa y líquida en el proceso predominantemente isotérmico
(Alvaré y Al-Dahhan, 2006). En dicho estudio, los datos experimentales relacionados con el
mezclado de la fase líquido son aproximados mediante el modelo de tanques en cascada y
retro-flujos con mayor precisión que con el modelo en parámetros distribuidos de dispersión
axial.

El modelo de sistema de N etapas de mezclado con retro-flujos ha sido particularmente
eficiente en la descripción del comportamiento de las variables de temperatura y concen-
tración de reactores contínuos de dos fases termodinámicas como los reactores de lecho
empacado y los reactores de columna burbujeante (Deckwer, 1974). Es por ello que el mo-
delo MTCR es el que se adopta en el presente estudio como estructura base del esquema de
diseño de modelo propuesto.

5.3. Métodos numéricos de discretización espacial.

Diversos propósitos de análisis y diseño de los equipos de procesos motivan la realiza-
ción de pruebas experimentales previas y durante su operación, sin embargo, el costo y nivel
de complejidad de los dispositivos e instrumentos necesarios para producir las condiciones
deseadas en cada experimento son en general altos y en ocasiones prohibitivos. Es por ello
que, el análisis de desempeño y el diseño de equipo, esquemas de control y monitoreo de los
sistemas de procesos, son guiados en gran medida por la información que proporcionan mo-
delos formulados con un cierto grado de validez experimental, en el sentido de que describen
y explican el comportamiento de variables físicas del proceso, observado en experimentos
con condiciones apropiadamente diseñadas. Sin embargo, la solución analítica exacta es in-
viable en la mayoría de los modelos de sistemas de procesos basados en primeros principios
(2.2), por lo que se recurre a la aplicación de métodos numéricos para su estudio y análisis
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(Ferziger y Peric, 2002).
El comportamiento de las variables de concentración, temperatura, velocidad de flujo

y presión de un sistema de procesos está descrito por la solución exacta de la ecuación de
transporte generalizada (2.2), la cual depende continuamente del tiempo y de la coordenada
espacial axial. Un enfoque de análisis de dicho modelo generalizado es la aplicación del
método de líneas a dicho modelo generalizado, el cual implica la aproximación de la solución
exacta mediante un método numérico de discretización espacial. El método de líneas consta
de dos partes: (i) el volumen (o longitud axial L) del sistema distribuido VR se discretiza
en un conjunto finito de N secciones axiales con volumen Vk (o longitud axial ∆Zk), la
cual define una partición o malla espacial, y (ii) se obtienen las ecuaciones discretizadas de
transporte en cada sección discreta espacial a través de la aplicación del método numérico
de discretización espacial seleccionado a la ecuación diferencial de transporte (2.2).

Es importante enfatizar que los nodos de la malla espacial son las ubicaciones a lo largo
del reactor donde se calcula la evolución de las concentraciones, temperaturas y velocidades
de flujo. Por lo tanto, los valores de estas variables en los nodos constituyen las variables
de estado del modelo en parámetros concentrados resultante de la discretización. La forma
en la que se discretiza el dominio geométrico espacial determina dos aspectos de la malla
espacial generada:

Distribución de nodos. El esquema de espaciamiento de nodos más simple consiste
en fijar una equidistribución de los mismos a lo largo del dominio espacial generando
una malla uniforme. Cuando los gradientes de los perfiles espaciales son abruptos en
ciertas zonas de la geometría se hace evidente la necesidad de un espaciamiento no
uniforme de la malla espacial para capturar dichas variaciones con el menor número
de nodos posible.

Volumen de los elementos discretos. Existen distintas formas de dividir el volumen
total del equipo de procesos y distribuirlo a los N elementos discretos en los que éste
se discretiza. En el caso del modelo unidimensional de transporte generalizado (2.2)
sólo se discretiza el eje axial del cilindro por lo que es necesario definir las fronteras del
volumen de control Vk que rodea a cada nodo con ubicación Zk de la malla espacial
axial, las cuales son las tapas circulares con área Ak de los subcilindros (ver figura 5.2).
Es decir, dada una malla espacial con una distribución de nodos determinada es posible
asignar un volumen a cada nodo de varias maneras. El esquema de partición más
simple del dominio espacial (cilindro) consiste en dividir el volumen total del equipo
de procesos en N elementos discretos (subcilindros) a partir de una malla uniforme.
Dos formas de ubicar las caras de frontera del volumen que rodea a cada nodo son
típicas: (i) las fronteras del volumen están ubicadas a la mitad de la distancia entre
dos nodos vecinos, y (ii) los nodos están ubicados en los centroides de los volúmenes
Patankar (1980).

El modelo de parámetros concentrados resultante provee el comportamiento dinámico de las
concentraciones, temperaturas, velocidades de flujo y presiones en un conjunto de N ubica-
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ciones axiales a lo largo del reactor tubular conocidas como nodos o elementos distribuidos
de acuerdo a una malla espacial determinada. Convenientemente, el carácter discreto del
perfil espacial axial de las variables de dicho modelo tiene una correspondencia directa con
el esquema de medición de las variables físicas del reactor. Es decir, el comportamiento de
las variables del modelo discreto tiene una relación directa con los datos experimentales de
concentraciones, temperaturas y presiones adquiridos mediante un número finito de sensores
colocados en posiciones discretas a lo largo del equipo de procesos.

Entre la diversidad de métodos de discretización espacial destacan dos clases principales
por su amplia aplicabilidad: (i) diferencias finitas y (ii) elemento finito. El método de volumen
finito constituye una tercera clase de esquema de discretización espacial que surge de la
combinación de dos formulaciones: método de los residuos ponderados y volumen de control.
Este método, consolidado por el grupo de D. B. Spalding, es ampliamente aplicado en el
campo de la dinámica de fluidos computacional (DFC) debido a su simplicidad y un conjunto
de características que lo hacen atractivo:

Es un método consistente y conservativo por construcción ya que es aplicado a la
forma integro-diferencial de la ecuación de conservación en cada volumen de control
y los fluxes de transporte de la superficie de frontera entre de dos volúmenes vecinos
son iguales para cada volumen.

Perfiles de interpolación espacial diferentes pueden ser utilizados para aproximar los
fluxes de transporte y el término fuente de la ecuación de conservación.

El método se ajusta a malla espaciales de geometrías complejas.

El método es de fácil implementación y las ecuaciones discretizadas resultantes tienen
sentido físico directo.

El comportamiento dinámico del sistema distribuido de dimensión infinita (2.2) es aproxima-
do por un conjunto de N subsistemas dinámicos de parámetros concentrados interconectados
que definen el comportamiento espacial local de las variables del sistema distribuido en cada
sección axial en la que éste es discretizado. Los métodos numéricos de discretización espacial
construyen dichos modelos concentrados a partir del modelo distribuido de transporte de
acuerdo al siguiente esquema general:

1. Aproximación del perfil espacial de ϕ y sus derivadas. Se propone una hipótesis
acerca del comportamiento espacial de ϕ para aproximar las derivadas espaciales del
operador de transporte. Dependiendo del método numérico, la función modelo del
perfil espacial puede ser global o continua a trozos, polinomial, senoidal, entre otros.
Los métodos más simples y con sentido físico son los que suponen un perfil local
en cada sección discreta axial por lo que las N ecuaciones discretizadas resultantes
describen el comportamiento dinámico de la variable ϕ en cada una de las N secciones
axiales discretas.
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2. Método de deducción. El núcleo de los métodos numéricos de discretización es-
pacial está constituido por las diversas metodologías para construir las ecuaciones
discretizadas a partir de la ecuación de conservación generalizada (2.2). Entre las
formulaciones de discretización espacial más importantes se encuentran:

Series polinomiales. Las derivadas espaciales del operador de transporte son apro-
ximadas al suponer un perfil espacial polinomial de ϕ. Se plantea una expansión
en serie de Taylor de ϕ en cada nodo de la malla espacial y se trunca dicha serie
para lograr una aproximación de orden determinado. Los métodos numéricos
de diferencias finitas utilizan extensamente esta formulación para discretizar la
forma diferencial de las ecuaciones de conservación (2.2).

Principio variacional. De acuerdo al cálculo de variaciones, resolver una ecuación
diferencial es equivalente a minimizar un funcional relacionado. Las ecuaciones
discretizadas se obtienen al minimizar dicho funcional en los valores nodales de la
variable dependiente ϕ.Las desventajas de esta formulación son su complejidad
y aplicabilidad restringida, debido a que sólo se garantiza la existencia de un
funcional para un conjunto particular de ecuaciones diferenciales.

Método de los residuos ponderados. Se aproxima el perfil espacial de ϕ mediante
un modelo (polinomio, seno, etc.) caracterizado por un conjunto de parámetros,
los cuales son determinados mediante el conjunto de ecuaciones discretizadas.
Estas últimas se construyen al minimizar un criterio o norma del residuo pon-
derado que se obtiene al sustituir la aproximación del perfil espacial de ϕ en el
modelo en EDP de transporte (2.2). La elección de las funciones de ponderación
determina el tipo de método de discretización generado. Los métodos de elemen-
to finito realizan la discretización de una forma integro-diferencial (forma débil)
de la ecuación de conservación aplicando este método de deducción.

Volumen de control. El dominio espacial axial es dividido en N volúmenes de
control ubicados alrededor de los nodos de malla espacial discreta y la ecua-
ción de transporte (2.2) es integrada en cada volumen de control obteniendo las
ecuaciones discretizadas, las cuales describen el principio de conservación de ϕ
en el volumen de control finito, de la misma forma que la ecuación diferencial de
transporte describe dicho principio en un volumen de control infinitesimal. Es
decir, las ecuaciones discretizadas son ecuaciones de balance que garantizan la
conservación de masa, energía y momento en cada volumen de control y por lo
tanto, en todo el dominio espacial axial. Esta característica es válida para mallas
de cualquier número de nodos, incluso en una malla de muy pocos nodos. Se uti-
lizan funciones de interpolación a trozos que aproximan el perfil espacial entre
los nodos de la malla para evaluar las derivadas de los términos de transporte y
construir las ecuaciones discretizadas.
Cabe señalar que las interpolaciones del perfil espacial entre los nodos son de
carácter constructivo y no restrictivo, ya que uno puede abstraerse de esta supo-
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sición sobre el perfil espacial una vez que se han deducido las ecuaciones discre-
tizadas de transporte. Esta idea dota de flexibilidad al método ya que permite
utilizar funciones de interpolación espaciales diferentes para aproximar los dife-
rentes términos de la ecuación de balance (2.2): transporte convectivo, dispersivo
y término fuente.

5.3.1. Los mecanismos de transporte del modelo discretizado.

Las N EDOs resultantes de la discretización espacial acoplan las interacciones de la va-
riable ϕ en el nodo i-ésimo con los valores de ϕ en una cantidad de nodos vecinos determinado
por el perfil espacial supuesto y el método de deducción seguido. La naturaleza distribuida
del modelo de transporte original es capturada a través de N subsistemas dinámicos de
parámetros concentrados interconectados de acuerdo a una estructura de modelo definida
por la aproximación de las derivadas espaciales y los fluxes del operador de transporte que
realiza el método numérico de discretización espacial.

Un aspecto fundamental de (2.2) que los métodos de discretización espacial deben ser
capaces de reproducir son las características del flujo de la cantidad ϕ que genera la conviven-
cia de dos tipos de transporte: convectivo y dispersivo. Por un lado el transporte advectivo
define un patrón de flujo unidireccional con intensidad dada por la velocidad U, mientras
que la dispersión produce un flujo bidireccional axial con efecto de retromezclado y una
intensidad determinada por el coeficiente D, por el otro. En consecuencia, la importancia
relativa del transporte dispersivo en relación al convectivo, dada por el número de Peclet del
flujo, caracteriza el patrón de flujo o de transporte desarrollado en una geometría espacial
determinada.

En este sentido, algunos métodos numéricos son más adecuados que otros para capturar
los fenómenos de transporte de la ecuación de conservación (2.2) en ciertos regímenes de
flujo por lo que resulta esencial realizar un análisis del error de aproximación en función del
número de Peclet de los métodos numéricos más utilizados para discretizar espacialmente
la ecuación de conservación. De acuerdo al estudio de (Patankar, 1980), cada método de
discretización espacial describe el comportamiento de ϕ con una precisión que depende del
parámetro Pe del flujo descrito por la ecuación de transporte para una malla espacial dada
de N elementos. El efecto más fuerte de Pe sobre el error de discretización se observa en el
método diferencias centradas, el cual muestra una desviación amplia en flujos con Pe > 2,
por lo que dicho método resulta poco adecuado para flujos con transporte por convección
dominante sobre difusión ya que para reducir dicho error se requiere un N relativamente
grande comparado con otros esquemas como el método de upwind.

Dado que los elementos discretos o volúmenes de control tienen fluxes convectivos y di-
fusivos individuales asociados, en cada volumen de control de la malla espacial se tiene un
número de Peclet local denotado por Pek, el cual está definido en términos de la longitud
axial o altura ∆zk. La diferencia entre los dos Peclets se debe a que el esquema de discreti-
zación axial introduce un término de transporte difusivo numérico que se suma o resta del
transporte difusivo del modelo distribuido. En general el Peclet del modelo distribuido es
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distinto al Peclet local del modelo discretizado. Sin embargo, si se modifica ∆zk, aumentando
o reduciendo N en el caso de una malla uniforme, el Peclet local de cada volumen de control
se puede ajustar de forma que se parezca al Peclet global y reducir de esta manera el efecto
de la difusión numérica agregada en el comportamiento del patrón de flujo reproducido. En
consecuencia, la estimación de la difusión numérica inducida es una perspectiva distinta de
análisis del error que agregan los esquemas de discretización espacial.

Cabe señalar que el tratamiento de la dispersión numérica que lleva a cabo la ingeniería
de reactores es diferente de la perspectiva de análisis que ofrece el campo de DFC. Los
modelos de tanques MTS y MTCR, obtenidos a partir de la discretización espacial del
modelo en EDPs, utilizan la difusión numérica para modelar efectos de retromezclado de
flujo no ideal mediante dispersión axial del equipo de procesos, mientras que el usuario de
métodos de numéricos en el campo de DFC intenta eliminar la difusión numérica de diversas
formas: utilizando mallas espaciales densas o un método no lineal de fluxes limitados, entre
otros.

En esta tesis se combinan ideas fundamentales de los esquemas de discretización espacial
basados en la formulación de volumen de control del campo de DFC y el modelo de tanques
en cascada con retro-flujos de la ingeniería de reactores químicos para deducir una estructura
de modelo dinámico en parámetros concentrados que constituye la base del método de diseño
propuesto a partir del modelo de dimensión infinita de transporte. En este sentido, el modelo
de tanques MTCR puede ser generado al aplicar al modelo en EDPs un método numérico de
discretización espacial que produzca un modelo dinámico en parámetros concentrados con
una estructura constituida por interacciones a vecinos inmediatos únicamente.

El enfoque metodológico del esquema de diseño de modelo propuesto está inspirado
en el campo de la ingeniería de reactores en el sentido de que considera que el modelo
distribuido de dispersión y el modelo de tanques concentrado son descripciones equivalentes
del sistema de procesos a la luz del grado relativamente alto de incertidumbre presente
en ambos modelos, en particular para reactores de gasificación. Es decir, los métodos de
discretización espacial son interpretados como una herramienta del análisis numérico que
relaciona características del modelo distribuido con el modelo en parámetros concentrados
del reactor pero no subordinan a priori la capacidad de descripción y predicción del segundo
a la del primero, debido a que se reconoce que ambos modelos tienen limitaciones intrínsecas
como el nivel de incertidumbre y la sensibilidad de los parámetros.

5.3.2. Sensibilidad, rigidez y su efecto en el
modelo discretizado.

La precisión de los resultados provistos por la simulación de modelos continuos distribui-
dos de dimensión infinita mediante algoritmos numéricos que aproximan su comportamiento
con sistemas discretos de dimensión finita está determinada por los siguientes factores:

La sensibilidad a perturbaciones en parámetros de entrada del modelo continuo. Una
medida de la sensibilidad de un modelo o problema es el número de condición, el
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cual depende de la derivada del modelo con respecto a las variables de entrada, por
ejemplo, el número de condición de un modelo formado por un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias es el cociente del máximo y mínimo autovalores de la matriz
jacobiana asociada. De esta manera, si el modelo tiene un número de condición grande
(mucho mayor a 1) se dice que está mal condicionado.

La estabilidad del algoritmo numérico. La simulación computacional del modelo conti-
nuo introduce un error de discretización determinado, sin embargo, es posible diseñar
un algoritmo capaz de preservar la estabilidad y el grado de sensibilidad del modelo
continuo. Dicho algoritmo se dice que es numéricamente estable.

La precisión de la aritmética de representación finita. Dicho parámetro determina los
errores de redondeo, cuya propagación a través de la simulación numérica depende del
número de condición del modelo y de la estabilidad y sensibilidad del algoritmo.

De lo anterior se concluye que la precisión de la simulación numérica está fuertemente li-
mitada por el grado de sensibilidad o condicionamiento del modelo. Es por ello que aunque
se seleccione un método o algoritmo numérico estable los errores de redondeo y discreti-
zación pueden amplificarse hasta reducir significativamente la precisión e incluso producir
resultados inconsistentes, si el modelo está mal condicionado.

La rigidez es una medida de sensibilidad de los modelos basados en sistemas de ecuaciones
diferenciales que contienen múltiples escalas de tiempo (algunas componentes de la solución
evolucionan más rápidamente que otras) y puede ser determinada mediante el número de
condición si el jacobiano tiene sólo autovalores con parte real negativa. La rigidez reduce
significativamente el tamaño del paso del integrador numérico para satisfacer requerimientos
de estabilidad y no de precisión, por lo que el algoritmo se vuelve ineficiente.

Los modelos dinámicos distribuidos de gasificadores de lecho móvil son balances de masa
y energía que incorporan en sus términos fuente procesos con un rango amplio de escalas
de tiempo/espacio, lo cual se manifiesta en un alto grado de rigidez en el modelo, como es
reconocido en Amundson y Arri (1978), Caram y Fuentes (1982). Es por ello que la aplicación
de un algoritmo numérico de discretización espacial a esta clase de sistemas dinámicos debe
tomar en cuenta el efecto de tal rigidez y su relación con las aproximaciones involucradas
en cada fase del esquema de modelado incluida su simulación numérica computacional.

5.3.3. Fuentes de error del esquema de modelado de orden reducido.

Es importante resaltar que el desempeño y precisión de todos los esquemas de discreti-
zación espacial está sujeto a limitaciones intrínsecas del proceso de modelado y de análisis
numérico caracterizadas por tres tipos de errores sistemáticos:

1. Error de modelado. Es la desviación de la solución exacta del modelo distribuido
del comportamiento real del sistema de procesos debido a las hipótesis simplificantes
planteadas para obtener dicho modelo de transporte. Las ecuaciones de Navier-Stokes
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representan con precisión suficiente el comportamiento de los sistemas con flujo la-
minar por lo que estos errores son despreciables. En cambio, la incertidumbre de
modelado para sistemas con flujos turbulentos, lechos empacados, dos fases termo-
dinámicos, combustión, etc., puede producir errores tan grandes que puede llevar a
obtener una solución del modelo en EDPs que no sea físicamente realizable incluso
cualitativamente. Debido a que no es posible determinar a priori la magnitud de estos
errores, se estima su efecto comparando las soluciones ya sea con las descripciones de
modelos más detallados y exactos o con soluciones aproximadas obtenidas al aproxi-
mar el modelo continuo con métodos numéricos que inducen errores de discretización
e iterativos despreciables.

2. Error de discretización. Es la diferencia entre la solución exacta del modelo en
EDPs y la solución aproximada provista por el modelo discretizado correspondiente.
Aunque la cantidad de error inducido varía con el tipo de método de discretización
espacial utilizado, las soluciones aproximadas provistas por todos los métodos numé-
ricos convergentes son iguales cuando el número de elementos discretos espaciales N
es grande. El orden del método numérico provee una medida del error inducido en
relación a la velocidad de convergencia del método, es decir, sólo da la velocidad a la
que decrece el error conforme se aumenta N o se reduce el tamaño de los elementos
discretos pero no provee un estimación del error de discretización para una malla es-
pacial determinada. Es por ello que es posible que dos métodos con el mismo orden y
la misma malla produzcan errores que difieran hasta en un orden de magnitud.

3. Error del método iterativo. Está definido como la diferencia entre la solución del
modelo discretizado y la solución aproximada computacional. La fuente principal de
este error es el conjunto de aproximaciones que introduce el método numérico itera-
tivo de solución al sistema de ecuaciones algebraicas resultante de la discretización
completa del modelo distribuido, es decir, al discretizar en el tiempo y en la coorde-
nada espacial axial. Un componente importante de esta clase de errores es el error
de redondeo o condición generado por la aritmética de precisión finita del sistema
computacional empleado para su simulación. El error de redondeo puede incremen-
tarse si el número de condición del sistema de ecuaciones algebraico resultante de la
discretización del modelo es grande. Un hecho bien conocido en la literatura de análisis
numérico (Gill et al. (1981), Aiken (1985)) es que al aumentar el orden del método de
diferencias finitas y/o el número de nodos N se agrega sensibilidad al modelo y por
lo tanto rigidez numérica.

Por lo tanto, el error de discretización domina si el número de nodos y/o el orden del método
es relativamente bajo, mientras que el error de redondeo y de condición son mucho mayores
que el de truncamiento en una malla uniforme de alta densidad (N grande) y/o un método
de alto orden.

Resulta fundamental enfatizar la necesidad de identificar estos errores y determinar su
importancia relativa en el análisis del comportamiento, así como, en el diseño de esquemas de
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control y monitoreo de sistemas de procesos como los gasificadores de lecho empacado basa-
dos en modelos de primeros principios (2.2). Resulta lícito considerar que, dada la diversidad
de errores que coexisten en el análisis y simulación del modelo, su efecto combinado pue-
de ser acumulado resultando en comportamientos cualitativamente erróneos desde el punto
de vista físico, o inclusive, sus contribuciones individuales pueden ser de signo contrario y
anularse mutuamente, de forma que la solución de un modelo con un número reducido de
elementos discretos N describa con mayor precisión los datos experimentales que un modelo
de N mucho mayor (Ferziger y Peric, 2002).

El método de diseño de modelo propuesto en esta tesis no sólo asume la existencia de
errores de modelado y de discretización en el sistema de PDEs (2.4) sino que su surgimiento
mismo está motivado por las limitaciones impuestas por dichos errores y la necesidad de
desarrollar modelos de orden reducido que capturen, con precisión requerida y bajo costo
computacional, la dinámica esencial del proceso de gasificación en reactores de lecho móvil.

En consecuencia, se deben tomar en cuenta las siguientes consideraciones al diseñar
el número de nodos o elementos discretos N del modelo en parámetros concentrados de
gasificadores de lecho empacado:

1. Si se aumenta N y/o reduce el volumen de algunos elementos discretos en una ma-
lla no uniforme más allá de un cierto valor entonces se induce un nivel significativo
de rigidez numérica al modelo de forma que su simulación numérica puede amplifi-
car considerablemente los errores de redondeo y producir resultados inconsistentes o
engañosos.

2. Si N es muy pequeño el error de truncamiento o discretización puede explicar las
diferencias significativas entre las predicciones del modelo de N tanques y el modelo
espacialmente distribuido.

5.4. Modelo de tren de N RCTAs con retromezclado de un
gasificador.

En esta sección se aborda el problema de obtener un modelo en parámetros concentrados
a partir del modelo completo en parámetros distribuidos de gasificadores de lecho móvil em-
pacado dado por el conjunto de ecuaciones (2.4). El método de modelado adoptado consiste
en la representación del modelo de un reactor tubular de dos fases con convección y dis-
persión como un tren de N RCTAs (TRCTA) con interacciones de dos vías (hacia adelante
y hacia atrás, o en dirección del flujo del sólido y en contracorriente); específicamente, la
interconexión hacia atrás toma en cuenta los efectos de retromezclado del calor y la masa
en el reactor causados por la dispersión (figura 6.1).

Los conceptos básicos de los métodos numéricos de discretización espacial y el modelo
de RCTAs en cascada con retromezclado (MTCR) son integrados para aproximar el com-
portamiento del sistema distribuido de procesos de gasificación (2.4) mediante un modelo
de dimensión finita. Dicho modelo es obtenido de acuerdo a un procedimiento de dos pasos:
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(i) semidiscretización espacial del modelo distribuido y (ii) reformulación de las ecuaciones
discretizadas en términos de un tren de N RCTAs con retromezclado.

5.4.1. Semidiscretización espacial del gasificador de lecho empacado.

Esta subsección se dedica a deducir un modelo de dimensión finita del reactor de gasifi-
cación de lecho empacado mediante la aplicación de un método de discretización espacial al
modelo distribuido del proceso (2.4) y su geometría asociada (figura 5.2).

Figura 5.2: Reactor tubular discretizado en N volúmenes Vk separados por superficies Sk−1

y Sk.

El objetivo de esta subsección consiste en obtener la representación en parámetros con-
centrados más simple posible del modelo de dimensión infinita del gasificador de lecho em-
pacado (2.4), tal que la naturaleza distribuida del reactor sea retenida con un conjunto
mínimo de ODEs y con el acoplamiento más débil (mínima interacción). En consecuencia,
la discretización espacial del reactor debe realizarse utilizando cualquier método numérico
capaz de preservar el mecanismo de transporte convectivo-dispersivo con interacción a veci-
nos inmediatos, es decir, las dinámicas de las variables (temperaturas y concentraciones) en
el k−ésimo nodo de la malla espacial deben depender solamente de las variables de nodos
vecinos (k+1 y k−1) y de sí mismas. Entre los métodos numéricos extensamente utilizados
que generan modelos discretos con dicha estructura subyacente se encuentran los métodos
de diferencias finitas y de volumen finito de primer orden: diferencias centradas, upwind e
híbrido (Patankar, 1980), entre otros.
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El punto de partida de los esquemas de discretización espacial consiste en la partición
axial de la geometría tubular del reactor de gasificación con volumen VR de acuerdo a la
figura 5.2. Se muestra la malla espacial axial con N + 2 nodos con ubicaciones en Zk, así
como, los N volúmenes (subcilíndros) discretos Vk definidos por las ubicaciones axiales Sk−1

y Sk de las superficies de frontera Ak−1 y Ak, respectivamente.
De forma general, dada una malla espacial con una distribución de ubicaciones de nodos

Zk es posible asignar un conjunto de ubicaciones axiales Sk para las superficies de frontera
Ak y por lo tanto, seleccionar el tamaño de los volúmenes Vk que corresponden a dicha malla
espacial:

VR = LAR, Vk = hk (Zk−1, Zk, Zk+1)AR, (5.2)

hk = Sk (Zk, Zk+1)− Sk−1 (Zk−1, Zk) = ∆Sk (5.3)

donde VR es el volumen del reactor tubular, AR es el área circular de la sección transversal
del reactor tubular, Vk es el volumen del k-ésimo subcilíndro y hk es la altura del k-ésimo
subcilíndro en términos de las ubicaciones de los nodos vecinos. La definición de dicha altura
hk en función de las coordenadas axiales Sk y Sk−1 de las fronteras del volúmen se presenta
en la ecuación (5.3).

Esto se sigue del hecho de que el reactor sólo se discretiza axialmente, por lo que Ak = AR
para k = 0, 1, 2, . . . , N .

En el caso de una malla espacial uniforme se cumple que:

Vk =
VR
N

=

(
L

N

)
AR ⇒ ∆Zk =

L

N
, hk = Zk − Zk−1 = ∆Zk

Como primera aproximación y por simplicidad el método de discretización espacial adoptado
en esta tesis es el de diferencias finitas ad hoc de primer orden basado en la formulación de
serie de Taylor. A continuación se reescribe el modelo generalizado de transporte (2.2) sin el
subíndice de fase π con el propósito de ilustrar con simplicidad el método de discretización
utilizado:

Almacenamiento︷︸︸︷
∂tϕ =

Convección︷ ︸︸ ︷
−(∂Z · uϕ) +

Dispersión︷ ︸︸ ︷
(∂Z · D∂Zϕ) +

Generación︷ ︸︸ ︷
S(ϕ, r) (5.4)

El término de transporte convectivo del operador de transporte (tabla 2.1). La deri-
vada espacial del transporte convectivo es discretizada mediante el método upwind-
downwind de primer orden, el cual es una combinación de los esquemas de diferencias
finitas hacia atrás y hacia adelante de primer orden:

(
∂Z · uϕ

)
k

=max(sgn[uk], 0) ·
(

ukϕk − uk−1ϕk−1

Zk − Zk−1

)
+

min(sgn[uk], 0) ·
(

uk+1ϕk+1 − ukϕk
Zk+1 − Zk

)
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Esta implementación en diferencias finitas ajusta la dirección de transporte convectivo de
acuerdo al signo del coeficiente de transporte convectivo (velocidad de flujo u). Por lo tanto,
para el caso de un reactor de gasificación de flujos paralelos descendentes el término de
diferencias finitas hacia atrás es el que prevalece:(

∂Z · uϕ
)
k

=

(
ukϕk − uk−1ϕk−1

Zk − Zk−1

)
(5.5)

mientras que para un gasificador de flujos en contracorriente el término convectivo de las
ecuaciones de balance de masa y energía de la fase gas es discretizado con diferencias finitas
hacia adelante debido al signo negativo de u:(

∂Z · uϕ
)
k

=

(
uk+1ϕk+1 − ukϕk

Zk+1 − Zk

)
(5.6)

El término de transporte dispersivo del operador de transporte (tabla 2.1). Un método
de diferencias finitas centradas es empleado para el término diferencial espacial dis-
persivo: diferencias finitas hacia atrás en la derivada espacial exterior y diferencias
finitas hacia adelante en la derivada interior.

∂Z

(
D∂Zϕ

)
k

=
Dk
(
∂Zϕ

)
k
−Dk−1

(
∂Zϕ

)
k−1

Zk − Zk−1
,(

∂Zϕ

)
k

=

(
ϕk+1 − ϕk
Zk+1 − Zk

)
,(

∂Zϕ

)
k−1

=

(
ϕk − ϕk−1

Zk − Zk−1

)
El operador de frontera en Z = 0. Se emplea el método de diferencias finitas hacia
adelante en la derivada espacial.

El operador de frontera en Z = L. Se emplea el método de diferencias finitas hacia
atrás en la derivada espacial.

Las ecuaciones del modelo distribuido (2.4a)-(2.4d) son discretizadas espacialmente gene-
rando un conjunto de EDOs, las cuales modelan la evolución temporal de las variables de
concentración y temperatura del gasificador a lo largo de las distintas ubicaciones axiales
dadas por los nodos internos de la malla espacial axial k = 1, 2, ...., N :

Ċs,k = ΓsMC,k(Cs,k−1,Cs,k) + Gs,k (5.7a)

Cs,kC
s
p,kṪs,k = ΓsHC,k(Ts,k−1, Ts,k) + ΓsHD,k(Ts,k−1, Ts,k, Ts,k+1) +Qsk (5.7b)

Ċg,k = ΓgMC,k(Cg,k−1,Cg,k) + ΓgMD,k(Cg,k−1,Cg,k,Cg,k+1) + Gg,k (5.7c)

Cg,kC
g
p,kṪg,k = ΓgHC,k(Tg,k−1, Tg,k) + ΓgHD,k(Tg,k−1, Tg,k, Tg,k+1) +Qgk (5.7d)
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con las condiciones iniciales de los estados del sistema dinámico en parámetros concentrados:

t′ = 0 : Cs(Zk, 0) = Cs,k(0) = Csic(Zk), Ts(Zk, 0) = Ts,k(0) = Tsic(Zk),

Cg(Zk, 0) = Cg,k(0) = Cgic(Zk), Tg(Zk, 0) = Tg,k(0) = Tgic(Zk) (5.7e)

los operadores de transporte en diferencias para el k-ésimo nodo interior son:

ΓsMC,k =

(
us,k−1

∆Zk

)
Cs,k−1 −

(
us,k
∆Zk

)
Cs,k, ∆Zk = Zk − Zk−1 (5.7f)

ΓgMC,k =

(
ug,k−1

∆Zk

)
Cg,k−1 −

(
ug,k
∆Zk

)
Cg,k (5.7g)

ΓgMD,k =

(
DM,k

∆Zk∆Zk+1

)
Cg,k+1 −

(
DM,k

∆Zk∆Zk+1

)
Cg,k

+

(
DM,k−1

∆Z2
k

)
Cg,k−1 −

(
DM,k−1

∆Z2
k

)
Cg,k (5.7h)

ΓπHC,k =

(
Cπ,k−1C

π
p,k−1uπ,k−1

∆Zk

)
Tπ,k−1 −

(
Cπ,k−1C

π
p,k−1uπ,k−1

∆Zk

)
Tπ,k (5.7i)

ΓπHD,k =

(
Cπ,kC

π
p,kDπH,k

∆Zk∆Zk+1

)
Tπ,k+1 −

(
Cπ,kC

π
p,kDπH,k

∆Zk∆Zk+1

)
Tπ,k

+

(
Cπ,k−1C

π
p,k−1DπH,k−1

∆Z2
k

)
Tπ,k−1 −

(
Cπ,k−1C

π
p,k−1DπH,k−1

∆Z2
k

)
Tπ,k (5.7j)

y los términos fuente discretizados han sido agrupados en la siguiente forma compacta:

Gπ,k = STπR(Ck,Tk) (5.7k)

Qgk =−
NRg∑
j=1

∆HjRj(Ck,Tk) +Asghsg(Tk)[Ts,k − Tg,k]

−Avhgw(Tk)[Tg,k − Tw,k] (5.7l)

Qsk =−
NRs∑
j=1

∆HjRj(Ck,Tk)−Asghsg(Tk)[Ts,k − Tg,k]

−Avhsw(Tk)[Ts,k − Tw,k] (5.7m)

En el nodo frontera k = 0 donde ingresan los reactantes (Z0 = 0) la condición de frontera
(2.4e) es discretizada formando los balances estáticos que gobiernan el comportamiento de
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las variables en dicho nodo:

Cs,0 = Cse (5.7n)(
DM,0

∆Z1

)
[Cg,1 −Cg,0] = ug,0

[
Cg,0 −Cge

]
(5.7ñ)(DπH,0

∆Z1

)
[Tπ,1 − Tπ,0] = uπ,0

[
Tπ,0 − Tπe

]
, π = s, g (5.7o)

mientras que en el nodo frontera k = N+1 donde pasan los efluentes del proceso (ZN+1 = L),
se discretizan las condiciones de frontera (2.4f) resultando en los balances estáticos:

Cs,N+1 = Cs,N , Cg,N+1 = Cg,N , Ts,N+1 = Ts,N , Tg,N+1 = Tg,N (5.7p)

donde el subíndice k indica el valor de la variable en la posición axial expacial Zk co-
rrespondiente al k-ésimo nodo del reactor discretizado, por ejemplo: Ck−1 = C(Zk, t

′) (o
Tk−1 = T(Zk, t

′)) denota el vector de concentraciones (o temperaturas) de las componentes
sólidas y gaseosas en la ubicación espacial axial Zk del nodo k-ésimo, mientras que Ċπ,k (o
Ṫπ) es la derivada temporal del vector de concentraciones (o de la temperatura) de la fase π
en el nodo k-ésimo: dCπ,kdt′ (o dTπ,k

dt′ ). Si el método de discretización utilizado es volumen finito
o elemento finito, entonces éste denota la derivada temporal del promedio de la variable en
el volumen o elemento finito k-ésimo.

Las variables de transporte convectivo y dispersivo son definidas en las ubicaciones axia-
les dictadas por los nodos de la malla espacial:

uπ,k = uπ(Ck,Tk), DM,k = DM (Ck,Tk), DπH,k = DπH(Ck,Tk), π = s, g

Las velocidades de flujo convectivo para ambas fases ug,k,us,k en los nodos interiores de
la malla son obtenidas a partir de las ecuaciones de continuidad del gas (2.8) y del sólido
(2.7) discretizadas en k = 1, 2, ...., N :

Ċg,k =

(
ug,k−1

∆Zk

)
Cg,k−1 −

(
ug,k
∆Zk

)
Cg,k + αg

m∑
j=1

ng∑
i=1

sgi,jRj(Ck,Tk) (5.8a)

Ċs,k =

(
us,k−1

∆Zk

)
Cs,k−1 −

(
us,k
∆Zk

)
Cs,k + αs

NRs∑
j=1

ns∑
i=1

ssi,jRj(Ck,Tk) (5.8b)

con las condiciones de frontera (2.9) discretizadas:

Cg,0ug,0 = Cgeuge, Cs,0us,0 = Cseuse
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Figura 5.3: Malla de discretización espacial del reactor tubular y el tren de N RCTAs con
flujos de retro-mezclado.

5.4.2. Analogía entre un TRCTA y un reactor de gasificación.

El método de modelado en dimensión finita de esta tesis relaciona aspectos fundamentales
de los fenómenos de transporte del reactor de gasificación de lecho empacado modelados en
el sistema distribuido (2.4) con el modelo en parámetros concentrados (5.7). Dicha relación
se establece mediante una analogía entre el modelo semidiscretizado espacialmente de N +2

nodos (5.7) y el modelo de un tren de N RCTAs con retromezclado y 2 sistemas estáticos
en los extremos del tren, la cual surge de forma natural al seguir un procedimiento de
interpretación con énfasis en los fenómenos de transporte modelados:

1. Se establece que el conjunto de EDOs (5.7a)-(5.7d) planteadas en cada nodo interno de
la malla espacial (k = 1, 2, ..., N) pueden ser interpretadas como los balances de masa
y energía de un RCTA no isotérmico multicomponente de dos fases termodinámicas
(ver Apéndice C), al comparar las ecuaciones (5.7a)-(5.7d) con las del modelo del
RCTA (C.1) en el Apéndice C. Así mismo se encuentra una relación entre los flujos
entrantes y de salida del RCTA con los términos correspondientes de los operadores
de transporte en diferencias discretos.

2. Se explota la propiedad de conservación de las ecuaciones discretizadas (5.7a)-(5.7d) y
se comparan los distintos flujos de sus operadores de transporte en diferencias (5.7f)-
(5.7j) en las ecuaciones de balance de los nodos o RCTAs k− 1, k, k+ 1. Con base en
ello, se deducen las interacciones entre el nodo interior k-ésimo de la malla espacial con
sus dos nodos vecinos: k−1 y k+1 mediante los flujos de transporte convectivos qCk y
dispersivos qDk que tienen en común los balances de masa y energía del nodo k-ésimo
con los balances correspondientes de los elementos k − 1 y k + 1. Posteriormente las
ecuaciones de balance son reescritas en términos de flujos volumétricos hacia adelante
qk (descendentes) y de retromezclado qbk (ascendentes) de la interconexión de dos vías
del TRCTA. Es importante enfatizar que la identificación de dichos flujos depende de
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que la comparación de flujos en nodos vecinos se realice en las ecuaciones de conser-
vación discretizadas, por lo que este paso se debe llevar a cabo en la ecuaciones de
balance de entalpía de cada fase discretizadas en su forma conservativa y no en las
ecuaciones de temperatura (2.4b), (2.4d) derivadas a partir de ella Badillo-Hernández
(2009).

3. Las condiciones de frontera discretizadas (ecuaciones algebraicas no lineales) en los
nodos k = 0 (5.7n)-(5.7o) y k = N + 1 (5.7p) son sustituidas en las ecuaciones
discretizadas en los nodos k = 1 y k = N respectivamente. Esto tiene el objeti-
vo de incluir el efecto de los flujos, concentraciones y temperaturas de alimentación
(qe,Cse,Cge, Tse, Tge) en los balances de masa y energía del primer nodo interno
(k = 1), y a su vez eliminar su dependencia de las variables del nodo k = 0 (C0,T0),
así como, desacoplar la dinámica de las variables del nodo k = N de las variables del
nodo k = N + 1 (CN+1,TN+1).

4. Las condiciones de frontera discretizadas en los nodos k = 0 y k = N+1 (5.7n)-(5.7p)
son reformuladas en términos de flujos volumétricos de entrada y salida del reactor
para representar la interacción del sistema con el exterior a través de las variables en
los nodos frontera o exteriores k = 0 y k = N + 1 de la malla espacial.

En consecuencia, el reactor de gasificación de lecho móvil es modelado en dimensión finita
por la siguiente representación en espacio de estados de un tren de N RCTAs con retro-
mezclado:

Primer RCTA (k = 1)

V1Ċs,1 = qMs
e Cse − qMs

1 Cs,1 + Gs(C1,T1)V1 (5.9a)

V1Ṫs,1 =

(
Cs,0C

s
p,0

Cs,1Csp,1

)(
qHse Tse − qHsout,1Ts,1

)
+ qb,Hs1 Ts,2 +

Qs(C1,T1)V1

Cs,1Csp,1
(5.9b)

V1Ċg,1 = qMg
e Cge − qMg

1 Cg,1 + qb,Mg
1 Cg,2 + Gg(C1,T1)V1 (5.9c)

V1Ṫg,1 =

(
Cg,0C

g
p,0

Cg,1C
g
p,1

)(
qHge Tge − qHgout,1Tg,1

)
+ qb,Hg1 Tg,2 +

Qg(C1,T1)V1

Cg,1C
g
p,1

(5.9d)
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RCTAs interiores (2 ≤ k ≤ N − 1)

VkĊs,k = qMs
k−1Cs,k−1 − qMs

k Cs,k + Gs(Ck,Tk)Vk (5.9e)

VkṪs,k =

(
Cs,k−1C

s
p,k−1

Cs,kC
s
p,k

)(
qHsk−1Ts,k−1 − qHsout,kTs,k

)
+ qb,Hsk Ts,k+1 (5.9f)

−

(
Cs,k−1C

s
p,k−1

Cs,kC
s
p,k

)
qb,Hsk−1 Ts,k +

Qs(Ck,Tk)Vk
Cs,kC

s
p,k

(5.9g)

VkĊg,k = qMg
k−1Cg,k−1 − qMg

k Cg,k + qb,Mg
k Cg,k+1 − qb,Mg

k−1 Cg,k + Gg(Ck,Tk)Vk (5.9h)

VkṪg,k =

(
Cg,k−1C

g
p,k−1

Cg,kC
g
p,k

)(
qHgk−1Tg,k−1 − qHgout,kTg,k

)
+ qb,Hgk Tg,k+1 (5.9i)

−

(
Cg,k−1C

g
p,k−1

Cg,kC
g
p,k

)
qb,Hgk−1 Tg,k +

Qg(Ck,Tk)Vk
Cg,kC

g
p,k

(5.9j)

Último RCTA (k = N)

VNĊs,N = qMs
N−1Cs,N−1 − qMs

N Cs,N + Gs(CN ,TN )VN (5.9k)

VN Ṫs,N =

(
Cs,N−1C

s
p,N−1

Cs,NCsp,N

)
qHsN−1 (Ts,N−1 − Ts,N ) +

Qs(CN ,TN )VN
Cs,NCsp,N

(5.9l)

VNĊg,N = qMg
N−1Cg,N−1 −

(
qMg
N − qb,Mg

N

)
Cg,N − qb,Mg

N−1 Cg,N + Gg(CN ,TN )VN

(5.9m)

VN Ṫg,N =

(
Cg,N−1C

g
p,N−1

Cg,NC
g
p,N

)
qHgN−1 (Tg,N−1 − Tg,N ) +

Qg(CN ,TN )VN
Cs,NCsp,N

(5.9n)

donde

qHπout,k =
(
qHπk−1 − q

b,Hπ
k−1

)
+

(
Cπ,kC

π
p,k

Cπ,k−1C
π
p,k−1

)
qb,Hπk , π = s, g (5.9ñ)

qe =


qMs
e

qHse
qMg
e

qHge

 , qk =


qMs
k

qHsk
qMg
k

qHgk

 , qbk =


qb,Ms
k

qb,Hsk

qb,Mg
k

qb,Hgk

 (5.9o)

VR = LAR, Vk = ∆ZkAk, Ak = AR, k = 1, 2, ...., N (5.9p)

Vk (o VR) es el volumen del k-ésimo tanque (o del reactor tubular), ∆Zk es la distancia
axial entre el k-ésimo nodo y (k − 1)-ésimo nodo de la malla de discretización espacial, AR
es el área circular de la sección transversal del reactor tubular, mientras que los parámetros
q representan los flujos volumétricos de entrada y de salida de cada tanque en la siguiente
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forma:

1. qe es el vector de flujos volumétricos de entrada del reactor tubular cuyos elementos
son los flujos de masa qMs

e y calor qHse del sólido (o de masa qMg
e y de calor qHge de la

fase gas).

2. qk es el vector de flujos hacia adelante (o de retro-mezclado qbk) del tanque k-ésimo.
qk (o qbk) contiene los flujos hacia adelante (o de retro-mezclado) de masa qMs

k (o
qb,Ms
k ) y calor qHsk (o qb,Hsk ) del sólido, así como de masa qMg

k (o qb,Mg
k ) y de calor qHgk

(o qb,Hgk ) de la fase gas del tanque k-ésimo.

Debido a las distintas formas de asignación de los volúmenes Vk dada una distribución de
ubicaciones de nodos Zk, en general para una malla espacial no uniforme se cumple que:

N∑
k=1

Vk ≤ VR

Las condiciones de frontera en el fondo del reactor (Z = ZN+1 = L) producen la ecuación
de balance algebraica trivial (5.10b), mientras que las condiciones de frontera en la cima
del reactor (en Z = Z0 = 0) dan lugar al conjunto de ecuaciones algebraicas (5.10a) que
representan mezcladores de flujos de masa y energía.

q0φ0 = qeφe + qb0φ1, en Z = 0 (5.10a)

φN+1 = φN , en Z = L (5.10b)

donde

qe =


qMs
e

qHse
qMg
e

qHge

 =


useAe

useAe

ugeAe

ugeAe

 , φk =


Cs,k

Ts,k

Cg,k

Tg,k

 , Ae = AR, k = 0, ..., N + 1, e (5.11)

uge (o use) es la velocidad de flujo de entrada de la fase gas (o sólida ), Ae es el área
transversal del puerto de los flujos de entrada y φk es el vector con concentraciones en el
k-ésimo tanque o nodo.

De este modo, se puede establecer una analogía directa entre el modelo discretizado
espacialmente de un gasificador de lecho empacado (5.7) y un tren de N RCTAs con dos
tipos de flujos volumétricos: los flujos hacia adelante (qk) y los flujos de retromezclado por
dispersión (qbk) representados en la figura 5.3. En consecuencia, las velocidades convectivas
(us y ug) y los coeficientes de dispersión (DM ,DsH y DgH) del reactor tubular de gasificación
de flujos concurrentes (2.4) se relacionan con los elementos de los vectores de flujo hacia
adelante (qk) y de retro-mezclado (qbk) del conjunto de RCTAs de acuerdo al conjunto de



82

expresiones (5.12)

qk = qCk + qDk , qbk = qDk (5.12a)

qCk =


qC,Ms
k

qC,Hsk

qC,Mg
k

qC,Hgk


T

=


us,kAk

us,kAk

ug,kAk

ug,kAk

 (5.12b)

qDk =


qD,Ms
k

qD,Hsk

qD,Mg
k

qD,Hgk

 =


0

DsH,kAk
∆Zk+1
DM,kAk
∆Zk+1
DgH,kAk
∆Zk+1

 (5.12c)

Mientras que el presente estudio se enfoca en el reactor de flujos concurrentes, el método
de modelado desarrollado es aplicable a gasificadores de flujos en contracorriente ya que al
utilizar la parte de downwind (5.6) del método de discretización para el operador convectivo
de las ecuaciones de conservación para el gas, los flujos del modelo de N-RCTAs (5.9) se
relacionan con los coeficientes de transporte convectivo y dispersivo del modelo distribuido
de acuerdo a las siguientes expresiones:

qk =


qMs
k

qHsk
qMg
k

qHgk


T

=


us,kAk

us,kAk +
DsH,kAk
∆Zk+1

DM,kAk
∆Zk+1
DgH,kAk
∆Zk+1

 (5.13a)

qbk =


qb,Ms
k

qb,Hsk

qb,Mg
k

qb,Hgk

 =


0

DsH,kAk
∆Zk+1

ug,kAk +
DM,kAk
∆Zk+1

ug,kAk +
DgH,kAk
∆Zk+1

 (5.13b)

De acuerdo a estas expresiones (5.13), un gasificador de flujos en contracorriente posee
un mecanismo natural intrínseco de retro-mezclado de calor y masa de intensidad similar a
la del flujo principal descendente (hacia adelante), incluso si los coeficientes de dispersión
de masa y de calor son cero (o los números de Peclet correspondientes son infinitos) en el
modelo distribuido. En este sentido, el modelo de N -RCTAs provee un mejor entendimiento
de los fenómenos de transporte involucrados.

En el caso de estudio, la ecuación de balance molar total del gas discretizada (5.8a) es
utilizada para obtener el flujo efluente convectivo qC,Mg

k , qC,Hgk de la fase gas del k-ésimo
RCTA mediante el siguiente procedimiento:
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1. Se emplea la ley de gas ideal para relacionar la concentración molar del gas con la
temperatura del gas:

Cg,k =
Pg

RTg,k
; Cg,k−1 =

Pg
RTg,k−1

2. Derivando esta expresión respecto al tiempo se obtiene una relación entre la dinámica
o la variación temporal de la concentración total con la dinámica de la temperatura:

dCg,k
dt′

= −
Cg,k
Tg,k

dTg,k
dt′

3. Finalmente se sustituye esta expresión en el balance de moles totales del gas (5.8a),
obteniendo una expresión para el flujo volumétrico de salida del gas en términos de la
dinámica de la temperatura del gas dada por la expresión (5.9i):

qC,Mg
k =

(
Cg,k−1

Cg,k

)
qC,Mg
k−1 +

(
1

Cg,k

)
αg

m∑
j=1

ng∑
i=1

sgi,jRj(Ck,Tk)Vk +

(
Vk
Tg,k

)
Ṫg,k

El modelo en parámetros distribuidos (2.4) de un gasificador de lecho empacado toma en
cuenta dos tipos de fenómenos de transporte fundamentales: convectivo y dispersivo. El dia-
grama de procesos químicos de la figura 6.1 muestra que la esencia del transporte dispersivo
y convectivo en un reactor tubular puede ser reproducida con un tren de N RCTAs y un
mezclador. Cada RCTA debe tener interconexiones de dos vías mediante flujos volumétricos
con sus vecinos. Por ejemplo, el RCTA k-ésimo provee masa y energía a los RCTAs (k+ 1)-
ésimo y (k−1) -ésimo por medio de los flujos qk y qbk−1, respectivamente; además, el RCTA
k-ésimo extrae energía y masa del RCTA (k + 1)-ésimo a través del flujo qbk y del RCTA
(k − 1)-ésimo mediante qk−1. De acuerdo a la expresión (5.12a), el vector de flujos directos
qk tiene dos componentes: el vector de flujos convectivos qCk y el vector de flujos dispersivos
qDk , mientras que el flujo de retro-mezclado qbk se debe exclusivamente al flujo por transporte
dispersivo. Es por ello que si la dispersión es muy baja en relación con el transporte convec-
tivo entonces el tren de RCTAs se reduce a una conexión en serie de RCTAs convencional
con una dirección de flujo axial dominante. Cabe señalar que en el diagrama de procesos de
la figura (5.3), las flechas representan flujos compuestos (materia y energía de ambas fases)
transportados de un tanque a otro a través de una interfaz.

El modelo del tren bidireccional de N -RCTAs (5.9) para el gasificador de flujos concu-
rrentes descendentes es un sistema de procesos por etapas que de forma compacta se puede
expresar como:

ẋ1 = f1(x1,x2,u) (5.14)

ẋk = fk(xk−1,xk,xk+1), k = 2, ..., N − 1 (5.15)

ẋN = fN (xN−1,xN ) (5.16)
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donde

xj =


Cs,j

Ts,j

Cg,j

Tg,j

 , u =

[
xe

qe

]
j = 1, ..., N, e (5.17)

x1, ...,xN son los estados dinámicos y u es la entrada exógena.
En conclusión, el sistema dinámico resultante posee las siguientes características:

1. Interconexión en cascada de N subsistemas químicos de parámetros concentrados
conocidos (RCTAs) con interacción baja.

2. El TRCTA con retro-mezclado (5.9) puede interpretarse como una estructura de mo-
delo que tiene como parámetros principales de diseño al número de RCTAs N , sus
volúmenes Vk, sus flujos hacia adelante qk y sus retro-flujos qbk (para k = 1, 2, ...., N).
Es decir, en función de la precisión requerida por el objetivo de modelado y la in-
certidumbre típica del sistema específico uno puede sintonizar dichos parámetros de
forma independiente a las ecuaciones (5.9p), (5.12), cuya forma específica depende del
método numérico de discretización espacial elegido.

3. Proceso de N etapas con interacción a vecinos únicamente. Posee la misma estructura
que los modelos de las columnas de destilación.

4. Consiste enM = N×(ns+ng+2) EDOs correspondientes a las ecuaciones de balance
de las temperaturas y concentraciones de las componentes del sólido y gas.

5. Matriz jacobiana con estructura tridiagonal a bloques que retiene las interacciones por
transporte convectivo y dispersivo (Badillo-Hernández y Alvarez-Icaza, 2010).

6. Modelo útil para configuración de flujos entrantes en contracorriente y concurrentes.
Para modelar un reactor en contracorriente solo se modifica la dirección de los flujos
convectivos en las ecuaciones de balance discretizadas para cada tanque de acuerdo al
método upwind-downwind de discretización espacial.
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Capítulo 6

Método de diseño de modelo
propuesto.

En el presente capítulo se aborda el problema de diseño de modelo para reactores tu-
bulares de gasificación de lecho empacado en función del objetivo específico de modelado:
diseño de experimentos, equipo, modo de operación, esquemas de monitoreo y control. Se
desarrolla una representación en parámetros concentrados de dimensión finita reducida del
reactor tubular de gasificación de forma que el objetivo de modelado particular es logrado
con el mínimo número de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), teniendo en cuenta
la precisión requerida del modelo y la incertidumbre experimental relativa a los parámetros
de cinética y transporte. El procedimiento de diseño de modelo se estructura en tres etapas
(Badillo-Hernandez et al., 2013):

1. La separación de las componentes invariantes de reacción basada en consideracio-
nes estequiométricas del capítulo 3. Se realiza un análisis del rango de la matriz de
coeficientes estequiométricos de las componentes de la fase gas para determinar el
número de reacciones independientes existentes en la red de reacciones del modelo.
El resultado de este análisis es la partición del conjunto de ecuaciones de balance de
componentes gaseosas: n (siendo n el rango de la matriz estequiométrica) balances de
masa con término fuente (dependientes de una cinética de reacción independiente), y
Ng − n (siendo Ng el número de componentes gaseosas totales) ecuaciones de balan-
ce sin término fuente y cuasi-lineales (independientes de las velocidades de reacción)
correspondientes a los invariantes de reacción.

2. La aplicación de la hipótesis de estado cuasi-estacionario en la fase gas y equilibrio
térmico entre fases presentada en el capítulo 4. Se desprecia la dinámica o término
de almacenamiento de los balances de las componentes químicas gaseosas, debido a la
diferencia entre las densidades de la fase sólida y gaseosa. Adicionalmente, se supone
que ambas fases tienen la misma temperatura debido a la alta velocidad de transfe-
rencia de calor entre fases. El resultado es un modelo cuasi-estacionario en parámetros
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distribuidos que establece que la dinámica dominante del reactor es determinada por
las especies sólidas y la temperatura.

3. La implementación del esquema de modelado en dimensión finita del capítulo 5. Con-
siste en la aproximación del modelo cuasi-estacionario y en parámetros distribuidos del
reactor mediante un esquema de discretización espacial por medio de diferencias fini-
tas de primer orden seguida de la interpolación de los perfiles espaciales del gasificador
mediante polinomios a trozos de segundo grado.

El presente esquema de diseño obtiene un modelo dinámico en parámetros concentrados
de orden reducido, interpretado como un tren de N RCTAs con retromezclado. El número
de RCTAs y sus volúmenes son los grados de libertad diseñados de acuerdo al objetivo de
modelado particular. El método de diseño propuesto es probado y demostrado con un caso
particular estudiado en la literatura mediante simulaciones (Di Blasi, 2000) y experimentos
(Manurung y Beenackers, 1993), concluyendo que el comportamiento dinámico del reactor
puede ser modelado adecuadamente mediante un tren de 3 (9-EDOs) a 5 (15-EDOs) RCTAs.

En la primera sección se presenta el modelo dinámico en parámetros distribuidos reducido
en la forma reactiva-no reactiva obtenido tras aplicar el análisis estequiométrico de la red
de reacción, así como las hipótesis de estado cuasi-estacionario para el gas y de equilibrio
térmico entre las fases. Posteriormente, se desarrolla el modelo de N -RCTAs en cascada con
retro-mezclado del gasificador a partir del modelo distribuido reducido de la primera sección.
En la sección siguiente 6.2 se plantea el problema de diseño para los grados de libertad de
la estructura del modelo de N -RCTAs. Finalmente, se muestra la efectividad del método de
modelado propuesto aplicándolo en el caso de estudio del gasificador de biomasa de flujos
concurrentes para cumplir dos objetivos de modelado: (i) reproducir el comportamiento
local alrededor de un estado estacionario de operación con un nivel de precisión similar a
la obtenida con simuladores numéricos de EDPs utilizando aproximaciones discretas de alto
orden (de 1800 a 7000 EDOs), y (ii) analizar la capacidad del modelo de N -RCTAs de
describir con pocos tanques (de 3 (9-EDOs) a 5 (15-EDOs) RCTAs) aspectos esenciales del
comportamiento no local del gasificador como la multiplicidad de estados estacionarios y la
estabilidad de estos distintos modos de operación. En las últimas secciones se presenta el
análisis de los resultados de simulación correspondientes.

6.1. Modelo distribuido reducido del reactor.

En esta sección, las consideraciones estequiométricas del capítulo 3, el método de reduc-
ción de modelo y la hipótesis simplificante de equilibrio térmico de la sección 4 son aplicadas
a la forma adimensional (4.2) del modelo del gasificador de lecho empacado móvil (2.4) en
dos pasos:

1. Debido a que la densidad del sólido es aproximadamente tres órdenes de magnitud
mayor que la del gas (y en consecuencia las diferencias de las velocidades de flujo
son análogas: us << ug) no hay almacenamiento de masa y calor en la fase gas, o
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equivalentemente, la hipótesis de estado cuasi-estacionario en la fase gaseosa es válida
(Gobel et al., 2007),(Baldea y Daoutidis, 2007). Un modelo dinámico en parámetros
distribuidos reducido del reactor de gasificación se obtiene al inducir dicha hipótesis
(haciendo ε = 0) en el modelo adimensional (4.24) con equilibrio térmico entre fases
(Ts = Tg = T ) del gasificador , deducido en el capítulo A, tras considerar que la
transferencia de calor entre fases es rápida (o Stsg � 1)

2. El modelo resultante del paso anterior se expresa en su forma reactiva-no reactiva
(3.6) mediante el cambio de coordenadas de concentraciones (3.7) de las componen-
tes químicas del sistema (Cs y Cg) a las concentraciones de las componentes clave
reactivas (Ws y Wg) y no reactivas (Es y Eg), presentado en el capítulo 3.

En consecuencia, la descripción de la dinámica del reactor tubular de gasificación (2.4) en
términos de los operadores de transporte adimensionales τ definidos en (6.2), de las variables
(6.4) y números (6.5) adimensionales, se reduce al siguiente conjunto de EDPs y ODEs:

∂tws = τCs {ws}(c, η) + rs(c, η) (6.1a)

∂tes = τCs {es}(c, η) (6.1b)

cspcs∂tη = τCH{η}(c, η) +
1

PeH
τDH {η}(c, η) +QH(c, η) (6.1c)

0 = τCg {wg}(c, η) +
1

PeM
τDg {wg}(c, η) + rg(c, η) (6.1d)

0 = τCg {eg}(c, η) +
1

PeM
τDg {eg}(c, η) (6.1e)

c =
[

wT
s , eTs , wT

g , eTg
]T (6.1f)

Cπ = P−1
π

[
wπ

eπ

]
Cπ0, T = η Tn0, π = g, s (6.1g)

con condiciones iniciales y de frontera adimensionales en términos de los operadores de
frontera adimensionales β definidos en (6.3) :

z = 0 : βg{cg} = 0, βs{cs} = 0, βH{η} = 0 (6.1h)

z = 1 : ∂zcg = 0, ∂zcs = 0, ∂zη = 0 (6.1i)

t = 0 : cs(z, 0) =
PsCsic

Cs0
, , η(z, 0) =

αgTgic + αsTsic
Tn0

:=
Tic
Tn0

(6.1j)

cs =

[
ws

es

]
, cg =

[
wg

eg

]
(6.1k)

donde Csic (o Cgic) es el vector que contiene las condiciones iniciales de los perfiles espaciales
axiales de las concentraciones de la fase sólida (o gaseosa) y Tsic (o Tgic) es el perfil axial
inicial de la temperatura del sólido (o del gas) a lo largo del reactor.
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Los términos fuente están dados por las expresiones:

rs(c, η) = PR
s rs(c, η) = KMM Da r(P−1c, η) (6.1l)

QH(c, η) = QT (P−1c, η) = KM

[
−Stwhw(η)[η − ηw]−BT

r Da r(P−1c, η)
]

(6.1m)

rg(c, η) = PR
g rg(c, η) = M Da r(P−1c, η) (6.1n)

donde hw es el coeficiente de transferencia de calor adimensional entre el lecho sólido-gas y
la pared del reactor.

Los operadores de transporte adimensionales τ son:

τCg {x}(c, η) := −∂z
(

vg(P
−1c, η) x

)
(6.2a)

τDg {x}(c, η) := ∂z

(
DM (P−1c, η) ∂zx

)
(6.2b)

τCs {x}(c, η) := −∂z
(

vs(P
−1c, η) x

)
(6.2c)

τCH{η}(c, η) := −∂z
(
csc

s
pvH(P−1c, η)

[
η − η0

] )
+ ∂z

(
csc

s
pvH(P−1c, η)

) [
η − η0

]
(6.2d)

τDH {η}(c, η) := ∂z

(
csc

s
pDH(P−1c, η) ∂zη

)
(6.2e)

vH = vs +KM

[
cgpcg
cspcs

]
vg (6.2f)

DH = Ds
H +KM

(
cgc

g
p

cscsp

)
Dg
H =

λeffn

cscsp
, λeffn =

λeffT

λ0
(6.2g)

donde τCg (o τCs ) es el operador adimensional de transporte de masa por convección para
la fase gas (o sólida), τCH es el operador de transporte adimensional de convección de calor
total, τDg (o τDH ) es el operador de dispersión de masa para el gas (o de calor total) del lecho
empacado. vg (o vs) es la velocidad adimensional superficial del gas (o de flujo del sólido),
vH es el coeficiente de transporte de calor adimensional por convección del lecho dado por
la ecuación (6.2f), DM (o DH) es el coeficiente adimensional de dispersión de masa de la
fase gas (o de dispersión de calor). El coeficiente de dispersión de calor DH en términos
de la conductividad efectiva normalizada del lecho λeffn se muestra en la ecuación (6.2g).
cπ es la concentración molar total adimensional y cπp el calor específico molar adimensional
correspondientes a la fase π.
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Los operadores de frontera β son:

βg{x} :=
DM

PeM
∂zx− vg

[
x− xen

]
(6.3a)

βs{x} := x− xen (6.3b)

βH{η} :=
DH

PeH
∂zη − vH

[
η − ηen

]
(6.3c)

donde los vectores wgen, Egen, Wsen, Esen contienen las concentraciones adimensionales de
entrada reactivas y no reactivas correspondientes a la fase gaseosa y sólida, respectivamente,
y ηen es la temperatura adimensional promedio de los flujos alimentados al reactor.

Dicho modelo dinámico reducido de parámetros distribuidos está expresado en términos
de las variables adimensionales:

cg =
Cg

Cg0
, cs =

Cs

Cs0
, wg =

Wg

Cg0
, , eg =

Eg

Cg0
, ws =

Ws

Cs0
, es =

Es

Cs0
,

η =
T

Tn0
, ηw =

Tw
Tn0

, , z =
Z

L
, t =

us0 t
′

L
, vg =

ug
ug0

, vs =
us
us0

,

DM =
DM
DM0

; DH =
DH
DH0

; hw =
hw
hw0

, DH0 =
λ0

Cs0Cp0
, λeffn =

λeffs + λeffg

λ0
(6.4)

y de los grupos adimensionales:

PeM =
Lug0
DM0

, P eH =
Lus0
DH0

, Stw =
Lhw0Av
Cs0Cp0us0

KM =
Cg0ug0
Cs0us0

, Daj =
LRj(C0, Tn0)

ug0Cg0
, Bj =

∆Hr
j

Cp0Tn0
(6.5)

con valores de referencia adecuados en los denominadores de (6.4). En estas expresiones,
DH es el coeficiente de dispersión adimensional total de calor , PeM (o PeH) es número
de Peclet de masa del gas (o de calor total), Stw es el número de Stanton de la pared del
reactor con el lecho, Da es una matriz diagonal con los m números de Damkholer (Daj),
Br es el vector de los m incrementos adiabáticos de temperatura (Bj), y r es el vector con
las m velocidades de reacción.

Cabe señalar que los términos fuente de masa y energía (6.1l)-(6.1n), los operadores de
transporte τ (6.2), las condiciones de frontera (6.1h)-(6.1i) y las condiciones iniciales (6.1j)
formuladas en función de las concentraciones adimensionales originales c han sido expresadas
en términos de las nuevas coordenadas de concentraciones en ambas fases c de acuerdo a la
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siguiente transformación lineal:

c =
[

cTs , cTg
]T
,

c = P−1c, P−1 =

[
P−1
s 0Ns×Ng

0Ng×Ns P−1
g

]

En el caso de estudio seleccionado del reactor de gasificación de biomasa (sección 2.7), la
velocidad convectiva de la fase gas y del carbonizado son calculadas a partir de las ecuaciones
de continuidad adimensionales con la hipótesis de estado cuasiestacionario para el gas:

∂z

(
cgvg

)
=

ng∑
i=1

m∑
j=1

sgi,jDajrj (6.6a)

%C,pyr∂zvs = −(Da2r2 +Da3r3 +Da4r4) (6.6b)

donde %C,pyr es la concentración de carbonizado adimensional o la concentración del sólido
después de la pirólisis.

El modelo precedente (6.1) constituye una versión adimesional de orden reducido en
la forma reactiva-no reactiva de los modelos de gasificadores desarrollados en la literatura
reciente (Di Blasi, 2000), (Di Blasi, 2004), (Grieco y Baldi, 2011), con un menor número
de ecuaciones dinámicas: ns + 1 EDPs y ng EDOs con dos condiciones a la frontera en la
variable espacial axial adimensional. z.

6.2. Modelo reducido en parámetros concentrados

En esta sección se aborda el problema de deducir un modelo de dimensión finita que
capture la naturaleza distribuida del gasificador de lecho móvil a partir del modelo reducido
de parámetros distribuidos (6.1) mediante un esquema de discretización espacial (Badillo-
Hernández y Alvarez-Icaza, 2010). Las nociones de estructura de sistemas dinámicos utili-
zadas en este esquema de modelado se enuncian a continuación:

Estructura. Está caracterizada por dos propiedades de un sistema dinámico:

1. Dimensión (M). Es el número de EDOs de primer orden que componen el modelo
en parámetros concentrados del reactor, es decir, la dimensión del espacio donde
evolucionan las variables de estado del sistema dinámico.

2. Interacción entre subsistemas. Es el grado de acoplamiento de las EDOs. La
interacción entre los componentes básicos del sistema (cada EDO o ecuación de
estado) está dada por la dependencia relativa de la dinámica de cada variable de
estado del resto de las variables. Por lo tanto, se pueden distinguir dos extremos
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de acoplamiento: (i) interactividad nula y (ii) acoplamiento completo, es decir,
la dinámica de todos los estados depende de todos los estados fuertemente.

Complejidad de modelo. Es una característica del modelo determinada por un
criterio o indicador en función de los dos componentes de la estructura. Una medida de
la complejidad del modelo es una función creciente deM y del grado de interactividad
del sistema, por lo que un modelo de estructura simple es aquel que posee un orden
reducido M y un acoplamiento débil entre sus EDOs.

De acuerdo a las consideraciones establecidas en el capítulo 5, una interconexión en cascada
de N RCTAs con retromezclado de masa y energía constituye la estructura adecuada para el
propósito perseguido en esta tesis debido a que exhibe un acoplamiento relativamente débil
entre sus subsistemas básicos (RCTAs) y retiene la naturaleza distribuida de los reactores
tubulares de lecho empacado con dispersión. Es por ello que la discretización espacial del
reactor debe ser llevada a cabo usando cualquier método numérico capaz de preservar el
mecanismo de transporte convectivo-dispersivo, en el cual la dinámica de las variables en el
k-ésimo nodo de la malla espacial axial debe depender de las variables en los nodos vecinos
(k + 1 y k − 1) y de sí mismas.

Por simplicidad, la discretización espacial del modelo distribuido del reactor (6.1) se
realiza mediante el esquema de diferencias finitas de primer orden presentado en la sección
5.4 utilizando una malla adaptable de tamaño Nz = N + 2. El modelo dinámico resultante
es análogo al modelo discretizado completo (5.7) y consiste en N subsistemas de parámetros
concentrados (volúmenes de control correspondientes a los nodos internos de la malla:Nz−2)
representados por un conjunto de M = N × (ns + 1) EDOs acopladas con Nv = N ×
(ng) ecuaciones algebraicas (AEs). En dicho modelo las restricciones algebraicas constituyen
balances molares en estado cuasiestacionario de las pseudo-especies gaseosas en cada volumen
de control, mientras que las EDOs representan los balances molares dinámicos de las pseudo-
componentes sólidas y los balances de energía de la temperatura adimensional del lecho en
cada celda o volumen de control.

La solución de las Nv ecuaciones algebraicas para las variables estáticas de las con-
centraciones de las pseudo-especies gaseosas (contenidas en el vector y) en términos de las
concentraciones dinámicas adimensionales sólidas y la temperatura adimensional agrupadas
en el vector x, seguida de su sustitución en las M EDOs, produce el modelo en parámetros
concentrados en la forma de sistema de procesos por etapas:

ẋ1 = f1(x1,x2,u) (6.7a)

ẋk = fk(xk−1,xk,xk+1), k = 2, ..., N − 1 (6.7b)

ẋN = fN (xN−1,xN ) (6.7c)

yj = hj(xj−1,xj), j = 1, ..., N (6.7d)
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donde

xj =

ws,j

es,j

ηj

 , yj =

[
wg,j

eg,j

]
, u =

xe

ye

qe

 j = 1, ..., N, e (6.8)

x1, ...,xN son los estados dinámicos, u es el vector de entrada exógena con el vector de flujos
alimentados qe, el vector de los valores de alimentación de las concentraciones adimensionales
para las pseudo-especies del gas ye, así como, el vector de concentraciones adimensionales
de las pseudo-especies y la temperatura adimensional de alimentación xe.

El vector de las variables dinámicas xk contiene los valores en el nodo k-ésimo de la malla
espacial de la temperatura adimensional (ηk) y de las concentraciones adimensionales de las
pseudo-especies sólidas (ws,k, es,k), mientras que el vector de variables estáticas yk incluye
los valores en el nodo k-ésimo de la malla espacial de las concentraciones adimensionales de
las pseudo-especies en la fase gaseosa (wg,k, eg,k).

En lo sucesivo se obtiene una representación del gasficador como un tren de N RCTAs
con volúmenes V1, V2, ..., VN y flujos bidireccionales (hacia adelante y hacia atrás), por me-
dio de la discretización espacial con differencias finitas del modelo reducido de parámetros
distribuidos del reactor (6.1). Posteriormente se realiza una interpolación espacial para re-
cuperar los perfiles espaciales continuos de las variables del gasificador. La estructura del
modelo de N -RCTAs obtenida es el punto de partida del método de diseño de modelo pre-
sentado en la sección 6.3, en el que el número de RCTAs N y sus volúmenes V1, V2, ..., VN
son considerados los grados de libertad del modelo que pueden ser elegidos de acuerdo a la
precisión del modelo requerida y/o a la incertidumbre experimental asociada.

6.2.1. Modelo de N-RCTAs del gasificador.

Figura 6.1: Tren de N RCTAs con flujos de retro-mezclado.

El presente segmento está dedicado a representar el gasificador de lecho móvil como
una cascada N RCTAs con retro-mezclado de acuerdo a la obra clásica de (Coste et al.,
1961), (Aris, 1961), (Deans y Lapidus, 1960) y el estudio reciente de (Najera, 2012) para
un reactor tubular exotérmico de una sola componente (sistema de 2 EDPs), el cual exhibe
un comportamiento no lineal complejo similar al mostrado por el reactor de gasificación
de lecho móvil. La reformulación e interpretación de la sección 5.4 es aplicada al conjunto
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de ecuaciones diferenciales-algebraicas obtenido a partir de la discretización espacial por
diferencias finitas del modelo reducido de parámetros distribuidos (6.1) para generar el
modelo reducido adimensional de N -RCTAs (6.9) con volúmenes V1, V2, ..., VN y flujos de
retromezclado de masa y calor qb0,q

b
1, ...,q

b
N como se ilustra en la figura 6.1.

Primer RCTA (k = 1)

V1ẇs,1 = qMs
e ws,e − qMs

1 ws,1 +KMMDa r1V1 (6.9a)

V1ės,1 = qMs
e es,e − qMs

1 es,1 (6.9b)

V1η̇1 =

(
cs,0c

s
p,0

cs,1csp,1

)(
qHe ηe − qHout,1η1

)
−

(
1

cs,1csp,1

)
KMBT

r Da r1V1

+ qb,H1 η2 −

(
1

cs,1csp,1

)
KMStwhw(η1)[η1 − ηw]V1 (6.9c)

0 = qMg
e wg,e − qMg

1 wg,1 + qb,Mg
1 wg,2 + MDa r1V1 (6.9d)

0 = qMg
e eg,e − qMg

1 eg,1 + qb,Mg
1 eg,2 (6.9e)

RCTAs interiores (2 ≤ k ≤ N − 1)

Vkẇs,k = qMs
k−1ws,k−1 − qMs

k ws,k +KMMDa rkVk (6.9f)

Vkės,k = qMs
k−1es,k−1 − qMs

k es,k (6.9g)

Vkη̇k =

(
cs,k−1c

s
p,k−1

cs,kc
s
p,k

)(
qHk−1ηk−1 − qHout,kηk

)
−

(
1

cs,kc
s
p,k

)
KMBT

r Da rkVk

+ qb,Hk ηk+1 − qb,Hk−1ηk −

(
1

cs,kc
s
p,k

)
KMStwhw(ηk)[ηk − ηw]Vk (6.9h)

0 = qMg
k−1wg,k−1 − qMg

k wg,k + qb,Mg
k wg,k+1 − qb,Mg

k−1 wg,k + MDa rkVk (6.9i)

0 = qMg
k−1eg,k−1 − qMg

k eg,k + qb,Mg
k+1 eg,k+1 − qb,Mg

k eg,k (6.9j)

Último RCTA (k = N)

VNẇs,N = qMs
N−1ws,N−1 − qMs

N ws,N +KMMDa rNVN (6.9k)

VN ės,N = qMs
N−1es,N−1 − qMs

N es,N (6.9l)

VN η̇N =

(
cs,N−1c

s
p,N−1

cs,Ncsp,N

)
qHN−1 (ηN−1 − ηN )−

(
1

cs,Ncsp,N

)
KMBT

r Da rNVN

−

(
1

cs,Ncsp,N

)
KMStwhw(ηN )[ηN − ηw]VN (6.9m)

0 = qMg
N−1wg,N−1 −

(
qMg
N − qb,Mg

N

)
wg,N + MDa rNVN − qb,Mg

N−1 wg,N (6.9n)

0 = qMg
N−1eg,N−1 −

(
qMg
N − qb,Mg

N

)
eg,N − qb,Mg

N−1 eg,N (6.9ñ)
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donde

qHout,k =
(
qHk−1 − q

b,H
k−1

)
+

(
cs,kc

s
p,k

cs,k−1c
s
p,k−1

)
qb,Hk (6.9o)

qe =

q
Ms
e

qHe
qMg
e

 , qk =

q
Ms
k

qHk
qMg
k

 , qbk =

q
b,Ms
k

qb,Hk
qb,Mg
k

 (6.9p)

Vk =
Vk
VR

=
∆ZkAk
LAR

= ∆zkAk, k = 1, 2, ...., N (6.9q)

rs(ck, ηk) = PR
s rs(ck, ηk) = KMM Da r(P−1ck, ηk) (6.9r)

QH(ck, ηk) = KM

[
−Stwhw(ηk)[ηk − ηw]−BT

r Da r(P−1ck, ηk)
]

(6.9s)

rg(ck, ηk) = PR
g rg(ck, ηk) = M Da r(P−1ck, ηk) (6.9t)

En los nodos frontera de la malla espacial:

q0φ0 = qeφe + qb1φ1, en z = 0 (6.9u)

φN+1 = φN , en z = 1 (6.9v)

donde

qe =

qMs
e

qHe
qMg
e

 =

vs,eAR

vH,eAR

vg,eAR

 , φk =


ws,k

es,k

ηk

wg,k

eg,k

 , k = 0, ..., N + 1, e (6.9w)

vg,en, vs,e son las velocidades adimensionales de los flujos alimentados y φk es el vector de
los valores instantáneos de las concentraciones adimensionales de las pseudo-especies sólidas
y gaseosas, así como de la temperatura adimensional en el k-ésimo nodo de la malla espacial
a lo largo del gasificador.
Vk es el volumen adimensional del k-ésimo RCTA, ∆zk es la distancia adimensional entre el
k-ésimo nodo y el k − 1-ésimo nodo de la malla espacial de la discretización por diferencias
finitas, y Ak es el área transversal adimensional del k-ésimo RCTA, la cual es Ak = 1 para
k = 1, 2, ..., N , de acuerdo al esquema de discretización espacial adoptado en el que Ak = AR
para k = 1, 2, ..., N .

Las condiciones de frontera en z = 0 (6.1h), (6.3) discretizadas producen ecuaciones de
balance de masa y energía de un mezclador (6.9u), mientras que en el nodo frontera de salida
(k = N + 1), ecuaciones de balance triviales (6.9v) resultan de discretizar las condiciones de
frontera tipo von Neumann en z = 1 (6.1i).

Las ecuaciones de balance en la frontera de entrada (6.9u) y las ecuaciones de balance
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en la frontera de salida del reactor (6.9v) son sustituidas en las ecuaciones de balance (6.9f)-
(6.9j) para obtener expresiones simplificadas para los modelos del primer RCTA (6.9a)-(6.9e)
y el último RCTA (6.9k)-(6.9ñ).

Este modelo dinámico (6.9) de dimensión finita M es el modelo adimensional de una
cascada de N RCTAs (5.9) en la forma reactiva-no reactiva (sección 3.2) y de orden reducido
de acuerdo a la hipótesis de estado cuasiestacionario para la fase gas y de equilibrio térmico
entre fases (sección 4).

En el modelo (6.9), la interconexión hacia atrás (retroalimentación) a través de los flu-
jos adimensionales del vector qbk que representa el retromezclado del calor y la masa en el
reactor por dispersión (6.10b). Por otro lado, el transporte por convección forzada, desarro-
llado principalmente en una dirección espacial (hacia adelante), sólo se incluye en los flujos
volumétricos adimensionales hacia adelante (de realimentación) contenidos en el vector qk
de acuerdo a la expresión (6.10a).

Las velocidades convectivas (vπ y vH) y los coeficientes de dispersión (DM y DH) del
reactor tubular de gasificación (6.1) se relacionan con el vector de flujos hacia adelante (qk)
y el vector de flujos de retro-mezclado (qbk) del conjunto de N -RCTAs (6.9) de la siguiente
forma:

qk =

qMs
k

qHk
qMg
k

 =

 vs,kAk
vH,kAk +

DH,kAk
PeH∆zk+1

vg,kAk +
DM,kAk
PeM∆zk+1

 (6.10a)

qbk =

qb,Ms
k

qb,Hk
qb,Mg
k

 =

 0
DH,kAk
PeH∆zk+1
DM,kAk
PeM∆zk+1

 (6.10b)

La aplicación del presente método de modelado al reactor de gasificación del caso de
estudio (sección 2.7) produce un modelo de N -RCTAs de la forma (5.9), con las velocidades
de flujo obtenidas a partir de las expresiones (Di Blasi, 2000):

vg,kcg,k = vg,k−1cg,k−1 +

ng∑
i=1

NR∑
j=1

νi,jDaj,krj,k (6.11a)

vs,k = vs,k−1 −
(DaG1,krG1,k +DaG2,krG2,k +DaC5,krC5,k)

cC,pyr
(6.11b)

obtenidas al discretizar las ecuaciones de continuidad del caso de estudio (6.6a)-(6.6b).

6.2.2. Interpolación de los perfiles espaciales.

El modelo dinámico en parámetros concentrados dado por las ecuaciones (6.9a)-(6.9ñ),
(6.9u)-(6.9v) describe la evolución de las variables contenidas en los Nz = N + 2 vectores
φk, los cuales contienen los valores de las ns + ng concentraciones adimensionales de las
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componentes químicas y de la temperatura adimensional del lecho en la ubicación axial del
reactor dada por el k-ésimo nodo de la malla espacial de acuerdo a la expresión (6.9w). En
consecuencia, el conjunto de vectores φk provee perfiles espaciales discretos de concentración
y temperatura del reactor. Con el objetivo de recuperar los perfiles espaciales continuos de
las concentraciones de las especies químicas y la temperatura a lo largo del gasificador, se
lleva a cabo una interpolación de los valores nodales de concentración y temperatura en φk
por medio de splines (polinomios a trozos) (de~Boor, 2001) .

Los vectores φk son agrupados en una matriz Φ (6.12) para conveniencia del procedi-
miento de interpolación descrito.

Φ(t) =
[
φ0(t), φ1(t) · · · φN+1(t)

]
(6.12)

Por lo tanto, la l-ésima fila de la matriz Φ denotada como Φl contiene la secuencia de los
Nz valores nodales de la l-ésima variable del modelo en un instante de tiempo.

De esta forma, el comportamiento espacial y temporal de las ns + ng + 1 variables del
modelo distribuido están dadas por la siguiente ecuación de salida:

Φl(t, z) =

Nz∑
r=1

alr(t)B2,r(z), l = 1, ..., ns + ng + 1 (6.13)

donde B2,r(z) es el r-ésimo spline básico cuadrático con la secuencia de nudos (puntos de
unión de cada polinomio): x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xNz+2 ≤ xNz+3 calculado en términos de los
nodos de la malla espacial (z0 = 0 < z1 < · · · < zN < zN+1 = 1) de acuerdo a la siguiente
expresión:

xr =


z0, 1 ≤ r ≤ 3
zr−3+zr−2

2 , 4 ≤ r ≤ Nz

zN+1, Nz + 1 ≤ r ≤ Nz + 3

(6.14)

y el spline B2,r(z) está dado por la siguiente ecuación:

(z−xr)2
(xr+2−xr)(xr+1−xr) , xr < z ≤ xr+1

(z−xr)(xr+2−z)
(xr+2−xr)(xr+2−xr+1) + (xr+3−z)(z−xr+1)

(xr+3−xr+1)(xr+2−xr+1) , xr+1 < z ≤ xr+2

(xr+3−z)2
(xr+3−xr+2)(xr+3−xr+1) , xr+2 < z ≤ xr+3

0, otherwise

(6.15)

Los coeficientes alr(t) son la solución al siguiente sistema algebraico de condiciones de inter-
polación:

Nz∑
r=1

alr(t)B2,r(zk) = Φl,k(t), k = 1, ..., Nz (6.16)
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donde Φl,k(t) es el elemento de la l-ésima fila y de la k-ésima columna de la matriz Φ que
corresponde al comportamiento temporal de la l-ésima variable en el k-ésimo nodo de la
malla espacial.

6.3. Problema de diseño de modelo.

En esta sección, se trata el problema de diseñar un modelo dinámico en parámetros
concentrados de dimensión (número de EDOs) lo más baja posible en función del objetivo
específico de modelado y la incertidumbre experimental del reactor.

La estructura del modelo de N -RCTAs (6.9) posee 4 grupos de parámetros relacionados
con el carácter distribuido del gasificador:

1. El número de RCTAs (N). Es el número de etapas que componen al sistema de
procesos equivalente.

2. Los volúmenes de los RCTAs (V1, V2, ..., VN ). Determina el tamaño de los N tanques
agitados donde se lleva a cabo la reacción de gasificación.

3. Los flujos directos o hacia adelante (q0,q1, ...,qN ). Contienen los efectos de los feno-
menos de transporte advectivos y dispersivos en los balances de masa y energía.

4. Los flujos de retro-mezclado (qb0,qb1, ...,qbN ). Proveen la intensidad del flujo de masa
y calor en sentido contrario al flujo directo convectivo.

De acuerdo a la equivalencia entre el modelo distribuido del gasificador (6.1) y el tren de
N -RCTAs (6.9) establecida en la sección 6.2.1, los parámetros de flujo se obtienen a partir
de los parámetros de transporte convectivo y dispersivo del modelo distribuido mediante
las expresiones (6.10a)-(6.10b), mientras que no existe un criterio de selección con sentido
físico directo para el número de etapas N y sus tamaños V1, V2, ..., VN . Es por ello que el
enfoque del presente estudio consiste en postular al número de RCTAs N y sus volúmenes
V1, V2, ..., VN como grados de libertad del modelo que pueden ser elegidos en función de
la precisión requerida por el propósito específico de modelado a la luz de la incertidumbre
experimental del sistema en particular.

El modelo de N -RCTAs (6.9) de un gasificador es un sistema dinámico en parámetros
concentrados de dimensión M = N × (ns + 1) restringido por Nv = N × (ng) ecuaciones
algebraicas (EA), donde el número de RCTAs (N) es el grado de libertad en el diseño del
modelo que afecta directamente a la complejidad del modelo (la dimensión). Entonces, dado
un reactor específico, la dimensión del modelo puede ser tan baja como sea posible (porque
ns suele ser un número pequeño en gasificadores) manteniendo pequeño el número de RCTAs
(N) necesarios para alcanzar el grado de precisión requerido por el propósito de modelado
específico.

Un criterio clásico del análisis numérico para la selección de N y V1, V2, ..., VN proviene
de los esquemas de discretización espacial con malla adaptable. El ajuste en los volúmenes
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de los tanques puede realizarse en cada instante de tiempo mediante un método adaptivo
global de la malla espacial:

1. Se aplica el principio de equidistribución en una función monitor del perfil de tempe-
ratura debido a que es el que tiene cambios más abruptos para calcular la nueva malla
(nuevos valores de volumen de los tanques).

2. Interpolar los valores de las variables de estado de la malla anterior a la nueva malla.

Sin embargo, dichos criterios numéricos de selección no incorporan la precisión del modelo
en función del objetivo de modelado y la incertidumbre del mismo.

En este estudio se propone un método de diseño de modelo donde el número de RCTAs
(N) y sus volumenes (V1, V2, ..., VN ) son seleccionados de acuerdo al propósito de modelado
prescrito (diseño de equipo y/o proceso o estrategia de monitoreo y/o control), la incerti-
dumbre experimental y paramétrica del modelo. Se enumeran a continuación los dos pasos
del método de sintonización:

1. El primer paso consiste en determinar el menor número de RCTAs (N) de idéntico
volumen (V1 = V2 = ... = VN = V , lo cual es equivalente a utilizar una malla espacial
uniforme), que captura el comportamiento espacio-temporal del reactor con el grado
de precisión requerido por el propósito de modelado. Para ello, se incrementa el número
de tanques N hasta que el comportamiento de las variables de salida esté descrito el
grado de precisión necesario.

2. Posteriormente, el número de tanques (N) obtenido en el primer paso es disminuido y
los volúmenes (V1, V2, ..., VN ) son ajustados para cumplir el objetivo de modelado con
el menor número de tanques, o equivalentemente, estableciendo una malla espacial no
uniforme de discretización. En este paso, los volúmenes de los RCTAs (V1, V2, ..., VN )
son ajustados de acuerdo a características clave de la forma de los perfiles espaciales
discretos obtenidos en el primer paso como la ubicación axial de capas límites (iden-
tificación de múltiples escalas de tiempo y espacio) y la distribución espacial de los
frentes de reacción más importantes (pirólisis, combustión, gasificación) a lo largo del
reactor tubular de lecho empacado.

El modelo de N -tanques con volumen idéntico (V1 = V2 = ... = VN = V ) producido en el
primero paso del procedimiento de diseño constituye un primer modelo de orden reducido que
facilita la realización del segundo paso de diseño porque proporciona una estimación inicial
del menor número de tanques (N) y los volúmenes correspondientes (V1, V2, ..., VN ) necesaria
para alcanzar las demandas de modelado en términos de la precisión. En consecuencia, es
posible omitir el primer paso del procedimiento de diseño y realizar el diseño de N and
V1, V2, ..., VN con base en la forma de los perfiles espaciales obtenidos de un modelo más
detallado desarrollado en la literatura. Sin embargo, tal esquema de adaptación simultánea
de N and V1, V2, ..., VN sin una estimación inicial constituye una tarea factible pero más
compleja.
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Tabla 6.1: Modelos matemáticos para control, diseño de equipo y proceso.

Característica (Di Blasi, 2000),
(Di Blasi, 2004)

(Gobel et al.,
2007)

(Rogel y Aguillon,
2006)

Modelo de 3-tanques
(Este estudio)

# de componentes
químicos ns = 3, ng = 8 ns = 2, ng = 6 ns = 3, ng = 7

ns = 3, ng = 7,
Ng = 5∗

# de reacciones m = 12, NRs = 5 m = 4, NRs = 2 m = 10, NRs = 4 m = 8, NRs = 4
# de EDPs 14 EDPs 3 EDPs + 1 EDO 18 EDPs 3 EDPs + 9 EDOs
Hipótesis de EQS
para fase gas No Sí No Sí

Discretización
espacial
(N : nodos internos
de la malla)

Diferencias finitas
(N ≈ 250− 500)

Volumen finito
(N no disponible)

CFD Volumen finito
(malla 2D radial-
axial) (5× 20)
(N ≈ 100 )

Diferencias finitas +
Interpolación
(N = 3)

# de EDOs (M)
de discretización M = 3500− 7000

M = 3×N EDOs
+ N EAs M = 1800

M = 9 EDOs +
27 EAs

∗ Número de componentes reactivos clave en la fase gas

6.4. Simulaciones numéricas.

De acuerdo a estudios de simulación y resultados experimentales previos (Di Blasi, 2000;
Barrio et al., 2001), dos modos de operación cualitativamente diferentes (la posición y lon-
gitud de las zonas de combustión, pirólisis y reducción a lo largo del reactor son diferentes)
caracterizan el comportamiento de gasificadores de flujos descendentes: reacción estabiliza-
da en la cima y reacción estabilizada en el fondo del reactor. En esta sección, el método de
diseño de dos pasos del modelo de N -RCTAs se aplica al reactor de gasificación de biomasa
de flujos descendentes (sección 2.7). El objetivo de modelado consiste en reproducir el com-
portamiento dinámico y estático alrededor del estado estacionario de reacción estabilizada
en la cima del reactor, con el menor número de EDOs posible y una capacidad de descripción
similar a la de los resultados de estudios previos con métodos numéricos de simulación de
EDPs. Como referencia, las primeras tres columnas de la tabla 6.2 resume los resultados
de estudios previos de simulación (Di Blasi, 2000; Rogel y Aguillon, 2006) y esperimentales
(Manurung y Beenackers, 1993).

Cabe señalar que el interés en el equilibrio con reacción estabilizada en la cima del reactor
se debe a que éste se considera el modo de operación más eficiente en términos de energía y
de conversión del reactante sólido, en la literatura reciente (Di Blasi, 2000).

Los resultados de simulación numérica del modelo de N -RCTAs propuesto (5.9) para
el gasificador de biomasa, con número de tanques y volúmenes ajustables, son obtenidos
utilizando las densidades y parámetros de cinética química y de transporte tomadas de
Di Blasi (2000) y Badillo-Hernández (2009), y condiciones iniciales cercanas al modo de
operación con reacción estabilizada en la cima.
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6.4.1. Comportamiento estático.

En el primer paso del método de diseño, un tren de N = 12 RCTAs con volumen
uniforme (V1 = V2 = ... = VN = V = 1

12VR) es necesario para capturar el comportamiento
de las variables de salida con una precisión similar a los estudios previos de acuerdo a la
tabla 6.2, incluyendo los perfiles espaciales de las velocidades de las reacciones rápidas, y en
particular la localización de sus frentes de reacción (figura 6.3b). Mientras que, en el segundo
paso, se encontró que para cumplir el objetivo de modelado un tren bidireccional de N = 3

RCTAs con volúmenes diferentes seleccionados con base en la ubicación de las reacciones
rápidas: 2 tanques pequeños (V1 = 4

50VR y V2 = 6
50VR) para capturar las variaciones abruptas

(gradientes espaciales grandes) de los perfiles espaciales en las zonas de combustión y pirólisis
cerca de la cima del gasificador y 1 RCTA grande (V3 = 4

5VR) para describir los perfiles
espaciales suaves desarrollados en la zona de reducción.

Alterantivamente, la selección del número de tanques y sus volúmenes puede realizarse
de acuerdo a la localización de las reacciones rápidas derivada de un modelo más detallado
previamente desarrollado. Di Blasi (2000). En consecuencia, el primer paso del procedimiento
de diseño, es decir, el modelo de N = 12 tanques de idéntico volumen puede ser omitido,
implicando una tarea de modelado más complicada debido a la ausencia de un estimado
inicial del orden (en esencia N) del modelo reducido en parámetros concentrados.

El comportamiento en estado estacionario de los modelos de 12 RCTAs (malla uniforme
de 14 nodos) y de 3 RCTAs (malla no uniforme y racional de 5 nodos) se muestra en
las figuras 6.2-6.3, incluyendo: (i) los perfiles espaciales de concentración, temperatura y
densidades aparentes del sólido correspondientes a los modelos de 12 y 3 tanques (figura 6.2),
y (ii) los perfiles espaciales de las velocidades convectivas de ambas fases, así como de las
velocidades de reacción del modelo de 3 tanques (figura 6.3). En la tabla 6.2, los resultados del
presente esquema de modelado son comparados con aquellos obtenidos con EDP en estudios
previos, mostrando que el modelo de 3 tanques captura (dentro del error experimental y
paramétrico inherente a los estudios previos) el comportamiento de los modelos distribuidos
basados en EDPs.

6.4.2. Dinámica local del reactor.

Con el objetivo de analizar el comportamiento dinámico local del gasificador en una
región vecina al estado estacionario bajo estudio, se induce un transitorio al fijar las condi-
ciones iniciales de los modelos de 12-RCTAs y 3-RCTAs cerca del modo de operación con
reacción estabilizado en la cima: Tk = 700K, CB,k = 5kmol/m3, CChar,k = 1.7kmol/m3

para todos los RCTAs. Las respuestas correspondientes se presentan en la figuras 6.4-6.6:
(i) las densidades aparentes del sólido (biomasa y carbonizado) y la temperatura del flujo
efluente, así como la temperatura máxima del lecho (figura 6.4), (ii) el flujo de gas de sínte-
sis producido y su poder calórico alto (figura 6.5) y (iii) las concentraciones molares de los
principales componentes combustibles en el gas: CO y H2 (figura 6.6).

En términos del tiempo de respuesta (de 15 a 50 minutos) y el sobrepaso, el comporta-
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Figura 6.2: Perfiles espaciales de las concentraciones del gas, temperatura y densidades
de biomasa y carbonizado en estado estacionario obtenidos con modelos de 3-RCTAs de
volumen diferente (gráfica punteada) y 12-RCTAs con volumen uniforme (gráfica sólida).
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Figura 6.3: Perfiles espaciales de las velocidades convectivas del sólido y gas, conversión de
carbonizado y velocidades de reacción en estado estacionario obtenidos con el modelo de
3-RCTAs de volumen diferente.

miento transitorio del modelo de 3-tanques es similar (dentro de la incertidumbre paramétri-
ca y experimental) a la obtenida con simulaciones numéricas de EDPs con mallas densas Di
Blasi (2000). En particular, las predicciones de la velocidad de producción y el poder calórico
del gas de síntesis obtenidas con el modelo de 3-tanques capturan con precisión las respues-
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Tabla 6.2: Comparación de resultados entre estudios de modelado y experimentales.

Variable Experimental ∗2
Modelo con DF

de 500 nodos ∗3
Modelo 2D CFD

∗4
Modelo 3-RCTAs

(Este trabajo)

%XCO,N 17− 18 18.5− 20.3 20− 28 18.4

%XH2,N 11− 13.5 9.8− 16.8 5.56− 10 12.8

%XCO2,N 11− 13 9.4− 15.3 9.78− 10.75 14

%XCH4,N −− 2.4− 4.5 4− 7 3.5

%XH2O,N −− 8.8 10.5− 11 8

%XN2,N 45− 55 43− 60 46.9− 47.2 43.5

Tg,N (K) 837 810− 942 741 900

ṁg,N (kg/h) −− 44 −− 43.25

LHV/HHV ∗1 −− 5.07/5.48 6.59/7.19 4.61/5.0

∗1 (MJ/Nm3) Condición Normal: Tg = 293.15K, P = 101.325kPa

∗2 (Manurung y Beenackers, 1993) (Experimental)

∗3 (Di Blasi, 2000) (Simulación)

∗4 (Rogel, 2007) (Simulación)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Tiempo  −  [min]

D
e
n
s
id

a
d
 a

p
a
re

n
te

  
−

  
[k

g
/m

3
]

0 5 10 15 20 25 30 35 40

700

750

800

850

900

950

1000

Tiempo  −  [min]

T
e
m

p
e
ra

tu
ra

 d
e
l 
le

c
h
o
  
−

  
[K

]

Figura 6.4: Respuestas transitorias de las densidades de biomasa y carbonizado de efluentes
(izquierda), así como de la temperatura de salida y máxima (derecha) de los modelos de
3-RCTAs (gráfica punteada) y de 12-RCTAs (gráfica sólida).

tas correspondientes del modelo de 12-tanques, o equivalentemente, aquellas obtenidas en
estudios previos con simulaciones numéricas de EDPs.

Resulta importante enfatizar que la desviación significativa que ocurre en el perfil tem-
poral de la temperatura a la salida del reactor del modelo de baja dimensión (3-RCTAs) con
respecto al logrado con el de 12-RCTAs (figura 6.4b) afecta considerablemente la precisión
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Figura 6.5: Respuestas transitorias de la velocidad de producción y valor calórico alto del gas
de síntesis correspondientes a los modelos de 3-RCTAs (gráfica punteada) y de 12-RCTAs
(gráfica sólida).

del comportamiento de los componentes gaseosos (figura 6.6) y del valor calórico del pro-
ducto (figura 6.5b). La principal razón de esta desviación es la discretización simplificada
de las condiciones de frontera de von Neumann a la salida del reactor (6.9v).
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Figura 6.6: Respuestas transitorias de las fracciones molares de H2 y CO en el gas de síntesis
correspondientes a los modelos de 3-RCTAs (gráfica punteada) y de 12-RCTAs (gráfica
sólida).

En resumen, las predicciones producidas por el modelo de 3-RCTAs poseen desviaciones
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(menores a 15 %) similares a las obtenidas con estudios de simulación numéricos del modelo
en EDPs del gasificador, los cuales son sistemas dinámicos de dimensión finita alta y compu-
tacionalmente intensivos. Finalmente, en la tabla 6.1 se presenta una comparación entre las
principales características del modelo de 3-RCTAs de baja dimensión (M = 9 EDOs) y de
los modelos subyacentes de estudios previos de simulación. De acuerdo a la tabla 6.1 en
conjunción con la tabla 6.2 el esquema de diseño de modelo propuesto es considerablemente
más simple en términos del número de EDOs y la interpretación física del mismo.

En la presente sección se ha ilustrado la efectividad del método de diseño de modelo para
capturar el comportamiento dinámico y estático local del gasificador de biomasa, es decir,
en una vecindad alrededor de un estado estacionario de relevancia operacional (reacción
estabilizada en la cima). En vista de la evidencia del comportamiento fuertemente no lineal
(Amundson y Arri, 1978) en gasificadores de carbón de flujos en contracorriente, resulta
necesario abordar el problema de estabilidad y multiplicidad de estados estacionarios en el
reactor de biomasa. Dicho estudio no ha sido realizado de forma sistemática para reactores
de flujos paralelos de biomasa debido a la complejidad de los modelos existentes. De esta
manera, el objetivo del próximo capítulo consiste en evaluar la capacidad del modelo de
N -RCTAs de dimensión reducida para capturar el comportamiento no local en estados
estacionarios de operación diversos de relevancia física para el gasificador de biomasa del
caso de estudio, ya que permite la descripción y predicción de los siguientes aspectos:

1. Dinámica de encendido y apagado del reactor. Existen pocos estudios que proporcio-
nen información sobre el transitorio de encendido y apagado del proceso. Shwe (2004)
estudia la dinámica de cuatro métodos generales de encendido en el caso de un gasifi-
cador de biomasa de baja escala (20.6 cm de diámetro interno y 70 cm de altura con
cubos de 2 cm y densidad de 950 kg/m3 ):

a) Ignición de biomasa seca. Establecer mediante una antorcha de propano una
zona de combustión de biomasa capaz de proveer el calor necesario para que se
desarrolle la gasificación. El tiempo de encendido es de más de una hora y el gas
de síntesis contiene una concentración alta de alquitranes.

b) Ignición con un lecho de carbón de altura mínima. Se produce una combustión
similar al método anterior. El transitorio dura de 15 a 20 minutos y la concen-
tración de alquitranes en el gas de síntesis se reduce a un valor aceptable para
su uso en motores de combustión.

c) Generación de un lecho de carbón mediante pirólisis lenta. Se produce un lecho
de carbonizado de altura deseada dosificando un bajo flujo de aire para que
domine la pirólisis. Una vez alcanzado el nivel de carbonizado se incrementa el
flujo de aire para que domine la gasificación, aprovechando la característica de
onda viajera del frente de reacción. El tiempo característico del transitorio es
mayor al primer método.

d) Rediseño por etapas del reactor. El reactor es dividido en dos etapas princi-
pales: pirólisis y gasificación. Por lo que se garantiza que la zona de reducción



105

se establezca con menores tiempos de encendido y menores concentraciones de
alquitranes en el gas de síntesis.

2. Transitorio de operación generado por cambios en la demanda de gas de síntesis.
En aplicaciones de generación de energía mecánica eléctrica o calórica cambios en la
potencia de salida requerida son comunes por lo que resulta indispensable reducir el
largo tiempo de respuesta en lazo abierto del gasificador Gobel et al. (2007).
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Capítulo 7

Estudio del comportamiento no lineal.

En esta sección se lleva a cabo un estudio de la estabilidad y el comportamiento dinámico
no lineal del reactor de gasificación de biomasa (sección 2.7) bajo diversas condiciones de
operación, utilizando el método de diseño de modelo propuesto. Específicamente se analiza
la influencia de los flujos entrantes de aire y biomasa (qge , qse) en la respuesta transitoria
y en estado estacionario del reactor con el objetivo de diseñar un modelo de la dimensión
más baja posible capaz de capturar el comportamiento esencial no lineal del sistema de
gasificación en las distintas circunstancias de operación a la luz de la incertidumbre de
modelado y experimental de estudios previos. En particular, el presente estudio toma en
cuenta la incertidumbre significativa presente en el parámetro de dispersión térmica (DH)
por tres razones fundamentales:

El submodelo de la conductividad térmica efectiva utilizado en el caso de estudio
corresponde a un bajo valor del coeficiente de dispersión térmica en relación a la
velocidad de flujo advectiva de calor, es decir, un número de Peclet térmico alto
(DH = 0.454mm2/s y PeH = 86.5 en ecuaciones 6.4 y 6.5) en relación al valor típico
reportado para reactores similares.

Modelos distribuidos en los que se combinan un número de Peclet alto y una reacción
fuertemente exotérmica (combustión) exhiben un comportamiento estático y dinámico
no lineal sin relevancia física (frentes de reacción estabilizados en un número infinito
de posiciones axiales) que se manifiesta en la dependencia del número de estados
estacionarios con el número de tanques (N) del modelo de N -RCTAs (Varma, 1980).

Existen discrepancias en los estudios de modelado previos (Hobbs et al., 1992),
(Di Blasi, 2000), (Shwe, 2004) en cuanto a la diversidad de mecanismos de trans-
porte de calor del lecho empacado que se deben incluir en la conductividad térmica
efectiva.

Dichas consideraciones motivaron la realización de un estudio de revisión y caracteriza-
ción del coeficiente de dispersión térmico (o número de Peclet térmico) y de los parámetros
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de la cinética y entalpía de reacción de los procesos principales (pirólisis, combustión y re-
ducción de carbón) desarrollados en reactores de gasificación de biomasa como parte de la
tesis de maestría de García Anaya (2014). Dicho estudio muestra que un valor típico de
PeH = 2.6 se presenta en un lecho empacado de biomasa tomando en cuenta 7 mecanismos
de transporte de calor en la conductividad térmica efectiva del sólido y gas, entre los que
destacan la radiación y conducción entre partículas vecinas.

En consecuencia, el presente estudio se basa en la caracterización de la dispersión térmica
realizado por García Anaya (2014) para capturar el comportamiento no lineal del reactor
de biomasa incrementando la conductividad térmica efectiva del lecho empacado del caso de
estudio consecuentemente para obtener valores cercanos de PeH = 2.6 mediante un factor
constante.

El fundamento metodológico del presente análisis no lineal está basado en el estudio de
Najera (2012) realizado para un reactor tubular exotérmico de una fase y una componente
química (modelo distribuido de dispersión de 2 EDPs) en el cual se establece que con un
modelo de 3-RCTAs de idéntico volumen es posible:

1. Reproducir la multiplicidad y estabilidad de los 5 estados estacionarios que exhibe el
mapa de bifurcación del reactor tubular con respecto a la temperatura de la camisa
de enfriamiento.

2. Facilitar el diseño de una estrategia de colocación de un sensor de temperatura a lo
largo del reactor tubular para control y monitoreo.

3. Diseñar una ley de control no lineal robusta y estabilizante basada en pasividad y
un controlador PI de la temperatura en la zona de máximo cambio en el perfil de
temperatura axial.

La teoría de bifurcación de sistemas dinámicos no lineales constituye la base conceptual
del análisis sistemático del comportamiento no local del gasificador de biomasa realizado en
esta sección. Es por ello que primero se aborda el problema de analizar la estabilidad y el
desempeño dinámico de gasificadores ante cambios en las condiciones de operación basado
en nociones fundamentales de dicha teoría. Posteriormente, se realiza un análisis de bifur-
caciones del efecto del flujo de alimentación de aire (qge , qse) en el comportamiento estático
y dinámico del reactor de gasificación biomasa mediante el esquema de modelado de N -
RCTAs, utilizando el nivel de dispersión térmica (o retro-mezclado qbk, H) correspondiente
a la conductividad térmica efectiva del caso de estudio (2.14)-(2.15). Finalmente, se dilu-
cida la estructura del comportamiento no lineal del reactor de biomasa al incrementar la
conductividad térmica efectiva del lecho empacado de acuerdo a la caracterización racional
realizada por García Anaya (2014). y de dispersión

7.1. Teoría de estabilidad en gasificadores.

Un diseño efectivo de un sistema de gasificación debe garantizar la operación óptima
y estable del proceso bajo condiciones externas cambiantes. Desde el punto de vista de
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la teoría de sistemas dinámicos de dimensión finita el concepto de estabilidad estructural
en el sentido de Andronov sirve a estos propósitos, la cual implica una preservación de la
estabilidad de un estado estacionario (EE) del proceso (un conjunto de perfiles espaciales
axiales de concentraciones y temperaturas del reactor) ante variaciones de parámetros del
sistema en un rango de valores pequeño.

La idea subyacente de la teoría de la estabilidad de sistemas dinámicos (desde Lyapunov,
Andronov hasta Smale) consiste en determinar propiedades cualitativas, las cuales determi-
nan la esencia misma (estructura) de la evolución de su respuesta ante cambios pequeños
en los parámetros (sensibilidad de parámetros). El énfasis en el comportamiento cualitativo
del sistema se debe a que en términos prácticos no es posible conocer de forma exacta el
modelo que gobierna la evolución del sistema dinámico por diversas razones: incertidumbre
paramétrica, dinámicas rápidas despreciadas en modelo reducido por hipótesis de estado
cuasi-estacionario, suposiciones simplificantes de modelado, etc. Entre las características
cualitativas del comportamiento de los sistemas dinámicos se encuentran los estados esta-
cionarios y las órbitas periódicas o ciclos límites, los cuales son los conjuntos invariantes más
simples que determinan la topología de las soluciones del sistema en el espacio de estados.

El reactor de gasificación puede exhibir un comportamiento en estado estacionario cua-
litativamente diferente ante cambios pequeños en los parámetros de alimentación. Dicho
sistema se dice que es estructuralmente inestable y el cambio cualitativo en su compor-
tamiento se conoce como bifurcación. De esta manera un análisis formal de bifurcaciones
consiste en determinar cuales son los patrones de cambio (tipo de bifurcación) de los esta-
dos estacionarios en un sistema dinámico ante variaciones de parámetros. En lo sucesivo se
presentan las nociones básicas del análisis basado en bifurcaciones de sistemas dinámicos de
dimensión finita aplicadas al modelo dinámico reducido de N -RCTAs en la forma de sistema
de procesos por etapas (6.7).

El punto de partida del análisis de bifurcaciones es el modelo dinámico no lineal de
dimensión reducida del gasificador (6.7), el cual se reescribe en forma compacta a continua-
ción:

ẋ = f(x, α), x, f ∈ RM , α ∈ R (7.1)

y = h(x, α), y,h ∈ RNv (7.2)

x =
[
xT1 ,x

T
2 , . . . ,x

T
N

]T
, y =

[
yT1 ,y

T
2 , . . . ,y

T
N

]T (7.3)

xj =
[
wT
s,j , e

T
s,j , ηj

]T
, yj =

[
wT
g,j , e

T
g,j

]T
, j = 1, 2, . . . , N (7.4)

donde x es el vector de las M variables de estado del modelo (concentraciones de la fase
sólida y temperatura a lo largo del reactor), y es el vector de las variables en estado cuasi-
estacionario (concentraciones de la fase gas en las N etapas a lo largo del gasificador) en
función de los estados del sistema x y α, el parámetro del sistema con respecto al cual se
investiga la dependencia de la existencia y estabilidad de los estados estacionarios.

Un primer objetivo del análisis de esta sección consiste en determinar la influencia del
parámetro perturbado α en el comportamiento estático del sistema mediante un mapa de



109

bifurcación, el cual también evidencia la sensibilidad de los estados x con respecto a dicho
parámetro. El estado estacionario del modelo del gasificador está dado por el conjunto de
ecuaciones algebraicas no lineales siguientes:

0 = f(x, α), x, f ∈ RM , α ∈ R (7.5)

donde las r soluciones x a dicho sistema deM ecuaciones algebraicas no lineales constituyen
los r estados estacionarios del modelo en función del parámetro α:

xEEj = g(α), xEEj ,g ∈ RM , α ∈ R, j = 1, 2, 3, ..., r (7.6)

Por lo tanto, la expresión (7.6) define un conjunto de r funciones vectoriales de variable
independiente real α cuya representación geométrica es un conjunto de curvas en el espacio
RM+1, las cuales definen la influencia del parámetro α en el comportamiento a largo plazo
del gasificador, determinado por la estabilidad de cada estado estacionario.

Cada una de las curvas de equilibrio del modelo está definida para un conjunto de valores
de α ([αlj , α

u
j ] para cada curva) por lo que es probable que algunos estados estacionarios sólo

existan en un intervalo del dominio. En los puntos αlj , α
u
j ocurre un cambio en la estabilidad

del estado estacionario por lo que éstos son puntos de bifurcación de la curva.
El comportamiento dinámico local de las trayectorias del modelo alrededor de los estados

estacionarios xEEj está determinado por los M eigenvalores λi del Jacobiano del modelo
J(x, α) = ∂f

∂x por lo que los métodos de análisis formal emplean funciones de prueba de
estos eigenvalores, las cuales detectan cambios en la estabilidad del estado estacionario al
variar el parámetro α y determinan el tipo de bifurcación que se presenta (Kuznetsov, 1998).

El presente estudio sólo se enfoca en la detección de los dos tipos de bifurcaciones de
mayor interés en ingeniería de procesos:

1. Bifurcación nodo-silla o punto límite. Un estado estacionario tipo nodo estable (todos
los eigenvalores de la matriz jacobiana son estables y reales) evoluciona a un tipo silla
(al menos un eigenvalor de la matriz jacobiana es inestable y real y el resto estables y
reales.). Genera multiplicidad de estados estacionarios. El punto de bifurcación ocurre
cuando algún λi = 0.

2. Bifurcación de Hopf. Un estado estacionario tipo foco estable se vuelve inestable y
se genera un ciclo límite (oscilación periódica persistente). El punto de bifurcación
ocurre cuando alguna pareja λi,j = ±jωi.

En consecuencia, un análisis de bifurcaciones provee información acerca de los cambios
cualitativos que ocurren en el comportamiento tanto dinámico como en estado estacionario
al variar un conjunto de parámetros del sistema dinámico. El resultado de dicho análisis
se presenta en un diagrama de bifurcación, en el que se grafican las curvas de estados
estacionarios, su estabilidad y los puntos de bifurcación que se producen al variar uno o un
conjunto de parámetros del sistema.
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Los esquemas de continuación son métodos de análisis numérico que obtienen las curvas
de los estados estacionarios, determinan su estabilidad y detectan los puntos de dichas curvas
donde ocurren bifurcaciones con base en los eigenvalores de la matriz Jacobiana del sistema
dinámico.

Pocos estudios realizan una caracterización de la dependencia de los estados estacionarios
de reactores de gasificación respecto a parámetros de entrada. (Amundson y Arri, 1978),
(Caram y Fuentes, 1982) encontraron cuatro conjuntos de perfiles de estado estacionario
en un rango de valores de los flujos de sólido entrante para un gasificador de flujos en
contracorriente presurizado (Lurgi).

Debido al papel fundamental que juega la estabilidad en la operación de un gasificador
resulta necesario realizar un estudio del efecto que tienen los parámetros del modelo en el
número y estabilidad de los estados estacionarios del gasificador de lecho empacado de bio-
masa de flujos paralelos. La simplicidad del modelo de N -RCTAs de orden reducido hace
posible dicho análisis no local del comportamiento estático y dinámico del reactor de gasifi-
cación, dada la capacidad de descripción del modelo de 3-RCTAs demostrada en la sección
anterior. En el presente proyecto de investigación se exploran dos métodos sistemáticos para
la obtención de la curva de estados estacionarios en función del parámetro de entrada:

1. Variación en dos direcciones del parámetro de bifurcación. Método simple para detec-
tar un fenómeno de histéresis y en consecuencia la multiplicidad de estados estacio-
narios. Los pasos del método son:

a) Encontrar el estado estacionario correspondiente a un valor del parámetro me-
diante simulaciones temporales (problema de condiciones iniciales) o solución de
ecuaciones algebraicas.

b) Aumentar el parámetro hasta alcanzar un límite superior realizable y repetir el
paso anterior.

c) Disminuir el parámetro a partir del límite superior alcanzado y realizar el paso
1.

d) Disminuir el parámetro hasta llegar a un límite inferior realizable y repetir el
paso 1.

2. Análisis no local del comportamiento estacionario del gasificador. Se emplean métodos
de continuación de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (modelo en paráme-
tros concentrados). Existen una gran diversidad de implementaciones de los métodos
de continuación pero dos de ellos destacan por su flexibilidad y eficiencia: MATCONT
y AUTO.

El primer método provee una gráfica cualitativa de la variación del estado estacionario
con respecto a un parámetro del sistema, mientras que el segundo obtiene una gráfica deta-
llada de la dependencia de los estados estacionarios, su estabilidad y tipos de bifurcaciones
con relación a un parámetro.
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Con el objetivo de evaluar la capacidad de descripción de los modelos de N -RCTAs
de orden reducido diseñados en esta tesis con relación a los modelos de alto orden de es-
tudios previos se seleccionan como parámetros de bifurcación a los flujos alimentados de
reactantes (biomasa y aire), en el entendido de que, en ausencia de un estudio sistemático
de estabilidad y bifurcaciones para el gasificador de biomasa en la literatura, sólo se rea-
lizan comparaciones con estudios de sensibilidad paramétrica previos. En dicho análisis se
considera la incertidumbre del parámetro de dispersión térmica del modelo.

En las siguientes dos secciones se investiga la influencia de variaciones en dos parámetros
del sistema: flujo de aire entrante y al coeficiente de dispersión de calor en el comportamiento
dinámico y estático no local de diversos modelos de N -RCTAs del gasificador de biomasa. El
análisis del comportamiento no local de varios trenes de N -RCTAs es equivalente a estudiar
el efecto del parámetro de discretización de número de nodos o elementos de la malla espacial
Nz = N+1 de las soluciones del modelo distribuido en EDPs discretizado espacialmente del
gasificador de lecho empacado. Dicho análisis se basa en simulaciones transitorias y mapas
de bifurcación obtenidos con el integrador numérico ode15s y el toolbox MATCONT de
Matlab respectivamente.

7.2. Análisis no lineal nominal del reactor de biomasa.

La influencia de los flujos de los reactantes alimentados en el desempeño de gasifica-
dores de lecho móvil ha sido ampliamente estudiado con énfasis en el análisis en estado
estacionario para diseño de operación y equipo del proceso (Reed y Markson, 1985), (Di
Blasi, 2000), (Barrio et al., 2001), y para control y optimización (Amundson y Arri, 1978),
(Caram y Fuentes, 1982). El efecto de los flujos alimentados de aire y de combustible sólido
en el comportamiento dinámico ha sido abordado en el contexto de la operación dinámi-
ca con transitorios inducidos por cambios en la carga para aplicaciones de generación de
energía (Gobel et al., 2007), y para el diseño de una estrategia de encendido y apagado con
producción mínima de alquitranes en un gasificador de biomasa de flujos paralelos (Shwe,
2004).

El esquema de diseño del modelo de N -RCTAs propuesto en esta tesis se utiliza en esta
sección para investigar el efecto del flujo de aire alimentado en el desempeño estático y
dinámico del reactor de gasificación de biomasa del caso de estudio. Es decir, el propósito
de modelado perseguido en este segmento consiste en capturar los aspectos cualitativos del
comportamiento no local del gasificador de biomasa, los cuales son caracterizados por el
análisis de bifurcaciones. Para ello, se obtienen los diagramas de bifurcación con respecto al
flujo de aire entrante para un conjunto de modelos de N -RCTAs diseñados.

Con el propósito de diseñar un modelo lo más simple (de la menor dimensiónM) posible
capaz de capturar los aspectos cualitativos del comportamiento no local del gasificador de
biomasa, se obtienen los diagramas de bifurcación generados al variar dos parámetros del
modelo de N -RCTAs: (i) el flujo de aire entrante, y (ii) el número N de tanques.

Los diagramas presentados en esta sección son obtenidos con los parámetros de referencia
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del modelo para el reactor de biomasa tomados de (Badillo-Hernández, 2009), manteniendo
el flujo de sólido alimentado constante en un valor de 9kg/hr y variando el flujo de aire
entrante.

El análisis no lineal realizado en esta sección es nominal en el sentido de que no considera
la incertidumbre del parámetro de dispersión térmica y se enfoca en elucidar el efecto del
flujo de aire entrante en el comportamiento estático del reactor de biomasa.
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Figura 7.1: Diagramas de bifurcación de la temperatura (izquierda) y el valor calórico alto
(derecha) del gas de síntesis efluente con respecto al flujo de aire entrante del modelo de
1-RCTA.

La figura 7.1 muestra las gráficas de las curvas de EEs del modelo de N = 1-RCTA para
la temperatura y poder calórico alto del gas de síntesis a la salida del reactor generadas a
partir de la variación del parámetro de flujo de aire entrante. Debido a su simplicidad, se
ha omitido la curva correspondiente al EE trivial de extinción o de flujo de las dos fases sin
reacción ni calentamiento, la cual es una rama estable que consta de una recta horizontal
a 300K en la gráfica de temperatura y a 0MJ/kg en la gráfica de valor calórico. Por lo
tanto, el diagrama de bifurcación consiste en dos curvas desconectadas: (i) la curva del
EE de extinción y (ii) una isola (curva cerrada) conformada por dos curvas de EE: una
rama estable (línea sólida) y una rama inestable (línea punteada), las cuales se conectan
en un punto de bifurcación de tipo nodo-silla PL1 en la zona de bajo flujo de aire. El
comportamiento exhibido por la isola en el intervalo de flujos de aire altos (> 60kg/hr) es
de una complejidad mayor debido a que existen 3 puntos límites (PL2, PL3 y PL4) y hasta
4 ramas de EE (2 estables y 2 inestables) incrementando la multiplicidad de EEs de 3 a 5
en el intervalo de flujos de aire definido por PL2 y PL4. El punto tangente PL1 de bajo
flujo de aire se debe a que la cantidad de calor producido por la reacción exotérmica resulta
insuficiente (por la deficiencia del comburente) para sostener la temperatura del lecho a la
temperatura de ignición, en relación con el transporte de energía por convección y dispersión,
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haciendo que el proceso se extinga eventualmente. En cambio, la presencia de los puntos
límites extremos de la isola en el intervalo de alto flujo de aire PL3 y PL4 no se explica
por deficiencias de generación y transporte de calor sino por limitaciones de transferencia
de masa. Al incrementar el flujo de aire entrante en valores cercanos a los puntos límites
PL3 y PL4 la velocidad de reacción de la combustión de carbonizado se encuentra limitada
por la difusión del oxígeno hacia la superficie de la partícula (dado por el coeficiente de
transporte de masa entre fases km), mientras que la velocidad de flujo del gas aumenta de
forma proporcional al aumento de flujo de aire, de forma que el número de Damkhöler de
combustión se reduce (por la disminución del tiempo de residencia promedio del oxígeno y
el valor relativamente constante del tiempo de reacción) y en consecuencia, la conversión de
carbonizado por combustión decae hasta proveer un calor tan bajo que provoca la extinción
del proceso.

En resumen, si el proceso de gasificación se llevara a acabo en un RCTA con mezclado
perfecto el reactor exhibiría un mapa de bifurcación de flujo de aire entrante con estructura de
1-3-5-3-1 EEs y la región de operación de interés práctico (flujos de aire de 13.5 a 22.5 kg/hr)
estaría en un intervalo de multiplicidad de 3 EEs con uno de ellos inestable caracterizado
por conversión baja de biomasa, uno estable de extinción y uno estable de encendido con
conversión intermedia de biomasa.

En las figuras 7.2-7.3 se muestran los diagramas de bifurcación generados al variar el
parámetro de flujo de aire alimentado en varios modelos de N -RCTAs para el gasificador
de biomasa del caso de estudio en el intervalo de flujos de aire de interés práctico (de 0 a
22.5kg/hr). Para facilitar la visualización de las gráficas, se omite la curva del EE trivial de
extinción total del proceso termo-químico en todos los diagramas presentados. Los modelos
de N = 2, N = 3 y N = 5 RCTAs muestran diagramas de bifurcación con características
en común con el modelo de 1-RCTA: la curva de EE de extinción, los dos EEs (estable e
inestable) que conforman la isola de menor HHV. A la luz de esta comparación es posible
afirmar que los trenes de N = 2, N = 3 y N = 5 tanques agregan 2, 4 y 8 EEs de mayor
conversión (o gas de síntesis de mayor HHV) que forman 1, 2 y 4 isolas con puntos de
bifurcación ubicados en el intervalo de bajo flujo de aire alimentado de 2 a 3kg/hr.

Es importante señalar que utilizando únicamente el método de continuación no es posible
construir todas las curvas de EEs de las isolas en las figuras 7.2-7.3 debido a que dichas
curvas se encuentran desconectadas en los puntos donde se inicia la continuación (13.5kg/hr

de flujo de aire entrante). Es por ello que se fija el parámetro de flujo de aire entrante
mientras se perturban las condiciones iniciales alrededor del EE encontrado con el método
de continuación y se ejecutan varias simulaciones transitorias del modelo dinámico de N -
RCTAs con ode15s hasta encontrar la región de atracción de un EE estable en otra curva
desconectada de la curva de EE encontrada inicialmente con MATCONT.

En la tabla 7.1 se resumen las características de los diagramas de bifurcación en relación
al comportamiento dinámico y estático de los diversos trenes de N -RCTAs. De acuerdo, a
dicha tabla los puntos límite de cada diagrama de bifurcación tienen un orden ascendente en
relación al HHV del gas de síntesis producido, es decir, la curva o rama del EE con mayor
HHV tiene el punto límite más alto por lo que el intervalo de flujos de aire en el que éste
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Figura 7.2: Diagramas de bifurcación de la temperatura del gas de síntesis efluente con
respecto al flujo de aire entrante de los modelos de 1, 2, 3, 5-RCTAs de diferente volumen.

existe es menor al resto de los EEs.
La figura 7.4 muestra los perfiles espaciales de los 7 EEs posibles del modelo de N = 3-

RCTAs del gasificador de biomasa con flujos de alimentación de aire de 13.5kg/hr y de
biomasa de 9kg/hr. Los 4 perfiles de EE estables (incluido el EE trivial de extinción en
verde) se muestran con una gráfica sólida y los 3 perfiles de EE inestables tienen una gráfica
de línea punteada. Los círculos en los perfiles de EE indican los valores calculados de las
variables dependientes (concentraciones, temperatura, etc.) a lo largo de la malla espacial
de discretización del reactor tubular. Los colores de los perfiles de EE corresponden a los
colores de las curvas de EE a las que pertenecen en los diagramas de bifurcación del modelo
de 3-RCTAs en las figuras 7.2-7.3. Las diferencias cualitativas de los perfiles de EEs son la
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Figura 7.3: Diagramas de bifurcación del poder calórico HHV del gas de síntesis con respecto
al flujo de aire entrante de los modelos de 1, 2, 3, 5-RCTAs de diferente volumen.

ubicación del frente de reacción, la conversión de biomasa, el valor HHV del gas de síntesis
producido y la temperatura máxima alcanzada. Tales diferencias se deben a las distintas
longitudes y ubicaciones axiales que ocupan las zonas de reacción en cada EE del gasificador.
Un análisis similar aplica para los diferentes perfiles de EEs exhibido por los modelos de
N = 1, 2, 5-RCTAs, cuyas gráficas no se presentan por economía de espacio en el texto.

Al comparar el diagrama de bifurcación del modelo de N = 1-RCTA con los obtenidos
de trenes de N = 2, 3, 5-RCTAs de las figuras 7.2-7.3 se observa que los diferentes EEs que
aparecen cuando se agregan tanques al tren de gasificación corresponden a las diferentes
configuraciones de encendido que son posibles en el reactor tubular mediante las reacciones
exotérmicas de combustión (figura 7.4).
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Figura 7.4: Los 7 perfiles de EE de algunas concentraciones del gas (H2 y O2), temperatura
y densidad aparente de biomasa para el modelo de 3-RCTAs de diferente volumen con flujo
de aire entrante de 13.5kg/hr.

Cabe mencionar que en dichas figuras y tablas no se presentan los puntos límites de alto
flujo de aire de las isolas debido a su poca relevancia desde el punto de vista práctico y
a que las dificultades numéricas (sistemas de ecuaciones algebraicas mal condicionados) se
acentúan significativamente al continuar las curvas de EEs (mediante MATCONT) fuera del
intervalo de interés de flujos de aire del gasificador, haciendo dichas simulaciones numéricas
computacionalmente intensivas. La presencia de dichos puntos de bifurcación se explica de
la misma forma que los puntos límite de alto flujo (PL3 y PL4) del modelo de 1-RCTA del
gasificador. Además, el valor de estos puntos tagentes se puede estimar mediante simulaciones
numéricas transitorias utilizando el integrador ode15s de Matlab si es requerido.
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Dichos resultados permiten inferir de forma inductiva las características del comporta-
miento no lineal del modelo generalizado de N -RCTAs para el caso de estudio:

Un tren deN -RCTAs de gasificación (con el conjunto de parámetros de referencia) exhibe
un EE estable de extinción total y hasta 2N EEs con conversión de biomasa, de los cuales N
son estables y N inestables. La región de máxima multiplicidad de EEs incluye el intervalo
de operación de interés práctico (flujos de aire de 13.5 a 22.5 kg/hr) de acuerdo a el diagrama
de bifurcación con respecto al flujo de aire entrante, el cual tiene una estructura compuesta
por (i) una curva de EE de extinción total, y (ii) N isolas con conversión de biomasa, cada
una de las cuales está formada por 2 curvas de EE: una estable y una inestable conectadas
con un punto límite en la región de operación de baja relación de aire/biomasa alimentados.

En esta estructura generalizada del diagrama de bifurcación del modelo de N -RCTAs la
curva del EE de extinción se encuentra desconectada de las 2N curvas de EEs con conversión
de biomasa debido a la baja temperatura a la que ingresan los reactantes (Te = 300K). Dicha
desconexión evidencia que no es posible iniciar el proceso de gasificación (transitar del EE
de extinción a uno de los 2N EEs de encendido) con sólo incrementar los flujos alimentados
de reactantes con una temperatura entrante de 300K. Sin embargo, la transición entre
los diferentes EEs con conversión de biomasa es posible con flujos de aire en intervalos
delimitados por los puntos límites y corresponde a un apagado progresivo e irreversible del
reactor de gasificación por zonas. Es decir, si se disminuye el flujo de aire a un valor menor al
punto límite correspondiente al EE en operación, el reactor transitará de forma irreversible
a un EE que produce un gas de síntesis con menor HHV debido a que se extingue una región
superior del lecho. Este comportamiento dinámico corresponde a un movimiento del frente
de reacción unidireccional e irreversible hacia el fondo del reactor de biomasa por efecto de
la disminución del flujo de aire alimentado. Debido a que, conforme se aumenta el número
de RCTAs N , aumenta el número de EEs, se incrementan las ubicaciones posibles del frente
de reacción estable. Esto significa que en el límite (cuando N → ∞) habrá un continuo
infinito de EEs y el frente de reacción se podrá estabilizar en cualquier ubicación axial a lo
largo del reactor para cualquier valor de flujo entrante de biomasa y aire. Ambos fenómenos:
el frente de reacción viajero unidireccional y el continuo infinito de EEs corresponden a un
comportamiento sin relevancia física del modelo de N -RCTAs del gasificador de biomasa del
caso de estudio utilizando el conjunto de parámetros de referencia. Dicho comportamiento
espurio es analizado en varios estudios Yee y Sweby (1995), Lafon y Yee (1996a) desde el
punto de vista de métodos numéricos y dinámica no lineal. En el Apéndice D se presenta
un panorama general del análisis del comportamiento no lineal inducido por el método de
discretización y la distribución de los nodos de la malla empleada.

Dichas características del comportamiento no lineal son verificadas con simulaciones
transitorias de modelos de mayor orden, es decir, utilizando modelos de N -RCTAs con vo-
lumen idéntico y N en el intervalo N = [1, 48]. Por ejemplo, el modelo de 20 RCTAs exhibe
21 EEs estables correspondientes a las 20 configuraciones de encendido y a la solución de EE
de extinción. Sin embargo, para modelos de más de 48 RCTAs la simulación numérica del
modelo con integradores implícitos (ode15s,ode23t) presenta problemas de convergencia y
cuando converge sólo lo hace al EE de extinción a pesar de proponer condiciones iniciales de
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Tabla 7.1: Características de bifurcación de varios modelos de N -RCTAs.

Modelo de N -RCTAs diseñado con
volúmenes normalizados (ec. 6.9q). No. de EEs EEs Estables EEs Inestables Puntos límites

(kg/hr aire)
N = 1 V1 = 1 3 2 1 PL1 = 2.428

N = 2 V1 = 0.2, V2 = 0.8 5 3 2
PL1 = 2.181
PL2 = 2.594

N = 3 V1 = 0.114, V2 = 0.171, V3 = 0.714 7 4 3
PL1 = 2.171
PL2 = 2.592
PL3 = 2.745

N = 5 V1 = V2 = 0.105, V3 = 0.184,
V4 = 0.237, V5 = 0.368

11 6 5

PL1 = 2.326
PL2 = 2.436
PL3 = 2.514
PL4 = 2.746
PL5 = 2.719

alta temperatura y conversión. Esto puede explicarse por la alta sensibilidad (mal condicio-
namiento) y rigidez introducida en el modelo por el efecto combinado de una malla espacial
muy densa y la intensidad de las reacciones evidenciada por los números de Damkhöler altos
en las reacciones de combustión y pirólisis.

A pesar de que existe la posibilidad de encontrar un número mayor de EEs, 2N + 1

debe ser considerado como un máximo conservativo, en vista del análisis de multiplicidad
de EEs del modelo de N -RCTAs sin retro-mezclado para un reactor tubular exotérmico de
una fase y una componente realizado por (Varma, 1980). El autor establece que el modelo
de N -RCTAs en serie posee un número máximo a priori de 2N − 1 EEs, de los cuales sólo
N + 1 son estables. Este máximo puede incrementarse para un modelo de N -RCTAs de un
reactor catalítico de lecho empacado de dos fases con dispersión o retro-mezclado de calor
bajos.

Los resultados sobre el comportamiento dinámico y estático del gasificador de biomasa
provistas por el análisis de bifurcaciones son consistentes con el comportamiento encontrado
por (Vanderveen et al., 1968) para un modelo de celdas análogo al modelo deN -RCTAs de un
reactor catalítico de lecho empacado de dos fases con una reacción fuertemente exotérmica.
En dicho modelo, el autor observa un fenómeno de multiplicidad de un número infinito
de EEs que se presenta también en reactores tubulares de dos fases sin dispersión (Liu y
Amundson, 1962). La existencia de un continuo infinito de múltiples EEs entre un EE de alta
temperatura y un EE de baja temperatura para el modelo distribuido de reactores de lecho
empacado se explica por las siguientes razones: (i) cada partícula o celda a lo largo del lecho
puede exhibir múltiples EEs, y (ii) la ausencia de intercambio de calor entre las partículas
encendidas y las partículas apagadas (sin convertir) ubicadas atrás (o arriba) de ellas en la
región espacial comprendida entre los EEs de alta y baja temperaturas (Eigenberger, 1972).

Tal multiplicidad implica que el frente de reacción discontinuo exotérmico puede estabi-
lizarse en cualquier posición axial a lo largo del reactor para un flujo entrante constante de
reactantes al variar las condiciones iniciales de la operación, un fenómeno que no se observa
experimentalmente en reactores de lecho empacado autotérmicos donde siempre existe un
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acoplamiento de calor importante entre las partículas .encendidas 2todos sus vecinos (los de
atrás y los de adelante) que se manifiesta como un retro-mezclado de calor entre la zona
exotérmica de combustión y la zonas endotérmicas de pirólisis y reducción en el caso de los
gasificadores.

Por otra parte, Eigenberger (1972) muestra que al incorporar un nivel suficiente de
dispersión al modelo distribuido puramente convectivo de reactores de lecho empacado so-
lucionará el problema de multiplicidad infinita de EEs tanto en el modelo distribuido de
dispersión como en el modelo en parámetros concentrados de N -RCTAs.

Adicionalmente, la revisión de las ecuaciones constitutivas para la conductividad térmica
efectiva del lecho realizada por García Anaya (2014) en la literatura de gasificadores de lecho
empacado produjo diferencias significativas en los valores de la dispersión térmica calculados
con dichas expresiones respecto al caso de estudio Di Blasi (2000), evidenciando la alta
incertidumbre de modelado y experimental que predomina en relación a dicho parámetro en
este tipo de reactores de gasificación en específico.

En vista de tales consideraciones y de la baja intensidad del transporte de calor por
dispersión (DH = 0.454mm2/s y PeH = 86.5 en ecuaciones 6.4 y 6.5) debido a una baja
conductividad térmica efectiva del lecho (λ0 = 0.7W/(mK)) del modelo distribuido (6.1)
del reactor de biomasa del caso de estudio (2.14)-(2.15) resulta fundamental realizar un
análisis de bifuraciones análogo al realizado en esta sección pero con una mayor dispersión
térmica y retro-mezclado correspondientes al valor típico de conductividad térmica efectiva
caracterizada por García Anaya (2014) para gasificadores de lecho empacado con el objetivo
de descartar el comportamiento no lineal espurio o sin relevancia física identificado en la
presente sección.

7.3. Caracterización del comportamiento no lineal.

En esta sección se aborda el problema de dilucidar propiedades fundamentales del com-
portamiento no lineal como la multiplicidad, estabilidad y bifurcación de estados estacio-
narios del gasificador de biomasa de flujos concurrentes del caso de estudio mediante el
modelo de N -RCTAs con retro-mezclado tomando en cuenta la incertidumbre de modelado
proveniente principalmente del parámetro de dispersión térmica DH . Un análisis similar al
llevado a cabo en la sección anterior incrementando la dispersión térmica y en consecuencia
el retro-mezclado lleva a un diagrama de bifurcación con respecto al flujo de aire entrante
de estructura (número de EEs, estabilidad y puntos de bifurcación) relevante físicamente de
acuerdo a estudios previos. Cabe destacar que el incremento de la conductividad térmica en
esta sección se realiza basado en el valor típico caracterizado por el estudio de García Anaya
(2014) mediante un factor de corrección constante agregado a la ecuación constitutiva del
caso de estudio, lo cual implica un incremento del coeficiente de dispersión de calor DH

en el modelo distribuido (6.1) y del retro-mezclado de calor qbH en el modelo de N -RCTAs
concentrado (6.9), así como, la disminución del número de Peclet del sistema distribuido
PeH .
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De acuerdo a (Eigenberger, 1972) el comportamiento no lineal típico como la coexistencia
de múltiples estados estacionarios exhibido por los reactores de lecho empacado (móvil y fijo)
de dos fases bajo ciertas condiciones de operación (un conjunto de valores de los parámetros
del sistema de procesos) se debe a dos fenómenos físicos:

1. El efecto de retroalimentación de energía que tiene el transporte de calor por dispersión
en el modelo distribuido del reactor o el retro-mezclado de calor en el modelo de N -
RCTAs, el cual implica siempre un flujo de calor en sentido contrario al movimiento
o flujo del lecho empacado (van Heerden, 1958).

2. Los mecanismos de transporte de masa y energía intrapartícula y extrapartícula ha-
cen posible que el frente de la flama de combustión en la partícula del sólido tenga
multiplicidad de ubicaciones estables e inestables: dentro de ella o en la superficie de
la partícula de carbonizado para una concentración de oxígeno y temperatura fijas en
la atmósfera gaseosa que rodea a la partícula porosa (Arri y Amundson, 1978).

Por lo tanto, los modelos de gasificadores de lecho móvil deben capturar razonablemente
bien estos fenómenos físicos para tratar los problemas de estabilidad de operación, encendido
(ignición) y extinción del reactor asociados con su comportamiento dinámico global.

Los estudios de (Milligan, 1994; Shwe, 2004) reconocen la importancia que tiene el me-
canismo de dispersión de calor para la estabilidad del proceso de gasificación de biomasa
y atribuyen la intensidad de dicho fenómeno principalmente a la transferencia de calor por
radiación de las partículas de carbonizado incandescentes en la zona de combustión hacia las
partículas vecinas en las zonas de secado, pirólisis y de reducción en gasificadores de lecho
empacado de biomasa con flujos descendentes. Sin embargo, la influencia de la dispersión
en la estática y dinámica del proceso de gasificación de biomasa no ha sido analizada en
términos de aspectos prácticos de operación como la estabilidad, el encendido y el apagado
del reactor.

En este sentido, el presente estudio investiga mediante un análisis de bifurcaciones el
papel que juega en la descripción del comportamiento estático y dinámico el nivel de retro-
mezclado de calor en el modelo de N -RCTAs (6.9) o equivalentemente, la dispersión de calor
en el modelo distribuido (6.1) discretizado del gasificador de biomasa de flujos paralelos
descendentes

Las figuras 7.5-7.6 muestran los diagramas de bifurcación de temperatura y poder ca-
lórico del gas efluente en relación al flujo de aire alimentado de 4 trenes de N -RCTAs con
N = 1, 2, 3, 5 y un coeficiente de dispersión térmica incrementado 50 veces con respecto al
utilizado para generar los diagramas de las figuras 7.2-7.3 de la sección anterior, es decir, se
utilizó un coeficiente DH = 0.227cm2/s (o número de Peclet PeH = 1.72) para los diagra-
mas de esta sección. Se observa que el diagrama del caso de 1-RCTA no presenta un cambio
significativo en su estructura con relación al de las gráficas correspondientes en las figuras
7.2-7.3 como es esperado ya que el retro-mezclado sólo sucede entre parejas de RCTAs. El
cambio cualitativo importante se suscita en los diagramas de N = 2, 3, 5-RCTAs donde se
observa que en los tres casos se tienen 2 isolas con conversión de biomasa (que producen gas
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Figura 7.5: Diagramas de bifurcación de la temperatura del gas de síntesis efluente con
respecto al flujo de aire entrante de los modelos de 1, 2, 3, 5-RCTAs de diferente volumen y
dispersión de calor de DH = 0.227cm2/s y PeH = 1.72.

con HHV no cero) y la curva horizontal del EE de extinción. Por lo tanto, los tres trenes
exhiben un mapa de bifurcación con una estructura de hasta 5 EEs, de los cuales 2 son
inestables y 2 estables con producción de gas de síntesis y uno es estable y de extinción.

En la figura 7.7 se presentan los perfiles espaciales interpolados correspondientes a los
5 EEs que exhibe el modelo de 3-RCTAs del gasificador de biomasa con flujos entrantes
de aire de 13.5kg/hr y de biomasa de 9kg/hr. Los perfiles estacionarios estables EE1 y
EE3 corresponden a dos formas de operación en lazo abierto del reactor tubular de biomasa
diferenciados por la posición del frente de reacción (uno cerca de la cima y el otro desplazado
hacia el fondo del reactor), la conversión de biomasa, y el HHV del gas producido.
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Figura 7.6: Diagramas de bifurcación del poder calórico HHV del gas de síntesis con respecto
al flujo de aire entrante de los modelos de 1, 2, 3, 5-RCTAs de diferente volumen y dispersión
de calor de DH = 0.227cm2/s y PeH = 1.72.

En cuanto al comportamiento dinámico no local, el diagrama de bifurcación magnificado
de la figura 7.8 muestra que es posible la transición entre los EEs estables en ambas direccio-
nes, es decir, que el movimiento del frente de reacción bidireccional del gasificador es factible
al aumentar o disminuir el flujo de aire entrante, lo cual es corroborado con simulaciones
transitorias.

El análisis de bifurcaciones presentado en las figuras 7.5-7.6 se repitió para varios valores
del factor de corrección a la conductividad efectiva y por lo tanto del número de Peclet
de calor del reactor, encontrando que: (i) la estructura del diagrama de bifurcación con
respecto al flujo de aire de los modelos de N -RCTAs del gasificador de biomasa se consolida
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Figura 7.7: Los 5 perfiles de EE de algunas concentraciones del gas (H2 y O2), temperatura
y densidad aparente de biomasa para el modelo de 3-RCTAs de diferente volumen con flujo
de aire entrante de 13.5kg/hr y dispersión de calor de DH = 0.227cm2/s y PeH = 1.72.

para valores de PeH < 2.5, y (ii) cuando se varía el número Peclet de calor en el intervalo
2.5 < PeH < 86.5 se observa que N −2 isolas se acercan progresivamente hasta fusionarse a
una de las 2 isolas que prevalecen en el diagrama de bifurcación del tren de N -RCTAs para
PeH < 2.5.

Adicionalmente, se realizan simulaciones transitorias (las cuales no se incluyen por econo-
mía de espacio y para evitar redundancia en este trabajo) con un modelo de N = 12-RCTAs
de idéntico volumen para el gasificador de biomasa, corroborando que la estructura de 5 EEs
del modelo de N -RCTAs se preserva al incrementar el número de RCTAs N con un nivel de
dispersión correspondiente a un PeH = 1.72.
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Figura 7.8: Diagramas de bifurcación magnificados de la temperatura del gas de síntesis
efluente en la región de bajo flujo de aire entrante de los modelos de 3, 5-RCTAs de diferente
volumen y dispersión de calor de DH = 0.227cm2/s y PeH = 1.72.

En relación al conjunto de valores (PeH < 2.5) que debe tomar el número de Peclet
térmico (o el nivel de retro-mezclado con respecto al flujo hacia adelante de calor entre
los tanques en el modelo de parámetros concentrados) para reproducir un comportamiento
estático y dinámico no lineal factible es congruente con el valor típico del número de Peclet
de calor caracterizado para el reactor de biomasa con teoría de reactores químicos de lecho
empacado (García Anaya, 2014).

7.4. Análisis de resultados.

El efecto de del flujo de aire alimentado en el comportamiento no lineal global del reac-
tor de biomasa del caso de estudio fue analizado usando distintos modelos en parámetros
concentrados de N -RCTAs a la luz de la incertidumbre en el parámetro de dispersión de
calor del modelo distribuido asociado. En particular, el estudio de caracterización racional
de la conductividad térmica efectiva de García Anaya (2014) guió el análisis no lineal con
respecto al retro-mezclado de calor del modelo de N -RCTAs (o equivalentemente con respec-
to a la dispersión térmica del modelo distribuido). El análisis de bifurcaciones y estabilidad
desarrollado en varios modelos de N -RCTAs con N = 1, 2, 3, 5, 12 ha mostrado que:

La multiplicidad de EEs del comportamiento estático del tren de N -RCTAs se mani-
fiesta como un diagrama de bifurcación de tipo isola al variar el flujo de alimentación
de aire y sólido.

El número de estados estacionarios y su región de existencia (conjunto de valores de

• 

• 
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flujo de aire) del tren de N -RCTAs con retro-mezclado depende del número de RCTAs
N si la dispersión de calor es muy baja (DH = 0.454mm2/s y PeH = 86.5).

El tren de N -RCTAs con retro-mezclado de calor correspondiente a una dispersión
de DH = 0.227cm2/s (o número de Peclet PeH = 1.72) exhibe una multiplicidad
máxima de 5 estados estacionarios (de los cuales 3 son estables y 2 inestables) con
independencia de N para N > 2 y con retro-mezclado equivalente a un PeH < 2.5,
es decir, si se emplean mallas espaciales de más de 1 nodo interno (3 nodos en total)
en la discretización. Los perfiles estacionarios correspondientes son cualitativamente
similares a los encontrados en el gasificador de carbón de flujos en contracorriente por
Amundson y Arri (1978) y Caram y Fuentes (1982).

Sólo el estado estacionario de reacción estabilizada en la cima y el estado de extin-
ción son estructuralmente estables ante decrementos subsecuentes del PeH < 1 o
incrementos significativos de la dispersión y retro-mezclado de calor.

Seleccionando un nivel adecuado de retro-mezclado de calor es posible reproducir un
diagrama de bifurcación del reactor de flujos concurrentes de biomasa con las mismas
características cualitativas del diagrama de bifurcación del reactor de flujos en contra-
corriente de carbón obtenido por (Caram y Fuentes, 1982) y (Amundson y Arri, 1978).
Por lo tanto, aspectos clave del comportamiento dinámico del gasificador observados
experimentalmente como el frente de reacción viajera bidireccional al aumentar o dis-
minuir el flujo de aire o sólido alimentados. Esto último se puede explicar como una
consecuencia de la histéresis local dentro de la isola del diagrama de bifurcación que da
lugar a la reversibilidad de la transición entre el EE con frente de reacción estabilizado
en la cima al EE con frente de reacción estabilizado en el fondo del reactor.

De acuerdo a estas consideraciones es posible analizar, capturar y completar la descrip-
ción de características esenciales del comportamiento estático y dinámico complejo no lineal
exhibido por el reactor de gasificación de biomasa del caso de estudio mediante un modelo
de un mínimo número de RCTAs (de 3 a 5) con un nivel adecuado de retro-mezclado de
calor (correspondiente a un 1 < PeH < 2.5) y una selección apropiada de los N volúmenes:
V1, V2, ..., VN .
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Capítulo 8

Conclusiones

En la presente tesis se ha desarrollado un método de diseño de modelo de orden reducido
adecuado para diseño de equipo y operación del proceso, estrategias de monitoreo y de
control de reactores de gasificación de lecho móvil. El comportamiento dinámico y estático
no lineal de un reactor tubular de gasificación puede ser descrita con una precisión prescrita,
por medio de un modelo de N -RCTAs con: (i) flujos hacia adelante y de retro-mezclado que
representan el transporte convectivo y difusivo en el reactor, (ii) suposición de estado cuasi-
estacionario para la fase gas, (iii) selección basada en la estequiometría de las combinaciones
de concentraciones correspondientes a las componentes invariantes (o componentes reactivas)
con mecanismos de transporte únicamente (o con término de transporte y de reacción) en
sus ecuaciones de balance molares. El número N de tanques y sus volúmenes (V1, V2, ..., VN )
son considerados grados de libertad de diseño que son elegidos de acuerdo a un propósito de
modelado específico, a la luz de la incertidumbre paramétrica del modelo y experimental.

El punto de partida del método de diseño desarrollado fue un modelo distribuido con
dispersión de gasificadores de lecho empacado basado en primeros principios que incorpora
los fenómenos físico-químicos principales considerados en estudios de modelado recientes
(Di Blasi, 2000, 2004; Shwe, 2004). Tal modelo en EDPs posee múltiples escalas de tiem-
po/espacio debido a la coexistencia de procesos rápidos como la transferencia de calor,
combustión y pirólisis, reacciones de reducción lentas en el término fuente y transporte por
dispersión y convección en las ecuaciones de conservación de masa y energía. Por lo tanto, el
modelo continuo distribuido exhibe una rigidez de moderada a alta y su solución numérica
(o discretización) es un problema mal condicionado y con alta sensibilidad paramétrica.

El presente método de modelado fue aplicado al caso ejemplo del gasificador de biomasa
de flujos descendentes paralelos, logrando una simplificación significativa del modelo diná-
mico: un modelo de 3-tanques con volúmenes diferentes. El modelo resultante de 9 EDOs
describe los comportamientos estático y dinámico del reactor con precisión similar a la obte-
nida con simuladores numéricos del modelo en EDPs, los cuales producen modelos de 1800

a 7000 EDOs.
Las capacidades de descripción del modelo de 3-tanques (9 EDOs) del gasificador de

biomasa exceden a las capacidades de los modelos estándar de alto orden utilizados en



127

simuladores numéricos de EDPs, en el sentido de que es posible determinar características
del comportamiento no lineal global del reactor de gasificación de flujos concurrentes como
la multiplicidad de EEs y su estabilidad mediante un análisis de bifurcaciones del tren de
N = 3-RCTAs. Esto se debe a que dicho análisis global no ha sido realizado para el reactor
de biomasa en la literatura dada la alta complejidad y rigidez de los modelos estándar de
alto orden empleados en la simulaciones numéricas de EDPs.

De acuerdo al análisis de bifurcaciones llevado a cabo en este estudio es posible repro-
ducir y completar la descripción de características esenciales del comportamiento dinámico
y estático no lineales del reactor de gasificación de biomasa de flujos concurrentes mediante
un modelo de un número reducido (3 < N < 5) de RCTAs y con estabilidad estructural
respecto a N para N > 2 al diseñar de forma conjunta el número de tanques N , sus volúme-
nes y parámetros de transporte del modelo como el retro-mezclado qb o equivalentemente,
la dispersión DH en el modelo distribuido.

Se estableció la factibilidad de capturar mediante un modelo dinámico de orden bajo,
aspectos fundamentales como la multiplicidad y estabilidad del comportamiento no lineal
de la clase de reactores de gasificación de lecho empacado en su operación a contracorriente
y concurrente, así como de lecho móvil y fijo. Dicho modelo de dimensión finita reducida
tiene una estructura ajustable y simple, y a su vez, provee un significado físico intuitivo ya
que puede ser interpretado como una interconexión en cascada con retro-mezclado de un
número reducido de RCTAs multicomponentes, no isotérmicos y de diferente volumen, o de
forma más general, como un proceso de N etapas de volumen variable. Las ventajas que
ofrece dicho sentido físico del modelo en parámetros concentrados de orden reducido sobre
el modelo distribuido se enumeran a continuación:

Posibilita la adaptación o aplicación directa a reactores de gasificación de las estrate-
gias de diseño de equipo, control y estimación extensamente estudiadas y propuestas
para sistemas de procesos por etapas como columnas de destilación o trenes de N -
RCTAs.

Es compatible con la idea básica de dividir el reactor para análisis y diseño de equipo
en 4 zonas o estratos en cada una de las cuales domina un proceso físico-químico:
secado, pirólisis, combustión y reducción.

El método de diseño de modelo propuesto permite determinar el menor número N de
RCTAs necesarios para reproducir el comportamiento de un gasificador de lecho móvil con
una precisión adecuada en términos del objetivo de modelado en particular y de la incerti-
dumbre del modelo y experimental del reactor específico bajo estudio.

El diseño de modelo desarrollado en esta tesis es equivalente al diseño de un observador
de lazo abierto (sin innovación de sensores) dado un objetivo de estimación de variables de
concentración, temperatura y flujo derivado del propósito de modelado y con las limitaciones
impuestas por la incertidumbre experimental y del modelo.

El método de diseño de modelo propuesto permite la realización de estudios para:
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Análisis de estabilidad estructural y multiplicidad de estados estacionarios con el
objetivo de garantizar un diseño de operación y equipo con un desempeño seguro y
eficiente.

Síntesis de estrategias de control convencionales o avanzadas de reactores de gasifica-
ción.

Diseño y validación de observadores de las variables de concentración basados en me-
diciones de temperatura para propósitos de control y/o de monitoreo de gasificadores
de lecho empacado.

Un diseño racional de los parámetros del modelo deN -RCTAs (es decir,N , V1, V2, ..., VN ,
qb0,q

b
1, ...,q

b
N ) acompañado de un estudio no lineal global basado en bifurcaciones debe ser

realizado en vista de los mecanismos de transporte más importantes que intervienen en el
proceso de gasificación (provistos por experimentos) con el objetivo de evitar respuestas
irreales y sin relevancia física (espurias) relacionadas con la operación en estado estacionario
y transitoria de reactores en gasificación de lecho empacado, incluso utilizando simulaciones
del modelo en EDPs con discretizaciones espaciales de alto orden cuando las reacciones
involucradas tienen números de Damkhöler altos.

El estudio no lineal basado en bifurcaciones del modelo de N -RCTAs para un reactor de
gasificación llevado a cabo en esta tesis establece que la simulación numérica de los modelos
basados en primeros principios (tanto de parámetros distribuidos como concentrados) es
susceptible de los distintos problemas de convergencia que se presentan en el Apéndice D
derivados del comportamiento espurio o sin relevancia física inducido por el método de
discretización y un conjunto de valores de sus parámetros asociados. Dichas implicaciones se
extienden al campo de la DFC donde se emplean modelos discretizados mediante diversos
métodos numéricos proveyendo una nueva perspectiva de análisis formal y sistemático para
la elección de mallas de discretización y estudios de independencia de soluciones numéricas
de la malla de discretización para validación de modelos para sistemas de procesos reactivos
en los que intervienen mecanismos de transporte advectivos, difusivos o dispersivos.

8.1. Trabajo futuro.

El esquema de diseño desarrollado en esta tesis es capaz de obtener un modelo con un
buen compromiso entre su complejidad y su grado de precisión en las variables de concentra-
ción y temperatura del reactor de gasificación dado un objetivo de modelado. Sin embargo,
dicho esquema constituye una primera aproximación para el desarrollo de un marco de
modelado generalizado de sistemas de procesos termo-químicos para diseño de reactores y
estrategias de control y monitoreo. En este sentido, se sugieren a continuación un conjunto
de acciones que se deben explorar en el futuro que complementan los diferentes aspectos del
diseño de modelo abordados en el presente estudio:
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1. De acuerdo al estudio de modelado desarrollado en esta tesis, el papel de la dispersión
(o equivalentemente el retro-mezclado) de calor y masa en los modelos distribuidos
y de parámetros concentrados de los reactores de gasificación de lecho empacado de
flujos concurrentes es fundamental, por lo que debe realizarse en el futuro un estudio
experimental con respuestas al impulso y escalón de trazadores con el objetivo de
identificar coeficientes de dispersión (o retro-mezclado) de masa y calor del sistema
distribuido de procesos. De esta manera, se garantiza que parámetros de operación
como la temperatura y los flujos de alimentación que producen una desempeño óptimo
en estado estacionario y en el mecanismo de ignición del reactor sean determinados
mediante un modelo de baja dimensión con una precisión prescrita por el propósito
de modelado.

2. Reducir la rigidez y la sensibilidad del modelo distribuido de dispersión causado por
la intensidad de los términos fuente de reacción e intercambio de calor (altos núme-
ros de Damkhöler y de Stanton) mediante un esquema de perturbaciones singulares
análogo al propuesto por Countou-Carrere y Daoutidis (2008) para un reactor tubular
multicomponente con transporte por convección únicamente.

3. Resulta necesario explorar en un estudio subsecuente un cambio de coordenadas de
las componentes reactivas con sentido físico para redes de reacción de gasificación de
biomasa análogo al desarrollado por García Anaya (2014), ya que el método basado en
la descomposición de valores singulares propuesto en este estudio produce una trans-
formación de coordenadas que es robusta a errores o desviaciones de los coeficientes
estequiométricos pero carece de un sentido químico evidente.

4. Desarrollar un método sistemático para determinar el número de tanques N y sus vo-
lúmenes V1, V2, ..., VN del modelo de N -RCTAs dada una incertidumbre y un error de
estimación de un conjunto de variables de estado requerido por el objetivo de modela-
do. Con el objetivo de evaluar las limitaciones de los modelos diseñados, se plantea el
problema inverso: dado un tren de N -tanques con volúmenes V1, V2, ..., VN , cuál es el
error de estimación de un grupo de variables de estado. El estudio de Canales~Meza
(2013) constituye una primera aproximación para sistematizar la selección de N y
V1, V2, ..., VN .

5. Validación del modelo de bajo orden deducido en planta piloto de gasificación de
biomasa de pequeña escala adquirida por el Instituto de Ingeniería mediante pruebas
experimentales que permitan:

Obtener tiempos de respuesta entre modos de operación: encendido, cambios de
demanda de gas de síntesis y apagado.

Medir los flujos de salida del gas de síntesis y/o fracción de carbonizado con-
vertido en gas (eficiencia del proceso) bajo diferentes condiciones de operación
(variando el flujo de aire y biomasa entrantes).
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6. Investigar el mecanismo de ignición o encendido del reactor de gasificación de biomasa
mediante un análisis del diagrama de bifurcación generado al variar la temperatura
entrante de los flujos reactantes, utilizando el esquema de modelado de N -RCTAs
propuesto.

7. Desarrollar de un criterio de colocación de sensores de temperatura para monitoreo
y/o control de gasificadores de lecho empacado basado en el modelo de dimensión
finita de N -RCTAs diseñado mediante el método propuesto.

8. Diseñar un observador basado en el modelo de dimensión finita de N -RCTAs en casca-
da con retro-mezclado. La síntesis de un estimador para un gasificador está relacionada
con las siguientes acciones:

Diseñar una o más estructuras de estimación detectables para un gasificador de
lecho empacado y evaluar su funcionamiento.

Determinar la estructura más simple que cumpla con los objetivos de estimación.

9. Extender la aplicación del modelo de N -RCTAs a reactores con geometrías mas com-
plejas como el gasificador Imbert. Esto posibilitará la caracterización de la estabilidad
estructural de sus EEs mediante el análisis de diagramas de bifurcación generados al
variar los flujos entrantes de aire y de sólido.

10. Aplicar el método de diseño de modelo desarrollado aquí en gasificadores de lecho
móvil de flujos en contracorriente como el reactor tipo Lurgi de carbón analizado
en Caram y Fuentes (1982), (Amundson y Arri, 1978). Así mismo, determinar las
diferencias entre las operaciones de flujos concurrentes y en contracorriente en términos
de la complejidad del comportamiento no lineal (tipos de bifurcaciones y estabilidad)
exhibido.

11. Explorar la factibilidad de plantear el modelo distribuido con dispersión de gasificado-
res de lecho móvil como un modelo de frontera móvil aplicando la Regla de Leibinitz a
fin de reproducir el comportamiento de frente de reacción viajero con mayor precisión
utilizando un modelo de N -RCTAs de dimensión baja.
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Apéndice A

Métodos de reducción y simplificación
de modelo.

Los reactores químicos son sistemas dinámicos complejos cuyo desempeño está deter-
minado por las interacciones de una variedad de procesos físico-químicos. En consecuencia,
los modelos basados en primeros principios que describen su comportamiento son sistemas
de ecuaciones diferenciales no lineales cuyas variables de estado exhiben una estructura de
múltiples escalas.

El análisis exacto de dichos modelos es complicado y en ocasiones, resulta intratable.
Por lo tanto, el estudio del comportamiento de los sistemas reactivos mediante modelos
matemáticos fenomenológicos implica deducir a partir del modelo original un modelo apro-
ximado simplificado cuyo análisis es tratable. La amplia diversidad de métodos matemáticos
utilizados para este fin son clasificados en dos categorías: (i) métodos numéricos, los cuales
implican la discretización del modelo, y (ii) métodos asintóticos, cuyo análisis está basado
en la teoría de perturbaciones que estudia la dependencia del comportamiento dinámico en
uno o varios parámetros de perturbación del modelo sin afectar la naturaleza continua de
las variables.

El método de diseño de modelo propuesto combina la aplicación de esquemas de mode-
lado simplificado pertenecientes a ambas categorías: perturbaciones singulares y métodos de
discretización del dominio espacial del reactor: diferencias finitas y volumen finito.

El presente apéndice muestra un panorama general de los fundamentos teóricos que
legitiman las estrategias de simplificación y reducción de modelo aplicadas en el campo de
la ingeniería de procesos y reactores con el objetivo de enfatizar los alcances y limitaciones
de dichos métodos, así como, situarlos en un marco general de análisis y síntesis de modelos.

La primera parte se dedica a la descripción general de los métodos de perturbaciones
singulares en el contexto de sistemas dinámicos de parámetros concentrados. Posteriormente,
se da una revisión del estado del arte de los métodos de reducción de orden aplicados a
sistemas dinámicos de parámetros distribuidos reactivos.
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A.1. Métodos de perturbaciones singulares.

El objetivo de esta sección consiste en presentar un marco de modelado simplificado
constituido por esquemas de reducción de orden basados en los métodos estándar de per-
turbaciones singulares, los cuales son capaces de revelar dos aspectos esenciales del sistema
dinámico analizado: (i) propiedades estructurales que no son evidentes en el modelo original
como el grado de interacción entre los componentes del sistema y la intensidad de los efectos
no lineales, y (ii) el comportamiento de múltiples escalas de tiempo y espacio inherente a
los reactores de lecho empacado de gasificación.

Una revisión general de los conceptos y fundamentos básicos de las series asintóticas y
la teoría de perturbaciones singulares estándar para sistemas dinámicos de dimensión finita
se presenta en el apéndice B. En esta sección se ilustran las ideas básicas de los métodos de
perturbaciones singulares con énfasis en su aplicación a sistemas dinámicos con parámetros
concentrados de la forma (A.1), las cuales son invariantes en esencia para sistemas dinámicos
de dimensión infinita. El método de reducción de modelo que se presenta en esta sección se
basa en la teoría de perturbaciones singulares orientada al análisis de estabilidad y control
de sistemas dinámicos con parámetros concentrados de(Kokotovic et al., 1999; Khalil, 2002).

ẏ = f(t, y, ε), y ∈ Rr (A.1)

Los métodos de perturbaciones singulares están constituidos por una familia muy amplia
de herramientas sistemáticas que permiten obtener modelos reducidos explotando la peque-
ñez de un parámetro del sistema denotado por ε mediante expansiones asintóticas de las
variables de estado del modelo completo original (A.1). La solución ỹ(t, ε) del sistema diná-
mico que conforma al modelo simplificado es por lo tanto una aproximación de la solución
y(t, ε) del sistema o modelo completo. El error de la aproximación para una serie asintótica
(A.2) de N términos es del orden del parámetro pequeño ε elevado a la N -ésima potencia,
denotado como O(εN ). Dado que ε es muy pequeño, es posible lograr un error de apro-
ximación bajo empleando expansiones asintóticas con un número reducido N de términos
(Khalil, 2002).

ỹ(t, ε) =
N−1∑
i=0

yi(t)ε
i (A.2)

Una manifestación fundamental de la pequeñez del parámetro de perturbación singular
ε es el comportamiento de múltiples escalas de variación que exhiben algunas variables del
modelo.

La teoría de perturbaciones singulares estándar estudia una clase de modelos dinámicos
que exhibe una estructura de dos escalas de tiempo determinada por un parámetro pequeño
ε. De acuerdo a ésta teoría es posible clasificar las variables de estado del modelo en dos
tipos: estados con variación lenta, y variables caracterizadas por la presencia de una variación
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rápida en un intervalo de tiempo inicial pequeño [t0, tε] conocida como capa límite inicial,
seguida de una evolución lenta guiada por las variables del primer tipo para t > tε. Debido
a este papel determinante de las variables lentas se dice que ellas aportan la dinámica
dominante o esencial del sistema.

A continuación se describe el método de reducción de modelo basado en perturbaciones
singulares estándar para sistemas dinámicos de dimensión finita modelados mediante EDOs
con condiciones iniciales:

1. Transformar el modelo a la forma estándar de perturbaciones singulares:

ẋ = f(t, x, z, ε), x(t0) = ξ(ε), x ∈ Rn (A.3)

εż = g(t, x, z, ε), z(t0) = η(ε), z ∈ Rm (A.4)

La forma estándar (A.3)-(A.4) es una representación del modelo que permite separar
el espacio de estados del sistema de dimensión r = n + m en dos subconjuntos: el
subespacio de dimension m de las variables rápidas z y el subespacio con dimension
n de variables lentas x. Encontrar una transformación de coordenadas que lleve al
modelo a la forma estándar es un problema no trivial y en el que la intuición física
del problema juega un papel determinante. El conocimiento de los componentes y
los procesos físicos que componen el sistema, así como, su importancia relativa en
su respuesta a estímulos externos facilita la identificación de las diferentes escalas
de tiempo del modelo mediante el análisis de perturbaciones singulares de uno o
varios parámetros de perturbación. El tipo de transformación más sencillo y más
ampliamente utilizado es el escalamiento o normalización de variables que representa
el modelo en términos de variables y parámetros adimensionales.

2. Obtener el modelo reducido nominal. El modelo aproximado más simple se obtiene al
anular el efecto del parámetro pequeño de perturbación ó ε = 0:

ẋ = f(t, x, z, 0), x(t0) = ξ(0) = ξ0 (A.5)

0 = g(t, x, z, 0) (A.6)

El sistema dinámico resultante está compuesto de n ecuaciones diferenciales que des-
criben el comportamiento de los estados del vector x y m restricciones algebraicas
(A.6) que determinan el valor de las variables del vector z en la escala de tiempo lenta
del sistema t. Por lo tanto, la dimensión del sistema se reduce de n+m estados (nú-
mero de ODEs) en el modelo original (A.3)-(A.4) a n estados en el modelo reducido
(A.5)-(A.6) debido a que el sistema de m ecuaciones diferenciales (A.4) degeneran en
un sistema de m ecuaciones algebraicas (A.6), cuya solución z = h(t, x) es el estado
estacionario del subsistema dinámico de las variables rápidas. De esta manera, las m
condiciones iniciales de z se pierden en la escala lenta debido a que con ε = 0 las varia-
bles rápidas z convergen a su estado de equilibrio z instantáneamente (con velocidad
infinita) si éste es único y estable. Sin embargo, en general el sistema algebraico (A.6)
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es no lineal y puede tener k ≥ 1 soluciones reales aisladas zk, originando una multipli-
cidad de modelos reducidos, al sustituir cada solución zk en el sistema de ecuaciones
diferenciales (A.5):

ẋ = f(t, x, h(t, x), 0), (A.7)

z = h(t, x) (A.8)

Estos sistemas son conocidos como modelos de estado cuasiestacionario o modelos
lentos porque capturan la componente lenta dominante del modelo completo deno-
tada como (x, z). Las variables z están en estado cuasiestacionario debido a que su
estado de equilibrio (A.8) depende de las variables de estado lentas x. Por lo tanto,
la evolución aparente (dada por el cambio del punto de equilibrio parametrizado por
x) de las variables de estado z está dominada por la evolución de las variables lentas
x. Resulta esencial resaltar el posible carácter local del modelo reducido (A.7)-(A.8),
dada la multiplicidad de zk soluciones que representan los k estados estacionarios de
z parametrizados por x (Kokotovic et al., 1999). Es por ello que para determinar la
region de validez del modelo en el espacio de estados es necesario conocer la histo-
ria inicial en la capa límite de los estados rápidos z mediante un modelo apropiado
obtenido en el siguiente paso.

3. Obtener el modelo de capa límite del sistema. Con el propósito de tener una visión
completa de la evolución de los estados del sistema se obtiene un modelo que propor-
ciona el comportamiento de las variables rápidas z en el intervalo de tiempo inicial
desde que z = z(t0) hasta que llega a su estado cuasiestacionario z = h(t, x). Dicho
periodo de tiempo de variación rápida de z es la capa límite inicial del sistema.

dẑ

dτ
=g(t, ξ0, ẑ + h(t, ξ0), 0), ẑ(0) = η(0)− h(t0, ξ0) (A.9)

donde ẑ(t) = z(t) − h(t, x). El subsistema (A.9) describe la evolución de la compo-
nente rápida de z denotada por ẑ en la escala de tiempo rápida del sistema τ = t/ε.
Cabe señalar que el modelo de la dinámica rápida del sistema está desacoplado de
las variables de estado x debido a que éstas se encuentran congeladas en su valor
inicial en la escala de tiempo rápida. De acuerdo a este argumento, la componente
rápida de z no tiene efecto en el comportamiento dinámico a largo plazo del sistema,
al fijar las condiciones iniciales. Sin embargo, el modelo de capa límite puede jugar un
papel esencial en la comprensión del comportamiento dinámico no local del modelo
completo al describir la dinámica de transición entre modelos reducidos diferentes co-
rrespondientes a regiones de atracción y repulsión de estados estacionarios múltiples,
así como, caracterizar las bifurcaciones asociadas.

4. Validar el conjunto de modelos reducidos. Dada la posibilidad de multiplicidad de
modelos reducidos locales es necesario evaluar su región de validez. Según la teoría de
perturbaciones singulares estándar (Tikhonov, 1952; Vasil’eva, 1963) una condición
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suficiente para que la solución del modelo reducido sea una aproximación uniforme
de primer orden (A.10)-(A.11) de la solución del modelo completo es la estabilidad
exponencial del origen ẑ(t) = 0 (estado cuasiestacionario z(t) = h(t, x)) del modelo
de capa límite uniforme en los parámetros (t, x).

x(t, ε) = x(t) +O(ε) ∀t ∈ [t0, t1] (A.10)

z(t, ε) = z(t) +O(ε) ∀t ∈ [tb, t1], tb > t0 (A.11)

Para obtener una aproximación uniforme de las variables rápidas en todo un intervalo de
tiempo es necesario agregar la solución del modelo de capa límite:

z(t, ε) = z(t) + ẑ(t) +O(ε) ∀t ∈ [t0, t1] (A.12)

El hecho de que la validez se garantice para un intervalo de tiempo finito [t0, t1] se
debe a que para t > t1 los estados del sistema pueden moverse hacia la región de atracción
de un estado estacionario o ciclo límite descrito por otro modelo reducido. Para que un
modelo reducido sea válido en el intervalo de tiempo infinito una condición suficiente es la
estabilidad exponencial de algún equilibrio del modelo reducido (A.7) de acuerdo al teorema
de (Hoppensteadt, 1966).

Una interpretación geométrica en términos de conjuntos o variedades invariantes lentos y
rápidos del espacio de estados del modelo completo en su forma estándar de perturbaciones
singulares puede proporcionar una mejor comprensión de éste comportamiento típico para
esta clase de sistemas.

Las ideas fundamentales del método de perturbaciones singulares para sistemas dinámi-
cos de dimensión finita modelados mediante ecuaciones diferenciales ordinarias con codicio-
nes iniciales se extienden de forma natural a ecuaciones diferenciales parciales y ordinarias
con condiciones de frontera. Naidu (1988) da un panorama general del método de pertur-
baciones singulares aplicado a sistemas de EDOs con condiciones de frontera y sistemas
discretos representados por ecuaciones en diferencias. En consecuencia, dado un modelo,
sea éste estático o dinámico, y de naturaleza distribuida o en parámetros concentrados, la
influencia del pequeño parámetro ε en sus variables se presentará como transiciones rápidas
en regiones pequeñas del dominio llamadas capas límites acompañadas de variaciones suaves
en el resto del dominio. La ubicación de las capas límite en el dominio espacial o temporal
da lugar a diferentes tipos de perturbaciones singulares:

1. Capa límite inicial. El sistema dinámico en parámetros concentrados exhibe una es-
tructura definida de dos o más escalas de tiempo, en la que algunas variables tienen
transiciones rápidas en una vecindad del tiempo inicial acompañadas de variaciones
lentas en un tiempo posterior, mientras que otras sólo presentan un comportamiento
lento.
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2. Capa límite de frontera. Se suscitan en ecuaciones diferenciales con valor a la frontera,
los cuales son modelos de estado estacionario para sistemas de parámetros distribuidos.
Las transiciones rápidas de las variables del sistema pueden presentarse en vecindades
de cualquiera de las fronteras del dominio espacial, de forma análoga a la capa límite
inicial.

3. Capa límite inicial y de frontera. Es la combinación de las dos anteriores en sistemas
dinámicos con parámetros distribuidos modelados con EDPs.

4. Capa límite interna. A diferencia de la estructura por capas del primer tipo, el efecto
de la pequeña perturbación singular se manifiesta en un intervalo de tiempo posterior
al inicial en sistemas dinámicos de parámetros concentrados. Se suscita también en
sistemas dinámicos distribuidos con una estructura no bien definida de múltiples esca-
las en la que los efectos de una escala están fuertemente acoplados con las variables de
otra escala, es decir, las escalas tienen un efecto acumulativo. Esta clase de problemas
es el más complejo y se manifiesta como un frente de onda propagado con una capa
límite libre o móvil en los perfiles de las variables del sistema.

En conclusión, los métodos de perturbaciones descomponen en dos escalas de variación el
comportamiento de las variables del modelo completo (A.3)-(A.4) y obtienen dos submodelos
reducidos: (i) el modelo lento de orden reducido (A.5)-(A.6), y (ii) el modelo rápido de la
capa límite (A.9). Dichos submodelos aproximan el comportamiento del modelo completo
con un error del orden de ε. Además, estos submodelos son más simples y robustos, en el
sentido de que exhiben una menor sensibilidad a errores de modelado (incertidumbre en
parámetros, relaciones constitutivas, etc.) que el modelo completo (A.3)-(A.4), el cual es
intrínsecamente mal condicionado. Por lo tanto, la resolución numérica de los submodelos
simplificados mostrará un desempeño mucho más eficiente que aquel exhibido por el modelo
completo, debido a una alta rígidez numérica asociada del sistema de ecuaciones diferenciales
(A.3)-(A.4).

El método de perturbaciones singulares estándar realiza una separación del modelo com-
pleto en dos escalas de variación aprovechando la pequeñez de un parámetro singular ε. Sin
embargo, los sistemas reactivos en general exhiben una estructura de múltiples escalas de
variación debida a múltiples parámetros singulares, por lo que una extensión natural del
método de dos escalas consiste en considerar a los sistemas multiescala como varios pro-
blemas de perturbaciones singulares de un sólo parámetro anidados de forma sistemática
(Kokotovic et al., 1999).

Las generalidades de la teoría de perturbaciones singulares presentada en esta sección
permean en la mayoría de los métodos de reducción de modelo aplicados a sistemas dinámicos
reactivos. De esta manera, las ideas fundamentales tratadas en esta sección constituyen un
marco general teórico para la revisión de los métodos de reducción para reactores distribuidos
dada en la próxima sección.
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A.2. Métodos de reducción de orden de sistemas distribuidos
reactivos.

En general, los modelos dinámicos distribuidos involucran procesos físicos y químicos de
múltiples escalas que se manifiesta en rigidez (stiffness) y el alto costo computacional en la
simulación numérica de las ecuaciones diferenciales y en la sensibilidad ante incertidumbres
de modelado o medición, de los controladores u observadores sintetizados a partir de estos
modelos. De esta manera surge la necesidad de emplear diversas técnicas de reducción sis-
temática para deducir modelos dinámicos de parámetros concentrados y de bajo orden que
le confieran robustez a los controladores diseñados a partir de ellos mismos (Christofides,
2001).

A.2.1. Clasificación de los sistemas en parámetros distribuidos reactivos.

En la literatura una gran cantidad de sistemas dinámicos distribuidos son modelados
empleando dos estructuras generales unidimensionales (una variable independiente espacial
z):

1. Sistema en la forma de Divergencia:

∂E(u)

∂t
+
∂M(u, ∂u∂z )

∂z
= K(u, z, t), u,E,M,K ∈ Rn (A.13)

2. Ley de conservación:

∂u

∂t
+
∂B(u, ∂u∂z )

∂z
= S(u, z, t), u,B,S ∈ Rn (A.14)

donde u es un vector que contiene las variables dependientes fundamentales como con-
centraciones, temperaturas o velocidades de flujo, M, B tienen como elementos los
fluxes por transporte convectivo y/o dispersivo/difusivo de masa, energía o momento
y los vectores K, S agrupan los términos fuente de las ecuaciones de balance.

Partiendo de estas estructuras es posible distinguir dos clases de sistemas distribuidos de
acuerdo al tipo de transporte que domina:

1. Sistemas de transporte convectivo-difusivo-reactivos. Son sistemas en donde el trans-
porte por advección y el transporte por difusión o dispersión coexisten con procesos
reactivos.

a) Forma de Divergencia. Esta estructura es un caso de la ecuación A.13 cuando
M(u) = F(u) + D(u)∂u∂z .

∂E(u)

∂t
+
∂

∂z

(
F(u)+D(u)

∂u

∂z

)
= K(u, z, t), u,E,F,K ∈ Rn, D(u) ∈ Rn×Rn
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(A.15)

b) Ley de conservación. Cuando B(u) = Q(u) + W(u)∂u∂z la ecuación A.14 pro-
duce esta ecuación en la forma de ley de conservación.

∂u

∂t
+

∂

∂z

(
Q(u) + W(u)

∂u

∂z

)
= S(u, z, t), u,Q,S ∈ Rn, W(u) ∈ Rn×Rn

(A.16)

donde los fluxes de transporte advectivo están contenidos en F y Q, mientras que los
coeficientes de transporte difusivo/dispersivo son elementos de D y W.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales (ecuación A.15 y ecuación A.16) son
cuasilineales y de segundo grado. Es posible llevar la forma de Divergencia a la forma
general de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer grado:[

∂E(u)
∂u 0n×n

0n×n 0n×n

]
∂

∂t

[
u

v

]
+

[(
∂F(u)
∂u +

∑n
i=1

∂Di(u)
∂u vi

)
D(u)

In×n 0n×n

]
∂

∂z

[
u

v

]
=

[
K(u, z, t)

v

]
(A.17)

2. Sistemas de transporte advectivos reactivos. Son sistemas distribuidos donde el trans-
porte por dispersión es muy débil y prevalece el transporte convectivo.

∂E(u)

∂t
+
∂F(u)

∂z
= K(u, z, t) (A.18)

donde u,E,F,K ∈ Rn y esta estructura se conoce como sistema convectivo-
reactivo en la forma de Divergencia.

∂u

∂t
+
∂Q(u)

∂z
= S(u, z, t) (A.19)

donde u,Q,S ∈ Rn y esta estructura se conoce como ley de conservación de sis-
tema convectivo-reactivo.

Ambas estructuras (ec. A.18 y ec. A.19) pueden ser llevada a la forma general de
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden:

A(u, z, t)
∂u

∂t
+ C(u, z, t)

∂u

∂z
= S(u, z, t) (A.20)

donde A(u, z, t) ∈ Rn×Rn es una matriz diagonal y C(u, z, t) ∈ Rn×Rn es la matriz
Jacobiana (∂F∂u ) del vector de Flujos F(u) para el caso de la estructura representada
por la ecuación (A.19) y una matriz diagonal con las velocidades de flujo para el caso
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del sistema en la forma de Divergencia (ecuación A.18).

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) de primer orden de la ec.
(A.20) es cuasilineal debido a que los coeficientes de las derivadas (C,A) dependen
de u, sin embargo, si se elimina dicha dependencia el sistema dinámico se vuelve
semilineal y la no linealidad del sistema se debe exclusivamente al término de no
homogéneo S(u, z, t).

El sistema de EDPs de primer grado cuasilineales de la ecuación A.20 puede ser
reformulado como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) de primer
grado empleando el Método Geométrico de Características. Con base en este
método se realiza la clasificación de los sistemas de EDPs de primer grado de acuerdo
al carácter de las raíces del polinomio característico Y = det(C−Aλ) si la matriz C

es singular ó del polinomio característico X = det(A−Cω) si la matriz A es singular
(Zauderer, 1989):

a) Hiperbólico. Si las n raíces del polinomio característico Y ó X son reales,
distintas y el problema de eigenvalores generalizado asociado: (C−Aλ)p = 0 a
Y ó (A−Cω)q = 0 a X tiene n soluciones linealmente independientes.

b) Parabólico. Si las n raíces de Y ó X son reales pero el problema de eigenvalores
generalizado asociado
tiene m < n soluciones linealmente independientes.

c) Elíptico. Si Y ó X no tienen raíces reales.

d) Hiperbólico débil. Si las n raíces del polinomio característico Y ó X son reales,
algunas iguales y el problema de eigenvalores generalizado correspondiente tiene
n soluciones linealmente independientes.

Condición suficiente para rango completo del problema de eigenvalor gene-
ralizado (Bai et al., 2000). Si las dos matrices asociadas al problema de eigenvalor
generalizado C y A son hermitianas (ó simétricas reales) y A ó C es positiva definida,
entonces los eigenvalores son reales y existen n eigenvectores linealmente indepen-
dientes que forman una base del eigenespacio. Con esta condición se garantiza que la
multiplicidad algebraica y la multiplicidad geométrica de los eigenvalores sea igual.

A continuación, se da una revisión de los métodos de reducción principales categorizados de
acuerdo al tipo de ecuaciones diferenciales parciales a las que son aplicables.

A.2.2. Métodos de perturbaciones singulares para sistemas hiperbólicos.

Los métodos de reducción de modelo para sistemas distribuidos disipativos, representa-
dos por sistemas de EDPs parabólicas, se basan en la idea de que el espectro del operador
espacial de transporte se puede descomponer en un espectro lento de dimensión finita y uno
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rápido y estable con dimensión infinita (Christofides y Daoutidis, 1997). Dichos métodos no
son aplicables a los sistemas hiperbólicos porque todos los eigenvalores del operador espacial
diferencial convectivo contienen la misma cantidad de energía (Countou-Carrere y Daoutidis,
2008).

Por lo tanto, una metodología alternativa de reducción de modelo es aplicada a siste-
mas distribuidos reactivos en los que el transporte convectivo domina sobre el transporte
dispersivo y difusivo, representados por sistemas de EDPs hiperbólicas (A.20).

El estudio reciente de (Countou-Carrere y Daoutidis, 2008) desarrolla un método en
el que combina la teoría de perturbaciones singulares estándar y el método geométrico
de características al modelo de un reactor tubular multicomponente de una sola fase sin
dispersión, el cual se presenta a continuación utilizando una notación similar a la del modelo
distribuido del gasificador (2.4):

∂Ci
∂t′

= −u
∂Ci
∂Z

+
m∑
j=1

si,jRj(C, T ), i = 1, 2, ..., n (A.21a)

∂T

∂t′
= −u

∂T

∂Z
− 1

CTCp

m∑
j=1

∆HjRj(C, T )− hAv
CTCp

(T − Tw) (A.21b)

El comportamiento de múltiples escalas en el reactor de flujo pistón se manifiesta tanto
en el tiempo como en el espacio, con una capa límite de fontera e inicial, proveniente de
la rapidez relativa de los procesos físico-químicos agrupados en el término fuente de las
ecuaciones de balance (A.21), como lo son las reacciones y los procesos de transferencia de
calor por reacción o a través de un medio externo con temperatura uniforme Tw. Es decir,
en esta clase de reactores la separación de escalas de variación se da por la convivencia de
procesos rápidos con procesos lentos.

El método de reducción de modelo de (Countou-Carrere y Daoutidis, 2008) está consiste
en 5 pasos fundamentales:

1. Normalización (escalamiento) de las ecuaciones diferenciales parciales para obtener la
forma adimensional del modelo:

∂u

∂t
= −∂u

∂z
+ V(u)r(u) (A.22)

2. Identificación del parámetro singular ε y separación de las reacciones químicas y pro-
cesos de intercambio de calor rápidos y lentos.

∂u

∂t
= −∂u

∂z
+

1

εs
Vs(u)rs(u) +

1

εf
Vf (u)rf (u) (A.23)

3. Obtención de las ecuaciones diferenciales ordinarias en términos del parámetro carac-



141

terístico del sistema original mediante el método de características.

du

dσ
=

1

εs
Vs(u)rs(u) +

1

εf
Vf (u)rf (u) (A.24)

4. Reducción del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias basada en perturbaciones
singulares y obtención de la ecuación del conjunto invariante que describe el efecto de
las reacciones rápidas en el modelo reducido.

du

dσ
=

1

εs
Vs(u)rs(u) + Vf (u)rR (A.25a)

0 = rf (u) (A.25b)

rR = limεf−→0
rf (u)

εf
= −

[
∂rf
∂u
Vf (u)

]−1[∂rf
∂u

(
1

εs
Vs(u)rs(u)

)]
(A.25c)

5. Reformulación del modelo reducido en el dominio espacial y temporal. Es decir, el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias reducido de las superficies características
del sistema es utilizado para deducir el sistema de ecuaciones diferenciales parciales
reducido, en el cual la rigidez debido a las reacciones rápidas del sistema es eliminada.

∂u

∂t
= −∂u

∂z
+

1

εs
Vs(u)rs(u)− Vf (u)

[
∂rf
∂u
Vf (u)

]−1[∂rf
∂u

(
1

εs
Vs(u)rs(u)

)]
0 = rf (u) (A.26a)

La efectividad del método se demuestra en el estudio de (Countou-Carrere y Daou-
tidis, 2008) en el que se deduce un control robusto con baja sensibilidad a errores
de modelado a partir del modelo reducido (A.26) contrario al desempeño pobre mos-
trado por el controlador deducido a partir del modelo completo (A.21), que incluso
lleva a la inestabilidad al sistema de lazo cerrado debido a la acción de control grande
que se suscita al tratar de compensar los errores de modelado en algunos parámetros,
magnificados por la alta sensibilidad del modelo completo.

A.2.3. Métodos de discretización espacial de orden reducido.

Son técnicas que aproximan el comportamiento dinámico de una clase de sistemas de
dimensión infinita con un sistema de dimensión finita reducida o mínima basadas princi-
palmente en la teoría de perturbaciones singulares y el teorema de la variedad central. El
modelo en parámetros concentrados puede ser utilizado para diseñar un controlador de di-
mensión finita que sea capaz de estabilizar un sistema de dimensión infinita como se reporta
en la literatura (Balas (1982), Curtain (1985), Sakawa (1983)). Así mismo, existen pruebas
de estabilidad para sistemas lineales y una clase de sistemas no lineales de dimensión infinita
acoplados con un controlador de dimensión finita (Balas, 1991). No obstante, algunos de los
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métodos obtienen modelos dinámicos de dimensión relativamente alta, de tal manera que
durante la implementación del control surgen problemas importantes como el "mal condi-
cionamiento " del sistema de ecuaciones algebraicas que hacen irresoluble en tiempo real el
cálculo de las ganancias del controlador en ciertas regiones de operación.

Ésta clase de métodos de reducción de modelo han probado ser efectivos para síntesis de
controladores de sistemas distribuidos representados mediante ecuaciones diferenciales par-
ciales disipativas, los cuales tienen la propiedad esencial de que su comportamiento asintótico
puede ser descrito por la evolución temporal en un atractor de dimensión finita baja (Chris-
tofides, 1998; Christofides y Daoutidis, 1996). El tipo de sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales comúnmente encontradas en la literatura tienen la siguiente representación de es-
tados:

du

dt
= G(u) (A.27)

donde u es un elemento del espacio de Hilbert y G(u) es un operador no lineal suave.
Una subclase de este tipo de sistemas distribuidos analizada ampliamente en la litera-

tura son los sistemas dinámicos donde el transporte convectivo, el transporte difusivo y las
reacciones químicas y físicas coexisten en una estructura generalizada obtenida a partir de
las ecuaciones (A.15) y (A.16):

∂u

∂t
= D(u, z, t)

∂2u

∂z2
−C(u, z, t)

∂u

∂z
+ R(u, z, t) (A.28)

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales de segundo grado representado en la ec.
(A.28) es cuasilineal porque los coeficientes de las derivadas espaciales (D,F) dependen
de u. Si dichos coeficientes no dependen de u el sistema es semilineal debido a que la no
linealidad del sistema proviene únicamente del término fuente R(u, z, t).

El lado derecho de la ecuación (A.27) es reemplazado por una aproximación local alre-
dedor de un estado estacionario provista por una serie de Taylor truncada:

v̇ = Av + g(v) (A.29)

donde A = ∂G(uc)
∂u es la linealización del operador G en el estado de equilibrio uc, g es un

operador no lineal suave y v = u − uc. El punto clave para la reducción de estados está
en la estructura y distribución del espectro del operador lineal A, en el cual los modos
o eigenvalores críticos (los inestables y los más cercanos al eje imaginario, incluidos los
ubicados exactamente en el eje imaginario) se encuentran separados de los modos estables
más rápidos por un espacio considerable en el plano complejo. En consecuencia, los cambios
en la propiedad de estabilidad están determinados únicamente por un número finito de modos
“activos” o críticos. A fin de determinar qué modos pueden ser considerados críticos para el
modelo original, es necesario resolver problema de los eigenvalores para el operador lineal A y
determinar si el número de modos críticos es finito. La interpretación geométrica en el espacio
de estados recae en la división de la evolución temporal en dos partes: primero, el rápido
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avance hacia una variedad (región) de atracción de dimensión finita debido a la negatividad
de las partes reales de los modos estables del operador A y segundo, el comportamiento
dinámico a largo plazo que evoluciona dentro de la región de atracción.

Todos los métodos propuestos realizan una proyección del espacio de estados sobre un
espacio funcional lineal infinito donde las funciones base dependen explícitamente de la va-
riable espacial y los coeficientes son las amplitudes que dependen exclusivamente del tiempo.

v(t, z) = vc(t, z) + vs(t, z) =

nc∑
i=1

vi(t)ϕi(z) +

∞∑
i=nc+1

vi(t)ϕi(z) (A.30)

Posteriormente, empleando argumentos de perturbaciones singulares (teorema de Tikhonov)
o del teorema de la variedad central se deduce un modelo dinámico de dimensión finita que
describe la evolución temporal de las amplitudes de las funciones base críticas y por lo tanto
la evolución de las dinámicas dominantes del sistema original:

dV

dt
= f(V); V = [v1, v2, ..., vnc ] ∈ Rnc (A.31)

Está metodología implica tres puntos de decisión que dan lugar a la diversidad de mé-
todos encontrados en la literatura:

1. Elegir el tipo de funciones base que mejor describan los perfiles espaciales del modelo
original:

Polinomios de Lagrange.

Polinomios de Legendre.

Polinomios de Chebychev.

Funciones Trigonométricas.

Splines (polinomios a trozos).

Wavelets.

2. Determinar el número de funciones mínimo necesario para reproducir la dinámica
esencial del sistema original.

3. Seleccionar el método para construir el sistema reducido. Existen diversas formulacio-
nes basadas en métodos de discretización espacial reportadas en la literatura:

Métodos de los residuos ponderados: Galerkin, Rayleigh-Ritz y Elemento Finito.

Diferencias Finitas: Métodos de múltiples mallas espaciales (Multigrid methods).

Volumen Finito.

Tres teorías matemáticas son la base de este conjunto de métodos y de acuerdo a ellas se
clasifican:
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1. Reducción de modelo basado en la Teoría de la Variedad Central.
Mediante una transformación lineal se descompone el espacio funcional de la ecuación
(A.29) en el espacio de los modos estables y el de los modos críticos: E = Es ⊕Ec.

v̇c = Acvc + gc(vc + vs)

v̇s = Asvs + gs(vc + vs) (A.32)

donde gc = Tcg y gs = Tsg se obuvieron a partir de la transformación de estados:[
vc
vs

]
= Tv con T particionada: T =

[
Tc
Ts

]
siendo Ts = I − Tc.

Las matrices Ac y As son particiones de la matriz A transformada:
[
Ac

As

]
= TAT−1.

Dado el sistema (A.32) se supone la existencia de una variedad invariante suave lla-
mada variedad central definida: vs = h(vc) que cumple que h(0) = h′(0) = 0 y en
la cual el comportamiento asintótico del sistema original está descrito por el sistema
reducido:

v̇c = Acvc + gc(vc + h(vc)) (A.33)

Así mismo, el Teorema de la Variedad Central (Steindl y Troger, 2001), (Guckenhei-
mer y Holmes, 1983) garantiza que el estado de equilibrio del sistema de la ec. (A.33)
tiene exactamente las mismas propiedades locales de estabilidad que el estado de equi-
librio del sistema original expresado en la ec. (A.29).

2. Reducción de modelo basado en la Teoría de la Variedad Inercial.
El tratamiento algebraico del sistema linealizado original de la ec. (A.29) es análogo
al realizado por los métodos basados en el teorema de la variedad central: se lleva
al sistema a la forma estándar de la ec. (A.32) mediante una transformación lineal
de estados y se realiza una reducción del modelo seleccionando un número de modos
críticos, sin embargo, la teoría de la variedad inercial, no requiere que existan eigen-
valores del operador lineal A en el eje imaginario del plano complejo, debido a que
es una generalización del teorema de la variedad central para sistemas de dimensión
infinita (Guckenheimer y Holmes, 1983). Por lo tanto, se supone la existencia de un
conjunto invariante suave, global y exponencialmente atractiva, de dimensión finita a
la que converge el comportamiento a largo plazo del modelo original. El uso de los
modelos reducidos obtenidos para la síntesis de controladores es extendido como se
evidencia en la revisión realizada por Shvartsman y Kevrekidis (1998).

3. Reducción de modelo basado en la Teoría de Perturbaciones Singulares.
El sistema original (ecuación linealizada A.29 o ecuación no lineal A.27) es llevado a
la forma estándar general de perturbaciones singulares mediante una transformación
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de variables:

dvl
dt

= b(vr,vl) (A.34)

ε
dvr
dt

= k(vr,vl) (A.35)

donde vr es el vector de estados cuya dinámica es rápida y vl es el vector de estados
de dinámica lenta. El parámetro de perturbación ε es muy pequeño, lo cual tiene como
consecuencia que el comportamiento asintótico del sistema original pueda ser descrito
por un modelo reducido de la evolución temporal de los estados lentos en una variedad
invariante f tal que: vr = f(vl).

dvl
dt

= b(vl, f(vl)) (A.36)

En el libro de Kokotovic et al. (1999) se recuperan varias estrategias de control basadas
en la teoría de perturbaciones singulares para sistemas de dimensión finita. Resulta
imprescindible destacar el diseño de un controlador robusto compuesto para un siste-
ma de dimensión finita en el que se calculen de manera separada las ganancias para
la dinámica rápida por una parte y para la dinámica lenta por otra. En (Christofides
y Daoutidis, 1996) y (Christofides y Daoutidis, 1997) se extiende el trabajo de Koko-
tovic et al. (1999) para sistemas de dimensión infinita con el objetivo de diseñar un
controlador basado en observador no lineal utilizando el modelo reducido mediante
perturbaciones singulares y mostrar su desempeño.
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Apéndice B

Teoría de perturbaciones.

El enfoque de la teoría de perturbaciones consiste en obtener una versión simplificada
o reducida de un modelo matemático complejo, aprovechando el carácter pequeño de un
parámetro del sistema. Un análisis dimensional previo en el que se comparan las cantidades
y los términos de las ecuaciones (efectos de los diferentes procesos físico-químicos en los
balances de masa, energía y momentum) permite la identificación del parámetro pequeño
que es considerado como una perturbación del sistema. Las técnicas de perturbaciones no sólo
proveen un modelo más simple y tratable llamado modelo nominal, al despreciar el efecto
de la perturbación, sino que analizan y evalúan la validez de los mismos en relación con
el modelo original mediante estimaciones del error en las aproximaciones. Adicionalmente,
dichos métodos proporcionan una serie de correcciones sucesivas al modelo nominal, en el que
se incluye la influencia del parámetro de perturbación, obteniendo nuevos modelos reducidos
con un error de aproximación menor en varios órdenes de magnitud .

El análisis asintótico forma los fundamentos de la teoría de perturbaciones y por lo
tanto de los esquemas de reducción de modelo aquí tratados. Es por ello que resulta útil
para nuestro propósito presentar un resumen general de los conceptos y teoremas básicos
de dichos métodos de análisis para sistemas dinámicos de dimensión finita (problemas de
condición inicial), en vista de que las ideas fundamentales expuestas se extienden de manera
natural a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con valor a la frontera y sistemas
de parámetros distribuidos modelados con ecuaciones diferenciales parciales (Naidu, 1988;
Kevorkian y Cole, 1996).

El punto de partida del análisis asintótico y la teoría de perturbaciones es la represen-
tación en espacio de estados del modelo:

ẋ = f(t, x, ε) (B.1)

x(t0) = σ(ε) (B.2)

donde ε es un parámetro del modelo cuyo valor es significativamente pequeño y es consi-
derado un parámetro de perturbación cuyo efecto en el comportamiento del sistema dinámico
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es el principal interés de los métodos de perturbaciones. La solución del sistema de EDOs
de valor inicial (B.1) se denota como x(t, ε).

El modelo original (B.1) es llamado sistema perturbado por el parámetro pequeño ε y el
modelo que surge de anular el efecto de ε se conoce como modelo nominal o no perturbado:

ẋ0 = f(t, x, 0) (B.3)

x0(t0) = σ(0) (B.4)

El enfoque de perturbaciones consiste en estudiar la influencia de la perturbación ε de
forma indirecta, partiendo del modelo nominal (B.3) y evaluar si existen cambios cualitativos
importantes en sus propiedades estructurales al incluir el efecto de ε en el modelo perturbado
mediante aproximaciones sucesivas basadas en series asintóticas (Murdock, 1999).

Específicamente, el objetivo de todo método asintótico es deducir una solución apro-
ximada x̃(t, ε), tal que alguna norma del error de la aproximación sea del orden de una
potencia de ε y el modelo correspondiente a la solución aproximada x̃(t, ε) sea más simple
que el original.

A continuación se enumeran algunas definiciones que ayudan a entender y evaluar la
efectividad del método de aproximación asintótico (Holmes, 2013):

Notación de Orden 1. Se dice que una función f(ε) es del orden de o de menor orden
que g(ε) y es escrito como d(ε) = O(q(ε)) cuando

‖d(ε)‖ ≤ k ‖q(ε)‖ , ∀ | ε |< c alternativamente ĺım
ε→0

‖d(ε)‖
‖q(ε)‖

= k

• Notación de Orden 2. Se dice que una función d(ε) es de menor orden de q(ε)
estrictamente y es escrito como d(ε) = o(q(ε)) cuando

ĺım
ε→0

‖d(ε)‖
‖q(ε)‖

= 0

• Definición 1: Secuencia asintótica. Una secuencia de funciones del parámetro de
perturbación {φn(ε)} para n = 0, 1, 2, .... es llamada asintótica si conforme ε→ 0

se cumple que:

φn+1(ε) = o (φn(ε)) , ∀n

• Definición 2: Serie asintótica. Una expansión de la función d(ε) en términos de
la secuencia asintótica de funciones {φn(ε)} es asintótica si conforme ε → 0 se
cumple que:

d(ε) =

N∑
n=0

anφn(ε) + o (φN (ε)) , ∀N
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En el contexto de la teoría de perturbaciones, el análisis asintótico explota la pequeñez
del parámetro de perturbación ε mediante la expansión de la solución exacta x(t, ε)

en series asintóticas de funciones de dicho parámetro.

La expansión de x(t, ε) en serie de potencias de Taylor alrededor de ε = 0 :

x(t, ε) =

N−1∑
n=0

xn(t)εn + εNRx (t, ε) ; xn(t) =
∂nx(t, ε)

∂εn

∣∣∣∣
ε=0

(B.5)

es una serie asintótica usada extensamente en los métodos de perturbación debido a
que ha probado ser particularmente efectiva bajo las siguientes condiciones:

• El modelo nominal (B.3) es mucho más simple que el perturbado (B.1).

• El parámetro de perturbación ε es lo suficientemente pequeño para poder deducir
una aproximación de pocos términos (bajo orden).

Si se trunca la serie de Taylor a partir del N -ésimo término entonces se obtiene la
solución aproximada del modelo completo:

x̃(t, ε) =
N−1∑
n=0

xn(t)εn (B.6)

Adicionalmente, se plantea una serie análoga para las condiciones iniciales bajo las
mismas consideraciones:

σ(ε) =

N−1∑
n=0

σnε
n + εNRσ (ε) ; σn =

∂nσ(ε)

∂εn

∣∣∣∣
ε=0

(B.7)

Es necesario ahora determinar las funciones x0(t), x1(t), ..., xN−1(t), componentes de
la solución aproximada para lo cual se construye el conjunto de modelos simplificados
correspondiente mediante el siguiente procedimiento (Khalil, 2002):

1. Sustitución de la ecuación (B.5) en el modelo original (B.1):

N−1∑
n=0

ẋn(t)εn + εN Ṙx (t, ε) = f(t, x(t, .ε), ε) = k(t, ε) (B.8)
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2. Obtención de la serie asintótica de Taylor del campo vetorial f(t, x, ε):

k(t, ε) =
N−1∑
n=0

kn(t)εn + εNRk (t, ε) ; kn(t) =
∂nf(t, x, ε)

∂εn

∣∣∣∣
ε=0

(B.9)

3. Igualación de los coeficientes con potencias iguales de ambos lados de la ecuación:

N−1∑
n=0

ẋn(t)εn + εN Ṙx (t, ε) =
N−1∑
n=0

kn(t)εn + εNRk (t, ε) (B.10)

Por lo tanto, el modelo completo del sistema (B.1) se aproxima mediante un conjunto
de N modelos más simples

1.

ẋ0 = k0(t) = f(t, x0, 0) (B.11)

ẋ1 = k1(t) =
∂f(t, x, ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

(B.12)

...
...

ẋN−1 = kN−1(t) =
∂N−1f(t, x, ε)

∂εN−1

∣∣∣∣
ε=0

(B.13)

con las condiciones iniciales siguientes:

x0(t0) = σ0 = σ(0), (B.14)

x1(t0) = σ1 =
∂σ(ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

, (B.15)

...
... (B.16)

xN−1(t0) = σN−1 =
∂N−1σ(ε)

∂εN−1

∣∣∣∣
ε=0

(B.17)

Cabe señalar que para el caso de la aproximación asintótica más simple (N = 1) el
modelo aproximado corresponde al sistema nominal de la ecuación (B.3).

Desarrollando las derivadas de f con respecto a ε se revela una estructura triangular
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generalizada:

ẋ0 = f(t, x0, 0), x0(t0) = σ(0), (B.18)

ẋ1 = A(t)x1 + g1(t, x0(t)), x1(t0) = σ1, (B.19)

ẋ2 = A(t)x2 + g2(t, x0(t), x1(t)), x2(t0) = σ2, (B.20)
...
...

ẋN−1 = A(t)xN−1 + gN−1(t, x0(t), x1(t), ..., xN−2(t)), xN−1(t0) = σN−1,

(B.21)

donde A(t) es el jacobiano (∂f∂x ) evaluado en x = x0(t) y ε = 0 y el término no lineal
gk(t, x0(t), x1(t), ..., xk−1(t)) es una función polinomial en x0(t), x1(t), ..., xk−1(t) con
coeficientes que dependen continuamente de t y x0(t). A partir de esta estructura, se
concluye que propiedades fundamentales como la unicidad y estabilidad de las solu-
ciones x1(t), x2(t), ..., xN−1(t) y por lo tanto de la aproximación están determinadas
por el modelo nominal.

De acuerdo a éste hecho, la teoría de perturbaciones (Khalil, 2002; Hoppensteadt,
1971) establece bajo qué condiciones la aproximación x̃(t, ε) es válida, es decir, el
error de la aproximación está acotado por una función del parámetro ε.

• Validez en un intervalo finito. Si el sistema dinámico completo (B.1) tiene una
solución única x(t, ε), definida en un intervalo del dominio temporal t = [t0, t1],
entonces el error de la aproximación asintótica (B.6) es O

(
εN
)
uniforme en

un intervalo finito t = [t0, t1] si el modelo nominal (B.3) tiene solución única
definida en x0(t) ∈ D para todo el intervalo t = [t0, t1] y se cumplen un conjunto
de condiciones de suavidad de las funciones involucradas:

1. f, ∂f
∂x ,

∂2f
∂x2

, ...., ∂
Nf
∂xN

, ∂f∂ε ,
∂2f
∂ε2

, ...., ∂
Nf
∂εN

son continuas en (t, x, ε) para (t, x, ε) ∈
[t0, t1]×D × [−ε0, ε0]

2. σ, ∂σ
∂ε ,

∂2σ
∂ε2

, ...., ∂
Nσ
∂εN

son continuas en ε para ε ∈ [−ε0, ε0]

• Validez en todo el dominio del tiempo. El modelo original (B.1) tiene una solución
única x(t, ε), uniformemente acotada en [t0,∞), y el error de la aproximación
asintótica (B.6) es O

(
εN
)
uniforme ∀t ≥ t0 si el origen es un punto de equilibrio

exponencialmente estable del modelo nominal (B.3) y se cumplen el conjunto de
condiciones de suavidad:

1. f, ∂f
∂x ,

∂2f
∂x2

, ...., ∂
Nf
∂xN

, ∂f∂ε ,
∂2f
∂ε2

, ...., ∂
Nf
∂εN

son continuas y acotadas en (t, x, ε) para
(t, x, ε) ∈ [t0, t1]×D0 × [−ε0, ε0] para todo conjunto compacto D0 ⊂ D.

2. σ, ∂σ
∂ε ,

∂2σ
∂ε2

, ...., ∂
Nσ
∂εN

son continuas en ε para ε ∈ [−ε0, ε0]

3. Si N = 1 el jacobiano del sistema es Lipschitz en (x, ε), uniforme en t.
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Es importante resaltar el carácter conservativo de los resultados anteriores debido a
que las condiciones son sólo suficientes y no necesarias para que el error de la aproxi-
mación esté acotado de forma uniforme tanto en el intervalo finito como en el intervalo
infinito del dominio del tiempo. Es decir, se garantiza que la aproximación asintótica
(B.6) es válida en un cierto intervalo de tiempo si se cumplen éstas condiciones, sin
embargo, puede ocurrir que la aproximación sea válida aunque no se cumplan una o
todas las condiciones.

Por otra parte, existen modelos para los cuales el acotamiento del error de sus apro-
ximaciones asintóticas no es uniforme en todo el dominio (intervalo finito o infinito)
y crece en sólo algún subconjunto del mismo. Esta clase de sistemas son conocidos
como modelos de perturbaciones irregulares ó singulares ya que el comportamiento
del modelo completo cuando ε = 0 es cualitativamente distinto a cuando 0 < ε ≤ ε0.
En consecuencia, un conjunto de conceptos y métodos de perturbaciones han sido
desarrollados a fin de extender el análisis asintótico de las perturbaciones regulares a
problemas de perturbaciones singulares.

La siguiente sección se dedica a los fundamentos de los métodos de perturbaciones
singulares debido a que éstos constituyen la base de gran parte de los esquemas de
reducción y simplificación de modelo aplicados en ingeniería de procesos.

B.1. Perturbaciones singulares.

El origen de la teoría de perturbaciones singulares se debe al trabajo revolucionario
de Anders Lindstedt, Henri Poincare y Ludwig Prandtl. Lindstedt desarrolló un mé-
todo para obtener una aproximación asintótica uniforme de las soluciones periódicas
de ecuaciones diferenciales que describen la mecámica de los cuerpos celestes y donde
los métodos de perturbaciones regulares habían fallado. Motivado por el estudio de
(Lindstedt, 1882) sobre aproximaciones uniformes de soluciones periódicas de ecua-
ciones diferenciales que describen la mecánica celeste, (Poincaré, 1892) introdujo la
definición de series asintóticas (series divergentes en el sentido clásico) y descubrió
que para obtener una aproximación uniforme mediante el método de perturbaciones
es necesario obtener series asintóticas en al menos dos diferentes escalas de tiempo.
Las aportaciones del análisis asintótico no sólo fueron fundamentales para entender la
sensibilidad de los sistemas dinámicos a ciertos parámetros sino también a pequeños
cambios en las condiciones iniciales, propiciando el nacimiento de la teoría del caos.
(Prandtl, 1905) propuso el concepto de capa límite para explicar las paradojas del
flujo viscoso de un fluido a través de un sólido con un número de Reynolds alto. En
su trabajo Prandtl, divide el espacio (dominio de las EDPs) donde se desarrolla el
movimiento del fluido en dos partes: (i) una capa delgada de transición adyacente a la
superficie del sólido donde la fricción domina, y (ii) el espacio fuera de la capa donde
el flujo es libre de viscosidad. La interacción de la capa límite con el espacio libre
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determinan el comportamiento del sistema y son descritas por ecuaciones cosiderable-
mente más simples computacional y analíticamente que el modelo original (modelo
de Navier-Stokes). Las contribuciones del método de capa límite son invaluables en el
campo de la dinámica de fluidos y en particular, en la aerodinámica.

La dependencia discontinua del modelo perturbado o completo en el parámetro de
perturbación pequeño ε, en particular, cuando éste se anula es analizado mediante
métodos de perturbaciones singulares. Los fuertes cambios del modelo en relación al
parámetro singular pequeño se deben a las interacciones de las variables del modelo en
escalas de tiempo y espacio (en el caso de EDPs) muy diferentes, es decir, poseen una
estructura de múltiples escalas subyacente. Es por ello que para evitar la divergencia de
la aproximación asintótica se analiza la respuesta del sistema en las diferentes escalas
de variación de forma separada. El método de las variables elongadas de Poicaré-
Lindstedt constituye el primer método de múltiples escalas en el que dos escalas de
tiempo son aproximadas mediante dos series asintóticas diferentes (Dejager y Furu,
1996).

En consecuencia, todos los métodos de perturbaciones singulares pueden ubicarse en
el contexto del análisis de múltiples escalas basado en series asintóticas, pues éste
constituye una teoría y marco general de modelado que permite discernir las variables
(o fenómenos) del modelo completo que tienen un papel dominante en el comporta-
miento dinámico local y global del sistema y por lo tanto obtener un modelo reducido
que herede propiedades estructurales del completo.

A continuación se proporcionan los conceptos y herramientas que comprenden un aná-
lisis y reducción de modelo basado en la forma estándar de perturbaciones singulares
siguiendo el tratamiento introductorio provisto en (Khalil, 2002). Este método es apli-
cable de forma relativamente sencilla a sistemas que tienen capa límite inicial y de
frontera que exhiben una estructura relativamente definida de múltiples escalas.

El punto de partida del análisis estándar de perturbaciones singulares consiste en
llevar al sistema dinámico a la forma o modelo estándar en el que las derivadas de
algunos estados están multiplicadas por el parámetro pequeño ε de perturbación:

ẋ = f(t, x, z, ε), x(t0) = ξ(ε), x ∈ Rn (B.22)

εż = g(t, x, z, ε), z(t0) = η(ε), z ∈ Rm (B.23)

El cambio cualitativo significativo de este modelo surge en el modelo nominal sin
perturbación: ε = 0 ya que la dimensión del sistema se reduce de n + m estados
(número de ODEs) a n debido a que el conjunto de ecuaciones diferenciales definidas
en (B.23) degeneran en un conjunto de ecuaciones algebraicas como sigue:
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ẋ = f(t, x, z, 0), x(t0) = ξ(0) = ξ0 (B.24)

0 = g(t, x, z, 0) (B.25)

Se dice que el modelo completo (B.22)-(B.23) se encuentra en la forma estándar de-
finida si el sistema de ecuaciones algebraicas (B.25) tiene k ≥ 1 soluciones reales
aisladas:

zi = hi(t, x), i = 1, 2, ....., k (B.26)

Por lo tanto, a cada solución algebraica zi le corresponde un modelo de orden reducido
tras sustituir dicha raíz en el subsistema (B.24) de la siguiente forma:

ẋi = f(t, xi, hi(t, xi), 0), i = 1, 2, ....., k (B.27)

Este sistema es conocido como modelo de estado cuasiestacionario o modelo lento ya
que captura las variaciones lentas dominantes del sistema agrupadas y manifestadas
en x, a diferencia de los estados z cuya velocidad g/ε puede ser muy grande cuando
ε es pequeño haciendo que éstos convergan rápidamente a una solución de (B.25), el
cual es un equilibrio asintóticamente estable de (B.23).

La solución de la ecuación (B.27) denotada por x(t) es una aproximación válida uni-
formemente en un intervalo del dominio:

x(t, ε)− x(t) = O(ε), ∀t ∈ [t0, t1]

Mientras que la solución algebraica de la ecuación (B.26) denotada por z(t) es una
aproximación válida uniformemente en un intervalo del dominio que no incluye al
tiempo inicial t0:

z(t, ε)− z(t) = O(ε), ∀t ∈ [tε, t1]

donde tε > t0 debido a que z(t0, ε)− z(t0) 6= O(ε) al contrario de lo que ocurre para
las variables lentas x.

En consecuencia, las variables z tienen un periódo de variación rápido [t0, tε] llamado
capa límite o capa inicial en el cual la variable z se acerca asintóticamente a z. Con
el objetivo de obtener un estimado uniforme de la desviación z − z que ocurre en
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el intervalo de tiempo corto [t0, tε] de la capa límite se reescribe el modelo comple-
to (B.22)-(B.23) en términos de dicha desviación denotada como ẑ(t) y se escala la
variable independiente t:

dx

dτ
=εf(t, x, ẑ + h(t, x), ε), x(t0) = ξ(ε) (B.28)

dẑ

dτ
=g(t, x, ẑ + h(t, x), ε)− ε∂h

∂t
− ε∂h

∂x
f(t, x, ẑ + h(t, x), ε),

ẑ(t0) = η(ε)− h(t0, ξ(ε)) (B.29)

ẑ(t) =z(t, ε)− h(t, x), τ =
t− t0
ε

,
dτ

dt
=

1

ε
(B.30)

donde τ se reconoce como la variable del tiempo alargada debido a que conforme
ε→ 0 entónces τ →∞ para tiempo finito t.

Tal representación confirma el papel de x, t y a su vez z = h(t, x) como variables
lentas en la escala de tiempo τ de acuerdo a las siguientes expresiones:

t = t0 + ετ, x = x(t0 + ετ, ε)

El modelo nominal (ε = 0) en la escala de tiempo rápida del sistema τ se conoce
como modelo de capa límite del sistema perturbado singularmente y está dado por la
siguiente expresión:

dx

dτ
=0, x(t0) = ξ0 (B.31)

dẑ

dτ
=g(t, x, ẑ + h(t, x), 0), ẑ(0) = η(0)− h(t0, ξ0) (B.32)

Dicho modelo evidencia que las variables x y t están fijas en sus valores iniciales o
de frontera: t = t0 y x = x(t0), y por lo tanto este modelo describe únicamente el
comportamiento de la componente rápida de z, la cual que permite garantizar una
aproximación uniforme de z, es decir,

z(t, ε) = ẑ(t) + z(t) +O(ε), ∀t ∈ [t0, t1]

La teoría de perturbaciones singulares (Khalil, 2002; Hoppensteadt, 1966) proporciona
condiciones suficientes para que la aproximación dada por el modelo reducido y el
modelo de capa límite sea uniformemente válida, es decir,
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x(t, ε)− x(t) = O(ε) (B.33)

z(t, ε)− ẑ(t)− h(t, x) = O(ε) (B.34)

• Validez en un intervalo finito (Teorema de Tikhonov). El modelo dinámico com-
pleto (B.22)-(B.23) tiene una solución única x(t, ε), z(t, ε) definida en un inter-
valo del dominio temporal t = [t0, t1] y el error de la aproximación asintótica
(B.33)-(B.34) es uniforme en el intervalo finito t = [t0, t1] si se cumple el conjunto
de condiciones siguiente para todo:

[t, x, z − h(t, x), ε] ∈[0, t1]×Dx ×Dz × [0, ε0], Dx ⊂ Rn, Dz ⊂ Rm

1. f, g, ∂f∂x ,
∂f
∂z ,

∂g
∂x ,

∂g
∂z ,

∂f
∂ε ,

∂g
∂ε ,

∂g
∂t son continuas.

2. h(t, x), ∂g(t,x,z,0)
∂z tienen primeras derivadas parciales continuas con respecto a

sus argumentos.

3. El modelo reducido (B.27) tiene solución única definida x(t) ∈ S ⊂ Dx para
t = [t0, t1] .

4. El origen (ẑ = 0) es un punto de equilibrio exponencialmente estable del modelo
de capa límite uniforme en los parámetros (t, x), y ẑ(t0) ∈ Ωz ⊂ Rz. Rz es la
región de atracción del punto de equilibrio.

• Validez en todo el dominio del tiempo. El modelo original (B.22)-(B.23) tiene
una solución única x(t, ε), z(t, ε) definida en [t0,∞), y el error de la aproximación
asintótica es uniforme (B.33)-(B.34) ∀t ≥ t0 si el origen es un punto de equilibrio
exponencialmente estable del modelo nominal (B.3) si se cumple el conjunto de
condiciones siguiente para todo:

[t, x, z − h(t, x), ε] ∈[0,∞)×Dx ×Dz × [0, ε0], Dx ⊂ Rn, Dz ⊂ Rm

1. f, g, ∂f∂x ,
∂f
∂z ,

∂g
∂x ,

∂g
∂z ,

∂f
∂ε ,

∂g
∂ε ,

∂g
∂t son continuas y acotadas.

2. h(t, x), ∂g(t,x,z,0)
∂z tienen primeras derivadas parciales acotadas con respecto a sus

argumentos.

3. ∂f(t,x,h(t,x),0)
∂x es Lipschitz en x y uniforme en t.

4. El modelo reducido (B.27) tiene un punto de equilibrio exponencialmente estable
cuya región de atracción es un subconjunto compacto de Dx.

5. El origen (ẑ = 0) es un punto de equilibrio exponencialmente estable del modelo
de capa límite (B.31)-(B.32) uniforme en los parámetros (t, x), y ẑ(t0) ∈ Ωz ⊂
Rz. Rz es la región de atracción del punto de equilibrio.
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Apéndice C

Modelo dinámico de un RCTA
multicomponente de dos fases.

Figura C.1: RCTA multicomponente de dos fases termodinámicas.

En este apéndice se presenta la deducción del modelo dinámico de un reactor continuo de
tanque agitado (RCTA) multicomponente y de dos fases (sólido y gas), dado por el conjunto
de ecuaciones (C.1).
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V Ċs = qs,inCs,in − qsCs + Gs(C,T)V (C.1a)

V Ṫs =

(
Cs,inC

s
p,in

CsCsp

)
(qs,inTs,in − qs,inTs) +

Qs(C,T)V

CsCsp
(C.1b)

V Ċg = qg,inCg,in − qgCg + Gg(C,T)V (C.1c)

V Ṫg =

(
Cg,inC

g
p,in

CgC
g
p

)
(qg,inTg,in − qg,inTg) +

Qg(C,T)V

CgC
g
p

(C.1d)

con las condiciones iniciales:

t′ = 0 : Cs(0) = Csic, Ts(0) = Tsic, Cg(0) = Cgic, Tg(0) = Tgic (C.1e)

las ecuaciones de balance molar total de ambas fases:

Ċs = qs,inCs,in − qsCs + Ṅg→s(C,T)V (C.1f)

Ċg = qg,inCg,in − qgCg + Ṅs→g(C,T)V (C.1g)

y los términos de generación o fuente de las ecuaciones de conservación están dados por las
siguientes expresiones:

Gπ(C,T) = STπR(C,T), π = s, g (C.1h)

Qg(C,T) = −
NRg∑
j=1

∆HjRj(C,T) +Asghsg(T)[Ts − Tg]−Avhgw(T)[Tg − Tw]

(C.1i)

Qs(C,T) = −
NRs∑
j=1

∆HjRj(C,T)−Asghsg(T)[Ts − Tg]−Avhsw(T)[Ts − Tw]

(C.1j)

Asg =
6(1− αg)

dp
, Av =

4

DR
(C.1k)

Ṅs→g(C,T) = αg

ng∑
i=1

m∑
j=1

sgi,jRj(C,T) (C.1l)

Ṅg→s(C,T) = αs

ns∑
i=1

m∑
j=1

ssi,jRj(C,T) (C.1m)

donde V es el volumen del tanque, qs,in (o qg,in) es el flujo entrante de la fase sólida (o
gaseosa), qs (o qg) es el flujo efluente o de salida de la fase sólida (o gaseosa), Cs (o Cg)
es el vector que contiene las ns (o ng) concentraciones molares aparentes Csi (o Cgi ) de
los ns (o ng) componentes de la fase sólida (o gaseosa), Ts (o Tg) es la temperatura de la
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superficie de la partícula sólida (o de la fase gaseosa que rodea a las partículas sólidas), Cs
es la concentración molar del sólido (o gas) aparente con respecto al volumen del tanque,
R es el vector de las m velocidades de reacción Rj , ∆Hj es el cambio de entalpía (o calor
de reacción) a la temperatura actual de la fase producido por la j-ésima reacción química,
y hsg (o hπw) es el coeficiente de transferencia de calor entre fases (o entre la pared interna
del tanque y la fase π).

El resto de las variables están definidas de acuerdo a la nomenclatura de la tabla 2.4 y
a la notación establecida en el modelo distribuido del gasificador tubular (2.4) en la sección
2.5.

La ecuación de balance molar total (C.1g) del gas es utilizada para obtener el flujo
efluente de la fase gas del RCTA mediante el siguiente procedimiento:

1. Se emplea la ley de gas ideal para relacionar la concentración molar del gas con la
temperatura del gas:

PgVg = ngRTg; Cg =
ng
V

=
Pg
RTg

; Cg,in =
ng,in
Vin

=
Pg,in
RTg,in

2. Derivando esta expresión respecto al tiempo se obtiene una relación entre la dinámica
o la variación temporal de la concentración total con la dinámica de la temperatura:

dCg
dt′

= −Cg
Tg

dTg
dt′

3. Finalmente se sustituye esta expresión en el balance de moles totales del gas (C.1g)
obteniendo una expresión para el flujo volumétrico de salida del gas en términos de la
dinámica de la temperatura del gas dada por la expresión (C.1d):

qg =

(
Cg,in
Cg

)
qg,in +

Ṅs→gV

Cg
+
V

Tg

dTg
dt′

Los balances molares de las especies químicas y de calor que constituyen el modelo dinámico
del RCTA multicomponente de dos fases (C.1) son derivadas a partir de las ecuaciones de
conservación de masa y energía planteadas en cada fase para el RCTA multicomponente de
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acuerdo al conjunto de ecuaciones (C.2).

d
(
αsV ρsY

s
i

)
dt′

= ρs,inqs,inY
s
i,in − ρsqsY s

i +W s
i Gsi V, i = 1, ..., ns (C.2a)

d
(
αsV ρsÊs

)
dt′

= ρs,inqs,inÊs,in − ρsqsÊs +Qs0V − ẆsV (C.2b)

d
(
αgV ρgY

g
i

)
dt′

= ρg,inqg,inY
g
i,in − ρgqgY

g
i +W g

i G
g
i V, i = 1, ..., ng (C.2c)

d
(
αgV ρgÊg

)
dt′

= ρg,inqg,inÊg,in − ρgqgÊg +Qg0V − ẆgV (C.2d)

con las ecuaciones de continuidad o de balance total de masa de ambas fases:

d
(
αgV ρg

)
dt′

= ρg,inqg,in − ρgqg + Ṁs→gV ; Vg = αgV (C.2e)

d
(
αsV ρs

)
dt′

= ρs,inqs,in − ρsqs − Ṁs→gV ; Vs = αsV (C.2f)

y los términos fuente de dichas ecuaciones están definidas por las expresiones:

Gπi (C,T) =

m∑
j=1

sπi,jRj(C,T), i = 1, ..., nRπ , π = s, g (C.2g)

Qg0(C,T) = −
NRg∑
j=1

∆H0
jRj(C,T) +Asghsg(T)[Ts − Tg]−Avhgw(T)[Tg − Tw]

(C.2h)

Qs0(C,T) = −
NRs∑
j=1

∆H0
jRj(C,T)−Asghsg(T)[Ts − Tg]−Avhsw(T)[Ts − Tw] (C.2i)

∆H0
j = ∆Hj(T0) =

nπ∑
i=1

sπi,j∆H
f
i (T0), π = s, g

Ṁs→g = αg

ng∑
i=1

W g
i

m∑
j=1

sgi,jRj(C,T) (C.2j)

donde αs (o αg) es la fracción del volumen V del tanque ocupada por el sólido (o por el gas,
tambíen llamada porosidad del lecho), ρs (o ρg) es la densidad absoluta de la fase sólida (o
gaseosa), Y s

i (o Y g
i ) es la fracción de la masa total de la fase sólida (o gaseosa) que pertenece

a la especie i-ésima del sólido (o gas), Ês (o Êg) es la energía por unidad de masa o energía
específica de la fase sólida (o gaseosa), Ẇs (o Ẇg) es el término que representa el trabajo
realizado por o sobre el sistema hacia o desde el exterior, W s

i (o W g
i ) es el peso molecular de

la componente i-ésima de la fase sólida (o gaseosa), ∆Hf
i (T0) es el cambio de entalpía por

la formación de la especie o componente i-ésima a temperatura y presión estándar, mientras
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que ∆H0
j es el cambio de entalpía debido a la j-ésima reacción en condiciones estándar de

temperatura y presión.
La deducción del conjunto de ecuaciones (C.1) a partir del conjunto de balances de masa

y energía (C.2) se realiza de acuerdo a la siguiente serie de pasos:

1. Las ecuaciones de balance molar de las especies de ambas fases (C.1a),(C.1c) se obtie-
nen al dividir la ecuación de conservación de masa de cada componente (C.2a), (C.2c)
por el peso molecular W s

i , W
g
i correspondiente y reescribir el balance en términos de

concentraciones aparentes de acuerdo a la ecuación (C.3), la cual junto a la ecuación
(C.4) relaciona las variables de densidad absoluta con las variables de concentración
aparente en ambas fases.

Cπi =
απρπY

π
i

W π
i

= CπX
π
i , Xπ

i =

(
Wπ

W π
i

)
Y π
i , π = s, g (C.3)

Cπ =
απρπ
Wπ

, Wπ =

nπ∑
i=1

W π
i X

π
i =

(
nπ∑
i=1

Y π
i

W π
i

,

)−1

π = s, g (C.4)

2. Las ecuaciones de balance de calor en términos de la temperatura (C.1b), (C.1d) se
extraen de las ecuaciones de conservación de energía (C.2b), (C.2d) al reescribir estas
últimas en términos de la energía interna primero y de la entalpía específica de cada
fase posteriormente para finalmente sustituir la definición de entalpía en términos de
concentraciones o densidades parciales de las componentes químicas de la fase y su
temperatura. A continuación se detalla este procedimiento para ambas fases (π = s, g)
mediante un conjunto de consideraciones:

a) La energía específica total Êπ está compuesta por la energía interna Ûπ y por las
energías mecánicas cinética K̂π y potencial Φ̂π del flujo de la fase π. Sin embargo,
debido a que se desean determinar los perfiles de temperatura entónces se restan
las energías mecánicas de la ecuación de balance de energía total y se escribe en
función de Ûπ la ecuación correspondiente (C.2b) o (C.2d):

d
(
απV ρπÛπ

)
dt

= ρπ,inqπ,in
(
Ûπ,in + Pπ,inV̂π,in

)
− ρπqπ

(
Ûπ + PπV̂π

)
+Qπ0V − ẆmπV (C.5)

en la cual el término de trabajo Ẇπ se ha separado en dos tipos distintos: trabajo
de flujo Ẇfπ y trabajo mecánico (shaft work) Ẇmπ de acuerdo a la expresión:

ẆπV = ẆmπV − ρπ,inqπ,inPπ,inV̂π,in + ρπqπPπV̂π

donde V̂π es el volumen específico de la fase π o el recíproco de la densidad
V̂π = 1

ρπ
y Pπ la presión de la fase π.



161

b) Se emplea la relación termodinámica que define la entapía específica o entalpía
por unidad de masa Ĥπ en términos de la energía interna Ûπ:

Ĥπ = Ûπ + PπV̂π (C.6)

para obtener un balance en términos de la entalpía específica:

dαπV ρπĤπ

dt
= ρπ,inqπ,inĤπ,in − ρπqπĤπ +Qπ0V − ẆmπV −

dαπPπ
dt

V

(C.7)

Debido a que no se realiza ningún trabajo en el exterior del sistema y a que los
cambios de presión en el sistema son despreciables se obtiene una expresión final
para el balance de entalpía:

dαπV ρπĤπ

dt
= ρπ,inqπ,inĤπ,in − ρπqπĤπ +Qπ0V (C.8)

c) Con el objetivo de obtener una ecuación de balance para la temperatura de la
fase π a partir de la ecuación (C.8), se sustituye en ella la definición de entalpía
específica para un sistema multicomponente dada por las ecuaciones:

Ĥπ(Cπ, Tπ) =

nπ∑
i=1

Ĥπ
i (Tπ)Y π

i , i = 1, 2, . . . , nπ (C.9)

Ĥπ
i (Tπ) =

∫ Tπ

T0

Ĉπpi(T )dT o
dĤπ

i

dTπ
= Ĉπpi(Tπ) (C.10)

donde Ĥπ
i es la entalpía térmica o calor sensible específico (por unidad de masa)

de la i-ésima especie de la fase π y Ĉπpi es el calor específico (en kJ/K · kg) de
la i-ésima especie de la fase π. La ecuación resultante de la sustitución de dicha
definición es:

nπ∑
i=1

dV απρπY
π
i Ĥ

π
i

dt′
=

nπ∑
i=1

ρπ,inqπ,inY
π
i,inĤ

π
i,in −

nπ∑
i=1

ρπqπY
π
i Ĥ

π
i +Qπ0

Se desarrollan los productos de la derivada temporal para escribir la dinámica
de la entalpía en términos de la dinámica de las densidades de las especies y
sustituir las expresiones que la definen (C.2a), (C.2c) en la fase π:

nπ∑
i=1

ρπ,inqπ,inY
π
i,inĤ

π
i −

nπ∑
i=1

ρπqπY
π
i Ĥ

π
i +

nπ∑
i=1

W π
i Gπi Ĥπ

i V

+ V

nπ∑
i=1

απρπY
π
i

dĤπ
i

dt
=

nπ∑
i=1

ρπ,inqπ,inY
π
i,inĤ

π
i,in −

nπ∑
i=1

ρπqπY
π
i Ĥ

π
i +Qπ0V
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Agrupando términos semejantes, escribiendo la derivada temporal de la entalpía
Ĥπ
i en términos de la derivada de la temperatura (C.10) y sustituyendo el término

fuente de las especies Gπi , la ecuación de entalpía resultante define la dinámica
de la temperatura:

V απρπĈ
π
p (Tπ)

dTπ
dt

=ρπ,inqπ,in

nπ∑
i=1

Y π
i,in(Ĥπ

i,in − Ĥπ
i ) +QπV (C.11)

donde Ĉπp es el calor específico de la fase π y está definido como:

Ĉπp (Tπ) =

nπ∑
i=1

Ĉπpi(Tπ)Y π
i (C.12)

y Qπ es el término de generación de calor de las ecuaciones (C.2h)-(C.2i), el cual
es reescrito en términos de las entalpías parciales sensibles de las especies a la
temperatura actual de la fase π:

Qπ(C,T) =Qπ0 (C,T)−
m∑
j=1

[
nπ∑
i=1

sπi,jW
π
i Ĥ

π
i (Tπ)

]
Rj(C,T), π = s, g

Qg(C,T) =−
NRg∑
j=1

∆HjRj(C,T) +Asghsg(T)[Ts − Tg]

−Avhgw(T)[Tg − Tw]−
m∑

j=NRg+1

[
nπ∑
i=1

sπi,jĤ
π
i W

π
i

]
Rj(C,T)

Qs(C,T) =−
NRs∑
j=1

∆HjRj(C,T)−Asghsg(T)[Ts − Tg]

−Avhsw(T)[Ts − Tw]

∆Hj(Tπ) =

nπ∑
i=1

sπi,j

[
∆Hf

i (T0) +W π
i Ĥ

π
i (Tπ)

]

d) Con el propósito de simplificar los términos de flujo (transporte) de la ecua-
ción de temperatura (C.11), se considera que el calor específico de las especies
componentes es constante por lo que:

Ĥπ
i (Tπ) = Ĉπpi(Tπ − T0)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (C.11) se obtiene:

V απρπĈ
π
p

dTπ
dt′

= ρπ,inqπ,inĈ
π
p,in(Tπ,in − Tπ) +QπV (C.13)



163

donde Ĉπp esta definida en (C.12) y

Ĉπp,in =

nπ∑
i=1

ĈπpiY
π
i,in

e) Finalmente la ecuación (C.13) se reescribe en términos de la concentraciones y
calor específico molar mediante las relaciones:

CπC
π
p = απρπĈ

π
p , Cπ,inC

π
p,in = απρπ,inĈ

π
p,in
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Apéndice D

Comportamiento no lineal espurio de
modelos discretizados.

Las diferencias entre los comportamientos de un modelo continuo (sistema de EDPs y/o
EDOs con valores a la frontera e iniciales) y el modelo discreto (modelo en EDOs y/o en
ecuaciones en diferencias con valores iniciales) proveniente del algoritmo numérico no son
sólo cuantitativos sino también cualitativos debido a que los sistemas discretos no lineales
resultantes pueden exhibir comportamientos dinámicos más variados que sus contrapartes
continuas.

Estudios relativamente recientes: Yee et al. (1991), Yee y Sweby (1995) y Lafon y Yee
(1996a) muestran que los métodos de discretización de ecuaciones diferenciales ampliamente
usados pueden producir un modelo discreto que exhiba las siguientes características:

Posee los estados estacionarios originales del modelo continuo llamados correctos.

Tiene estados estacionarios diferentes a los que presenta el modelo continuo llamados
espurios o falsos.

Las regiones de atracción de los estados estacionarios estables del modelo continuo
son contraídas y/o segmentadas.

Presenta ciclos límite espurios que no están presentes en el modelo continuo.

Los estados estacionarios del modelo continuo tienen diferente estabilidad y tipo (nodo,
foco, silla).

Cabe destacar que los métodos de discretización espacial y de discretización temporal
introducen por separado comportamientos dinámicos espurios al modelo discreto resultante.

Yee y Sweby (1995) y Lafon y Yee (1996a) muestran que los métodos de discretización
de diferencias finitas implícitos lineales (upwind para discretización espacial y métodos li-
neales de múltiples pasos para la discretización temporal) son adecuados para evitar y/o
reducir el comportamiento espurio del modelo. Los métodos de discretización temporal sólo
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introducen puntos fijos de periodicidad mayor a uno debido a que son lineales en el pa-
rámetro de discretización (paso o intervalo entre nodos). Además, preservan el número de
estados estacionarios (puntos fijos de periodo uno) del modelo continuo, sólo modificando
su estabilidad y tipo para ciertos valores del parámetro de discretización. Así mismo, dichos
métodos modifican en menor grado la forma y el tamaño de las regiones de atracción del
modelo continuo.

El efecto de la rigidez proveniente del término fuente de un modelo dinámico distribuido
(sistema convectivo-reactivo) en la desaparición del estado estacionario espurio tras reducir
el intervalo de discretización es analizado en Lafon y Yee (1996a) y Lafon y Yee (1996b). Tres
métodos numéricos de la interpolación del término fuente en combinación con tres métodos
de discretización del término convectivo son analizados mediante diagramas de bifurcación
con respecto al número de Damkohler. Se encuentra que la reducción más significativa del
comportamiento espurio empleando el método de interpolación de upwind e conjunción con
el método de diferencias finitas upwind para el término convectivo.

El comportamiento espurio inducido por el algoritmo de discretización (incluso si se
utiliza un valor del intervalo de discretización por debajo del límite de estabilidad lineal
del método) se manifiesta de diferentes maneras en la solución provista por la simulación
numérica:

Convergencia lenta a un estado estacionario correcto del modelo continuo.

Convergencia a un estado estacionario correcto diferente al esperado dadas las condi-
ciones iniciales introducidas a la simulación.

Convergencia a un estado estacionario espurio.

Convergencia a un ciclo límite espurio, produciendo comportamiento oscilatorio pe-
riódico.

Divergencia o inestabilidad de la solución.

Una característica fundamental del comportamiento espurio introducido por la método
numérico es que éste desaparece o se reduce si se utiliza un intervalo de discretización menor
a un valor crítico o un número de nodos mayor a un valor de bifurcación.
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