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Introducción

En la f́ısica nuclear y de part́ıculas es de principal importancia poder describir de una for-
ma más adecuada la estructura de los hadrones desde un punto de vista fundamental. En la
cromódinámica cuántica podemos encontrar una explicación en la composición básica de esto y
aśı mismo como sus grados de libertad posibles. Esta ha sido una muy buena base para dar una
descripción bastante adecuada para el modelo de quarks, en el que se considera a la estructura
interna de los hadrones como estados acoplados de estos constituyentes básicos, sin embargo
la descripción que se da en el modelo de quarks ha sido un camino que no se ha completado
aún, pues a pesar de varios éxitos de este modelo como lo son el resultado con una muy buena
aproximación para los momentos magnéticos, se han encontrado resultados experimentales en
el que se ha puesto en duda esto, como lo son los resultados para la asimetŕıa del sabor para
el protón. Han habido bastantes experimentos en los que se ha alcanzado una gran presición
para dar indicios de la compleja estructura del nucleón. En el contexto histórico se hab́ıa con-
siderado antes de los años 1930’s que el protón teńıa una estructura puntual pero esto dejó de
considerarse aśı hasta que se obtuvieron las mediciones del momento magnético anómalo para
este [20], las cuales determinaron ser cerca de 2.5 veces más grande como uno esperaŕıa para
una part́ıcula de Dirac de esṕın 1

2 . El tamaño finito del protón fué medido en los años 1950’s
en experimentos de dispersión elástica en el SLAC el cual fue 0.8 fm [21] (el valor actual es de
0,877± 0,007 fm [22]). La primera evidencia para constituyentes basicos (quarks) en el protón
se encontró en experimentos de dispersión inelástica profunda a finales de los 1960’s por la
colaboración MIT-SLAC [23] que, eventualmente, junto con muchos otros desarrollos permi-
tiŕıa la formulación de la QCD en los años 1970’s como la teoŕıa de la part́ıculas fuertemente
interactuantes. La compleja estructura del nucleón se manifesto por si misma una vez más en
recientes experimentos de transferencia de polarización [24] en los cuales se mostró que el radio
de los factores de forma eléctrico y magnético exiben un comportamiento bastante diferente
como una función de transferencia de momento comparada con el fenómeno de factor de forma
de escala obtenida por el método de separación de Rosenbluth [25].
Experimentos variados de gran presición sobre las propiedades del nucleón han dado indicio de
la estructura interna a bajas enerǵıa para el mismo en el que se muestran datos de que este
y los demás bariones están compuestos por estados base de quarks qqq. Entre ellos han sido
experimentos en Jefferson Laboratory, MIT-Bates, LEGS en BNL, MAMI en Mainz, ELSA en
Bonn y GRAAL en Grenoble [26].
Todo parećıa ir en buen camino al plantearse el modelo de quarks, que daba una descripción del
nucleón y los de más hadrones, como configuraciones de tres quarks , qqq, y en el que pod́ıan
describirse bastante bien las masas y los momentos magnéticos, sin embargo hubo algunas dis-
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6 ÍNDICE GENERAL

crepancias sistemáticas con los datos experimentales sobre los acoplamientos electromagnéticos
y fuertes que no pod́ıan explicarse en algún modelo basado únicamente en los quarks de valen-
cia. Evidencia adicional sobre las componentes de Fock (tales como qqq − qq̄) de orden mayor
y sobre la aún más extraña estructura del nucleón vino cuando se obtuvieron mediciones de
la asimetŕıa de sabor del mar d̄/ū [27, 28] y de la violación de paridad en experimentos de
dispersión del electrón, en los cuales se encontro una contribución de los quarks extraños en las
propiedades electromahnéticas del protón.
La asimetŕıa de sabor del protón está relacionada con la suma de Gottfried, SG, por la diferencia
de las funciones de estructura electromagnética del protón y del neutrón como

SG =

∫ 1

0

dx
F2p(x)− F2n(x)

x
=

1

3
− 2

3

∫ 1

0

dx[d̄(x)− ū(x)] (1)

Experimentalmente se ha medido que la suma de Gottfried para el contenido de sabor
en el prtón es SG =0.2281±0.0065, es decir hay un exceso de antiquarks d̄ en relación a los
antiquarks ū, i.e., d̄ > ū. Una primera evidencia de la violación de la suma de Gottfried provino
de la NMC (New Muon Collaboration) [29] y posteriormente fue confirmada en los experimentos
de Fermilab E866 Drell-Yann [30,31].

En concecuencia a la asimetŕıa de sabor en el mar del protón se le atribuye un origen no
perturbativo y debido a la dificultad de realizar cálculos en este régimen en QCD, es conveniente
tratar este fenómeno a partir de modelos efectivos en los que se considera que los componentes
contituyentes del nucleón, y en consecuencia de los hadrones, son los quarks de valencia y quarks
del mar qq̄.
En el presente trabajo se presenta un estudio sobre las contribuciones de los quarks del mar en
modelos efectivos como lo son el modelo de la nube mesónica (MCM) y el modelo de quarks
”Unquenched” (UQM) para obtener las funciones de onda de esṕın-sabor de los bariones del
decuplete aśı como calcular los momentos magnéticos para estos mismos. En primer lugar se
hace una revisión del modelo de quarks haciendo uso de los grupos de simetŕıa SU(2) y SU(3) y
se presenta una explicación de la construcción de las funciones de onda en este modelo, pasando
posteriormente al siguiente caṕıtulo en el que se da un tratamiento a las propiedades de simetŕıa
que existen entre ellos y la importancia que tiene en el cálculo de los momentos magnéticos.
Por consiguiente se hace una breve presentación a los modelos efectivos del modelo de quarks,
de los cuales se presenta una explicación a los fundamentos teóricos del MCM y del UQM
para la construcción de las funciones de onda de los bariones del decuplete, aśı como el cálculo
expĺıcito de los coeficientes de acoplamiento de los estados intermedios correspondientes a los
quarks del mar. Hecho esto se presenta la teoŕıa para el momento magnético de los bariones
tanto en el modelo de quarks como en sus extensiones (los modelos efectivos MCM y UQM) y los
cálculos realizados para obtener los valores del momento magnético en el decuplete. Finalmente
se presentan los resultados obtenidos y la comparación con el modelo de quarks y los datos
experimentales aśı como los ajustes hechos en el momento magnético de los quarks.



Caṕıtulo 1

El modelo de quarks

1.1. Antecedentes

Desde finales de la década de 1940 se han descubierto muchos hadrones, en rayos cósmicos
y en aceleradores: Λ0, Σ±, Σ0, Ξ−, Ξ0, ∆++, ∆±, ∆0, Ω−, ρ0, ρ±, ω0, η0, K±, K0 y numero-
sas versiones más pesadas de muchas de estas part́ıculas con esṕın superior (indicadas por la
adición de asteriscos a los śımbolos) que se conocen como recurrencias de Regge. Esto hubiera
sido totalmente descorcentante si no fuera por el hecho de que se observó que se agrupaban en
ciertas familias, llamadas multipletes. Se obtuvo una buena comprensión (por parte de Murray
Gell-Mann y Yuval Ne‘eman en 1961) de la naturaleza de estos multipletes sobre la base de que
tales multipletes proporcionan representaciones del grupo SU(3). Tal método se le conoció como
el ”Eightfold Way”(camino de las ocho v́ıas, sobre el que se predijo la existencia antes de su
descubrimiento de algunos otros hadrones) en el cual los bariones y mesones eran organizados
en patrones geométricos de acuerdo a su carga y extrañeza. El ”Eightfold Way”predijo una
estructura organizacional para clasificar a estas part́ıculas, a las que después se les llamó ha-
drones.
Un entendimiento de por qué el ”Eightfold Way”funcionó tan bien vino en 1964 cuando M.
Gell-Mann y G. Zweig independientemente propusieron la hipótesis que todos los hadrones
eran compuestos de constituyentes más elementales, a los cuales Gell-Mann llamó quarks, con
la misteriosa caracteristica de que estos deben tener carga electrica fraccionaria, véase la tabla
1.1. Los tres quarks consisten de un doblete de isoesṕın, I = 1

2 y de extrañeza, S = 0, etique-
tados u y d, posicionados para el isoesṕın ”up” y ”down”, respectivamente. El tercer es un
isosingulete S = −1, etiquetado como s (por su denominación en inglés strange). Será necesario
explicar más a fondo sobre esto, de dónde podremos aclarar la forma de clasificar a los bario-
nes y a los mesones dentro de este marco de elementos basicos constituyentes de quarks. Los
bariones pueden verse como estados base de tres quarks, qqq, y los mesones son compuestos de
un quark más un antiquark, qq̄, respectivamente. En este momento fueron los tres sabores de
quarks más los correspondientes antiquarks necesarios para explicar el espectro de los bariones
que se hab́ıan y se segúıan observando.

7



8 CAPÍTULO 1. EL MODELO DE QUARKS

1.2. Formulación

El modelo de quarks lo entedemos actualmente como la descripción de la función de onda
de los hadrones, bariones y mesones, como estados compuestos de constituyentes elementales
llamados quarks. A la vez estos tienen distintos grados de libertad los cuales brindan la estruc-
tura organizacional y de simetŕıa que caracterizan a cada hadrón, como la paridad, la carga, el
número bariónico, el esṕın, la hipercarga, etc. Entre estos grados de libertad, aśı como la carga
eléctrica para cada quark para la interacción electromagnética, existe la carga de color, la cual
tiene que ver con la interacción fuerte, para ello existen tres tipos, g (green), red (r), b (blue).
Estos grados de libertad para el color pueden verse como elementos que se transforman bajo el
grupo de simetŕıa SUc(3).
Tenemos además en el espacio de sabor los tres grados de libertad u, d y s que se menciona-
ron arriba, cuyos elementos se transformarán en un grupo de simetŕıa independiente llamado
SUf (3).
Como un tercer grado de libertad independiente tenemos el espacio de esṕın, S, cuyos elemen-
tos pueden representarse en dos grados de libertad internos como ↑ (up) y ↓ (down), que son
las dos posibles proyecciones de esṕın S = 1

2 . En la representación de sus elementos estos se
transformaran en el grupo de simetŕıa SUs(2).

En este punto tenemos ya una noción del grupo de transformación de los grados de liber-
tad para los quarks, el cuál no es sino el producto tensorial (directo) de los grupos de si-
metŕıa para las transformaciones anteriores, el cuál puede cumplir ser un subconjunto de
SUf (3) ⊗ SUs(2) ⊗ SUc(3). Como una generalización de este grupo de transformación en el
modelo quarks con grados de libertad de esṕın, sabor y color podemos utilizar el grupo de
simetŕıa como

Gsfc = SU(6)sf ⊗ SU(3)c (1.1)

de donde el grupo de simetŕıa SUsf (6) es el grupo de simetŕıa para las transformaciones de
esṕın y sabor

SUsf (6) ⊃ SUf (3)⊗ SUs(2) (1.2)

pero en este caso nos bastará con utilizar únicamente el producto de SUf (3) y SUs(2) como dos
grupos independientes, donde el álgebra está descrita en el apéndice B y los cuáles se discuten
en el caṕıtulo 2. Al mismo tiempo podemos descomponer el grupo de simetŕıa para el sabor,
aśı como su álgebra, como

SUf (3) ⊃ SUI(2)⊗ UY (1) (1.3)

de donde del grupo de simetŕıa de isoesṕın (cuyos elementos son multipletes de sabor u y d)
SUI(2) pueden construirse los multipletes de isoesṕın, I, y con el grupo de simetŕıa UY (1) que
tiene que ver con la hipercarga, Y , como veremos a continuación. La importancia de estos
números cuánticos definidos en los quarks también yace en la expresión para la carga eléctrica
dada por la relación de Gell-Mann-Nishijima

Q = I3 +
Y

2
= I3 +

B + S

2
, (1.4)

donde B denota el número bariónico y S la extrañeza. Los número cuánticos de los tres quarks
ligeros (u, d y s) y los correspondientes antiquarks están dados en la tabla 1.1.
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Tabla 1.1: Números cuánticos de los quarks y antiquarks. J denota el esṕın, S la extrañeza, I el
isoesṕın e I3 la proyección de isoesṕın.

B J P I I3 S Y Q

u 1
3

1
2 + 1

2
1
2 0 1

3
2
3

d 1
3

1
2 + 1

2 - 1
2 0 1

3 - 1
3

s 1
3

1
2 + 0 0 -1 - 2

3 - 1
3

ū - 1
3

1
2 − 1

2 - 1
2 0 - 1

3 - 2
3

d̄ - 1
3

1
2 − 1

2
1
2 0 - 1

3
1
3

s̄ - 1
3

1
2 − 0 0 1 2

3
1
3

1.3. Diagramas de peso

Tomando como antecedente el grupo de transformaciones de SU(3) del apéndice B.2, en
que encontramos los generadores del grupo, B.36, está definida el subálgebra de Cartan como
el conjunto de generadores que conmutan entre śı. A este subconjunto de generadores se les
conoce como generadores de Cartan.
En el caso del grupo SU(3) los generadores del álgebra F̂i, como se ve en la ecuación B.40,
que forman el subálgebra de Cartan son los operadores F̂3 y F̂8 que en la f́ısica de part́ıculas
elementales están asociados con los operadores de proyección de isoesṕın e hipercarga corres-
pondientemente como

F̂3 = Î3 F̂8 =

√
3

2
Ŷ (1.5)

Siguiendo la misma idea y utilzando los demás generadores se pueden construir a los ope-
radores de escalón para el álgebra de SU(3) en la f́ısica de la simetŕıa de sabor (ver apéndice)
como siguen

Î± = F̂1 ± iF̂2, V̂± = F̂4 ± iF̂5, Û± = F̂6 ± iF̂7 (1.6)

Teniendo estos operadores, puede reescribirse el álgebra del grupo SU(3) B.38 en terminos de
ellos como

[
Û+, V̂+

]
=
[
Û+, Î−

]
=
[
V̂+, Î+

]
= 0
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[
Ŷ , Î3

]
= 0

[
Ŷ , Î±

]
= 0,

[
Ŷ , Û±

]
= ±Û±,

[
Ŷ , V̂±

]
= ±V̂±,

[
Î3, Î±

]
= ±Î±,

[
Î3, Û±

]
= ∓1

2
Û±,

[
Î3, V̂±

]
= ±1

2
V̂±,

[
Î+, Î−

]
= 2Î3,

[
Û+, Û−

]
=

3

2
Ŷ − Î3,

[
V̂+, V̂−

]
=

3

2
Ŷ + Î3,

[
Û+, V̂−

]
= Î−,

[
Î−, V̂+

]
= Û+,

[
Î+, Û+

]
= V̂+.

(1.7)

Para construir el diagrama de peso de la representación fundamental tenemos que definir en
primer lugar a |φm〉 como el vector en el espacio de la representación. Este vector tiene que
cumplir la siguiente ecuación de eigenvalores

F̂i|φm〉 = mi|φm〉 (1.8)

donde F̂i corresponden únicamente la los generadores de Cartan que, en este caso y como vi-
mos arriba, corresponden a los ı́ndices i = 3, 8. Al conjunto de eigenvalores, m1,m2, . . . se les
asociarán las componentes de lo que llamaremos los vectores de peso de φ.

Una vez que se encontraron los generadores de Cartan (Î3 y Ŷ ) procedemos a encontrar sus
eigenvalores, por lo que para ello definiremos los vectores base

|u〉 =




1
0
0


 , |d〉 =




0
1
0


 , |s〉 =




0
0
1


 (1.9)

donde cada elemento de esta base está asociado a los sabores ligeros de los quarks u, d y s como
se muestar en el apéndice B.2. Hecho esto se obtienen las siguientes ecuaciones de eigenvalores

Î3|u〉 =
1

2
|u〉 Î3|d〉 = −1

2
|d〉 Î3|s〉 = 0

Ŷ |u〉 =
1

3
|u〉 Ŷ |d〉 =

1

3
|d〉 Ŷ |s〉 = −2

3
|s〉

(1.10)

El par ordenado de los valores propios (m1,m2) correspondiente cada vector base contituirá un
punto en el diagrama de peso. Como resultado de ello obtenemos un triplete en el espacio cuyos
ejes son I3 y Y , tal como se muestra en la figura 1.1.

Existe otra forma para clasificar los multipletes de un grupo de transformaciones utilizando
las etiquetas (λ, µ) o bien la dimensión de la representación

dim(λ, µ) =
1

2
(λ+ 1)(µ+ 1)(λ+ µ+ 2) (1.11)
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Figura 1.1: Diagrama de peso de la representación fundamental de SU(3) donde se muestra el
triplete de quarks (1,0)

Aśı entonces podemos identificar al triplete de la representación fundamental de SU(3) con las
etiqueta (1, 0) o en términos de su dimensión como 3. En el mismo sentido podemos expresar
a los estados de la base 1.9 con las etiquetas |(λ, µ)I, I3, Y 〉 los quales quedan como sigue

|u〉 = |(1, 0) 1
2 ,

1
2 ,

1
3 〉

|d〉 = |(1, 0) 1
2 ,− 1

2 ,
1
3 〉

|s〉 = |(1, 0)0, 0,− 2
3 〉.

(1.12)

Teniendo estos estados y los operadores de escalón 1.6, se puede pasar de un vector de la
base en el diagrama de peso haciendo uso de estos operadores. Al utilizar la representación
matricial de ellos y usando la base 1.9 es sencillo concluir que (véase la figura 1.2)

Û±|u〉 = Î+|u〉 = V̂+|u〉 = 0

V̂±|d〉 = Î−|d〉 = Û+|d〉 = 0

Î±|s〉 = V̂−|s〉 = Û−|s〉 = 0

(1.13)

Î−|u〉 = |d〉 Î+|d〉 = |u〉

V̂−|u〉 = |s〉 V̂+|s〉 = |u〉

Û−|d〉 = |s〉 Û+|s〉 = |d〉

(1.14)
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Figura 1.2: Acción de los operadores de escalón Î±, Û± y V̂± en la representación del diagrama
de peso I3 − Y

Como puede verse en la figura 1.2 y usando las ecuaciones de las relaciones de conmutación
1.7 puede obtenerse fácilmente que los operadores de escalón cambian el valor de isoesṕın, I, la
proyección de isoesṕın, I3 y de la hipercarga Y de la siguiente forma

Î± : ∆I3 = ±1, ∆Y = 0, |∆I| = 0

V̂± : ∆I3 = ±1

2
, ∆Y = ±1, |∆I| = 1

2

Û± : ∆I3 = ∓1

2
, ∆Y = ±1, |∆I| = 1

2

(1.15)

Expĺıcitamente al aplicar los operadores de escalón a cualquier vector |I, I3, Y 〉 (donde a cual-
quier vector es referido a cualesquiera valores Y , I y I3, incluyendo los valores para los estados
base de sabor de los quarks mencionados antes, y que nos serán útiles en los siguientes caṕıtulos
apara los estados de multiquarks como los bariones y mesones) estos vienen como una ecuación
de eigenvalores, cuyos valores propios están dados en una forma más general, la cuál viene como
una forma larga aunque sencilla de demostrarse, como

Î±|I, I3, Y 〉 =
√

(I ∓ I3)(I ± I3 + 1)|I, I3 ± 1, Y 〉, (1.16)

V̂±|I, I3, Y 〉 = a±

∣∣∣∣I +
1

2
, I3 ±

1

2
, Y ± 1

〉
+ b±

∣∣∣∣I −
1

2
, I3 ±

1

2
, Y ± 1

〉
, (1.17)

Û±|I, I3, Y 〉 = c±

∣∣∣∣I +
1

2
, I3 ∓

1

2
, Y ± 1

〉
+ d±

∣∣∣∣I −
1

2
, I3 ∓

1

2
, Y ± 1

〉
, (1.18)
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donde los coeficientes vienen dados por los elementos de matriz

a± = |I, I3, Y 〉 =

〈
I +

1

2
, I3 ±

1

2
, Y ± 1

∣∣∣V̂±
∣∣∣ I, I3, Y

〉

b± = |I, I3, Y 〉 =

〈
I − 1

2
, I3 ±

1

2
, Y ± 1

∣∣∣V̂±
∣∣∣ I, I3, Y

〉

c± = |I, I3, Y 〉 =

〈
I +

1

2
, I3 ∓

1

2
, Y ± 1

∣∣∣Û±
∣∣∣ I, I3, Y

〉

d± = |I, I3, Y 〉 =

〈
I − 1

2
, I3 ∓

1

2
, Y ± 1

∣∣∣Û±
∣∣∣ I, I3, Y

〉

(1.19)

Una vez formulada el álgebra de los operadores SU(3) para el multiplete de quarks, termi-
naremos esta sección ahora siguiendo los mismos pasos que hemos hechos para la representación
conjugada para el diagráma de peso visto anteriormente. Esto nos será de especial utilidad para
describir las propiedades de los quarks ”conjugados”, o mejor dicho en f́ısica, de los antiquarks.
El hecho de que esto funcione de manera análaga es que la diferencia fundamental entre los
quarks y los antiquarks es el cambio de signo en la carga eléctrica. Es notable observar de
nuevo la relación de Gell-Mann-Nishijima 1.4, de donde podemos concluir que la hipercarga y
la proyección de isoesṕın tienen que cambiar de signo. Esto se refleja en el diagrama de peso
de la representación fundamental para los quarks como una reflexión en los ejes de hipercarga,
Y , y de proyección de isoesṕın, I3 para cada vértice, como de muestra en la figura 1.3 (véase
apéndice B para la representación conjugada). A esta representación se le llamará el antitriplete
de quarks o bien en términos de su dimensión como 3̄.

Figura 1.3: Diagrama de peso de la representación fundamental conjugada para los antiquarks
en el espacio I3 − Y

Todo esto nos será útil más adelante, donde la representación fundamental de SU(3) y su
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representación conjugada es justamente la base del modelo de quarks, donde los componentes
en la función de onda de los bariones y los mesones corresponderan a la composición de la base
esta representación.

1.4. Bariones qqq

Como vimos en la primera sección de este caṕıtulo, se hab́ıa encontrado que los hadrones
encontrados teńıan propiedades que formaban ciertos patrones al colocarlos como elementos que
formaban multipletes, por lo que se asociaron grados de libertad además de la carga eléctrica,
a saber la proyección de isoesṕın, fué uno de ellos. Un hecho notable era que en la composición
de los vectores base de la representación fundamental, aśı como la representación conjugada, se
pod́ıa ver como los disitintos multipletes que correspond́ıan a las part́ıculas encontradas hasta
el momento, y algunas aún no observadas, en esto consistió el ”Eightfold Way”, y además se
transformaban en los distintos grupos de simetŕıa (véase 1.1, 1.2 y 1.3 ) al considerarse además
el esṕın. En general, la función de onda total como un estado con grados de libertad como el
color (c), el esṕın, s, el sabor (isesṕın), I, el espacial (orbital), l, puede expresarse en términos
independientes como

|Ψ〉total = |ψr〉orb ⊗ |φ〉sabor ⊗ |χ〉espin ⊗ |ψc〉color. (1.20)

Un postulado fundamental propuesto por Gell-Mann era que los componentes de la función
total, los quarks, teńıan esṕın fraccionario, o en otras palabras, eran fermiones. Hecho esto
cuando acoplamos el número cuántico de esṕın (aśı como de isoesṕın) para tres de ellos, el
resultado es que el estado final también teńıa que corresponder a un fermión, es decir, la función
de onda total teńıa que se una función antisimétrica bajo el intercambio de cualesquiera dos
componentes. En este punto nadie teńıa idea del grado de libertad del color en la función de
onda de los bariones y un problema fundamental era que usando solamente el sabor y el esṕın
en la descripción de los hadrones con la representación fundamental de SU(3) era que siempre
se obteńıa una función de onda simétrica, considerando el estado base (|ψ〉orb simétrica).

Como se sab́ıa que esto deb́ıa ser un fermión y que cumpliera el principio de exclusión de
Pauli, se introdujo aśı el estado de color ψ〉color como una función antisimétrica, considerando
los tres grados de libertad correspondientes mencionados antes, i.e.

|ψB〉color =
1√
6

(rgb− grb+ brg − rbg + gbr − bgr) (1.21)

donde |ψB〉color denota la función de onda de color para estados de tres quarks, es decir, bariones.
Una caracteŕıstica de las part́ıculas f́ısicas es que son escalares en el espacio de color (razón por
la que también no se hab́ıa observado esto como un grado de libertad), es decir, que grb = 0 en
cualquiera de sus combinaciones.

En cuanto al sabor, es importante mencionar la forma fundamental en que se acoplan los
estados de tres quarks |q〉 ⊗ |q〉 ⊗ |q〉. Debido a que cada elemento |q〉 es un elemento de
la representación fundamental SU(3) o bien SUf (3) entonces el producto directo se puede
expresar como la suma directa de distintos grupos de acuerdo a sus propiedades de simetŕıa en
27 combinaciones posibles la cuál queda como

3⊗ 3⊗ 3 = 1A ⊕ 8M ⊕ 8M ⊕ 10S . (1.22)
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Esto indica que existe un singulete antisimétrico, 1A, dos octetes con simetŕıa mixta, 8M , y un
decuplete totalmente simétrico, 10S .

A continuación se discutirá la construcción de la función de onda de esṕın-sabor para el
caso de los dos octetes posibles y el singulete, aśı como en otro caso el decuplete completamente
simétrico.

1.4.1. Octete

Como vimos antes, los estados con simetŕıa mixta del acoplamiento entre tres estados de
sabor de quarks correspond́ıan a dos octetes 8M , los cuales cada uno tiene una simetŕıa distinta
respecto al intercambio de los primeros dos componentes (sabor). Las funciones de onda que
corresponden a esṕın-sabor del octete de bariones, |ψ〉sabor⊗|ψ〉espin, se obtienen al multiplicar
los estados de simetŕıa mixta como se muestra en la figura 1.4 su diagrama de peso y que se
explicará a continuación esta construcción.

Figura 1.4: Diagrama de peso de los bariones del octete en el espacio I3 − Y

Coordenadas de Jacobi

Para explicar los estados de simetŕıa mixta en el octete de bariones es necesario introducir
una base en la cuál se pueda expresar las simetŕıas mixtas del octete de sabores 8M . A esta
base se le conoce como la base de coordenadas de Jacobi para un sistema de tres componentes
indistinguibles con masas idénticas como (ρ, λ,R), donde

ρ =
1√
2

(r1 − r2)

λ =
1√
6

(r1 + r2 − 2r3)

R =
1

3
(r1 + r2 + r3)

(1.23)
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Puede verse que las dos primeras coordenadas son los estados propios del operador de
permutaciones P12 cuyo eigenvalor es 1, en otras palabras, son simétricas ante el intercambio
de los primeros dos componentes 1 y 2. Por el otro lado, estas no son eigenestados para los
componentes 2 y 3, ya que

P23λ = −1

2
λ+

√
3

2
ρ, P23ρ =

√
3

2
λ+

1

2
ρ (1.24)

Los estados que cumplan estas ecuaciones se les asociará con estas etiquetas, aśı entonces en
la función de onda de sabor de los dos octetes con simetŕıa mixta haremos la siguiente asociación

8M → φρ, φλ (1.25)

La construcción de estas funciones de onda se explicará a continuación.

Construcción de la funciones de onda esṕın-sabor.

Para obtener estas funciones de onda de sabor del octete de bariones, definimos el operador
de antisimetrización

A =
1

n!

∑

P

δPP (1.26)

donde δP se refiere a la paridad de las permutaciones, P , como δP = (−1)n−k con k el número
de ciclos y n el número de objetos. Aśı también el operador de simetrización está dado por

S =
1

n!

∑

P

P (1.27)

El siguiente paso es tomar un estado de tres part́ıculas con dos part́ıculas idénticas y luego
antisimetrizar y simetrizar utilizando los operadores correspondientes 1.26 y 1.27. Se tomará en
primer lugar el estado |uud〉 como sigue

|φ1〉 = A13S12|uud〉 =
1

4
(e− P13)(e+ P12)|uud〉 =

1

2
(|uud〉 − |duu〉)

|φ2〉 = A23S12|uud〉 =
1

4
(e− P23)(e+ P12)|uud〉 =

1

2
(|uud〉 − |udu〉)

|φ3〉 = A12S13|uud〉 = 0

|φ4〉 = A12S23|uud〉 = 0

(1.28)

Podemos observar que los estados |φ1〉 y |φ2〉 tienen la misma simetŕıa que el caso de los
estados |φλ〉 y |φρ〉 respectivamente, por lo que se hará simplemente esta asociación a cada
uno. Otra cosa importante es que los estados de sabor deben de ser una base ortonormal, pero
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normalizando y haciendo la combinación lineal adecuada tenemos que la base ortonormal queda
como

|φλ〉 = Nλ(|φ1〉+ |φ2〉) =
1√
6

(2|uud〉 − |udu〉 − |duu〉)

|φρ〉 = Nρ(|φ1〉 − |φ2〉) =
1√
2

(|udu〉 − |duu〉)
(1.29)

Estos estados corresponden a los estados de simetŕıa mixta de sabor para el protón. El resto
de los estados pueden obtenerse de manera análoga o bien usando los operadores de escalón en
las ecuaciones 1.16, 1.18 y 1.17. V´ease tambi´en las figuras 1.2 y 1.4. Las funciones de sabor
de simetŕıa mixta para el octete de bariones están mostradas expĺıcitamente en la tabla 1.2.

Barión |(λ, µ)I, I3, Y 〉 |φλ〉 |φρ〉

p |(1, 1) 1
2 ,

1
2 , 1〉 1√

6
(2|uud〉 − |udu〉 − |duu〉) 1√

2
(|udu〉 − |duu〉)

n |(1, 1) 1
2 ,− 1

2 , 1〉 1√
6
(|udd〉+ |dud〉 − 2|ddu〉) 1√

2
(|udd〉 − |dud〉)

Σ+ |(1, 1)1, 1, 0〉 1√
6
(|usu〉+ |suu〉 − 2|uus〉) 1√

2
(|suu〉 − |usu〉)

Σ0 |(1, 1)1, 0, 0〉 − 1√
12

(2|uds〉+ 2|dus〉 1
2 (|sdu〉+ |sud〉 − |usd〉 − |dsu〉)

−|sdu〉 − |sud〉 − |usd〉 − |dsu〉)

Σ− |(1, 1)1,−1, 0〉 1√
6
(|dsd〉+ |sdd〉 − 2|dds〉) 1√

2
(|sdd〉 − |dsd〉)

Λ0 |(1, 1)0, 0, 0〉 1
2 (|sud〉 − |sdu〉+ |usd〉 − |dsu〉) 1√

12
(2|uds〉 − 2|dus〉

+|sdu〉 − |sud〉+ |usd〉 − |dsu〉)

Ξ0 |(1, 1) 1
2 ,

1
2 ,−1〉 1√

6
(2|ssu〉 − |uss〉 − |sus〉) 1√

2
(|sus〉 − |uss〉)

Ξ− |(1, 1) 1
2 ,− 1

2 ,−1〉 1√
6
(2|ssd〉 − |dss〉 − |sds〉) 1√

2
(|sds〉 − |dss〉)

Tabla 1.2: Estados de simetŕıa mixta de tres quarks en los bariones del octete JP = 1
2

+
.

Hemos ya discutido la estructura de las funciones de simetŕıa mixta de sabor para el octete,
por lo que ahora se discutirá la estructura de las funciones de onda (estados) de esṕın, para
completar esta parte.

Para que la función de onda completa del barión 1.20 sea una función antisimétrica, el



18 CAPÍTULO 1. EL MODELO DE QUARKS

producto χφ debe de ser una función simétrica, por lo que tomamos

Ψ =
1√
2

(χρφρ + χλφλ) (1.30)

con φρ y φλ definidas en la tabla 1.2. χρ y χλ representan estados de esṕın S = 1
2 con

simetŕıa de permutación ρ y λ, respectivamente. Ellos pueden contruirse de igual manera a
partir de φρp(n) y φλp(n) si hacemos el reemplazamiento

u→↑, d→↓

donde ↑ y ↓ son los estados de proyección de esṕın Sz = + 1
2 y Sz = − 1

2 respectivamente, i. e.

χ 1
2

=

(
1
0

)
=↑; χ− 1

2
=

(
0
1

)
=↓ .

Los estados de tres part́ıculas de simetŕıa mixta y S = 1
2 , Sz = + 1

2 son

χλ1
2

=
1√
6

(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑) (1.31)

χρ1
2

=
1√
2

(↑↓↑ − ↓↑↑) (1.32)

utilizando de manera análoga el operador de escalón S− como el caso I− de la ecuación 1.16
con el reemplazamiento arriba señalado, pueden obtenerse aquellos estado de esṕın que tienen
valores S = 1

2 , Sz = − 1
2 los cuales son

χλ− 1
2

= − 1√
6

(2 ↓↓↑ − ↑↓↓ − ↓↑↓) (1.33)

χρ− 1
2

=
1√
2

(↑↓↓ − ↓↑↓). (1.34)

Una vez hecho esto, tenemos ya la estructura de la función de onda de esṕın-sabor para los
estados del octete con esṕın J = 1

2 y J = − 1
2 . Los estados para el esṕın J = 1

2 se muestran en
el apéndice A.

1.4.2. Decuplete

Construcción de la funciones de onda

Para que la función de onda total de los bariones sea antisimétrica, las funciones en el
espacio de esṕın-sabor, como se ha venido mencionando, deben ser simétricas. De esta manera,
el decuplete de sabor 10S se acopla con el estado de esṕın J = 3/2 para formar estados
completamente simétricos de esṕın-sabor. Estos estados corresponden al decuplete de bariones
con proyección máxima J = 3

2 cuyo diagrama de peso se muestra en la Figura 1.5.
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Figura 1.5: Diagrama de peso de los bariones del decuplete en el espacio I3 − Y

Como vemos la única combinación posible, tanto en el estado de sabor (isoesṕın) como en el
estado de esṕın, cuyos valores tengan la proyección máxima, es la combinación simétrica para un
sistema de tres componentes. El estado con proyección máxima de esṕın Jz = 3

2 completamente
simétrico es

χS3
2

=↑↑↑ (1.35)

Y utilizando el operador de escalón Ŝ− se pueden obtener los estados completamente simétri-
cos para los valores de proyección esṕın Jz = 1

2 ,− 1
2 ,− 3

2 , como

χS1
2

= 1√
3
(↑↑↓ + ↑↓↑ + ↓↑↑)

χS− 1
2

= 1√
3
(↑↓↓ + ↓↑↓ + ↓↓↑)

χS− 3
2

=↓↓↓

(1.36)

Para la parte de sabor es muy sencillo obtener los estados totalmente simétricos, los cuáles
son los triviales |uuu〉, |ddd〉, |sss〉; es fácil obtener los demás estados aplicando los operadores de
escalón 1.16, 1.18, 1.17. Otra alternativa para los casos no triviales donde tenemos componentes
no idénticos es sencillo obtener los estados simétricos aplicando el operador de simetrización
1.27 como en el caso anterior. Como un ejemplo ilustrativo para el estado |q1q2q3〉 tenemos el
caso part́ıcular

S123|uus〉 =
1

3!
(e+ P12 + P13 + P23 + P123 + P132)|uus〉

=
1

3
(|uus〉+ |usu〉+ |suu〉)

(1.37)
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Cuando se normaliza adecuadamente este estado totalmente simétrico se obtiene la función
de onda de sabor para el hiperón (estados con un quarks extraño) Σ∗+. Pueden verse las
funciones de onda de sabor para todos los bariones del decuplete en la tabla 1.3.

Barión |(λ, µ)I, I3, Y 〉 |φS〉

∆++ |(3, 0) 3
2 ,

3
2 , 1〉 |uuu〉

∆+ |(3, 0) 3
2 ,

1
2 , 1〉 1√

3
(|uud〉+ |udu〉+ |duu〉)

∆0 |(3, 0) 3
2 ,− 1

2 , 1〉 1√
3
(|ddu〉+ |dud〉+ |udd〉)

∆− |(3, 0) 3
2 ,− 3

2 , 1〉 |ddd〉

Σ∗+ |(3, 0)1, 1, 0〉 1√
3
(|uus〉+ |usu〉+ |suu〉)

Σ∗0 |(3, 0)1, 0, 0〉 1√
6
(|uds〉+ |dus〉+ |usd〉+ |sud〉+ |sdu〉+ |dsu〉)

Σ∗− |(3, 0)1,−1, 0〉 1√
3
(|dds〉+ |dsd〉+ |sdd〉)

Ξ∗0 |(3, 0) 1
2 ,

1
2 ,−1〉 1√

3
(|uss〉+ |sus〉+ |ssu〉)

Ξ∗− |(3, 0) 1
2 ,− 1

2 ,−1〉 1√
3
(|dss〉+ |sds〉+ |ssd〉)

Ω− |(3, 0)0, 0,−2〉 |sss〉

Tabla 1.3: Funciones de onda de sabor simétricas de los bariones del decuplete JP = 3
2

+
.

Una vez obtenidos los estados simétricos para el esṕın y para el sabor, las funciones de onda
de esṕın-sabor en los bariones del decuplete, por ser una función simétrica, es simplemente

Ψ = φSχS , (1.38)

donde pueden obtenerse fácilmente para los distintos casos de sabor y de esṕın correspondientes.

1.5. Mesones qq̄

La función de onda total para los estados de un mesón puede expresarse de la misma manera
como en la ecuación 1.20 con los mismos grados de libertad para el caso del barión como
mencionamos antes, la primer diferencia entre la función de onda explicita del barión será la
parate correspondiente a la función de onda de color. Otra forma para obtener un estado neutro
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en este grado de libertad es combinar un par quark-antiquark en un estado base. Debido a que
hay 3 sabores, 2 part́ıculas (quark y antiquark) y 2 posibles espines, hay un total de 3×3×2=18
combinaciones o distintos estados, o bien

3⊗ 3̄⊗ 2 = 8⊕ 1⊕ 8⊕ 1 (1.39)

donde vemos que de acuerdo a su simetŕıas pueden existir dos octetes con sus respectivos
singuletes.

Cabe mencionar que el principio de Pauli, para que la función de onda total sea antisimétrica,
ya no es útil aqúı, puesto que los componentes implicados en ella no son identicos. La función
de onda espacial seguirá siendo simérica en el estado base. La función de onda de color es con
toda comodidad una función neutra en el espacio de color, la cual se construye a partir de las
combinaciones posibles de color y anti-color con la propiedad anterior como

|ψM 〉color =
1√
3

(rr̄ + bb̄+ gḡ). (1.40)

1.5.1. construcción de la funciones de onda esṕın-sabor

Comenzaremos con la construcción de la función de onda de esṕın para los mesones. Puesto
que los mesones se proponen como estados de un quark y un antiquark, entonces cada uno
de ellos puede llevar un esṕın si = 1

2 por lo que en el estado acoplado tenemos que la suma
vectorial de los valores de esṕın cumple

|s1 − s2| ≤ J ≤ s1 + s2 (1.41)

por lo que el esṕın total, J , del estado acoplado para el mesón puede tomar los valores posibles 1
y 0, es decir, existe un triplete de estados de esṕın con proyecciónJz = 1, 0,−1 correspondientes
a J = 1 como siguen

χ1 =↑↑,

χ0 =
1√
2

(↑↓ + ↓↑),

χ−1 =↓↓,

(1.42)

aśı como un singulete de esṕın correspondiente a J = 0, Jz = 0 como

χ∗0 =
1√
2

(↑↓ − ↓↑) (1.43)

Estos dos posibles estados de esṕın son justamente lo que diferencian a los mesones vecto-
riales (J = 1) y a los mesones pseudoescalares (J = 0) los cuales cada uno forma un octete y
un singulete, como se muestran en la figuras 1.6 y 1.7.

Para las funciones de onda que corresponden a los estado de sabor de los mesones vemos
que para los mesones vectoriales y pseudoescalares estas son exactamente las mismas, como
se ve en los diagramas de peso correspondientes, excepto por un signo, lo que hará que sean
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Figura 1.6: Diagrama de peso de los mesones vectoriales, JP = 1−, en el espacio I3 − Y

Figura 1.7: Diagrama de peso de los mesones pseudoescalares, JP = 0− , en el espacio I3 − Y

funciones ortogonales. De los diagramas de peso se observa que en cada octete hay dos dobletes
de isoesṕın, un triplete y un singulete de sabor.

Para obtener los dobletes de isoesṕın se combinan un quark extraño, s o s̄, con un quark u
o d, o bien un ū o d̄. De aqúı resultan los estados como se muestran en la tabla 1.4, usando la
convención de fases de De Swart [13].
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Mesón pseudoescalar(vectorial) Función de onda de sabor

K+(K+∗) − 1√
2
(us̄± s̄u)

K0(K0∗) - 1√
2
(ds̄± s̄d)

K−(K−∗) 1√
2
(sū± ūs)

K̄0(K̄0∗) - 1√
2
(sd̄± d̄s)

π+(ρ+) − 1√
2
(ud̄± d̄u)

π−(ρ−) 1√
2
(dū± ūd)

π0(ρ0) - 1√
2
[(dd̄− uū)± (d̄d− ūu)]

η0
8(ω0

8) 1
2
√

3
[(uū+ dd̄− 2ss̄)± (ūu− d̄d− 2s̄s)]

η0
1(ω0

1) 1√
6
[(uū+ dd̄+ ss̄)± (ūu− d̄d+ s̄s)]

Tabla 1.4: Estados de sabor y sus permutaciones para mesones pseudoescalares y vectoriales
que contienen quarks u, d y s.
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Caṕıtulo 2

Simetŕıas

Los espacios que son simétricos tienen una importancia fundamental en la f́ısica moderna,
aunque cabŕıa pensar que la simetŕıa completamente simétrica es sólo algo que apareciera de
forma excepcional, o quizá tan sólo como una aproximación conveniente. Un objeto simétrico,
tal como una esfera o un cuadrado, tiene una existencia precisa como una estructura matemática
idealizada, sin embargo cualquier realización f́ısica de un objeto semejante seŕıa considerada
únicamente como un tipo de representación aproximada de esta idealización matemática. Pese
a todo, curiosamente, según las teoŕıas f́ısicas del siglo XX que han sido de gran éxito, como en
la f́ısica de part́ıculas elementales y la relatividad general, todas las interacciones f́ısicas actúan
con una idea que, estrictamente hablando, depende de forma crucial de estructuras f́ısicas que
poseen una simetŕıa que, en un nivel de descripción fundamental como se vió en el caṕıtulo
anterior (véase también apéndice B), es necesariamente exacta.
En la f́ısica de part́ıculas elementales la teoŕıa de grupos ha resultado ser una herramienta
poderosa y de gran simplicidad para obtener resultados directos haciendo uso únicamente de
las propiedades y de los patrones que poseen estás part́ıculas que pertenecen a cierto grupo de
simetŕıa sin necesidad de hacer un extenso cálculo sobre la dinámica de estas. Justo como se
vió en el caṕıtulo anterior, la estructura algebráica que poseen los quarks debido a sus grupos
de transformaciones de simetŕıa como el de esṕın-sabor SUsf (6) y el de color como SUc(3) y
como vimos las posibles combinaciones de ellos nos pueden dar información de la estructura
fundamental de los hadrones, que cumplen las mismas reglas de transformación. En este tema
no se considerará la simetŕıa de color, por lo que nos centraremos en la simetŕıa de esṕın-sabor.
Hemos visto que la simetŕıa de esṕın-sabor puede descomponerse en dos grupos independientes,
de esṕın y de sabor como

SUsf (6) ⊃ SUf (3)⊗ SUs(2),

lo que a su vez, puede descomponerse la simetŕıa de sabor (o bien de isoesṕın) en la simetŕıa
de sabor de los quarks u y d (incluye a los anti-quarks) SUI(2) y simetŕıa de hipercarga UY (1)
para el quarks extraño s(s̄)

SUf (3) ⊃ SUI(2)⊗ UY (1).

25
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A partir de aqúı veremos las relaciones de simetŕıa que existen entre los distintos estados
que constituyen los bariones de octete y del decuplete que serán bastantes útiles para relacionar
sus propiedades de acuerdo a sus valores de esṕın y de sabor.

2.1. La simetŕıa de isoesṕın SU(2)

Siguiendo el sentido histórico de como iban descubriendose las simetŕıas de acuerdo a sus
propiedades, discutiremos primeramente la simetŕıa de isoesṕın SUI(2). La idea de que este
grupo de simetŕıa pod́ıa describir, en un principio al protón y al neutrón, surge a partir de
que en ausencia de la interacción electromagnética estas, aparentemente distintas, part́ıculas
correspondian a un sólo estado llamado Nucleón ante la interacción nuclear fuerte y que formaba
un doblete (el neutrón y el protón considerándose que sus masas eran iguales por evitar este
rompimiento de simetŕıa) en analoǵıa al doblete de esṕın para S = 1/2. De aqúı nace la idea de
el número cuántico de isoesṕın I, que es independiente al esṕın y se consideraŕıa un grado de
libertad más. Puede verse la tabla 1.2 para ver sus respectivos valores de isoesṕın. El respectivo
doblete del nucleón es

|p〉 =

∣∣∣∣I =
1

2
, I3 =

1

2

〉
|n〉 =

∣∣∣∣I =
1

2
, I3 = −1

2

〉
(2.1)

Como vimos en el caṕıtulo anterior, en el modelo de quarks, el protón y el neutron pueden
considerarse compuestos por estados más fundamentales como los quarks uud y ddu respecti-
vamente (figura 1.4). En este mismo sentido puede llevarse la simetŕıa de isoesṕın a los mismos
estados de quarks u y d (o bien d̄ o -ū pues se transforman de la misma forma como se ve en
el apédice B.2) los cuales forman el doblete de isoesṕın de SUI(2). (Véase la figura 1.1 y 1.3).
Como se ve en la tabla 1.2 o en 2.1 para los valores de isoesṕın del protón y el neutrón y de
acuerdo a la ecuación 1.16, estos dos estados están relacionados como

|ψp〉 = I+|ψn〉 |ψn〉 = I−|ψp〉 (2.2)

por lo que podemos calcular el valor esperado para cualquier operador (lo que más adelante nos
servirá para calcular el valor observable que justamente es el valor esperado para el operador de
momento magnético) y este expresarlo para los distintos multipletes en términos de uno solo,
una herramienta completamente práctica con el sólo uso de la simetŕıa de isoesṕın a la que
pertenecen estas part́ıculas. Como ejemplo tenemos la siguiente expresión

〈
ψn

∣∣∣Ô
∣∣∣ψn

〉
=

〈
ψn

∣∣∣ÔI−
∣∣∣ψp

〉

=
〈
ψn

∣∣∣I−Ô +
[
Ô, I−

]∣∣∣ψp
〉

=
〈
ψp

∣∣∣Ô
∣∣∣ψp

〉
+
〈
ψp

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψp
〉

(2.3)

También tenemos el caso inverso
〈
ψp

∣∣∣Ô
∣∣∣ψp

〉
=
〈
ψn

∣∣∣Ô
∣∣∣ψn

〉
+
〈
ψn

∣∣∣
[
I−,
[
Ô, I+

]]∣∣∣ψn
〉

(2.4)
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Esto mismo se puede hacer para los demás multipletes de bariones. En el caso del multiplete
de bariones Σ del octete y Σ∗ del decuplete, se ven identicos frente al número cuántico de isoesṕın
de acuerdo a la correspondiente carga. De esta forma ocuure también para las part́ıculas Ξ y
Ξ∗ Aśı para los del decuplete tenemos el mismo caso en el octete de la siguientes identidades
de estas part́ıculas. Por la ecuación 1.16, como antes, tenemos que

I+|ψΣ(∗)+〉 = 0 I+|ψΣ(∗)0〉 =
√

2|ψΣ(∗)+〉 I+|ψΣ(∗)−〉 =
√

2|ψΣ(∗)0〉

I−|ψΣ(∗)+〉 =
√

2|ψΣ(∗)0〉 I−|ψΣ(∗)0〉 =
√

2|ψΣ(∗)−〉 I−|ψΣ(∗)−〉 = 0,

(2.5)

por lo que tenemos que

〈
ψΣ(∗)0

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΣ(∗)0

〉
=
〈
ψΣ(∗)+

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΣ(∗)+

〉
+

1

2

〈
ψΣ(∗)+

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψΣ(∗)+

〉
(2.6)

〈
ψΣ(∗)−

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΣ(∗)−

〉
=
〈
ψΣ(∗)0

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΣ(∗)0

〉
+ 1

2(
〈
ψΣ(∗)0

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψΣ(∗)0

〉

+
〈
ψΣ(∗)+

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψΣ(∗)+

〉
)

(2.7)

Para el multiplete de bariones Ξ y Ξ∗ tenemos el caso análogo al caso del protón y el neutrón
en las ecuaciones 2.4 y 2.3 puesto que tienen el mismo número de isoesṕın correspondiente, ya
que forma un doblete de isoesṕın de la manera análoga. Aśı entonces

〈
ψΞ(∗)−

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΞ(∗)−

〉
=
〈
ψΞ(∗)0

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΞ(∗)0

〉
+
〈
ψΞ(∗)0

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψΞ(∗)0

〉
(2.8)

Para el caso del multiplete ∆ que es el único que tiene una degeneración en un cuadruplete
debido a su valor de isoesṕın I = 3

2 tenemos que

〈
ψ∆+

∣∣∣Ô
∣∣∣ψ∆+

〉
=
〈
ψ∆++

∣∣∣Ô
∣∣∣ψ∆++

〉
+

1

3

〈
ψ∆++

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψ∆++

〉
(2.9)

〈
ψ∆0

∣∣∣Ô
∣∣∣ψ∆0

〉
=
〈
ψ∆+

∣∣∣Ô
∣∣∣ψ∆+

〉
+ 1

4(
〈
ψ∆+

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψ∆+

〉

+
〈
ψ∆++

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψ∆++

〉
)

(2.10)

〈
ψ∆−

∣∣∣Ô
∣∣∣ψ∆−

〉
=
〈
ψ∆0

∣∣∣Ô
∣∣∣ψ∆0

〉
+ 1

3(
〈
ψ∆0

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψ∆0

〉

+
〈
ψ∆+

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψ∆+

〉
+
〈
ψ∆++

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ψ∆++

〉
)

(2.11)

Puede verse directamente que los elementos de matriz mostrados arriba pueden expresarse
todos completamente en términos del elemento de matriz con mayor proyección de isoesṕın
por simple sustitución. Por ejemplo el elemento de matriz 2.11 contiene términos de ∆0, ∆+ y
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∆++, pero utilizando las dos ecuaciones anteriores puede expresarse en términos de únicamente
∆++. Cabe mencionar que existe uns expresión que generaliza los casos anteriores sobre el
valor esperado de un operador Ô de un estado de multiplete de isoesṕın I y proyección I3 =
I − k − 1 para expresarlo en términos de los estados de mayor proyección, y que fácilmente
puede demostrarse que es

〈
I, I − k − 1

∣∣∣Ô
∣∣∣ , I − k − 1

〉
=
〈
I, I − k

∣∣∣Ô
∣∣∣ , I − k

〉
+

∑k
i=0

〈
I, I − k + i

∣∣∣
[
I+,
[
Ô, I−

]]∣∣∣ I, I − k + i
〉

(2I − k)(k + 1)
(2.12)

Es notable mencionar que estas expresiones pueden usarse en pruebas de consistencia como
por ejemplo usar el operador Ô, como el operador de momento magnético o como el operador
de contenido de sabor que veremos más adelante.

2.2. Simetŕıa de isoesṕın SU(3)

Como podemos ver en la figuras 1.4-1.7 el arreglo de los bariones y los mesones no sólamente
constituyen arreglos en multipletes de isoesṕın de la representación de SUI(2) sino que también
están dispuestos en una simetŕıa extra llamada simetŕıa de hipercarga, debido a los números
cuánticos de extrañeza que se les asoció a estás part́ıculas extrañas que iban descubriendose
en los decaimientos de la part́ıcula Λ aśı como en colisiones nucleón-pión, y que sugeŕıan que
debeŕıa existir un tercer quark, nombrado s (véase 1.1).
La asignación de los números cuánticos de extrañeza e isoesṕın prónto se volvieron azarosos
y caóticos, por lo que debió ser mucho mejor organizar las part́ıculas en algún otro grupo de
simetŕıa, cosa que Gell-Mann y George Zweig hicieron, introduciendo la simetŕıa SU(3) El
arreglo de los bariones en esta simetŕıa se vuelve exacta cuando se considera que la masa del
quark s es cero, de esta forma es idealizado que constituyen la representación del grupo de
simetŕıa SUf (3) (véase la ecuación 1.3). Cuando se supone esta simetŕıa de sabor cuando la
masa del quark s se vuelve despreciable, los elementos de matriz de los operadores, que cambian
la hipercarga (o como veremos más adelante crean o aniquilan un quark extraño) U± y V±,
entre los multipletes de sabor (figuras 1.4 y 1.5) pueden relacionarse con algún otro estado del
multiplete, ya sean del decuplete o del octete, justamente como en la sección anterior para la
simetŕıa SUI(2). Como ejemplo de ello tomaremos al hiperón Λ0 que es justamente un singulete
de sabor. Usando los operadores de escalón de las ecuaciones 1.18 y 1.17 y los hacemos actuar
sobre los estados del protón y el neutrón, obteniendo que

V̂−|ψp〉 =
1√
2
|ψΣ0〉+

√
3

2
|ψΛ0〉, (2.13)

Û−|ψn〉 = − 1√
2
|ψΣ0〉+

√
3

2
|ψΛ0〉. (2.14)

Aśı entonces se obtiene que este hiperón puede expresarse en términos del proton y del
neutrón como

|ψΛ0〉 =
1√
6

(
V̂−|ψp〉+ Û−|ψn〉

)
. (2.15)
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Aśı también por otro lado

V̂+|ψΛ0〉 =

√
3

2
|ψp〉, Û+|ψΛ0〉 =

√
3

2
|ψn〉 (2.16)

Con estas ecuaciones, podemos expresar el valor esperado de un operador, siguiendo el
mismo preocedimiento de la sección anterior, para expresarlo en términos del valor esperado
del multiplete de sabor del protón y el neutrón (que a a la vez están relacionados entre śı 2.3).
Se tiene entonces que

〈
ψΛ0

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΛ0

〉
=

1

6
[3
(〈
ψp

∣∣∣Ô
∣∣∣ψp

〉
+
〈
ψn

∣∣∣Ô
∣∣∣ψn

〉)

+
〈
ψp

∣∣∣
[
V̂+,

[
Ô, V̂−

]]∣∣∣ψp
〉

+
〈
ψp

∣∣∣
[
I+,
[
Û+,

[
Ô, V̂−

]]]∣∣∣ψp
〉

−
〈
ψn

∣∣∣
[
I−,
[
V̂+,

[
Ô, Û−

]]]∣∣∣ψn
〉

+
〈
ψn

∣∣∣
[
Û+,

[
Ô, Û−

]]∣∣∣ψn
〉
]

(2.17)

Aśı como el multiplete de isoesṕın del protón y el neutrón, se obtuvieron las relaciones de los
elementos de matriz para los demás multipletes de isoesṕın, por lo que ahora falta relacionar a
estos distintos multipletes entre si. Siguiendo el mismo procedimiento se obtienen las relaciones
para el octete como

〈
ψΣ+

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΣ+

〉
=
〈
ψp

∣∣∣Ô
∣∣∣ψp

〉
+
〈
ψp

∣∣∣
[
Û+,

[
Ô, Û−

]]∣∣∣ψp
〉
, (2.18)

y 〈
ψΞ0

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΞ0

〉
=
〈
ψΣ+

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΣ+

〉
+
〈
ψΣ+

∣∣∣
[
V̂+,

[
Ô, V̂−

]]∣∣∣ψΣ+

〉
. (2.19)

Con esto basta y quedan completamente relacionados los elementos de matriz entre todos
los bariones de octete. Ahora, a diferencia de la simetŕıa SUI(2) del caso anterior, como los
operadores de escalón Ū± y V̄± dependen de las etiquetas (λ, µ) y están difieren entre el octete
y el decuplete, tendremos expresiones distintas al aplicar estos operadores en los bariones del
octete. Por ello mismo obtenemos las siguientes expresiones que relacionan los valores esperados,
para el caso del decuplete, como

〈
ψΣ∗+

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΣ∗+

〉
=
〈
ψ∆++

∣∣∣Ô
∣∣∣ψ∆++

〉
+

1

3

〈
ψ∆++

∣∣∣
[
V̂+,

[
Ô, V̂−

]]∣∣∣ψ∆++

〉
, (2.20)

〈
ψΞ∗0

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΞ∗0

〉
=

〈
ψΣ∗+

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΣ∗+

〉
+

1

4
(
〈
ψΣ∗+

∣∣∣
[
V̂+,

[
Ô, V̂−

]]∣∣∣ψΣ∗+

〉

+
〈
ψ∆++

∣∣∣
[
V̂+,

[
Ô, V̂−

]]∣∣∣ψ∆++

〉
),

(2.21)

〈
ψΩ−

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΩ−

〉
=

〈
ψΞ∗−

∣∣∣Ô
∣∣∣ψΞ∗−

〉
+

1

3
(
〈
ψΞ∗−

∣∣∣
[
V̂+,

[
Ô, V̂−

]]∣∣∣ψΞ∗−

〉

+
〈
ψΣ∗+

∣∣∣
[
V̂+,

[
Ô, V̂−

]]∣∣∣ψΣ∗+

〉
+
〈
ψ∆++

∣∣∣
[
V̂+,

[
Ô, V̂−

]]∣∣∣ψ∆++

〉
).

(2.22)
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Teniendo estas tres ecuaciones y en conjunto con las ecuaciones ** tenemos relacionados todos
los elementos de matriz entre los bariones del decuplete entre si. Sin embargo, cabe mencionar
que, los elementos de matriz entre el octete y el decuplete no están completamente relacionados
únicamente usando el grupo de simetŕıa SUf (3). Es decir no tenemos aqúı una relación comple-
tamente directa entre el elemento de matriz de un barión del octete y un barión del decuplete.
Algo que veremos en la siguiente sección.

2.3. Simetŕıa de esṕın-sabor SU(6)

Al ampliar la simetŕıa de sabor SUf (3) a la simetŕıa de esṕın sabor SUsf (6), además de
utilizar los operadores de escalón 1.16, 1.18, 1.17, es necesario definir un nuevo operador que
actúe en el espacio de sabor y en el espacio de esṕın, que como sigue es conveniente expresarlo
en terminos de los operadores de creación y aniquilación como

T̂− = d†↓u↑ T̂+ = u†↑d↓ (2.23)

donde el operador d†↓ y d↓ son el operadores de creación y aniquilación de un quark d res-

pectivamente con proyección de esṕın S = − 1
2 , mientras que u†↑ y u↑ son los operadores de

creación y aniquilación de un quarku con proyección de esṕın 1
2 . La naturaleza de este operador

es la de cambiar la proyección de esṕın en ∆Sz = ±1 a la vez que la proyección de isoesṕın
en ∆I3 = ±1 según sea el caso. Este operador nos ayudará a relacionar los estados del octete
de bariones, cuya proyección máxima de esṕın es de Sz = 1

2 con los bariones del octete con
proyección máxima de esṕın Sz = 3

2 . Para ello encontraremos la relación más directa la cuál es
entre el protón con proyeción de esṕın Sz = 1

2 , |ψp, 1
2 〉 y la delta ++ con proyección Sz = 3

2 ,

|ψ∆++ , 3
2 〉. De acuerdo a esto aplicamos los operadores T̂± y se encuentra que

T̂+

∣∣∣ψp, 12
〉

=
√

2
∣∣∣ψ∆++, 32

〉
, (2.24)

T̂− |ψ∆++〉 =
√

2
∣∣∣ψp, 12

〉
+
∣∣∣ψ∆+, 12

〉
, (2.25)

y

T̂+

∣∣∣ψ∆+, 12

〉
=
∣∣∣ψ∆++, 32

〉
(2.26)

Teniendo estas identidades, es necesario establecer expresiones para los operadores de escalón
I± y S± en términos de los operadores de cración y aniquilación en el espacio de esṕın-sabor,
por lo que tenemos las siguientes expresiones como

Î+ = u†↑d↑ + u†↓d↓, Î− = d†↑u↑ + d†↓u↓ (2.27)

Ŝ+ = u†↑u↓ + d†↑d↓, Ŝ− = u†↓u↑ + d†↓d↑ (2.28)

donde cabe notar que los correspondientes operadores sólo cambian un quark con el corres-
pondiente sabor o proyección de esṕın según correspondan. Otra forma de decirlo es que el
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operador de escalón de isoesṕın I± no afecta a la proyección de esṕın, es decir, es un escalar
en este último. Lo mismo ocurre con S± el cuál es un escalar en el espacio de isoesṕın. Puede
mostrarse también que

[
Î±, Ŝ±

]
= 0 (2.29)

Teniendo en cuenta todo ello y usando la identidad en si más general para el conmutador entre
operadores de creación y aniquilación,

[
q†i qj , q

†
kql

]
= q†i qlδqj ,qk − q†kqjδqi,ql , (2.30)

donde se considera que las expresiones qi, qj , qk y ql son iguales sólamente cuando corresponden
al mismo sabor y a la misma proyección de isoesṕın, podemos expresar el elemento de matriz
del estado del octete |ψp, 1

2 〉 en términos del estado del decuplete |ψ∆++ , 3
2 〉 como

〈
ψp,

1

2

∣∣∣Ô
∣∣∣ψp,

1

2

〉
=

〈
ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣Ô
∣∣∣ψ∆++ ,

3

2

〉

+
1

2

〈
ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣
[
T̂+,

[
Ô, T̂−

]]∣∣∣ψ∆++ ,
3

2

〉

+
1

6
(
〈
ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣
[
Ŝ+,

[
Ô, Ŝ−

]]∣∣∣ψ∆++ ,
3

2

〉

+

〈
ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣
[
Î+,
[
Ô, Î−

]]∣∣∣ψ∆++ ,
3

2

〉

−
〈
ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣
[
Ŝ+,

[
Î+,
[
Ô, T̂−

]]]∣∣∣ψ∆++ ,
3

2

〉

−
〈
ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣
[[[

T̂+, Ô
]
, Î−
]
, Ŝ−

]∣∣∣ψ∆++ ,
3

2

〉
)

+
1

18

〈
ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣
[
Ŝ+,

[[
Î+,
[
Ô, Î−

]
, Ŝ−

]]]∣∣∣ψ∆++ ,
3

2

〉

(2.31)

Existe un intento por obtener la expresión inversa, es decir, obtener el elemento de matriz
de un operador Ô para el estado |ψ∆++ , 3

2 〉 en terminos del estado |ψp, 1
2 〉, sin embargo aún es

un problema que queda abierto. Un posible camino por obtener esta expresión es la de definir
nuevos operadores de escalón, por ejemplo Ŵ± y Ŵ ′± como

I± = Ŵ± + Ŵ ′± i.e.

W+ = u†↑d↑ W ′+ = u†↓d↓
W ′− = d†↓u↓ W− = d†↑u↑

(2.32)
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de donde se obtienen las expresiones en la tabla 2.1. Resolver este problema nos ayudaŕıa a
obtener las expresiones de simetŕıa entre todos los bariones en el espacio esṕın-sabor para algún
valor esperado, como el momento magnético.

|B,Sz〉 W+ = u†↑d↑ W ′+ = u†↓d↓ W ′− = d†↓u↓ W− = d†↑u↑

|∆++, 3
2 〉 0 0 0

√
3|∆+, 3

2 〉

|∆++, 1
2 〉 0 0 1√

3
|∆+, 1

2 〉+
√

2
3 |p, 1

2 〉 2√
3
|∆+, 1

2 〉 −
√

2
3 |p, 1

2 〉

|∆+, 3
2 〉

√
3|∆++, 3

2 〉 0 0 2|∆0, 3
2 〉

|∆+, 1
2 〉 2√

3
|∆++, 1

2 〉 1√
3
|∆++, 1

2 〉 2
3 |∆0, 1

2 〉+
√

2
3 |n, 1

2 〉 4
3 |∆0, 1

2 〉 −
√

2
3 |n, 1

2 〉

|p, 1
2 〉 −

√
2
3 |∆++, 1

2 〉
√

2
3 |∆++, 1

2 〉 −
√

2
3 |∆0, 1

2 〉 − 1
3 |n, 1

2 〉
√

2
3 |∆0, 1

2 〉+ 4
3 |n, 1

2 〉

|n, 1
2 〉 −

√
2

3 |∆+, 1
2 〉+ 4

3 |p, 1
2 〉

√
2

3 |∆+, 1
2 〉 − 1

3 |p, 1
2 〉 −

√
2
3 |∆−, 1

2 〉
√

2
3 |∆−, 1

2 〉

∆0, 1
2

4
3 |∆+, 1

2 〉+
√

2
3 |p, 1

2 〉 2
3 |∆+, 1

2 〉 −
√

2
3 |p, 1

2 〉 1√
3
|∆−, 1

2 〉 2√
3
|∆−, 1

2 〉

|∆0, 3
2 〉 2|∆+, 3

2 〉 0 0
√

3|∆−, 3
2 〉

|∆−, 1
2 〉 2√

3
|∆0, 1

2 〉+
√

2
3 |n, 1

2 〉 1√
3
|∆0, 1

2 〉 −
√

2
3 |n, 1

2 〉 0 0

|∆−, 3
2 〉

√
3|∆0, 3

2 〉 0 0 0

Tabla 2.1: Resultados de aplicar los operadores Ŵ± y Ŵ ′± a las funciones de onda de esṕın-sabor
del barión correspondiente B con proyección de esṕın Sz.



Caṕıtulo 3

Extensiones al modelo de quarks

Uno de los objetivos en la f́ısica hadrónica es la de describir la estructura de los bariones en
terminos de grados de libertad efectivos y, en un nivel más fundamental, la emergencia de esos
grados de libertad desde la cromodinámica cuántica (QCD). A pesar de los progresos realizados
en los complicados cálculos, sigue siendo un problema de proporciones enormes para resolver las
ecuaciones de la QCD en la región no perturbativa. Es por ello que se han desarrollado modelos
de hadrones efectivos, tales como el modelos de bolsa, modelos de quarks quirales (χQM),
modelos de solitones, modelo del ”instanton” liquido y los modelos de quarks contituyentes
(CQM). Una importante clase está provista por los modelos de quarks contituyentes los cuales
están basados en grados de libertad de quarks constituyentes (efectivos). Como hemos visto
al principio, a la asimetŕıa de sabor existente en el protón dió inicio a la creación de varios
modelos efectivos que dieran cabida a esta descorcentante y clara propiedad. Entre ellos se
encuentran el modelo de la nube mesónica, MCM, por sus siglas en inglés, y el modelo de
quarks constituyentes Unquenched, UQM. En esta parte se explicará la base teórica de estos
dos últimos en la cuál nos basaremos para estudiar los momentos magnéticos en estos modelos.

3.1. El modelo de la nube mesónica MCM

El modelo de la nube mesonica ha sido uno de los intentos por explicar la asimetŕıa de
sabor existente en el nucleón. Sullivan [14] fue uno de quienes estudiaron por primera vez este
modelo, en el que mostró que el estado de un barión está compuesto por las contribuciones de
los quarks de valencia, tal como en el modelo de quarks, y las contribuciones de los quarks del
mar, es decir, las contribuciones debidas al par quark-antiquark como estados que se presentan
como acoplamientos barión-mesón (qqq− qq̄). Thomas [15] hizo un estudio del rompimiento de
la simetŕıa SU(3) en el mar del nucleón y sobre las contribuciones de la nube mesonica de los
quarks del mar, en particular la nube piónica, en la que mostró la importancia de estos estados
a la función de onda del barión, y aún más tarde estudiado por Henley y Miller [19].

De acuerdo a este modelo, el estado de la función de onda del barión puede escribirse
como una contribución de los quarks de valencia, que corresponde a la función de esṕın-sabor
del modelo de quarks (caṕıtulo 1), más una contribución de los quarks de mar, en el que se

33
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considera que un mesón es emitido por el barión del modelo de quarks como un par quark-
antiquark (figura 3.1) y que se acopla al barión inicial creando un par a la vez barión mesón.

Figura 3.1: Diagrama del proceso de emisión de un mesón por un barión en el modelo MCM

Como un ejemplo de la construcción de la función de onda en este modelo, podemos escribir
para el caso del multiplete de bariones del decuplete para ∆ y considerando únicamente la nube
piónica que

|Ψ∆〉 = N∆[ |∆〉+ a∆→Nπ |Nπ〉+ b∆→∆π |∆π〉 ] (3.1)

en donde |∆〉 es el barión inicial, los términos |Nπ〉 y |∆π〉 son los acoplamientos barión-mesón
con el barión del octete y del decuplete respectivamente que corresponden a los acoplamientos de
los quarks del mar y los coeficientes a∆→Nπ y b∆→∆π se refieren a la amplitud de probabilidad
correspondietes a los estados del vaćıo, que veremos en la siguiente sección. Nótese que cada
término de la nube mesónica debe corresponder a los mismos números cuánticos del barión
inicial como ejemplo la hipercarga, isoesṕın y carga electrica.
El paso siguiente es ahora especificar el valor de proyección de isoesṕın, I3 para la función de
onda. Haremos el caso I3 = 3

2 , es decir, para el estado correspondiente a ∆++. Lo que se hace
en este caso es especificar el valor de isoesṕın teniendo el valor de la hipercarga (Y = 1 para
∆), teniendo que especificar las funciones de onda barión-meson en el espacio de sabor SUf (3)
mediante

UY (1)→ SUf (3) ⊃ UY (1)⊗ SUI(2). (3.2)

Hecho esto tenemos que

|Ψ∆++〉 = N∆

[
∣∣∆++

〉
+ a∆→Nπ

∣∣pπ+
〉

+ b∆→∆π

(√
3

5

∣∣∆++π0
〉
−
√

2

5

∣∣∆+π+
〉
)]

(3.3)

donde ahora los términos acoplados barión-mesón tienen especificado como valor de isoesṕın
I = 3

2 , I3 = 3
2 , mediante la siguiente manera

|Nπ〉 → |Nπ〉I= 3
2 ,I3= 3

2
=
(∣∣ 1

2I
B
3

〉 ∣∣1IC3
〉)
I= 3

2 ,I3= 3
2

= 〈 32 3
2 | 12 1

2 , 11〉| 32 3
2 〉 = 1| 32 3

2 〉 = 1 |pπ+〉 .
(3.4)

En este caso el coeficiente de Clebsch-Gordan es 〈 32 3
2 | 12 1

2 , 11〉 = 1. El estado de isoesṕın del
nucleón es |p〉 = | 12 1

2 〉 y del pión es |π+〉 = |11〉. Nótese que la carga eléctrica correspondiente
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al estado |pπ+〉 es Q = 2 como lo es también para el estado inicial; esto mismo debe cumplirse
para los demás estados de la ecuación 3.1 y puede servir de ayuda para saber cuáles son los
correspondientes estados barión-mesón para la función de onda total. Para el caso en que se
acoplan los bariones del decuplete con los estados del pión tenemos que

|∆π〉 → |∆π〉I 3
2
,I3= 3

2
=

(
| 32IB3 〉|1IC3 〉

)
I= 3

2 ,I3= 3
2

= 〈 32 3
2 | 32 3

2 , 10〉| 32 3
2 〉′ + 〈 32 3

2 | 32 1
2 , 11〉| 32 3

2 〉′′

=
√

3
5 | 32 3

2 〉′ −
√

2
5 | 32 3

2 〉′′ =

√
3

5
|∆++π0〉 −

√
2

5
|∆+π+〉

(3.5)

con | 32 3
2 〉′ = |∆++π0〉 y | 32 3

2 〉′′ = |∆+π+〉 que corresponden a los acoplamientos y que pueden
ser vistos desde los coeficientes de Clebsch-Gordan correspondientes. Una vez especificados
los estados intermedios y los coeficientes de Clebsch-Gordan de isoesṕın queda completamente
justificada la ecuación 3.3. Ahora queda especificar cada uno de los estados para el barión
principal y los estados intermedios que están en el espacio de isoesṕın (sabor) para expresarlos
en el espacio de esṕın.sabor. Para ello consideraremos la siguiente ampliación del grupo

SUf (3)→ SUf (3)⊗ SUs(2) (3.6)

lo que quiere decir que cada estado que compone el estado total de la ecuación 3.3 debe estar
espećıficado ahora en el espacio de esṕın, donde la proyecci´on de esp´in de cada uno debe ser
la misma que la del estado total |Ψ∆++〉 que en este caso por conveniencia la consideraremos
máxima, Sz = 3

2 . Aśı, de acuerdo a 3.6, haremos

|pπ+〉 → |pπ+〉Sz= 3
2

∣∣∆++π0
〉
→
∣∣∆++π0

〉
Sz= 3

2

|∆+π+〉 → |∆+π+〉Sz= 3
2

(3.7)

cuyos acoplamientos deberan tener esta vez los correspondientes coeficientes de Clebsch-Gordan
con los números cuánticos de esṕın. Para ello consideraremos los números cuánticos de la paridad
y el esṕın para los piones, los nucleones las deltas en las tablas 1.4, 1.2 y 1.3 respectivamente. Al
acoplarse dos part́ıculas en el espacio de esṕın debemos considerar la regla de adición vectorial
para el esṕın en la teoŕıa del momento angular como

|l − ST | 6 J 6 l + ST (3.8)

donde ~J = ~SB+ ~SC+~l = ~ST +~l es el momento angular de esṕın total y que debe de corresponder
al esṕın del barión de la fución de onda completa y que en este caso es J = 3

2 para ∆++. ST se
refiere al esṕın total del sistema barión-mesón que en este caso es únicamente igual al esṕın del
baŕıon, pues el pión es un mesón pseudoescalar( Sz = 0) por lo que ST = 1

2 para el acoplamiento
nucleón-pión y ST = 3

2 para el acoplamiento delta-pión. l es el moemento angular total relativo
entre el barión y el mesón. Teniendo en cuenta la conservación de la paridad tenemos que la
paridad de ∆++ es P = +, para los bariones aqui utilizados es P (B) = + y P (C) = (−) para
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el mesón π y además existe una dependencia debida al momento angular relativo en la función
de onda espacial como (−)l. Aśı tenemos que la paridad del sistema barión-mesón debe cumplir

P = P (B)P (C)(−)l (3.9)

es decir
(+) = (+)(−)(−)l (3.10)

de esta forma sabemos que l debe de tomar valores impares, es decir, l = 1, 3, 5, . . ., aśı por
la ecuación 3.8 y de acuerdo a los valores de esṕın para cada barión y mesón, puede fijarse el
valor de l. Para el caso nucleón-pión, el único valor posible es l = 1. De esta manera, como
se hizo en el caso anterior para el isoesṕın, obtenemos los coeficientes de Clebsch-Gordan para
el acoplamiento de esṕın. Entonces de 3.7 y acoplando a la proyección máxima de esṕın de la
función total para la ∆++ como Jz = 3

2

|pπ+〉 3
2

=
∑
mlm′

〈ST = 1
2m
′, lml| 32 3

2 〉|p,m′, π+, 0; lml〉

=
∑
mlm′

〈 12m′, 1ml| 32 3
2 〉|p,m′, π+; 1ml〉

= 〈 12 1
2 , 11| 32 3

2 〉|p, 1
2 , π

+; 11〉 = |p, 1
2 , π

+; 11〉.

(3.11)

Nótese que en esta última ecuación se omite la proyección de esṕın del pión, pues esta es
cero y tomamos como la total la del protón. Aśı hemos encontrado en este caso la expresión
expĺıcita para el acoplamiento protón-pión+ en el espacio de esṕın. La escribimos especificando
sus números cuánticos como

∣∣pπ+
〉

3
2

=

∣∣∣∣p,
1

2
, π+; l = 1,ml = 1

〉
(3.12)

Para los acoplamientos que corresponden a ∆π tenemos que los valores posibles del momento
angular relativo entre el barión y el mesón, por las ecuaciones 3.8 y 3.10, es l = 1, 3. En este
caso tomaremos únicamente el caso l = 1 pues para los fines que veremos en el próximo caṕıtulo
los términos relacionados a este valor al calcular el momento magnético se anulan. Aśı tenemos
que ∣∣∆++π0

〉
3
2

=
∑
mlm′

〈 32m′1ml| 32 3
2 〉|∆++,m′, π; 1ml〉

= 〈 32 3
210| 32 3

2 〉|∆++, 3
2 , π; 10〉

+〈 32 1
211| 32 3

2 〉|∆++, 1
2 , π; 11〉

=

√
3

5
|∆++, 3

2 , π; 10〉 −
√

2

5
|∆++, 1

2 , π; 11〉.

(3.13)

Expĺıcitamente tenemos que

∣∣∆++π0
〉

3
2

=

√
3

5

∣∣∣∣∆++,
3

2
, π0; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆++,
1

2
, π0; l = 1,ml = 1

〉
(3.14)
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Por último de forma totalmente análoga se hace para el acoplamiento de esṕın correspondiente
a ∆+π+, obteniendo

∣∣∆+π+
〉

3
2

=

√
3

5

∣∣∣∣∆+,
3

2
, π+, 0; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆+,
1

2
, π+, 0; l = 1,ml = 1

〉
. (3.15)

Estas últimas ecuaciones las sustituimos en la ecuación 3.3, de esta forma, la ecuación para la
función de onda en el espacio de esṕın-sabor |ΨB , Jz〉 para ∆++ considerando los quarks de
valencia (barión principal) y los quarks del mar (estados intermedios) queda como

∣∣∣∣Ψ∆++,
3

2

〉
= N∆[

∣∣∣∣∆++,
3

2

〉
+ a∆→Nπ

∣∣∣∣p,
1

2
, π+; l = 1,ml = 1

〉

+ b∆→∆π(
√

3

5

[√
3

5

∣∣∣∣∆++,
3

2
, π0; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆++,
1

2
, π0; l = 1,ml = 1

〉]

−
√

2

5

[√
3

5

∣∣∣∣∆+,
3

2
, π+; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆+,
1

2
, π+; l = 1,ml = 1

〉]
)] (3.16)

Hecho esto para el estado
∣∣Ψ∆++ , 3

2

〉
se procede a hacer lo mismo para el resto de los bariones

del decuplete. Para
∣∣Ψ∆+ , 3

2

〉
tenemos

∣∣∣∣Ψ∆+,
3

2

〉
= N∆[

∣∣∣∣∆+,
3

2

〉
+ a∆→Nπ(

√
1

3

∣∣∣∣n,
1

2
, π+; l = 1,ml = 1

〉
+

√
2

3

∣∣∣∣p,
1

2
, π0; l = 1,ml = 1

〉
)

+ b∆→∆π(
√

1

15

[√
3

5

∣∣∣∣∆+,
3

2
, π0; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆+,
1

2
, π0; l = 1,ml = 1

〉]

−
√

8

15

[√
3

5

∣∣∣∣∆0,
3

2
, π+; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆0,
1

2
, π+; l = 1,ml = 1

〉]

+

√
2

5

[√
3

5

∣∣∣∣∆++,
3

2
, π−; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆++,
1

2
, π−; l = 1,ml = 1

〉]
)]. (3.17)

Sucesivamente se muestran los siguientes estados

∣∣∣∣Ψ∆0,
3

2

〉
= N∆[

∣∣∣∣∆0,
3

2

〉
+ a∆→Nπ(

√
2

3

∣∣∣∣n,
1

2
, π0; l = 1,ml = 1

〉
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√
1

3

∣∣∣∣p,
1

2
, π−; l = 1,ml = 1

〉
)

+ b∆→∆π(
√

8

15

[√
3

5

∣∣∣∣∆+,
3

2
, π−; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆+,
1

2
, π−; l = 1,ml = 1

〉]

−
√

1
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[√
3

5

∣∣∣∣∆0,
3

2
, π0; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆0,
1

2
, π0; l = 1,ml = 1

〉]
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−
√

2

5

[√
3

5

∣∣∣∣∆−,
3

2
, π+; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆−,
1

2
, π+; l = 1,ml = 1

〉]
)] (3.18)

∣∣∣∣Ψ∆−,
3

2

〉
= N∆[

∣∣∣∣∆−,
3

2

〉
+ a∆→Nπ

∣∣∣∣n,
1

2
, π−; l = 1,ml = 1

〉

+ b∆→∆π(
√

2

5

[√
3

5

∣∣∣∣∆0,
3

2
, π−; l = 1,ml = 0

〉
−
√

2

5

∣∣∣∣∆0,
1

2
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∣∣∣∣ΨΣ∗0,
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] (3.21)
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∣∣∣∣ΨΣ∗−,
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] (3.22)

∣∣∣∣ΨΞ∗0,
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Tenemos el caso especial para
∣∣ΨΩ− ,

3
2

〉
pues en este caso no existen acoplamientos del tipo

barión-pión por el contenido de extrañeza, sin embargo existen acoplamientos que involucran a
los kaones pseudoescalares, quedando la función de onda de esṕın-sabor extendida como
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Una vez obtenidas las funciones de onda de esṕın-sabor de los bariones del decuplete en
el MCM, lo único que basta es obtener los valores para las amplitudes de probabilidad para
que estén completamente determinadas. Existen varios métodos para obtenerlas. En la siguien-
te sección nos centraremos en el modelos de quarks constituyentes Unquenched, UQM, para
obtener estos valores.

3.2. El modelo de quarks Unquenched

En esta sección se presenta el procedimiento para construir el modelo de quarks Unquenched
en el cual los efectos de la creación de pares quark-antiquark son introducidos explicitamente
en el CQM mediante el mecanismo inspirado en la creación de pares del estado del vaćıo 3P0

de la QCD. Este enfoque fue motivado por el trabajo de Geiger e Isgur con sus colaboradores
sobre el modelo de la rotura del tubo de flujo, en el cual mostraron que la emergencia del CQM
esta dada por el limite adiabático del modelo del tubo de flujo para el cual los efectos de la
creacion de pares qq̄ son añadidos como una perturbación [16].

Figura 3.2: (a) Diagrama de un bucle para la corrección mesónica, C, en el estado del barión
B al nivel de quarks. (b) Creación de un par quark-antiquark a través del mecanismo 3P0.

El mecanismo de la creación de pares es insertado al nivel de quarks los diagramas de anillos
de orden uno son calculados por la suma de un conjunto completo de estados intermedios barión-
mesón, BC en figura 3.2(a). Bajo esas suposiciones, la función de onda de los estados de los
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bariones consisten de una configuración de tres quarks de orden cero, |A〉, más una suma sobre
todas la componentes de Fock debidas a la creación de pares quark-antiquark en el estado de
vaćıo 3P0. A primer orden en la creación de pares, la función de onda de bariones se puede
escribir de la siguiente manera

|ψA〉 = N
[
|A〉+

∑

BClJ

∫
d ~K0k

2
0dk0|BC ~KklJ〉

〈BC ~K0k0lJ |T †|A〉
mA − EB(k0)− EC(k0)

]
(3.26)

de donde A denota a el barión inicial, B y C representan al barión y al mesón intermedios, y
mA, EB y EC son sus respectivas enerǵıas, ~K0 y l son el momento radial relativo y el momento
angular orbital de B y C, y J es el momento angular total ~J = ~JB + ~JC +~l. T † es el operador
de creación de pares en el vacio, cuyos números cuánticos estás dados como L = S = 1, J = 0
siendo además un singulete de sabor y un singulete de color.

T † = T †(3P0) (3.27)

Expĺıcitamente tenemos [12, 17, 18]

T † = −3
∑

ij

∫
d~pid~pjδ(~pi + ~pj)CijFijΓ(~pi − ~pj)[χij × Y1(~pi − ~pj)](0)b†i (~pi)d

†
j(~pj). (3.28)

Aqúı b†i (~pi) y d†j(~pj) son los operadores de creación para un quarks y un antiquark con momento
~pi y ~pj respectivamente. El par de quarks está caracterizado por una función de onda de singulete
de color, Cij , una función de onda de singulete de sabor, Fij , y una función de onda de triplete
de esṕın, χij con esṕın S = 1. El armónico sólido Y1(~pi− ~pj) indica que el quark y el antiquark
se encuentran en una onda relativa P . Debido a que el operador T † crea un par de quarks
constituyentes, una función gaussiana de quark-antiquark de creación de vértice fué introducida
para la cual el par es creado como un objeto finnito con un tamaño efectivo, más que un objeto
puntual. In el esacio de momentos esta está dada por

Γ(~pi − ~pj) = γe−r
2
q(~pi−~pj)2/6 (3.29)

donde γ =20.025 es una constante adimiensional la cual fué determinada a partir de [33].
De acuerdo a la ecuación para la función de onda de un barión en el modelo de quarks

Unquenched 3.26, el factor de normalización está dado por

1 = N 2
a

(
1 +

∑

BClJ

∫
k2

0dk0
|MA→BC(k0)|2

[ma − EB(k0)− EC(k0)]2

)
(3.30)

donde usamos (véase [19])

MA→BC(k0) =

∫
dK̄0|〈BC ~KklJT †|A〉 (3.31)

de donde el factor

MA→BC(k0) = 6γθA→BCε(lλb , lc, Lbc, l, lλa , L, k0) (3.32)
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Los coeficientes θA→BC se refieren a los acoplamientos de color-esṕın-sabor entre el barión
inicial y los estados intermedios barión-mesón debido a los pares quark-antiquark. Para bariones
y mesones sin excitaciones orbitales, i.e., lλA = lλB = lλC = 0 se reducen a

θA→BC = −1

3

√
2Jb + 1

2
(−1)Jρ+Ja− 1

2

[
Ja 1 Jb
1
2 Jb

1
2

]
FA→BC (3.33)

Estos se reducen, para el caso de bariones del decuplete, A10 → B8 + C8




∆
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(3.34)

Los coeficientes de esṕın-sabor-color para los acoplamientos A10 → B10 + C8 son
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(3.35)

Por el otro lado tenemos el factor ε(lλb , lc, Lbc, l, lλa , L, k0) el cuál de acuerdo a [12] puede
expresarse como

ε(k0) = −1

2

(
9α4

bα
2
c

π

)3/4
4α2

b + α2
c

(3α2
b + α2

c + α2
d)

5/2
k0e
−F 2k20 = ε′k0e

−F 2k20 (3.36)

con

F 2 =
α2
b(12α2

b + 5α2
c) + α2

d(20α2
d + 3α2

c)

24(3α2
b + α2

c + α2
d)

(3.37)

Con α2
b =9.77 GeV−2 α2

c =6.25 GeV−2 y α2
d =0.0 GeV−2. Teniendo todo esto estamos

en la posibilidad de obtener el coeficiente de normalización de la ecuación 3.26, aśı como sus
coeficientes de acoplamiento aA→B8C8 y bA→B10C8 , como se muestra en la ecuación de la sección
anterior 3.1, en la que sólamente se consideran contribuciones de la nube piónica. El factor de
normalización queda como

NA =


1 +

∑

BC

∫ ∞

0

dk0k
2
0

(6γθA→BCε(k0))
2

[
mA −

√
m2
B + k2

0 −
√
m2
C + k2

0

]2




−1/2

(3.38)

Por el otro lado, como se puede ver en la ecuación 3.1 de MCM y en la ecuación 3.26 del UQM, los
coeficiente de amplitud de probabilidad que corresponden a la primera quedan completamente
determinados en el UQM como la probabilidad, es decir su cuadrado es

c2A→BC = (6γθA→BCε
′)

2
∫ ∞

0

dk0
k4

0e
−2F 2k20

[
mA −

√
m2
B + k2

0 −
√
m2
C + k2

0

]2 . (3.39)



3.2. EL MODELO DE QUARKS UNQUENCHED 43

De esta forma el factor de normalización es

N 2
A =

(
1 +

∑

BC

c2A→BC

)−1

(3.40)

Como ejemplo, los factores aA→B8C de la ecuación 3.1 están dados por

a2
A→B8C = (6γθA→B8Cε

′)
2
∫ ∞

0

dk0
k4

0e
−2F 2k20

[
mA −

√
m2
B8

+ k2
0 −

√
m2
C + k2

0

]2 (3.41)

y los coeficientes bA→B10C quedan como

b2A→B10C = (6γθA→B10Cε
′)

2
∫ ∞

0

dk0
k4

0e
−2F 2k20

[
mA −

√
m2
B10

+ k2
0 −

√
m2
C + k2

0

]2 (3.42)

Algo que nos será de bastante utilidad en el sigueinte caṕıtulo al calcular los valores esperados
del operador de momento magnético para un estado son los términos cruzados los cuales no son
simplemente la multiplicación directa, sino, estrictamente hablando, el siguiente término con la
integral dada como

aA→B8CbA→B10C = (6γε′)2
θA→B10CθA→B8C ×

∫ ∞

0

dk0
k4

0e
−2F 2k20

[
mA −

√
m2
B8

+ k2
0 −

√
m2
C + k2

0

] [
mA −

√
m2
B10

+ k2
0 −

√
m2
C + k2

0

] (3.43)

Si observamos en las integrales de las ecuaciones 3.2, 3.42 y 3.43, debemos de tener especial
cuidado al calcularlas numéricamente, pues en el caso en que mA > MB + MC tenemos que
existen valos de k0 en los cuáles existen polos en la integral (son polos dobles), por lo que deben
tratarse con la adecuada herramienta. Para el caso en que mA ≤MB +MC no se tiene ningún
problema en resolver estas integrales. En los casos en que se tienen polos son para las integrales
correspondientes a a2

N→π, a2
Σ→π, b2Σ∗→π y a2

Ξ→π. Como en estos casos se tienen polos dobles en
las correspondientes integrales es bastante conveniente hacer el siguiente cambio de variable

k0 −→ EBC =
√
M2
B + k2

0 +
√
M2
C + k2

0. (3.44)

Aśı la integral correspondiente queda como

∫ ∞

0

dk0
k4

0e
−2F 2k20

[
mA −

√
m2
B + k2

0 −
√
m2
C + k2

0

]2 =

∫ ∞

MB+MC

dEBC
f(EBC)e−2F 2A/E2

BC

MA − EBC
(3.45)

con

A = A(EBC) =

(
1

4
[E2
BC −M2

B −M2
C ]2 −M2

BM
2
C

)
, (3.46)
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f(EBC) = (−2F 2)

(
2
A5/2

E7
BC

(E2
BC −M2

B −M2
C)− A3/2

2E5
BC

(E2
BC −M2

B −M2
C)2 − 2

A7/2

E9
BC

)

+
9

2

A3/2

E5
BC

(E2
BC −M2

B −M2
C)− 3

4

A1/2

E3
BC

(E2
BC −M2

B −M2
C)2 − 6

A5/2

E7
BC

− A3/2

E3
BC

(3.47)
Aśı podemos ver que de la ecuación 3.45 es solamente necesario calcular numéricamente la
integral alrededor de un sólo polo (que incluso pod́ıa tener multiplicidad 2). El método usa-
do aqúı para calcularla fue mediante el valor principal de Cauchy (apéndice D). Las masas
utilizadas para el cálculo se tomaron como el promedio entre el multiplete de isoesṕın (pues
aqúı suponemos la simetŕıa de isoesṕın con la masa del quark u idéntica a la masa del quark
d) de las últimas mediciones reportadas en el Particle Data Group[32], y que se muestran en
la tabla D.1. Los resultados para los coeficientes de amplitud de probabilidad calculados se
muestran en la tabla 3.2.

Con los valores ya obtenidos para las amplitudes de probabilidad, y como se mencionó ante-
riormente, es posible tener las funciones de onda de esṕın-sabor para los bariones del decuplete
en UQM, que corresponden a las funciones de MCM 3.16-3.25, las cuales nos serán útiles para
el cálculo de los moemntos magnéticos de estos bariones en el UQM en el siguiente caṕıtulo.

Hadrón masa (GeV)

∆ 1.232
Σ∗ 1.384
Ξ∗ 1.533
Ω 1.672
N 0.939
Σ 1.193
Ξ 1.318
Λ 1.116
π 0.138
K̄ 0.495

Tabla 3.1: Masas correspondientes para los multipletes de isoesṕın de los hadrones correspon-
dientes.
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a2
∆→Nπ 0.366562

b2∆→∆π 0.513754

a∆→Nπb∆→∆π 0.52161

a2
Σ∗→Σπ 0.130517

b2Σ∗→Σ∗π 0.283628

aΣ∗→ΣπbΣ∗→Σ∗π -0.195867

a2
Λ→Σπ 0.203568

aΛ→ΣπbΣ∗→Σ∗π 0.2772241

aΛ→ΣπaΣ∗→Σπ -0.166176

a2
Ξ∗→Ξπ 0.21351

b2Ξ∗→Ξ∗π 0.109453

aΞ∗→ΞπbΞ∗→Ξ∗π -0.16155

a2
Ω→ΞK̄

0.599612

b2
Ω→Ξ∗K̄

0.379231

aΩ→ΞK̄bΩ→Ξ∗K̄ -0.471309

Tabla 3.2: Valores numéricos para los coeficientes de acoplamiento de las funciones de onda del
decuplete en el UQM.
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Caṕıtulo 4

Momentos magnéticos

En la electrodinámica clásica es sabido que un cuerpo eléctricamente cargado que se en-
cuentra en rotación posee un momento dipolar magnético. Esto llegó a ser muy extraño al
descubrirse que el electrón, vista como una part́ıcula elemental, pudiera poseer un momento
magnético al realizarse el experimento hecho por Otto Stern y Walther Gerlach en 1922 cuando
se observó que al mandar haces de estas part́ıculas y hacerlas pasar por un campo magnético
inhomogéneo se separaban en dos haces distintos, como si tuvieran dos momentos angulares
intŕınsecos. Esta idea no pod́ıa consebirse para este tipo de part́ıculas, las cuáles se esperaba
que no fueran afectadas por el campo magnético, por lo que se les asoció un grado de libertad
cuya cantidad asociada era análoga al momento angular clásico, al cuál se le llamó esṕın. Se
encontró que para la mecánica cuántica las part́ıculas con esṕın distinto de cero pueden poseer
un momento magnético, que ahora era una función del esṕın, se obtiene a partir del operador

~µ =
gsq

2mc
~S. (4.1)

A gs se le conoce como el factor giromagnético de esṕın y toma el valor de 1 únicamente para
rotaciones orbitales, suponiendo que la masa y la carga ocupan esferas de igual radio y q es la
carga eléctrica de la part́ıcula (q = e en este caso). Aśı mismo para un conjunto de part́ıculas
cuánticas tenemos que

µ̂(~S,~l) =
∑

i

µi(2~Si +~li). (4.2)

con µi el momento magnético de cada elemento, ~Si = ~
2σi (σi son las matrices de Pauli como se

dan en B,7) y de donde~li se refiere al momento angular orbital relativo que se genera para cada
par de part́ıculas. Este último caso es de especial utilidad al calcular el momento magnético para
objetos cuánticos que se consideran compuestos por elementos constituyentes, tales como los
hadrones, y que se explicará a continuación. Por conveniencia se utilizarán unidades Gaussianas
(~ = 1, c = 1) a partir de aqúı.

47
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4.1. Momentos magnéticos en el modelo de quarks

Uno de los grandes triunfos del modelo de quarks (QM) ha sido la predicción de los momentos
magnéticos de los bariones y mesones con muy buena aproximación. Existe un formalismo
matemático para obtener los valores del momento magnético de los bariones a partir de las
funciones de onda de esṕın-sabor con el operador 4.2 (o bien 4.1). En el QM, como se mostró en
el caṕıtulo 1, se construyeron las funciones de esṕın-sabor. En este punto suponemos que no
existen exitaciones orbitales en los elementos constituyentes, entonces el operador de momento
magnético puede expresarse sencillamente como

~µ =
∑

i

2µi~si +
∑

i

µi~li = ~µespin + ~µorbital = ~µespin (4.3)

con µi como se muestra en 4.1 y además en el que consideraremos únicamente la parte de esṕın
~µespin.

Con lo anterior en cuenta, puede obtenerse de forma sencilla el valor esperado (que es
un observable) del momento magnético para los bariones del octete y decuplete tomando las
funciones de onda esṕın-sabor con la proyección máxima de esṕın (Sz = 1

2 para el octete y
Sz = 3

2 para el decuplete) y el operador 4.3 expresándose como sigue

µ(B) = 〈ψB , Sz |~µ|ψB , Sz〉 (4.4)

Teniendo en cuenta que Sz|ψB , Sz〉 = Sz|ψB , Sz〉 y ~S|ψB , Sz〉 = 3Sz(1)|ψB , Sz〉. Como ejemplo
tomaremos el caso del protón. Para ello tomaremos su función de onda de esṕın-sabor, mos-
trada expĺıcitamente en el apéndice A, por lo que se obtiene al aplicar a cada quark con su
correspondiente esṕın, que

µ(p) =

〈
ψp,

1

2

∣∣∣∣ ~µ
∣∣∣∣ψp,

1

2

〉
=

4µu − µd
3

(4.5)

Esta expresión queda completamente en función de los momentos magnéticos de los quarks,
cuyos valores no pueden obtenerse directamente del modelo de quarks, sino que existe una v́ıa
indirecta, en la cuál pueden medirse experimentalmente los momentos magnéticos del netrón y
de Λ0 en el que tenemos tres ecuaciones con tres incógnitas (los momentos magnéticos de los
tres quarks ligeros u, d y s). Para obetener el valor esperado del momento magnético para el
protón no es necesario hacer el cálculo de nuevo con el operador 4.3, sino que pueden usarse las
propiedades de simetŕıa con la identidad 2.4 que se vio en el caṕıtulo 2, y con el operador de
momento magnético definido en términos de los operadores de creación y aniquilación (véase
también 2.30 ), como ~µz. De esta manera tenemos en la simetŕıa de isoesṕın que

µ(n) =

〈
ψn,

1

2

∣∣∣∣ ~µ
∣∣∣∣ψn,

1

2

〉
=

4µd − µu
3

(4.6)

donde puede verse la simetŕıa que tiene en el caso del protón únicamente intercambiando el
quark u por el quark d. De la misma forma tenemos que

µ(Λ0) =

〈
ψΛ0 ,

1

2

∣∣∣∣ ~µ
∣∣∣∣ψΛ0 ,

1

2

〉
= µs. (4.7)
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De esta manera teniendo los valores experimentales para estos bariones, resolviendo el sis-
tema de ecuaciones, los momentos magnéticos µu, µd y µs son determinados a partir de los
momentos magnéticos del protón, p, el neutrón, n, y lambda, Λ0, los cuales se muestran en la
tabla 4.1. Los momentos magnéticos calculados (obtenidos fácilmente utilizando las propiedades
de simetŕıa del caṕıtulo 2) para el resto de los bariones, aśı como los resultados experimentales
[32] se muestran en las tablas 4.2 y 4.3 en unidades del magnetón de Bohr, µN = e/2me (en
unidades Gaussianas).

µu 1,852µN

µd −0,972µN

µs −0,613µN

Tabla 4.1: Momentos magnéticos para los quarks u, d y s

Barión µ µcalc(µN ) µexp(µN )

p (4µu − µd)/3 2.793* 2.973

n (4µd − µu)/3 -1.913* -1.913

Σ+ (4µu − µs)/3 2.673 2.458±0.010

Σ0 (2µu + 2µd − µs)/3 0.791 -

Σ− (4µd − µs)/3 -1.091 -1.160±0.025

Λ0 µs -0.613* -0.613±0.004

Ξ0 (4µs − µu)/3 -1.435 -1.250±0.014

Ξ− (4µs − µd)/3 -0.493 -0.651±0.003

Ξ0/Λ0 (µu − µd)/
√

3 1.620 1.610±0.08

Tabla 4.2: Momentos magnéticos de los bariones del octete

Teniendo los valores para los momentos magnéticos de los bariones en el QM puede prose-
guirse al cálculo de los momentos magnéticos de los mismos en el modelo de quarks efectivo
UQM, en el que se utilizan los valores encontrados aqúı para la parte de los quarks de valencia
(que pertenecen al barión principal de la función de onda total en el UQM). En el siguiente
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Barión µ µcalc(µN ) µexp(µN )

∆++ 3µu 5.556 3.7 a 7.5

∆+ 2µu + µd 3.091 -

∆0 µu + 2µd -0.092 -

∆− 3µd -2.916 -

Σ∗+ 2µu + µs 3.091 -

Σ∗0 µu + µd + µs 0.267 -

Σ∗− 2µd + µs -2.557 -

Ξ∗0 µu + 2µs 0.626 -

Ξ∗− µd + 2µs -2.198 -

Ω− 3µs -1.839 -2.02±0.05

Tabla 4.3: Momentos magnéticos de los bariones del decuplete

caṕıtulo se explicará la forma de obtener el momento magnético considerando las contribuciones
de los quarks de mar (correspondientes a los términos barión-mesón) siendo necesario ampliar
la expresión del momento magnético para considerar a los antiquarks involucrados.

4.2. Momentos magnéticos en el modelo de quarks Un-
quenched

En esta sección se mostrará la base de los momentos magnéticos en el UQM para obtener
los valores del momento magnético de los bariones, centrándonos en la obtención de estos para
de decuplete de bariones. Debido a que en este modelo existes contribuciones del tipo barión-
mesón, existen antiquarks involucrados debido al mesón, aśı como momentos angulares relativos
~li debido a este acoplamiento, se define el operador de momento magnético de forma práctica,
a partir de 4.2, como

~µ =
∑

q

µq

[
2~s(q) +~l(q)− 2~s(q̄)−~l(q̄)

]
(4.8)
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de donde el ı́ndice q corre sobre todos los quarks y antiquarks en la funciones de esṕın-sabor.
Cabe mencionar que el momento magnético de los antiquarks es sencillamente menos el mo-
mento magnético de los correspondientes quarks, pues estos dependen directamente de la carga
eléctrica, ver 4.1, y en cuyo caso la correspondiente antipart́ıcula es de carga opuesta, es decir

µq = −µq̄ (4.9)

El siguiente paso será utilizar expĺıcitamente este operador 4.8 para calcular los momentos
magnéticos en el UQM.

4.2.1. Octete

En esta sección se hace una breve discusión sobre el caso particular de los momentos magnéti-
cos en el UQM para los bariones del octete, donde la explicación expĺıcita se dará para el caso de
los bariones del decuplete que es completamente similar a este caso. El cálculo de estos valores
[33] se realizó de forma análoga que en modelo de quarks con el caso especial del operador 4.8
y los correspondientes coeficientes de amolitud de probabilidad como se vió en 3.2, obteniendo
los valores que se muestran en la tabla 4.4. Los resultados experimentales corresponden a los
últimos publicados [32].

Barión QM (µN ) UQM (µN ) µexp(µN )

p 2.793 2.793* 2.793

n -1.913 -1.913* -1.913

Σ+ 2.673 2.589 2.458±0.010

Σ0 0.791 0.783 -

Σ− -1.091 -1.023 -1.160±0.025

Λ -0.613 -0.613* -0.613±0.004

Ξ0 -1.435 -1.359 -1.250±0.014

Ξ− -0.493 -0.530 -0.651±0.003

Ξ0/Λ0 1.630 1.640 1.610±0.08

Tabla 4.4: Momentos magnéticos de los bariones del octete
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4.2.2. Decuplete

En este punto se ontendrán los cálculos hechos para los momentos magnéticos del decuplete
de bariones en el UQM aśı como los resultados. Para comenzar consideraremos el operador para
el momento magnético 4.8 expresándolo convenientemente en las partes de esṕın y de momento
angular orbital como

~µ =
∑

q

µq2(~s(q)− ~s(q̄)) +
∑

q

µq(~l(q)−~l(q̄)) = ~µS + ~µl. (4.10)

Consideraremos también las funciones de onda de esṕın-sabor del UQM para los bariones del
decuplete mostradas en 4.2, en la cuales consideraremos primero los efectos que tiene el esṕın en
estas con el operador 4.10 y luego el efecto del momento angular orbital en este mismo contexto.
Es decir

〈
ΨB ,

3
2

∣∣ ~µ
∣∣ΨB ,

3
2

〉
=

〈
ΨB ,

3
2

∣∣ ~µS
∣∣ΨB ,

3
2

〉
+
〈
ΨB ,

3
2

∣∣ ~µl
∣∣ΨB ,

3
2

〉

= µS(B) + µl(B)
(4.11)

con µS(B) y µl(B) los momentos magnéticos del barión B debido al esṕın y al momento
angular relativo respectivamente. De esta forma el momento magnético del barión (y en general
del hadrón) está dado por la suma de las contribuciones de esṕın y de momento angular relativo
de forma independiente, por lo que se analizará en la siguiente sección las contribuciones de
esṕın.

Contribuciones del esṕın

Al obtener el valor esperado del operador ~µS de la ecuación 4.10 a un estado en general
del UQM para un barión del decuplete B10, ver como ejemplo ecuación 3.1, con únicamente la
nube piónica como en el caṕıtulo 3 obtendremos que

µS(B10) = 〈ΨB10 | ~µS |ΨB10〉

= N 2
B10
[ 〈B10 |~µS |B10〉

+ a2
B10→B8π

〈B8π |~µS |B8π〉+ b2B10→B10π
〈B10π

′ |~µS |B10π
′〉

+ 2aB10→B8πbB10→B10π 〈B8π |~µS |B10π
′〉

+ 2 (aB10→B8π 〈B8π |~µS |B10〉+ bB10→B10π 〈B10π
′ |~µS |B10〉)].

(4.12)

A partir de aqúı se puede reconocer que el primer término de esta ecuación pertenece al mo-
mento magnético del barión B10 del modelo de quarks. Los demás términos corresponden a
las contribuciones debidas a los estados intermedios del UQM. Para calcular estos términos es



4.2. MOMENTOS MAGNÉTICOS EN EL MODELO DE QUARKS UNQUENCHED 53

bastante fácil obtener una expresión simple por la naturaleza del operador ~µS , es decir, por la
ecuación 4.10 tenemos que

〈Biπ|~µ|Bj〉 = 0, ∀i, j ;

〈Biπj |~µ|Bkπl〉 = 〈Bi|~µ|Bk〉δjl + 〈πj |~µ|πl〉δik

= 〈Bi|~µ|Bk〉δjl.

(4.13)

donde el término 〈πj |~µ|πl〉δik = 0 pues el pión es un mesón pseudoescalar (S = 0), aśı el estado
puro del pión no contribuirá en el momento magnético. De esta manera el momento magnético
como se muestra en la ecuación 4.12 queda sencillamente como

µS(B10) = 〈ΨB10 | ~µS |ΨB10〉

= N 2
B10
[ 〈B10 |~µS |B10〉+ a2

B10→B8π
〈B8 |~µS |B8〉

+ b2B10→B10π
〈B10 |~µS |B10〉+ 2aB10→B8πbB10→B10π 〈B8 |~µS |B10〉 δππ′].

(4.14)

Lo que resta hacer ahora es obtener los valores esperados correspondientes de la última ecuación
con los correspondientes estados espećıficados en el espacio de esṕın-sabor, es decir, cada estado
contiene el desarrollo con los correspondientes coeficientes de Clebsch-Gordan de esṕın y de
sabor(veánse el caso particular de las ecuaciones 3.12, 3.14, 3.15 ). Como un ejemplo, se ilustra
el caso para la part́ıcula ∆++ con proyección máxima de esṕın, Sz = 3

2 . Para ello tomaremos
su función de onda en el UQM como en 3.16 y de acuerdo a 4.14, entonces

µS(∆++) =

〈
Ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣∣ ~µS
∣∣∣∣Ψ∆++ ,

3

2

〉

= N 2
∆[
〈

∆++,
3

2

∣∣∣∣ ~µS
∣∣∣∣∆++,

3

2

〉
+ a2

∆→Nπ

〈
p,

1

2

∣∣∣∣ ~µS
∣∣∣∣p,

1

2

〉

+ b2∆→∆π( 9

25

〈
∆++,

3

2

∣∣∣∣ ~µS
∣∣∣∣∆++,

3

2

〉
+

6

25

〈
∆++,

1

2

∣∣∣∣ ~µS
∣∣∣∣∆++,

1

2

〉

+
6

25

〈
∆+,

3

2

∣∣∣∣ ~µS
∣∣∣∣∆+,

3

2

〉
+

4

25

〈
∆+,

1

2

∣∣∣∣ ~µS
∣∣∣∣∆+,

1

2

〉
)

+ 2a∆→Nπb∆→∆π
2

5

〈
p,

1

2

∣∣∣∣ ~µS
∣∣∣∣∆+,

1

2

〉
].

(4.15)

de esta forma, como se ve en el último termino, existe un término cruzado, el cual se trata
simplemente como en el QM aśı como el resto de los términos cruzados que aparecen en los
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demás bariones. En este caso tenemos que
〈
p, 1

2

∣∣ ~µS
∣∣∆+, 1

2

〉
= 2

√
2

3 (µu − µd). Para los demás
términos de la ecuación de arriba se obtienen a partir del QM como se muestran expĺıcitamente
en las tablas 4.2 y 4.3 del caṕıtulo. De esta manera tenemos que el momento magnético de ∆++

en UQM queda como

µS(∆++) =

〈
Ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣∣µz(S)

∣∣∣∣Ψ∆++ ,
3

2

〉

= N 2
∆[3µu + a2

∆→Nπ
4µu − µd

3

+ b2∆→∆π

(
33

25
µu +

6

25
(2µu + µd) +

4

25

2µu + µd
3

)

+ a∆→Nπb∆→∆π
8
√

2

15
(µu − µd)]

(4.16)

con los coeficientes de amplitud de probabilidad mostrados en la tabla 3.2. De forma comple-
tamente análoga se realiza lo mismo para el resto de los bariones del decuplete, por lo que se
muestran los resultados obtenidos a continuación.

µS(∆+) =

〈
Ψ∆+ ,

3

2

∣∣∣∣µz(S)

∣∣∣∣Ψ∆+ ,
3

2

〉

= N 2
∆[2µu + µd + a2

∆→Nπ

(
1

3

4µd − µu
3

+
2

3

4µu − µd
3

)

+ b2∆→∆π

(
3

75
(2µu + µd) +

2

75

2µu + µd
3

+
24

75
(2µd + µu) +

16

75

2µd + µu
3

+
22

25
µu

)

+ a∆→Nπb∆→∆π
2
√

2

3

(
8

15
(µu − µd)−

4

15
(µu − µd)

)
]

(4.17)

µS(∆0) =

〈
Ψ∆0 ,

3

2

∣∣∣∣µz(S)

∣∣∣∣Ψ∆0 ,
3

2

〉

= N 2
∆[2µd + µu + a2

∆→Nπ

(
d 2

3

4µd − µu
3

+
1

3

4µu − µd
3

)

+ b2∆→∆π

(
24

75
(2µu + µd) +

16

75

2µu + µd
3

+
3

75
(2µd + µu) +

2

75

2µd + µu
3

+
22

25
µd

)

+ a∆→Nπb∆→∆π
2
√

2

3

(
4

15
(µu − µd)−

8

15
(µu − µd)

)
]

(4.18)
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µS(∆−) =

〈
Ψ∆− ,

3

2

∣∣∣∣µz(S)

∣∣∣∣Ψ∆− ,
3

2

〉

= N 2
∆[3µd + a2

∆→Nπ
4µd − µu

3

+ b2∆→∆π

(
33

25
µd +

6

25
(2µd + µu) +

4

25

2µd + µu
3

)

+ a∆→Nπb∆→∆π
8
√

2

15
(µd − µu)]

(4.19)

µS(Σ∗+) =

〈
ΨΣ∗+ ,

3

2

∣∣∣∣µz(S)

∣∣∣∣ΨΣ∗+ ,
3

2

〉

= N 2
Σ∗[2µu + µs + a2

Σ∗→Σπ

(
1

2

4µu − µs
3

+
1

2

2µu + 2µd − µs
3

)

+ b2Σ∗→Σ∗π

(
3

10
(2µu + µs) +

2

10

2µu + µs
3

+
3

10
(µu + µd + µs) +

2

10

µu + µd + µs
3

)

+ a2
Σ∗→Λπµs + 2aΣ∗→ΣπbΣ∗→Σ∗π

(
−
√

2

2
√

5

)(
2
√

2

3
(µs − µu) +

√
2

3
(2µs − µu − µd)

)

+ 2aΣ∗→ΣπaΣ∗→Λπ

(−1√
2

)(
µu − µd√

3

)
+ 2aΣ∗→ΛπbΣ∗→Σ∗π

1√
5

(√
2

3
(µu − µd)

)
]

(4.20)

µS(Σ∗0) =

〈
ΨΣ∗0 ,

3

2

∣∣∣∣µz(S)

∣∣∣∣ΨΣ∗0 ,
3

2

〉

= N 2
Σ∗[µu + µd + µs + a2

Σ∗→Σπ

(
1

2

4µu − µs
3

+
1

2

4µd − µs
3

)

+ b2Σ∗→Σ∗π

(
3

10
(2µu + µs) +

2

10

2µu + µs
3

+
3

10
(2µd + µs) +

2

10

2µd + µs
3

)

+ a2
Σ∗→Λπµs +

√
2

5
aΣ∗→ΣπbΣ∗→Σ∗π

(
−2
√

2

3
(µs − µu)− 2

√
2

3
(µs − µd)

)
]
(4.21)
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µS(Σ∗−) =
〈
ΨΣ∗− ,

3
2

∣∣µz(S)
∣∣ΨΣ∗− ,

3
2

〉

= N 2
Σ∗[2µd + µs + a2

Σ∗→Σπ

(
1

2

2µu + 2µd − µs
3

+
1

2

4µd − µs
3

)

+ b2Σ∗→Σ∗π

(
3

10
(µu + µd + µs) +

2

10

µu + µd + µs
3

+
3

10
(2µd + µs) +

2

10

2µd + µs
3

)

+ a2
Σ∗→Λπµs + 2aΣ∗→ΣπbΣ∗→Σ∗π

(
−
√

2

2
√

5

)(
2

3
√

2
(2µs − µu − µd) +

2
√

2

3
(µs − µd)

)

+ 2aΣ∗→ΣπaΣ∗→Λπ

(
1√
2

)(
µu − µd√

3

)
+ 2aΣ∗→ΛπbΣ∗→Σ∗π

−1√
5

(√
2

3
(µu − µd)

)
]

(4.22)

µS(Ξ∗0) =

〈
ΨΞ∗0 ,

3

2

∣∣∣∣µz(S)

∣∣∣∣ΨΞ∗0 ,
3

2

〉

= N 2
Ξ∗[2µs + µu + a2

Ξ∗→Ξπ

(
1

3

4µs − µu
3

+
2

3

4µs − µd
3

)

+ b2Ξ∗→Ξ∗π

(
1

5
(2µs + µu) +

2

15

2µs + µu
3

+
2

5
(2µs + µd) +

4

15

2µs + µd
3

)

+ 2aΞ∗→ΞπbΞ∗→Ξ∗π

√
2

5

(
−1

3

2
√

2

3
(µs − µu)− 2

3

2
√

2

3
(µs − µd)

)
]

(4.23)

µS(Ξ∗−) =

〈
ΨΞ∗− ,

3

2

∣∣∣∣µz(S)

∣∣∣∣ΨΞ∗− ,
3

2

〉

= N 2
Ξ∗[2µs + µd + a2

Ξ∗→Ξπ

(
2

3
4µs−µu

3 +
1

3

4µs − µd
3

)

+ b2Ξ∗→Ξ∗π

(
2

5
(2µs + µu) +

4

15

2µs + µu
3

+
1

5
(2µs + µd) +

2

15

2µs + µd
3

)

+ 2aΞ∗→ΞπbΞ∗→Ξ∗π

√
2

5

(
−2

3

2
√

2

3
(µs − µu)− 1

3

2
√

2

3
(µs − µd)

)
]

(4.24)

Puesto que en el caso de Ω− no se encuentran piones, sino los kaones pseudoescalares, sigue
siendo aplicable lo anterior realizado para la obtención del momento magnético, el cuál queda
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con las contribuciones barión-kaón como

µS(Ω−) =

〈
ΨΩ− ,

3

2

∣∣∣∣µz(S)

∣∣∣∣ΨΩ− ,
3

2

〉

= N 2
Ω[3µs + a2

Ω→ΞK

(
1

2

4µs − µd
3

+
1

2

4µs − µu
3

)

+ b2Ω→Ξ∗K

(
3

10
(2µs + µd) +

2

10

2µs + µd
3

+
3

10
(2µs + µu) +

2

10

2µs + µu
3

)

+ aΩ→ΞKbΩ→Ξ∗K

√
2

5

(
−2
√

2

3
(µs − µu)− 2

√
2

3
(µs − µd)

)
]

(4.25)
Una vez obtenidas las ecuaciones para los momentos magnéticos en este caso, puede calcu-

larse el valor numérico, a partir de los valores para el momento magnético de los quarks como
se dan en la tabla 4.1 y las amplitudes de probabilidad en 3.2. Estos resultados se muestran en
la tabla 5.1.

Contribuciones del momento angular orbital relativo

En esta parte se discutirá a fondo las contribución del momento angular relativo de los
quarks del mar (los quarks de valencia se supone que forman el barión principal en el estado
base) que forman el par barión-mesón. Para ello analizaremos la naturaleza del operador del
momento magnético debido al momento angular. Por la ecuación 4.10 tenemos que este operador
sólamente depende de la proyección de momento angular de la función de onda a la que se
aplique. Sin embargo, debido a que las funciones de onda de los bariones se construyeron en un
sistema de coordenadas de Jacobi (véanse 1.4 y 1.5), este operador debe de expresarse también
en estas coordenadas. Para ello supondremos que a cada quark costituyente del barión (incluidos
los antiquarks) le corresponde la i-ésima coordenada espacial ~ri, de esta manera introduciendo
las coordenadas de Jacobi tenemos

~ρ = 1√
2
(~r1 − ~r2)

~λ = 1√
6
(~r1 + ~r2 − 2~r3)

~RB = 1
3 (~r1 + ~r2 + ~r3)





~r1 = 1√
6
~λ+ 1√

2
~ρ+ ~RB

~r2 = 1√
6
~λ− 1√

2
~ρ+ ~RB

~r3 = ~RB −
√

6
3
~λ

(4.26)

~rC = ~r4 − ~r5

~RC = 1
2 (~r4 + ~r5)

}
~r4 = ~RC + 1

2~rC
~r5 = ~RC − 1

2~rC
(4.27)

con las coordenadas ~r1, ~r2, ~r3 correspondientes a los quarks del barión (qqq), ~r4 y ~r5 se refieren

a los quarks del mesón (qq̄) y donde las coordenadas ~rC y ~RC corresponden a las coordenadas
espaciales relativas entre los quarks del mesón, C.

Hay otra transformación de coordenadas hacia las coordenadas del centro de masa entre el
barión, B, y el mesón C, ~R, y el vector relativo entre el barión y el mesón, ~r, la cuál queda
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como sigue

~r = ~RB − ~RC

~R =
mB

~RB +mC
~RC

mB +mC





~RB = ~R+
mC

mB +mC
~r

~RC = ~R− mB

mB +mC
~r

(4.28)

entonces, las coordenadas quedan transformadas en términos de las coordenadas de Jacobi y
del centro de masa como

~r1 =
1√
6
~λ+

1√
2
~ρ+ ~R+

mC

mB +mC
~r

~r2 =
1√
6
~λ− 1√

2
~ρ+ ~R+

mC

mB +mC
~r

~r3 = ~R+
mC

mB +mC
~r −
√

6

3
~λ

~r4 = ~R− mB

mB +mC
~r +

1

2
~rC

~r5 = ~R− mB

mB +mC
~r − 1

2
~rC

(4.29)

Puede aśı también expresarse esta transformación de coordenadas en notación tensorial, utili-
zando la convención de suma de Einstein, aśı

~ri =

5∑

k=1

T ki ~αk = T ki ~αk (4.30)

con T ki el tensor de transformación de coordenadas, ~αk la k-ésima coordenada de Jacobi, y

debido a que toda transformación lineal de coordenas se puede expresar como T ki =
∂~ri
∂~αk

, se

tiene que la transformación a las coordenadas de Jacobi se expresa simplemente como sigue

~ri =
∂~ri
∂~αk

~αk (4.31)

donde de la regla de correspondencia de la ecuación 4.29 tenemos que las coordenadas corres-
pondientes son ~α1 = ~λ, ~α2 = ~ρ, ~α3 = ~R, ~α4 = ~rC y ~α5 = ~r para la regla de transformación de la
ecuación anterior. Similarmente puede obtenerse una regla de transformación de coordenadas
para el operador de momento como

~pi = i~
∂

∂~ri
= i~

5∑

j=1

∂~αj
∂~ri

∂

∂~αj
= i

∂~αj
∂~ri

∂

∂~αj
(4.32)

aśı la ecuación para la transformación de coordenadas del momento es

~pi =
∂~αj
∂~ri

~pαj (4.33)
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con ~pαj = i
∂

∂~αj
el momento en las coordenadas de Jacobi. De esta forma podemos obtener

una expresión para el momento magnético debido al momento angular relativo en términos de
las coordenadas de Jacobi, utilizando a las coordenadas ~αk y los momentos ~pαj a partir de la
definición del momento angular como

5∑

i=1

µi~li =

5∑

i=1

µi(~ri × ~pi)

=

5∑

i=1

µi(
∂~ri
∂~αk

~αk ×
∂~αj
∂~ri

~pαj )

=

5∑

i=1

µi
∂~ri
∂~αk

∂~αj
∂~ri

(~αk × ~pαj )

= Bkj (~αk × ~pαj ) (4.34)

de donde el tensor Bkj es el tensor de transformación de coordenadas para el momento magnético
angular y es simplemente el producto como

Bkj =

5∑

i=1

µi
∂~ri
∂~αk

∂~αj
∂~ri

= (
∂~αj
∂~ri

)(µi)(
∂~ri
∂~αk

) (4.35)

donde las correspondientes representaciones matriciales de las transformaciones de coorde-
nadas son

(
∂~αj
∂~ri

) =




1√
6

1√
6
− 2√

6
0 0

1√
2
− 1√

2
0 0 0

mB
3M

mB
3M

mB
3M

mC
2M

mC
2M

0 0 0 1 −1
1
3

1
3

1
3 − 1

2 − 1
2




(4.36)

(
∂~ri
∂~αk

) =




1√
6

1√
2

1 0 mC
M

1√
6
− 1√

2
1 0 mC

M

−
√

6
3 0 1 0 mC

M
0 0 1 1

2 −mBM
0 0 1 − 1

2 −mBM




(4.37)

y

(µi) =




µ1 0 0 0 0
0 µ2 0 0 0
0 0 µ3 0 0
0 0 0 µ4 0
0 0 0 0 µ5




(4.38)

con M = MB +MC . Aśı entonces, el producto queda como
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(
Bkj
)

=




µ1

6 + µ2

6 + 2
3µ3

µ1−µ2

2
√

3

µ1+µ2−2µ3√
6

0 mC√
6M

(µ1 + µ2 − 2µ3)

µ1−µ2

2
√

3
1
2 (µ1 + µ2) 1√

2
(µ1 − µ2) 0 mC√

2M
(µ1 − µ2)

mB
3M (µ1−µ2√

6
−
√

6
3 µ3) mB

3
√

2(µ1−µ2)

mB(µ1+µ2+µ3)
3M + mC(µ4+µ5)

2M
mC
4M (µ4 − µ5) mBmC

M2 (µ1+µ2+µ3

3 − µ4+µ5

2 )

0 0 µ4 − µ5
µ4+µ5

2 −mBM (µ4 − µ5)

µ1+µ2

3
√

6
−
√

6
9 µ3

1
3
√

2
(µ1 − µ2) (µ1+µ2+µ3)

3 − (µ4+µ5)
2 − 1

2 (µ4 − µ5) mC(µ1+µ2+µ3)
3M + mB(µ4+µ5)

2M




(4.39)

Una vez calculado expĺıcitamente este tensor de transformación, entonces tenemos que la expre-
sión para el operador de momento magnético angular, por la ecuación 4.34, queda transformado
a las coordenadas de Jacobi como

∑

i

µi~li = Bkj (~αk × ~pαj )

=
∑

kj

Bjk(~αk × ~pαj )

= B11(~α1 × ~pα1) +B12(~α2 × ~pα1) + . . .+B55(~α5 × ~pα5)

= B11(~λ× ~pλ) +B12(~ρ× ~pλ) +B13(~R× ~pλ) +B14(~rC × ~pλ) +B15(~r × ~pλ)

+ B21(~λ× ~pρ) +B22(~ρ× ~pρ) +B23(~R× ~pρ) +B24(~rC × ~pρ) +B25(~r × ~pρ)
+ B31(~λ× ~pR) +B32(~ρ× ~pR) +B33(~R× ~pR) +B34(~rC × ~pR) +B35(~r × ~pR)

+ B41(~λ× ~prC ) +B42(~ρ× ~prC ) +B43(~R× ~prC ) +B44(~rC × ~prC ) +B45(~r × ~prC )

+ B51(~λ× ~pr) +B52(~ρ× ~pr) +B53(~R× ~pr) +B54(~rC × ~pr) +B55(~r × ~pr). (4.40)

Aqúı todos los términos relacionados con el momento angular debido a las coordenadas asociadas
a las coordenadas de Jacobi para los quarks, aśı como para las coordenadas para la nube
mesónica rC y r y las relativas entre ellas pueden despreciarse (citar tesis correspondiente).
Con lo que únicamente queda el término más significativo el cual corresponde al término de
posición relativa entre el barión y el mesón (~r×~pr). Aśı entonces el momento magnético debido
al momento angular relativo del sistema barión-mesón es

∑

i

µi~li = B55(~r × ~pr)

=
(mC

3M
(µ1 + µ2 + µ3) +

mB

2M
(µ4 + µ5)

)
(~r × ~pr) (4.41)

El paso siguiente es ahora utilizar este operador para obtener el momento magnético de los
bariones del decuplete en el UQM debido al momento angular relativo. En la funciones de onda
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de esṕın-sabor correspondientes 3.16-3.25 podemos observar que los únicos estados que tienen
valores para l distintos de cero son los estados intermedios barión-mesón, pues se supuso que el
barión correspondiente a los quarks de valencia no presenta exitaciones orbitales, por ello serán
los únicos que contribuirán en este caso. De forma clara tenemos que para un estado como en
3.1

µl(B10) = N 2
B10
[a2

B10→B8π
〈B8π|~µl|B8π〉+ b2B10→B10π

〈B′10π
′|~µl|B′10π

′〉]

= N 2
B10
[a2

B10→B8π

(
mπ

3(mB8 +mπ)
(µ1 + µ2 + µ3) +

mB8

3(mB8 +mπ)
(µ4 + µ5)

)

+ b2B10→B10π

(
mπ′

3(mB′10
+mπ′)

(µ′1 + µ′2 + µ′3) +
mB′10

3(mB′10
+mπ′)

(µ′4 + µ′5)

)
]
(4.42)

Hecho este ejemplo en general, tenemos que para las funciones de onda del decuplete en
el UQM, es bastante fácil realizar este cálculo, tomando únicamente los elementos de matriz
que corresponden a los estados intermedios que tienen proyección de momento angular relativo
ml 6= 0 que son los estado cuyos valores propios son distintos de cero y el elemento de matriz
no se anula. Como ejemplo tomaremos el caso de ∆++ como sigue

µl(∆
++) =

〈
Ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣Ψ∆++ ,

3

2

〉

= N 2
∆[a2

∆→Nπ 〈pπ+, l = 1,ml = 1|µz(l)|pπ+, l = 1,ml = 1〉

+ b2∆→∆π( 6

25

〈
∆++π0, l = 1,ml = 1|µz(l)|∆++π0, l = 1,ml = 1

〉

+
4

25
〈∆+π+, l = 1,ml = 1|µz(l)|∆+π+, l = 1,ml = 1〉)].

(4.43)

De esta manera tenemos al resolver los valores esperados de esta última ecuación, tenemos
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sencillamente que el momento magnético debido al momento angular esta dado por

µl(∆
++) =

〈
Ψ∆++ ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣Ψ∆++ ,

3

2

〉

= N 2
∆∗[a2

∆→Nπ

(
mπ+

3(mp +mπ+)
(2µu + µd) +

mp

2(mp +mπ+)
(µu − µd)

)

+ b2∆→∆π( 6

25

[
mπ0

3(m∆++ +mπ0)
(3µu)

]
+

4

25
[ mπ+

3(m∆+ +mπ+)
(2µu + µd)

+
m∆+

2(m∆+ +mπ+)
(µu − µd)])].

(4.44)
La diferencia que existe en este caso con el momento magnético debido al esṕın es que ahora
tenemos una dependencia de las masas de los bariones y los mesones. Ahora para el resto de
los bariones del octete se procede de forma totalmente análoga al caso de ∆++ obteniendo las
siguientes ecuaciones

µl(∆
+) =

〈
Ψ∆+ ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣Ψ∆+ ,

3

2

〉

= N 2
∆∗[a2

∆→Nπ(1

3

[
mπ+

3(mn +mπ+)
(2µd + µu) +

mn

2(mn +mπ+)
(µu − µd)

]

+
2

3

[
mπ0

3(mp +mπ0)
(2µu + µd)

]
)+ b2∆→∆π( 2

75

[
mπ0

3(m∆+ +mπ0)
(2µu − µd)

]

+
16

75

[
mπ+

3(m∆0 +mπ+)
(2µd + µu) +

mπ+

2(m∆0 +mπ+)
(µu − µd)

]

+
4

25

[
mπ−

3(m∆++ +mπ−)
(3µu) +

m∆++

2(m∆++ +mπ−)
(µd − µu)

]
)],

(4.45)
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µl(∆
0) =

〈
Ψ∆0 ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣Ψ∆0 ,

3

2

〉

= N 2
∆∗[a2

∆→Nπ(1

3

[
mπ−

3(mp +mπ−)
(2µu + µd) +

mp

2(mp +mπ−)
(µd − µu)

]

+
2

3

[
mπ0

3(mn +mπ0)
(2µd + µu)

]
)+ b2∆→∆π( 2

75

[
mπ0

3(m∆0 +mπ0)
(2µd + µu)

]

+
16

75

[
mπ−

3(m∆+ +mπ−)
(2µu + µd) +

m∆+

2(m∆+ +mπ−)
(µd − µu)

]

+
4

25

[
mπ+

3(m∆− +mπ+)
(3µd) +

m∆−

2(m∆− +mπ+)
(µu − µd)

]
)],

(4.46)

µl(∆
−) =

〈
Ψ∆− ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣Ψ∆− ,

3

2

〉

= N 2
∆∗[a2

∆→Nπ

(
mπ−

3(mn +mπ−)
(2µd + µu) +

mn

2(mn +mπ−)
(µd − µu)

)

+ b2∆→∆π( 6

25

[
mπ0

3(m∆− +mπ0)
(3µd)

]
+

4

25
[ mπ−

3(m∆0 +mπ−)
(2µd + µu)

+
m∆0

2(m∆0 +mπ−)
(µd − µu)])],

(4.47)

µl(Σ
∗+) =

〈
ΨΣ∗+ ,

3
2

∣∣µz(l)
∣∣ΨΣ∗+ ,

3
2

〉

= N 2
Σ∗[a2

Σ∗→Σπ(1

2

[
mπ+

3(mΣ0 +mπ+)
(µu + µd + µs) +

mΣ0

2(mΣ0 +mπ+)
(µu − µd)

]

+
1

2

[
mπ0

3(mΣ+ +mπ0)
(2µu + µs)

]
)+ b2Σ∗→Σ∗π(1

5

[
mπ0

3(mΣ∗+ +mπ0)
(2µu + µs)

]

+
1

5

[
mπ+

3(mΣ∗0 +mπ+)
(µu + µd + µs) +

mΣ∗0

2(mΣ∗0 +mπ+)
(µu − µd)

]
)

+ a2
Σ∗→Λπ( mπ+

3(mΛ0 +mπ+)
(µu + µd + µs) +

mΛ0

2(mΛ0 +mπ+)
(µu − µd))],

(4.48)
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µl(Σ
∗0) =

〈
ΨΣ∗0 ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣ΨΣ∗0 ,

3

2

〉

= N 2
Σ∗[a2

Σ∗→Σπ(1

2

[
mπ−

3(mΣ+ +mπ−)
(2µu + µs) +

mΣ+

2(mΣ+ +mπ−)
(µd − µu)

]

+
1

2

[
mπ+

3(mΣ− +mπ+)
(2µd + µs) +

mΣ−

2((mΣ− +mπ+)
(µu − µd)

]
)

+ b2Σ∗→Σ∗π(1

5

[
mπ−

3(mΣ∗+ +mπ−)
(2µu + µs) +

mΣ∗+

2((mΣ∗+ +mπ−)
(µd − µu)

]

+
1

5

[
mπ+

3(mΣ∗− +mπ+)
(2µd + µs) +

mΣ∗−

2(mΣ∗− +mπ+)
(µu − µd)

]
)

+ a2
Σ∗→Λπ( mπ0

3(mΛ0 +mπ0)
(µu + µd + µs))],

(4.49)

µl(Σ
∗−) =

〈
ΨΣ∗− ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣ΨΣ∗− ,

3

2

〉

= N 2
Σ∗[a2

Σ∗→Σπ(1

2

[
mπ−

3(mΣ0 +mπ−)
(µu + µd + µs) +

mΣ0

2(mΣ0 +mπ−)
(µd − µu)

]

+
1

2

[
mπ0

3(mΣ− +mπ0)
(2µd + µs)

]
)+ b2Σ∗→Σ∗π(1

5

[
mπ0

3(mΣ∗− +mπ0)
(2µd + µs)

]

+
1

5

[
mπ−

3(mΣ∗0 +mπ−)
(µu + µd + µs) +

mΣ∗0

2(mΣ∗0 +mπ−)
(µd − µu)

]
)

+ a2
Σ∗→Λπ( mπ−

3(mΛ0 +mπ−)
(µu + µd + µs) +

mΛ0

2(mΛ0 +mπ−)
(µd − µu))],

(4.50)
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µl(Ξ
∗0) =

〈
ΨΞ∗0 ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣ΨΞ∗0 ,

3

2

〉

= N 2
Ξ∗[a2

Ξ∗→Ξπ(2

3

[
mπ+

3(mΞ− +mπ+)
(2µs + µd) +

mΞ−

2(mΞ− +mπ+)
(µu − µd)

]

+
1

3

[
mπ0

3(mΞ0 +mπ0)
(2µs + µu)

]
)+ b2Ξ∗→Ξ∗π( 2

15

[
mπ0

3(mΞ∗0 +mπ0)
(2µs + µu)

]

+
4

15

[
mπ+

3(mΞ∗− +mπ+)
(2µs + µd) +

mΞ∗−

2(mΞ∗− +mπ+)
(µu − µd)

]
)],

(4.51)

µl(Ξ
∗−) =

〈
ΨΞ∗− ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣ΨΞ∗− ,

3

2

〉

= N 2
Ξ∗[a2

Ξ∗→Ξπ(2

3

[
mπ−

3(mΞ0 +mπ−)
(2µs + µu) +

mΞ0

2(mΞ0 +mπ−)
(µd − µu)

]

+
1

3

[
mπ0

3(mΞ− +mπ0)
(2µs + µd)

]
)+ b2Ξ∗→Ξ∗π( 2

15

[
mπ0

3(mΞ∗− +mπ0)
(2µs + µd)

]

+
4

15

[
mπ−

3(mΞ∗0 +mπ−)
(2µs + µu) +

mΞ∗0

2(mΞ∗0 +mπ−)
(µd − µu)

]
)],

(4.52)

µl(Ω
−) =

〈
ΨΩ− ,

3

2

∣∣∣∣µz(l)
∣∣∣∣ΨΩ,

3

2

〉

= N 2
Ω[a2

Ω→ΞK(1

2

[
mK0

3(mΞ− +mK0)
(2µs + µd) +

mΞ−

2(mΞ− +mK0)
(µs − µd)

]

+
1

2

[
mK−

3(mΞ0 +mK−)
(2µs + µu) +

mΞ0

2((mΞ0 +mK−)
(µs − µu)

]
)

+ b2Ω→Ξ∗K(1

5

[
mK0

3(mΞ∗− +mK0)
(2µs + µd) +

mΞ∗−

2((mΞ∗− +mK0)
(µs − µd)

]

+
1

5

[
mK−

3(mΞ∗0 +mK−)
(2µs + µu) +

mΞ∗0

2(mΞ∗0 +mK−)
(µs − µu)

]
)].

(4.53)
Como se hizo antes para la parte de esṕın, en este punto es posible obtener los valores

numéricos para estos momentos magnéticos, sustituyendo los valores para las amplitudes de
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probabilidad correspondientes, aśı como los valores para los momentos magnéticos de los quarks,
sin embargo se supone aqúı la simetŕıa de isoesṕın, es decir, se considera que las masas de los
quarks u y d son iguales, teniendo de esta forma que los valores para las masas de cada multiplete
de isoesṕın son las mismas (mN = mp = mn, mΣ = mΣ+ = mΣ0 = mΣ− , ...). Los valores de
las masas se toman como el promedio de las últimas reportadas [32]. Por último los cálculos
obtenidos para los momentos magnéticos se muestran en la tabla 5.1.



Caṕıtulo 5

Resultados

Los resultados que se han obtenido hasta ahora sobre los momentos magnéticos de los ba-
riones del decuplete en el UQM se han obtenido de forma separada de acuerdo a la contribución
de esṕın debida a los quarks de valencia como también a los quarks del mar en los estados
intermedios barión-mesón; la contribución por el momento orbital angular generada por el aco-
plamiento de estos estados intermedios de los quarks del mar ha contribuido únicamente en este
caso en que se supone que el barón principal está en el estado base y que todos los momentos
angulares relativos entre los quarks del mar se suponen despreciables excepto la contribución
relativa antes mencionada.

Los resultados para estos valores encontrados se dan en la tabla 5.1. Cabe mencionar que
para obtener estos valores se han obtenido otros resultados básicos como lo son los coeficientes
para la maplitud de probabilidad 3P0 que se dan en la tabla 3.2, para los cuáles no se han
encontrado resultados alternos con los cuáles se pueda comparar estos valores.

En cuanto a los valores de la tabla 5.1 puede observarse que el decuplete de bariones en
el UQM la contribuciónn del momento angular relativo (únicamente los quarks del mar) es de
cerca del 10 % y cerca del 50 % para los barión Ξ∗− del momento magnético total, mientras
que la contribuciones. Las contribuciones de esṕın, tanto del baŕıon inicial como de los esta-
dos intermedios barión mesón, resultan tener la mayor parte de la contribución al momento
magnético total. Si se hacen los cálculos por separado para la parte de esṕın de los quarks de
valencia y los quark del mar(barión-mesón), como se muestra en la tabla 5.1, puede verse que
la contribución de esṕın al momento magnético por los quarks de valencia es tan importante
como la contribución debida a los quarks del mar, lo que da indicios de la importancia de los
estados intermedios en el UQM para los momentos magnéticos, volviéndose las contribuciones
de estos en más de la mitad al momento magnético.

Con el fin de hacer una comparación de los resultados obtenidos, se hace referencia prime-
ramente a los resultados dados por el QM en el momento magnético de los bariones, véase 4.1.
Es sabido que el modelo de quarks ha sido muy exitoso en la predicción que da a los momentos
magnéticos de los bariones del octete y los resultados experimentales (tabla 4.2), sin embar-
go para el decuplete de bariones aún no existen valores experimentales para todos ellos como
punto de comparación, tanto para el mismo QM como para el UQM. Por consiguiente puede
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Barión µ(~s) val (µN ) µ(~s) mar (µN ) µ(~s) (µN ) µ(~l) (µN ) µ(~s,~l) (µN )

∆++ 2.954 2.022 4.977 0.334 5.312

∆+ 1.453 0.907 2.361 0.122 2.483

∆0 -0.049 -0.207 -0.256 -0.090 -0.346

∆− -1.551 -1.322 -2.873 -0.303 -3.175

Σ∗+ 1.911 0.615 2.526 0.264 2.789

Σ∗0 0.165 -0.1310 0.034 0.003 0.037

Σ∗− -1.580 -0.877 -2.458 -0.259 -2.716

Ξ∗0 0.473 -0.291 0.182 0.159 0.340

Ξ∗− -1.661 -0.422 -2.083 -0.168 -2.251

Ω− -0.929 -0.755 -1.6848 -0.173 -1.858

Tabla 5.1: Resultados de los momentos magnéticos de los bariones del decuplete en el UQM
para la contribución del esṕın, µ(~s), del momento angular relativo, µ(~l) y el total, µ(~s,~l).

hacerse una comparación de los momentos magnéticos del decuplete en el UQM con los mismos
resultados en el QM. Para ello pueden verse los datos en la tabla 5.2, donde se presentan los
resultados en ambos modelos de quarks y los únicos resultados experimentales para ∆++ y Ω−

reportados recientemente [32]. Es bastante notable que los resultados dados por el UQM son
bastante cercanos a los calculados en el QM cuya diferencia relativa al QM está entre el 2 % y
10 %. La mayor diferencia puede verse en ∆0 de donde el momento magnético se aleja cerca de
un 60 % del valor dado por el QM.
Pueden verse estos datos de forma más ilustrativa en la gráfica de la figura 5.
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Barión QM (µN ) UQM (µN ) Exp (µN )

∆++ 5.556 5.31165 3.7 a 7.5

∆+ 2.7318 2.48262 -

∆0 -0.092 -0.346408 -

∆− -2.916 -3.17544 -

Σ∗+ 3.091 2.78921 -

Σ∗0 0.267 0.036555 -

Σ∗− -2.557 -2.71611 -

Ξ∗0 0.626 0.340423 -

Ξ∗− -2.198 -2.25133 -

Ω− -1.839 -1.85787 -2.02 ± 0.05

Tabla 5.2: Comparación de los momentos magnéticos con los resultados del QM y los resultados
experimentales
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Figura 5.1: Gráfica de los momentos magnéticos de los bariones del decuplete en el QM (puntos
azules) y en el UQM (cuadros rojos) y de donde los números del dominio corresponden en orden
a como se muestran los bariones en la tabla 5.2, p.ej. 1(∆++), 2(∆+), ... 10(Ω−).



Conclusiones

En este trabajo se estableció un estudio del UQM con el estudio de los momentos magnéti-
cos para los bariones que corresponden a los multipletes del decuplete. Para ello se hizo un
tratamiento sobre la construcción de las funciones de onda en este modelo, haciendo incapie
en la analoǵıa que teńıa con el MCM en la representación en el espacio de esṕın-sabor, obte-
niendose los coeficientes de amplitud de probabilidad para el UQM el cual consideraba que los
estados intermedios barión-mesón eran creados por el mecanismo del vaćıo 3P0 al romperse la
simetŕıa de sabor. Se estableció por ello un método para obtener estos valores mediante el valor
principal de Cauchy debido a que se encontró la peculiaridad de que en el cálculo particular del
decuplete de bariones, a diferencia del octete, exist́ıan singularidades, en las cuales la densidad
de amplitud de probabilidad diverǵıa en valores espćıficos del momento k0. Esto quedó resuelto
dando aśı los valores numéricos con los que pueden obtenerse las probabilidades de encontrar
a los estados intermedios barión-mesón en las funciones de onda de decuplete de bariones, las
cuales tomaban valores entre cerca de 1

10 y 1
2 , aśı como los valores espećıficos en el cálculo de

los momentos magnéticos.

En cuanto a los valores númericos encontrados para los momentos magnéticos del decuplete
en el UQM se encontró que existe en este modelo una gran contribución de los quarks del mar
en cerca de un 60 % a este valor, de donde la contribución debido al esṕın es la más considerable,
aunque siguen siendo de vital importancia las excitaciones orbitales entre el barión y el mesón
del mar. Se ha observado que los valores obtenidos se acercan bastante a los predichos por el
QM con una diferencia máxima entre ambos modelos de 0.25 µN para el caso de ∆0 y 0.30 µN
para Σ∗+.
Debido a la falta de datos experimentales para los momentos magnéticos del decuplete, excepto
para Ω− no fue posible establecer parámetros en los cuales comparar los resultados, tanto del
QM como del UQM. En el único caso que existe información experimental, Ω−, y el cual es el
único que no contiene la contribución de los piones en los estados intermedios del UQM, se en-
cuentra que la diferencia efectiva entre el momento magnético dado por UQM y el experimental
es de 0.16 µN , mientras que la diferencia del QM con el experimental es de 0.18 µN , pero debido
a la incertidumbre experimental de 0.05 µN no puede decirse nada sobre qué modelo predice
mejor este resultado.
Existen varias propuestas sobre experimentos en los que pueden estudiarse los efectos de los
estados intermedios debido a la creación de pares quark-antiquark, como los propuestos por
Alberg, Falter y Henley [35] usando procesos de Drell-Yan inducidos por hiperones con haces
de Σ+− en protones. La evidencia experimental es de gran importancia para hacer una compa-
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ración cualitativa sobre la eficiencia de los distintos modelos de quarks constituyentes, con el fin
de establecer parámetros que puedan ser un marco de referencia sobre los resultados teóricos.

Por otro lado pudo comprobarse que las simetŕıas existentes entre los estados del UQM
siguen siendo válidas en cuanto al momento magnético, como ejemplo de ello, el momento
magnético de Σ∗0 sigue siendo el promedio de Σ∗+ y Σ∗− que existe en UQM, como también
ocurre en QM. Las relaciones de simetŕıa que existen en los bariones con los operadores dados
en 2.3 pueden ser de gran importancia en el cálculo de observables, tanto en el QM como en sus
extensiones, sin embargo aún queda como un problema abierto establecer una relación comple-
ta entre los bariones del octete y los bariones del decuplete en términos de conmutadores de
operadores de ascenso y descenso.

Finalmente con los valores obtenidos para los momentos magnéticos del decuplete en el
UQM se concluye la gran importancia de los quarks del mar en este valor, pero es vital poder
tener información experimental con mayor presición, por lo que en este momento no puede
decirse nada sobre la confiabilidad de los distintos modelos.



Apéndice A

A.1. Funciones de onda de esṕın-sabor del octete de ba-
riones en el modelo de quarks

∣∣∣∣p,
1

2

〉
=

1

3
√

2
|uud(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑)

+dud(2 ↑↓↑ − ↑↑↓ − ↓↑↑)
+duu(2 ↓↑↑ − ↑↓↑ − ↑↑↓)〉 (A.1)

∣∣∣∣n,
1

2

〉
=
−1

3
√

2
|ddu(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑)

+udu(2 ↑↓↑ − ↑↑↓ − ↓↑↑)
+udd(2 ↓↑↑ − ↑↓↑ − ↑↑↓)〉 (A.2)

∣∣∣∣Σ+,
1

2

〉
=
−1

3
√

2
|uus(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑)

+usu(2 ↑↓↑ − ↑↑↓ − ↓↑↑)
+suu(2 ↓↑↑ − ↑↓↑ − ↑↑↓)〉 (A.3)

∣∣∣∣Σ0,
1

2

〉
=
−1

6
|(dus+ uds)(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑)

+(dsu+ usd)(2 ↑↓↑ − ↑↑↓ − ↓↑↑)
+(sdu+ sud)(2 ↓↑↑ − ↑↓↑ − ↑↑↓)〉 (A.4)

∣∣∣∣Σ−,
1

2

〉
=
−1

3
√

2
|dds(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑)

+dsd(2 ↑↓↑ − ↑↑↓ − ↓↑↑)
+sdd(2 ↓↑↑ − ↑↓↑ − ↑↑↓)〉 (A.5)
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∣∣∣∣Λ0,
1

2

〉
=

1

2
√

3
|(sud− sdu)(↑↑↓ − ↑↓↑)

+(usd− dsu)(↑↑↓ − ↓↑↑)
+(uds− dus)(↑↓↑ − ↓↑↑)〉 (A.6)

∣∣∣∣Ξ0,
1

2

〉
=

1

3
√

2
|ssu(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑)

+sus(2 ↑↓↑ − ↑↑↓ − ↓↑↑)
+uss(2 ↓↑↑ − ↑↓↑ − ↑↑↓)〉 (A.7)

∣∣∣∣Ξ−,
1

2

〉
=

1

3
√

2
|ssd(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑)

+sds(2 ↑↓↑ − ↑↑↓ − ↓↑↑)
+dss(2 ↓↑↑ − ↑↓↑ − ↑↑↓)〉 (A.8)



Apéndice B

En la f́ısica de part́ıculas elementales la teoŕıa de grupos ha resultado ser una herramienta
poderosa y de gran simplicidad para obtener resultados directos haciendo uso únicamente de
las propiedades y de los patrones que poseen estás part́ıculas que pertenecen a cierto grupo de
simetŕıa sin necesidad de hacer un extenso cálculo sobre la dinámica de estas.

B.1. El grupo de simetŕıa SU(2)

Comenzaremos con el grupo de simetŕıa que es utilizado en la descripción de las simetŕıas
en mecánica cuántica como lo son el esṕın o el isoesṕın en el caso de cantidades que puedan
tener dos grados de libertad. Para ello discutiremos la parametrización del grupo SU(2).

Un elemento de SU(2) es una matriz unitaria de 2×2

u =

(
a b
c d

)
(B.1)

donde los elementos a, b, c y d son números complejos, i.e. existen ocho parámetros reales.
Además se cumple la condición

det u = 1. (B.2)

La inversa de B.1 es

u−1 =

(
d −b
−c a

)
(B.3)

Y por la condición de unitariedad u† = u−1 se requiere que d = a∗ y que c = −b∗, entonces
tenemos que u puede expresarse de la forma

u =

(
a b
−b∗ a∗

)
(B.4)

por lo que ahora contiene solamente cuatro parámetros. Si se utiliza además la condición B.2
se tiene la restricción

aa∗ + bb∗ = 1 (B.5)
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lo que sólo nos deja con tres parámetros libres.
Para una transformación infinitesimal es muy útil introducir las siguientes parametrizaciones

a = 1− i
2a11, b = − 1

2b12 − i
2a12 (B.6)

la cual es consistente con det u = 1. Aśı entonces podemos escribir en forma matricial que

u =

(
1 0
0 1

)
− i

2
a11

(
1 0
0 −1

)
− i

2
a12

(
0 1
1 0

)
− b12

2

(
0 1
−1 0

)

= 12 −
i

2
a11σz −

i

2
a12σx −

i

2
b12σy (B.7)

donde 12 es la matriz unitaria de 2×2 y σx, σy y σz son las matrices de Pauli

σx =

(
0 1
1 0

)
; σy =

(
0 −i
i 0

)
; σz =

(
1 0
0 −1

)
(B.8)

Usando el hecho de que este operador podemos expresarlo como un operador infinitesimal
(colocar un pie de página aqúı) podemos entonces identificar los tres generadores de SU(2) con
las tres componentes de esṕın

Ji = Si =
1

2
σi, (i = x, y, z) (B.9)

Aśı también la transformación finita queda como

u = eiω·J (B.10)

desde la cual se puede obtener la ecuación B.7 una vez más tomando a ω = (−a12,−b12,−a11).
Esto tiene la misma forma que el operador de rotación con J = S en lugar de J = L. Nótese
que a partir de las matrices de Pauli puede seguirse el álgebra de SU(2).

B.1.1. Multipletes

Ahora lo que nos interesa es dar una representación para la transformación u que podamos
expresar en términos de una base más conocida como los operadores de escalón. en Por razones
que nos serán convenientes en los siguientes caṕıtulos en la siguiente ecuación de transformación

φ′ = uφ (B.11)

definiremos, s.p.g, a

φ =

(
u
d

)
(B.12)

y respectivamente

φ′ =

(
u′

d′

)
(B.13)
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. En cuanto a la transformación u como en la ecuación B.10 usaremos a ω = θ
2 n̂, aśı entonces

podemos hacer la expansión en Taylor en torno a la transformación unitaria

u = ei
θ
2 n̂·Ĵ = 12 + i

θ

2
n̂ · Ĵ +

1

2!
(i
θ

2
)2(n̂ · Ĵ)2 + . . .

= 12 −
1

2
(
θ

2
)2 + . . .+ in̂ · Ĵ [θ − 1

3!
(
θ

2
)3 + . . .] (B.14)

usando Ĵ2 = 12 y n̂ = (0, 2, 0), s.p.g., entonces

u = 12 cos
θ

2
+ i2J2 sin

θ

2

= 12 cos
θ

2
+ iσ2 sin

θ

2

=

(
cos θ2 sin θ

2

− sin θ
2 cos θ2

)
(B.15)

lo cuál nos da un caso general en como se transforman los vectores φ. A partir de aqúı podemos
definir las transformaciones triviales llamadas operadores de escalón, sobre las cuales se basa la
idea de los multipletes de escalón como

I+ = Jx + iJy I+ = Jx − iJy (B.16)

de donde
I+d = u I−u = d
I+u = 0 I−d = 0

(B.17)

o bien

I+

(
u
d

)
=

(
0 0
1 0

)(
u
d

)
I+

(
u
d

)
=

(
0 1
0 0

)(
u
d

)
(B.18)

Esta es la forma en que se transforma la representación en φ como la definimos arriba, sin
embargo hay otra representación la cuál es la conjugada y será útil en la representación de la
transformación de SU(2) para antipart́ıculas en los caṕıtulos siguientes.

Representación conjugada

En la representación conjugada utilizaremos el operador de conjugación de carga, C, el cuál
actúa en el doblete que representamos arriba como

C

(
u
d

)
=

(
ū
d̄

)
(B.19)

cambiando los valores de proyección J3 para u y d como

ū→ J3 = − 1
2 d̄→ J3 = 1

2 (B.20)
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lo cual al momento de obtener una transformación de u∗ correspondiente, como se hizo arriba,
tenemos que

(
ū′

d̄′

)
=

(
cos θ2 − sin θ

2

sin θ
2 cos θ2

)(
ū
d̄

)
(B.21)

cuya matriz de transformación corresponde a la conjugación compleja de B.15. Pero si lo que
queremos es que exista una sóla transformación, u, para la representación del doblete de SU(2)
y su conjugada, debemos entonces redefinir un doblete en la representación conjugada, aśı

φ∗ =

(
d̄
−ū

)
(B.22)

por lo que la transformación para este doblete queda exactamente igual, i.e.

(
d̄′

−ū′
)

=

(
cos θ2 sin θ

2

− sin θ
2 cos θ2

)(
d̄
−ū

)
(B.23)

Y debido a que φ y φ∗ son dobletes que se transforman de la misma manera, los operadores de
escalón se mantienen de igual forma para ambos casos

I+

(
d̄
−ū

)
=

(
0 0
1 0

)(
d̄
−ū

)
=

(
−ū
0

)
I+

(
d̄
−ū

)
=

(
0 1
0 0

)(
d̄
−ū

)
=

(
0
d̄

)
(B.24)

. Por lo que en este punto tenemos ya una descripción para los operadores de escalón para
ambos dobletes de SU(2).

B.2. El grupo de simetŕıa SU(3)

Comenzaremos con la representación fundamental del grupo SU(3) la cuál es una matriz
unitaria de 3×3. En la vecindad de la unidad, la transformación se puede escribir como

u = 13 + iρ (B.25)

donde 13 es la matriz unitaria de 3×3 y ρ es una matriz de 3×3 con entradas complejas que
satisface la propiedad

ρ = ρ† (B.26)

que es requerida por la condición de unitariedad. Entonces, si ρij = aij + ibij , debemos tener

aij = aji, bij = −bji (B.27)

lo cual significa que bii = 0. En este caso es muy conveniente trabajar con una base esférica
donde las coordenadas de un punto se definen como x1, x0 y x−1 cuya regla de transformación
es

x1 = − 1√
2

(x+ iy) = r

(
4π

3

)1/2

Y11 (B.28)
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x0 = z = r

(
4π

3

)1/2

Y10 (B.29)

1√
2

(x− iy) = r

(
4π

3

)1/2

Y1−1 (B.30)

que son mostradas en terminos de los armónicos esféricos1, Ylm. Entonces la tranformación
unitaria introducida arriba cambia xi en x′i como



x′1
x′0
x′−1


 =




1 + ia11 ia10 − b10 ia1−1 − b1−1

ia10 + b10 1 + ia00 ia0−1 − b0−1

ia1−1 + b1−1 ia0−1 + b0−1 1 + ia−1−1





x1

x0

x−1


 (B.31)

Aqúı, tratamos con la transformación especial, i.e. detu = 1. Los parámetros de una transfor-
mación especial infinitesimal entonces tiene que cumplir con la restricción (terminos de segundo
orden en ρij son anulados)

a11 + a10 + a−1−1 = 0 (B.32)

Aśı, eliminando a−1−1, la matriz de transformación en B.31 depende de ocho parámetros in-
dependientes a11, a00, a10, b10, a1−1, b1−1, a0−1 y b0−1 y el orden de SU(3) es ocho. Bajo una
transformación infinitesimal, una función escalar F cambia a

F (x′1, x
′
0, x
′
1) = SF (x1, x0, x1) = F (x1, x0, x1) +

∑

i

(x′i − xi)
∂F

∂xi

= [1 + ia11

(
x1

∂

∂x1
− x−1

∂

∂x−1

)
+ ia00

(
x0

∂

∂x0
− x−1

∂

∂x−1

)

+ ia10

(
x1

∂

∂x0
+ x0

∂

∂x1

)
+ ia1−1

(
x1

∂

∂x−1
+ x−1

∂

∂x1

)
+ ia0−1

(
x0

∂

∂x−1
+ x−1

∂

∂x0

)

+ b10

(
x1

∂

∂x0
− x0

∂

∂x1

)
+ b1−1

(
x1

∂

∂x−1
− x−1

∂

∂x1

)

+ b0−1

(
x0

∂

∂x−1
− x−1

∂

∂x0

)
F]. (B.33)

1Las funciones Ylm están definidas por

Ylm(θ, ϕ) =

[
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!

]1/2
Pm
l (cosθ)eimϕ

donde Pm
l son los polinomios asociados de Legendre.
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Hecho esto,vamos a identificar los siguientes operadores con el fin de simplificar el álgebra como

X̂11 =
(
x1

∂
∂x1
− x−1

∂
∂x−1

)
, X̂00 =

(
x0

∂
∂x0
− x−1

∂
∂x−1

)

X̂10 =
(
x1

∂
∂x0

+ x0
∂
∂x1

)
, Ŷ10 = −i

(
x1

∂
∂x0
− x0

∂
∂x1

)

X̂1−1 =
(
x1

∂
∂x−1

+ x−1
∂
∂x1

)
, Ŷ1−1 = −i

(
x1

∂
∂x−1

− x−1
∂
∂x1

)

X̂0−1 =
(
x0

∂
∂x−1

+ x−1
∂
∂x0

)
Ŷ0−1 = −i

(
x0

∂
∂x−1

− x−1
∂
∂x0

)
.

(B.34)

Para cada una de esos operadores podemos asociar una matriz. Por ejemplo,

X̂11



x1

x0

x−1


 =




1 0 0
0 0 0
0 0 −1





x1

x0

x−1


 , etc. (B.35)

Las matrices resultantes están relacionadas con las ocho matrices de Gell-Mann λi(i = 1, ..., 8)
como siguen

X11 +X00 =




1 0 0
0 1 0
0 0 −2


 =

√
3λ8 X11 −X00 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0


 = λ3

X10 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 = λ1 Y10 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 = λ2

X1−1 =




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 = λ4 Y1−1 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0


 = λ5

X0−1 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0


 = λ6 Y0−1 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0


 = λ7

(B.36)

Debemos notar que las matrices de Gell-Mann tienen traza nula y cumplen la condición de
normalización B.37

tr(λiλj) = 2δij (B.37)

Por cálculo directo, podemos encontrar que el álgebra de Lie de su(3) es

[λk, λl] = 2ifklmλm (B.38)
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donde los fklm son antisimétricos bajo el intercambio de cualesquiera dos ı́ndices. Los únicos
diferentes de cero son las permutaciones de

f123 = 1, f147 = f165 = f246 = f257 = f345 = f376 =
1

2

f458 = f678 =

√
3

2
.

(B.39)

Similarmente a SU(2), pueden introducirse los generadores del álgebra como

F̂i =
1

2
λi (B.40)

que cumplen con la siguiente ley de conmutación como consecuencia de la ecuación B.38

[F̂k, F̂l] = ifklmF̂m (B.41)

la cuál representa otra forma del álgebra de Lie su(3)
Hecho esto, se pueden usar los operadores F̂i para reescribir las transformación definida en

la ecuación B.33 la cual queda como

S = 1 + iδθiF̂i (B.42)

y la forma finita, la cuál corresponde al ĺımite en que δθi −→ 0, es

S = eiθiF̂i (B.43)

la cual es unitaria debido a que θi son reales y F̂i son hermitianos.
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Apéndice C

C.1. Coeficientes de Clebsch-Gordan

Tal como se utilzan los coeficientes de Clebsch-Gordan para obtener los coeficientes de
acoplamiento en el espcio de sabor y de esṕın entre dos hadrones en el caṕıtulo 3, se hace una
breve descripción para obtener sus valores.
Los coeficientes de Clebsch-Gordan pertenecen a los coeficientes asociados a la expansión en
una base de momentos angulares parciales en la que están definidos los estados correspondientes
en una combinación lineal como sigue

|(j1, j2), JM〉 =

j1∑

m1=−j1

j2∑

m2=−j2
|j1m1〉|j2m2〉〈j1m1j2m2|JM〉 (C.1)

con M = m1+m2 y donde 〉〈j1m1j2m2|JM〉 son los coeficientes de Clebsch-Gordan y funcionan
en ambos sentidos de la ecuación.
La expresión expĺıcita para calcularlos está dada por

〈j1m1j2m2|jm〉 = δm,m1+m2

√
(2j + 1)!(j + j1 − j2)!(j − j1 + j2)!(j1 + j2 − j)!

(j1 + j2 + j + 1)!
×

√
(j +m)!(j −m)!(j1 −m1)!(j1 +m1)!(j2 −m2)!(j2 +m2)!×

∑
k

(−1)k

k!(j1+j2−j−k)!(j1−m1−k)!(j2+m2−k)!(j−j2+m1+k)!(j−j1−m2+k)!

(C.2)
En la siguiente figura se muestran los valores expĺıcitos para estos valores para los distintos
valores de momento angular parcial, j1, j2 y total, J .
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32. Clebsch-Gordan coefficients 183

32. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,

AND d FUNCTIONS

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for −8/15 read −
√

8/15.

Y 0
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√
3

4π
cos θ

Y 1
1 = −

√
3

8π
sin θ eiφ

Y 0
2 =

√
5
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(3

2
cos2 θ − 1

2

)

Y 1
2 = −

√
15

8π
sin θ cos θ eiφ

Y 2
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1

4

√
15

2π
sin2 θ e2iφ
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√
4π

2`+ 1
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d
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Figure 32.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.

Coeficientes

Notación

Figura C.1: Coeficientes de Clebsch-Gordan donde se usa la convención de suma de Wig-
ner(Group Theory, Academic Press, New York, 1959).El signo para la ráız cuadrada se so-
breentiende, por ejemplo, para -8/15 el coeficiente es −

√
8/15.
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Apéndice D

D.1. El valor principal de Cauchy

Como se vió en 4.2 el cálculo de los coeficientes involucraba el cálculo de la integral de la
forma

∫ ∞

0

dk
k4e−Ck

2

[mA −
√
m2
B − k2 −

√
m2
C − k2]2

(D.1)

y que pod́ıa ser tratada de acuerdo al cambio de variablek → EBC =
√
m2
B − k2 +

√
m2
C − k2

y EA = mA quedando en forma general como

f ′(EA)

∫ ∞

MB+MC

1

EBC − EA
dEBC (D.2)

La cuál es una integral impropia que puede resolverse mediante el valor principal Cauchy,
el cual es un método que permite asignar valores finitos a ciertas integrales impropias que en
otro caso resultaŕıan indefinidas, haciendo la siguiente aproximación

∫ ∞

MB+MC

1

EBC − EA
dEBC = ĺım

ε→0

(∫ EA−ε

MB+MC

dEBC
EBC − EA

+

∫ D

EA−ε

dEBC
EBC − EA

)

+

∫ ∞

D

dEBC
EBC − EA

, (D.3)

donde D toma valores muy grandes, por lo que el último término puede descartarse. Entonces

∫ ∞

MB+MC

1

EBC − EA
dEBC = ln(EBC − EA)|EA−ε

MB+MC

+ ln(EBC − EA)|D
EA+ε

= ln(−ε)− ln(MB +MC − EA) + ln(D − EA)− ln(ε)

ln
−ε

MB +MC −MA
+ ln

D − EA
ε

= ln
EA −D

MB +MC − Ea
. (D.4)

Esta última expresión puede resolverse fácilmente con métodos numéricos, cuyos programas
eligen un valor adecuado para D y usan este caso para la resolución de esta integral.
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D.2. Valores de las masas de hadrones en la simetŕıa de
isoesṕın

En el cálculo de los coeficientes de amplitud de probabilidad en 3.2 aśı como en el cálculo
de los momentos magnéticos debido al momento angular en 4.2.2 se utilizan valores para las
masas de los bariones y mesones en la simetŕıa de isoesṕın, las cuales, como se ha mencionado,
corresponden al promedio de las masas de los multipletes de isoesṕın últimamente publicadas
[32]. Los valores se muestran en la tabla D.1.

Hadrón m (GeV)

∆ 1.232

Σ∗ 1.384

Ξ∗ 1.533

Ω 1.672

N 0.939

Σ 1.193

Ξ -1.318

Λ 1.116

π 0.138

K 0.495

Tabla D.1: Valores para las masas, m, de los bariones y mesones en la simetŕıa de isoesṕın
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’

PraszaÅ
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