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Abstract

En esta tesis se busca relacionar el computo distribuido, en particular al-
goritmos recursivos, con herramientas como la topologia combinatoria. Tra-
tar de dar un enfoque topoldgico a estos algoritmos es de gran utilidad, nos
ayuda a analizarlos de una manera combinatoria y si los procesos que parti-
cipan en los algoritmos son pocos, los podemos representar de manera grafica
facilmente.

Primero veremos algunos conceptos basicos de computo distribuido asi co-
mo de topologia. Es de gran importancia debido a que utilizaremos palabras
como tareas (tasks), entradas, identificadores, vistas (view), mapeo simpli-
cial, recursién lineal, recursion ramificada. En la parte de topologia utilizare-
mos palabras como espacio topolédgico, simplejo, complejo simplicial, vértices,
etiquetas crométicas, subdivisiones, unién (join) entre simplejos y elimina-
cion de simplejos.

Después estudiaremos algoritmos distribuidos recursivos para resolver
tareas como: foto inmediata (immediate snapshot), renombramiento (rena-
ming) e intercambio (swap). Asi mismo veremos si el arbol de recursién que
se genera es simplemente una trayectoria o un arbol general. Ademas veremos
las ventajas que tienen éstos algoritmos para demostrar correctez.

Daremos un algoritmo secuencial para construir de manera recursiva sub-
divisiones cromaticas de complejos simpliciales, en adelante referiremos tini-
camente como complejos.

En la parte de algoritmos distribuidos recursivos se observara que resolver
el problema del immediate snapshot es practicamente una implementacién
distribuida del algoritmo secuencial que construye subdivisiones cromaticas.

Finalmente mostraremos la utilidad de utilizar un enfoque topolégico para
describir un modelo y ver por qué ciertas tareas no se pueden resolver con
determinado modelo.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se estudian algoritmos recursivos, sus caracteristicas en un
ambiente distribuido y se les da un enfoque topoldgico para poder estudiarlos
de manera sencilla. En este capitulo se muestra el interés por realizar dicha
investigacion y las bases necesarias para poder cumplir con el objetivo.

1.1. Motivacion

En esta tesis se estudian las caracteristicas de los algoritmos distribuidos
recursivos, principalmente se abordan temas de recursion y se les da un enfo-
que topologico. Es interesante la representacion topoldgica de los algoritmos
distribuidos, porque ayuda a visualizar los diferentes escenarios que pueden
darse durante la ejecucion de un algoritmo distribuido.

Por otra parte el observar cémo es que los algoritmos recursivos distri-
buidos y la topologia tienen una relacion natural, es de gran interés. Por un
lado podemos estudiar topologia y dar algoritmos para construir complejos
simpliciales, y por otro podemos ver cémo esas construcciones pueden derivar
en algoritmos especializados en resolver una tarea en particular, como en el
caso de la subdivision cromatica de un complejo simplicial y su mapeo de
una manera transparente a un algoritmo que resuelve el immediate snapshot.

También la motivacion de realizar este trabajo se debe, a que los algorit-
mos recursivos distribuidos han sido poco estudiados, existen articulos como
[9] que mencionan las propiedades recursivas de los complejos simpliciales
pero no profundizan mucho al respecto, por lo cual se cree que es importante
aventurarse y ver las ventajas y desventajas de la recursividad en los algorit-
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mos distribuidos, asi como investigar las herramientas que puedan surgir de
su estudio.

Este trabajo parte de un articulo publicado por Gafni y Rajsbaum quienes
en [12], muestran las ventajas de plantear soluciones recursivas a diferentes
tareas del cémputo distribuido y dan algunas definiciones sobre conceptos
que surgen en los algoritmos distribuidos recursivos.

1.2. Objetivos

= Estudiar las propiedades recursivas de los complejos simpliciales.
» Estudiar tareas que podemos definir como cromaticas.

= Mostrar la relacién entre los algoritmos que resuelven una tarea y los
algoritmos que construyen complejos simpliciales.

= Dar herramientas para el estudio de las relaciones encontradas entre la
topologia y los algoritmos distribuidos recursivos.

1.3. Trabajos Relacionados

El area de los algoritmos distribuidos recursivos ha sido poco explora-
da, en particular la recursividad es poco estudiada, siendo que hay quie-
nes como Stojmenovic I. en [28], recomiendan que deberia formar parte de
los conocimientos que se adquieren durante los primeros anos de estudio
en computacién. En [28] se muestran las ventajas y desventajas de la re-
cursividad secuencial, asi como lo ineficiente que puede ser la recursividad
secuencial cuando se ramifica (como al calcular los nimeros de Fibonacci o
los coeficientes binomiales). Cuando el drbol de recursién es lineal, s6lo una
trayectoria, posiblemente usar recursion resulte tan eficiente como hacerlo de
manera iterativa (como en el calculo del factorial).

En [12] se exploran algunos algoritmos, como el immediate snapshot, el
renaming y finalmente el swap, todos éstos distribuidos y recursivos, y las
ventajas que tienen en cuanto a complejidad en tiempo. En ese articulo se
demuestra que resolver cada uno de dichos problemas de manera recursiva
toma un tiempo de O(n?), incluso cuando la recursién es ramificada se logran
buenos resultados, como lo veremos en el caso de la tarea de renombramiento
(renaming).
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En [7] se plantea un algoritmo recursivo sincrono, que resuelve la tarea
del acuerdo enrejado (lattice agreement), para posteriormente dar un algo-
ritmo asincrono que resuelve la tarea. También los autores muestran que un
algoritmo que resuelve la tarea del acuerdo enrejado puede ser transformado
en una implementacién para resolver la tarea snapshot. La tarea de lattice
agreement consiste en que cada proceso inicia con un valor de entrada y
durante la ejecucion debe ir aprendiendo valores tal que el valor de salida
pertenezca a la lattice. La meta es lograr que cada valor aprendido por el
proceso sea mayor o igual que su valor de entrada, cada valor aprendido es
la unién de un conjunto de valores de entrada.

Por otra parte, existen trabajos que muestran una manera de manipular
los complejos simpliciales, asi como las subdivisiones que de éstos podemos
obtener, por ejemplo en [21] Kozlov muestra una forma de etiquetar todos los
k-simplejos de un complejo simplicial cromatico A", con 0 < k < n, donde
n es la dimensién de A. Etiquetar los simplejos y en particular los vértices,
es fundamental pues ayuda a apegarse a una notacion establecida. También,
Kozlov hace una interpretacion de estas etiquetas en cémputo distribuido,
considerando que cada vértice es un proceso y que las etiquetas son de la
forma (n,V},), donde n representa el identificador del proceso y V,, representa
la vista de un proceso en alguna ejecucion.

Sobre el planteamiento de las tareas, existen articulos donde se definen
formalmente, asi como los algoritmos iterativos para resolverlas, como es
el caso para: snapshots [1], immediate snapshots [8, 20], renaming [0], y
swap [3,29]. Estas tareas son importantes ya que se estudiaran en esta tesis,
mostrando el andlisis para resolverlas de manera recursiva y buscando su
relacién con la topologia, por otro lado se vera que tomando la tarea del
immediate snapshot y considerandola como parte de un modelo, se pueden
resolver otras tareas.

En [I4] se muestra un algoritmo recursivo para resolver el acuerdo apro-
ximado (approzimate agreement). Primero plantean un modelo iterado de
escritura y foto instantanea (iterated write-snapshot), donde los procesos se
comunican por rondas a través de una memoria compartida. En particular la
memoria utilizada es un arreglo, dicho arreglo provee la operacion snapshot,
tal que regresa el valor actual del arreglo completo. Un objeto snapshot es
linearizable [19], es decir cada operacién de escritura y snapshot parece rea-
lizarse de manera instantanea desde que se invoca hasta que regresa. Desde
el planteamiento del modelo, se utiliza un algoritmo por rondas y en cada
ronda se utiliza un nuevo arreglo compartido a partir del cual se obtienen
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los snapshot, debido a que cada ronda utiliza un nuevo arreglo de memoria
compartida y la utiliza como entrada para la siguiente ronda. Los autores lle-
van a un razonamiento recursivo del modelo IWS, iterated write-snapshot, y
finalmente al planteamiento de un algoritmo recursivo para el acuerdo apro-
ximado. También se dan definiciones sobre las tareas no cromaéticas (colorless
tasks), donde no interesa que proceso escribié que valor, sélo nos interesan
los valores de entrada escritos en la memoria para poder tomar decisiones.
En [15] se da la descripcién del modelo iterativo y del modelo recursivo del
snapshot ademas, se estudia una técnica para la deteccion de fallas en estos
modelos. Hay articulos como [I1] que muestran la equivalencia entre modelos
de computo, como lo son el modelo snapshots y el modelo iterated snapshots.

En [25] se describen de manera diddctica y con mayor profundidad las
caracteristicas del snapshot, immediate snapshot, renaming y swap, ademas
se retoman y explican de manera alternativa los algoritmos presentados por
Gafni y Rajsbaum en [12].

En [13] se estudia una amplia gama de algoritmos distribuidos, asi como
temas de imposibilidad, por ejemplo se explica detalladamente por qué el pro-
blema de los generales bizantinos es imposible resolverlo cuando se presenta
una falla, la explicacion se plantea a través de complejos simpliciales, como
lo que se estudiard en esta tesis. También aborda temas como los mapeos
simpliciales, para poder ver si una tarea se puede resolver con un modelo
que genere un determinado protocolo, y si este protocolo respeta la especifi-
cacion de la tarea y cubre la representacion de ésta en el complejo de salida
por medio de un mapeo simplicial, que en particular se llama mapeo de deci-
sidn, esto es interesante puesto que este tipo de mapeos los utilizaremos para
lograr uno de nuestros resultados.

1.4. Resultados

Se ha encontrado en el estudio por separado de complejos simpliciales y
algoritmos distribuidos recursivos, que tienen entre ellos una relacion muy
natural, un ejemplo claro es el algoritmo recursivo para el immediate snaps-
hot, ya que a partir de él, se puede subdividir de manera cromatica cualquier
complejo A", y si se compara con un algoritmo secuencial especializado en
construir la subdivisién cromatica de A", se observa que basicamente es el
mismo algoritmo. Ademés se da una definiciéon de una funcién que dados dos
complejos, tal que sus vértices estédn etiquetados de la forma (n,V},), realiza
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la unién cromatica de éstos, permitiendo seguir la secuencia en la que los
procesos se ejecutaron de acuerdo al algoritmo, es decir, se puede considerar
el nuevo complejo como una representacion de todos los posibles mundos que
pueden surgir al ejecutar el algoritmo.

Por otra parte, considerando la subdivisiéon cromatica inducida por el im-
mediate snapshot, se puede analizar la forma de resolver otras tareas a partir
de dicha subdivisién, con lo cual, se obtienen nuevas subdivisiones cromati-
cas, como la subdivisién inducida por el algoritmo que resuelve el problema
del renombramiento. Lo interesante de este resultado es que a pesar de que
el algoritmo del renombramiento utiliza llamadas recursivas etiquetadas, el
analisis en la parte topoldgica suele ser sencillo y practicamente el mismo que
para algoritmos que no usan llamadas recursivas etiquetadas.

Finalmente se muestra el complejo del problema del intercambio, que se
puede obtener a través de un razonamiento recursivo, en el cual ésta enfo-
cando el trabajo. El resultado nos ayuda a mostrar que este problema no
se puede resolver tinicamente con registros de lectura y escritura, sino que
requiere registros mas poderosos para resolverlo. Ademds se observa como
los registros 2-consenso rompen la simetria entre ejecuciones, y en particular
para ejecuciones en donde participan dos procesos se forma un complejo con
dos componentes que no estan conectadas por trayectoria.

1.5. Organizacién del trabajo

En el capitulo 2 se tratan temas bésicos sobre computo distribuido y topo-
logia combinatoria, estos sirven para familiarizarnos con algunos conceptos
como: recursion, recursion lineal, recursion ramificada, unién de simplejos,
eliminacién de simplejos, simplejos y complejos simpliciales.

En el capitulo 3 se describen algunos algoritmos recursivos, basicamente
tomados de [12], immediate snapshot, renaming y swap, para posteriormente
en el capitulo 4 estudiar su relacion con los complejos simpliciales, mediante
la construccién de los complejos, sus estructuras y la forma en que nos pueden
ayudar para estudiar la correctez y la complejidad de los algoritmos recursivos
distribuidos.

Finalmente en el capitulo 5 se dan las conclusiones obtenidas de esta tesis,
asi como el trabajo a futuro que se puede realizar, considerando algunos de
los resultados obtenidos.
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Capitulo 2

Preliminares

En esta seccion se hablara sobre conceptos béasicos del cémputo distribui-
do y de topologia combinatoria, principalmente los utilizados en el presente
trabajo para cumplir con los objetivos. En la parte de computo distribui-
do se puede profundizar en los conceptos consultando los libros [16], 25] y los
conceptos de topologia matematica se pueden profundizar en [20] 24]. Se des-
criben conceptos basicos como tareas (tasks), entradas y salidas distribuidas,
identificadores, modelo libre de espera (wait-free), recursividad secuencial,
recursividad distribuida.

En la parte de topologia, se tiene definicién de simplejo, complejo simpli-
cial, unién entre simplejos, eliminacion de simplejos, complejos cromaticos y
definicién de subdivisiones.

2.1. Coémputo distribuido

En cémputo secuencial se tiene la nocién de funcién computable. Una
funciéon f es computable si existe una maquina de Turing tal que dada =z
como entrada, produzca una salida f(z).

En cémputo distribuido la nocién de computabilidad tiene que ver con
las tareas que se pueden resolver. Estamos interesados en hacer el computo
de tareas. Una tarea la se define como una tripleta (Z, O, A), donde Z define
las posibles entradas de la tarea, O define las posibles salidas de la tarea y
A define una relacién entre Z y O. Nos interesan las tareas donde la entrada
I € 7 y la salida O € O son distribuidas, es decir, cada proceso que participa
en la solucién de la tarea obtiene parte de la entrada I, hace el cémputo

7
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requerido y da una parte de la salida O. La entrada [ esta compuesta por
pares (p,v), esto significa que la entrada del proceso p es v. Cuando p conoce
parte de la entrada, v, no conoce la entrada de los otros procesos y esto
se debe a que la entrada (p,v) puede ocurrir en otra entrada global 1. Si
los procesos inician con entrada [ y se comunican, entonces cada proceso
produce la salida v,, tal que el conjunto de pares (p, v,) forma una salida O,
tal que O € A(I).

Las tareas que son consideradas mds importantes son el consenso [10],
donde cada proceso propone un valor de un conjunto dado, y deben de acor-
dar todos un sélo valor de los propuestos, una tarea mas general es el k-set
agreement, donde pueden decidir a lo mas k diferentes valores, en este mismo
articulo [10] se demostré que es imposible resolver este problema en presencia
de fallas.

Un problema fundamental en el cémputo distribuido es la caracterizacién
de las tareas computables, lo cual es muy complejo debido a que una tarea
puede ser computable en un modelo pero no en otro. Un modelo en cémputo
distribuido esta definido por el nimero de procesos que puede fallar, como
ellos pueden fallar, si la velocidad de los procesos es homogénea o no, los
retrasos que pueden haber en la comunicacién y como es que se comunican.
Esto resulta en estudiar las tareas que se quiere saber si son computables en
un modelo basico y deducir los resultados en otro modelo por simulaciones o
reducciones.

Los algoritmos que se tratardan en esta tesis, seran sobre un modelo de
computo distribuido de memoria compartida con procesos tomados de un
conjunto I = {pg, p1,...,pn}, en una configuracién libre de espera (wait-
free) donde cualquier nimero de procesos puede fallar.

También se considerard que los procesos se comunican por medio de obje-
tos compartidos que pueden ser invocados a lo més una vez por cada proceso.
La especificacién de la relacién entrada/salida de un objeto estd en términos
de una tarea (task), definida por un conjunto de vectores de posibles entradas
y un conjunto de posibles vectores de salida relacionados por medio de A, es

decir, A(I) € O.

2.1.1. Recursividad Secuencial

La recursividad se puede definir como la capacidad que una maquina de
Turing 7' tiene para obtener una descripcion de ella misma < T' > y realizar
el computo de ésta con entrada < w >. Con esta misma idea, los algoritmos
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recursivos aprovechan su propia definicién para realizar el cémputo de una
funcion. En céomputo secuencial, las caracteristicas de la recursividad son
bien conocidas, asi como su implementacion.

En algunas técnicas para el diseno de algoritmos, como lo es la de progra-
macién dindamica, es muy recurrente utilizar recursividad, pues esta técnica
trata de resolver un problema a partir de subproblemas del mismo mas sen-
cillos. Es decir, si resolvemos primero un subproblema, podemos utilizar el
resultado para resolver el problema més grande.

Por otra parte en computo secuencial se puede tener una recursividad
que se desenvuelva de manera lineal, la podriamos representar mediante una
trayectoria, por ejemplo, encontrar el factorial de un nimero. También se
puede tener una recursividad ramificada, como lo es la construccién de la
serie de Fibonacci.

Como se menciona en 28], a pesar de que las caracteristicas y las técnicas
recursivas secuenciales son conocidas y utilizadas, no siempre se profundiza
en lo ineficiente que puede llegar a ser, por ejemplo: en el calculo de la serie de
Fibonacci, siempre se hacen calculos repetidos y ésto es mas costoso cuando
calculamos nimeros muy grandes de la serie, a diferencia de resolverlo con
un algoritmo iterativo, utilizando una matriz, que con sélo calcular una vez
el n-ésimo término, cuando sea requerido, sélo se direcciona en la memoria y
se obtiene el valor, sin necesidad de volverlo a calcular.

También en cémputo secuencial se sabe que cualquier algoritmo recursivo
puede ser transformado a un algoritmo iterativo y viceversa utilizando algu-
nas estructuras de datos como lo son las pilas, esto no se sabe en computo
distribuido, y es una de las preguntas abiertas en el drea.

2.1.2. Recursividad Distribuida

En [12] se discuten diferentes algoritmos recursivos para resolver tareas
importantes como: snapshots [1], immediate snapshots [8, 26], renaming [6],
y swap [3, 29]. Cuando se habla de recursividad en cémputo distribuido,
surgen algunos temas interesantes que originalmente no se encuentran en la
recursividad secuencial, descritos en [12], como son:

a) Nombrado de llamadas recursivas: Las llamadas recursivas deben nom-
brarse para que los procesos identifiquen la llamada que estan ejecutando,
por ejemplo, en una busqueda binaria secuencial, la llamada que se rea-
liza es la misma ya sea con la parte izquierda o con la parte derecha del
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arreglo, siendo ejecutada una sola, no ambas; por otra parte en compu-
to distribuido se tienen ejecuciones concurrentes, por lo cual se pueden
ejecutar ambas llamadas.

Ramificacion concurrente: En computo secuencial, las funciones recursivas
pueden dividirse en lineales, es decir, que desarrollan una sola rama la cual
es una trayectoria, por ejemplo al calcular el factorial de un nimero, o
pueden ramificarse, por ejemplo calcular el n-ésimo término de la serie de
Fibonacci. En cémputo distribuido pueden presentarse de la misma forma
ambos tipos de ramificaciones, ya que como se menciond anteriormente,
es posible ejecutar llamadas recursivas de manera concurrente.

Memoria iterada: En las llamadas recursivas secuenciales, cada llamada
tiene su propio espacio de memoria. En algoritmos distribuidos, cada pro-
ceso tiene memoria local y puede tener acceso a memoria compartida,
ambos tipos de memoria deben ser locales a la llamada recursiva, por lo
que cada llamada recursiva tiene su propio espacio de memoria comparti-
da. No hay efectos laterales en el sentido de que una invocacién no puede
tener acceso a la memoria compartida de otra invocaciéon. Es por esta
razén que los algoritmos distribuidos recursivos, corren sobre un modelo
de computo iterado, donde la memoria iterada esta dividida en secciones.

Objetos compartidos: El caso més simple de memoria compartida que es
accedida en cada iteracién es un arreglo compartido Un-Escritor/Multiples-
Lectores (Single- Writer/Multi-Reader). Es decir, el algoritmo distribuido
recursivo escribe en un sélo lugar del arreglo, lee cada seccion del arreglo
y después realiza algiin computo local para producir una salida o volver
a invocar recursivamente el algoritmo. En general los procesos se comu-
nican por medio de un objeto compartido, mas poderoso que un arreglo
compartido SW/MR. Cada objeto es invocado a lo mas una vez por cada
proceso. El comportamiento de cada objeto lo especificamos como una
tarea (task), esencialmente su relacién de entrada y salida.

Razonamiento inductivo: Como no hay efectos laterales entre llamadas
recursivas, nosotros podemos imaginar que los procesos van al mismo
paso de un objeto compartido al siguiente, sélo variando el orden en el
que los procesos invocan a los objetos. Este orden induce un conjunto
estructurado de ejecuciones que facilitan un razonamiento inductivo y
simplifica el entendimiento de algoritmos distribuidos.
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Cada uno de estos pequenos detalles se observara en el andlisis de los algo-
ritmos que se aborden en esta tesis.

Tratar de dar un enfoque topoldgico a estos algoritmos recursivos, creemos
que puede llevar a saber si cualquier algoritmo distribuido recursivo puede
transformarse en un algoritmo distribuido iterativo, debido a que ambos tipos
de algoritmos inducen complejos simpliciales.

2.1.3. Propiedades de exactitud y progreso

En [I8] se puede encontrar un tema sobre las propiedades de exactitud y
progreso en un sistema distribuido.

Para las propiedades de exactitud, se referira a p; — p; como p; precede a
pj, para poder establecer un orden de alguna ejecucién. En los diagramas las
llamadas a métodos sobre la misma linea representan que fueron ejecutadas
por un mismo proceso.

Por el lado de las propiedades de exactitud tenemos la propiedad de Con-
sistencia de quietud (Quiescent consitency), introducida en [5] y detallada
en [27]. Esta propiedad la definen dos principios.

Principio 1 (Principio 3.3.1 de [18]) Las llamadas a métodos deben pa-
recer que ocurren una a la vez en un orden secuencial.

Principio 2 (Principio 3.3.2 de [18]) Las llamadas a métodos separadas
por un periodo de quietud deben parecer que toman efecto en su orden de
tiempo real.

Por ejemplo en la Figura[2.1] se muestra un objeto que representa una co-
la. El periodo de quietud se representa por la linea vertical. Es decir, del lado
izquierdo de la linea vertical se tiene q.enq(x) y q.enq(y) estas llamadas son
concurrentes por lo que es vélido el orden g.eng(x) — q.enq(y) 6 q.enq(y) —
g.eng(x). De lado derecho de la linea también existen dos posibles ordena-
mientos en el que q.deq(x) — q.deq(y) 6 q.deq(y) — q.deq(x). Por el orden
de tiempo real sabemos que no es posible que ¢.deq(y) — g.eng(x), y un
posible orden respetando la definicién de la cola es: g.eng(z) — g.enq(y) —
q.deq(x) — q.deq(y).

La siguiente propiedad se conoce como consistencia secuencial (se-
quential consistency) introducida en [22]. Esta propiedad ayuda a verificar
la correcta ejecucién de un algoritmo distribuido, por lo que se basa en el
siguiente principio:
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g.enq(x) q.deq(y)

Figura 2.1: Se muestra como después de un periodo de quietud se pueden
tener dos posibles ordenamientos en las llamadas, ¢g.enq(x) — g.eng(y) —
q.deq(x) — q.deq(y) 6 q.enq(y) — q.enq(z) — q.deq(y) — q.enq(zx), por lo
que el objeto ¢ cumple con la propiedad de quietud.

g.enq(x) g.deq(y)

Figura 2.2: En esta ejecucion aparentemente se viola la especificacion de un
objeto FIFO, pero la realidad es que se puede reordenar la llamada ¢.eng(y)
para que se cumpla con la especificacion, ya que ésta es ejecutada por un hilo
diferente por lo que no se afecta el orden de programa.

Principio 3 (Principio 3.4.1 de [18]) Las llamadas a métodos deben pa-
recer que toman efecto en orden de programa.

El orden en el cual un tnico proceso realiza las llamadas a métodos se
le llama orden de programa. Entonces para que un algoritmo sea consistente
secuencialmente, las llamadas a métodos realizadas por cada proceso deben
parecer que toman efecto respetando el orden de programa. Existe un or-
den de programa por cada proceso. Por ejemplo, la Figura muestra una
ejecucion de un objeto FIFO, el cual es consistente secuencialmente.

Para la siguiente propiedad de exactitud daremos la definicién de una
llamada a un método tomada de [I8].

Definicién 1 Una llamada a un método en una historia H es un par de even-
tos que consisten en una invocacion que esta relacionada con una respuesta
en la historia H.
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Un sistema concurrente puede ser modelado a través de una historia de
su ejecucion. Basicamente si cada objeto del sistema cumple con su especifi-
cacion secuencial es linearizable, y si cada objeto es linearizable entonces el
sistema es linearizable.

Entre los eventos de invocacion y respuesta existe un tiempo que es el
que consideraremos de ejecucion de la llamada, en un sistema concurrente
las llamadas se pueden traslapar por lo que nos apoyaremos de estos eventos
para poder determinar un orden en la ejecucién de la llamada del método.

El concepto de linearizacion (linearizability) introducido en [19], esté ba-
sado en el siguiente principio.

Principio 4 (Principio 3.5.1 de [18]) Cada llamada a un método debe
parecer que toma efecto instantaneamente en algun momento entre su in-
vocacion y su respuesta.

El principio nos dice que el orden de tiempo real debe preservarse. La
manera de demostrar que un objeto concurrente cumple la propiedad, es
identificar para cada método un punto de linearizacién, es decir, justo donde
la llamada toma efecto. Por ejemplo, para métodos basados en bloqueos cada
seccion critica puede funcionar como un punto de linearizacion.

Informalmente podemos decir que una ejecucién concurrente cumple la
propiedad de linearizacion si es equivalente a una ejecucion secuencial valida.
En general las tareas pueden tener una especificacién secuencial, es decir,
definen un comportamiento definido en caso de que las llamadas a los métodos
del objeto no se traslapen.

Asi, cada sistema que tiene una historia H puede tener una historia H’
linearizable, si para cada objeto = de H, la subhistoria H|z es linearizable.

Teorema 1 (Teorema 1 de [19]) H es linearizable si y sélo si, para cada
objeto x, H|x es linearizable

En las propiedades de progreso tenemos las de bloqueo y las de no
bloqueo. En esta tesis se tratara la propiedad de no bloqueo libre de espera
definida de la siguiente manera.

Definicién 2 Un método es libre de espera si garantiza que cada llamada
termina su ejecucion en un niumero finito de pasos.

Basicamente esta propiedad nos garantiza que cualquier proceso termina
su ejecucion pese a un inesperado retraso de algin otro proceso, incluso si
algin proceso falla.



14 CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.2. Complejos simpliciales

Existen varias formas de representar los espacios topoldgicos, una de ellas
es mediante la unién de simplejos de una forma estructurada. En esta tesis se
usaran los complejos simpliciales como representacion de espacios topoldgi-
cos y posteriormente se relacionaran con representaciones de ejecuciones de
algoritmos distribuidos recursivos. Se pueden representar dichos complejos
de dos formas, una serda combinatoria y la otra grafica, con el fin de visuali-
zar lo que ocurre en las ejecuciones de los algoritmos distribuidos recursivos.
Gran parte de la teoria aqui contenida, es tomada de [24] 20] donde se puede
encontrar de manera mas detallada los conceptos que aqui se presentan.
k¥ es la envolvente conveza (convex hull)
P = conv{ug, Ui, Uy, ..., Uy }.

Definicién 3 Un k—simplejo, o
de k4 1 puntos independientes en sentido afin, o

Por ejemplo: en la Figura se muestra del lado izquierdo, un conjunto
de puntos {ag, a1, as, az} y la envolvente convexa se muestra del lado derecho,
decimos que la envolvente es convexa porque si unimos con una linea recta
cualesquiera 2 puntos, esta linea se encuentra dentro de la envolvente.

Figura 2.3: De lado izquierdo se muestra un conjunto de puntos y del lado
derecho se muestra su envolvente convexa.

Ahora, ;qué significa que los puntos sean independientes en sentido afin?,
el conjunto de puntos mostrados en la Figura no son independientes en
sentido afin, pues a3 se puede representar como una combinacién afin de los
otros 3 puntos.

Por ejemplo, supongamos que el conjunto de puntos independientes en
sentido afin es {ag,a1,a2} y que estdn en R?, si se representa cada punto
de acuerdo a su posicién en la Figura como: ag = (1,1), a1 = (2,3),
as = (3,1), a3 = (2,2), cualquier punto en la envolvente convexa estd dado
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por:

r=Y ta;, 0<t;<1 (2.1)
=0

Y por ser una combinacion afin ) ¢; = 1. Ahora, si se asignan los siguien-
tes valores para cada una de las t; se tendra as.

to = 025,t1 = 0.5,t2 = 025, (22)
Entonces de acuerdo con la ecuacion tenemos que:

z = (0.25)(1,1) + (0.5)(2,3) + (0.25)(3,1)

= (0.25,0.25) + (1,1.5) + (0.75,0.25) = (2,2) (2:3)

Ahora se puede ver que x = ag, por lo que ag,a; y as son los elementos
del conjunto de puntos independientes en sentido afin y por lo tanto son los
puntos que definen un 2—simplejo como se muestra en la Figura 2.3

Por simplicidad cominmente se nombra a los simplejos de dimension
chica de la siguiente manera: vértice para el 0—simplejo, arista para el
1—simplejo, triangulo para el 2—simplejo y tetraedro para el 3—simplejo.
Cualquier subconjunto de un conjunto de puntos independientes en sentido
afin es independiente en sentido afin por lo tanto también define un simplejo.

Una cara de un simplejo o es la envolvente convexa de un subconjunto
de puntos y es propia si no es el conjunto entero. Se denota 7 < ¢ si 7 es una
cara de sigma y 7 < o si T es una cara propia de o.

Un k simplejo tiene 2¥+! caras, como se muestra en la Figura para un
2-simplejo, en esta tesis se considera la cara vacia, la dimensién del simplejo
vacio es —1, siguiendo las definiciones encontradas en [2I] y utilizadas en
esta investigacion, ya que posteriormente se hard uso de este elemento para
construir los complejos simpliciales de nuestro interés.
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O

O

Figura 2.4: Un 2-simplejo tiene 2+ = 221 = 23 caras, en total 8, como se
observa se tienen 3 que son vértices, 3 que son aristas, 1 que es el triangulo
interior y la cara vacia.

El limite de o, bd o, es la unién de todas las caras propias de o, y el
interior es int 0 = o — bd o. La dimensién de un simplejo es dim o = |o| — 1

2.2.1. Complejo Simplicial

Definicién 4 Un complejo simplicial abstracto es una coleccion finita de
conjuntos A tales quea € Ay Ca= € A.

Esta forma de ver los complejos es puramente combinatoria. Los conjuntos
en A son simplejos.

Los complejos también tienen dimension, la dimension del complejo sim-
plicial K es la maxima dimension de cualquiera de sus simplejos.

Definicién 5 Un subcomplejo L de un complejo simplicial K es un subcon-
gunto L C K, tal que en si mismo L es un complejo simplicial.

El subcomplejo llamado j—esqueleto consiste en todos los simplejos de
dimensién j o menor: Skel!(K) = {0 € K|dim o < j}. El 0—esqueleto es el
conjunto de vértices de K, es decir, V(K) = Skel’(K).

Un complejo simplicial abstracto también es conocido como sistema in-
dependiente (independence system), sistema de conjuntos hereditarios ( he-
reditary set system) y sistema de conjuntos cerrado hacia abajo ( downward-
closed set system). Fueron propuestos como modelos de espacios topolégicos
por Pavel Alexandrov [4].

Para poder dar un ejemplo de un complejo simplicial abstracto primero
se dard la definicién de un espacio topolégico, tomada de [23].
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Definicién 6 Un espacio topoldgico es una pareja (X,0), donde X es un
conjunto, y O C 2% es un sistema de conjuntos (set system), cuyos miembros
son llamados conjuntos abiertos (open sets), tal que ) € O, X € O, y la
interseccion finita de varios conjuntos abiertos es un conjunto abierto y la
union arbitraria de conjuntos abiertos es conjunto abierto.

Como se mencion6 anteriormente, los simplejos son una representacion de
espacio topoldgico, por lo que un complejo simplicial abstracto lo podemos
ejemplificar de la siguiente manera:

Sea X = {ag,a;,as} un conjunto de puntos independientes en sentido
afin, y sea O C 2%, entonces, como se ejemplificé anteriormente estos puntos
definen un simplejo, a partir del cual se puede definir un complejo simplicial
abstracto O y lo escribimos de la forma siguiente:

O = {{}7 {a0}7 {al}v {a2}7 {a07 al}? {a(J? a2}7 {a17 a’2}7 {alv az, a3}}

Todo complejo simplicial abstracto K tiene una realizaciéon geométrica salvo
homomorfismos. La realizacién geométrica es el espacio topolégico obtenido a
partir de la unién de los simplejos o en RIVE)! para todo o € K y es denotado
por |K|. Por ejemplo, la realizacién geométrica del complejo simplicial O se
muestra en la Figura [2.5]

{ao}

{G[J-. Gl}

{flns i, az}

{ai}#

{a, a2}

Figura 2.5: |O|= | o

oe0

2.2.2. Operaciones entre Simplejos

En esta seccién se hablaré de complejos simpliciales abstractos y se hara re-
ferencia a ellos simplemente como complejos.

Se tomaran en cuenta algunas operaciones entre simplejos debidas a Koz-
lov en [20] que se describirdn a continuacion:
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Eliminacion: Sea K un complejo, y sea 7 un simplejo en K. La eliminacién
de 7 es un subcomplejo de K denotado por dlg(7), definida por:

dig(r) :={oc e Kloc 2 1} (2.4)

En otras palabras consiste en eliminar de K los simplejos que contienen a 7.
Por ejemplo

Sea K = {{}, {0}, {1}, {2},{0,1},{0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}}
yseaT ={0,1}

Si aplicamos dlg(7) obtendremos como resultado el subcomplejo

K= {{},{0}, {1}, {2}, {0, 2}, {1,2}}.

Ademas, si S es un conjunto de simplejos en K entonces se extiende la
funcion de eliminacién de la siguiente manera:

dlg(S) :={o € K|o 2 Tpara todo T € S} = ﬂ dlg(7) (2.5)

TES

Otra operacion que se le puede aplicar a un simplejo es Link. Sea K un
complejo, y sea 7 un simplejo de K. El link de 7 es el subcomplejo simplicial
abstracto de K, denotado por lkg(7) definido por:

kg(r):={c e Klont=0,yoUT €K} (2.6)

Es decir, son los simplejos o que son disjuntos con 7 pero que al unir o y 7
forman un simplejo valido en K. Por ejemplo:

Sea K = {{},{0}, {1}, {2}, {3},{0,1},{0,2},{0,3}{1, 2}, {1,3},{2, 3}
{0,1,3},10,2,3}, {1,2,3}}
y sea 7 = {3}.

Entonces el resultado de aplicar lkg(7) es:

K= {{},{0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1,2}}.
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Por otra parte, si tenemos un conjunto de simplejos S, entonces la funcion
de link se puede extender de la siguiente manera:

kg (S):={ceKlont=0,and c Ut € K,para todo T € S} = ﬂ kg (7)
TES

(2.7)
La operacion Star. Sea K un complejo simplicial abstracto, y sea 7 un simplejo
de K. La estrella cerrada starg (7) es un subcomplejo de K definido por:

starg (1) :={oc € KloUT € K} (2.8)

Se puede ver como los simplejos que contienen a 7 o que unidos con T
forma un simplejo valido en K, por ejemplo:

Sea K = {{},{0}, {1}, {2}, {3},{0,1},{0,2},{0,3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3}
{0,1,3},{0,2,3},{1,2,3}}
y sea 7 = {0}

Entonces el resultado de aplicar starg(7) es:

K' =
{{}, {0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1},{0, 2}, {0, 3}, {1, 3},{2,3},{0, 1, 3},{0, 2, 3} }

También se define la estrella abierta, que en general no nos da como resultado
un subcomplejo, y es la union de los interiores de los simplejos que contienen
a 7. ostarg (7) se define de la siguiente manera:

ostarg (7) 1= U int o. (2.9)

ooT

En este caso se debe considerar que el resultado no es un subcomplejo si no
un espacio topoldgico. La Figura muestra ejemplos gréaficos de cada una
de las operaciones descritas anteriormente.



20 CAPITULO 2. PRELIMINARES

<>

Complejo K Subcomplejo dly(T)

ka((T)

{

star i(T) osta(T)

Figura 2.6: Ejemplo de las operaciones entre complejos.
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Figura 2.7: Representacion grafica de la unién de dos complejos K; * K,
donde K es el tridngulo {0,1,2} y K es la arista {3,4}.

2.2.3. Union entre complejos

Sean K y K5 dos complejos cuyos vértices estan indexados por conjuntos
disjuntos. El join de Ky y K5 es el complejo simplicial K * Ky definido como
sigue: el conjunto de vértices de K; % Ky es V(K;) UV (K3), v el conjunto de
simplejos esta dado por:

Kl*KQ = {O' - V(K1>UV(K2)’O'QV(K1> - K1 Yy O'ﬂV(KQ) < KQ} (210)

Consideremos el complejo:

Ky = {{}, {0}, {1},{2},{0,1},{0,2},{1,2},{0, 1,2} }

Y el complejo:

KQ - {{}7 {3}7 {4}7 {37 4}}

Entonces el resultado de K * K> es:

KKy = {{}, {3}, {4}, {3,4}, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2},{0, 3},
{0,4},{0,3,4},{1,3},{1,4},{1, 3,4}, {2, 3},{2,4}, {2,3,4},{0, 1,3},
{0,1,4}, {0,1,3,4}, {0,2,3}, {0,2,4}, {0,2,3,4},{1,2,3}, {1,2,4},
{1,2,3,4},{0,1,2,3},{0,1,2,4},{0,1,2,3,4}}.

La representacion grafica de este complejo se muestra en la Figura
Cabe mencionar que, si bien se ilustra de forma plana, en realidad es un
complejo de dimension cuatro, que contiene caras como tetraedros, triangu-
los, aristas y vértices.

A partir de las operaciones definidas en las secciones anteriores se de-
finirdn nuevas operaciones para construir complejos simpliciales de manera
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recursiva.

2.2.4. Subdivisiones

La subdivisién de un complejo es de gran interés, pues se estara hablan-
do de subdivisiones de un complejo simplicial o de un simplejo durante la
tesis, entonces consideremos K como un complejo simplicial geométrico en
un espacio E. Un complejo K’ se llama la subdivision de K si cumple con las
siguientes dos propiedades:

» Cada simplejo de K’ esta contenido en un simplejo de K.
» Cada simplejo de K es la unién finita de simplejos de K.

Estas condiciones implican que los espacios topoldgicos correspondientes a
los complejos simpliciales son los mismos, es decir |K| = |K’|. La Figura
muestra una subdivisiéon de un complejo.

“v7

Figura 2.8: Complejo simplicial y una subdivisién de él.
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(P3Vs)

: Y (.Y,

Q.

(P3,V'3)

Figura 2.9: Complejo cromatico.

2.2.5. Complejo Cromatico

Hasta aqui se han visto simplejos y complejos como un conjunto de pun-
tos. Ahora trabajaremos con una forma particular de nombrar sus vértices, y
que posteriormente utilizaremos para hablar de ejecuciones de los algoritmos
distribuidos.

Un complejo es cromético cuando los vértices de cada simplejo tienen
nombres diferentes.

Los vértices son parejas (p,V'), donde p es tomado de un conjunto de
identificadores IT = {0,1,2,...,n} y V es un subconjunto de II. V" ayudard a
relacionar simplejos y ademaés tendra su interpretacion en computo como los
procesos vistos por p.

El nombre de cada vértice serd p y se obtendra mediante la funcion
nombre(v), en general nombre(o) regresa el nombre de cada vértice en o
y ademas como hablamos de complejos crométicos se utilizaran los nombres
como los colores de los vértices. La Figura muestra un complejo crométi-
co, donde los vértices de cada simplejo tienen colores diferentes. Y ademas
se observa que si dos vértices son del mismo color pero su V es diferente, se
considera un vértice diferente.
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Figura 2.10: Complejo puro de dimensiéon 2

En esta investigacion se trabajara con subdivisiones cromaticas, es decir,
dado un complejo cromatico obtener una subdivisiéon cromatica. La subdivi-
sion debe cumplir con la definiciéon dada anteriormente y ademas los vértices
de un simplejo en el complejo subdividido deben tener nombres diferentes.

Un complejo es puro de dimension n 6 puro n-dimensional cuando todos
sus simplejos estén contenidos en simplejos de dimensién n, por ejemplo en
la Figura |[2.10] se muestra un complejo puro de dimensién 2.

En este trabajo se considera sélo este tipo de complejos, en la parte de
computo distribuido se vera que si algiin proceso falla no significa que no se
visualice en el complejo, debido a que no se tendra forma de saber cuando
un proceso falla y cuando no, pero esto no impide que se termine la tarea
dada.

En la Figura [2.11| se muestra una subdivisiéon cromatica del complejo de
la Figura [2.10] Mds adelante se verd un algoritmo distribuido que construye
esta subdivisién y lo que representa cada uno de sus simplejos.

2.2.6. Operacién Skel”

En esta seccién y en la siguiente se dara una descripcion de una subdivi-
sién cromatica, construida con ayuda de funciones que han sido definidas en
este trabajo.

Los complejos puros n-dimensionales K", se pueden subdividir de una
manera recursiva, a partir de este momento cuando se hable de subdivisiones
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Figura 2.11: Subdivisién cromatica del complejo puro de dimension 2 de la

Figura [2.10]

seran subdivisiones cromaticas, subdividiendo primero los simplejos de menor
dimension hasta llegar a los simplejos de dimensiéon mayor.

La operaciéon Skel’(C) se lee como el esqueleto de dimensién j del com-
plejo C, y la subdivisién cromdtica de un complejo se denota por x(C).

Parte del trabajo consiste en ir subdividiendo de manera recursiva los
esqueletos del complejo, por ejemplo, para un complejo puro 3-dimensional,
K3, se requiere tener subdividido el 2-esqueleto, x(Skel?(K?)), que a su
vez necesita de subdividir el 1-esqueleto, x(Skel'(K?)), el cual requiere la
subdivisién del 0-esqueleto, x(Skel?(K?)).

El 0-esqueleto es el conjunto de vértices por lo que estan cromaticamente
subdivididos.

Recordemos que los vértices estan etiquetados de la forma (p, V'), ahora
definamos el complejos U™ como el que contiene simplejos, 7", de la forma
(pi, V), con 0 <i<nyV eslamisma para cada vértice de un simplejo. Es
por esta razén que se necesita definir una funciéon que relacione un simplejo
7" con parte de algin esqueleto subdividido del complejo original, por lo que
se da la definicion de la siguiente funcién.

Skel®(C) = {o|nombre(c) C V,,V, C V,,0 € C)} (2.11)

Esta funcion la leemos de la siguiente manera: El k-esqueleto de 7 en el
complejo C', son los simplejos o tal que los nombres de o estan en V de 7, V
de o esta contenida en V de 7y o estd en C.



26 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Figura 2.12: Complejo K?

Para ilustrar esta funcién, en la Figura se muestra el complejo K2,
con sus vértices etiquetados de la forma (i, V') por simplicidad en la notacion.

En la Figura se muestra el l-esqueleto subdividido de K2, L', y un
simplejo 72 el cual se busca relacionar con simplejos en L.

2.2.7. Operacién ChrJoin

Realizar una unién cromatica es parte importante de este trabajo. Se tra-
tara de explicar de manera intuitiva esta operacion. Se tiene que los vértices
estdn etiquetados por pares (p, V'), donde p es tomado de un conjunto de
identificadores II, y V' es un subconjunto de vértices.

En la parte de cémputo se considera a p como el nombre del proceso y a
V' como su vista, view.

Entonces dados dos complejos con etiquetas en sus vértices de la forma
(p, V), la unién cromadtica los une considerando lo siguiente:

» Para cualesquiera dos vértices adyacentes p; # p;.

» Para cualesquiera dos vértices adyacentes V; C V; o V; C V.

Las uniones crométicas siempre se haran entre complejos de dimensién
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1.{11

040,12} [3-{':'-3}
| 140,13

2{0,1.2} __|
—e

140,12} 040}

7 M' = skel(L")

L' = x(Ske'(K?))

Figura 2.13: De izquierda a derecha se muestra el 1-esqueleto subdividido de
un complejo L' = x(Skel'(K?)), un simplejo 72 con vértices que tienen la
misma vista y finalmente los simplejos en L' con los que se puede relacionar

72,

k y dimensién m, y como resultado siempre obtendremos un complejo de
dimensién n.

Por ejemplo, los complejos de la Figura[2.13, podemos considerar un com-
plejo U? = {72} que sélo consta del simplejo 72 y el complejo M!, entonces
si aplicamos ChrJoin(U? x M) intuitivamente la funcién hace lo siguiente:

= La funcion ChrJoin tomara un simplejo 7 de dimension n en U”, en
este caso n = 2.

= La funcién ChrJoin tomara cada cara del simplejo 7" empezando por
las caras de dimensién 0 hasta las de dimension n — 1.

= Para cada cara de dimensiéon k£ en 7" se tomard un simplejo o de di-
mensién m en M™ ! tal que m +k+ 1 =n.

En la Firgura [2.14] se muestra como opera la funcién ChrJoin, tomando
el complejo M y el simplejo 72 de la Figura [2.13] primero la funcién toma
cada cara de 72 de dimensién 0, es decir, sélo los vértices y cada uno de
ellos se une con los simplejos de dimensién 1 en M*, dejando en este primer
paso el conjunto de simplejos rojos mostrados . Después se toma las caras de
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dimensién 1 en 72 y se une con los vértices en M?!, formando los simplejos
de color azul. Finalmente se toma la cara de dimensiéon 2 y se une con el
simpejos vacio cuya dimensiéon es —1.
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2{0,1.2}

1.{0,1} 20,2}

24{0,1,2}

{1} 242

|
212 g1 1412

(b)

Figura 2.14: Representacion grafica de la funcion ChrJoin, don-
de primero en la figura (a) se toma cada simplejo de dimen-
sion 0 en 72, (0,{0,1,2}),(1,{0,1,2}),(2,{0,1,2}), y se unen
con simplejos de dimension 1 en M?', por ejemplo: (0,{0,1,2})
se une con [(2,{2}),(1,{1,2})],[(1,{1,2}),(2,{1,2})] 'y  con

[(2,{1,2}),(1,{1})], asi se construyen los simplejos de color rojo;

en la figura (b) ahora se toman los simplejos de dimensién 1 en 72

(0, {0,1,2}), (1,{0, 1, 2})], [(1, {0, 1, 2}), (2, {0, 1,2})], [(0, {0, 1, 2}), (2, {0, 1,
2})] v se unen con simplejos de dimensién 0 en M' formando los simplejos
azules, por ejemplo: [(0, {0, 1,2}),(1,{0,1,2})] se une con (2,{2}) .
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Capitulo 3

Algoritmos Distribuidos
Recursivos

En este capitulo se abordaran los algoritmos estudiados en [12]. Se expli-
can y relacionan con topologia combinatoria, para posteriormente profundi-
zar mas a detalle en el capitulo 4. Cémo se habia mencionado anteriormente,
se pueden generar dos posibles estructuras, ya sea un arbol que consiste en
una trayectoria, o un arbol general, por lo cual en este capitulo se estudian los
dos casos. Por otra parte se describen las etiquetas de las llamadas recursivas,
algo que no ocurre en el computo secuencial.

3.1. La tarea de Immediate Snapshot

La tarea de tmmediate snapshot tiene por objetivo hacer que la escritura
y la lectura, a registros de lectura y escritura, parezca que ocurre de manera
instantdnea. Para resolver esta tarea, en [I2] se presenta un algoritmo que
consiste en un arreglo compartido sm// por n’ = n+ 1 procesos. Los procesos
que participan se identifican con una pareja (p;,v), donde i es el identifi-
cador del proceso y v su valor de entrada, por conveniencia v = i. Cada
proceso escribe en smli] su valor de entrada v. El arreglo sm|] se inicializa
con [L, ..., 1]. Cuando un proceso invoca un objeto immediate snapshot, ob-
tiene una vista (view) la cual contiene los identificadores de los procesos que
escribieron en el arreglo sm||, si sm[k] =L el valor de sm[k]| no es agregado
a view. Cada proceso tiene su propia view, por lo cual se hara referencia por
medio de view;. Se usa la notaciéon n’ = n + 1, més adelante se toma n co-
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mo la dimensién de algtin simplejo que represente una ejecucién y n’ serd la
cantidad de procesos que participan en una ejecucion.

Siguiendo con la notacion se hace referencia a las llamadas recursivas
como: la llamada recursiva n’ para denotar que es la llamada recursiva donde
se espera que participen a lo méas n’ procesos. Por ejemplo, si decimos la
llamada recursiva 2 significa que es la llamada donde se espera que participen
a lo mas 2 procesos. Cuando decimos que se espera que participen a lo mas
n’ es por que los algoritmos son libres de espera. Puede haber procesos mas
rapidos que otros. En una llamada recursiva n’, puede ser el caso que sélo 1
proceso participe.

La vista de cada proceso debe cumplir con las siguientes propiedades:

s Autoinclusion: Vi : i € sm;
» Contencion: Vi, j : sm; C sm; V sm; C sm;

» Inmediatez: Vi,j : i € sm; = sm; C sm;

Recursion lineal En el Algoritmo [I] en la linea [I] los procesos se comuni-
can a través de un arreglo de memoria compartida SW/MR, por sus siglas
en inglés Single-Writer/Multi-Reader, invocado por medio de la operacién
WSCAN. El proceso p; escribe su id ¢ y almacena en view el conjunto de
ids que lee del arreglo, es decir, las entradas diferentes de L. En la linea
los procesos revisan si su view contiene los n’ ids, donde n’ es el nimero de
procesos que estan participando en la llamada recursiva n’. El dltimo proceso
en escribir en el arreglo verd que |view| = n' por lo que regresara su view y
terminara el algoritmo. Al menos un proceso termina la llamada, pero quizés
mas de uno. En la linea 3| los procesos que obtienen |view| < n’ invocan rea-
lizan una llamada recursiva, cada vez sobre un arreglo compartido diferente,
cuando n’ = 1 el tnico proceso que invocé el algoritmo regresa view tal que
solo lo contiene a él mismo.

Algoritmo 1 IS

IS,/ (i)

view < WScan(7)

if |view| = n’ then return view

else return IS,/ 1 (7)
end if




3.2. LA TAREA DE RENOMBRAMIENTO 33

Este algoritmo resuelve la tarea del tmmediate snapshot, como se demues-
tra en [12], por lo que sélo se explicara la recursién lineal que se origina de
este algoritmo y se ilustra en la Figura|3.1

Como se puede observar en la Figura[3.1 un proceso termina en la llamada
donde participan n’ procesos, y en la tltima llamada recursiva sélo queda un
proceso; del algoritmo se sabe que su vista lo contiene a el mismo, cumple
con las propiedades del immediate snapshot, por lo que nos garantiza que el
algoritmo termina. También se observa como las vistas obtenidas por cada
proceso cumplen con las tres propiedades del itmmediate snapshot, y es por
esta razon que de manera intuitiva se puede demostrar que el algoritmo es
correcto. Se pueden tener varias ejecuciones del algoritmo, ya sea concurrente
0 que parezca una ejecucion secuencial, cuando haya procesos con la misma
vista se considera que se ejecutaron de manera concurrente y cuando tengan
vistas diferentes se considera que se puede dar un orden secuencial de la
ejecucion, el orden esta dado por contencion.

En la Figura (a) se muestra el caso donde tres procesos participan
y se ven todos a todos por lo que se considera una ejecucién concurrente y
terminan en la primera llamada. En la Figura (b) se muestra una ejecucién
donde 2 procesos terminan en la primera llamada, en la segunda llamada
nadie termina, se esperan a lo mas 2 procesos, pero solo llega uno por lo
que la condicion de la linea [2 no se cumple y es necesario que el proceso que
participa solo realice una tercera llamada para poder terminar.

La etiqueta de la llamada sélo es para dar conocimiento de cuantos pro-
cesos se esperan. En este y los siguientes algoritmos se conoce a priori el
numero de procesos que participaran en cada llamada.

3.2. La tarea de renombramiento

En el problema del renombramiento (renaming), los procesos inician con
nombres distintos, sélo pueden comparar sus nombres y elegir uno de 2n’ — 1
posibles nombres nuevos que llamaremos casillas. Por otra parte los nombres
iniciales tienen un orden total, es decir Vi,j: i < j o j <1.

El renombramiento en [I7] se probd que es imposible resolverlo con menos
de 2n’ — 1 casillas (slots). El Algoritmo [2|resuelve el problema con 2n’ — 1 ca-
sillas de manera recursiva, utiliza el immediate snapshot y es de complejidad
O(n?).

Los parametros Inicio y Direccion del algoritmo son dos niimeros enteros,
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&3

invocacion IS 3 8 salida0,1,2
invocacion [S 5 8 salidal1,2
invocacion IS 1 8 salidal

Figura 3.1: Recursién para 3 procesos ejecutando IS, tomada de [12].

8?8
invocacién IS5
868 g\f% sldas0,12

|

invocacion 1S3 {f 8@ 8 salidas0,1,2 invocacién IS 2 ¢

(a) invocacién IS 1 b-@ salida1

(b)

Figura 3.2: En la figura (a) se muestra una ejecuciéon donde los tres procesos
se ven todos a todos y terminan en la primera llamada. En (b) se muestra
una ejecucion donde 2 procesos terminan en la primera llamada, ninguno
termina en la segunda y uno termina en la ultima.
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con Direccion € {1,—1}. En cada invocacién limitan el rango de casillas
a Inicio + [0..2n" — 2] si Direccion = +1 o a Inicio + [—(2n' — 2)...0] si
Direccion = —1, es decir, a Inicio + Direccion x [0...2n" — 2]. Asi el nimero
de casillas es 2n’ — 1 es decir |Ultimo — Inicio| + 1 = 2n’ — 1, definiendo
Ultimo = Inicio + Direccion x (2n’ — 2). Como se menciono anteriormente
el valor de n’ es conocido a priori por lo que en el algoritmo la cardinalidad
de la vista serd menor o igual a n/, |view;| < n’ para toda i.

La etiqueta inicial del Algoritmo [2| tag, se inicializa con tag = n/, para
indicar que se espera que participen a lo mds n’ procesos en la primera
llamada, y en las siguientes llamadas, tag consistirda de una secuencia de
enteros, donde el tltimo entero refiere al niimero de procesos que se esperan
en la llamada.

Recursion ramificada FEn el algoritmo del renombramiento, se utilizan las
etiquetas en las llamadas recursivas para que los procesos puedan distinguir
entre llamadas, estas etiquetas generan ramificaciones en el arbol de recursion
correspondiente a la ejecucion del algoritmo. En Algoritmo[2] en la linealT] el
proceso que esta ejecutando la llamada, realiza el immediate snapshot para
saber quienes estan participando, en la linea [2| se calcula el posible valor
del nuevo nombre que obtendra el proceso p;. En la linea (3| se verifica si
el identificador del proceso p; es el maximo de los identificadores que se
obtuvieron en la vista, si es asi se regresa el nuevo nombre del proceso, en
caso contrario, se vuelve a invocar el algoritmo con una nueva etiqueta, en
este punto se pueden originar diferentes llamadas a las cuales referiremos
como llamadas consecutivas.

Algoritmo 2 isRENAMING

isSRENAMING,,,(Inicio, Direccion)

view; < IMMEDIATE_SNAPSHOT,,,(i)

Ultimo < Inicio + Direccion x (2|view;| — 2)

if i = max(view;) then return Ultimo

return iISRENAMING . jview;|—1 (Ultimo — 1, —Direccion)

El arbol generado de la ejecucion del algoritmo realizada por 4 procesos se
muestra en la Figura los circulos azules representan la ejecucion de una
llamada y los heptagonos representan un proceso, como se puede observar los
procesos pg v p1, denotados iinicamente como 0 y 1, ven a todos los participan-
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tes; pero, sus identificadores no son los méas grandes en sus respectivas vistas,
por lo que ambos ejecutan una nueva llamada recursiva isRENAMING, 3,
donde 4, 3 es la nueva etiqueta de la llamada recursiva que ejecutaran. Mien-
tras que py ejecuta una llamada diferente isRENAMING, ;1 y ps por verse
solo, hace verdadera la condicién de la linea [3[ y termina. Se nota que en
la primera llamada con n’ = 4, los participantes inician con Inicio = 0y
Direccion = 1, el rango de donde pueden obtener sus nuevos nombres los
procesos es [0...2n" — 2] = [0...6] y cabe destacar que por ser Inicio = 0
entonces los procesos terminaran con Ultimo igual a un ntimero par.

Lema 1 57 Inicio es un nimero par en la ejecucion de una llamada, entonces
Ultimo es par.

Prueba. Sea Inicio = 2m donde m € N, del algoritmo tenemos que el nuevo
nombre de un proceso se obtiene mediante:
Ultimo = Inicio + Direccion(2|view| — 2)
por lo que Ultimo = 2m+ Direccionx2x(|view|—1) de lo cual obtenemos que
Ultimo = 2(m + Direccion(|view| — 1)) por lo tanto Ultimo es un nimero
par. U

Lema 2 Si Inicio es un numero impar en la ejecucion de una llamada, en-
tonces Ultimo es impar.

Prueba. La prueba se sigue del Lema 4

En la llamada recursiva isRENAMING,3 los procesos terminardn con
Ultimo € [5,4,3,2,1] y por ser Inicio un numero impar entonces Ultimo
sera un numero impar del rango, los procesos que terminan en ésta llamada
tendran un nombre diferente a los procesos que terminaron en la anterior. En
isSRENAMING,, el rango es igual a [1] y de la misma forma por haber sido
invocada por una llamada donde Ultimo fue un nimero par, ésta llamada
fue invocada con Ultimo — 1 y sélo participa un proceso por lo que Inicio
fue un nimero impar y el proceso terminé con Ultimo = Inicio. Finalmente
en la llamada recursiva isRENAMING 3, el rango es [2]. Como se puede
observar, si X es el conjunto de procesos que terminan en la llamada a y Y es
el conjunto de procesos que terminaron en la llamada b, que fue originada en
a, los procesos no terminan con el mismo nombre, y los nombres quedan en
el rango de nombres originales por que los rangos nuevos quedan anidados.
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| iSRENAMING.,(0, 1)

—~——__ view = {3}
o view = {2,355-%"'& @

isSRENAMING, ,(1,-1)

view = {0,1,2,30

isSRENAMING, +(5, -1)

view = {0,1} °

iSRENAMING, 5 ;(2, 1) ‘

view = {0} @ @ view = {2}

Figura 3.3: Recursién para 4 procesos ejecutando isSRENAMING, donde se
muestra como se ramifica el arbol de recursién. Los circulos azules repre-
sentan la ejecucién de la llamada isSRENAMING. view muestra la vista al
terminar una llamada iSRENAMING y conociendo ésta se puede calcular U.
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En la Figura[3.4] se da un ejemplo donde 4 procesos se ejecutan practica-
mente de manera secuencial, y el valor del nuevo nombre esta representado
por U en las hojas del drbol, de la misma forma que en la Figura [3.3

Teorema 2 FEl algoritmo |9 resuelve el problema del renombramiento con
2n’ — 1 casillas.

La siguiente prueba se retomard de [12].

Prueba. La prueba se hara por induccién sobre el niimero de procesos que
participan en una llamada recursiva ya que la linea [d] a lo més la ejecutaran
n’ — 1 procesos, es decir en cada nueva llamada recursiva participaran menos
procesos hasta que participe inicamente un proceso.

El caso base es cuando s6lo un proceso, p;, ejecuta el algoritmo, n’ = 1.
Como sabemos del algoritmo [I], su vista cumple con autoinclusién por lo que
al ser un sélo proceso participando, necesariamente |view;| = 1. Sin pérdida
de generalidad supongamos que Inicio = 0 y direccion es 1 por lo que el rango
es Inicio + Direccion * [0...2(1) — 2] = 0+ 1[0] = [0]. Del algoritmo tenemos
que Inicio + Direccion x (2 x |view| — 2) por lo que Ultimo = Inicio. La
condicién de la linea 3| se hard verdadera pues i = max(view;) y el algoritmo
termina utilizando 2(n') — 1 = 1 casillas con Ultimo = 0, el cual estd en el
rango.

Supongamos que el algoritmo es correcto para k procesos, k < n'. La
hipétesis de induccién es que cuando k  procesos invocan
isRENAMIN Gya4(Inicio, Direccion), ellos obtienen nombres diferentes en
el rango Inicio + Direccion * [0..2k — 2], que en total son 2k — 1 nombres.

Por demostrar que cuando el algoritmo es invocado por k + 1 < n’ pro-
cesos, n’ > 1, obtienen nombres diferentes en el rango Inicio + Direccion
[0..2k — 2].

Sin pérdida de generalidad supongamos que inicialmente Inicio = 0,
nimero par, y Direccion = 1 por lo que el rango de nuevos nombres serd
[0..2(k + 1) — 2] = [0...2k] y probemos lo siguiente:

Los procesos que terminen en la llamada donde participan k£ + 1 procesos
obtienen diferentes nombres.

Supongamos por contradiccién que existen m procesos, 1 < m < k + 1,
que terminan con el mismo nombre, Inicio y Direccion son el mismo valor
para todos, sus vistas deben tener la misma cardinalidad, lo cual significa
que vieron lo mismo por lo que Ultimo es el mismo valor para los m proce-
sos, pero, la simetria se rompe por medio de los identificadores ya que por
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definicién los identificadores para cualesquiera dos procesos r < y 6 y < =,
por lo que s6lo uno terminara en la linea |3 contradiciendo nuestra suposicién.
El valor de Ultimo para todos estard dentro del rango pues |view| < k + 1.

Los procesos que ejecuten la linea [ lo hardn con Direccion = —1,
Inicio < 2k y serd un nimero impar, por el Lema[I] sabemos que Ultimo fue
par en la llamada donde participaron k + 1. Por hipdtesis de induccion éstas
llamadas resuelven el problema para k < n’ procesos. Basta con demostrar
que las llamadas generadas no regresan el mismo nombre para cualesquiera
dos procesos y no toman alguno de la llamada anterior.

Como se menciono anteriormente en la primera llamada, con tagg.1, los
procesos obtienen Ultimo siendo un nimero par, entonces los procesos que
terminan obtienen un nimero par. Los procesos que ejecutan la linea {4] ini-
ciaran una llamada con Inicio impar, por el Lema [2] se tiene que Ultimo en
esta nueva llamada serd impar, los procesos que terminen en ésta llamada
tendran nombres diferentes a los obtenidos en la llamada tagg..

Las llamadas generadas en la linea [4] lo hardn con etiquetas tag; con
0 <7 < k. A lo méas se generan k llamadas. El valor de ¢ nos dice a lo mas
cuantos procesos se esperan para participar en la llamada, pero debemos
tomar en cuenta que el nimero de procesos que participan puede ser menor.

Denotemos por X' el conjunto de procesos que participan en la llamada
tag; y a Ultimo® el valor con el que se invoca. Recordemos que el rango lo
obtenemos mediante Inicio+ Direccionx[0...2| X?| —2], como esta llamada se
genera desde la llamada tagy,; entonces el rango lo definimos como Ultimo' —
1—[0...2| X?| —2] finalmente tenemos que [Ultimo® —1...Ultimo’ —1— (2| X*| —
2)] = [Ultimo' — 1...Ultimo" — 2| X"| + 1].

Ahora que conocemos el rango para cada llamada tag; basta con demos-
trar que los intervalos de nombres entre llamadas en el mismo nivel de la
recursion no se traslapan. Sin perdida de generalidad consideremos la llama-
da tag,, tal que m es el valor més grande de procesos esperados a participar
en una llamada, intuitivamente si |X™| = m, serfa la tnica y se ocuparia
todo el rango. Consideremos otra llamada [ tal que [ < m, entonces tenemos
que los rangos para estas llamadas son:

[Ultimo™ — 1..Ultimo™ — 2| X™| + 1]
[Ultimo! — 1..Ultimo! — 2| X'| + 1]

Para demostrar nuestra afirmaciéon basta con probar que Ultimo™ —
2|X™| +1 > Ultimo' — 1. De la llamada tagyy; tenemos que Ultimo™ =
Inicio + Direccion x (2|view| — 2), dado que Inicio = 0, Direccion = 1y
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|view| = m+1 entonces Ultimo™ = (2(m+1) —2) = 2m, andlogamente para
Ultimo' = 2. Claramente Ultimo™ > Ultimo', el valor de [ esta delimitado
por 1 <1 <m—|X™], si|X™| =m no existiria otra llamada, por lo que a lo
mas |X™| < m — 1. Sustituyendo los valores en nuestra desigualdad tenemos
que:
2m — 2| X" +1>20—-1
2m —2|X™| > 20— 2 (3.1)
m—| X" >1-1

Los procesos que pueden participar en la llamada tag,, estan delimitados
por 1 < |X™| < m, entonces si |[X™| =1, m —1 > [ —1 se cumple y si
|X™| = m — 1 entonces

m—(m-—1)>1-1
1>1-1 (3.2)
2>1

sabemos que en este caso [ = m — (|X™| — 1) por lo que [ = 1 entonces
tenemos que 2 > 1 lo cual es verdadero, por lo tanto los intervalos entre
llamadas en el mismo nivel de la recursién no se traslapan.

Por hipétesis de induccion estas llamadas tag; resuelven el problema del
renombramiento, y los procesos que terminan en nuestra llamada tagg,; tie-
nen nombres diferentes en el rango original. Por lo que demostramos que el
algoritmo resuelve el problema del renombramiento con 2n — 1 casillas.

g

3.3. La tarea de intercambio

Para explicar esta tarea en [I2] se consideran las tareas tournament, y
SWaAP -

La tarea tournament estd definida en [3] de la siguiente manera: tourna-
ment regresa para un soélo proceso 0 y para cualquier otro proceso regresa
algun identificador de los participantes del torneo. Esta la podemos adaptar
a: s0lo un proceso regresa tag y para cualquier otro proceso regresa algin
identificador de los participantes del torneo.

En la tarea de swap, cada proceso obtiene el id de otro proceso y exac-
tamente un proceso obtiene un identificador inicial que llamamos © 6 —1.
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isSRENAMING,(0, 1)
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view = {0} [N
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Figura 3.4: Ejecucion de isSRENAMING donde todos
los  procesos terminan en la  primera llamada, invocando
iSRENAMING, (Inicio,Ultimo)=isSRENAMING,(0,1). U indica el nuevo
nombre al final de la ejecucion del algoritmo.

7
Tiempo
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Un proceso nunca obtiene de regreso su propio identificador, al final no hay
dos procesos con el mismo. La especificacién secuencial de la tarea es: cada
operacién regresa la entrada de la operacion que le precede, cada ejecucion
completa de n’ procesos define un orden total.

La recursiéon de SWAP resulta en un arbol, por lo cual podemos decir
que es una recursién ramificada. El Algoritmo [3| resuelve la tarea swap, con
una complejidad de O(n?) como se demuestra en [I2]. Inicialmente la primera
llamada es invocada con SWAP,,,, con tag = —1, en la linea (1] el proceso
p; invoca TOURNAMENT con la tag inicial, s6lo un proceso puede obtener
tag y lo almacenard en la variable 7, dejando su identificador en TOURNA-
MENT donde 1 6 mas procesos pueden obtener el identificador del ganador,
y otros pueden obtener el identificador de algiin otro proceso que haya par-
ticipado. El proceso que gand el torneo hara verdadera la condicion tag = 7
en la linea 2| y terminara su ejecucion, los procesos que obtengan un identifi-
cador diferente de —1, ejecutaran la llamada recursiva SW AP, (i), donde 7
es el identificador que obtuvieron del torneo y por el cual participaran en la
llamada que ejecuten en la linea 3]

Otro punto importante es que el algoritmo no usa solo registros de lectura
y escritura. En [3] se demostr6 que las tareas de tournament y swap requieren
usar registros 2-consenso. En la implementacién que los autores muestran
usan registros 2Pswap, el cual dadas 2 variables intercambia sus valores de
manera atomica. El 2P significa que su niimero de consenso es 2.

Algoritmo 3 SWAP
SWAP,,,(i)
1: m < TOURNAMENT,,, (i)

2: if tag = m return 7

3: else return SWAP, (i)

En la Figura se muestra la ejecuciéon para 3 procesos, se muestra un
caso donde la recursion es lineal, solo ocurre si en cada invocacion todos ven
al ganador de la llamada. El proceso ps es quien gana el torneo, por lo cual
regresa —1, por lo que ahora el proceso py y p1 apuntan al proceso 2, es decir,
invocan SW AP, y el proceso que gana en esta llamada del algoritmo es py,
por lo que regresa 2, finalmente py invoca SWAP; y por ser el tnico que
compite obtiene el valor 1. En la Figura se muestra una ejecucion donde
el arbol de recursién se ramifica. El proceso 1 gana el torneo con etiqueta
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Figura 3.5: Recursién para 3 procesos ejecutando SWAP, donde se muestra
el arbol de recursién resulta en una trayectoria. Los circulos azules repre-
sentan la ejecucion de la llamada. Las flechas azules indican el proceso que
terminé en la llamada SWAP,,,. Las flechas negras indican la llamada que
origino la nueva llamada.

—1, el proceso 2 ve al proceso 1 por lo que ejecuta SW AP, el proceso 0 ve
a 2 por lo que ejecuta SWAP;.

Teorema 3 FEl algoritmo SWAP resuelve el problema del intercambio.

Prueba. El algoritmo termina, ya que en cada invocacién siempre regresa
un ganador.

El caso base, cuando un proceso compite, sélo hay un ganador, por lo que
el algoritmo resuelve el problema para 1 proceso.

Supongamos que el algoritmo resuelve el problema para k' < n’ procesos.
En el paso inductivo consideremos la ejecucién con n’ procesos y cuando
digamos: el proceso obtuvo tag, nos referiremos al proceso que gano el torneo.

Consideremos la ejecucion donde participan n’ procesos, por definicién
del torneo sélo un proceso p; sera el ganador y obtendréd tag, inicialmente
tag = —1, terminard su ejecucién y los demés procesos obtendran el identi-
ficador de p;. Sea W el conjunto de procesos que obtuvo tag = 7, entonces
ejecutaran SWAP;. A lo més n’ — 1 ejecutaran SW AP;, por hipétesis de in-
duccién SW AP, resolverd el problema del intercambio para los n’—1 procesos,
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Figura 3.6: Recursién para 3 procesos ejecutando SWAP, donde se muestra
el arbol ramificado de recursion. Los circulos en azules representan la ejecu-
cion de la llamada. Las flechas azules indican el proceso que terminé en la
llamada SWAP,,,. Las flechas negras indican la llamada que origino la nueva
llamada.

de manera similar los procesos que ejecuten SW AP, con x # i. Finalmente
no mas de un proceso puede terminar con x pues este valor solo puede ser
obtenido en la llamada SW AP, y en particular sélo un proceso obtiene —1,
en la llamada donde participan los n’ procesos. U

En [2] argumentan que el algoritmo SWAP no es linearizable. Los auto-
res en [12] dicen que no requieren de la propiedad de linearizacién, y como
ejemplo mencionan que no necesariamente el ganador es primero.

Una propiedad menos restrictiva es la de ser consistente secuencialmente,
donde tunicamente nos interesa el orden de programa. Considerando esta
propiedad mostraremos una ejecucion que no es linearizable.

Recordemos que la definicién de linearizacion, dada en [19] y detallada en
[18], que un algoritmo sea linearizable, significa que las llamadas a métodos
deben parecer que toman efecto de manera instantanea. Podemos crear una
historia que cumpla con la especificacion secuencial de la tarea, es decir,
podemos establecer un orden total entre las llamadas a métodos de un mismo
objeto y ademas se debe respetar el orden de tiempo real.

Lema 3 FEl algoritmo del SWAP recursivo no es linearizable.



3.3. LA TAREA DE INTERCAMBIO 45
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Figura 3.7: Ejecucion no linearizable para 3 procesos. Los indices en la parte
inferior del intervalo representan el valor por el que se participa en el torneo.
Los indices en la parte superior representa el valor que obtuvo el proceso
después de ejecutar tournament.

Prueba. Para cualquier ejecucion del algoritmo SWAP, debemos poder de-
terminar un punto de linearizacion.

Como en [12] los autores dicen que no se requiere que tournament cumpla
con linearizacién, se construyé la ejecucién mostrada en la Figura [3.7] y se
muestra que es una ejecucion valida y no es linearizable.

Las llamadas a tournament_, de los procesos py y p2 se traslapan, por lo
que es valido que p, obtenga 0. Al igual para las llamadas a tournament_,
de po v p1. Es véalido que p; gane el torneo. Del algoritmo podemos notar que
una vez que los procesos ganan algin torneo terminan.

No importa donde tratemos poner los puntos de linearizacion. No es posi-
ble determinar un punto en el intervalo de las llamadas tal que
(p1 : SWAP) — (py : SWAP). No se cumple con la especificacién secuencial
de la tarea swap, que dice: cada operacién regresa la entrada de la operacion

que le precede. Por lo tanto el algoritmo SWAP no es linearizable.
O
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Capitulo 4

Construccion de Complejos
Simpliciales de Manera
Recursiva

En esta seccion se mostrara cémo los algoritmos distribuidos inducen sub-
divisiones de complejos o simplemente complejos cromaticos de una manera
recursiva. El objetivo de la tesis es mostrar la estrecha conexién entre los
algoritmos distribuidos recursivos, y los métodos para subdividir complejos
simpliciales.

4.1. Construccion recursiva de subdivisiones
cromaticas

Cada simplejo o™ se puede considerar como un complejo A™ considerando
o™ y todas sus caras. En esta seccién consideraremos s6lo complejos obtenidos
a partir de un simplejo.

En un complejo cromético A™ los vértices los denotamos por V(A™) y son
pares (p, V) donde p € II, IT es un conjunto de identificadores {0,1,2,...,n}y
V es la vista (view) de p. La vista de p es un conjunto de vértices cromaticos.
Sean los vértices (p,V},) v (q,V,), se dice que p ve a ¢ si ¢ € V,. Considere-
mos un complejo cromatico A™ que consiste en un n—simplejo. La siguiente
definicién combinatoria, aparece en [21] y se mostré que es una subdivisién
de A". Esta es completa para un complejo de dimensién n, es decir, cada
simplejo esta contenido en un n—simplejo.

47
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Definicién 7 La subdivision cromdtica x(A™) es un complejo simplicial abs-
tracto puro de dimension n definido como sigue:

1. Los vértices de x(A™) son indexados por todos los pares (p,V') donde
V CII, yp eV, tal que hay 2"(n + 1).

2. Los simplejos de dimension n de x(A™) consisten de todos los conjuntos
de vértices {(0, V), (1,V1),...,(n,V,)}.

y satisfacen los siquientes axiomas:
I Para todo i, j € II, se tiene que V; CV; 6 V; C V;,

11 Para todo i, j €11, sii €V} , entonces V; CVj .

Partiendo de un complejo de entrada A™, obtenemos su subdivision crométi-
ca x(A™). Los vértices de A™ estan etiquetados de la forma (p;, V;), por con-
veniencia siempre iniciamos con (7,{i}), 0 < ¢ < n. En la interpretacién
computacional, se considera que A" es la configuracion de entrada, es decir
el proceso p; inicia con entrada {i}.

Recordemos que el n-simplejo tiene n + 1 vértices. Para probar que el
nimero de vértices de la subdivisién cromética de un n-simplejo es 2" (n+1),
nos basaremos en la siguiente observacion.

Para A° supongamos que su vértice es etiquetado con (0, {0}). Todas las
parejas son (0, {0}). La subdivisién es el mismo vértice.

Para A' supongamos que sus vértices son etiquetados con (0, {0}), (1, {1}).
Todas las parejas son (0,{0}), (1,{1}),(0,{0,1}),(1,{0,1}).

Para A% supongamos que sus vértices son etiquetados con (0,{0}), (1, {1})(2,{2}),
todas las parejas son (0, {0}), (1,{1}), (2,{2}), (0, {0, 1}), (0, {0, 2}), (1,{0,1}),
(1,{1,2}),(2,{0,2}), (2,{1,2}), (0,{0, 1, 2}), (1, {0, 1,2}), (0, {0, 1, 2}).

Como se puede observar cada vértice aporta 1 vértice a la subdivision,
cada pareja aporta 2 vértices y cada terna aporta 3 vértices y asi sucesi-
vamente. Se puede contar el nimero de vértices de x(A”") de la siguiente
manera.

n+1

V(x(Am)| =) ici (4.1)

i=1
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Lema 4 FEl numero de vértices en una subdivision cromdtica de un n-simplejo
n+1

estd dado por Z iCM = 2"(n +1).

=1

Prueba. La prueba se hara por induccion sobre n.

El caso base es cuando n = 0 entonces
0+1

D iCPt =200+ 1);

=1
107 = 1(1);
1=1.

k41
Supongamos que para k se cumple Z z'C’fJrl =2k 4+ 1), con k < n.
i=1
Probemos para k + 1.
k42

> iCHT?

i=1 o

Separemos la suma de la siguiente manera
k41 k41

ZiC“Q (k+2)City = iCH? + (k+2)
=1

Aphcando el teorema de Pascal tenemos que
k+1 k+1 k+1

D ACH + CF Y+ (k+2) =) iCH + > TiCH 4 (k+2)

i=1 i=1 i=1
Por hipétesis de induccion tenemos que
k41

D iCH 25 (k4 1) + (k+2)
i=1
Desarrollando la suma que nos queda

1OF™ 4207 + 305 + L+ kO + (B + D)OFT 428k + 1) + (k4 2) =
Cot'+ (1+1)CF + 2+ DCE + L+ (k= 1)+ DO + (k+1)CF +
28k + 1)+ (k+2)

Lo reescribimos de la siguiente manera

1OPT 4205 + L+ (b — DOFH + kCFP 4 O - CFFL - 5 4 L+
C’“*l1 + C’““ + 2’f(k: + 1)+ (k+2) =

Z iCFH 4 Z CFY 4 28k + 1) + (k +2)
=1 =1
Por hipoétesis de induccién tenemos
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k
2 k+1) = (k+ 1)+ > CF 425k + 1) + (k+2)
La suma que queda es C(;H(I)Cida como la de coeficientes binomiales por lo que
2Fk+1)—(k+1))+ L —1) +2E+ 1)+ (k+2) =
k(b +1)—(k+1)+2M — 14+ 2"k+ D)+ k+1+1=
26(k+1) + 281 4 28(k + 1) = 2(2%(k + 1)) + 281 = 2P (K + 1) + 21 =
MLk + 14+ 1) = 28 (k + 2) O

Recordemos que si (p, V') es un vértice v, nosotros decimos que p es su nombre
y lo denotamos por nombre(v). En general, si ¢ es un simplejo, se obtienen
los nombres de los vértices mediante nombre(o).

Sea el complejo A2 = (0,{0}),(1,{1}),(2,{2}). En la Figura [{.1[a) se
presenta su subdivisién cromética x(A?) y en la Figura [4.1(b) se muestra el
esqueleto del simplejo 02 con respecto a y(A?).

Ahora que se recordaron algunas definiciones, se continuard con un algo-
ritmo que construye dichas subdivisiones.

0,{0}

1.{0.1}

2,{0,2}

2{0,1,2} 1{0.1.2}

; ; 0.{0.2}

0{0.1.2}

2 {2}

2412} 11,2}
141} 0,{0}1,2} 141} 2{1,2} 141.2}

(a) (b)

Figura 4.1: a) Subdivisién cromdtica K? = x(A?) de un complejo sim-
plicial A? = (0,{0}), (1,{1}),(2,{2}). b) ¢? y la coleccién de simplejos de
Skell, (K?).

Para poder explorar las propiedades recursivas de los complejos simpli-
ciales como se menciona en [J], se hard mediante el Algoritmo 4| recursivo,
que construye una subdivisiéon cromética. Se puede ver en el algoritmo que el
complejo simplicial se construye a partir de un complejo simplicial de dimen-
sién menor. En la linea [3| tenemos la base de la recursion, es decir, cuando
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se recibe un complejo puro de dimensién n = 0, ya esta subdividido de ma-
nera cromatica. Si la dimensién del complejo no es 0 entonces se procede
a subdividir de manera cromatica el complejo de dimension n > 0. En la
linea [o| se obtiene la subdivisiéon cromatica del esqueleto de dimensién n — 1
del complejo C™. En la linea [6] se comienza a iterar sobre los simplejos de
dimensién n del complejo C™. En la linea [7] por cada simplejo o™ se crea un
nuevo simplejo 7., dicho simplejo es practicamente una copia de o™ con la
diferencia de que V' = nombre(o™) es la misma para cada vértice, por lo que
las etiquetas de estos vértices las denotamos con (g, V,») en que g es algtin
identificador de ¢, es decir ¢ € nombre(c").

Algoritmo 4 Algoritmo para construir una subdivision cromatica en forma
recursiva.

1: ChrSubDiv(C™)

2: K" = {}

3: if n = 0 then return C";

4: else

5. K" ! < ChrSubDiv(Skel"}(C™))

6: for each ¢" € C" do;

7 Sea 7%, un nuevo simplejo con vértices etiquetados (g, V) donde
q € nombre(c™) y Vyn = nombre(o™)

8: Sea X"« Skell ' (K™)

9: K" = K™U ChrJoin (77, « X" 1)

10: end for

11: return K"

12: end if

En la linea [§ obtenemos el esqueleto subdividido del simplejo ¢, es decir,
de K™ ! obtenemos todos los simplejos de dimensién n — 1, tal que sus
etiquetas estén formadas por (p, V'), y p € nombre(o™). Finalmente aplicamos
la funcién ChrJoin(72. * X,,_1), funcién que definimos como:

ChrJoin(7” * X" D ={r* U™k <n,d € X" ' m=n—k—1,

. (4.2)
nombre(t") ¢ Vs AN Vs C V;}

Cabe mencionar que nos referimos a una cara de 7., de dimensién k£ como
7%, Por ejemplo, la Figura [4.2]ilustra como aplicar la funcién ChrJoin para
o? y su esqueleto de dimensién 1 subdividido.
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21,2 141,2}

1{1}

Figura 4.2: Los simplejos en rojo, muestran la unién entre el 0-simplejo 7° =
(0,{0,1,2}) y los simplejos de dimensién 1 que cumplen con la definicién
de ChrJoin, §; = {(1,{1}),(2,{1,2})},0, = {(2,{1,2}),(1,{1,2})},05 =
{(1,{1,2}),(2,{2})}, El simplejo con borde azul fue construido por 7! =
{(2,{0,1,2}),(1,{0,1,2})} vy 84 = (0,{0}). Finalmente, 7> = 6% y 6 = {}, 0
es el simplejo vacié. X™ ! en este caso es el borde, o todos los simplejos con
lview| < 2.

Teorema 4 El Algoritmo[f, ChrSubDiv, construye una subdivision cromdti-
ca de un complejo simplicial A™.

Prueba. La invariante que podemos ver en el algoritmo, es que en cada
llamada recursiva se tiene el esqueleto subdividido, Skel*(A™), por lo que la
demostracion la haremos por induccién sobre la dimension k del esqueleto
del complejo subdividido. Notemos que cuando k£ = n tenemos la subdivisién
cromdtica, y(A")

Cuando k = 0 tenemos que el Skel®(A™), consiste de vértices inicamente.
El algoritmo regresa el mismo complejo que por definicién es una subdivision
cromética correcta de AY.

Sea KF = x(Skel*(A™)). Supongamos que para k con k < n,
ChrSubDiv(Skel®(A™)) regresa el complejo K*.

Por demostrar que para k + 1 = n ChrSubDiv(Skel*™(A")) regresa una
subdivisién cromética de Skel*T1(A™).

Del algoritmo tenemos que K**1 es construido a partir de K*, por lo que
necesitamos analizar que pasa a partir de la linea @ Para cada simplejo o**! €
A", se crea un nuevo simplejo Tj;j;ll, el cual tiene sus vértices etiquetados de
la forma (g, V,x+1) donde ¢ esta en los nombres de o**!
todos los nombres de o*+1.

y V_k+1 consiste en
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Después en la linea |8 obtenemos X*, el esqueleto subdividido de Tf,;trll, es
decir los simplejos en K* que se pueden relacionar con Tf,i}l.

Por definicién la funcién Skel¥,,, (K*) regresa los simplejos 6™ € K* tal
que los nombres de ™ estén contenidos en la vista de Tf,j;ll y que la V' de los
vértices de 0™ este contenida en V i1 .

Sk+1
Finalmente se aplica la funcién ChrJoin( Tfktll * X* ), la cual une cada cara

7t de Tf,j;ll, [ < k+1, con un simplejo 6™ € X* tal que m = (k+1) — 1 — 1.
Si se toma una cara 7° entonces se relacionan con simplejos d* tal que los
nombres de 7% no esten contenidos en Vi v que Vi sea un subconjunto de
V.o. Los mismo para cada cara 7! relacionadas con cada §*~'. Finalmente
cada cara 7" se relaciona con cada ¢° como lo indica la funcién. Asi entonces
tenemos simplejos de dimensién de a lo mas ||+ [6™] = |75} ], recordemos
que la cardinalidad de un simplejo es el nimero de vértices que lo forman
porloquel+14+m+1=1+14+(k+1)—1—1+4+1=k+ 2 que es justo
|Tf,j;11 . Como al final sélo agregamos simplejos de dimensién k£ + 1, hemos
formado K*+1

La definicién de la funcién ChrJoin respeta los axiomas 1| y [l de la defi-
nicion [7

Por otra parte tenemos que el algoritmo regresa tinicamente vértices en
la llamada cero, por lo que tenemos k + 1 vértices. Por cada simplejo de
dimension k, k£ < n, se agregan k + 1 vértices, y tenemos tantos simplejos

de dimension k como las combinaciones de C’Zj:ll, asi el nimero de vértices
n+1

esta dado por Z iC"™ y por el lema [4 sabemos que el nimero de vértices
i=1
en total es 2"(n + 1) por lo tanto K**! es una subdivisién cromética, en
particular es la subdivisién cromaética del esqueleto de dimensiéon n de A™ y
como Skel"(A"™) = A" tenemos que el algoritmo ChrSubDiv construye una
subdivisién cromética para A™.
0

4.2. Construyendo subdivisiones cromaticas
con IS

Como se habia visto anteriormente, podemos resolver la tarea del imme-
diate snapshot con el Algoritmo (1], ahora se mostrara cémo de manera natural
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este algoritmo induce una subdivisién cromatica.

Las configuraciones de entrada se consideran como un complejo de la
forma A”™. Donde cada proceso solo conoce su valor de entrada.

Anteriormente se describié detalladamente el algoritmo IS, ahora enfo-
quémonos en la linea[2] si los n’ = n+ 1 participantes de la llamada recursiva
se ven todos a todos, entonces justo en esta linea se formara un simplejo 7.,
con la caracteristica de que todos los procesos tendran la misma vista. Se
consideran los procesos como vértices etiquetados de la forma (p;, V'), justo
como se hizo anteriormente. Por ejemplo, para tres procesos con identificado-
res IT = {0, 1,2} que invocan IS3(i), podemos obtener el simplejo mostrado

en la Figura

04{0.1,2}

140.1.2} 240.1.2}

Figura 4.3: Simplejo 72 de las posibles vistas de los procesos cuando todos
terminan en la linea [2| en la primera llamada. En estas vistas todos los
procesos se ven a ellos mismos y a todos los demas. Cada vértice representa
un proceso y es etiquetado con su id y su vista, donde la vista es un conjunto
de ids que cada proceso ve. Por ejemplo podemos ver que un vértice es
etiquetado (id,view), con 1,{0,1,2} donde 1 es el id y view = {0, 1,2}.

Como no siempre todos los procesos terminan en la linea [2] del Algoritmo
IS y no hay manera de saber cuales terminaran en la llamada recursiva donde
participan k', V&' < n’, necesitamos considerar todos los posibles simplejos
T para n’ procesos de dimensién k, 7%. Podemos construir un complejo con
la unién disjunta de estos simplejos. Llamamos a este complejo UF, = |J 7%
donde k es la dimensién del complejo y n' es el total de procesos que pue-
den participar. Por ejemplo, para tres procesos pg, p1, p2 los simplejos en la
llamada recursiva donde participan k' = 2 son:

U2 = {(pos {po. 21} (01 w0 D}

{<p07 {pOaPQ})v (an {pOaPQ})} U
{(p1,{p1, p2}), (P2, {p1, p2})}
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Ahora se puede saber cuantos simplejos 7%, pueden ser obtenidos en la llama-
da recursiva para k' procesos calculando (Z;), donde n’ = n + 1 es el nimero
total de procesos y k' = k 4+ 1 es el niimero de procesos que participan en la
llamada recursiva.

En la ultima llamada recursiva, IS;(i), solamente tenemos el conjunto
de procesos II con sus valores iniciales en su vista. Por lo tanto, podemos
representar todas las posibles ejecuciones con UY,, el cual contiene solamente
vértices. Como se explicé anteriormente U, = J7Y,.

oo

41 242

Figura 4.4: Complejo U? de las posibles vistas de los procesos en la llamada
recursiva IS; (i) para n’ =3

Lema 5 Consideremos el algoritmo IS. En una llamada recursiva para k'
procesos se produce un k-simplejo, T, tal que sus vértices son etiquetados
con (p;, V'), conp; #pj sii # jy|V|=k+1 siilos k' procesos terminan en
la linea [4.

Prueba. = Sea 7" un simplejo etiquetado (p;, V) tal que p; # p; sii #jy
|V| = k+ 1. Si consideramos cada vértice como un proceso con identificador
pi y Vvista view = V', entonces tenemos que |view| = k + 1. Esta es justo la
condicién de la linea 2

& Sien una llamada para k' procesos, éstos terminan en la linea [2] eso
implica que |view;| = k’. Entonces todos tienen la misma vista y se tienen &’
vértices con etiquetas (p;, view), V = view, por lo tanto podemos construir
un simplejo 7. U

Se necesita saber qué pasa cuando no todos los procesos terminan en la
linea , por lo que definiremos el complejo KF.

El complejo K, representa todas las posibles ejecuciones hasta la llamada
recursiva para k' procesos, y es definido como sigue:

K* = ChrJoin(UF « Kﬁfl)

4.3
K = ChrJoin(U% x K.,') = UY, (4.3)
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Se tiene que recordar que UF, es la unién disjunta de simplejos 7%, enton-
ces por cada 7F, € U aplicaremos ChrJoin(7%  KF ™).

La definicién previa de K% es recursiva. Por ejemplo, si se quiere conocer
todas las posibles vistas en la llamada recursiva para 3 procesos, entonces
necesitamos conocer K,

K}, = ChrJoin(U}, « K°)

Sabemos que K?, es la base de la recursiéon. También K?, = UY,, por lo
tanto basicamente solo necesitamos aplicar ChrJoin para los siguientes dos
complejos, los cuales se ilustran en la Figura |4.5]

040

1{0.1} 2,40,2}

0.{0,1/ \0’{012}

1.{1} . 2412} 101,2} 242

Figura 4.5: K2, = U, es representado por los vértices azules y U}, es repre-
sentado por los 1-simplejos rojos.

Los vértices azules forman K, y las aristas rojas forman U,. Si aplicamos
ChrJoin para estos dos complejos, obtenemos K!,. Agregamos solamente las
Y n
aristas azules como se muestra en la Figura

0.{0}

1.{1} 2,012} 1412} 22}

Figura 4.6: K, obtenido a partir del ChrJoin(U}, * K?))

Teorema 5 Fl algoritmo IS construye una subdivision cromdtica de A™.

Prueba. Por induccién sobre la dimension n. Cuando n = 0 la entrada de
nuestro algoritmo es AY. Sabemos que A° consiste de un solo vértice, como
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cada proceso se ve asi mismo entonces cumple la condicion de la linea [2] y
termina. A la salida tenemos (p;, view;). El vértice cumple con la definicién 7]
Por lo tanto tenemos una subdivisién de A°.

Supongamos que el algoritmo construye una subdivisién cromatica para
la entrada A¥, con k < n.

Por demostrar que el algoritmo construye una subdivisién cromatica de
la entrada A™.

Si los n' procesos terminan en la misma llamada entonces se tiene un
simplejo 7. El algoritmo garantiza que al menos un proceso termina, por
lo que la siguiente llamada recursiva la se hard con k' procesos. Podemos
considerar que la entrada de la nueva llamada es la configuracién A* y por
hipétesis de induccién IS, forma una subdivisiéon cromaética de este nuevo
complejo. Pero se tienen varias configuraciones de entrada para la nueva

llamada dadas por CJ.. Siendo asi, se tiene KF, = Ux(Af), es decir K%,

es la unién disjunta de las subdivisiones cromaticas zie cada configuracion
de entrada AF. K% contiene todos los simplejos de dimensién k y de menor
dimensién, es decir K% es el esqueleto de dimensién k de x(A™).

Por otra parte K¥ representa todas las posibles ejecuciones en la llama-
da donde participan k&’ procesos, finalmente consideremos la llamada donde
participan n’ procesos, y consideremos la ejecucién donde los n’ terminan en
la linea [2] Por el lema [5] la ejecucién representa un simplejo 7", para nues-
tra configuracién de n’ solo se forma un simplejo 7" que en particular es
un elemento del complejo U”,. Al aplicar ChrJoin(U" x K¥), tenemos que
es una buena coloracion, debido a que ChrJoin respeta los axiomas [I| y
Finalmente podemos ver que el niimero de vértices esta dado por la ecuacién
la cual es igual a 2"(n+1), por el [4] por lo tanto tenemos una subdivisién
cromatica de A", O

4.3. La topologia del renombramiento

En el Algoritmo 2 la llamada de la linea [} invocacién del immediate
snapshot, nos regresa un simplejo de dimensioén n, el proceso o procesos que
terminen en la linea [3| obtienen un nuevo nombre y no participan en una
nueva llamada recursiva.

Se sabe que al menos un proceso termina, y a lo mas n’ — 1 proce-
sos ejecutardn la linea [dl En esta linea se crean a lo mds n’ — 1 llamadas
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iSRENAMIN Ghqy v, las etiquetas estdn dadas por N = |view| — 1, y cada
etiqueta representa el niimero de procesos que se esperan en la nueva llamada.
Del algoritmo IS, sabemos que éste nos induce una subdivisiéon cromatica,
por ejemplo: para tres procesos como el de la Figura [4.1], s6lo que ahora por
cada simplejo 02 de x(A?), se vuelve a crear una subdivisién cromética de
la siguiente forma:
s Sea k' = k+1 el niimero de procesos con vista de la misma cardinalidad,
los que no terminaron en la llamada etiquetada con tag son k' — 1. Los
k' — 1 procesos ejecutaran una nueva llamada creando una subdivisién
cromética x(A*1).

= Los procesos que participen solos en alguna llamada recursiva no mo-
difican la subdivisién cromética.
Por ejemplo, consideremos la subdivisién cromética de A? mostrada en la
Figura [4.7] esta subdivision representa todas las posibles ejecuciones en la
primera llamada de isRENAMING;(Inicio, Direccion).

0.{0}

141 21,2} ] 141.2}
0{0.1.2}
Figura 4.7: Subdivisién cromética de A2, considerando 3 posibles ejecuciones
en la primera llamada del renombramiento.

Por ejemplo, consideremos los siguientes simplejos de dimension 2:

o ={(0,{0}),(1,{0,1,2}),(2,{0,1,2})}, de color azul.

T =1{(0,{0,1,2}),(1,{0,1,2}), (2, {0, 1,2})}, de color rojo.

0 ={(0,{0,1,2}),(1,{1,2}),(2,{2})}, de color verde.

El simplejo o representa una posible ejecucion de la primera llamada, en
la cual py termina por verse solo, p, termina por ser el que tiene el mayor de los
identificadores de su vista y finalmente p; invocara isREN AMIN G5 5 (Inicio,
Direccion), por lo cual o quedard finalmente definido como:

o ={(0,{0}), (1,{0,1,2},{1}), (2, {0, 1,2})}.
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En el caso del simplejo 7 el cual representa otra posible ejecucién de
isSRENAMINGs;(Inicio, Direccion), tenemos que py termina por ser el que
cuenta con el mayor de los identificadores, y que p; v pp en esta ocasion
ejecutan la misma llamada recursiva isREN AMIN G3 o(Inicio, Direccion),
por lo que el immediate snapshot de esta llamada subdivide el simplejo
{(0,{0,1,2}),(1,{0,1,2})} en una trayectoria de longitud 3. Donde los po-
sibles casos son: a) pg se ejecuta solo y termina por lo que p; necesariamente
termina, b) po y p1 se ven, por lo que py volveria a invocar otra llamada re-
cursiva, ¢) p; se ejecuta solo y termina lo cual implica que py vuelve a hacer
una llamada recursiva, y asi se formaria el complejo dado por:

C= {{(07 {07 L, 2}’ {O}>’ (17 {07 L, 2}7 {0’ 1}>}a
{(1,{0,1,2},{0,1}),(0,{0,1,2},{0, 1}, {0})},
{(0,{0,1,2},{0,1},{0}), (1,{0, 1,2}, {1})}}.

En este caso C' es un complejo simplicial puro de dimensién 1, por lo que
cada simplejo de dimension 1 lo asociamos con el simplejo de dimension 0,
(2,{0,1,2}), y de esta manera nos queda subdividido el simplejo 7.

Finalmente, para el caso del simplejo d tenemos que p, termina en la
primera llamada por verse solo, p; ejecuta una llamada recursiva etiquetada
con tagl y py ejecutaria otra llamada recursiva etiquetada con tag2, por lo
que al final el simplejo queda etiquetado de la siguiente manera.

0" ={(0,{0,1,2},{0}), (1, {1, 2}, {1}), (2, {2})}

Finalmente el complejo simplicial que representaria la ejecucién del Al-
goritmo [ se muestra en la Figura 4.8|
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0.,{0}

0.{0, 1,2}, 40,1}, {0}

10,1} .
2{0.1,2}

0,{0,1}.{0}

1.{1 "2}’{1}\1
0,{0,1,2}.{0} 1,{0,1,2}{0,1}

1,{;} 241.2}

Figura 4.8: Subdivisién cromatica para el algoritmo del renombramiento.

En la Figural4.8] podemos ver que las etiquetas de los vértices nos indican
cuantas llamadas recursivas ejecuté cada proceso, por ejemplo: el proceso que
més llamadas realizé es el que estéd etiquetado con (0,{0,1,2},{0,1},{0}),
ésto nos indica que ejecuté las llamadas recursivas isRENAMING;,
iISRENAMINGSs; 5, isSRENAMING3 5, y termind.

4.4. La topologia de la tarea de intercambio.

Como se vio en el capitulo anterior, el Algoritmo [3| resuelve el problema
del intercambio, (swap), de manera recursiva. En esta seccién se vera que el
algoritmo no induce una subdivisiéon cromatica. Retomando los resultados de
Herlihy y Shavit en [17], se mostrara que la tarea no se puede resolver tnica-
mente con registros de lectura y escritura, esta demostracion serd mediante
los complejos que son inducidos por los algoritmos que resuelven una tarea
unicamente con registros de lectura y escritura.

Como parte de la demostracion se referiran a la definicién de mapeo
simplicial y al teorema principal dado por Herlihy y Shavit en [17].

Definicién 1 Sean K y L dos complejos, posiblemente de diferente dimen-
sion. Un mapeo de vértices ji : Skel®(K) — Skel®(L) lleva vértices de K a
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vértices de L. p es un mapeo simplicial si también lleva simplejos de K a
simplejos de L.

Teorema 6 (Teorema 3.1 de [17]) Una tarea de decision (Z,O,A) tiene
un protocolo libre de espera usando memoria de lectura y escritura si y solo
st existe una subdivision cromdatica x del complejo C' y un mapeo simplicial
que preserve colores p: x(C) — O.

También se hablara de mapeos portadores, mapeos de decisién y proto-
colo. Estos se definen en [I3] de la siguiente manera:

Definicién 8 Sean G y H complejos simpliciales, un mapeo portador
¢ : G — 2% lleva cada simplejo de 0 € G a un subcomplejo ¢(o) de H tal
que para todo o, 7 € G, si 0 C 1 entonces ¢(c) C (7).

Definicién 9 Un protocolo para n’ procesos es una terna (Z,P,Z) donde:
= T es un complejo puro de dimension n cromdtico.
= P es un complejo puro de dimension n cromdtico.

» Z:7 — 2P, es un mapa portador estricto, es decir lleva simplejos de
dimension n a simplejos de dimension n, tal que P =, .7 Z(0).

Definicién 10 Un mapeo simplicial también es un mapeo de decision  si
respeta el mapa portador (especificacion de la tarea) A, es decir, satisface

(¢(0)) € A(o).

Ahora se analizard el Algoritmo [3] y se mostrara el complejo simplicial
que induce para dos y tres procesos.

Se debe recordar que la etiqueta inicial es —1. Si se tiene un sélo proceso,
trivialmente se sabe que éste obtendra la etiqueta m = —1, y el complejo
inducido sera unicamente un vértice. Ahora, pensando en que participaran 2
procesos se tienen las siguientes ejecuciones posibles.

¢t ={(0,{}), (1,{0}), {(0,{x}), (1, {0})}}
D' ={(1.{7}), (0,{1}). {(L. {7}), (0, {1})}}
De manera grafica lo podemos ver en la Figura [£.9 Se puede observar

como solo un proceso gana la etiqueta m y el otro obtiene un nuevo nombre.
Para este problema las etiquetas de los vértices de los complejos son de la
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140} 0.4} 1.{m} 0.{1}

Figura 4.9: Complejo de salida para el problema del intercambio entre 2
procesos.

01}

0.{2} 1.4{2}.0} 0.{{2}.1} 142}

Figura 4.10: Componente conectada por trayectoria, después de ejecutar
SWAP donde el proceso 2 gana .

forma (p;, V), donde V; es el conjunto de etiquetas visto por cada proceso, de
manera que si V; = {vq, v, .., v}, g serd la etiqueta obtenida por el proceso
en su ultima llamada recursiva. Nétese que esto sélo se hace por analisis, al
inicio de cada llamada recursiva los procesos que participan solo conocen su
identificador y la etiqueta de la llamada.

Como se mencioné anteriormente el algoritmo SWAP utiliza registros
2-consenso, esto hace que siempre rompa la simetria de las ejecuciones, es
decir, para n’ procesos, al menos 1 proceso no verd lo mismo que los otros n’ —
1 procesos. Como vimos en la tarea de immediate snapshot hay ejecuciones
en las que n’ procesos ven n’, es a lo que se llama simetria.

Para construir el complejo, serd conveniente hacer énfasis en las ejecu-
ciones en las cuales k' procesos obtienen el mismo tag. En el caso en el que
obtienen diferente tag, del algoritmo sabemos que éstos procesos ejecutan
una nueva llamada y terminan. La Figura 4.9 es el ejemplo més basico don-
de no hay simetria, ademés, al tener mas poder de computo con registros
2-consenso, resulta un complejo con dos componentes conectadas por trayec-
toria.

Definicién 11 Un complejo K es conectado por trayectoria si hay una tra-
yectoria entre cada dos vértices. Los subcomplejos mds grandes de K que son
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conectados por trayectorias son componentes conectadas por trayectoria de
K.

Se continuard con la definicién de la tarea intercambio para 3 procesos. Sin
perdida de generalidad, consideremos el complejo de entrada Z que consiste
en el simplejo o2 = {(0,{0}), (1,{1}), (2,{2})} que es portado por A de la
siguiente manera:

= A{(0,{01)}) = {(0, {7 })}.
= AL AT} =L {7}
= A{(2{2D))) =& A{mH)}-
= A{(0,{0}), (1, {11)}) = {0, {m}), (1, {=}), ({(0, {=}), (1, {O})}),
{0, {1}, A7} )}
= A{(0,{0}), (2,{21)}) = {(0, {7}), (2, {7}), ({(0, {7}), (2, {0})}),
({0, {2}), (2. A7})})}-
= A(({(0,{0}), (2:{21)}) = {(L, {7}), (2, {7}), ({(L {7}), (2, {1})}),
{42, 2 A7H)})}
= A{(0,{0}), (1,{1}), (2,{21)}) = {(0, {m}), (1, {7}), (2, {7})
({(0, {7 }), (1,{OD)}),
({(0,{1}), (1, {7 P }),
({(0, {=}), (2,{OD)}),
({(0,{2}), 2, {=H)}),
({(1, 47}, (2,{1D}),
({(1,{2}), (2, {7 D}),
({0, {m}), (1,{0}), (2,{1})}),
({0, {m}), (1,{2}), (2,{0})}),
({(1,{7}), (0,{1}),(2,{0})}),
({1, A7}, (0,42}), (2,{1})}),
({2, A7}, (0,{1}), (1, {2})}),
({2, {7}), (0,{2}), (1, {0})})}-

La representacion grafica se puede observar en la Figura [£.12] donde se tiene
solo una componente conectada por trayectoria. Para construir el complejo,
vamos a partir del formado por dos procesos, ademés se considerard el sub-
complejo obtenido a partir del ganador de la primera llamada. Partiendo del
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24y, ogn 3 2.{0}

0.{{1}.2} 1.{{0}.2}

2,{{1}.0} 2410} 1}

0{2} 1.4{2}.0} 0.4{2}.1} 142}

Figura 4.11: Complejo para 3 procesos generado por el algoritmo SWAP.

complejo de la Figura |4.9] agregando otro proceso y suponiendo que gana
la etiqueta 7 entonces se tendrd el subcomplejo mostrado en la Figura [4.10]
Los triangulos azules son obtenidos a partir del complejo de 2 procesos, y
los triangulos rojos son nuevas ejecuciones posibles. Puede ser el caso que
el proceso 2 gane m, 0 vea a 2 y 1 vea a 0. Los triangulos azules resultan
de la ejecucién de la primera llamada donde 0 y 1 ven lo mismo, es decir al
ganador, por lo cual se debe romper la simetria para que ambos terminen
con diferentes identificadores.

Se tiene un subcomplejo similar al de la Figura[d.10|por cada par (i, {7}) y
sabemos que todas las posibles ejecuciones son representadas por un comple-
jo conectado por trayectoria, pues comparten estados en comun, por ejemplo,
es posible que el proceso 1 vea 0 cuando 0 fue el segundo 6 cuando 0 fue el
primero. En la Figura se muestra el complejo generado por el algoritmo
SWAP para 3 procesos, es importante mencionar que para facilitar la visua-
lizacién mostramos por separado los subcomplejos, pero los vértices con una
misma etiqueta representan solamente a uno.

Nuevamente si se agrega otro proceso al complejo de la Figura se
tendrian tetraedros y subcomplejos similares para cada par (i, {7}).

Para 3 procesos, como complejo de entrada se tiene un tridangulo, éste es
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Y

Figura 4.12: Complejo de salida para el problema del intercambio entre 3
procesos.

transformado en el complejo que se muestra en la Figura .12} Notemos que
un mundo posible, que aparentemente cumple con la especificacion de la tarea
es en el que los vértices estén etiquetados con (0, {2}), (1,{0}), (2,{1}), todos
tienen un nombre diferente, pero realmente no se considera el 2-simplejo que
forman, pues al menos uno debe de tener m, éste lo consideramos como un
hoyo.

En la literatura se encuentra que los algoritmos que utilizan registros de
lectura y escritura para resolver una tarea generan un complejo sin hoyos,
por el Teorema [6] también se puede saber si una tarea se puede resolver en
un modelo y si existe un algoritmo que genere un complejo de protocolo que
pueda ser mapeado a la especificacién de salida.

En la Figura podemos ver el complejo generado por el algoritmo
que resuelve el immediate snapshot, que referiremos ahora como el complejo
de protocolo. Si ésta tarea pudiese resolver el intercambio entonces cada
simplejo del complejo de protocolo deberia poderse mapear a un simplejo en
el complejo de la especificacion del intercambio.

Lema 6 FEl problema del intercambio no se puede resolver mediante un mo-
delo de immediate snapshot.

Prueba. Para realizar la prueba basta con demostrar que no existe un mapeo
del complejo de protocolo al complejo de salida dado por la especificacién de
la tarea.
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Entrada Protocolo Salida

141} 2413} 1012}
0.40.1.2}

Figura 4.13: Serie de mapeos que deberian de existir para poder resolver el
problema del intercambio con IS. ¢ es el mapeo de protocolo, y ¢ es el mapeo
de decisién, donde cada simplejo del protocolo debe estar relacionado con un
simplejo del complejo de salida respetando A.

Supongamos por contradiccion que existe un mapeo de decision 6 : P — O,
donde P es el complejo formado por el algoritmo que resuelve la tarea de im-
mediate snapshot para 3 procesos, que nos lleva del complejo de protocolo P
al complejo de salida O y que preserva nombres, es decir, lleva cada simplejo
de P aO.

Por el Teorema [p] sabemos que un modelo como lo es immediate snapshot,
que utiliza registros de lectura y escritura, genera una subdivision croméatica
la cual no contiene hoyos.

Por el Lema [5| sabemos que en la subdivisién tenemos un simplejo o tal
que la vista en cada vértice es la misma. Este simplejo representa el mundo
en el que los procesos se ejecutan de manera concurrente y todos ven lo
mismo, es decir el conocimiento local de cada proceso es el mismo. Nuestro
mapeo de decisién debe mapear este simplejo a un simplejo en el complejo de
salida, tal que los procesos tengan el mismo conocimiento local. El complejo
del intercambio con 2 procesos, resulta en un complejo con dos componentes,
y en el immediate snapshot seria una arista subdividida en 3 aristas, lo cual
contradice nuestra suposiciéon de que existe un mapeo 6 : P — O, pues ¢
debe mapear cada simplejo de P a cada simplejo de O.

O

En la Figura |4.14]se puede ver el complejo para tres procesos derivado de
la ejecucion y que se puede mapear al complejo de la especificacién de salida
para el problema del intercambio con tres procesos. Sabemos que el algoritmo
SWAP es correcto y otra forma de demostrarlo es mediante la relacién de
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Entrada Protocolo Salida,
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Figura 4.14: Serie de mapeos existen para poder resolver el problema del
intercambio con SWAP. ¢ es el mapeo de protocolo, y ¢ es el mapeo de
decisién, donde cada simplejo del protocolo esta relacionado con un simplejo
del complejo de salida.

los complejos generados. El mapeo de decision ¢ llevaria cada vértice de la
forma (i,{vo,v1,...,vx}) a un vértice en el complejo de salida (i, {v,}), tal
que v = v
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Capitulo 5

Conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones obtenidas de esta Tesis y
los posibles trabajos a futuro que se pueden realizar.

5.1. Aportaciones tedricas

Hemos visto que construir una subdivisiéon cromatica recursivamente de
manera secuencial y resolver la tarea de immediate snapshot recursivamen-
te estan estrechamente relacionados. El algoritmo recursivo del immediate
snapshot es en algin sentido una implementacién concurrente del algorit-
mo de subdivisién. Ademas, hemos dado la funcién C'hrJoin, aprovechando
las caracteristicas recursivas de los complejos, que nos permite construir el
complejo inducido por el algoritmo del immediate snapshot. También se da la
funcién S k:el(’jk (C) que relaciona un simplejo con los simplejos de un complejo
para poderlos relacionar.

En un algoritmo distribuido existen muchas ejecuciones posibles, una por
cada traslape de las operaciones de los procesos. Cada una de las ejecuciones
construye uno de los simplejos de la subdivision. Es interesante considerar la
interpretacion distribuida de la operacion unién cromaética. La unién cromati-
ca entre dos complejos Kf,_ Ly U% se puede realizar porque las vistas que
surgen en el algoritmo distribuido son compatibles. Las vistas en los simple-
jos del complejo K fif ! son de los procesos rapidos y pueden ser extendidas a
las vistas de los simplejos U de los procesos lentos que participan después
en la ejecucion.

Por otra parte se tiene, que si un algoritmo distribuido recursivo se ra-
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mifica o es una simple trayectoria, no afecta en la forma de construir los
complejos, y apoyandonos de las etiquetas que le demos a éstos complejos,
nos ayudan a conocer el universo de ejecuciones cada algoritmo, permitiéndo-
nos un analisis detallado de cada algoritmo.

También se mostré el complejo que induce el problema del intercambio
para tres procesos, como éste tiene otras caracteristicas y no puede ser re-
suelto Unicamente con registros de lectura y escritura. Ademads, se dio una
demostracion de que el Algoritmo [3[ no es linearizable, algo que solo se men-
ciona en la literatura pero no se da una demostracion.

Ademas, en el problema del intercambio se muestra como el usar registros
2-consenso resulta en un complejo de dos componentes para dos procesos.
En general ésto se extiende a que para mas procesos no tendremos en una
misma ejecucion dos procesos que vean lo mismo. Se dio un mapeo de decisién
para mostrar que el complejo que resulto del analisis del algoritmo se puede
relacionar con el complejo de salida dado por la especificacion de la tarea.

Finalmente, se muestra que aprovechando las propiedades recursivas de
los complejos simpliciales, el analisis de los algoritmos resulta ser mas intui-
tivo, por ejemplo en el problema del intercambio, y es una herramienta ttil
para estudiar algoritmos distribuidos recursivos.

5.2. Trabajo a futuro

Estableciendo y conociendo mas a detalle la relacién entre el computo
distribuido y la topologia, seria interesante investigar si cada algoritmo dis-
tribuido recursivo que genera un complejo simplicial puede ser transformado
en un algoritmo distribuido iterativo, y si es posible que a partir de estas
relaciones surja una estructura de datos general que sirva como base para
este proposito.

También se puede estudiar la relacion que hay entre las tareas cromaticas
y no cromaticas, ya que por el lado de la topologia basta con ”aplastar” sim-
plejos de un complejo cromatico para obtener una representacién no cromati-
ca de un complejo que en computo distribuido representaria inicamente los
valores de las entradas. Hay que recordar que en las tareas crométicas siem-
pre es indispensable conocer el par (p;, v;) donde p; es el nombre del proceso
y v; es su valor de entrada.

En [2] se muestra un algoritmo para resolver el problema del intercambio
con concurrencia ilimitada. Serfa interesante investigar la relacién entre la
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topologia y la concurrencia ilimitada.
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