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Abstract

En esta tesis se busca relacionar el cómputo distribuido, en particular al-
goritmos recursivos, con herramientas como la topoloǵıa combinatoria. Tra-
tar de dar un enfoque topológico a estos algoritmos es de gran utilidad, nos
ayuda a analizarlos de una manera combinatoria y si los procesos que parti-
cipan en los algoritmos son pocos, los podemos representar de manera gráfica
fácilmente.

Primero veremos algunos conceptos básicos de cómputo distribuido aśı co-
mo de topoloǵıa. Es de gran importancia debido a que utilizaremos palabras
como tareas (tasks), entradas, identificadores, vistas (view), mapeo simpli-
cial, recursión lineal, recursión ramificada. En la parte de topoloǵıa utilizare-
mos palabras como espacio topológico, simplejo, complejo simplicial, vértices,
etiquetas cromáticas, subdivisiones, unión (join) entre simplejos y elimina-
ción de simplejos.

Después estudiaremos algoritmos distribuidos recursivos para resolver
tareas como: foto inmediata (immediate snapshot), renombramiento (rena-
ming) e intercambio (swap). Aśı mismo veremos si el árbol de recursión que
se genera es simplemente una trayectoria o un árbol general. Además veremos
las ventajas que tienen éstos algoritmos para demostrar correctez.

Daremos un algoritmo secuencial para construir de manera recursiva sub-
divisiones cromáticas de complejos simpliciales, en adelante referiremos úni-
camente como complejos.

En la parte de algoritmos distribuidos recursivos se observará que resolver
el problema del immediate snapshot es prácticamente una implementación
distribuida del algoritmo secuencial que construye subdivisiones cromáticas.

Finalmente mostraremos la utilidad de utilizar un enfoque topológico para
describir un modelo y ver por qué ciertas tareas no se pueden resolver con
determinado modelo.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este trabajo se estudian algoritmos recursivos, sus caracteŕısticas en un
ambiente distribuido y se les da un enfoque topológico para poder estudiarlos
de manera sencilla. En este caṕıtulo se muestra el interés por realizar dicha
investigación y las bases necesarias para poder cumplir con el objetivo.

1.1. Motivación

En esta tesis se estudian las caracteŕısticas de los algoritmos distribuidos
recursivos, principalmente se abordan temas de recursión y se les da un enfo-
que topológico. Es interesante la representación topológica de los algoritmos
distribuidos, porque ayuda a visualizar los diferentes escenarios que pueden
darse durante la ejecución de un algoritmo distribuido.

Por otra parte el observar cómo es que los algoritmos recursivos distri-
buidos y la topoloǵıa tienen una relación natural, es de gran interés. Por un
lado podemos estudiar topoloǵıa y dar algoritmos para construir complejos
simpliciales, y por otro podemos ver cómo esas construcciones pueden derivar
en algoritmos especializados en resolver una tarea en particular, como en el
caso de la subdivisión cromática de un complejo simplicial y su mapeo de
una manera transparente a un algoritmo que resuelve el immediate snapshot.

También la motivación de realizar este trabajo se debe, a que los algorit-
mos recursivos distribuidos han sido poco estudiados, existen art́ıculos como
[9] que mencionan las propiedades recursivas de los complejos simpliciales
pero no profundizan mucho al respecto, por lo cual se cree que es importante
aventurarse y ver las ventajas y desventajas de la recursividad en los algorit-
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

mos distribuidos, aśı como investigar las herramientas que puedan surgir de
su estudio.

Este trabajo parte de un art́ıculo publicado por Gafni y Rajsbaum quienes
en [12], muestran las ventajas de plantear soluciones recursivas a diferentes
tareas del cómputo distribuido y dan algunas definiciones sobre conceptos
que surgen en los algoritmos distribuidos recursivos.

1.2. Objetivos

Estudiar las propiedades recursivas de los complejos simpliciales.

Estudiar tareas que podemos definir como cromáticas.

Mostrar la relación entre los algoritmos que resuelven una tarea y los
algoritmos que construyen complejos simpliciales.

Dar herramientas para el estudio de las relaciones encontradas entre la
topoloǵıa y los algoritmos distribuidos recursivos.

1.3. Trabajos Relacionados

El área de los algoritmos distribuidos recursivos ha sido poco explora-
da, en particular la recursividad es poco estudiada, siendo que hay quie-
nes como Stojmenovic I. en [28], recomiendan que debeŕıa formar parte de
los conocimientos que se adquieren durante los primeros años de estudio
en computación. En [28] se muestran las ventajas y desventajas de la re-
cursividad secuencial, aśı como lo ineficiente que puede ser la recursividad
secuencial cuando se ramifica (como al calcular los números de Fibonacci o
los coeficientes binomiales). Cuando el árbol de recursión es lineal, sólo una
trayectoria, posiblemente usar recursión resulte tan eficiente como hacerlo de
manera iterativa (como en el cálculo del factorial).

En [12] se exploran algunos algoritmos, como el immediate snapshot, el
renaming y finalmente el swap, todos éstos distribuidos y recursivos, y las
ventajas que tienen en cuanto a complejidad en tiempo. En ese art́ıculo se
demuestra que resolver cada uno de dichos problemas de manera recursiva
toma un tiempo de O(n2), incluso cuando la recursión es ramificada se logran
buenos resultados, como lo veremos en el caso de la tarea de renombramiento
(renaming).
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En [7] se plantea un algoritmo recursivo śıncrono, que resuelve la tarea
del acuerdo enrejado (lattice agreement), para posteriormente dar un algo-
ritmo aśıncrono que resuelve la tarea. También los autores muestran que un
algoritmo que resuelve la tarea del acuerdo enrejado puede ser transformado
en una implementación para resolver la tarea snapshot. La tarea de lattice
agreement consiste en que cada proceso inicia con un valor de entrada y
durante la ejecución debe ir aprendiendo valores tal que el valor de salida
pertenezca a la lattice. La meta es lograr que cada valor aprendido por el
proceso sea mayor o igual que su valor de entrada, cada valor aprendido es
la unión de un conjunto de valores de entrada.

Por otra parte, existen trabajos que muestran una manera de manipular
los complejos simpliciales, aśı como las subdivisiones que de éstos podemos
obtener, por ejemplo en [21] Kozlov muestra una forma de etiquetar todos los
k-simplejos de un complejo simplicial cromático ∆n, con 0 ≤ k ≤ n, donde
n es la dimensión de ∆. Etiquetar los simplejos y en particular los vértices,
es fundamental pues ayuda a apegarse a una notación establecida. También,
Kozlov hace una interpretación de estas etiquetas en cómputo distribuido,
considerando que cada vértice es un proceso y que las etiquetas son de la
forma (n, Vn), donde n representa el identificador del proceso y Vn representa
la vista de un proceso en alguna ejecución.

Sobre el planteamiento de las tareas, existen art́ıculos donde se definen
formalmente, aśı como los algoritmos iterativos para resolverlas, como es
el caso para: snapshots [1], immediate snapshots [8, 26], renaming [6], y
swap [3, 29]. Estas tareas son importantes ya que se estudiarán en esta tesis,
mostrando el análisis para resolverlas de manera recursiva y buscando su
relación con la topoloǵıa, por otro lado se verá que tomando la tarea del
immediate snapshot y considerándola como parte de un modelo, se pueden
resolver otras tareas.

En [14] se muestra un algoritmo recursivo para resolver el acuerdo apro-
ximado (approximate agreement). Primero plantean un modelo iterado de
escritura y foto instantánea (iterated write-snapshot), donde los procesos se
comunican por rondas a través de una memoria compartida. En particular la
memoria utilizada es un arreglo, dicho arreglo provee la operación snapshot,
tal que regresa el valor actual del arreglo completo. Un objeto snapshot es
linearizable [19], es decir cada operación de escritura y snapshot parece rea-
lizarse de manera instantánea desde que se invoca hasta que regresa. Desde
el planteamiento del modelo, se utiliza un algoritmo por rondas y en cada
ronda se utiliza un nuevo arreglo compartido a partir del cual se obtienen
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los snapshot, debido a que cada ronda utiliza un nuevo arreglo de memoria
compartida y la utiliza como entrada para la siguiente ronda. Los autores lle-
van a un razonamiento recursivo del modelo IWS, iterated write-snapshot, y
finalmente al planteamiento de un algoritmo recursivo para el acuerdo apro-
ximado. También se dan definiciones sobre las tareas no cromáticas (colorless
tasks), donde no interesa que proceso escribió que valor, sólo nos interesan
los valores de entrada escritos en la memoria para poder tomar decisiones.
En [15] se da la descripción del modelo iterativo y del modelo recursivo del
snapshot además, se estudia una técnica para la detección de fallas en estos
modelos. Hay art́ıculos como [11] que muestran la equivalencia entre modelos
de cómputo, como lo son el modelo snapshots y el modelo iterated snapshots.

En [25] se describen de manera didáctica y con mayor profundidad las
caracteŕısticas del snapshot, immediate snapshot, renaming y swap, además
se retoman y explican de manera alternativa los algoritmos presentados por
Gafni y Rajsbaum en [12].

En [13] se estudia una amplia gama de algoritmos distribuidos, aśı como
temas de imposibilidad, por ejemplo se explica detalladamente por qué el pro-
blema de los generales bizantinos es imposible resolverlo cuando se presenta
una falla, la explicación se plantea a través de complejos simpliciales, como
lo que se estudiará en esta tesis. También aborda temas como los mapeos
simpliciales, para poder ver si una tarea se puede resolver con un modelo
que genere un determinado protocolo, y si este protocolo respeta la especifi-
cación de la tarea y cubre la representación de ésta en el complejo de salida
por medio de un mapeo simplicial, que en particular se llama mapeo de deci-
sión, esto es interesante puesto que este tipo de mapeos los utilizaremos para
lograr uno de nuestros resultados.

1.4. Resultados

Se ha encontrado en el estudio por separado de complejos simpliciales y
algoritmos distribuidos recursivos, que tienen entre ellos una relación muy
natural, un ejemplo claro es el algoritmo recursivo para el immediate snaps-
hot, ya que a partir de él, se puede subdividir de manera cromática cualquier
complejo ∆n, y si se compara con un algoritmo secuencial especializado en
construir la subdivisión cromática de ∆n, se observa que básicamente es el
mismo algoritmo. Además se da una definición de una función que dados dos
complejos, tal que sus vértices están etiquetados de la forma (n, Vn), realiza
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la unión cromática de éstos, permitiendo seguir la secuencia en la que los
procesos se ejecutaron de acuerdo al algoritmo, es decir, se puede considerar
el nuevo complejo como una representación de todos los posibles mundos que
pueden surgir al ejecutar el algoritmo.

Por otra parte, considerando la subdivisión cromática inducida por el im-
mediate snapshot, se puede analizar la forma de resolver otras tareas a partir
de dicha subdivisión, con lo cual, se obtienen nuevas subdivisiones cromáti-
cas, como la subdivisión inducida por el algoritmo que resuelve el problema
del renombramiento. Lo interesante de este resultado es que a pesar de que
el algoritmo del renombramiento utiliza llamadas recursivas etiquetadas, el
análisis en la parte topológica suele ser sencillo y prácticamente el mismo que
para algoritmos que no usan llamadas recursivas etiquetadas.

Finalmente se muestra el complejo del problema del intercambio, que se
puede obtener a través de un razonamiento recursivo, en el cual ésta enfo-
cando el trabajo. El resultado nos ayuda a mostrar que este problema no
se puede resolver únicamente con registros de lectura y escritura, sino que
requiere registros más poderosos para resolverlo. Además se observa como
los registros 2-consenso rompen la simetŕıa entre ejecuciones, y en particular
para ejecuciones en donde participan dos procesos se forma un complejo con
dos componentes que no están conectadas por trayectoria.

1.5. Organización del trabajo

En el caṕıtulo 2 se tratan temas básicos sobre cómputo distribuido y topo-
loǵıa combinatoria, estos sirven para familiarizarnos con algunos conceptos
como: recursión, recursión lineal, recursión ramificada, unión de simplejos,
eliminación de simplejos, simplejos y complejos simpliciales.

En el caṕıtulo 3 se describen algunos algoritmos recursivos, básicamente
tomados de [12], immediate snapshot, renaming y swap, para posteriormente
en el caṕıtulo 4 estudiar su relación con los complejos simpliciales, mediante
la construcción de los complejos, sus estructuras y la forma en que nos pueden
ayudar para estudiar la correctez y la complejidad de los algoritmos recursivos
distribuidos.

Finalmente en el caṕıtulo 5 se dan las conclusiones obtenidas de esta tesis,
aśı como el trabajo a futuro que se puede realizar, considerando algunos de
los resultados obtenidos.



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN



Caṕıtulo 2

Preliminares

En esta sección se hablará sobre conceptos básicos del cómputo distribui-
do y de topoloǵıa combinatoria, principalmente los utilizados en el presente
trabajo para cumplir con los objetivos. En la parte de cómputo distribui-
do se puede profundizar en los conceptos consultando los libros [16, 25] y los
conceptos de topoloǵıa matemática se pueden profundizar en [20, 24]. Se des-
criben conceptos básicos como tareas (tasks), entradas y salidas distribuidas,
identificadores, modelo libre de espera (wait-free), recursividad secuencial,
recursividad distribuida.

En la parte de topoloǵıa, se tiene definición de simplejo, complejo simpli-
cial, unión entre simplejos, eliminación de simplejos, complejos cromáticos y
definición de subdivisiones.

2.1. Cómputo distribuido

En cómputo secuencial se tiene la noción de función computable. Una
función f es computable si existe una máquina de Turing tal que dada x
como entrada, produzca una salida f(x).

En cómputo distribuido la noción de computabilidad tiene que ver con
las tareas que se pueden resolver. Estamos interesados en hacer el cómputo
de tareas. Una tarea la se define como una tripleta 〈I,O,∆〉, donde I define
las posibles entradas de la tarea, O define las posibles salidas de la tarea y
∆ define una relación entre I y O. Nos interesan las tareas donde la entrada
I ∈ I y la salida O ∈ O son distribuidas, es decir, cada proceso que participa
en la solución de la tarea obtiene parte de la entrada I, hace el cómputo
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8 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

requerido y da una parte de la salida O. La entrada I está compuesta por
pares (p,v), esto significa que la entrada del proceso p es v. Cuando p conoce
parte de la entrada, v, no conoce la entrada de los otros procesos y esto
se debe a que la entrada (p,v) puede ocurrir en otra entrada global I’. Si
los procesos inician con entrada I y se comunican, entonces cada proceso
produce la salida vp, tal que el conjunto de pares (p, vp) forma una salida O,
tal que O ∈ ∆(I).

Las tareas que son consideradas más importantes son el consenso [10],
donde cada proceso propone un valor de un conjunto dado, y deben de acor-
dar todos un sólo valor de los propuestos, una tarea más general es el k-set
agreement, donde pueden decidir a lo más k diferentes valores, en este mismo
art́ıculo [10] se demostró que es imposible resolver este problema en presencia
de fallas.

Un problema fundamental en el cómputo distribuido es la caracterización
de las tareas computables, lo cual es muy complejo debido a que una tarea
puede ser computable en un modelo pero no en otro. Un modelo en cómputo
distribuido está definido por el número de procesos que puede fallar, cómo
ellos pueden fallar, si la velocidad de los procesos es homogénea o no, los
retrasos que pueden haber en la comunicación y cómo es que se comunican.
Esto resulta en estudiar las tareas que se quiere saber si son computables en
un modelo básico y deducir los resultados en otro modelo por simulaciones o
reducciones.

Los algoritmos que se tratarán en esta tesis, serán sobre un modelo de
cómputo distribuido de memoria compartida con procesos tomados de un
conjunto Π = {p0, p1, . . . , pn}, en una configuración libre de espera (wait-
free) donde cualquier número de procesos puede fallar.

También se considerará que los procesos se comunican por medio de obje-
tos compartidos que pueden ser invocados a lo más una vez por cada proceso.
La especificación de la relación entrada/salida de un objeto está en términos
de una tarea (task), definida por un conjunto de vectores de posibles entradas
y un conjunto de posibles vectores de salida relacionados por medio de ∆, es
decir, ∆(I) ∈ O.

2.1.1. Recursividad Secuencial

La recursividad se puede definir como la capacidad que una máquina de
Turing T tiene para obtener una descripción de ella misma < T > y realizar
el cómputo de ésta con entrada < w >. Con esta misma idea, los algoritmos
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recursivos aprovechan su propia definición para realizar el cómputo de una
función. En cómputo secuencial, las caracteŕısticas de la recursividad son
bien conocidas, aśı como su implementación.

En algunas técnicas para el diseño de algoritmos, como lo es la de progra-
mación dinámica, es muy recurrente utilizar recursividad, pues esta técnica
trata de resolver un problema a partir de subproblemas del mismo más sen-
cillos. Es decir, si resolvemos primero un subproblema, podemos utilizar el
resultado para resolver el problema más grande.

Por otra parte en cómputo secuencial se puede tener una recursividad
que se desenvuelva de manera lineal, la podŕıamos representar mediante una
trayectoria, por ejemplo, encontrar el factorial de un número. También se
puede tener una recursividad ramificada, como lo es la construcción de la
serie de Fibonacci.

Como se menciona en [28], a pesar de que las caracteŕısticas y las técnicas
recursivas secuenciales son conocidas y utilizadas, no siempre se profundiza
en lo ineficiente que puede llegar a ser, por ejemplo: en el cálculo de la serie de
Fibonacci, siempre se hacen cálculos repetidos y ésto es más costoso cuando
calculamos números muy grandes de la serie, a diferencia de resolverlo con
un algoritmo iterativo, utilizando una matriz, que con sólo calcular una vez
el n-ésimo término, cuando sea requerido, sólo se direcciona en la memoria y
se obtiene el valor, sin necesidad de volverlo a calcular.

También en cómputo secuencial se sabe que cualquier algoritmo recursivo
puede ser transformado a un algoritmo iterativo y viceversa utilizando algu-
nas estructuras de datos como lo son las pilas, esto no se sabe en cómputo
distribuido, y es una de las preguntas abiertas en el área.

2.1.2. Recursividad Distribuida

En [12] se discuten diferentes algoritmos recursivos para resolver tareas
importantes como: snapshots [1], immediate snapshots [8, 26], renaming [6],
y swap [3, 29]. Cuando se habla de recursividad en cómputo distribuido,
surgen algunos temas interesantes que originalmente no se encuentran en la
recursividad secuencial, descritos en [12], como son:

a) Nombrado de llamadas recursivas : Las llamadas recursivas deben nom-
brarse para que los procesos identifiquen la llamada que están ejecutando,
por ejemplo, en una búsqueda binaria secuencial, la llamada que se rea-
liza es la misma ya sea con la parte izquierda o con la parte derecha del
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arreglo, siendo ejecutada una sola, no ambas; por otra parte en cómpu-
to distribuido se tienen ejecuciones concurrentes, por lo cual se pueden
ejecutar ambas llamadas.

b) Ramificación concurrente: En cómputo secuencial, las funciones recursivas
pueden dividirse en lineales, es decir, que desarrollan una sola rama la cual
es una trayectoria, por ejemplo al calcular el factorial de un número, o
pueden ramificarse, por ejemplo calcular el n-ésimo término de la serie de
Fibonacci. En cómputo distribuido pueden presentarse de la misma forma
ambos tipos de ramificaciones, ya que como se mencionó anteriormente,
es posible ejecutar llamadas recursivas de manera concurrente.

c) Memoria iterada: En las llamadas recursivas secuenciales, cada llamada
tiene su propio espacio de memoria. En algoritmos distribuidos, cada pro-
ceso tiene memoria local y puede tener acceso a memoria compartida,
ambos tipos de memoria deben ser locales a la llamada recursiva, por lo
que cada llamada recursiva tiene su propio espacio de memoria comparti-
da. No hay efectos laterales en el sentido de que una invocación no puede
tener acceso a la memoria compartida de otra invocación. Es por esta
razón que los algoritmos distribuidos recursivos, corren sobre un modelo
de cómputo iterado, donde la memoria iterada está dividida en secciones.

d) Objetos compartidos : El caso más simple de memoria compartida que es
accedida en cada iteración es un arreglo compartido Un-Escritor/Múltiples-
Lectores (Single-Writer/Multi-Reader). Es decir, el algoritmo distribuido
recursivo escribe en un sólo lugar del arreglo, lee cada sección del arreglo
y después realiza algún cómputo local para producir una salida o volver
a invocar recursivamente el algoritmo. En general los procesos se comu-
nican por medio de un objeto compartido, más poderoso que un arreglo
compartido SW/MR. Cada objeto es invocado a lo más una vez por cada
proceso. El comportamiento de cada objeto lo especificamos como una
tarea (task), esencialmente su relación de entrada y salida.

e) Razonamiento inductivo: Como no hay efectos laterales entre llamadas
recursivas, nosotros podemos imaginar que los procesos van al mismo
paso de un objeto compartido al siguiente, sólo variando el orden en el
que los procesos invocan a los objetos. Este orden induce un conjunto
estructurado de ejecuciones que facilitan un razonamiento inductivo y
simplifica el entendimiento de algoritmos distribuidos.
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Cada uno de estos pequeños detalles se observará en el análisis de los algo-
ritmos que se aborden en esta tesis.

Tratar de dar un enfoque topológico a estos algoritmos recursivos, creemos
que puede llevar a saber si cualquier algoritmo distribuido recursivo puede
transformarse en un algoritmo distribuido iterativo, debido a que ambos tipos
de algoritmos inducen complejos simpliciales.

2.1.3. Propiedades de exactitud y progreso

En [18] se puede encontrar un tema sobre las propiedades de exactitud y
progreso en un sistema distribuido.

Para las propiedades de exactitud, se referirá a pi → pj como pi precede a
pj, para poder establecer un orden de alguna ejecución. En los diagramas las
llamadas a métodos sobre la misma ĺınea representan que fueron ejecutadas
por un mismo proceso.

Por el lado de las propiedades de exactitud tenemos la propiedad de Con-
sistencia de quietud (Quiescent consitency), introducida en [5] y detallada
en [27]. Esta propiedad la definen dos principios.

Principio 1 (Principio 3.3.1 de [18]) Las llamadas a métodos deben pa-
recer que ocurren una a la vez en un orden secuencial.

Principio 2 (Principio 3.3.2 de [18]) Las llamadas a métodos separadas
por un periodo de quietud deben parecer que toman efecto en su orden de
tiempo real.

Por ejemplo en la Figura 2.1 se muestra un objeto que representa una co-
la. El periodo de quietud se representa por la ĺınea vertical. Es decir, del lado
izquierdo de la ĺınea vertical se tiene q.enq(x) y q.enq(y) estas llamadas son
concurrentes por lo que es válido el orden q.enq(x)→ q.enq(y) ó q.enq(y)→
q.enq(x). De lado derecho de la ĺınea también existen dos posibles ordena-
mientos en el que q.deq(x) → q.deq(y) ó q.deq(y) → q.deq(x). Por el orden
de tiempo real sabemos que no es posible que q.deq(y) → q.enq(x), y un
posible orden respetando la definición de la cola es: q.enq(x) → q.enq(y) →
q.deq(x)→ q.deq(y).

La siguiente propiedad se conoce como consistencia secuencial (se-
quential consistency) introducida en [22]. Esta propiedad ayuda a verificar
la correcta ejecución de un algoritmo distribuido, por lo que se basa en el
siguiente principio:
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Figura 2.1: Se muestra como después de un periodo de quietud se pueden
tener dos posibles ordenamientos en las llamadas, q.enq(x) → q.enq(y) →
q.deq(x) → q.deq(y) ó q.enq(y) → q.enq(x) → q.deq(y) → q.enq(x), por lo
que el objeto q cumple con la propiedad de quietud.

Figura 2.2: En esta ejecución aparentemente se viola la especificación de un
objeto FIFO, pero la realidad es que se puede reordenar la llamada q.enq(y)
para que se cumpla con la especificación, ya que ésta es ejecutada por un hilo
diferente por lo que no se afecta el orden de programa.

Principio 3 (Principio 3.4.1 de [18]) Las llamadas a métodos deben pa-
recer que toman efecto en orden de programa.

El orden en el cual un único proceso realiza las llamadas a métodos se
le llama orden de programa. Entonces para que un algoritmo sea consistente
secuencialmente, las llamadas a métodos realizadas por cada proceso deben
parecer que toman efecto respetando el orden de programa. Existe un or-
den de programa por cada proceso. Por ejemplo, la Figura 2.2 muestra una
ejecución de un objeto FIFO, el cual es consistente secuencialmente.

Para la siguiente propiedad de exactitud daremos la definición de una
llamada a un método tomada de [18].

Definición 1 Una llamada a un método en una historia H es un par de even-
tos que consisten en una invocación que esta relacionada con una respuesta
en la historia H.
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Un sistema concurrente puede ser modelado a través de una historia de
su ejecución. Básicamente si cada objeto del sistema cumple con su especifi-
cación secuencial es linearizable, y si cada objeto es linearizable entonces el
sistema es linearizable.

Entre los eventos de invocación y respuesta existe un tiempo que es el
que consideraremos de ejecución de la llamada, en un sistema concurrente
las llamadas se pueden traslapar por lo que nos apoyaremos de estos eventos
para poder determinar un orden en la ejecución de la llamada del método.

El concepto de linearización (linearizability) introducido en [19], está ba-
sado en el siguiente principio.

Principio 4 (Principio 3.5.1 de [18]) Cada llamada a un método debe
parecer que toma efecto instantáneamente en algún momento entre su in-
vocación y su respuesta.

El principio nos dice que el orden de tiempo real debe preservarse. La
manera de demostrar que un objeto concurrente cumple la propiedad, es
identificar para cada método un punto de linearización, es decir, justo donde
la llamada toma efecto. Por ejemplo, para métodos basados en bloqueos cada
sección cŕıtica puede funcionar como un punto de linearización.

Informalmente podemos decir que una ejecución concurrente cumple la
propiedad de linearización si es equivalente a una ejecución secuencial válida.
En general las tareas pueden tener una especificación secuencial, es decir,
definen un comportamiento definido en caso de que las llamadas a los métodos
del objeto no se traslapen.

Aśı, cada sistema que tiene una historia H puede tener una historia H’
linearizable, si para cada objeto x de H, la subhistoria H|x es linearizable.

Teorema 1 (Teorema 1 de [19]) H es linearizable si y sólo si, para cada
objeto x, H|x es linearizable

En las propiedades de progreso tenemos las de bloqueo y las de no
bloqueo. En esta tesis se tratará la propiedad de no bloqueo libre de espera
definida de la siguiente manera.

Definición 2 Un método es libre de espera si garantiza que cada llamada
termina su ejecución en un número finito de pasos.

Básicamente esta propiedad nos garantiza que cualquier proceso termina
su ejecución pese a un inesperado retraso de algún otro proceso, incluso si
algún proceso falla.
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2.2. Complejos simpliciales

Existen varias formas de representar los espacios topológicos, una de ellas
es mediante la unión de simplejos de una forma estructurada. En esta tesis se
usarán los complejos simpliciales como representación de espacios topológi-
cos y posteriormente se relacionarán con representaciones de ejecuciones de
algoritmos distribuidos recursivos. Se pueden representar dichos complejos
de dos formas, una será combinatoria y la otra gráfica, con el fin de visuali-
zar lo que ocurre en las ejecuciones de los algoritmos distribuidos recursivos.
Gran parte de la teoŕıa aqúı contenida, es tomada de [24, 20] donde se puede
encontrar de manera más detallada los conceptos que aqúı se presentan.

Definición 3 Un k−simplejo, σk, es la envolvente convexa (convex hull)
de k+ 1 puntos independientes en sentido af́ın, σk = conv{u0, u1, u2, ..., uk}.

Por ejemplo: en la Figura 2.3 se muestra del lado izquierdo, un conjunto
de puntos {a0, a1, a2, a3} y la envolvente convexa se muestra del lado derecho,
decimos que la envolvente es convexa porque si unimos con una ĺınea recta
cualesquiera 2 puntos, esta ĺınea se encuentra dentro de la envolvente.

Figura 2.3: De lado izquierdo se muestra un conjunto de puntos y del lado
derecho se muestra su envolvente convexa.

Ahora, ¿qué significa que los puntos sean independientes en sentido af́ın?,
el conjunto de puntos mostrados en la Figura 2.3 no son independientes en
sentido af́ın, pues a3 se puede representar como una combinación af́ın de los
otros 3 puntos.

Por ejemplo, supongamos que el conjunto de puntos independientes en
sentido af́ın es {a0, a1, a2} y que están en R2, si se representa cada punto
de acuerdo a su posición en la Figura 2.3 como: a0 = (1, 1), a1 = (2, 3),
a2 = (3, 1), a3 = (2, 2), cualquier punto en la envolvente convexa está dado
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por:

x =
n∑
i=0

tiai , 0 ≤ ti ≤ 1 (2.1)

Y por ser una combinación af́ın
∑
ti = 1. Ahora, si se asignan los siguien-

tes valores para cada una de las ti se tendrá a3.

t0 = 0.25, t1 = 0.5, t2 = 0.25, (2.2)

Entonces de acuerdo con la ecuación 2.1 tenemos que:

x = (0.25)(1, 1) + (0.5)(2, 3) + (0.25)(3, 1)

= (0.25, 0.25) + (1, 1.5) + (0.75, 0.25) = (2, 2)
(2.3)

Ahora se puede ver que x = a3, por lo que a0, a1 y a2 son los elementos
del conjunto de puntos independientes en sentido af́ın y por lo tanto son los
puntos que definen un 2−simplejo como se muestra en la Figura 2.3.

Por simplicidad comúnmente se nombra a los simplejos de dimensión
chica de la siguiente manera: vértice para el 0−simplejo, arista para el
1−simplejo, triángulo para el 2−simplejo y tetraedro para el 3−simplejo.
Cualquier subconjunto de un conjunto de puntos independientes en sentido
af́ın es independiente en sentido af́ın por lo tanto también define un simplejo.

Una cara de un simplejo σ es la envolvente convexa de un subconjunto
de puntos y es propia si no es el conjunto entero. Se denota τ ≤ σ si τ es una
cara de sigma y τ < σ si τ es una cara propia de σ.

Un k simplejo tiene 2k+1 caras, como se muestra en la Figura 2.4 para un
2-simplejo, en esta tesis se considera la cara vaćıa, la dimensión del simplejo
vaćıo es −1, siguiendo las definiciones encontradas en [21] y utilizadas en
esta investigación, ya que posteriormente se hará uso de este elemento para
construir los complejos simpliciales de nuestro interés.



16 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Figura 2.4: Un 2-simplejo tiene 2k+1 = 22+1 = 23 caras, en total 8, como se
observa se tienen 3 que son vértices, 3 que son aristas, 1 que es el triángulo
interior y la cara vaćıa.

El ĺımite de σ, bd σ, es la unión de todas las caras propias de σ, y el
interior es int σ = σ− bd σ. La dimensión de un simplejo es dim σ = |σ| − 1

2.2.1. Complejo Simplicial

Definición 4 Un complejo simplicial abstracto es una colección finita de
conjuntos A tales que α ∈ A y β ⊆ α⇒ β ∈ A.

Esta forma de ver los complejos es puramente combinatoria. Los conjuntos
en A son simplejos.

Los complejos también tienen dimensión, la dimensión del complejo sim-
plicial K es la máxima dimensión de cualquiera de sus simplejos.

Definición 5 Un subcomplejo L de un complejo simplicial K es un subcon-
junto L ⊆ K, tal que en si mismo L es un complejo simplicial.

El subcomplejo llamado j−esqueleto consiste en todos los simplejos de
dimensión j o menor: Skelj(K) = {σ ∈ K|dim σ ≤ j}. El 0−esqueleto es el
conjunto de vértices de K, es decir, V (K) = Skel0(K).

Un complejo simplicial abstracto también es conocido como sistema in-
dependiente (independence system), sistema de conjuntos hereditarios ( he-
reditary set system) y sistema de conjuntos cerrado hacia abajo ( downward-
closed set system). Fueron propuestos como modelos de espacios topológicos
por Pavel Alexandrov [4].

Para poder dar un ejemplo de un complejo simplicial abstracto primero
se dará la definición de un espacio topológico, tomada de [23].
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Definición 6 Un espacio topológico es una pareja (X,O), donde X es un
conjunto, y O ⊆ 2X es un sistema de conjuntos (set system), cuyos miembros
son llamados conjuntos abiertos (open sets), tal que ∅ ∈ O, X ∈ O, y la
intersección finita de varios conjuntos abiertos es un conjunto abierto y la
unión arbitraria de conjuntos abiertos es conjunto abierto.

Como se mencionó anteriormente, los simplejos son una representación de
espacio topológico, por lo que un complejo simplicial abstracto lo podemos
ejemplificar de la siguiente manera:

Sea X = {a0, a1, a2} un conjunto de puntos independientes en sentido
af́ın, y sea O ⊆ 2X , entonces, como se ejemplificó anteriormente estos puntos
definen un simplejo, a partir del cual se puede definir un complejo simplicial
abstracto O y lo escribimos de la forma siguiente:

O = {{}, {a0}, {a1}, {a2}, {a0, a1}, {a0, a2}, {a1, a2}, {a1, a2, a3}}

Todo complejo simplicial abstracto K tiene una realización geométrica salvo
homomorfismos. La realización geométrica es el espacio topológico obtenido a
partir de la unión de los simplejos σ en R|V (K)|, para todo σ ∈ K y es denotado
por |K|. Por ejemplo, la realización geométrica del complejo simplicial O se
muestra en la Figura 2.5.

Figura 2.5: |O| =
⋃
σ∈O

σ

2.2.2. Operaciones entre Simplejos

En esta sección se hablará de complejos simpliciales abstractos y se hará re-
ferencia a ellos simplemente como complejos.

Se tomarán en cuenta algunas operaciones entre simplejos debidas a Koz-
lov en [20] que se describirán a continuación:
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Eliminación: Sea K un complejo, y sea τ un simplejo en K. La eliminación
de τ es un subcomplejo de K denotado por dlK(τ), definida por:

dlK(τ) := {σ ∈ K|σ 6⊇ τ} (2.4)

En otras palabras consiste en eliminar de K los simplejos que contienen a τ .
Por ejemplo

Sea K = {{}, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}}

y sea τ = {0, 1}

Si aplicamos dlK(τ) obtendremos como resultado el subcomplejo

K ′ = {{}, {0}, {1}, {2}, {0, 2}, {1, 2}}.

Además, si S es un conjunto de simplejos en K entonces se extiende la
función de eliminación de la siguiente manera:

dlK(S) := {σ ∈ K|σ 6⊇ τ para todo τ ∈ S} =
⋂
τ∈S

dlK(τ) (2.5)

Otra operación que se le puede aplicar a un simplejo es Link. Sea K un
complejo, y sea τ un simplejo de K. El link de τ es el subcomplejo simplicial
abstracto de K, denotado por lkK(τ) definido por:

lkK(τ) := {σ ∈ K|σ ∩ τ = ∅, y σ ∪ τ ∈ K} (2.6)

Es decir, son los simplejos σ que son disjuntos con τ pero que al unir σ y τ
forman un simplejo válido en K. Por ejemplo:

Sea K = {{}, {0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {0, 2}, {0, 3}{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}
{0, 1, 3}, {0, 2, 3}, {1, 2, 3}}

y sea τ = {3}.

Entonces el resultado de aplicar lkK(τ) es:

K ′ = {{}, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}}.
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Por otra parte, si tenemos un conjunto de simplejos S, entonces la función
de link se puede extender de la siguiente manera:

lkK(S) := {σ ∈ K|σ ∩ τ = ∅, and σ ∪ τ ∈ K, para todo τ ∈ S} =
⋂
τ∈S

lkK(τ)

(2.7)
La operación Star. Sea K un complejo simplicial abstracto, y sea τ un simplejo
de K. La estrella cerrada starK(τ) es un subcomplejo de K definido por:

starK(τ) := {σ ∈ K|σ ∪ τ ∈ K} (2.8)

Se puede ver como los simplejos que contienen a τ o que unidos con τ
forma un simplejo válido en K, por ejemplo:

Sea K = {{}, {0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {0, 2}, {0, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}
{0, 1, 3}, {0, 2, 3}, {1, 2, 3}}

y sea τ = {0}

Entonces el resultado de aplicar starK(τ) es:

K ′ =
{{}, {0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {0, 2}, {0, 3}, {1, 3}, {2, 3}, {0, 1, 3}, {0, 2, 3}}

También se define la estrella abierta, que en general no nos da como resultado
un subcomplejo, y es la unión de los interiores de los simplejos que contienen
a τ . ostarK(τ) se define de la siguiente manera:

ostarK(τ) :=
⋃
σ⊇τ

int σ. (2.9)

En este caso se debe considerar que el resultado no es un subcomplejo si no
un espacio topológico. La Figura 2.6 muestra ejemplos gráficos de cada una
de las operaciones descritas anteriormente.
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Figura 2.6: Ejemplo de las operaciones entre complejos.
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Figura 2.7: Representación gráfica de la unión de dos complejos K1 ∗ K2,
donde K1 es el triángulo {0, 1, 2} y K2 es la arista {3, 4}.

2.2.3. Unión entre complejos

Sean K1 y K2 dos complejos cuyos vértices están indexados por conjuntos
disjuntos. El join de K1 y K2 es el complejo simplicial K1 ∗K2 definido como
sigue: el conjunto de vértices de K1 ∗K2 es V (K1)∪ V (K2), y el conjunto de
simplejos está dado por:

K1 ∗K2 = {σ ⊆ V (K1)∪V (K2)|σ∩V (K1) ∈ K1 y σ∩V (K2) ∈ K2}. (2.10)

Consideremos el complejo:
K1 = {{}, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}}
Y el complejo:
K2 = {{}, {3}, {4}, {3, 4}}
Entonces el resultado de K1 ∗K2 es:
K1∗K2 = {{}, {3}, {4}, {3, 4}, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}, {0, 3},

{0, 4}, {0, 3, 4}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 3, 4}, {0, 1, 3},
{0, 1, 4}, {0, 1, 3, 4}, {0, 2, 3}, {0, 2, 4}, {0, 2, 3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4},
{1, 2, 3, 4}, {0, 1, 2, 3}, {0, 1, 2, 4}, {0, 1, 2, 3, 4}}.

La representación gráfica de este complejo se muestra en la Figura 2.7.
Cabe mencionar que, si bien se ilustra de forma plana, en realidad es un
complejo de dimensión cuatro, que contiene caras como tetraedros, triángu-
los, aristas y vértices.

A partir de las operaciones definidas en las secciones anteriores se de-
finirán nuevas operaciones para construir complejos simpliciales de manera
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recursiva.

2.2.4. Subdivisiones

La subdivisión de un complejo es de gran interés, pues se estará hablan-
do de subdivisiones de un complejo simplicial o de un simplejo durante la
tesis, entonces consideremos K como un complejo simplicial geométrico en
un espacio E. Un complejo K’ se llama la subdivisión de K si cumple con las
siguientes dos propiedades:

Cada simplejo de K’ está contenido en un simplejo de K.

Cada simplejo de K es la unión finita de simplejos de K’.

Estas condiciones implican que los espacios topológicos correspondientes a
los complejos simpliciales son los mismos, es decir |K| = |K ′|. La Figura 2.8
muestra una subdivisión de un complejo.

Figura 2.8: Complejo simplicial y una subdivisión de él.
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Figura 2.9: Complejo cromático.

2.2.5. Complejo Cromático

Hasta aqúı se han visto simplejos y complejos como un conjunto de pun-
tos. Ahora trabajaremos con una forma particular de nombrar sus vértices, y
que posteriormente utilizaremos para hablar de ejecuciones de los algoritmos
distribuidos.

Un complejo es cromático cuando los vértices de cada simplejo tienen
nombres diferentes.

Los vértices son parejas (p, V ), donde p es tomado de un conjunto de
identificadores Π = {0, 1, 2, ..., n} y V es un subconjunto de Π. V ayudará a
relacionar simplejos y además tendrá su interpretación en cómputo como los
procesos vistos por p.

El nombre de cada vértice será p y se obtendrá mediante la función
nombre(v), en general nombre(σ) regresa el nombre de cada vértice en σ
y además como hablamos de complejos cromáticos se utilizarán los nombres
como los colores de los vértices. La Figura 2.9 muestra un complejo cromáti-
co, donde los vértices de cada simplejo tienen colores diferentes. Y además
se observa que si dos vértices son del mismo color pero su V es diferente, se
considera un vértice diferente.
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Figura 2.10: Complejo puro de dimensión 2

En está investigación se trabajará con subdivisiones cromáticas, es decir,
dado un complejo cromático obtener una subdivisión cromática. La subdivi-
sión debe cumplir con la definición dada anteriormente y además los vértices
de un simplejo en el complejo subdividido deben tener nombres diferentes.

Un complejo es puro de dimensión n ó puro n-dimensional cuando todos
sus simplejos estén contenidos en simplejos de dimensión n, por ejemplo en
la Figura 2.10 se muestra un complejo puro de dimensión 2.

En este trabajo se considera sólo este tipo de complejos, en la parte de
cómputo distribuido se verá que si algún proceso falla no significa que no se
visualice en el complejo, debido a que no se tendrá forma de saber cuando
un proceso falla y cuando no, pero esto no impide que se termine la tarea
dada.

En la Figura 2.11 se muestra una subdivisión cromática del complejo de
la Figura 2.10. Más adelante se verá un algoritmo distribuido que construye
esta subdivisión y lo que representa cada uno de sus simplejos.

2.2.6. Operación Skelkτ

En esta sección y en la siguiente se dará una descripción de una subdivi-
sión cromática, construida con ayuda de funciones que han sido definidas en
este trabajo.

Los complejos puros n-dimensionales Kn, se pueden subdividir de una
manera recursiva, a partir de este momento cuando se hable de subdivisiones
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Figura 2.11: Subdivisión cromática del complejo puro de dimensión 2 de la
Figura 2.10

serán subdivisiones cromáticas, subdividiendo primero los simplejos de menor
dimensión hasta llegar a los simplejos de dimensión mayor.

La operación Skelj(C) se lee como el esqueleto de dimensión j del com-
plejo C, y la subdivisión cromática de un complejo se denota por χ(C).

Parte del trabajo consiste en ir subdividiendo de manera recursiva los
esqueletos del complejo, por ejemplo, para un complejo puro 3-dimensional,
K3, se requiere tener subdividido el 2-esqueleto, χ(Skel2(K3)), que a su
vez necesita de subdividir el 1-esqueleto, χ(Skel1(K3)), el cual requiere la
subdivisión del 0-esqueleto, χ(Skel0(K3)).

El 0-esqueleto es el conjunto de vértices por lo que están cromáticamente
subdivididos.

Recordemos que los vértices están etiquetados de la forma (p, V ), ahora
definamos el complejos Un como el que contiene simplejos, τn, de la forma
(pi, V ), con 0 ≤ i ≤ n y V es la misma para cada vértice de un simplejo. Es
por esta razón que se necesita definir una función que relacione un simplejo
τn con parte de algún esqueleto subdividido del complejo original, por lo que
se da la definición de la siguiente función.

Skelkτ (C) = {σ|nombre(σ) ⊂ Vτ , Vσ ⊂ Vτ , σ ∈ C)} (2.11)

Está función la leemos de la siguiente manera: El k-esqueleto de τ en el
complejo C, son los simplejos σ tal que los nombres de σ están en V de τ , V
de σ está contenida en V de τ y σ está en C.
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Figura 2.12: Complejo K2

Para ilustrar esta función, en la Figura 2.12 se muestra el complejo K2,
con sus vértices etiquetados de la forma (i, V ) por simplicidad en la notación.
En la Figura 2.13 se muestra el 1-esqueleto subdividido de K2, L1, y un
simplejo τ 2 el cual se busca relacionar con simplejos en L1.

2.2.7. Operación ChrJoin

Realizar una unión cromática es parte importante de este trabajo. Se tra-
tará de explicar de manera intuitiva esta operación. Se tiene que los vértices
están etiquetados por pares (p, V ), donde p es tomado de un conjunto de
identificadores Π, y V es un subconjunto de vértices.

En la parte de cómputo se considera a p como el nombre del proceso y a
V como su vista, view.

Entonces dados dos complejos con etiquetas en sus vértices de la forma
(p, V ), la unión cromática los une considerando lo siguiente:

Para cualesquiera dos vértices adyacentes pi 6= pj.

Para cualesquiera dos vértices adyacentes Vi ⊆ Vj o Vj ⊆ Vi.

Las uniones cromáticas siempre se harán entre complejos de dimensión
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Figura 2.13: De izquierda a derecha se muestra el 1-esqueleto subdividido de
un complejo L1 = χ(Skel1(K2)), un simplejo τ 2 con vértices que tienen la
misma vista y finalmente los simplejos en L1 con los que se puede relacionar
τ 2.

k y dimensión m, y como resultado siempre obtendremos un complejo de
dimensión n.

Por ejemplo, los complejos de la Figura 2.13, podemos considerar un com-
plejo U2 = {τ 2} que sólo consta del simplejo τ 2 y el complejo M1, entonces
si aplicamos ChrJoin(U2 ∗M1) intuitivamente la función hace lo siguiente:

La función ChrJoin tomará un simplejo τ de dimensión n en Un, en
este caso n = 2.

La función ChrJoin tomará cada cara del simplejo τn empezando por
las caras de dimensión 0 hasta las de dimensión n− 1.

Para cada cara de dimensión k en τn se tomará un simplejo σ de di-
mensión m en Mn−1 tal que m+ k + 1 = n.

En la Firgura 2.14 se muestra como opera la función ChrJoin, tomando
el complejo M1 y el simplejo τ 2 de la Figura 2.13, primero la función toma
cada cara de τ 2 de dimensión 0, es decir, sólo los vértices y cada uno de
ellos se une con los simplejos de dimensión 1 en M1, dejando en este primer
paso el conjunto de simplejos rojos mostrados . Después se toma las caras de
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dimensión 1 en τ 2 y se une con los vértices en M1, formando los simplejos
de color azul. Finalmente se toma la cara de dimensión 2 y se une con el
simpejos vaćıo cuya dimensión es −1.
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(a)

(b)

Figura 2.14: Representación gráfica de la función ChrJoin, don-
de primero en la figura (a) se toma cada simplejo de dimen-
sión 0 en τ 2, (0, {0, 1, 2}), (1, {0, 1, 2}), (2, {0, 1, 2}), y se unen
con simplejos de dimensión 1 en M1, por ejemplo: (0, {0, 1, 2})
se une con [(2, {2}), (1, {1, 2})], [(1, {1, 2}), (2, {1, 2})] y con
[(2, {1, 2}), (1, {1})], aśı se construyen los simplejos de color rojo;
en la figura (b) ahora se toman los simplejos de dimensión 1 en τ 2,
[(0, {0, 1, 2}), (1, {0, 1, 2})], [(1, {0, 1, 2}), (2, {0, 1, 2})], [(0, {0, 1, 2}), (2, {0, 1,
2})] y se unen con simplejos de dimensión 0 en M1 formando los simplejos
azules, por ejemplo: [(0, {0, 1, 2}), (1, {0, 1, 2})] se une con (2, {2}) .
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Caṕıtulo 3

Algoritmos Distribuidos
Recursivos

En este caṕıtulo se abordarán los algoritmos estudiados en [12]. Se expli-
can y relacionan con topoloǵıa combinatoria, para posteriormente profundi-
zar más a detalle en el caṕıtulo 4. Cómo se hab́ıa mencionado anteriormente,
se pueden generar dos posibles estructuras, ya sea un árbol que consiste en
una trayectoria, o un árbol general, por lo cual en este caṕıtulo se estudian los
dos casos. Por otra parte se describen las etiquetas de las llamadas recursivas,
algo que no ocurre en el cómputo secuencial.

3.1. La tarea de Immediate Snapshot

La tarea de immediate snapshot tiene por objetivo hacer que la escritura
y la lectura, a registros de lectura y escritura, parezca que ocurre de manera
instantánea. Para resolver esta tarea, en [12] se presenta un algoritmo que
consiste en un arreglo compartido sm[] por n′ = n+1 procesos. Los procesos
que participan se identifican con una pareja (pi, v), donde i es el identifi-
cador del proceso y v su valor de entrada, por conveniencia v = i. Cada
proceso escribe en sm[i] su valor de entrada v. El arreglo sm[] se inicializa
con [⊥, . . . ,⊥]. Cuando un proceso invoca un objeto immediate snapshot, ob-
tiene una vista (view) la cual contiene los identificadores de los procesos que
escribieron en el arreglo sm[], si sm[k] =⊥ el valor de sm[k] no es agregado
a view. Cada proceso tiene su propia view, por lo cual se hará referencia por
medio de viewi. Se usa la notación n′ = n + 1, más adelante se toma n co-

31
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mo la dimensión de algún simplejo que represente una ejecución y n′ será la
cantidad de procesos que participan en una ejecución.

Siguiendo con la notación se hace referencia a las llamadas recursivas
como: la llamada recursiva n′ para denotar que es la llamada recursiva donde
se espera que participen a lo más n′ procesos. Por ejemplo, si decimos la
llamada recursiva 2 significa que es la llamada donde se espera que participen
a lo más 2 procesos. Cuando decimos que se espera que participen a lo más
n′ es por que los algoritmos son libres de espera. Puede haber procesos más
rápidos que otros. En una llamada recursiva n′, puede ser el caso que sólo 1
proceso participe.

La vista de cada proceso debe cumplir con las siguientes propiedades:

Autoinclusión: ∀i : i ∈ smi

Contención: ∀i, j : smi ⊆ smj ∨ smj ⊆ smi

Inmediatez: ∀i, j : i ∈ smj ⇒ smi ⊆ smj

Recursión lineal En el Algoritmo 1 en la ĺınea 1 los procesos se comuni-
can a través de un arreglo de memoria compartida SW/MR, por sus siglas
en inglés Single-Writer/Multi-Reader, invocado por medio de la operación
WSCAN. El proceso pi escribe su id i y almacena en view el conjunto de
ids que lee del arreglo, es decir, las entradas diferentes de ⊥. En la ĺınea 2
los procesos revisan si su view contiene los n′ ids, donde n′ es el número de
procesos que están participando en la llamada recursiva n′. El último proceso
en escribir en el arreglo verá que |view| = n′ por lo que regresará su view y
terminará el algoritmo. Al menos un proceso termina la llamada, pero quizás
más de uno. En la ĺınea 3 los procesos que obtienen |view| < n′ invocan rea-
lizan una llamada recursiva, cada vez sobre un arreglo compartido diferente,
cuando n′ = 1 el único proceso que invocó el algoritmo regresa view tal que
sólo lo contiene a él mismo.

Algoritmo 1 IS

ISn′(i)

1: view ← WScan(i)
2: if |view| = n′ then return view
3: else return ISn′−1(i)
4: end if
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Este algoritmo resuelve la tarea del immediate snapshot, como se demues-
tra en [12], por lo que sólo se explicará la recursión lineal que se origina de
este algoritmo y se ilustra en la Figura 3.1.

Como se puede observar en la Figura 3.1 un proceso termina en la llamada
donde participan n′ procesos, y en la última llamada recursiva sólo queda un
proceso; del algoritmo se sabe que su vista lo contiene a el mismo, cumple
con las propiedades del immediate snapshot, por lo que nos garantiza que el
algoritmo termina. También se observa cómo las vistas obtenidas por cada
proceso cumplen con las tres propiedades del immediate snapshot, y es por
esta razón que de manera intuitiva se puede demostrar que el algoritmo es
correcto. Se pueden tener varias ejecuciones del algoritmo, ya sea concurrente
o que parezca una ejecución secuencial, cuando haya procesos con la misma
vista se considera que se ejecutaron de manera concurrente y cuando tengan
vistas diferentes se considera que se puede dar un orden secuencial de la
ejecución, el orden esta dado por contención.

En la Figura 3.2 (a) se muestra el caso donde tres procesos participan
y se ven todos a todos por lo que se considera una ejecución concurrente y
terminan en la primera llamada. En la Figura (b) se muestra una ejecución
donde 2 procesos terminan en la primera llamada, en la segunda llamada
nadie termina, se esperan a lo más 2 procesos, pero solo llega uno por lo
que la condición de la ĺınea 2 no se cumple y es necesario que el proceso que
participa solo realice una tercera llamada para poder terminar.

La etiqueta de la llamada sólo es para dar conocimiento de cuántos pro-
cesos se esperan. En este y los siguientes algoritmos se conoce a priori el
número de procesos que participarán en cada llamada.

3.2. La tarea de renombramiento

En el problema del renombramiento (renaming), los procesos inician con
nombres distintos, sólo pueden comparar sus nombres y elegir uno de 2n′ − 1
posibles nombres nuevos que llamaremos casillas. Por otra parte los nombres
iniciales tienen un orden total, es decir ∀i, j : i < j o j < i.

El renombramiento en [17] se probó que es imposible resolverlo con menos
de 2n′ − 1 casillas (slots). El Algoritmo 2 resuelve el problema con 2n′ − 1 ca-
sillas de manera recursiva, utiliza el immediate snapshot y es de complejidad
O(n2).

Los parámetros Inicio y Direccion del algoritmo son dos números enteros,
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Figura 3.1: Recursión para 3 procesos ejecutando IS, tomada de [12].

(a)

(b)

Figura 3.2: En la figura (a) se muestra una ejecución donde los tres procesos
se ven todos a todos y terminan en la primera llamada. En (b) se muestra
una ejecución donde 2 procesos terminan en la primera llamada, ninguno
termina en la segunda y uno termina en la última.
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con Direccion ∈ {1,−1}. En cada invocación limitan el rango de casillas
a Inicio + [0...2n′ − 2] si Direccion = +1 o a Inicio + [−(2n′ − 2)...0] si
Direccion = −1, es decir, a Inicio+Direccion ∗ [0...2n′ − 2]. Aśı el número
de casillas es 2n′ − 1 es decir |Ultimo − Inicio| + 1 = 2n′ − 1, definiendo
Ultimo = Inicio + Direccion ∗ (2n′ − 2). Como se menciono anteriormente
el valor de n′ es conocido a priori por lo que en el algoritmo la cardinalidad
de la vista será menor o igual a n′, |viewi| ≤ n′ para toda i.

La etiqueta inicial del Algoritmo 2, tag, se inicializa con tag = n′, para
indicar que se espera que participen a lo más n′ procesos en la primera
llamada, y en las siguientes llamadas, tag consistirá de una secuencia de
enteros, donde el último entero refiere al número de procesos que se esperan
en la llamada.

Recursión ramificada En el algoritmo del renombramiento, se utilizan las
etiquetas en las llamadas recursivas para que los procesos puedan distinguir
entre llamadas, estas etiquetas generan ramificaciones en el árbol de recursión
correspondiente a la ejecución del algoritmo. En Algoritmo 2, en la ĺınea 1, el
proceso que está ejecutando la llamada, realiza el immediate snapshot para
saber quienes están participando, en la ĺınea 2 se calcula el posible valor
del nuevo nombre que obtendrá el proceso pi. En la ĺınea 3 se verifica si
el identificador del proceso pi es el máximo de los identificadores que se
obtuvieron en la vista, si es aśı se regresa el nuevo nombre del proceso, en
caso contrario, se vuelve a invocar el algoritmo con una nueva etiqueta, en
este punto se pueden originar diferentes llamadas a las cuales referiremos
como llamadas consecutivas.

Algoritmo 2 isRENAMING

isRENAMINGtag(Inicio, Direccion)

1: viewi ← IMMEDIATE SNAPSHOTtag(i)
2: Ultimo← Inicio+Direccion ∗ (2|viewi| − 2)
3: if i = max(viewi) then return Ultimo
4: return isRENAMINGtag,|viewi|−1 (Ultimo− 1,−Direccion)

El árbol generado de la ejecución del algoritmo realizada por 4 procesos se
muestra en la Figura 3.3, los ćırculos azules representan la ejecución de una
llamada y los heptágonos representan un proceso, como se puede observar los
procesos p0 y p1, denotados únicamente como 0 y 1, ven a todos los participan-
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tes; pero, sus identificadores no son los más grandes en sus respectivas vistas,
por lo que ambos ejecutan una nueva llamada recursiva isRENAMING4,3,
donde 4, 3 es la nueva etiqueta de la llamada recursiva que ejecutarán. Mien-
tras que p2 ejecuta una llamada diferente isRENAMING4,1 y p3 por verse
solo, hace verdadera la condición de la ĺınea 3 y termina. Se nota que en
la primera llamada con n′ = 4, los participantes inician con Inicio = 0 y
Direccion = 1, el rango de donde pueden obtener sus nuevos nombres los
procesos es [0...2n′ − 2] = [0...6] y cabe destacar que por ser Inicio = 0
entonces los procesos terminaran con Ultimo igual a un número par.

Lema 1 Si Inicio es un número par en la ejecución de una llamada, entonces
Ultimo es par.

Prueba. Sea Inicio = 2m donde m ∈ N, del algoritmo tenemos que el nuevo
nombre de un proceso se obtiene mediante:
Ultimo = Inicio+Direccion(2|view| − 2)
por lo que Ultimo = 2m+Direccion∗2∗(|view|−1) de lo cual obtenemos que
Ultimo = 2(m + Direccion(|view| − 1)) por lo tanto Ultimo es un número
par. �

Lema 2 Si Inicio es un número impar en la ejecución de una llamada, en-
tonces Ultimo es impar.

Prueba. La prueba se sigue del Lema 1 �

En la llamada recursiva isRENAMING4,3 los procesos terminarán con
Ultimo ∈ [5, 4, 3, 2, 1] y por ser Inicio un número impar entonces Ultimo
será un número impar del rango, los procesos que terminan en ésta llamada
tendrán un nombre diferente a los procesos que terminaron en la anterior. En
isRENAMING4,1 el rango es igual a [1] y de la misma forma por haber sido
invocada por una llamada donde Ultimo fue un número par, ésta llamada
fue invocada con Ultimo − 1 y sólo participa un proceso por lo que Inicio
fue un número impar y el proceso terminó con Ultimo = Inicio. Finalmente
en la llamada recursiva isRENAMING4,3,1 el rango es [2]. Como se puede
observar, si X es el conjunto de procesos que terminan en la llamada a y Y es
el conjunto de procesos que terminaron en la llamada b, que fue originada en
a, los procesos no terminan con el mismo nombre, y los nombres quedan en
el rango de nombres originales por que los rangos nuevos quedan anidados.
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Figura 3.3: Recursión para 4 procesos ejecutando isRENAMING, donde se
muestra cómo se ramifica el árbol de recursión. Los ćırculos azules repre-
sentan la ejecución de la llamada isRENAMING. view muestra la vista al
terminar una llamada isRENAMING y conociendo ésta se puede calcular U.
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En la Figura 3.4 se da un ejemplo donde 4 procesos se ejecutan práctica-
mente de manera secuencial, y el valor del nuevo nombre está representado
por U en las hojas del árbol, de la misma forma que en la Figura 3.3.

Teorema 2 El algoritmo 2 resuelve el problema del renombramiento con
2n′ − 1 casillas.

La siguiente prueba se retomará de [12].

Prueba. La prueba se hará por inducción sobre el número de procesos que
participan en una llamada recursiva ya que la ĺınea 4 a lo más la ejecutarán
n′− 1 procesos, es decir en cada nueva llamada recursiva participarán menos
procesos hasta que participe únicamente un proceso.

El caso base es cuando sólo un proceso, pi, ejecuta el algoritmo, n′ = 1.
Como sabemos del algoritmo 1, su vista cumple con autoinclusión por lo que
al ser un sólo proceso participando, necesariamente |viewi| = 1. Sin pérdida
de generalidad supongamos que Inicio = 0 y dirección es 1 por lo que el rango
es Inicio+Direccion ∗ [0...2(1)− 2] = 0 + 1[0] = [0]. Del algoritmo tenemos
que Inicio + Direccion ∗ (2 ∗ |view| − 2) por lo que Ultimo = Inicio. La
condición de la ĺınea 3 se hará verdadera pues i = max(viewi) y el algoritmo
termina utilizando 2(n′) − 1 = 1 casillas con Ultimo = 0, el cual está en el
rango.

Supongamos que el algoritmo es correcto para k procesos, k < n′. La
hipótesis de inducción es que cuando k procesos invocan
isRENAMINGtag(Inicio,Direccion), ellos obtienen nombres diferentes en
el rango Inicio+Direccion ∗ [0..2k − 2], que en total son 2k − 1 nombres.

Por demostrar que cuando el algoritmo es invocado por k + 1 ≤ n′ pro-
cesos, n′ > 1, obtienen nombres diferentes en el rango Inicio + Direccion ∗
[0..2k − 2].

Sin pérdida de generalidad supongamos que inicialmente Inicio = 0,
número par, y Direccion = 1 por lo que el rango de nuevos nombres será
[0...2(k + 1)− 2] = [0...2k] y probemos lo siguiente:

Los procesos que terminen en la llamada donde participan k+ 1 procesos
obtienen diferentes nombres.

Supongamos por contradicción que existen m procesos, 1 < m ≤ k + 1,
que terminan con el mismo nombre, Inicio y Direccion son el mismo valor
para todos, sus vistas deben tener la misma cardinalidad, lo cual significa
que vieron lo mismo por lo que Ultimo es el mismo valor para los m proce-
sos, pero, la simetŕıa se rompe por medio de los identificadores ya que por
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definición los identificadores para cualesquiera dos procesos x < y ó y < x,
por lo que sólo uno terminará en la ĺınea 3 contradiciendo nuestra suposición.
El valor de Ultimo para todos estará dentro del rango pues |view| ≤ k + 1.

Los procesos que ejecuten la ĺınea 4 lo harán con Direccion = −1,
Inicio < 2k y será un número impar, por el Lema 1 sabemos que Ultimo fue
par en la llamada donde participaron k+ 1. Por hipótesis de inducción éstas
llamadas resuelven el problema para k < n′ procesos. Basta con demostrar
que las llamadas generadas no regresan el mismo nombre para cualesquiera
dos procesos y no toman alguno de la llamada anterior.

Como se menciono anteriormente en la primera llamada, con tagk+1, los
procesos obtienen Ultimo siendo un número par, entonces los procesos que
terminan obtienen un número par. Los procesos que ejecutan la ĺınea 4 ini-
ciaran una llamada con Inicio impar, por el Lema 2 se tiene que Ultimo en
esta nueva llamada será impar, los procesos que terminen en ésta llamada
tendrán nombres diferentes a los obtenidos en la llamada tagk+1.

Las llamadas generadas en la ĺınea 4 lo harán con etiquetas tagi con
0 < i ≤ k. A lo más se generan k llamadas. El valor de i nos dice a lo más
cuántos procesos se esperan para participar en la llamada, pero debemos
tomar en cuenta que el número de procesos que participan puede ser menor.

Denotemos por X i el conjunto de procesos que participan en la llamada
tagi y a Ultimoi el valor con el que se invoca. Recordemos que el rango lo
obtenemos mediante Inicio+Direccion∗ [0...2|X i|−2], como esta llamada se
genera desde la llamada tagk+1 entonces el rango lo definimos como Ultimoi−
1− [0...2|X i|−2] finalmente tenemos que [Ultimoi−1...Ultimoi−1−(2|X i|−
2)] = [Ultimoi − 1...Ultimoi − 2|X i|+ 1].

Ahora que conocemos el rango para cada llamada tagi basta con demos-
trar que los intervalos de nombres entre llamadas en el mismo nivel de la
recursión no se traslapan. Sin perdida de generalidad consideremos la llama-
da tagm tal que m es el valor más grande de procesos esperados a participar
en una llamada, intuitivamente si |Xm| = m, seŕıa la única y se ocupaŕıa
todo el rango. Consideremos otra llamada l tal que l < m, entonces tenemos
que los rangos para estas llamadas son:

[Ultimom − 1...Ultimom − 2|Xm|+ 1]
[Ultimol − 1...Ultimol − 2|X l|+ 1]

Para demostrar nuestra afirmación basta con probar que Ultimom −
2|Xm| + 1 > Ultimol − 1. De la llamada tagk+1 tenemos que Ultimom =
Inicio + Direccion ∗ (2|view| − 2), dado que Inicio = 0, Direccion = 1 y
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|view| = m+1 entonces Ultimom = (2(m+1)−2) = 2m, análogamente para
Ultimol = 2l. Claramente Ultimom > Ultimol, el valor de l esta delimitado
por 1 ≤ l ≤ m−|Xm|, si |Xm| = m no existiŕıa otra llamada, por lo que a lo
más |Xm| ≤ m− 1. Sustituyendo los valores en nuestra desigualdad tenemos
que:

2m− 2|Xm|+ 1 > 2l − 1

2m− 2|Xm| > 2l − 2

m− |Xm| > l − 1

(3.1)

Los procesos que pueden participar en la llamada tagm están delimitados
por 1 ≤ |Xm| < m, entonces si |Xm| = 1, m − 1 > l − 1 se cumple y si
|Xm| = m− 1 entonces

m− (m− 1) > l − 1

1 > l − 1

2 > l

(3.2)

sabemos que en este caso l = m − (|Xm| − 1) por lo que l = 1 entonces
tenemos que 2 > 1 lo cual es verdadero, por lo tanto los intervalos entre
llamadas en el mismo nivel de la recursión no se traslapan.

Por hipótesis de inducción estas llamadas tagi resuelven el problema del
renombramiento, y los procesos que terminan en nuestra llamada tagk+1 tie-
nen nombres diferentes en el rango original. Por lo que demostramos que el
algoritmo resuelve el problema del renombramiento con 2n− 1 casillas.

�

3.3. La tarea de intercambio

Para explicar esta tarea en [12] se consideran las tareas tournamentπ y
swapπ.

La tarea tournament está definida en [3] de la siguiente manera: tourna-
ment regresa para un sólo proceso 0 y para cualquier otro proceso regresa
algún identificador de los participantes del torneo. Esta la podemos adaptar
a: sólo un proceso regresa tag y para cualquier otro proceso regresa algún
identificador de los participantes del torneo.

En la tarea de swap, cada proceso obtiene el id de otro proceso y exac-
tamente un proceso obtiene un identificador inicial que llamamos π ó −1.
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Figura 3.4: Ejecución de isRENAMING donde todos
los procesos terminan en la primera llamada, invocando
isRENAMING4(Inicio,Ultimo)=isRENAMING4(0,1). U indica el nuevo
nombre al final de la ejecución del algoritmo.
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Un proceso nunca obtiene de regreso su propio identificador, al final no hay
dos procesos con el mismo. La especificación secuencial de la tarea es: cada
operación regresa la entrada de la operación que le precede, cada ejecución
completa de n′ procesos define un orden total.

La recursión de SWAP resulta en un árbol, por lo cual podemos decir
que es una recursión ramificada. El Algoritmo 3 resuelve la tarea swap, con
una complejidad de O(n2) como se demuestra en [12]. Inicialmente la primera
llamada es invocada con SWAPtag, con tag = −1, en la ĺınea 1 el proceso
pi invoca TOURNAMENT con la tag inicial, sólo un proceso puede obtener
tag y lo almacenará en la variable π, dejando su identificador en TOURNA-
MENT donde 1 ó más procesos pueden obtener el identificador del ganador,
y otros pueden obtener el identificador de algún otro proceso que haya par-
ticipado. El proceso que ganó el torneo hará verdadera la condición tag = π
en la ĺınea 2 y terminará su ejecución, los procesos que obtengan un identifi-
cador diferente de −1, ejecutarán la llamada recursiva SWAPπ(i), donde π
es el identificador que obtuvieron del torneo y por el cual participarán en la
llamada que ejecuten en la ĺınea 3.

Otro punto importante es que el algoritmo no usa sólo registros de lectura
y escritura. En [3] se demostró que las tareas de tournament y swap requieren
usar registros 2-consenso. En la implementación que los autores muestran
usan registros 2Pswap, el cual dadas 2 variables intercambia sus valores de
manera atómica. El 2P significa que su número de consenso es 2.

Algoritmo 3 SWAP

SWAPtag(i)

1: π ← TOURNAMENTtag(i)
2: if tag = π return π
3: else return SWAPπ(i)

En la Figura 3.5 se muestra la ejecución para 3 procesos, se muestra un
caso donde la recursión es lineal, solo ocurre si en cada invocación todos ven
al ganador de la llamada. El proceso p2 es quien gana el torneo, por lo cual
regresa −1, por lo que ahora el proceso p0 y p1 apuntan al proceso 2, es decir,
invocan SWAP2 y el proceso que gana en esta llamada del algoritmo es p1,
por lo que regresa 2, finalmente p0 invoca SWAP1 y por ser el único que
compite obtiene el valor 1. En la Figura 3.6 se muestra una ejecución donde
el árbol de recursión se ramifica. El proceso 1 gana el torneo con etiqueta
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Figura 3.5: Recursión para 3 procesos ejecutando SWAP, donde se muestra
el árbol de recursión resulta en una trayectoria. Los ćırculos azules repre-
sentan la ejecución de la llamada. Las flechas azules indican el proceso que
terminó en la llamada SWAPtag. Las flechas negras indican la llamada que
origino la nueva llamada.

−1, el proceso 2 ve al proceso 1 por lo que ejecuta SWAP1, el proceso 0 ve
a 2 por lo que ejecuta SWAP2.

Teorema 3 El algoritmo SWAP resuelve el problema del intercambio.

Prueba. El algoritmo termina, ya que en cada invocación siempre regresa
un ganador.

El caso base, cuando un proceso compite, sólo hay un ganador, por lo que
el algoritmo resuelve el problema para 1 proceso.

Supongamos que el algoritmo resuelve el problema para k′ < n′ procesos.
En el paso inductivo consideremos la ejecución con n′ procesos y cuando
digamos: el proceso obtuvo tag, nos referiremos al proceso que ganó el torneo.

Consideremos la ejecución donde participan n’ procesos, por definición
del torneo sólo un proceso pi será el ganador y obtendrá tag, inicialmente
tag = −1, terminará su ejecución y los demás procesos obtendrán el identi-
ficador de pi. Sea W el conjunto de procesos que obtuvo tag = i, entonces
ejecutarán SWAPi. A lo más n′− 1 ejecutaran SWAPi, por hipótesis de in-
ducción SWAPi resolverá el problema del intercambio para los n′−1 procesos,
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Figura 3.6: Recursión para 3 procesos ejecutando SWAP, donde se muestra
el árbol ramificado de recursión. Los circulos en azules representan la ejecu-
ción de la llamada. Las flechas azules indican el proceso que terminó en la
llamada SWAPtag. Las flechas negras indican la llamada que origino la nueva
llamada.

de manera similar los procesos que ejecuten SWAPx con x 6= i. Finalmente
no más de un proceso puede terminar con x pues este valor solo puede ser
obtenido en la llamada SWAPx y en particular sólo un proceso obtiene −1,
en la llamada donde participan los n′ procesos. �

En [2] argumentan que el algoritmo SWAP no es linearizable. Los auto-
res en [12] dicen que no requieren de la propiedad de linearización, y como
ejemplo mencionan que no necesariamente el ganador es primero.

Una propiedad menos restrictiva es la de ser consistente secuencialmente,
donde únicamente nos interesa el orden de programa. Considerando esta
propiedad mostraremos una ejecución que no es linearizable.

Recordemos que la definición de linearización, dada en [19] y detallada en
[18], que un algoritmo sea linearizable, significa que las llamadas a métodos
deben parecer que toman efecto de manera instantánea. Podemos crear una
historia que cumpla con la especificación secuencial de la tarea, es decir,
podemos establecer un orden total entre las llamadas a métodos de un mismo
objeto y además se debe respetar el orden de tiempo real.

Lema 3 El algoritmo del SWAP recursivo no es linearizable.
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Figura 3.7: Ejecución no linearizable para 3 procesos. Los ı́ndices en la parte
inferior del intervalo representan el valor por el que se participa en el torneo.
Los ı́ndices en la parte superior representa el valor que obtuvo el proceso
después de ejecutar tournament.

Prueba. Para cualquier ejecución del algoritmo SWAP, debemos poder de-
terminar un punto de linearización.

Como en [12] los autores dicen que no se requiere que tournament cumpla
con linearización, se construyó la ejecución mostrada en la Figura 3.7, y se
muestra que es una ejecución válida y no es linearizable.

Las llamadas a tournament−1 de los procesos p0 y p2 se traslapan, por lo
que es válido que p2 obtenga 0. Al igual para las llamadas a tournament−1
de p0 y p1. Es válido que p1 gane el torneo. Del algoritmo podemos notar que
una vez que los procesos ganan algún torneo terminan.

No importa donde tratemos poner los puntos de linearización. No es posi-
ble determinar un punto en el intervalo de las llamadas tal que
(p1 : SWAP) → (p2 : SWAP). No se cumple con la especificación secuencial
de la tarea swap, que dice: cada operación regresa la entrada de la operación
que le precede. Por lo tanto el algoritmo SWAP no es linearizable.

�
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Caṕıtulo 4

Construcción de Complejos
Simpliciales de Manera
Recursiva

En esta sección se mostrará cómo los algoritmos distribuidos inducen sub-
divisiones de complejos o simplemente complejos cromáticos de una manera
recursiva. El objetivo de la tesis es mostrar la estrecha conexión entre los
algoritmos distribuidos recursivos, y los métodos para subdividir complejos
simpliciales.

4.1. Construcción recursiva de subdivisiones

cromáticas

Cada simplejo σn se puede considerar como un complejo ∆n considerando
σn y todas sus caras. En esta sección consideraremos sólo complejos obtenidos
a partir de un simplejo.

En un complejo cromático ∆n los vértices los denotamos por V(∆n) y son
pares (p,V ) donde p ∈ Π, Π es un conjunto de identificadores {0, 1, 2, . . . , n} y
V es la vista (view) de p. La vista de p es un conjunto de vértices cromáticos.
Sean los vértices (p, Vp) y (q, Vq), se dice que p ve a q si q ∈ Vp. Considere-
mos un complejo cromático ∆n que consiste en un n−simplejo. La siguiente
definición combinatoria, aparece en [21] y se mostró que es una subdivisión
de ∆n. Ésta es completa para un complejo de dimensión n, es decir, cada
simplejo está contenido en un n−simplejo.

47
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Definición 7 La subdivisión cromática χ(∆n) es un complejo simplicial abs-
tracto puro de dimensión n definido como sigue:

1. Los vértices de χ(∆n) son indexados por todos los pares (p, V ) donde
V ⊆ Π, y p ∈ V , tal que hay 2n(n+ 1).

2. Los simplejos de dimensión n de χ(∆n) consisten de todos los conjuntos
de vértices {(0, V0), (1, V1), . . . , (n, Vn)}.

y satisfacen los siguientes axiomas:

i Para todo i, j ∈ Π, se tiene que Vi ⊆ Vj ó Vj ⊆ Vi,

ii Para todo i, j ∈ Π, si i ∈ Vj , entonces Vi ⊆ Vj .

Partiendo de un complejo de entrada ∆n, obtenemos su subdivisión cromáti-
ca χ(∆n). Los vértices de ∆n están etiquetados de la forma (pi, Vi), por con-
veniencia siempre iniciamos con (i, {i}), 0 ≤ i ≤ n. En la interpretación
computacional, se considera que ∆n es la configuración de entrada, es decir
el proceso pi inicia con entrada {i}.

Recordemos que el n-simplejo tiene n + 1 vértices. Para probar que el
número de vértices de la subdivisión cromática de un n-simplejo es 2n(n+1),
nos basaremos en la siguiente observación.

Para ∆0 supongamos que su vértice es etiquetado con (0, {0}). Todas las
parejas son (0, {0}). La subdivisión es el mismo vértice.

Para ∆1 supongamos que sus vértices son etiquetados con (0, {0}), (1, {1}).
Todas las parejas son (0, {0}), (1, {1}), (0, {0, 1}), (1, {0, 1}).

Para ∆2 supongamos que sus vértices son etiquetados con (0, {0}), (1, {1})(2, {2}),
todas las parejas son (0, {0}), (1, {1}), (2, {2}), (0, {0, 1}), (0, {0, 2}), (1, {0, 1}),
(1, {1, 2}), (2, {0, 2}), (2, {1, 2}), (0, {0, 1, 2}), (1, {0, 1, 2}), (0, {0, 1, 2}).

Como se puede observar cada vértice aporta 1 vértice a la subdivisión,
cada pareja aporta 2 vértices y cada terna aporta 3 vértices y aśı sucesi-
vamente. Se puede contar el número de vértices de χ(∆n) de la siguiente
manera.

|V(χ(∆n))| =
n+1∑
i=1

iCn+1
i (4.1)
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Lema 4 El número de vértices en una subdivisión cromática de un n-simplejo

está dado por
n+1∑
i=1

iCn+1
i = 2n(n+ 1).

Prueba. La prueba se hará por inducción sobre n.
El caso base es cuando n = 0 entonces

0+1∑
i=1

iC0+1
i = 20(0 + 1);

1C1
1 = 1(1);

1 = 1.

Supongamos que para k se cumple
k+1∑
i=1

iCk+1
i = 2k(k + 1), con k < n.

Probemos para k + 1.
k+2∑
i=1

iCk+2
i

Separemos la suma de la siguiente manera
k+1∑
i=1

iCk+2
i + (k + 2)Ck+2

k+2 =
k+1∑
i=1

iCk+2
i + (k + 2)

Aplicando el teorema de Pascal tenemos que
k+1∑
i=1

i(Ck+1
i−1 + Ck+1

i ) + (k + 2) =
k+1∑
i=1

iCk+1
i−1 +

k+1∑
i=1

iCk+1
i + (k + 2)

Por hipótesis de inducción tenemos que
k+1∑
i=1

iCk+1
i−1 + 2k(k + 1) + (k + 2)

Desarrollando la suma que nos queda
1Ck+1

0 + 2Ck+1
1 + 3Ck+1

2 + ...+ kCk+1
k−1 + (k + 1)Ck+1

k + 2k(k + 1) + (k + 2) =

Ck+1
0 + (1 + 1)Ck+1

1 + (2 + 1)Ck+1
2 + ...+ ((k − 1) + 1)Ck+1

k−1 + (k + 1)Ck+1
k +

2k(k + 1) + (k + 2)
Lo reescribimos de la siguiente manera
1Ck+1

1 + 2Ck+1
2 + ... + (k − 1)Ck+1

k−1 + kCk+1
k + Ck+1

0 + Ck+1
1 + Ck+1

2 + ... +

Ck+1
k−1 + Ck+1

k + 2k(k + 1) + (k + 2) =
k∑
i=1

iCk+1
i +

k∑
i=1

Ck+1
i + 2k(k + 1) + (k + 2)

Por hipótesis de inducción tenemos
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(2k(k + 1)− (k + 1)) +
k∑
i=1

Ck+1
i + 2k(k + 1) + (k + 2)

La suma que queda es conocida como la de coeficientes binomiales por lo que
(2k(k + 1)− (k + 1)) + (2k+1 − 1) + 2k(k + 1) + (k + 2) =
2k(k + 1)− (k + 1) + 2k+1 − 1 + 2k(k + 1) + k + 1 + 1 =
2k(k + 1) + 2k+1 + 2k(k + 1) = 2(2k(k + 1)) + 2k+1 = 2k+1(k + 1) + 2k+1 =
2k+1(k + 1 + 1) = 2k+1(k + 2) �

Recordemos que si (p, V ) es un vértice v, nosotros decimos que p es su nombre
y lo denotamos por nombre(v). En general, si σ es un simplejo, se obtienen
los nombres de los vértices mediante nombre(σ).

Sea el complejo ∆2 = (0, {0}), (1, {1}), (2, {2}). En la Figura 4.1(a) se
presenta su subdivisión cromática χ(∆2) y en la Figura 4.1(b) se muestra el
esqueleto del simplejo σ2 con respecto a χ(∆2).

Ahora que se recordaron algunas definiciones, se continuará con un algo-
ritmo que construye dichas subdivisiones.

(a) (b)

Figura 4.1: a) Subdivisión cromática K2 = χ(∆2) de un complejo sim-
plicial ∆2 = (0, {0}), (1, {1}), (2, {2}). b) σ2 y la colección de simplejos de
Skel1σ2(K2).

Para poder explorar las propiedades recursivas de los complejos simpli-
ciales como se menciona en [9], se hará mediante el Algoritmo 4 recursivo,
que construye una subdivisión cromática. Se puede ver en el algoritmo que el
complejo simplicial se construye a partir de un complejo simplicial de dimen-
sión menor. En la ĺınea 3 tenemos la base de la recursión, es decir, cuando
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se recibe un complejo puro de dimensión n = 0, ya está subdividido de ma-
nera cromática. Si la dimensión del complejo no es 0 entonces se procede
a subdividir de manera cromática el complejo de dimensión n > 0. En la
ĺınea 5 se obtiene la subdivisión cromática del esqueleto de dimensión n− 1
del complejo Cn. En la ĺınea 6 se comienza a iterar sobre los simplejos de
dimensión n del complejo Cn. En la ĺınea 7 por cada simplejo σn se crea un
nuevo simplejo τnσn , dicho simplejo es prácticamente una copia de σn con la
diferencia de que V = nombre(σn) es la misma para cada vértice, por lo que
las etiquetas de estos vértices las denotamos con (q, Vσn) en que q es algún
identificador de σn, es decir q ∈ nombre(σn).

Algoritmo 4 Algoritmo para construir una subdivisión cromática en forma
recursiva.

1: ChrSubDiv(Cn)
2: Kn = {}
3: if n = 0 then return Cn;
4: else
5: Kn−1 ← ChrSubDiv(Skeln−1(Cn))
6: for each σn ∈ Cn do;
7: Sea τnσn un nuevo simplejo con vértices etiquetados (q, Vσn) donde

q ∈ nombre(σn) y Vσn = nombre(σn)
8: Sea Xn−1 ← Skeln−1τnσn

(Kn−1)

9: Kn = Kn∪ ChrJoin (τnσn ∗Xn−1)
10: end for
11: return Kn

12: end if

En la ĺınea 8 obtenemos el esqueleto subdividido del simplejo σn, es decir,
de Kn−1 obtenemos todos los simplejos de dimensión n − 1, tal que sus
etiquetas estén formadas por (p, V ), y p ∈ nombre(σn). Finalmente aplicamos
la función ChrJoin(τnσn ∗Xn−1), función que definimos como:

ChrJoin(τnσn ∗Xn−1) = {τ k ∪ δm|k ≤ n, δ ∈ Xn−1,m = n− k − 1,

nombre(τ k) 6⊂ Vδ ∧ Vδ ⊂ Vτ}
(4.2)

Cabe mencionar que nos referimos a una cara de τnσn de dimensión k como
τ k. Por ejemplo, la Figura 4.2 ilustra como aplicar la función ChrJoin para
σ2 y su esqueleto de dimensión 1 subdividido.
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Figura 4.2: Los simplejos en rojo, muestran la unión entre el 0-simplejo τ 0 =
(0, {0, 1, 2}) y los simplejos de dimensión 1 que cumplen con la definición
de ChrJoin, δ1 = {(1, {1}), (2, {1, 2})}, δ2 = {(2, {1, 2}), (1, {1, 2})}, δ3 =
{(1, {1, 2}), (2, {2})}, El simplejo con borde azul fue construido por τ 1 =
{(2, {0, 1, 2}), (1, {0, 1, 2})} y δ4 = (0, {0}). Finalmente, τ 2 = σ2 y δ = {}, δ
es el simplejo vació. Xn−1 en este caso es el borde, o todos los simplejos con
|view| ≤ 2.

Teorema 4 El Algoritmo 4, ChrSubDiv, construye una subdivisión cromáti-
ca de un complejo simplicial ∆n.

Prueba. La invariante que podemos ver en el algoritmo, es que en cada
llamada recursiva se tiene el esqueleto subdividido, Skelk(∆n), por lo que la
demostración la haremos por inducción sobre la dimensión k del esqueleto
del complejo subdividido. Notemos que cuando k = n tenemos la subdivisión
cromática, χ(∆n)

Cuando k = 0 tenemos que el Skel0(∆n), consiste de vértices únicamente.
El algoritmo regresa el mismo complejo que por definición es una subdivisión
cromática correcta de ∆0.

Sea Kk = χ(Skelk(∆n)). Supongamos que para k con k < n,
ChrSubDiv(Skelk(∆n)) regresa el complejo Kk.

Por demostrar que para k + 1 = n ChrSubDiv(Skelk+1(∆n)) regresa una
subdivisión cromática de Skelk+1(∆n).

Del algoritmo tenemos que Kk+1 es construido a partir de Kk, por lo que
necesitamos analizar que pasa a partir de la ĺınea 6. Para cada simplejo σk+1 ∈
∆n, se crea un nuevo simplejo τ k+1

σk+1 , el cual tiene sus vértices etiquetados de
la forma (q, Vσk+1) donde q esta en los nombres de σk+1 y Vσk+1 consiste en
todos los nombres de σk+1.
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Después en la ĺınea 8 obtenemos Xk, el esqueleto subdividido de τ k+1
σk+1 , es

decir los simplejos en Kk que se pueden relacionar con τ k+1
σk+1 .

Por definición la función Skelk
σk+1(K

k) regresa los simplejos δm ∈ Kk tal

que los nombres de δm estén contenidos en la vista de τ k+1
σk+1 y que la V de los

vértices de δm este contenida en Vτk+1

σk+1
.

Finalmente se aplica la función ChrJoin( τ k+1
σk+1∗Xk), la cual une cada cara

τ l de τ k+1
σk+1 , l ≤ k + 1, con un simplejo δm ∈ Xk tal que m = (k + 1)− l − 1.

Si se toma una cara τ 0 entonces se relacionan con simplejos δk tal que los
nombres de τ k no esten contenidos en Vδk y que Vδk sea un subconjunto de
Vτ0 . Los mismo para cada cara τ 1 relacionadas con cada δk−1. Finalmente
cada cara τ k se relaciona con cada δ0 como lo indica la función. Aśı entonces
tenemos simplejos de dimensión de a lo más |τ l|+ |δm| = |τ k+1

σk+1|, recordemos
que la cardinalidad de un simplejo es el número de vértices que lo forman
por lo que l + 1 + m + 1 = l + 1 + (k + 1) − l − 1 + 1 = k + 2 que es justo
|τ k+1
σk+1|. Como al final sólo agregamos simplejos de dimensión k + 1, hemos

formado Kk+1

La definición de la función ChrJoin respeta los axiomas i y ii de la defi-
nición 7.

Por otra parte tenemos que el algoritmo regresa únicamente vértices en
la llamada cero, por lo que tenemos k + 1 vértices. Por cada simplejo de
dimensión k, k ≤ n, se agregan k + 1 vértices, y tenemos tantos simplejos
de dimensión k como las combinaciones de Cn+1

k+1 , aśı el número de vértices

esta dado por
n+1∑
i=1

iCn+1
i y por el lema 4 sabemos que el número de vértices

en total es 2n(n + 1) por lo tanto Kk+1 es una subdivisión cromática, en
particular es la subdivisión cromática del esqueleto de dimensión n de ∆n y
como Skeln(∆n) = ∆n tenemos que el algoritmo ChrSubDiv construye una
subdivisión cromática para ∆n.

�

4.2. Construyendo subdivisiones cromáticas

con IS

Como se hab́ıa visto anteriormente, podemos resolver la tarea del imme-
diate snapshot con el Algoritmo 1, ahora se mostrara cómo de manera natural
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este algoritmo induce una subdivisión cromática.
Las configuraciones de entrada se consideran como un complejo de la

forma ∆n. Donde cada proceso solo conoce su valor de entrada.
Anteriormente se describió detalladamente el algoritmo IS, ahora enfo-

quémonos en la ĺınea 2, si los n′ = n+1 participantes de la llamada recursiva
se ven todos a todos, entonces justo en esta ĺınea se formará un simplejo τnn′ ,
con la caracteŕıstica de que todos los procesos tendrán la misma vista. Se
consideran los procesos como vértices etiquetados de la forma (pi, V ), justo
como se hizo anteriormente. Por ejemplo, para tres procesos con identificado-
res Π = {0, 1, 2} que invocan IS3(i), podemos obtener el simplejo mostrado
en la Figura 4.3

Figura 4.3: Simplejo τ 2n′ de las posibles vistas de los procesos cuando todos
terminan en la ĺınea 2, en la primera llamada. En estas vistas todos los
procesos se ven a ellos mismos y a todos los demás. Cada vértice representa
un proceso y es etiquetado con su id y su vista, donde la vista es un conjunto
de ids que cada proceso ve. Por ejemplo podemos ver que un vértice es
etiquetado (id,view), con 1, {0, 1, 2} donde 1 es el id y view = {0, 1, 2}.

Como no siempre todos los procesos terminan en la ĺınea 2 del Algoritmo
IS y no hay manera de saber cuales terminarán en la llamada recursiva donde
participan k′, ∀k′ ≤ n′, necesitamos considerar todos los posibles simplejos
τ para n′ procesos de dimensión k, τ kn′ . Podemos construir un complejo con
la unión disjunta de estos simplejos. Llamamos a este complejo Uk

n′ =
⋃
τ kn′

donde k es la dimensión del complejo y n′ es el total de procesos que pue-
den participar. Por ejemplo, para tres procesos p0, p1, p2 los simplejos en la
llamada recursiva donde participan k′ = 2 son:

U1
3 = {(p0, {p0, p1}), (p1, {p0, p1})}

⋃
{(p0, {p0, p2}), (p2, {p0, p2})}

⋃
{(p1, {p1, p2}), (p2, {p1, p2})}
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Ahora se puede saber cuantos simplejos τ kn′ pueden ser obtenidos en la llama-

da recursiva para k′ procesos calculando
(
n′

k′

)
, donde n′ = n+ 1 es el número

total de procesos y k′ = k + 1 es el número de procesos que participan en la
llamada recursiva.

En la última llamada recursiva, IS1(i), solamente tenemos el conjunto
de procesos Π con sus valores iniciales en su vista. Por lo tanto, podemos
representar todas las posibles ejecuciones con U0

n′ , el cual contiene solamente
vértices. Como se explicó anteriormente U0

n′ =
⋃
τ 0n′ .

Figura 4.4: Complejo U0
n′ de las posibles vistas de los procesos en la llamada

recursiva IS1(i) para n′ = 3

Lema 5 Consideremos el algoritmo IS. En una llamada recursiva para k′

procesos se produce un k-simplejo, τ k, tal que sus vértices son etiquetados
con (pi, V ), con pi 6= pj si i 6= j y |V | = k+ 1 sii los k′ procesos terminan en
la ĺınea 2.

Prueba. V Sea τ k un simplejo etiquetado (pi, V ) tal que pi 6= pj si i 6= j y
|V | = k+ 1. Si consideramos cada vértice como un proceso con identificador
pi y vista view = V , entonces tenemos que |view| = k + 1. Esta es justo la
condición de la ĺınea 2.
W Si en una llamada para k′ procesos, éstos terminan en la ĺınea 2 eso

implica que |viewi| = k′. Entonces todos tienen la misma vista y se tienen k′

vértices con etiquetas (pi, view), V = view, por lo tanto podemos construir
un simplejo τn. �

Se necesita saber qué pasa cuando no todos los procesos terminan en la
ĺınea 2, por lo que definiremos el complejo Kk

n′ .
El complejo Kk

n′ representa todas las posibles ejecuciones hasta la llamada
recursiva para k′ procesos, y es definido como sigue:

Kk
n′ = ChrJoin(Uk

n′ ∗Kk−1
n′ )

K0
n′ = ChrJoin(U0

n′ ∗K−1n′ ) = U0
n′

(4.3)
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Se tiene que recordar que Uk
n′ es la unión disjunta de simplejos τ kn′ , enton-

ces por cada τ kn′ ∈ Uk
n′ aplicaremos ChrJoin(τ kn′ ∗Kk−1

n′ ).
La definición previa de Kk

n′ es recursiva. Por ejemplo, si se quiere conocer
todas las posibles vistas en la llamada recursiva para 3 procesos, entonces
necesitamos conocer K1

n′ :

K1
n′ = ChrJoin(U1

n′ ∗K0
n′)

Sabemos que K0
n′ es la base de la recursión. También K0

n′ = U0
n′ , por lo

tanto básicamente sólo necesitamos aplicar ChrJoin para los siguientes dos
complejos, los cuales se ilustran en la Figura 4.5.

Figura 4.5: K0
n′ = U0

n′ es representado por los vértices azules y U1
n′ es repre-

sentado por los 1-simplejos rojos.

Los vértices azules forman K0
n′ y las aristas rojas forman U1

n′ . Si aplicamos
ChrJoin para estos dos complejos, obtenemos K1

n′ . Agregamos solamente las
aristas azules como se muestra en la Figura 4.6

Figura 4.6: K1
n′ obtenido a partir del ChrJoin(U1

n′ ∗K0
n′)

Teorema 5 El algoritmo IS construye una subdivisión cromática de ∆n.

Prueba. Por inducción sobre la dimensión n. Cuando n = 0 la entrada de
nuestro algoritmo es ∆0. Sabemos que ∆0 consiste de un solo vértice, como
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cada proceso se ve aśı mismo entonces cumple la condición de la ĺınea 2 y
termina. A la salida tenemos (pi, viewi). El vértice cumple con la definición 7.
Por lo tanto tenemos una subdivisión de ∆0.

Supongamos que el algoritmo construye una subdivisión cromática para
la entrada ∆k, con k < n.

Por demostrar que el algoritmo construye una subdivisión cromática de
la entrada ∆n.

Si los n′ procesos terminan en la misma llamada entonces se tiene un
simplejo τn. El algoritmo garantiza que al menos un proceso termina, por
lo que la siguiente llamada recursiva la se hará con k′ procesos. Podemos
considerar que la entrada de la nueva llamada es la configuración ∆k y por
hipótesis de inducción IS, forma una subdivisión cromática de este nuevo
complejo. Pero se tienen varias configuraciones de entrada para la nueva

llamada dadas por Cn′

k′ . Siendo aśı, se tiene Kk
n′ =

⋃
i

χ(∆k
i ), es decir Kk

n′

es la unión disjunta de las subdivisiones cromáticas de cada configuración
de entrada ∆k

i . K
k
n′ contiene todos los simplejos de dimensión k y de menor

dimensión, es decir Kk
n′ es el esqueleto de dimensión k de χ(∆n).

Por otra parte Kk
n′ representa todas las posibles ejecuciones en la llama-

da donde participan k′ procesos, finalmente consideremos la llamada donde
participan n′ procesos, y consideremos la ejecución donde los n′ terminan en
la linea 2. Por el lema 5 la ejecución representa un simplejo τn, para nues-
tra configuración de n′ solo se forma un simplejo τn que en particular es
un elemento del complejo Un

n′ . Al aplicar ChrJoin(Un
n′ ∗ Kk

n′), tenemos que
es una buena coloración, debido a que ChrJoin respeta los axiomas i y ii.
Finalmente podemos ver que el número de vértices esta dado por la ecuación
4.1 la cual es igual a 2n(n+1), por el 4, por lo tanto tenemos una subdivisión
cromática de ∆n. �

4.3. La topoloǵıa del renombramiento

En el Algoritmo 2, la llamada de la ĺınea 1, invocación del immediate
snapshot, nos regresa un simplejo de dimensión n, el proceso o procesos que
terminen en la ĺınea 3 obtienen un nuevo nombre y no participan en una
nueva llamada recursiva.

Se sabe que al menos un proceso termina, y a lo más n′ − 1 proce-
sos ejecutarán la ĺınea 4. En esta ĺınea se crean a lo más n′ − 1 llamadas
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isRENAMINGtag,N , las etiquetas están dadas por N = |view| − 1, y cada
etiqueta representa el número de procesos que se esperan en la nueva llamada.

Del algoritmo IS, sabemos que éste nos induce una subdivisión cromática,
por ejemplo: para tres procesos como el de la Figura 4.1, sólo que ahora por
cada simplejo σ2 de χ(∆2), se vuelve a crear una subdivisión cromática de
la siguiente forma:

Sea k′ = k+1 el número de procesos con vista de la misma cardinalidad,
los que no terminaron en la llamada etiquetada con tag son k′− 1. Los
k′ − 1 procesos ejecutarán una nueva llamada creando una subdivisión
cromática χ(∆k−1).

Los procesos que participen solos en alguna llamada recursiva no mo-
difican la subdivisión cromática.

Por ejemplo, consideremos la subdivisión cromática de ∆2 mostrada en la
Figura 4.7, esta subdivisión representa todas las posibles ejecuciones en la
primera llamada de isRENAMING3(Inicio,Direccion).

Figura 4.7: Subdivisión cromática de ∆2, considerando 3 posibles ejecuciones
en la primera llamada del renombramiento.

Por ejemplo, consideremos los siguientes simplejos de dimensión 2:
σ = {(0, {0}), (1, {0, 1, 2}), (2, {0, 1, 2})}, de color azul.
τ = {(0, {0, 1, 2}), (1, {0, 1, 2}), (2, {0, 1, 2})}, de color rojo.
δ = {(0, {0, 1, 2}), (1, {1, 2}), (2, {2})}, de color verde.
El simplejo σ representa una posible ejecución de la primera llamada, en

la cual p0 termina por verse solo, p2 termina por ser el que tiene el mayor de los
identificadores de su vista y finalmente p1 invocará isRENAMING3,2(Inicio,
Direccion), por lo cual σ quedará finalmente definido como:

σ = {(0, {0}), (1, {0, 1, 2}, {1}), (2, {0, 1, 2})}.
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En el caso del simplejo τ el cual representa otra posible ejecución de
isRENAMING3(Inicio,Direccion), tenemos que p2 termina por ser el que
cuenta con el mayor de los identificadores, y que p1 y p0 en esta ocasión
ejecutan la misma llamada recursiva isRENAMING3,2(Inicio,Direccion),
por lo que el immediate snapshot de esta llamada subdivide el simplejo
{(0, {0, 1, 2}), (1, {0, 1, 2})} en una trayectoria de longitud 3. Donde los po-
sibles casos son: a) p0 se ejecuta solo y termina por lo que p1 necesariamente
termina, b) p0 y p1 se ven, por lo que p0 volveŕıa a invocar otra llamada re-
cursiva, c) p1 se ejecuta solo y termina lo cual implica que p0 vuelve a hacer
una llamada recursiva, y aśı se formaŕıa el complejo dado por:

C = {{(0, {0, 1, 2}, {0}), (1, {0, 1, 2}, {0, 1})},
{(1, {0, 1, 2}, {0, 1}), (0, {0, 1, 2}, {0, 1}, {0})},
{(0, {0, 1, 2}, {0, 1}, {0}), (1, {0, 1, 2}, {1})}}.

En este caso C es un complejo simplicial puro de dimensión 1, por lo que
cada simplejo de dimensión 1 lo asociamos con el simplejo de dimensión 0,
(2, {0, 1, 2}), y de esta manera nos queda subdividido el simplejo τ .

Finalmente, para el caso del simplejo δ tenemos que p2 termina en la
primera llamada por verse solo, p1 ejecuta una llamada recursiva etiquetada
con tag1 y p0 ejecutaŕıa otra llamada recursiva etiquetada con tag2, por lo
que al final el simplejo queda etiquetado de la siguiente manera.

δ′ = {(0, {0, 1, 2}, {0}), (1, {1, 2}, {1}), (2, {2})}

Finalmente el complejo simplicial que representaŕıa la ejecución del Al-
goritmo 2 se muestra en la Figura 4.8.
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Figura 4.8: Subdivisión cromática para el algoritmo del renombramiento.

En la Figura 4.8, podemos ver que las etiquetas de los vértices nos indican
cuantas llamadas recursivas ejecutó cada proceso, por ejemplo: el proceso que
más llamadas realizó es el que está etiquetado con (0, {0, 1, 2}, {0, 1}, {0}),
ésto nos indica que ejecutó las llamadas recursivas isRENAMING3,
isRENAMING3,2, isRENAMING3,2,1 y terminó.

4.4. La topoloǵıa de la tarea de intercambio.

Como se vio en el caṕıtulo anterior, el Algoritmo 3 resuelve el problema
del intercambio, (swap), de manera recursiva. En esta sección se verá que el
algoritmo no induce una subdivisión cromática. Retomando los resultados de
Herlihy y Shavit en [17], se mostrará que la tarea no se puede resolver única-
mente con registros de lectura y escritura, esta demostración será mediante
los complejos que son inducidos por los algoritmos que resuelven una tarea
únicamente con registros de lectura y escritura.

Como parte de la demostración se referirán a la definición de mapeo
simplicial y al teorema principal dado por Herlihy y Shavit en [17].

Definición 1 Sean K y L dos complejos, posiblemente de diferente dimen-
sión. Un mapeo de vértices µ : Skel0(K) → Skel0(L) lleva vértices de K a
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vértices de L. µ es un mapeo simplicial si también lleva simplejos de K a
simplejos de L.

Teorema 6 (Teorema 3.1 de [17]) Una tarea de decisión 〈I,O,∆〉 tiene
un protocolo libre de espera usando memoria de lectura y escritura si y solo
si existe una subdivisión cromática χ del complejo C y un mapeo simplicial
que preserve colores µ : χ(C)→ O.

También se hablará de mapeos portadores, mapeos de decisión y proto-
colo. Estos se definen en [13] de la siguiente manera:

Definición 8 Sean G y H complejos simpliciales, un mapeo portador
φ : G→ 2H lleva cada simplejo de σ ∈ G a un subcomplejo φ(σ) de H tal
que para todo σ, τ ∈ G, si σ ⊆ τ entonces φ(σ) ⊆ φ(τ).

Definición 9 Un protocolo para n′ procesos es una terna (I,P ,Ξ) donde:

I es un complejo puro de dimensión n cromático.

P es un complejo puro de dimensión n cromático.

Ξ : I → 2P , es un mapa portador estricto, es decir lleva simplejos de
dimensión n a simplejos de dimensión n, tal que P =

⋃
σ∈I Ξ(σ).

Definición 10 Un mapeo simplicial también es un mapeo de decisión δ si
respeta el mapa portador (especificación de la tarea) ∆, es decir, satisface
δ(φ(σ)) ⊆ ∆(σ).

Ahora se analizará el Algoritmo 3 y se mostrará el complejo simplicial
que induce para dos y tres procesos.

Se debe recordar que la etiqueta inicial es −1. Si se tiene un sólo proceso,
trivialmente se sabe que éste obtendrá la etiqueta π = −1, y el complejo
inducido será únicamente un vértice. Ahora, pensando en que participarán 2
procesos se tienen las siguientes ejecuciones posibles.

C1 = {(0, {π}), (1, {0}), {(0, {π}), (1, {0})}}
D1 = {(1, {π}), (0, {1}), {(1, {π}), (0, {1})}}

De manera gráfica lo podemos ver en la Figura 4.9. Se puede observar
cómo sólo un proceso gana la etiqueta π y el otro obtiene un nuevo nombre.
Para este problema las etiquetas de los vértices de los complejos son de la
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Figura 4.9: Complejo de salida para el problema del intercambio entre 2
procesos.

Figura 4.10: Componente conectada por trayectoria, después de ejecutar
SWAP donde el proceso 2 gana π.

forma (pi, Vi), donde Vi es el conjunto de etiquetas visto por cada proceso, de
manera que si Vi = {v1, v2, .., vk}, vk será la etiqueta obtenida por el proceso
en su última llamada recursiva. Nótese que esto sólo se hace por análisis, al
inicio de cada llamada recursiva los procesos que participan sólo conocen su
identificador y la etiqueta de la llamada.

Como se mencionó anteriormente el algoritmo SWAP utiliza registros
2-consenso, esto hace que siempre rompa la simetŕıa de las ejecuciones, es
decir, para n′ procesos, al menos 1 proceso no verá lo mismo que los otros n′−
1 procesos. Como vimos en la tarea de immediate snapshot hay ejecuciones
en las que n′ procesos ven n′, es a lo que se llama simetŕıa.

Para construir el complejo, será conveniente hacer énfasis en las ejecu-
ciones en las cuales k′ procesos obtienen el mismo tag. En el caso en el que
obtienen diferente tag, del algoritmo sabemos que éstos procesos ejecutan
una nueva llamada y terminan. La Figura 4.9 es el ejemplo más básico don-
de no hay simetŕıa, además, al tener más poder de cómputo con registros
2-consenso, resulta un complejo con dos componentes conectadas por trayec-
toria.

Definición 11 Un complejo K es conectado por trayectoria si hay una tra-
yectoria entre cada dos vértices. Los subcomplejos más grandes de K que son
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conectados por trayectorias son componentes conectadas por trayectoria de
K.

Se continuará con la definición de la tarea intercambio para 3 procesos. Sin
perdida de generalidad, consideremos el complejo de entrada I que consiste
en el simplejo σ2 = {(0, {0}), (1, {1}), (2, {2})} que es portado por ∆ de la
siguiente manera:

∆({(0, {0})}) = {(0, {π})}.

∆({(1, {1})}) = {(1, {π})}.

∆({(2, {2})}) = {(2, {π})}.

∆({(0, {0}), (1, {1})}) = {(0, {π}), (1, {π}), ({(0, {π}), (1, {0})}),
({(0, {1}), (1, {π})})}.

∆({(0, {0}), (2, {2})}) = {(0, {π}), (2, {π}), ({(0, {π}), (2, {0})}),
({(0, {2}), (2, {π})})}.

∆(({(0, {0}), (2, {2})}) = {(1, {π}), (2, {π}), ({(1, {π}), (2, {1})}),
({(1, {2}), (2, {π})})}.

∆({(0, {0}), (1, {1}), (2, {2})}) = {(0, {π}), (1, {π}), (2, {π}),
({(0, {π}), (1, {0})}),
({(0, {1}), (1, {π})}),
({(0, {π}), (2, {0})}),
({(0, {2}), (2, {π})}),
({(1, {π}), (2, {1})}),
({(1, {2}), (2, {π})}),
({(0, {π}), (1, {0}), (2, {1})}),
({(0, {π}), (1, {2}), (2, {0})}),
({(1, {π}), (0, {1}), (2, {0})}),
({(1, {π}), (0, {2}), (2, {1})}),
({(2, {π}), (0, {1}), (1, {2})}),
({(2, {π}), (0, {2}), (1, {0})})}.

La representación gráfica se puede observar en la Figura 4.12 donde se tiene
solo una componente conectada por trayectoria. Para construir el complejo,
vamos a partir del formado por dos procesos, además se considerará el sub-
complejo obtenido a partir del ganador de la primera llamada. Partiendo del
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Figura 4.11: Complejo para 3 procesos generado por el algoritmo SWAP.

complejo de la Figura 4.9, agregando otro proceso y suponiendo que gana
la etiqueta π entonces se tendrá el subcomplejo mostrado en la Figura 4.10.
Los triángulos azules son obtenidos a partir del complejo de 2 procesos, y
los triángulos rojos son nuevas ejecuciones posibles. Puede ser el caso que
el proceso 2 gane π, 0 vea a 2 y 1 vea a 0. Los triángulos azules resultan
de la ejecución de la primera llamada donde 0 y 1 ven lo mismo, es decir al
ganador, por lo cual se debe romper la simetŕıa para que ambos terminen
con diferentes identificadores.

Se tiene un subcomplejo similar al de la Figura 4.10 por cada par (i, {π}) y
sabemos que todas las posibles ejecuciones son representadas por un comple-
jo conectado por trayectoria, pues comparten estados en común, por ejemplo,
es posible que el proceso 1 vea 0 cuando 0 fue el segundo ó cuando 0 fue el
primero. En la Figura 4.11 se muestra el complejo generado por el algoritmo
SWAP para 3 procesos, es importante mencionar que para facilitar la visua-
lización mostramos por separado los subcomplejos, pero los vértices con una
misma etiqueta representan solamente a uno.

Nuevamente si se agrega otro proceso al complejo de la Figura 4.11 se
tendŕıan tetraedros y subcomplejos similares para cada par (i, {π}).

Para 3 procesos, como complejo de entrada se tiene un triángulo, éste es
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Figura 4.12: Complejo de salida para el problema del intercambio entre 3
procesos.

transformado en el complejo que se muestra en la Figura 4.12. Notemos que
un mundo posible, que aparentemente cumple con la especificación de la tarea
es en el que los vértices están etiquetados con (0, {2}), (1, {0}), (2, {1}), todos
tienen un nombre diferente, pero realmente no se considera el 2-simplejo que
forman, pues al menos uno debe de tener π, éste lo consideramos como un
hoyo.

En la literatura se encuentra que los algoritmos que utilizan registros de
lectura y escritura para resolver una tarea generan un complejo sin hoyos,
por el Teorema 6, también se puede saber si una tarea se puede resolver en
un modelo y si existe un algoritmo que genere un complejo de protocolo que
pueda ser mapeado a la especificación de salida.

En la Figura 4.13 podemos ver el complejo generado por el algoritmo
que resuelve el immediate snapshot, que referiremos ahora como el complejo
de protocolo. Si ésta tarea pudiese resolver el intercambio entonces cada
simplejo del complejo de protocolo debeŕıa poderse mapear a un simplejo en
el complejo de la especificación del intercambio.

Lema 6 El problema del intercambio no se puede resolver mediante un mo-
delo de immediate snapshot.

Prueba. Para realizar la prueba basta con demostrar que no existe un mapeo
del complejo de protocolo al complejo de salida dado por la especificación de
la tarea.
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Figura 4.13: Serie de mapeos que debeŕıan de existir para poder resolver el
problema del intercambio con IS. φ es el mapeo de protocolo, y δ es el mapeo
de decisión, donde cada simplejo del protocolo debe estar relacionado con un
simplejo del complejo de salida respetando ∆.

Supongamos por contradicción que existe un mapeo de decisión δ : P → O,
donde P es el complejo formado por el algoritmo que resuelve la tarea de im-
mediate snapshot para 3 procesos, que nos lleva del complejo de protocolo P
al complejo de salida O y que preserva nombres, es decir, lleva cada simplejo
de P a O.

Por el Teorema 5 sabemos que un modelo como lo es immediate snapshot ,
que utiliza registros de lectura y escritura, genera una subdivisión cromática
la cual no contiene hoyos.

Por el Lema 5 sabemos que en la subdivisión tenemos un simplejo σ tal
que la vista en cada vértice es la misma. Este simplejo representa el mundo
en el que los procesos se ejecutan de manera concurrente y todos ven lo
mismo, es decir el conocimiento local de cada proceso es el mismo. Nuestro
mapeo de decisión debe mapear este simplejo a un simplejo en el complejo de
salida, tal que los procesos tengan el mismo conocimiento local. El complejo
del intercambio con 2 procesos, resulta en un complejo con dos componentes,
y en el immediate snapshot seŕıa una arista subdividida en 3 aristas, lo cual
contradice nuestra suposición de que existe un mapeo δ : P → O, pues δ
debe mapear cada simplejo de P a cada simplejo de O.

�

En la Figura 4.14 se puede ver el complejo para tres procesos derivado de
la ejecución y que se puede mapear al complejo de la especificación de salida
para el problema del intercambio con tres procesos. Sabemos que el algoritmo
SWAP es correcto y otra forma de demostrarlo es mediante la relación de
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Figura 4.14: Serie de mapeos existen para poder resolver el problema del
intercambio con SWAP. φ es el mapeo de protocolo, y δ es el mapeo de
decisión, donde cada simplejo del protocolo esta relacionado con un simplejo
del complejo de salida.

los complejos generados. El mapeo de decisión δ llevaŕıa cada vértice de la
forma (i, {v0, v1, ..., vk}) a un vértice en el complejo de salida (i, {vr}), tal
que vk = vr.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este caṕıtulo se presentan las conclusiones obtenidas de esta Tesis y
los posibles trabajos a futuro que se pueden realizar.

5.1. Aportaciones teóricas

Hemos visto que construir una subdivisión cromática recursivamente de
manera secuencial y resolver la tarea de immediate snapshot recursivamen-
te están estrechamente relacionados. El algoritmo recursivo del immediate
snapshot es en algún sentido una implementación concurrente del algorit-
mo de subdivisión. Además, hemos dado la función ChrJoin, aprovechando
las caracteŕısticas recursivas de los complejos, que nos permite construir el
complejo inducido por el algoritmo del immediate snapshot. También se da la
función Skelk

σk
(C) que relaciona un simplejo con los simplejos de un complejo

para poderlos relacionar.

En un algoritmo distribuido existen muchas ejecuciones posibles, una por
cada traslape de las operaciones de los procesos. Cada una de las ejecuciones
construye uno de los simplejos de la subdivisión. Es interesante considerar la
interpretación distribuida de la operación unión cromática. La unión cromáti-
ca entre dos complejos Kk−1

n′ y Uk
n′ se puede realizar porque las vistas que

surgen en el algoritmo distribuido son compatibles. Las vistas en los simple-
jos del complejo Kk−1

n′ , son de los procesos rápidos y pueden ser extendidas a
las vistas de los simplejos Uk

n′ de los procesos lentos que participan después
en la ejecución.

Por otra parte se tiene, que si un algoritmo distribuido recursivo se ra-
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mifica o es una simple trayectoria, no afecta en la forma de construir los
complejos, y apoyándonos de las etiquetas que le demos a éstos complejos,
nos ayudan a conocer el universo de ejecuciones cada algoritmo, permitiéndo-
nos un análisis detallado de cada algoritmo.

También se mostró el complejo que induce el problema del intercambio
para tres procesos, cómo éste tiene otras caracteŕısticas y no puede ser re-
suelto únicamente con registros de lectura y escritura. Además, se dio una
demostración de que el Algoritmo 3 no es linearizable, algo que sólo se men-
ciona en la literatura pero no se da una demostración.

Además, en el problema del intercambio se muestra como el usar registros
2-consenso resulta en un complejo de dos componentes para dos procesos.
En general ésto se extiende a que para más procesos no tendremos en una
misma ejecución dos procesos que vean lo mismo. Se dio un mapeo de decisión
para mostrar que el complejo que resultó del análisis del algoritmo se puede
relacionar con el complejo de salida dado por la especificación de la tarea.

Finalmente, se muestra que aprovechando las propiedades recursivas de
los complejos simpliciales, el análisis de los algoritmos resulta ser más intui-
tivo, por ejemplo en el problema del intercambio, y es una herramienta útil
para estudiar algoritmos distribuidos recursivos.

5.2. Trabajo a futuro

Estableciendo y conociendo más a detalle la relación entre el cómputo
distribuido y la topoloǵıa, seŕıa interesante investigar si cada algoritmo dis-
tribuido recursivo que genera un complejo simplicial puede ser transformado
en un algoritmo distribuido iterativo, y si es posible que a partir de estas
relaciones surja una estructura de datos general que sirva como base para
este propósito.

También se puede estudiar la relación que hay entre las tareas cromáticas
y no cromáticas, ya que por el lado de la topoloǵıa basta con ”aplastar” sim-
plejos de un complejo cromático para obtener una representación no cromáti-
ca de un complejo que en cómputo distribuido representaŕıa únicamente los
valores de las entradas. Hay que recordar que en las tareas cromáticas siem-
pre es indispensable conocer el par (pi, vi) donde pi es el nombre del proceso
y vi es su valor de entrada.

En [2] se muestra un algoritmo para resolver el problema del intercambio
con concurrencia ilimitada. Seŕıa interesante investigar la relación entre la
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topoloǵıa y la concurrencia ilimitada.
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