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Introduccion

En el presente trabajo exploraremos el isomorfismo de espacios vectoriales que
hay entre cada &algebra de Clifford y su algebra exterior subyacente. Las for-
mas diferenciales de una variedad son, localmente, funciones con valores en un
dlgebra exterior; el mencionado isomorfismo permite establecer, localmente, una
correspondencia biyectiva entre formas diferenciales y funciones con valores en
un &algebra de Clifford. En esta tesis se busca evidenciar, a través de ejemplos
sencillos y bien conocidos, las ventajas de escribir las ecuaciones geométricas
bésicas asociadas a una estructura ortogonal dada, o mas generalmente, a una
métrica pseudo-Riemanniana, a través de funciones valuadas en un algebra de
Clifford apropiada.

Por ejemplo, al hacer corresponder las formas diferenciales del espacio de
Minkowski R*! con funciones valuadas en su dlgebra de Clifford C1(3,1), las
ecuaciones de Maxwell adoptan exactamente la forma de la ecuacién de Dirac
(en el sentido que se explica en el capitulo 4) : D(E+iB) = J, siendo (E+iB) :
R33! — CI1(3,1), J las componentes de las fuentes del campo electromagnético
debidamente identificadas dentro del algebra de Clifford y D el operador de
Dirac, o raiz cuadrada del operador D’Alambertiano; es decir, el Laplaciano en
un espacio con geometria ortogonal de signatura (3,1). Un propdsito central de
esta tesis es explicar con todo detalle lo que estd detras de poder escribir las
ecuaciones de Maxwell de esta manera.

Para hacer autocontenida la exposiciéon, dedicamos casi la primera mitad de
la tesis a una detallada introduccién algebraica del tema. En los primeros dos
capitulos se definen los conceptos centrales a partir de los cuales se construye
el resto del trabajo. El primer concepto importante que se define es el de una
geometria en un espacio vectorial, que es el equivalente algebraico a la métrica en
geometria diferencial y que sirve para definir los grupos y dlgebras de Lie clasicos.
El segundo capitulo estda casi completamente dedicado al producto tensorial
entre espacios vectoriales y al algebra tensorial.

En el tercer capitulo entra en juego toda la herramienta que se desarroll6 en
los capitulos previos. Damos una introduccién intuitiva y formal a la motivacion
de las propiedades universales de las algebras exterior, simétrica, de Clifford y de
Weyl y posteriormente a la construccion explicita de cada una de ellas. Se ponen
de manifiesto algunas interesantes relaciones entre cada una de estas dlgebras
que, entre otras cosas, aclaran el por qué resulta natural presentar las cuatro
algebras y no sélo algunas de ellas.

Dado que las édlgebras exterior y de Clifford constituyen el eje central del
trabajo, dedicamos un capitulo completo a cada una de ellas. En el capitulo
del &lgebra exterior, ademés de estudiar sus propiedades basicas, damos una
introduccién a la geometria diferencial que culmina en la definicién de las formas
diferenciales -funciones con valores en un algebra exterior- en un abierto de una
variedad. Se proporcionan las definiciones y descripciones en coordenadas locales
de los operadores derivada exterior, el operador de Hodge y el operador de Dirac.
Estos estan definidos a priori en formas diferenciales pero son transformables a
operadores definidos en funciones con valores en un algebra de Clifford.



Finalmente, en el capitulo sobre las algebras de Clifford describimos los as-
pectos mds importantes que las caracterizan y usando algunos isomorfismos
elementales que se dan ahi mismo, es posible dar una clasificacién completa
de las algebras de Clifford. En particular, quedan sintetizados los principales
resultados de la seccién en una tabla que recoge todas las algebras de Clifford
asociadas a un espacio vectorial real V' con geometria ortogonal de signatura
(p,q) con 0 < p,q < 5. Asimismo, se hace especial énfasis en la importancia
de un elemento especial que tiene cada algebra de Clifford. Dicho elemento lo
denotamos por I' y es igual al producto de todos los elementos de la base de
V. Parte de dicha importancia radica en que bajo ciertas condiciones, el ele-
mento I' define una estructura compleja de un espacio vectorial real W cuando
se representa al dlgebra Cl(p, q) en el espacio de endomorfismos de W. En par-
ticular, dicha estructura compleja permite descomponer la imagen de toda la
representacién en la suma directa de los endomorfismos de W que conmutan
con la imagen de I' y los que anticonmutan con ella. Esta estructura compleja
permite, ademds, identificar un nuevo espacio vectorial complejo U y describir la
representacién original de Cl(p, ¢) en el espacio de endomorfismos de W, como
pares de endomorfismos de U; a saber, los lineales y los antilineales.

Un punto muy importante a enfatizar en este trabajo es que las algebras
de Clifford derivadas de estructuras ortogonales con signaturas (p + 2,p), (p =
0,1,2,...), como es el caso del dlgebra de Clifford del espacio-tiempo de Min-
kowski, tienen la propiedad de que su elemento I' define una estructura compleja
en un espacio vectorial W frente a cualquier representacién de Cl(p+ 2, p) como
endomorfismos W. Dicha estructura compleja definida por la imagen de I' es
muy natural, puesto que el elemento I' mismo es invariante, hasta un signo, bajo
los automorfismos del dlgebra Cl(p + 2,p) inducidos por las transformaciones
ortogonales de RPT2P, La naturalidad de la estructura compleja definida por la
imagen de I' en W, permite identificar, en el espacio complejo U, la accién de la
imagen de ' como multiplicacion por i = v/—1. En el ejemplo del campo electro-
magnético, E+iB, lai = v/—1 que aparece en el campo complejificado es preci-
samente la representante de dicha estructura compleja natural. Para el ejemplo
bidimensional de signatura (2,0), las aludidas ecuaciones geométricas son las
ecuaciones de Cauchy-Riemann y pueden escribirse en la forma D(u + iv) = 0,
siendo nuevamente D el operador de Dirac e i = v/—1, la estructura compleja
natural en el dlgebra de Clifford C1(2,0).

Finalmente, se consideran las ecuaciones geométricas D(A + iB) = C en
el dlgebra de Clifford asociada a la estructura ortogonal de signatura (4, 2). El
valor tedrico de ésta radica en que existe un isomorfismo de algebras de Lie —y
por lo tanto, un isomorfismo local de grupos de Lie— entre el dlgebra de Lie
del grupo O(p + 1,q + 1) y el dlgebra de Lie del grupo de las transformaciones
conformes asociadas a una estructura ortogonal de signatura (p, q).



1. Geometrias en Espacios Vectoriales

En esta seccién presentaremos los conceptos fundamentales para definir lo
que vamos a entender como una geometria en un espacio vectorial de dimen-
sion finita; nos restringiremos tinicamente a espacios vectoriales sobre R o C.
Definiremos también las estructuras algebraicas que preservan una geometria
dada.

Definicién 1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Una funcién
B:V xV — K es una forma bilineal si,

B(z +vy,2) = B(z,2) + By, 2),
B(z,y + z) = B(x,y) + B(z, 2),
B(Az,z) = B(z,Az) = AB(z,2); Ae K (1)

Si K = C se tienen, ademds de formas bilineales, funciones sesquilineales.
Estas, en lugar de cumplir (1), satisfacen,

B(\z,z) = AB(z, 2),
B(xz,\z) = AB(x, 2).

Definicién 1.2. Si B es una funcién bilineal o sesquilineal, decimos que es no
degenerada cuando cumple que, si B(z,y) = 0 para toda « € V, entonces y = 0.

Definicién 1.3. Decimos que una funcién bilineal B es simétrica (resp. anti-
simétrica) si para todo z,y € V se tiene que,

B(x’y) = {

Una funcién sesquilineal H es hermitiana (resp. anti-hermitiana) si para
todos z,y € V, se tiene que,

H(y,x),
H“’y’{_gixi

Las definiciones previas nos permiten definir una geometria en V.

Definicién 1.4. Si B es una forma bilineal, no degenerada y simétrica (resp.,
anti-simétrica) definida en V', decimos que V estd equipado con una geometria
ortogonal (resp., simpléctica). Andlogamente si K = C y H es una forma ses-
quilineal, no degenerada y simétrica (resp. anti-simétrica) en V', decimos que V'
estd equipado con una geometria unitaria (resp., anti-unitaria).

En cualquier caso decimos que B (resp., H) define la geometria correspondiente
en V.



Nota 1.5. Dada una geometria B (resp., H) en V y una base {ej1,...e,} de V,
nos referimos a la matriz asociada a B (resp., H) en la base {e;} como la matriz
B = (B;;) (resp., H = (H;;)), cuyas entradas estdn definidas por B;; = B(e;, e;)
(vesp., H;; = H(e;,e;)). En particular, el determinante de estas matrices es
distinto de cero como consecuencia de la no-degeneracién; ademés seran también
simétricas (resp. anti-simétricas) o hermitianas (resp. anti-hermitianas), segin
sea el caso.

Una vez dadas estas definiciones, vale la pena mencionar un teorema funda-
mental referente a la geometria de un espacio vectorial V. La demostracion de
dicho teorema es posible con herramientas elementales de dlgebra lineal y por
esta razén la omitimos, el lector interesado puede consultar [13].

Proposicion 1.6. Sean V un espacio vectorial de dimensién n sobre K, y B
una geometria del mismo. Entonces, se obtiene la siguiente lista completa de
formas candnicas para las posibles matrices asociadas a B:

(A) Suponer K = C y que B es una geometria ortogonal en V. Entonces,
existe una base {e;} de V, con la que la matriz asociada a B es de la forma:

B = Luxn

(B) Suponer K = R (resp., C) y que B es una geometria ortogonal en V
(resp., H una geometria unitaria en V). Entonces, existe una base de V' con la
que la matriz asociada a B en dicha base es de la forma:

1 0
B = PXp ) , p+g=n 2
( 0 _1qu ( )
resp.,
1 0
H = < pOXp _1 ) , p + q =n. (3)
axq

En ambos casos decimos que la geometria tiene signatura (p,q). La notacién
usual es sgn B = (p,q) o sgn H = (p, q).

(C) Si B es una geometria simpléctica en V' (K =R o C), entonces n = 2k,
y existe una base de V con la que la matriz asociada a B toma la forma:

0 —Ikxk
B = 4
(1k><k 0 > )

1.1. Los Grupos Clasicos

Definicién 1.7. Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre K. Denota-
mos como GL(V) al grupo de transformaciones lineales invertibles del espacio
vectorial V' en si mismo. De igual manera, el grupo de matrices invertibles de
n x n lo denotamos como GL, (K).

Al subgrupo de transformaciones lineales (resp. matrices) con determinante
igual a uno se le denota como SL(V) (resp. SL,(K)).



Proposicién 1.8. Los conjuntos GL(V) y GL,,(K) son grupos isomorfos bajo
la composicién de transformaciones lineales y el producto de matrices, respec-
tivamente.

Nota 1.9. Nos referiremos indistintamente a los grupos GL(V) y GL,(K)
como el grupo general lineal. Y a los subgrupos SL(V) y SL,,(K) como el grupo
especial lineal indistintamente.

Los grupos actian (ya sea por la derecha o por la izquierda) en diversos
conjuntos.

Definicién 1.10. Decimos que un grupo G actia sobre un conjunto X (por la
derecha) si existe una funcién, ¥ : X x G — X, tal que satisface las siguientes
dos propiedades:

(i)
(i)

siendo gh la ley de composicién en G.

(x,e) =z, Vz € X; eelemento neutro de G (5)

»
Y((x,9),h) = Y(x, gh); Ve e Xy g,heG, (6)

Al conjunto de todas las formas bilineales de V' x V' en K se le denota por
Bil(V) y se le puede dar una estructura de espacio vectorial mediante las reglas

(f +9)(u,v) = flu,v) +g(u,v) y (Af)(u,v) = Af(u,v) para f,g € Bil(V), A €
K. Observemos que el grupo GL(V') actua por la derecha del conjunto Bil(V).
Es decir, hay una funcién,

¢ : Bil(V) x GL(V) — Bil(V) (7)
que satisface las propiedades (5) y (6). La funcién ¢ estd definida por,

e(B(-,-),9) = Blg(-),9(+)), (8)

es fécil ver que ¢ asi definida satisface (5) y (6).

Observamos que la accién (7), definida explicitamente en (8), junto con una
forma bilineal fija By, da lugar a un subrgrupo Gg(V) de GL(V). En general,
nos referimos a grupos de este tipo como el subgrupo de isotropia de GL(V') del
elemento By. En este caso, el grupo de isotropia en B es,

Gp={9€ GL(V)IB(-, ) = B(g(-),9(-))}

Es decir, el grupo de endomorfismos invertibles de V' que preservan la geometria
B.

Apovechando el isomorfismo que existe entre Bil(V') (resp. Sesq(V)) y las
matrices Mat, (K), la accién derecha de GL(V) en Bil(V') (resp. Sesq(V)) se
puede traducir como la accién derecha de GL,(K) en Mat,(K) dada por:

v : Mat,(K) x GL,(K) = Mat,(K)
(B,g) — g"Bg



respectivamente, la accién de GL,,(C) sobre Mat, (C) es:
¢ : Mat,(C) x GL,(C) —» Mat,(C)
(H,g) — g"Hg

Ahora, dependiendo de la geometria B, el grupo Gg(V) se denota de formas
diferentes:

Si V es real y tiene una geometria ortogonal con signatura (p, ¢), Gp se suele
denotar por O(p,q) u Op(V).

SiV es complejo y tiene geometria ortogonal, G se suele denotar por O, (V),
siendo n = dim V.

Si V tiene una geometria simpléctica (ya sea real o compleja), Gp se suele
denotar por Spai(V), siendo 2k la dimensién de V.

Si V tiene una geometria unitaria de signatura (p,q), Gp se suele denotar
por U(p, q).

A su vez, los elementos de O(p,q), O,(V), vy U(p,q) con determinante 1
forman subgrupos en sus respectivos grupos. Estos se denotan como SO(p, q),
SO, (V) y SU(p,q), respectivamente. Cabe sefialar que todos los elementos de
un grupo simpléctico tienen determinante igual a 1.

Nota 1.11. Los grupos GL,(K), SL,(K), O(p,q), On(V), Sp2r(V), U(p,q),
SO(p,q) v SU(p, q) son los llamados grupos cldsicos. Dichos grupos son a su
vez ejemplos de grupos de Lie. Entrar en las definiciones geémetro-diferenciales
de lo que es un grupo de Lie esta fuera de los objetivos de esta tesis. El lector
interesado puede consultar [14]. Bdsicamente un grupo de Lie es un grupo que
tiene estructura de variedad diferenciable (ver la Seccién 4.2).

1.2. Algebras de Lie

Definicién 1.12. Un algebra de Lie, g, es un espacio vectorial sobre un campo
K con una funcién bilineal anti-simétrica:

[, ]:gxg—g

usualmente referida como el corchete de Lie de g, que ademds, para todos
X, Y, Z € g, satisface la identidad de Jacobi:

[X7 [Y7 Z]] + [Y> [Z7XH + [Z’ [XaYH =0.

Ejemplo 1.13. El espacio vectorial g = EndV = {T : V — V| T es lineal}, es
un algebra de Lie respecto al corchete definido de la siguiente manera:

[T,S]=ToS—SoT
Esta élgebra de Lie suele denotarse por gl(V).

Asimismo, a cada uno de los grupos G definidos al final de la seccién
anterior se les puede asociar un dlgebra de Lie de la siguiente manera:

g = {X € EndV|B(X(-), -) + B(-, X(-)) = 0}

Es facil probar la siguiente proposicién.



Proposicién 1.14. Si X|Y € gg, entonces [X, Y] =XoY —Y o X € gg.

Al igual que en la seccién anterior, a las algebras de Lie asociadas a geo-
metrias ortogonal, unitaria y simpléctica se les conoce como dlgebras de Lie
cldsicas y tienen una representacion sencilla en términos de sus matrices aso-
ciadas. A saber:

Si B es ortogonal, real y su matriz asociada es de la forma (2),

g5 ~ 04 = {X € Mat,(R)[X"B+BX =0}
Si H es unitaria y su matriz asociada es de la forma (2),
gn ~ U, = {X € Mat,(C)X"H+HX =0}
Si B es simpléctica y su matriz asociada es de la forma (4),
85 = spay (K) := {X € Mat, (K)[X"B + BX = 0}

Finalmente, los elementos X,Y € gp con trX = trY = 0 satisfacen que
tr[X,Y] = 0 y por lo tanto forman un subdlgebra de Lie de,

sl(n) ={X € Mat,(K)|TrX =0},

la cual a su vez es una subélgebra de gl(n). Dichas subdlgebras suelen denotarse
pOr §0,, 4 ¥ Sl 4, respectivamente. Por otra parte, todas las matrices de spy;, (K)
satisfacen esta condicion.

Definicién 1.15. Una representacién de un grupo G en un espacio vectorial V'
es una funcién p : G — GL(V) tal que,

p(gh) = p(g) o p(h); Vg,h € G

De igual forma, una representacion de un algebra de Lie g en un espacio vectorial
V es una funcién p : g — gl(V) tal que,

p([z,y]) = p(z) o p(y) — p(y) o p(x); Vz,y€g

Observar que el lado derecho se puede escribir en términos del corchete de gl(V')
como [p(x), p(y)]-



2. Algebra Tensorial Asociada a un Espacio Vec-
torial

Proseguimos a definir el producto tensorial de dos o més espacios vectoriales.
A partir de esto se construye explicitamente el dlgebra tensorial asociada a un
espacio vectorial V' y se muestra que ésta satisface una propiedad universal. Esto
nos permitird definir més adelante de manera sencilla otras algebras centrales
para este trabajo.

Definicién 2.1. Una K-algebra asociativa, A, es un espacio vectorial sobre un
campo K dotado con una funcién bilineal, ys : Ax A — A, llamada multiplicacién
y que satisface la propiedad asociativa,

p(p(u,v), w) = plu, p(v, w)). (9)

En esta tesis siempre supondremos también que existe un elemento 14 € A tal
que p(la,v) = u(v,14) = v para todo v € A.

Ahora definimos el producto tensorial de dos espacios vectoriales, que resulta
ser a su vez un espacio vectorial.

Definicién 2.2. Sean U y V espacios vectoriales de dimensién finita sobre un
campo K. El producto tensorial de U y V es una pareja (T, f) donde T es un
espacio vectorial de dimension finita y f: U x V — T es una funcién bilineal,
tal que si W es un espacio vectorial de dimensién finitay g : U x V. — W una
funcién bilineal arbitraria, entonces existe una funcién lineal tnica h : T — W
tal que g = h o f. Es decir, que el siguiente diagrama conmuta.

UxV- o7

ONp

w

Es inmediato comprobar que dados dos pares (T, f) y (T, f') con esta pro-
piedad, existe un isomorfismo entre T'y T”. Es decir que el producto tensorial
es unico hasta un isomorfismo. Esto nos permite hablar de el producto tensorial
de U y V y se denota como T =U Qg V o U ® V cuando no hay necesidad de
especificar el campo K.

A la funcién f se le llama funcién bilineal universal y el diagrama de la
definicién implica que es suprayectiva. La notacién usual para el elemento f(u, v)
es u ® v, para todos u,v € V.

A continuacién enunciamos algunas consecuencias inmediatas de la definicién
anterior. Omitimos las demostraciones pero referimos al lector interesado a [7].

Proposicién 2.3. Sean U y V espacios vectoriales sobre K. Entonces,

UV VU



Proposicion 2.4. Sean U,V y W espacios vectoriales sobre K. Entonces, el
) )
producto tensorial de espacios vectoriales es asociativo, es decir,

UaV)oW~Ue [V eW).

Proposicién 2.5. Sean {uy, - ,un} y {v1, -+ ,vm} bases de U y V, respec-
tivamente (dimU = n y dimV = m). Entonces, el conjunto {u; @ v; |1 < i <
n,1 <j<m} es base de U ® V. En particular, dim(U @ V) = nm.

Proposicién 2.6. Sean U y V espacios vectoriales de dimensién finita sobre K
y sea U* = Homg (U, K); dicho espacio se llama el espacio dual de U. Entonces,

Homg (U, V) =U*®V,

siendo Homg (U, V) = {T : U — V| T es lineal} el espacio vectorial de todas las
funciones K-lineales que van de U a V. En particular, observamos que,

EndV~V*e@V.

Para ver dicho isomorfismo utilizaremos la propiedad universal del dlgebra
tensorial. Consideremos las bases {u}} y {v;} de U* y V, respectivamente. Defi-
nimos la base de Homg (U*, V') para la cual sus elementos, F;; € Homg (U*, V),
satisfacen que Fj;(u;) = v; y cero en cualquier otro caso.

Ahora definimos la funcién bilineal g : U* x V' — Homg (U, V), de forma
que g(uf,v;) = F;;. Entonces, la propiedad universal del algebra tensorial nos
garantiza que existe una funcién b : U* ® V' — Homg (U, V') que hace conmutar
el diagrama, es decir, h o f = g, como se muestra a continuacién.

!
* *
U; X vj ——u; Q;

Ny

F;

La funcién g es claramente suprayectiva, por lo que h también. Como la
dimension de ambos espacios es nm, se sigue que h es una biyeccion, es decir,
U*®V ~Homg (U, V).

Una vez introducido el espacio vectorial dual V* de un espacio vectorial V de
dimensién finita observamos lo siguiente. Si V' esta equipado con una geometria
B : V xV — K, proporcionaremos dos isomorfismos candnicos entre V y
V* inducidos por la geometria. Dichos isomorfismos nos seran de gran utilidad
cuando hagamos la presentacién del operador de Hodge del algebra exterior
generada por V' y con la geometria inducida en ella a partir de B. El primero
de estos isomorfismos es,

BV 5 V*
v — B(v, -).



Y efectivamente es facil ver que se trata de un isomorfismo de espacios vecto-
riales. El segundo isomorfismo es su aplicacién inversa, que denotamos como,

BY .V VvV
f = BHf),

y que satisface,
B(B'(f),v) = f(v), VveV.

En otras palabras, dada f € V* existe un tnico u € V tal que B(u,v) = f(v)
para todo v € V; a saber, u = Bu(f).

Definicién 2.7. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y k € N, defini-
mos la k-ésima potencia tensorial de V' inductivamente, como:

RV =V (@)~ (R 'V)eV

con ®1 V = V. Usando la Proposicién 2.5 se prueba facilmente por induccion
que dim ®" V = n*.

Nota 2.8. A los elementos de la forma v1 ®- - - ®@vy, se les llama descomponibles.
Una consecuencia de la definicién anterior es que éstos generan a ®k V

Por convencién, definimos ®0 V' como un subespacio de dimensién 1 gene-
rado por un elemento, 1g, de manera que "V = {Mg|A e K} ~ K

Definicion 2.9. El dlgebra tensorial de un espacio vectorial V' es la suma directa
de todas sus potencias tensoriales, ®k V con k € N, es decir,

V=PV

keN

Definimos la multplicacién en esta dlgebra en los elementos descomponibles de
tal forma que,

Pur @ @ug, 1 @ QU) =U1 @ QU @V @ QO
,u(’u1®®Uk,1®v)=,u(1®v,ul®®Uk):ul®®uk
wug @ -+ @ug,0) = u(0,u; Q-+~ Rug) =0,

y la extendemos por bilinealidad.

Claramente la multiplicacion u satisface:

@ V.Q'V) c Qv

para todo k,l € N.



2.1. La Propiedad Universal del Algebra Tensorial

Es facil ver que el dlgebra tensorial de V' posee la siguiente propiedad uni-
versal:

Proposicién 2.10. Para toda K-dlgebra asociativa, A, y una funcién lineal,
F:V — A, existe un tnico morfismo de algebras, F' : @V — A, que extiende
a F'; es decir, que hace conmutar el siguiente diagrama:

RV

donde i(v) = v € ®" (V) para todo v € V. La funcién lineal F' queda determina-
da de manera tinica al definir F(lg) =14y F(o1®---@ug) = F(v1) - F(vg).

Se puede probar que en general, cualquier K-algebra asociativa, T, junto
con una funcién inyectiva ¢ : V' — T, que cumpla con esta misma propiedad,
serd isomorfa al algebra tensorial de V'; por lo tanto, ésta queda determinada de
manera Unica salvo isomorfismo, [7] . Por esta razén estas propiedades suelen
llamarse universales.

2.2. Algebras G-graduadas y su Producto Tensorial

Definicién 2.11. Sea G un grupo abeliano. Decimos que el espacio vectorial
V' (sobre un campo K) es un espacio vectorial G-graduado si, para cada g € G,
existe un subespacio, V, C V, tal que:

V:@Vg

geG
Ademds, existe una aplicacién | - | : U(V; — {0}) — G tal que |v] = g & v €
Vo= {0}
Nota 2.12. A los elementos del dominio de | - | se les llama homogéneos y

decimos que |v| € G es el grado de v.
Nota 2.13. A un espacio Zy-graduado se le llama stperespacio vectorial.

Definicién 2.14. Sea A una K-dlgebra asociativa con multiplicacién p4. De-
cimos que A es una K-dlgebra G-graduada si, como espacio vectorial, es G-
graduada y su multiplicacion satisface:

pa(Ag, Ap) C Agin

Ejemplo 2.15. Como podemos ver, el dlgebra tensorial de un espacio vectorial
V es un dlgebra Z-graduada si se define @ "V = {0} para todo k € N.



Definicién 2.16. Un factor de conmutacion sobre un grupo abeliano G es una
aplicacién € : G x G — K — {0} tal que,

e(g+g',h) =e(g,h)e(g’, h)
€(g,h +1') = e(g, h)e(g, ")
e(g,h)e(h,g) =1

para todos g,h,g',h' € G.

Definicién 2.17. Sea A una K-algebra asociativa G-graduada y sea € un fac-
tor de conmutacién sobre GG. Decimos que A conmuta de acuerdo al factor de
conmutacion e, si para cada par de elementos a,b € Dom| - |, se tiene que:

:uA(a7 b) = 6(|a'|> |b|)/‘(b7 a)'

Nota 2.18. Es facil convencerse de que, para G = Z, hay sélamente dos factores
de conmutacién distintos,

k1) = !
6( ’ )_ (_1)kl

para todos k,l € Z. Esta misma propiedad se hereda a los grupos ciclicos finitos
Ly.

Ahora veremos que con estas definiciones es posible definir el producto ten-
sorial de dos K-dlgebras asociativas G-graduadas de dos maneras diferentes,
dependiendo del factor de conmutacion elegido.

Proposicién 2.19. Sean A y B K-dlgebras G-graduadas, asociativas, con uni-
dades 14 y 1p y multiplicaciones p4 v g, respectivamente. Sea € un factor de
conmutacién fijo. Entonces al espacio vectorial A ® B se le puede dotar de un
producto asociativo, pagp : A® Bx A® B - A® B, que admite como unidad
al elemento 14 ® 15 € A® B, y que en elementos descomponibles homogéneos
esta dada por,

Wagp (a1 @b1,a2 @bz) = €(|b1],|az|)na(ar, a2) ® pp(bi, b2)

para todos a1 € A,ay € Dom| - |4 y by € Dom| - |p,bs € B.

Es inmediato verificar que pagp es asociativa, distributiva y tiene como
elemento neutro a 14 ® 15.

El producto tensorial A ® B hereda la graduacién sobre G definiendo los
subespacios (A @ B)r = Dy necigrhary A9 ® Bn. Por lo tanto, A ® B =

Drcc(A @ B)y.

Nota 2.20. Cuando las graduaciones sean sobre Z o Zs y el factor de conmu-
tacién e no sea el trivial, denotaremos por A®B al producto tensorial de las
algebras graduadas A y B definido en (2.19).



Veamos cémo, al introducir un factor de conmutacién no trivial, cambian
totalmente las propiedades algebraicas del algebra resultante.

Ejemplo 2.21. El algebra de los nimeros complejos, C, es de manera clara
un algebra Zs-graduada sobre los reales, puesto que para todo z € C, existen
Unicos a,b € R tales que z = a + ib. Entonces, podemos escribir C = {al|a €
R} @ {bi|b € R} y es inmediato ver que satisface todas las propiedades de un
algebra graduada sobre Z.

Vamos a hacer la comparacién entre las dlgebras C ® C y C&®C, utilizando
los dos factores de conmutacién inducidos por la graduacién sobre Zs.

Como espacio vectorial sobre R, C ® C estd generado por los elementos
1®1,1®14,i®1yi®i. Asi, basta calcular las tablas de multiplicacién en los
generadores para conocer cualquier producto en las dlgebras. Cuando el factor
de conmutacién es el trivial, se tiene la siguiente tabla de multiplicacién en los
generadores (estamos considerando que |1| =0y [|i| = 1):

[CoCJ1el] 1®i | i®l | i®i |
1@l [191] 1ei | i®l | i®i
1ei [[19i [ -1e1] i®i | -iwl
i®l [i®1] i®i [-101 ]| -1®i
i®i | i®i | el | -1gi | 181

Es claro de la tabla que se trata de un algebra conmutativa. Si en cambio,
consideramos el producto tensorial con la graduacién no trivial, se obtiene que:

[CeC 1ol ] 10i | i®l | i®i |
19l[1el] 1®i [ i®l | i®i
19i [[10i [ -1®1 ] —i®i | i®1
iol [i®l] ivi | -1®1] -1®i
i®i || i®i | —i®l | 19i | -1®1

En esta otra tabla observamos que el producto de los generadores entre
si obedece las mismas relaciones que el producto de los elementos de la base de
los cuaternios. En otras palabras, ésta es un algebra no conmutativa y C&C ~ H.



3. Construccion de K-algebras a Partir del Alge-
bra Tensorial

En este capitulo definimos los conceptos necesarios para construir las prin-
cipales dlgebras que utilizaremos en la segunda parte de este trabajo. Para eso
es necesario introducir el concepto de ideal bilateral y espacio cociente, que
posteriormente se utilizan para motivar la construccion de dichas dlgebras en
términos de propiedades universales. Con ayuda del concepto de algebra filtra-
da y la graduacién natural que heredan algunas de éstas del algebra tensorial,
senalaremos las similitudes y las diferencias entre ellas.

Definicién 3.1. Un subconjunto I C A de una K-algebra es un ideal bilateral
si es un subgrupo aditivo de A y satisface que,

VreAd e i€, rel y rel

Es inmediato comprobar que la interseccién de ideales bilaterales es nueva-
mente un ideal bilateral. También es inmediato verificar que si F' es un morfismo
de &dlgebras, entonces ker F' es un ideal bilateral. Ademads, es posible demostrar
el reciproco de este resultado; es decir, todo ideal bilateral de una K-dlgebra
es el kernel de alguna funcién apropiadamente definida, como a continuacion se
explica.

Definicién 3.2. Sea A una K-dlgebra y sea I C A un ideal bilateral. Entonces,
para cada a € A, a los conjuntos de la forma

[a] = {a+ili € I},

se les llama clases laterales de A médulo I. Dos elementos, a,b € A, estan en
la misma clase lateral si, y s6lo si, a — b € I. Al conjunto de todas las clases
laterales se le llama espacio cociente y se le denota como,

AJT = {lal|a € A}

Proposicién 3.3. Sea A una K-algebra e I C A un ideal bilateral. Entonces,

(1) El conjunto A/I es una K-dlgebra con las operaciones definidas de la si-
guiente manera:

[a][b] = [ab] y [a]+[b]=[a+Db], Va,be A.

(2) La funcién 7 : A — A/I que asocia a cada a € A con su clase lateral, es
decir m(a) = [a], es un epimorfismo de K-dlgebras tal que kerm = I. A 7 se le
conoce como proyeccién canénica de A en A/I.

Supongamos que [a1] = [ag]. Esto ocurre si, y sélo si a; — ay € I. Luego,
para todo b € A, a1b —asb € I, bay —bag € I 'y (a1 +b) — (az +b) € I. Por lo
tanto, la suma y la multiplicacién estdn bien definidas.

La segunda parte de la proposicién es consecuencia inmediata de la primera
parte.



Nota 3.4. Consideremos 04 € A, entonces [a]+[04] = [04]+[a] = [a+04] = [a],
entonces [04] € A/I es el neutro aditivo de la K-algebra, es decir, [04] = I. De
la misma forma, la clase lateral de 14 € A es el neutro multiplicativo.

Este mismo resultado suele presentarse con un enfoque ligeramente distinto,
como en la siguiente proposiciéon donde se da por hecho que el kernel de un
morfismo de K-algebras es un ideal bilateral.

Proposiciéon 3.5. Sean A y B dos K-algebras asociativas y ¢ : A — B un
morfismo de K-dlgebras. Entonces Im ¢ es una K-dlgebra asociativa y la fun-
cién p: A/ ker o — Im o, dada por p([a]) = ¢(a), es un isomorfismo. En otras
palabras, en términos de la proyecciéon candnica, , el siguiente diagrama con-

muta:
W\L /
7

A/ ker @

Definicién 3.6. El ideal generado por un conjunto X es la interseccién de todos
los ideales que lo contienen y se denota por I(X).

La definicién anterior supone probar que la interseccién arbitraria de ideales
es un ideal. Consideremos una familia {I,} de ideales bilaterales con o € A un
conjunto arbitrario. Entonces, si i € NI, para todo r € A, se tiene que ir € NI,
y ri € NI, pues tanto i como ir estan en cada uno de los ideales. Por lo tanto
NI, es un ideal bilateral.

Nota 3.7. De la definicién anterior es claro que I(X) es el ideal mds pequeno
que contiene a X. Entonces, I(X) debe consistir en todas las sumas finitas de los
elementos de la forma rxs, donde r y s son elementos arbitrarios de la K-algebra
yzreX.

Definicién 3.8. Sea A una K-dlgebra y V un espacio vectorial sobre el campo
K. Entonces, una funcién lineal F : V — A es,

anti-simétrica si,

F(u)F(v) = —F(v)F(u), (10)
simétrica si,

F(u)F(v) = F(v)F(u), (11)

para todo u,v € V. Si ademaés V estd equipado con una geometria B, entonces
una funcidn lineal F': V — A es,

de Clifford si,

F(u)F(v) = —F(v)F(u) + 2B(u,v)l4, B geometria ortogonal, (12)



de Weyl si,
F(u)F(v) = F(v)F(u) + 2B(u,v)la, B geometria simpléctica, (13)
para todo u,v € V.

Asi como se vio que el dlgebra tensorial se puede definir en términos de su
propiedad universal, es posible definir el dlgebra exterior, el algebra simétrica,
el algebra de Clifford y el algebra de Weyl de la misma forma, empleando una
propiedad universal apropiada en cada caso.

Definicién 3.9. Sea V un espacio vectorial sobre K. Entonces, para toda K-
algebra asociativa, A, y toda funcién F' : V — A que satisfaga alguna de las
condiciones enunciadas en la Definicién 3.8, existe una K-dlgebra asociativa,
A(V) (resp., A(V,B) cuando V esté equipado con una geometria B), dnica
hasta isomorfismo, y un tnico morfismo de algebras F : A(V) — A (resp.,
F : A(V,B) — A), que extiende a F; es decir, que hace conmutar el siguiente

diagrama:
v .
| A
A(V)
resp.,

v—E .4

| A

A(V, B)

donde la funcién lineal i : V. — A(V) (resp., i : V. — A(V, B)) es inyectiva y
satisface la misma propiedad de la Definicién 3.8 que F.

Siéy F son funciones anti-simétricas, escribimos A(V) = AV y llamamos a
ésta el dlgebra exterior de V.

Si ¢ y F son funciones simétricas, escribimos A(V) = S(V) y llamamos a
ésta el dlgebra simétrica de V.

Si V tiene una geometria ortogonal, B, e i y F son funciones de Clifford,
escribimos A(V, B) = CI(V, B) y llamamos a ésta el dlgebra de Clifford de V
con la geometria B.

Si V tiene una geometria simpléctica, B, e ¢ y F' son funciones de Weyl,
escribimos A(V, B) = W(V, B) y llamamos a ésta el dlgebra de Weyl de V' con
la geometria B.

Una manera de ver que estas K-adlgebras existen es construyéndolas ad-
hoc, a partir del dlgebra tensorial, como cocientes de la forma ®V/I por ideales
bilaterales apropiados y luego verificar que satisfacen sus respectivas propiedades
universales.



Consideremos el siguiente diagrama, en el que utilizamos la propiedad uni-
versal del algebra tensorial asociada a V' y la Proposicién 3.5:

Vv

woi YV —A

| A

®V/ker f

Aqui f es el morfismo de dlgebras que extiende a F y F el inducido de acuerdo
a 3.5. Entonces, si F' es, por ejemplo, anti-simétrica, tendremos que,

Fu)F(v) 4+ F(v)F(u) = f(i(u) @ i(v) +i(v) @ i(u)) =0,

para todo u,v € V. Dado que ker f es un ideal, éste contiene al ideal generado
por todos los elementos de esta forma,; es decir, I(i(u)®i(v)+i(v)®i(u)) C ker f.

Esto ocurre para cualquier funcién anti-simétrica. Esto significa que la in-
terseccion de todos los ideales ker f asociados cada uno a alguna funciéon F,
serd precisamente el ideal generado por los elementos de la forma i(u) ® i(v) +
i(v) ® i(u). De forma andloga, es posible encontrar los ideales que satisfacen
propiedades equivalentes en los casos en que F' satisfaga alguna de las otras
propiedades en la Definicion 3.9.

La similitud entre la parte externa del diagrama y las propiedades universales
en la Definicién 3.9 motivan la siguiente proposicion.

Proposicién 3.10. Sea V un espacio vectorial sobre K y @V su algebra
tensorial. Entonces, las K-algebras,

AV =QRV/I{u®v+v®ulu,veV})

SV)=QQV/I{u®v—v&ulu,ve}V)
ClV,B)=QRQV/Iu®v+v®u—2B(u,v)lglu,v € V})
W(V,B)=QV/I{u®v —v®u—2B(u,v)lglu,v € V})

son soluciones de sus respectivos diagramas universales planteados en la De-
finicién 3.9, donde los neutros multiplicativos 14y, ) estdn definidos como la
imagen de la unidad en el dlgebra tensorial bajo las respectivas proyecciones
candnicas, segin sea el caso.

Es fécil verificar que cada una de estas algebras es solucién a su problema
universal y que el morfismo que inducen esté bien definido. Esto debido a que los
ideales que se utilizan dependen tnicamente de elementos en ®k Veonk=0
ok=2.

Por esta misma razoén, la correspondiente proyeccién canénica, ©: @V —
® V/I(X), transforma a @' (V) en un subespacio de & V/I(X) isomorfo a V.



En consecuencia, escribiremos 74y (i(v)) = v 0 ma(v,p)(i(v)) = v para todo
v € V. De forma andloga K queda contenido en cada una de las K-algebras
como la proyeccién de ®° V.

Nota 3.11. Para simplificar la notacién, de ahora en adelante escribiremos a los
elementos generadores de cada una de estas K-algebras utilizando tinicamente
sus subindices, es decir,

Taw) (€ ® @ ey) = ey

WA(V,B)(eil ® - ®ei) = €y

3.1. Graduaciones y Filtraciones

Dado que el algebra tensorial de V' es una K-algebra Z-graduada, esta gra-
duacién se hereda al dlgebra simétrica y al algebra exterior usando sus respec-
tivas proyecciones:

APV =7, (QFV)
SHV) = ms(@*V)

y las llamamos k-ésima potencias exterior y simétrica respectivamente. Es in-

mediato comprobar que SO(V) ~ AV ~ K y SY(V) ~ AV ~ V.,

Proposicion 3.12. Las dlgebras exterior y simétrica asociadas a un espacio
vectorial, V', son Z-graduadas, y ademas,

AV =EPAvV  syV)=Esk)

kEZ keZ

La razén por la cual esta graduacién no se hereda a Cl(V, B) y W(V, B) es
que no se cumple que C1*(V, B)Cl(V, B) C CI**(V, B) ni W(V, B)W¥(V, B) C
Wi (V, B), debido a que al multiplicar dos elementos en éstas es posible que el
grado disminuya. A pesar de esto, bajo ciertas restricciones, es posible garantizar
que el producto de elementos de grados i y j, si tenga por resultado un elemento
de grado i + j. Entonces estas K-algebras poseen una propiedad maés débil que
ser graduadas:

Definicién 3.13. Una filtracién de una K-algebra, A, es una sucesién de subes-
pacios Ag C A; C--- C A, talque, A=JA;y A;A; C A;1; paratodos 0 < ¢, 7.
En caso de que exista una filtracién, decimos que A es una K-dlgebra filtrada.

Nota 3.14. Claramente toda K-algebra Z-graduada tendra una filtracion na-
tural dada por su graduacién de la siguiente manera: Ay, = @ i<k A,

Ejemplo 3.15. Como ejemplo consideremos el algebra de Clifford y de Weyl
asociadas a un espacio vectorial V. En cada caso, pese a que éstas no here-
dan la graduacién de @V, es posible definir una filtracién en ellas. Para esto



consideremos la filtracién que aparece naturalmente en el dlgebra tensorial:

TS:EB(é)V.

r<s

Si definimos Cl,. = wcy (7)) y W, = mw(T}-) obtenemos filtraciénes Cly C Cl; C
- C CV,B) y Wy C W; C --- C W(V,B) de ambas K-dlgebras con la
propiedad de que,

Clr . Cl.s C Clr-i—s y WT' : Ws C Wr+s .
Es decir que CI(V, B) y W(V, B) son K-dlgebras filtradas.

Definicién 3.16. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y U un subes-
pacio del mismo. Entonces, para todo v € V, a los conjuntos de la forma,

o] = {o+ulu € U},

se les llama clases laterales de V mddulo U. Al conjunto de todas las clases
laterales se le llama espacio cociente y se denota como V/U. Al igual que en
el caso del espacio cociente de una K-algebra moédulo un ideal bilateral, el es-
pacio cociente hereda una estructura de espacio vectorial. Asimismo, existe un
epimorfismo, 7 : V' — V/U, dado por w(v) = [v] tal que kerm = U.

En general, es posible construir una K-algebra Z-graduada a partir de una
K-algebra filtrada, A. Consideremos la filtracién A9 € A; C --- C A y los
espacios cociente de la forma,

gr = Ar/Arfl

para 1 < ry Gy = Ap. Entonces, el espacio vectorial G(4) = @ G, obtiene
estructura de K-algebra definiendo la siguiente multiplicaciéon en los espacios
cociente:

[z][y] = [vy] Vze A, yye A,

Esta multiplicacién estd bien definida y dota a G(A) con estructura de K-dlge-
bra. Ademsds, es inmediato hacer de ésta una K-algebra Z-graduada definiendo
G, = {0} para r < 0.

Sintetizamos la construccién anterior en la siguiente proposicién, que ademas
nos da informacién valiosa sobre la conexién entre la K-édlgebra filtrada, A, y
su K-dlgebra graduada asociada, G(A).

Proposicién 3.17. Sea A una K-algebra con filtracién Ag C A; C --- C A.
Entonces,

G(A) =G
rez

es una K-dlgebra Z-graduada con los espacios G, = A, /A,_1. Ademds, G(A) es
isomorfa como espacio vectorial, a A, bajo la proyeccion, w(a) = [a] € A, /A1
cona €A, yad A1, [1].



3.2. Zs-graduacién de W(V, B) y CI(V, B)

Como ya explicamos, las algebras de Weyl y de Clifford no son Z-graduadas,
sin embargo, como vamos a mostrar, poseen una graduacién sobre un grupo
abeliano mas pequeno, a saber, Z,. En esta seccién utilizaremos la notacion
A(V, B) para denotar a cualquiera de las dos K-dlgebras en cuestion.

Consideremos la funcién 6 : V- — A(V, B), tal que 6(v) = —v para cualquier
v € V. Entonces existe un tnico automorfismo, © : A(V,B) — A(V, B), que
extiende a 6, es decir, que hace conmutar el siguiente diagrama:

0

v A(V, B)
s
A(V, B)

Es facil verificar que ©2 = id y por lo tanto el polinomio minimo de O,
como endomorfismo del espacio vectorial subyacente a A(V, B), es 2 — 1. En
particular, © tiene tnicamente dos valores propios diferentes: A+ = +1. Enton-
ces podemos descomponer a A(V, B) como la suma directa de los dos espacios
propios correspondientes a los dos valores propios. Denotaremos al subespacio
correspondiente a A_ = —1 = (—1)! con el subindice 1, y al correspondiente a
Ay =1 =(-1)° con el subindice 0; es decir,

A(V,B) = A(V,B)o ® A(V, B)1,
Considerando i,j € Zs, se puede verificar que A;(V, B)A;(V,B) C A,;(V, B).
Ademés es claro que K C A(V,B)oy V C A(V, B);.

3.3. Relacién entre S(V) y W(V, B)

Al producto de elementos en las dlgebras simétrica y de Weyl de un espacio
vectorial V', se les llama producto simétrico y de Weyl respectivamente. En este
trabajo ambos productos los escribiremos igual, pero el contexto hara claro con
cual de los dos estaremos trabajando sin riesgo a confusién. Asi, escribiremos,

wv = g (u)ws(v) = s (u @ v)
=

wv = mw (u)mw (v) w(u® o),
para todos u,v € V. Més generalmente,

Ul -+ Uy = T (U] @ U R -+ @ Up,)

Uplg - Uy = Tw (U @ Uua ®@ -+ @ Uy ),
para todos ui,us,...,u, € V.

Nota 3.18. A partir de las observaciones anteriores es inmediato verificar que
el algebra simétrica posee un factor de conmutacién trivial.



Comenzamos el estudio de algunas de las propiedades que tienen en comun
ambas K-algebras.

Proposicion 3.19. Los espacios vectoriales subyacentes del dlgebra simétrica,
S(V), y del édlgebra de Weyl, W(V, B), son isomorfos. De hecho, la K-algebra
G(W(V, B)) es isomorfa a S(V).

Proposicién 3.20. Sea V un espacio vectorial sobre el campo K con dimV =
n. Entonces, cada una de las potencias simétricas, S*(V') de V, son un subes-
pacio vectorial de S(V') y considerando una base {e;} de V, cada una de dichas
potencias es de la formas:

S*(V) = Span{rs(e;, @ --- @ ey )|i; = 1,...,n}

Dado que en el algebra simétrica se tiene que uv = vu para cualesquiera u,v € V,
se llega a que {ms(e;, ® - - ®e; )|l <ip < -+ < i < n} es una base de S¥(V),
por lo tanto,

dim S*(V) = <” *:* 1)

3.4. Relacién entre AV y CI(V, B)

Antes de comenzar propiemante el estudio de las propiedades de dichas K-
algebras, es importante introducir un poco de notacién. Al producto de elemen-
tos en el algebra exterior de un espacio vectorial V', se le llama producto cuna,
en generadores u, v, € V', se denota como,

uNv=mp(u) Amp(v) = mp(u®0), Yu,v e V.

En el caso del algebra de Clifford el producto lo escribiremos simplemente
como,

wv = wey(w)ma(v) = mer(u ® v), Vu,veV,

y, en general, para cualesquiera uq,us,...,u, € V,

UL A ANy = TA (U1 @ - @ uy,)
Uty = me(ur @ - ® Uy).

Nota 3.21. A partir de las observaciones anteriores es inmediato verificar que
el dlgebra exterior posee un factor de conmutacién no trivial, a saber, €(i,j) =

(=19
Comenzamos el estudio de algunas de las propiedades que tienen en comun
ambas K-algebras.

Proposicion 3.22. Los espacios vectoriales subyacentes del algebra exterior,
AV, y el dlgebra de Clifford, CI(V, B), son isomorfos. De hecho, la K-algebra
G(CI(V, B)) es isomorfa a AV.



Proposicion 3.23. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo K con dimV =
n. Entonces, las potencias exteriores, A¥V, de V, son un subespacio vectorial
de AV y considerando una base {e;} de V, cada una de dichas potencias es de
la forma:

A*V = Span{mp(e;, ® - ®e;,)ij =1,...,n}

Sin embargo, observemos que en el caso del dlgebra exterior, se tiene que m(u®
v) = uAv = —v Au para todas u,v € V, por lo tanto uAu = 0 € A°V para todo
vector u € V. Esto implica que {mav(e;,) - mav (e )|l <ip < -+ <ir < n}es
una base de A*V, por lo tanto,

dim ARV = ("
im A"V (k)’

Dado que AV y CI(V, B) son espacios vectoriales isomorfos, si V = n, en-
tonces, la dimensién de ambos espacios es 2".

Nota 3.24. Una parte fundamental del presente trabajo se basa en aprove-
char el isomorfismo de espacios vectoriales que hay entre AV y Cl(V, B) para
transformar operadores lineales del dlgebra exterior al algebra de Clifford, y més
generalmente, operadores sobre funciones V' — AV a operadores sobre funciones
V — CI(V, B). Dos hechos importantes a tener en cuenta que resultan de las
propiedades universales de las dlgebras exterior y de Clifford, respectivamente,
son los siguientes:

(a) Si T € GL(V), entonces T se extiende a un automorfismo 7 del dlgebra
AV que ,restringido al subespacio A"V, corresponde a multiplicar por det T" 2 0:

Ter AN Nep)=T(e1) N ANT(en) =detTer A+ ANey, .

(b) Si B es una geometria ortogonal en V' y T € Opg(V), entonces T se
extiende a un automorfismo 7' del slgebra C1(V, B) que, restringido al subespacio
generado por 1¢y y I' =e; - - - €, es multiplicar por por det T', que en este caso
es igual a £1. En particular, si £ y ¢ son elementos de Cl(V, B) y satisfacen que
£¢eSpan{l'} y T € Op(V). Entonces,

T(¢C) = +£¢.

En otras palabras, el producto permanece esencialmente invariante ante las
transformaciones inducidas en Cl(V, B) por los elementos del grupo ortogonal

Op(V).



4. El Algebra Exterior

Los objetivos de esta seccién son presentar algunas propiedades importantes
del algebra exterior y definir dos operadores fundamentales en su estudio: el
operador de Hodge y la derivada exterior. Estos operadores convierten al alge-
ba exterior en una herramienta poderosa en diferentes dreas de la matemaética
y, sorprendentemente, sirven para obtener valiosa informacion geométrica del
espacio vectorial asociado. Dicha informaciéon geométrica se traduce, como ve-
remos en las secciones siguientes, en las ecuaciones de Cauchy-Riemann y un
modelo clasico del electromagnetismo en el espacio tiempo de Minkowski, entre
otros casos.

Primero, obsevemos que el dlgebra exterior, como K-algebra Z-graduada,
tiene un factor de conmutacién no trivial. Esto queda expresado en la siguiente
proposicién, cuya prueba es inmediata al considerar su construccién.

Proposicién 4.1. Sean n € AV y ¢ € AV tales que || = k y |¢| = [, entonces
el factor de conmutacién del dlgebra, € : Z x Z — K — {0}, es el no trivial y
nAE = (=1)HEAn.

La siguiente proposicién serd de gran importancia en los siguientes capitulos.

Proposicion 4.2. Sea V un espacio vectorial con una geometria ortogonal B :
V xV — K de signatura sgn B = (p, ¢). Entonces, la funcién lineal A%V — o, ,
definida en elementos descomponibles como

vAwr— B(u, - )w— B(w, - )v,
para todos v,w € V, es un isomorfismo.

Primero veamos que dicha funcién estd bien definida; es decir, que B(v, - )w—
B(w, - )v es un elemento de o0, , para cualquier par de vectores v,w € V. Con-
sideremos dos vectores arbitrarios, =,y € V. Entonces,

B(B(v,x)w—B(w, z)v,y) + B(z, B(v,y)w — B(w, y)v) =
B(B(v,z)w,y) — B(B(w,z)v,y) + Bz, B(v,y)w) — B(z, B(w, y)v) =
B(v,z)B(w,y) — B(w,z)B(v,y) + B(v,y)B(z,w) — B(w,y)B(x,v) =0

por la simetria de B.

Ahora, puesto que dim A%V = w = dim o, 4, basta ver que la funcién
que hemos definido es inyectiva para que sea un isomorfismo. Consideremos a
v,w € V distintos de cero, entonces si B(v, - )w — B(w, - )v = 0, dado que B
es no degenerada, existe por lo menos un z € V para el cual B(v,z) # 0. De
forma que w = g((:f;)) v y los vectores v y w son linealmente dependientes, o
equivalentemente v A w = 0.

A su vez este isomorfismo se traduce en un isomorfismo sobre el subespacio
Span{e;e; | e; Aej # 0} C Cl(p, ¢), donde {e;} es la base de V' que lleva a B a
su forma canénica.

Observemos que si el espacio V estd dotado de una geometria, B, ésta induce
una geometria B en AV. Veamos los detalles.




Proposicién 4.3. Sea V' un espacio vectorial dotado de una geometria ortogo-
nal B. Entonces, para todo u;,v; € V, la funcién bilineal B : AV x AV — K
definida de la siguiente manera:

N 0 sik#I
B(ul/\---/\uk,vl/\-n/\vl): dt(B( )) k=1 (14)
€ Ui, Vj)) S1 K =

es una geometria ortogonal de AV.

Nota 4.4. Si V tiene una geometria unitaria H, se puede hacer lo mismo para
dotar a AV con una geometria unitaria H. Sin embargo, esto no funciona igual
en el caso simpléctico.

Ejemplo 4.5. Consideremos R* con una geometria ortogonal de signatura
sgn B = (3,1). En este caso dimAR* = 2* = 16, entonces la matriz asociada a
B seré de dimensién 16 x 16 y un célculo sencillo muestra que sgn B = (8, 8).

Como ultimo resultado, presentamos una proposiciéon que serd fundamental
para la caracterizacion de las algebras de Clifford.

Proposicion 4.6. Sean Vi y V5 espacios vectoriales sobre el mismo campo.
Entonces,

AV @ Vo) = AVI @ AV,

El resultado es inmediato utilizando la propiedad universal del algebra ex-
terior. Al considerar bases {u;} y {w;} de V; y V5 respectivamente, la base de
Vi @ Va es {u;} U {w;}. Se define la funcién lineal F : Vi & Vo — AV; @ AV, de
tal forma que F(u;) =u; ® 1 y F(w;) = 1 ® w;. Se comprueba que el morfismo
F: A1 @ V3) — AV; ® AV; que extiende a F es un isomorfismo.

4.1. Operador de Hodge Asociado a una Geometria

Ahora proseguimos a definir un operador fundamental en el estudio del alge-
bra exterior de un espacio vectorial con una geometria ortogonal dada. Si fijamos
un elemento o € A*V, podemos definir una transformacién lineal de A»~*V en
A"V dada por pu+— o Ay con p € ARV,

Como A™V es un espacio unidimensional y estamos fijando a € A*V, pode-
mos escribir

p= a A= fo(pe,

con f () € K y una eleccién, e, de base para A™V. Una tal eleccién corresponde
a una eleccién de orientacién en V.

Bs facil ver que, en realidad, f, € (A" *V)*. Usando la geometria B in-
ducida en el dlgebra exterior de V', concluimos que existe un dnico elemento,
BY(f4) € A" *V que satisface,

p— o A= B(B(fa), pe.



La notacién usual para Eﬁ( fa) es xa. En particular, esto define otra apli-
cacién lineal, A*V 5 a — xa € A" *V, que se puede extender linealmente a
un operador de AV en si misma; a dicho operador se le conoce como operador
(estrella) de Hodge.

Proposicién 4.7. Sea V un espacio vectorial con una geometria ortogonal, B,
con signatura (p, q). Entonces para todo a, 3 € A*V se tiene que:

aAxB =B NA*a=Bla,pb)e (15)
xxo = (=1)1(=1)k=R)q (16)
B(a, B) = (=1)"B(xa, x5) (17)

La ecuacion (15) de la proposicién anterior nos da una forma de calcular
explicitamente el operador de Hodge de cualquier elemento en AV, como ve-
remos en el siguiente ejemplo. Asimismo, calcular el inverso del operador de
Hodge, restringido a cada subespacio A*V, es inmediato utilizando (16):

= (D1 (18)

Ejemplo 4.8. Consideremos el espacio vectorial R*! (es decir, R* con una
geometria de signatura (3,1)) y la base candénica del mismo, {eq,e1,es,es},
para la cual B(eg,eq) = —1y B(e;,e;) =1sii=1,2 0 3. Dado que el operador
de Hodge es lineal, basta encontrar su valor en los elementos de la base de AR,
Fijamos la siguiente base:

A°R®*! = Span{l,y}

A'R*! = Span{eq, e1, €2, €3}

APR>! = Span{eg Aer,eq Aea,eq Aes,ea Aes,es Aer,er Aegd
APR*! = Span{e; Aeg Aes,eq Aea Aes,eq Aes Aer,eg Aep Aegt
A'R>! = Span{e = eg A ey Aey Aes}

Calculemos su operador de Hodge:

Iay Axlpay = (lAV71Av)6=6=>*1AV:6
eo N xeg = B(eo,eo)e = —e = xey) = —€123
e1 N\ xe; = B(el,el)e =e = *e; = —ep23
e N\ *eg = B(€2,62)€ =e = *eg = —€p31
e3 N\ xeg = 3(63,63)6 = e = *eg = —€p12

eoi N\ *eg; = B(em, €0i)e = —e = ¥ep; = —€jj
ejr A ke = 3 (ejk, ejrp)e = e = *e;i = eg;

donde (i,4,k) € Az = S3/Z> = {(1,2,3),(3,1,2),(2,3,1)}, el grupo de permu-
taciones pares de (1,2, 3).



Para calcular el operador de Hodge de los demés elementos utilizamos la
ecuacién (16):

0(4—0)

ke = x* Iay = —(—1) Iav = —1pav
w193 = — % xeg = (—1)1 Vg = —eg
regay = — x xer = (—1)10 Ve = —e
wegg) = — % keg = (—1) ¢ Ve, = —ey
xegag = — x vz = (—1)1 Vg = —eg

Maés adelante se calculard el operador de Hodge en el dlgebra exterior de
diferentes espacios vectoriales, a saber, AR%% y AR*2,

Proseguimos a definir la derivada exterior; sin embargo, definimos primero
lo que es una derivacion en términos algebraicos.

Definicién 4.9. Sea A = @ A; una K-dlgebra G-graduada y € : G x G —
K — {0} un factor de conmutacién. Una derivacién graduada de grado p de A
es una es una aplicacién lineal D € End(A), tal que:

D(A;) C A4y para todal € G (19)
D(p(a,b)) = u(D(a),b) + €(p, |a]) u(a, D(b)), (20)

Para todos a, b € A y a homogéneo. A la ecuacién (20) se le conoce como regla
de Leibniz graduada con respecto a e.

Definimos el conjunto de derivaciones de A como DerA = @(DerA), donde
p € Gy (DerA), es el conjunto de todas las derivaciones de grado p.

Proposicién 4.10. Consideremos las K-algebras Z-graduadas S(V') y AV jun-
to con sus factores de conmutacién descritos en 3.18 y 3.21, respectivamente.
Toda derivacion D € (DerAV), o D € (DerS(V))y estd determinada por su
restriccién a V.

Para ver esto en AV, consideremos una base e; de V' y a un elemento de la
base inducida en A*V, ej, A--- Aej,. Observemos que al aplicar una derivacién,
D € (DerAV),, sobre dicho elemento se tiene que:

D(ej, A=+ Nej ) =D(ejy) Nejy N--- Nej,
+ (71)1)6]_1 A D(€j2 TARERRA ejk)
Repitiendo este proceso k veces se llega a que:

k
D(ejy A---Aej) =D (=1) 7 D(ej)ej Ao Néj A Ay,
i=1

De igual forma, consideramos los elementos de la base e, -+ e;, € S¥(V) (re-
cordando que en este caso e;, puede ser igual a e, con [ y m distintos). Se



verifica que al evaluar una derivacion de grado p en este elemento:

k

D(ejy -+ €5,) :Z D(ej,)ej, -+ €5, -+ €5,
=1

Es inmediato comprobar que D(A°V) ~ D(S°(V)) ~ {0}, completando la prue-
ba.

4.2. Formas Diferenciales y Derivada Exterior

Para definir las formas diferenciales y la derivada exterior, es necesario par-
tir de ciertos conceptos elementales de geometria diferencial. Esbozamos di-
cha construccién y referimos al lector interesado en los detalles a [4]. Consi-
deremos una variedad diferenciable M™ y una carta particular de la misma,
(Ua, ¢a : Uy — R™). Dicha carta define un sistema de coordenadas local en la
variedad.

Definicién 4.11. Decimos que f : U, — R es suave en el abierto U, de la
carta (Uy, o), i f o, es una funcién C* en el sentido usual.

Si U C M™ es un abierto arbitrario de la variedad (pudiendo ser U = M™),
lo que hacemos es cubrir a U con los abiertos U, de las cartas coordenadas,
de manera que U C U,U,, y entonces decimos que f : U — R es suave en el
abierto U, si es suave en cada intersecciéon U NU,, y si para cada par (a, 8) con
U N (Ua NUg) # 0, las restricciones (flunu,) lus ¥ (flunus) v, coinciden.

Sea pr : R™ — R la funcién que nos da la k-ésima componente de un vector
en R™, es decir, pi(v) = vj, para cualquier v € R™ (las funciones pj, constituyen
precisamente la base dual a la base {e;} de R™). Entonces, definimos las funcio-
nes z¥ : U, — R como 2* = pj 0, Dichas funciones se llaman las coordenadas
locales de la carta (Uy, ¢q)-

Si ahora elegimos un punto p € U, cualquiera, intuitivamente “el espacio
tangente a la variedad en p”, se define como el conjunto de clases de equivalencia
de curvas v : (—€,€) — U, que pasan por p cuando el valor de su pardmetro
es t = 0 y que tienen el mismo vector tangente v en p; es decir, cada clase de
equivalencia es,

Mo ={7:(-6,) > M[7(0)=py (pa°7)(0) =va } ¢ va.

Se puede introducir, en el conjunto de estas clases de equivalencia, una estruc-
tura de espacio vectorial, de la siguiente manera:

Mo + [(Fla = va +0a,  siempre que, (ba07)(0) =0, y

La multiplicacién por escalares, se define, igualmente, de tal manera que c[y], =
[¢V]a = cvq. Se puede comprobar que estas definiciones no dependen de los re-
presentantes elegidos dentro de cada clase de equivalencia. Entonces el conjunto



{va < [V]a} es un espacio vectorial real de dimensién n. Ahora, si vy < [V]as
mientras que vg > [y]g, definimos una relacién de equivalencia en el conjunto
de pares (o, v,) diciendo que (a,vq) ~ (B,v8) sip € Uy NUg vy,

D (95 ?aloa(anus)), (Wa) = [

siendo D (gg 0 gp;l|%(UamUﬁ))p : 0a(Ua NU) = ¢3(Us NUg) la derivada del
difeomorfismo local g o o, de R™ evaluada en el punto ¢, (p). Finalmente,
definimos el espacio tangente 7, /™ a la variedad en el punto p como el conjunto
de clases de equivalencia [a,v,], entendiendo que p estd fijo. La estructura de
espacio vectorial es la heredada de cualquiera de los conjuntos {v, <> [Y]a} para
una « fija.

Podemos ahora considerar las curvas 7;(t) = ¢! (pa(p) + te;), definidas en
una vecindad de p € U, de forma que sus vectores tangentes son (p,07;) (0) =
(palp) +te;)'(0) = ey, es decir, cada uno de los vectores tangentes corresponde
a un elemento de la base de R"™. Es mas, el hecho de que {e;} es una base de
R™ implica que {[y;]} es una base de T, M. La independencia lineal se sigue de
la siguiente implicacion:

arlm] + as[ye] + -+ anlyn] = 0 & arer + azez + -+ ane, =0.

Si ahora consideramos un elemento arbitrario [y] € T, M, entonces,
(0 ©7)'(0) = arer + -+ + anen = a1(0a ©71)"(0) + -+ + an(pa © 1)'(0),

es decir, [y] = a1[m] + azlye] + -+ + an[yn].
Dado un vector tangente arbitrario, [y], podemos calcular sus coeficientes en
términos de la base {[y;]} utilizando la base dual, {px}, de la siguiente manera:

ar = pr ((9a ©7)'(0)) = (pr 0 9a ©7)(0) = (2* 07)'(0).
Asi obtenemos que la forma general de cualquier vector en T, M es

n

M => (" o) (0l

i=1

expresion en la que se exhibe de manera clara su interpretacion geométrica en
términos de las coordenadas locales.

Si ahora consideramos una funcion f : M — R arbitraria, es inmediato veri-
ficar que (f 0+;)’(0) es precisamente la derivada direccional de f en la direccién
e;. Resulta entonces natural definir el sfmbolo 9/0x! a través de la siguiente
relacién:

(F o)) = ((F 0 03" 2alp) + 1) () = 2222 (o )

Observemos que en general, si consideramos una curva arbitraria 7, entonces
(f ov)’(0) representa la tasa de cambio de f a lo largo del vector tangente a ~.



Ademads, si [y] = Y a;[vi], se tiene que

(For @ =3 a2 0%y ),

i=1

Esto nos dice que es posible identificar a T, M con el espacio vectorial de
funciones lineales X,(U) = {X, : C*°(U) — R | X,(fg9) = X,(f)(p)g(p) +
f(P)Xp(9)(p)} en una vecindad U del punto p. Para hacerlo, definimos el ope-

rador 57| : C°°(U) — R como
@t lp

0
ozt

f=(f27)(0),

p

De esta manera se establece la siguiente identificacién natural,

0
ozt

» [vi]

Con esta identificacién podemos definir como actia un vector tangente en una
funcidn, teniendo en mente que dicha accién debe representar la tasa de cambio
de la funcién en la direccién de la curva; es decir, si [y] = Y a;[7;], definimos

= f
p

y de ahora en adelante escribiremos % en lugar de [y;] para referirnos a la
<" Ip

base de T, M. En general escribiremos a un elemento arbitrario £ € T,M como
£= aigal,

Ahora definimos la diferencial de una funcién f : M — R en el punto p como
la transformacién lineal df, : T,M — R, tal que df,(§) = £f, para cualquier
¢ € T,M. Es inmediato verificar que d(fg), = g(p)df, + f(p)dg,. Obviamente,
dfp es un elemento del espacio vectorial dual (T, M)* de T, M. A dicho espacio
dual de T, M se le conoce como espacio cotangente a la variedad en el punto p
y se denota por T, M. Es facil ver que los elementos dx;, son en realidad la base
dual a la base % ’p de T, M.

Hasta ahora tnicamente hemos trabajado a nivel local en la variedad (i.e.,
en vecindades), sin embargo, es posible deshacerse de esta limitacién con los
conceptos de campos vectoriales y formas diferenciales. Un campo vectorial en
la carta U, es una funcién X : U, — Upcp, T, M, de tal forma que, para cada
p € Uy, X(p) =v € T, M. En este caso podemos escribir

ot n (21)

o 0
Ox! Oxm’

entendiendo que para toda f € C*°(U,) y cada p € U,,

X:gol

N

0
przgol(p) axn p

a!L‘l p



Decimos que un campo X es suave si cada una de las funciones ¢; : U, — R
es suave. La correspondencia (21) hace que podamos identificar campos vecto-
riales con aplicaciones lineales X : C*°(U,) — C*°(U,) que satisfacen X (fg) =
(X [f)g+ f(Xg). Asimismo, se puede extender dicha definicion a toda la variedad
siempre y cuando los campos coincidan en la interseccién de las cartas en las
que estan definidos. Esto permite identificar campos vectoriales en un abierto
arbitrario U C M con el conjunto X(U) = {X : C*°(U) — C=({U) | X(fg) =
(Xf)g+ f(Xg)}-

Es posible seguir el mismo procedimiento para definir los campos de funcio-
nales en T}y M; los elementos de dichos campos son funciones que a cada p € M
le asocian un funcional n, € Ty M y escribimos

n=1rde’ + -+ da”, (22)
entendiendo que para toda f € C®(U,) y cada p € U,,

np(Xp) =1 (p)dmllj(Xp) +eee wn(p)dﬂfg(Xp) )

para cada X, € TpM. Las expresiones del tipo (22) se conocen como 1-formas
diferenciales en U, cuando todas las v; son suaves.

Asimismo, se puede extender dicha definicion a toda la variedad siempre y
cuando las 1-formas coincidan en la interseccién de las cartas en las que estan
definidas.

A partir de ahora trabajaremos unicamente con campos vectoriales y 1-
formas diferenciales, por lo que nos olvidaremos del subindice p. Con estas con-
venciones, escribimos, para toda f € C*(U,), df =>_ gﬁ{i dx’.

Existe otra manera de entender a los campos vectoriales y 1-formas diferen-
ciales de tal manera que estos objetos puedan entenderse como funciones suaves
entre variedades diferenciables. Definimos el haz tangente a una variedad M
como la unién disjunta de todos los espacios tangentes; es decir,

™ = | | T,M,
peEM

cuyos elementos son de la forma (p,§) conp € M y £ € T, M. Dicha construccién
viene acompanada de una proyeccién canénica 7 : TM — M de tal forma que
7(p, &) = p siempre que £ € T, M.

Es posible darle a este conjunto una estructura de variedad diferenciable de
dimensién 2n a partir de las cartas (Uy, o) de M. Para cada p € U, definimos
la carta @, : 71 (U,) — R?" como

0 0
q)a (p7alal'1‘p + T + anaw p) = (1'1(10)7 e 7xn(p)7a/17 L) 7an)
La funcién &, es claramente un homeomorfismo entre su dominio y el abierto
©0a(Uy) x R™ de R?™.
Ahora supongamos que tenemos dos cartas (Uy, ¢o) v (Us, ¢5) de M y sean

(m7Y(Uy), o) v (=1 (Ug), ®p) las cartas correspondientes en 7M. Entonces



los conjuntos @, (771 (Uy) N7 1(Up)) = @a(Ua NUg) x R™ y ®g(n~1(U,) N
71 (Up)) = ¢5(UaNUg) x R™ son abiertos de R*" y podemos escribir la funcién
de transicién, @50 @1, de forma explicita como:
y" |
i=1 vl () )

(bﬁO(I)(;l(tl,...,tn,al,...7an> ==

<y1(¢;1(t)), T 7yn(90;1(t))7 Zaz%
i=1

0
)yl,...,Zaiﬁ

wat(t

donde v = piogps y t = (t1,...,tn) = (z'(p),...,2"(p)). Las funciones de
transicion son suaves ya que las funciones de transicién de la variedad original
lo son.

Observemos que respecto a las cartas (Uy, 0o ) ¥ (17 1(Uy), @4 ), la proyeccién
canonica es suave.

Con esta estructura definida en T'M, definimos los campos vectoriales de M
como secciones suaves de T'M: una tal seccién suave es una funcién suave, X :
M — TM,tal que que moX = id),. Es facil convencerse de que esta construcciéon
coincide con la que hicimos previamente, es decir, localmente podemos ver una
seccién suave del haz tangente en la forma X = <p1% + -+ gpna%, donde

cada una de las funciones ¢; es suave y X, = wl(p)%’ +--F @n(p)a%‘
P p

De forma andloga al caso anterior, se define el haz cotagente a una variedad,
como la unién disjunta de los espacios cotagentes en cada punto; es decir,

"M = | | T;M,
peM

y sus elementos son de la forma (p,n) conp € M yn € Ty M. El haz cotangente
también viene acompanado de una proyeccién canénica w : T*M — M de
tal forma que 7(p,n) = p siempre que n € T,M. Siguiendo un procedimiento
similar al que seguimos en el caso del haz tangente, es posible dotar al haz
cotangente de una estructura de variedad diferenciable de dimensién 2n. Por
brevedad omitimos esta construccién, sin embargo la idea es esencialmente la
misma. Al igual que en el haz tangente, la proyeccién candnica 7 es una funcién
suave.

Definimos las 1-formas diferenciales como secciones suaves, n : M — T*M,
de tal forma que m o n = idy;. Nuevamente, las construccion que acabamos de
hacer coincide con la que hicimos antes, es decir, localmente podemos ver una
seccién suave del haz cotangente en la forma n = ¥dz! + --- + ¢, dz™ donde
cada una de las funciones 1; es suave y 1, = 91 (p)d:rzl, + o+ Yn(p)day.

Siguiendo el mismo espiritu que en los dos ejemplos anteriores, definimos el
haz exterior de M como

AT*M = | | AT M.
peEM

Es posible definir una estructura de variedad suave de dimensién n + 2™ en
AT*M, con una proyeccién candnica suave, w. De esta forma, el espacio de



formas diferenciales de M, es el conjunto de secciones suaves w : M — AT*M
tales que mow = idys. Localmente una tal seccién se puede expresar en la forma
W=wo+Fwn, conwg = > i, ..q, dr A+ - - Adz'* donde cada funcién vy, ...,
es suave y wy = wWilp+- - wnlp y en cada caso wilp = > i, .q (p)dxit A- - - Adaly
que, claramente, es un elemento de A*T » M.

Observamos que en este caso, cada ATy M no solamente es un espacio vecto-
rial, sino que ademds es un algebra asociativa. Por lo tanto, las secciones suaves
pueden multiplicarse punto a punto. En consecuencia, las formas diferenciales
tienen estructura de algebra asociativa. Al algebra de formas diferenciales defi-
nidas en un abierto U de M se le denota como Q(U). Dado que ademds, punto
a punto, el dlgebra Ty M tiene una Z-graduacion, es posible extender ésta a una
Z-graduacién de Q(U):

QU) = ZH:Q’“(U),
k=0

siendo QF(U) las secciones suaves que toman valores en los subespacios AkT;M .
A los Q%(U)’s se les conoce como subespacios de k-formas diferenciales en U,
o simplemente, k-formas en U. Asi, Q(U) se vuelve un dlgebra Z-graduada y
podemos escribir Q(U) = @®Q*(U). En particular, observamos que Q°(U) =
Cc>(U).

Dentro del conjunto de formas diferenciales existe una derivacién de grado
uno de suma importancia, a saber, la derivada exterior.

Definicién 4.12. La derivada exterior es la derivacién, d : Q(U) — Q(U), de
grado uno (i.e., dor () : QF(U) — Q¥H(U)), que satisface las siguientes dos
propiedades:

(i) Si f € Q9(U) entonces df € Q'(U) con la propiedad de que, para todo
X eX(U),df(X)=Xf.

(i) d o d=0.

Nota 4.13. Las propiedades demandadas en la definicién caracterizan de ma-
nera Unica a la derivada exterior.
Se sigue inmediatamente la siguiente proposicion.

Proposicién 4.14. Sean n € QF(U) y € € Q'(U). Entonces,
d(n N &) = (dn) A&+ (=1)Fn A (dE)

Llamamos a una k-forma, w, cerrada si dw = 0, y la llamamos ezacta si
existe una (k — 1)-forma, v, tal que w = dv. Ademds tenemos que dw = 0 para
toda w € Q™ (U).

Definicién 4.15. La codiferencial, §, de una k-forma diferencial, es el operador
que hace conmutar el siguiente diagrama:

O U) —2—= Q1 (U)

ank(U) d . ankJrl(U)7



entendiendo que el operador de Hodge tiene sentido punto a punto en Upepy AT, M.

Dado que el operador de Hodge esta directamente relacionado con la geo-
metria del espacio vectorial, la codiferencial también lo estd. Es inmediato com-
probar que §2 = *"lododo* =0y también que dw = 0 si w € Q°(UV).

Definicién 4.16. Al operador D = d + § se le conoce como operador de Dirac,
y a su cuadrado, A = D? = dé + dd, como operador de Laplace.

El operador de Laplace lleva este nombre ya que al aplicarlo a una 0-forma
en un espacio vectorial de dimensién 3 con la geometria ortogonal usual, se
reduce al Laplaciano. Mostramos esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.17. Una variedad riemanniana es una variedad equipada con una
funcién suave, M 3 p — By, siendo By, : T,M x T,M — R una forma bilineal,
simétrica y definida positiva. En este caso, cada T, M es isomorfo a R" con su
producto escalar usual.

2| 9| o
ox | 0y >’ 0z

P P P
Por comodidad, de ahora en adelante escribiremos tinicamente el simbolo 0 con
el subindice correspondiente para referirnos a los vectores base de T, M y nos
olvidamos del punto de la variedad en el que estd anclado. Asi, la base de T,,M

en este ejemplo es {9, dy, 0, }. Consideremos una 0-forma f. Entonces,

Sea la base ortonormal de T,M ~ R3 respecto a B,.

df = (0xf)dx + (0 f)dy + (- f)dz (23)
0f=0

por lo tanto, Af = ddf. La codiferencial de la ecuacién (23) es,

Af =10, fdy A dz + Oy fdz A\ dx + 0, fdz A dy)
=« N2f+02f +00)e
= (03f +05f +O2f)

1

donde utilizamos que xdx = dyAdz, xdy = dzAdx, *dz = deNdy y *~ e = 1zgs.

Otro ejemplo se obtiene al considerar R* con la geometria de Minkowski, es
decir, equipado con una forma bilineal B de signatura (3, 1).

Ejemplo 4.18. Una variedad de Lorentz es una variedad de dimensién cuatro
equipada con una funcién suave, M > p — B, siendo By, : T,M x T,M — R
una forma bilineal, simétrica y no degenerada de signatura (3,1). En este caso
cada T, M es isomorfo a R®1.

o)

Consideremos la base { 0

’ Oz
p

@‘@
b )
» Jy » 0z

)=

5 p} de T, M que lleva a B, a su

forma candnica y para la cual

0
5 (5

0

p Ot




y sea f una O-forma en Q(U). Nuevamente se tiene que §f = 0, entonces,
df = (0cf)dt + (0 f)dx + (0 f)dy + (0. f)d=
Ahora calculamos la codiferencial de este elemento,

Sdf = — 7 1d((9,f)dx N dy A dz + (O f)dt A dy A dz
+ By f)dt A dz A dx + (0, f)dt A dz A dy)

=+ (= (7)) + (02f) + (05 f) + (92 f))e
=((97f) = (02f) — (05f) — (92f))

utilizando el Ejemplo 4.8. A este operador en el espacio-tiempo de Minkowski
se le conoce como operador D’Alambertiano.

Si un espacio vectorial estda dotado de una geometria, es posible, mediante el
isomorfimso que existe entre el dlgebra exterior y el dlgebra de Clifford, definir
operadores lineales equivalentes al de Hodge, la derivada exterior y codiferencial
en operadores de la ultima. Esto lo haremos explicitamente en diferentes casos
a partir de la Seccién 6.



5. El Algebra de Clifford

Las algebras de Clifford son anillos que en general no son conmutativos
bajo su multiplicacién, y mucho menos es cierto que todo elemento no nulo del
algebra tenga un inverso multiplicativo; esto es que, dado ¢ € Cl(V, B), exista
un elemento, ¢! € CI(V, B), tal que cc™! = ¢ le = 1¢.

Denotamos como C1*(V, B) al subconjunto de C1(V, B) definido de la si-
guiente manera,

Cl*(V,B) = {c€ CI(V,B)|3c* € CI(V, B) tal que cc™* = ¢ tc=1q}.

Es inmediato ver que C1* (V, B) es un grupo bajo la multiplicacién del dlgebra. A
este grupo se le llama grupo de Clifford y contiene varios subgrupos interesantes
con mucha informaciéon geométrica del espacio vectorial V. En particular, este
grupo contiene a todos los elementos v € V tales que B(v,v) # 0, porque es
facil ver que en ese caso, v~! = B(v,v) v.

Podemos considerar entonces la transformacion

Ad : C1*(V, B) — GL(CI(V, B))

¢ Ad,

dada por Avdc(x) = O(c)zc™!, siendo © el morfismo definido en la Seccién
3.2. Es inmediato comprobar que Ad., o Ad., = Ad.,., para todos ci,ca €
CI*(V, B). Observar que el grupo C1* (V, B) hereda la Z,-graduacién de C1(V, B)
via CL(V, B) = C1I*(V, B)NCL;(V, B) (i = 0,1). En particular, si c € C1*(V, B),
podemos escribir ¢ = ¢ + ¢; con ¢; € C1*(V, B) (i = 0,1) y claramente O(c) =
Co— C1.

Como ya hemos visto, V' C Cl;(V, B) y todo v € V con B(v,v) # 0 pertenece
a C1;(V, B). En particular, para todo u € V se tiene que,

B(u,v)

Ady(u) =u— 2B(v,v)v

Esto es, las transformaciones Ad, con B(v,v) # 0, dejan al subespacio V C
Cl(V, B) invariante y, de hecho, EZMV es la reflexién generada por el vector v,
que denotaremos como p,,.

Este preambulo motiva la siguiente proposicién.

Proposicién 5.1. Sea I'(V, B) C C1”*(V, B) el subgrupo que estabiliza al subes-
pacio V' C CI(V, B); es decir,

D(V,B) = {a € CI(V, B) | Ad,|v € GL(V)}
Entonces, existe un epimorfismo de grupos,
R:T(V,B) = O(V,B)
a— ;(dah/

cuyo kernel es R*1¢) = {A\1ci|0 # A € R}.



La suprayectividad de R es inmediata utilizando el Teorema de Cartan-
Dieudonné [5] que dice que todo elemento del grupo ortogonal, g € O(V, B),
puede escribirse como la composicién de 7 < dimV reflexiones, esto es, g =
Pvy O 0 Py,

__ Para ver que en efecto kerR = R*1¢), consideremos a € kerR, entonces
Ady(z) = O(a)za™t = x, es decir, ©(a)xr = xa para toda x € V. Si a = ag + a1,
entonces,

apT = xag (24)

ar = —za. (25)

Sea {e;} una base ortonormal de V, entonces podemos escribir ag = by + eycq,
donde by € Cly(V,B) y ¢1 € Cl;(V, B) no tienen como factor a e;. Si hacemos
x =e; en (24), se llega a que by +ejc; = elboefl + e%clefl =by —ejcy. Por lo
tanto, ¢c; = 0. Utilizando el mismo argumento para el resto de la base, se llega
a que ag = A € R. Se puede aplicar el mismo argumento a a;, sin embargo,
dado que a; € Cl;(V, B), se llega a que a; = 0. Se sigue que, por ser a = ag
invertible, a € R — {0}, es decir, kerR = R*1¢.

Nota 5.2. La proposicién anterior es equivalente a decir que la siguiente suce-
sién de morfismos de grupos es exacta,

{1} —=R*la —= (V. B) == O(V. B) — {1}
5.1. Los Grupos Pin y Spin
Definicién 5.3. El subgrupo Pin(V, B) C T'(V, B) es el conjunto,

Pin(V,B) ={vy---v, € CIU'(V,B)|v; €V y B(v;,v;) = £1V1 <i<r}

Dado que cada v; € V con B(v;,v;) # 0 estd en el grupo de Clifford y ZEZW = Pu,
entonces Pin(V,B) C T'(V, B).
Definimos el grupo espinorial como, Spin(V, B) = Pin(V, B) N Cly(V, B).

Al restringir el dominio del epimorfismo R de la seccién anterior a los su-
brupos Pin(V, B) y Spin(V, B), se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 5.4. Sea V un espacio vectorial real dotado de una geometria B
con signatura (p, ¢). Entonces,

{1} — Z; — Pin(V, B) = O(V, B) — {1}
es una sucesion exacta de grupos y también lo es,

{1} — = Z, — Spin(V, B) -2~ SO(V, B) — {1}



Esta proposicién nos dice que en el caso real, los grupos Pin(V, B) y Spin(V, B)
son cubiertas dobles de los grupos O(V, B) y SO(V, B), respectivamente, donde
la funcién cubriente es R restringida a los dominios correspondientes.

Que en la segunda sucesién la imagen de R esté contenida en el subgrupo
SO(V, B) de O(V, B) resulta del hecho que la imagen es una composicién de un
numero par de reflexiones. En ambas sucesiones, ker R = Zs porque en general
R(a) = R(—a) para todo a € T'(V, B).

Nota 5.5. Cuando la geometria B tenga signatura (p, ¢), escribiremos al grupo
Pin(V, B) simplemente como Pin(p,q) y al grupo espinorial como Spin(p, q).

5.2. Clasificacion de las Algebras de Clifford

Es posible dar, constructiva e inductivamente, una lista de todas las algebras
de Clifford reales en términos de algebras de matrices sobre R, C o H. Dado
que AV ~ Cl(V, B) como espacios vectoriales, esto permite traducir al lenguaje
de matrices toda informacién del dlgebra exterior. Por ejemplo, el operador de
Hodge y la derivada exteror pueden representarse en términos de matrices y sus
endomorfismos.

Ademas, es facil comprobar que si n = dimV, el tamano de las matrices
que se necesitan para obtener una representacién inyectiva de AV es al menos
2™ x 2™, mientras que, como veremos en breve, las dlgebras de Clifford quedan
realizadas fielmente en matrices de, a lo més, n X n.

Comenzamos nuestra clasificacién de las algebras de Clifford con la siguiente
proposicién, que es una consecuencia inmediata de la propiedad universal de
dichas algebras.

Proposicion 5.6. Sea V = V; @ V5 un espacio vectorial real con geometria B
tal que, para todos v,w € V,

B(v,w) = By(v1,w1) + Ba(ve, ws), V=101 + V2, W= wi + ws

y para todos v1 € V1 y va € Vs se tiene que B(vy,v3) = B(vg,v1) = 0. Entonces,
existe un isomorfismo graduado de R-algebras Z,-graduadas,

CI(V) B) = Cl(‘/la Bl)® CI(V27 B2)

Para ver el resultado anterior consideremos v = v + v9 € V' y la tranfor-
macién lineal tal que vy + vo — v1 ® lcy, + lcy, ® v2 € CL(V, B)® Cly(V, B).
Entonces,

(v1 ® Ley, + 1ai, ®@ v2) (w1 ® 1ey, + 1ai, ® wa)
=vw1 ® ley +v1 @ we — w1 ®v2 + 1, ® vaws
(w1 ® 1y, + Lo, @ wa) (v1 ® 1oy, + 1o, ® va)
=wiv1 ® Loy, + w1 @v2 —v1 @ wa + lai, ® wave,

para todo w = wy + wo € V. Al sumar los miembros del lado izquierdo, ob-
tenemos en el lado derecho el miltiplo (Bi(vi,w;) + Ba(va, w2))lcy, ®lcy, =



B(v,w)1cy, ®1cy,. Por lo tanto la transformacién lineal es de Clifford y se fac-
toriza a través de un isomorfismo entre C1(V, B) y C1(Vi, By)® C1(Va, Ba).

De esta manera, cualquier dlgebra de Clifford queda definida por productos
de este tipo de las élgebras CI(1,0) y CL(0, 1).

Corolario 5.7. Sea Cl(p, q) el dlgebra de Clifford asociada al espacio vectorial
RPT4 equipado con una forma bilineal de signatura (p, ¢). Entonces,

Cl(p, q) ~ CI(1,0)& - -- & CI(1,0) & C1(0, 1)&® - - - ® C1(0, 1)

p veces q veces

Es fécil probar que Cl(1,0) ~R® R y CI1(0,1) ~ C.

Sin embargo, el producto tensorial Zs-graduado no es la mejor manera de
calcular dichas algebras para dimensiones mas grandes. En la siguiente proposi-
cién se muestran isomorfismos no graduados que, nuevamente, permiten escribir
cualquier algebra de Clifford inductivamente.

Proposicién 5.8. Sea Cl(p, ¢) como en la proposicién anterior. Entonces,
Cl(p+1,q+1) ~ Cl(p,q) ® CI(1,1)
Cl(n+2,0) ~ Cl(0,n) ® CI1(2,0)
C1(0,n + 2) ~ Cl(n,0) ® CI(0, 2)
para todos p,q,n > 0.

Esta proposicién nos permite escribir todas las algebras de Clifford de ma-
nera recursiva conociendo Cl(1,1), Cl(2,0) y Cl1(0,2). Sin embargo, es facil de-
mostrar que,

Cl(1,1) =~ Cl1(2,0) ~ R(2) y Cl(0,2) ~H
donde R(2) son las matrices reales de 2 x 2.

Nota 5.9. En general, escribiremos K (n) para referirnos a las matrices de n xn
con entradas en K.

Para utilizar la proposicién anterior, necesitamos la siguiente proposicién
acerca de algunas propiedades de los productos tensoriales reales.

Proposicion 5.10. Sea K = R, C o H. Entonces,

K(n) ®@g K(m) ~ K(nm), Vn,meN
R(n) @g K ~ K(n), VneN
CerC~CoC

C®RH2C(2)

Heg H~ R(4)

Para concluir la clasificacién, enunciamos una importante proposicién (Pe-
riodicidad de Bott) [10] sobre la periodicidad de las dlgebras de Clifford.



Proposicion 5.11. Para toda n > 0, existen los siguientes isomorfismos de
periodicidad,

Cl(n + 8,0) ~ Cl(n,0) ® CI(8,0)

C1(0,n 4+ 8) ~ C1(0,n) ® C1(0, 8)

donde C1(8,0) ~ C1(0,8) ~ R(16).

Entonces, utilizando las proposiciones (5.8), (5.10) y (5.11), podemos cons-
truir la siguiente tabla donde se muestran las dlgebras de Clifford con diferentes
signaturas hasta p = ¢ = 5, aunque, de acuerdo a la proposicién anterior, la
tabla deberia completarse hasta p = ¢ = 8.

P\¢q 0 1 2 3 4
0 R C H HeH H(2)
1 ReR R(2) C(2) H(2) H(2) ¢ H(2)
2 R(2)  R@2)@®R2)  RA) C(4) H(4)
3 C(2) R(4)  RA)@RHA)  R(8) C(8)
4 H(2) C(4) R(8) R(8) ® R(8) R(16)
5 H(2) @ H(2) H(4) C(8) R(16) R(16) & R(16)

Tabla de isomorfismos de Cl(p, q).

5.3. El Elemento I' € Cl(p, q)

Proposicién 5.12. Sea V un espacio vectorial real equipado con la geometria
ortogonal de signatura (p,q) dada por B:V x V — R y sea Cl(p, ¢q) su élgebra
de Clifford. Sea {e;} una base ortonormal para V' y sea,

['=eiez- eqimv € Cl(p,q).
Entonces,
vl =(-1)"""Tv, WYweVcClpaq, v
2= (—1)w(—1)qlcl

La demostracién es casi inmediata usando las propiedades del algebra de
Clifford.

Definicién 5.13. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una estructura compleja
en V es un endomorfismo, J € End V| tal que J o J = —id.

Se puede demostrar que en espacios vectoriales reales de dimensién impar, no
eziste estructura compleja alguna. Y por otra parte, que en espacios vectoriales
reales de dimension par, siempre existe una estructura compleja.



Una estructura compleja en un espacio vectorial permite redefinir a éste
como un espacio vectorial complejo. Para esto se define la multiplicacién por
escalares complejos de la siguiente manera, sean v € V, a +1ib € C y J una
estructura compleja en V. Entonces,

(a+ib)v := av + bJ (v).

Al espacio vectorial complejo que se obtiene de V' y su estructura compleja
J lo denotaremos como V. Claramente si la dimensén de V' es 2n, entonces la
dimension de Vj serd n. Claramente, como espacios vectoriales reales, V y V;
son isomorfos.

Por otro lado, si W es un espacio vectorial complejo de dimensién compleja
n y consideramos el endomorfismo J de W definido como J(w) = iw, para todo
w € W, entonces, viendo a W como un espacio vectorial real de dimensién 2n,
J serd precisamente una estructura compleja en W.

Ejemplo 5.14. Sea V = R? con su base ortonormal {ej,es} respecto a la
geometria ortogonal usual de signatura (2,0). Sea J : R? — R? la transformacién
lineal definida por

J61 = €2
J€2 = —€1
Es inmediato ver que J o J = —Idg2. Por lo tanto, esta J es un ejemplo de es-

tructura compleja en R2. También es inmediato ver que, bajo la correspondencia

T .
v = Te1 + yes < y S Rz, se tlene que,

e (i) ()= ()

De hecho, bajo esta correspondencia se puede establecer un isomorfismo de
espacios vectoriales reales entre R? y C en el que aplicar J a los vectores de
R? corresponda exactamente a multiplicar por i = v/—1 en el dlgebra de los
niumeros complejos. En este ejemplo, es muy dificil no darse cuenta que dicho
isomorfismo estd dado por la correspondencia,

Cax+iy<—><z)€R2

Si consideramos a los endomorfismos de V' y a los de V; sobre los reales,
claramente la esctructura de ambos espacios de funciones es la misma y se
tiene que Endg V' ~ Endg V;. Analicemos qué ocurre con este isomorfismo al
considerar la evaluacién en un vector multiplicado por un nimero complejo.
Sean a,b € R, v € V y F € Endg V, entonces,

F((a+bJ)(v)) = aF(v) + bF(J(v)).



Podemos descomponer a F' de forma unica en la forma F' = T + S, donde T
es una transformacién que conmuta con J y S una que anticonmuta. Es facil
verificar que,

_F—JoFoJ
N 2

_F+JoFoJ

T ;
2

y S
y con esta descomposicién llegamos a que
F((a+bJ)(v)) = T((a+bJ)(v))+S((a+bJ)(v)) = (a+bJ)(T(v))+(a—bJ)(S(v)).

Utilizando el isomorfismo con Endg V; podemos reescribir este endomorfismo
como,

F((a+ib)(v)) =T((a+ib)(v)) + S((a + ib)(v)) = (a 4+ ib)T(v) + (a — ib)S(v).

Observemos que la funcion T no sélo es una funcién lineal en R, sino que, como
elemento de Endg V;, es lineal en C. De igual forma la funcién S € Endgr V;
es una funcién C-antilineal. Resumimos estos resultados en la siguiente propo-
sicién.

Proposicion 5.15. Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimensién par 2n y
sea J una estructura compleja en V. Entonces:

EndgV ={T € Endg V|ToJ —JoT =0}®{S € Endg V|SoJ+JoS=0}.

Ademis, existe un espacio vectorial complejo W de dimensién n, isomorfo a
V' como espacio vectorial real, y en el cual multiplicar por ¢ = v/—1 corresponde
exactamente a aplicar la transformacién lineal J en V. De hecho,
{T € EndgV|ToJ—JoT =0} <> Endc W
{SEEndRV|SoJ—|—JOS:O} < EndcWo K

siendo K : W — W una transformacién C-antilineal invertible fija.

Es inmeadiato convencerse de que bajo las identificaciones que hemos dis-
cutido, C", pensado como espacio vectorial real, es precisamente R2" con la
estructura compleja inducida por multiplicar por i = /—1. En este trabajo
seguiremos la convencién de identificar a (z1 + ty1,..., 2, + iy,) € C™ con
(X1, Ty Y1y -, Yn) € R?™ y de esta forma, la accién de la estructura com-
pleja en R2" es precisamente

(xla"'axnayla"'ayn) = (7y17"'37yn7x17"'71'n)~

Es decir, siempre podemos elegir una base de R?" respecto a la cual J se escribe

como,
_ 0 _1n><n
/= (1m 0 >



Proposicion 5.16. Sea V un espacio vectorial real con dimensién par, dimV =
2m y sea 7y : Cl(p,q) — End W una representacién de Cl(p, q) (es decir, un mor-
fismo de dlgebras asociativas). Entonces,

(1) SiT? = 1y (') # idw, entonces, v(T') induce una descomposicién en
W de la forma W, @ W_ correspondiente a los valores propios 1 del polinomio
minimo de v(T'). Adem4ds, dado que para todo v € V, vI' = —T'v, entonces y(v)
actia en W intercambiando Wi por Wx.

(2) Si (p — q)/2 es un entero impar, entonces I'> = —1¢) y v(I')? = —idy .
Por lo tanto, y(I") define una estructura compleja en W. Ademads, dado que para
todo v € V, o' = —T'v, se sigue que, para cadav € V C Cl(p,q), y(v) : W = W
es una transformacién R-lineal que anticonmuta con (I').



6. El Algebra C1(2,0)

Recordamos de la seccién anterior que existe un isomorfismo de dlgebras en-
tre C1(2,0) y R(2) ~ End R?; dicho isomorfismo es en realidad la representacion
de definicion C1(2,0) en R2. Para realizar explicitamente esta representacién
primero observemos que, por la Proposicién 5.16, I'2 = —1¢,. Es decir, nuestra
representacién v : C1(2,0) — EndR2, debe cumplir que v(I')? = —Idge. En
otras palabras, y(I') define una estructura compleja en R2. Elegimos la base de
R? para la cual v(I') toma la forma

o= (1 )

En términos de dicha base podemos escribir,

a; bl .
~v(e;) = (Ci di> , 1=1,2.

Debe ahora cumplirse que (') o y(e;) = —7(e;) o y(T') para i = 1,2, y ésta se

traduce en,
bi —Q; . C; d1
di —C; T\ = a; — bz ’

Entonces, a; = —d; y b; = ¢;. Es inmediato verificar que la condicién e? = 1q,
que a su vez dice que (e;) o y(e;) = Idge, implica que a? + b? = 1, o dicho de
otra forma, a; = cos#; y b; = sen §;, para algtin angulo 6;. Es decir,

cosf; senf; cosfy  senfy

(er) = (sen01 —cos@l) y yle2) = (sen&z —cost%) ’

Necesitamos ahora que se cumpla la relacion y(e;) o y(ez) = ~(I'). Célculos
elementales muestran que esta condicién se traduce en cos(f2—01) = 0y sen(fy—
61) = —1. Para éngulos en el intervalo [0, 27], estas condiciones se satisfacen
unicamente si 65 — 01 = 37“ o, de forma equivalente, ¢; = 03 + 5. Queda claro
que al fijar uno de los dos dngulos, se fija automaticamente el otro, en virtud de
que v(I") se habia fijado a priori. Fijemos entonces #5 < 37/2, de manera que
01 = 05 + /2. Se comprueba directamente que y(e1) o y(e2) = —y(e2) o v(e1).

Resulta interesante concluir de estos cédlculos que cada punto del circulo
unitario determina una v compatible con la eleccién de v(T'). Por simplicidad
tomemos #y = 37” y 61 = 0. Entonces,

e =y %) v = (4 )

Por la forma en la que la construimos es claro que 7 es una representacién y es
de Clifford.

Nota 6.1. Observemos que, mientras y(I") es en realidad una rotacién de noven-
ta grados en sentido horario, las transformaciones y(e1) y y(e2) son reflexiones;
la primera respecto al eje x y la segunda respecto a la recta x = —y.



Interpretaremos ahora las transformaciones v(1cy), v(e1), y(e2) v v(I') bajo
la 6ptica del isomorfismo,

g:R*? = C
re|p +yes = x4y =2
Este isomorfismo induce un isomorfismo entre Endg R? y Endg C mediante g o

(o g~ '. En concreto, se tiene que,

gor(la)og ' (2) = gor(le)(z,y) = ( y) =2

es decir, y(1a1) <

gorler) o g™ (2) = goryler)(z,
es decir, y(eq

(

(

||
N' /-\
\_/
Il
ISd]

| |
A

x, —r)=—iZ

z
y)
)¢z
gorlez) o g™ (2) = goryle2)(x,y)
es decir, y(ez) <> z +—
goy(D)og l(z) = goy(T)(z,y) = ( ,T) =iz
es decir, y(T') < z — iz
Consideremos la transformacién lineal R2 — R? que bajo el isomorfismo g se
obtiene de la transformacién A : C — C definida por z — A(z) = az, con
a = A+ 1iu € C. Es facil ver que en esta caso,

-1 _ A — K
g "oAo g_(ﬂ \

- b )
Por otra parte, dada una tranformacion lineal ((Cl d) € Endg R?, ésta se trans-

forma de acuerdo a

go(i Z)og1(2)_(ax+by)+i(cx+dy), z=z+iyeC

=

y es posible escribir el lado derecho en la forma az + 8z, siendo o = “Ter

y =944 zCH’ En otras palabras, estamos escribiendo

E oG 6 %)

dondea=A+p,b=—pu+o,c=pu+oyd=XA—p.
Con lo cual, End R? ~ End¢c C®Endc Cok. Siendo & la funcién que conjuga
nimeros complejos.

Proposicion 6.2. En términos de esta descomposicién, las transformaciones
Y(1c), v(e1), v(e2) y v(I') que son imagenes de la base del dlgebra de Clifford
Cl(2,0), se corresponden con,

la— (1,00k)  er—(0,10k)

ea— (0,—ior) T+ (i,00k)



En lo que resta de la seccién trabajaremos tanto con el isomorfismo de
C1(2,0) con Endg R? asi como con el isomorfismo de Endg R? con Endg C =
Endc C ® Endc C o k.

6.1. Operador de Hodge en Cl(2,0)

Utilizando la definicién del operador de Hodge que se dio, se obtiene la
siguiente tabla de su accién en los elementos de la base de AR?:

A A2 Al
*lA =T *€1 = €9
[ = 1A *€y = —€1

Una vez calculados los valores del operador de Hodge en la base de AR?,
empleamos el isomorfismo de AR? con Cl(2,0), para realizar el operador de
Hodge en términos de la representacién v : C1(2,0) — Endg R2. Lo que resulta
es la transformacion,

<(1) ?) = loyo — #loys = 7(T) = <? —01>
((1) 01) = ~(e1) = #y(er) = y(ez) = (01 01)
(—01 _01) v(es) = #y(e2) = —y(er) = (—01 (1))
£ )=o)

Observemos que esta transformacién puede escribirse en la forma,

#X =) o X*,
y a continuacion definimos X“:

a b
c d

X“:(d —b)
—c a

denotard a la matriz adjunta cldsica de X derivada de la regla de Cramer.

Definicién 6.3. Sea X = ( ) € K(2) ~ Endg K?, con K = R o C.

Entonces,

La propiedad fundamental de la matriz adjunta clasica asociada a una matriz
X por via de la regla de Cramer, en cualquier dimensién n, es la siguiente:

XX*= XX = (det X) Luxn.

Ademas, esta propiedad resulta ser independiente de la base elegida para es-
cribir las entradas matriciales de X y de X%, de manera que la misma tiene



sentido como una propiedad de los elementos de Endx K™ y no solamente de
sus matrices, dando lugar a,

XoX%=X% X = (det X)Idgn.

Nosotros nos restringiremos en éste y el siguiente capitulo al caso n = 2 y
usaremos indistintamente esta propiedad tanto para los endomorfismos, como
para las matrices que los representan, segin sea necesario. Para consultar la
definicién general y la elaboracion de los detalles que dan lugar a esta propiedad
fundamental, referimos al lector a [11].

En términos de la descomposicién Endg R? ~ Endc C @ Endc C o &, el
operador de Hodge actiia en la base de la siguiente manera,

1 =%(1,00k) = (i,0 0 k) *[' = %(i,00 k) = (1,00 k)
xe; = %(0,10k) = (0, —i oK) xeg = *(0,—iok) = (0,—10kK)
En general,

(a,Bok) = *x(a,Bok)=(—ik(a),Bo(—ik)).

6.2. Correspondencia con la Derivada Exterior, la Codi-
ferencial y el Operador de Dirac

Sea U C R? un subconjunto abierto y consideremos las funciones diferencia-
bles w : U — Cl(2,0). Una tal funcién se corresponde con 4 funciones diferen-
ciables U — R, digamos wy, w1, Ws ¥ w12, de manera que,

w=wolcog+wier +woes +wial.

Sea C*°(U;Cl(2,0)) el conjunto de todas estas funciones diferenciables. Ba-
jo la correspondencia de AR? con Cl(2,0), podemos, por un lado, identifi-
car a C*>(U;Cl(2,0)) con Q(U); por otro lado, podemos determinar el efec-
to de la derivada exterior y de la codiferencial y verlas como operadores en
C°°(U;C1(2,0)). Concretamente, la identificacién AR? ~ C1(2,0) la llevamos a
QU) ~ C>*(U;Cl1(2,0)), de manera C°°(U)-lineal, de tal forma que,

0o + prdat + poda® + prodzt Adz? & pola + pier 4+ paes + @1l (26)

Procedemos a calcular la derivada exterior y codiferencial de los distintos ele-
mentos de los subespacios de las formas diferenciales.

Si wy = p € Q°(U), entonces,
dwy = Oyp1dxt + Oapoda?
dwg =0
Si ahora wy = 3" ¢; dz® € Q1 (U), entonces,
dw = (012 — Dapy) dat A da?
dwi = (011 + Oagp2) 1o



Finalmente, si wy = @iada! A dz? = @12 € Q3(U), entonces,

dWQ =0
5WQ = 82@12 dl’l — 81@12 dIz

A continuacién veremos como actian la derivada exterior y la codiferencial
bajo el isomorfismo (26) y la representacién de C1(2,0). Entonces, en Q°(U) se
tiene que,

)
dwy = Oyp1dat + Oypoda? — —Oap —0O1p

(0, (O1p — i02¢p) 0 k)
dwo =0

Para w1 = Y p;dzi € QY(U), se tiene que,

0 — (O1p2 — Da¢p1)
(0102 — O2¢p1) 0

(i (O19p2 — O2¢01) , 0 0 )
(Zle 5i<Pi) 0
0 (Zil 51‘%‘)

(50

<525012 314,012)
0112 a2

(0, 62(,012 =+ i@l(plg o H)

dwy = (81902 - 82%01) dzt A dz? —

dwi = (O1p1 + O202) 1g —

Para wy = p12 € Q2(U), se tiene que,

dLUQZO

5WQ = 823012(1]}1 — 61<p12d.132 —

Proseguimos a calcular el operador de Dirac y ver su relacién con las ecuaciones
de Cauchy-Riemann para funciones complejas.

6.3. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

A partir de las ecuaciones anteriores es inmediato obtener el operador de
Dirac D = d-+§ y el Laplaciano A = D?. Consideremos el conjunto de ecuaciones
Dw =0,

Dw = (0101 + 02p2) Lo + (010 + Baipr2) da’ + (Do — D1p12) da®+
+ (31902 - 82(,01) dz' A da? = 0,



con,

( Yt+er —pi2— @2)

w4 P12 — P2 Y=
(¢ +ipi12, (p1 —ip2) oK)
Entonces,
T
O —0s pt+er  —pi2 — 2
Dw & —02 —01) \@p12 — 2 Y —p1

k(01 +1i02) o (K(p +ip12), (p1 — ip2) o k)

Nota 6.4. Observemos que el operador de Dirac queda representado como
~(e1) 01 + v(e2) 02 actuando sobre la forma diferencial @ = wy + w1 — wia.

Dado que el operador de Dirac es lineal, al igualar estas tultimas ecuaciones
a cero se obtienen 4 ecuaciones linealmente independientes que corresponden a
dos juegos de ecuaciones de Cauchy-Riemann, una para ® = p12 + i@ y la otra
para ¥ = @9 +ip;. Un juego de ecuaciones corresponde a la parte que conmuta
con la estructura compleja y la otra a la que anticonmuta. Es decir,

011 = —0Oapa y Oap1 = 012

Dw=0 <« .
{ 3180 = —329012 y 8280 = 819012



7. [El Algebra CI(3,1)

En esta seccién se presenta una representacién del algebra de Clifford para
un espacio de 4 dimensiones con la geometria de Minkowski (sgn B = (3,1)).

Dicha representacion estd fuertemente ligada al dlgebra de Lie real us y nos
permite interpretar de manera clara la geometria que estd detrds de C1(3,1).

En la seccién anterior usamos el hecho de que C1(2,0) ~ R(2) ~ Endg R2.
Después, bajo el isomorfismo entre R? y C para el que multiplicar por i = v/—1
en C correspondia a la transformacién lineal R? — R? asociada al elemento
I = ejey de C1(2,0), conseguimos primero descomponer a Endg R? en la forma
Endc CHEnd¢ Cok, siendo « : C — C la conjugacién compleja. Para completar
la realizacién de C1(2,0) en Endc C @ Endc C o k observamos que la aplicacién
de Clifford R? — Endc C @ Endc C o & tenia que contener a su imagen en el
sumando directo Ende¢ C o k porque todo vector v de R? satisface la ecuacién
I'v =—vT en Cl(2,0).

En esta seccién vamos a representar al dlgebra de Clifford C1(3,1) en la
forma Endc C? @ Endc C? o a, para una aplicacién « antilineal e invertible fija.
La manera de hacerlo serd completamente analoga.

Comenzamos por recordar que si B : R®! x R¥! — R es la geometria del
espacio-tiempo de Minkowski, podemos encontrar una base {eg, e1, €2, €3} que
diagonaliza a B en la forma diag{—1,1, 1, 1}. Sabemos también que en el dlgebra
de Clifford C1(3,1) del par (R*!, B), el elemento I' = egejeqes estd definido,
hasta un signo, de manera invariante ante las transfromaciones inducidas en
C1(3,1) por el grupo de Lorentz O(3,1) y tiene la propiedad de que I'? = —1. En
particular, si p : C1(3,1) — End W fuera cualquier representacién del algebra
de Clifford en un espacio vectorial W, la imagen de I' define una estructura

compleja en W. Esto es, p(I')? = —Idy,. Ademds, para cualquier elemento e;
de la base de R®!, se tiene que e;I' = —T'e; y por lo tanto, para cualquier vector
v € R¥t C CI(3,1), se tiene que vI' = —T'v; en consecuencia, para cualquier

representacion p : Cl(3,1) — End W se tendra que,

p(v) o p(I') = —p(I) o p(v).

En otras palabras, los elementos de R*! C CI(3,1) deben anticonmutar con la
estructura compleja definida por p(I"). Si usamos p(I") para definir una multpi-
licacién por i = /—1 en W, entonces los elementos del espacio vectorial R3!
deben definir transformaciones antilineales . Buscaremos entonces una aplicacion
de Clifford que produzca un isomorfismo de algebras,

Cl1(3,1) ~ R(4) ~ Endg R* ~ End¢ C? @ Endc C? o «,

de tal forma que el ismorfismo entre R* y C2 haga que la imagen de I'' = ege;eges
corresponda a multiplicar por i = v/—1 en C2. Esto fija que

I' — iidc2 ~iloxa,

quedando obviamente en el sumando directo de las transformaciones lineales
C? — C2. Luego, habremos de definir una aplicacién de Clifford v : R®»! —



Endc C2 @ Endc C2 o «, que, como hemos mencionado, tendra su imagen en el
sumando directo End¢ C? o o, de las transformaciones antilineales C2 — C2. Lo
que queremos conseguir es un diagrama como el siguiente:

R3! — 7+~ Ende C2 @ Ende C? 0

E

C1(3,1)

A continuacién vamos entonces a fijar « en términos de una base {uy,us}
de C? que mantendremos fija a lo largo de esta seccién. La definicién de « es:

a(ur) = ug, y a(ug) = —uy.

Al ser «v antilineal, o(z u;) = Z a(u;) para cualquier z € Cy cualquier j € {1,2}.
En particular, la versién matricial de « es,

o = 7).
V) z1
Esta eleccién de « guarda una interesante relacién con los elementos de C(2) ~
Endc (CQ.

Proposicién 7.1. Sea a : C? — C? la transformacién antilineal e invertible
descrita anteriormente y sea X € Endc(C?), una transformacién lineal arbitra-
ria. Entonces,

aoXoa=(—X")".

A continuacién vamos a escribir una matriz arbitraria Z € C(2) en la forma
Z = X +iY siendo X y Y elementos del algebra de Lie real us. Recordamos
entonces que,

Uy ={X €C@)X"=-X}= {X € (C(Q)‘X :i<t+fZ xzy)}
r+iy t—z ’
de manera que si X, Y €uy; = aXa=X*y a(iY)a = —iY* Claramente,
la descomposicion Z = X +iY € C(2) con X y Y en us, da lugar a una
descomposicién similar en Endc(C?) y cualquier elemento Z de Endc(C?) se
puede escribir de manera tinica en esta forma.

Observamos también que uy como espacio vectorial real, es isomorfo al
espacio-tiempo de Minkowski. Claramente las dimensiones coinciden, pero el
determinante, det(X), para X € us coincide con la forma cuadratica asociada
B cuando X lo vemos como el cuadrivector t ey + x e; + yes + z e3; ambas ex-
presiones dan por resultado 22 + 32 + 22 — 2. En otras palabras, det(-) en uy
es la forma cuadrética que coincide con la forma cuadratica B(-, -) : R%! — R,
cuando B es la geometria asociada al espacio-tiempo. Luego, sus algebras de
Clifford son isomorfas.



A continuaciéon vamos a dar una base conveniente de uy que evidencie el
isomorfismo con R3!: a saber, la base que consiste de las matrices de Pauli:

(1 0 (0 1 (0 — (1 0
70710 1 1=\ 0 2=\ o0 73=\0 -1
Entonces, si X € uy, podemos escribir,

X =tog+x0o1+yos+ 203,

conz,y, zy t reales. O bien, siguiendo la notacién usual, escribiremos X = z#o,,,
con la suma desde p = 0 hasta pu = 3. Igualmente, seguiremos la convencién
estandar de que los indices griegos toman valores entre 0 y 3, mientras que si
usamos indices latinos, éstos toman valores entre 1 y 3, de manera que X =
2%0¢ + 2%0; . Queda claro entonces que el isomorfismo con el espacio-tiempo de
Minkowski es simplemente,

up 3 tog+x01+yos+z03 & teg+zrer+yex+zes € R3!.
Podemos ahora dar el primer resultado fuerte de esta seccién:

Proposicién 7.2. La funcién lineal 7 : uy — Ende C? ® Endc C? o a, definida
por v(X) = X o a, es de Clifford y se extiende a un isomorfismo de algebras
CI1(3,1) — Endc C? @ End¢ C? o a.

Para ver que es de Clifford, observamos que,
(Xoa))=Xo(aoXoa)=XoX*=(det X) Idc: .

FEl siguiente resultado sera 1til para hacer cdlculos y mostrar que, en efecto,
la funcién « se extiende a un isomorfismo de C1(3,1) en C(2) ¢ C(2) a.

Proposicion 7.3. Para las matrices de Pauli, se tiene que,
a — — .
0y =09 0j = —0;
(iUo)a = ’iOo (iO’j)a = —in

Entonces, por ejemplo, si consideramos la base de us descrita previamente,
tendremos que,

eoereses — (ioga)(ioa)(ioaa)(iosa)
= iao(aiala)iag(aiaga)

= 00070204

00010203
= iJO
Observamos que ésta era justamente la condicién que buscidbamos: que el ele-

mento I' = epejeses, bajo la representacion del algebra de Clifford, se tranfor-
mara en multiplicar por . A continuacién es facil comprobar que los elementos



de la base de Cl(3,1) se transforman de la siguiente manera:

lor— oo
s X Toe"
€0i = 0
€ij — 10y , (i,4,k) € As
€123 = —0oQ
€0ij — —OkQ, (i,j, k) (S A3
I'— ’iUo

Observamos que los elementos cuadriticos del algebra de Clifford CI(3,1),
{€oi, €i;} se transforman en los generadores de las matrices complejas de 2 x 2 sin
traza; éstas son, las generadas por {o;, ioy }; en otras palabras, un subespacio de
dimensién real 6 de C(2), que inmediatamente reconocemos como sls(C), y que,
como veremos, es isomorfa al dlgebra de Lie del grupo de Lorentz. El subespacio
complementario a sl3(C) en C(2), es el subespacio real de dimensién 2 generado
por {09, i00}. Queda claro que esto genera completamente las transformaciones
C-lineales End¢ C% ~ C(2).

Por otro lado, el subespacio de las transformaciones C-antilineales End¢(C?)o
a ~ C(2)a esté generado por {ic,a} que es la imagen de R*! ~ u, y por {o,a}
que es la imagen de los elementos ctibicos {e123, €p;;} en CI(3,1).

En resumen, hemos demostrado que C1(3, 1) es un dlgebra isomorfa a End¢c C2@®
Endc C2 o a bajo la extensién canénica de la aplicacién de Clifford .

Hemos mencionado en la demostracién que sly(C), el dlgebra de Lie de ma-
trices complejas de 2 x 2 sin traza, es isomorfa al algebra de Lie del grupo de
Lorentz 03 1. A continuacién veremos como es que, ambos espacios de dimensién
6 sobre los nimeros reales, son efectivamente isomorfos como dlgebras de Lie;
es decir, que sl3(C) >~ 03 ;.

Podemos definir, para toda a € sl3(C), una transformacién R-lineal T, :
R3! — R3!. Lo hacemos dentro de C1(3,1) de la siguiente manera:

Cl(3,1) DR*' 5 Xa — [a, Xa] € R*' C CI(3,1), VX € uy.

Observamos que, como aa = (a*)*« para toda a, en particular se obtiene
que
[a,Xa] = aXa— Xaa = (aX + Xa")a

Es inmediato ver que aX 4+ Xa* € us, siempre que X € u,. La aplicacién

Xaw— (aX + Xa")a, Va € sly(C) (27)

puede verse como la version infinitesimal (es decir, la que resulta de tomar la
derivada a nivel del grupo de Lie SLy(C) en la identidad) de la aplicacién

Xa — A(Xa)A™H, VA € SLy(C).



Vamos a verlo. Nuevamente
A(ch)A*1 = AX((A*I)*)aa,

pero como detA = 1, entonces ((A71)*)¢ = A*. Por lo tanto, obtenemos la
transformacion

Cl(3,1) DR* 5 Xar (AXA"a c R¥*! C CI(3,1), A SLy(C). (28)

De donde es inmediato comprobar que AX A* € uy, siempre que X € us.
Para ver que (27) es la versién infinitesimal de (28) vamos a suponer que

R D (—€¢€)3t— A € SLy(C)

es una curva diferenciable tal que

d
Ao = lox2 ¥y que % tfoAt =ac 5[2(((:)
Claramente % (A:X AF) = aX + Xa*. Lo cual demuestra la afirmacién.
t=0

De paso, hemos conseguido ver que hay un morfismo de grupos,

p:SLy(C) = O(3,1)
A= p(A)

definido mediante la condicién p(A)X = AX A* para toda X € up ~ R3>L

Esto es claro porque det(AX A*) = det X, puesto que detA = 1y es ficil ver
que p(AB) = p(A)p(B). Enunciamos ahora la afirmacién més fuerte relacionada
con este morfismo en la siguiente proposicién.

Proposicién 7.4. El morfismo p : SLy(C) — (SO(3,1)), es suprayectivo y su
kernel consta de los elementos {+1ax2}.

Es facil ver que p(A) = p(—A) a partir de X — AXA*. Lo dificil es ver
que p es suprayectiva en la forma enunciada y que realmente ker = p{+1ax2}.
Referimos al lector a [10] para ver la demostracién.

Nota 7.5. Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior es que los
grupos de Lie SLy(C) y O(3,1) son localmente isomorfos y que el morfismo
p : SLa(C) — (SO(3,1)). es una aplicacién cubriente 2 a 1. Por definicién
esto hace de SL3(C) el grupo espinorial de (SO(3,1).) porque p es una funcién
continua y SLy(C) es conexo.

7.1. Operador de Hodge en CI(3,1)

Ya calculamos en una seccién anterior como actua el operador de Hodge en
AR?!, Dichos célculos quedan sintetizados en la siguiente tabla:



AV @ A* Al @ A3 A?
*IA =T *€p = —€123 * €123 = —€p *€p; = —€jk
*[' = 711\ *e; = 760]']6 * eOij = —€k *eij = €k

Como ya sabemos, CI(3,1) y AR®! son espacios vectoriales isomorfos, de
manera, que el operador de Hodge puede verse como un operador en Endc C? &
Endc C2 o o, de la misma manera en que lo hicimos en el capitulo anterior. Es
inmediato comprobar que,

*UQZiUO *(7:0'0):70'0 *O’ji*i()’j *(iO'j):O'j.

Y en general se tiene que,

*: A’R* @ A*R3*! ~ Span{oy,iog} — Span{og,iog} ~ A’R*! @ A*R3!
§ = ig
1 A’R*! ~ Span{o;,ic;} — Span{o;,io;} ~ A*R*!
= =i

Similarmente, en End¢ C? o o se comprueba, que,

1 A'R*! ~ Span{io,a} — Span{c,a} ~ A’R3!
£ —ig

* : ASR*! ~ Span{o,a} — Span{ic,a} ~ A'R*!
n—1in

Podemos sintetizar los resultados anteriores en la siguiente proposicién.

Proposicién 7.6. Sea X € Endc C2. Entonces,

xX =¢X°
*Xa=1X"«a

7.2. Correspondencia con la Derivada Exterior, la Codi-
ferencial y el Operador de Dirac. Las Ecuaciones de
Maxwell

Es bien sabido que el algebra exterior asociada al espacio-tiempo de Min-
kowski constituye un espacio bastante natural para modelar el electromagne-
tismo cldsico desde una perspectiva relativista, [12]. A partir de esta seccién
y hasta el final del capitulo explotaremos algunas de estas propiedades como
las ecuaciones de Maxwell y la contruccion de las magnitudes invariantes de los
campos electromagnéticos bajo transformaciones de Lorentz.

Comenzamos por calcular la derivada exterior y codiferencial en los elemen-

tos de la base de QR3! que haremos corresponder con sus respectivos elementos
el dlgebra de Clifford CI(3,1).



Para simplificar la notacién, definimos los siguientes conjuntos de pares or-
denados:

P = {(27 )’ (37 1)7 (1’2)}
Q= {(Ov 1)) (07 2)’ (Oa 3)}
R=PUQ

Sea wy = ¢ € Q°R>!. Entonces, su derivada exterior y su codiferencial se
pueden hacer corresponder, respectivamente, con:

3
dwy = Z Oupey

pn=0
(5&)0 =0

Si A=Y A,dx" € Q'R*!. Entonces, su derivada exterior y su codiferencial se
corresponden, respectivamente, con:

dA= " [0,A,—0uA) ev, (29)
(v,n)ER
3
0A = (—60A0 + Z 81A1> 1cy
i=1

Vale la pena observar que dA corresponde precisamente a la divergencia en el
espacio-tiempo de Minkoski. De esta forma podemos escribir la ecuacién de
continuidad de cualquier cuadrivector como §A = 0.

Si F' = 37 keas [—E;dx® A dz' 4 Bydzd A da*] € Q?R3!. Entonces, su
derivada exterior y su codiferencial corresponden a:

3
dF = Z [00By, — 0;E; + 0, Ej] eoij + (Z 8kBk> €123 (30)
=1

(i,5,k)€As
3
oF = Z [—80Ek + aZB] — @-Bi] er — (Z 81E1> €o (31)
(i,j,k)€As i=1

Nota 7.7. El signo negativo que aparece en la definiciéon de la 2-forma F' es
fundamental para hacer la identificacion usual con las ecuaciones de Maxwell,
como veremos mas adelante.

Siwsg = Z(i pep ©0ijdx° Nz Adzd +@123dzt Adz? Adz? € QPR3 Entonces,
su derivada exterior y su codiferencial se corresponden, respectivamente, con:

dws = 5080123— Z ak:SDOij r
(i,3,k)€As

dws = Z ((0ip123 — Dopojk) €k + (Oipori — Oj¥0k) €ok)
(is.jﬁk)EAS



Sea wy = o123 € Q*R31. Entonces, su derivada exterior y su codiferencial se
corresponden, respectivamente, con:

dW4:0

dws = Oopoi23ei2s + E 0ipo123€0jk
(4,5,k)€A3

Una vez calculados estos operadores, es inmediato reconocer los componentes
principales del electromagnetismo clasico. Primero, recordemos las ecuaciones
de los campos eléctrico y magnético en términos del potencial escalar, ¢, y del
potencial vectorial, A.

E = 7V§0*8t/¥

_ . (32)

B=VxA
Notemos que al elegir la 1-forma A = —pdz® + Y A;dx? la ecuacién (29) toma
la forma

dA = Z (80141 + 8190) ep; + Z (8114] — ajAZ) €ij-
(4,5)EP

De esta manera es clara la correspondencia entre dA y las ecuaciones (32) al
definir la 2-forma F' = Y (9,4, — 0,4,) = (—Eidxo Adz + Bidad A dmk)
como lo hicimos. A la 2-forma F' se le conoce como tensor de Faraday.

Las ecuaciones de Maxwell en unidades naturales son:

V-E= 4dmp
- 0B
E=-22
V x 5
V-B=
_ - OE
B=4 —
V x wJ + N

Donde p es la densidad de carga y J= (J1, J2, J3) la densidad de corriente.
Entonces, si definimos la 1-forma de fuentes, J = —peg+>_ J;e;, es inmediato

verificar que al igualar las ecuaciones (30) y (31) a ésta se obtienen precisamente

las ecuaciones de Maxwell; es decir, las ecuaciones de Maxwell toman la forma,

dF =0
OF =4nJ

Y en términos del operador de Dirac,

DF = (d+ 6)F = 4n.J.



Nota 7.8. Si volvemos a aplicar § en ambos lados de la ecuacién de fuentes
se llega a que §J = 0. Entonces, como notamos anteriormente, las fuentes del
campo electromagnético satisfacen la ecuacién de continuidad:

6J=0=0p+V-J=0

Proseguimos a obtener el equivalente de los operadores derivada exterior y
codiferencial en Endc C? @ Endc C? o a.
Sea A € Q'R*! una 1-forma cualquiera. Esta se corresponde con,

e+ A3 A —iA
A_Z<A1+Z'A2 —@—Ag o«

Y al caclular su derivada exterior y codiferencial, obtenemos,

dA— > [(O0Ar — OAo) +1i (0:A; — 0;A)] o

(4,5,k)€A3
3
0A — <80A0 + Z (%Al) (o)}
i=1
Consideremos F € Q?R3!. Esta se corresponde con,
F = Z(_Ek +iBy)o

B —E3 +iBs (—Fy +iBy) — i(—Fs + iBy)
~ (=B +iBy) +i(—Ey + iBy) Es — iBs

Y al calcular su derivada exterior y codiferencial, obtenemos la correspondencia,

dFH<i<803k+(VxE)k)ak+(V.§)00> oa

=
SF <k§ (—60Ek +(V x B)k> ioy — (V : E) wo> i

Consideremos w3 € Q3R3!. Entonces,

dws— | Qopras — D Okpoij | ioo
(i,4,k)€S

dws Z (Oipori — 0jpo0jk) ok + (Orp123 — Qooij) iok
(4,5,k)€A3

Finalmente consideremos wy € Q*R3!. Entonces,
dw4 — Oox2

3
5&)4 = — (Z 8u§00123> oo

pn=0



Nota 7.9. Observar que al escribir dA = F = (—F + iB), las ecuaciones
Maxwell toman la forma,

D(—E+iB) =4 J,

siendo D el operador de Dirac, y J identificada con la 1-forma de fuentes del
campo que, en el dlgebra de Clifford, estd contenida en el sumando directo
Endc C? o au.

7.3. Invariantes Relativistas del Electromagnetismo Clasi-
co

Como ya demostramos, al aplicar la transformacion que extiende a un ele-
mento de O(3,1) consiste inicamente en multiplicar por 1 en el subespacio
de AR?! generado por I'. De esta forma, cualesquiera dos elementos de AR?!
tales que su producto pertenezca a dicho subespacio, producird una cantidad
esencialmente invariante bajo transformaciones ortogonales. Es mas, si nos res-
tringimos a transformaciones de SO(3,1)., tendremos que dichos elementos son
estrictamente invariantes.

Bajo esta éptica podemos darnos cuenta que, ante transformaciones de Lo-
rentz en la componente de la identidad, los siguientes elementos del algebra de
Clifford son invariantes:

YAxY, FAF, FA«F T

siendo Y = ) y,dx* una 1-forma cualquiera y F = —E +iB.

El primer caso corresponde a la invarianza de la norma de los 4-vectores, ya
que Y AxY = —y2 4" y2; es decir, tinicamente nos dice que las transfomaciones
de SO(3,1). no cambian distancias.

Por otra parte, es facil verificar que las cantidades asociadas al tensor de
Faraday que son invariantes bajo transformaciones de Lorentz en la componente
de la identidad son:

|E*—[B> vy E-B.



8. El Algebra Cl(4,2)

En las secciones anteriores estudiamos detenidamente la forma de obtener
las respectivas realizaciones de C1(2 + p,p), con p =0y p = 1, en Endc C*’ @
Endc C?" o K, con funciones K, : C* — C?" antilineales e invertibles que
elegimos convenientemente en cada caso. El procedimiento que seguimos en
dichos casos fue esencialmente el mismo y, de hecho, en este caso seguiremos la
misma linea de razonamiento. Por este motivo omitiremos algunos de los pasos
con los que ya estamos familiarizados y que desarrollamos con suficiente detalle
en las secciones anteriores.

Sabemos que Cl(4,2) ~ Endg R®, y al igual que en los casos anteriores,
I € CI(4,2) induce una estructura compleja en R®, que nos permitird después
identificarlo con C*. Entonces, Cl(4,2) ~ Endg R® ~ EndcC* @ EndcC* o 3,
para alguna funcién B : C* — C* antilineal e invertible fija. Nuevamente, lo
primero que hacemos en nuestra realizacién, 7 : C1(4,2) — End¢ C* @ End¢e C*o
B, es ver que y(T') = iidca.

A continuacién vamos a fijar a 8 : C* — C* en términos de la funcién
a : C% — C? del capitulo anterior, utilizando una base {uy,us,vy,ve} de C*
para la cual

a(u) = ug a(v1) = ve
a(ug) = —uy a(ve) = —vy.
Entonces, definimos 8 como el operador antilineal diagonal:
a 0
=)

En particular,

z1 —Z2

2| | 21
ﬁ z3 - —2Z4

24 Z3

Para obtener el resto de la realizacién, observemos que R3! es un subespacio
de R*2, es mds, podemos completar la base canénica del espacio-tiempo de
Minkowski a una base canénica de R*?, a saber {e_, e, e, }, donde B(ey,ei) =
+1. De esta forma tenemos que R*? ~ Span{e_} @ R*! & Span{ey}, que a su
vez podemos identificar con Span{e_} @ uy @ Span{e; }

Proposicién 8.1. Sea v : Cl(4,2) — Endc C* @ Endc C* o 8 el mnorfismo
R-lineal de 4lgebras que extiende a la aplicacién de Clifford Span{e_} & uy ¢
Span{e, } — Endc C* @ End¢ C* o 8 dada por:

'Y(X)—()g )?a>oﬂ, X €uy CR*?,

. 0 loya
Aes) = <:F1M > ) o 8.



Mostrar que dicha realizacién es de Clifford es inmediato. Sin embargo, pa-
ra calcular explicitamente la imagen de los elementos de la base de Cl(4,2) y
verificar que 7(T') es la multiplicacién por i = y/—1, nos ser4 ttil la siguiente
proposicién.

Proposicion 8.2. Sean X € us y § la transformacién antilineal invertible que
definimos anteriormente. Entonces,

X 0 X 0
oo )= (V%)

Por otro lado, se tiene que Sovy(ex) oS = —v(ex).

Ahora consideremos al elemento I' = epejegeze_ey. Calculemos su realiza-
cion por partes utilizando la Proposicién anterior se tiene que,

00050208 0 00010203 0
7(60616263) = 0 a a = )
04010503 0 —00010203

([ 1axe 0
’7(6—6-"-) - 0 _]-2><2 .

Entonces, recordando que ogo10203 = ilaxs, llegamos a que:

’Y(F) = il4><4-

Mediante una serie de calculos sencillos (pero laboriosos), es posible com-
probar que la representacién elegida transforma a los elementos de la base de



Cl(4,2) de la siguiente manera:

lor = laxa ' ilyxa

ioc, 0 0 oo
ey < 0 ioﬁ)oﬁ et <:FUO O)Oﬁ

0 —10 o, O
Cut 7\ _jga 0 u> €=\ 0 iok>
w

o; 0 o0} 0

€egi 0 —0'7;) e_1 — 0 00)

€0ij =

( (
( (
( (
o ) L IR
| |
( (
( (
( (

€0123+

— 0
6123—+*—>< go )05

8.1. Operador de Hodge en Cl(4,2)

Proseguimos a calcular el operador de Hodge en los elementos de la base. El
resultado se muestra en la tabla siguiente:



A0 @ AS Al A? A3
*¥1p =T || xeg = —e123—1 || *€g— = —€123¢ *€0i— = Cjk+
*[' = 1A *€; = —€0jk—+ *€i— = —C€0jk+ *€)—4+ = €123
*€_ = —€0123+ *€_4 = —€0123 *€0i4+ = €jk—
*¥€4 = —€p123— *€0; = —E€jk—+ *€j—+ = €0jk
*eij = €0k—+ *ej;H_ = —€0i—
*€04 = —€123— *€123 = —€0—+
*€j+ = —€0jk— *61']'_ = —C€0k+
*€0jk = —€i—+
At A°
*€123+ = —€0— *€123—+ = €0
*€0jk+ = —€i— *€0jk—+ = €4
*€0123 = —€—4 || *¥€0123+ = €—
*€jk—+ = —€0i *€0123— = €4
*€0i—4 = €5k
*€0jk— = —E€it
*€123— = —€0+

Al igual que en los casos anteriores, en nuestra representacién el operador
de Hodge consiste en multiplicar por +7 al elemento al cual se le aplica, donde
el signo depende del grado del elemento. En general se tiene que,

* *
AOPASPA* ALPAZHASHAS

8.2. Derivada Exterior y Codiferencial

Recordemos los conjuntos de indices que definimos en la seccién anterior,

P = {(27 3>7 (37 1)7 (17 2)}
R ={(0,1),(0,2),(0,3),(2,3),(3,1),(1,2)}.

Siempre que escribamos una suma con dos indices griegos, entenderemos que
el par (v, u) estd en R, y por otro lado, siempre que escribamos pares de indices
latinos, entenderemos que estan en P.

Si wg = ¢ € Q'R*2. Entonces, su derivada exterior y su codiferencial se
corresponden, respectivamente, con:

3
dwy = Z Oupe, + 0—pe_ + Oy ey
pn=0

(5&)0: 0



Sean a; € Q'R¥*! y w; = ay + >y Aidz® € Q'R*2. Entonces, su derivada
exterior y codiferencial se corresponden, respectivamente, con:

3
doy = (d|ggsr01) + DD ([0uAs — 0xA] ) +
+ wpu=0

+(0-Ay =01 A Je_y
dwr = ((8]ggesar) + [0+ A4 —0-A]) L

Con la finalidad de simplificar las ecuaciones obtenidas en A2R%?2 definimos los
4-vectores:

Wy = (Wos, Wig, Woy, Way)

Sean ap € A2R3 y wy = g+ Wuidx“i +p_dr=t € Q?R*2. Entonces,
su derivada exterior y codiferencial se corresponden, respectivamente, con:

3
dws = (] ggara2) + D [Oup—s + 04 Wy —0-Wiie, i+
n=0 (33)
+ Z Z [8i(puu + auWMi - aMWVi] Cout
+ (v,u)ER
3
Swy = (0] ponc2) + >[04 Wys — 0-W,_] et
pn=0

3 (31)

+) 0 |00Wor + 0z y — > Wi | ex
T

i=1

Siaz € PR¥M yws = a3+ puurda? "+ ¢, dzt~T € Q*R42. Entonces,



su derivada exterior y codiferencial se corresponden, respectivamente, con:

dwz = (d|QR3v1a3) + Z Z Okpij+ | — Oxp123 | 1234+
+ (i.5,k)EAs
+ Z Z (Oopij+ — O+poij + 0jpoit — Oipoj+) €oij++
* (i,j)eP
+ > (O-pijy — Oppij— + 0ipj—y — Djpiy) €ij 4+
(i,J)EP
3
+ Z (0—oit — 04 @oi— + Oopi—4 — 0iPo—+) €0i—+
=1
3
Sws = (8] gans) O |00t — Y Onipont | €ox
+ i=1
3
Z [O4Pupt — O—pupu-] vy + Z [Okpr—+ — opo—+]e—+
(v,u)ER i=1
+ Z Z [OFPr—+ — Oowor+ + (950 ht — iprit)] ex+
£ (i4.k)eAs

Sean aq € QR y wy = au+ Y (p1230.de?F) + 3 (ppp_pdai—F) € QRE2,
Entonces, su derivada exterior y codiferencial se corresponden, respectivamente,
con:

dwy = Z (O+00ij— — O—p0ij+ + Ooij—+ + 0jpoi—+ — Oipoj—+) oij—+
(i,J)€EP
+y (80<P123i +0rpo12s — Y ai@Ojki)eousi
+ (i,5,k)EA3
+ (6+<P123 — 01234 + Z 5i90jk+>€123+
(4,5,k)EA3

3
dws = (0]gpenca) + [0y 1234 — O_pro3 ] eras + <Z 8ig002-+> eo—+

i=1
+ Z Z ([3:F90¢j+ + Oopoij+ — Okpr23+] €ijrt+
£ (i,5,k)€A3
+ [0+ 00i—+ + Orpori+ — 050ij+) 60i¢)
+ Z [Oopok—+ + Oipri—t — OjPjk—+] €kt +
(i,5,k)€EA3

+ Z [040ij+ — O—poij-] €oij
(i,7)EP



Sea ws = (p123,+d.7j123_+ + E(pol‘j,erl'Oij_—"_ + 2@0123idl‘0123:|: € Q°R*2,
Entonces, su derivada exterior y codiferencial se corresponden, respectivamente,
con:

dos = |Oopras—y — D> Oipojr—t + ¥ (£0xp0123+) | T
(i,4,k)€ A3 +

dws = (D4 po123 — O—por2s—) 023 + Y _ [0 123—4 — Doporase] erass+
-

+ Z ( [Dip123—+ — QoPojk—1] €jr—+
(i,5,k)€As
+ [0i0ori—+ — 0jP0jk—+] €0k+) +
3
+ )0 [050jk—+ — Dipor23+] €ojrt
¥

i=1

Finalmente consideremos wg = @g123— 41 € QSR*2, su derivada exterior y codi-
ferencial corresponden, respectivamente, a:

dUJﬁ: 0

(Oowo123—+)€123—+ + Z (0ipojk—+) €0jk—++
(4,5,k)€A3

(5w6

+D  (Opo12s—+) ex
-

8.3. Recorrido desde las Ecuaciones Maxwell en Cl(4,2)
hasta el Grupo de Transformaciones Conformes del
Espacio-tiempo de Minkowski

Como vemos de los cédlculos anteriores, cuando estan definidas, la derivada
exterior y la codiferencial en QR3! quedan claramente identificadas dentro de
sus contrapartes en QR*2. Esto quiere decir que las ecuaciones de Maxwell que
obtuvimos con el operador de Dirac aplicado a una 2-forma, también quedan
contenidas como un subconjunto de ecuaciones dentro de un caso mas general.

Consideremos la ecuacién de Dirac para una 2-forma de QR*2. Observemos
que la ecuacién dws = 0 implica que, por un lado d|grsias = 0, es decir, la
parte correspondiente a QR?! satisface las ecuaciones de Maxwell homogéneas.
Por otra parte, en el resto de las componentes, dws = 0 implica que,

8iE + 80Wi —VWy+ =0

_8:t§ + V x W:t =0
3M50_+ + 8+VV,L_ - 6_Wu+ =0



Si ahora consideramos la ecuacion dws = 0, vemos que no ocurre lo mismo. En
este caso las ecuaciones correspondientes al subespacio QR3'! se mezclan con las
del resto. La forma explicita de las ecuaciones es:

OoWos +0sp_ —V-We =0

O Wop —0_Wy_ +V-E=0

O W,y —O_W_+0E—-VxB=0
El andlisis de la posible relevancia fisica o matematica de estas ecuaciones parece
ser suficiente, por si mismo, para un trabajo independiente. Por esta razén no
profundizamos mas en estos resultados y dejamos al lector que forme sus propias
conclusiones. Sin embargo, la importancia de considerar el espacio vectorial R*2

con su geometria B de signatura sgn B = (4,2) queda puesta de manifiesto en
el siguiente resultado general:

Proposicion 8.3. Sea V un espacio vectorial de dimensién n > 3 equipado con
una geometria ortogonal B : V x V — K de signatura sgn B = (p, q). Sea U el
espacio vectorial aumentado, Span{e_} @ V @ Span{e, }, de dimensién n+ 2 y
equipado con una geometria ortogonal By de signatura sgn By = (p+ 1,9 + 1)
de tal forma que el complemento ortogonal de V' en U es Span{e_} @ Span{e, }
y de forma que By(et,er) = 1y By(e—,e;) = 0. Entonces, el dlgebra de Lie
del grupo,

Conf(V, B) = { f difeomorfismo local de V' | B(Df(u), Df(v)) = e’ B(u,v) }
es isomorfa al dlgebra de Lie del grupo Op,, (U). En otras palabras,
C0pg = 0pi1gr1 =~ AU

El caso que aqui nos interesa es co3 1 ~ 042 ~ A*R%? y vamos a probar que
esta dlgebra de Lie es isomorfa al dlgebra de Lie del grupo SU(2,2).

Nota 8.4. En 1910, Bateman [3] demostré que el grupo de transformaciones que
dejan invariantes a las ecuaciones de Maxwell es precisamente el grupo de trans-
formaciones conformes del espacio-tiempo de Minkowski, es decir, Conf(3,1).

Comencemos con el isomorfismo
042 ~ A’RY? ~ A? {Span{e_} & R*' & Span{e, }}

Se sigue de la Proposicién 4.6 que A*¥(U @ V) ~ @ AU @ A"V para todas los
enteros g y h tales que g + h = k. Entonces, se tiene que,

o4~ {e- AX|X €up} AR @ {Y Aey]Y €up} @ Spanfe_ Aei}.

Usando la realizacién de Cl(4,2) que presentamos es inmediato que,

23,1 X 0 Ye 0
AR _SpanR{<O ya 0 v

X,Y € uytales queXAY#O}.



Mientras que los otros dos sumandos no triviales tendremos que:

{e_/\XXGug}N{<)?a )(f) |X€u2}

0 -Y
{Y/\e+Xeu2}:{<Ya 0) YEUQ}

Por lo tanto, con un poco de algebra lineal es posible demostrar que

(- AXIX €} @ {Y Aey|V € ug} = {(3 )0() ‘X,YGuQ}.

Observemos que si X es un elemento de ug, también X* lo es. Con esto, es
posible verificar que,

spanR{(Xéfa ng) |X,y Cusy X AY 2 o} ~ {(g _%) |g 65[2((3)}

-1 0
0 1
que la dimensién de A’R*2 es 6 +4 +4 + 1 = 15, que es precisamente la
dimensién de SU(2,2). Entonces, si consideramos el dlgebra de Lie de SU(2,2),

por definicién se tiene que,
o ¥\ (0 1 n 0 1\ (oo By _ (0 O
g* o 10 1 0/\yv 6/ \0 O

y Tr(a+d)=0

Finalmente, se tiene que Span{e_ A e} ~ Span { ( ) } Vemos entonces

Sllp o = <3 §> S C(4)

Es decir, a* +6 = 0, v = —y* y = —F*. Entonces § = —a* y 8,7 € us.
Observemos que, aunque Tr(a — a*) = 0, el elemento o € C(2) por si mismo
puede tener traza distinta a cero. De hecho, lo inico que nos dice la condicién
Tr(a — a*) = 0 es que la traza de o es un nimero real.

Se sigue inmediatamente el isomorfismo:

Slg o = {(: _i*> e C4)

O de forma equivalente, co3 1 >~ su .

B,y €Eugy Tr(a) € R} ~ A’R*?



9. Conclusiones

Siempre es posible, en cualquier variedad que admita una métrica ortogonal
de alguna signatura fija, definir localmente un haz de Clifford con dicha sig-
natura, en el mismo sentido en el que definimos el haz exterior y en el que se
trabajé a lo largo de la tesis. Si ademads la signatura de la métrica es de la forma
(p + 2,p), dicho haz viene equipado con la estructura compleja que se obtiene
del elemento I'. Sabemos que hay obstrucciones geométricas y topolégicas para
que las construcciones locales tengan sentido globalmente y analiticas para que
la estructura compleja resulte integrable. Este trabajo nos da motivacién para
incursionar en estos planteamientos de tipo global en variedades.

De cualquier manera, en el andlisis local desarrollado en este trabajo, re-
sulté evidente el importante papel que juega la estructura compleja definida
por I' en cualquier representacion de Clifford. Dicha estructura compleja es la
que nos permitié entender a la forma diferencial w € CI1(2,0) como una pareja
de funciones complejas y ademas, interpretar la ecuacién de Dirac, Dw = 0,
como dos juegos de ecuaciones de Cauchy-Riemann, uno por cada pareja. Bajo
ese mismo espiritu, la estructura compleja en Cl(3,1) juega un papel crucial al
dar una representacién del tensor electromagnético cldsico, como una funcién
definida en el espacio-tiempo que toma valores en sly(C) y permite escribir las
ecuaciones de Maxwell en la forma D(—FE +iB) = J, con i = y/—1, utilizando
el operador de Dirac.

De esta forma, las ecuaciones de Cauchy-Riemann y las ecuaciones de Max-
well son esencialmente equivalentes en sus respectivos espacios.

La Proposicién 8.3 sirve como motivacién para el estudio del algebra Cl(4, 2),
y junto con los resultados anteriores nos lleva a considerar las ecuaciones geomé-
tricas correspondientes, D(A +iB) = C. Dichas ecuaciones constituyen una ge-
neralizacion natural al espacio de tranformaciones conformes del espacio-tiempo
de Minkowski y estan estrechamente relacionadas con las ecuaciones de Maxwell.
En dichas ecuaciones los nuevos términos de las 2-formas que no pertenecen al
campo eléctrico o magnético aparecen unicamente en las ecuaciones de fuentes,
lo que sugiere una posible relacion entre éstas y las nuevas componentes del
campo.

Aunado a los ejemplos ya vistos, el operador de Dirac siempre constituye
la raiz cuadrada del operador Laplaciano asociado a una variedad con una geo-
metria dada. De esta forma, su estudio se extiende a muchas otras areas de la
matematica; por ejemplo, la ecuacién de Dirac en mecanica cudntica no es més
que la descomposicion de la ecuacién de Klein-Gordon.

En conclusién, hay ventajas evidentes que resultan de trabajar con en el
algebra de Clifford en lugar de con el dlgebra exterior, y, aunque el estudio de
las algebras de Clifford se extiende mucho mas alld de lo que se presenté en
este trabajo, lo que aqui se ha presentado resulta un compendio autocontenido
para familiarizar al lector con los conceptos fundamentales del tema y ademas
se mostré que las dlgebras de Clifford constituyen un ambiente natural para el
estudio de las ecuaciones geométricas en los espacios que hemos estudiado.
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