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Soluciones simétricas a problemas elipticos
semilineales con condicién a la frontera



Introduccion

Resumen

Muchos problemas de andlisis pueden ser vistos en forma de una ecuacién
funcional F'(u) = 0, donde las soluciones u se buscan en una clase de funciones
admisibles en un espacio de Banach V' . Una clase particular de ecuaciones
funcionales es la conformada por las ecuaciones de Euler-Lagrange, que son

de la forma

definidas por un funcional E sobre un espacio de Banach V' que es Fréchet
diferenciable con derivada DE. En este caso diremos que dicha ecuacién
esta en forma variacional.

El objetivo de este trabajo es, haciendo uso de técnicas del calculo de
variaciones, encontrar soluciones no triviales al siguiente problema eliptico
semilineal

—Au+ I = |ulP?u en
u = 0 sobre 02

En la primera parte parte del trabajo se expondran algunos resultados so-
bre espacios de Hilbert y convergencia débil. Finalizando la primera parte con
el Teorema|[I.19 que garantiza existencia de minimos en conjuntos débilmente
cerrados de funcionales coercitivas, débilmente semicontinuas inferiormente.

En la segunda parte introduciremos el concepto de derivada débil y los es-
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pacios de Sobolev, y se demostraran la desigualdad de Poincaré y el Teorema
de Rellich-Kondrakov.

En la tercera parte se exponen los conceptos de diferenciabilidad en es-
pacios de Banch y variedades de Hilbert. Se define el concepto de solucion
débil y se plantea el problema en forma variacional. Se demuestra el teorema
principal de este trabajo (Teorema , haciendo uso de los teoremas de la
segunda parte para garantizar que se cumplen las condiciones del Teorema
[1.19] Usando dicho teorema, se muestra la existencia de al menos una solu-
cién débil no trivial si el dominio es acotado. Finalmente, apoyandose en el
principio de criticalidad simétrica de Palais se demuestra que hay al menos
una solucion simétrica no trivial, si el dominio es acotado y simétrico, y se

da un ejemplo de un dominio que admite una solucién no radial.

Notas historicas

La importancia de las formas 6ptimas en culturas antiguas se manifiesta,
por ejemplo, en el interés de los filosofos griegos en problemas de isoperi-
metria, como la cuadratura del circulo.

El primer tratamiento de un problema variacional es atribuido a Fermat,
quien postulé que la luz sigue un camino en el menor tiempo posible y en
1622 fue capaz de derivar las leyes de refraccion en términos que podriamos
llamar analiticos. Gracias al desarrollo del calculo por parte de Newton y
Leibniz, el célculo de variaciones tuvo un desarrollo mas sistematizado .

En junio de 1696 Johann Bernoulli encontré una solucién al problema de
la braquistocrona, esto es a menudo visto como el nacimiento del calculo de
variaciones. En 1743 Leonard Euler, alumno de Johann Bernoulli, presento el
trabajo: «Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate
gaudentes, sive solutio problematis isoperimetrici lattissimo sensu accepti»
publicado en 1744; donde expresa, en un apéndice, que: «todo en la naturaleza

sigue algun principio de maximalidad o minimalidad». Asi, los trabajos de
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Johann y Jakob Bernoulli y Leonard Fuler, todos de la ciudad de Basilea en
Suiza, se convirtieron en fuente de inspiracion para las siguientes generaciones
de matematicos.

Legendre, Lagrange, Jacobi y Hamilton hicieron importantes contribucio-
nes. A ellos debemos lo que ahora llamamos «Ecuaciones de Euler- Lagran-
ge», «Ecuaciones de Jacobi» o «Teoria de Hamilton Jacobi», por mencionar
algunas.

En el siglo XIX los métodos variacionales fueron llevados a cabo sin un
completo rigor y la mayoria de las veces el modelo era confundido con el
fenémeno que se supone describe; asi, el hecho de que por instancias natu-
rales existiera un fenémeno fisico era tomado como evidencia suficiente para
que el correspondiente problema matematico tuviera solucién. Sin embargo,
a finales de ese mismo siglo, WeierstraB en un trabajo titulado «Uber das
sogenannte Dirichlet’sche Princip» encontré un ejemplo de un problema va-
riacional que no admite solucién minima. La critica de Weirstraf al principio
de Dirichlet precipité al calculo de variaciones en una crisis en sus funda-
mentos (Grundlagenkreise). Sin embargo, a través de los esfuerzos de varios
matematicos incluidos Weierstrafl, Arzéla, Fréchet, Hilbert y Lebesgue, que
no querian deshacerse de la herramienta que dicho principio representaba, el

calculo de variaciones fue revitalizado y emergié de su crisis con nueva fuerza.
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Capitulo 1

Un teorema de minimizacion

«Mis proposiciones se esclarecen porque quien las entiende las
reconoce al final como absurdas, cuando a través de ellas -sobre
ellas- ha salido fuera de ellas. (Tiene, por asi decirlo, que arrojar
la escalera después de haber subido por ella). Tiene que superar

estas proposiciones; entonces ve correctamente el mundo.»
Ludwig Wittgenstein[l]

1.1. Espacios de Hilbert

Recordemos que un espacio de Hilbertﬂ es un espacio vectorial con producto
interior, completo respecto a la métrica generada por dicho producto. Si H es
un espacio de Hilbert, denotaremos por (-,-)y v || - ||z a su producto interior
y a su norma, respectivamente, o simplemente (-, ) y || - || cuando sepamos a
que espacio nos referimos. Recordemos también que en los espacios de Hilbert

se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwartz, es decir,

[ {w, )| < Jullf}v]]

!Tractatus légico-philosophicus, 6.54, 1922.
2Para propiedades sobre espacios de Hilbert puede consultarse [2} capitulo 2] |4, capitulo
6] v |3 capitulo 6].
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para todos u,v € H. En todo lo que sigue en el desarrollo de este trabajo H
denotara un espacio de Hilbert.

Sabemos que los espacios euclidianos RY de dimensién finita son com-
pletos y ademas que el producto punto es un producto interior. Igualmente,
sabemos que los espacios de sucesiones [P y los espacios de Lebesgue LP(RY)
son completos, y en particular, las métricas de los espacios L?(R") y [? son
generadas por un producto interior.

A continuacién enunciaremos algunas definiciones y resultados importan-
tes de los espacios de Hilbert.

De la misma manera que en los espacios euclidianos de dimensién finita
tenemos la nocién de ortogonalidad, generalizamos esta idea a los espacios

de Hilbert de la siguiente manera.

Definicién 1.1. Sea V un subespacio vectorial de un espacio de Hilbert H.

El espacio ortogonal a V' en H se define como
Vi={weH: (v,u)=0¥v eV}

Ejemplo 1.2. Consideremos el espacio de Lebesque L2(RY) y el subespacio

de funciones continuas de soporte compacto C°(RY) entonces C°(RN)+ =
{0}.

Demostracion. De las propiedades de la integral de Lebesgueﬂ sabemos que

/ up =0,
RN

para todo ¢ € C=°(RY), lo que implica que v = 0 para casi todo punto. []

Del ejemplo anterior podemos notar que no necesariamente H = V@ V>,
como si ocurre en el caso de espacios de dimensién finita. El siguiente Teo-
rema nos dice cuando podemos separar H en suma directa de un subespacio

vectorial y su espacio ortogonal.

3 |1)[capitulo 14.5]
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Definicién 1.3. Sean (Hi, (-, Yu,) v (Ha, (-, n,) dos espacios de Hilbert.

Definimos el producto escalar en la suma directa como (-, Yy, eom, : H1 & Hy — R

(ur +v1,ug + Vo) mym, 1= (U1, u2) i, + (V1,V2) iy,

para todos uy,us € Hy y v1,v9 € Ho.

Definido el producto escalar de esta manera, resulta que Hy & Hs es,

también, un espacio de Hilbert.

Teorema 1.4. Si V es un subespacio vectorial que ademds es cerrado en
H, entonces existe un isomorfismo lineal H — V & V* que ademds es una

1sometria.

La importancia del siguiente resultado es que caracteriza las funciones
continuas sobre los espacios de Hilbert que toman valores reales identificando-

las con el espacio mismo.

Teorema 1.5 (de representacién de Fréchet—RieszED. Sea H un espacio de
Hilbert yn : H — R una funcion lineal y continua. Entonces existe un unico
w € H tal que

nu = (w,u) para todo u € H.

1.1.1. Convergencia débil

Uno de los resultados mas importantes en el Analisis Real es el teorema
de Bolzano-Weirstral el cual nos permite extraer sucesiones convergentes
de sucesiones acotadas en RY, lo que en general no ocurre en espacios de
dimensién infinita. Nuestro siguiente objetivo es definir un concepto de con-
vergencia que nos permita hacer el analogo al Teorema de Bolzano-Weirstrafl

para los espacios de Hilbert en general.

4Para la demostracién de este teorema puede consultarse |5][seccién 5.7].
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Definicién 1.6. Decimos que una sucesion (uy.) de elementos de H converge
débilmente a uw en H o que u es el limite débil de (ug) en H, si para cada
v € H se cumple que

lim (uy, v) = (u,v).
k—o0

Esta definiciéon es una generalizacion del concepto de convergencia usual

lo cual queda establecido en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.7. Si la sucesion (uy) converge a w en H entonces (uy) con-

verge débilmente en H.

Demostracion. Para cada v en H, la funcién L,(w) := (w,v) claramente es
lineal y por la desigualdad de Cauchy-Schwartz es continua en H. Como (uy)

converge a u se tiene que

lim (uy, v) = (u,v).
k—o00

Por tanto la sucesion (u) converge débilmente a w. O

Definicién 1.8. Decimos que un subconjunto M de H es débilmente cerrado
si para toda sucesion (u,,) en M débilmente convergente en H a un elemento

u € H se cumple necesariamente que u € M.

Corolario 1.9. Si un subconjunto M de H es débilmente cerrado en H

entonces es cerrado en H.

El siguiente ejemplo mostrara que la convergencia débil no implica la

convergencia usual, en general.

Ejemplo 1.10. Sea (e,,) la sucesién en el espacio de Hilbert I* definida como

sigue, e, (1) == 0,,;, donde

1 n=1

0 n#i
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es la delta de Kronecker. Entonces (e,) mo converge en [* pero si converge

débilmente en 2.

Demostracion. Sean n, m dos naturales distintos entonces
(o]
len = eml = len(i) — em(i)* = 2.
i=1

Asi (e,,) no puede ser una sucesiéon de Cauchy. Por lo tanto (e,,) no converge.

Sea s € (. De la definicién del producto punto en [?

(s,en) = Zs(i)en(i) = s(n)
i=1
y del hecho que s(n) — 0 se sigue que (s, e,) — 0 = (s,0;2) = 0. Por lo tanto

(e,) converge débilmente a 02 en [2. [

Ejemplo 1.11. Sea M C [? el conjunto formado por los elementos de la
sucesion (e,) del ejemplo anterior. Este conjunto no es débilmente cerrado,
ya que tiene una subsucesion que converge a Opiy2, el cual no esta en el
conjunto. Por otro lado M es cerrado en 12 ya que es un conjunto de puntos

aislados.

Los siguientes resultados nos ayudaran a establecer un analogo al Teorema

de Bolzano-Weierstrafl .

Lema 1.12. Sea (uy) una sucesion acotada en H de tal manera que la su-
cesion ({ug,v)) converge en R para todo v € H. Entonces existe una uw € H

tal que (ug) converge débilmente a u en H.

Demostracion. La funcion n : H — R definida como

nu = lim (ug, v)
k—o0
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es lineal. Sea C' la constante que acota a (uy). De la desigualdad de Cauchy-

Schwartz se sigue que para todo v € H
[(ur, )| < Jlullfo]] < Clloll,

es decir,

|77U| = lim <ukav> < CHUH7
k—o0

lo que demuestra la continuidad de 7. Por el teorema de representacién de

Fréchet-Riesz existe una tnica v € H tal que

{ur, v) =V = (u,v)
para todo v € H. Por lo tanto, (ux) converge débilmente a v en H. ]

Teorema 1.13. Toda sucesion acotada en H contiene una subsucesion débil-

mente convergente en H.

Demostracion. Sean (uy) una sucesion acotada en H y ¢ > 0 una de sus

cotas. De la desigualdad de Cachy-Schwarz se sigue que

| (ugy wr)| < ug | [Jur || < elfual].

Como la sucesién de nimeros reales (ug, u;) estd acotada, existe una subsu-
cesion (uy) de (uy) tal que ({uy,u1)) converge en R. Continuando de manera
recursiva obtenemos, para cada m € N, una subsucesién (uf?) de (u]""') tal
que ((u}’,um,)) converge en R. Por un argumento diagonal, es decir, con-
siderando la subsucesién (uf) obtenemos que (uf,u,,) converge en R para
cada m € N. Por otro lado, denotemos por V' al conjunto de todos las com-
binaciones lineales de (uy). De la bilinealidad del producto escalar se sigue
que ({u¥ v)) converge para cada v € V. Sea z € V y € > 0 entonces existe

v € V tal que ||z —v| < § y existe K € N tal que si k,j > K entonces
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=
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i = wjllllz = vl + [{uk — v, )]
< (lugll + gD Nz = vll + [{uk = u, )]

E €
2c—+ - =-=¢.
c4c—|—2 3

A

Por lo tanto para cada z € V, la sucesién ((uf, z)) converge en R. Finalmente,

como V' es un subespacio vectorial cerrado ocurre que cada w € H es de la

foomaw=z+yconz€Vyy € V" Por lo tanto,

<u]I:>w> = (UIILZ> + <U’1§>y> = <u£>z>

y, en consecuencia, ({uf,w)) converge para todo w € H. Finalmente, del lema

anterior se sigue que (u¥) converge débilmente en H. ]

Continuando con las analogias de la convergencia débil con la convergen-
cia usual probaremos que toda sucesion débilmente convergente es acotada.

Para eso ocuparemos el siguiente resultado conocido como Teorema de Baire.

Lema 1.14 (de Baire). Si X es un espacio métrico no vacio, completo y

Xy C---CX,, C--- es una sucesion de espacios cerrados de X tales que
oo
X =] Xn,
m=1

entonces int(X,,,) # 0 para algin mo € N.

Demostracion. Supongamos que X y (X;) cumplen las hip6tesis del Teorema
y ademés que int(X,,,) = 0 para todo mg € N. Sean 21 € X y 0 < r; <
%.Como Bx (z1,71)N(X —X1) es abierto y no vacio existen 2o € X y 0 < ry <
% tal que Bx(xa,75) C Bx(z1,71) N (X — X;). De manera recursiva, como

para cada m € N, int(X,,_1) = () entonces Bx (2y—1,7m-1) N (X — X,,,_1) es



CAPITULO 1. UN TEOREMA DE MINIMIZACION 8

no vacio, luego obtenemos x,, € X y 0 < r,,, < Qim tales que

BX(Ima rm) C BX (xm—b Tm—l) N (X - Xm—l)-

Se tiene entonces que si n < m

Por lo tanto (x,) es de Cauchy en X y asi existe un punto x € X tal que
xn, — x. Si en la desigualdad anterior hacemos n — oo obtenemos que para
todo m € N

d(x, ) < Ty

Se sigue entonces que x ¢ X, para todo m € N lo que contradice el hecho

de que X es la unién de los X,,. O

Teorema 1.15. Si (uy) converge débilmente en H entonces (uy) estd acotada
en H.

Demostracion. Para cada m € N definamos el siguiente conjunto
X ={we H : |(u,w)| <mVk € N}.

Claramente,
X, = ﬂ L;kl[—m, m,
keN
donde L, : H — R estd dada por L,(w) = (u,w) que es una funcién lineal y
continua, por lo que cada X, es cerrado. Ademas notemos que X,,, C X,,11y
que para cada w € H la sucesion ({ug, w)) estd acotada en R, lo que implica
que N
H={]J X
m=1

Por el lema de Baire, existen my € N, wg € X,,,, y d > 0 tales que By (wy, ) C
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) Uk
U, wo + z7—— )| < Mo,
2 [Jull

para todo k € N. Por lo tanto,

SHUE =\ Uks 577 ) = |\ Uk, Wo T 577
2 2 [Ju| 2 [Ju]|

es decir, [Jug| < Zgimo para todo k € N. ]

Xome- En particular,

+ [{(ug, wo)| < 2my,

1.2. Semicontinuidad inferior

En esta seccién daremos condiciones para encontrar puntos minimos de fun-
ciones reales sobre espacios de Hilbert.
En lo que sigue H serd un espacio de Hilbert y M un subconjunto de H

débilmente cerrado.
Definicién 1.16. Sea I : H — RU {400} una funcion, se dice que:
1. I es coercitiva en H si I(u) — oo siempre que ||u|| — oo,

2. I es débilmente semicontinua inferiormente (d.s.c.i) en M con respecto
a H, si para cada w € M y cada sucesion (u,,) en H que converge

débilmente a u en M, ocurre que I(u) < liminf,, I(ty,) .

Ejemplo 1.17. Las funciones constantes con valores reales son d.s.c.i. pero

no son coercitivas.

Ejemplo 1.18. La funcion norma en cualquier espacio de Hilbert es d.s.c.i.

Yy coercitiva.

Demostracion. Consideremos (uy) una sucesion que converja débilmente a u

en H. Si v =0 se cumple la desigualdad ||u|| = 0 < lim infy ||ug]|.
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Supongamos que u # 0. De la desigualdad de Cauchy-Schwartz obtene-

mos que para todo k € N
<uk’ U>
[

<[]

Como (uy,u) — |Ju/|?, tomando limites inferiores obtenemos que

= 1 S g S0 o
koo [[ul] B [l G
De donde concluimos que la norma es d.s.c.i. O

Teorema 1.19. Sea I : H - RU {400} una funcion d.s.c.i. y coercitiva en
M con respecto a H. Entonces I es acotada por abajo y alcanza su minimo
en M.

Demostracion. Denotemos por «q := infyI. Si I = 0o, entonces se cumple
la conclusién. Supongamos que I # oo.

Sea (u,,) una sucesién minimizante en M, es decir, tal que (I(u,,)) sea
una sucesioén no creciente y convergente a ag < o0.

Notemos que (u,,) es acotada en H. Si no lo fuera habria una subsucesién
de (um,) tal que lim;_, ||ty || = 0o. Por la coercitividad de I se tendria que
lim; o0 I(t;) = 00, y por ser (u,;) subsucesiéon de (u,,) se tendria que
ap = oo lo que contradice que I # oo.

Como (uy,) es acotada en H, existe (u,, ) una subsucesion de (u,,) débil-
mente convergente a algin elemento v en H. Por ser M débilmente cerrado,
westd en M. Ya que [ es d.s.c.i se tiene que I(u) < liminf,, I(u,,) = ag. Por

lo tanto I(u) = oy, de donde se sigue la conclusion del teorema. O



Capitulo 2

Espacios de Sobolev

«Nada se edifica sobre la piedra, todo sobre la arena, pero
nuestro deber es edificar como si fuera piedra la arena.»

Los espacios de Sobolev, como veremos mas adelante, son espacios de funcio-
nes importantes en el estudio de las ecuaciones diferenciales, ya que se puede

definir ahi un concepto de derivada més laxo que el concepto usual.

2.1. Derivadas Débiles

En adelante  serd un subconjunto abierto y acotado de RY. Recordemos
que el soporte de una funcién, que se denotard por sop(f), es la cerradura en
RY del conjunto donde la funcién no se hace cero. Ademds, denotemos por
Ck(€) al espacio de las reales con soporte compacto contenido en € que tienen
derivadas parciales de orden menor o igual a k, y por C2°(2) = (,cn CH(Q).

El siguiente teorema motiva la definicién de derivada débil.

Teorema 2.1 (Integracién por partes). Si p € CH(Q) entonces

Op

0.
q Oz;

11
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Si ademds f € CY(Q), sucede que

8931 / ! ox;

para todo 1 € {1,2,...,n}.

Demostracion. Como ¢ tiene soporte compacto, la podemos extender por 0
fuera de €2, y suponer que el soporte de ¢ esta contenido en un cuadrado
centrado en el origen y cuyos lados miden 2a > 0. Entonces, por el teorema

fundamental del calculo ocurre que

“ 9
/ aj(:vl...,xi,...xn)dx:go((xl--- Ay X)) — (T —ay ) =0

e integrando esta igualdad obtenemos que
“0
dx—/ 90 ey Ty ey Ty A

Ya que fo € CH(Q), se sigue de la ecuacién anterior que

-5 [ L

63:1 / fa% (2.1.1)
O

6@

Por lo tanto

La definicién de derivada débil estard dada en términos de la ecuacion

similar a (2.1.1)).

Definicién 2.2. Decimos que un subconjunto abierto w de RN estd com-

pactamente contenido en ) si su cerradura es compacta y estd contenida en
Q.
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Definimos L}, () como el conjunto de funciones medibles tales que res-
tringidas a w son integrables para todo subconjunto w compactamente conte-
nido en €.

Sea w € L} .(Q). Decimos que u es débilmente diferenciable en ), si

existen funciones vy, ...,ux € Lj,.(Q) tales que para todo p € C°(Q)

/ e
31‘@ QZSO

y en tal caso, decimos que, v; es la i-ésima derivada débil de v y la denota-

remos por

DZ'U = ;.

Definimos al gradiente débil de u por
Du = (Dyu,--- ,Dyu).

El siguiente lema nos dice que, al igual que la derivada usual, la derivada
débil, de existir, es tinica. Recordemos primero la siguiente proposicion de

teoria de la medida.

Proposicién 2.3. Si f € L, (Q) cumple que

/QfsoZO Ve € C(9)

entonces f =0 casi dondequiera en €.

Lema 2.4 (Unicidad de la derivada débil.). Si u € L} (Q) es débilmente
diferenciable entonces la derivada débil es unica salvo un conjunto de medida

CEero.

Demostracion. Supongamos que existen dos funciones v y © que satisfacen

la condicion de ser la i-ésima derivada débil, es decir,

e L L
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para todo ¢ € C2°(£2) entonces

lo que implica que v = v casi siempre en (). O

Podemos observar del teorema anterior que toda funcién derivable en
() es débilmente derivable en (). Pero observemos que no toda funcion es

débilmente diferenciable. Consideremos el siguiente ejemplo en la recta real.

Ejemplo 2.5. Sean u, v : (0,2) — R dos funciones definidas de la siguiente

manera
r s10<ax<1,

1 s11<2<?2,

1 s10<2 <1,
0 st1l<x<2.

Entonces v es la derivada débil de w.

Demostracién. Para comprobar esta afirmacién, sea ¢ € C1((0,2)) entonces

/02u(x)D90(x)dx = /OIU(I)DSD(x)der/lzDgo(x)dx

— 1p(1) - 0p(0) - / (@) dz + p(2) — (1)

de donde, se verifica la definicién. Ademas ésta funcién no es diferenciable

en uno por ende no es diferenciable. O
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En el siguiente ejemplo mostraremos que no toda funciéon es débilmente

diferenciable.

Ejemplo 2.6. La funcion v, definida como en el ejemplo anterior, no es

débilmente diferenciable.

Demostracion. Supongamos que si lo es. Entonces, por definicién, existe una
funcién w € Lj,.(0,2) tal que, para toda ¢ € C°((0,2)),

loc

. / w(z)o(z)dz = / v(2)Dip(a) d
= /ODgp(x)dx:g(J(l)- (2.1.2)
Definamos

1 i1
exp<—+4) Sl 5 <<
B@) =g N 2

NIW ol

0 six < % oz <uz.
Notemos que el soporte de 7 es el intervalo [%, %] que esta contenido en (0, 2).

2.0

15

10r

0.5

0.0

_0'5)0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

Consideremos la sucesién de funciones ¢,,(x) := n(m(z — 1) + 1). Sea
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m € N entonces ¢, es infinitamente diferenciable y su soporte es el intervalo
[1— 5,1+ 5] que estd contenido en (0,2), ademds ¢,,(1) =1y ¢ < 1 para
todo x € (0,2) y si  # 1 se cumple que ¢,,(z) — 0; por consiguiente, usan-
do la igualdad y el teorema de convergencia dominada de Lebesgue,

llegamos a la siguiente contradicciéon

2
1= lim ¢(1) = lim (—/ wgomdac> = 0.
0

m—00 m—00

Por lo tanto, no puede existir dicha funcién w, es decir, u no es débilmente
diferenciable en (0, 2). O

Teorema 2.7 (de las derivada débiles). Sean dos funciones u, v € Li, ()

débilmente diferenciables en §2, entonces:

I. u+v y Au son débilmente diferenciables en €2 para todo niumero real A,
ademds para cada i, se cumple que, D;(u + v) = Dyu + Djv y DjAu =

1. Si U es un subconjunto abierto de €2 entonces u es débilmente diferen-
ciable en U y D;(uly) = (Diu)|v.

1. Si ¢ € CX(Q2) entonces Cu es débilmente diferenciable en § y

9¢

para todoi=1,...,N.

Demostracion. Sean u y v como en las hipétesis del teorema.
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I.

II.

Sean i € {1,...,n}y ¢ € C*(N), entonces

/ (Dsu + D) — / (D) + / (Dyv)e
Q 0 Q
_ / W28 / 20
a o Oz o 0z

dp
- _/g\z(u+v)axl7

de donde se sigue que u + v es débilmente diferenciable y su i-ésima

derivada débil es D;u + D;v. Sea A € R

/Q ADi)p = A /Q (Di)p

i
= =)\
Qua%

_ ¢
= —/Q)\uaxi.

Por lo tanto Au es débilmente diferenciable y su i-ésima derivada débil

es \D,u.

Sea una funcién ¢ € C°(U) y la extendemos como cero en Q2 — U.

Entonces ¢ € C°(2), por lo tanto

dp dp

u

- — [y
= —/U(Dz‘U)SO-

En consecuencia u es débilmente diferenciable en U y ademas D;(u|y) =
(Diw)v

u
U
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1. Sean ¢ € C°(Q) y ¢ € C°(Q) entonces

dp ICyp)  O¢
_ , 9¢
= —/Q ((Dlu)g + u(%i) ©.

Esto demuestre que

9¢
8@ )

D;(u¢) = (Dju)¢ +u

2.2. Espacios de Sobolev
En lo que sigue p € [1,00).
Definicién 2.8. Se define el espacio de Sobolev (W'P(Q), | - [lwre)) como

1. el conjunto WYP(Q) de las funciones u € LP(Q) que son débilmente
diferenciables y Dyu € LP(QQ) para cadai=1,...,N ;

2. con la norma

D

N
[ullwin) == (IIUIIZP(Q) > ||Diu||]zp(§2)>
i=1

Proposicién 2.9. El espacio de Sobolev WP(Q2) es un espacio vectorial y

| - [lwie es efectivamente una norma.

Demostracién. Tomemos dos funciones u,v € WP y un ndmero real ),
entonces u, v, D;uy Dyv € LP(2) i = 1,..., N. Por tanto, u + Av € LP(Q) y
D;(u+ Av) = Dyju + ADv € LP(Q), de donde se sigue que u + Av € WP (Q).

Del Teorema [2.7] se sigue que W1?(Q) es un espacio vectorial.
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Para probar que || - HWl,p(Q) es norma, notemos primeramente que, si v = 0
entonces D;u = 0 para todo i = 1,..., N, con lo que ||u|ly1» = 0. Por otro
lado, si [[ul[w1» = 0 entonces ||ul|rq) = 0, de donde se sigue que v = 0 casi
para todo punto. Claramente , de la linealidad de D; y la homogeneidad de

la norma, ocurre que

1 1
N » N v
<I|MI|’2p(Q) + IIDi(Au)Ilip(g)) = [l <||u||LP(Q) +> IIDZ-UH’EP(Q)) :
=1

=1

Para probar la desigualdad del tridngulo para WP(Q), usaremos la desigul-

dad del tridngulo en LP(Q) y en RN con la norma |(zy,...,2n41)], =

1
(Zf\gl $¢|p> ". Sean u,v € W1P(Q), entonces

|u+v||wir) =
1

N »
(Hu_'_UHIiP(Q) +ZHD¢(U+U>||§F§2 <
i=1
N 1
P
( (el o) + l[vllee)” + Z (IDiullzo@) + IDivllr@)” | <

1

hS AN
Il
=

N
(’u’HLP(Q) +Z”D ullz, ) (”UHZ»(Q) +Z”Di“”ip(g) =
i=1

[wllwrr) + [[V]wee @),

obteniendo asi, la desigualdad del triangulo.
O

Lema 2.10. Sea una sucesion (uy,) en WHP(Q) tal que up — u en LP(Q) y

Djur — v; en LP(Q)). Entonces u es débilmente diferenciable en Q yv; = Du

Demostracion. Consideremos una funcién ¢ € C°(€2). Al escoger ¢ = JF5 si
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p € (0,00) 0q=o00sip=1, ocurrequeg—g‘:ELQ(Q),paraizl,...,N,yal

i
6@

aplicar la desigualdad de Hélder,
— 0,

Oy / dp
u — U
o Oz o Oz La(Q)

/W—/(Diuk%@' < lvi = Diwl| ooy |0l £age) — 0.
Q Q

IN

|u — ug || L)

Por lo tanto

5 = Ii =—1 Dz = — i Q.
/Qu = klm Quk = klm Q( Uk)QO /QUQO

Lo que muestra que, u es débilmente diferenciable en 2 y que D;u = v; y

ademés

B =

N
klggo |ur — ullwre) = klgg() (H’Uk — UHZ,(Q) + Zl | Djug, — DiuHiP(Q)) = 0.

[l
Teorema 2.11. WH?(Q) es un espacio de Banach.

Demostracién. Sea (ux) una sucesién de Cauchy en WP(Q), por lo tanto,
las sucesiones uy y (D;ug) son de Cauchy en LP(2), por consiguiente, existen
elementos u, v; en LP(Q) tales que uy — w y Dyuy — v;. Por el Lema m,
u € WH(Q) v up — u en WHP(Q). Por lo tanto, W1P(Q) es un espacio

vectorial normado completo, como se queria demostrar. O

Notacién 2.12. Denotaremos a la cerradura de C°(Q2) en WHP(Q2) como
Wy (Q) y también como H'(Q) a WH2(Q). Definimos un producto interior,

en este ultimo espacio, como

N
(u, ) (@) = (u,v)p2@) + (Dt Div) 120y,

i=1
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que induce la norma en H'(Q), y por el teorema anterior H'(Q) es un espacio
de Hilbert.
Por ltimo, denotamos la cerradura de C§°(2) en H'(Q2) como H ().

2.3. Teorema de encaje de Sobolev

Para una funcién u € W?(Q) y p > 1 denotemos la norma en LP(Q2) de Du,

el gradiente débil de u, por

=

P

N
Dl := (Z IIDiUII’Ep(Q))
i=1

Es facil ver que

Dull, < flullwir@)

Definicién 2.13. Si 1 < p < N definimos el conjugado de Sobolev de p para

N como

*

_ Np
p '_N—p'

En adelante consideraremos 1 < p < N.

2.3.1. Desigualdad Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.

Teorema 2.14 (Desigualdad Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.). Eziste una cons-
tante C tal que para todo u € C(RY)

|ul o= mrvy < Cl[Dul|Lpny.

Demostracién. Primero demostraremos el caso p = 1. Sea u € CHRY),

entonces como u tiene soporte compacto, existe un ntimero real a tal que

w(zy, .o Yiy ey n) =0
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para todo y; < a. Por el teorema fundamental del célculo se tiene que

u(z) = - (xl,...,a,...,a:N)

8
= / 8 ...,xi_l,yi,xiﬂ,...,x]\/)dyi

3

Entonces, para 1 <i < N,

i Qu
il ou

S /oo axi(xl,...,yi,...,l‘]\[) dyz
> ou

< /_m’axi(zl’.”’yi’“.,$N) dy;

Usando esta desigualdad notemos que

< ﬁ(/‘: ou dyj)ﬁl‘

axi
Integrando respecto a la primera variable obtenemos que
a du

0o N oo ﬁ
/ lu|¥Tdx; < / H (/ 3 dxl> dz,
- . 7

1
o1
ou dx1> .
—9

- (/ (021 |
Sz o) o

A

ox;
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< (/.5

(/.

=2

d[El)

0x1

N
dz; dwl) . (2.3.1)

Integrando esta desigualdad con respecto a la segunda variable y usando

la desigualdad generalizada de HélderPvemos que
8u

[ < [ (] )
T/ )
([
[l
i

(%Z

dl‘g d.’L’1) ) :

N1
dl‘1> .

ou

(9.702

axl dl’l dﬂ?g)

v
NI

=3

1

(9@ dx; dzq d:z:Q)

2La desigualdad generalizada de Hélder afirma que si 1 < p1,...,pm < 00, p—l + -+

5 =1y, € LP*(Q) para cada k entonces [q, [u1 -+ - um| < TTRL, (Jq luglPs) 7 |
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()| dxld@)“%
(N

Continuando de manera recursiva el argumento anterior obtenemos,finalmente,que

/ .../ |u‘mdx1...d([;N S H(/ .../
— 00 —0o =1 —00 —00

6@»

1
N—-1

dl’i dZL‘l dl’g)

1
N-1

dxq--- d:z:N)
NNl
< [IDull{

y asi, la desigualdad para p =1

i
N
(/RN IulNl) < [|Dul};. (2.3.2)

Supongamos, ahora, que 1 < p < N; aplicamos la desigualdad anterior a u?,

donde v > 1, y la desigualdad de Holder vemos que

N—-1

N—1 N
YN N 8u7
N1 <
(/RN u ) B ;/RN Ox;
N
ou
— -1z
Z’Y\/RN Y xX;

p—1

> (f e o) (L
(L) (L

B =

ou
8ZEZ‘

IN

)
)

Escogemos a 7 de tal manera que g~ = (v — 1)p o, es decir, 7 =

D=

o0x;
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Por lo tanto, de las igualdades anteriores notamos que

(o)™ < (L

N]\*rl,E

" P

( [ ) < ~||Dull,
RN

Obteniendo finalmente que

p—1

) IDull,

IN

p(n —1)
oy < BT 2Dy,
[ull Lo+ mvy < — [[Dull,

2.3.2. Desigualdad de Poincaré

Teorema 2.15. Supongamos que 1 < p < N. Entonces existe una constante
C > 0 tal que para todo u € W, P(RN)

[l o vy < ClIDulfp-

. 1 : )
Demostracion. Sea u € WyP(RY), entonces existe una sucesion (u,,) en

C=(RN) que converge a u en W, P(RY). Aplicando la desigualdad de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev a cada una de estas funciones obtenemos que

”um”Lp*(RN) < CHD’U,me (233)
Observemos primero que

Dl = [[Dufly|

IN

1Dt = w)lp

IN

HUm - U’HWOI’p — 07

es decir, ||Duyll, — ||Du|l,- De nuevo, por la desigualdad de Gagliardo-
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Nirenberg-Sobolev tenemos que
[t — unHLP*(Q) < CID(um — un)llp < Cllty, — un”wol’l’

y va que (u,,) converge en W, ?(RN) quiere decir que ahi es de Cauchy, por
lo tanto lo es en LP (RY) entonces converge a una funcién v en LP" (RY).
Sea U un conjunto abierto y acotado en RY entonces (uy|y) converge a vly
en LP (U) entonces converge en LP(U); pero (uy) converge a u en LP(RY)
entonces (ug|y) converge a uly en LP(U). Asi u = v para casi todo punto en
U, pero este U fue un conjunto abierto y acotado de RY arbitrario, por lo
tanto u = v para casi todo punto en R, es decir, u;, — w en LP . Tomando
limite a la desigualdad obtenemos que para todo u € VVO1 P(RY)

[u]l o my < Cl|Dul| Lo rny,

Como queriamos demostrar. O

Corolario 2.16 (Desigualdad de Poincaré). Supongamos Q acotado y 1 <

p < N. Entonces para cada 1 < g < p* existe una constante C' tal que
[ull ooy < Cf[Dull

para todo u € Wy (9Q).

Demostracion. Para cada u € W,"(Q) existe una sucesién de funciones
(o) € C2Q) tales que ¢ — u en WHP(Q). Extendemos tanto a u como
las funciones ¢, como cero en RY — Q. entonces ¢, — u en WLP(RY), por
lo tanto, u estd en W, ”(RY). Aplicando el teorema anterior obtenemos que

existe una constante C' tal que

|ul| o= vy < C[|Dul|, para toda u € Wy (RN).
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Por otro lado, como la medida de € es finita y 1 < ¢ < p* entonces

Jellzocey < 1915l oy
De donde se sigue que

lullzocey < 1917 ClIDall.

]

Corolario 2.17. 5i Q) es acotado entonces en el espacio de Sobolev Wol’p(Q)

las normas ||D - {[ze) ¥ || - [|lwie) son equivalentes.

Demostracion. Se sigue de la desigualdad anterior haciendo ¢ = p. O

2.4. Teorema de Rellich-Kondrachov

Definicién 2.18. Un subconjunto X de un espacio métrico Y es relativa-
mente compacto en Y si para todo € > 0 existen un k € N yy;,....,yp €Y
tales que

X C By (y1,e)Y,...,UBy(yg, €).

Esta propiedad es equivalente a decir que la cerradura de X en'Y es compacta.
Un subconjunto H de C°(K) se dice equicontinuo en zq € K si para todo € > 0
existe una § tal que para todo f € H, |f(2) — f(z0)] < € st d(z,20) < 6. Y

decimos que es equicontinuo si lo es en cada punto.

A continuacién enunciaremos, sin dar su demostracién[’| el Teorema de

Arzela-Ascoli.

Teorema 2.19 (Arzela-Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto. Un
subconjunto H de C°(K) es relativamente compacto en C°(K) si y sélo si H

es equicontinuo y acotado en C°(K,R).

3Para la demostracién de este teorema puede consultarse |2][teorema 23 capitulo 2].
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Definicién 2.20. Sean f € CO(RY) y g € L} .(Q). La convolucién de f y g

es la funcion
(o) = [ fa=gl)ay

Los siguientes resultados sobre la convolucion son clasicos.

Proposicién 2.21. » Si feCURY) yge L. (RY) entonces

f g€ CORY)
» Si f e C{RY) y g e L}, entonces (f * g) es de clase C' y ademds se
cumple que

Afxg) Of .
. axi*g Vi<i<N

» SifeC? gel? yl<p entonces fxg € LP y ademds

1 * glle < 1 F e llglze-

Definicién 2.22. Una sucesion de funciones (py) se llama sucesion requla-

rizante si para todo k € N se cumple

pr € CP, pr >0, sop(pr) CB(0,1), fanpr=1

Ejemplo 2.23 (sucesién regularizante estandar). Sea

exp () Mol <1

p(x) =
0 [zl > 1
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yoi=(fon p)fl. Definiendo
pi(x) = ck" p(kz)

notamos que (py) es una sucesion reqularizante ya que p es de clase C™ y

por definicion sop(px) = B(0, 1) , pr >0, y Jon pr = 1.

Observacién 2.24. Si f € Li () y (pr) es una sucesién reqularizante

entonces

1
sop(pg * f) C {:L‘ € RY : dist(z, Q) < E} :

Definicién 2.25. Sean A un subconjunto cerrado de RN yx € RY definimos

la distancia de x a A como
dist(z, A) .= inf {||x —y|lgy : y € A}

Daremos ahora un criterio de compacidad en los espacios LP(£2).

Teorema 2.26 (Fréchet-Kolmogorov). Sean Q y w subconjuntos abiertos y
acotados de RN con w compactamente contenido en Q y K un subconjunto
acotado de LP(QY) con la siguiente propiedad: Para cada € > 0 existe § €
(0, dist(w, RN — Q)) tal que

|Tef — fllre) <e st E€RN, || <dy feK. (2.4.1)

Entonces K, == {f1l, : f € K} es relativamente compacto en LP(w), donde

Tef(z) = f(z —§).

Demostracion. La demostracion se hard probando las siguientes tres afirma-
clones.
Afirmacién 1: Sea p € C(RY). Entonces el conjunto K,, = {(p *

1z : f € K} es relativamente compacto en C°(w). En efecto, como K es un
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subconjunto acotado de L'(f2) se tiene que

[(p* f)(z)] < /RN lp(z — I f (W) dy < [pllz=@l fllr < Co

sifeKyxzeRY,
Como p es Lipschitz continua, para cualesquiera 1,72 € RY se cumple

que

(o ) (1) = (o [)(22)]

IN

[ ot =) = plaz = 1)l dy

< Cilzy — x| fllzr < Colog — a5

En consecuencia, K, es un subconjunto acotado y equicontinuo de C°(w).
Como w es compacto, el teorema de Arzela-Ascoli asegura que /C,,, es rela-

tivamente compacto en C°(€).
Afirmacién 2: Sean € > 0, ¢ € (0, dist(w, RY —Q)) tal que cumple (2.4.1]),

y (pr) una sucesién regularizante. Si k > %, entonces

low* f = fll<e Vfek.

En efecto: para cada x € RY hacemos el cambio de variable z ==z —y v

aplicamos la desigualdad de Holder, obteniendo asi

|(px * f) (@) = f2)] =

pr—>f<ﬁw—f@{/ p(z) dz

RN

< / @ —2) - f@)]d

z-\>—‘

- / ) (o)1~ 2) — f(@)]) dz

M»—‘

D=

VAN
/_\

2w = 2) = fx)] d2>
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De (2.4.1)) concluimos que, para todo f € K se cumple
i 1
[lpep@-r@rac< [ p@ [1fe-a-f@rdeds <o sk
w B(Ovﬁ) w

Afirmacién 3: K, es relativamente compacto en LP(w). Sea € > 0. Ele-
gimos una § € (0,dist(w, RY — Q)) para la que se cumpla (2.4.1) y una
sucesion regularizante. Fijamos una & > % y denotamos por p := p,. Como
w es acotado, la inclusiéon C%(w) < LP(w) es continua, y de la afirmacién 1
se sigue que K, es relativamente compacto en LP(w). Por lo tanto, existen

91, ---,9m € K tales que

Kpw C Brew)((p* 911z, €) U~ U Bro)((p * gmlw, €),

es decir, para cada f € K existe uni € {1,...,m} tal que ||p* f — pg;|| Lr(w) <

. De la afirmacién 2 se sigue que
If = gill o) S NF = p* Flle) + o * g0 = gill Loy < 3¢
En consecuencia,
Ko C Bro)(g11s) U+ - U Brow)(gm e, 3€).

Esto prueba que K, es relativamente compacto en LP(w). O

Corolario 2.27. Sean Q un subconjunto abierto de RY y K un subconjunto

acotado de LP(Q)) con p € [1,00) y se cumplen las siguientes propiedades:

I Para cada € > 0 y cada abierto w compactamente encajado en ) existe
§ € (0,dist(w, RN —Q)) tal que

|Tef — fllzrw) <€

siEeERYN con ||€|<dyfeK
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11 Para cada € existe un abierto w compactamente encajado en €2 tal que
| fllzro—wy <€ si fek.

Entonces KC es relativamente compacto en LP(€2).

Demostracion. Dado € > 0 escogemos un abierto w compactamente conteni-

do en (2 tal que
€ .
I fllzr—w) < G fek.

Por el Teorema Ko = {fl, : f € K} es relativamente compacto en

LP(w). De este modo existen gy ..., gn € K tales que

).

9
2) U+ U B (gmlen 5

ICw C BLP(w)(gllu.n 3

Es decir, para cada f € K existe i € {1,...,m} tal que ||f — gillzrw) < 5.

Por tanto,

L= = [ir=ar+ [ 1r-ar
.

< [ur-aPez [ (rPrlan <
w O—w 3p

O sea
5 €
K C Brray(91:3) U+ -+ U Buo)(9ms 3)-
Esto prueba que K es relativamente compacto en LP(€2). H

Lema 2.28. Siu € Wy (RY) y € € RN entonces

[Tew — ull L@y < [[Dull1€]]-

Demostracion. Sea p € C®(RY) y z,£ € RY. Aplicamos el teorema funda-
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mental del Calculo a la funcién f(t) := p(z —t§), t € R y obtenemos

plz—§) —plx) = / f(t / (D (x — t€)) - £ dt.

Por lo tanto,

|¢<x-g>—@<x>|gﬁ/ol\g—;@-t@\mmxz(/ 10| ) el

Integrando esta desigualdad respecto a = concluimos que

o=l = [ lela=9) = (o)l da

(/1.

IN

0
a9 ao dt) Il = Dl el

]

Teorema 2.29 (Rellich-Kondrachov). Sean Q@ un subconjunto abierto y aco-
tado de RN, p € [1,N) y q € [1,p*) entonces la inclusion de W, (Q) en
L1(§)) es compacta.

Demostracion. Sea A un subconjunto de acotado de W, (). La desigualdad
de Poincaré implica que A es un subconjunto acotado de L7(€)). para
todo 1 < ¢ < p*. Extendemos a las funciones definidas en 2 como cero fuera
del mismo conjunto. Sean € > 0, w un subconjunto compactamente encajado
en Qy C > 0 tal que ||ul|+ < C para todo u € A. Como la integral es
invariante bajo traslaciones, tenemos que ||T¢u| + < C para todo u € Ay
¢ € RY. Definamos un ntmero « de tal manera que é = o+ 1;—*0‘. Se tiene

que 0 < a < 1yaquel<q<p*. Usando la desigualdad de interpolaciénﬁ,

4Sean 1 < s < r <t < oo tales que
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el Teorema y el Lema [2.28 vemos que, para todo u € A

ITew = ullen < |Tew = ul3a| Tew -l
< e = ullgs (1Tl + )~
< (20)" | Teu = ulf,
< (0)Dul i)
< o) (N7 IDulg el
< Gl

1
Tomando ¢ > 0 menor que dist(w, RY — Q) y (%) “ se tiene que si [|€]| < 4,
entonces

||T§u — UHLq <e€

para todo u € A, Por lo tanto, A satisface () del Corolario m

Por otra parte para cualquier abierto w C €2 se satisface que

_ 1
=

1 11
[l Log@w) < lJull o (@) |2 = wla ™77 < CJQ = wfas"

para todo u € A. Definimos g := % — z% y elegimos un abierto w compacta-

1
mente encajado en  tal que | — w| < (5)7 . Entonces
||u||Lq(Q,w) < e

Es decir, A satisface del Corolario [2.27] Por lo que A es relativamente

compacto en L4. O

Proposicién 2.30. Sean Q un subconjunto abierto y acotado de RN 3 1 <

p < n. Entonces la inclusion de Wy (Q) en LP"(Q) no es compacta.

Siu € L¥(Q2) N L) entonces u € L™(Q) y

0 —0
lull L) < MullZe @ llull e
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Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos suponer que 0 € 2. Ele-
gimos 7 > 0 de modo que B(0,r) C Q2 y escogemos ¢ € C°(B(0,r)) tal que
¢ # 0. Para cada k € N definimos ¢y (z) := Ko ¢(kx). Entonces el soporte
de ¢, estd contenido en B(0, %) y, en consecuencia, ¢), € W, * (). Haciendo

el cambio de variable kx = y obtenemos

loule oy = [ Bkl dz = [ fota)

P dy = H‘PH]Zp*(Q)

y

N N P N N
Dol = 3 / 2 dr=%" / K
i=1 =1

Del Teorema m tenemos que () es acotada en Wy(€2). Si una subsu-

cesion de () convergiese a una funcién en LP(€2), entonces |ul 1) =

i
o (kx)

o¢ , |
20| = Dl

¢l () # 0 y una subsucesion de ella convergerfa puntualmente a u para
casi todo punto en 2. Pero ¢x(z) — 0 para todo x # 0. Por lo tanto, u = 0
para casi todo punto en €2. Lo que es una contradiccién; de donde, concluimos

que (@) no contiene una subsucesién convergente en LP" (€). O

2.5. Valores propios del laplaciano

El operador laplaciano de una funcién v € C?(U) donde U es un conjunto

abierto de RN se define como

Como primera aplicacion del teorema de Rellich-Kondrakov mostraremos la

existencia de valores propios del operador laplaciano.

Definicién 2.31. Decimos que un vector v € Hy(Q) no cero es un vector
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propio de —/\ en H} () si existe un nimero real X tal que
JoDvDpdz = X [, vpdx  para todo ¢ € C°(Q)

y en tal caso decimos que \ es un valor propio de —/\.
Proposicion 2.32. Existe un valor propio del operador laplaciano.
Demostracion. Definamos

Dul?,
o .

inf ——m—
u€ H () —{0} ||u||L2(Q)

Por la desigualdad de Poincaré existe una constante C' > 0 tal que
[0]l2() < ClIDvl|L2(),

esto implica que 0 < é < A1(92). Consideremos ahora una sucesion (u,,) en
H}(Q) — {0} minimizante, es decir, que cumple

Du,,||?
[Dum 720 Q).

HumH%?(Q)
Por la homogeneidad de la norma y la linealidad de la derivada podemos
suponer que |ty z2@) = 1. Entonces la sucesién ||Duy,||r2(q) es acotada, ya
que es convergente. Por el Corolario tenemos que (u,,) es acotada en
HE(9). Por el Teorema [2.29] (u,,) tiene una subsucesion (u,,, ) que converge
a vy en L*(Q) y ademés |[v1]|12() = 1, por lo que v; no es cero. Ademés del

Corolario y la semicontinuidad inferior de la norma obtenemos que
M) < D [[720y < Hminf [[Dug, [|72q) = A1 ().
k—o00

Por lo tanto )
n@) = Pl
I UlH%Q(Q)
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Por otro lado, para cada funcién ¢ € C(Q) definamos la funcién g : R — R

Ccomo 9
DG + t9) 2

(e +to)l7q)
Es claro que g(t) > A1 (2) y que g(0) = A\ ().

Observemos que la funcion g es diferenciable y su derivada es

g9(t)

(v + to, @)L?(Q)) .

) =2 (D(v1 +t9), D)2y [[D(v1 + t9) |2
[v+ el 72 [+ tl|72q)

Como cero es un minimo de g entonces la derivada ahi vale cero
0=g'(0) = 2 ((Dv1, Dg) 12() — IIDv1 | L2y V1, 0) 22 -
De donde se sigue que
(Dui, Do) r2(0) = At(Q)(v1, ) r2(0)-

Por lo tanto, A;(£2) y v1 son un valor propio y un vector propio asociado,

respectivamente. []



Capitulo 3

Soluciones simétricas

«El hombre que cuestiona la suprema certeza de las matemati-
cas alimenta la confusién, y nunca puede silenciar las contradic-
ciones de las ciencias sofisticas que conducen a la eterna charla-

taneria.»
Leonardo Da Vineill

En esta seccién supondremos que €2 es un conjunto abierto y acotado en RY,
N >3,2<p<2%y =)\ () < A Nuestro objetivo es estudiar la existencia

de soluciones al problema

—Au+ I = |ufP"u en Q
u = 0 sobre 0f2

(3.0.1)

Definiciéon 3.1. Decimos que una funcion u : £ — R es una solucion cldsica
de siu:Q — R, ademds de satisfacer las dos condiciones anteriores,

es de clase C? y continua hasta la frontera.

Si u es una solucién clédsica al problema (3.0.1)) entonces para todo ¢ €

C(Q) se satisface que

/Du Dy + )x/ up = / |ulP~up. (3.0.2)
Q Q Q

!Da Vinci, Leonardo (1970), vol. 2, p. 289, § 1157.

38
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Motivando la siguiente definicién.

Definicién 3.2. Una funcion u : Q@ — R es una solucion (débil) al problema
siu € HJ (), u > 0 para casi todo punto en Q y ademds satisface

para todo p € C(Q).

3.1. Formulaciéon variacional del problema

Empezaremos esta seccién recordando la definicién y algunos resultados sobre

derivacion en espacios de Banach.

3.1.1. Diferenciabilidad

En lo que sigue del capitulo, V' y W son espacios de Banach y U es un

subconjunto abierto de V' a menos que se indique lo contrario.

Definicién 3.3. Denotemos por
LV,W):={T:V =W : T eslineal y continua}
y definimos para cada T

|T’U w
|T'|| zev,wy := sup i
vev [[vllv
Definicién 3.4. Una funcion ¢ : U — W es (Fréchet-)diferenciable en el
punto ug € U si existe T € L(V, W) tal que

o Jl0) = 0(e) = Tl = v)

=0.
v luo = vllv

T se llama la derivada (de Fréchet) de ¢ en vy y se denota por Dp(ug).
Ademds se dice que es diferenciable en U si lo es en cada punto de U. Final-

mente se dice que es de clase C' o continuamente diferenciable en U si es
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diferenciable en U y su derivada
Dy :U — L(U,V)

es continua.

Se puede probatﬂ que, asi definida, la derivada es tnica, lineal y se satis-

face la regla de la cadena.

Definicién 3.5. Una funcion ¢ : U — W es Gateauz-diferenciable en el
punto ug € U si, para cada v € V', existe la derivada direccional de ¢ en ug

en la direccion de v, es decir, existe

Go(ug)v := lim p(uo +tv) — p(uo)

t—to t

y la funcion Go(ug) : V. — W es lineal y continua. Igualmente ¢ es Gateauz-

diferenciable en U si lo es en todo punto de U

Cabe destacar que la existencia de la derivada de Gateaux no garantiza
la existencia de la derivada de Fréchet, pero el siguiente teorema nos da un

criterio de diferenciabilidad.

Teorema 3.6. La funcién ¢ : U — W es de clase C' en U si y sélo si ¢
es Gateauz-diferenciable en U y G : U — L(V, W) es continua. En tal caso

Dy =Gy

Ejemplo 3.7. Sea (H, (-,-);) un espacio de Hilbert entonces el funcional
I(u) = [lully

es diferenciable y
DI(u)v =2 (u,v) .

2Para la demostracién de estas afirmaciones puede consultarse [1].
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Demostracion. Tenemos que
Jullf = [loll7r =2 (w,u =)y = (u+v,u =)y =2 (w,u =)y = —Ju—wvlff.

Por lo tanto, por la linealidad del producto interior y la igualdad anterior se

cumple que I es diferenciable. O

Ejemplo 3.8. El funcional

I = [ Jup

es de clase C1(Q) en LP(Q) y

DJ(u)v :p/ |ulP~?uw
0

Demostracion. Definamos la siguiente funcién f : R — R por f(s) := |s|P.
La derivada de esta funcién es f’(s) = p|s[P"2%s y su segunda derivada es
f"(s) = p(p — 1)|s|P~2 para todo s € R. Sean 21,23, € R entonces por el

teorema del valor medio existe r € [0, 1] tal que

() = () < ['(ra+ (1 =71)2) (21 — 22),
lo que implica que

1f'(z1) = f(z)] < 1f'(raa+ (1 =7)2)||z — 2|
= p(p—Dlrai+ (1 =)z "z — 2| (3.1.1)
< plp=D(lal+ [2) 2 - =),

es decir,

_ N —2
“zllp 221 — |2|P 222| <(p-— 1)(]21| + |z2|)p |21 — 23], (3.1.2)



CAPITULO 3. SOLUCIONES SIMETRICAS 42

para todos 21, zo € R. Por otro lado, sean s1,s, € R, aplicando el teorema

del valor medio obtenemos que exite ¢ € [0,1] tal que,
fs1) = f(s2) = f'(ts1+ (1 = t)s2) (51 — 52). (3.1.3)
De la desigualdad (3.1.1)) vemos que

-2

p(p — D)|r(tsy + (1 —t)s2) + (1 — 7")31|p 11— t||s1 — s2
-2

< p(p—1)(|sa| + ‘Slf)p |s1 — 52/,

‘f’(té‘l + (1 - t)Sg) - f/(Sl)‘

IN

donde r € [0,1] estd determinada por el teorema del valor medio. Por lo

tanto, para todos si, s € R se cumple que

| f(s1) = f(s2) = f'(s1)(s1 = s2)| < p(p = 1)(|s1] + [s2])P?[s1 — s2]”.

Sean u,w € LP(Q). De la desigualdad anterior tenemos que para todo

x € ) ocurre que

| f (u(2)) = f (w(@)) = ' (u(@)) (u(@)—w(@)| < pp—1)(Jul@)+|w(@) )"~ [u(@) —w(@).

Integrando esta desigualdad y usando la desigualdad de Holder obtenemos

que

[ﬂﬂw—fwo—f@xu—wﬂ

Sp@—n/ﬂm+mw4m—wﬁ
Q
p—2 2
P P
< mp—n(/um+wmﬁ (/w—uw)
Q Q
2
= plp = ) lul + ol [, lu = wlZ o
2
< oo - 1) (fullore + [wlore)” 1 — wlne).
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Seae > 0,u € LP(Q) y 6 =min {p(p1)(2”u”‘;p(m+l)p_2, 1} entonces para cada

w € LP(2) tal que ||[u — w||Lr(o) < 0 se cumple que

[Jo (f () = f(w) — f'(w)(u — w))|

|u —w| e

<,

es decir,
i J(u) — J(w) — DJ(u)(v — w)

w0 |u —wl| e ()

Y

Ademas aplicando la desigualdad de Hélder observamos que

'/ lu|P~tuw
Q

Por lo tanto, J es diferenciable en LP(€2).
Sean u,w,v € LP(Q)) entonces aplicando la desigualdad de Hélder y la

desigualdad ([3.1.2)) obtenemos que

< Ml Zoey 1ollzre)

|IDJ(uw)v — DJ(w)v| = ‘p/\u|p2uv—p/|w|p2w)'u
0 Q
p [ Nul2u P -2upl
Q

—2
p@—n[ﬁm+mw ju — wlfo

—2
< plp—1) (Jlulle) + wllze@)” " llu — wllze@ 1]l o),

IN

IN

esto implica que, si ¢ > 0 y 6 = min {1 }, J es continua-

£
’ p(p—l)(l""“u“Lp(Q))p—?
mente diferenciable. 0

Observaciéon 3.9. Si H es un espacio de Hilbert y J : H — R es diferen-
ciable entonces por el Teorema de representacion de Fréchet-Riesz, existe un

unico w € H tal que

DJ(u)v = (w,v) Yv € H. .
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A este vector w € H lo llamaremos el gradiente de J en u y lo representare-

mos por V.J(u)

Ejemplo 3.10. El gradiente del funcional definido en el Ejemplo es

VIfu)=2u Yue H

3.1.2. Variedades de Hilbert

Recordemos las siguientes definiciones, y resultadod’]

Definicion 3.11. Sea V' es un espacio de Banach, un punto ¢ € R es un
valor regqular de una funcion diferenciable ® : V — R si D®(u) : V — R es
suprayectiva para todo v € M := ®~(c). Tenemos que un valor ¢ es reqular
si y sélo si D®(u) no es cero para todo u € M. Un subconjunto M de V
se llama subvariedad de clase C* y de codimension 1 si existen una funcién
®:V — R de clase C* y un valor reqular ¢ € R de ® es tal que M = ®~(c).

El espacio tangente a M en el punto u € M se define como
T M :=ker(D®(u)).

Proposiciéon 3.12. Si L : V — R es una funcion lineal, continua y suprayec-
tiva entonces existe un subespacio vectorial cerrado W en V' de dimension 1
tal que V- = ker(L)®W . En particular si V' es un espacio de Hilbert, entonces
W = (ker L)*. Observemos que la dimension de (ker(L))* es 1.

Definicién 3.13. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Decimos
que & es un minimo local de J : X — R en A si existe una vecindad B de &

en X de tal manera que

J(&) < J(x) Yre ANnB.

3Los teoremas y definiciones pueden consultarse en [1, Capitulo 10 Seccién 2].
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Proposicion 3.14. Sean M una subvariedad de V y J : V — R una funcion

de clase Ct. Siu es un minimo local de J en M entonces
DJ(u)v =0

siempre que v € T, M.

Definicion 3.15. Sean M wuna subvariedad de un espacio de Banach V' y

J 'V — R diferenciable. Un punto critico w de J en M si
DJ(uw)v =0 YveT,M.

Teorema 3.16 (multiplicadores de Lagrange). Sean H un espacio de Hilbert,
®:H—-RyJ:H— R dos funciones de clase C*, ¢ € R un valor reqular
de ® y M := ®7Y(c). Entonces u es un punto critico de J en M si y sdlo si
existe |1 € R tal que

VJ(u) = uVo(u).

Demostracion. Por definicién del espacio tangente D®(u)v = 0 para todo
v € T,,M entonces V®(u) € (T,,M)*. Como c es valor regular de ® entonces
V®(u) # 0 por lo que genera a (T, M)*. Si u es un punto critico de J en M
entonces

DJ(u)v =0

si v € T,M, pero esto sucede si y sélo si VJ(u) € (T,M)*, lo cual ocurre si

y s6lo si existe un nimero p € R tal que

DJ(u) = uD®(u).
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3.2. Soluciones positivas

Teorema 3.17. Si A > —)\(Q), entonces la funcional definida en HE(Q)

como
(u,v)y :—/DuDv—i-)\/uv
Q Q

es un producto interior definido positivamente y es equivalent(ﬁ al producto

interior (-, ) g1 (q)-

Demostracion. Claramente (-, -), es bilineal. Para ver que es positivo defini-
do, notemos que de la Proposicién (2.32)) tenemos que
HDUH%Q(Q)

A (D) = inf :
(€) ueH(Q)—{0} HUH%Q(Q)

Por tanto si u € H} () y u # 0, entonces

\ s HDUH%Q(Q)

||U||%2(Q) 7
asi,

IDulZ20) + AllullZ2(0) > 0.

Ademas, si HDUH%Q(Q) —I—/\Hu”%g(m =0y [[ullga ) # 0, entonces A (€2) < —A.
Lo que es una contradiccion, por lo tanto, (-, -}, es definido positivo. Por otro
lado, haciendo C' = min{1,1 + %1} tenemos que 0 < C' —1 < /\il Por lo que
siu € Hy(Q), entonces

A ||D“”%2(Q)

= <A < ;
¢-1 Hu||2L2(Q)

4Decimos que dos productos interiores son equivalentes, si las normas generadas son
equivalentes.



CAPITULO 3. SOLUCIONES SIMETRICAS 47
de donde se tiene que
)‘HUH%Q(Q) > (C - 1)HDUH%2(Q)
y se sigue la siguiente desigualdad
HDUH%Q(Q) + /\HUH%Q(Q) = C”DUH%Q(Q)'

Del Corolario (2.17) tenemos que existe una constante K tal que HDuH%Q(Q) >

KHUH%%(Q)' Por lo tanto,
(u,u) > C’K\qu&(Q). (3.2.1)
Por otro lado, si C' = max{1, A} entonces
C(IDul 2 + lullf2) = IDulZ2(q) + MulZzq)-

De donde, concluimos que los productos interiores son equivalentes. O

Teorema 3.18. Sea H # 0 un subespacio de Hilbert de H} () y A > =\ ().
Entonces el siguiente funcional es diferenciable en HJ () y su restriccion a

H tiene un punto critico no idénticamente cero.

1

T(w) ::§/Q(||Dw||2+)\|w|2) dx—%/ﬂwdm. (3.2.2)

Demostracion. Consideramos el producto interior definido en el Teorema
asociado a A para H}(2). Si definimos I(u) := (u,u), entonces los
ejemplos y aseguran que [ es diferenciable en Hj(Q) y que la funcién
J : LP(Q) — R, dada por J(u) = [, |ul?, es diferenciable en LP. Como H{ ()

estd contenido en LP(Q) se sigue que J es diferenciable en Hj(f2). Por lo
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tanto, J es diferenciable en H}(€2). Consideremos siguiente conjunto
M:={weH : |w|wen =1}.

Verifiquemos que M es un subconjunto débilmente cerrado de H. Sea
una sucesion (u,,) en M que converge débilmente a u en H. Entonces por
el Teorema (L.15)), (un,) es una sucesién acotada en H, por lo que lo estd en
H;(Q). El Teorema asegura que que (u,,) contiene una subsucesién
(um, ) que converge a una funcién v en LP. Por la continuidad de la norma
tenemos que ||v|| o) = 1 ya que ||t || r) = 1 para todo k € N.

Sea ¢ € C°(9), notemos que la funcién Ly (w) = [, pw es lineal y con-
tinua tanto en LP(Q), como en Hj(Q). Como u,,, — v en LP(), ocurre
que Ly (tm,) = Ly(v) en R. Por otro lado (u,,) converge débilmente a u en
Hg (), entonces Ly (u,y,) — L,(u) en R y en particular se da la convergencia
para la subsucesién (u, ). De donde se concluye que L, (v) = L, (u) para todo
p € CX(R). Por lo tanto v = u casi siempre en €, es decir, v € M. Esto
prueba que M es débilmente cerrado.

Del Ejemplo ((1.18]) notamos que [ es coercitiva y d.s.c.i. en H. El Teorema
(1.19) asegura que I alcanza su minimo en M, que denotaremos por «. Como
4| Lr () = 1 entonces @ # 0 casi siempre en 2.

Notemos que M = J~!(1). Por el Ejemplo [3.§la derivada de J en HZ ()
es

DJ(u)-w=p [ufPuw st we HjQ). .

Ademads, como u € M se tiene que DJ(u)u = p # 0 entonces DJ(u) no
es cero, con lo cual 1 es un valor regular de J. Por lo tanto, M es una
subvariedad de codimension 1 de H y , ya que, 4 es un minimo en M, la
Proposicién asegura que es un punto critico de I en M. Por el Teorema
de los multiplicadores de Lagrange [3.16| existe un p € R tal que

DI (1) — uDJ (1) = 0.
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Por lo tanto,
2/(Dqu+Aaw) —up/(ﬁ|ﬁ|p_2w) = 0 (3.2.3)
Q Q

para todo w € H. En particular para « obtenemos que
2 [ (1Dl + i) = [ fap =o.
Q Q

Ademas, como
0<2 [ (Daf+ Naf) = pp [ faP
Q Q
jip

se tiene que p > 0. Por tltimo, haciendo u* := (%)p%?ﬂ € H y usando la
igualdad (3.2.3]) tenemos que, para todo v € H se cumple que

/ (Du*Dv + v — [u*P*u*v)  =(3.2.4)
0

[)((%)’Q(mexm) - ((%)ﬁmm (@)1,&@) _

<%>M/ (2 (DuDv + Auw) — pp|ufP"*aw) = 0.
2 0

Que es la definicién de ser valor critico para el funcional J|g. O
Corolario 3.19. El problema tiene una solucion (débil) no trivial Q.

Demostracion. El Teorema[3.18 nos garantiza la existencia de un punto criti-

co u* € H}(Q) del funcional definido por (3.18) y la ecuacién (3.2.4)) nos dice
que es solucion débil del problema ((3.0.1]). m
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3.3. Soluciones simétricas

En esta seccién mostraremos que el problema (3.0.1)) tiene tanto soluciones

simétricas como no simétricas, que dependen del dominio 2.

3.3.1. Dominios simétricos

El espacio vectorial de las funciones lineales de RY en si mismo es un espacio

de Banach, el cual denotaremos por B(RY, RY) con la norma

qgr

“gHB(RN,RN) = Ssup —H H
zeRN H.CEH
x#0

Este espacio se puede identificar con el espacio de matrices de N x N. De-

notemos por O(N) al grupo de todos las isometrias lineales de RY, es decir,
O(N) :={g € BRY,RY) : gzl = [lz|| Vo € R"}
Observacién 3.20. Si g € O(N), entonces
(92) - (gy) =2y si z,yeRY
Demostracion. Sean g € O(N), x,y € RY. Por un lado

lgz+9)I> = llgzll® +2(g2) - (9y) + llgyl®
= |z +yll*+2(g2) - (gy) — 22 -y
= gz + o)l +2(gz) - (gy) — 2z -y

De donde se sigue que
(92) - (9y) =z - y.
O

Proposicién 3.21. El conjunto O(N) es un subconjunto compacto de B(RY RY).
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La funcion composicion

O(N) x O(N) — O(N)
(9,h) - gh

y la funcion inversa

son continuas.

Demostracion. Sea (g) una sucesién en O(N) tal que g, — g en B(RY , RY)

entonces, para cada z € RV,
lgrr — gzl < |lgr — glls@y gy ||lz|| — 0.

Por lo tanto,
gz = lim flgu(z)] = 1]

en consecuencia g € O(N), es decir O(V) es cerrado. Por otra parte ||g||gry ryvy =
1 para todo g € O(N) lo que implica que es acotado. Puesto que B(RY, RY)
es de dimensién finita, entonces O(N) es compacto.

Para probar la continuidad consideremos € > 0, hg,go € O(N) y 0 := §
entonces, si h,g € O(N) y

méax{||ho — Al g~ &Ny, (|90 — 9llBEN RN} <0,
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ocurre que para x € RY

||(h090 - hg)x||

IN

1((ho = h)go)[| + [|(h(g0 — 9))]|

1ho = hlls@~ &y llgoll sy 2 1]l

IN

+l|Pll sy ®3) 190 = gll sy 2y ll2]

IN

[ho — hHB(RN,RN)Hm”

+ll90 — gllsEy vyl
< Zelal
—el|x
3
Por lo tanto, ||(hogo — hg)|sr~ ry) < €. Lo que prueba que la composicién
es continua.

Por otra parte si hacemos § = 1¢, observamos que |lg — go||s < & implica

(90" — g Dzl (g™ (9 — 90)90 ")
< ||9_1||B(RN,RN)||9 — 9ollBll9oll BN &y || 2|

9
< g =gollsllzl < 5 l«l

Ast [[(g0 " =97 Y@y vy < €. Por lo tanto la funcién inversa es continua. [

Definicién 3.22. Dado un grupo G de O(N) y un punto x € RY definimos

la orbita de x como
Gr:={gx : g € G}.

Un subconjunto Z de RN es G—invariante si Gx C Z para todo x € Z. Una
funcion f : Z — R es G—invariante si es constante en cada G—orbita de Z,

es decir,

flgz) = f(2)

para toda g € G yz € Z. A una funcion O(N)—invariante se le llama radial.

Si 0 es un conjunto G—invariante, para cada g € G y cada funcion
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u: Q2 — R definimos por gu : 2 — R como

(qu)(x) == u(g~'x) Vo €.
Observacién 3.23. Para todo u,v € H} () A € R y g € G ocurre que

glu+v)=gut+gv y g(hu)=A(gu).
Proposicién 3.24. Si G es un grupo de O(N) y Q es un dominio G—invariante,
entonces se cumple lo siguiente
(a) Siue LP(Q) y g € G entonces gu € LP(Q) y ||gul rr(0) = ||ullzr(0)-

(b) Siu e HY Q) yg e G, entonces gu € HY (), D(gu)(x) = gDu(g 'x)
para todo x € 0 y ||gull g1 ) = l|ull g 0)-

Demostracion. (a) Como g(2) = Q y |detg| = 1, usando el teorema de

cambio de variable se tiene que
el = [ loul = [ Jutg o) do = [ Juto)P dy = Julfyqe,
Q 0 Q
(b) Sean g € G, z € Q. Si p € C(Q) la regla de la cadena asegura que

D(gp)(x) -y = (Dp(g~'x)) - (g7 'y) Vy e RY.

Como g es una isometria, Do(g7'z) - g7y = gDy(g'z) - y. En conse-

cuencia,

D(gp)(x) -y = gDp(g 'z) -y Yy e R"Y.

Esto prueba que D(g¢)(z) = gDy(g 'z). Escribiendo a g en forma ma-

tricial como g = (g;;) esta tltima identidad se escribe como

8(9@)<x) = ﬁ:g-~ ga_go (x), Vi=1,...,N.
oxi = Y \7 oy ’ Y
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Si u € H(2) tomamos una sucesiéon ¢ € C°(Q) tal que ¢p — u en
H}(Q). Por tanto, ¢ — u'y %% — Dju en L*(Q2). Entonces

gor — gu Y g%%: — Dju en L*(9Q).
En consecuencia, gu € Hy(Q) y D;(gu) = Z;V:1 gi.;(gDju), es decir,
D(gu)(z) = gDu(g~'z) si z€Q

Finalmente, el teorema de cambio de variable asegura que

[P = [ putg™ o) dz = [ uts)ay.

De donde, se sigue que [|gul| g1 (o) = l|lull g ()

3.3.2. Principio de criticalidad simétrica

Sea H un espacio de Hilbert. Igual que en el caso de RY denotaremos por
B(H, H) al conjunto de funciones lineales y continuas de H en si mismo y al

conjunto de las isometrias lineales de H como
I(H):={T € B(H,H) : T es biyectiva y ||[Tu|| = |Ju]| si we€ H}.

Definicién 3.25. Sea G un grupo. Una accion (isométrica) de G en H es

un homomorfismo de grupos G — Z(H). Denotaremos a la imagen de g € G

también como la isometria g : H — H y escribiremos gu en lugar de g(u).
Un espacio de Hilbert con una accion G se llama G—espacio de Hilbert.

El espacio de G—puntos fijos de H es el subespacio

HY ={ueH :gu=uVgeG}.
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Una funcional J : H — R se llama G—invariante si
T (gu) = T (u)

para todo g € G yu € H.
Observacién 3.26. El subespacio H® es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Probaremos que HY es un espacio cerrado de H. Sean (uy)
una sucesién en H¢ tal que u, — u'y g € G entonces uj, = guj — gu por lo

tanto, gu = u, de donde se sigue que u € HC. O

Ejemplo 3.27. Si G es un subgrupo del O(N) y Q2 es un grupo G—invariante,
la Proposicidn asequra que HY(Q) con la accidn g : HL(Q) — HY(Q)

dada por gu = uwo g~' es un G—espacio de Hilbert y que el funcional J :

H}(Q) = R definido en el Teorema es G—invariante

Teorema 3.28 (Principio de criticalidad simétrica, Palais 1979). Si H es un
G—espacio de Hilbert v J : H — R es un funcional lineal G—invariante de

clase C*, entonces

(a) DJ : H— H es G—equivariante, es decir,
DJ(gu) = gDJ (u) Yu € HVg € G.

En consecuencia, si u € HY, entonces DJ (u) € HE.

(b) Siu € HE esun punto critico de la restriccion J|ye : HE — R, entonces

u es un punto critico de J .

Demostracion. (a) Como J es G—invariante ocurre que Jog = J para todo

g € G. Sean u € H, g € G. Aplicando la regla de la cadena obtenemos

(DI (u),v) = (D(J og)(u),v)
= (DI (gu), gv) = (g~ 'DI (gu),v)
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para todo v € H. Por lo tanto
DJ(gu) = gDJ(u) Vue€ HVYg € G,

es decir, DJ (u) € H® para todo u € HE.

(b) Siue€ HY entonces D(J|ye)(u) = DJ (u) por lo que los puntos criticos
de J|ye son los de J como se queria demostrar.
[l

Corolario 3.29. Si G es un subgrupo de O(N) y £ es un conjunto abierto,
acotado y G—1invariante, el problema tiene al menos una solucion

G —invariante.

Demostracion. El Teorema nos garantiza la existencia de un punto criti-
co de J| Hi(QG €n H} ()Y y el teorema anterior nos dice que dicho punto
es critico de J en H} (), es decir, es solucién (débil) G—invariante no tri-
vial. O

3.3.3. Soluciones no radiales

Definicién 3.30. Sean G un subgrupo de O(N), 7 : G — Z/2 = {1,—1}
un homomorfismo de grupos, y 2 un conjunto G—invariante. Definimos la
siguiente accién de G en H}(Q), a la que denotaremos como g, : H(Q) —
H}(Q), de la siguiente manera g -; u := 7(g)gu, es decir,

(9 u)(x) = 7(g)ulg™"2)
sizx€e€Qyged.

Observacioén 3.31. La Proposicion|3.24| nos permite concluir que (g -, u)(z) € Hg ()
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||9'TU||H5(Q) = ||UHH3(Q)

lg -7 ullry = Nullze@.
Entonces G actiia en H}(Q) bajo esta accion. Denotemos por
Hy Q) :={u€ Hy(Q) : g-ru=uVge€G}.

Siu € H} Q) y K := ker 7, entonces u es K —invariante, es decir, H} ()™ C
H} ()X, Por otra parte, u(gr) = —u(x) si 7(g) = —1.

Concluimos este trabajo con este ejemplo.

Ejemplo 3.32. Sean B la bola unitaria de R?> y Q = B x B C R*, definimos
la accién de O(2) x O(2) sobre R* = R? x R? de la siguiente manera, para
cada (g,h) € O(2) x O(2) y cada (z,y) € R* x R?, (g,h)(z,y) := (gz, hy),
definamos también o : R? x R? — R? x R? como o(x,y) = (y,x); y sea G el
grupo generado por O(2) x O(2) y 0. Ademds, definamos T : G — 7Z,/2 en los

g@’I”LGTCLdOTGS como

1 sigeO(2) x0(2)
7(g) = ,
-1 sig=np.

Entonces G es un subgrupo de O(N), 2 es G—invariante, T estd bien definida,
K :=kert = O(2) x O(2) y el problema tiene soluciones no radiales.

Demostracion. Primero probaremos que G es un subgrupo de O(4); para eso,

notemos que O(2) x O(2) y p estan contenidos O(4), en efecto, si (g,h) €
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O(2) x O(2) y (z,y) € RY entonces

1.0 (@, ) llmme = /gl cre + N9yl13a e
= 2B e + 1Y1Ze e
= [l(z,y)|lr2xre

y se cumple claramente que

llo(@, y)|lr2xr2 = [|(y, 7)||[R2xr2 = [[(7, Y)||R2xR2-

Estas dos ultimas igualdades nos permite afirmar que G esta contenido en
O(4), y ademés, si (z,y) € B x B entonces g(z,y) € B x B para todo g € G.
Por lo tanto 2 es GG invariante.

Supongamos que existieran g, h € O(2) x O(2) tales que o(z,y) = (g, hy)
entonces 0(1,0,0,0) = (0,0,1,0) = (¢(1,0), ~(0,0)) lo que implica que g(1,0) =
(0,0) y h(0,0) = (1,0) que es una contradiccién pues h y g preservan la
norma, por lo tanto ¢ € O(2) x O(2) y esto implica que 7 esta bien de-
finido. Observemos que po = Id y ademéds que o(g,h) = (h,g)p, en efec-
to, sea (z,y) € R* x R* y g,k € O(2) entonces p(g,h)(z,y) = p(gx, hy) =
(hy,gz) = (h,9)(y,z) = (h,g9)o(x,y) . Por lo que, cada g € G puede verse
como § = p¥gy -+ - gr, donde g; € O(2) x O(2) y n € N. Si 7(§) = 1 entonces
0 s6lo un numero par de veces y ya que ¢®> = id entonces g € O(2) x O(2),
es decir, Ker(1) = 0(2) x O(2).

Finalmente, aplicando el Corolario [3.29| podemos concluir que existen
soluciones al problema (3.0.1) no radiales, dado que 7 es suprayectivo y
Hy(6)" £ 0.

]
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