0 GO AUTONGHE 7
(TR L)

=2 s?,.;.,

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

Centro de Ciencias Mateméaticas UNAM Morelia

"LA FUNCION ZETA DEL ANILLO DE BURNSIDE"

TESIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN CIENCIAS MATEMATICAS

Presenta:

DAVID VILLA HERNANDEZ

Director de tesis:
Dr. Alberto Gerardo Raggi Cardenas
UNAM Morelia

México D.F. Septiembre, 2011


Ricardo
Texto escrito a máquina
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

Ricardo
Texto escrito a máquina


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, sera exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






3

El que no escatimoé ni a su propio Hijo
sino que lo entregd por todos nosotros,
,.como no nos dard también con él todas

las cosas?
Romanos 8:32

Gracias Dios mio, por que siempre estuviste a mi lado, a lo largo de
este trabajo, gracias por que incluso en mis suenos ti me revelaste las
respuestas.

Esta pagina esta dedicada para agradecer a todas las personas que
ayudaron a la realizacion de este trabajo.

Gracias Gerardo, por toda la confianza y todos los conocimientos que
me has heredado, a lo largo de ya méas de 10 anos. Gracias por permitirme
realizar las tesis de licenciatura, maestria y en esta ocasion de doctorado.
Gracias por todos tus invaluables conocimientos y apoyo profesional.

Gracias Bere, por estar conmigo, en esta etapa de mi vida. Gracias
por todo el amor y comprension que me tienes y por ayudarme en la
edicion de esta tesis. |Te amo!

Gracias papa y mamé, por que ustedes son la base de lo que hoy
en dia soy, gracias por que desde la primaria ustedes me ensenaron las
matematicas que hoy forman parte de mi vida.

De manera especial quiero agradecer al Dr. Fernando Barrera por sus
invaluables aportaciones a esta tesis. jGracias por el apoyo incondicional!



Indice general

INTRODUCCION
ANTECEDENTES

Capitulo 1. Preliminares.
1.1. El anillo de Burnside.
1.2. La funcion zeta (.
1.3.  El producto fibrado.
1.4. Ecuacion funcional para Z(®;s).

Capitulo 2. Algunas Funciones ¢ para B (G).
2.1, La funcion (g, (s) -
2.2.  La funcion CB(C .) (s).
2.3. La funcion (g, (5) -
2.4. La funcion (g (pxq) (5) -

Capitulo 3. Ecuacion Funcional para (g (¢ (s) -
3.1.  Ecuacion funcional para (g (¢, () -
3.2.  Ecuacion funcional para (p () (s) .
3.3.  Ecuacion funcional para Zp (I',;s) .

Capitulo 4. Ecuacion Funcional para Lp () (M, s,1) .
4.1. La funcién L.
4.2. Funciones L en By, (Cyn) .
4.3. Ecuacion funcional para Z (P, s,1)) .
4.4.  BEcuacion funcional para Lg o) (M, s,).
4.5.  Ecuacion funcional para Ly (T, s,1).

Capitulo 5. Funciones ¢ en B (G) para grupos S, y 4A,.

5.1.  Componentes solubles de B,(G).
5.2. La funcion (pg,) (s) -
5.3. La funcion (pa,) (s) .
5.4. La funcion (pa,) (s) -
5.5.  La funcion (p,g,) (5) -

Conclusiones.

10
14
17
18

20
21
26

46
48

02
23
%)
66

70
71
72
89
90
97

100
101
103
105
108
112

114



Indice general 5
Nomenclatura. 115

Bibliografia 117



INTRODUCCION

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar la teoria para las
funciones zeta en el anillo de Burnside de grupos finitos, a fin de obtener
informacion sobre el comportamiento de estas, asi como obtener algunas
generalidades de estos objetos de estudio.

En el primer capitulo de este trabajo comenzaremos con el estudio de
temas preliminares tales como el anillo de Burnside, la funciéon Zeta y
el producto fibrado, para los cuales daremos la definicion y algunas de
sus propiedades. Finalmente definiremos la funcién Zeta asociada a una
funcion de Schwartz Bruhat y mencionaremos la ecuacion funcional que
ésta satisface.

De acuerdo con la definiciéon dada por Solomon para la funciéon zeta
de un orden, se requiere del conocimiento de todos sus ideales de indice
finito, lo cual puede ser complicado. En el segundo capitulo de esta tesis,
se presentara un método empleado por C. J. Bushnell e I. Reiner, que
solo depende de la coleccion finita de las clases de isomorfismo de sus
ideales de indice finito. Dicho método lo aplicaremos en los casos de
la funcion zeta del anillo de Burnside para grupos ciclicos de orden un
primo racional p y p?. Los resultados anteriores, nos permitiran obtener
un método recursivo para calcular la funcion zeta del anillo de Burnside
para grupos ciclicos de orden p", con n € N, para los casos local y global.
Posteriormente consideraremos los grupos de la forma G = P x @), es
decir G es el producto directo de Py (), en donde P es el p-subgrupo de
Sylow de G. Para estos grupos, daremos una relacion entre la funcion zeta
del anillo de Burnside de G, con la funcién zeta del anillo de Burnside
de P, para el caso local. Ademas, en base a los resultados anteriores,
determinaremos la funcién zeta para el anillo de Burnside de cualquier
grupo ciclico, en el caso local. Finalmente en este capitulo, se determinara
explicitamente la funcion zeta para el anillo de Burnside de un grupo

6



INTRODUCCION 7

ciclico de orden pm en donde p t m, para el caso local.

En el tercer capitulo, comenzaremos dando una ecuacion funcional en
el caso local, para la funcion zeta del anillo de Burnside de un grupo
ciclico de orden pm en donde p t m. Dicha ecuacion recae en un caso
particular del teorema principal de este capitulo, en el cual se determina
una ecuacion funcional para la funcion Zeta del anillo de Burnside B, (G)
para un grupo finito GG. Este teorema es basado en una restriccion para
las clases de isomorfismo de los ideales de indice finito de G, la cual
se estudiara en los casos del anillo de Burnside de C, y Cp2. Ademés
veremos que esta restriccion siempre es satisfecha por el orden maximal
de B, (G), el cual es una de las clases de isomorfismo de sus ideales de
indice finito. Finalmente en este capitulo, determinaremos una ecuaciéon
funcional para la funcion Zp (¢, .) (B (Cpn) 5 5) .

En el capitulo cuarto de este trabajo, definiremos la funcién Zeta
asociada a una funciéon de Schwartz Bruhat y a un caracter dado. En base
a los resultados obtenidos en el capitulo dos, para el anillo de Burnside
de los grupos ciclicos de orden un primo racional p y p?, obtendremos las
funciones L correspondientes, para el caso local, a partir de las cuales,
obtendremos un método recursivo para calcular funciones L en el anillo
de Burnside para grupos ciclicos de orden p”, con n € N. Posteriormente
extenderemos la ecuaciéon funcional dada en el capitulo anterior a una
ecuacion funcional para el caso de la funcion L del anillo de Burnside
B, (G), para G un grupo finito y daremos un ejemplo para el orden
maximal de B, (G), el cual es una de las clases de isomorfismo de sus
ideales de indice finito. Finalmente en este capitulo, determinaremos una
ecuacion funcional para la funcion L del anillo de Burnside para grupos
ciclicos de orden p”, en el caso local.

En el quinto capitulo, obtendremos que la componente Bp(G)ng es
isomorfa al anillo B, (C,) en el caso de que p|| |G|, lo cual junto con
las tablas de marcas y de acuerdo con la descomposicion del anillo de
Burnside en sus componentes solubles, nos facilitara los calculos de las
funciones zeta del anillo de Burnside para algunos grupos de simetria y
alternantes, tales como S3, Sy, A4 y As, en los casos local y global.



ANTECEDENTES

El anillo de Burnside B (G) , es un invariante del grupo, el cual detecta
solubilidad. Andreas Dress, probé que un grupo es soluble si y sélo si los
tnicos idempotentes de B (G) son los triviales. También probo el teorema
de induccion de Dress para B (G) , el cual, a partir del hecho de que B (G)
actia en los funtores de Mackey, se tradujo en un teorema de induccion
para cada uno de estos funtores, ver [1]. Ademéas B (G) tiene diversas
aplicaciones en topologia. Por otro lado la funcion zeta de Solomon, es
un invariante del anillo que detecta la distribuciéon de los ideales primos
y es una generalizacion de la funcion zeta usual de Riemann.

A lo largo de este trabajo, Z, denotara al anillo de los enteros p-adicos.

Sea I' un Z,-orden en una B-algebra semisimple y de dimension finita
sobre el campo de los nimeros p-adicos Q,,. Sea V' un B moédulo izquierdo
y A = EndpV. Partiendo de la definicién dada por Solomon en [19] para
la funcion zeta de I', Bushnell y Reiner en [10, proposicion 1] mediante
la transicion a ideles, obtienen una férmula que relaciona a la funcion
zeta de I' con la suma de las funciones Z(M; s), en donde la suma corre
sobre M en los representantes de las clases de isomorfismo de los I'-latices
plenos en V' 'y Z(M;s) es una integral definida en las unidades de A.
Posteriormente en [10, 5.1] definen las funciones Z(®;s) y Z (@, s) para
® una funcion de Schwartz-Bruhat en By ® su transformada de Fourier.
Para dichas funciones, obtienen una ecuacion funcional la cual en la Tesis
de Tate [20] se encuentra para el caso en el que B es un campo. Dicho
resultado lo aplican en [10, 5.3] para obtener una ecuacion funcional para
la funcion zeta en el anillo de grupo para un grupo finito.

Dichos conocimientos motivan el estudio y la biisqueda de ecuaciones
funcionales para las funciones ¢, Z y L en el anillo de Burnside de grupos
finitos.



Capitulo 1

Preliminares.

Observacion. A lo largo de este trabajo solo consideraremos a G
como un grupo finito.

En la secciéon 1.1 definiremos el Anillo de Burnside de un grupo finito
Gy veremos algunas de sus propiedades.

En la seccion 1.2 definiremos la funcion zeta de un orden A y veremos
algunas de sus propiedades. En 1.2.1 mencionaremos el teorema en el cual
se relaciona la funcion zeta de un orden con la de su orden maximal.

En la seccion 1.3 estudiaremos los ideales de un producto fibrado.

En la seccion 1.4 mencionaremos la ecuacion funcional que satisfacen
las funciones de Zchwartz-Bruhat en el teorema 1.4.1.



1.1. EL ANILLO DE BURNSIDE. 10

1.1. El anillo de Burnside.

1.1.1. Observacion. Un conjunto R es un semianillo, si para que
sea un anillo so6lo le falta que cada uno de sus elementos tenga inverso
aditivo en R.

Para este trabajo consideraremos a G como un grupo finito. Sean X
un G-conjunto finito y X su clase de isomorfismo como G-conjunto.

Definimos

B*(@):={X | X un G conjunto finito} .

Tenemos que BT (@) es un semianillo conmutativo con unidad, con las
operaciones binarias de unién ajena y el producto cartesiano, las cuales
denotaremos respectivamente por:

Ademés tenemos que 0:=0 v 1:=G/G.

1.1.2. Observacion. Sean X,Y,
X+Z=Y

entonces X = Y.

Por otro lado, tenemos que la siguiente es una relacion de equivalencia
en

B (G) x B (Q) :

(71,71) ~ (YQ,VQ) < 71 +72 = 72 +71,

para (X1,Y1), (X2,Y5) dos elementos de BY(G) x BT(G).
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1.1.3. Definicién. Definimos el anillo de Burnside B(G) de un
grupo G como

B(G) :=[(B*(G) x BY(G))/ ~],

el cual recibe el nombre de anillo de Grothendieck de BT (G).

Recordemos que el anillo de Grothendieck del conjunto de los nimeros
naturales N es el conjunto de los nimeros enteros Z.

Observemos que como grupo abeliano, B(G) es libre como Z-modulo
generado por los elementos de la forma G H, en donde H pertenece
al conjunto de clases de conjugacion de subgrupos de G, conjunto que
denotaremos por C(G). Tenemos que:

B(G)= € z(G/H).

HeC(G)

Sean H y K subgrupos de G y sea g R el conjunto de representantes
de la particion inducida en G por las clases laterales dobles de la forma
HgK. Sea K un subgrupo normal en GG, entonces:

(G/H)-(G/K)= Y G/(HNK).

9EnRK
Para més informacion sobre el Anillo de Burnside, ver |2, 11, 12].

Sea, H un subgrupo de G y sea X un G-conjunto. Denotaremos al
conjunto de puntos fijos de X bajo la accién de H mediante:

Xt ={recX|h-zv=x Vhe H}.
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1.1.4. Definiciéon. Definimos la marca de H en X como el niimero
de elementos de X y lo denotaremos por:

pr(X) = X1 .
Algunas de las propiedades que satisface ¢y, son las siguientes:
De- pg(XWY) =pu(X)+ pg(Y) para X y Y dos G-conjuntos.

ii)- (X xXY) =pg(X)eu(Y) para X y Y dos G-conjuntos.

iii).- og(G/H) =| W(H) | el orden del grupo de Weyl de H, en
donde
W(H) = N¢ (H) /H,

para Ng (H) el normalizador de H en G.

iv).- Sean H y K subgrupos de G en la misma clase de conjugacion
en C(G), entonces

or(X) = ¢r(X),
para todo G-conjunto X.
v).- ox(G/H) =0 < K no es subconjugado de H en C(G).

Vi) (G/H) =| W(H) || {E<G: E=¢ Hy K CE}|.

Para mas informacion sobre marcas, ver [14].

1.1.5. Definicién. Sea X un G conjunto. Definimos

B(G)= ][] z

HeC(G)

Tenemos que la aplicacion

p: BYHG) — B(G)

>
!
2
=
>
-y
m
S
3



1.1. EL ANILLO DE BURNSIDE. 13

es un morfismo de semianillos, el cual se extiende de manera tinica a un
morfismo inyectivo de anillos

¢ B(G) = B(QG).

1.1.6. Observacién. Sea R un dominio entero. R es un Dominio
de Ideales Principales (DIP) si todos sus ideales I son de la forma

I = <CL> )
para algin a € R.

1.1.7. Definicidén. Sea R un DIP. A es un orden sobre R si:

i) A es una R-algebra tal que R — A.
ii) A es libre y f. g. como R-moddulo.

1.1.8. Observacion. Sea A un R-orden y K el campo de cocientes
de R, tenemos que
A=K Q) A,
R

es un algebra de dimension finita sobre K.

1.1.9. Definicién. A esun R-orden méximal, si dado otro R-orden
A tal que A C A C Ay, entonces A = A,

1.1.10. Observaciéon. Dado A un R-orden, existe A’ un R-orden
maximal tal que A C A’ C A,.

Notacién. Sea p € Z un primo racional. Sea Z, el anillo de los
enteros p-adicos.

Definimos los siguientes productos tensoriales

B)(G) = ZP®B(G) = @ Z,(G,/ H),

HeC(G)
B,(G) =12, BG) = ] z
7 HeC(G)

en donde tenemos que B,(G) es un Zy-orden, para el cual EP(G) es su
orden maximal.

Para més informacion sobre ordenes, ver [13, 14, 17|.
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1.2. La funcién zeta (.

Definimos la funciéon zeta del orden A, como sigue

Cals) = > AT |72,
I < A, ideal
(A:]) <o

la cual converge uniformemente en subconjuntos compactos del conjunto

{s € C| Re(s) > 1},

~ ~

para los casos de B(G), B(G), B,(G) y B,(G). Este resultado se puede
ver en [19].

Algunas de las propiedades de la funcion zeta son:
i).- Si A =[], A, tenemos que:

Cals) = H (ai(9).

ii).- Sea A, :=7Z, Q, A entonces, tenemos el producto de Euler:

als)= 1] )

p—primo

Este resultado se puede ver en [19, lema 6].

1.2.1. Teorema. Sea GG un grupo finito y sea B(G) su anillo de
Burnside. Si p es un entero primo, tenemos que

CB(c)(8) = Jala™")Ch ) (),

en donde f;(¢™*) es un polinomio en Z[g~*].

Este resultado se puede ver en [10, teorema 1].
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1.2.2.  Observacion. Notese que B, (G) C éq(G), por lo que si ¢

no divide a |G|, tenemos que |G|z € B,(G) para todo = € B,(G), de
donde obtenemos que x € B,(G) ya que |G| es una unidad en B, (G),
concluyendo que

~

BQ(G) = BQ(G)7

y por lo tanto tenemos que fg(¢™*) = 1 siempre que ¢ no divide a |G| .

Notacién. Sea B, una Q,-algebra en el campo de los nimeros p-adicos.

Sea I') un Zy-orden y V,, un B,-moédulo. Sean M,, N, dos I')-latices
plenos en V). Tenemos el siguiente diagrama:

QP o BP o ‘/P
| | |
Z, — T, — M, N,

Definimos
Zr, (My;s) = (I - Np)_s,

121N

Ny € T
Ny = M,

por lo que podemos expresar

CFp (5) = Z ZFp (Mp? s),

M

p

en donde la suma es finita y corre sobre los representantes de las clases
de isomorfismo de los I',-latices plenos en V),.

Sean A, = Endp)V, y A, = Endr,M, de donde A} = AutpV, y
A; = AutrpMp.
Definimos al conductor de M, en N, como
{M, : Ny} ={x e A,: M,x C N,},

el cual resulta ser un Z,-1atiz pleno en A,.

Sean X, Y dos Z,-latices plenos en V), definimos
(X : XNOY)

XY =5 xa)
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Sea x € A} y sea N, un Z-latiz pleno arbitrario en V;,. Definimos la
siguiente norma

HxHVp = (Npz = Np) ,

la cual no depende de N, y es multiplicativa. Ademas se puede ver que
|z|[, = 1 siempre que & pertenezca a las unidades de algtin Zj-orden

en A,

Observemos que A, adquiere una topologia vista como Q,-espacio
vectorial de dimension finita, con la cual se satisface que:

1) Cualquier Z,-1atiz en A, es vecindad abierta y compacta del 0.
2) A} es abierto compacto y localmente compacto con la topologia de

subconjunto.
3) ') es abierto compacto para cualquier Z,-orden I,

1.2.3. Nota. Recordemos que dado un grupo localmente compac-
to, se puede probar que existe una tunica medida, salvo constantes, que
es invariante bajo traslaciones del grupo, ver [15]

Sea d*x una medida de Haar de A, tenemos que:

* ) —1 -5 sk
v, (My:s) = i (A) (T, = M) / D) (@) |23, d's.
A5

Los detalles de este resultado se pueden encontrar en [10, 2.1].
Para méas informacion sobre la funcién zeta, ver (3, 7, 9, 10, 16].
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1.3. El producto fibrado.

El siguiente es un diagrama de producto fibrado de anillos:

f2
A — A2
i 1 i g2
A1 — A
g1

en el cual todos las aplicaciones son suprayectivas y por definicion:

A={(a1,a2): a; € Ajpara i=1,2y g1 (a1) = g2 (a2)}.

Sea I < A un ideal izquierdos e I; < A; ideales izquierdos tales que

para i =1,2.

1.3.1. Observacion. Con la notaciéon anterior, sea A, un DIP.

Por ser Ay de ideales principales, tenemos que existe un elemento
B € A, tal que

Ademaés, del producto fibrado tenemos que existe un elemento o € Iy
tal que (o, B) € 1.

Sea J = {c€ A;: (¢,0) € I}, el cual es un ideal de A;. Tenemos
que los ideales de A son de la forma

I=A(a,B)+ (J,0),
en donde se satisface:

L. f2 (I) = AQ/BD
2. a1 (J) = 0,
3. g1(a) = g2(5).

Los detalles de este resultado se pueden encontrar en [18].
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1.4. Ecuacion funcional para Z(®;s).

Sea Q, el campo de los niimeros p-adicos, con la topologfa p-adica.

Sea W un espacio vectorial de dimension finita sobre el campo Q,,.

Una aplicacion
oW — C,

es una funcion de Schwartz-Bruhat si es localmente constante y es de
soporte compacto en E, en donde

soporte(®) ={w e W : & (w) # 0}.

Las funciones de Schwartz-Bruhat estdn generadas por las funciones
caracteristicas en

{q){w+pr0} cweW, 0= feZ, XounZ,latiz pleno}.

Sea B una Q,-dlgebra simple de dimension finita. Sea x un caracter
no trivial y continuo del grupo aditivo F, para F' un subcampo del centro
de B que contiene a Q,. Sea t la traza de B — I’y sea ® una funcién

de Schwartz-Bruhat en B. Definimos ® su transformada de Fourier por

B(y) = /B & () (M) e

la cual resulta ser otra funcién de Schwartz-Bruhat en B, en donde A
esta en las unidades de F'y dx es una medida de Haar en B.

Definimos también la funcion zeta de ® por

2@19) = [ () ald'e

para B* las unidades de B y d*x una medida de Haar en B*.
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1.4.1. Teorema. Sean ® y ¥ funciones de Schwartz-Bruhat en B
una Q,-algebra simple de dimension finita. Tenemos que se satisface la
siguiente ecuacion funcional:

Z(®;s) Z(¥;s)

Z(®;1—s) Z(U;1—s)

Este teorema se encuentra en la Tesis de Tate [20]| para el caso en
el que B es un campo. Este resultado se puede extender a Algebras
Semisimples y los detalles se pueden encontrar en |10, 5.1,5.2]. Para mas
informacion sobre la ecuacion funcional para la funcion zeta, ver [4, 8].



Capitulo 2

Algunas Funciones ( para B (G).

En este capitulo, desarrollaremos los siguientes puntos, para los casos
local y global:

En la seccion 2.1 calcularemos explicitamente la funcion zeta del anillo
de Burnside para grupos ciclicos de orden un primo racional p.

En la seccion 2.2 calcularemos explicitamente la funcion zeta del anillo
de Burnside para grupos ciclicos de orden p?.

En la seccion 2.3 y en base a los dos secciones anteriores, daremos
un método recursivo para calcular la funcion zeta del anillo de Burnside
para grupos ciclicos de orden p”.

En la seccion 2.4 estudiaremos la funcion zeta del anillo de Burnside
de G = P x @, en donde P es el p-subgrupo de Sylow de G y ) es un
subgrupo normal de GG de orden primo relativo a p.

20



2.1. LA FUNCION CB(cy) (s). 21
2.1. La funcién (pc,) (s) .
Sea I'y = B, (C,) el anillo de Burnside del grupo ciclico de orden p.

Las clases de conjugacion de C, son C, y pC),, de donde una base
para I'y es {1 =C,/C,, a = C,/pC,}, por lo que

Iy =Z, Pz,

para el cual se tiene que a®> = pa. Ademés, su orden maximal es I'; = ZZ%.

También sabemos que

C,/K| si HCK
SOH(CP/K):{l)p/' ZngZK

por lo que para las clases de conjugacion dadas en el siguiente orden
{Hl — Cp7 H2 — pCp}7

tenemos que ¢ induce la siguiente inclusion

@ o~
Iy — Iy
I — (1,1)
a — (0,p)

por lo que dentro de I, podemos ver a
I = {(u,u+pv) € Z]% RTINSy
o bien, reescribiendo obtenemos que
I'={(z,y) € Z): (x—y) €pZy} C I,

al cual le podemos dar la siguiente estructura de producto fibrado:

(xay) - o — Yy
| f2 |
‘ Fl — Zp |
‘ fi 4 1 g2 |
| Ly — Lyp/pLy |
} g1 J
T - - = — — T =17.
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Observemos que Z, es un Dominio de Valuacion Discreta, por lo que
sus ideales son de la forma p'Z,, para todo entero ¢t > 0. De acuerdo con
la estructura del producto fibrado y la observacion 1.3.1, tenemos que
los ideales de indice finito de I'; son de la forma

=" )T+ (p"Zy,0),
en los cuales

L.g1 (p"Zy) =0,
2.91 (p") = 92 ().

Puesto que I'y = {(x, T+ py) € ZZ: x,Y € Zp} , obtenemos que

1={([fe+p"2) . [0 (@ +p)]) €2} : 2.y.2 €7},

para los casos

kEk=1=0
1<m 0
1 <kl

Reescribiendo, se puede ver que:

L =p"Z, Pp'Z, para 1 < m,l
I_ k=1=0
) L={("up) e Z2:(v—u) € pZ,}  para o
1<kl

Tenemos que los ideales de la forma I resultan del caso m < k 'y estos
son isomorfos a I';. Por otra parte, los ideales de la forma I5 se obtienen
del caso k < m y estos son isomorfos a I';. De lo anterior, concluimos
que las tnicas clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de indice
finito de I'y son I'1 y fl, por lo cual:

CFI (3> = ZF1 (Fl; 3) + ZF1 (fl; S) .
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2.1.1. Observaciéon. En lo siguiente consideraremos a d*x como
una medida de Haar en (@;)2 tal que d*z = (d*@)”, en donde d*a es

una medida de Haar en Q, la cual es tal que fz* d*a =1, por lo que

w (f”{) = 1.

Ademés tenemos que I'y es local, teniendo que radl’y = (pr)2 de
donde obtenemos que:

I =T (0Z,)°.
Recordemos que
Zo, (M:s) = p* (&) (T : 1) / D sy (@) [zl e,
(@)
en donde Aj = Autr, M, por lo que:

1). Para I'y tenemos lo siguiente:
a) Sabemos que

Endp,T'y = {(a,b) € Q> : T1(a,b) ST},
y puesto que I'y es un orden, tenemos
Endr 'y =11,
y por lo tanto:
Autp I'y =T7.
Finalmente obtenemos:
) = (Trm) =p—1
b) Analogamente al inciso anterior y puesto que
{T1:T1} ={(a,b) € Q> : T1(a,b) ST},

obtenemos:

{Fl . Fl} = Fl.

De los dos incisos anteriores obtenemos:

Zr,Cis) = (-1 [ felyda-
(@) N[rs ¥z,
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2

1+ (p—1) / lerllp, 4" 1+(p—1)< (ps)t) =

t

el L7 %
+t:1pr

(1—2p~° +p' %) (3 (9),
en donde
G, () =1/ (1=p)"
2). Para I'; tenemos lo siguiente:
a) Sabemos que Endp, I = {(a,b) cQ: Ti(a,b) C fl}, puesto
que I'y es un orden, tenemos
Endplfl = fl,

y por lo tanto: L
Autpll“l = FT
Finalmente obtenemos:

b) Tenemos que
{fl X Fl} = {(a,b) c Q]% : fl(a,b) - Fl} .
Ahora, consideremos un elemento (a,b) € QZQ), tal que
(Cl,b) c {fl : Fl},

el cual aplicandolo a la base canénica de fl, implica:
(1,0)(a,b) = (a,0) € T

(0,1)(a,b) = (0,b) € T'y.

De las relaciones anteriores obtenemos respectivamente que a € pZ,
y b € pZ, de donde es facil ver:

{fl ; Fl} = (pZ,)”.
c¢) Sabemos que

(T 1) = NG, (G) /G| [Ne, (9Cy) /9Cy| = p.

De los tres incisos anteriores obtenemos:
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Zr, (Fus)=p [ el

(Q;f ﬂ(PZp)2
2
00 2
S S % S —St
o [ welre] < (S0y) -
00 t=1
i1 P2
P °Cg, (8).

Finalmente:
Cry (s) = (1 —p "+ p1—25) Cf1 ().

Este resultado se obtuvo por medio del céalculo directo de todos los
ideales de indice finito de I'y en [21, seccion 2.

Ademas podemos observar que se cumplen las siguientes relaciones:

Zr (Mss) = G (s) IR
1. Zr (M1 —5) = (I'y : F1)1 2 m para M =1T,1'.
<F1 (S) T . —2s gfl (S)
Sy R R oy

Finalmente del producto de Euler obtenemos:

CB(c,) (s) = H CB,(c,) (8) =

g-primo

(L=p " +p">) (G (s)],

en donde
=1 1
(z(s) = Z i H p— CB({e}) (5)
n=1 q-primo

es la funcion zeta usual de Riemann.
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2.2. La funcién CB(C ) (s).

Sea I'y = B, (C2) el anillo de Burnside del grupo ciclico de orden p?.

Las clases de conjugacion de Cp son Cpe, pCp2 y p*Cp2, de donde una
base para I’y es

{1 = Cp2/0p2, a = Cp2/p0p2, b = sz/p20p2} ,

por lo que
Iy =2, 2,0 P Z,b,

para el cual se tiene que a’? = pa, ab = pby b* = p?b. Ademas, su orden
maximal es I'y = Zg.

También sabemos que

Cp/K| si HCK
SOH(OPQ/K):{(‘)I)/| S

si HZ K
por lo que para las clases de conjugacion dadas en el siguiente orden

{Cp27 p0p27 p20p2} )

tenemos que ¢ induce la siguiente inclusion

w o~
FQ —> PQ

1 = (1,1,1)
a — (0,p,p)
b — (0,0,p%)

por lo que dentro de fg podemos ver a

Iy = {(u,u+pv,u—|—pv—|—p2w) GZ]?;:u,v,wEZp},

o bien, reescribiendo obtenemos
Ty = {(2,y,2) € Z3: (y — ) € pZy, (= — y) € p*Z,} C Ty

al cual le podemos dar la siguiente estructura de producto fibrado:
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(le, Y, Z) - - — “
| f |
’ FQ — Zp |
| i d 1 92 |
| Iy — Z,/pZ, |
I g1 l

Observemos que Z, es un Dominio de Valuacion Discreta, por lo que
sus ideales son de la forma p'Z,, para todo entero ¢ > 0. De acuerdo con
la estructura del producto fibrado y la observacion 1.3.1, tenemos que
los ideales de indice finito de I'y; son de la forma

I= <a7pt) FQ + (J7 O) )

para « en algtin ideal de I'y y J un ideal de I'y, tales que

Lgi(J)=0
2.91 () = g2 (p") -

Recordemos que los ideales de I'; son de la forma

7, Pr'Z, para 1 < k,
k=101=0
{(pku,plv) € Zg c(v—u) € pr} para 6
1< k.l

J =

por lo que si a = (p™ug, p") y considerando

Ty ={(z,x+py,x+py+p'z) €Zs:x,y,2 €L},

obtenemos:

I = {(p™uoz + p*u, p"(x + py) + plv, p'(x +py +p°2)) €L} : 1,y 2 € Ly}
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a)u,v € Zy, 1 <k, 2<I

b) u,v € Z,, tales que (v —u) € pZ,, 1 <k, 2 <1
a) (up—1) € pZy,, n=m=1t=0

* 4 b)us€Zy,n=t=1,1<m

ii)q ¢)(up—1)€pZy,n=t=1,1<m

d)ug € Zy, 2<m,t, 1 <m

e) (up—1) € pZy, 2<n,t, 1 <m

en donde la parte i) se obtiene a partir de que ¢; (J) = 0 y la parte ii)
se obtiene de la relacion g1 (o) = g1 (p) .

A partir de lo anterior estudiaremos los siguientes diez casos, para
poder determinar las clases de isomorfismo de ideales fraccionales de

B, (Cp) :

Caso 1. Considerando el inciso a) de i) junto con el inciso a) de ii)
obtenemos que:

I =T,

Caso 2. Considerando el inciso a) de i) junto con el inciso b) de ii)
obtenemos que:

I

I

{ZPEBFl paral = 2

{(u,v,w) € Z3 : (w—v) € pP°Z,} para2 <I

Caso 3. Considerando el inciso a) de i) junto con el inciso ¢) de ii)
obtenemos que:
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( w,v,w) €Z3: (v—u),(w—v) €PpZ,} paral =2; m < k
p P

Z,PT paral = 2; k<m

~
12

Iy para2 <l; m <k

\ {(u,v,w) € Z3: (w—v) € P’ZL,} para2 <I; k <m

Caso 4. Considerando el inciso a) de i) junto con el inciso d) de ii)
obtenemos que:

Iy paral <n

I=¢ Z,pI, paral =n+1
{(u,v,w) € Z3: (w—v) € p?Z,} paran+1<I

Caso 5. Considerando el inciso a) de i) junto con el inciso e) de ii)

obtenemos que:

/ ~

I parak <m; [l <n
Z,PpT, parak <m;l=n+1
{(u,v,w) € Z3: (w—v) € pP’Z,} parak <m;n+1<I
{(u,v,w)EZi:(w—u)Epr} param < k; [ <n

{(u,v,w) € Z3: (v —u),(w—v) € pZy,} param < k; [ =n+1

I’y param < k; n+1<1

\

Caso 6. Considerando el inciso b) de i) junto con el inciso a) de ii)
obtenemos que:

I =T1,.
Caso 7. Considerando el inciso b) de i) junto con el inciso b) de ii)
obtenemos que:

Z, Pr paral =2; m < k
I {(u,v,w) € Z3 : pu+ (w —v) € p*Z,} paral =2; k <m

{(u,v,w) € Z3: (w—v) € p’Z,} para2 <l
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Caso 8. Considerando el inciso b) de i) junto con el inciso c¢) de ii)

obtenemos que:

( {(u,v,w) € Z3: (v—u),(w—v) € pZ,} paral=2; m <k
Z, Ppr, paral =2; m =k

{(u,v,w) EZzzpu—i—(w—v) EpQZp} paral =2; k <m

~
12

I's para2 <l; m < k

{(u,v,w) € Z3 : (w—v) € pP’Z,} para2 <l; k <m

Caso 9. Considerando el inciso b) de i) junto con el inciso d) de ii)

obtenemos que:

ez, parak <m; l<n

{(u,v,w) € Z3 - u+w—v € ply,} parak <m; n =1

{(u,v,w) EZi:pu+(w—v) Engp} parak <m;n+1=1

~
12

Ty param < k; [ <n

Z,Pr'y param <k;n+1=1

| {(w,0,w) € Z3: (w—v) € p’Zy} paran+1<I
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Caso 10. Considerando el inciso b) de i) junto con el inciso e) de ii)
obtenemos que:

~
12

(

\

( {(u,v,w)GZg:(w—u)epr} param < k; [ <n
{(u,v,w) € Z3: (v —u),(w—v) € pZ,} param < k; n+1=1
I's param < k;n+1 <1

\

( {(u,v,w)eZg:u—v—i-prZp} param=Fk; l<n

I'héepz, param =k; l=n
| Z, DT param=k;n+1<]I
( T'P7Z, parak <m; l <n

{(u,v,w)GZf):u—v—i-prZp} parak <m;l=n

{(u,v,w) € Z3: pu—v+w € p’Z,} parak <m;n+1=1

\ {(u,v,w)EZg:(w—v)Epzzp} parak <m; n+1<I

De los diez casos anteriores, podemos reescribir los elementos de I en

la forma

I = {(po‘x,pﬁy,]ﬂz) € Z;’) : **)}

en donde o, y «v son las potencias mas grandes de p que se pueden
extraer de cada coordenada, a partir de lo cual podemos tomar

I={(z,y,2) € Zf; ok )

en donde ** son relaciones que deben de satisfacer x,y, 2€ Z,.

De lo anterior obtenemos que las tnicas clases de isomorfismo de
ideales fraccionales de I'y son:

€L (= —x) € p,},

€Ly (y—x) €ply, (2 —y) € pZy},
€73 (z—vy) € p’Ly},

€L pr—y+z€pl},
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My = {(z,y,2) € Ly x—y+z€ pZ,} , por lo cual obtenemos que

9
Cr, () = Z Zr, (Mi; 5) .

2.2.1. Observaciéon. En lo siguiente consideraremos a d*x como
una medida de Haar de (Q;;)?) tal que d*z = (d*a)’, en donde d*a es
una medida de Haar de Q, la cual es tal que fz* d*a =1, de donde:

p

w (f;) = 1.

Ademés tenemos que I's es local, para el cual se tiene que radl’y =
pZ, @pl'1, obteniendo:

Iy =T34 (pzp EBpF1> .
Recordemos que
Ze,(059) = (4) " @220 [ sy (@) g,
(@)
en donde Aj = Autr,M. Ademés del ejemplo anterior tenemos

o (1_2p—s +p1—28

2d — y
( )!ﬂ et =y
Q; I'y

por lo que:

1). Para I'y tenemos lo siguiente:
a) Sabemos que

Endr,Ty = {(a,b,c)€ Q3 : T's(a,b,c) C T},

Puesto que I'y es un orden se puede ver que Endr,I'y = I's y entonces
AutFQFQ == F;
Finalmente obtenemos

pr () = (T5:13) = plp— 102
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ya que tenemos el siguiente morfismo suprayectivo
Iy — (Z/pZ)" x (Z/p*Z)
(a,b,c) — (ailb, bilc)

cuyo nucleo es precisamente 1.
b) Analogamente al inciso anterior y puesto que

{Ty: o} = {(a,b,c) € Q) : Ts(a,b,c) C Ty}

obtenemos:

{Fg . FQ} = FQ.

De los dos incisos anteriores tenemos:

Zr, (Ta;8) = p(p — 1) / H:I:||(‘agd*x =
()" N3 Wz, @ o))

=12 | [ lalgdal [ [ 18l | -

i P (@;)" N,

1+ p(p — 1)2 ( - (ps)t> <p28 (1 —2p° +p123>> _

t=1 (p—1)(1— p7$)2

1—-3p*+3p 2+ (—1—p+p*)p 3+ (2p—2p*)p** + (p — 1)p*’p 5]
(1—p2)°

Y

en donde sz(s) =1/(1- p_s)g
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2). Para I’y tenemos lo siguiente:
a) Sabemos que Endr,Ty = {(a, b,c)e Q- Ts(a,b,c) C fg} :

Puesto que fg es un orden se puede ver que Endpjg = fg y por lo
tanto

Autp2 fg = f; .

<\ -1
s (F;) = 1.

Finalmente obtenemos:

b) Tenemos que
{fg : FQ} = {(CL, b, C)E Qi : fg(a,b, C) C FQ} .

Sea (a,b,c) € Q?), un elemento tal que
(a,b,c) € {fg : FQ},

el cual al aplicarlo a la base candnica de fg, obtenemos:

(1,0,0)(a,b,c) = (a,0,0) € 'y
(0,1,0)(a,b,c) = (0,0,0) € Ty
(0,0,1)(a,b,c) =(0,0,c¢) € I's.

De estas tres relaciones obtenemos respectivamente que a € pZ, y
b, ce pQZp, de donde es facil ver que

{fQ ; F2} = (p.p",p%) Ts.

(1) -

NCp2 (pCPQ) /p0p2

c¢) Sabemos que

Ne,, (Cp2) [Cy Ne,, (p20p2) /P*Cpe| = p’

De los tres incisos anteriores obtenemos:

Zr, (Fus) =i [ algdo-
(@)’ 20?7y
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3

o 3
p~* / lallg,da | =p~ (Z (ps)t> -~

t=0

0 &7 %
P Zp

P2 ¢y, ().

3). Para M3 =Z, T tenemos lo siguiente:
a) Sabemos que

Endr,Ms = {(a,b,c)e Q> : Mz(a,b,c) C My} .

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(a,b,c) € Endr,Ms,
el cual, al aplicarlo a la base de M3, obtenemos
(1,0,0)(a,b,c) = (a,0,0) € Mj

(0,1,1)(a,b,c) = (0,b,¢c) € Mj
(0,0,p)(a,b,c) = (0,0,pc) € Ms.

De las tres relaciones anteriores, obtenemos que a € Z, y (b, c) € I'y,
de donde es facil ver
E?’LdP2M3 = Mg,
y por lo tanto
Autp2M3 = M?f

Finalmente obtenemos:
(M) = (T 05) =p— 1.
b) Tenemos que
{Ms:To} = {(a,b,c)e Q3 : Ms(a,b,c) CT}.

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(CL, b, C) € {Mg : FQ},
el cual, al aplicarlo a la base de M3, obtenemos:

(1,0,0)(d,b, C) = (CL,0,0) c FZ
(0,1,1)(a,b,¢) = (0,b,c) € Ty
(07 O7p)(a7 b7 C) - (0,0,pC) S P2-
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De las tres relaciones anteriores, obtenemos respectivamente que a €
pZy, c € pL, y (b— c) € p*Z,, de donde es facil ver:

{M;: T2} = (p,p) Ms.
¢) Sabemos que (fg : Fg) =ply (fg : Mg) = p de donde:

(M3 . FQ) = p2.
De los tres incisos anteriores obtenemos:
Zr, (M) = (-1 [ [l
(@) Np.pp)Ms

RV P B YRS I Py G )

W r'Z; (@)’Nn
B 00 ot (1 . 2p—s _|_p12s>>
—1 =
Pt (; ® )> ((29—1)(1—295)2

P (1 —2p~°+p' %) ¢, (s).

4). Para M, =T'1€p Z, tenemos lo siguiente:
a) Sabemos que

Endr2M4 = {(a, b, C)E Q?) : M4(CL, b, C) - M4} .

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(a,b,c) € Endr, My,
el cual, al aplicarlo a la base de My, obtenemos:
(1,1,0)(a,b,c) = (a,b,0) € My

(0,p,0)(a,b,c) = (0,pb,0) € My
(0,0,1)(a,b,c) = (0,0,c) € My.

De las tres relaciones anteriores obtenemos que ¢ € Z,, y (a,b) € I'y,
de donde es facil ver
Endp2 M4 = M4,
y por lo tanto
Autp2M4 = M:f
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Finalmente obtenemos:
(M)~ = (T M) =p— 1.
b) Tenemos que

{My:To} = {(a,b,c)e Q3 : My(a,b,c) CTs}.

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(CL, b, C) € {M4 : FQ},
el cual, al aplicarlo a la base de My, obtenemos:

(1,1,0)(a,b,c) = (a,b,0) € I'y
(O,p, 0)(a7b7 C) = (O,pb, C) el
(0,0,1)(a,b,c) = (0,0,c) € I'.

De las tres relaciones anteriores, obtenemos que a € pZ, y b, ¢ € p*Z,,
de donde es facil ver:

{M4 : FQ} - (p7p27p2) fZ
¢) Sabemos que (fg ; Fg) =ply (fz : M4) = p de donde
<M4 : FQ) = p2.

De los tres incisos anteriores obtenemos:

Zr, (My; s) =
e[ el
(Q;;)3 N(p.p*.p*)T
3
00 3
—oS8 S % —oS8 —S8 t
(p—1)p~° / lallg, e | =(p—1)p~° (Z (p )) =

t=0

0 77 %
P Zp

(p — 1)p~>¢3 (s).



2.2. LA FUNCION ¢, (e,0) () 38

5). Para el caso Ms = {(x,y,2) € Z3: (2 —x) € pZ,} tenemos lo
siguiente:
a) Sabemos que

Endp,Ms = {(a,b,c)€ Q]?; : Ms(a,b,c) C Ms} .

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(a,b,c) € Endp,Ms,
el cual, al aplicarlo a la base de M5, obtenemos:

(1,0,1)(a,b,c) = (a,0,c) € M5
(07 O,p)(CL, b7 C) - (07 0,]90) S M5
(0,1,0)(a,b,c) = (0,b,0) € Ms.

De las tres relaciones anteriores, obtenemos que b € Z, y (a,c) € I'y,

de donde es facil ver
Endp2M5 = ]\457

y por lo tanto
Autp2M5 = ]\4;<
Finalmente obtenemos:
W (M) = (f; : Mg) —p— 1.
b) Tenemos que
{M5 : FQ} = {(Cl,,b, C)e Q]?; . M5(Cl,b, C) Q FQ} .

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ QI?;, tal que
(a,b,c) € {My : T's},
el cual, al aplicarlo a la base de M5, obtenemos:
(1,0,1)(a,b,c) = (a,0,c) € Ty

De las tres relaciones anteriores, obtenemos que a € pZ, y b, ¢ € p*Z,,
de donde es facil ver

{M5 . F?} - (p7p27p2) f?

¢) Sabemos que (fg ; Fg) =ply (Fg : M5) = p por lo que
<M5 . FQ) = p2.
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De los tres incisos anteriores obtenemos:

Zr, (Ms;8) = (p— 1)p* / ||5U||<s@gd*x =
(07)° N2 #2)T
; - 3
(p—1)p~* / lallg,da ] =@—-1)p~* (Z (Ps)t> =
=z =0

(p — 1)p~>¢; (s).

6). Para Mg = {(v,y,2) € Z: (y—x),(2 —y) € pZ,} tenemos lo
siguiente:
a) Sabemos que

Endr,Ms = {(a,b,c)€ Qz : Mg(a,b,c) C Mg} .

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(a,b,c) € Endr,Ms,
el cual, al aplicarlo a la base de Mg, obtenemos

(1,1,1)(a,b,c) = (a,b,c) € Mg
(0,p,0)(a, b,c) = (0,pb,0) € Mg
(0,0,p)(a,b,c) = (0,0,pc) € M.

De las tres relaciones anteriores, obtenemos que (a,b,c) € Mg, de
donde es facil ver

Endp2M6 == Mﬁ,
y por lo tanto
Autp2M6 = Mg

Finalmente obtenemos:

() = (T 05) = (0 = 1)
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ya que tenemos el siguiente morfismo suprayectivo
Iy — (Z/pZ) x (Z/pZ)
(a,b,c) — (a‘lb, b_lc)

cuyo nucleo es precisamente M.
b) Tenemos que

{M : To} = {(a,b,c)e Q) : Mg(a,b,c) C Ty} .

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(CL, b, C) i~ {MG : FQ},
el cual, al aplicarlo a la base de Mg, obtenemos:

(1,1,1)(a,b,c) = (a,b,c) € I’y
(0,p,0)(a,b,c) = (0,pb,0) € T
(0,0,]?)(@, bv C) = (0,0,pc) €.

De las tres relaciones anteriores, obtenemos respectivamente que a €
pZy, b,c € pZ, y (b —¢) € p*Z,, de donde es facil ver:

{Ms : T2} = (p.p,p) M3
¢) Sabemos que (fg ; Fg) =ply <f2 : MG) = p?, de donde

(MG . FQ) =P.

De los tres incisos anteriores obtenemos:

Zy, (Ms; s) = (p — 1)*p° / |2l gedx =

o=l [ lely el | [ 18lgae | -

o0

P % (@;)" N

00 t 1 — 9p—5 1 pl-2s
pore <Z ) ) <(<p & <1+is>2)) -

t=0
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(p—1p > (1—2p~° +p'%) (5 (s).

7). Para el caso My = {(z,y,2) € Z3: (z —y) € p’Z,} tenemos lo
siguiente:
a) Sabemos que

Endr,M7 = {(a,b,c)e Q> : Mz(a,b,c) C Mz} .

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(a,b,c) € Endr, Mz,
el cual, al aplicarlo a la base de M7, obtenemos:

(1,0,0)(a,b,c) = (a,0,0) € My
(0,1, 1)(a, b,c) = (0,b,¢c) € My
(0,0, p?)(a,b,c) = (0,0, p%) € M.

De las tres relaciones anteriores, obtenemos que a € Z, y (b —¢) €
p*Z,, de donde es fécil ver

Endr,M; = My,
y por lo tanto
Autp, M7 = M.
Finalmente obtenemos
pe ;)7 = (T M7 ) =p(p = 1)
ya que tenemos el siguiente morfismo suprayectivo

r;  — (z/p°z)
(a,b,c) — (b‘lc)

cuyo nucleo es precisamente M.
b) Tenemos que

{M7 : FQ} = {(CL, b, C)E Q]?; : M7(a,b, C) - FQ} .

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que

(CL, b, C) - {M7 : PQ},



2.2. LA FUNCION CB(CPQ) (s). 42

el cual, al aplicarlo a la base de M7, obtenemos:

(1,0,0)(a,b,¢) = (a,0,0) € I'y
(0,1,1)(a,b,c) = (0,b,c) € Iy
(0,0, p*)(a,b,c) = (0,0, p%*) € I'y.

De las tres relaciones anteriores, obtenemos respectivamente que a €
pZy, b,c € pZ, y (b—c) € p*Z,, de donde es facil ver:

{M7:Ta} = (p, p,p) Ms.

c¢) Sabemos que (fg ; Fg) =ply (fQ ; M7) = p?, de donde
(M7 : FQ) =P.

De los tres incisos anteriores obtenemos:

Zr, (M) =plp -0y [ alyda =
(Q;)sm(pvp7p)M3

- [ el aa| | [ Bslgds | -

450 ' Z; CONa
o0 ; 1—92p3 1-2s
plp—1)p~ 2 (Z (™) ) <((p — f;uﬂ;s)g)) =

p1—2s (1 _ 2p—s _|_ p1—2s) Cf‘2(8)

8). Para Mg = {(a:,y, z) € Zg: pr—y+2z € p2Zp} tenemos:
a) Sabemos que

Endr,Ms = {(a,b,c)€ Qz : Mg(a,b,c) C Ms}.

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(a,b,c) € Endyp,Ms,
el cual, al aplicarlo a la base de Mg, obtenemos:

(p7070)(a7b7 C) - (pa,0,0) € My
(17p7 O)(a7b7 C) - (a,pb, O) € Mg
(0,1,1)(a,b,c) = (0,b,¢c) € Ms.
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De las tres relaciones anteriores, obtenemos que (b — a) € pZ, y
(b —c) € p*Z,, de donde es facil ver

Endr,Mg = T's,
y por lo tanto,
Autr,Ms =175,
Finalmente obtenemos:
u () = (fS : TS) =p(p—1)°
b) Tenemos que

{Mg : FQ} = {(a, b, C)E Qi : Mg(a,b, C) - Fg} .

Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ QZ, tal que
(a, b, C) € {Mg : FQ},
el cual, al aplicarlo a la base de Mg, obtenemos:

(p,0,0)(a,b, C) - (pa,0,0) eI’y
(1,]?, O)(a7b7 C) = (a,pb, O) eI’y
(0,1,1)(a,b,c) = (0,b,¢) € I's.

De las tres relaciones anteriores, obtenemos respectivamente que a €
pZy, b,c € pZ, y (b—c) € p*Z,, de donde es facil ver:

{Ms: T2} = (p.p,p) M3
¢) Sabemos que (fg : F2> =ply (fg : Mg) = p?, de donde
(Mg . FQ) =P.

De los tres incisos anteriores obtenemos:

Zr, (Ms; s) = p(p — 1)*p° / |z ||ged e =
(@)’ Np.p.p) My

s [ lalgaa| | [ slgds | -

Uiz P2y (Q;;)QﬂI‘l
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0 ; 1—92p3 1-2s
() (55

t=0

(p—1)p" > (1—2p~° +p' ) (5, (s).

9). Para el caso My = {(:L’, y,2) € Zg: rT—y+zeE pr} tenemos lo
siguiente:
a) Sabemos que Endr, Mg = {(a, b,c)e @13; : My(a,b,c) C Mg} :
Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ Qg, tal que
(a,b,c) € Endr, Moy,
el cual, al aplicarlo a la base de My, obtenemos:
(1,1,0)(a,b,c) = (a,b,0) € My
(p7 0, 0)(&, b, C) - (pa, 0, 0) € My
(0,1,1)(a,b,c) = (0,b,¢) € M.
De las tres relaciones anteriores, obtenemos que (b—a), (c — b)€ pZ,,
de donde es facil ver

Endp2M9 = Mﬁ,
y por lo tanto
Autp2 (Mg) = Mék
Finalmente obtenemos:
)™ = Ty M) = (p— 1),
b) Tenemos que {My : To} = {(a,b,c)e Q} : My(a,b,c) C Ty} .
Consideremos un elemento (a, b, ¢)€ @2, tal que
(a, b, C) € {Mg : FQ},
el cual, al aplicarlo a la base de My, obtenemos:
(1,1,0)(a,b,c) = (a,b,0) € I'y
(p,0,0)(a,b,c) = (pa,0,0) € T'y
(0,1,1)(a,b,c) = (0,b,c) € Ts.
De las tres relaciones anteriores, obtenemos respectivamente que a €
pZy, b, c € p*Z,, de donde es facil ver
{M9 : FQ} - (p7p27p2) fQ-

¢) Sabemos que (fg : Fg) =ply (Fg ; Mg) = p, de donde
(Mg . FQ) = p2.



2.2. LA FUNCION ¢, (e,0) () 45

De los tres incisos anteriores obtenemos:

Zr, (My; 8) = (p — 1) / =gy > =
(@)’ Np.p?p2)Ts

e [ lally, |-

o 7 %
Hi—o P'Z;,

2, —3s,
(p—1)*p™Cx, ().
De los 9 puntos anteriores, finalmente obtenemos:

Cr, (8) =

1-2p*+A+p+p)p* —2pp~ >+ (p—p*+0*)p* + (p — 1)p°p™>*

(1—p—2)° ’
en donde )
G, (8) = A=p)°

Este resultado se obtuvo por medio del calculo directo de todos los
ideales de indice finito de I'y en [21, seccion 3.
Ademés podemos observar que se cumplen las siguientes relaciones:

ZI‘ (MZS) ~ 1-92 Cf (S) .
1. - ’ = (I'y: T f——2 =4,5,6,7,8,9.
ZFQ(M1;1—5> ( 2 2) sz(l—S) para @ sy Uy 15O,
Zr (Mj;S) 9\ 1-2s Cf (3) .
2. 2 = —=2 — para j = 2,3.
Zr, (Mj;1 =) (¥) (g, (1= 5) b

Finalmente del producto de Euler obtenemos:

CB(cp2) (s) =

[L=2p+(L+p+p ) > =20 "+ (p—p*+ P ™ + (p— p*p > [z (5)]° .
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2.3. La funciéon CB(C ") (s).

Sean € Ny I, = B, (Cyn) el anillo de Burnside del grupo ciclico de
orden p". Las clases de conjugacion de Cp» son

{Cp"7 pCp”7 pQCp”7 R pncpn} )

de donde una base para I',, es

{1 = Cpn/cpn, ay = Cpn/pcpn, vy Qp = Cpn/pncpn},

por lo que
L =2, P2, P ... P Zyan,

, . = n+1
ademaés, su orden maximal es I'), = Z](, )

Por otro lado sabemos que

Cp/K| si HCK
wﬂ@¢m:{gp/‘ si HZ K

por lo que para las clases de conjugacion dadas en el orden

C(G) — {C'pn7 pCpn’ pQCpn7 ceey pncpn} ,
tenemos que ¢ induce la siguiente inclusion:

~

Iy L,
X = (enX)mece)

RS

ap=1 — (1,...,1)
ay — 0,p,...,p)
as —

(0707p27' ° '7p2)

ay, — (0,...0,p")

por lo que dentro de fn podemos ver a
n
I, = {inai € ZZ()”H) D T € Zyparai = 0,...,n} ,
i=0

o bien, reescribiendo obtenemos que

')y = {(uo, CoUp) € ZSH—I): (wp —w—y) € plZp paral =1,... ,n} ’
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al cual le podemos dar la siguiente estructura de producto fibrado:

(woy .- yuy) — —  — — — Uy,
| J2 |
| r, -— Ly, |
| o4 l g2 ‘
| Loy = Zy/p"Zy |
b 9 1
(Uo,...,un_l) — — — — — Up_1 = Up.

Observemos que Z, es un Dominio de Valuacion Discreta, por lo que
sus ideales son de la forma p'Z,, para todo entero ¢ > 0. De acuerdo con
la estructura del producto fibrado y la observacion 1.3.1, tenemos que
los ideales de indice finito de I',, son de la forma

I=(a,p") Ty + (J,0),
para « en algtun ideal de I',,_; y J un ideal de I',,_1, tales que:
1. g1 (J) = 0,
2.91 (o) = g2 (")

2.3.1. Observacién. De acuerdo con la observacion dada en 1.3.1,
la estructura de producto fibrado anterior nos provee un método recursivo
para obtener los ideales de indice finito de I'),, en base a los ideales
de indice finito I',,_1. Una vez obtenidos los ideales de indice finito de
I',,, lo cual no necesariamente es facil, se pueden encontrar las clases
de isomorfismo correspondientes de estos ideales, de forma similar a los
ejemplos vistos en 2.1 y 2.2. Finalmente con dichas clases de isomorfismo,
se puede obtener la funcion ¢ correspondiente de I',,, en los casos local y
global, por medio de céalculos directos.
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2.4. La funcién (g pxq) (s).

2.4.1. Lema. Sea G = P x (), el producto directo de P y @, en
donde P es el p-subgrupo de Sylow de G y ) es un subgrupo normal
de G de orden primo relativo a p. Tenemos el siguiente isomorfismo de

anillos
H B, (

HeC(Q

en donde el producto corre sobre todas las clases de conjugacion de los
subgrupos de Q.

Demostraciéon. Sabemos que
B, (G) = H B, (G) eg,fc
cC(G
K)

K eC(G)
O (K)=K
en donde e%y & son los idempotentes primitivos de B, (G). Ademas pa-
ra cada subgrupo K < G, tenemos que K =T x H paraT < Py
H < Q. Puesto que OF (K) es el minimo subgrupo normal de K tal
que K/OP (K) es p—grupo, de la condicion OP (K) = K obtenemos que
K = {1} x H, subgrupo que denotaremos simplemente por H. De lo
anterior, obtenemos

H B, ( eG Jie

HeC(Q

por lo cual, para esta demostra(non basta con demostrar que hay un
isomorfismo de anillos entre B, (G)eg gy By (P), paracada H € C(Q).

Recordemos que

B,(P)= €D Z,(P/L).

LeC(P)

Por otro lado de |22, Theorem 3.1| tenemos que

By(Gepw= D L(G/M)egy,
MeC(G

)
Or (M) = H
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ademas, la condicion OP (M) = H implica que M = T x H para T €
C (P), obteniendo

B, (G)egy= D Z,(G/(T x H)) g .
TeC(P)

por lo que para concluir esta demostracion basta ver que el siguiente es
un isomorfismo de anillos:

P z, G/ (T xH) Ly ~ D Z,(P/L)

TeC(P) LeC(P)
(G/(Tx H))egy — wq(H)(P/T)
en donde wg (H) = |Ng (H) /H|. Es claro que a es una biyecciéon de

grupos abelianos, por lo que sélo falta ver que manda el uno en el uno y
abre el producto.

Primero veamos que o manda el uno en el uno:

Recordemos que para un subgrupo N de GG tenemos que

on (6%7}[):{ 01 siOP(N)=H

en otro caso

de donde
©K (wQ (H) e’é,H) =wq (H) vx <673G,H) # 0
siempre que KX = T x H. Por otro lado para esta misma K tenemos que

oic ((G/ (P x H) ety ) = o (Q/H) e () = we () e (o)

y por lo tanto
wq (H) ey = (G/ (P x H)) ey,

ya que ambos elementos tienen las mismas marcas para todo subgrupo
de Gy entonces

o (wq (H) el ) = wq (H) (P/P),

de donde es claro que

o (ehu) = (P/P),
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ya que wg (H) es una unidad en Z,.

Por ultimo, veamos que « abre el producto:

Primero consideremos los siguientes elementos (G/ (Ty x H))eg 7 y
(G/(Ty x H)) eg, - Tenemos que

o ((G/ (T, x H)) ey ) = wo (H) (P/Ty),

para ¢ = 1,2, de donde
o (G (T x W) ey ) o (G (To x H)) ey ) =

wh(H) 3 (P/(Tin"Ty)).
gETl\P/Tg
Por otro lado sabemos que

(G/(Ty x H)) e g (G/ (T2 x H)) ey =

3 (G/ [0 Ty x (B H)]) | (by)

(s,t)e(Ti\P/T2)x (H\Q/H)

Ademés observemos que ¢y, (eg H) # (0 siempre que L =T x H y

cero en otro caso. Suponiendo que t ¢ Ng (H) , entonces HN'H < H. Es
claro que L no puede ser subconjugado de (T N* Ty) x (H N* H) , pues
de lo contrario tendriamos que un conjugado de H estaria contenido en
H N' H lo que a su vez implicaria que H N* H = H, lo cual es una
contradiccion, concluyendo

er (G (¥ Th) x (HN' H)]) =0,

por lo que todas las marcas de (G/[(Ty N Ty) x (H N' H)]) e¢; ;; son
cero, con lo cual obtenemos

(G/[(hn*Ty) x (HN' H)]) €l 5 =0,

siempre que t ¢ Ng (H), concluyendo:
(G/ (Ty x H)) gy (G (T2 x H)) e, yy =
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> (G/[(TyN* T3) x (H)]) (egﬂ) _

(s;0)e(TI\P/T2)x(Wo(H))

wo(H) | 3" (G/IT 0 T) x (H)]) | (eb)-

SE(Tl\P/TQ)

Finalmente obtenemos:

o ((G/ (Ty x H)) ey (G (T x H)) ety 1) =

wy(H) | ) (P D)

SG(Tl\P/TQ)

por lo que « es multiplicativa, con lo cual concluimos esta demostracion.
|

2.4.2. Corolario. Sea G = P x (), el producto directo de Py @,
en donde P es el p-subgrupo de Sylow de G'y @) es un subgrupo normal
de G' de orden primo relativo a p. Tenemos que se cumple la siguiente
relacion:

ey 5)= 11 ¢om(s).

HeC(Q)

La demostracion de este corolario es clara del lema anterior 2.4.1 y de

las propiedades de la funcion zeta dadas en 1.2.
|

2.4.3. Observacion. Como un caso particular del corolario 2.4.2,
sea C' un grupo ciclico de orden p"m en donde n,m € Ny p € Z es
un primo racional, tal que ptm. Sea m = ¢{" - - - ¢% la factorizacion de
m en potencias de primos. Sea I' = B, (C) el anillo de Burnside de C.
Sea Cyn es el grupo ciclico de orden p" y sea I';, = B, (Cpn) su anillo de
Burnside. Tenemos que se cumplen los siguientes isomorfismos de anillos:

1. 12 il

o T Z](;Hl) [Ty (it 1)

112

Ademés

CF (S) = [Cpn (3)]1_[::1(0%‘4-1) .



Capitulo 3

Ecuacion Funcional para (g ) (s)-

A lo largo de este capitulo estudiaremos las ecuaciones funcionales que
satisfacen las funciones zeta del anillo de Burnside, para el caso local.

En la seccion 3.1 daremos explicitamente la ecuacion funcional que
satisface la funcion zeta del anillo de Burnside para los grupos ciclicos
de orden pm, en donde p  m.

En la seccion 3.2 veremos el teorema principal de este capitulo en
3.2.2, en el cual veremos la ecuacion funcional que satisface la funciéon
zeta del anillo de Burnside de un grupo finito G. Ademas daremos algunos
ejemplos.

En la seccion 3.3 calcularemos una ecuacion funcional para Zr  (I; s) .

52
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3.1. Ecuacién funcional para (g, c,..) (s) .

3.1.1. Corolario. Sea C' un grupo ciclico de orden pm, en donde
p € Z esun primo racional tal que p t m, param € N. Seam = ¢ - - - ¢*"
la factorizacion de m en potencias de primos. Sea I' = B, (C') el anillo

de Burnside de C'y sea I' su orden maximal. Sea I'y = B, (C),) el anillo

de Burnside de C), y sea I'; su orden maximal. Tenemos que para M en
los representantes de las clases de isomorfismo de los ideales fraccionales
de indice finito en I', se cumple lo siguiente

Zr (M;s) = 1 5 Gp(9)
' ZF(M;l—s)_(I‘.F) ¢ (1—s)
ademas
¢r(s) (T . p\1-2s CF (s)
P aa-s Ay

Demostraciéon. De la observacion anterior 2.4.3, tenemos:

T ~ ~ \ [Lizi(it1)
pe ittty T (7)) .

Recordemos que las tinicas clases de isomorfismo de ideales bilaterales
de I'y son I'y y I'y, para los cuales se tiene:

Zp, (T1;s) = (1—=2p° +p'7%) G, (s),

ZF1 (fla S> = pﬁsCfl(S)?
~\!
de donde obtenemos que M = <F1> x ()", para I, € N tales que
L+r=]]_(ci+1).

De lo anterior, obtenemos:

. —s\! —s —_92g\T
(1) Zr(M;s) = (p~°) (1—2p~° +p' %) (r (9).
Por otro lado tenemos

&, (s)=(1—=p+p"") ¢ (s),

de donde es claro que

(i) Cr(s) = (1—p~ +p )= ¢ ),
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Finalmente por medio de un calculo directo se pueden obtener ambos
resultados de este corolario, respectivamente de (7) y (7). ]
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3.2. Ecuacién funcional para () (s).

3.2.1. Notacion. Sea G un grupo finito. Sea I' = B, (G) el anillo

de Burnside de G y sea I = I Hee(G Z su orden maximal. Sean M y
N representantes en las clases de 1somorﬁsmo de los ideales fraccionales
de indice finito en I y sea {M : I'} el conductor de M en I'. Sea A =

HHeC(G) Qp yseat:A— Qp, el mapeo tal que

t((yH HeC(G ) Z YH

HeC(G
para cada (yp) Hee(c) € A. Tenemos el siguiente diagrama:
t
— Q

~

I' — Z,.

N — =

r

Denotaremos por

M={a€A:t(xra)eZ, Yz e{M:T}}.
Elijamos y : @, — S el caracter aditivo y continuo en Q,, definido

por
oy 271
X (p )—eXp<—pn>,

el cual resulta trivial en Z,, pero no en pt

Lema 1. Dada la funcion caracteristica W(z) = ®(x). Tenemos que
la transformada de Fourier de U es

U(z) = (f : r) U(z).
Demostraciéon. Por definicién, sabemos que

B(y) = / W)y (¢ () da,

zeA
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para cada y € A o bien

U(y) = / X (t (zy)) dx.

zel

Observemos que si y € f, tenemos que zy € r para toda x € f, de
donde se puede ver que ¥(y) = p (F) para toda y € T

Podemos considerar p (I') = 1 y entonces
L (7)-(r-0).
por lo que (I\J(y) = (f : F) para toda y € I.

Por otro lado, sea y = (yH)HGC(G) tal que y € ANT. Tenemos que
existe H € C(G) tal que yg = p~"xg para algin g € Z, y n € N.
Consideremos el elemento a = (0,...0,1,0,...,0) € A con el uno en la
coordenada H—ésima. Tenemos que t(ay) = yy, por lo que

X (t(zy)) # 1,

de donde con el cambio de variable x — a + x obtenemos:

B(y) = / ¥ (¢ (ay) + £ (xy)) d = / ¥ (¢ (a)) X (t (zy)) dz =

rel zel

¥ (t () / ¥ (¢ (x9) d.

zel

lo cual implica que ¥(y) = (¢ (ay)) U(y) v puesto que x (¢ (zy)) # 1,
entonces VU(y) = 0 para y € AN\I', con lo cual queda demostrado este
lema.
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3.2.2. Teorema. Con la notacion anterior de 3.2.1, tenemos que si
M satisface la condicion

(*) M =a{N :T} para algin o € A*
entonces, se cumple la siguiente ecuacion funcional:

Zr (M3s) _ [p* (AutcN) (M : {N : Y (@ : M)~ : N ¢(s)
Zr (N;1 — s) p* (Autr M) (T : {M : T}) (1 —s)

Demostracion. Sea dxr una medida de Haar en A y d*x una medida
de Haar en A*, de tal manera que si £ C Ay E' C A*, denotaremos a
las medidas de E y de E’ respectivamente por

u(E) = /da:

E

W (E") = /d*a:.
E/

Para esta demostracion consideraremos la ecuacion funcional dada en
1.4 para los casos especiales de W = & y & = &gy las funciones

caracterfsticas de I y del conductor de M en I' respectivamente.

1) Sea U(x) = ®=(x). Por definicidén tenemos que
( ) T q

W) 2(Ws) = [ @) ol s
A*
Por otro lado sabemos que
N1
@ Gl = () [ o) ol e
A*

~

Podemos considerar p* (F*) = 1 lo cual implica que
() = (),

por lo que de (1) y (2) obtenemos
(3)  Z(¥;s) = Gpls).
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Ahora consideremos la transformada de Fourier de ¥. Sabemos que

(4) By = / ¥ (¢ (xy)) da,

zel

para cada y € A.
Del lema 1, tenemos que

(5) U(z)= (f ; F) U(z),
por lo que obtenemos que

2(0:5) = (F:1) [ W) ol s,

A*
obteniendo de (2) que
Z(U;s) = (i’ : r) Ga(s)

de donde: R N
6) Z(U;1—s)= (r : r) G(1—s).

Finalmente de (3) y (6) obtenemos:

Z(¥;s) /= N1 Cp(s)
(1) 2(6;1_3)_<F'F> =t

(ii) Sea ®(x) = ®arry (), por definicién tenemos:

2@39) = [ (@) ol s
A*

Por otro lado sabemos que

1) Ze0M59) = (Aute M) 207 [ By @) el
/

obteniendo que:

(8)  Z(®;s) = pu* (AutrM) (T : M)’ Zp(M; s).
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Ahora consideremos la transformada de Fourier de ®, dada por

B() = [ @y () (¢ () o

reA

para cada y € A o bien

)= [ x@w)ds

ze{M:T}

Tenemos que p ({M :T'}) = ({M : T} : T') y de manera similar a la
demostracion del lema 1, se puede ver que ®(z) = ({M : '} : I') Oyp(x).
Por hipotesis obtenemos que ®(z) = ({M : T'} : I') 4wy (x), 0 bien

O(z) = ({M :T}: D)@y (a ),

de donde obtenemos

Z(®;s) = ({M:T}:T) / Oy (o te) ||| da,
o,

y entonces
2(@:5) = (M1} 1) Jally [ @y (@) ol ',
A*

por lo que de (7) obtenemos

Z(®;s) = ({M:T}:T) |’y 1 (Autr N) (T - N)° Zp(N; s),

lo cual implica que:

~

(9) Z(®;1—s) =
({M :T}:D) o)l ' (AutrN) (T - N)Y7° Zp(N; 1 — s).

Finalmente de (8), (9) y puesto que
lafly = (M :{N:T})
obtenemos:
Z(®;s)
Z(®;1 — s)

(IT)
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w (AutpM) (M : {N : T})" (0 : M)* (T : N)7'**|  Zp(M;s)

p* (AutyN) ({M : T} :T) Zr(M;1 —s)

Es claro que (I) y (IT) mas la ecuacion funcional en 1.4.1 implican el

resultado de este teorema.
[ |

3.2.3. Observacion: (a) Recordemos el ejemplo visto en 2.1 de este
trabajo, en el cual se estudio el caso de I'y = B, (C,) . Sabemos que las
Ginicas clases de isomorfismo de sus ideales fraccionales son M; = I'y

y su orden maximal My = I'y. Ademas, se tiene que {I'1: I'1} =T y

{fl : Fl} = (p,p) Ty, por lo que tenemos lo siguiente:
1). Sea My = {(a,b) € Q2 : t(x(a,b)) € Z,Vx €T1}.

Consideremos un elemento (a,b) € Q2 tal que (a,b) € M. Al aplicar
este elemento a una base de I'; obtenemos

(0.p) (a.) = (0.p) ', phe Z,

t

(1,1) (a,b) = (a,b) .

a+be 7,

lo cual implica que b € p~'Z, y a = —b + ¢ para algin c € Z,. Es facil
ver

Ml = (p_17 _p_l) Fl)
o bien o
My=(p",—p ) {I1:T1}.

2). Sea

M,y = {(a,b) €Q: t(z(a,b) €Z,Vae (p,p)fl}.

Consideremos un elemento (a,b) € Q2 tal que (a,b) € M. Al aplicar

~

este elemento a una base de (p, p) I'y obtenemos
t
(p,0) (a,b) = (pa,0) _, pacZ,

(0,p) (a,b) = (0,pb) '

N pbe 7,



3.2. ECUACION FUNCIONAL PARA (B,c) (5)- 61

lo cual implica que a,b € p~'Z,. Es facil ver que

MQ = (p717p71) flu
o bien
My=(p 2 p?) {fl ; Fl} :

Podemos observar que en este caso la condicion (*) del teorema 3.2.2,
se satisface para todas las clases de isomorfismo de los ideales fraccionales
de I'y. Ademés las ecuaciones funcionales que se deducen del teorema
3.2.2 para este caso, son las dadas al final de 2.1

(b) Ahora recordemos el ejemplo visto en 2.2 de este trabajo, en el
cual se estudio el caso de I'y = B, (C}2) y para el cual se obtuvo que sus
Unicas clases de isomorfismo de sus ideales fraccionales son:

My =Ty,

My =T,

M =7, BT,

M4 — Fl@zp:

Ms={(z,y,2) € Z3: (z—x) € PZy},

Ms = {(z,y,2) € Z}: (y—x) € pLy,(z —y) € pLy},

M; = {(z,y,2) € Z3: (z—y) € p°Z,},

Mg = {(z,y,2) € L3 pr—y+ 2 € p*Zy,}

My = {(:z:,y, z) € Z]?;: rT—y+z€ pr} , para los cuales se tiene:

1). Para M; con i = 2,4,5y 9, se tiene que

{M; : T2} = (p,p*,p*) M.

De lo anterior se tiene que:

M; = {(a,b,c) € Q}: t(x(a,b,c)) €Z,¥Vx € (pp°,p°) Mo} .

Ahora, consideremos un elemento (a, b, c) € Q]?; tal que (a, b, c) € M;.
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Al aplicar este elemento a una base de (p, P2, pQ) M, obtenemos que
(p,0,0) (a,b,c) = (pa,0,0) i pac Z,

(0,p%,0) (a,b,c) = (0,p%,0) p’b € Z,

t
%
(0,0,p?) (a,b,c) = (0,0, p*) i pc€Z,

lo cual implica que a € p~'Z, y b,c € p~?Z,. Es facil ver
Mi - (p_lup_Qap_2) M27
o bien

Mi — (p_27p_47p_4) {MQ . FQ} .

2). Para M; con j =3,6,7 y 8, se tiene que
{M; :To} = (p,p,p) Mj.

De lo anterior tenemos:

M;={(a,b,c) € Q) : t(z(a,b,c)) € Z,V z € (p,p,p) M5} .

Ahora, consideremos un elemento (a, b, ¢) € Qg tal que (a, b, c) € Mj.
Al aplicar este elemento a una base de (p, p, p) M3, obtenemos

(.0.0) (a.be) =(pa.0.0) ' pacz,
t

(0,p,p) (a,b,¢) = (0,pb,pc) _, p(b+c)€Z,
t

(0,0,p%) (a;b,¢) = (0,0,p%c) pPc €L,

lo cual implica que a € p'Z,, ¢ € p~*Z, y b = —c + p~'b; para algtn
by € Z,. Es facil ver que

MJ - (p_17p_27 _p_2) M37

o bien

M;= (p2p°p°){M;:Ts}.

3). Para el caso M se tiene que {M; : s} = M.
Por lo que My = {(a,b,¢c) € Q) : t(x(a,b,c)) € Z,V x € M} .
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Ahora, consideremos un elemento (a, b, ¢) € Q]?; tal que (a,b,c) € M;.
Al aplicar este elemento a una base de M; obtenemos

(1,1,1) (a,b,¢) = (a,b,c) ia+b+c€Zp
t
(0,p,p) (a,b,¢) = (0,pb,pc) _, p(b+c)€Z
t
(0,0,p%) (a,;b,¢) = (0,0,p%c) p’c € Zy
lo cual implica que ¢ € p~?Z, y
b=—c+p 'h

a=—p b +a

para algin by € Z, y a1 € Z,, de donde es facil ver:
My=(p ', -p?2p?) Ms.

De los tres puntos anteriores se puede ver que para M con k =
2,3, ...,9, se cumple la condicion (*). Ademas las ecuaciones funcionales
deducidas del teorema 3.2.2, son las dadas al final de 2.2. Por otro lado,
el caso M no satisface la condicion (*). De lo anterior deducimos que la
condicion (*) no es trivial ya que en general esta no se satisface para todas
las clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de I' = B, (G). Sin

embargo, si [' es el orden maximal de I', este siempre es un representante
en las clases de isomorfismo de los ideales fraccionales de I' para todo
grupo finito G, para el cual siempre se satisface la condicion (*) como se
muestra en la siguiente proposicion.

3.2.4. Proposicion. Sea G un grupo finito y I' = B, (G) el anillo
de Burnside de G. Sea I' = HHGC(G) Z,, el orden maximal de I' y sea
A = [Ineee Qp- Se cumple que:

f:of2{f:F}.
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Demostracién. Observemos que {f : F} es un f—létiz, por lo que

{f ; F} = ozf,
para algin o € A*. De lo anterior obtenemos:

?:{aeA: t(xa)EZpVa:EOf}.

obtenemos que

Supongamos que a € a‘lf. Tenemos que za € f para toda x € ozf,
por lo que t (za) € Z,, de donde:

oz_lf C f

Ahora, supongamos que b € A\ o 1T. Tenemos que ab ¢ I. Sea
ab = (Yu) gec(q) » entonces existe Hy € C (G) tal que yg, = p~"xp, para

n € Ny xg, € Zy. Sea ep, € T el elemento con coordenadas cero y un
uno en la coordenada Hy-ésima, tenemos que t (aeg,b) = p~"vy, ¢ Z,.

De lo anterior obtenemos

~

I'= oz_lf,
o bien _ N
[—a? {F : F},

con lo cual concluimos esta demostracion.

3.2.5. Ejemplo. Como un caso particular de la proposicion 3.2.4,
sea [, el anillo de Burnside del grupo ciclico de orden p" con n € Ny
sea I',, su orden maximal. De 2.3 tenemos

I, = {(Uo, s 7un) € Z]()n+1)3 (Ul - U1_1) c pZZp paral =1,.. .,n}
y

— n+1
T, =Z{"Y.

Sea a = (ag,...,a,) € {fn : Fn} y sea {e;: 1 =0,....,n} la base
canonica de fn Tenemos que la condiciéon

e,a €1,
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implica que a; € p"'Z, parai=0,...,(n — 1) y a, € p"Z,. Es facil ver
{fn : Fn} = (p.p% ., " 0" 0") T

por lo que de la demostracion de 3.2.3, obtenemos:

~

T, = <p_2,p_4, m)p—Z(n—l)?p—Qn’p—Zn) {fn : Fn} .

Ademas, del teorema anterior se puede obtener la siguiente ecuacion
funcional

Zr, (fn; 8) B <fn ; {fn ; Fn}>1_s (T, : Tp)t2s G (s)
Zr, <fn, 1 - 3) - (T {f‘n : Fn}) G (1—s)

de donde es facil ver que:
Zl"n (fn, 8)

Zr, (f‘n, 1—s

g, ()
G, (1—s)

— [pn]l—Zs
)
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3.3. Ecuacién funcional para Zr, (I',;s).

Sea I'), = B, (Cpn) el anillo de Burnside del grupo ciclico de orden p”,

para 2 <n € N. Sea I'), = Zg“ el orden maximal de T',, y A,, = Qg“.
En lo siguiente consideraremos a d*z como una medida de Haar en A}
tal que d*x = (d*oz)”Jrl en donde d*a es una medida de Haar en Q, la

cual es tal que fz* d*a = 1. De 2.3 sabemos que

I'n = {(UO, o Uy) € ZUY: (wp —wyy) € p'Zy paral =1, ... ,n}
o bien

T, =

{(xo,xo +pr1,...,x0+pr1+ ... +p"xy,) € Z(”H) x; € LyVi € N}

Ademés tenemos que I, es local, de donde T',, = T |4 radl,.
Observemos que un elemento de la forma

(xo, xo + px1, ..., 0 + pr1+ ... +p"p)

es unidad de T, si y solo si p 1 xg. De lo anterior, se puede ver

radl’,, =

{(pa:o,pafo +pxy,...,pro+pr1+ ... +px,) € Zé”*l): € ZLyVi € N}

radl’,, [ @Fn 1} :
obteniendo que:

(10) T, =I5, [ ,EPr,.- 1}

Por otro lado tenemos que Endr I'y, = I',, ya que este es un orden,
de donde Autr I', = I'y. Ademas se puede ver que I} es el kernel del
siguiente morfismo

~

I — (Z/pZ)" x (Z/P*Z)" x ... x (Z/p"L)"

o bien,

(Uoy ooy Up) — (ug M, uy g, o uy Ly, )
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y puesto que podemos considerar p* (f;) = 1, obtenemos

n

) =TIz vz)

1=1

Y

y por lo tanto:

1) ()™

< =1Z/ P2 =p" (p-1).
e (Fz—l) :

Recordemos que

Zr, (Tuis) = ()7 [ @, (@) ol s,
A*

de donde obtenemos lo siguiente:

(12) / Br, ()l dy = u* (Toy) Ze,, (Taesss).
A”‘_1

n

Finalmente de (10), (11) y (12) obtenemos:

<

ZFn (Fn;s) =
* 3\ —1 s * s *
@) | [l des [l de| =
Iy A\ (Dse-) 2 BT —1]
* s\—1 —(n S s * s *
L (T D / ol da / ol d

QN Zy A1

pr (L) tp (s
* _1 —8
pe (Tr_y)  (1—p)

Zr., . (Tho1ss),




3.3. ECUACION FUNCIONAL PARA Zr, (I'n;s). 68

Observemos que si Zt, (I'n; s) = fu (p7°) G5, (), en donde f,, (p~°) es

un polinomio en Z [p~*], de la relacion anterior obtenemos que el grado
de éste polinomio esta dado por

O(fa (7)) = (n+ 1)+ 0 (far (077))

y puesto que O (f1(p~*)) = 2, obtenemos que el grado del polinomio
fn (p7%) es

(14) 9 (fu(p)) =D i = nin+3)

Por otro lado, al aplicar (13) a I',,_1 y sustituyendo el resultado en
(13), obtenemos

ZF (Fn, S) =

1+

_ 1) p2pH1)(1-s) — 1) p~2pm=s)
(p )p p [1+ (p )p p Zrn72 (Fn—Q;S) ’

(1—p7) (1—p~*)

ahora, aplicando este razonamiento para I',,_o y asi sucesivamente hasta
llegar a I', obtenemos:

Zr, (Tpis) =
"22 [ 2}1 ) (zri- 421 n [%} " (pl_s)w Zr, (T ).

i=

De 2.1 sabemos que
-1 —2s
ZF1<F1;S):1+(p )EQ 2
(1—=p*)

de donde
(15) Zr, (Tn;s) =

n—1 _91 2ni7i2+3i) (n2+3n)
(= p2] oo ) o imey )
Z [m (p'") +[(p—1)p 2} (pl ) . (s),
i=0

o bien si se prefiere tenemos la expresion:

(16) Zp, (T'y;s) =
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n—1 . —27¢% . (Qni7i2+3i) . (n2+3n)
{Z[%l e M (o o (R Vi o }<~n<s>.

Finalmente de (15) se obtiene la siguiente ecuacion funcional para
Zp, (Tnys):

i 2ni—i2+3i)
. n—1 | (p—1)p—2 —s\T =2
Zr, (Tp;s) — Zi=ol {(1_1?_3)} (Pl ) _ (p1—25) nevts) Cf“n (s)
¢, (1L—s)

(2ni—i2+431)

n— —1)p—2 :
Zr, (Tp;1—s) — Zi:ol {%} (p*) ?



Capitulo 4

Ecuacioén Funcional para Lp ) (M, s,1).

Dentro de este capitulo estudiaremos las ecuaciones funcionales que
satisfacen las funciones L para el anillo de Burnside, en el caso local.

En la secciéon 4.1, definiremos la funciéon L y veremos algunas de sus
propiedades.

En la seccion 4.2, estudiaremos funciones L en el anillo de Burnside,
para grupos ciclicos de orden p".

En la seccion 4.3, mencionaremos una generalizacion de la ecuacion
funcional dada en 1.4.1 para funciones de Schwartz-Bruhat.

En la seccion 4.4 veremos el teorema principal de este capitulo en
4.4.2, en el cual daremos la ecuacion funcional que satisface la funcion
L del anillo de Burnside de un grupo finito G. Ademas daremos algunos
ejemplos.

En la seccion 4.5 calcularemos una ecuacion funcional para Ly (I, s, 1) .

70
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4.1. La funcién L.

Sea A una Q,-algebra semisimple de dimension finita en el campo de
los nimeros p-adicos. Sea I' un Z,-orden en A, con el siguiente diagrama:

@p_A
| |
Z, — T

Sean M, X ideales izquierdos de indice finito en I'. Sea v : A* — S?
un caracter continuo de orden finito y trivial en AutprM. Definimos la
L-funcioén local como sigue:

Lo (M,s, )= ) (X)(T:X)7",
X<T
X=M

en donde v esta definida por ¥(X) = 9 (x) para cualquier z € A*, tal
que X = Mzx.
Recordemos que la norma

]l = (X2 X)

es multiplicativa. Ademés ||z|| = 1 siempre que = pertenezca a las uni-
dades de algin Z,-orden en A. Sea d*z una medida de Haar en A*.

Se puede ver que
Lr (M, 5.9) = g (Aute M)~ (T : M)~ / By (2) () |Je|) de.
A*

Para mas informacion sobre la funcion L y los detalles de este tultimo
resultado, ver [5].
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4.2. Funciones L en B, (Cpn).

4.2.1. Funciones L en B, (C,).
Sea I't = B, (C}) el anillo de Burnside del grupo ciclico de orden p.

De la seccion 2.1 de este trabajo, sabemos que dentro de fl podemos
ver a

= {(e.y) € Z}: (v —y) €pL,} CT,

para el cual, las tinicas clases de isomorfismo de sus ideales fraccionales
de indice finito son
Fl y Fl.

Observacion. En lo siguiente, sea d*x una medida de Haar en (Q*)2
tal que d*x = (d*a)2, en donde d*a es una medida de Haar en Q, la
cual es tal que fZ* d*a =1, por lo que

p

i (fi‘) =1

Sea 1) = (¥y,,y,) : Q2 =S un caracter continuo de orden finito y

trivial en (Z;)Q , en donde

U Q= S

es tal que ¢ (p) = exp (27”) para t un entero positivo y ademaés

¢( 7b) - wtl (a) ¢t2 (b) :

Sabemos que I = ZZQ). Por definicién tenemos que

Ly (fl,s,@D) =
i (Autflf1>_1 (fl ; fl)_s / (I){flzfl} (@) Y(x) H;chQ%d*:U
(@)
de donde
Lfl (fl,s,gb) =

-1
/‘Qa o) les, ' = / b(a) lle]gede =

(@p)2 72\{0}
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/ Y, (@) HOéHf@pd*a / U, () H@Hf@pd*a _

Wnzo P77, W P Z;,
(Z [, (p)ps}”> (Z 1, (p)ps]m> :
n=0 m=0
obteniendo que
L, (Fiosyw) = 1
~ s,
B (1 — 91, (P)p~) (1 — W1, (P)p~)

1). De 2.1 sabemos que I'; = I ¥ (pZ,)” , ademas de que

a) Autp, I'1 =17,

by u(Ti) " =p—1y
C) {Fl . Fl} = Fl.

Por lo que para I'; tenemos que

LF1 (F17 37 w) —
p(Autr, L) (0T [ @ ()6 ol =

(@)

(p—1) / () | fpd's =
I ez,

T3 Wz,)* |\ {0}

/ ¥, (@) lally, d'a / Yol o, do| =
oy P2 Wy P25
1+ (p - 1) ¢t1(p)¢t2(p)p_ s

(1 =, (p)p~*) (1 — ¢, (p)p~*)
de donde

Ly, (T'1,8,7¢) =
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(1= 94, (P)P™° — %1, (P)P° + ¢1, (D)1, (P)P' %] Ly, (fl, S5 zb)-
Veamos algunos casos particulares:

b $u®) tz Yu®) I (Tusy) Ly, (Tuse)

. . 1+2pfs_|_p172s 1
2 1 2 1 T )
_ : 14p S —ip~5—ip'~2s 1
2 b4 T B e e
- . 1—2ip_s—p1_25 1
1 ! 4 ! (1—ip=*)* (1—ip=*)*

Podemos observar que

LF1 (Fla 1 - Saw) =
L= ™ =0, () + 4 (0)n, ()p~ ] Ly, (ﬂ, 1—s, E) :

por lo que se satisface la siguiente relacion:

Lrl (Fla S, QP) . o
Ly, (T1,1—s,9) (%1, (P) ¥, (P)P"

Lfl (fla S, ¢>
Lfl (fl, 1— 8,@)

2). De 2.1 para I'; sabemos lo siguiente:
a) Autplfl = fl*,

b) {0 Th} = (02, v

c) (f’l : Fl) = p.

De los tres incisos anteriores tenemos que

LF1 (fla‘saw) -

[ (Autplfl)_l (F1 : fl)_s / (I){flsfl} (x)YP(x) Hg;”f%d*x —

(@)
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/ b(@) o]y’ =

»)"\{0}

1ptl( th / ¢ |xHQ2d*

)\ {0}
de donde

Lr, (T1,5,9) = [t (0)¥u(P)p~*] Ly, (T1s5,9).

Veamos algunos casos particulares:

b Y t vu®)  Lr, (Tusw) Ly (Tisv)

—_— - p_s 1
2 1 2 1 (1p ) (1+p—2)°

R— _Zp_g 1
2 1 4 t (14+p=s)(1—ip—s) (I4+p~*)(1—ip~*)
4 1 4 ( L 1

Podemos observar que
Lr, (Fl, 1— sﬂ) = [vn ()0, (0)p™ ] Ly, (Fh 1 - Sﬂ) )
por lo que se satisface la siguiente relacion:

Lr, (fh s, lb)

- —2s Lfl (E, $,¢>
Lr, (f1,1 E) = [¢7 (p)y7 (p)p' ]

L (Fl, 1 s,@
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4.2.2. Funciones L en B, (C)).
Sea I'y = B, (C,2) el anillo de Burnside del grupo ciclico de orden p?.

De la seccion 2.2 de este trabajo, sabemos que dentro de fg podemos
ver a

I'y = {(33,3/, z) € Zg’): (y —x) € pZy, (2 —y) € p2Zp} C fQ,

para el cual, las tnicas clases de isomorfismo de sus ideales fraccionales
de indice finito son:

My =T,

My =T,

My =7, BT,

My =TP7Z,

Ms = {(2,y,2) € Z3: (2 —x) € Py},

)

) € Zy: (y — ) € pLy, (2 — y) € DLy},
x,y,2) € L3 (2 —y) € p*Zy,},

)GZgzp:U—erzEpQZp},

)EL x—y+z €Ly},

., o : 3
Observacion. En lo siguiente, sea d*x una medida de Haar en (Q;;)

tal que d*x = (al*oz)?’7 en donde d*a es una medida de Haar en Q, la

cual es tal que fZ* d*a =1, por lo que
p

w (f‘;) = 1.
Sea 1 = (VYy,, Ur,, W1, Qg — S! un carécter continuo de orden finito

y trivial en (Z;)?) , en donde

wt:@p_)'sd

es tal queyy (p) = exp (%) , para t un entero positivo y ademas

¢ (a7 b7 C) - ¢t1 (CL) th (b) ¢t3 (C) :
Sabemos que Iy = Zf;. Por definicién tenemos que

LfQ (fg, s,¢> =



4.2. FUNCIONES L EN B, (Cpn).

M(m%fg*(@;nys/"@@Qﬂmwuww@fx

3

(@)
de donde
Li, (f2, s, ¢) _
~ N\ —1
n(B) [ e @e leliyde= [ o@lelyde -
(@) z o)

ﬁ / Uy (@) [lellg, d'a| = f[ (i [wtk(p)ps}"’“> :

“k =0

obteniendo que

~ 1
Le, (Ta5,0) =

(1 =9, (p)p=*) (1 = bt (p)p~*) (1 — bt (p)p~%)

1). De 2.2 para I'y tenemos lo siguiente:
a) 'y = I3 1 (pZy D pl')

b) Autr,Iy =Ty p* (I3) " = p(p — 1)~
¢) {I'y: Ty} =Ty,

De los tres incisos anteriores tenemos:

Lr, (T's,5,9) =

p (At D)™ (T2 1) [ Brny (0) 0(a) ol =

(@;)°

plp—1)? / V(@) [zl d's =
(27)°NICs Wz, @ pr'y)

L plo - D™ | [ o) el
(@) Nz, &)
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1+ (p (b = 1), (P) s (P) (P)P?’S) (1 — (W (p) + ¥ (0)) P° + Vi (D) oy (p)plzs) .
(1= (P)p™) (0= 1) (1=, ()p~) (1 =, (D))

[1 - (Z p)> P +(¢t1 (p)’(/)tz(p) + ¢t1 (p)’lpts(p) + ¢t2 (p)wts(p))p 2S+

(H @btu(p)> p’—p—1)p >+ (H 1/%(1))) (Y1, (P) + P15 (P)) (p — P*) P+

v=1

Y, (P)V7, (P)V}, (p) (P° — p?) p°°] Ly, (fz, s, ¢>-

Veamos un par de casos particulares:

ty wtk(p) er (F27 S, ¢)
2 _1 1+3p75+3p725_(p2_p_1)p73s+2(p_p2)p745_(p3_p2)p75s
(14p=)°
: 1-8ip~*—3p~*'—i(p*—p—1)p~**+2(p—p?)p~ " +i(s*—p?)p~"
b (=ip ) |

2). De 2.2 para Ty tenemos lo sigulente:
~ o~ ~\-1
a) Autp,To =I5y (FQ) — 1.

b) {f2 : Fz} = (p.p*,1%) Ty.

C) (fg . FQ) = p3.
De los tres incisos anteriores obtenemos:

Lr, (f2,5,¢) =

0 (Autmfg)_l (F2 . fg) h / ®{f2zr2} (x)Y(x) Hfodi*x =

A*

B[ @ el -
(Q;;)3 N(p.p?.p*)T

U (p)07, (p)U, (p)p~°

I
<[ @ el
(@2)3 ﬂf2
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obteniendo que

Lr, (T2y5,%) = [ (Y2 0} (0)p~>] Ly, (T2,5,9)
Veamos un par de casos particulares:

tr  Yu(p) L, (f‘zasﬂb)

. _p—2s

2 ! (1+p=2)°
. Z'p72s

4 ! (1—ip—)°

Podemos observar que

Ly, (T, 1= 5,0) = [0 )R ()02 2] L, (T, 1= 5,9).
por lo que se satisface la siguiente relacion:

Lr, (T2, s,
FN( - >_ = [¢; (p)¥y, (P) ¢y, (P)P* ]
Lr, (T2 1—5,9)

sz (f‘Zy S, 1P>
sz (fz, 1— S,E)

3). De 2.2 para M3 = Z, @ I'1 tenemos lo siguiente:
a) Autp, Mz = My p* (M) ' =p—1.

b) {Ms: I's} = (p, p, p) Ms.

C) (Mg : Fg) = p2.

De los tres incisos anteriores obtenemos:
LI‘2 (M37 S, 'l,b) —

p (Aute, M) (T 2) [ gy () () g’ =

e [ b el
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(p - 1)wt1 (P)% ¢t3 / w H.%’Hdi*x —

ﬂMB

1= (¥, (p) + ¢4 () P~ + ¥, (), ()" )
i)

(P=1)¢n (0)1: (P)41s ()P (<p - o) (=) (L — e

obteniendo que
LI‘z (M3a S, '¢) —

[H Py, (p)] " [1 = (¥1,(P) + %5 (P)) p° + 1, (P) 15 (P)P' %] Ly, (fz, s, ¢) :

Veamos un par de casos particulares:

ty ’wtk (p) er (M3? S, ¢)

2 _1 [_p—s(1+2p—s+pl—25)]
(L+p=)°
. [_ip—s(1_2ip—s_pl—2s)]
4 ' i)

Podemos observar que

Lr, (Ms,1—s,¢) =

pite ~1 —1 —1+s -1 -1 —142s - -
[m] (1= (¢, (0) + ¥5, () P~ + 0, (), ()0~ %] L, (Fz,l - s,w),

por lo que se satisface la siguiente relacion:
Ly, (Ta5,9)
Lf2 (FQ, 1— S,E)

Ly, (M3, s, )
Lr, (M3,1 — s,v)

= [¢7 (p)¥} (p)¥} (p)p* ]
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4). De 2.2 para M, =I'y @ Z, tenemos lo siguiente:
) AUtF2M4 M4 y :u (MZ)il =pP— L.

b) {My: Fz}—(pp,p)fz
c) (My:Tg) =

De los tres incisos anteriores obtenemos:

Ly, (My, s, ) =

i (Autr, M) (200 [ @ () 0(0) ol =
A*

e[ )l -
(@) Nwp?p?)Ts

(0 — Vo (D)2 (D)2 (D)™ / 0@ llelid’s |
ﬂFz

obteniendo que

Lr, (Mu, 5,%) = [(p — D¥bu, (P)¥2 (D)2 ()P ~™] L, (T2, 5,%).

Veamos un par de casos particulares:

tx TPtk(P) er (M47 S, w)

[~(—1)p~*]
2 (1p2)”

[(p—1)ip=™]
b (=ip=)"

Podemos observar que

Lp, (M4, 1= 5,9) = [(p— Dby, (0)45," (0)0,* (0)p~> ] Ly, (fz, 1- sﬂ) ,
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por lo que se satisface la siguiente relacion:

Ly, (My, s,) 4 4 3—6s Lf? (fz’ % ¢>
In (M4, w) th( )wtg (p)%g(p)p } sz (fg, 1_ 5’;@)

5). De 2.2 para M5 = {(z,y,2) € Z}: (2 —x) € pZ,} tenemos lo
siguiente:
a) Autp, My = M: y u (MH) ' =p—1.

b) {Ms: T} = (p p%,p?) Ta.
¢) (Ms:T3) =

De los tres incisos anteriores obtenemos:

LF2 (M57 S, ’l,b) —

p (Autr, M) (2 085) [ @ () 00) ol =
A*

(p—1)p* / W(x) Ha:H(agd*a: =

(Q;)3 N(p.p*.p*)T

(0 — V) ()62 ()02 (0)p™ / 0@ ellgeda |
ﬂFz

obteniendo que

Ly, (Ms, s,%) = [(p — D¢y, (p)¥; (P)¥; (P)p~>] Lz, (fz, s,¢> :
Veamos un par de casos particulares:

ty 77/}tk(p) er (MEH S, 77/})

B [~ (-1p~*]
2 1 (1+p=2)°
4 i [(p_]-)zp_&s]

(1—ip=#)°
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Podemos observar que

Ly, (Ms,1 = 5,8) = [(p = Vi 00 (0020 ] L, (T2, 1= 5,9).
por lo que se satisface la siguiente relacion:

Lr, (Ms, 5, %) = 2 4 4 3—6s
I (M, 1 —5,9)  [Vu@¥u @, @p™

L, (fz, s, ¢)
Lg, <f‘2, 1— 3,@) '

6). De 2.2 para Mg = {(z,y,2) € Z: (y—=x),(z—y) € ply,},
tenemos lo siguiente:

a) Autp, (Mg) = Mg y p* (Mg) ™ = (p—1)".

b) {Ms : I's} = (p,p,p) Ms.

C) (M6 : FQ) =Pp.

De los tres incisos anteriores obtenemos:

Ly, (M67 S, ¢) —

p (Aute, M) (T 26 [ gy ) () g’ =
A*

-1 [ @) el -
(@1,))” Nw-pp) M5

0= VP e [ o) el -
(@) Ny

(p—1)*41, (p) s (D)1, (p)p~2° ( 1 — (¥, (p) + ¥y () P~° + Yy ()his (P)P' ) |

(p—1) (1 =2y, (p)p~*) (1 = Vi, (p)p~*) (1 — 1, (p)p~)

obteniendo que
er (M67 87 ,(p) —

(p— 1) [Th—y ¥+, ()
pZS

] (1 — (Y1 (P) + %1, (P)) P~ + 1, (P) W1, (P)P" %] Lz, (f2, s, 'zb) :

Veamos un par de casos particulares:
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tr V(D) Lr, (Mg,s, ¢
[*(P*l)p’% (1+2p73+p172s)]

2 -1 T

1 7 [_i(p_l)P_%(1—2¢p—s_p1—25)].

(1—ip=)°
Podemos observar que
LFQ (M67 1 - S?E) -

[(p —p
Hi:l Vi, (P)

por lo que se satisface la siguiente relacion:

Lr, (Ms, &) — [ 3 3 3—6s
Lr, (M69 1— S,E) o [¢t1(p)¢t2(p)wt3(p)p }

] (1= (b5 (p) + 45 () P + 05 (D)0 (0™ ] L, (fz, 1- &E) 7

Lf‘z (f29 S, ’Qﬁ)
sz <f2, 1 — S,E)

7). De 2.2 para el caso M; = {(az,y,z) € Z]?;: (z —y) GpQZp},
tenemos lo siguiente:

a) Autr, (My) = M y @ (M) =p(p—1).

b) {Mz: s} = (p,p,p) Ms.

C) (M7 . Fg) =P.

De los tres incisos anteriores obtenemos:

LFz (M7a S, '()b) —

(At M) (T M) [ @ () (o) g™ =
A*

e [ ) el -
(@) N@pp)Ms

0= D@ @r > [ ) el -
(Q;)3ﬂMS



4.2. FUNCIONES L EN B, (Cpn). 85

(p—1)2by, ()2, (D)2, ()2 < 1 — (Y, (p) + V5 (p)) p° + W, (P)1, (p)p' 2 ) |

(p—=1) (1=, (p)p~*) (1 = Yu, (p)Pp™*) (1 — s (p)p~*)

obteniendo que

LI‘z (M7a S, ",b) —

[H Py, (p)] P [1 — (41, (P) + Y15 (p)) P~° + 1, (P) b1, (P)P' ~%°] Ly, <f2, s, ¢> :

Veamos un par de casos particulares:

tk wtk (p) LFZ (M77 S, w)

B |:_p1—25(1+2p—s+p1—25)]
2 1 (1+p—2)°
4 ; [_Z'p172s(1_2ipfs_p172s)] .

(1—ip=*)’

Podemos observar que

LFQ (M77 1 - SJ@) -

p 1 -1 —l+s -1 —1 —1+2s = -
[m] (1= (U5, (p) + 5,  (0) ™ + 40, () by, (p)p | Lg, (Fz, 1—s, ¢> ;

por lo que se satisface la siguiente relacion:

Ly, (Mz,8,%) 1o 3 3 3—6s
LI‘2 (M7, 1 — S’E) o [¢t1 (p)'lptz (p)"vbts (p)p }

Lf2 (f‘za S, ¢>
Lf\2 (fz, 1— S,E)
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8). De 2.2 para Mg = {(z,y,2) € L3 pr—y+z€ p*Z,} tenemos
lo siguiente:

a) Autr, (Mg) = T3 v 5 (T3) " = p (9 = 1)°.

b) {Ms : I'a} = (p, p,p) Ms.

C) (Mg . FQ) =DPp.

De los tres incisos anteriores obtenemos:

Ly, (Mg, s,¢) =

p (Aute, M) (T M)~ [ gy () () g’ =
A*

eV [ ) el
(@) Nwp.p)Ms

(0 = 1)%0e, (p) 1, (p) 1, ()p" / V(@) ||z ged e =
(@) N,

3

2 1-2s 1 — (11, (p) + %15 () P~° + ¥y (P) s (D) 2
= [H o @)] N (o e

Y

obteniendo que
LF2 (M87 S, 'l,b) —

p—1+2s

[(p = D llizn Yu(p )] 1= () + $1(P) P~ + 0 (P)vra ()P Lp, (T2, 5, 9) -

Veamos un par de casos particulares:

tr Vi (P) Lr, (Ms, s, )

2 —1 [—(p—l)pl‘%(14_—21?))—S+p1—25)]
(1+p~*)

4 i [—i(p—1)p' =2 (1-2ip~>—p'~*)] |

(1—ip=*)°
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Podemos observar que

LFQ (M87 1 - S?E) =

[

MI (1= (U5 0) + 0 0) o7 + 0 )0 o] L, (To1 = 5,9).

por lo que se satisface la siguiente relacion:
Lf2 <F2a S, ¢>
L, <r2, 1— S,E)

Ly, (Ms, s, )
Lr, (Ms,1 — s,%)

= [¢7 (P)¥;, (p) by, (p)p° %]

9). De 2.2 para el caso My = {(az,y,z) € Z]?;: T—y+z epr},
tenemos lo siguiente:
) Autr, (My) = Mg v 1 (M) ™ = (p—1)°,

b) {My: Iy} = (p p?,p*) Ia.
¢) (Mg :T3) =

De los tres incisos anteriores obtenemos:

LI‘z (MQ, S, ¢) —

i (At M5)™ (T s M) [ @ () (o) g™ =
A*

e [ @) el -

(p — 1), ()07, (p)47, (p)p~™ / () ||z gd | .
ﬂfz

obteniendo que

Ly, (My, s,v) = [(p — 1)*¢:, (p)¥; (P)¥}, (p)p~ %] Ly, (fz, s#ﬁ) :

Veamos un par de casos particulares:
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tr Yy (p) Lr, (My,s, )

_ (-1
2 1 (1+p==)°
4 Z [i(p_1)2p735]

(1—ip==)°

Podemos observar que
Lr, (Mo, 1= 5,9) = [(p = 1205 005200 0] L, (T21 = 5,3)
por lo que se satisface la siguiente relacion:

Lr, (My, 5, %) a2 4 4 3—6s
Lr, (Mo, 1 —5,%) [$2 (P)¥L (p)L (p)p* ]

L, (f‘2, s, ¢>
Lz, <f‘2, 1— s,E) ’

4.2.3. Observacion. Sean € Ny sea I';, = B, (Cyn) el anillo de
Burnside del grupo ciclico de orden p”. Recordemos que 2.3, proporciona
un método recursivo para obtener los ideales de indice finito en el anillo
de Burnside de B, (Cn) y con esto sus clases de isomorfismo, con lo cual,
finalmente se pueden obtener las funciones L correspondientes.
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4.3. Ecuacion funcional para Z (9, s,1)) .

Sea A una Q,-algebra simple de dimension finita y sea C' el centro
de A. Sea # un caracter no trivial y continuo del grupo aditivo de A,
definido por

O(x) = exp <27rz' <trA:I:>> :
Qp
para x € Ay tr(%x = T?“Q% (tréx> . Sea @ una funcion de Schwartz-
P D

Bruhat en A. Definimos ® su transformada de Fourier con respecto a 6
como

B(y) = /A B (2)6(xy)d.

la cual resulta ser otra funcién de Schwartz-Bruhat en A, en donde dx
es una medida de Haar en A.

Sea 1) : A* — ST un caracter continuo. Definimos la integral zeta de
® como

2(®,5,9) = / & (x)(z) 2] d,

*

en donde A* son las unidades de A y d*x es una medida de Haar en A*.

4.3.1. Teorema. Sean ® y ¥ funciones de Schwartz-Bruhat en una
Q,-algebra simple de dimension finita A. Sea ¢ : A* — ST un caracter
continuo y 1 su complejo conjugado. Tenemos que se satisface la siguiente
ecuacion funcional:

Z(®,s,9)Z(V, 1~ s,9) = Z(V,5,9)Z(D,1 — 5,9).

Para mas informacion sobre la ecuacion funcional para la funcion
Z (D, s,1) y detalles de este teorema ver [6, Teorema 10.7].
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4.4. Ecuacioén funcional para Lg ) (M,s,).

4.4.1. Notacion. Sea G un grupo finito. Sea I' = B, (G) el anillo
de Burnside de G y sea I = I Hee(G Z su orden maximal. Sean M y

N representantes en las clases de 1somorﬁsmo de los ideales fraccionales
de indice finito en I y sea {M : I'} el conductor de M en I'. Sea A =

HHeC(G) Qp yseat:A— Qp, el mapeo tal que

t((yH Hee(G ) Z v,

para cada (yu)gee(q) € A- Tenemos el siguiente diagrama:

t
— Q
|

rcl — Z,

N — =

Denotaremos por

M={a€A:t(xva)€Z, Vaee{M:T}}.

Ahora elijamos 6 : Q, — S como el cardcter aditivo y continuo en
Qp. Definimos 6 (a) = exp (27Tz'a0), en donde aq es la parte principal
de a, es decir, si a = b*’” + .+ b’l + by + pby + p?by + ... entonces

_ b

=22+ ..+ b —L Observemos que 0 resulta trivial en Zp, pero no en

p L.

Dada una funciéon de Zchwartz-Bruhat ® definida en A, definimos su
transformada de Fourier como:

Lema 2. Dada la funcién caracteristica ¥ () = ®z (x). Tenemos
que la transformada de Fourier de W, es

U(z) = (f : r) U(z).
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Demostracion. Por definicion sabemos que

By) = [ W@t ay)do

T€EA

para cada y € A o bien

W) = [ 6(¢t(ay)ds

zel

Observemos que si y € f, tenemos que zy € r para toda x € f, de
donde se puede ver que ¥(y) = u (F) para toda y € T.

Podemos considerar p (I') = 1 y entonces

()= ().

por lo que \Tl(y) = (f’ : F) para toda y € .

Por otro lado, sea y = (yu) gee(q) tal que y € ANTI. Existe H € C(G)
tal que yg = p "y para algin xg € Z, y n € N. Consideremos el
elemento a = (0,...0,1,0,...,0) € A, en donde el uno se encuentra en la
coordenada H—ésima. Obtenemos que t(ay) = yy, de donde

0 (t(2y)) # 1.

Con el cambio de variable z — a + 2 obtenemos

G(y) = / 0 (t (ay) + t (xy)) du = / 0 (t (ay)) 0 (t (xy)) do =

fo IGF

0 (t (ay)) / 0 (t (2y)) do,

rel

de donde, U(y) = 6 (t (ay))jl\/(y) v puesto que 0 (¢ (xy)) # 1, tenemos
que U(y) = 0 para y € A\I', con lo cual queda demostrado este lema.
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4.4.2. Teorema. Con la notacion anterior de 4.4.1, tenemos que si
M satisface la condicion

(*) M =a{N :T} para algin o € A*
entonces se cumple la siguiente ecuacion funcional:

Ly (Ma S, ¢)

w* (AuteN) llall'™ (O : N) =G (@) | Lr (Tov)
Lr (N,1—s,9)

p* (Autr M) (f‘ : {M : I‘}) (I': M)®| Lz <f‘,1 — s,

N—

Demostracion. Sea 1) := A* — S! un cardcter continuo.

En lo siguiente consideraremos a dr como una medida de Haar en
Ay a d*x como una medida de Haar en A*. Sean £ C Ay E' C A",
denotaremos a las medidas de E y de E’ respectivamente por

ue) = [dr y wiE) = [

Para esta demostracion consideraremos la ecuacion funcional dada en
4.2 para los casos especiales de W = &p y & = &y, las funciones

caracterfsticas de I y del conductor de M en I' respectivamente.

(i) Sea ¥(x) = ®x(x), por definicién tenemos que

1) 2(¥s.0) = [ @)t ey

A*

Por otro lado sabemos:
- N
18 Lp (Fosw) = () [ @@y ol e
A*

~

Podemos considerar p* (F*) = 1, lo cual implica que
,LL* (F*)—l _ <f* : F*) :

por lo que de (17) y (18) obtenemos
(19) Z(‘I’>3,¢) :Lf (faS,@D) .
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Ahora consideremos la transformada de Fourier de ¥, dada por

W) = [ @8 (t(ay) ds

reA

para cada y € A o bien

(20) W(y) = / 6 (t (xy)) do.

zel’

Del Lema 2, tenemos que
(21) U(x) = (f : r) U(z),
por lo que obtenemos que

2(0,5.0) = (F:1) [ Wla)ota) folyd'e
!

obteniendo de (18) que
Z(0, 5,1) = (f : F) L: (f,s,¢>
de donde:
(22) Z(0,1—s,0) = (’f : r) L (f, 1 s,@ .
Finalmente de (19) y (22) tenemos que

Z(‘IJa ﬂ#) = - Ly f‘,s,'l,b
Z@1i3_:(rzr>1 ~F~< _ >—
( s 7¢) L[\ (Fal S,’Lb)

(111)

(ii) Sea ®(x) = ®yprry(x). Por definicion tenemos:
2@.5.0) = [ @y () (0) ol s
A*

Por otro lado sabemos que

23) Le(M,s.0) = (Aute )™ (00 [ @y (2)0(a) ol '
;
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y por lo tanto:

(24)  Z(®,s,¢) = p* (Autp M) (T : M) Ly (M, s,)).

Ahora consideremos la transformada de Fourier de ®, dada por

By) = [ Barry(@) (¢ (ay) da,

reA

para cada y € A o bien

B(y) = / 6 (¢ (xy)) do.

ze{M:T}

Tenemos que p({M :T'}) = ({M :T'} : T'). De manera similar a la
demostracion del Lema 2, se puede ver que ®(z) = ({M : '} : I') @37(x).
Ademés, por hipotesis obtenemos

O(x) = ({M:T}:T) Sy (),

o bien
O(z) = ({M :T}: D)@y (a ),
y entonces
2®.5.6) = (M1} 1) [ Sery(a 0)ute) ',
1.
o bien:
Z(®,5,9) = ({M : T} : T) [|o[y ¢(c) / O vy (@) (@) [l d*z.

P4
De (23) tenemos
Z(®,5,) = ({M : T} : T) [lal[y ¥ (a)p’ (AutpN) (T : N)* Lr(N, s, 9),

de donde: R B
(25) Z(®;1—s,7) =

({M: T} 1) flally Bla)u (AuteN) (T : N)'* Le(N,1 = 5, ).
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Finalmente de (24) y (25) obtenemos:

1) Z&8Y)
Z((I); 1-— Sy "p)

p* (Autp M) ||of| " (T : M)°(C: N)'T° | Lp(M, s,)
p* (AutrN) ({M : T} : T) %(a) Lyr(N,1—s,%)

Es claro que (IIT) y (IV) mas la ecuacion funcional en 4.3.1 implican

el resultado de este teorema.
[ |

4.4.3. Observacién: La condicion
(*) M =a{N:T},
para algin o € A*, es la misma que la dada en el teorema 3.2.2.
Por otro lado, de la observacion 3.2.3 tenemos que:

(a) Para el caso de I'y = B, (C},) , tenemos que:
L= —p ) {Ti: v}

Ii=(p>%p?) {fl ; Fl} :

De donde se puede ver que las ecuaciones funcionales que se deducen
del teorema 4.4.2 para este caso, son las dadas en 4.2.1.

(b) Para el caso de I'; = B, (C)2), tenemos que:

M; = (p2p ", p ") {M;: T} parai=2,4,5,9.

My = (p2,p % p ") {M;: s} paraj=3,6,7,8.

De donde se puede ver que las ecuaciones funcionales que se deducen
del teorema 4.4.2 para este caso, son las dadas en 4.2.2.
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4.4.4. Ejemplo. Sea I'; en anillo de Burnside del grupo ciclico de
orden p” con 2 < n € Ny sea I', su orden maximal. Sea

U= (Vi U, y) -
De 3.2.5 tenemos:
a) (fn : Fn> = szlpk.

b) {fn . Fn} - (p7p27 .“7pn—1’pn7pn) Fn

¢) o= (p2p* .. .p 2l p2n p=2") {fn : Fn} .

Ademés, del teorema 4.4.2, se puede obtener la siguiente ecuacion
funcional

Le, (Cusv)  [lall™* (Dn:T0) 2% ()] Lp, (Tuss,v)

Lr. (fn, 1— S,E) N (fn ; {fn ; Fn}) Lfn (fm 1— 8,@) ’

de donde es facil ver que:

Ly, (Tn,s,9 N
Lrnr(f(m 1 j S}@) = [¢f:+1 (p) kl;[l zbf,f (p)] [pr] =2

Lf‘n (f‘n, S, ’l/))
Lf‘n (fn, 1— S,E) .
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4.5. Ecuacion funcional para Lr, (I',, s, ).

Sea I'), = B, (Cpn) el anillo de Burnside del grupo ciclico de orden p”,

para 2 <n € N. Sea I'), = Zg“ el orden maximal de T',, y A,, = QZH.
En lo siguiente consideraremos a d*z como una medida de Haar en A? tal
que d*x = (d*oz)nJrl , en donde d*a es una medida de Haar en Qj, la cual

es tal que fZ; d*a = 1. Sea 1) = (wtl, ---a¢tn+1) y ) = (zth, ...,zptnﬂ) .
De 3.3 sabemos que

a) 'y =10 W(p, ...,p)[Z, P TIn-1].

b) w* (0" =1, (2 p'Z)"

Ademés

Ly, (T 5,0) = i (%) / Br, (2) 0 (2) |l2ll}, d'z,

A*

de donde obtenemos paran — 1 :

[ @ 0 Wl @ = i (T Iy s,
A*

n—1

y por consiguiente
LFn (Fm S, ¢) -

e @ | fe@lelaer [ s@llde] -
Y

A N(@s-p)[Zp DT

1
Ao

W[ @l | [ v, o] =
Ar

Q;NZp ALy

n—1

e ()™ [T e ()] o0
e (Tsy) ™ (1=, (D) p)

1+ LFn_l (Fn—h S, W) )
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de donde finalmente tenemos que:

(p—l)[ T, (p)}p 2t =)
(1=, (p)p~*)

Aplicando el resultado anterior a I',_1 y sustituyendo el resultado en
la expresion anterior obtenemos que

Lpn (Fn, S, w) =14+ Lrn_l (anl, S, ¢/) .

LFn (Fm S, ¢) -

p-V[IT5en@] |, (=15 ¢ @)
(1= oy, (p) p) p?H D= 149) (1 — 4y, (p)p*) p2rm(=1+s)

ahora, aplicando este razonamiento para I', s y asi sucesivamente hasta
llegar a I'y, obtenemos:

].—f— LFn,Q (Fn—Qa S, W’) )

Ly, (Fna S, "70) -

w2 (0= 12 |TEo T ()] (mron)
o ; [ 2:1 (1 =y, (p) p_s)} (p ) "

[(p—1)p~ 2" [T12) T e ()] (pl—s)(n2+2n_4)
[IT: (1=, (p) p~)]

De 4.2.1 sabemos que

Ly, (Fla S, (¢tn;¢tn+1)) =1+

Ly, (D1, (1, ¥1,4)) -

(p = 1), (p) Y1, (D)
(1=, (0)p*) (L= 2, (0)p )

de donde
Lrn (Fna S, 'd)) -

— 0 [T T e )] (oen)
HZ [ i:l(l—wtk(p)p_s)} - '
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(= 1) 54", () Vs (p) [T TIEEL e ()] (pls)“?f")
I (1=, (0) )]

’

o bien

Ll‘n (Fn, S, ’l,b) =

~ 0 [T TG e )] (omen)
1+Z [ izl(l—wtk(p)p‘s)} (p ) "

[(p - 1)]972]”%:” ¢tn+1 [ﬁﬁ%ﬁk ] (n ;Sn) Lfn (fm 5>¢> .

v=1 k=v

Finalmente se obtiene la siguiente ecuacion funcional para Zp, (I'y; s):

(2ni—i2+34)

1 n— 1 (p— 1)[ v=1 Z—_H"ptk(p)] 1—s 2
LI‘n (Fnasa"p) 1 = 2;[1-[ 1(1 ¢tk(p)p )] (p )

n—1 (=1 [[1)— [1i2, ¥7, ()] ( S)(w—ﬂw) -
]

LI‘n (Fn’ 1-— S, '@b) —1- j=1 p2i [HJ_ (1 ¢tk (p)p—l—s) 2

n—1n—1 n(n+3) Lf (fna S, "10)
( )’lp 1( ) [ ,(ka( ) 1—2s 2 n~ — -
P) ¥t (P ,,1;[1;};[,/ b P ) Ly, (Tus1 = 5,9)




Capitulo 5

Funciones ( en B (G) para grupos S, y A,.

En este capitulo estudiaremos funciones zeta en el anillo de Burnside
para grupos alternantes y de simetria en los casos local y global.

En la seccion 5.1 estudiaremos las componentes solubles del anillo de
Burnside.

En la seccion 5.2 calcularemos la funcion zeta del anillo de Burnside
para el grupo de simetria Sj.

En la seccién 5.3 calcularemos la funciéon zeta del anillo de Burnside
para el grupo alternante Ay.

En la secciéon 5.4 calcularemos la funcion zeta del anillo de Burnside
para el grupo alternante As.

En la seccion 5.5 calcularemos la funcion zeta del anillo de Burnside
para el grupo de simetria Sy, para el caso local p = 3.

100
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5.1. Componentes solubles de B,(G).

Notacién. Dado un subgrupo H < G'y p € Z un primo racional,
denotaremos por OP(H) al minimo subgrupo normal K < H, tal que
H/K es p-grupo. En el caso particular de que OP(H) = H diremos
que H es p-perfecto. Podemos observar que si p 1 |H|, entonces H es
p-perfecto.

Sea Ng(H) el normalizador de H en G, denotaremos por Wg(H) =
Ng(H)/H al grupo de Weyl de H en G.

Por ultimo, denotaremos por e, ; a los idempotentes primitivos de

B(G).

Con la notacion anterior, podemos obtener de |22, teorema 3.1] en el
caso particular cuando IT = {p}, la siguiente relacion entre el anillo de
Burnside B,(G) y sus componentes solubles

(26)  B,(G) = IIT  BWeH)eh, ),
H e C(G)
O'(H)=H

en donde ademés, para cada componente soluble tenemos que

(27)  By(We(H))ey, 1 = D Ly (We(H)/T).
T € C(We(H))
T —p grupo

En lo siguiente de este capitulo, utilizaremos estas dos expresiones
para el calculo de B,(G).

5.1.1. Proposicién. Sea G un grupo tal que p|| |G|, es decir que
p divide al orden de G pero p? no, tenemos que:
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Demostraciéon. Sea P el p-subgrupo de Sylow de G, de (27) tenemos
que

By(Geq, = L, (G/ (1) D Z, (G/P),
en donde sabemos que (G/(1))(G/ (1)) = |G| (G/ (1)). Definamos:
=1 G/ ),

a

2

de donde tenemos que a® = pa, ademéas podemos ver

(G/ D), (G/P) =(1,a),

en donde 1 € ((G/(1)),(G/P)). Por ultimo, observemos que
Bp (Cp) = <17 a> )

con lo cual queda demostrada esta proposicion.
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5.2. La funcién (p(g,) (s) .

Sea S3 el grupo de simetria de orden 6. Las clases de conjugacion de
los subgrupos de S3 son

C(5s) = {1;((12)) = C5; (123)) = Cs; 53},

en donde tenemos las siguientes contenciones:

Cy < 53
(1) <
C3 .53
Ademés tenemos:
0? (1) =1, 03 (1) =1, Ws, (1) =S3/1 =55
O? (Cy) =1, O3 (Cy) =Cy, W, (Cy) = Cy/Cy =
0? =C5, O3 (Cs) =1, W, (C3) = S3/C5 = Cy
(

By (S5) = Ba(Ss)el, 1 | [ Ba(Co)eds,

por lo que de la proposiciéon 5.1.1 obtenemos que
By (S3) = [Ba(Cy)]?,

ademas del resultado obtenido en 2.1 para p = 2, obtenemos

(28)  Cy(sy) (8) = [1—27° +21°2]°¢2 (s),

para la cual podemos observar que se cumple la relacion:

CB2(S3) (S) . [21—25}2 C%g (S)

(Bags) (1 —8) (7, (1—s)

Por otro lado, de (26) y la tabla anterior, tenemos que

By (Ss) = By(Sa)e?,, [ [Bs(D)ed ]

por lo que de la proposicion 5.1.1 y (27), obtenemos:
Bs (S3) = Bs(Cs) | | Z3.
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Ademas del resultado obtenido en 2.1 para p = 3, obtenemos que
(29)  CBy(sy) (8) = [1 =372+ 37%] () (s),

para la cual podemos observar que se cumple la relacion:

633(53) (5) . [31—23} C%:s (S)

CBy(s) (1 —8) (7, (1—s)

Finalmente, del producto de Euler junto con (28) y (29) obtenemos
s —2572 —s —2s
Cosy (8) = [1 =274+ 217%]7 [1 =37+ 3'7%] (5 (s),

para la cual se cumple la siguiente relacion:

CB(ss) () ro19a2 ra12s $2(8)
CB(Sg)(l—S)_[Q E

G(1—s)
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5.3. La funcién (g4, (s).

Sea Ay el grupo alternante de orden 12. De [23] tenemos que las clases
de conjugacion de los subgrupos de Ay son

C (A1) ={1;((12) (34)) = C;((243)) = C3;((13) (24) 5 (12) (34)) = V; Au},

en donde tenemos las siguientes contenciones:

Co AV <Ay

Cs < Ay

Ademés tenemos:
0%(1) =1, 03 (1) = Wa
02 (Cy) =1, O3 (Co) =Cy, Wy
( ) C37 03 (03) = 17 WA
O*(V) = O (V) =V, Wy
0% (A Wy

(
) = A4, 0% (Ay) =V, (Ay) = A4/A4 ~ 1.

De (26) y la tabla anterior, tenemos

By (Ay) = B2(A4)€?4471 H [B2(1)€i1}27

por lo que de (27) obtenemos que

By (A4) = By(As)edy, o [ [ 122)

Ademaés

By(As)ed, 1 = Zo (Ay/1) @D Zo (As) Co) @D Zr (A4) V),

para el cual se tiene que la tabla de marcas respecto a la base ordenada

{(A/1); (As/Co); (As/V)} es

12 6 3
0 2 3
0 03

a la cual si le aplicamos operaciones elementales en columnas, usando
elementos en Zsy obtenemos que:
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Multiplicando la primera y la tercera columna por % obtenemos que
la tabla de marcas es equivalente a

O O =
(@l \V N @)
— =

y al restarle la primera columna a la segunda columna, obtenemos que
la tabla de marcas es equivalente a

S O =
(el NI NV}
—_ =

la cual se corresponde con la tabla de marcas de By (Cy), y por lo tanto

By (Ay) = By (Cy) H Zs)?

por lo que de 2.2 para el caso p = 2, obtenemos:

(30)  CBay(ay) (8) =

1-@7 7@ - @7 +3@) T+ @7 ¢ ().

Por otro lado, de (26) y la tabla anterior, tenemos que

By (As) = By(Au)ely, , | [ Bs(Ca)ed, ) [ Bs(Ca)eds,

por lo que de la proposicion 5.1.1 y (27), obtenemos

By (A4) = B3(Cs) [ [ Zs ] [ Bs(Cs).

Ademas del resultado obtenido en 2.1 para p = 3, tenemos que

(31)  Cay(an (8) = [L —37° + 31727 ¢E (s),

para la cual podemos observar que se cumple la relacion:

CBg(A4) (S) _ [31_23]2 C%g (S)

CBy(ay) (1 —5) G, (1 —s)



5.3. LA FUNCION Cpa,) (s). 107
Finalmente, del producto de Euler junto con (30) y (31) obtenemos:
CB(ss) (8) =

1— (2)1—5 47 (2)—25 . (2)2—35 43 (2)1—45 + (2)2—55} [1 _ 35 4 31—23]2 Cg (s).
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5.4. La funciéon (pa,) (s) .

Sea Aj el grupo alternante de orden 60. De [23] tenemos que las clases
de conjugacion de los subgrupos de As son

C (As) = {1;Cy; C3; C5; V'3 S35 Dyg; Ag; As }

en donde

= ((23) (45)) ,

23) (45) : (24) (35))

53 (( 45);(12) (45)) ,
Dy = ((12345) ; (25) (34)>7 para las cuales tenemos las siguientes

contenciones:
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Ademas tenemos:

109

0?2(1 )=1, O*(1 )=1, O(1 )=1, Wa(l )=A4;
02 (Ch) =1,  O¥Ch)=Cy O (Cy)=Cor Wi (Cy) =0
02(Cs)=Cs,  O3(C3)=1,  O(C3)=Cy Wy, (Cs)=Ch
02 (C5)=C5, O3(Cs)=Cs  O3(Cs)=1, W, (C5)=Ch
02(S5)=Cy,  0%(S3)=S;  O°(S3)=S; W (S5)=1
O2(V)=1  O3(V)=V OV )=V  Wa(V)=0Cs
02 (Dyg) = C5,  O%(Dy) = D1y 0% (Dyg) = D1y W, (Do) = 1,
O (A) = Ay, O A=V O (A)=A, W (Ay)=1,
O?(As) = As, OF(As)=As O (As)=As Wy (A5) = 1.

De (26) y la tabla anterior, tenemos

By (As) = Ba(As)é [ [Ba(Co)ed, )" T [B2(1)ed ]

por lo que de 5.1.1 junto con (27) obtenemos que

By (As) = By(As)el, , [ [ 1B2(Co))” [ [ 1Zo] -

Ademés

By(As)e?y, = Lo (As/1) @D Zs (A5 /Co) @D Z (A5/ V),

para el cual se tiene que la tabla de marcas respecto a la base ordenada

{(A5/1);(As5/Co) s (A5/V)} es

a la cual si le aplicamos operaciones elementales en columnas, usando
elementos en Zsy obtenemos que:
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Multiplicando la primer columna por % y la tercer columna por %

obtenemos que la tabla de marcas es equivalente a
4 6 5

0 1
0 1

Y

2
0
y al restarle la primera columna a la segunda y a la tercer columna,
obtenemos que la tabla de marcas es equivalente a

4 21
021
001
la cual se corresponde con la tabla de marcas de By (Cy) , y por lo tanto

By (As) = By (Cy) | [ [B2 (Co))* ] [ 12

por lo que de 2.2 y 2.1 para el caso p = 2, obtenemos que:
(32)  CBa(ay) (8) =

1 — (2)1—8 + ré (2)—28 _ (2)2—38 + 3 (2)1—48 + (2)2—5s:| |:1 _ 2—3 + 21—28}2 C§2 (8) .
Por otro lado, de (26) y la tabla anterior, tenemos

B3 (A5) = Bg(A5)€?45,1 H [Bg(CQ 602 HBg 03 603 H [33(1)61 1}37

por lo que de la proposicion 5.1.1 y (27), obtenemos que
Bs (A5) = [Bs(Cs)* [ 23

ademas del resultado obtenido en 2.1 para p = 3, obtenemos

(33)  CBy(as) (8) = [L—37° + 317217 ¢2 (s),

para la cual podemos observar que se cumple la relacion:

CB3(A5) (8) _ [31—25]2 C%?) (S)
CBy(45) (1 = 5) (z, (L—s)

De la misma forma, de (26) y la tabla anterior, tenemos

B5 (A5) = B5(A5)€1545,1 H [35(02 602 H B5 Cg 603 H [B5<].)61 1}4
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por lo que de la proposicion 5.1.1 y (27), obtenemos
Bs (As) = Bs(Cs) | [ Z2.

Ademés del resultado obtenido en 2.1 para p = 5, obtenemos que
(34)  CByas) (8) = [1 =572+ 57%]¢) (s)

para la cual podemos observar que se cumple la relacion:

CBs(4s) (5) _ [5-2] (2. (s)

CB5(A5) (1—y5) 425 (1- 3).

Finalmente, del producto de Euler junto con (32), (33) y (34) tenemos:
Caan (8) = fou (27°) ¢, (27°) £6, (37°) feu (57°) €2 (s) 5

en donde )

)= 1[1- (2)1—3 4 7(2)—25 B (2)2—35 13 (2)1—43 n (2)2—53} |
( ) = _1 — 275 4+ 21—23] :

fo, (37 =[1-37+3"%]y

fo, (57%) = [1 =57 4 517%].
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5.5. La funcién (p,s,) (s) .

Sea Sy el grupo simétrico de orden 24. De [23] tenemos que las clases
de conjugacion de los subgrupos de Sy son

C (Sy) = {1;Cy; C5; Cs; (Co x Cy) ; Cy; V5 S3; Dy Ay; Su}

en donde
Cy = ((34)) = ((34)) = ((13))"",
Ch = ((13) (24)) = ((12) (34))"Y
C3 = ((243))
Co x Co = ((12);(34)) = ((24); (13))"Y
Cy = ((1324)) = ((1432))1Y
V= ((14) (23); (13) (24))

)
;(14) (23) 5 (243)) , teniendo las siguientes contencio-

( L0y x Cy 9 Dg <5y
Cy
<53 <S5y

(CQXCQS]DSSSZL

Cy < Dg < 54

en donde tenemos que C) < Dgy V' < Sy, por lo que tenemos:
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02 (1 ) =1 03 (1 ) =1 W, (1 ) =S,
02 (Cy, )=1 03 (Cy, ) =0Ch Ws, (Co )=y
0*(Cy  )=1 O*(Cy ) =0y Ws, (C3 ) =CaxCy
02(Cy )=C; O3(Cy )=1 We, (Cs ) =Cy

0? (Cyx Cy) =1 O? (Cy x Cy) = Cy x Cy Ws, (Cy x Cy) = 5

02(C, =1 0¥ C, )=0C, Ws, (Ci ) =0,
02V =1 O}V )=V W, (V) =5
0?(Ds  )=1 0%(Ds )= Ds Ws, (Ds ) =1
02(S; )=C3  0%(S; )= W, (S5 )=1
02(Ay  )=A4A, 04, )=V W, (As ) =0Cy
0%(S, )=As O3S, )=5 W, (S5 ) =1

De (26) y la tabla anterior, obtenemos:

Bs (Sy) = H B3(H)€?}1,1 H [33(1)6?,1}3 H [33(02)6?()1271]2 ;

en donde H corre sobre el conjunto {Sy; (Co x Cy); CY; S}, por lo que
de la proposicion 5.1.1 y (27), obtenemos

By (S1) = [Bs(Cs)* [ Z3.

Ademés del resultado obtenido en 2.1 para p = 3, obtenemos que

(35)  Cy(sa) (5) = [1— 375 +3172]% ¢l (s),

para la cual podemos observar que se cumple la relacion:

CB4(Ss) (s) _ [31—23}2 C»% (s)
CBy(sy) (1= 5) 7, (L=s)



Conclusiones.

En este trabajo, se logré obtener las funciones zeta para los anillos de
Burnside de grupos ciclicos, asi como para grupos pequenos tales como
S3, S4, Ay v As, en los capitulos 2 y 5 respectivamente.

Por otro lado, se logré obtener una ecuaciéon funcional para la funcion
zeta del anillo de Burnside para ciertos grupos, asi como una ecuacion
funcional para funciones L la cual es una generalizacion de la anterior,
en los capitulos 3 y 4 respectivamente.

Se espera poder decifrar la restriccion que se tiene para las ecuaciones
funcionales dadas en los teoremas en 3.2.2 y 4.4.2, ademéas de obtener
resultados para las funciones zeta de anillos que tengan cierto tipo de
tablas de marcas.
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Nomenclatura.

G Grupo finito.

N Los nimeros naturales.

Z El anillo de los ntimeros enteros.

Q El campo de los niimeros racionales.

C El campo de los numeros complejos.

Z,, El anillo de los enteros p-adicos.

Q, El campo de los nimeros p-adicos.

~ Relacion de equivalencia.

P Suma directa.

&) Producto tensorial.

H < G, H subgrupo de G.

H < G, H subgrupo normal de G.

G/ H El conjunto de clases laterales izquierdas de H en G.
H Clase de conjugacion de H.

C(G) El conjunto de clases de conjugacion de los subgrupos de G
X El conjunto de puntos fijos de X bajo la accion de H.
¢ (X) La marca de H en X.

N¢(H) El normalizador de H en G.

W(G) El grupo de Weyl de G.

(x) El conjunto generado por el elemento .

| X'| Ntamero de elementos del conjunto X.

(A : I) Indice de I en A.

{M : N} El conductor de M en N.

|z|l,; La norma de z en V.

?ALa funcion caracteristica.

® La transformada de Fourier de .

DIP Dominio de Ideales principales.

B(G) El anillo de Burnside de G.

B(G) Producto cartesiano de Z tantas veces como elementos en C(G).
B,(G) Producto tensorial en Z de Z, con B(G).

B,(G) Producto tensorial en Z de Z, con B(G).

Ca(s) La funcion ¢ del orden A.

Zx (M, s) La funcion Z de M en el orden A.

Z (¥, s) La funcion Z asociada a ®.

La (M, s,v) La funcion L de M y 1, en el orden A.

Z (®,s,1) La funcién Z asociada a @ y 1.

OP (H) Minimo subgrupo normal de H, tal que H/OP (H) es p-grupo.
eq g Idempotentes primitivos de B (G).

A,, Grupo alternante.
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S, Grupo de simetria.
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