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1. Introduccidon

Una de las metas en la fisica de particulas elementales es encontrar modelos y teorias
(de preferencia que partan de primeros principios) que sean capaces de predecir resultados
experimentales.

En particular, se ha dedicado un gran esfuerzo a describir a las interacciones fuertes en el
régimen de bajas energias, en donde la constante de interaccién oy es del orden de la unidad
y por lo cual resulta imposible modelar la interaccién de color como una perturbacion.

Hasta ahora, principalmente el modelo de Calculo en Redes (Lattice QCD) [1] es capaz
de derivar resultados no perturbativos a partir de primeros principios, pero requiere de un
gran esfuerzo numeérico, lo cual se traduce en mucho tiempo maquina. Ademads, no permite
calcular el espectro completo de energia y en dicho modelo es dificil asociar el espin.

Por otra parte, existen muchos modelos fenomenolégicos existosos que tienen la desventaja
de tener varios parametros, por ejemplo, el modelo de bolsa del MIT (MIT Bag Model) [2].

Otra forma de proceder en los célculos no perturbativos de QCD es mediante el enfoque
de la Teoria Cuantica de Campos, donde la solucién de ecuaciones Dyson-Schwinger permite
obtener el rompimiento de la simetria quiral de manera dindmica [3].

Es por todo lo anterior que en el presente protocolo se busca compilar algunos resultados
obtenidos hasta ahora dentro del grupo de trabajo del Dr. Peter O. Hess [4-11], cuyo modelo
representa una alternativa a los modelos no perturbativos antes mencionados. Los detalles
de tal modelo seran expuestos en las siguientes secciones. Posteriormente se proponen los
objetivos a realizarse a manera de proyecto de investigacién como parte de mi candidatura al

doctorado que ofrece el Posgrado en Ciencias Fisicas PCF-UNAM.

1.1. Desarrollo Historico

En [4] se propuso una separacién del Hamiltoniano de la Cromodindmica Cuantica (QCD)
que permite describir a las interacciones fuertes a bajas energias utilizando una expansién en

potencias de los campos gludnicos. Cada potencia de los campos representa gluones efectivos



con masa entre 600 y 800 MeV [9], aumentando cada uno la energia involucrada, por lo que
truncar la expansién equivale a restringirse al limite de bajas energias.

El Hamiltoniano hadrénico mostrado en [4] dio origen a un modelo [5-11] que ha permitido
la resolucién analitica de diversos Hamiltonianos motivados por la QCD.

Un ejemplo de Hamiltoniano motivado por la QCD es el que se presenta en [5], en donde
se diagonaliza a los términos cinético y de masa de quarks mediante una transformacion
denominada a3-BCS y se sustituye al término de Coulomb por una interaccién de contacto.

En [5] se incluye ademds un término de interaccién que pertenecia originalmente a la parte
residual del Hamiltoniano propuesto en [4]; y el cual considera las contribuciones dindmicas de
los gluones a primer orden en la expansion de potencias del campo gluénico. Sin embargo, [5]
tiene la desventaja de utilizar la base de caja esférica para los campos bosénicos, mientras
que se usa la base de oscilador armonico para los términos de quarks.

La principal aportacién de mi tesis de licenciatura [6] consistié en analizar el efecto de la
inclusién del antes mencionado término de interaccién utilizando la norma de Coulomb y la
base de oscilador armoénico para quarks y gluones por igual. Ademas, en dicho documento se
diagonaliza numéricamente a H;,; junto con las energias cinética y de masa; las cuales habian
sido previamente diagonalizadas en [5].

En [6] se introduce finalmente el uso de estados coherentes como una herramienta que
permite sustituir a los operadores de creacion y aniquilacién bosonicos por su valor de expec-
tacion.

Como parte de mi seminario de investigacién se explord una mejora al método de predia-

gonalizacién de los términos cinético y de masa de quarks presentado en [5].

1.2. Planes a Futuro

El objetivo inmediato del proyecto es explorar la inclusion de un potencial fenomenolégico
de interaccion entre quarks que simule la presencia de gluones. A pesar de que la inclusién de

un potencial estatico representa una mala aproximacion en el régimen no perturbativo, donde



los quarks involucrados son ligeros, esta primera forma de proceder es evaluada por sencillez.

Como parte de mi tesis doctoral se propone ademas buscar una forma de tratar a los
términos de interaccion a 6rdenes superiores en la expansion de campos gluénicos.

Ademas, se propone el uso de la tecnologia matemética presentada en [12] con el fin de
utilizar métodos variacionales para minimizar el Hamiltoniano de interaccion.

La base del oscilador armoénico impone por ahora el confinamiento, pues el ancho del
oscilador restringe el volumen a un espacio finito. El objetivo a futuro lejano del proyecto es
extender el modelo para que requiera unicamente de dos parametros: el ya mencionado de
volumen finito y otro de interaccién; planteando la posibilidad de deshacerse del primero de
ellos de manera natural conforme se indague en el efecto de la inclusion de potencias superiores

de los campos gluénicos y la extension a un volumen cada vez mas grande.

2. Hamiltoniano de la Cromodinamica Cuantica

En la notacién covariante relativista, la densidad Lagrangiana dada por la ecuacién de

Dirac para particulas fermiénicas elementales con masa m es [13]

LO - %(I)Cf(iryuauécc’ - mécc’)¢c’f ) (1)

donde (7%, ) son las llamadas Matrices de Dirac y los subindices ¢ y f se refieren al color y
sabor de los campos fermidonicos respectivamente.

Para requerir invariancia de norma local en el Lagrangiano Ly se debe introducir un campo
Vi(z) donde p = {0,1,2,3} son las componentes espacio-temporales, y a = {1,---,8} son
los indices del octete de color del gluon. De esta manera, si se desea considerar al campo de

norma como un campo fisico, se tiene finalmente que el Lagrangiano de la Cromodinamica

Cuéntica (QCD) es

L = {b(x)Cf(Wuauécd — Ml )P(T)er
B TeA()er) Vi) = Va0V () &)



donde

Vi (2) = 9,Vi(x) = 9,V (x) + g f*V(2)V}(z) . (3)

En la expresién (2) se tiene que 7,

, son los generadores de color de SU(3) mientras que las
f%4 son las constantes de estructura de ese mismo grupo. Se tiene pues que dicha ecuacién es
el Lagrangiano para quarks 1., y gluones V' interactuando fuertemente con un acoplamiento
dado por g.

Se puede hacer la analogfa del Lagrangiano (2) con el que se obtiene en la Electrodindmica
Cuantica, con la diferencia de que el primero incluye términos de autointeraccion y que exhiben
la presencia de vértices de tres y cuatro gluones.

Para pasar del Lagrangiano (2) al formalismo Hamiltoniano se utiliza la cuantizacién
canoénica, lo cual requiere escoger una norma especifica que permita escribir relaciones de
conmutacién entre los campos y sus momentos conjugados para un tiempo dado [5]. La eleccién
de la norma no debe cambiar la fisica, ya que las ecuaciones de movimiento son independientes

de dicha eleccion.

En la llamada norma azial temporal (V¢ = 0), el Hamiltoniano de la QCD [14] es
1 _
H = 3 /dr(Ha -I1* 4+ B*- B*) — g/dr¢cf7 A Ty
+ /dmbcf(—i'y -V Am)b;, (4)

donde ) se relaciona con los campos ¥ como v = z,bT'yO mientras que II* es el momento
canoénico conjugado a dichos campos.

Por otro lado, el campo cromo-magnético B* esta dado por
g
B? = 5Z-jijVZ + §€ijkfade?Vi s (5)

donde g;j;, es el stmbolo de Levi-Civita.
En cambio, el Hamiltoniano de la QCD en la norma de Coulomb (V; A{(r) = 0) se obtiene

tras realizar una transformacién canénica a los campos V7 (x) de la siguiente manera [14]:
i
Vi = UAU' - E(Viu)w,
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Ay = —gwu, (6)

donde U(z) = e " @T" es una transformacion de norma local. Con ello el Hamiltoniano

resulta ser

1 - T a ra aqa A . Iy ara
H = / {5 [j IHE JII @ 4 BZ-BZ-] — (—iy -V +m) Vo — 9P v A ch,z/pc/f} dr
1 1 )
w30 [ Tl G (<) g )T (s 7)
donde

Pt =l Taboy +gf " ALET" (8)

es la densidad de carga de color con
g — _A] — g(6;;, — V2V, Vj) [ AL AL (9)

la componente transversa del campo cromo-eléctrico.

Por otro lado,
Dy = 6"V —gf"™A], (10)

es la derivada covariante, la cual garantiza la invarianza de norma.
Por 1ultimo, a V - D se le conoce como el operador de Faddeev-Popov y se ha denotado a

su determinante mediante el simbolo 7, es decir,

J = det(V D). (11)

2.1. Mar de Dirac

El Mar de Dirac es un esquema que considera al vacio como un mar infinito de particulas
fermidnicas con energia negativa, al cual se le puede manipular mediante los operadores de

creacion b;r» y aniquilacién b'. Tal proceso se muestra en la figura 1, donde el producto bilu —gh
2
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aniquila una particula de energia negativa (pseudo-espin o = —%) y numeros cuanticos p, y
crea una particula de energfa positiva (o = %) con el mismo juego p de niimeros cuanticos.
En general, el producto bilub*%“/ puede conectar estados con distintos ntimeros cuanticos,
2
en cuyo caso se dice que la estructura de los operadores no es diagonal, por el contrario, si

= p' se dice que la estructura es diagonal.

Figura 1: a) El Mar de Dirac con todos los estados de energia negativa ocupados , b)

Excitacion del Mar de Dirac, la cual se puede interpretar como la creaciéon de pares.

2.2. Antecedentes del proyecto

A continuacion se menciona el trabajo hasta ahora realizado a manera de resumen histéri-

CO.

En [4] se hace la separacién

H = Hy+ H,
Hy = / {% [II-T(r) — A- V?A(r)] + ¥'[—ia- V + Bm]'gb('r)} dr
+ %gQ/pa(r)K(O)(r — ') p®(r")drdr’,

H, = /% [B-B(r)+A-V*A(r)] dr—g/'gbfa-A'gb(r)dr—i-VA—i-VB

12 1 %72 1 1\ saa’ 7-0) (o, o a (.1 /
#38 [mn) {tarl g (TGl = 6 KO =) | (e

(12)




La parte dominante H, genera estados hadrénicos ligados, es relativista, singlete en color
e incorpora grados de libertad gluénicos. Esta parte fija la escala de energias.

La parte residual H; contiene correcciones! a dichos estados hadrénicos debido al inter-
cambio de gluones; interacciones entre tres y cuatro gluones; y conlleva al confinamiento.

En (12) se aproxima al término de Faddeev-Popov por el término cero de su expansién

perturbativa.

567 [ pulr) (0 7 (— V) gl () drde

—
%ngpa(r)K(o)(r — ) p*(r")drdr' (13)
pues en el limite abeliano D — V, con lo cual
1 92(50,(1’ !
—92<T,a|@\’r’,a'> pr— 0 KO (r — ') . (14)

De este modo, una interacciéon analoga a la Coulombiana de la QED es recuperada.

Luego, se manda a la diferencia

12 1 R v2 1 10\ _ saa’ 7~(0) (0 o a (.1 /
37 [ o) { rlg g -Vl — 84 KO ) arar (19

a la parte residual del Hamiltoniano. Las funciones V 4 y V g son definidas en [4] y contienen

términos superiores de la expansion en potencias gluénicas del término de Faddeev-Popov.

El término B(r) - B(r) contiene interacciones de 3 y 4 gluones, que pueden involucrar
una gran variedad de acoplamientos. Por ello el término —A(r) - V> A(r) intenta aproximar
a B*(r) andlogamente a como hiciera K°(|r —7’|) con HZ ¢, ..

En [5-10] se propone en cambio el siguiente Hamiltoniano dominante

Hy, Hr, Hr,
Hy — % / T TI(r) — A V2A(r)] d;+7¢T(T)[—¢a-V]¢(r)d;+y¢T(r)[ﬁm]¢(r)d;
[ oo )drdn +g [ @r)-a- Alg(ryar (16)
Heovions H.,

'Computacionalmente se ha encontrado que las correcciones debidas a H; son del orden de 20% de la

escala de energia.



En la ecuacion anterior se ha introducido un potencial Vy = const para sustituir al poten-

cial tipo Coulomb como se explica en la subsecciéon 2.2.1.

2.2.1. Hamiltoniano de Coulomb

Es posible observar que en la separacién (16) se sustituye al término de Coulomb por
una interaccion promedio Vj como una primera aproximacién para describir a los gluones. El
valor de V depende explicitamente de la separacion entre quarks, y por ende, del intervalo

de energia en el cual nos interesa describir la interaccion.

102 [ pa(r) KO (v — 7")p(v")drdr'

—

I pa(r)Vop®(r’)drdr' . (17)

Una vez mas, la diferencia

1

592/@1(7“)[(( )(r—r) “(r")drdr’ —/pa(r)Vopa(r')drdr’, (18)

es considerada parte del Hamiltoniano residual. Tal aproximacién resulta en una interaccion
entre quarks proporcional al operador de Casimir de SU(3), por lo que sus niveles de energia

son dados por

EL 8 (Vo) = (2Vo) (A2 4+ Ap+ p® + 33X+ 3p) (19)

Coulomb

de modo que separa energéticamente a los estados sin color (A, u) = (0,0) de los estados no
fisicos. Esto se puede interpretar como un remanente del confinamiento, pero no es confina-
miento hasta no hacer tender a infinito el valor promedio de la interaccion. En lugar de ello,

se procederda a probar potenciales que consigan el confinamiento de formas mas realistas.

2.2.2. Hamiltonianos Cinético y de Masa

En [5] se muestra que el término cinético de quarks definido en (16) como

[ ww-ia Thstriar (20



toma la siguiente forma al ser expandido en la base de oscilador armoénico

, _L(N' =1 1y,
Hy, =7 Z Y { bT%(N,ﬂ%v%)j'b AT

NN'j

t :
+ b%(N/vj_%’%)]

j T Cpa(N' =1, 0))
PV Y Ko | By 00
NN'j

.bé(NJJr%v%)j} : (21)

donde el primer subindice de los operadores se refiere al pseudo-espin o = j:%, los indices entre
paréntesis a numero cuantico principal N, N y momento angular orbital [ = j + % acoplados
a cierto espin total j. El producto escalar indica la suma sobre los indices de proyeccién de
espin A, color ¢ y sabor f.

Los coeficientes k?wv/ resultan ser

: N-—j+3 IN+j+3
k?VN’ == %5]\[/’]\[_’_1 + %5]\[/7]\[_1 . (22)

En [5] también se mostré que dicho término se puede escribir como una suma de operadores
de ascenso y descenso de energia cinética H, = K| + K _ que satisfacen entre si un dlgebra
SU(2) para el caso de 2 y 3 niveles de niimero cudntico principal N.

La simetria SU(2) se rompe para sistemas de mas de 3 niveles o incluyendo al término de
masa H,, (m # 0), en cuyo caso es posible obtener una solucién semi-analitica simultédnea-

mente para los términos cinético y de masa por medio de una transformacion o3, definida

Ccomo
T _ oyt
bi%(N,ﬂ—%,%)j)\cf = ;(O‘Nk) bi%(k,ﬂéé)ﬂcfv
t _ i \*7f
bi%(ch—%,%)jAcf - Z( N’q) bi%(qu’—%é)jxcfv (23)

q



la cual es una transformacién candnica que cambia los niimeros cuanticos principales N y
N’ por dos nuevos ntimeros cuanticos k y ¢ que dan pasos de uno en uno (k,q =1,2,3,---),
a diferencia de N y N’ que daban pasos de dos en dos. La idea de la transformacién es
diagonalizar a los indices N y/N’, de manera que se impone la condicién k = q.

Las matrices O‘?Vk y ﬁf\,,k en (23) deben ser unitarias de manera que las reglas de anti-
conmutacion de los nuevos operadores se sigan satisfaciendo. Dichas matrices sélo mezclan
estados con el mismo espin j.

Como es posible observar de (23), la transformacién «f no modifica los niimeros cuéanticos
j, A ¢, f de cada estado, por lo que el nuevo sistema conecta estados de momento angular
[ =7 — % con estados [ = j + 1 5 v sigue moviendo particulas de energia negativa a estados
con energia positiva, lo cual todavia no permite obtener de forma analitica las energias de los
estados posibles del sistema a considerar. Por ello, para conseguir una solucion analitica del

sistema, en [5] se hizo una trasformacién BCS generalizada de la forma

b2 5 (kj+g.5)ief

_ (lw JAcf T(k.j)Acf
— C]*— kb Sj*% kdfé 5
1 01 1y
~—5(kj+3,5)3 ef (k >\cf T(k Yef
2 272 J 7]
b = ]+ kb + ]_|_ kd )
_ T _
OLkgrtbiirer = Cj—%,kijr%(k,j)Acf Sj—%,kdj—%(kvmcf’
/\"' T
boswittires = Siedkli_tginer T CGtaadivdies
1 1 1y,
~5(kj—35.3)ixef (k >\cf t(kJ)Aef
2 272 _ 7] J
b = G4l k:b Sjt+d kd]+7 )
g—%(k,j—%,%)ﬂcf = 5 b(k,] Aef o itk ’
k J 2’k J—3
/I;Tl-ll- :C-le — S 1,.d. 1
5(kd—35.3)ixcf Jt2 kY=L (k) Acf J+5.kYi+5 (k) Acf o

donde se usa la notacion corta ¢;y 1 ), = cos(eji;k) Y Sitln = 51n(9ji%7k) con @1 los dngulos
de Bogoliubov.
En [6] se resume a la ecuacién (24) en una sola expresién introduciendo el indice de

pseudo-espin a = {—1,1} y un nuevo indice § = {—1, 1} como se muestra a continuacién:

10



bk jrorires = COS (@j(26a)JC - (5 - O‘) 5) bj+(26a),kj)\cf
1 ™
—  sen (@j(Zéa),k — (5 - Oé) 5) dj7(26a),kj)\cf . (25)

Se puede observar que el producto (20c) = j:% da el signo correcto en los indices del
dngulo de Bogoliubov 6 21k Y de los operadores fermiénicos b; 21 ines Y dﬁ% kjref-
b 57 K
En [5] se muestra que tras aplicar la transformaciéon BCS, los término cinético y de masa

definidos en (16) toman la forma

Hi, 4 Ho, = [ drl(n)] —ia 9+ gmau(r).
BCS BCS _ f t
Hg,” +H, =~ = Z{Ebkj+%bj+%,kbj+%,k+€dkj+% j+%,kdg‘+%,k
jk

+€bkj—lb1-‘ 1 b. 1

2 ]_E’k ‘7_5

2 ]_i’k

En (26) se ha omitido la suma sobre los niimeros cuanticos magnéticos y la constante de

energia correspondiente al vacio perturbativo, y se usa la notacion corta

_ o7 2 o 2
€okjrs = 2KikSiEd kCipd k + Mok izl Cixl k ~ MokjwdSizd ko
€ it = 2k i1 Cort Mg g s 1O 1 — Mg e 152 1 (27)
dkj+3 kkoj+3 k%45 .k 0,k,j£5 " j+1 k 0,k,F5%j+5,k

donde €41y €541 se relacionan con la energia subtotal debida al término cinético y de
masa, mientras que mq ;. 1es el parametro de masa de los quarks.

Resumiendo, en [5-10] se realiza una transformacién o que diagonaliza al nimero cuénti-
co principal. Posteriormente se aplica una transformaciéon BCS que diagonaliza al momento
angular orbital y cambia operadores del esquema de pseudoespin o = i% al esquema de Dirac,
es decir, introduce operadores de creacion y aniquilacion de quarks y antiquarks. Con ello ya
se ha diagonalizado a la parte dominante Hy del Hamiltoniano de QCD (12) sin incluir a los

gluones.

11



En el capitulo siguiente se introduce una transformaciéon distinta que diagonaliza si-
multaneamente al nimero cuantico principal y al momento angular orbital, de manera que
una posterior transformacién BCS tiene una estructura maés sencilla, ademas de que el proceso
completo de diagonalizacién es computacionalmente mas réapido y sencillo de programar. Se
pretende incluir a dicha transformacién optimizada como los cimientos para el proyecto de

tesis doctoral.

2.2.3. Hamiltoniano de Interaccion

De la definicién dada en (16) se tenfa que el término de interaccion lineal en la expansion

de campos gluodnicos es

Hop =g / B ()= - Algp(r)dr (28)

En [6] se utiliza la base de estados coherentes de bosones para sustituir a los operadores
gludnicos por tensores con entradas complejas. Con dicho formalismo se obtiene que la forma

final del Hamiltoniano tras agregar a H, = Hcouoms + Hr, + Hpy, €l término H;,,; resulta ser

Hy+ Hpy = Y ( b, d, ) ol et s .
L —VwSucy €0, + Vi s,s, dtv
+ 2VyCa(SU(3)) (29)
con
Vo = 0 3[R R ) R (1) 220
N'NL/LMC VATQN /8(2L + 1)
% J2 02 Ja
X /(242 + 265 + 1) (242 + 1)(2j1 + 1)(251 + 26, + 1) s ht6 Qi
1 L L
X (=X Gy 4+ 650, 51 + 610[L0) (i, ja — Ao LM){(10)ey, (01)6,](11)C)
X (W) (=DM 1] (62 ) O (30)

12



En [6] se compara a las energfas BCS correspondientes al término H, con los resultados
numéricos obtenidos al agregar la interaccién para un sistema de 4 niveles (j = 1/2,3/2,5/2),
mostrando que se genera un desdoblamiento de los niveles debido a H;,;. En dicho documento
se concluye que a mayor momento angular total 7, el desdoblamiento de los niveles es menor,
hasta ser despreciable para j = 5/2.

El uso de estados coherentes bosénicos en [6] presenta una desventaja. Debido a su defi-
nicién |z) = * *'|0), los estados coherentes son una combinacién lineal de todos los estados
originales y por lo tanto la base asi generada no tiene color ni momento angular total bien
definidos en todo estado desdoblado.

Es por ello que se propone, como un primer paso a seguir, analizar la contribucion de los

gluones mediante la introduccién de un potencial de Coulomb fenomenolégico.

3. Diagonalizacion de los términos cinético y de masa
de quarks

Como parte de mi seminario de investigacién -y como un inicio de la tesis doctoral-, se
exploré una mejora al método de diagonalizacion de los términos cinético y de masa de quarks
Hg, + H,,, presentado en [5]. Dicho proceder prediagonaliza al término Hj de la ecuacion
(12) y fija la base de prueba para la diagonalizacién posterior.

De acuerdo a la ecuacion (23), la transformacién a3 es dada por

t _ i it
bj:l(N,j—l—%,%)j)\cf - Z (aNk) bj:%(k,j-l—%,%)j)\cfa
k
( _ VRN
b et irer = Y (i) brigitdyines - (31)

272
q

Primero se acorta la notacién definiendo
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ozg\,k St l=j+%

o =
(ND)k ; . .
Byp si l=j—1
(32)
De modo que la transformacién se reescribe como
t _ j "ot
bi LN SgAef Z <a(Nl)k') by Tkjrcf (33)
k
Imponiendo que los nuevos operadores conserven las relaciones de anticonmutacion
~tikijhieifi ~t
{b b:l: k2j>\202f2} - 6k‘1k26>\1>\2501c26f1f2 ’ (34)

se obtiene de nuevo una condicién de unitariedad

Z <O‘gm)k) <O‘gN/z')k>* = OnnOur - (35)
k

La notacién se acorta aun mas al escribir explicitamente el valor de [,I' = j + % en los
subindices de o de modo que, dados los valores de N y 7, el momento angular orbital [ queda
completamente determinado.

Si se sustituye la transformacién con notacion acortada en la expresion para el término

cinético mostrado en (21), se obtiene

=V Z k?'\fN’{
kik

NN'j

N



donde 1/,/7 es el ancho de la base del oscilador arménico. Reagrupando.

. * ~t ~—Lkaj ot - skaj
Hyi, =7 Y K { (0spn) (a0ws-tpm) (”%kw"bQ b O )

JNN'k1k2

Se debe tener cuidado en el orden de los indices, ya que de (22) se tiene que k?v N F k?v, N

Es posible agrupar atin mas definiendo el coeficiente

. i si 1y # 1y
k?vz Naoly — e ) (38)
ne 0 st ll = l2

donde Ny, N se relacionan con N, N’ de la siguiente manera

N, = S (39)
N si lj=j—1

2
Con dicha identificacién se garantiza que el orden de los subindices es el correcto.
Con ello

. . ~t Y IS o Lkoj
Hg, =/ Z k‘]y\flllNzlz (O‘(th)kl) (O‘(N2J2)k2) <b§k1j b P b—%lm’ b ) ’

JkiNil;
(40)
puede identificarse con una multiplicacién de matrices de la forma k = afka tras definir los

elementos de matriz de k como

ks = D Fhnnon (@@ninr) (@) - (41)
N;l;

Dado que los operadores no dependen de N;,[l;, pueden ser factorizados de la siguiente

manera
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7 o1 ~—Thaj ot - Thoj
Hy, =7 Z Fhus (01405 b +b 1y, b . (42)

Jkika

Tras diagonalizar k£ entonces las columnas de « corresponden a los eigenvectores de k y sus
eigenvalores son las entradas diagonales de k, las cuales se denotan por ;.. Dichos eigenvalores
tendran valores positivos y negativos pues atin conectan estados con distinto pseudo-espin. El

siguiente paso es entonces diagonalizar al pseudo-espin mediante una transformacion BCS.

I;%kj _ pki d*i
= Cij — Skj )
A~ f
L A Y SR
= S0 + Cry ;
A-|- T
bfékj = Skjbkj + ijdkj s (43)

donde una vez més se usa la notacién corta cy; = cos(O;) v sk; = sin(bx;).

Sustituyendo lo anterior en la expresion (42) se obtiene

Hyg, = QWZ%%S@‘ [(b% ' bkj) — (dij - dw)]
+ 36 (o)’ = (s0)’] [ (Bl - d™) + (g - 89| (44)

Atn no se ha agregado al término de masa. Sin éste, la energia cinética puede ser diago-
nalizada en el espacio de pseudo-espin simplemente requiriendo que (ckj)2 — (skj)2 = 0. Es
decir, se tiene una ecuacion de brecha c; = +sy;.

Las energias transformadas €i = 26?;%3;@3- deben ser positivas. Entonces, para ei >0
se debe tomar el signo positivo c,; = si; y para ei < 0 se ha de tomar el signo contrario
ckj = —Sk;. De otra forma la energfa resultante serfa menor que la energia del vacio (la cual

se elige con valor cero.)

Tras estas consideraciones, la solucién a la ecuacién de brecha para el caso sin masa es
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T/4 si €, >0
—n/4 si €, <0
Con lo cual & = 2¢]cpisi; = |el.

Finalmente, anticonmutar el término dd' para un ordenamiento normal da por resultado

Hy, = Z }ei} [(b;ij : bkj) + <dij : dkj)] + const . (46)

3.1. Incluyendo el término de masa
Parte de los calculos mostrados a continuacién fueron realizados en [5]. Sin embargo aho-
ra se expone el tratamiento del término de masa bajo los estandares de la transformacion

mejorada expuesta al inicio de la presente seccion.

Como se definié en la ecuacién (16), el término de masa estd dado por

H, = / dz* W' (2)Bme¥ () , (47)

donde 8 = 7 es la matriz cero de Dirac y mg es la masa desnuda del quark que rompe la
simetria quiral.
Usando la expansion de los campos fermionicos en la base del oscilador arménico, y dada

la estructura diagonal del acoplamiento, el término de masa resulta

— T i N7l7l j T -3 Nvlvl j
H,, =my) [b%(N,z,%)j b LSRN 2 (48)
Nij

donde una vez mas, el producto escalar representa la suma sobre los elementos diagonales en

color, sabor y proyeccion de espin.
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Como la estructura de H,,, ya es diagonal en todos sus indices, entonces la transformacion
definida en (33) tnicamente cambia los indices de suma ), — >_,, de modo que en la

nueva notacion

2

H, = m Y {agkj B, 5] (49)
kj

Para realizar la transformacion anterior con formalidad se requirié usar la condicién de

unitariedad inversa a (35)

Z (Q?Nl)lq) O‘Z]\n)k2 = Oy - (50)

Nl

Ahora se aplica la transformacion BCS definida en (43) con la cual
H,, =mg Z [(cij - szj) (bLj bk — dy; - dij) — 2Ck;Sk; (bLj -d™M 4 dy;j - bkj>] , (51)
kj
por lo que agregando lo anterior a la energfa cinética transformada (44) se obtiene
Hg, +H,, = ij [ (QGiijskj + mocij — mosij) (bLj bk — dy;j - dij>
+ (Gicij — eisij — 2mock.jskj) <b£j d™ 4 di; - bkj) ] i (52)
La ecuacién de brecha ahora resulta
el (ck; — st;) — 2mocr sk =0 . (53)

Usando algunas identidades trignométricas, el angulo de Bogoliubov es dado por

1 ei
Or; = 3 arctan e | (54)

Es posible mostrar que dicha solucién para 6y; garantiza que las Energias BCS €ij =
my cos 20, + ei sin 20;,; sean siempre positivas.
Finalmente, anticonmutando el término dd' como se hizo en el caso sin masa, se tiene
Hy +H,, = Z (mo cos 20y; + ef; sin 29kj) <b;2,j b 4 dhI dkj> + const . (55)
kj

La ecuacion anterior se reduce a (46) en el limite quiral.
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4. Traslaciéon de los Operadores Fermionicos

En [12] se propone un método variacional para la resolucién general de problemas de
muchos cuerpos, aunque su lenguaje es orentado al de a QCD. Dicho método consiste en una
rotacién y una translacién de los operadores fermionicos (quarks y antiquarks) y bosénicos
(gluones) involucrados en un Hamiltoniano dado.

El objetivo de esta seccion es presentar algunos aspectos de la traslacién de los operadores
fermionicos como parte del método variacional antes mencionado, ya que dicha traslacion
serd la primera transformacién a ser implementada en el proceso de minimizar al Hamiltoniano
del modelo. Ello se debe a que la traslacion es més sencilla de manipular matematicamente y es
mas prometedora en la bisqueda de un minimo para el valor de expectacion del Hamiltoniano
en el vacio.

En lo siguiente se muestra el procedimiento aplicado a un tnico tipo de particulas fermiéni-
cas representadas por los operadores b, pero el procedimiento es completamente analogo al
caso en que se introducen operadores correspondientes a un segundo tipo de operadores d
correspondientes a sus antiparticulas.

Se define a la translacion fermionica como
bL = BL + 1,
b = () = B+
= B'+np* . (56)
La tnica forma de que los nuevos operadores sigan satisfaciendo las reglas de anticonmu-

tacion es si los 7, son nimeros de Grassman. Luego, es posible relacionar a las variables 7,

con los nimeros complejos a,,, via

Ny = a,u@u ) (57)
donde
+1 si 1 < M2
Dmuz = Gul @Mz . (58)
—1 st > po
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Es por ello que para construir a la matriz antisimetrica D, ,, se requiere introducir una
orientacion, es decir, definir cual indice es menor comparado con cualquier otro. En este caso

basta con tomar la convencién

po< po, (59)

donde u se refiere a todos los posibles indices de los operadores y ji a sus indices conjugados.
Se asume que p y i son siempre distintos. Por ejemplo, si p corresponde a los indices de
particulas, entonces fi corresponde a las antiparticulas y por tanto no tiene el mismo rango.
Asi pues, cuando el primer indice se refiere al operador de creaciéon de una particula, o al
operador de aniquilacién de una antiparticula, entonces D, ,, = +1 siempre, etc.

La forma de subir y bajar indices es dada por

n,o =0t = (=)0 . (60)

La fase (—1)X* depende de la convencién usada y su forma explicita es por ahora irrelevante.

Se introduce la siguiente notacion

e = M (61)
con el fin de facilitar la distincién entre 7, y 7, en las expresiones para los acoplamientos
como se muestra a continuacion.

Considérese el acoplamiento a cierta representacion irreducible I' de la forma [n ® 77]5 Se
tiene que

[77® ﬁ]z - Z(lﬂla Iﬁ2 ‘ F:u>au1aﬁ2Du1ﬁ2 . (62)

M2

El 1 en el coeficiente de Clebsch-Gordan es una notacién corta para la representacion
fundamental de una particula y 1 para su representacion irreducible conjugada. Como en esta

construccion del acoplamiento D,,, 5, siempre es +1, entonces
e, = laead, (63)
es decir, es un simple acoplamiento de los tensores complejos a.
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4.1. Energia del nuevo estado base

Consideremos un Hamiltoniano, que antes de la traslacion es de la forma

r 10
H = Z 6'Yn’Y + Z V’Yl’YQ'YS’Y4 |:|:b"§/l ® b’YQ] ® [b% ® b'Y4] ]0 : (64)
Vi

g2t

Los coeficientes €,, son las energias de una particula con operador de ntmero n, =
[bL ® bw] 0, mientras que los V,, 4,,+, = V5, son los coeficientes de interaccién de dos particulas.
Las 7; denotan las diferentes representaciones irreducibles de una particula y sus componentes
magnéticas son denotadas por las ;.

La idea es que con el mapeo fermiénico construido al principio de la presente seccién es
posible calcular los valores de expectacion de los acoplamientos con respecto del nuevo vacio
| 0) el cual es definido mediante la relacién B” | 0) =0

En este momento cabe observar que de la definicién del nuevo vacio se tiene que |0) es
eigenestado de los viejos operadores de aniquilacion, es decir, se trata de un estado coherente
de la base b”.

Para el término correspondiente a las energias de una séla particula [bT ® b] " se tiene que
~ I, =~ ~ 1D~
Opfeb] 10) — O [(B'+ne B+, 10) | (65)

pues los términos que contienen un operador de creacién, uno de aniquilacion o ambos se

anulan al aplicarlos al vacio por la derecha o la izquierda. Lo que queda es entonces

Olmen,0) = he, . (66)

Por otro lado, para la interaccion del tipo
0

[[b*@b]%@[b*@bﬂo , (67)

se tiene que tras realizar la traslacion en los operadores fermionicos y tomar el valor de

expectacién respecto de |0), uno de los términos que sobrevive es
0

e emen] . (68)
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pues una vez mas los términos que tienen un operador de aniquilacion actuando a la derecha,
o uno de creacién actuando a la izquierda; se anulan.

El otro término que sobrevive, es entonces
~ (VN
@ |neBl"e [Bloq'| 0) = C"hom | (69)

donde se ha escrito formalmente el resultado en el lado derecho de la igualdad, introduciendo

a OT. Su valor depende del problema particular considerado. Anticonmutar los operadores

fermionicos da origen a un término que es proporcional a un 7 y a un 7 acopladas a cero.
De este modo, el valor de expectacion del Hamiltoniano (64) respecto al nuevo vacio resulta

tener la siguiente estructura

(0] H|0)=
S € (s ) + 30, Vi { Iy @ sl @ [y @77 | + €L, Iy @ 7,10} =
S e (0 @) + 5, Vo { [lon @] @ oy, @ @]+ C o, a3} (70)

Un método variacional es aplicado al valor de expectacion anterior, con el fin de minimizar
al Hamiltoniano con respecto de las variables a.

Se pueden hacer diversas suposiciones adicionales con el fin de reducir el espacio de va-
riables y con ello el esfuerzo computacional para llevar a cabo la variacion. Por ejemplo, es
plausible suponer que los pardmetros variacionales no dependen de los nimeros cuanticos
magnéticos p, pues de lo contrario el nuevo vacio variacional no seria un escalar en -por
mencionar algo-, color y espin.

Se ha demostrado que realizar una traslacién en los operadores fermiénicos no presenta
ningun problema. Aun cuando la traslacion es descrita por variables de Grassmann, en las
interacciones siempre aparecen pares de operadores fermiénicos (o potencias de pares). Asi s6lo
aparecen pares de nimeros de Grassman y el valor de expectacion de la interaccion es mapeado
en expresiones que solo involucran acoplamientos de los tensores a. Luego, el potencial se
mapea en una funcién de dichos parametros a ser determinados mediante la minimizacién del

valor de expectacion del Hamiltoniano en el vacio transformado.
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Con ello no hay necesidad de introducir matrices antisimétricas n;7; de n(n —1)/2 com-

ponentes, sino que basta con usar las n componentes del tensor complejo aj.

5.

Plan de trabajo

En la presente seccion se enlistan los objetivos a cumplir a manera de calendario de activi-

dades. Esto como parte del proyecto de investigacién correspondiente a la tesis de doctorado.

)

1))

El potencial de interaccién derivado del operador de Faddeev-Popov es bastante com-

plicado pero incluye a los gluones en el formalismo de la Teoria Cuatica de Campos,

y con ellos el fenémeno de confinamiento. Una posibilidad es reemplazar al término de

Faddeev-Popov por un potencial estatico y que dependa tinicamente de las posiciones

de cada una de las densidades de carga interactuantes. En la literatura [15,16] es muy
a

conocido el potencial fenomenolégico —% + br, el cual cumple las condiciones anteriores

ademas de ser confinante.

Por lo anterior se propone olvidar por un momento la expansiéon en potencias del campo
gludnico del operador Faddeev-Popov. En su lugar se introducira a los gluones de manera
efectiva a través de un potencial de la forma —2 +br. Se requiere entonces calcular a los
elementos de matriz V., -como son definidos en la ecuacién (64)-, mediante una expansion
multipolar de dicho potencial. Con ello se pretende conseguir de forma analitica el
valor de las integrales correspondientes a dicha interaccién entre densidades de carga de

quarks.

Una vez obtenidos los elementos de matriz V., se pretende aplicar los métodos variacio-
nales del articulo [12]. En un principio sélo se ha de aplicar la traslacién desarrollada
en la Seccion 4, pues es mas sencilla de manipular matematicamente y -como ya se
menciond antes-, es mas prometedora en la busqueda de un minimo para el valor de
expectacion del Hamiltoniano en el vacio. La variacion de los paramteros involucrados

en la traslacién dard entonces un valor determinado para la energfa del estado |0).
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IIT) Una vez obtenido el valor de expectacién sobre el nuevo estado base se procede, como
ejercicio mas facil, a calcular el valor de expectacién del Hamiltoniano con respecto de

estados de una particula o una antiparticula

— rt N
‘7U> - B'yu‘()) )

[3) = D110) (71)

Dicho valor de expectacién puede ser calculado de forma directa con el formalismo
usual, y de una manera completamente analoga al calculo sobre el vacio desarrollado en
la Subseccién 4.1, con la diferencia de la inclusion de algunos términos provenientes de

la anticonmutacion de los operadores.

Posteriormente se calcula el estado de quark-antiquark en el mismo nivel orbital y

acoplados a color cero, es decir,

|Tyu) = [BL ® DIY

) 7

Asi pues, las energias sobre estados de una particula estaran dadas por la aproximacién

armonica alrededor del nuevo vacio.

Para el caso de una particula
& ~ (| H |y —(0|H|0) . (73)

O bien, asumiendo que la energia de una particula es igual a la de su correspondien-
te antiparticula en el mismo nivel orbital, se tiene que para el caso quark-antiquark

acoplados a color cero

[(Cyp | H [ Tyu) — (0| H | 0)] . (74)

E'YF ~

N | —

Con lo anterior, el nuevo Hamiltoniano efectivo se puede escribir entonces como

Hg = Y én,,

v

n, = B!B"+D!D". (75)

24



Los subindices v contienen la informacién sobre el estado orbital, espin, etc. De lo

anterior, ademas, la forma de obtener los estados excitados es inmediata.

IV) La informacién del potencial fenomenolégico —% + br, se pretende utilizar para rein-
troducir a los gluones de forma dindmica, pues la expansion en campos gludnicas del
9

operador de Faddeev-Popov

1 1 925aa’
2 ~V)—=|dr) = ——— + O(A 76
g<aj7T|V'D( )VD&T> 47T|’r'—’l°'|+ ( ) ( )
ya es de la forma V = —% 4 O(A). Ello se puede aprovechar para reescribirle como
V = =2+ br+ (O(A) — br) tal que la diferencia encerrada entre paréntesis pueda ser

considerada como una correccion.

Esta forma de proceder tiene la ventaja de que el confinamiento no se ha impuesto
fenomenolégicamente. Sin embargo, el confinamiento sélo se espera observable tras la
inclusién de todos los términos de la expansion en campos gludnicos, lo cual sale del

régimen de bajas energias al que se orienta el actual proyecto.

Finalmente, se examinara la factibilidad de aplicar el método desarrollado en [12] para

esta interaccién dindmica.

5.1. Calendario de actividades

A continuacién se muestra una estimacién de los tiempos para cada uno de los puntos

mostrados al inicio de la presente seccion.

I) Calcular los elementos de matriz V,, para un potencial estatico fenomenoldgico de la

forma —% + br.

Tiempo estimado: Medio ano.

IT) Aplicar a lo anterior la traslacién fermiénica desarrollada en la Seccién 4, para luego

efectuar una variacion de los paramteros introducidos por dicha transformacion.
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Este paso implica profundizar los conocimientos sobre programacion.

Tiempo estimado: Medio ano.

III) Calcular el valor de expectacion del Hamiltoniano con respecto de estados de una

particula o una antiparticula.

Posteriormente, calcular el estado de quark-antiquark en el mismo nivel orbital acoplados

a color cero.

Tiempo estimado: Medio ano.

IV) Introducir a los gluones de forma dindmica mediante la inclusién del desarrollo en po-

tencias del campo gluénico A hasta segundo orden.

Examinar la factibilidad de aplicar el método desarrollado en [12] para esta interaccién

dinamica. De ser viable, aplicar el método variacional.

Durante este periodo se escribirda una version de la tesis de manera paralela al proyecto

de investigacion.

Tiempo estimado: Un ano.

El tiempo calendarizado da entonces un total de 3 anos para finalizar el trabajo doctoral.

6. Conclusiones

A modo de conclusién, en la presente seccion se da un breve resumen de los planes a seguir.
Se cuenta con una metodologia general de resolucion de problema de muchos cuerpos,
la cual consiste de una traslacién y una rotacién [12]. Tales transformaciones mapean a un
Hamiltoniano dado a un espacio de parametros a ser variados en la bisqueda de un minimo
de la energia respecto al vacio de dicho espacio.
La viabilidad del método es primero evaluada en el tratamiento de un potencial fenome-
a

nolégico —* + br al aplicar cada una de las transformaciones por separado y, de ser necesario,

ambas a la vez.
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La metodologia sera luego aplicada a una interaccion mediada por gluones dinamicos a
través de la expansion de la interaccién de Coulomb hasta segundo orden en potencias del
campo bosénico.

Se espera que el procedimiento de calcular los elementos de matriz V., en ambos casos
dé luz a posibles aproximaciones que hagan mas sencillo el tratamiento e interpretacion fisica
de la interaccion fuerte en el régimen de bajas energias.

La ventaja del proyecto doctoral aqui propuesto es que tiene la flexibilidad de adaptar la
metodologia de resolucién dependiendo de lo satisfactoria que esta resulte para cada uno de

los problemas a tratar.
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