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Presentacion

La densidad de los racionales en los reales es uno de los primeros resultados aprendidos
al estudiar andlisis matematico. Esta densidad significa que para toda € > 0 y cualquier
« real la desigualdad |« — p/q| < € tiene soluciones enteras, p y ¢ > 0. Por otra parte,
la teoria elemental de las fracciones continuadas garantiza que dada una funcién, ¢, de
los enteros positivos a los reales positivos, exista o € R (R representa al conjunto de los
numeros reales) tal que

<¢(q)

‘ D
a-P
q

tenga una infinidad de soluciones con p, ¢ enteros y g > 0 ([Kh] Teorema 22, p.35). Luego,
tiene sentido preguntarse por las soluciones de

a- g\ <(q) (1)

donde «a es un real dado y %, una funcién no negativa con argumento en los enteros
positivos; en particular, cuando 1 > 0 es fijo y ¥(q) = ¢7".

El problema bésico de teoria de la aproximacién diofantina es . En general, esta
teoria estudia de la densidad de los racionales en los reales a través de la solubilidad en
los enteros de cierto tipo de desigualdades. Uno de los resultados mas importantes es el
Teorema de Roth, enunciado con precisién méas adelante. El Teorema de Roth dice para
qué numeros reales « existe una cantidad infinita de soluciones de conP(q)=q 0y
6 > 0 fijo. Es sorprendente que las condiciones sobre o impuestas por este resultado sean
puramente algebraicas.

El Teorema del Subespacio de Schmidt, que es una generalizacién multidimensional
del Teorema de Roth, es otra proposicién fundamental de aproximacién diofantina. El
Teorema de Schmidt también habla sobre las soluciones de una desigualdad; sin embargo,
la desigualdad no es precisamente y la conclusién no es sobre si hay una cantidad
finita o infinita de soluciones, sino sobre el total de los subespacios lineales de Q™ que
las contienen. Es importante mencionar que ni el Teorema de Roth dice como calcular el
total de soluciones, ni el Teorema de Schmidt el total de subespacios.

En 1842 Dirichlet mostré con su célebre Principio del Palomar que para cualesquiera
a,Q €R con @ > 1 existen enteros p,q con ¢ >0 que satisfacen 1 < ¢ < Q y |ag-p| < Q.
Como una consecuencia se obtiene la siguiente caracterizacién de los nimeros irracionales.

Teorema. Un numero o € R es irracional si y sélo si existe una infinidad de parejas de
enteros primos relativos, p,q con q >0, tales que

<= (2)
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Apoyéandose en la definicién de niimero racional, la cota puede debilitarse.

Teorema. Sea o un numero racional. Para cada § > 0 existe una cantidad finita de

soluciones p,q de
1

p
q1+6 : (3)

=
q

<

Ademis de racionales e irracionales, es posible clasificar a los niimeros reales en otras
dos categorias interesantes: algebraicos y trascendentes. Se recuerda que un complejo « es
algebraico si satisface polinomio con coeficientes enteros; que el polinomio con coeficientes
coprimos, coeficiente principal positivo y grado minimo que sea satisfecho por « es el
polinomio minimo de «, f., y que el grado de « es el grado de f,. Por ejemplo, todo
racional es un algebraico de grado 1. Los reales que no son algebraicos son trascendentes.

Los nimeros reales algebraicos forman un conjunto numerable; en consecuencia, casi
todos los reales- en el sentido de Lebesgue- son trascendentes. A pesar de ello, no fue
sino hasta el Siglo XIX cuando se exhibié un ntimero real trascendente. El Teorema de
Liouville sobre aproximaciones racionales establece que si « es un real algebraico de grado
n, entonces existe C' = C(a) > 0 tal que |a — pg~t| > Cq™" vale para cualquier racional
pq~t. De esta proposicién se desprende el préximo resultado.

Teorema (Liouville, 1844). Sean « un real algebraico de grado n y § > 0. Sélo hay una
cantidad finita de soluciones racionales, p/q, de

1

p
< qn+5 : (4)

p-t
q

La prueba utiliza técnicas del calculo diferencial aplicadas al polinomio minimo de
a, dando pie a nuevas estrategias para estudiar la trascendencia de ciertos niimeros
complejos. Matematicos como a Dyson, Thue, Siegel, Gelfond y Klaus Roth descubrieron
mejores cotas que la propuesta por Liouville con métodos mas sofisticados.

Teorema (Roth, 1955). Sean a un irracional algebraico y § > 0. Entonces sdlo hay una
cantidad finita de soluciones racionales, p/q, de

1
-2 < a5 (5)

En el Teorema de Roth, a diferencia del Teorema de Liouville, la cota es independiente
del grado de «. La prueba presentada por Roth, aunque es complicada y técnica, también
se basa en el estudio de un polinomio. Si el grado de « es 2, el Teorema de Liouville
implica el de Roth; no obstante, la implicacién se invierte cuando el grado es al menos
tres. Tiempo después de que Roth publicara su Teorema, Wolfgang Schmidt probd una
proposicién mas profunda. Como es usual, se denota C al campo de los niimeros complejos
vy Q, a los nimeros racionales.

Teorema (Schmidt, 1972). Sean Ly, ..., L,, L; : C™* - C, formas lineales independientes
con coeficientes algebraicos. Para cualquier 6 > 0 existe una cantidad finita de subespacios
propios de Q", Ty, ..., Ty, tales que cada punto con entradas enteras x + 0 que satisfaga

(L1 (x) Lo (%)L (x)] < (6)

Ix[1%

estd en alguno de estos subespacios.



A%

La similitud entre las desigualdades 7 , y desaparece en @, que ni
siquiera tiene la forma de . No es inmediato ver que el Teorema de Schmidt implica
el Teorema de Roth. Hay que tomar en cuenta a las transformaciones L (x,y) = ay — x,
Lo(x,y) = y. De este modo, soluciones de (5)) con denominador suficientemente grande
resolverdan @ y, por ende, estardn en una cantidad finita de subespacios propios de Q2.
Tras mostrar que cada uno de estos subespacios tiene una cantidad finita de soluciones,
se concluye que Unicamente es resuelta por una cantidad finita de racionales.

El Teorema del Subespacio de Schmidt

Wolfgang Schmidt obtuvo su Teorema del Subespacio de otra proposicion, el Teorema
Fuerte del Subespacio. Su enunciado requiere la nocién de minimos sucesivos. Témese a
Z < R™ compacto, convexo (x,y € Z y A € [0,1] implican Ax + (1 - \)y € Z), simétrico
en el origen (-x € Z cada que x € #) y con interior no vacio. Para cada A > 0 fijo, AZ
denota a la imagen de Z bajo la transformacién x — Ax. Si A es muy chico, AZ carece
de puntos enteros distintos del origen. Por otra parte, para A > 0 suficientemente grande,
AZ contiene a n puntos linealmente independientes con entradas enteras.

El primer minimo sucesivo de Z#, A1, es el infimo de los reales A > 0 para los que
AZ tiene un punto entero distinto del origen. En general, el j-ésimo minimo sucesivo
de Z, Aj, es el infimo de los A > 0 tales que AZ tiene j puntos enteros linealmente
independientes, entonces A1 < ... < A,,. Ademads, por la compacidad de Z, los infimos
son minimos. Con este concepto a la mano ya puede enunciarse el Teorema Fuerte del
Subespacio.

Teorema (Teorema Fuerte del Subespacio). Sean L1, ..., L, formas lineales, L;: R™ —
R, linealmente independientes con coeficientes en RN A y ¢ = (¢1,...,¢,) € R™ tal que
c1+Co+...+¢, = 0. Para cualquier Q > 0 los reales A\ (Q), ..., \n(Q) denotan los minimos

sucestvos de
T(Q) = {x e R™:Wje {1,....n} |L;(x)|<Q}

Si existen 6 >0, de[l.n-1] y Q SR, no acotado que satisfagan

A
vQea (@< @),
Qo
entonces, hay un subespacio S ¢ Q", dimS¢ = d, y Q1 € Q no acotado tales que para
cualquier Q € Q los primeros d minimos sucesivos de TI(Q) se realizan en g1(Q),. ..,

ga(Q) eZ" n 5.

Pasar del Teorema Fuerte del Subespacio al Teorema del Subespacio de Schmidt no
es trivial. Es necesario un Lema que conecte a estas dos proposiciones. Con ¢ € R" y
Lq,...,L, como en el Teorema Fuerte del Subespacio y pensando cierto este resultado,
se supone que las soluciones de |L1(x)| < |x]2*0,...,|Ln(x)| < |x]$2*° no pertenecen a
una cantidad finita de subespacios propios de Q™. De aqui se obtiene una sucesién de
soluciones tal que cualesquiera n son linealmente independientes. Con el Teorema Fuerte
del Subespacio se concluye que una infinidad de términos de esta sucesién pertenece a
un subespacio propio S de Q", llegando a una contradiccién. De este modo se obtiene el
siguiente resultado.

Lema. Sean Ly,...,L, yc=(c1,...,¢,) € R™ como en el Teorema Fuerte del Subespacio.
Para cada § > 0 existe una cantidad finita de subespacios propios Ty,..., Ty, € Q™ tales
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que
w
Vx e Z" ~ {0} ((Vj e{l...n} |Lj(x)|< \|x|\’;g‘5) — x¢J Tk). (7)
k=1
Para concluir El Teorema del Subespacio se supondra que los coeficientes de L1, ..., L,

son reales, el caso complejo sigue por induccién. La idea es reducir el problema a aplicar
una cantidad finita de veces el Lema anterior.

A pesar de las complicaciones y tecnicismos, la prueba del Teorema Fuerte del Subes-
pacio descansa sobre una proposicion que sigue de las propiedades elementales de los
determinantes y el dlgebra exterior de R”.

Proposicién. Sean p,n enteros con 0 < p <n y X1,...,Xp, ¥1,...,¥Yp dos colecciones
linealmente independientes de vectores en R". Entonces, X1,...,Xp Y y1,...,Yp generan
el mismo subespacio de R™ si y sélo si X1 A...AXp, Y Y1 A... Ny, son linealmente
dependientes.

Se lleva el problema de R™ a R}, con p = n - d, para buscar un vector fijo, H () y
una coleccién no acotada de reales positivos, @, para los cuales g1(Q) A ... A g,(Q) es
paralelo a H®) . Aplicando la proposicién anterior se concluye el resultado. La existencia
de H®)— la parte més pesada de la demostraciéon— se justifica con propiedades de los
minimos sucesivos y con un polinomio multivariado cuya construccién se asemeja mucho
a la prueba del Teorema de Roth.

Una familia de nimeros trascendentes

Los Teoremas de Roth y Liouville proveen a través de las fracciones continuadas for-
mas de construir nimeros trascendentes (cfr. [Kh] Teorema 22, p. 35). No obstante, este
camino da lugar a nimeros cuyos elementos (en la expansién como fraccién continuada
simple) no son acotados. Yann Bugeaud demostré que, de hecho, la expansién en frac-
ciones continuadas de un numero algebraico no puede ser sencilla. Para explicar esta
sencillez a cada sucesién de enteros positivos, a, se le asocia la funciéon de complejidad,
pa: N —> N, con la que puede enunciarse el siguiente resultado.

Teorema (Bugeaud, 2011). Sea a = (a, )52, una sucesion de naturales que no es pe-
riddica tarde o temprano. Si el real o= [0;a1,a2,...] es algebraico, entonces

lim &n") = +oo, (8)

n—oo

El Teorema anterior sigue del Teorema del Subespacio de Schmidt y de estudiar
la estructura de la expansiéon en fracciones continuadas. Con esta herramienta puede
construirse una familia de sucesiones (t,,)°., acotadas de enteros positivos para las que
[0;t1,%2,...] es trascendente.

Para fijar las ideas, considérese la sucesion (t,)ro, en la cual ¢, es la suma (mdd 3)
de los coeficientes de n al escribirlo en su expansion ternaria. Por ejemplo, to = 0,%; =
1,to = 2,t3 = 1,t4 = 2. El tultimo resultado expuesto en esta tesis establece que para
cualesquiera tres nimeros enteros positivos distintos- ag, a1, as- la fraccion continuada
[so0; 81, 82,83,...] dada por s, =ag sit, =0, s, =ay sit, =1y s, =as sits representa a
un nuimero trascendente. La sucesion (¢, )pr, se denota T'Ms y, en general, cuando 3 se
sustituye por un entero m > 0, la sequencia resultante se denota T M,,.
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Teorema. Sean ay,as,...,a,; nimeros positivos distintos por pares. Entonces, el nime-
ro real o cuya sucesion de cocientes parcialeﬂ es la sucesion TM,, sobre el alfabeto
{a1,...,am} es trascendente.

Este modesto y atractivo enunciado, a pesar de ser una aplicaciéon del Teorema de
Bugeaud, no estd formulado o sugerido en la bibliograffa consultada (puede encontrar-
se, sin embargo, en [gg]). Para probar este Teorema es necesario entrar un poco en la
teoria de las sucesiones automaticas. Es importante mencionar que Martine Quéffelec
habfa obtenido ya este resultado para el caso m = 2 por otros métodos ([qu]). Poco
después, Adamczewski y Bugeaud dieron en [ab] una prueba del resultado de Queffélec
con un argumento que también involucra al Teorema del Subespacio de Schmidt, mas su
demostracion deja de ser valida cuando m > 2.

Estructura de la tesis

La tesis consiste de tres capitulos. En el primero, se da una prueba completa del
Teorema de Roth. En el segundo, se estudia a detalle la barroca demostracion del Teorema
del Subespacio de Schmidt. Finalmente, en el tercero se construye una familia de nimeros
trascendentes. La tesis es practicamente autocontenida. Las pruebas que lograron escapar
a estas paginas estan relacionadas con el dlgebra exterior de R y propiedades elementales
de las fracciones continuadas.

Las fuentes principales usadas en el Teorema de Roth son [ro], [NS] y [Ca01]. La
exposiciéon Teorema de Schmidt sigue a [sch71] y [Sch]. A pesar de la gran calidad de
las referencias, por momentos se reduce la claridad considerablemente. La reestructura
de las ideas y la disminucién de implicaciones complicadas elimina a la mayoria de los
pasajes l6bregos del discurso. Con esto en mente, se pretende aportar una lectura mas
asequible de los Teoremas de Roth y Schmidt ademés de un resultado original que es
consecuencia de ellos a través del Teorema de Bugeaud.

Es pertinente hacer un comentario sobre la enumeracién y la notaciéon. La mayoria
de los simbolos usados esta explicada en el Glosario de la Notacién. Los que no estan
ahi son definidos en el texto y son poco usados. La enumeracién de las proposiciones es
de la forma n.m, el primer término se refiere al capitulo y el segundo dice qué ntimero de
elemento es. Las definiciones siguen su propia enumeracién mientras que los teoremas,
corolarios y lemas siguen otra. En los apéndices la enumeracioén sélo tiene un elemento.

1Los cocientes parciales de a son los elementos de su representacién como fraccién continuada simple.
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Capitulo 1

El Teorema de Roth

1.1. Introduccién

Los numeros trascendentes forman una abrumadora mayoria en los reales en términos
de numerabilidad, también en medibilidad de Lebesgue. No obstante, fue hasta 1844
cuando se probd, gracias a Joseph Liouville, su existencia y se construyé una infinidad
de ellos: si k > 2 es un natural, entonces [0; k™ k% k% ...] es trascendente (cf. [IW],
Seccién 11.8).

Teorema 1.1 (Liouville, 1844). Para cada irracional algebraico « de grado n existe
¢ =c(a) >0 tal que para todos p, q enteros con q >0,

Demostracion. Témese P € Z[x] un polinomio de grado minimo que sea satisfecho por
«. Supdngase, primero, que

<1.

‘ D
a-P
q

Usando la expansién de Taylor y que P(p/q) # 0 es una fraccién con denominador ¢",

1 n i p@) 1
(2[5 220« ]
q" VAN =t q J! &(a) q
Juntando los dos extremos,
ca) <o - E‘
q q
Por otra parte, si
‘a _P >1,
q
trivialmente se cumple
1
o= 2|5 .
ql g
Con ¢(a) = min{é(a), 1} se tiene la desigualdad para todos los racionales. O

1
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Piénsese por un momento que para un algebraico o de grado n y p > 0 existe una
infinidad de racionales, p/q, tales que

*

oa—— .
qN

q

B

Considérese a P € Z[x] de grado r tal que « sea una raiz de multiplicadad ¢ y p/q, una
solucién de la desigualdad anterior. Aplicando el Teorema de Taylor, existe ¢ = ¢(a) >0

tal que
n i pW(a

j=i \d J!
Como P se anula en una cantidad finita de racionales, una infinidad de racionales cumple

con
Lol ()<=
q" q qr

Entonces, para una infinitud de naturales, ¢, vale ¢"*™" < ¢, que implica

c

<—.
qr

. T i\7!
,uz—rs():,ugf=(f) .
i r

El ntimero

ind,.(P;«) := E,
r

llamado indice de P con respecto a r en «, jugard un papel fundamental en la prueba
del Teorema de Roth.

Para acotar a p se busca maximizar el indice sobre todos los polinomios P € Z[x] que
satisfagan P(«) = 0. La irreducibilidad del polinomio minimo de «, f € Z[z], propicia
fi(z) | P(z), implicando ni < r, que es

ind,(P;«) <ind,(f;«a) = %,
La igualdad se cumple si y sélo si P es una potencia del polinomio minimo de o. Cuando
ind,(P;«) asume el mayor valor posible, se concluye p < n, que no mejora la cota de
Liouville. Hay que considerar un cambio de estrategia. Se adoptara la usada por Roth,
entre otros: trabajar con el indice de polinomios en miltiples variables.

El mundo fue testigo de varios intentos para mejorar la cota de Liouville. Algunos
de los resultados mds notables fueron obtenidos por Thue (1908), Siegel (1921), Dyson
(1947) y Gelfond (1952). El trabajo de Thue establece que si « es un irracional algebraico
de gradon y

tiene una infinidad de soluciones racionales h/q, entonces k < 27'n+1; Siegel —quien sugi-
rié el uso de polinomios en dos variables— concluyé & < s+n(s+1)~! paras=1,2,...,n-1
y tanto Dyson como Gelfond probaron, independientemente, que & < v/2n. A pesar de
que todas estas cotas mejoran la obtenida por Liouville, siguen dependiendo del grado
de a. Siegel conjeturé que, de hecho, x < 2 y fue Klaus Roth quien lo demostré ganando
una Medalla Fields.
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Teorema 1.2 (RotkEI7 1955). Sean a un ndmero algebraico no racional. Si la siguiente
desigualdad tiene una infinidad de soluciones con enteros h y q (q¢>0), entonces k < 2:

<—. (1.1)

Piénsese que a es un irracional cuadrédtico. El Teorema de Liouville garantiza la
existencia de ¢ = ¢(a) > 0 tal que |a—pg~!| > cq~? para cualquier racional pg~!. Sea ¢ > 0.
Supéngase que |a—pg~!| < ¢727° tiene una infinidad de soluciones: (p;/q; );il Claramente,
qj — oo cuando j — oo, de donde

i 11 1
0<%< a—& <5 = 0<c<— —>0cuandoj—>o0 = c=0.
qj G199 qj

La ultima contradiccién revela que si n = 2, el Teorema de Liouville conduce al Teorema
de Roth. Sin embargo, la supuesta trivialidad del resultado de Roth desaparece cuando
« es un real algebraico de grado mayor o igual a tres. Supéngase que es cierto el Teorema
de Roth y que » > 3 > k > 2. Entonces, tiene una cantidad finita de soluciones,

{pjla;}7.,- Se define
by

=, n=min{fpl} <1
d; J

Vie{l,....,m} mj=a-

Notese que 1 > 0, pues « es irracional. De este modo, se cumple que

. Dpj U n
Vie{l,...,m} a—-=|=nilzn>—>—,
al| "
m 1 1
VBGQ\{@} ‘a—£2—>—>i.
q Qk ) k=1 ql q® q* q"

Estableciendo c := 7 se concluye el Teorema de Liouville.
Por otro lado, si a = [ag; a1, az,...] es cualquier irracional y (p;/q;)52,, la sucesién
de sus convergentes, entonces

1
%

o Pi
4a;j

VjENO

mostrando que la cota obtenida por Roth es la mejor posible. En otras palabras, no se
puede reemplazar el dos del Teorema de Roth por un nimero menor.

1.2. Teorema de Roth

La demostracion del Teorema de Roth es tan larga como ingeniosa. La prueba del
Teorema de Liouville se desarrolla con el polinomio minimo de a. En el Teorema de
Roth se utiliza, en su lugar, polinomios multivariados y se considerard su indice en un
punto con respecto a una coleccién finita de enteros positivos (cf. Definicién . En esta
seccion se prueba el Teorema de Roth, aunque se posterga la demostracién de tres lemas
importantes.

1Esta es la formulacién original de Roth, es la contrapuesta de la redaccién usual.
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Bastara con verificar el resultado para enteros algebraicos. Supéngase por un momento
que el Teorema de Roth es cierto para enteros algebraicos. Searﬂ ae AnR, f(z) =
Y, a;xb € Z[x] su polinomio minimo y § := ana. Se tiene que

0= aZ’lf(a) = (ap)™ + an_l(ana)”’l +.+ aZ’Qal(ana) + aZ’lao

=B +an 1B+ + aZ‘Qalﬁ + a::_lao =g(p).

Por la igualdad anterior, 8 es un entero algebraico (g no es forzosamente irreducible,
pero si se escinde en Q[z], lo hard en Z[x] y los dos factores son ménicos). Si p/q es una
solucién de (1.1f), satisface

-] fnd
q q"
Si (1.1) tiene una infinidad de soluciones, (p;j/q;)ee;, entonces g; - oo cuando j — oo; en
consecuencia,

Ve>0 3INeN (mzN: |“"|<1).

A

Fijese € > 0 y para cada m > N, p], := a,pnm; entonces,

|an| ~ lan| 1 1
<— = — < —.
am A 4w 4y ©

-t
dm

Ya que se supuso valido el Teorema de Roth para enteros algebraicos, kK — € < 2 y, recor-
dando la abritrariedad de €, k < 2. Por lo tanto, sélo hay que probar el resultado para
enteros algebraicos.

La demostracién del Teorema de Roth tiene la cualidad de no utilizar conceptos
muy sofisticados. Los puntos clave del argumento estdn en los Teoremas [T.4] [I.5] y
enunciados mas adelante. Los lemas que los anteceden ayudan, en la mayoria de las veces,
a ver qué ideas yacen detras de cada una de estas tres proposiciones.

A grandes rasgos, el teorema de Roth se prueba por contradicciéon. Suponiendo que
hay una infinidad de soluciones se fija una cantidad finita de ellas con ciertas propiedades:
D1/q1,- - Pm/qm- Se construye un polinomio R € Z[x1,...,z,] y a cada punto en R™
se le asocia un numero llamado indice que dice qué tanto se anula R en ese punto. El
indice de R en (p1/q1,- - -,Pm/qm), un punto racional cercano a (¢, ..., a), estard acotado
inferior y superiormente. Finalmente, las cotas conducirdan a una contradiccion.

Ademas del indice, Roth utiliza wronskianos generalizados que, salvo una constante
multiplicativa, incluyen al wronskiano usual como un caso particular. Esta herramienta
dard un criterio para independencia lineal de polinomios multivariados que permitira pro-
bar el Teorema[I.6] el corazén del argumento.

El esquema de la prueba es el siguiente:

I. Suponiendo « € A y que hay una infinidad de soluciones de (1.1)), se construye con
ayuda del Lema de Siegel (Capitulo III, Lema [2.2)) un polinomio R € Z[x1,...,Zm]
que satisface ciertas propiedades.

1. Se acota inferiormente el indice de R en puntos racionales cercanos a « := (a, ..., ).
En este punto el argumento sigue el espiritu de la geometria de niimeros.

2Se recuerda que el campo de los nimeros algebraicos se denota A.
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111. Se acota superiormente el indice de R en puntos racionales cercanos a a (Definicién
11.3). Para lograrlo se recurre a los Wronskianos generalizados.

1v. Las cotas del indice conduciran a una contradiccién.

La exposicién presente se basa, principalmente, en la dada en [Ca01] y [NS], aunque
hay elementos de [Sch] y [ro]. Las demostraciones de algunas proposiciones auxiliares
difieren de las que pueden encontrarse en las fuentes.

Todos los simbolos cuyo significado no esté aclarado en el texto se explican en el
Glosario de Notacion. Hay algunas letras cuyo valor serd constante a lo largo de esta
seccién: « serd un entero algebraico, f su polinomio minimo, n = grad(f), a := H(f) (cf.
Definicién ya:=(a,a,...,q).

Definicién 1.1. Sea R(x) = ¥;C(j)x) € R[z1,...,2n]. La altura de R, H(R), es el
mazimo de los valores absolutos de los coeficientes de R; es decir,

H(R) :=max{|C(j)|:jeN"}.

1.2.1. Indices de polinomios

A pesar de que se usaran herramientas elementales, es necesario establecer algunas
definiciones. En adelante, al hablar de operadores diferenciales se estara pensando en los
siguientes.

Definicion 1.2. Para cualquier multi-indice, i, se define el operador

1 OR
(i Rlzg, ..y zm] > Rz, .y 2m],  Ri(x) = ———.
i) iy OXE
El orden del operador 65E| li].

En la discusién posterior al Teorema de Liouville se observé que el cociente ind,. (P; o) =
i/r (la notacién de ese contexto) senala qué tanto se anula P en «. Se generaliza esa no-
cién.

Definicién 1.3. Sean R € Q[x1,22,...,2m], B = (B1,82,.--,0m) € R™ yr e N*. El
indice de R en 3 con respecto ar es

ind,(R; B) = nf {i-r™": Ry(B) # 0}.
Se adopta la convencion inf & = +o0.

Cuando el polinomio es univariado la definicién anterior se reduce a la dada en la
introduccién. Ademas, es claro que el infimo es un minimo excepto cuando el polinomio

es idénticamente cero. Nétese que cuando r = (r1,...,7m) ¥ S = (1,...,7m-1) son dos
multi-indices, & = (a,...,a) € R™, & = (a,...,a) e R™' y R e Rlzy,...,2m1] €
R[z1,. ., Tm-1,Tm], se cumple

ind,(R; o) = inds(R; &).
Lema 1.3. Sean R,P € R[x1,...,2mn], v e 1 multi-indices con v >0 y B € R™, entonces

i. ind,(R;; B) > ind,(R; B) —i-r 7!,

3Ver Glosario de Notacién.
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ii. indy(R+ P;3) > min{ind,(R; 8),ind,(P;3)},
iii. ind, (RP;0) = ind,(R; B) + ind,(P; B).

Demostracion. i. Sea j tal que (R;);(3) #0. Tras definir s =i+ j,

Ru(8) = 0 s (13‘ )(ﬁ)— Ri(B) = e(R);(B) # 0.

= C;
8x~' CiCj J@ J

con ¢;, ¢, Cs, ¢ constantes distintas de cero. Esto prueba que
{-r(R);(B) 0} c {j-rt-i-s7": Ry(B) #0}.
Sacando infimo respecto a j se obtiene el resultado.

ii. Sea r =7y--7y,. Para cualquier S € Z[x1,..., 2, ] se cumple, tomando la expansién
de Taylor alrededor de 3,

S(Bl +tﬁy1,. . .,ﬂl +t#ym) - Zsj(/g)tr(j.fl)y‘]
J

El menor exponente de t es justamente r ind,.(S; 3). La linealidad de los operadores
diferenciales da el segundo incis

iii. Usando la escritura del punto anterior en Py @, ind,(P;3) es el exponente minimo
de t en P y lo mismo para . Igualmente, el exponente minimo de ¢t en PQ es, por

un lado, ind,(PQ;3) vy, por otro, ind.(P;3) + ind,(Q; 3).
O

1.2.2. Resultados principales

En adelante, f denotard al polinomio minimo de «; n, a su grado y a, a su altura.
Si PeZ[x1,...,Tm], se define al vector grad P € Z™ como aquél que tiene en la j-ésima
entrada el grado de P con respecto a x;.

El Teorema da la existencia del polinomio auxiliar.

Teorema 1.4. Sean € >0, m € N con m > 8n’c~2
0+ ReZ[x1,...,2m] con grad R <r tal que
i. indy(Rye) >m(1-¢)27t,

ii. H(R) < (4a +4)r.

, r un multi-indice. Entonces existe

Sean d,¢ tales que 0<8<127' y 0<e<207'6. Suponiendo que hay una infinidad de
soluciones de , puede tomarse una cantidad finita de ellas en expresién minima—
con numeradores (pk) .y denominadores positivos (gx)jr,— que satisfagan

1
Vke[l.m] mp:=a- ZE, k| < =75 (1.2)
qk 95

Vke[l.m] 64(a+1)méx{l,|a|} < q. (1.3)

4Una prueba mds corta se obtiene de la contencién

{§eN":(R+P);(B)#0} c{jeN™:(R);(B)#0}u{jeN™":(P);(B)#0}.
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Teorema 1.5. Sean p = (p1,.-.,Pm), 4= (q1,-..,Gm) como en el pdrrafo anterior y r
un multi-indice tal que

Vke[l.m] rilogqy <rploggr < (1+¢€)rilogq. (1.4)
Entonces, si R es el polinomio obtenido en el Teorema

ind, (R; B) > om, (1.5)
q 8

El Teorema da una cota inferior el indice de R con respecto a r en p/q, mientras
que el el Teorema [I.6] da una superior.
Sean, ahora, € € R tal que

1
0<€<ﬁ (1.6)

y @:Nx(0,1271) - R la funcién dada por

2w—1

Para m € N fijo se define
2m71

24 (¢
=w(m,e)= — [ — , 1.7
w:=w(m,e) 2m(12) (1.7
que es a lo mas 1 cuando m > 2.
Teorema 1.6 (Lema fundamental de Roth, 1955). Sea r = (r1,...,7m) un multi-indice
tal que
Vie[l.m—-1] wrj>7j1. (1.8)

Considérese a v € (0,1] y a m parejas de enteros coprimos, q;,p;, con q; >0 tales que

Vie[l.m] ¢ >q]", ¢ >2°" (1.9)

Si0%SeZlxy,...,xm], gradS <r, cumple con H(S) < q¢i"", entonces

ind, (S; 9) <e.
q

1.2.3. Demostracion del Teorema de Roth

Al principio de esta seccién se presenté la formulacién del Teorema de Roth dada por
su autor en [ro]. No obstante, es més comiin encontrarlo actualmente con otra redaccion,
la equivalencia es obvia.

Teorema 1.7 (Roth, 1955). Sean « un irracional algebraico y § > 0. Ezxiste sdlo una
cantidad finita de enteros p,q con q >0 tales que

1
q2+6'

=il
q

(1.10)

Demostracion. Sea 0 < § < 1271, A continuacién, se elige una coleccién de valores para
satisfacer las hipétesis de los Teoremas [T.4] [I.5] y [1.6]

i. Sea ¢ tal que 0 < e < §/20, entonces e < 1/12.
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ii. m es un entero tal que m > 8n?c! y § > 8em ™!, w estd dada por (1.7). Nétese que

mo
— >
8

iii. (p1,41) es una solucién con ¢; tan grande que satisface (1.3)), la segunda condicién

en (L9 v

q7 > (da+4)™.

iv. Se elige m soluciones de ([1.10)), (p;,¢;), de modo que
. 1
Vje[l..m] iwlogqjﬂ > logg;.

Esto garantiza ¢, > ¢m-1 > ... > q1, por lo que la segunda condicién en (|1.9) y (L.3))
serdn satisfechas.

v. Se toma r1 € N tal que
er1logqr > log gm.

vi. Se defind’]
1
Vje[2.m] 1= | o8B
[ logg; |
Entonces, por vi.,
1 1
Vje[2.m] rilogq =r—sitlogg, < ( Tosgy |7 1)10gtJj =r;logg;,
log q; | logg;

que es la primera condicién de ([1.9) con v = 1; ademds, v. y la desigualdad anterior dan

rilogq

J log g;+log g; < 71 log g1 +log g, < (1+&)ry logq-
log q;

Vje[2.m] rilogq <rjlogg; = l

que es (|1.4). La expresién anterior se puede reescribir como

1 1
TLOBAL o (14 6) 108, (1.11)

log g; log q;
En consecuencia, usando iv., se obtiene (|1.8):

Vje[l.m]

logg; —_,mloga (rl 1ogql) ' S 2(@;1
log q]'+1 J log q]'+1 ’I"j 10g q]‘ - 1+ 9]
En la segunda desigualdad se acota el primer factor con el lado derecho de y el
segundo, con el lado izquierdo dividiendo entre r;. Ademds, ya que 0 <w < 1, se cumple
r1 > ...>7,. Luego, si R el polinomio obtenido por el Teorema[I.4] con estos pardmetros,
iii. conlleva

W’f‘j>2 )'1>Tj+1.

H(R) < (4CL + 4)1' < (4(1 + 4)mr1 < q(fﬁ'
Esto asegura que se puede aplicar el Teorema [I.6] al polinomio R con v = 1. Usando los

Teoremas y en Ry p/q,

m

8e
Sindr(R;E)Ss = 0<d<—.
qa m

La desigualdad anterior contradice la eleccién de m en ii.; por lo tanto, (1.10]) tiene sélo

una cantidad finita de soluciones. O

5La funcién || : R —» Z estd dada por |z] = mdx{n € Z:n < x} para toda x € R.
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1.3. Demostracion de los resultados principales

1.3.1. Lemas preliminares

El Teorema de Roth, como antes el de Liouville, da propiedades algebraicas de los
numeros reales mediante aproximaciones racionales. Podria esperarse que la prueba re-
quiriera resultados sobre extensiones de campos. Sin embargo, en este tenor sélo se ne-
cesitarda una proposicién terrenal debido a Gauss.

Recuérdese que si A es un dominio de factorizacién tnica y f € A[x], entonces f
es primitivo cuando cualquier méaximo comun divisor de los coeficientes de f es una
unidad de A.

Lema 1.8 (Gauss). Sean A un dominio de factorizacion inica, K su campo de fracciones
y h e Alx] primitivo. Si h se factoriza en K[x], entonces h se factoriza en A[z].

Demostracion. Ver [La0l] p.181. O

Lema 1.9. Si R € Z[x1,...,2], entonces R; € Z[x1,...,zx]. Si R tiene grado r; en
xj, entonces R; tiene grado a lo mds ry, — iy, para toda k € [1..m]. Ademds,

H(R;) < 2" H(R).

Demostracion. Sean i,j € Z™. Entonces,

aixj 11— im—1 i -
xi H (J1— k1) H (Jm = km ) ™ e ™t
k1=1 km=1

e
- z‘1!~-~im!(q)xj’i s ()= (J,)xi*i
i i
Como el operador (+); es lineal,
RG) =D C0N — Rix) = LG
J J

Por lo que R; € Z[z1,...,2,]. En consecuencia, recordandﬂ que (7::) < 2™ para cuales-
quiera m,n € Ny,

() = mix{IC@I())}-(17)} < mix {IC@)2} < me (IO 27} = (B2

[
Lema 1.10. Sean ri,...,r,, enteros positivos, r = (r1,...,7m) y A >0, entonces
- A V2m &
I,(\r):= {iGNgL:i-f1 < mT, OSiSI‘} < )\m [T(rk+1)
k=1

6Por el Teorema del Binomio 2" = (1+1)" = 70 (7:)
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Demostracion. El lema es trivial cuando A < /2m, pues Ip,(A\,r) < [[T5L,[0..r%]] =
[Tit, (7% + 1). Suponiendo lo contrario, A > v/2m, se prueba por induccién sobre m.
Para la base se toma m =1y r € N, que se traduce en

{ZGN 1 1_)\, <i < }
T 2
Yaque A>1, I, (A7) =|a|=0<r+1.

Supéngase el lema valido para m =M -1>1ysea 1l <+2M < X. Con 0 <r e NM
témese la particion:

M-\ ™ M-\ )
{ieNé”:im’ls 5 ,Osigr}:U{ieN{y*:i.r’*ls 5 —L,OsiSr’},
i=0 M

L,(\7r) =

dondeﬂ v’ = (r1,...,7p-1). Por lo anterior, basta con acotar la cardinalidad de cada
conjunto en la unién. Primero, si i € [0..r)/], entonces trivialmente A — 1 + 2ir3} > 0,
porque A > 1y | -1+ 2iryf| < 1. Luego, por la hipétesis de induccién,

Vi€ [0..7,,] IM_l()\ 1+ 2 ) V2 1) H(T]+1)
v A-1+ TM

Lo anterior conduce a

IM()\,r):%IM_l(/\—1+%,r’)g 2(M-1)(§M)H(m+1) (1.12)

=0 =0

Ahora se acota el segundo factor del lado derecho de (|1.12)):

2% 2 M 1 M 1 M 2\ 2A(rpr + 1)
ZA—1+ﬁ:ZA—1+£+Z,\+ =2, v VI - (113)
i=0 iy 170 oy 120 Ty 170 A2 = (1_ ﬁ)

En la primera igualdad los indices se recorren de 1 a rjs y en sentido contrario. Por otra
parte, sacando raices cuadradas y reordenando los términos,

1 1 1 1 \? 2(M 1) _ 1
- —<1-—+ :(1——) <l-——
M M 4M? 2M M 2M
\/2( N
1_7

que, junto con A >+/2M, da

)\\/2(M—1)_)\\/2(M—1) \/Q(M—l) VoM
TN Al A

(1.14)

Sustituyendo (1.14}) y (1.13)) en (1.12]), se concluye la desigualdad deseada. O

Aunque la primera parte de la siguiente proposicién sea elemental, la segunda da una

cota que serd ttil. Recuérdese que f(z) = 2™ + ap,_ 12"t +... + a12 + ag es el polinomio

minimo de o y que a = H(f).

"Ver Notacién
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Lema 1.11. Para cualquier | € N existen a;; € Z con j € {0,...,n—1} tales que
n-1 .
ol = > aj, mjz_ix{|aj,l|} <(a+1).
3=0
Demostracion. Notemos que cuand [ < n el lema es trivial. Para [ = n se tiene
n-1 .
o ==Y a;of, méx {lagl}y = méx {Ja;]} = a < (a+ 1)
=0 J J
Supdngase véalido para [ — 1 > n, entonces

n-1 n-1 n-1
l -1 H.I. j j+1 j n
a'=ad Ea ) ajaad =) a0’ = [Z aj—l,l—laj] +n-1,1-10
j=0 j=0 j=1

n n-1

-1
> aj1,z1a3] —Qp-1,-1 Y, a0
2 ,

J j=0

n—1 .
— J
- Z aj 1o,

j=0

—

CON Qg = —Gp-1,-100 ¥ Gj1 = Gj-1]-1 — Qpn-1,-10; para j € [1.m —1]. La desigualdad
buscada es obvia para ag;:

H.IL ~
|(l()’l| = | — an,1’1,1a0| = | - an,1,1,1||a0| < (a + 1)l 1@ < (a + 1)l.

Y cuando j€[l.n—1],
HIL -1 -1 1
|ajyl| = |aj_1,l_1—an_1,l_1aj| < |aj_1,l_1|+|an_1yl_1aj| < (a+1) +a(a+1) = (a+1) . O

1.3.2. Construccién del polinomio

Juntando los Lemas y se construye el polinomio que probard el Teorema de
Roth.

Demostracion del Teorema[I.]} Para construir a R se considerardn a los coeficientes,
C(i), como incdgnitas. La segunda condicién da lugar a un conjunto de multi-indices,
Q, y como [Q(«) : Q] = n, cada j € Q conduce a n formas lineales igualadas a cero. Se
acotan los coeficientes del sistema lineal homogéneo y, con el Lema de Siegel (Capitulo
III, Lema , se concluird la existencia de una solucién entera no trivial del sistema vy,
por lo tanto, la existencia del polinomio buscado.

Se determinarén los coeficientes apropiados, C(j), del siguiente polinomio

R(x) = C(j)x

j<r

de modo que las condiciones del teorema se satisfagan.
Sean

1_ m
Q::{i:i~r"1§m(2€), OSigr}, M:=|Q, A:=me, N:=[](rp+1).
k=1



12 FEl Teorema de Roth

Hay, entonces, N incégnitas, éstas se acomodan en un vector C' siguiendo un orden
lexicogréﬁcdﬂ
C:=(C(0,0,...,0),C(0,0,...,1),...,C(r)).

Por otra parte, por la definiciéon de indice y como se estd forzando la segunda condicién,
cualquier i €  tendrda que cumplir

0= 1) - LG}t - T ()t - £ naet

j<r j<r

Las funciones Lj; ;, son las formas lineales en C que se obtienen al aplicar la primera parte
del Lema[l.11] a cada potencia de o que aparezca en la segunda sumatoria. Los vectores
que determinan a cada una de estas formas dependen de los coeficientes binomiales y
de los ntimeros a;,; que devuelve el Lema Hay, entonces, a lo mas nM ecuaciones
lineales en los coeficientes igualadas a cero.

Usando el Lema[I.11]y tomando en cuenta los coeficientes binomiales, el valor absoluto
de los coeficientes de cada L; j estd acotado por 2|T‘(a + 1)|r‘. Ademss, por el Lema
y por €2 > (8n?)/m,

2mN< 2m mN:ﬁ <:>nM<g — E<N—nM<:> ﬂ<1.
me m 2V2n 2n 2 2 N -nM

M <

Finalmente, existe, por el Lema de Siegel (Apéndice C, Lema (N> N,M—>nM, A~
(2a + 1)y un vector z € ZV, z # 0, tal que L; x(z) = 0 para todas i€ Q, ke [0.n—1] y

Viell.n] |zl< [(NA)iNWMJ <SNA=AT[(ri+1) < (2a+2)"2l = (40 + 4)".
k=1

La primera desigualdad es cierta por el Lema de Siegel y la tercera, por 1 + ry < 27%.
Tomando a z como los coeficientes de R se obtiene el resultado: la primera condicion
se cumple porque z # 0; la segunda, porque para toda i € Q se satisface R;j(a) =0y la
tercera, por la desigualdad anterior. O

1.3.3. Cota inferior para los indices de R

Los Teoremas [I.5] y [I.6] dan propiedades del indice de R en ciertos vectores racionales
que aproximan a . Antes, es necesario probar una pequenia proposicién técnica.

Proposicién 1.12. Sean 0 <§ <107 y 0 <e <2076, entonces

(1+g)(1—g)>(1+5)? (1.15)
Demostracion.

1+£<§ = i(1+i)<ég<é(1—5)
40 2 10 40 610 6
2

2
:>(1+5)2<(1+£) :1+£(1+£)<1+é—5—:(1+§)(1—§)
20 10 40 6 6 3 2

8El orden elegido es irrelevante.
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Demostracion del Teorema[LA Sean ie N™ tal que i-r~! < §/8, T := R;. Se mostrard que

T(p—ﬂ...,p—m):o
q1 dm

que implicard el teorema. Para ello bastard con establecer |qQ"T((p1/qm,--->Pm/qm)| <
1, pues el término del lado izquierdo es un entero. Para lograrlo, se acotard burda y
apropiadamente cada término en la expansion de Taylor de T alrededor de .

Utilizando el teorema de Taylor, recordando que ) = & — p/q,

7(2)= St (1.16)

j<r

Por el Lema [1.9]y por el Teorema H(T) < 2 H(R) < 2F(4a + 4)F y T tiene a lo
mas (rq1 +1)-++(ry, + 1) sumandos, entonces

@) =[S '6)(])ed

j<r

< 2l (40 + )2 (max {|af, 1) ﬁ(rk +1)
=1

< 2 (4q + 4)F12 (méx {|a], 1}) 2/
= [32(a+ 1) max {|a], 1}]™ =: 4. (1.17)

El Lema [1.3|y la hipétesis sobre i conllevan ind,(T; ) > m271(1 - 3715), pues

ind,(T; ) = ind(Ry; &) > ind, (R; ) —i-r7!

. m(l-¢) il m(l-¢) md

B 2 2 8
:@(1_5_§)>@(1_£_§):@( _35)
2 4 2 20 4 2 10
m(l_é)
2 3

En consecuencia, los sumandos de (|1.16)) que no se anulan son aquellos cuyos indices, j,
satisfacen

j-r‘1>f(1—f) (1.18)
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y cuando esto se cumple, se sigue que

. m m
—log|n’| == 3 jilog|nel 2 37 ji(2+0)log g (por (L.2))
k=1 k=1
>(2+6) Y (r1log ql)j—k (por la primera desigualdad en (1.4]))
k=1 Tk
= (2+0)(r1logqr)j-r™!

>(2+5)(r110gq1)%(1—§) (por ([TH))

3
= (1 + g) (1 - g)m(rl log q1)
g 6\ Zke1 Tk log gi :
>(1+ B 1- 3) T 1as (sumando la segunda desigualdad de(1.4))
€
(1+e)? o i
> > rrloggy = (1+e) Y rploggr  (por (L13)).
k=1 k=1

Evaluando a la exponencial en los extremos,

: 1
T’] < (qr)1+e'
Finalmente, utilizando la ecuacién anterior, (1.17) y la hipétesis (1.3
P r r r z?:l |T.’](a)| 'Vlr‘ H;cn=1(rk? + 1)
qu(*)‘= q" ) Ti(a)n"| <|q”| <
q ; ! |qr|t+e ¥
_ [64(a+ ) méx {jal, - ﬁ [64(a+ 1)niéx{|a|, B, -
lar|° k=1 qx,

1.3.4. Cota superior para los indices de R

La prueba del Teorema [1.6| es por induccién; no obstante, ésta no es directa. Los
obstaculos son sorteados generalizando el wronskiano a polinomios en varias variables.
Un caso particular de los wronskianos generalizados sera el wronskiano usual. Con estos
objetos se concluiran criterios para la dependencia lineal de polinomios en varias variables.

Wronskianos generalizados

Las pruebas detalladas de las proposiciones de esta breve seccion estan en el Apéndice
D. A pesar de ser parte importante de la prueba, estudiarlas en este momento distraerian
del argumento principal.

Definiciéon 1.4. Sean Ag, A1, ..., A1 operadores diferenciales de orden a lo mds
0,1,...,01 -1, respectivamente. Sean Ry € C'"1(R™;R), k € [0..1 - 1], funciones de R™ a
R diferenciables | — 1 veces. Un wronskiano generalizado de Ri, R, ..., R; es

G(R1, R, ..., Ry;x) =det(AjRi(x)) j,ke[0..m].
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Cuando f1, fa2,..., fn fuesen polinomios en una variable, el inico wronskiano genera-
lizado que no se anula completamente, G, es proporcional al wronskiano usual:

G(flafZa"'afn;x)z ! 'm(flaf%,fn)(x)

con W(f1, f2,--., fn)(x) el wronskiano usual de f1, fo,..., fm.

En general, la anulacién del wronskiano usual no es un criterio para determinar la
independencia lineal de las funciones involucradas. Sin embargo, la situacion es diferente
en el caso de polinomios.

Lema 1.13. Sean f1, fa,..., fn polinomios de R en R, éstos son linealmente dependientes
sty solo si su wronskiano es idénticamente cero.

Demostracion. Apéndice D, Lema O

Si Ri,Ry,...,R; € C"1(R™;R) son linealmente dependientes, todos los wronskianos
generalizados de estas funciones serdn idénticamente cero. El siguiente lema, andlogo al
lema anterior, establece el reciproco.

Lema 1.14. Sean Ry,Rs,...,R; € R[z1,...,2,] linealmente independientes, entonces
al menos un wronskiano generalizado no es idénticamente cero.

Demostracion. Apéndice D, Lema O

Lema Fundamental de Roth

A lo largo de la prueba habré que usar ciertas desigualdades cuya verificacién, aunque
sencilla, distraeria la atencién. Son enunciados para poder referirlas cuando se requieran.

= Claramente, 0 < w < 1, que junto con (1.8]) da

T < Tmel < ...<T1. (1.19)

= Es facil probar la desigualdad log,(x) <z — 1 para cualquier > 0. Entonces,

n -1
¥neN (Zlonggn(Z)gn(n—l)) — VneN (nl<2"™ D). (1.20)

J=1
= También, cuando r1,72,...,7, son enteros no negativos,
h h h
P14 ATy
Ylogy(1+7;) <> rj = [[(1+r;)<2™ . (1.21)
j=1 j=1 j=1

Demostracion del Teorema[L.0 La prueba es por induccién sobre m. La base no tiene
mayor dificultad. Una idea natural para el paso inductivo es factorizar el polinomio
en m variables en dos cuyos coeficientes sean enteros y tales que un factor dependa
de a lo més m — 1 variables y el otro, del resto. Ya que esto no es siempre posible,
se construyen dos familias de polinomios linealmente independientes. Con la ayuda de
los wronskianos generalizados apropiados se obtiene un polinomio en el que aplicard la
hipétesis de induccion y el teorema se concluiré.
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Caso m = 1. Supdngase que ind,.(S,p/q) = nq/r, entonces

1
qm

S@%:G—gy“&arwm—mm( si1(0).

Tanto los coeficientes de .S como los de (gt —p)™* son enteros y por el Lema de Gauss, los
de (gt —p)™ son coprimos. Se afirma que los coeficientes de ¢~ S; son enteros, por lo
que ¢ divide a todos los coeficientes de Sy. En efecto, si los coeficientes de S; no fueran
enteros, el méximo comin divisor de los coeficientes de (gt — p)™ cancelarfa a todos los
denominadores en ¢Sy, sin embargo (gt — p)™ es primitivo. Esto da

q"* <H(S)< ¢ = ind, (P;B) =—<wy<w=e.
q r

Caso m > 1.

h h . . . .
I. Sean {wj}j:p {¢j}j:1 polinomios en una y m — 1 variables, respectivamente, con
coeficientes racionales tales que

h
S = Z¢j($17'~-axm—l)wj(xm)
j=1

donde h es minimo con respecto a la propiedad de escribir de ese modo a S. Consi-
derando a la posibilidad ¢;(x,,) = z7,, se tiene que h -1 < h <7, < |r|. Supdngase
que {¢; }?=1 son linealmente dependientes y que ¢; # 0 en

h
C
cl¢1+02¢2+...+ch¢>h50 —— ¢1: Zci(bj
i=2

Sustituyendo
h

h cj
S =3 oy =3 o5 (v - L
j=1 j=2 1

contradiciendo la minimalidad de h. Por lo tanto, {¢; }?:1 es un conjunto linealmente

independiente. Andlogamente, las funciones {1; };.Lzl son linealmente independientes.

1. Por el Lema existe un wronskiano generalizado de {d)j}?:l que no se anula

idénticamente y el wronskiano de {wj}?zl no se anula idénticamente. Sean A®),
1=1,2,...,h, operadores diferenciales de orden a lo més ¢ tales que

0#U(x1,22,...,Zm-1) = det(A(i_l)qu) i,j€[1..h].
Témese

V(xm)z ! !m(¢1(wm)7¢2($m)»---ﬂ/}h(xm))¢0~

ol (h-1)
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Adquiriendo la notacién 9* = (k!)"19%/0xF, se tiene

W(x):=U(x1,22, -, Zm-1)V(Zm)

A(O)(bl L A(O)¢h Py ... Oy
=det : : : :
[\at Vg, o altDg ey, ... 0"y
h h
S a®¢p o Y a®g 9y,
j=1 j=1
=det : :
h h
2ol Wy o 3 al gty
j=1 j=1
h h
A0) Z ¢j¢j ... A(O)ah_l Z d)jwj
j=1 j=1
=det : :
h h
A (h=1) Z ¢jwj o A(h_l)ah_l Z ¢j'(/}j
j=1 j=1
a®g . aOgh-lg
=det : :
A(h_l)s A(h—l)ah—ls
= det(S(Lk_l)) ke [1h], ieJ. (122)

en donde J es el conjunto de los multi-indices que definen a los operadores A9, El
paso del primer al segundo renglén es valido, porque el determinante de un producto
es el producto de determinantes, cada ¢; es constante con respecto a x,, y cada ¢;,
con respecto a 1,...,T,_1. Asi, W tiene coeficientes enteros.

Noétese que U y V tienen coeficientes racionales, existe k € Q tal que kU € Z[x1,. .. Tym-1]
es primitivo. Entonces, la evidente igualdad W = (kU)(k~'V) y el corolario al Le-
ma de Gauss implican que los coeficientes de v = kU y v := k~'V son enteros y

H(u),H(v) <H(W).

1I. La hipétesis de induccién serd aplicada a u. Se verificard que las condiciones reque-
ridas son satisfechas por u. Definiendo

2

w,::w(m—l,;), VjE[l..m—l]’l“;iZth

se buscara corroborar la validez de

Viell.m=2] w'rl>7rl, (1.23)
Viellm-1] w'q’ 2q)", 07 2 2% (1.24)
Hu) < g™, (1.25)

para poder concluir

2
indpy (u; B) << (1.26)
q
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Bajo las hipétesis del Teorema y la luz de la ecuacion

2 2 \(2"7?) 27!
, € 24 € 24 €
Ww=lm-1,—]=—|— =——|—= =2w(m,e) = 2w
12 2m-1\ 122 2m-1\12

(1.23) v (1.24) son claras, no asi la concerniente a la altura de w.
Primero, por (1.22)), se puede escribir, con i€ J y k€ [1..h],

W(X) = det (S(i,k—l)) = Z (_1)sgnascr(1),0'"Sa(h),h—l- (127)

UESh

Sh, es el grupo simétrico de orden h y s; 1, son las entradas de la matriz que determina
a W(x). Como la ultima suma tiene h! términos,

HW) < > H(So(1),07 So(h),h-1) <h'maX{H( S0(1),0" S (h),h-1) }- (1.28)

ogeSy,

Segundo, se toma o € Sy,. Al calcular s,(1),0**85(n),n-1 S€ obtiene a lo més [H;Ll(rj +
1)]" sumandos antes de simplificar, por lo que
h h
Vo €Sy, 'H(Sc,(l) 0"""So(h),h— 1) < [H(l +m)j| [ max {'H(SU(]) J} (1.29)
Tercero, por (1.9) y la hipétesis sobre la altura de S,
Vije[0.h-1] H(ADPS) <2H(S) < 2Mgem, (1.30)

Finalmente, juntando las desigualdades,

H(W) < h!gl%f{fH(sa(l),O"'Sa(h),h—l)} (por (1.28))
h

h h
<hl [1—[1(1 + 7’;‘)] [jiﬁ%]{ﬂ(sa(jm)} (por (L.29))

h
h
< hl [H(l + rj)] hlrlgehrin (por [1.30)
j=1

< 2h(h—1)2h|1‘\2h|1‘|q‘fT’17 (por (L:20) y (1.21))

< 23h\r|q;”“;7 (porque h—1<h <|r|)
23hmnqclvrh (por (1.19))

< q‘{,hrlryqu'rl'y q;url'yq;url'y qf Y (por |'

En particular, H(u) < q‘f "7y se puede aplicar la hipétesis de induccién en w.
Ademsés, con el caso m = 1 bajo estos pardmetros, se concluye, con p’ = (p1,...,Pm-1)

q' =(q1,- - @m-1),

/ 2 2
indpy | w; P —, indpy (v; p—m) < E—
q’ 12 Qm 12
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1v. Es sencillo ver, con la ayuda de la definicién de indice y el Lema que

2
ind, (I/V;E):ind,r (U;E)+indr( ) hmdhr( p)+h1ndhr (v B) < hi
q q q q q 6

V. Sea 6 :=ind,(S;p/q). Para enteros no negativos iy +is + ... +iy,-1 <h-1< 7, se
tiene, por el Lema[I.3] i,

m-1 ; : m—1
1
q k=1 Tk Tm Tm-1 g=1 T'm Tm-1 T'm
. 2 .
)
>-w-L - 7 (1.31)
Tm 24 7,

La expansién de W como determinante estd dada en (1.27)). Asi, por el segundo inciso
del Lema e induccidn, existen multi-indices iy, ...,1, que verifican |i;| < h -1 para
je[l..h] y también

ind, (W; a) >ind, (S(il,O)"‘S(ih,hq); a) '

Entonces, el tercer inciso del Lema (1.31)) v la no negatividad de los indices traen
consigo la certeza de

h2 — h h-1
?>1nd( ) Zzz ax{@——rm,()}z—i+2max{9—0}
de donde sigue
1 — 2 2
TR S VI ) e
h i3 Tm 6 24 4

Ahora, hay que considerar dos casos: § > (h—1)r;} y 6 < (h—1)r1
Caso I. Si 6 > (h—1)r; 1, entonces

—_

— 1 h-
Z; -

0
>— = e£>0.
Tm T 2 2

b\H

g2
>7
4

N ™

Caso II. Si 6 < (h - 1)r,}, entonces

27

1

ﬁ

1 70| (|rmb] +1)
=% O(|rmb]+1) - ]
lrm

ri [rmﬁ + (rmb - |rmf))]

o b

[rmf]+1 rm0* h0* 0 : ( P)

5 0 Pl esh-ing, (s P). 0
ohr, 0 ™7 Ton C22h 4 £2v=m q
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Capitulo 2

El Teorema del Subespacio de
Schmidt

2.1. Introduccion

El Teorema del Subespacio de Schmidt, que emana del Teorema Fuerte del Subespa-
cio de Schmidt, es una generalizacién en varias dimensiones del Teorema de Roth. Las
prolijas demostraciones de los resultados de Schmidt son mayormente comprensibles, mas
no féciles. Hay en ellas aspectos importantes que exigen un estudio meticuloso. En es-
te capitulo se expone detalladamente la prueba del Teorema Fuerte del Subespacio y,
naturalmente, la del Teorema del Subespacio de Schmidt.

Es necesario establecer ciertas convenciones. Recuérdese que las normas |- e v |- |1
en C™ estan dadas por

n
¥2eC  |z]o =max{|zl,.... |z}, 2l =2 Iz,
j=1
en donde z = (21,...,2,). Estas reglas de correspondencia también dan lugar a normas

en R™ y los mismos simbolos seran utilizados para denotarlas. Si@# X cRy f,g: R —
Ry son funciones, se escribe f <« g cuando exista K > 0 tal que f(x) < Kg(x) para
x € X suficientemente grande y g > f significa f « g. El signo « se llama simbolo de
Vinogradov.

Teorema 2.1 (Teorema del Subespacio de Schmidt, 1972). Sean Li,Ls,...,Ly,, L; :
C™ - C, formas lineales en n variables linealmente independientes sobre C con coeficien-
tes complejos algebraicos. Para toda § > 0 existe sélo una cantidad finita de subespacios
propios de Q™, T1,Ts, ..., Ty, tales que cualquier 0 + x € Z" que satisfaga

L1 (X)L (%)L (%) < @ (2.1)

[}

esta en Tyu...uT,.

Con el Teorema del Subespacio de Schmidt se descubre una prueba mas accesible del
Teorema de Roth.

21
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Teorema (Roth, 1955). Sean o un irracional algebraico y § > 0. Existe sélo una cantidad
finita de enteros p,q con q >0 tales que

1
246 °

(2.2)
q

Demostracion. Témese (x,y), una pareja de enteros coprimos con y > 0 que resuelva

(12.2), entonces

1
2448

X

Y

<

+lal<l+la] = f2[< (1 +]al)y = [(z,9)] <1yl

Y

Considerando las formas linealmente independientes L, : C*> — C, Lo : C?> - C dadas por
Ll(Xay):K LQ(va):X_aY

se tiene

1
<< =
v @))%

Como Ly y Lo son C-linealmente independientes, por el Teorema del Subespacio de
Schmidt, todas las parejas que satisfagan yacen en una cantidad finita de subespacios
propios de Q%: Ty, ..., T,.

Finalmente, hay que ver que cada subespacio contiene sélo una cantidad finita de
soluciones. Fijese i € [1..r]. Como T; € Q2 es un subespacio propio y distinto del cero, es
unidimensional; luego, existe (z;,y;) € Z con entradas coprimas y y; > 0 tal que

0 <|Li(z,y)La(z,y)| = ly(z - ay)| =

€T
— -] <

Ty = {t(xi,y:) 1 teQ}.

Cuando una pareja de enteros (z,y) € T; satisfaga (2.2), existird ¢ € Z tal que (z,y) =
t(w;,y:), por lo que
Lq

Yi

_11

t2s « .
y?

0<

a-Zl=la-2<—0
Yi y‘ [t?y?

Asi, t puede asumir una cantidad finita de valores y, por lo tanto, T; contiene sélo un
nimero finito de soluciones. O

Estos péarrafos podrian hacer creer que los esfuerzos del capitulo fueron vanos. La larga
prueba del Teorema de Roth no sélo fungird como modelo para la imponente cadena de
argumentos que soporta al Teorema Fuerte del Subespacio, también brinda algunas ideas
como el Lema Fundamental de Roth.

2.2. Elementos de la Geometria de Numeros

La formulacién del Teorema Fuerte del Subespacio obliga a una pequena digresién
sobre la Geometria de los Numeros. Ademéas de asentar conceptos y terminologia, es-
ta secciéon permite exhibir algunas ideas usadas para apuntalar al Teorema Fuerte del
Subespacio. Muchas demostraciones, sin embargo, son relegadas a los Apéndices B y C.
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2.2.1. El Lema de Siegel

Se recuerda que X € R" es convexo cuando x,y € X y t € [0,1] implican tx+(1-t)y €
X y que X es simétrico con respecto a 0 si -x € X cada que x € X. Se denota m a la
medida de Lebesgue en R™ y 9N, a la g-algebra de los subconjuntos Lebesgue Medibles
de R™.

Con operaciones elementales de matrices es facil probar que para cualquier matriz
Ae M(Z,m,n) con m >n existe z € Z" tal que z + 0 y Az = 0. El famoso Lema de Siegel
dice qué tan grande debe ser un cubo centrado en el origen para asegurar que tenga un
elemento de Z™ n ker A.

Lema 2.2 (Siegel, 1929). Sea A una matriz de m x n con entradas en Z, A = (a; ;),
conm>ny K >0 tal que |a; ;| < K para cualesquiera i,j. Entonces, existe x € Z" que
satisface

Ax =0, 1<|x|e < [(nK)7m |.

Demostracion. Ver Apéndice C, Lema [6] O

2.2.2. Minimos sucesivos

La idea detrds de los minimos sucesivos es sencilla. Piénsese en un elipsoide, P ¢ R3,
centrado en el origen. Es posible que P no contenga puntos enteros; pero al multiplicarlo
por A > 1 éste se infla y cuando A\ sea muy grande habra uno, dos o tres puntos enteros
linealmente independientes sobre R contenidos en AP. El menor A > 0 que garantice la
existencia de j puntos enteros linealmente independientes es el j-ésimo minimo sucesivo
de P.

Definicién 2.1. Sea Z ¢ R™ convexo, compacto, simétrico con respecto al origen y tal
que 0 <m(Z) < 00. Para cada j € [1..n] el j-ésimo minimo sucesivo de X es

Aji=mf{A>0:\Z tiene j puntos enteros R-linealmente independientes}.

Definicién 2.2. Seani€[1.n] yg1,...,8: € Z" linealmente independientes. Se dice que
los primeros i minimos sucesivos de % se alcanzan en g1,...,g; st para toda j € [1..i]
se tiene g; € ;1L

Es importante notar que los vectores g, ..., g, no estdn unicamente determinados.

Segundo Teorema de Minkowski

En general, establecer cotas para los minimos sucesivos es una tarea muy complicada.
El Segundo Teorema de Minkowski, sin embargo, dice que el comportamiento de estos
nimeros no es tan cadtico. Especificamente, cuando & se ha fijado y sus minimos sucesi-
vos se llaman A1 <... < \,, el Segundo Teorema de Minkowski establece 1 << Aq---A\,, < 1,
donde las constantes implicitas en <« dependen de n y Z.

Teorema 2.3 (Segundo Teorema de Minkowski). Sea £ ¢ R™ compacto, convezo,
simétrico con respecto al origen y de medida positiva. Los minimos sucesivos de % sa-

tisfacen
n

2
oy < AlAnm(%) <2",
n:

Demostracion. Apéndice C, Teorema O
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Los ejemplos %, = {x e R? : x|y < 1} y %o = {x € R? : |z1] < 10,|xo| < 1} atesti-
guan que las cotas del Segundo Teorema de Minkowski son las mejores posibles, ya que
M (Z1) = Xo(Z1) =1, m(%1) = 2 y M (%a) = 107", \o(%2) = 1, m(Zy) = 40.

Ahora se considera un caso particular, sea Il = {x e R" : Vi e [1..n] [({a;,x)]| <1} con
ai,...,a, € R" linealmente independientes y fijos. Obviamente, II satisface las cuatro
condiciones pedidas en el Teorema Sean x1,...,X, €Ily

n
Q::{t1X1+...+tnxn:Z|tj|:1}.

j=1

Integrando con respecto a t1,...,t, se obtiene
21'L
m(Q) = ] |det(x1]...|xn)]|-

Ademis, como 2 cII,

2" nlm (11
o |det(x1]. .. [xn)| = m() <m(Il) = |det(x1]...|xn)| < 25L )
Sigy,...,8, € Z" son linealmente independientes y g1 € MII, ..., g, € A,II, existen

Y1i,...,¥n €Il independientes tales que g; = Ay, para j € [1..n]. La desigualdad anterior,
las propiedades elementales de los determinantes y el Segundo Teorema de Minkowski
conllevan

nim(I1) <nl 1. (2.3)

2n

[det(g1]. .- [gn)l = Ar--An[det(yi]- - [yn)l < Adr---An

El Lema de Davenport

Las instancias mas importantes de subconjuntos convexos de R"™ y simétricos con

respecto al origen en este contexto son los paralelepipedos. Sea {ai,...,a,} € R una
base. El paralelepipedo generado por ai,...,a, es
I={xeR":Vje[l.n] |[(x,a;)]<1}. (2.4)

Los 1 en las desigualdades que determinan a IT pueden ser cambiados por valores positi-
vos y el conjunto resultante vuelve a ser un paralelepipedo, pero es generado por otros
vectores. Por ejemplo, si Q1,...,Q, >0, el conjunto

II={xeR":Vje[l.n] |{x,a;)|<Q;}

es el paralelepipedo generado por Q7'ai,...,Q, a,.
Nota. Esta nocién de paralelepipedo generado por una base de R” NO es la usual. En
otras palabras, si aj,...,a, es una base de R", II definido como arriba no es

{thaj :Vje[l.n] 0<t;< 1}.
j=1

Sin embargo, IT es la imagen bajo una transformacién lineal del cubo [-1, 1]™; por lo tanto,
II es la traslacién de un paralelepipedo en el sentido usual. En efecto, sea ® : R” — R"
dada por ®(x) = Ax, con A = (ay]...|a,)". Entonces, ® es invertible y tanto ella como
su inversa son continuas. De aqui sigue que IT = ®* ([-1,1]") es compacto, ademés

2”
|det A

m(IT) = [det(A™)|m([-1,1]") = (2.5)

Es evidente que II es convexo y simétrico en el origen.
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Ya que toda transformacién lineal L : R™ — R puede escribirse de manera tinica como
L(x) = (x,a), una coleccién de n funcionales lineales independientes, Ly, ..., L, : R" -> R,
también determina un paralelepipedo:

M={xeR":Vje[l.n] |L;j(x)]<1}={xeR":Vje[l.n] [(x,a;)| <1},
si Lj(x) = (a;j,x) para cada j € [1..n]. Es pertinente observar que
VA>0 MI:={ x:xell} ={xeR":Vje[l.n] |L;j(x)]<A}.
Mas adelante se apelard a la igualdad anterior sin mecionarla de manera explicita.

Definicién 2.3. Sea aj,...,a, una base de R". La base recz’proctﬂ de ay,...,a,,
denotada aj,...,a;, es la base de R™ que cumple con

Vi,je[l.n] (ai,a;> =0i 4,

0i,; el simbolo de Kronecker. Si Il es el paralelepipedo generado por ai,...,a,, el
paralelepipedo reciproco de II es

II* = {xeR™: Vje[l.n] ](a;,x)| <1}.
Por un argumento andlogo al usado en (2.5, m(IT*) = 2"|det A| y A = (a1|--|]a,,)?, por
lo que m(IT*)m(II) = 4.
En [Sch] y [sch71] puede encontrarse una propiedad mucho maés elusiva descubierta
por Davenport.

Teorema 2.4 (Davenport). Sean Li,...,L, : R® - R, det(Ly,...,L,) = 1, formas

lineales y Ay < ... < A, los minimos sucesivos de 11, el paralelepipedo generado por
Li,...,L,. Sean p1,...,pn reales tales que

pL2p22...2pp >0, (2.6)

P1A1L S P22 .. < Py, (2.7)

p1pa-pn = 1. (2.8)

Entonces, existe una permutacion de Ly, ..., L,—digase L, ..., L] — tal que los minimos

sucesivos del paralelepipedo generado por p1LY, ..., pn L., llamados N, ..., \,, verifican

‘ AiPi 1 on? (2
Ademds, si g1,...,8n € Z" son linealmente independientes y g; € M\II para j € [1..n];
entonces,
: i )
Vie[2.n] VxeZ"\span{gi,...,8i} % <méax{|p1 L (%), |p2 L5 (X)), - - -, |pn L1, ()]}
(2.10)

1En algunos textos como [Ca02] en lugar de reciproca se usa el término polar.
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2.2.3. Dos teoremas de Mahler

Los tultimos dos resultados de esta seccién muestran cierta proporcionalidad entre
los minimos sucesivos de paralelepipedos vinculados de manera particular. El primero
relaciona a los minimos de un paralelepipedo con los de su reciproco y el segundo, con
los del p-ésimo pseudocompuesto, un conjunto contenido en el algebra exterior de R"
definido més adelante.

Teorema 2.5. Sean ai,...,a, € R" una base de R"; a,...,a; la base reciproca y II,
IT* los paralelepipedos generados por cada una. Si Ai,...,A\p y AL, ..., A\, son, respecti-
vamente, los minimos sucesivos de 11 y II*, entonces

Vie[l.n] A < K AL, (2.11)
An+l-i
Ademds, cuando g1, ...,8n € Z" son linealmente independientes y g; € ;11 para cualquier
J € [l.n]- es decir, |(a;,g;)| < A; para i,j € [l.n]- y gi,...,8, es la base reciproca de
g1,---,8n, Sucede
1
Vi, je[l.n] l(a}.g])| < W (2.12)

J
La constantes en (2.11) y (2.12) dependen de n.

Aunque se deduzca directamente del Segundo Teorema de Minkowski, el segundo
resultado de Mahler requiere algunos comentarios sobre el Algebra de Grassman en R™.
En aras de facilitar la lectura, los detalles se relegan al Apéndice B.

Cuando n sea un natural dado, se define

Vpe[l.n] C(n,p):={Xc[l.n]:|X|=p}.
Ademds, si aj,...,a, es una base de R", escribiendo o = {i1 <...<i,} € C(n,p),
VoeC(n,p) As:=a; A...Aa;,.

El variar a o a lo largo de C'(n,p) dal:= (Z) vectores, A, , linealmente independientes

(cfr. Apéndice B, Lema|9) pertenecientes al espacio R}, cuya dimensién es justamente

! (cfr. Apéndice B, Definicién [[). Por lo tanto, {A, : ¢ € C(n,p)} es una base de R? y
genera a un paralelepipedo tan importante que posee su propio nombre.

Definicién 2.4. Sea ay,...,a, una base de R™. El paralelepipedo en R, generado por

los vectores Ay,
P = {X eR}: Yo e C(n,p) [(Aqr, X)| <1},

se llama el p-ésimo pseudocompuesto de II.

Una vez que n y p han sido fijados, los elementos de C(n,p) son acomodados de forma
conveniente. Primero, si Aq,..., A, son los minimos sucesivos de II, se define

VreC(n,p) Ar:=]]\.
1ET
Y después, a cada 7 € C'(n,p) se le asigna una etiqueta en [1..1] de modo que A, < A, <
S A,
Supéngase que los minimos sucesivos de I se alcanzan en g1, ..., g, € Z"™. Escribiendo
7={j1<...<jp} €C(n,p),

VreC(n,p) Gr:=gj A...Agj,.

No se estd que los minimos sucesivos de II(®) se alcancen en los vectores G .
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Teorema 2.6. Sean ai,...,a, una base, I1 el paralelepipedo generado por ella, TIP) el
p-ésimo pseudocompuesto de 11, A\1,..., A\ yv1,...,v; los minimos sucesivos de 11 y ),
respectivamente. Entonces, tomando a A, y G» como arriba,

Vo,7 e C(n,p) (A, G-)| < PN~ (2.13)
Ademas, existen constantes que sélo dependen de n para las que
Vie[l.l] A, <v <. (2.14)

Cuando p=1, se reduce a la ya conocida |(a;,g;)| < A\; para i,j € [1..n].

Una pequena y aparentemente inofensiva proposicién es parte medular de la prueba
del Teorema Fuerte del Subespacio. Este lema participa directamente en la existencia del
subespacio fijo en el Teorema Fuerte del Subespacio.

Lema 2.7. Seanx1,...,xp, € R" yy1,...,yp € R" dos colecciones de vectores linealmente
independientes. Los vectores Xi A...AXp YY1 A... NYp Son proporcionales si y solo si

span{xi,...,Xp} = span{yi,...,yp}-
Demostracion. Ver [Sch], Lema 6C, p. 105. O

2.3. El Teorema Fuerte del Subespacio

El Teorema del Subespacio de Schmidt, igual que antes el Teorema de Roth, relaciona
aspectos analiticos y algebraicos a través de la geometria y el algebra lineal. El Teorema
Fuerte del Subespacio recalca desde su enunciado la vena geométrica.

Teorema 2.8 (Teorema Fuerte del Subespacio). Sean L1,...,L, formas lineales, L; :
R™ - R, linealmente independientes con coeficientes en RN A y ¢ = (c1,...,¢,) € R™ tal
que c1+co+...+¢, =0. Para cualquier Q > 0 los reales A\1(Q),  2(Q), ..., A\ (Q) denotan
los minimos sucesivos de

I(Q):={xeR":Vje[l.n] |L;(x)|<Q%}

Si existen 6 >0, de[l.n-1] y Q SR,y no acotado que satisfagan

A
Qen (@) < 2,
Q5
entonces, hay un subespacio S ¢ Q", dimS¢ = d, y Q1 € Q no acotado tales que para
cualquier Q € 94 los primeros d minimos sucesivos de I1(Q) se alcanzan en g1(Q),...,g4(Q) €

Z" 0 S%; en otras palabras, spang{g1(Q), ..., 8a(Q)} = S*.

Antes de trabajar en el Teorema Fuerte del Subespacio se cerciora que éste implica el
Teorema del Subespacio. Para lograrlo es necesario un lema que traduce la conclusién del
Teorema [2.8] sobre un subespacio fijo y minimos sucesivos en términos de una cantidad
finita de subespacios.

Lema 2.9. Sean Li,...,L, y c € R" como en el Teorema[2.8 Para cada 6 > 0 existe
una cantidad finita de subespacios propios Ty,..., T, € Q" tales que

Vx e Z" \ {0} ((Vje[l..n] ILi(x)] < [x]|27°) = xekflek). (2.15)
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Demostracion. La prueba es por contradiccién. En breve, se supone que las soluciones
de no estdn en una cantidad finita de subespacios propios de Q™. Se toma una
sucesién de soluciones, (x; );‘:’1, de modo que cualesquiera n términos sean linealmente
independientes. Después de mostrar que las hipStesis del Teorema [2.8] son satisfechas, se
fija un subespacio, S, de dimensién menor que n y se extrae una subsucesién de (x; )71
(¥;)721, cuyos elementos estén contenidos en S¢. Asi, cualesquiera n términos de (y; )71
seran linealmente dependientes, contradiciendo la eleccién de (x; )‘;‘;1

I. Algunos nombres son establecidos antes de empezar. Se define
VQ>0 Q)= {y R :Vje L] |Liy) <@}

Para i € [1..n] el i-ésimo minimo sucesivo de II es \; := \;(Q); g1(Q),...,8.(Q) €
Z", g; = gi(Q), son puntos en los que Aj,...,\, se alcanzan y S; := S;(Q) :=
spang{g1,..-,8i}

1. Supdngase que la conclusién del Lema [2.9] es falsa; esto es, que no existe una colec-
cién finita de subespacios propios de Q" cuya unién contenga a todas las soluciones
oo i . .
de (2.15). Sea (zx);2, una enumeracién de estas soluciones. Se extraerd una subsu-
cesién (zy, );‘;1 con la particularidad de que cualesquiera n términos son linealmente
independientes.

Sean zy, =21y

Vje[2.n] Ekj;:=min {z €Ny : 2k, ..., Zk,_,, Z; son Q-linealmente independientes}.
No es complicado ver que existen zy,, ..., 2z, . En efecto, si para alguna i € [2..n] se
tuviera a zy,,...,2,_, Pero no a z,, todos los términos de (z;)32, pertenecerian a
spang{zs,,. - -, %k, }, un subespacio propio de Q", que contraviene a la suposicién
inicial.

Recuérdese que si j € Ny, C(j,n—1) es la coleccién de subconjuntos de [1..5] con
n -1 elementos. Escribiendo = {l; <...<l,-1} € C(j,n-1),

VjeNs, kjiq:=min {z eN:VIeC(j,n-1) 2k, ,...,2k 2% son Q-lin. indep.} :

Si no existiera k11, para cualquier j € Ny; habria una subcoleccién de {zg, , ...,z }
con n -1 vectores— zy,... 25— tal que zy;,...,2zp ,2; son linealmente depen-
n-— n-1

dientes. En una comblnacmn hneal no terlal de Zy,, ..., 2 ,Z; igualada a 0, la
independencia de Zk’l ,zg _ obliga al coeficiente de z; a no anularse, por lo que
z; € spang{zy;, ... } De este modo, los términos de (z;)32; estarfan en a lo
mas n subespamos proplos de Q". En general, si para i > n+ 1 existiesen kq,...,k;_1
pero no k;, seria posible dar (1_11) subespacios propios de Q™ que contuv1eran a
todas las soluciones de (2.15)). Por lo tanto, (zx,)j2, estd bien definida. Adoptando
una escritura sencilla, (x;)52; es (zk,; )52,

111, Como los términos de (x;)52; son enteros, |X; e — oo cuando j = oo. Fijese por un

momento a j € N. Sean x =x; y Q = Q; = ||x[|es. De se obtiene
(Vie[l.n] |Li(Q°%)|<Q°Q“° =Q%) = Q°xeI(Q) = x e Q°II(Q).

La ultima expresién implica A\; < Q~°. Luego, A, > 1 cuando j es suficientemente
grande, porque el segundo Teorema de Minkowski dice Aj---A, > 1. Como A\; < Ay <
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V.

oS A ¥ A < Ay, existe i € [1.n — 1] tal que A; < A\jy1. Nétese que x € A, 112 A\ 11
Si x ¢ spang{gi,...,g:}, el conjunto AT tendrfa i + 1 puntos en Z" linealmente
independientes, algo imposible por \; < A;;1. Entonces, x € S; y, por S;€S53¢...¢
Sn-1 €5, =Q", se tiene x € 5,,_1.

Lldmese k al minimo entero tal que x € Sj. Se afirma que A\, < Q. Si no fuese asi,
se tendrfa A\; < Q7% < A\ y habria un i € [2..k] tal que Ay < Q7% < \;. De estas
desigualdades y x € Q°II se concluye que x € spang{gi,...,gi-1} = Si-1, contrario
a la definicién de k. En consecuencia,

Jde[k.n-1] Mg< AL“;.

n

d/n

Si asf no fuera, para toda d € [k..n—1] valdria Q™™ > Ag+1/Aa que, junto con 1 < A,

y A <Q70, da

Ak Ak An-1 ZQ_Mnn—k) . _5>_5(

n-k
> 5 o
An Akj-%—l An

-5
Q_5>Q— ):>0>k,
An n

una aseveracion ridicula. En resumen, x € S € S;.

Variando @ = @; = ||X;j[l en los indices suficientemente grandes, al menos una
d € [1..n - 1] se repetird una infinidad de veces. Sean (y;)32; una subsucesién de
(x;)521 en la que todos los términos tengan asociada la misma d y

Q:={|yjle : 7 €N}

Por el Teorema Fuerte del Subespacio, existen un subespacio S € R™ con dim S =d
vy Q' € Q no acotado tales que Q € Q' implica gi1,...,g4 € S 0, en otras palabras,
Sq = S. Témese una subsucesién (y;)52; de (y;)52; que cumpla con |y’ [« € Q" para
toda j € N. Estableciendo @ := |y} ] se tiene

VjeN y;eSi(Q;)=5+Q"

oo

y cualesquiera n términos de (y; 721 son dependientes, contradiciendo la eleccién de
[ee]
(x5) 71 u

Demostracion del Teorema del Subespacio.

I. Supdngase que los coeficientes de Ly, ..., L, son reales algebraicos. Ya que las formas

lineales no son iguales a cero, su niticleo es de dimensién n -1 y todas las soluciones
que satisfagan Li(x)--L,(x) = 0 pertenecen a una cantidad finita de subespacios
propios de Q™: U7 ker L;. Se trabaja, pues, con

S:= {X €Z™:0<|Ly(x)Lp(x)| < |1|6}
X [eo)

El Lema del Apéndice E avala la existencia de A = A(Lq,...,L,) >0 tal que

) 1
Vje[l.n] =2 < 1L ()| < [ %] oo,
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donde las constantes implicadas en los simbolos de Vinogradov dependen exlusiva-
mente de los coeficientes Ly, ..., L,. Entonces, cuando |x[ . es grandeﬂ satisface
1
—— <|L;(%)| < |x|%.
1. Dividase al intervalo [-2A, 2) en subintervalos disjuntos [c}, ¢}
A partir de esta particién de [-2A4,2) se obtiene una para S:

U{XEZ” (x€8) & (Vj ¢ [1..n] <|L;(x)| < Hxniff)},

la unién corre sobre las formas de elegir a los intervalos [¢} , ¢! e, el

i C ) ). Fijese
algtin término en la unién que no sea vacio, B. Para mantener manejable la notacién,

I ._ mno._ I
Ci=d,, Cf =¢i y

") con ¢ - ¢} <§/(2n).

. {X 2 (x¢8) & (Vj e[ln] IxIZ <|L;(x)| < Hxllfo;-')} .

Las desigualdades que determinan a B dan
n ) ) )
Ci<=6 Ci < [ —]<—6 —=——.
Z - Z P A A
Al definir C = (C4,...,C,) con
. " ]‘ w 44
Viel[l.n] C;:=Cf-=7% Cy
g1

se tiene Cy +...+C, =0y, como para cualesquiera x € By j € [1..n] valen |L;(x)| <

IX|< y €7 < G+ 5/(2n),

vx B (Vje[l..n] (|Lj(x)|<\|x|\§;f‘%)).

Las hipétesis del Lema se cumplen para C y §/(2n) en lugar de §, por lo que
todos los puntos de B pertenecen a una cantidad finita de subespacios propios de Q.
En consecuencia, las soluciones de estan en una cantidad finita de subespacios
propios de Q.

11. Cuando los coeficientes de Lq,...,L, no estén en R, el Teorema del Subespacio
de Schmidt se verifica por induccién. La base— todas tienen coeficientes reales—
va se ha verificado. Supéngase cierto el resultado cuando hay a lo més j formas
cuyos coeficientes no son reales y que hay j + 1 formas con esa caracteristica:
Lyj1,Ln_j,...,Ly.

Escribase L, (x) = R(x) +iI(x) donde R, I tienen coeficientes en R. Al menos para

una de las formas R o I, lldmese L., el conjunto Li,...,L,-1,L] es linealmente
mdependlentelﬂ Entonces, si x resuelve (2.1]),
1

W > |L1--~Ln,1Ln(X)|2 =|Ly-Lp1(R+ iI)(X)|2 = |L1~~~Ln,1(x)|2 (|R(x)|2 + |I(x)|2)

> | Ly Ly (%)) LL (%)

28i K1,K> son constantes para las que Ki|x|™ < |Lj(x)| < Ka|x|e basta con [x|e >
mé.x{Kll/A,KQ}.
3De lo contrario, I y R estarian en spang{L1,...,Ln-1}, que darfa Ln = R+l e spang{L1,...,Ln}.
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En consecuencia, la Hipdtesis de Induccién es aplicable a Ly, ..., L,_1, L, v el resul-
tado sigue. [

2.3.1. Prueba del Teorema Fuerte del Subespacio

La teoria sobre los minimos sucesivos y la concerniente al algebra de Grassman son
las dos columnas que sostienen la demostracién del Teorema Fuerte del Subespacio. A
primera vista, la pruebas de este resultado y la del Teorema de Roth difieren significa-
tivamente. Las similitudes, no obstante, seran evidentes al justificar la existencia de un
vector mediante la construccién de un polinomio auxiliar. Para no perder de vista la idea
general, las largas demostraciones de algunos resultados son diferidas.

Demostracion del Teorema[2.8. En esta demostracién las constantes implicitas en <« de-
penden Unicamente de ny Lq,...,L,.

1. Supdngase, adicionalmente, que |c|o <n™!. Con pi=n-dy o= {i; <...<i,} para
o €C(n,p), definase

VoeC(n,p) Agi=a; A...A8;, Coi= Y ¢,

€0
en donde L;(x) = (a;,x), i € [1..n]. Lldmese [ = (Z)

1. Se buscard una @1 > 0 para aplicar el Lema .17 a ¢ « {c, : 0 € C(n,p)}, § «
§/2>0,F < Q.0, v a(Q) « TP (Q) para Q € N.¢,. Recuérdese que P (Q), el
p-ésimo pseudocopuesto de II(Q), es

N?(Q)={X Ry :VoeCln,p) [{Ar, X)[<Q™}.

Los minimos sucesivos de II")(Q) se denotan vy,...,v;.

Hay dos suposiciones técitas en el Lema [2.17] son facilmente verificables:

1\ o
3 C(T:(n_l)Z:Cj:O7 VoeC(n,p) |co| < 1. (2.16)
oeC(n,p) p Jj=1

Para cualquier Q € Q, con \j = X\;(Q), v; =v;(Q) (j € [1..n], i € [1..1]) y recordando
el orden de C(n,p), se tiene

)\‘rl = )\n—p)\n—p+1"')\n = )\d+1)\d+2"')\na )\‘rl_l = )\n—p—l)\n—p+l"')\n = )\d)\d+2"')\na

Entonces, el Teorema [2.6]da Ags1Ags2- Ay < 1y Vi1 < AgAgs2--A,. En consecuen-
cia, de A\g < Ag+1Q 7% se deduce v, < 1,Q~? cuando Q € Q. Luego, exist Q:1>0

tal que
(@)
Q3

A cada @ > 0 se le asocia un par de bases de R}. La primera, {Vl(p), .. .,Vl(p)},

VQesq, 11(Q)< (2.17)

tiene coeficientes en Z con respecto a la base canénica y Vj(p) ey, 1P (Q), j € [1..1];

4 Algunos pardmetros no aparecen en el enunciado del Lema [2.17] estan definidos al principio de esa
seccion.
5Cualquiera que satisfaga Q1 > K92 con K la constante implicita en v;_; « 1,Q7%
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es decir, en esta base se alcanza a los minimos sucesivos de H(p)(Q). La segunda,
{Vl(p)*, .. .,Vl(p)*}, es la reciproca de {Vl(p), e Vl(p)}. Entonces, por el Lema[2.17]

existen Q' € Q.¢, no acotado y H®) ¢ R} tales que

(P)* _
VQ e le - g®.

Se asigna a cada Q > 0 el conjunto {G, : 7 € C(n,p)}, igual que en la discu-
sion precedente al Teorema Debido a que II(P) estd generado por los vectores
Q“A;=Q “ra A...Q “ra;, donde 0 = {i; <...<i,} € C(n,p), el Teorema
dice

VQ>0 VYoeC(n,p) VreC(n,p)~{n} [As G:)| <vi1Q.

En consecuencia, como Q' € Q.¢,, de (2.17) se obtiene

VQeQ' VoeC(n,p) VreC(n,p)~{n} [(4,,G,)| < nQ3.
Luego, existe Q2 > 0 tal que Q € Q. implica [(A,, G, )| < Q para o,7 € C(n,p),
7 # 7. Asi, cuando @ € Q;Qz, el conjunto {G, : 7 € C(n,p),T 7} estd contenido en

el interior de 111 (Q), por lo que spang{Gr,,...,Gr_ } = spanQ{Vl(p), e Vl(f’l)}
Tras bautizar G7 ,...,G7, a la base reciproca de {G. : 7 € C(n,p)} se tiene G, ||
V'l(P)*7 pues

L *
spang{G7,} = {Gr,,.. WG M= {Vl(p), el \/2(_171)} = spang {Vl(p) }

Para Q € Q;QQ sea G = G(Q) := g5, A...Ag,,. Por laIdentidad de Laplace (Apéndice
B, Lema @,

VTEC(TL,p) (GT’G:L) = (GT’G>
Debido a que {G, : 7 € C(n,p)} es una base de R}, G = G7, . Esto conlleva G || Vl(p)* =
H® implicando que S* = spang{gy,,(Q),...,g,(Q)} sea el mismo subespacio para
cualquier @ € Q4 (cfr. Lema . Por lo tanto, con 9; :=Q{,,,

VQeQ: spang{gi(Q),...,g4(Q)} = (spanQ{g;H(Q), ... 7g;(Q)})l = (9*)*t = s,

Para poder concluir hay que erradicar la hipétesis ||c|loo < 771, Supéngase que todas
las hipéStesis son satisfechas, pero que |c|| > n~! y considérese el significado de TI(Q),
0y M(Q),..., 2 (Q) como en el enunciado del Teorema. Con € := (n|c|w) 'c es
claro que

VQ>0  TI(Q):={xeR":Vje[l.n] |L;(x)<Q%}
:{XER":Vje[l..n] |Lj(x)|anniﬁ}:H(Qm).

De este modo, si A1 (Q) < ... < A, (Q) son los minimos sucesivos de II(Q), la igualdad
anterior da

VQ>0  Vje[l.n] Xj(Q):A(Qm), (2.18)
Entonces, con 9 := {Q"¢l=: Qe 0} vy § := (n]c|e) 16 >0,

Ads1 (Qm) _Aa(Q)
ey @

1

VQeQ 2a(Q) = A\g (Qnucum ) <
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Asi, por los cuatro puntos anteriores, hay un subespacio propio S ¢ Q" y 9,9 no
acotado tales que para @ € Q1 los primeros d minimos sucesivos de II(Q) se alcanzan

~ ~ ~ ~ . —1 =
en 81(Q),...,84(Q) y S =spang{g1,...,8a}. Definiendo Q; := {Q7Fl= : Q € Q1 } ¢
£ que no es acotado, pues £2; no lo es, y, en vista de (2.18]), con Q7 y S se obtiene
la conclusién deseada. [

2.4. Construccion del Teorema Fuerte del Subespacio

En términos de la prueba del Teorema Fuerte del Subespacio, no es trivial ver cémo
se usaran los métodos expuestos en el Teorema de Roth para justificar la existencia de
H®)_ Esto se probard asignando a cada Q > 1 un paralelepipedo y a éste, un subes-
pacio unidimensional relacionado con el dltimo minimo sucesivo y se verd que para un
subconjunto no acotado de R,1, este subespacio permanece fijo.

A pesar de que se busca un objeto en R}, bastara trabajar en R". El Teorema
es parte fundamental de la prueba. Esta proposicién traduce un problema de minimos
sucesivos a uno de polinomios en varias variables. Es en la construccion de este polinomio
en la que las ideas inspiradas en el trabajo de Roth resolveran varias vicisitudes.

La longitud y los recovecos del largo razonamiento pueden ocultar las ideas que lo
conforman. Es pertinente ver una guia general sobre el edificio que estd por estudiarse. La
prueba se divide en dos grandes partes. Después de definir un nuevo indice de polinomios,
ahora con respecto a formas lineales y un multi-indice, se trabaja a grandes rasgos bajo
el siguiente esquema;:

1. Construcciones geométricas

1. TI(Q) es el paralelepipedo generado por Q' Lq,...,Q " L,, para cada @ > 1, sus
minimos sucesivos son Ai,..., A, V &1,...,8n € Z" es una base obtenida de la
definicién de minimos sucesivos. El objetivo es encontrar h € R tal que g, = h
para una infinidad no acotada Q suponiendo A\,_1 < A\,@Q7°. Es fundamental
notar que m(I1(Q)) = m(II(1)) = 2"|det(L1,...,L,)|™" para cualquier Q > 0 por
propiedades del determinante y ¢ + ...+ ¢, =0.

2. Se demuestra el resultado bajo la suposicién \,_; < Q7. Esto se prueba por
contradiccién con un polinomio auxiliar y un argumento similar al del Teorema
de Roth.

3. Usando el Lema de Davenport se concluye la existencia de h suponiendo A,_; <
A Q0.

11. El polinomio auxiliar

1. A partir de un sistema de ecuaciones lineales y el Lema de Siegel, se construye un
polinomio, P, que satisface propiedades de homogeneidad y con altura acotada.
Este resultado, el Teorema [2.18] corresponde al Teorema [I.4]

2. El Teorema[I.5|tiene su andlogo en el Teorema[2.19] Con respecto a ciertas formas
lineales My, ..., M, con coeficientes en Z coprimos y un 0 < r € Z™ el indice de
P es acotado inferiormente. Aqui se echa mano de las mallas, conjuntos finitos
que determinaran si los polinomios se anulan en ciertos subespacios lineales.

3. Finalmente, se acota superiormente el indice de P con respecto a Lq,..., L, con
el Teorema analogo al Lema Fundamental de Roth.
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2.4.1. Indices de polinomios

En el capitulo anterior se construyé un polinomio auxiliar cuyo indice se sujetaba
a ciertas desigualdades que, suponiendo falso el Teorema de Roth, desembocaron en
una contradiccién. En esta seccién se definird otro indice para polinomios con respecto a
formas lineales y puntos. Para distinguir entre estos dos objetos se llamard al ya conocido
indice de Roth.

En adelante n, m € N seran fijos, r € N,

X = X1,17~ . '7X1,71;X2,1a cee aX2,n; cee ;Xm,lv cee 7Xm,n
y R[X] ser4 el anillo
R[X] = R[Xl,la .. .’X17n;X271, . ,X27n; . ;Xm,h e 7Xm,n]-

Dada una coleccién de formas lineales L1, ..., L,, : R™ = R con coeficientes algebraicos
se define para cada c € R el ideal’]

I(c) ::< LV L2 Lim s gy g, .o iy, € No, Zﬁ >c )
=173
Nétese que ¢1 > ¢o implica I(c1) € I(ca).

Definicién 2.5. Sean P € R[X] y L = (L1,...,Ly,) . Si P # 0, el indice de P con
respecto a L yr es

ind P := indy(P;L) :=sup{c>0: P e I(c)}
y si P=0, ind P := +co.
Las formas Lq,..., L, : R” -> R dadas por
Vhel[l.m] Lp(Xna1,- s Xnn)=an1Xp1+...+10Xnn,

se mantendran fijas por lo que resta de la seccion. No se pierde generalidad al suponer
an1 # 0 para h e [1..m], por lo que cada X}, 1 se expresa en términos de Ly, X 2,..., Xnn

y

_ . . s J1 v 1,2 a1,n Jm Yy 4m,2 Am,n
P= ZC(]hCLLQ, e Qe Jmy Q2 e e Gmn ) L] Xy 5o X e L X 5 X
(2.19)

m

Escribiendo j = (j1,...,Jm) para j € Njj* se define
= min{j-r71| (JeNG, e(fr,a1.2, - 503 dns e Gmon) 4&0}.
Entonces, se tiene P € I(u) y p < ind P. Por otra parte, como P € I(ind P), cada término
en (2.19)) con coeficiente no nulo, indicado por el multi-indice j, satisface
n ;.
jort =L sindP — p2indP  p=indP. (2.20)
i=1 T4

Para cualesquiera P,Q € R[X] vale P,Q € I(min{ind P,ind @Q}) y, por ser un ideal,
P+ Q ¢ I(min{ind P,ind Q}), por lo que ind(P + Q) > min{ind P,ind Q}. Escribase P =

6(L) significa el ideal generado por L.
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P; + P, en donde P, comprende a los términos para los que Y., jp/rp =ind Py Ps, a
los que tienen Y3 ; jp/rn > ind Py, similarmente, @ = Q1 + Q2; entonces,

PQ= (P +P)(Q1+Q2) = PLQ1 + P1Q2 + P,Q1 + P2Qs.

En consecuencia, por la caracterizacién del indice dada en (2.20), ind(PQ) = ind(P) +
ind(Q).

Lema 2.10. Para cualesquiera P,Q € R[X] se cumple, con respecto a Ly,..., Ly,
1. ind(P + Q) > min{ind P,ind Q},
2. ind(PQ) =ind P +ind Q.

El Lema debe parecer familiar, corresponde al Lema[I.3] No obstante, la propo-
sicién del capitulo anterior consta de tres incisos. La propiedad faltante también tiene su
contraparte, mas ella exige nueva notacién. Igual que antes, cuando

T = (2'1717 Ce ,i17n; .. .;’L'm,l, .. .,Z'mm) eZm™
tenga entradas no negativas, el operador diferencial (+)z : R[X] = R[X] es

1 J*p

. . 7 ern )
il imn! OX O X

VP eR[X] Pg:=

donde |¥| =711 +...+4%,,.n. Recordando que r € N, no existe problema alguno en definir
1,1 , q ;

g'_ii]'71+...+i]’7n

r =1 T

A pesar de chocar con el cociente de multi-indices cuando m = 1, no hay riesgo de
confusién con esta escritura. El contexto y la tipografia dejaran sin ambigiiedades el
significado de la divisién.

Para cada h € [1..m] la forma Lj, : R™ — R se extiende a R™" con la misma regla de
correspondencia:

Lh(X1,17 .. -aXl,n§ . ;Xm71, e 7Xm7’ﬂ) = a;thhJ +...+ ah,nXh,vr

En los Lemas y se considera a las extensiones en R"™ y a T'c R™™ como

T= m keth.
h=1

Nétese que dimT = m(n - 1).

Lema 2.11. Con respecto a L1,..., Ly yr se cumple

VPeR[X] VYT eNI™ indPs>indP- .
r

Ademdas, ind P > % implica P¢|T =0.
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Demostracion. Cona=(a12,...,01,n}---;m.2,---,0m.n) e redacta la férmula (2.19) de
manera mas breve:

P =3 c(,a) L] Ly Xy 52 Xy X o e X e

1,n
J,a

Aplicando (-)z a P con T = (i1,1,...,1,n}---%m1,---,%m,n) € llega a

Pr = Y el ) [(XP57 - X0 Ve L Lip + Xp57 - X (L3 L )<

m
J,a
a1,2  ya J1..1d a2 a Ji=(ira+Hirm) | pdm—(im, 1+ +im n)
—ZC(Jya) [(X m, n) L L%’L +KJX1Y2 "Xrn,"fnnL n L m, ,

con Kj constantes adecuadas. Si en algtin j los exponentes de las formas son negativos,
Kj =0y la desigualdad buscada sigue de la caracterizacién

Cuando ind P > % vale ind Pz > 0. Representando a Pz como en y usando
se ve que en cada sumando al menos una forma tendra exponente es positivo. En

otras palabras, P como polinomio en Lq,...,L,, no tiene términos constantes. Por lo
tanto, cualquier x € T' satisface Pz(x) = 0. O
Lema 2.12. Con respecto a Ly,...,Ly,,r se tiene

VP eR[X]\ {0} 3ITeNy" (indP:g) & (Pg|,#0).
r

Ademds, cuando a1 #0 para h € [1.m], puede elegirse X de la forma
T =(i1,0,...,0;i2,0,...,0;...;%m,0,...,0).
Demostracion. Agrupando los términos de se producen polinomios en
Xio2- 0 Xin, - Xm2, -, Xmon
que dependen de los multi-indices, esto da la representacion

P=Y"RG; X120 s Xt i Xm2s ooy X ) LA Lo
;

Por la definicién del indice y la elaboracién de los polinomios R, cuando j-r~! < ind P,
R = 0. Entonces, la caracterizacién p = ind P da la existencia de 0 < j' € Z™ tal que
R(j,;XLQ...,Xl,n;. -~;Xm,27-~- >Xm,n) +0 yj’-l‘_l =ind P.

Suponiendo que oy, 1 # 0 para toda h € [1..m] (si no fuese asi, simplemente se elige en
cada forma una variable con coeficiente no 0) y se define

(Sz(j{707'"70;jé707'"70;"';].7/1’07""0)'

Entonces, como dimT =m(n-1) y Pr = KR(j’; X12,...,Xmn) con 0+ K € R es un po-
linomio en n(m-1) variables distinto de cero, se cumple Pz|r = KR(j'; X1,2,. -+, Ximn) #
0. O]

La discusiéon previa revela similitudes imposibles de ignorar entre el indice de Roth y
el recién definido. Los parecidos se explican porque el indice de Roth puede entenderse
como un caso particular del actual ([Ba01], p. 70).



2.4 Construccion del Teorema Fuerte del Subespacio 37

2.4.2. Construcciones geométricas

En esta seccién, para cada h € [1..m] las funciones Lp(X) = (ap,X) serdn lineal-
mente independientes con coeficientes en los enteros algebraicos. Los vectores af, ..., o},
denotarén a la base reciproca de aq,...,ay; ¢ = (c1,...,¢,) € R” cumplird |cfe < 1,
c1+...+¢cy, =0y 0 >0. Nétese que las entradas de af,...,a) también son ndmeros
algebraicos.

Ya establecida la simbologia, nuevos conjuntos son construidos. Si todas las entradas

de c fuesen menores que —4/2, su suma serfa estrictamente negativa; luego,
. 0
6= ze[l..n]:ci+§20 0. (2.21)

Para cada @ > 1 el paralelepipedo TI(Q) es el generado por {Q “ay,...,Q "a,} v
IT* (@), el reciproco:

VQ>1 TI(Q):={xeR:Vie[l.n]|{as,x)|<Q%},
VQ>1 I(Q):={xeR:Vie[ln]|{af,x)|<Q}.

Los minimos sucesivos de II(Q) son A1(Q),..., A\ (Q) v 81(Q),...,8,(Q) € Z" son una
base de R™ tal que

Vie[l.n] gi(Q)eXN(Q)INQ).

A la base reciproca de g1(Q),...,8,(Q) se le denota g7 (Q),..., g (Q). Expresar todo
el tiempo que cada uno de estos objetos depende de @ dificulta la escritura, a veces la
dependencia sera omitida.

Resultados principales

Lo que se busca es probar la existencia de H®) en la prueba del Teorema Fuerte del
Subespacio. Trabajar en R} darfa complicaciones innecesarias; de este modo, se piensa
el problema simplemente en R™ con el producto interior usual. La notaciéon precedente
permite una formulacién més clara de la meta: el Lema [2.1

Bajo A\n_1 < Q7% el Teorema da un conjunto no acotado cuyos elementos, @,
satisfacen g7 (Q) € {a} :i € &}*. Con un real Q que cumpla esto, se fija un miltiplo entero
adecuado de g7 (Q), h € Z", y se concluye que h € IT*(Q) para Q en un subconjunto no
acotado de Rsg. Si se varfa a ¢, ¢ = ¢(Q), también puede encontrarse un vector que
se comporte de manera similar a h para nuevos paralelepipedos ﬁ(Q) Esta variacion
permite modificar la hipétesis del Lema para llegar al Lema

Lema 2.13. Sea B € R,y no acotado. Si existe i € & tal que {a},g}) # 0 para toda
Q € B y toda Q € B satisface A1 < Q~°; entonces, existen constantes C1,Cs,Cs > 0
dependientes de 0, L+, ..., L,,c tales que

VQ>Cs QY <gh(Q)]e < Q2. (2.22)

Una desigualdad sigue de manera més o menos directa del segundo Teorema de Min-
kowski. La otra requiere de algunas ideas algebraicas, especificamente, de campos numéri-
cos y enteros algebraicos.

Teorema 2.14 (El Teorema del Peniltimo Minimo). Sea B ¢ R,y no acotado. Si para
toda Q € B se cumple \n_1 < Q7°, entonces existe Q1 = Q1(0;L1,...,Ly;cr,..yen) >0
tal que

VQ>0Q VieS (aj,g;)=0. (2.23)
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A primera vista, el Teorema [2.14] va en un sentido contrario del objetivo, dice que
el promisorio Lema [2.13| no es aplicable para @ suficientemente grande. Lejos de desilu-
sionar, esta observacion sugiere que la prueba del Teorema serd por contradiccion.
Una larga construccién que emula a la prueba del Teorema de Roth se utiliza en este
resultado.

Lema 2.15. Sea © ¢ {Q eR.1: A1 < Q"s} no acotado. Ezisten h € R" fijo y D' ¢ ®
no acotado tales que
VQe®' g =h.

Noétese que este lema dice que, aunque los vectores gi,...,g, no son Unicamente
determinados forzosamente, g; si lo es.

Mientras que el Lema el vector ¢ permanece fijo, el Lema afirma (después
de aplicar logg a los nimeros A;) que si ¢ depende de @, ¢1+...+¢, =0y [cll <1, la
conclusién del Lema [2.15] sigue siendo valida.

Lema 2.16. Sea B un conjunto no acotado de reales y supdngase que para cada Q € B
existen reales positivos A1 = A1(Q), ..., An = A, (Q) que satisfacen

1 1
AjAs-- A, =1, xS A1, Ay — e, — < Q. 2.24
142 rnax{ 1 A, An} Q ( )
Sean I = TL(Q) el paralelepipedo generado por {AT'ay, ..., At ), A, A los mini-
mos sucesivos de 11, g1,...,8, € Z una base de R™ tal que g; € \II para i € [1.n] y
g7,...,8, su base reciproca.

Si para cada QQ € B se cumple A1 < Q7% entonces, existen h e R™ fijo y B’ < B no
acotado tales que

VQe® g =h

Finalmente, el Lema de Davenport asocia a cada II(Q) un nuevo paralelepipedo, I,
al que se le aplica el Lema [2.16] Con un argumento de perpendicularidad y el Principio
del Palomar de Dirichlet se alcanza la conclusién del Lema 217

Lema 2.17. Sea § := {Q eR 1M1 < )\nQ"s}, Existen h € R™ fijo y ' €§ no acotado
tales que
vQeF g =h.

Demostracién del Lema [2.13]
Demostracion. Cota superior. Sea @ € B. El Segundo Teorema de Minkowski y A1 <
Q7% dan

1 - 1
E < )\1"')\n_1 S A'Iz—l < W

donde se usa el hecho de que mII(Q) es constante (ver I.1. del esquema de la prueba al

inicio de esta seccién). Del Teorema con a; = ;)™ y aj = ] ), para constantes

que dependen de Lq,..., L,,

1 1
)\chi < Q(;('I’L*l)‘FCi’

Vie[l.n]  |{af,g)]| < (2.25)

Debido a que aq,...,a, € R™ es una base, para cada x € R"” hay exactamente una
1A r T — n o~ . .. 3 * — n . .
coleccion de reales- Ty,...,T,- tal que x = Y7 Tjay; en particular, g, = Y74 gjo.
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La linealidad del producto interior y la definicién de base reciproca aseguran que g; =
(e}, gn) para cualquier i € [1..n]. En efecto,

n n n
Vie[l.n] (aj,g,)= <af, > gj%‘) =2 gileg,a) = 3 9055 = gi-
j=1 j=1 j=1
Tras notar que la funcién que |- |4 : R™ — R dada por |x]| 4 = mdx{Z1,...,Z,} es una

norma, se deduce de (2.25)) y |c|e <1 que

1 Q™ Q
< Q3(n-Dyve; — QoCn-1) s Qi)

Viel[l.n] gl = (e}, g5)

Luego,

* * Q
lgnllo < gnlla < W,
en donde las constantes dependen de Li,...,L, (por (2.25) y la equivalencia de las
normas en R™). Asi, como d(n -1) > 0, tomandﬂ Cy=2-2"15(n-1) yaQe®B
suficientemente grande, se tendra ||g, o < Q2.
Cota inferior. Sea @ € B. La definicién de & y (2.25) dan

1 1

K ——+ <
Qé(n—l)—% - Q%

Vjie® |(a;,g;>

Por otra parte, para cada j € [1..n] escribase aj = (a}l, .. ~704;,n)= cuyas entradas son
algebraicas, A} = [Q (a’fl,...,a;vn) : Q] vy A* := max{A7],...,A}. Por la Regla de
Cramer, g, € Q" y por , los denominadores de sus entradas son a lo méas n!. Entonces,
con i € & el de la hipdtesis, la cota para los denominadores de las entradas de g;; y el que
haya sélo una cantidad finita de Q-automorfismos de Q(aj 4,...,q;, ,,) dan la existencia
de constantes dependientes de (o j);; y n tales queﬁ

IN((a7, g, )| > 1.

Por otra parte, (o, g,) # 0 tiene a lo mds A; conjugados y cada uno de ellos es en
valor absoluto « ||g} |, la cota se obtiene con un argumento que apela a la cantidad
finita de Q-automorfismos de Q(aj y,...,qa;, ,,) v la desigualdad de Cauchy-Bunyakowski-
Schwarz. Por consiguiente, retomando |N({ca,g"})| > 1, se tiene

1 . 1 1
PN 2 |(a7,7gn)| > A*—1 2 H HA*_l
’ lgn s’ Enlleo

— g2 > QF = A*> 1.

La dltima implicacién es porque A* € N y si fuese 1, B estaria acotado (Q es cualquier
elemento de B). Entonces, para Cy = §/(3(A* - 1)) vy Q € B suficientemente grandeﬂ
vale

lgnllm > Q. O

7Si K es la constante en ||gy [eo < Q1D basta con que Q¥(""1/2 > K para tener |gn | < Q°2
con la C2 propuesta.
8Cuando a sea un ndmero algebraico, N(«) denota al producto de « y sus conjugados.

s
98i K es la constante implicita, basta con Q > K§(A™-1),
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Con las hipétesis y la notacién del Lema [2.13] se considera a M : R™ - R dada por
M(x) = (m,x), donde m € {g1,...,8,-1}* NZ" tiene entradas coprimas. Por la definicién
de base reciproca, m || g*. Ademds, de la Regla de Cramer aplicada para calcular g con
E =det(g1,...,8n), se tiene g = (¢/E)m para algin ¢ € Z. De aqui se sigue que t | E,
pues

Lt E
<gn7gn>:E<gn7m>:1 S ?:<gn7m>€Z'

Llamando F = E/t se tiene 1 < |F|<n!y g’ = F~'m; en consecuencia, |me < [g* o <
|m|le, que implica g} < H(M) < |g)]lc. Luego, €l Teorema da constantes
positivas Cy, Cs, Cg sujetas a 6, L1, ..., Ly, c tales que

VQ>Boo, QY <H(M)<Q. (2.26)

Demostracién del Teorema [2.14]

En breve, la prueba es por contradiccién. Primero, se supone que el conjunto de reales
que no cumplen con la conclusién no es acotado y se especifican algunos parametros. A
partir de estos objetos se obtiene un polinomio auxiliar, P. El indice de P con respecto
a ciertas formas lineales y un multi-indice estard acotado superior e inferiormente. Las
dos cotas implicaran una desigualdad ridicula. Durante la prueba se hara referencia a un
teorema posterior, pero la prueba de éste no depende de la demostracién actual.

Bajo este resultado- en el polinomio auxiliar- subyace una larga construccién muy
parecida a la hecha por Klaus Roth. Las pruebas de las proposiciones concernientes a
las propiedades del polinomio construido son postergadas buscando enfatizar al edificio
geométrico.

Demostracion. 1. Supéngase que no es acotado el conjunto
1 . * *
A = {Q> 1: ()\n,l < @) &(3ie® (a],g)) iO)}.
1. Se elige 6; tal que 0 < é; < min{1,4}.

2. Se toma ¢ > 0 tal que
16n%e < §;. (2.27)

3. Con A =max{A1,...,An}, A;:=[Q(aj1,...,a;,): Q] para je[l.n], seameN
tal que
s 4log(2nA).

2

También, se considera
m-—1
- 24 ()2
w=w(m,e)=—|— .

4. Sean E y D como en el Teorema (dependen unicamente de los los coeficientes
de Lq,...,L,,. Con Cy4,Cs,Cs como en (2.26)) se toma @1 € 2 tal que

2 2
wCy wCy

ot wof 1
Q. 223"“12, Q. Zqu27 Q5 >2"E, Qi>n(g+1).
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5. Sean Qs,...,Q., €2 tales que
Vhe[l.m-1] wlogQps1>2logQp,
1
Vhe[l.m] Q5 >2"E, Q5> n(f + 1)
€

2
wCy

Vhe[l.m] Qn>Cs, Q5 2% (2.28)
El primer juego de desigualdades implica Q, > Q-1 > ... > Q1.
6. Se fija a r e N de modo que

erylog Q1 2 log Q,

Vhe[2.m] 1= l%J +1.

Nétese que las entradas de r satisfacen (2.37)), porque

1
Vhe[2.m] rilogQq = %loth

log Qn
<rplog@Qp (2.29)
I
| P iog @1 +10g @1 < 1 Tog Qs +log @
log Qn
<ri(l+e)log Q.

11. La eleccion de e, m y r permite usar el Teorema para obtener un polinomio
P = P(Xl,l,. . ~3X1,n; .. ~;Xm,1a - 7Xm,n)-

En P se aplicard primero el Teorema2.19| Para cada h € [1..m], {gn.1,...,8nn}t S Z"
es una base de R" que satisface

Vhel[l.m] Vie[l.n] gnieNi(Qn)I(Qp).

Con esto y la hipdtesis sobre el pentiltimo minimo, cuando h € [1..m],i € [1..n],t €
[1..n— 1] se obtiene

Li(ght)| < MQ < Xpi1 Q% < Q570
Entonces, por el Teorema (6 < 6y, LD « L; para i € [1..n]),
me <ind P(My,...,Mp;71,. .o, 7m),

donde My, = My (8n.1,--.,8hn-1) es la forma de la discusién posterior al Teorema

213

1. Ahora, el indice anterior se acota inferiormente con el Teorema [2.:20] Para verificar
sus hipétesis, se ve que (2.29)) conduce a

Vhel[l.m—-1] rpe1logQpe1 < (1+e)r,logQp,
que al reordenar y apelar a la primera parte de (2.28]) se convierte en ([2.40)):

The110g Qni1 S 2log Qn The1log Qi1 274

w(1+€)1oth " logQpi1 (1+¢)logQp Cl+e

Vhe[l.m-1] wry> > Tl
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La suposicién sobre 2 permite usar el Lema y las lineas subsecuentes para llegar
a
Vhe[l.m] Q" <H(My)<QS?.

Aplicando varias veces estas desigualdades y (2.29)),
rnC c e
Vhe[l.m] H(My)™ >Q"* >Q7* > H(M;) % . (2.30)
Llamando £ = C4/C5, esto se reescribirse justo como (2.41)):
Vhe[l.m] H(M)"™ > H(M)"C.
Entonces, usando la desigualdad de arriba y (2.28]) en (2.30)), se obtiene ([2.42)):
Vhe[l.m] H(My)*t > QUECt » 28me”,

Finalmente, el Teorema asegura H(P) < DItl < D™ que, dada la eleccién de
@1, conduce a (2.43):

wry C:‘L’

'H(P)q2 < qumn < Ql Ts  _ chrlCz;& < 'H(M1)WTI£.
Asi, el Teorema [2.25| es aplicable y su conclusién es

ind(P; My, ..., Mp;r1,...,"m) <€

1v. Las dos desigualdades que involucran al indice conllevan 0 < me <€ o m < 1. Sin
embargo, la eleccién de m—tomando en cuenta los valores posibles de A, n y e— fuerza
a que m exceda a 1. La constradiccién proviene de suponer que 2 no es acotado.
O

Demostracién del Lema [2.15]

Demostracion. El Lema avala la existencia de @ € D que satisface g} (Q) € {a] :i €
&}+. Multiplicando por un entero racional adecuado, se fija a h € Z", h # 0, con entradas
coprimas y paralelo a g (Q). Asi, existe Q1 > 0 tal que Q € ©.¢, implica h € II*(Q),
pues

VQeDoo, (Vie |(a;,ﬁ)|:o)&(we[1._n]\e |(af,’ﬁ>|<<1gQi+g<qu).

Del Teorema de los Paralelepipedos Reciprocos de Mahler (Teorema[2.12)) y la definicién
de ® sigue que

1 1
VQeD — <Ap1<— — VQeD Q° <A}
S Q7
Luego, existe Q2 > 0 tal que Q € D,g, conlleva A\j > 1; por ende, si Q € D y @ >
max{Q1,Q2}, todos los puntos enteros de IT*(Q) son multiplos de h.

Por (2.25) existe Q3 > 0 tal que g (Q) € II*(Q) cuando Q € D, q,. Témense Q € D,q,,
Q4 :=méx{Q1,Q2,Q3}, yme{gy,...,8-1}" NZ" con entradas coprimas, entonces, con

F' como en el parrafo anterior a (2.26)),

1
gr=—m conl<|F|<n!
F



2.4 Construccion del Teorema Fuerte del Subespacio 43

A pesar de que g, y I dependen de @, se cumple g, | h porque g’ e II*(Q). Entonces
m || h y, ya que m, h € Z tienen entradas coprimas, m = h o m = —h. En consecuencia,
siJ,={1,2,...,nl,-1,-2,...,-n!},

1~
VQeD,q, 3IFel, g;(Q):iFh.

Al variar a Q € D.(,, g (Q) asume una cantidad finita de valores. Por lo tanto, existen
D' c® no acotado y h e R" tales que g (Q) =h para Q ¢ ®'. O

Demostracién del Lema [2.16]
Para cada @ € 9B sea ¢ = ¢(Q) € R™ el vector dado por

. _log(A:(Q))
VQeB Vie[l.n] «(Q) og(Q)
Este vector satisface ¢1 +...+¢, =0, [c|eo <1y A; =Q%.

Sea C = [-1,1]™. No es complicado ver que una particién {P;};c; de [-1,1] induce
una en C, P = {P;, x...x P, :41,...,i, € I}. En particular, se considera a {P;};cs
integrada por intervalos de la forma [c,¢') y [¢,1] tan fina que si x,y € C estén en el
mismo elemento de P, entonces

509 - sl < 5

donde s: R" - R, s(z) =21 +...+ 2. }
Sea C' = [dy,d}) x...x[dp,d]) € tal que ¢(Q) € C para una infinidad no acotada
de Q) €5, llamese B;. Se define la coleccion

. 1 &
Vie[l.n]  dj:=dj-—=> d.
nj=1
Nétese que dy + ... +d, = 0. Ya que cj <djy s(dy,.. Ld)nTt <2718, valen ¢; < Jj +2715
y

VJE[].H] Cj—(sﬁdj—g.

Sean @ € B con c(Q) € ~C~’ y &1 = 81(Q),...,8n = 8:,(Q) puntos que realizan los
minimos sucesivos de II(Q), A\; <... < \,. Retomando la hipétesis A,_1 < Q°

1
Q3
La desigualdad anterior implica que el pentltimo minimo sucesivo de 1I Q) ={x ¢
R™ : |L;(x)] < Q%}, \,_,, satisface \,_; < Q°/2. Entonces, por el Lema existen

n-1»
By € By no acotado y h' € R™ tal que g/ (Q) = h para cualquier @ € Bq, en donde
g1(Q),...,g,(Q) realiza a los minimos sucesivos de II(Q)" v g7*(Q),..., g (Q) es su
base reciproca.

Por el Segundo Teorema de Minkowski y A,,_; < Q% para Q € B, suficiente-
mente grande A, > 1> Q7%2. De se obtiene que {gi1,...,8n-1},{81,---.&h_1} S
Q%’II'(Q) que estd propiamente contenido en A, II'(Q); luego, spang{gi,....g, 1} =
spang{gi,...,8n-1} vy 8, || &, =h’. Argumentando como en el Lema existe B’ € B,
no acotado tal que g, =h’'.

Vie[l.n—1] Vie[l.n] |Li(g)<)Q% <Q% 0<% 5=—Qb. (231

10,05 intervalos pueden ser cerrados.
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Demostracién del Lema [2.17]

Demostracion. En esta prueba las constantes involucradas en los simbolos de Vinogradov
dependenran de Lq,...,L, y n.

I.

II.

Las condiciones (2.6)), (2.7) y del Lema de Davenport se satisfacen con

" 2 \w - ._ Po _ _Po
VQeF po = (A1 Ao An2An )", Vie[l.n-1] p;:=22, Pn = .
)\i )\n—l
En consecuencia, hay una permutacién de [1..n]- t1,...,t,— tal que los minimos

sucesivos de

Q) = {X eR™:Vie[l.n] M < 1}’
QCI Pt

llamados A},..., A, satisfacen \;p; < )\ K Ajpj.

Por el Segundo Teorema de Minkowski y la definicién de §,

, 1 e w Aot \™ 1
VQ €S /\n—l < pn—l/\n—l =po = ()\1/\2"'/\n—1)\n)" (Tl) < ( 1) < 5 -

(2.32)
Sean Q€F y g1(Q),...,g(Q) puntos que realicen a \],..., A . Nétese que
n L L Ixfoo 1
Vx e Z" ~ {0} 1213215);{ 0o > — 0 1<a<x{|L (x)|} > 0 > 0
que con X = g} conduce a \; > Q~!. Por otra parte, si ey,...,e, la base canénica,
- [LiCe)l ) ( , |Li(gn)| )
Vi,je[l.n <Q Vie[l.n —C < Q],
(vigetn el ) e

n=1 n=1
de donde A, < @, que se traduce por (2.32) y A\," > A", en

1
£o 1 An-1\™ 1 1 Po 1 An-1\" 1
S Wi Anfl( A ) o TN «AM( A ) PV

(2.33)
Juntando a con py > ...> p, >0 se deduce Q' « P < Pn-1 ... <p1 < Q.
Luego, si A; = Q° /py,,

ch ch

Vie[l.n] 1« = A; < QY < Q2
<9 <
Entonces, existe ()1 > 0 que cumple con
Q(‘1+ ACp , 1 1 3
VQeFog, ArA, -1, max{A,...,An,—,...,—}gQ.
we a Pty Pty ! Al An

Ademds, si 65 = §/(4n), (2.32) da \/,_; < Q73%2 cuando Q € F-q,. Aplicando el Lema
(62 < 8, B« {Q%:Q eB.q,}) se obtiene F' € F no acotado y h’ e R™ tales que

vVQ3eB” g*(Q*)=n' (2.34)
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1. Témese Q € §'. Si T,,—1 =span{gy,...,8n-1}, de y (2.33) sigue que

L,L. Lz ) )\/ n )\I
vg /N - max | (g)| = méx | (g)|pt1 > nP > 2n
1<isn A 1<i<n Qci on Q

>N > Ny > 1.

Por otra parte, dice X, , « Q% de donde A\,_; < 1si Q € § es grande.
En consecuencia, {gf,...,&_1} € Th-1 que da T},_1 = span{g],..., g, 1} Lldmese
m e Z" nT;_; con entradas coprimas. Un argumento similar al de la demostracién
del Lema indica que

1 1
vQeF  gi(Q)= ik g (Q) = Zm= h'  con 1 <|F|,|F'| <nl

Luego, g (Q) = (F'/F)h’ toma una cantidad finita de valores cuando Q* € §’. Por
lo ranto, existen §” € § no acotado y h para los que g =h para QeF’. O

2.4.3. El polinomio auxiliar

La cuenta pendiente esta en el Teorema La idea que guia a este argumento se
asemeja a la del Teorema de Roth. No obstante, el costo de la generalizacién estd en
el uso de nociones mateméaticas més sofisticadas y, sobre todo, méas rincones detallados.
Buscando facilitar la comprensién, en la medida de lo posible se imita la exposicion del
capitulo pasado.

Resultados principales

Para construir el polinomio auxiliar se recurre a un argumento que debe sonar familiar.
Sean LW ... L™ :R™ - R transformaciones lineales independiente fijas dadas por

Vie[l.n] LO(X1,....Xn) = ai; X,
i

con todos los niimeros «; j, enteros algebraicos reales. A cada una se le asocia una coleccién
de formas lineales definidas por

. n
Vie[l.n] Vhe[l.m] L(Xn1,..o, Xnn) =3 @i Xn;.
j=1

Asimismo, cuando r €e N y P € R[X], se denota al indice de P con respecto a Ly, ..., L,
y r, ind(P; L1,. .., Ly,r), simplemente ind(P; L,r). Ademads, retomando la notacién de
arriba,

Vie{l,2,....n} A;:=[Q(a;1,..., ) Q], A:=méx{Aq,...,A,}.

Para construir el polinomio auxiliar se recurre a un resultado parecido al Lema cuya
prueba también sigue un camino semejante. En breve, los coeficientes de P se determinan
a partir de las condiciones impuestas. Las restricciones sobre el polinomio conducen a un
sistema homogéneo de ecuaciones lineales en el que las incognitas seran los coeficientes
de P. Finalmente, el Lema de Siegel proporcionard una solucién no trivial.

HUPara las primeras dos conclusiones del Teorema m puede tomarse t formas lineales con t € N
arbitrario, sin importar la pérdida de independencia lineal.
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Teorema 2.18 (Teorema del Polinomio). Sean € > 0, m € N con m > 4log(2tA)e 2 y
r e N, Entonces, existe P € R[X] con coeficientes en Z y homogéneo en Xp 1,..., Xnn
de grado Ty, para h € [1..m] tal que

I. Para cada i € [1..n] vale ind (P;L(i),r) > (n_l - 5) m.

1. Eziste una constante D = D(a; ;) >0 tal que H(P) < DI,

L. Escribiendo para cada T = (k11,...,kmn) € N§'"— de manera dnica —
k1, n ki,n km 1 Km,n
Pr =Y d=(3) (Lgl)) 1~--(L§ )) e (LY (D) (2.35)
J

existe E = E(a; ) >0 tal que |d<(3)| < EF para cualquier T e Ny™.
V. i3 = (ji1s- s Jmm) € NI cumple J/r < 2em, entonces d*(J) = 0 en (2:35),

excepto cuando
m
Jhk) m

Vke[l.n] < 3nme.

Témese 6 € (0,1) y supéngase, adicionalmente, que e satisface 16n2%c < 6. Ademés,

manténgase el significado de LEZ), r, m, Dy FE. El paso siguiente es acotar superiormente
el indice de P con respecto a ciertas formas lineales y r. Esta meta se alcanza con una
proposicién similar al Teorema [I.5] y, como en este resultado, se fija una coleccién de
reales (1, ..., Q) suficientemente grandes, concretamente

Vhe[l.m] Q;>2"E, Qj>n (é + 1) (2.36)

La prueba de este lema requiere trabajar un tipo de conjuntos finitos llamados mallas.

Teorema 2.19. Tdémese ¢ = (c1,...,¢,) € R™ tal que |c|oo <1 yc1+...+¢, = 0.
Supdngase que Q1,...,Q., satisfacen
Vhe[l.m] r1log Q1 < rplogQp < (1+¢e)rilog Q. (2.37)
Para cada h € [1..m] sea {gn.1,...,8hn-1} S Z" un conjunto linealmente independiente
tal que
Vke[l.n] Yhe[l.m] Vte[l.q] IL®) (gy,.0)] < Q5+° (2.38)

Sea My, = Mp(8h1,---,8hq) una forma lineal en Xp1,...,Xn, dada por Mp(x) =
(mp,x) donde myp, € {gn1,...,8n,q)" NZ" tiene entradas coprimas (como en la deri-

vacion de (2.26)) ). Entonces,
me <ind(P; My,...,Mp;r). (2.39)

Si bien los vectores my, del enunciado anterior no son tinicos, sélo hay dos posibilidades
para elegirlos y éstas son inversos aditivos. Afortunadamente, por la definicién de indice
de un polinomio, el valor de ind(P; My, ..., M,,,r) es el mismo en las dos opciones.

Apoydndose en el Lema Fundamental de Roth (Capitulo I, Teorema se concluye
su homdlogo. Como en aquella ocasién, se considera ¢ € (0,1271), me Ny

1 c 2m71
e (2)7
2m \12



2.4 Construccion del Teorema Fuerte del Subespacio 47

Teorema 2.20. Seanr = (r1,...,7m) € N tal que
Vhe[l.m] wrp>7pet, (2.40)

neNs, g=n-1y0=% M, :R"” > R lineal con coeficientes en Z coprimos para cada
he[1l..m]. Témese 0 < £ < q que satisfaga

Vhe[l.m]  H(My)™ > H(M;)™¢ (2.41)

Vhe[l.m]  H(M,)*E > 2% (2.42)

Si 0 # P e R[X] tiene coeficientes en Z, es homogéneo en Xp 1,...,Xp n de grado vy para
he[l.m]y

H(P)T < H M, (2.43)

entonces, ind(P, My, ..., M,,;r) <e

Lemas preliminares

Las demostraciones de los Resultados Principales exigen resultados previos. Probarlas
representaria un fuerte corte en el flujo de de las ideas. Asi que por el momento bastara con
enunciarlas. Las pruebas estdn en el Apéndice E.

En el Teorema [2.20| aparece un simbolo que estuvo presente en el capitulo anterior,
pero se recuerda su significado. La altura de un polinomio P € R[X], H(P), es el méximo
de los valores absolutos de sus coeficientes. Con fines de referencia se reformula el Lema
en el contexto actual.

Lema 2.21. Si P € R[X] tiene coeficientes en Z, también los tendrd P;. Ademds, cuando
P sea homogéneo en Xp 1,Xp2,...,Xnn de grado vy, para h € [1..m], entonces H(P;) <
2kl 3 (P).

Dados a4, ..., a, enteros algebraicos, se considera a K = Q(aq,...,an) y a A=[K:
Q] < o0. Recuérdese que, en general, si L|Q es una extensién finita y B es la cerradura
entera de Z en L, una base entera de B es un conjunto {wi,... ,w[LzQ]} c B tal que
para toda b € B existen ay, ..., a[r.q) € Z unicos que verifican b = ajwy +...+ anwir.q]- La
Teorfa Algebraica de los Numeros establece la existencia de una base entera de K (cfr.
[Ne], Teorema 2.10, p. 12). Fijese una base entera de K, {f1,...,5a}. Como el producto
de enteros algebraicos es entero algebraico, existen cy(4,7) € Z tnicos con 4, j,k € [1..A]
tales que

A
BiBj =" ci(i,j)Bk.
=1
Con esta informacién se construye una norma en K denotada |- |x. Ya que {f1,...,8a}

son Q linealmente independientes, forman una base de K. En consecuencia, para cada
v € K existe un tnico vector r € Q° tal que

A
v=2 7B
i1

Con A = méx; j r{|ck(4,7)|}, la férmula |v]k := AA?|r|e da una norma submultiplica-
tiva. En simbolos,

Vy,0e K (v +dlx <vlx +16lx) & (Ivélx < Ivlxldlx) -
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La desigualdad del tridangulo no necesita mayor explicacion. Para ver la segunda, témese
a v € K como arriba y a § € K con vector de coeficientes s. Se tiene, pues,

Y6 =Y risiBifly = Y risjcr(i, ) B
i ik

Ahora, los coeficientes de cada B son nimeros raciones y satisfacen

VEE[LA] [ Srsjenid)| < AN elwlslo = 55 161
i,
que implica. |1 ]c < [7]c61c.
Lema 2.22. Sean ay,...,qa, enteros algebraicos y J € Z™™ con entradas no negativas y

de la forma 3 = (41,0,...,0;72,0,...,0;...;Jm,0,...,0). Para cada P € R[X] homogéneo
en Xp1,...,Xnn con hel[l.m],

P(X115 o X5 Xt ooy Xinn) = D0 ¢(ints - Jmn) X1, X7 e RIX],

se define el polinomio P* = P*(X12,..., X1n;- - Xm2,- .., Xm.n) en nm—m variables
mediante

P* = P3(—052X172—. . .—anlen, 041X1,2, ey Xl,n; ey —OZQ.Xm’Q—. . .—anXm,n, Oé1Xm’2, . ,Xm,n),
Entonces, los coeficientes de P* son una combinacion lineal de los coeficientes de P y los
coeficientes de estas combinaciones, v, son enteros en K := Q(ay,...,ay) que cumplen
con

n r o ¢
IVl < (@B, Bi=max{|aa|x, .., |on]x}-

2.4.4. Construccién de polinomio

Demostracion del Teoremal218. I. y I1. Supopiendo que P € R[X] resuelve el problema,
el objetivo es determinar a sus coeficientes.

I. Con la abreviatura jp = (Jn,1,-- s Jh,m),
y jl,l ‘m, n
P(Xl,la "', m n) Z Z C(jl Tyeo- 7¢7m,n)X1,1 "'Xgn,h .
h=1|jp|=rp
Puede suponerse a;,; # 0, pues ninguna forma es idénticamente cero. A cada vector
gz(ilaOW"aO; Zma ). 0) ezZ™"

con entradas no negativas se le asocia el multi-indice iz = (i1,...,%,,). Tras llamar
I al conjunto de vectores en Z™" con esta forma, se obtiene trivialmente del Lema

que si valﬂ

Vel (ig~r_1 <(1—e)m & (Vhe[l.m] oghgrh)) — Px|p, =0.
" (2.44)
con T = N} ker L§1), entonces ind(P; L) r) > (n‘l - 5) m
Fijese TeI. Cuando X = (X11,..., X105+ -; Xm1,- -+, Xm,n) Pertenece a T, puede

escribirse a Xp, 1 en términos de Xy, o, ..., X3 ,, paracada h € [1..m]. Asi, la anulacién
de Ps en Tj se traduce en P* = 0, donde P* es el polinomio definido en el Lema

2.22|con J =%.

2Recuérdese que i-r~1:= YTy



2.4 Construccion del Teorema Fuerte del Subespacio 49

1. Por construccién, P* es homogéneo en X}, 2, ..., Xp, », de grado rp—ij, para h € [1..m].
Entonces, la cantidad de coeficientes que tiene es a lo mé;

(rl—il +n—2) (rm—im+n—2)
n-2 n-2 '

Por la levedad en la escritura se adopta

rh—ih+n—2)

Vhe[l.m] wvu(ip) = ( n—9

Por el Lema cada coeficiente de P* da pie a una ecuacién lineal en los coe-
ficientes de P igualada a cero. De este modo, los coeficientes de P satisfacen un
sistema lineal homogéneo de v(iy)---v(i,,) ecuaciones con coeficientes enteros en
K1 =Q(a11,---,01.n), 7, que satisfacen

IVl < (4"B)M, By = max{|ai,;

|K1}'

Escribiendo a cada « en términos de la base entera de K; fijada, cada una de estas
ecuaciones da Aj ecuaciones homogéneas con coeficientes en Z, k, tales que

FIRTERN (7Y

k| < (4" By)!. (2.45)
Por lo tanto, para cumplir la primera conclusiéon hay que satisfacer a lo més

Al ;I/l(ll)l/m(lm) (246)

ecuaciones, donde la suma corre sobre todos los T que verifiquen el antecedente en
la expresion ([2.44). La suma tiene una cantidad finita de términos porque es sobre
un subconjunto acotado de puntos enteros.

1. Aprovechando las hipétesis y las desigualdades combinatorias se llega a

T1+TL—1) (rm+n—1 1

Tm ) exp ( 8247" )

BTy wmlin) ("
T 1

SA1(T1 +n—1)m(rm+n—1) 1
71 Tm 2nA
r1+n—1) (rm+n—1)
T1 '

N
< — con N:(
2n

'm
La primera linea vale por el Lema del Apéndice E y la segunda, por m >
4log(2nA)e~2. Nétese que todo este argumento no es exclusivo de LY. En con-

secuencia, al sumar sobre las n formas lineales se tiene que el total de ecuaciones a
resolver para alcanzar II., M, satisface

M
2

1v. La ecuacién (2.45) aplicada a cada i € [1..n], designando B = méx{B,..., By},
implica que el valor absoluto de los coeficientes de estas M ecuaciones es a lo més

n+r—1)

B3Para r,n € N la ecuacién y1 + ... +yn =7 tiene ( 1 soluciones enteras no negativas.
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A = (4"B)Il. Una aplicacién del Lema de Siegel (Lema con las asignaciones
m< M, n<+ N, K < A, da una solucién c # 0 con entradas en Z que cumple con

Iefleo < (NA)% <NA-= (7‘1 +n—1)."(7“m+n—1

1

)A <2"MA = (8"B)I = DI,

T'm

El polinomio P con coeficientes ¢ satisface las primeras dos conclusiones, pues
H(P) = |cfc-

III. Por la independencia lineal de LM, ... L™ la escritura de Xhi,..., Xpn como
. .2 . 1 ;. . .

combinacién lineal de L}(l ). .,Lfln) es unica y viceversa (h € [1..m]). En consecuencia,

cualquier polinomio en X}, 1,..., X}, se escribe de manera tinica como un polinomio en

Lzl), ey LELH). Recordando que LM (X,,..., X,) = ap1X1+...+ap X, para he[l.m],
se llama A := (ay;) y B = (fi;) a la inversa de A. Entonces,

Vi€ [1’)’L] (Xz = i ﬁlkL(k)) & (Vh € [lm] X}”‘ = i ﬁszék)) . (247)
k=1 k=1

Té_mese 3 un multi-indice de mn entradas. Escribiendo X = (X11,...,Xmn) ¥ X3 =
X{,lil...Xgrlw:hn’

Pz =Y cx(3)X7. (2.48)
La suma corre sobre el conjunto de los multi-indices; salvo una cantidad finita, todos
tienen un coeficiente igual a cero. Por la segunda parte de (2.47)), cada sumando en

([2.48)) es de la forma

JIm,n

] ] n Ji,1 n
ijil_..XZ,;'fﬁ":(kzlﬂl’kLgm) m(kzlﬁ"’kw)) . (2.49)

A continuacién, se acotara a cada dy, J € N'". Primero, expandiendo el producto

(2.49)) se llega a un polinomio en L}(j) cuyos coeficientes tienen un valor absoluto menor
o igual qu ' _
(nG)711 - (nG)Imn = (nG)R! < (nG)M.

donde G :=max{1,|B1,1],--.,|Bm.nl}- Segundo, por el Lema y la segunda conclusién
del presente teorema,
H(Pz) < 2MH(P) < (2D).

Luego, c5(J)X? como polinomio en las formas LS) tiene coeficientes con valor absoluto

a lo mas (2DnG)!. Tercero, ya que P es homogéneo de grado rj, en Xni,..., Xpn para
h € [1..m], la expresién en (2.48) cuenta a lo més con

(7’1 +n - 1)...(Tm +n - 1) < gri+n=1_ orm+n-1 < 9NN 2n|r|.

1 Tm

sumandos diferentes de cero. En consecuencia, los coeficientes de Py como polinomio en
LS) tienen valor absoluto a lo méas

2"l(2DnG) = (272DnG) = B

14E] Teorema Multinomial dice que (x1+ ...+ xn)J =Y (jl J ; )x{l

,,,,,

conjunto de los multi-indices tales que j1 + ...+ jn = J. En particular, si 1 = ... = 5, = 1, entonces

-z} donde 0 < j corre en el
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IV. Sea J = (j11,--sJmmn) € Z™" con entradas no negativas. Para cada k € [1..n], la
construccién de P garantiza ind(P; L™, r) > m(1/n—¢); entonces, si J/r < 2em, el Lema

B.11] conlleva

ind (Py; L™, r) > ind (P; L™, 1) - % > (l —€)m—2£m: (l —35)m
n n

Por la definicién de indice, ds (J) # 0 implica J/r > ind(P; L™, r) que, junto con la
desigualdad anterior, da

Vhe[ln] Ik 3o, (2.50)
n

Se concluye una de las desigualdades buscadas.
Para la otra, obsérvese que el grado total de Py en X} 1,..., X}, s menor o igual
que 1, para h € [1..n]. Esto produce

(Vhe[l..m] zn:jh’k sl) = Zn: i‘]h’k <m = zn:[m
k=1 k=1 h=1 h

Th Th k=1

Finalmente, la desigualdad anterior y (2.50) dan, argumentando por contradiccidn,

Ve [1.n] i '

3\3

<3me(n-1) < 3emn. O

2.4.5. Cota inferior del indice
Mallas

Las mallas son una idea sencilla de poderosas consecuencias. El resultado principal de
esta breve seccion asegura que basta con estudiar a un polinomio en multiples variables
sobre una malla- un conjunto finito- para concluir globalmente su comportamiento. El
caso univariado no sera sino una consecuencia de una propiedad elemental los polinomios
con coeficientes reales. Por ahora, si n € Nyo, ¢ =n—1.

Definicién 2.6. Sean H? ¢ R™ un subespacio lineal de R"™, wy,...,w, € H? una base
fija y s € N. Una malla en H? de tamano s es

I=T(s;wi,...,Wq) ={w=wihi +...+Wghg: Vje[l.q] hje[l.s]}.

Lema 2.23. Sean P e R[X},...,X,] de grado total v y s,t € N tales que s(t+1) >r. Si
para cualesquiera j € Ny con |j| <t y x e[1..s]" se cumple Pj(x) =0, entonces P = 0.

Demostracion. La prueba es por induccién sobre n. La base, n = 2, es evidente, porque
las condiciones sobre las derivadas dan s(t + 1) raices, contando multiplicidades, de un
polinomio de grado r < s(t + 1). Por lo que P es idénticamente cero.

La Hipétesis de Induccion es el Lema para n = N —1 > 1 y se probard para n = N.
Supdéngase que P e R[Xy,..., X, ]y s,t,7 € N satisfacen las hip6tesis del enunciado, pero
que la conclusién es falsa: P # 0. Para cada h € [1..n] se representa al maximo natural tal
que (X1 -h) | P mediante ay; ademds, « := min{ay,...,a,} y para facilitar la escritura,
se supone « = a. Puede escribirse, entonces P(X1,...,Xy) = (X1-1)*(X1-2)**- (X1 -
5) P(X1,...,Xx) donde P # 0. Sea R el polinomio

P(1,Xs,...,Xn)

R(Xay o XN) = R gy Xy - 5)

_(Xl— )a2 . (Xl— )ab_aP(l X27...,XN)
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Nétese que ]5(1, Xa,...,XN) es un polinomio en N —1 variables, cuyo grado total, 7,
satisface
r—(ag+...+as)<r—as<s(t—a+1).
Para cada multi-indice j € N)'~! con [j| < ¢ - sa el polinomio P se anula en [1..s]V"!

(Pi(x)=0siieNY,Ji| <tyxe[l.s]Y). Entonces, por la Hipétesis de Induccién, P = 0,
una contradiccion. Por lo tanto, P = 0. O

Manteniendo la notacién, sea I' es una malla en H?. Aplicando un isomorfismo lineal,
no se pierde generalidad al pensar- con eq,...,e, la base candnica de R"- que

HqZ{(.’I,‘h...,.’I,‘n)ER”:{I;”:O}, F:F(S;el7-~-;en—1)

Témese P e R[X7,...,X,] de grado total r. Piénsese que para cada j € N con |j| < ¢ vale
Pj|r = 0, donde t es un natural que satisface s(t +1) > r. Sea Q € R[ Xy, Xo,...,X4-1]
dada por

Q(X1,Xa,...,X4-1) = P(X1,Xo,...,X4-1,0).

Las condiciones del Lema estdn presentes, por lo que @ = 0, implicando P|ga = 0.
Esto prueba el caso base del siguiente Lema, con induccién sobre m se concluye su
veracidad.

Lema 2.24. Sean P € R[X], r,s € N™. Supdngase que para cada h € [1..m] el polinomio
homogéneo P tiene grado total en Xp1,...,Xp menor o igual que ry,, que H CR"™ es
un subespacio de dimension q, que I'y, es una malla en HZ de tamano sy y que tp € N
satisface sp(ty +1) > 1y, Ademds, sean T := HY x ... x HL, yT*:=T1 xTax ... xT),.

Si para cada T=(t11,.--,tmn) € NI que satisfaga

Vhe [1m] thatthot...+tpn <th

se tiene Px|r+ = 0; entonces, P|lr = 0.

Cota inferior

Demostracién del Teorema Las hipdtesis del Teorema [2.19] fuerzan 0 < e < 1
que da n~! + 3ne < 4n, de donde

1 1 1 1 1
(1+¢) (— +3ne)m: (— +3n5)m+5(— +3ne)m< (— +3ne)m+4enm: (— +7ne)m.
n n n n n

Demostracion del Teoremal2.19. Por los Lemas y basta con probar que si
J/r < 2em, entonces Pj|r+ = 0 con I'* un producto de mallas adecuadas. Con esto en
mente, ya que para cada v € I'* se cumple Py(v) € Z, se prueba |Py(v)| < 1 para concluir
P3(v) =0.

, la desigualdad es valida si para cada J € Ng*" con % < em se cumple
Pj|,. = 0. La forma de T y la conclusién sugieren fuertemente el empleo del Lema
Para ello, considérese a los siguientes objetos:

I. Se define al subespacT = ker M7 x --- x ker M,,, € R™". De acuerdo con el Lema

1 1
Vhe[l..m] Sp = [7J+17 ty:=|rne], Th ::F([f]+1;gh’1,...,gh’q)
€ €

15También se puede tomar a T = N, ker M}, siempre y cuando Mj, ..., M, hayan sido extendidas a
R™™,
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y ' =Ty x--xT',. Usando el Lema la prueba habra concluido si se muestra
que

~

Vvel (1‘ <2em = Py(v) = O). (2.51)
r

En efecto, supéngase verdadera la expresién anterior. Al fijar a J € Ng**, J/r < em,
todas las hipétesis del Lema [2.24] son ciertas para P;. Primero, de la definicién de
los parametros,

Vhe[l.m] sh(th+1):(EJ+1)[rhaj>t—€:rh.

Sea T=(t11,..,tmn) un multi-indice que satisfaga

(Yhe[lm] tha+...+thn<ty) = (Vvel (Py)z(v)=0).

Las desigualdades y la definicién de ¢4, ..., t,, se convierten en
T |rie Tm€
—sll J+...+Lm Jgem.
r 1 Tm

Y, por J/r < em, se tiene (T+J)/r < 2em. Entonces, (2.51) implica que (Py)<(v) =0,
pues Py.z y (P5)< son proporcionales. Finalmente, por el Lema P;|r = 0. Asi,
las fuerzas estaran centradas en verificar 2511

II. Supdngase que J satisface J/r < 2emy v = (vy,...,V,,) € I'*. Claramente, P3(v) € Z,
los coeficientes de P estén en Z. Luego, P5(v) = 0 sigue de |P3(v)| < 1, la meta ahora
es esta segunda desigualdad. La tercera conclusién del Teorema [2.18 permitird acotar
a |Py(v)|. Témese

Py(v) = ;ds(f)(L“)(vn)“’l---(m)(vl>)“’"~-(L“>(vm>)“’“~-(L<"><vm))““*",

(2.52)
donde T = (t1,1,---st1m}---itmay---stmm)-

Sean h € [1..m], k € [1..n]. Como v}, es una combinacién lineal de gy 1,...,8h,4 con
coeficientes en [1..sp],

& 1
|L(k)(vh)| <y (1 + 7) ’L(k)(ghyj)| (linealidad de L y la definicién de sy)
5

j=1

1
<n (f + 1) 2’“_5 (desigualdad (2.38))
5

Crote (desigualdad (2.36))
< QZ’“‘wan. (hipdtesis sobre d y €)

2
Esto conlleva [L®) (v, ) x| < Q47159 ' Por la arbitrariedad de k y h,

Vke[l..n] |L(k)(Vl)tl”‘-~~L(k)(vm)t’”’k| < exp ((ck —15n%¢) Z th, 1k log Qh) .
h=1

(2.53)
Ahora, si dz(t1,1,---,tm.n) # 0, del cuarto punto del Teorema se deduce
ot
-3nme < ). kT Snme.
h=1 Th T
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Entonces, por la primera desigualdad en (2.37)),

m th
St log Q> rlog Q3 Pk rilog Qy (f —3ne)
h=1 h

h=1

y, por la segunda desigualdad de (2.37)) y la observacién al principio de la prueba,

m t
Y tnrlogQp < (1+e)rilog Qy Z :T <rilog Qi (1 +5)( +3”5)

h=1 h=1

1
<rilog @4 (— + 7n5)m
n

Juntando las expresiones anteriores,

(r1log Q1) < (r1log Q1) Tnme.

De las restricciones sobre ¢, § y € es facil obtener |c; —15n2¢| < 2 para cada k € [1..n];
en consecuencia,

Vk e [171] |L(k) (Vl )j1~k...L(k) (Vm)jm‘k| < Q;I%(Ck—15n2€)+27‘17’ﬂm8 _ er(%ck—nms)'

La tercera conclusién del Teorema establece |ds(%)| < EM. Por ¢; +...+¢, =0

v 53),

¢ " t,n ol El EM
|d3(‘z) (L(l)(vl)) o (L( )(V )) - Arin?me < . . n2 s e, (O)TmE’
1 (Q7118__,Q;T€n5)1+s 1 m
Finalmente, ya que (2.52)) tiene menos de 2" sumandos, aplicando (2.36)) se concluye
m(onp\"™"
|P3(V1,...,Vn)|§l—1( z ) <1. O]
w-1\ @

2.4.6. Cota superior del indice

Lema 2.25. Sean n € Nsg y my,..., m, enteros racionales coprimos con my # 0. Enton-
ces, existe un entero j con 2<j<n tal que

m.c.d.(mq,m;) §|m1|%?.

Demostracion. Paracada j € [2..n] se define d; = med(mq,m;), entonces (da,ds, ..., dy) =
1, de donde [dy,...,dy] = dy---d,,. Por definicién, d; | m; para toda j, por lo que

n-2

dadg--dy, | my = dodz--d, | mP™? = dads--d,, < |mq|"">.

Luego, al menos para alguna j se cumple la desigualdad busada. O

Demostracion del Lema[2.20. La idea general de la prueba es obtener sucesivamente a
partir de P nuevos polinomios en menos variables cuyo indice con respecto a ciertas
funciones lineales excederd a ind(P; My, ..., M,,;r). En el dltimo polinomio se aplica el
Lema Fundamental de Roth y su indice quedara acotado superiormente por € > 0. De
aqui se concluira el resultado.
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I.

II.

III.

Si Mp (Xpa,---, Xnn) = Z;-l:l up,; Xn,; para cada h € [1.m], puede pensarse que
H(Mp) = |un| y, por el Lema que
Yhe[l.m] m.c.d.(mp,1,mp2)< |mh,1|:% = |mh71|%1. (2.54)

Sean 1) = ind(P; My, ..., My;71,...,7m) e I(n) al ideal generado por Mj*---Mgm con
i-r7l>n. Asi, Pel(n).

Se construird un polinomio P = P(X;1,X7.2; X201, X22;...; X1, Xm2). Sin =2,
entonces P = Py cuando n > 2, se eliminan metddicamente las p = m(n—2) variables
X138, Ximse s Xmss s X

1. Se escribe, igual que antes, a P como un polinomio en
M, X12,..., X, Mo, Xo o, , Xo s oo, My, Xim 25, Xime

2. Sea a € Ny tal que X{4|P, se define P = X{%P. De este modo, P € R[X],
H(P)=H(P), Pel(n)y tiene grado a lo més 7}, para cada h € [1..m] .
3. Se define al polinomio

P(l) = P()(1,17)(1,2’07)(1,47 .. '7X1,7L;X2,17 .- -aXQ,n; cee ;Xm,la ce 7X7n,n) #0.

Para convencerse de P() # 0, hay que observar cémo se construyé P. Escribiendo
a P como

P(Xl,h o 7Xm,n) = Zc(jl,lv cee ,jm,n)X{,lllX{Inn7

a es justo el menor exponente positivo con el que aparece X; 3. Entonces, P tiene
al menos un sumando en el que no aparece X; 3 y, por lo tanto, P tiene al
menos un sumando distinto de cero. Por construccién, H(PM) < #(P), PM
es homogéneo de grado a lo més r; en Xy 1, X1 2, X1.4,...,X1,5, de grado 1, en
Xni,.-, Xppnparahe[2.m]y PD e I (n), donde I (n) es el ideal del anillo
de polinomios en las nm — 1 variables restantes generado por

My (X114, X12,0, X145, X1.0) " Mo (X1, Xon) My (Xon1s -y Xonn)'™

con i= (iy,...,4,) cumpliendo con i-r™! > .

4. Repitiendo este procedimiento p veces para que queden sélo Xp 1,Xp2, h €
[1..m], se obtiene un polinomio P®) y se define P = P®). P es homogéneo
en X 1,Xpn2 de grado a lo més 7, para h € [1.m] y P € I(n), el ideal de
Q[X11,X1,2,. -+, Xm1,Xm 2] generado por los polinomios

(u1 1 X110 +u12X12)" (ug 1 X110 +u22X12) 2 (U1 Xond + Um 2 Xm2)™
con el multi-indice i satisfaciendo i-r™ > 7.
Por la homogeneidad de P # 0 cada pareja Xn1,Xp2 con hell.n],
P(Xy,...,Xp)=P(X1,1,X5,1,..., X, 1) 20.
También, H(P) = H(P) < H(P) y P e I(n), el ideal en Q[ X1, ..., X,,] generado por

i1 i1 Gm
Uy,2 U2, 2 Um,2
X+ Xo+ —=| | X, +
U1,1 U2,1 Um,1
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con i-r~! > 7. Definiendo

|un,1l D i= Up,2 Up,1
h =~
m. C. d.(uh’huh,g)’ m.c.d.(uh,l,uh’g) |uh,1|

Vhe[l.m] qp:=

se cumple g >0 y m.c.d.(gn,pr) = 1 para h € [1..m]. Ademas, si se reescribe a los
polinomios que generan a I(7) como

i1 im
(5 2)" (- 22) "
q1 dm

Entonces,

Vje NP (j~r’1277 — Pj(pi,...,p—m):o).
q1 qm

Luego, con p = (p1,..-,Pm) Yy 4= (q1,---,m),
ind, (P; E) > 7.
q

Ahora, simplemente se verd que P satisface las hipétesis del Lema Fundamental de
Roth (Teorema |1.6|) para arribar a

1 < ind, (]5; E) <e.
q

Tres condiciones del Lema Fundamental de Roth— (1.6]), (1.7) y (L.8)— valen por
hipotesis. Nétese que

|unl

Yhe[lom] H(My)s = |upa|t <
.m 1= |Up,1]? S
h h,1 m.C.d.(uh,1,Uh,2)

=qp < H(Mp).
Entonces, llamando v = £/q € (0,1], se obtiene la primera condicién en :

Vhe[lm] g > H(My) % > H(My) & =H(M)" 2 g0,
Con lo anterior y se llega a la segunda desigualdad en :

w wy %5 = 3m
Vhe[l.m] qf>q)" =q" >H(M)? >2°™.

Finalmente, con la desigualdad previa y (2.41]) se verifica la hipdtesis sobre la altura,

wry

=H(My) T g7 < g

wri €
q2

H(P) < H(P) < H(M)

Por lo tanto, son ciertas las hipétesis del Lema Fundamental de Roth y n<e. [



Capitulo 3

Una infinidad de nuimeros
trascendentes
mal aproximables

A finales de los anos noventa, Martine Queffélec dio un método para construir ntime-
ros trascendentes a través de la sucesién de Thue-Morse. Poco tiempo después, parandose
sobre el Teorema del Subespacio de Schmidt y resultados propios sobre fracciones conti-
nuadas palindrémicas, Yann Bugeaud y Boris Adamczewski llegaron a una proposicién
que inclufa el resultado de Queffélec. Aprovechando un teorema reciente de Bugeaud
(2012), se dard otra generalizacién del trabajo de Queffélec.

En este dltimo capitulo se construye una familia infinita de nimeros trascendentes
mal aproximables. En primer lugar, se establecen algunos términos de la teoria de las su-
cesiones automaticas y se presenta la notacién. Después, se expone de manera detallada
las demostraciones de los resultados de Bugeaud. Finalmente, juntando todos los elemen-
tos, se concluye el teorema que contiene como caso particular al resultado de Queffélec
sobre sucesiones de Thue-Morse. La formulacién del teorema principal requiere un poco
de terminologia, se pospone su enunciado.

Las condiciones de trascendencia aqui estudiadas giran en torno a la aproximacién me-
diante nimeros racionales o irracionales cuadraticos. La maquinaria que se empleara para
construir estas aproximaciones es la teoria de las fracciones continuadas. Si bien todo lo
requerido sobre fracciones continuadas es elemental, hay lemas no tan famosos. Para
evitar dificultades, todos los resultados son enunciados en el Apéndice A.

3.1. Definiciones de la teoria de sucesiones automati-
cas

Los resultados principales de este capitulo se apoyan en la estructura de la expansion
en fraccién continuada de los nimeros irracionales para obtener propiedades algebraicas.
Este acercamiento conduce a la famosa caracterizacién de los irracionales cuadraticos

debida a Lagrange. No sera sorprendente que este teorema se utilice varias veces.

Definicién 3.1. Si A es un conjunto no vacio, una palabra en A es una sucesion finita

o7
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o infinita en A. Sia=(a;)]-, es una palabra en A, se escribe
a=a10a20a3...0an,

los términos a; se llaman elementos. La palabra vacia, €, es aquélla que carece de
elementos. Al conjunto de las palabras finitas en A se denotard A*; al de las palabras
infinitas, A“; al de las palabras no vacias, A* y al conjunto de todas las palabras, A*.

La infinidad de la representacién como fraccién continuada de los irracionales sugiere
que las palabras infinitas serdn los objetos con los que se trabajara. En varias instancias
se aproximard la palabra infinita de interés mediante otras que serdn construidas a partir
de ciertas palabras finitas.

Definicién 3.2. Si U € A, entonces una palabra finita V' es un prefijo de U si existe
W e A tal que U =VW.

Definicién 3.3. Siae A*, entonces la longitud de a = ayasy...a,, |al, es n.

Sia=ai...an, b =b...b, € A%, la concatenacién de a y b es la palabra ab =
aj ...apby...by. Las potencias n-ésimas se definen de manera natural:

VaeA* al:=a, VneNa"!=aa"

También se consideran potencias racionales positivas. Cuando r € Qsg, si a’ es el prefijo
de a de longitud [(¢ - |q])lal,

Vae A* a’ :=alla,

Definicién 3.4. Una palabra a € A“, a = ajasas. .., es puramente periddica si eriste
un natural m tal que

VneN ap,=amin.

Una palabra a € A“ es tarde o temprano periddica si exristen b € A* y c € AY
puramente periodica tales que a = bc.

En estos términos, la caracterizacion de Lagrange dice que un ntumero irracional
a = [ag;ay,as,...] es irracional si y sélo si la palabra a = agajas ... es tarde o temprano
periddica.

A grandes rasgos, el Teorema de Bugeaud que se utilizara establece que un real alge-
braico de grado al menos tres no puede tener una representacién sencilla como fraccién
continuada. La tdltima definiciéon ayudara a aclarar qué significa esta sencillez.

Definicién 3.5. Tomese a € A“. Se define la funciéon de complejidad, p, : N —
Nu {+o0}, como

pa(n) :=|{b e A" : b es subpalabra de a, |b| =n}|.
Claramente, si a es una palabra sobre un alfabeto finito con k elementos, entonces

pa(n) < k™ y cuando se constituye por una infinidad de letras, pa(n) = +o0 para cualquier
neN.
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3.2. Teorema de Bugeaud

La base sobre la cual se construird una infinidad de reales trascendentes es el Teo-
rema [3.1] Hay que tener un poco de cuidado con esta proposicién. No establece que
los irracionales algebraicos tengan elementos acotados. Mucho menos lo afirma para los
trascendentes, el Teorema de Liouville da trascendentes con elementos arbitrariamente
grandes y con argumentos de numerabilidad se concluye la existencia trascendentes con
elementos acotados.

Teorema 3.1. Sea a = (ay)or, una sucesion de naturales que no es periddica tarde o
temprano. Si el real o :=[0;a1,a2,...] es algebraico, entonces

lim M = +00. (3.1)
n—oco

El Teorema [3.1] es consecuencia del mas profundo Teorema [3.2] que se apoya fuer-
temente en el Teorema del Subespacio de Schmidt. De hecho, para concluir el Teorema
[3:1) se apela a la formulacién contrapuesta y simplemente se verifica que las hipétesis del
Teorema [3.2] son satisfechas.

Definicién 3.6. Sea a = (a,);>; una sucesidn en A. Se dice que a satisface la condicion
(a) si no es tarde o temprano periddica y existen sucesiones en A*, (Un)oey, (Vi)o, y
(W), tales que

1. YneN la palabra W, U, V,,U,, es un prefijo de a,
I ([Vol|Un| ™15, es acotada,

it ([Wol|Ua™)22, es acotada,

n=1
v. (JUn|)i2, es creciente.

Teorema 3.2. Sean a = (ay)or, una sucesion en N, o :=[0;a1,a2,...] ¥y (Dn/qn)iey los
convergentes de . Si (an)iey satisface la condicion (#) y limsup /g, < +oo, entonces
a es trascendente.

Para probar el Teorema se supondra que «a € R es algebraico. Como la sucesién
de sus elementos es infinita y no es periédica, el grado de « es al menos tres. Tras
aproximar mediante irracionales cuadréticos, se construyen transformaciones lineales y
sucesiones de puntos racionales que satisfagan las hipdtesis del Teorema del Subespacio
de Schmidt. Con la asistencia de un vector ortogonal a uno de los subespacios propios se
construye, tras un proceso iterativo, un polinomio cuadrético en Z[z] satisfecho por «,
contradiciendo [Q(«) : Q] > 3.

En las pruebas de los dos teoremas anteriores se adopta la notacién tradicional, los
convergentes de a serdn (pr/qi) e -

Demostracion del Teoremal31l Supéngase cierto el Teorema[3.2] Si el limite en (3.1)) no
se cumple, existe C' > 2 tal que N = {n e N: p,(n) <nC} es infinito, por lo que a es una
palabra sobre un alfabeto finito y « :=[0; a1, as,...] satisface (cfr. Apéndice A, Teorema
1)

limsup ¥/q, < +0o.

n—o0

Para construir las sucesiones exigidas por el Teorema se fija a n € N. Por el
Principio del Palomar, hay una subpalabra X,, de a, |X,| = n, que aparece al menos un
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par de veces en aiay...ac(n41)- Notese que existen palabras Wy, W), B, B, para las
que
4103 ... ac(ne1) = WnXnBn = W, X0 B, |[Wy| < |[W)].

La longitud de W,, y la de W, dan dos casos a considerar, éstos son ilustrados en la
Figura 1 y en la Figura 2.
Caso i. Si |W, X,,| <|W/|, V,, es la palabra para la cual W,, X, V;, = W} entonces

aias ... ac(n+1) = WanVanB;L
Asi, C(n+1) = |Wy| + | Xu| + |Va| +|Xn| +|By)|, de donde

(Wl +[Val

<C-1«1. (3.2)
Se define U, := X,,.

Caso ii. Si [W,X,| > [W/|, X| es la palabra que cumple con W, = W, X/ ; entonces,
X,Bn = X' X, By

(Wl + X5 = W] < [Wa| + | Xn| = [X7] < [Xa]-

En consecuencia, X, es una potencia racional de X, (Figura 2). Sean =, € Ny y, ¢
Qn[0,2) tales que

X! X, = X;1+|X§L\ _ XIQacn+yn _ (Xlrc,,,)Qlen.
Calculando longitudes,

X! Xon| = 20| X2 |+ yXL| < 20| X2 |+ 21X0| = 1= | Xp| < (220 + 1) X7] < 30| X

n
2.
3

— |x

Luego, W,, X" X/™ es un prefijo de a tal que

||;;V”| < 3[(C+ Dn-2xp ) <3(C + 1),
n n

Con U, = X/ y V,, := ¢, W, U, V,,U,, es un prefijo de a que satisface [W,| + |V,| <
(3C + 3)|U,|, que es
[Wal +[Val

«< 1. (3.3)
|Un|

Las sucesiones (Up ) nenrs (Vi )nens (Wi )nenr se reetiquetan para que estén indicadas en
los naturales y, tomando una subsucesién de ser necesario, puede pensarse que (|Uy|)oo,
es estrictamente creciente. Las desigualdades y (3.3) garantizan las condiciones II.
y III. del Teorema [3.2; por lo tanto, o es trascendente. O

Demotracion del Teoremal3d 1. Por el Teorema de Lagrange y (o), [Q(a) : Q] 2 3.
El objetivo es llegar a que « es un irracional cuadrédtico, una contradiccién. Sean las
sucesiones (u)2q, (vn)o2,, (wy)2, dadas por

VneN Up = |Upnly,  Op = Val, wp =Wy
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IJI”TE X n B n
w! X B,
.H/,n X n Vn X n B :1

Figura 3.1: Configuracién en el Caso I.

‘IIJ ,Tl Xn. BTI.
W, X, 5,
I’V" X : 1 X n B '::1

Figura 3.2: Configuracién en el Caso II.

Ahora, se aproxima a « mediante irracionales cuadraticos (., )o>, definidos a través de su
expansion en fraccién continuada. Denotando A,, a la palabra formada por los elementos
de ay,

VneN A, =W, U,V,U,V,,U,V,....

La coincidencia de los primeros wy, + u, + v, + u, elementos de o y a,, conlleva (cfr.
Apéndice A, Teorema [10)

Qo +2Uy +vy,

1. Los reales «,, dan lugar a aparatosos polinomios que producen cotas, con ellas se
vera que ciertas transformaciones lineales satisfacen las hipétesis del Teorema del Subes-
pacio. Unas cuentas directas y muy largas junto con

Vi e N ay, = pw,,,rn + pw,,,—l _ pwn,+un,+vn,rn + pwn+un+vn—1 ’ r, = an—lrn _pwn—l 7
an Tn + QLU,L—I qwn+u”+v” Tn + qw,L+un+vn—1 _Qw" Tn + pw"
donde los elementos de r, forman U,V,,U,V, ..., muestran que o, anula a

Pn(X) . Qun,-1  Qup,+up+v,-1 X2 _ Gu, -1  Pwp+un+v,-1 + Pwn,-1  Qu,+un+v,-1 X+

qwn qwn"'un"'vn qwn pwn+un+vn p’wn, an+un+vn

+ Pwn-1  Pwp+un+v,-1

Pw,, Pw,+upn+vy,

La precisién con la que los convergentes se acercan a « (cfr. Apéndice A, Teorema [7))
conduce a

qw“—l Qw+u"+v"—1 o — pwn—l Qw+u”+v”—1 _ det Qw“—la_pw“—l Qw+u"+v"—1

G, Qi g +vy, Pw,, G un+vp Qu,, & — Pw, Qu,un+v,

IN

an+un+vn|an—1a _pwn—1|+
+ Qw,,,+un+vn—1 |QwT,, & = Dy, |
Gy, +tm +vy, 4 G +un+v,—1

Qw,, Quw,,

< QM. (3.4)
G,

IA
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Similarmente,
Qu,-1  Quiun+v,—-1 o — Qu,-1  Pwiup+v,-1 < 2qwn . (35)
G, Quiun+v, qQu,, Pwiuy+v, G, +vy, +un,

Como los primeros w,, + 2u,, + v, elementos de « y v, coinciden, se obtiene una cota
parecida a la anterior:

Qu,-1  Quiup,+v,-1 o — Qu,-1  Pwiup+v,-1|[ _ det Qu,-1  Quiu,+v,-10%n — Pwuy+v,-1
n =
Gu, G up+vn -1 qu, Pwiup+vy, Gw,, Qi un+vn, On = Pwiup+vy,
< Gw,, -1 |an+un+'un Qp, = Pwy+up +v, |+

+ qw,, |qwn+u"+v"—1an - pwn+un+vn—1|

< an—l i an
Gup+un+v,  Qup+un,+o,
qu,,
<o Tun (3.6)
Gy +tip +v,

Usando (3.6) y (3.4),
|Pn(a)| = [Pn(a) = Pa(om)

Gu, -1 Pwp+un+v,-1 Pwy -1 Qup+up+vy -1

Quw,-1  Quw,+uy+v,-1
:|a_an‘ n ntun+on (Oé+Oén)— _
Qws, Qi +up +on qus, Pwp+un+op Pwy, Qi +up+on
_ |Ol a ‘ Qu,-10 — Pw, -1 Qup+up+vp -1 + Qu, -1 Qup+un+vp—10n = Pwy +uy, +v, -1
- - n
Qu, O — Pw,, Qup, +uy +vy, Qu, Qup +un+v5 On — Pwy +up +vn
Quw,, +un+v qu
<< ‘a*an| n n " + n
Qunp, Gy +up+op
1 W, + Uy, +0 qw
<< q n n n + n
2
qwn+2un+vn quy, Qi +un+vp
Qo +upn +vp
o Guwnrunro, (3.7)

2
Quy, qwn+2un+vn

1L Sea M :R* > R*, X = (X1, X3, X3, X4), dada por

$1$;(X) a? —a -—a 1\ (X
(1) o XQ (X) o « -1 0 0 X2
L= g [Tle 0 a1 o]l
jzl(l)(x) 1 0 0/\Xy

Lldmese (r,)52; a la sucesién en R*, r,, = (r,,.1,70.2,7n.3,7n.a) dada por

. qwn—l anJrunH)n—l o qwn—l pwn+un+un71
Tn,a1 = y T'm2 = )
Qu, Q. +up+vn qQw,, Puwn+un+v,
g i= Pwn-1  Qu,+upn+v,-1 g = Pwp-1  Pwy+un+v,-1
n T b) n =
’ Pw,, Gy +upn+on ’ Pw,, Pw,+un+v,

Como av € (0,1) y (gr) 52y es estrictamente creciente, |y, oo < Gu,, Gy, +up +v, ; POL €jemplo,

Gw,, -1 G+ +0y,

|7"n,1| = |an*1qwn+un+vn - an+un+vn—1qwn| = Qu,, Q.+t +vp
Wr, G, +un+vy,

< 2qw,, G+t +or, - (3.8)
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Se evaltia ZM en r, y de (3.7), (3-5), 3-4) v (3.8) se obtiene para n € N suficiente-

mente grande

4
T2 @a)| = 1Pa(@)llarn = uzl lars = ol Il
j=1

« G, +ty +vy, Gw,, Qup, +ty +0y,
2 Qw,, Qw, +uy +v,
Qun Dy, 42wy, +v,, QWn+tn+vn G,
_ GQw, +up, o,
-2
qwn+2un+vn

1 -5
< Qum K (G Qwprrun v, ) "

1
en donde s, = (2w, + Uy +v,)7", § =log2/logM y M =1+ limsup,_,., g} . La ltima
desigualdad vale porque para n € N suficientemente grande

lo

2= (Mw" MWntuntvn ) o

52 (2w +tn +Up ) L OB 2 QW+t +vp )t
w1 (Untuntvn) " s (0 gy, )T (PRt

— 85p
= (Gun Gup +rim 0, )"

La condicién () da la existencia de constantes M7, Ms > 0 tales que

Un

lim inf u,, s,, = lim inf =liminf 57— > liminf —————> 0.
w v n—oo My +1+ My

n—oco n—co 2, + Uy + Uy n—oo 2Wn 4 14 Yn
Un Un

Entonces, puede fijarse € > 0 tal que para n € N grande

1 1

< .
Gy, Qe+ 40y ) (S

ﬁ\%(”(fn)\ <7 (3.9)

Por el Teorema del Subespacio de Schmidt, los r,, yacen en una cantidad finita de subes-
pacios propios de Q%; por ende, existe uno, T3, con una infinidad de puntos r,,. Se define
Ni={neN:r, eT} cN. Fijese x e T} nZ* x = (z1, 72,73, 24). Luego,

VneN; (x,r,)=0.

Expandiendo la ecuacién anterior se ve que cualquier n € ; cumple con

0= 1 Qun,-1  Qup,+up+v,-1 + 29 Qu,-1  Pwp+un+v,-1 + 25 Pwn,-1  Qu,+un+v,-1 +
Qw, G +un+v, Qw, Pw, +up+v, Pw, G+ +vy,
n—1 nFUn+Un—1
+ x4 Pw Pw,,+un+v . (3.10)
Pw, Pwp+tun+v,

Iv. Ahora, se considera dos casos segin si (w,,)ro; tiene o no una subsucesién cons-
tante.

Iv.1.1. Caso I (wy)po, tiene una subsucesién constante. Considerando una subsuce-
siéon y un residuo adecuadoﬂ puede suponerse que w, = 0 para toda n € N. Entonces,
como g-1 =po =0y p1=qo=1,

Vn e Nl r, = (_Qun+vn—17 “Pup+vn-15 Qug, +vn, apun+vn) Ead

LE]l Teorema @ del Apéndice A implica [Q(a(™),Q)] = [Q(a),Q)] para cada residuo o™ =

[0§am+17am+27 I E
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que implica

V€N T1qu,sv,-1 F T2Puytv,-1 ~ T3Guy+v, ~ TaPuy+v, = 0- (3.11)
De esta ecuacién se obtiene |z1| + |z2| > 0, pues |z1] + |z2]| = 0 conlleva x = 0:

Puy,+v,

Q9$3:Af_g>lo$3=h,m =xyo0 = x3=14=0.

n—oo
neNy neN; Qun+vn

Dividiendo (3.11) entre gy, 1y, se obtiene

Vn e Nl T qun+'un—1 + 9 pu,L+v,L—1 qun-*—vn—l - $4pun+vn =0
Qu,+oy, Qup+vn,-1 Qup+vy, Qu,+o,
+v,—1 +v,—1 +
VneN, Qup+vn T + l,qun U - Iy + x4pun Un,
qun+vn qu,,,-i—v,,,—l qun-H)n
o Quytv,-1 T3+ TaQ
— lim = =
n—oee g r1 + Tox
neNj 1Un+Vn

IV.1.2. Se prueba ahora la irracionalidad de . Primero, como « es irracional, existe
K; > 0 tal que Ky < |1 + Zopm/qm| para m suficientemente grande. Entonces, hay
constantes dependientes de o y x = x(«v) que garantizan

Puy+vp,
T3 +Ty—
ﬁ _ Qup+v, -1 _ T3+ Tq0x _ Qup+vy
Qu,, +v, T1+Ta0x Py +v,-1
T1+Tog——m—
qun+vn—1
Py +vn
« 1 _ 1 4 « _ Gy, +vy,
T+ X200 Pup+vy, T+ X200 Pup+v,-1
Tl +To—— Tl +To——mm
qun +Un qun +v,—1
« pun+vn —al+la- pun+vn + pu7l+v7l _ pun,+vn,_1|
Qu,,+vy, Qu,, +v, Qu,, +vy, qunwn*l'
2 1 1
< — + < . (3.12)
qun+un Qup+vy, Qup+v, -1 Qup vy Qup +v, -1

La recurrencia de (qx )72, (cf. Apéndice A, Teorema y las propiedades elementales
del maximo comun divisor implican que ¢, y ¢m+1 son coprimos para cualquier natural m;
en consecuencia, Gy, +v,-1/qv, +u, €Sté en expresién minima y todos estos racionales son
distintos por pares. Entonces, puede pensarse que g, +v, -1/qv, +u, * 8 para todan € N. Si
B = a/b fuese racional en expresién minima, entonces |8 = qu, +v,-105 " vu, | = (0qv,+un ) "
Juntando esta desigualdad con se concluirfa gy, +v, < b <« 1, contraviniendo el
cardcter estrictamente creciente de (g )po_;-

IV.1.3. Sea .Z?) :R3 » R3 dada por

2P\ (8 -1 0\ (n
LA (Y) = XQ(Q)(Y) =la 0 -1||Y2
ZPy)) \0 1 0)\¥s

Como « € (0,1), sus convergentes yacen en [0,1] (cf. Apéndice A, Teorema v

Vne Nl H(QU,lJrvn ) qun+'un717pun+vn)”°° = ” (qun+1}n7 qun+vn—17pun+vn—1) ”oo = GQup+vp, -
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Si (Wp)nen; s la sucesion recién definida, (3.12)) y las aproximaciones de los convergentes
dicen que toda n € N7 cumple

3
2
H |D§/ﬂj( )(Wn)| = |ﬁQun+vn - Qun+vn—1| |aqun+'un _pun+vn| |QUn+vn—1
j=1

1 1
< qun +vn—1
Qup+vn,-1 Qup+oy,
1
Qu,+vy,

Por el Teorema del Subespacio de Schmidt, todos los w,, estdn en una cantidad finita
de subespacios propios de Q3; por lo tanto, hay uno, T5, con una infinidad de w,,. Sean
No={neNi:w,eTy} y0+y=(yi,v,y3) € Ty nZ3, entonces

Vne NQ Y1Gu, +v, T Y2qu, +v,—-1 T Y3Du, +v, = 0.

Dividiendo entre gy, +v, y tomando el limite cuando n — oo a lo largo de N> se concluye

y1 + 128 + yza = 0. (3.13)

Como  no es racional, y3 # 0. Similarmente, al evaluar Z@) en (Quy+v,, s Gyt 15 Duay 40, -1)
(n € N7) se obtiene 0 # z € Z3 y N3 € N infinito tales que

VneNs 21Qu, v, + 22qu, +vn-1 + 23Du,+v,-1 = 0.

Dividiendo entre gy, +v, -1 y tomando el limite a lo largo de N,
%+z2+23a=0. (3.14)

La irracionalidad de 8 implica z3 # 0. Aislando y multiplicando los términos con 3 en

(3-13) v (3.14) se llega a

(3o + 22)(yzx +y1) = y221.

Ya que y3z3 # 0, « satisface un polinomio cuadrético en Z[X], contradiciendo [Q(«) :
Q] >3.
1v.2. Caso II. Ahora se supondrd que (w,)>2; no tiene una subsucesién constante.
Igual que en el caso anterior, el objetivo es encontrar un polinomio cuadrético con coefi-
cientes en los enteros racionales que tenga a « por raiz para llegar a una contradiccién.
1v.2.1. Témese un subconjunto My € N tal que (wy)nen;, Sea estrictamente creciente,
esto da

, Pw , Pwp+un+v

Iim — = lim ———>—" =«
n—0o0 n—oo
neN, Qwn  nen, Qwntun+oy,

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que
VneNy aw, # Guw,+u,+v, - (3.15)

Para verlo, piénsese que a comienza con WUVU y ayw| = ajw|+|uj+|v|- Si V = €, se definen
W'y V' mediante

W=W'a, U=U'a = WUVU=W'aU'aU'a=W'(aU")(aU")a.
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Por otra parte, si V # ¢, se definen W’ y V' con
W=W'a, V=Va= WUVU=WaUV'aU = W' (aU)V'(al).

Iterando, si es que se requiere, se llega a (3.15)).
1v.1.2. Para evitar que la notacién se vuelva pesada, se adopta

VneN Q,:= G, ~19w, +up +v, R, :=a- Zﬁ

)
G, Qwp, +un+v, -1 qn

Por la teorfa de fracciones continuadas (cf. Apéndice A, Teorema [I)), R ~ 0 cuando
n — oo; ademads,

1
qnqn+1 ’
Dividiendo (3.10)) entre qu,, quw, +u,+v, -1 S¢ obtiene

VneN |R,|< (3.16)

0=21(Qn-1) + 2 (Q7lpwn+un+1zn _ Pwptun+on-1 ) + a3 (anwn‘l - pw”) +

W+ +Vp, Qup, +tm +v5—1 Quw,-1  Quw,

Pwp -1 Pwy,+un+v, Pw,, Pw,+un,+v,-1
[P, |

Gy, ~1 Qup+up+v, Gy, Qup+up+v,—1
que conlleva, sumando y restando « varias veces y reacomodando,

(Q'n - 1)(331 + (.7)2 + 133)04 + 132042) = -TQ(Qann+un+un - an+wn+vn—l) + xB(Qann—l - an)

+ a1 (QnRuw, -1 + QnRuw, +up+v, = Ruw, = R +un+v,-1)

(3.17)
1v.2.3. Més adelante se verd que de (3.17)) se deduce:
x1 + (29 + 23)o + 240% = 0. (3.18)

Comox#0y [Q(a):Q]>3, x4 =21 =0y x5 = —x3 # 0; entonces, (3.10]) se reduce a

Qu, -1 Pwp+un+v,-1

Pwn-1  Qu,+upn+v,-1

Gw,, Pw,+un+v, Pw, G, +ty +vn
Ademais, los polinomios P, se convierten en
P (X) — an—l an+un+vn—1 X2—2 an—l pwn+un+vn—1 X+ pwn—l pwn+un+vn—l
" Gw, G+t +vy Qw, Pw,+up+v, Pw, Pw, +up+v,
Sea Z) :R3 - R? dada por
31(3)(Y1’Y27}/3) Ot2 -2a 1 Yl
LAWY, Ys) = | 2P ve, V) [= e -1 0%
3
33( )(YhYQ,YS) 1 0 0/\Ys
Para cada n € Ny se considera la terna
v = [ [dwn1 Qupt+un+vp-1| [quw,-1 Puwptup+vn-1| [Pw,-1 Pwptuy+v,-1
" Qw, G +tp +on, ’ Qw,, Pw, +up+v, ’ Pw, Pw,,+un+v, ’
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La nueva expresién de P, (3.7) y (3.5) dan para n € Ny grande y ¢ > 0 de (3.9)
1

3
I1 |.i”j(3)(vn)| = |Pp(a)(avn,1 — Un,2)0n 1] < QwEan+un+vm < =
j=1 W +2Un +Up, (Qw,, G,y 41 +0,,)

1v.2.4. Por el Teorema del Subespacio de Schmidt a la expresién previa, los puntos
(Vi )nen, estdn en una cantidad finita de subespacios propios de Q3. En consecuencia,
hay uno, T3, con una infinidad de vectores v,. Nombrando N5 = {n ¢ Ny : v, € T3} y
0+ (t1,t2,t3) € Z° n Ty se tiene

quw, -1 Qi+t +05, -1 quw, -1 Pw,+un+v,-1 Pw, -1 Pwp+upn+v,-1

tq + 1o + 13 =0.

Quw, G, +tp +vn, qu, Pw,+upn+v, Puw,, Pw,+upn+v,

Dividiendo entre ¢, quw,, +u, +v,,-1 ¥ con manipulaciones similares a las hechas para llegar
a la ecuacién anterior a (3.17)),

tl(Qn_1)+t2 (anwn+un+vn _ Puwp+un+v,-1 )+t3 (anwn—l Pwptun+v,  Pwn Pwptunton-1 ) - 0.

G, Uy + G+t v, —1 G, -1 Qu, +un+v, Quw,, Gy +un+v,-1
Un argumento andlogo al empleado para concluir (3.18]) lleva a
tza® +taa +t1 = 0.

Como (t1,ta,t3) # 0, a no puede ser un numero algebraico de grado al menos tres, una
contradiccién.

1v.1.5. La tnica deuda que no permite concluir el resultado es .

Caso i. Para una infinidad de n € Ny vale @, > 2 o @, < 1/2. Si fuese la primera,

Qn 2 2, se tendria |Q,/(Qr-1)|<2y (@, —-1) 21 y dividiendo (3.17) entre (Q, - 1),

|21 + (w2 + 23)a + m4a2| <ol (2Ruw,, vuy 40, | + [ Ry vy o,-1]) + Ha] (2[R, 1] + [ R, |) +
+ 23] (2| R, -1] + [Ruw,, 4y, 40, -1]) +
+ 24| (2R, 1| Ry v 40, | + [Rouwy -1l R, 440, ) +

+|awy| (2| R, 1| + 2| Rus,y vy 0, | + [ R, | + [ Ry 4ty 40, -1)

KRy, -1] <
wi,~1qw,

Como el lado derecho tiende a cero cuando n € Ny se va a infinito, el lado izquierdo es
cero. Por otra parte, si Q,, < 1/2 para una infinidad de n € N el procedimiento es muy
parecido observando que |@,/(1-@Q,)| < 1.

Caso ii. Para toda n € Ny grande vale 1/2 < Q,, < 2, entonces

1
[(Qn — 1) (21 +(m2+x3)a+x4a2| & |Ry, -1] < )
Qw, 19w,
Si z1 + (w2 + x3) + 1402 # 0, entonces

1

Qw,, 19w, .

|Qn - 1| < (3.19)

Por definicién, @,, puede expresarse como un cociente de irracionales cuyo compor-
tamiento es conocido (cf. Apéndice A, Teorema @:

Q _ qwn—l(Jw,,L+u,,L+vn _ [aw"#—u”#—v” ) awn+un+vn—1; sy al]
n = .

Qw,L Q11)n+un+vn—1 [awn 5 aw,,,—la ey al]
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La suposicion a.,, # Gw, +u,+v, da pie a dos subcasos: ay, — 1 < G, +u,+v, ¥ Gw, — 1 2
Gy, +u, +v,, - B €l primero, tras algunos calculos elementales, se llega a

Aw. +u + Ay, + 1 1 1
an Wn+UR+Un > Wn 21+ 21+ )
1 Q-2 + 1 (aw, +1)(aw,-2+2) dawy,, 20w,
Ay, 1 A, m
Wy —
1+ ——
Aoy, -2 + 1

Mientras que en el segundo,

1

Oy, + ———
n 1 1
L S Ay, -1 T+ 1 1 S 14

> > 1+ > 1+ > .
Qn Qg +v, +1 (@w, y + 1) (@w, +u,+v, +1) (Aw,-1+1)aw, 204,100,
En ambos subcasos, recordando que @, € [1/2,2], se concluye

1 1
|Qn — 1] > - > )
Gy, max{awnf% awn—l} Qw,, Gy, —1

Juntando la expresién previa con (3.19)) se concluye

1 1
> = Qu, > Qu, 20w, qw,-1 = 1> @y, -1
Gw,, 19w, Aw,, qw, -1

La dltima desigualdad significa que los ntimeros ¢,,, -1 son acotados que, por la naturaleza
estrictamente creciente de (g; )]f”:o, se contrapone a la infinidad de My. O

3.3. Construccion de numeros trascendentes

Un ndmero irracional, 6, es mal aproximable si satisface liminf n[nf] > 0, donde
[] es la distancia la entero més cercano y al conjunto de los reales mal aproximables se
le denota Bad. Un conocido resultado asegura que 6 € Bad si y sélo si los elementos de
la expansion en fraccién continuada estdn acotados (cf. [Bu], p. 11, Teorema 1.9 o [Schl,
p. 22, Teorema 5F). En particular, Bad es no numerable, més ain, si a,b son dos enteros
positivos, el conjunto de los irracionales cuyos elementos toman valores en {a,b} es no
numerable. Hay, entonces, una infinidad de reales trascendentes cuyos elementos en la
expansion como fraccién continuada asumen unicamente dos valores. Martine Queffélec
dio en [qu] una forma de construir algunos.

Teorema 3.3 (Queffélec). Sean a,b dos enteros positivos distintos. Entonces, el real o
cuya sucesidn de cocientes parciales es la sucesion de Thue-Morse sobre el alfabeto {a,b}

(cf. Deﬁnicio’n@) es trascendente.

Adamczewski y Bugeaud obtuvieron en [ab], a partir de la estructura de la sucesién
de elementos, el resultado de Queffélec’s como un corolario del Teorema

Definiciéon 3.7. Sea W e A*. Si W e A*, W = wow; ... w,-1, se dice que W es un
palindromo si w; = wy_1-; para toda j € [0.n — 1]. Se dice que W es puramente
palindrémica si existe una sucesion de palindromos (Wp,)o, tal que W, es prefijo
de Wy ([Wyl)s2, es estrictamente creciente. Se dice que W es tarde o temprano
palindrémica si existen Ve A* y W' e A¥ tal que W = VW' y W' es puramente
palindromica.
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Teorema 3.4 (Adamczewski-Bugeaud). Sea a = (a,)ne, una sucesion de enteros posi-
tivos. Si la palabra a no es tarde o temprano palindrémica, entonces [0;a1,az,as,...] es
trascendente.

Demostracion. Ver [ab], Teorema 1. O

El enunciado original del Teorema [3.4] contempla dnicamente el caso en el que a
es puramente periédica. La redacién aqui presentada es una consecuencia de que, si
a:=[05a1,a2,...] ¥ ap = [an;an+1, @nei2, - - -], entonces Q(a) = Q(«,) para toda n € N
(cf. Apéndice A, Teorema [5)).

En esta 1ltima seccién se generaliza la sucesiéon de Thue-Morse a las sucesiones T'M,,,,
las cuales toman valores en un alfabeto de m letras y satisfacen ciertas condiciones. Se
muestra que ellas dan pie a nimeros trascendentes como en el Teorema[3.3} sin embargo,
no serd posible apelar al Teorema[3.4] pues estas secuecnias no seran palindrémicas salvo
cuando m = 2. Explicitamente, se probara el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Sean ay,as,...,a, numeros positivos distintos por pares. Entonces, el
numero real a cuya sucesion de cocientes parciales es la sucesion T M, sobre el alfabeto
{a1,...,am} es trascendente.

3.3.1. Sucesiones T'M,,

Hay varias maneras de establecer y generalizar la sucesién de Thue-Morse (T'Ms). Se
definird T Ms en términos de la expansion binaria de un nimero natural y su genera-
lizacién, en términos de la expansién m-aria finita de un nimero natural. Siguiendo la
notacién de [AS]: para enteros no tegativos n,m, m > 2, (n),, es la palabra formada por
los coeficientes de la expansién m-aria finita de n; esto es,

T
n= ZcimZ = (n)m=coC1...Cp.
i
Para cualquier palabra finita sobre el alfabeto {0,1,...,m -1}, digase w = wow; ... w,,
se utilizard [w], = Xi_owim® y Wij,.j,] = W), W), 41 - .- Wj,—1. También, se denota ¥, :=
{1,2,...,m}.

o o, e oo
Definicién 3.8. Sea m > 2 un entero. La sucesion (t,(m)),_, se construye en dos pasos.
Primero, para cualquier entero no negativo, n, se considera su erpansion m-aria finita

ki A
n=> cj(n)m’.
=0

Segundo, se define

¢j(n) méd m.
0

Mk‘

ta(m) = Y

Se le conoce a (t,(m)),., como la sucesion TM,y,. Sean X c N, [E|=m y f: 5, -
¥ una biyeccion, entonces (f(t,(m))),, €s la sucesion TM,, sobre X.

Cuando m = 2 se obtiene la sucesién clasica de Thue - Morse (cf. [qu]). Para alige-
rar la notacién, cuando m sea un entero positivo fijo, se escribird (¢, );>, en lugar de
(tn(m))so,. La definicién conduce a algunas propiedades inmediatas.



70 Una infinidad de niimeros trascendentes mal aproximables

Proposicién 3.6. Fijese un entero m > 2 y sea (tn)iey la sucesion TM,, asociada.
Entonces,

1. t, =tnm para toda n e N,

2. tps1—ty #1 (m6d m) implica n=m -1 (méd m),

3. Para toda € Xy, y cualquier n € Ny, tpmar = tpm +7 (m6d m).

Demostracion. 1. Sin=[cocy ...c¢r|m, se tiene

' r
n=y ¢m' =nm-= Zcim”l = nm=[0, cg, €1, - -+, Cr]m.
=0 =0
2. Supdngase que n # m-1 (méd m), entoncesn = [cocy ... ¢ |m concy € {0,1,...,m -2},
por lo que
' . 9
n+l=> cm'+1=(co+1)+cm+com’+...+c,m” = n+l=[co+1, ¢,y ..., ¢ lm.
i=0
Luego,

T
tpar=(co+ 1) +cr+...+¢c, =1+ > ¢;=1+t, (médm).
i=0

3. La tercera parte sigue de la contrapuesta de la segunda. De nm =0 (méd m) se tiene
que tpm+1 = tpm = 1 (M6d m), ..., tymi(m-1) = tum+(m-2) = 1 (méd m). Sumando
adecuadamente estas ecuaciones se llega a la conclusion deseada. [

Una consecuencia inmediata de la Proposicién @ es que t; =tj,1 = tj.2 es imposible.
Si no lo fuera, entonces j = -1 (méd m) y j+1 = -1 mdd m, que implicarfa 1 = 0
(méd m).

Sea f:3,, - N inyectiva. Si (z,,)ne, es una sucesién en X,,, obviamente (f(z,))ro,
es tarde o temprano peroddica o tarde o temprano palindrémica si y sélo si la sucesién
original es tarde o temprano periédica o tarde o temprano palindrémica, respectivamente.
Los nimeros reales considerados en el Teorema tienen precisamente la forma o =
[0; f(x0), f(x1), f(x2),...] con x, =t,(m) y f inyectiva. Serd muy importante verificar
que TM,, no es a la larga periddica. Si este fuera el caso, el Teorema de Lagrange
garantizaria que todos los nimeros generados de este modo sean irracionales cuadraticos.

Teorema 3.7. Para cualquier entero m > 2 la sucesion TM,, no es tarde o temprano
periodica.

Demostracion. Sean m € N, m > 2,y ()2, la sucesiéon T'M,,. Se mostrard que no
existen enteros positivos a, b tales que t1, = tqin+p para cualquier n € N. Supdngase que
no es asi y tomese a b minimo.

Caso b < m. Supéngase que tyyn = tarprn paratodo n € Ny y alguna a € Ng. En particular,
si a+a’ =0 mdd m, entonces la Proposicién 3 implica

tara’ = tarar+b = tarar + b méd m

que conlleva b = 0, una contradiccion.



3.3 Construccion de numeros trascendentes 71

Caso b=0 méd m y b > m. La hipdtesis implica que para algin entero positivo b’ se
verifica b = mb’. Entonces, por la Proposicién 1., para cualquier n € N se tiene

Lasn = tm(a+n) = tm(a+n)+b = tm(a+n+b’) =tatn+b
que contradice la minimalidad de b.

Caso b#0 méd m y b > m. El intervalo cerrado [a,a + 2b] contiene al menos 2m + 3
enteros consecutivos, por lo que contiene 2 multiplos de m estrictamente mayores
que a, lldmense j =mgqy j+m=m(g+1). Supéngase que tjim —tjrm-1 =1 méd m
y tj —tj-1 =1 méd m, entonces t_p, =t; = t;j.y,: de hecho, por la Proposicién [3.6}

t(j—m)+r = tj—m +7, tj+r = tj +r, tj+m+r = tj+m +r Vre Em7
por lo que

tj =1+ tj_l =1+ t(jfm)+(m71) =1+ tj_m +m-1= tj_m méd m,

tivm =1+ tjem1 =1+t 0p-1y =1+t +m-1=t; mbd m.

Luego, t4-1 = tq = t4+1, que es imposible por la Proposicién @2. En consecuencia,
al menos una de las expresiones tjim — tjem-1 # 1 méd m, t; —t;o1 # 1 méd m
se satisface. Sin perder generalidad, se supone que t; —t;_; # 1 méd m es cierto.
Entonces, t.p —tj—140 = tj — 11 #1 médm que da j+b-1=-1 méd m and
j—1=-1 méd m, implicando que b =0 mod m, contrario a la hipdtesis. O

Al dotar a ¥* con la operacién binaria de la concatenacion se obtiene un monoide
cuyo neutro es €. Los morfismos constituyen un tipo importante de funcién de ¥* en X%,
éstos son simplemente homomorfismos de monoides.

Definicién 3.9. Un morfismo es un homomorfismo de monoides de X* en si mismo,
i.e. p: X" > X" cumple con

W =wowy ... wi €L = p(w) = p(we)p(w)...p(w).

Cualquier morfismo ¢ puede extenderse a una funcion @ : 3% — X°° mediante

_ _Je(wo)p(wr )p(wa) ... 80 W=wowiwy...€X® 1",
(w) =
o(w) st weX*.

En este caso, se dice que @ es generada por .

Evidentemente, cualquier morfismo ¢ : ¥* — ¥*  y en consecuencia el morfismo
generado por él, estd completamente determinado por p(j) con j variando en X. Para
evitar recargar la notacién, no se distinguird entre ¢ y . También, se define p! = ¢ y
para toda n € N, ¢! := ¢™ o . Algunos morfismos ayudardn conseguir nuevas palabras.
Definicién 3.10. Un morfismo ¢ : X* — X% es prolongable en j € X si o(j) = jx para
algin x € ¥*. Si ¢ es prolongable en j, el punto fijo de ¢ anclado en j es la palabra
7xp(x)¢* (%) (%) ...

Definicién 3.11. Sean ¢ : 3* — X* un morfismo y k € N. Se dice que ¢ es k-uniforme
si |p(4)| = k para cualquier j € 3.
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La corta demostracién de Adamczewski y Bugeaud dada en [ab] del resultado de
Quéffelec se basa en que la sucesién clasica de Thue-Morse es palindréomica. Desgracia-
damente, esta caracteristica deja de cumplirse para las demds sucesiones T'M,,.

Teorema 3.8. Sean m > 2 un entero y (tn)eey la sucesion TM,, asociada. Si m = 2,
entonces (tn)ory es palindrémica. Si m > 2, entonces (t,)o, no es tarde o temprano
palindromica.

Demostracion. Se exhibe la prueba del caso m = 2 encontrada en [AS] porque motivara las
ideas que se usaran en adelante. La Proposicién [3.6|aplicada a la sucesiéon de Thue-Morse
(m = 2) implica que (t,);7, es palindromica, donde (n;)32, estd dada por n; = 477,
Para verlo, sea ¢ : {0,1}* — {0,1}*° el morfismo generado por la funcién ¢(0) = 01,
©(1) = 10. Por definicién, ©?(0) = 0110, ¢?(1) = 1001, por lo que el conjunto de palabras
palindrémicas sobre el alfabeto {0,1} es invariante bajo ¢?. De hecho, si w € ¥* un
palindromo, w = wow; ... wy-1, entonces, si w; := 1 —wy, se tiene

WQ(W) = %02(100)%02(@01) e <P2 (wi-1) = wo Wo Wowo W1 W1 W1 W1 . . . Wi—1 Wh—1 W1 Wk—1-

Noétese que |p(w)| = 4k. Sean j € [0..4k —1] y q,r € Ny tales que j =4g+r y 0 <r < 4.
Claramente,
wy sire{0,3},

@(W)j = Lp(W)4q+r = {wq sire {1,2} .

En consecuencia, como r € {0,3} siy s6losi 3—r € {0,3} y r € {1,2} siy s6losi 3—r € {1,2},

Wg-1—¢ si 7 €{0,3},

(p(W)4k—1—j = <P(W)4k_1—4q—r = @(W)4(k—1—q)+(3—r) = {wk e siref{1,2)
“1-q ,2}.

Entonces, si w es un palindromo, para cualquier [ € [0..k — 1] la igualdad w; = wi_1-; se
cumple implicando ¢(w); = ¢(W)ax-1-; ¥, consecuentemente, que ¢(w) es un palindro-
mo. Por definicién, ©?(0) = 0110 es un palindromo y, por induccién, ©**(0) es un
palindromo para cualquier n € N. Obsérvese que ¢ es prolongable en 0. Ademads, se
tiene (0) = 01, ©?(0) = 0110 = 01¢(1), si ©**(0) = 01p(1)...9** 1(0), entonces

P* D (0) = 9% ("(0)) = @*(01p(1) ... ¢*"71(0)) = *(0)¢*(1) ... *"*1(0)
=01p(1)...o*"(0).

Esto significa que ©?™(0) es un segmento inicial de un punto fijo de ¢ anclado en 0, v. En
particular, v es palindrémica con los segmentos palindrémicos iniciales dados por ©?"(0).
Por el Teorema de la siguiente seccién (cuya prueba es independiente de ésta), v es
precisamente T' M. Luego, T M, es una sucesién palindromica.

Ahora se considera el caso m > 3. En (t, )72, la palabra 011 aparece una infinidad de
veces, porque

ji=[m-2m-1,...om-1] j+1=[m-1,....om=-1,m-1] j+2=[0,...,0,1]
m-2 veces m-1 veces m-1 veces

m

dat; =0, tjs1 =1, tjro = 1. Ademas, t;; =0, tjr1 =1, tjro = 1 cuando j;, estd definida

por

ji=[m=-2,m-1,...,m-1,0,m-2,2] =j+(m-2)m™+2m™*",

——
m-2 veces
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En general, j(k) := j + (m - 2)m* + 2m**! para k > m da lugar a una ocurrencia de

011; esto es, tjk) =0, tjk)+1 = 1, tj(k)+2 = 1 donde

jk)=[m-2,m-1,...om-1, 0,...,0 ,m-2,2] =j+(m-2)m"+2m"".
m
m-2 veces k+4+1-m veces
Sin embargo, la configuracién 110 es imposible. Supéngase que t = 1, tg11 = 1, g0 =0
para algin k € Ng. Como m > 3, -1 # 1 (mé6d m), por lo que txio — tge1 # 1 (mdd m).
También se tiene ty.1 —t; # 1 (méd m). Por la Proposicién[3.6] k+1=m -1 (méd m) y
k=m-1 (méd m). Las tltimas congruencias conducen a 1 =0 (méd m), que es absurdo.
Por lo tanto, las sucesiones T'M,,, no son tarde o temprano palindrémicas. O

3.3.2. Una definicién alternativa de las sucesiones TM,,

La sucesién de Thue-Morse cldsica (T'Mz) puede definirse como el punto fijo anclado
en 0 de un morfismo (cf. [AS], Corolario 1.7.7, p.23). Con este espiritu, para cualquier
m € N fijo, m > 2, se considera el morfismo ¢ : ¥} — 3 dado por

VieX,, o()=47+1,...,5+m-1.

La suma en la expresién anterior debe entenderse médulo m. Por ejemplo, si m =4 y
j =2, entonces p(j) =2301 (como se notd antes, ¢ estd completamente determinado por
su accién en X,,,). Por definicién, ¢ es prolongable en 0 y, de hecho, en cualquier elemento
de %,,,. También, ¢* es mF-uniforme para cualquier k € N. Esto da otra perspectiva para
estudiar las sucesiones T'M,,,.

Definicion 3.12. Para cada m > 2 sea @ el morfismo definido como arriba. La sucesién
TM,, es el punto fijo de ¢ anclado en 0.

El siguiente Teorema afirma que en verdad no se le estd dando el mismo nombre a
dos objetos distintos. En adelante, se supondra que m ha sido fijado.

Teorema 3.9. Las Definiciones y son equivalentes.

Lema 3.10. Sean cg,...,Cn,Cn+1 € 2 Y Ci=Co ... Cpa1- Entonces, se cumple la siguiente
igualdad
n+l
go”“(cml)[c]m = > ¢ (méd m). (3.20)
i=0

Demostracion. En esta prueba las llaves carecen de significado, son sélo para facilitar la
lectura. Considérese, primero, el caso n = 0. Sean ¢y, ¢1 € X, entonces

w(c1)e, ={c1,c1+1, ... ,cp+m— 1}C0 =cy +Cp.
Ahora considérese el caso n = 1. De que ¢ sea un morfismo m-uniforme y de la definicién
de ¢ se sigue que
©%(€2)ermaco = Lp(c2)(ca +1) ... p(ca +m - D} eymieo = P(C2+€1)ey =2+ €1+ Cp.
Supédngase que (3.20f) se cumple para n—1. Tomando cg, ¢1,...,Cps1 € L Y € 1= CoC1 - - - Cp,
SOnJrl(Cn*l)[C]m ={¢" (cns1)@" (cns1 + 1) " (Cpy1 +m — 1)}[c]m
=" (Cpa1 + Cn) gt oymi (¢™ es m"-uniforme)

n+1

=> ¢ (Hip6tesis de Induccidn)
i=0
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El lema sigue del Principio de Induccién Matematica. O
Demostracion del Teoremal3d. Sea v € 22 un punto fijo de ¢ anclado en 0, entonces
v=0,1,....,m-1,0(1,...,m-1),%(1, ..., m-1),...
=0(0) (1) ... o(m-1)p*(1, ..., m-1)p*(1, ...,m-1)...
=?(0)*(1)...o*(m-1)*(1, ..., m-1)p*(1,...,m-1)...

="(0)p"(1)..."(m-1)" (1, ..., m-1)"" (1, ...,m-1)....

Sea j un entero no negativo, j = YI*, c;m?, y definase ¢ = (j),,. Tomando un segmento
inicial suficientemente largo y aplicando el Lema [3.10] se consigue

v ="(0); = " (0)e] ZCZ (méd m) = t;.

3.3.3. Prueba del Teorema [3.5.

La definicién hace que la teoria de los morfismos de palabras sea accesible. En
particular, algunos aspectos combinatorios extremadamente utiles serdn empleados.

Lema 3.11. Sean n,m enteros positivos con m > 2 y (t;)32; la sucesion TM,y,. Si

t =totits. .., entonces py(n) < m3n.

Demostracion. Supéngase que n es un entero positivo fijo y que r € N es tal que m” ™! <n <

m”. Llamese t[k] al conjunto de subpalabras de t de longitud k. Sea f : ¥,,r xt[2] — t[n]
la funcién dada por

f(87V) = Qpr(v)[s:s+n]~ (321)
Como t es un punto fijo de ¢ y ¢ es un morfismo m-uniforme, t es un punto fijo de ©”
vy ¢P es un morfismo mP-uniforme para cualquier p € N. En consecuencia,

Vp eN t= totltg el = (pp(to)(pp(tl)(pp(tg) e = (pp(t)

Témese v = t;t;,1 con j € N fija. La ecuacién de arriba y las propiedades recién enunciadas
de ¢ implican

©" (V) =" (t;) 0" (tj41) = timrtjmre1 - - - LGe1ymr—1t Ge1ymr EGatymr+1 - - - LG+2)mr—1,

y se obtiene
f(87 V) = SDT(V)[SZS-FTL] = tjm"'+stjm7'+s+l cee tjm7'+s+n—1~

Sea x una subpalabra de t de longitud n, entonces x =t;...t;4,_1 para alguna i. Por
el Algoritmo de Euclides, hay dos enteros no negativos ¢’, s’ tales que i = ¢'m" + s’ y
0 < s’ <m". Obviamente, x es una subpalabra de

(pr (tqrtqq_l) = tqrmr ‘e t(q/+1)mr_1t(q/+1)mr .. .t(q/+2)mr_1;
de hecho, x = f(s',v) con v =ty t,.1, probando que f es sobre. En consecuencia,

pe(n) = [t[n]] < [Spr x t[2]] = m " m® = m""'m® < nm?
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que implica

h’msupM <m?. (3.22)
n

n—>+oo

O

El argumento anterior es sélo un caso particular de un teorema més general (cf. [AS],
Teorema 10.3.1, p. 304).

Prueba del Teorema[3.3

Sean m > 3 un entero, (¢;)72, la sucesion TM,,, ¥ c N, ¢ : ¥,, - ¥ biyectiva,
w = (o) (t1)Y(t2) ... y a = [0;9(to), ¥ (t1),¥(t2),...]. La conclusién del Lema
sigue siendo valida—y es una biyecciéon— cuando se aplica a w, por lo que es valida
y, por el Teorema [3.7] w no es tarde o temprano periédica. Como

lim sup M < o0
n—+0o n

)

el Teorema [3.1] implica que « es trascendente.
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Una infinidad de numeros trascendentes

mal aproximables



Apéndice A
Elementos de fracciones
continuadas

Fracciones continuadas

Ademaés de una vistosa notacién, las fracciones continuadas brindan valiosos teoremas
en la teoria de aproximacién. Este breve apéndice es para recordar algunas definiciones y
propiedades basicas de los objetos mencionados. Varias pruebas son omitidas, muchas son
sélo ejercicios elementales de induccién matemaética y pueden encontrarse en referencias
clésicas como [Kh] o [La02]

Definicién 1. Sean N €N, (a,,)N.; una sucesion tal que ag € Z y a; €N para j > 1. Una
fraccion continuada finita simple de orden IN es una expresion de la forma

1

[ao;al,a27 .. .,CLN] = qag +

a) +

Sean (a, )02, es una sucesion de enteros positivos y ag € Z. Una expresion de la forma

1
ap +

al +

ag +
1
a3+.*

se llama fraccion continuada infinita simple. Tanto en el caso finito como en el
infinito, los términos (an)mq se llaman elementos o cocientes parciales.

Definicién 2. La representacion candnica de la fraccion [ag] es ag/l. Si se han
definido la representacion candnica de las fracciones de orden k — 1, entonces si la de

U 7
[ai;az,a3,...,a;] es p'/q’, se define la de [ag;ar1,as,...,ax] como 2LEFL,

7
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Manteniendo la notacién, se observa que

1 A /+ A
g Lo aop rd

[ao;al,ag,...,ak]=a0+ ; ;
[a1;az,a3,...,a] D P

Una de las principales cualidades de las fracciones continuadas es que permiten apro-
ximar répida y recursivamente a los niimeros reales. Por el resto de esta seccién, (a,)o,
v (bn)2, representardan sucesiones de nimeros naturalesE| salvo, posiblemente, ag y by
que son enteros.

Teorema 3. 1. Euxiste el limite

[ap;a1,az,...] = m [ag;a1,az,...,an,]-

n—00

2. Todo numero real admite una representacion como fraccion continuada.

3. Si a € R, entonces a es irracional si y solo si su representacion como fraccion
continuada es infinita. En este caso, la representacion es unica.

4. Si a € Q, entonces hay sdlo dos representaciones y ambas son finitas; de hecho,
éstas serian
= [ao§(117-- 'aan] = [ao;ala"' yAn-1 — 131]

Demostracion. [La02] p.7, [Kh] p.14. O

Definicién 4. Si (an)ie, es una sucesion como antes, la sucesion de convergentes
de la fraccion [ag;a1,az,...], (Dnfdn)og, €s la sucesion cuyo término n-ésimo es la
representacion candnica de [ag;a1,as,...,an].

Teorema 5. Los convergentes de una fraccion continuada estdn dados por qo =1, pg =
ao, g1 =a1, p1=apar +1y

Vn 22 Pn+1l = Qn+1Pn T Pn-1,  Gn+l = An+1qn + gn-1.
Si se definen q-1 =0, p_1 =1, la recurrencia es vdlida desde n = 1.
Demostracion. [La02] p. 2., Teorema 1; [Kh] p.4, Teorema 1. O

El caracter recursivo de los convergentes permite entender mejor el comportamiento
de estas aproximaciones. Por ejemplo, los convergentes forman una sucesion alternante;
los errores, una estrictamente decreciente. El descenso de la secuencia de errores no es
descontrolado, es posible encontrar una cota inferior.

Teorema 6. Sean o € R y (pn/gn)or; la sucesion de convergentes de «. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades.

1. Para toda k € N o para aquéllos naturales, k, para los que py,/q, esté definido
aepr1 = Preae-1 = (1%, qepr-o — prar—2 = (-1)" " ay.
2. Para toda k €N o para aquéllos naturales, k, para los que p,[q, esté definido

_ Pr-1[@k; Qk41, ke2, -] + Dr2
Qe-1[0k; A1, Qr2s - -] + Q-2

2Se llama naturales al conjunto de los enteros positivos
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3. Para toda k € N o para aquéllos naturales, k, para los que p,/q, esté definido

qk+1
qk

= [ak+1§ak7-~-7al]-

Demostracion. 1. Ver [La02] p.4, Teorema 2 o [Kh| p. 5, Teorema 2 y p.6, Teorema 3.
2. Ver [La02] p.3, Corolario 1 o [Kh| p.7, Teorema 5.

3. Ver [La02] p.6, Teorema 4 o [Kh| p.7, Teorema 6.
O

Lema 7. Sean « € (0,1) y n € N tal que el (n+ 1)-ésimo convergente estd definido;
entonces,

‘ Pn+1

o - Entl

dn+1

<Ja-2).
an

(1)
Demostracion. [La02] p.9, Corolario. O

Teorema 8. Sea a € (0,1), entonces para cualquier n € N se tiene

1 n 1
B R P .
QR(Qn +'Qn+1) dn ndn+1
Demostracidon. [La02] p.8, Teorema 5; [Kh| p.9, Teorema 9 y p.15, Teorema 13. O

La expansion en fracciones continuadas da un criterio sencillo para decidir si un ntime-
ro es racional o irracional. La estructura de la sucesién de cocientes parciales también
permite caracterizar a los irracionales cuadréticos.

Teorema 9 (Lagrange). Sea a = [ag;a1,a2,as,...] un real. Entonces, o es un irracional
cuadrdtico si y sdlo si la sucesion (an), tarde o temprano es periddica.

Demostracion. Ver [La02] p.54, Teorema 3 o [Kh| p.48, Teorema 28. O
Teorema 10. Sean a = [ag;a1,a2,a3,...] y B = [bo;b1,b2,b3,...] dos reales. Si existe
neN tal que aj =b; para j € {0,1,...,n}, entonces
1
v = 3] <
dn-19n

en donde (pn/qn)oe, son los convergentes de .

Demostracion. Dependiendo de la paridad de n alguna de las dos desigualdades es cierta:

Dot g p<Br Png gt
qn-1 qn dn dn-1
Restando los extremos se concluye el resultado. O

Si bien las préximas dos proposiciones no estan en las referencias que se han citado,
siguen facilmente de ellas. Son enunciadas en [bul.
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Teorema 11. Sean (ay), una sucesidn de naturales, o = [0;a1,a2,...]1 ¥ (Pn/dn) iy
los convergentes de a. Si los cocientes parciales de o € R\ Q estdn acotados por M,
entonces

limsup ¥/q, < +0o.

n—00

Demostracion. Supdéngase que a, < M para toda n € N. Por el Teorema [5, go = 1 <
(M +1)°y ¢1 =a; <(M +1)*. Suponiendo vélido ¢, < (M +1)" paran e {1,2,...,N},
el Teorema [B da

qn+1 = ans1qn+an-1 < M(M+DN +(M+D)N 7 = (M+D)N (M (M +1)+1) < (M+1)V

Asi, para cualquier n € N se cumple q,l/ " < M +1y el resultado se sigue. O
Teorema 12. Si [0;a1,a2,a3,...] es un irracional y (qn)peq €$ la sucesion de denomi-
nadores, entonces

Vh,leN q(V2)" <qn.

Demostracion. Como (g, )pe, es creciente, [2] se traduce en que para cualquier n € N se
cumple

1 1
5 <a—}1§2—:>VneN qlSq1+1\/§.
24i41 @l i
Entonces, fijando a [ € N y usando repetidamente la desigualdad anterior se concluye el
teorema. O

Dado un irracional «, la teoria de fracciones continuadas provee una sucesién de
nimeros racionales convergente a «; en términos de aproximacién, ésta es la mejor que
existe.

Numeros mal aproximables

El Teorema de Lioville asegura que los reales que se aproximan muy bien son trascen-
dentes. Los nuimeros trascendentes, sin embargo, como se mostrara en el tltimo capitulo,
no se agotan con este criterio.

Definicién 13. Los reales mal aproximables, Bad, son el siguiente conjunto
Bad::{aeR:Hc>0(\7’Be(@ ‘a—£‘>%)}.
q q q

Es un resultado sorprendente que se pueda dar un criterio tan simple para caracterizar
a los nimeros mal aproximables.

Teorema 14. Si a € R\ Q, entonces o € Bad si y sdlo si a tiene elementos acotados.
Un corolario inmediato es que los irracionales cuadrdticos son mal aproximables.

Demostracion. Ver [La02] p.23, Teorema 6 o [Kh| p.36, Teorema 23. O

De la caracterizacién anterior, se tiene que Bad no es numerable. Por otra parte, un
resultado de Khinchin asegura que este conjunto tiene medida de Lebuesgue—en adelante
denotada m— cero.

Teorema 15. El conjunto Bad es no numerable y satisface m(Bad) = 0.

Demostracion. Ver [La02] p.23, Teorema 6 o [Kh| p.60, Teorema 29. O



Apéndice B
El algebra de Grassman

El algebra de Grassman

El dlgebra exterior en R™, aun siendo una nocién conocida, se desarrolla brevemente en
este apéndice. El objetivo principal es presentar resultados usados en el texto y establecer
la notacion. La mayor parte de las demostraciones sigue de las propiedades elementales
de los determinantes, son omitidas. Todas pueden encontrarse en la referencia principal
de esta seccién, [Schl, o, bajo un contexto mds general, en [La01].

Construccion del Algebra de Grassman

Primero, se dotard de significado a la expresién R donde n es un entero positivo y
p es un entero no negativo menor o igual que n. En adelante, n serd un nimero natural

fijo. Apegandose a la tradicién, la base candnica de R™ se representa mediante ey, ..., e,.
El simbolo Rf es simplemente el conjunto de los nimeros reales. Témese a p en
{1,...,n}. Se denota por C(n,p) al conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de

[1..n] de cardinalidad p:
C(n,p) ={X c[l.n]:|X|=p}.

Para cada o € C'(n,p), 0 = {i1 < ... < iy}, se consideran los productos cufia, expresiones
de la forma
oy N A g, .

El espacio R} es el R-espacio vectorial de dimension (Z) =:[ generado por estos objetos.
Este espacio admite un producto interior muy natural. Primero, si ¢ € C(n,p) es o =
{i1 <...<ip}, se escribe

E;i=ej Neg, Ao Aey,.

Después, con 4, , la delta de Kronecker, se define
Vo,T € C(n,p) <E0a ET) = 57’,0-

Para calcular el producto en cualquier pareja de vectores en R se extiende la igualdad
anterior por linealidad.

La formacién de los productos cuna exige, hasta ahora, que los subindices sean es-
trictamente crecientes. Para eliminar esta restriccion se consideran dos casos: hay dos
subindices repetidos y todos son distintos. Cuando un vector aparezca dos veces en el
producto, éste valdra cero. Por otra parte, si los indices 41,12,...,%, son distintos pero

81
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no forman una sucesién creciente, se toma m € S, (el grupo simétrico de orden p) para la
que tr(1) <ix(2) <...<irx(n) Y se establece

€iy AN€iy Ao AN, =SEN(T) € (| ACi oy AurACi .
Ahora, sea G, el R espacio vectorial de dimensién 2™ dado por
G,=Ry®Rl®...®R].

El producto cuila, hasta este momento tiene sentido dentro de cada R con ¢ € [0..n].
Las siguientes férmulas lo llevan hasta los vectores de G,, obtenidos como el producto de
vectores canénicos de R™:

1Anl=1
LAa(es, Aeig Aooone)= (e Aeg Ao A )AL =e; Aejy Ao neg,
(Gil N €, /\.../\Bl'p)/\(ej1 /\6j2/\.../\6jq) =€ NCip Ao N€E Nejy Nejy, AL ANEj,
Nétese que, por el Principio del Palomar de Dirichlet, cualquier producto que cuente con
méas de n factores es igual al cero en G,,.

Definicién 1. FEl dlgebra obtenida al extender linealmente las formulas anteriores a Gy,
es el Algebra de Grassman.

Resultados utiles

Si x(M, x@ . x®) son vectores en R™, se escribirg
XP = xW Ax@P A AxP), (1)
Lema 2. Sean x1,...,%x, € R" con x; = (z;1,...,%in) para toda i € [1..n]. Entonces
X1 A A Xp = Z XUEU con XU = det(xivj)’
oeC(n,p)

en dondei€[l.p]l yjeo.
Demostracion. Ver [Sch], Lema 6A, p. 104. O

Para ejemplificar el lema anterior, supéngase quep =2, n =4y xy = (231, %i2,%i 3, Ti4)
para i € {1,2}. Calculando,

4 4
X1 ANXg = meej AN nghjej
i=1 j=1
4
= Z 21,iT2,5 € N €;j
4,5=1

=211 [z272 €] ANex+Tz3€1 ANe3+Ta4€1 A e4] +
+ x1,2 [.132,1 (62 AN e1) + Z2.3 (82 AN 83) + x2.4 (62 AN 84)] +
+21,3 [.%'2’1 (63 A e1) +Z22 (eg A eg) + 2.4 (63 A 64)]

+ X1,4 [.’tg’l (e4 AN e1) + T2 (64 A eg) + x2.3 (e4 A 63)]

1,1 T1,2 11 T1,3 T11 Ti14

= ’ ler Aeg + ’ ey ANes + ’ ler Aegt
T21 T22 T21 T23 T21 T24
T1,2 X1,3 T1,2 T1,4 1,3 T1.4

+ ’ lea Aes ’ leag Aey + ? “leg ANey.

T2 T23 T22 T24 T23 T24
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La existencia de los subespacios en el Teorema de Schmidt la dard precisamente estas
ideas, después de una larga y complicada construccién de los elementos a los que se les
aplicara.

Lema 3. Sean xi,Xa,...,%p, € R” con p <n. Estos puntos son linealmente dependientes
si y sdlo si para cualquier o € C(n,p) se cumple det(z; ;) =0 conie[l.p] yjeo.

Demostracion. La necesidad es trivial. Para la suficiencia, se fija p € N. El resultado es
evidente para n = p+0. Con induccién matematica se verifica el resultado para n € N con
n2>p. O

Lema 4. Sean xi,...,xp € R". Entonces, X1 A+ AXp, =0 si y solo si x1,...,X, son
linealmente dependientes.

Demostracion. Ver [Schl], Lema 6B, p. 104. O

Lema 5. Sean {x1,...,%xp} y {y1,...,¥p} dos colecciones de puntos de R™ linealmente
independientes. Los vectores X1 A+ AXy Y Y1 A AYn son linealmente dependientes si y
s6lo si {x1,...,%p} Yy {y1,.-.,¥p} generan el mismo subespacio de R".

Demostracion. Ver [Sch], Lema 6C, p. 105. O

Lema 6 (Identidad de Laplace). Para X1,...,Xp,¥1,...,¥p € R" se cumple

(x1,y1) (x1,¥2) - (X1,¥p)
Xo, Xo, oo (%o,
(X1/\--./\xp,y1/\.--/\yp)R;: ( 2:}’1) (x2,y2) ( 2:Yp> ] (2)
(Xp7y1> (Xp,Y2) ‘.- <Xp7Yp>
Demostracion. Ver [Sch], Lema 6D, p. 105. O
Cabe mencionar que si {x1,...,Xp} y {y1,...,¥p} son colecciones linealmente inde-

pendientes, el lema anterior implica que el producto interior del lado izquierdo es distinto
de cero. Tras aplicar una transformacion lineal adecuada, el lado derecho es un deter-
minante de una matriz de p x p cuyas columnas son linealmente independientes (serfan
imagen de un isomorfismo lineal).

El lema siguiente requiere una construccion llamada el p-ésima compuesto de una
matriz. Se supondra que los elementos de C(n,p) han sido enlistados de acuerdo con
algin orden fijo. En el texto, el orden que se elige depende de los minimos sucesivos del
paralelepipedo formado por una base fija de R™.

Definicién 7. Sean x1,...,x, € R" ype{l,2,...,n}. Ademds, supdngase que C(n,) =
{o1,...,01}. El p-ésimo compuesto de (x1]...]x,)" es la matriz de tamano (Z) x (Z) cuya
entrada (r,j) estd dada por

Tiy, g1 Tig,gn -+ Tip,ga

Liy,jo  Lig,jo -+ Lig,jo
X‘Tv"' = : p:

xilajp xiQ:jp Tt xip,jp

donde o =0, ={i1<...<ip} y7=0s={j1<...<Jp}-
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Por ejemplo, sean n=4,p=3y x; = (2,1, %2, %i,3,%;4) parai€ {1,2,3}. Se considera
el orden
C(4,3) = {{1,2,3},{1,2,4},{2,3,4}}.

Entonces, el tercer compuesto de la matriz

11 T1,2 T1,3 Ti4
T21 X22 T23 24
T31 X3,2 T33 T34
Ta1 T42 T43 T44

es la matriz de 3 x 3 es

11 T1,2 T1,3 T11 T1,2 T14 T12 T1,3 T14
T21 T22 T23 T21 T22 T24 T22 T23 T24
r3,1 T32 T3,3 r3,1 T32 T34 T32 T33 T34

1,1 T1,2 X1,3 1,1 T1,2 T1,4 Ti,2 *1,3 T1,4
T2,1 T2,2 X23 T2,1 X2,2 T24 T2,2 T2,3 T24
Ta1 T42 T43 T41 T42 T44 Ta2 T43 T44

T21 T22 T23 T21 T22 T24 T22 T23 T24
3,1 X3,2 X33 x3,1 X3,2 T34 T3,2 X33 X34
T4,1 T4,2 T4,3 T4,1 T4,2 T44 T4,2 T4,3 T44

Lema 8. Sean x1,...,x, puntos en R™. Entonces,
n-1
det (Xo.7) 5 e py = (det(Gerlxa] - [x,)) 1)
Demostracion. Ver [Sch], Lema 6E, p. 105. O

Con las proposiciones hasta ahora dadas es sencillo concluir el dltimo resultado de
esta seccion. Esta se utilizara fuertemente en la prueba del Teorema del Subespacio.

Lema 9. Sea ay,...,a, una base de R™. Para cada o € C(n,p), o ={i1 <...<ip} se
escribe
Aa ::ail/\ah/\.../\aip.

Entonces, son ciertas los siguientes enunciados.

1. Losl= (Z) elementos A, forman una base de R}).

. Si det(ai|ag|-|a,) = 1, entonces el determinante de los A, también es 1.

1. Sea aj,...,a la base reciproca de ay,...,a,. Para cada o € C(n,p) con o = {i; <
... <1ip} se escribe
* * * *
Al =a; Naj, A.onag .
Entonces, los vectores { A} }gec(n,p) forman la base reciproca de {Ay}sec(n,p); €sto
es, st 0y, es el simbolo de Kronecker,

Vo,7€C(n,p) (Ao, A)gn =d0r. (3)

Demostracion. Ver [Sch], Lema 6F, p. 108. O



Apéndice C
Resultados de la Geometria de
Numeros

Demostraciones de la geometria de nimeros

Las fronteras que separan diversas areas de las matematicas se difuminan hasta des-
aparecer cuando se atacan algunos problemas. Los Teoremas de Roth y de Schmidt
son buenas instancias de ello. Las pruebas se basan, fundamentalmente, en conceptos
geométricas para concluir aspectos algebraica.

Este apéndice expone las ideas sobre la Geometria de Numeros. La estructura es
la misma que en el segundo capitulo. Todas las proposiciones y las definiciones son
reformuladas para evitar las referencias al cuerpo del texto con la unica excepcion de la
expresion Algunos detalles que han aparecido en la discusion del segundo capitulo
son omitidos.

Primeras definiciones

Los objetos centrales en la geometria de los nimeros son las retl'culasE], siendo Z"
el ejemplo mas importante. Minkowski observé en el Siglo XIX que la geometria de R™
ayuda a deducir propiedades de los enteros racionales. En esta ocasién, los teoremas
presentados seran de existencia y sobre proporciones.

Definicién 1. Sean A = {aj,aq,...,a,} c R"™ vectores linealmente independientes. La
reticula generada por A, A, es el conjunto
n
A= Zajaj Loy eZy.
j=1
En este caso, se dice que A forma una base de A. Equivalentemente, si A = (ai|as|...|a,),

y Ta:R™ > R" estd dada por Ta(x) = Ax, entonces A =T(Z™). Si A, T' son reticulas y
A cT, entonces se dice que A es una subreticula de T'.

El ejemplo méds importante es la reticula, Ay, generada por la base candnica. En
ella y, en general, es claro que puede existir una infinidad de bases. Ademds, es facil
caracterizarlas. Antes, se recuerda que las matrices con entradas enteras con determinante
1 0 -1 se llaman unimodulares.

3Se traduce reticula al término lattice.
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Témense A ¢ R™una reticula y {a;,as,...,a,} y {b1,ba,...,b,} bases de A con
A=(ay|...|]a,), B=(by]...|b,). Existen una matrices con coeficientes enteros, V' 'y W,
tales que

AV =B, BW-=A.

La invertibilidad de las matrices involucradas implica W = B1A = (A"'B)' =Vl en
consecuencia,

det(V) =det(W)eZ = |det(V)|=1.

1
" det(V)
Por otra parte, si aj,as,...,a, es una base de A, A = (aj]ag|...|a,) y V es una matriz
unimodular, las columnas de B = AV forman una base de A. En efecto A = BV !y
V! tiene entradas enteras (por la Regla de Cramer); luego, la reticula generada por las
columnas de B contiene a A (la contencién opuesta se da por cémo fue definida B).

Teorema 2. Sean A = {aj,as,...,a,} una base de A y B = {by,bs,...,b,} c A un
congunto linealmente independiente. Si A = (aj|ag|...|a,) y B = (b1|bz|...|b,), entonces
B es base de A si y solo si existe una matriz unimodular V' tal que B = AV.

Manteniendo la notacién, se ve que el valor absoluto del determinante de una base
de A sélo depende de la reticula:

|det(A)| = |det(BV)| = | det(B)|| det(V)| = |det(B)].

Definicién 3. Sean A una reticula, A una base de A y A = (aj,as,...,a,). El deter-
minante de A, d(A), es
d(A) :=|det(A)|.

Si A c M son reticulas, el indice de M en A es

_ d(A)
= 200

Cuando A, con base {aj,...,a,}, es subreticula de M, con base {b1,...,b,} existe
una matriz con entradas enteras, V', tal que A = BV con A y B definidas como antes.
Utilizando, por ejemplo, la Regla de Cramer, se deduce la existencia de una matriz W
con entradas enteras tal que AW = BD. Esto da

DM cAcM. (1)

Estudiar la estructura de las matrices no sélo rinde frutos en un entorno de cémputo
cientifico. Las implicaciones tedricas tampoco son despreciables, facilitan los cédlculos y
hacen evidente. En algunos casos, la invertibilidad de ciertas transformaciones via la
independencia lineal resulta evidente.

Lema 4. Sean A, M reticulas tales que A € M. Entonces, para cada base by,..., b, de
M existen una base ay,...,a, de A yV e M(Z,n) triangular superior tales que, con
B:(b1||bn) yA:(a1|...|an),

A=BV.

Demostracion. Como DM ¢ A, para cada i € [1..n] existen puntos de la forma «1b; +
...+ a;b; € A. Definanse aq,...,a, € A de la forma

Vi€ [1n] Zvi,jbj
j=1
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con cada v;j € Z y |v;;| > 0 minimo. Claramente, {a1,...,a,} S A es un conjunto li-
nealmente independiente. Supéngase que no es una base de A. T'émese c € A fuera de la
reticula generada por aq,...,a,;, con

k
c= Ztibi7 ti el
i=1

y k minimo. Por el Algoritmo de Euclides, existe s € Z tal que |t —svg k| < |vg k|- Entonces,
el vector

k
c—say = Z(tZ - v;8)b € A
i=1

no estd en la reticula generada por {ai,...,a,} y, como |vy x| > 0 es minimo, ¢t —vg s # 0
que contradice la minimalidad de vy ;. Por lo tanto, no puede existir tal ¢y {a1,...,an}
genera a A. O

Un caso particular importante del lema anterior es cuando A y M son la misma
reticula. Obedeciendo el dictamen del pragmatismo, En el resto de este apéndice se
considerara unicamente la reticula generada por la base candnica. Si bien los primeros
resultados no exigen mucho trabajo adicional para presentarlos en reticulas arbitrarias,
el resto aumentaria significativamente la longitud del texto.

Teorema de Minkowski y Lema de Siegel

La existencia de los polinomios en los Teoremas de Schmidt y Roth se apoya fuerte-
mente en el Lema de Siegel. Los resultados de Minkowski y Siegel dan condiciones bajo
las que los subconjuntos convexos de R™ y simétricos con respecto al origen contienen
puntos con entradas en Z. La medida de Lebesgue en R” se denota m y la o-dlgebra de
los Lebesgue Medibles de R™, 91.

Teorema 5 (Minkowski, 1896). Sea .7 € M convezo y simétrico con respecto al origen.
Supdngase que m() > 2" o que S es compacto y m() = 2". Entonces, ¥ contiene
una pareja de puntos enteros, u y —u, distintos de cero.

Demostracion. 1. Se afirma queﬂ si Z ¢ R™ es un un covexo, acotado y m(Z#Z) > 1,
entonces existen x,y € Z tales que x—y € Z". En efecto, escribiendo v = (v1,...,v,)
para cada v € Z"

(Vv eZ" R(v) = {r €eX:re f[l[vn,vnﬂ)}) = (VveZ" m(Z(v))=m(Z(v)-v)<1).

Para cada v € Z™ vale Z(v) —v ¢ [0,1]", por lo que m(Z(v)) = m(Z(v)-v) < 1.
Entonces,

m(Z) = Zzn m(Z(v))>12> m( Lgn Z(v) —v) = Ju,veZ" [Z(u)-uln[Z(v)-Vv]*D
(2)

Fijando a dos puntos u, v distintos que cumplen con lo anterior se concluye

(EIx,ye%’ x—u:y—v) — (Elx,ye%’ Oix—y:u—veZ").

4Este resultado se conoce como el Lema de Blichfeldt
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1. Supéngase que m(.) > 2", Sea Z :=271.7, por lo que m(Z) > 1 y, por las ideas de
arriba, existen x,y € # tales que 0 # x —y € ZnZ". Por la simetria de ., 2y € .%¥
da -2y € .. Entonces, recordando la convexidad de .,

1 1 1
X,y € 55’ = 2x,2y e = x-y-= 5(2){)— 5(2y) eZ"n.?.
1. Finalmente, supéngase que . es compacto y m(.%) = 2". Sea (e,,)5>; una sucesién
en R tal que €, \ 0 cuando n — oo. Por lo anterior, hay una sucesion, (z,):>,, con
VneN  z,¢7+B(0e,) & 0#z,¢eZ".
Como . + B(0;¢1) es compacto y contiene a todos los términos de (z,)%;, hay

una subsucesion (z,,)32; convergente. Ya que Z" es discreto, a la larga (z,,)72; es
constante. Por lo tanto, llamando z al limite,

Oqtzem{y-!—g(();snj)}:?:ﬁ”. O
j=1
Lema 6 (Siegel, 1929). Sea A € M(Z,m,n), A = (a;;), conm >n y K >0 tal que
lai ;| < K para cualesquiera i, j. Entonces, existe x € Z™ tal que
Ax=0, 1<|x[eo <|(nK)7m |.

Demostracion. Tomando Z = [(nK)#"m | se obtiene Z < (nK)wm < Z+17y (nK) <
(Z +1)7-= que, como n, K > 1, implica

nKZ+1<nK(Z+1)<(Z+1)m. (3)
Por otra parte, para cualquier z € Z" tal que 0<z<Z = (Z,...,Z) se cumple
Vje {1,...,m} B;Z < (Az)j < OjZ,

donde, llamando xx a la funcién caracteristica de X ¢ R",
Vie{l,...om} Bj:= ) ajxX(-000)(ak), Cji= D ajkX(0,+00)(@k)-
k=1 k=1

Entonces, (Az); puede asumir a lo mas Z(B; +C;) +1 <nZK +1 valores y el vector Az,
a lo més (nKZ +1)™. Como hay (Z +1)™ valores posibles para z, y el Principio del
Palomar de Dirichlet, dan la existencia z,z’ distintos tales que 0 < z,z' < Z y Az = Az'.
El vector z = Z — z’ realiza la conclusion. O

Minimos sucesivos

En esta seccion se supondrd que Z € R™ es convexo, compacto, simétrico en el origen
y 0<m(Z) < oo.

Definicién 7. La funcion distancia F : R™ - R con respecto a % es

F(x)=mf{A>0:\'xeZ}
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La compacidad de Z implica x € F((x) 1% para cualquier x € R", F(x) < 1 si y sélo
si x € #, ademas para cualquier \ > 0 se tiene que A > F'(z) es equivalente a x € A™L.Z.
Si bien F' no es la funcién dada por de(x) = infrez |[x —r|, s{ es una norma.

Lema 8. Sean x yy elementos de R™.
1. F(x)=0 si y sdlo si x=0.
2. Para cualquier A € R se cumple F(Ax) = |\||F(x).
3. F(x+y)<F(x)+F(y).

Demostracion. Los primeros dos puntos son evidentes: el primero por la compacidad de
Z y el segundo por las propiedades elementales de los infimos y la simetria de Z. El
tercero no ofrece resistencia por la convexidad de Z y

1 F(x) X F(y) y

F)+F(y) F)+F(y) Fx)  Fx)+F(y) F(y)’ .

Vx,y e R"

Dado que m(Z) > 0, hay n vectores linealmente independientes en 2, {y("), ... y(™}.
Sip = (p1,...,0n) € R™ satisface |puf1 < 1, el tercer inciso del Lema |8 e induccién
garantiza

F(Z ij(j)) <Ol F(y9) < ¥ lujl <1 = o {sy™,... sy} c 2.
j=1

J=1 J=1

Claramente, E{iy(l), e iy(”)} es una vecindad del origen y, por ende, dado x € R",
existe A > 0 tal que x € AZ. En particular, para alguna A > 0 el conjunto AZ tiene k puntos
enteros linealmente independientes (k € [1..n]). Esto da pie a la siguiente concepto.

Definicién 9. Para cada j € {1,2,...,n} el j-ésimo minimo sucesivo de % es

Aj=Inf{A>0: \Z tiene j puntos enteros linealmente independientes}.

Segundo Teorema de Minkowski

Llamando A1 < ... < A\, a los minimos sucesivos de %, el Segundo Teorema de Min-
kowski establece 1 << A;---A\,, < 1, las constantes en < dependen de n. La desigualdad
izquierda se prueba a detalle; pero en la segunda, nada mas se da un esquema.

Teorema 10 (Segundo Teorema de Minkowski). Los minimos sucesivos de Z satisfacen

2”
— <A A, mZ < 2™
n!

Demostracion. Lado izquierdo. Elijanse n puntos linealmente independientes con coor-
denadas enteras, g1,. .., g, tales que g, € \pZ. Es claro que la matriz X = (g(M]...|g("™)
es invertible y cumple con |det(X)| > 1. Las observaciones hechas tras la definicién de F'
se traducen en las desigualdad F(g;) < A\; para cada j € [1..n]. Cuando u1,..., 1, € R
satisfacen |p1|A1 + ... + || An < 1 €l tercer punto del Lema [§ implica

j=

F(Z .Ujgj) <Y IlF(gy) < Yo Iy <1 = px + 4 px™ e 2.
=1 j=1 i=1

5E{iy(1), ceey :ty(”)} es la cerradura de la envolvente convexa de {:ty(l), R :ty(")}.
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En consecuencia,

{:u’lgl t.o. o+ Un8n |M1|>\1 +~--+|,U/n‘)\n < 1} Q%;
por lo que, integrando con respecto a fi1,. .., iy,

2" det(X)| 2"
T VIS W) WO W

m('@)Zm{ulgl+~-~+ﬂngn:|ﬂ1|)‘1+~"+|un|)\n£1}:

que da la primera desigualdad.
Lado derecho.

1. Haciendo un cambio de base adecuado (cfr. Lemald]) se puede suponer que (g;]. . .|gx,)
es una matriz triangular superior. Bajo esta suposicion se tienen dos propiedades
inmediatas:

I. SixeZ"y F(x) < A, entonces xpy1 =...=x, =0.

I. Six-yeZ" F(x)< %)\j y F(y) < %)\j, entonces Ti1 = Yeils- - Tn = Yn-
1. Para cada A > 0 se definen Wy(\) := \Z y
Vie[l.n] W;(A):={({z1},....{z;},zji1,...,z0n) s x € \Z}.

Para cada j € [0..n] la funcién A » mW;()) es continua. Se define para cualquier
€ [0..n], V;(X) :== mW,;(X). Se verifica rdpidamente que para cualquier A > 0 vale
Va(A) <1

1. Para cada j € [0..n — 1] se tiene que 0 < A < %)\jﬂ implica V,(X) = V;(A); en
particular,
A
0<)\g?1 — Vo(A) = Vo(A) = \"mZ. (4)

1v. Integrando secciones de % en subespacios de dimensién j € [1..n] se concluye
A\
Vie[ln] O<p<h — (f) V(1) < Vi(\). (5)
I

v. De @) y (5) siguen las expresiones

A\ 1 1
) V=i <V [ =00
(Anfl) (2 1) (2 )

Sustituyendo de abajo y usando que W, (271\,) € [0,1)" se concluye lo que se querfa
probar:

1 1
%)\1~~~>\nm§£’ <V, (5)\n) <1 = A A,mZ <27, O
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El Lema de Davenport

Se recuerda algunos conceptos discutidos y utilizados ampliacmente en el texto. Si

{a1,...,a,} SR" es una base, el paralelepipedo generado por ay,...,a, es
II={xeR":Vje[l.n] |(x,a;)| <1}. (6)
Una coleccion de n funcionales lineales independientes, Lq,...,L, : R” - R, también

determina un paralelepipedo:
I={xeR":Vje[l.n] |L;(x)|<1}.

Es claro que estos conjuntos son convexos, simétricos con respecto al cero y tienen medida
finita y positiva. La base reciproca de ai,...,a,, denotada aj,...,a; es aquella base
que cumple
. . *
VZ,] € [1?’7,] <ai,aj) Z(Si,j,

donde 6; ; es el simbolo de Kronecker. Si II es el paralelepipedo generado por ay,...,a,,
el paralelepipedo reciproco es

II* = {x eR": Vj e [1..n] |(a;,x)| <1}.

La teoria bésica de integracion facilita una importante propiedad sobre los voliimenes:

2”
m(Il) = o m(IT*)=2"D con D =det(ay]...|ay). (7)
Teorema 11 (Davenport). Sean Lq,..., L, :R® > R, det(Ly,...,L,) =1, formas linea-
les y A\ <...< Ay los minimos sucesivos del paralelepipedo, 11, generado por Ly, ..., L,.
Sean p1,...,pn reales tales que
pPL2p2>...2pp >0, (8)
P1A1 < pada <. < ppAp, (9)
p1p2-pn = 1. (10)
Entonces, existe una permutacion de Ly, ..., Ly—digase L}, ..., Ll,— tal que los minimos
sucesivos del paralelepipedo generado por p1LY, ..., pnL;,, llamados N, ..., \,,, verifican
. NiPi 1 on®y \2
Vie[l.n] o <A <2™ () M. (11)
Ademds, si g1,...,8n € Z" son linealmente independientes y g; € \;II para j € [1..n];
entonces,
. n i .
Vi€ [2..n] (Vx € Z™ ~span{gy,..., g} (pz—n < max{|p1 L} (x)], |p2 Ly (x)], . . ., |an;(x)|})) :
(12)

Demostracion. 1. Sea N : R™ — R la funcién dada por

N(x) = i (124 GOl L2 GOl [Ln ()]}
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1. Se definen Sy := {0} y Vi € [1..n] S; :=span{gs,...,g:}. Debido a que S, es iso-

II1.

morfo como R-espacio vectorial a R"™1, §* | =~ R""! ylos funcionales L |g

son dependientes. Existen, pues, 0451), e afllfl € R no todos cero tales que

1t

agl)L1|5n_l +...+aML s =0.

Se ordenan las funciones L1, ..., L, de modo que

(1>|,

|a(1)| = max

1<j<n
Supéngase que la permutacién de las formas es L}, L3, ... L1 | L’ . Repitiendo el
argumento anterior en L},..., L} | las n—1 formas hneales restringidas a S,_2 son
linealmente dependientes, por lo que existen reales ag ), .. (2)1 no todos cero tales
que

a§2)L1|5n72 oo+ aff_)an,ﬂSH =0.

Se ordenan las formas L1,..., L} | de forma que se verifique
1 » Hn-1
[ 2
|a$12)| = max |a(. )‘.
1<j<n—-11 7
Se llama L%,...,L2 5, L _; ala nueva permutacién. Continuando de este modo, se
llega a una permutaaon Li,....L.

Sean j € [2.n] y x € S;_1, entonces

(J) a(ﬂ)
Li(x )— — Lx) +. ( L(x) = ()| < Z; L (%)

J J-1
= ) ILi(x)[<2 X |Li(x)].
i=1 i=1

Un uso recursivo de la desigualdad anterior desemboca en

! Z|L . (13)

an_

Vje[2.n] VxeS; Z |Li(x)| >
i=1

l\D\H

j+l
Z |Li(x)] >
i=1

Sea x € R™ un punto entero distinto de cero y supéngase que para i € [2..n] fija
x ¢ S;-1. Existe, entonces, j € [1..n] tal que x € S; \ S;_1; de hecho, j > i. Esto
implica que N(x) > A;. La desigualdad no es inmediata, pero no es dificil. Primero,
en el caso extremo, N(x) <Ay y x =0¢€.S;_; (por la definicién de A\, y por x € Z"),
contradiccién. La imposibilidad de N(x) < A; fuerza a la existencia de algin J €
[1..n] para el cual

AJ71$N(X)<)\J£)\J‘.

Esto significa que g1,...,87-1,x € N(x)II y, debido a que N(z) es estrictamente
menor que Ay, existen 1,...,5s € R tales que

Bigi+ ...+ Bj18y-1 + Bsx=0.

7Ln|Sn,1
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La independencia lineal de gy, ...,g -1 se traduce en 8; # 0 conduciendo al absurdo
x €551 € S;1. Por lo tanto, N(z) > \;; luego,
méx{p1|Ly(x)], ..., pu|Ly ()|} > max{p1| L1 (X)],.. ., pu| L} (x)[}
> p; max |Lj,(x)| (por )

1<k<y

Pj J /
= Z |y (%)
J k=1

pi 2 n
ST NS (por (@)
J k=1
> 835 11,()| (VjeN j<2)
2" i3
, A ik
Z%N(X)Z%Z% (por ().

Los extremos son, precisamente, (12). La construccién de IT" conlleva la primera

parte de :

(Vie[l..n] A > p;) — (We [1..n] ;X 2;,) (14)

1v. Tras acudir py---p, = 1 y al Teorema de Cambio de Variable para integrales multiples
se observa que m(IT') = m(II) = 2"; en consecuencia, por el Segundo Teorema de
Minkowski,
1 1
] <A1 A <l ] <A AL <l

Juntando todas las desigualdades se concluye la segunda parte de :

n!
Viell.. A\ <
L€ [ n] (2 All)‘;_lAl .Al

i+17 " '\n
2n(n71)n!

(Segundo Teorema de Minkowski)

(por (1))

<
PIAL P 1A 1Pi+1Ai+ 1" PnAn

271("71)71! 2)\1
e ) (por p1--+pn = 1)

ALy,
2
<2 Pt
AL A,
<o’ (n))2pi ;. (Segundo Teorema de Minkowski).
O
Pruebas de los dos teoremas de Mahler
Teorema 12. Sean ay,...,a, € R™ una base de R"; aj,...,a; la base reciproca y II y

IT* los paralelepipedos generados por cada base. St Ai,..., n Y Al,..., AL

., son, respecti-
vamente, los minimos sucesivos de 11 y II*, entonces

Vie[l.n] A <« KA (15)

n+l-1
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con las constantes implicadas dependientes tan sélo de n. Ademds, si g1,...,8, € R”
tienen entradas en los enteros racionales, son linealmente independientes y g; € A;11
para cualquier j € [1..n], entonces

. . * * 1
Vi,je[l.n] \(ai,gj)|<< v (16)
j
en donde g7 ,...,8, es la base reciproca de g1, ...,8n.
Demostracion. 1. Juntando las definiciones de los objetos en juego es claro que
Vije[Ln]  [fang)l <A (17)
Al tomar E = |det(g]...|g.)| se llega, gracias a (2.3]) y a que g1,. .., g, son enteros,
a la existencia de una constante dependiente sélo de n que garantiza

1<FE«1. (18)

II. Sean x,y € R. Existen reales ay,...,a, y 51,..., 0, Unicos tales que
n n
*
x=y aa;, y=y fa].
i=1 j=1

No significa dificultad alguna la determinacion de los coeficientes; por ejemplo,

n

n
Viel[l.n] (x, aj) Yoai(a),a;) =Y b = o
i=1 i1

Similarmente,
Vjie[l.n] B;=(y,a;).
De este modo,

:<Z;aia;a2ﬁjaj> Zalﬁj (au ]> Zal/BJ i,] Z;aiﬁi:Z(Xaai><Yaa;>~
i= j= i=

En particular,
n
Vk,je[l.n] Z a;, g (a f,g;) = <gk»g;) = 0,j-

1. En términos matriciales, si A = (ay,...,a,),G" = (g1]...|gn), M = AG, entonces

M :(( z7g]>)” 1

que da, representando al cofactor (i,7) de M mediante M; ;,
Vi,je[l.n] (aj,g;) = ]\21

También, det M = ED con D = det(g1]...gy). De la desigualdad y la definicién
de cofactor se sigue que

Vi,j € [17’L] |Mi7j| < )\1 '/\j—1>\j+1"’)\n-

La desigualdad anterior, det(M) = ED y las ecuaciones concernientes al volumen de
IT y II* (por (7)) llevan a
1 n!

MAn A, 11 .
NE A

NED  2n

M; ;

M

<

1
vije[l.n] |(a},g])| = o (19)
J
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1v. Acudiendo de nuevo a la Regla de Cramer, es posible asegurar que los puntos Eg}
tiene entradas distintas de cero en los enteros racionales, de donde Eg] € Al si y
solo si A > AJ; asi,
1
Vie[l.n] A <[a;, Egp)| < —.
An
Igualmente, Eg;_, v Eg; son vectores linealmente independientes con entradas en
Z. Por esto, para E'g)_;, Eg; € Ml es necesario y suficiente A > A3, que se traduce

en
Vie[l.n] X <méx{[{a;,g )|, ai, )|} < S
e
En general, para j € [1..n] los puntos son Egy, ..., Eg; ., ; son linealmente inde-
pendientes y sus entradas estan en Z. Por lo que Eg;, ... ,Eg;,rl_j estan en MI siy

s6lo si A > A} que deviene en el lado izquierdo de :

Vie[l.n] A <méx{[(a1,Eg;)|, (a1, Eg; ).,

(a1,Eg;+1fj)|} « -~

Se reescribe esta desigualdad como
Viel[l.n] AL <1

Aplicando n — 1 veces esta expresion, las relaciones sobre los volumenes de II y IT*
(por ) y el Segundo Teorema de Minkowski, en ese orden, se concluye el lado
derecho de (|15)):

* *

)\1“:\" m(1T) )\1'2':\" m(IT*) > 1.

Vie[ln] ANoig 3 A AnAfAL =
0

Antes de atacar al segundo teorema de Mahler se recuerda a las convenciones en la
escritura. Algunas nociones del Apéndice B son usadas. Para cualquier p € [1..n], C'(n,p)
es

C(n,p) ={X c[l.n]:|X|=p}.

Siay,...,a, es una base de R", se escribe para cualquier o € C(n,p) cono = {i1 <...<ip}
Asi=a;, A...Aa;,.

Esto da una base en RE, {4, : 0 € C(n,p)}. El paralelepipedo generado por esta base
de R} se llama p-ésimo pseudocompuesto de Il y se denota @ Se ordena C(n,p)

como sigue: primero, si A1,..., A, son los minimos sucesivos de II,

VreC(n,p) A =[]\

€T

Posteriormente, a cada elemento de C(n.p) se le asigna una etiqueta en [1..[] tal que
Ar, < Ar, £...< A, . Finalmente, si los minimos sucesivos de II se realizan en gi,...,8y €
Z™ se define, con 7 = {j1 < ... < j,} para 7 € C(n,p),

VreC(n,p) Gri=gj A...Agj,.
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Teorema 13. Sean ai,...,a, una base de R™ con determinante 1, II el paralelepipedo
generado por ella, TIP) el p-ésimo pseudocompuesto de I, Ai,...,\n y v1,...,11 los
minimos sucesivos de I1 y II®P) respectivamente. Entonces, tomando a A, y G» como

antes,
Vo,7 € C(n,p) (Ay, G:)| < p'Ar. (20)

Ademds, existen constantes que solo dependen de n que dan

Vie{l,2,...,01} A, <v; <A\ (21)

Demostracion. La expresién sigue de la Identidad de Laplace (Apéndice B, Lema@ y
la definicién de determinante. Para la desigualdad derecha se observa que los vectores G-,
7€ C(n,p), generan a R} y, como éste es de dimension ¢, son linealmente independientes.
Ademiés, cada elemento de esta coleccién tiene coeficientes enteros con respecto a la base
canonica. Entonces, se sigue de A;, < ... <Ay que para i € [1..l] arbitrario es
cierto que

(Vje[0.i] VoeC(n,p) ({Ag,Gr) <P\;,) = (Vje[0.4] G, epA, ).

Estas anotaciones y la definicién de minimo sucesivo se traducen en v; < plA;,, o bien,
Vi <K A,y

Por otro lado, para la desigualdad izquierda, nétese que, por el Segundo Teorema de
Minkowski aplicado a II y el significado de A.,, hay constantes dependientes de n que
garantizan

l n t
-1
H)‘n:(n/\i) <1 con t:(n )
i=1 i=1 p-1

Aplicando ahora el Segundo Teorema de Minkowski a II(®) se llega, usando constantes

que estan sujetas a n, a
1<y <1,

Sea i € [1..1]. Se deduce

l l 1_[1)\Tj ”

j= ;

<[y =vi[[vi<xvi—— < =
i1 i1 A

Ti Ti

== A\, <V L]

J#t



Apéndice D
Wronskianos Generalizados

Wronskiano Generalizado

El wronskiano de n funciones suaves de los reales en los reales es utilizado en la
teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias. Axel Thue introdujo en su trabajo el uso de
wronskianos clasicos y Klaus Roth, el de wronskianos generalizados. El resultado principal
da condiciones necesarias y suficientes para la independencia lineal de polinomios en
varias variables con coeficientes reales.

Definicion 1. Sean Ag, A1, ..., A_1 operadores diferenciales de orden a lo mds0,1,... -
1, respectivamente. Si R%®) e C"1(R™;R), k € [0..l - 1], un wronskiano generalizado
de RM ..., R® es

G(RW R® . RI™:x):= det(A;R™ (x)) j,k=0,1,...,m.

Supéngase que fi,..., f, son polinomios en una variable. Entonces, sélo existe un
wronskiano generalizado que no es trivialmente cero, G, para el cual

1
mw(fl7f27>fn)($)

G(f1,f2y-- s fni®) =
con W(f1, fa,..., fn)(x) el wronskiano usual de f1, fa,..., fm. La igualdad se sigue in-
mediatamente de las propiedades basicas de los determinantes. Los wronskianos genera-
lizados se usaran para determinar independencia lineal y para ello se verd si se anulan
o no idénticamente. De este modo, la constante multiplicativa en el caso univariado es
irrelevante y se puede identificar G(x) con 20(z).

Sean fi,..., f, € C"1(R;R) linealmente dependientes, entonces 23(f1, ..., f,)(x) = 0.
El reciproco en general es falso. Por ejemplo, sean f,g:R — R las funciones linealmente
independientes dadas por

0 siz<0 22 six<0
f(z) :={ 5 . , 9() =={ . = W(f,9)(x)=0.
x siz>0 0 siz>0

Sin embargo, al restringirse a funciones polinomiales el resultado es cierto.

Lema 2. Sean fi, fa,..., fn polinomios de R en R, éstos son linealmente dependientes
sty solo si su wronskiano es idénticamente cero.
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Demostracion. Necesidad. Es trivial.

Suficiencia. Se trata primero el caso n = 2. Sea L € R tal que ¢ > L implica f1(t) fo(t) #
0. El que el wronskiano sea idénticamente cero en R asegura la existencia de una funcién
c1 :R - R tal que

AOF10) = Fat), eSO = F5(0) — c(t) = 2 eC™((Lvo0))

Derivando la primera igualdad
@) = @) f1(t) +c(®) fi(t) = '(t) =0 Vte(L,+o0).

Existen, entonces, una constante, ¢y, y un intervalo abierto para los cuales ci fy = fo.
Como las funciones son polinomiales, esta igualdad local fuerza a la igualdad global. Por
lo tanto, f1 v fo son linealmente dependientes.

Supdngase que el lema ha sido demostrado para k<n—1y sean f1, fa,..., fn € R[z]
tales que

VzeR w(flmf?;"'afn)(x)zo'

Se supondrd que fi, f2,. .., fn_1 son linealmente independientes y f,, # 0, de otro modo,
ya se habrfa terminado. Por la hipétesis de induccién, 20( f1, ..., fn-1) # 0 y, por ser un
polinomio, existe L € R tal que ¢ > L implica 20(f1,..., fn-1)(t) # 0. Por la Regla de
Cramer, es claro que las soluciones ¢ (t), c2(t),. .., cn-1(t) del siguiente sistema estan en
C=((L,+o0);R):

fl (t) f2 (t) cee fn—l(t) C1 (t) fn(t)

ORI ACHN SON | RHCH W A0 .

e (O N A A () BSOR An ”(t) cna (D)) \F0 ()

Lldmese W (t) a la matriz de coeficientes. Para cualquier ¢ > L se cumple

0:%(f17f2;~~'7fn)(t)

fi(t) L(t) o fa(?)
NIHO LA )

1("_.1)(15) FAR()) . £ ()

f1(t) L) o faa(t) fn(t) e (t)f(t)
_| A® @) fia®) fa(t) - Zjl c; (1) f; (1)
DO 0 10 00 - 0 0
= (-1)" det(W(2)) [fé"”(t) - Z ci (" 1)(t)]

La tdltima igualdad implica

Z (O F" () = F (@),

j=1
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Derivando la k-ésima, k € [1..n], ecuacién de y tomando en cuenta la igualdad
anterior si k =n se obtiene

z WSO + 0P = D) — zc<t V(@) =0 Vke[l.n].

Luego, para cada t > L el vector (c}(t),ch(t),...,c,_1(t))? satisface un sistema lineal
homogéneo cuya matriz de coeficientes es W (), que implica ¢’ (¢) = 0 para toda j € [1..n].
En consecuencia, las funciones ¢; son constantes en (L, +o0) y, como f,, # 0, al menos una
es diferente de cero. Finalmente, existe un intervalo abierto, (£1,&2) tal que Y’/ cj @)=
fn(t) paratodat € (£1,&2) y laigualdad se satisface en Ry f,, € span{fi, fo,... ,fn 1. O

Supéngase ahora que R, R®) . RO ¢ C'~1(R™;R) son linealmente dependientes.
Entonces, todos los wronskianos generalizados de estas funciones serdn idénticamente
cero. El siguiente lema establece el reciproco.

Lema 3. Sean R, R® ... R® ¢ R[z1,...,2m] linecalmente independientes, entonces
al menos un wronskiano generalizado no es idénticamente cero.

Demostracion. La prueba consiste en convertir mediante una transformacion lineal inyec-
tiva a cada R en un polinomio univariado. La conclusién se sigue de la independencia
lineal de la imagen y el Lema

Sean RM, R?) ... R® como en la proposicién y

k := méxmléxgradm(R(j)) +1.
J i

Lldmense X al subespacio lineal generado por los polinomios en x1,x2,...,x,;, variables
de grado relativo a lo mas k y T al subespacio de los polinomios en ¢ de grado menor
o igual que k™. Sea ¥ : X — T la transformaciéon obtenida al extender linearmente la
asociacién
Xt e gtk A BT g (B, k- 1).

Como la expansién k-aria finita de cualquier entero no negativo es unica, i # j implica
U(x!) # U(x}). En consecuencia, el conjunto de los coeficientes de Re X, R =Y; C(i)z!
y el formado por los de U(R) € R[¢] coinciden; luego, ker ¥ = {0} y ¥ es inyectiva. Por

Y
lo tanto, {\Il (R(J ))}j:1 es un conjunto linealmente independiente de polinomios.

Y
Por la independencia lineal de {\I/(R(J))}j=1 su wronskiano no es idénticamente cero:

-1
0#W(t) =2 (¥(RD),¥(RP),..., u(R"D, ¥(RDV)) 1‘[ 1
30 4!
i .
:det(.laR( )(t otk 1‘1)) s=1,2,...,0:7=0,1,...,0-1.
jloti
(23)

Por otra parte, sean R € R[z1,...,2m,] v ¢: R > R™, ¢(¢) = (t,t’“, ... ,tkm_l), entonces

a(R )( t) = (VR(d)(t))v(thk*l,...,kmflt’“"”’l*l»
) 67R(¢(t)) * ktk71?(¢(t)) N Al OR
T T

@(?ﬁ(t))o
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O, de manera més breve,

0_9 + ktk‘li Y A 0

a a$1 (%2 8xm '
Aplicando recursivamente la férmula anterior, se concluye
. 0’
V]EN @:fl,jAl,j+-~-+frj,jArj,j

en donde cada f; ; es un polinomio en t, ; = r;(j,m) € N y cada operador A, ; es un
operador diferencial de orden j—1. Sustituyendo lo anterior en y expandiendo W (t)
aprovechando las propiedades de los determinantesﬂ se llega a

W(t) = gl(t)G(l) (t, e ,tkmil) +... +gs(t)G(S) (t, o 7tkmfl) ’

en donde cada G (t, .. ,tkm_l) es un wronskiano generalizado de R, ..., R Como
existe to tal que W (to) # 0, para alguna j se satisface GU) (t, . ,tk"H) (to) # 0. O
6Si uy,...,un, w e R™, entonces
det(ui]...Ju; +w|...|Jup) =det(ui]...|u; + w|...|up) +det(uq]...Ju; + wl...|uy)

y el que para cualquier matriz cuadrada A se cumple det(A) = det(A?).



Apéndice E
Lemas auxiliares para el
Teorema de Schmidt

El Teorema del Subespacio de Schmidt se apoya en un sinnimero de proposicio-
nes auxiliares. Algunas de ellas dan ideas fundamentales sobre la construccién y otras
simplemetne ayudan a sortear los problemas técnicos. En este apéndice se demuestran
lemas requeridos en el Teorema de Schmidt que no entran en los otros apéndices. No
necesariamente hay relacién entre uno y otro.

Cuando « € C sea un nimero algebraico, 9t(«) es el producto de todos los conjugados
de a en C.

Lema 1. Sea 1,0q,...,q,, es una base de un campo numérico y L : R" - R dada por
L(X)=a1 Xy + ...+ anXy. Entonces, para cualesquiera 0 + q € Z"™ y p € Z se cumple

lalZ|L(q) - p| > 1.

Demostracion. Sean 0 + q € Z" y p € Z. La atencién se circunscribe cuando |L(q) -p| < 1;
de otro modo, el resultado es evidente. Por la desigualdad del tridngulo se tiene |p| «
[dllee; en consecuencia, cada conjugado de L(q) — p tiene valor absoluto « |q]e, de
donde

IN(L(q) - p)| < |laf % [L(a) - p|.
Sea h € Z tal que hay,. .., ha, son enteros algebraicos. Se tiene que |[N(hL(q) - hp)| > 1
y

1
IN(L(q) =) 2 ooy > 1.
Por lo tanto, |L(q) - p| |a| % > 1. O

Supéngase que aq,...,q, son reales algebraicos linealmente independientes sobre Q
y que L : R™ - R estd dada por L(x) = ((a1,...,a,),%). Por el Lema [1, poniendo
d=[Q(ay,...,an): Q], se tiene

VqeZ"~ {0} VpeZ |a|G|L(a)-pl> 1.

Ahora, considérese a una transformacion lineal L : R™ — R con coeficientes algebraicos,

L(x) ={(a1,...,a,),x). Supdngase, reordenando de ser necesario, que aj, ..., ax son Q-
linealmente independientes y que el resto de los coeficientes esta en spanQ{oq, ce Qi)
Definase una coleccién de racionales rgj ), .. ,r,(f ) ¢ Q tales que

k )
Vielk+1.n] a;=3rPa,.
i1
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De este modo, para cada x € Z",

n n
L(x) = (1 + > ry)xi)awl +ot (1 + > r,(:)xi)akxk.
i=k+1 i=k+1
El Lema |I] se aplica en una infinidad de formas lineales en z1,...,x, cuyos coeficientes
son QQ-linealmente independientes. En principio, la constante en > depende de cada
forma; sin embargo, rastreando el origen de estas constantes (h en la demostracién del
Lema , observando que el racional que acompana a cada o; tiene un denominador
fijo y recordando que el producto de enteros algebraicos es un entero algebraico, puede
obtenerse una constante que sirva para todas las formas y asi, se concluye la siguiente

afirmacion.

Lema 2. 5i L:R" - R es lineal y tiene coeficientes algebraicos, entonces existe d > 0
tal que |L(x)| > |x|% para toda x € Z™ ~ {0}.

Lema 3. Sean ay,...,ay, enteros algebraicos. Para cada P € R homogéneo en Xp 1,...,Xpn
con he[l.m],

P(X11, s Xt 5 Xty Xonn) = 20 (i1, Jmn) X1 - X700 € R,
el polinomio P* = P*(X12,..., X1n;-- -1 Xm2,-- ., Xm,n) en nm—m variables es
P = Py(~a2X12= . - —n X1n,00 X125, X105 o5 =2 Xm 2= o .=0n Xmon, 01 Xm 2, -« s Xenyn ),
donde J € Z™™ de entradas no negativas tiene la forma
3=(1,0,...,0;42,0,...,0;...55m,0,...,0).

Entonces, los coeficientes de P* son una transformacion lineal en los coeficientes de P y
los coeficientes de estas formas, vy, son enteros en K := Q(«y,...,ay) que cumplen con

Ik < @B, Bi=méx{ai]x, ..., lan]x}-

Demostracion. La unica aseveracion que no es suficientemente clara es la cota, las deméas
siguen de la forma de fabricar a P*. La idea es disectar al polinomio P* en partes
manejables, acotar cada una y, después, unir todas.

Recordando que para w € N con w > n la ecuacién y; + ... +y, = w tiene (
soluciones enteras no negativas, se afirma que P* tiene a lo més

(7‘1 +n - 1)(Tm +n- 1) < 27"1+n—1.“27'm+"—1 — 2n|r|
n-1 n-1

w+n—1)
n-1

sumandos de la forma

y ] n . . . .
S = ﬂ:C(ﬁ)(jl-’l)'"(mel) H [(aszg +...+ Oankyn)J’“’l_j’“ (Olek’Q)j"">2--~(a1Xk$n)j’“*"j| ,
J1

Jm /i1
= ic(j)(le_’l)...(7{“71)5152...57%
1 m

donde para cada h € [1..m], llamando j; = jn.1—jn ¥y aplicando el Teorema del Multinomio,

Sh = (OtQXhQ +...+ Ot7LXh7n)jh”17jl (Othh)Q)jh”Q'--(Oleh’n)jh”"

( Jn,1 = Jh )aCQ“.acnajh,,2+~-+jh,nXC2+jh‘2___X5n+jh,n
n
c1,...,cn) 2 2

02+~~~+Cn:j;1,
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Para cualquier h € [1..m] se aplica la desigualdad submultiplicativa de |- | x y se concluye

J

Ha§2”'0£fl"a1h‘2+w+jh’n HK < ||Ozg H%Han H% Hal ||Jl'(h,z+...+jh,n

< BC2+'~~+C1L+.jh,,2+~~~+.jh,n _ Brh—jh < B™

Ademas, por el Teorema del Multinomio,

(jh,l ~Jn

): (L+...+1)Jnain < prn,
Cly...,Cp

Cot...+cn=j},

En consecuencia, los coeficientes de Sy, «, satisfacen |afx < (nB)™. Por lo que los
coeficientes, 3, de cada S son de la forma +c(j1,1,. ., jm,n0 con

18]k < (‘7;1)-~-(JZ;1)(nB)‘rl < (2nB)".

Volviendo a P*, cada coeficiente es una combinacion lineal de los originales, ¢(j1,1,- -, jm.n),
v los escalares, 7, que fungen como coeficientes en esta transformacién lineal satisfacen

Iyl x < 2" (2nB) < (22"nB)I = (4"nB)M.

Lema 4. Seanr e N™ >0 y n e Nyy. Entonces, el total de elementos del conjunto

> Em)} (1)

m

Z th,1 _m

h=1 T'h n

n
{jENgm:(Vh€{1,2,...,m} Zih’k:rh)&(
k=1

con T =(i1,1, -, 81,n382,1,5 -, 82m} - 3Tm1y -5 4mn) €S @ lo mds

(r1+n—1) (rm+n—1) ( Ezm)

2 exp|l——].

1 Tm 4

Demostracion. 1. Son probadas dos identidades que involucran al coeficiente binomial.
Para r,n € N valen

VroneN i(r—Hn—Q):(7"+n—1)7 Zc(vﬂ—c+n—2):f(rJrn_l)7 (2)

=0 r—c r =0 r—c n T

Con R :=[0..r]™ se definen los conjuntos

S = {xeR:(ixi:T) & (Vie[l.n] xizﬂ)},

i=1

Vie[l.n]Vee[l.r] Sici={xeS:a;=c}.

Para cada ¢ € [1..n], la coleccién {S; .}l , es una particién de S, que implica la
primera igualdad

r

i(r—c+n—2):§|&’c|: ¥

c=0 r—c c=0

r+n-1
Si’cz|8|:( r )
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También, para c € [0..r] se cumple |S; .| = |S; | para i, j € [1..n]. Entonces, la segunda
igualdad puede escribirse en términos de |S| y |S; | para i € [1..n]. Calculando

ZC|81 el = ZC* (IS1el+ -+ Sn.el)

B :;(ZT:Z:C1+...+ZT:ZQ:”)

c=0x€eS; c=0xeS,,
(Zx1+ +an)— >o(w+ .. +33n)— Zr— |S|.
xeS xeS N xeS T xes

1. Por el Teorema de Taylor, cuando z € [-1,1] se cumple e < 1+z+2% y 1+ < e”
para cualquier z € R.

1. El conjunto en puede partirse naturalmente en dos subconjuntos cuya cardina-
lidad serd M, y M_. De manera maés precisa,

{JeNgm:(Vhe{1,2,...,m} Zz’h,kzrh) & (Z Zh’l—TSZHn)H
k=1

M, =
h=1 Th

y para M_ se sustituye a > em por < —em. Escribiendo f;(c¢) = (”_5:';_2) se tiene

Mo (7)< T nte)-sulenron(5")

el & ¢ m
Oérﬁ(cl)'“fm(cm)exp (iQ ([hz_:l 7%] - n))
A3 e (5(2 1)

Ahora, para cualquier j € [1..n] se cumple
i efe; 1\ (¢ 1\
Sa@en(s(2-1)) < Bao o5 (2-0)- 5 (2 )
T 2 € T r. i
350 (105 ) e o (S en0- 2 3 100

c=0 4 2T] c=0 n o

:(rj+n—1)(1+52)

’I"j 4

La primera desigualdad la da el punto II. y 1. propicia la igualdad. Sustituyendo y
usando la segunda desigualdad del segundo punto se concluye

2 +n-1 m+n—1 2\™
()< (7)o
(r1+n—1) (rm+n—1) (62771)
S cee expi .
1 Tm 4

) el renglén anterior da la cota buscada.

Dividiendo entre exp(



Epilogo

La prueba del Teorema del Subespacio de Schmidt invita a encontrar nuevos argu-
mentos més ligeros. Enrico Bombieri y Walter Gubler exponen en su libro Heights in
Diophantine Geometry una demostracién que sigue la linea de Schmidt incorporando
cambios debidos a Schlickewei y Evertse. Las modificaciones permiten expandir la fuerza
del Teorema del Subespacio; no obstante, no la simplifican de un modo considerable.

Los Teoremas de Roth y Schmidt no son resultados efectivos, en el sentido de que no
dan formas de calcular la cantidad de soluciones o de subespacios que existen. En esta
direccion hay trabajos de Evertse, Schmidt y también del afamado matematico inglés
Alan Baker.

El tercer capitulo deja varias lecciones. Una de ellas es que la aproximacion diofantina
es un campo vivo que sigue generando nuevos resultados. Prueba de ello es el trabajo
de notables mateméticos como Adamczewski, Bugeaud, Luca, Evertse, Kristensen, entre
otros. Incluso existen atractivos problemas abiertos como la famosa conjetura de Little-
wood, segin la cual para cualesquiera «, 5 € R se tiene

liminf n|an|||8n| =0,
n—o0

donde | - | es la distancia al entero més cercano. En esta linea est4 el trabajo de Manfred
Einsiedler, Anatole Katok y Elon Lindenstrauss.

Definitivamente, el uso de nociones mas poderosas podria ayudar a reducir la longitud
v la pesadez de estos resultados tan importantes. Por ejemplo, podria aprovecharse que
el indice de un polinomio univariado es una valuacién. Queda como meta del autor e
interesante ejercicio al lector investigar la utilidad de nuevas técnicas de optimizacién,
en particular el Andlisis No Suave (Non-Smooth Analysis) en este tipo de problemas.
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Glosario de notacion

La notacién usada en la tesis es la usual. Si bien el significado de la mayoria de los
simbolos se define a lo largo del texto, algunos son sélo son explicados en este glosario.

7Z es el conjunto de los enteros racionales.

R es el conjunto de los niimeros reales.

C es el conjunto de los niimeros complejos.

A es el conjunto de los complejos algebraicos.

N es el conjunto de los niimeros naturales (enteros positivos).

Z[x] es el conjunto de los polinomios en x con coeficientes en Z.

Z[x1,...,2m] es el conjunto de los polinomios en x1,...,z, con coeficientes en Z.

En general, cuando A es un anillo, A[z1, ..., z,] es anillo de polinomios en x1, ..., =,
con coeficientes en A.

H(P) con P € R[x1,...,2m,] es el mdximo de los valores absolutos de los coeficientes
de P, se llama la altura de P.

Ny es el conjunto de los nimeros enteros no negativos (enteros no negativos).
L|K denota a la extensién de campos L2 K.

Q(L) con L c C es el minimo campo que contiene a Q y a L. Si L = {ay,...,an},
se escribe Q(a, ..., ap).

[L: K] es el grado de la extensién L|K, que es la dimensién de L como K espacio
vectorial.

[m.n]:={mm+1,m+2,....n}simmneZym<n
[2] es la parte entera de = (el mdximo entero menor o igual que ).

{z} es la parte fraccionaria de z, {z} = © - [z].

Para x e R™ o C" se escribe x = (z1,...,2y).

X9 :=\/22 +... + 22 para toda x = (x1,...,2,) € R" 0 C".

x| 1 n

[x] oo := méx |x;| para toda x = (z1,...,2,) €eR™ 0 C™.
1<isn
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(x,y) = X}, x;y; para cualesquiera X,y € R", es el producto interior usual en R™.

[x] La distancia al entero mds cercano.

[t An es la unién de conjuntos disjuntos por pares.
ael

= 91 es la o-dlgebra de conjuntos Lebesgue medibles.
= m es la medida de Lebesgue en R".

= C*(R™,R) es el conjunto de las funciones suaves de R™ en R.
m

= |r|:= ) r) para todo r multi-indice.
k=1

orf ' 3Ir|f

oxr Ozt ---Oxyy

para cualesquiera r multi-indice y f € C*°(R™;R).

1 OR L
s R;i=- ———— para un multi-indice iy R e Z[z1,...,2,].
iple-ip! Ox
= X o3 ... xdm para cualquier j multi-indice y z1,...,x,, variables o puntos en
R™.

» i<rsiysélosiiy<ry, para toda ke [1..m].

1 i1 imY . . c g
m —:=|—,...,—]siiyrson multi-indices y ry---r,, # 0.
r r1 T'm
mirt= Z — si r tiene entradas positivas.
. rs
J=1"2

= 0 es el origen en R™.

= Para n,k € Ng el se tendra

(n)__ 7k!(ﬁk)! sik<n,
k] o sin<k.

. (']) = (jl)(]m) con i y j multi-indices.

1 il Tm

= ind,(P;3) es el indice de un polinomio P € Z[z1,...,z,] en B € R” con respecto
al multi-indice r € N". (Definicién [1.3)).

= e; El j-ésimo vector canénico en R".
wm Aoi={zeA:z>c}donde ACRyceR.
= C(n,p)={Ac[l..n]:|A| =p} donde 0 < p < n son enteros.

= ind P = ind,(P;L) es el indice de un polinomio P con respecto al multi-indice
r=(ry,...,r,) y las formas lineales L = (Ly,..., Ly). (Definicién [2.5).
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» RIX]:=R[X11,...,X1n;X21,-- s Xon;--; Xm1,-- s Xm.n] es el anillo de polino-
mios en las variables X 1,..., Xy, n con coeficientes en R.
i1+ ...+,
7, j.m . . . )
,donde T =(i11,..-,01m5 -3 0m1s---s0mmn) € N7

j=1 rj
= [ag;a1,as,...] donde aj,as,...€NyageZes
[ap;a1,az,...] =ag +

al +

as + —
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