UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

LOGICA MATEMATICA

Tesis que presenta para su examen profesional de
Maestro en Ciencias

atemdticas

ENVRIQUE BUSTAMANTE TL1.

UTO DE FISICA
v‘_":u‘ﬂ
la,ﬁ., )
¥ B

MEXICO
1942 RANS, PR OvART



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






0.

2.

INDICE

Introdueccibn
Una Légica
1.1 La Tabla Primitiva de Palabras
1.2 Los Simbolos Primitivos
1.3 Los Axiomas de la Légica
l.4 Las Reglas de Deduccidn de la Ldégica
Teoremas Fundamentales
Fundamentos de la Teorfa de Nimeros
3.0 Los Teoremas de Peano
3.1 La Suma y el Producto de Nlmeros y las
Férmulas Recurrentes para la Suma y el

Producto de Nimeros



LOGICA MATEMATICA

O, INTRODUCCION,

Al presentarse una teoria, siempre se da por conocido algo; ora
algo simple, ora algo bastante complicado, Comin a toda teoria siem
pre se da por conocido un idioma o cuando menos una coleccidn peque-
fia de palaebras, Cuento més bdsico es una teoria, tanto mas cuidado
debe tenerse de hacerlo correctamente, Paga hacer algo correctamen-
te debe hacerse con precisibén, y para esto, debe empezarse por esta-
blecer claramente lo gue se va a dar por conocido.

La presente teoria puede considerarse como cimiento o fundamen-
to de las matemdticas; en particular de la Lbégica Matemdtica, la Teg
ria de N{meros y la de Conjuntos, Como tal, debe tratarse de dar
por conocido lo menos posible y de evitar toda clase de imprecisiones

+ tales como definiciones circulares,

El objeto de este introducecidén es ampliar nuestro conocimiento
de palabras, en el sentido de que se introducen palabras no dedas
por conocidas, Asi, por ejemplo, se encuentra conveniemte conside-
rar como palabras no-conocidas a pelabras como: definicién, férmula,
logica, teorema, demostracidén, nlmero, igualdad, conjunto, finito,
etc, y como palabras conocidas, simbolo, regla, postulado, asociar,
coleccidén, existencia, axioma, ente, elemento, secuencia, serie, etc,

Cuando se da una tabla de palabras fundamentales (que se 1llama
ré la "tabla primitiva" de palabras), se dird que se establece una
definicibén y que se define una palabra o secuencia de palabras,cuan
do se asocia con una secuencia de palabras de la tabla primitive,
una palabra o secuencia de palabras, no de la tabla primitiva, o por
recurrencia (es decir, se admiten abreviaciones), Sin decirlo ex-
plicitamente en cada caso, siempre se va a considerar que umna secuen

cie (de entes cualesquiera), tiene un primer elemento o ente.
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Acuil se va a dar por conocido una tabla de palabras del caste-~
1lanoc. Como se espera establecer lo que es un nimero y los funda-
mentos de la teoria de los nfmeros, los simbolos: 0, 1, 2, etc. que
frecuentemente se emplearén, deben considerarse como signos de re-
ferencia y de distincién a lo que se les asocia, y nada més.
Definicibn, (Def.): Se dice que se establece una Ldgica, cuando: -

1) se da (por conocido) una tabla primitiva (de palebras)

2) se da una serie (o una tabla) de "simbolos primitivos"

3) se postula una serie de axiomas (o una tabla de axiomas)

4) se de una tabla (o una serie) de reglas de deduccidn.
Def, Los cuatre datos anteriores constituyen una Légica.
Def. Establecida una Légica, se dice cue se define una secuencia de
simbolos primitivos (admitiendo que sea uno solo) o de palabras, o
de ambos, dentro de la Légica, si se le asocia a una secuencia de
gsimbolos o de palabras primitives, o de ambos, o por recurrencia,
Def. A los simbolos: ¢, ©, se les llamaré simbolos de tipos funda-
mentales, o simplemente "tipos" (fundamentales)., Si, y solo Biay
B representan tipos, (®=# ) también representard un tipo. (Asi,
por ejemplo, (to ), (¢ (¢e¢)), etec., serén tipos).

Convencidn, (Conv.): Se omitirédn parentesis adonde sea posible, en

la escritura de tipos, con la convencidén de gue la ascclacidn es a
la izcuierda., (Asi, por ejemplo, Lor abreviaréd a ((co)tr ), etec.).
Comv., Si, y solo si o« es un tipo, o abreviard a X o{xe).

Entre los simbolos primitivos que se van & considerar, va a
heber letras con indices cue serdn tipos. La intencidén es de que
estos simbolos primitivos sean nomBres de entes abstractos cuya exis
tencia se podria postular, o viceversa, El tipo del ente abatracto
seréd el tipo que aparece como indice en su nombre y que también se-
re el tipo del nombre, por definicidn.

Def. Una férmula (de la Ldgica) es una secuencia de simbolos primi
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tivos en cue hay un (ltimo simbolo primitivo, o que en tal forma pue
de ponerse (es decir, se admiten abreviaciones). En general solo in
teresarén en el estudio de una Légica, ciertas clases de formulas a
las cue se les llamaréd "bien-formadas" (bf), y a menos que se diga
1o contrario, estas férmulas bf serén las unicas admitidas, usandose
simplemente la palabra "formula" para designarlas. Sin embargo, si
se cree necesario poner mas énfasis se pondré explicitamente bf,
Def. Una parte de una férmula dada, es una férmula obtenida de la
dada, quitando los simbolos anteriores a cierto simboloc y los pos-
teriores a ese o a otro simbolo de la férmula dada. Se le llamara
una "parte", simplemente (i.e. "parte" aebrevia parte de una férmula)
Def. Se llaman regles derivadas de deduccidén, a una regla gque puede
obtenerse de mas de una de las reglas de deduccidn (de la Ldgica).
Las reglas derivadas ahorran trabajo, pero mo son necesarias.

Def. Un teorema (de la Légica) es una férmula obtenible de los axio
mas (de la Légica) por una secuencia de aplicaciones de las reglas
de deduceidén (de la Ldgica).

Def. Una demostracidén de un teorema (de la Légica) es una secuencia
de férmulas en la que hay una (ltima, el teorema en cuestidén, y ca-
da férmula del cual, o es un axioma o e3 obtenible de férmulas que
la preceden en le secuencia por la aplicacidén de una regla de de-
duccidén (de la Légica). Es por demds recordar cue se admiten abre-
viaciones, por ejemplo empleando un teoremsa previo.

Def, Un lema es un teorema oque se considera como auxiliar,

Qgﬁi Un corolario es un tedrema cue se considera inmediatamente
deducible de un teorema previo.

Def, Dado una coleccidon de entes o elementos cualesguiera del mis-
mo tipo (o sus nombres), se llamara variable a un simbolo (que se
postula) cue puede representar a uno cualquiera de los slementos

de la coleccién (o sus nombres). A los elementos (o a sus nombres)
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se les llama "valores" de la variable., A la coleccidén dada, se le
llama "campo" de la varlable. A la variable se le llama "nombre de
la coleceidén". Al tipo comin de los elementos de la coleccidén dada
se le llama también, tipo de la variable, del campo de la variable
y de la coleceidén. Una constante es una variable cuyo campo consta
de un solo elemento (constante abrevia variable coﬁvesa propiedad).
Def. Una funcidn es una regla de correspondencia entre entes o ele-
mentos., En general se considera el caso en que asocia con cada va-
lor o cada coleccién de valores de una o varias variables, uno o va
rios elementos de un mismo tipo (o sus nombres), ZXEstos elementos,
(0 sus nombres) forman una o varias colecciones, campo 0 campos de
una o varias variables, llamadas variables "dependientes" (las otu=s
se llaman variables "independientes"). No se excluye la posibili-
dad de cue, dada la funcidn como regla de correspondencia entre en
tes o elementos, los campos de las variables independientes y de-
pendientes queden asi fijados. A los valores de la(s) variable(s)
dependiente(s) se le(s) llama también, valor(es) de la funcién, y
a veces, si'no hay lugar a confusién, se le llama funcidn a su co-
leccibén y también a la(s) variable(s) dependiente(s), En general
se considerarén solo funciones uniformes (mono-valentes) de una so
la variable., Casos de mas variables pueden ser tratados semejante
mente, considerando que los valores de la funcion son funciones.
Def. Se llamaré tipo de una funcidén de una variable del tipo o¢ que
tiene valores del tipo ﬁ , al tipo (poc), y viceversa.
Def. El tipo . seréd el tipo de individuos, y viceversa, El tipo o
gserd el tipo de proposiciones, y viceversa.
Conv. En lo que sigue, se usard abv para indicar “abrevia a% o bien
"es abreviado", segin sea necesario, T indicaréd un teoreme: L, un
lema: C, un corolario: A, un axioma: R, una regla de deduccidn; R',

una regla derivada; Dem. aby demostracidn; (estando adelante de akp).
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1. UNA IOGICA. (La Légica de Alonso Church).
1.1 Ia Tabla Primitiva de Palabras.

Las palabras de esta tabla se consideraran del castelleno. For
lo dicho en la introduccidén, es casi obvia la construccién de una ta
bla adecuada, por lo cue no se insistirad mas sobre este asunto.

1.2 Los Simbolos Primitivos.

Sea o un simbolo que representa a un tipo cualquieré, (es un
tipo variable, por decirle asi). Un simbolo seréd un simbolo primi-
tivo, cuando y solo cuando sea (para algim tipo o ), uno de estos:
s ) Py Voo Aow,ﬂ_ow), Byr Vgr voen Yoo Bn Wges vy BOSS GRS

Los simbolos: (, ), A , se llamardn simbolos impropios. Ios
demAds simbolos primitivos se llamardn simbolos propios. De estos,
Noo? Aooo’ILoubdserén constantes: los demds, variables, De aquil en
adelante, "variable" gse referird a estos (ltimos solamente.

Def. Una fdérmula serd bf dentro de esta Ldgica, y tendra el tipo
indicado adjunto, cuando y solo cuando, (bf abv bien-formada):
1) es un simbolo primitive propio. Su tipo serd el del simbolo, 0
2) es de la forma: (P\x'ﬁFo(), 8i y solo si x'p representa una va-
riable cualquiera y simbolo primitivo, del tipo By Fyes un gim-
bolo que abv una férmula (bf), del tipo o . Su tipo sera kxp )y 6
3) es de la forma ExpGﬁi si y solo si Fap;y G son férmulas (bf),
de tipos (O(p) y p respectivemente. E1 tipo de deGp seré o .

Este definicidn es una definicidn por recurrencia y es legiti-
ma en el sentido de cue siempre puede decidinse 8i se le asocia el
nombre de bf a una férmula, o no. Noétese la unicidad del tipo,

De acul en adelante se usarid simplemente el nombre de variable
para indicar una variable y simbolo primitive o una vaiiable defini
do dentro de esta Ldgica, (y por tanto, no una constante).

Como puede notarse del 2), (Ax‘p F,) es una funcidén. Se diré

cue con F, se construyd una funcidn por abstraccidén que se escribe:
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(;\x'pFa). En general x'ﬁ es una varieble que aparece en Fq(una
formula del tipo o ). A hace el papel de un operador de abstrac-
cidn. Intuitivamente se tiene la intencidén de que (como en el 3)),
Fa,st represente el valor de la funcidn Fo‘ﬁ, para el valor Gg de
la variable independiente, o argumento, como con frecuencia se dira.
Conv, Sea ox un tipo cualquiera. Se van a usar letras meylsculas
con un indice ¢, (que no sean simbolos primitivos), para indicar,
representar, o abreviar una férmula (bf) del tipo o, (a menos que
se limite el uso de esa letra por alguna convencidén o definicidn).
Igualmente se usaran los simbolos de variables, només que acentuados

(ej: Khos Fion etc.), para representar cuslquiera variable del tipo

correspondiente que gparezca como indice en una letra acentuada.
Def. Une aparicién de una variable x', en una férmula serd ligada,
cuando y solo cuando su aparicidén sea en una parte de la formula da
da, de la forma: (ﬂzx&'Fp). En caso contrario, la aparicidn sera
libre, por definicidn.

Nef. Una varisble serd una varieble +18242 o o rérmula dada,

libre
cuando y solo cuando tenge cuando menos una aparicidn ligada ., 1,

libre
férmula dada. (dos definiciones, una con "ligada" y otra con"librd).
Antes de seguir adelante, hagamos la siguiente convencidn:
Conv. Se omitirén paréntesis en la escritura de férmulas (bf),
(e2onde sea posible, sin producir ambiguidades de acuerdo con lo que
sigue), con la convencidn de que su restitucién debe dar una férmu-
la (bf), y en caso de haber todavia ambiguidad, que la asociacién

sez a la izquierda.

Convencidn, (o definiciones por abreviaciones):

Noo Fq se obreviarda (ydefinird) [(~Fol
Avoo Fo Go . LR vGo]
[~ R lvi~Gol]] 7 LFoGol

L~ F,IvGo] " LFhoG,]
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E[FODGO]LG\'ODFQ]] se abreviara (ydefini ra a): [F=Go]
I ooy A % Fo) Y | [(x)) R
[~[x)T~F,11] 2 [Ex)Fe)
A%, A :jq[(FOd)['FOa'Y“:) ‘Foa'\éa] & Qo otex
Rowo Foc G v LR =G
[~ [FoFGon ” [h# Gl
& #% ¥ Toa
AXAYp% o 5 K«@q
;quax7314x7(a: R Oal
Ao A% (Foo Xod L Ao
A Fo(da%q(‘pm (1004,( (Xu)) “3 2!
AL A (E (R (Fr W) 7 Snpiindil
AN AL A% (F (N fa®) 7 <
AN, {(FOO,:)[%“-OO‘I D[L(Xdl\[vcw,‘?(“. o F‘M(Sa,d.xd .)‘_]]Dﬂ,dmda]] 15 Nasd
AMg AN, "A'Foto(%’xo( (ma(‘ b (ﬂdo F«,,yo()) s Tolet'ox!
AM AN ) Aoy (Mot (N Figen) = Mot !
Tl cn! FoL Graus A [F«‘*Cﬂ'a']
Moot Font Gt 7 [E;'xckdil

Adonde sea posible se omitirdn los paréntesis cuadrados L, d
cue se introdujeron arriba, segln la siguiente convencidn:
Conv. 1) Se pondréd un punto en el lugar del paréntesis cuadrado ini
cial (el que se omitira, lo mismo que su pareja), cuando y solo cuan
do el paréntesis final de la pareja llegue lo maximo a la derecha po
sible cue dé lugar a una férmula (bf) o una abreviacion de una. Des
pués: 2) Se omitirén paréntesis cuadrados, cuando y solo cuando se
trate de una férmula (bf), y cuando y solo cuando no haya ambiguidad
al irlos omitiendo en el siguiente orden (de "débil" a "fuerte") en:
(1): +F,) y: [F, G'o] : (2):[(%')F'] L(32)Fo] 4 LFy = Ga ] G
(Fa#Crad ; (3):IFavGol Lr: oG] y: [Fe=CG.].
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excepto que cuando haya, que la asociacidn sea a la izquierda en ca-
da parte dado por el paso 1). Ia restauracidén de los paréntesis cua
drados, se deberd hacer como sigue: (1) el paso reeiproco al 1) de
arribag (2) el paso reciproco al 2) de arriba, (mencionado arriba).

1,3 Los Axiomas de la Logica.

Se postulan los siguientes (fdérmulas como) axiomas: Nombre:
P,V Py D P Al
P,D B,V O, g A2
Pov 9D AoV P, A3
PoD G2 T,V PO I,V Q, Ad
}-[O(Dd)foa(:) foac X AS
(Xa) [ oY fou xoaj PV r[o(w,fog( A6
ELRICTRE T3 A7
Nop Xy D oMy ¥y D oSy Xp=Spp ¥ D Xp=Y A8

1.4 Las Reglas de Deduccidn de la Logica.

Rl, Primera Regla de A-Conversidn: De una férmula (bf), se dedu-

ce el resultado de substituir en una parte F, de ella (excepto una

variable inmediatamente precedida de una A ), una variable x'ﬁ con
)

otra: y‘p atravez de F, (lo que se indicaré: S’;fF‘x
[
cuando x"3 no sea una variable libre de F, ¥y que yé no aparezcaenF“.

), siempre y

R2. Segunda regla de A -Conversiéns R2': De una férmula (bf) se de

duce el resultado de reemplazar una parte de la forma ((A X Fﬁ)Gq)

conel resultado de substituir x& con G atravez de Fﬁ (lo que se
]

indicaré: S'K“FP ), siempre y cuando, ni x| , ni variable libre al-
guna de Go( sea ligada en F(5 . R2": La regla reciprocea a R2',
R3. Regla de Substitucidn: De F, x| se deduce F,, G , siempre y
cuando X', no sea variable libre de F,yu,(se substituye a x' ).

R4, Regla de Generalizacidén: De Fow X, B8€ deduce]_[o(w) F,x» 8iempre

y cuando xi no sea variable libre de ¥ . (se generaliza a x!

%A
R5. Regla de Modus Ponens: De Fo ¥ Foo G, se deduce a Gg .




9

R'3., Regla Derivada de Substifucién: De F, se deduce el resultado

de substituir les apariciones libres de xét con G, » atravez de F,

]
(lo oue se indicaré: S'%“Fo), giempre y cuando ninguna variable li-

Grog
bre de Gd', con la posible excepciodn de xé< sea ligada en Fy .

R'4, Regla Derivada de Generalizacién: De F, se deduce (x1 )F,.

Para obtener R'3, sea x., una variable libre de F,, y empece-

mos con (Q\XL&FO)X& . De esto se deduce (Ax! F, )G , por R3, ya

que x', no es libre en (Ax!F,). Ahora sea P el siguiente paso:

consideremos las partes de F, adonde x% solo tiene apariciones li-
gadas; en cade una de estas partes, substituyamos x:* con x;_, (dog
de y& es una variable que no aparece en parte alguna de estas par-
tes consideradas), obteniendo asi H,, Por Rl, se deduce: (?\g;HO)qK.
Ahora las apariciones de x), en H, serdn todas libres. Asi que, si

ninguna variable libre de GCkes ligada en HO,(excepto hecho de Xl

cue no puede ser ligada en H,, por construcciéﬁ} poxr R2' se deduce:
4

Sé;Ho y como X'y no es ligado en.Hé, pe deduce: S'E:Pb. Ahora, ha-

{
ciendo el paso reciproco a P, se deduce; S' “Fo, giempre y cuando

G

ningune variable libre de Ggs con la posible excepcion de x). sea

ligada en F,. Para obtener R'4, se empieza con (;\X%‘Fb) Co~-

Xl o
mo xp, mno es libre en (Ax! F,), por R4 se deduce:ﬂo(m(}q xL Fo).

2. TIOREMAS FUNDAMENTALES.,

Antes de seguir adelante es conveniente notar que cambios al-
fabéticos de las variables pueden hacerse en los axiomas; pues las
libres apariciones de una variable cualguiera pueden cambiarse por
R'3; ¥ las apariciones ligedas pueden cambiarse por Rl., Los teore-
mas obtenidos asi de los axiomas, se llaman "variantes", (incluyen-
do también a los propios axiomas). Cosas semejantes pueden decirse

respecto de teoremas, (Uso de esto sin decirlo, se hard a veces).

Def, 8Se llama una demostracidn de Gy, con la hipbtesis de: Fg, Fg,

n ! ,
see9¥y, @ una secuencia de formulas, en que hay una Ultima férmula,
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(que sea) G,, y cada férmula del cual, o es una de las férmulas de
la hipbétesis, o es una variante, o es obtenible de férmulas que la
preceden en la secuencia por la aplicaéidén de una regla de deduc-
ciéon de la Légica, excepto hecho de la R3 y R4 en 1o que se refiere
e variables libres de: Fg, Fg,..., y Fg. Si G, es demostrable con
la hipétesis: ¥J, ¥2,... y ¥, se escribe: Fi, F%,...,F) b 6.
No se excluye la posibilidad de no haber férmule alguna en la hipd-
tesis, en cuyo caso G, resulta ser un teorema (segln def, anterior),
(Nota: El simbolo FZ, . oo Fg, ge usa en el sentido de que Fg es
una primera férmula del tipo o: F:'es una segunda, y después de otras
(que se omiten escribir) viene una Ultima Fg; idem en otros cascs).
En general, » ]— J puede leerse: de X se deduce -, Com esto,
- % aquiere decir que % es un teorema. En general, la aplicacidn
sucesiva de varias reglas de deduccidén se abreviari al escribir, co-
mo si la aplicacidén fuese asimultanea, pero debe entenderse que la
apl?cacién es sucesiva, Al aplicar R3 o R'3, se usarad la notacidn;
S; ; . adelante de una fdérmula, para indicar que se obtiene esta
formula substituyendo 3 con HK , ¥ .0 COR ,..9 €0, BN 18 ansericr;
Conv. Se usard la notacién (Rl)2, etc., para indicar que se aplica
Rl dos veces para dar la formula que sigue a este simbolo, etc..
Tembién, .. ebv "de donde se deduce:", "por consiguientez®, "por lo
teanto:", (etc. para frases semejantes) seglin se requiera.
U_. l—-po::ipo : l“pg,vao,
Dem . A4 l"qoj‘po:) roVQeD Yo VP . S% \Iv*., por R'3:
vem ' " P o i ~Pq >
£V Po D P02~ Pov Ligov #o 12 ~ 00V Po 2. foor (R5Yy A4 yA2:
F~%ov o abv 49,2, - Tambien del A3 yR5: v~ .
., AR, Baoly, A S,
PDem: A4: '/pc):)qo:).v},v?o?rovq,,

| p".‘ qo“rﬂ
R57 BO:CO:NAQ e BODCOD'NAQVBODNAO\JCQ =

(RS )2"- BODCO > ~AsvBes abVAoDBo ‘_ ~A°VCO aby ADDCO -
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I3, F D955
Dem: A2: P2 P.v~q,
Ab,'R'B,S?,?,m-_ 1oV , D~ V1o,
T4, F Podv~ s, .
Dem: Th: Ffov~p, .. R'3, S~p F~pov ~~po abv PoD~~1,.
1. ~~‘Pof3 Pes
Dem: A4,R' $~°pas~iv|°l~1=.5 M2~ R D PV~ D PoV o
. T4yR'3, T4,R5) - F R Van~p,
A% RIYRE . Fr~~bovp,  aby v~ P2 P
Te. *—maafoifvf‘t%:;gpo = Pa2rga g~
Dem: A4,R'3,5 400 8,0mp GoD~~q, 2PV, Dump, g
RS, T4: ~pyvg o~ Po¥~~ o 73,1‘2 ~PsV Go PV,
R3,A3: ~Povm~qodnmgovnp, ) que abv da T6.
FPaD~4,9:4,0p, se obtienc del A3 yR'3, Sf‘,;,‘,j;o
TF F povlgev 012 [QeVv. PuV relvpo .

} for TZ2: l-f%:)—vq_ov 130.

e

Dem: AZ,,A?MJ T2: NgDPeVrs
A4,R'3 4 RT: GovleD q,V.0,vre
A4,R'3 4y R5: [V qovrod D PoV.GoV. Povre
T3 Fla.v..vrelvp,24,V. PoVre.
Dem: AZ: q1°°31°°vgr° §: TFo=%eY P} T2: 2 LV.5va,
R'3,5 °.1o°w3( V3o DF, V. pova,
. A4, R3R5: V. pvg.]v po2[rev- povaal VGV povq o) -
AGLRS,T2: FLrnv.pvqlvp, D v.p,ve, kTS,
g4 3 PevLqov 1D Govip. vl (del T, T84 T2).

o TR Povlgov rol 3[1oovqr,,}v .
Dem: A3,A4,RByR5: [pov.qovre] DPuv-rs v,
CHR3: [povirva, 1D o Ve povd,
A3)R'3: [voVv.p,vq,1D[p.vq,lvr,

' (T2)% (aplicando el T2 dos veces) : [~ T4,
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T10.  F redlp.29012. Vo2 PoD.reD G0 e gisg,
Dem: A4,R'3: p,29,20%2p,0.M2q.10~vigg 0.~ o P22
Ad,R5:, ~Vov,D9,1D.~MGV. LD, 2.2 G0
A3,R'3,T8§,T2: éo oVIqoV. P,v5,1 2 GV P,V So
R'3, f;o'.j[r:p] R Ay (A= Y AT NI EN AL B P
o RN R VP, 540) 2. 12 P 2. 12% - - TAO.

3 | : A
T11l, Primer teorema fundamental: Sza 2 la secuencia no vacia: Fys

- . 1 i § A m
I‘g,...,Fg “PS. Si XY b Gy, sea 3 la secuencia: Hg, ... Hy,Gy, (la
il 2 ¢ s 1 .
demostracion de G, con la hipdétesis 2% ). Entonces, si H, es una
J " e A n—A n
férmula cualquiera de 25 , se tieme: Fg,...,F, - ¥ SNEs
s L4 ,, . 7
Dem: Las primeras formulas dez serén de 2 ,0 varianves de la Lo-
gica (de la misma definicién de una demostracidén con una hipdtesis).

1
& y = ]
1), Mostremos que (si z, abv F;, . ..,FC’)1 ") ’

L 7]'> Fy. Enefec-
|
to, del Tl y R'3, 311%% s et L S Mo B
: ! 5
2). Sea F, una férmula cualauiera de E_,” , 0 un variante, Del P3 y
A . i
R'3, S?;a: F’; ; 8e tiens: FOD.FQDFO, R5: F, \-I‘ DF, B \r-F
} (o}

3). Ahora mostremos que si H} y HE son dos formulas cualesquiera de
]

_ "
2, ,Y i H! es anterior a HY, en 2, , ¥y si: H} - H! por alguna de
las reglas Rl, R2, R3, R4, entonces: F)'D HY |- Ff> HY. IEn efecto,
gi: H) |- H" por Rl & R2, se tieme: FEDHL"FZD H! por la misma re
gla.’ Si; " " I{B {H " (1] 1]] R|3; y si:

] " R4 " u 1 { Aé‘x' R'3,
R'4 y R5, pues entonces: W abv FooaXf, ¥ xgx no es libre en Fous ni
en F: (por definicidn de demostracidén con hipdtesis)., Ademas, 48
abv L) Foo »  ADOTR, del R'4, EIoHY |- (x4 ) [Fg D EL , v del 46"

8 tfoa
¥ R'3 com 8 Fo e, x‘ [j 2F, xd] =) «F Dna(ax) o * Y usan-
do ahora R, se tienes x‘ [‘F ) :{‘]\—F o BRr. F = Ty }—- F s s
4), Por (ltimo, mostremos cue si HY, Hg, y Hg' son tres formulas de
¥ 2 .
2, » cualesquiera, y si HY e

<

i ] 1
®ms a Hg, 60 2y , ¥y sis HL, HY I H

o

anterior a H" s ¥y ambos son anteria

i
o s por 75, (o sea que, digamos;
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B4 ebv HLD HY ), entonces: Fao H!, FTaDHY |- FgoHY. En efecto, del
T10 y'R'3 con: s"'H"'C*‘J,, se tiene: IS H"D.F'DH! D, F/DH,. Ahora
usando R5, dos veces: F":)Ha, o H! b F::)H:: Ahore bién, sea L,
deZ , 0 una variante. Del 1). y 2). se tienezzﬂt— FQ:)LO. Ahora,
sea K, de 2”: entonces K _ puede ser L, 0 es posterior a una L, de
2,’ y2” Del 3). y 4). se tienezzm}-— Fn:D K, Ahora el H, del
T1l, puede ser solo una L, 6 una K ..z\_,m b F - H,, que es el T1l,
g1t , Si;Z [~ G,, entonces: 2 -2t oe , Puesz tiene una
Gltime férmula oue es G,, asl oue H,puede ser G,. Como este coro-
lario es muy usado, casi como si fuera una regla de deduccidn, se
le llamard R'. Se usard frecuentemente como una regla de deduccin,
Cll". Una condicidn necesaria y suficiente para que:Z' L G,» €8
oue: N 77 5 ¢, . (Se deduce de Cl1' y R5).

T12%, Segundo teorema fundamental: Si x' no es ligado en Fo

oL
entonces: }-—- (x'“)FoD F, s 0 biéns (x'o()Fo - Ty -
3 (+ 8 s i 1 3o¢x
Dem: Del A5°, se tienu.ﬂomd) oD Blg Xh o ConEYESE o ) °
tienezno(oa)(ﬂx F,) D (A x} Fo)x) . por R2 y abreviando, se tie-

ne: |~ (x4 )F,D F,. A este teorema se le llamard R".

A8 P Pea¥ o Fea¥u 3 F (K) Reuitn it uNE

Dem: A5y R3, 5675 . _x A Lo Pl AT %,
R2 g abu: (X B % D FouXy 7 R'35S 5% 1 ) Fouk D Face

TS F oz, 002, , b ottt

Dem: Tl?;“na R'3, 5:";;‘ bl 8 s AT~ G X )UK B N2,
2. RL: R YFo 2~ Touk, (g semejantemente con R3, S'gz)

LTERIYRE £, % DV O~ Fou % b (3%,) fouy e
Wy i [po::?wx 1290, () ?dea :

Bern AG% W55 100 [vp vl I

HEM: 3, ~ B A%y (8, A )’ (X PVM (Fded»xd]D PV N «;,,'X)

ofou) %
. R2 y aby: qu)[poaﬁﬂalo.100:3(%“)&0,9:0,_ indica que
TM;D( L (x, [;;oa,),djxplj (T, Foa'qu‘Po- el se re-

fiere a [ hi-

Dem: (Xadlfou®a £,] yR") b Fare %y D o (A5, R3RE) K Voo P

o 7t




14
&opor R4 (%) L Za 2P0l F (x.) ETJO Ve Fooc X o | « pero usando AC%

Jo o
(”‘ﬁ[’PoV‘ioaxd]DPoVHo(mﬂou;CM-'R'3>Sax AP %) M RE, e tiene:

X Y[ PoVr Pou Y J PV (Hed N B Ko 2. 08 RS (X)) (Foce Xy 2101 1
DoV (%)~ Fox X o 7+ (foor T4, R'3, A4, R'3,R5) h1ooV ~ () ™~ oot Kok
v (por A3, R'3,R5):E () Hu X2 oo - fpor RY): =T,

T Fal=%..

Dem: T4, R'3: FHox!oBx. + R'4: Fhed Bl oFoua ]

SRE (A Y B Mo D FonYud )Xl ) 2 por R2":
HCA% (A (5 D oK Pon Yo ) ) bV =Y
- I e ViR e R A T

Dem: Zh=4h aby (A(AY(For) Bona@hou %o V7L )Yeh)

L RORZ: =Yoo b (A Boad Fax Tk D FogYard) 4)
o R2 =Y P o 1 Dot e ) 52 R FouterP o Y
Lopor R P =y D, R LT A Yoo, E.€. T8

—anp X, = ngdea{d-{?ﬁa’gd

Dem: T43P,R'3, Spﬁ Xy - ol = o M7d=£p“7cd Ahora del
TAQ yRE: A= «aal—t‘odx Fouo . R'3 SA% %ﬁ_ﬂﬂ%
*'},(,x - (A"}d 'Fpo(xo( Fﬁd"éa{)xd D(R%a Pgd'xd ——Pad"j.a,)“m

RN, = *30( b Con X = Fpa“d39eu% '"%«“3«

4 (#oer R5): dexd P,e,a%( POT’R se obtiene T49P
}—’xd aﬂ'djq&x 'Lotf g
Xa=Yo (TA85 RO #5240 F ;«}; :.1?'3,5;\;': yl =yt

"'(?Wa “3d~’xd)'x‘,(3(ﬂ“3u Yu=X d)'gd . Ahora la parte:

' Yy
(ﬁ}a "&a—‘xd)‘gd susando R con 5140, Ly Qoam empleando RZ,

Y luego RA otra vez con tqiYyq €n el resultado anterior,

aa: 3c'*=‘x;. Con los mismos pasos, (‘/\FM.“-AO( ‘Xo()’Xd da:

Xu=Xy+ Asique con esos pasos h; Xy=x,D Yyl =%y

. del TAFT MRS K 14;_ z'd. 3l R ¢ EIRGT
T2 b o=y o =g ox. =2,

T20°‘
Dem:
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Dem: TA%“, R.l3 ,Sgi:uz;: 1jlo(= x&:) Z&S IJL‘DZ; = x&
) . Eiah
r20% R5: xh=yL Y=z, Fy.=x ,Z. =y b 2=tk X Z,

AR el =yhSolaz Sal =2, .

3. TFUNDAMENTOS DE LA TEQORIA DE NUMERQOS.

Para aplicar una Ldgica a una coleccidén de entes o elementos
abstractos cualescuiera, ge recuiere que a cada ente de la colec-
cién se le dé un nombre que see un simbolo primitivo de la Légica.
Pare aplicer ésta Légica a una coleccidén de entes abstractos, lo pri=
mero que sﬁrequiere es oue se escogan, arbitrariamente, entes a las
cue se les asociaréd el tipo o, y se les llamaréd proposiciones; y en-
tes a las oue se les asociard el tipo L , y se les llamard individu-
o8, de la coleccién, Una vez hecho esto, se podrén asociar a otros
entes (de, o no dé la colecciodon: en este ltimo caso se construye
una nueva coleccion en cue estos nuevos entes aparecen también), los
diversos tipos de funciones (mws), (donde X ¥ @ gon tipos), que apa-
recen en la logica,

Intuitivamente, se tiene la intencién de que N,, 8ea une fun-
cibn cue hara corresponder & cada proposicidén, una proposicidén que
se llamard la '"megacidén" del argumento. Asi cue, intuitivamente,

~T, seréd la negacidén de F,. A,,, seréd una funcidn "proposicional
(cuyos valores son proposiciones), de dos variables proposicionales,
(o bién, una funcidén cuyos valores son funciones proposicionales y
cuyos argumentos son proposiciones (una sola variable del tipo o)),
cue hard corresponder a cada pareja ordenada de proposiciones, una
proposicidén que se llamard la “disjuncidn’ de esa pareja (también lla-
mada la'alternacidén)., Asi, intuitivamente,[?uv GA, serd la disjun-

7

6 ¢.)., Intuitivamente también, [E;G;]seré

cién de T, G, (i.e. F s

o
la "conjuncion® de Fy,G,, (i.e. Fu ¥ G, )., [Fo:D QJ , serd la "“con-

dicional" de Fo,G,, (i.e. si F, entonces G, ), (también llamada la

’

o, )] % V4 . .
inclusion---es decir: no Fo 0 Go )} (P, = Gé, sera la '"eguivalencia®
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de F,, G,, (también llamade la "bi-condicional"), (i.e. si y solo si.
Tlowd)seré una funcion proposicional de funciones proposicionales,
cue se llamard el "cuantificador universal" y cue haré corresponder
a cada funcién por abstraccidén con F,, la proposicdn constante: para
cade. x) , cualescuiera, F,". Asi, intuitivamente, Kjx;()Foj serd la
proposiciodn, '"para cada X,k cualescuiera que sea, F,". Con esto,
[(:3x5()£;] serad la proposicidén:vexiste una variable x), ,tal que F,}

o bién, "no para cada x| cuales quiera, ~F ". serd una fun-

Qoo
cidon proposicional de dos variables del mismo tipo. Estid formada
por doble abstraccién (dos abstracciones sucesivas) con la "proposi-
cidnn: [(de)[:foxxa:)foayk]. Esta funcidn, asociara con cada pa-
reja ordenada de variables del mismo tipo, de su campo, lo que in-
tuitivamente se llamard la "igualdad" (una proposicidn) de esas va-
riables. Asi: QouuA. By abv [A = B,] define lo que es la igualdad de
Aygy By. Desigualdad de A, ¥y B, se define como la negacidn de igual
dad., Iy, es la funcidén "identidad", (i.e. hace corresponder a cada

valor de su campo, x) , al valor de:x&

| P dedes la funcidn "cong
"tancia" de dos variables x;,xg. Pone en correspondencia a cada pa-
reja ordenada de valores de su campo, xé‘,yg » €l valor de x} .
Def, Sea xun tipo cualcuiera, x&' gerad un numero del tipo &', si ¥y
solo si:}- Noa“x&f‘ Intuitivamente, la funcidn proposicional N ot
es una funcidn cue pone en correspondencia con una variable el (ad-
misible como argumento), la proposiddn: Xyres un ntmero del tipo «'.
Def. Teoria de Nimeros, es el estudio de las funciones que se acaban
de definir comoc nimeros. (Los fundamentos es el estudio siguiente).
Como se demostrara adelante, las funciones Qx“ %x” %x” iﬂ’ etc.
son nimeros del tipo &'. EZn general, al decir nlmeros, se referiré
a estag funciones. Aparte de estos simbolos, (que sirven de nombres
de los respectivos nimercs), se les llama: cero, uno, dos, tres, etc.

Un nimero del tipo ', ea una funcién de funciones, cuyos valores y
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argumentos son, ambos, funciones del tipo (K¢ ). La funcion Sal it

ge le llama, intuitivamente; la "funcidén sucesor"., Es una funciodn,

cue para un:nimero como argumento, toma un valor cue se demostrard
ser un numero, y oue se llamara el "numero sucesor" del argumento,
Sin',es un nimero del tipo a", al nGmero (como se demostrard ser):
NSy Oy se le llamard el nfmero correspondiente del tipo o',

Ia Teoria de numeros tiene sus cimientos o fundamentos en los teore-

mas cue a continuacidén se estudiaran.

T N T S U T o

e oot Yo
Dem: T34R3D: Four Op 2. [Fou 0D £ 0 (Burs 2o 1D Fop Ok
£ R4 ) o 000 By PP (3 o) 12 Fot Octt]
o RE AN (6 1 0 DA 196, 1 B X ) | P P M1 G - TT

T NooL‘ Xegt D NOd:(S‘x:“.'X“:) .

Dem: £,.0., @E 0 %2 hou (S T, Nogoept 5 (RY, 57;‘:: Nogt): b,
(AN [, )FouOy 3[{("5«')[\‘]0«'84131:‘0“1(5“&434')]] DFodlno(']]])xd’ s foo' O,
(xd\')[-‘goq(’xd'j poad (Sd -dfngl)] ) (RZ ‘) |uegoR 4, S?:;:-)'- h (xot‘)[{"w' dujﬁ“l(i&pé;)l
A PIOMIN ) [fou o(*:)[[_(xu') [r.,dlxgu O fou (Sa-d.%duﬂ]vﬁwx“t]] ;.(1? "): F,
(%y ')[FW'.XO('DFOo(' (Sol’o("xd')] o0 Uy ﬂd'od‘j[[(xo(')po ke’ oa‘(sy'«' xd')]]jyod‘zd'] ¥
(R5): k) ) Foat a2 iy ] s Had B s Db (% J2 Foo? %t 5
REY4R": b Four 15 Fot Xt D Pt (G %) s REY: By Foot (G ) -
ad (Rl)2: Noa‘ Xy - Paoc‘oo.(' Dﬂxd;)[fod-XdDFM- (Sd'd‘%a')]jpod|(\sd‘o{‘ d‘)]
¢ P‘”Rl‘y: b e e O P B %12 ot Bty 2,12 Fout( Bt )11 -
(R “: S;:: 9 '“Jﬂo RZ"): hana’l:(f;q') [Qd'odlj[(ﬂdl)[pod'yd‘o{\Od‘(sa(’d'L')]Dgoat'ndl]]])

(Sd'd#“f) y Jue con R*,Si‘:,,ola: F;Nad: (so(,d,xcx;) por'Rl Nyt ot'DNax'@ W )

Tl - N K DS =0,
Dem: Lis ko2, 902~p,2~Ge.

Dem: A3, R'3: ~G oVm oD ~p Vg, aby 42 ~52.4.2~%
. C8,R3: k 0,2.902~p,2~q,.

~ ( s
Este lema es la base de demostraciones por‘reduccnon al absurds.
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Dem: Para demostrar este lema, primero se va a demostrar que:
(dx,)(3¥,) X% ¥, . Luego, con ayude del A7, se demostrard que si
(I=x,)(3 yd).xo\#y“, entonces (Hxaﬁ)(H yorp)'xug*yocp' quedando asi
demostrado el 12, (en virtud del A7). ZEmpecemos con el T18°y RY3,

Sx; " Yo | e
pov~Pa;rv.10°V~poEAro.N‘pov,‘,PoDNr’ ,obkeniendo con R2, que:

Lpovapol= [~ povnp,] O 1. v py Dv. V0,1 D~ 40, Vopy D ~ v, Ve o,
|ueqo’(‘usando <3 %R'S se tlene: $,2[9,27]1D- 4,0 [Poﬁf;]) y Them
R'3: ~, Pov NP0 D Povn P, 7 (Por(RS)z); [fovyvpel=[~. Povvpo) D
. PV oD . Ro Ve P, 1. (P01 T4, R'3): poV~po D, V10 4
con LA, usando (I® 5)2: ~[ oV Ol=[~. 17,V~Po] o \bien abv:
Covapol # v fovnp,].  Ahera: Ti4% 5,4, (3% Woo%o . RAyR2:
[Povvpd Hrv. g, v~ P 2 (A [T povnpol# Yol)lv- Povvpe] que a lavez
2@ 5)(A% [Lpvpal# Y1) Yo , que por RAR2 »T 2: Fap ey
Haciendo lo mismo,porﬁ*«;;??.": )’(ﬂ%o.(3‘30)[101’5;1)[1’#8%] , da
por TAa%: (A%)(IYs). X, ¥Ys-  Ahora veamos lo 2% parte.
RA 4 R2,dan: Uy ¥ Oy - Koypo Uy X Kucpo U X+ Tambieh, del
T48%¥R2 R34 RE: u v, Ky po o™ Kot goc Ut ‘—Kofp«wxﬁ}(«p«uﬂg
Tomando Kogatly o 1, Py W G Ko Xy, tpor o e}
Jf)or R @, +p, }“(«pauof’(«pocﬂdj’(d,euvaxp?" Kopa U o .
Asi gque, del L4,T47°(4j R (que dan:l-(apd?)d'lﬁ‘—'l(dpdﬂd‘xﬁ), se tiene:
Uy FUq b Kapdﬂd#: ’{dpde y haciendo uso del TAL™E como en la
1% parte ,ge tiene: U_F, F(Exd@)(ﬂ%ﬁ). Xa(p#’j«p ;. por R'.
F udiv,“a(ﬂxap)(ﬂﬂjdg).‘xdﬁ Youp 5 As’que, del R'4 se tiene:
F )MtV D (T ) B ). 2 gt Yoo, Ahora,usande TA6SR'S,
R R24qRS;se deduce: FEv1ta# Va2, ) I0p). Y+ Yup
‘- usando R'4,generalizando a u,, empleando, como antes, T46° R'3,
mjm yR5,se obtiene: F (au@Gm[ud;tud]ogxdﬁ)(;ajdp),@pﬂd r
asl gue em p)eando R5, se obtiene o que se buscaba.
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L3. b Sup%u¥ Ol -

Dems: Como antes, usando Rl y R2, se tiene: a(#v .\—- dqpc“\(Kaaduo() ”
718, R', T1
] O, dao(uo() .+ Luego, usando (como en el L2) 7°L y

I1, se obtiene: uoaLvo(}— S R' da: ‘..uuzj::vdj So(‘o}odiod' ;
Ahora, siguiendo los pasos dados en L2, usando R'4, Tléx(dos veces,
generalizando primero a TR luego a LQ vy empleando el 12, se obtie
ne: f— dp%{,# 14 H)Ahora, usando: p:}.qu , con R'3, sme obtiene:

S o ol Qo D e My D S 1%, F0,0, luego usando el I3 y RS .. b 1

IV Pt . (x 0 x e m onain, il S St O

Dem: (X [l\o«md\j-f .de'Dfodl( d&,xal)] , (por R" y R1) se tiene ; '—;

NoaE ot D o Fo Xyl Dot (8 .d.xo(.) Ahora, TI® ¥- Oyt - POr R'3 se tie
|—- T ot Ot = Lot B0, Tembién del TII® y &'3, (usando R5 y TI%),

ge tiene: }—NOO(,(S“H.OQ.) S, también se tiene con la hipbtesis inicial

(usando R'3 y R5) que: de;(S\d.OJ bed(sd'dv(sa‘q'g())’ asi que del T2 esa

hipétesis da: £, % D (8, I(S 3 0yt) )+ Siguiendo en esta forma, si:

Nodnxdb con la hipbétesis inicial, se deduce: de\O \Df“.xd. Es decir:

NoaXy's (%) [N X g s %dlxdlbfdd\ Sula™ |] !" SOt Dot Ko 481 que usan
do sucesivamente R5, (R‘) s, 5S¢ tiene que PI*TIVO‘.

~

CIV. S1 xly no es libre en Fp,Ey...sFasTods ¥ 813 FopoeerFab Fouil
v 8i también se tiene que; F:,...,F:,Hodoc&:,}?“occ‘,d \-—Fodl(S“ndpc&q ¥
entonces: Fo‘,. : .,F: \—prcp(a . Foa\xd Este corolario tiene mucha
importancia en la teoria de los nlmeros. Se le llamard R, y una de-
mostracidn que emplea a R, se llamaréd una "demostracidn por induc-

cidén matemédtica" (respecto a x'y' ). Se demuestra como sigue: La

hipdtesis: F;,...,F: da: FopQs y también (usando (I{')z), a: N x'D

‘Ool “pel
Fou X D F, o(\(Sm(.nco(o) de lo cue se deduce, por R'4 (ya que X' ,1n0 es
libre en la h1p0t8813): (x&')[Nath&’D'Fod'x&‘D F(Sdndpcav)]. Asi que
o
T Fou T

. Para cualcuiera de los siguientes tipos: L,L',L ,L" ’ et c. 5 en

del TIVD(, R 8y d en el TIVO‘, y empleando (RY) , se tiene; I——CIV.

lugar de X, se tiene: |—- waxd.:.Nodxy,‘t:).sb(&xuljsd&,)&.jxdz Fox 4
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Dem: LA, FNgg Nt D Noot i Sogit Outt)-
Dem: 4%). T T% b Nea'O ! . por R -+ Noa (Om"Sm'Od') B
2°). TS R'3IyRE: Noy (1,011 0uct) T Noart (S (0S40 Q)
que con R"? 4a: Noa! (Secttyn Mg S OLid. Asi que, Wamando Ry
a: AN (Nog gt Sy Oo(l))) se Hene , (por R2): | Foun Oo(v,(del 4°),
Tambien: No o Nyt Foortt Nt — oot (Sdllo(u ﬂdu) > (del 2°).
Asl que por R:MNoi Nyt D Fppniygn . for R2: = L4.
2. SiFTY" y entonces : b Nogt M2 W 2. S QP G A o
Dem: 4°). TAT* 4y R'3: FOy= 0y i del T3, R'3 yR5,se Hene:
O go(ldlod‘ duS “|le30
2°). Ahora, por (R2)> o du.o,,, =0 db‘,(&,\"Q‘Fs‘a,(r&,,deQ‘b
c‘-(PorTQO“,R‘S): 5 Sd.d.(ndusd.d.od\)—od\ . Pero del L (md—)3'-";
%o('a(‘ (g Sd»d‘owHOdl. Ahora ,usando sucesivamente a: 13,74,
T6,T5,TZ2yabv PovPo2%0 4 Asfq,ue for 'R'Z;, R', se tene:
F Sal’o(n My Sa'o(' Oy  * P de O DSdndn Mo =Dyt
3°). Semejantemente : FSo(uanmdu o(w%FOa\aS d'd‘od'j‘i(“ d"mdu:Oo(u_

4°). Llamando ot 4 }\ndu(oduSwdes’ndudeOdDOdF dn\,
se tiene,del 49): FFonOu 9y de la dltima formula del 2°), que:
= Foot (Sxign Ngn) s a5l que por R (respecto a nyn) 4 usando R2 y
luego R4, se tiene: Fnw). Noaut N 2.0 0 nd.@w Q20 w=" .
5°). Llamando FJ a: S Lt e Qxl 'u"mﬂsar&'od' ol
R2: Fo4 "E‘q‘:d,(mduS,de:F So‘nd.(nduSd.andu) Pero del l—4
Noot Ny = Ngee (Nget Sd&.odz) o con R'3: Noa“mo{“l-wod‘(md" Sdg,‘- Ow) -
ast que 5 i FTT* Noga pr s Noga Mg F4 ""’”a(” et Ox! =NarS Ok’
6°). omando: Fo 0 (. N, a2 S 0= 9 2 My =N
por el resultgdo del 5°), se tiene,si T 7% 5 usando R" Nooamd,,
Noa"ma:n)BA,F?i‘mdn Nyt +. dej e , (si ). 63 el duS.. ,.YLu
(usandoR'3 y luegoRS). Asi que,por R‘, si I— TV entonces:
Noon N 5 Npgm u,f: = I—TA'JS“noUi du-—S ot N
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7 ). Llamando B was A 0l S0t =100 S ilogi= n_n)
se tiene, del 3°%), I—FC'W.;O 4. También, del 6°), se tiene, si F TV
N, Nod'}nd”’ Fg ‘— o&"(Sq,,d,, ) asi cue induciendo con respecto a
n u(i.e. usando R), se tienes oot 7 F;" }*Nod,nd,,jl’?o‘d,, L ¥ usando
R'4 y R2y Ny w Fo l_ (n, "Ioor"not"v'%hﬂmod‘sd‘d' Ot = DS %ot D S g = B x

8 ). Ahora, llamando ng" a: ?\md,‘F:‘)_-, se tiene de la Ultima fér
mula del 4°) cue: }_Fc;'a”%("’ y de la Gltima del 7°), se tieme que, si
f-TVO(: N, L Fod‘mot""'Foa(“(ded'mo(")’ asi que induciendo ahora con res-
pecto a mdu, se tienes: (si ‘—TV“): ‘— Noa“mo("DF"" mé asi que, por kb,
R" y otra vez RS, (si b TV%): LA N, it LS Ot = Pl 4 Og D =Ty
Asi oue, por (R') , se tiene, si }-—Tvd, entonces el resultado del 12,
L3. Si "‘ TV“, entonces: l-TVOL
Dem: Del L2, si l"‘TV“, entonces l—T (donde T es el resultado en el
L2). Ahora se demostrard cue si b Tv®y |-T, entonces l--TVd.' Del
Tl9°(”““ tomando H Zo(”(zaé‘so(bt'%(') por %‘&"’ se tiene (por R5 y R2), que:
St X =S g Togh |—- ,.o(“xw,sd&,%,:S“,,d“&,lsd.u,%(,, y por K2 esto das h !

.,(xd. O b = d.d.(y“S 1O ). Asi cue, del L1, (sibrv®), por RS)B,

se tiene: NoatSatr SputiFr  SolnFn =S nn Y "— C Pt = VBt ¢ Asi
aque, (si }-TV y FT, o lo cue es lo mismo, si p TV%, debido al L2)
v por (B5P , se tieme: Mool t? Vooabhns Syt Xogt= Settg Yol = % u=3n »
cue por (R')g, da: N aX w2 Ny il Do StguX =S pign Y DX w4=Yus qUE es |-
TV“, y por lo tanto cueda demostrado el L3.

Ahora, se tiene del A8 cue I--TV" s. (por el L3), |- v

Los teoremas 10(, II“, etc,, que se acaban de demostrar son fun
damentales en la teoria de los numeros, adonde se acostumbra postu-
larlos como axiomas (de Peanc), Aparecen generalmente en una forma
cue puede considerarse como una interpretacidén intuitiva. Dicen:
21 Qo €s un nimero (del tipo o').
II). Si x_yes un nimero, tiene un sucesor que es un nimero.

I11), 8i xd\‘ es un nimero, su sucesor es desigual a Oo("


http:FO'c~.1I
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o, el Oy tiene la propiedad de satisfacer i“od.(i.e. el de ser de
su campo), y si para cada x_j X ies un numero solamente si de tener
esa propiedad x,:lo tiene su sucesor, entonces si X, €5 un numero,
X,'tiene esa propiedad. Y por Gltimo:
V). 8i x es un nimero y si V! €8 un nimero y si el sucesor de X!
es un numero igual al sucesor de Jx!s entonces xies igua.l 8 Yoxl e

(ver: llacDuffee: Abstract Algebra: Van Der aerden, lloderne Algebra)
3.1. Ia Suma y el Producto de Nimeros.

PR

In la tabla de convenciones, cuedaron definidas las funciones:
T Taol? LEa+ Gl ¥ [EBx 6] Ia funcidn gfy es una funcidn de
dos argumentos, a los cue pone en correspondencia un ente que se lla
ma su "suma", y cue se representa con la notacion: [Eb*'QNQ' En el
caso de gue ambos argumentos sean nimeros, la suma también sera un
nimero (como se demostrard). Igualmente, la funcidn ﬂ;&&gmne en
correspondencia a una pareja ordenada Fu-,GO(.un ente llamado su'pro-
ducto", aue se escribe F *G] En el caso de que estos argumentos
sean nimeros, el producto serd un nimero (como se demostrari).
Conv. Se omitirén los paréntesis de [1;,+Gd.]y [Fbc(‘ C&-') adonde sea po-
sible sin producir ambiguidades en su restauracion en el orden si-
guiente: primero en el producto y segundo en la suma,(efc),Se tienen:
wi*, +x Npg B ot DAL A X (d,f Xg) = My
Dem: Llamando: Fp 2 Ang f)fowkx (R Bl = d], se tiene(por T17™
y B'3): b Qa=0, S (por R2"): (AL A X e Fo) 0= Ot FAL AR, (OE X))
o OO(. S FE Bt Ot Igualmente:;— Sdk\nd,=°(.d.n°(z s (por R2") se tie-
ne:‘—?\fdd?\xd‘( W, oL)" S Med o 7 d\ o(&,nd) Asi que indu-

ciendo con respecto a ny,, se tlene|~ NOd:nd,:)F Iy L (kl, R2) \—-LVIO(

Tme |‘1§d naDnA=0n+ N .

Dem: Del V1%, T20 's LY l—- ndl_.a it X, <. por R2":
Wy Nyt + ny =AL A%, (0 \d‘u(no‘cfdo\xd)) s, por R' y abv l-— vi®
CVI . Ny'ngDN ot'[ +nd|] . (Dem: del TVI®, RS, T18°L', y R').
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-

III%. | 5, nu08, ,nd\..[ld.)rn J .
Dem; Del Tl7a y R'3: | SulyTh' = Syl <+ POT R2": se tiene que:
4 il
- 8 Sy d\-?\f Rxoc ((A £ o ik (o %)) um((nod:f‘om:-cm)) ». por R2";

PSPt = AT AR (Ll (el Xoy) . b ovrr®
cvir? |—- b d.DNM.[_lo(.-»n.] (del: TVII®, RY, TIf‘ 118" , T2, R').
virr®. |- (s“.d )+ n =85, ol + 1]
Dem: Del o 7 y R¥%s F‘ (S .md,)+ |--(S )+ Nyt por R2%, se tie~
t | o(Sgm )+ n=AL AR, (g o V(B <m'm o )Vt (e o))

.. por R2Y: |— (S )+ n=AL, Ax (T, (mf,  (ngf, x,))) » por R2":
I—(S l,md,;+no<|._}\fdo(}\x M([Af 'Ax (mo(.fdo((n ;i;xo(x“)ﬂ Tnae®g ) ) 8BV .
(abreviando da:) | (Sum.)+ np= Salmatn,y], cue es TVIII

ovirrt. = N, o[m,+ ng)on oo (S ma)+ mg]y (del wir®, 126, RS,
Tlﬂm, T11% T2 aplicados sucesivamente),

T_I___ l" o' B 02D N, yn 1 DN |[m 1*110(1

Dem: Llamando F, e Am [H n ,jlrodn[x_n“-t-n j), se tiene, del CVIa(,
|, 0. También, del cvrTT® N 1y T 0 "'N FLW=k| oo [Pt + Bt
(usando: T2):|", N D F u(,[( 3L O ndll, es dec:LrI', Eg‘,_{. ) o

por R (respecto a m,): se deduce el | TIX

o
I" 0 = Ogt ¥ 1 e
Dem: 717%, R'3: }—oou:od. abv | 0= AL AX, X' POr R2": se tiene; -
! ,qu(z oMy X (i) ) 217 b 00 =W 0 (0 A f, ) 70 (B2Y) s TXT,
I—N o'lO0 % 01|, (Dem: del X%, 116%, x5, TI% B5).

: X oo o2 it = Lyt K T
Dem: LVI®, T20%, R5: N, m b n =M A (nafa%e) <o (R2"): b, nd\=
A £l (A Axg(f,,x,)) (n g, ) o (R2")s |- ny AL, (l\(n.fﬁj ,),

eXI?, b ¥ naD N[ Lax n,i], (gel: m*, 85, T18* RY).

x11%, l——( S Tgl )% WA= Mg+ x M

Dem: T17 s B'32 ]- DAt Wi X 0L =T |+ X I (este lado de la igualdad se
llamaré Dd.).'. (por R2) ‘-‘af AX, (no{‘fom L% T ] ok “ D+ por R2:

(dos veces) }‘fdo(hx (md|(nd.f°w)) Xy )= D_i.’. por (R2") se tiene:

(e 4
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FAL (AL, A% (£, (mf %)) (1) )= Dga & por R2" /. |TXIIZ

EXIF: F No![ng' *mgt X0 1 N gt (Bt Mg )% i], (Dem: del XN ‘\"'200(@ T48°“ :
XTI, “No:,m;,‘ . g':‘nd,% oa'[dmo(‘ x B,] « ’ 3 )

. ' -
Dem: Del TI%, T3, R'3 ¥y R5: | N am DN, 10,0 POT m*, 118", T2, R2:

l_ }ma(' Noa’not'DNod'Y_mo("‘ ndﬂ]odl. Se llamara Foa' a:ﬁmw[Nw,nd.:) Nod{md,:nd.],
y se tndra (delo anterior}:l"Fod|Od|. También se tiene: Ny, T .1,

f o
ngndn (por R5): ]—- Nod.[md,x nd.] o del TIX , ¥y RY) "", Nodo[ndwmd‘ma,}

X ey cx11% v R5): [“, I\Iod'[(%(&\mo(')x nol']‘, Asi que, por R': N ,mp
Foodliyt ,f—Nob(,nd,DNo“.[(%(,dm“,)x ndl-l.‘. (por R2"): l", Fou\(sw;ndn) +. (por

ok
R, respecto a mmoz F‘N&ﬂqyc)%“.qx::. (por R2): |’ TXIII .

Los teoremas % 0.0 vy X111 ™ expresan que la suma y el producto

b

, , X X X
de dos numeros son nlmeros, Los teoremas: (TVI o6 TVII ) y TVIII ,
son las férmulas cue se usan como ecuaciones recurrentes para la su-

ma, (ver: WacDuffee & Van Der Waerden), Los teoremas: (Tx2 § ™I™)

X

v TXII” son las fdrmulas correspondientes para el producto, Se acos

+
O(l
cesor de n_;del mismo tipo, y si se sobre entiende el tipo, se escri

be simplemente: nt ): para la adicidn (suma): n=04n , o bién:

+ : + . : -
n= 1+ n , junte con: nt+ n =[m + n:[ s ¥y para la multiplicaciong

tumbra ponerlos en la siguiente forma, (usando n ,para indicar el su

0= 0xn o0 bién: n=1x=n , junto con: M x L= Nn-++ mxn y para
cade nlmero m y para cada namero n.

Por fin, y pare hacer el contacto perfecto, con libros serios
sobre la teoria de nimeros y algebras modernas, se definiré la no-

cion de " <", ("menor que"), asi: (uséandose I}x‘>mo(' para lo mismo)
.'—-
m,< Nl o abv (Hpau}[mdw Ba = no(‘]-
FIN,

México, D. F, . Septiembre de 1942,

Gty

Th¥ique Bustamante L1,
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