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LOGI CA MATEMATICA 

O. INTRODUCCION. 

Al presentarse una t eoria, siempre se da por conocido algo: ora 

algo simple, ora a l go bas tante complicado. Común a toda teoría s i em 

pr e s e da por conocido un i dioma o cuando meno s una colecci6n peque

ña de palabras. Cuanto más básic~ es una teor ía, tanto más cuidado 

debe t enerse de hacerlo cor rectament e. Para ha cer algo correctamen

te debe hacerse con precis i ón, y para esto , debe empezarse por es t a 

blecer claramente lo que s e va a dar por cono cido. 

La presente t eoría puede considerarse como cimiento o f undamen

t o de las matemáticas ; en particular de l a Lógica Matemática, la Te~ 

r i a de Núneros y la de Conjuntos. Como t a l, debe tratarse de dar 

p or conocido lo menos pos i bl e y de evitar t oda clase de imprecisiones 

I tales como def i ni ci ones circula r es. 

El objeto de esta i ntroducción es amplia r nuestro conocimiento 

de palabras, en el sent i do de que s e i n troducen palabras no dadas 

por conocidas. As í , por ej~plo, se encuent ra conveniente cons i de

rar como palabras no- cono cidas a pal abras como : definici6n, fórmula , 

l ógica, teorema, demos trac i ón, número, igual dad, conjunto, fini to , 

etc. y como palabras cono ci das, s ímbolo, r egla, postulado, asociar, 

colección, existencia, ax i oma, ent e , elemento , secuencia, serie, et~ 

Cuando se da una t abla de palabras fundamentales (que se llam! 

rá la ut abla primi tiva" de palabras), se di rá que se establece una 

defini ci ón y que se def ine una palabra o s ecuencia de palabras ,cu~ 

do se asocia con una secuencia de pa l abras de l a tabla primitiva, 

Q~a palabra o secuencia de palabras, no de l a t abla primitiva, o por 

recur rencia (es dec i r, se admiten abr eviac i ones) . Sin decirlo ex· 

pl íci t amente en cada caso, siempre se va a considerar que una secuen 

cia (de en es cuales ouiera ) , t iene un primer e l emento o ente. 
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Aquí se va a dar por conocido una tabla de palabras del caste

llano. Como se espera es t ablecer lo que es un número y los funda

mentos de la teoria de los números, los simbolos: O, 1, 2, etc. que 

fr ecuentemente se emplearán, deben considerarse como signos de re-
I 

ferencia y de disti.nción a lo que se les asocia, y nada mas. 

Def inición, (Def.): Se dic e que se establece una LÓgica, cuando: 

1) se da (por cono cido) una tabla primitiva (de palabras) 

2) se da una eeri e (o una tabla) de "s1mbolos primitivos" 

3) se postula una s eri e de axiomas (o una tabla de axiomas) 

4) se da una tabl a (o una serie ) de regla s de deducción. 

Def. Loa cuatro datos ant eriores constituyen una LÓgica. 

Def . Establecida una Lógica , se di ce que se def ine una secuencia de 

símbolos primitivos (admi tiendo Que sea uno solo) .0 de palabras , o 

de ambos, dentro de la Lógi ca, si se le asoc ia a una secuencia de 

símbolos o de palabras primi t i vas, o de ambos, o por recurrencia. 

Def. A los s!mbo loB: , , ", se les llamará simbo los de tipos funda

menta.les, o simplemente tltiposil (fundamentales). Si, Y solo si 01. Y 

~ representan tipos, (~') también representará un tipo. (As!, 

por ej emplo, (l.O ), (¿ (, ¿ ) ), etc., serán tipos ). 

Convención, (Conv. ): Se omitirán parent esis adonde sea posible, en 

la escritura de t i pos, con la convención de Que la asociación es a 

la i zcuierda. (Asi , por ej emplo, LOL abreviará a « 1..0) (.. ), etc.). 

~. Si, Y so lo s1 ()l.. es un tipo, (XI abreviará a oc. (X(Q(~). 

Entre los s 1mbo loB prtm1tivos que se van a considerar, va a 

haber letras con índices Que serán t ipos. La intención es de que 

estos s fmbolos primitivos sean nombres de entes abstractos cuya exi! 

tene ia se pOdría postular, o viceversa . El tipo del ente abstracto 

s erá el tipo que aparece como índice en su nombre y que también se

rá el tipo del nombre, por definición. 

Def . Una fórmula (de la t6gica) es una secuencia de s!mboloB pr1ml 
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tivo s en ('ue hay un último símbolo pr imi t ivo, o que en tal fo r ma pu~ 

de ponerse (es decir, se admiten abreviaciones). En general Bolo in 

t eresarán en el estudio de una Lógica, ciertas clases de fórmulas a 

l as que se les llamará "bien-formadas" (bf), y a menos que se diga 

l o contrario, estas fórmulas bf serán las unicas admitidas, usándose 

s implemente la palabra "fór mula" para designarlas. Sin embargo, si 

se cree necesar io poner mas énfasis se pondrá explicitamente bf. 

Def . Una parte de una fó r mula dada, es una fórmula obtenida de la 

dada , quitando los s ímbolos anteriores a ci erto símbolo y los pos

t er iores a ese o a otro símbolo de la fórmula dada. Se le llamará 

una "parte", simpl ement e ( i. e. "parte" abrevia parte de una fórmula~ 

Def . Se llaman reglas derivadas de deducción, a una regla que puede 

obt enerse de mas de una de las reglas de deducción (de la Lógica) • 

Las reglas derivadas ahorran trabajo, pero no son necesarias. 

Def. Un teorema (de la Lógi ca) es una fórmula obtenible de los axio 

mas (de la Lógi ca ) por una secuencia de aplicaciones de las reglas 

de deducción (de la LÓgi ca) . 

D~f. Una demostración de un teorama (de l a Lógi ca ) es una secuencia 

de fó rmulas en la que hay una última, el teorema en cuestión, y ca

da fórmula del cual, o es un axioma o es obtenible de fórmulas que 

la preceden en la secuencia por la apli'cación de una regla de de

duc ción (de la Lógica ). Ea por demás recordar que se admiten abre-

v i a ciones, por ejemplo empl eando un teorema previo. 

Def. Un lema es un t eorema oue se cons idera como auxiliar. _ e 

Def . Un corolar i o es un t eorema Que se considera inmediatamente 

deducible de un teorema previo. 

Def . Dado una colec ción de entes o elementos cualesquiera del mis

mo ti po (o sus nombr es), se llamará variable a un símbolo (que se 

postula ) oue puede r epresent ar a uno cualquiera de los elementos 

de l a colección (o sus nombres). A los elementos (o a sus nombres ) 
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se les llama "valores" de la variable. A la colección dada, se le 

llama "campo" de la variable. A la variable se le llama "nombr e de 

la colección". Al tipo común de los elementos de la colección dada 

se le llama también, tipo de la variable, del campo de la variable 

y de la colección. Una constante es una variable cuyo campo consta 

de un solo elemento (constmw abrevia variable con esa propiedad). 

Def. Una función es una regla de correspondencia entre entes o ele-

mentos. En general se considera el caso en que asocia con cada va

lor o cada colección de valores de una o varias variables, uno o va 

r i os elementos de un mismo tipo (o sus nombres). Estos elementos, 

(o sus nombres) forman una o varias colecciones, campo o campos de 

una o varias variables, l lamadas variables "dependientes" (las otn:e 

se llaman variables " independientes"). No se excluye la posibili

dad de oue, dada la función como regla de correspondencia entre e~ 

te s o elementos, lo s campo s de las variables independientes y de-

pendientes queden as! fijados. A los valores de la(s) variable(s) 

dependiente(s) se le(s) llama también, valor(es) de la función, y 

a veces, si no hay lugar a confusión, se le llama función a BU co-

lección y también a la (s) variable(s) dependiente(s). En gen eral 

se considerarán solo funciones uniformes (mono-valentes) de una so 

la. variable. Casos de ma.s variables pueden ser tratados semej ant~ 

mente, considerando que 108.valores de la función son funoiones. 

Def. Se llamará t ipo de una función de una variable del tipo ~ que 

tiene valores del tipo ~ J al tipo (PO(), y viceversa. 

Def. El tipo ~ será el tipo de individuos, y viceversa. El tipo o 

será el tipo de proposiciones, y viceversa. 

Conv. En lo que sigue, se usará abv para indicar "abrevia al! o bien 

Ites abreviado", según sea necesario. T indicará un teorema.~ ~, un 

lema~ Q, un corolario~ ~, un axioma~ E, una regla de deducción; ª', 
una regla derivada; ~. abv demostración; (estando adelante de ago). 
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l. UNA LOG ICA. (La Lógica de Alonso Church ). 

1.1 La Tabla Primitiva de Palabras. -
Las palabras de esta tabla se considerarán del castellano . Por 

l o dicho en la introducción, es caei obvia la construcción de una t a 

b l a adecuada, por 10 ~ue no se insistirá mas sobre este asurito. " 

Los Símbolos Pr imitivos. - -Sea O( un símbolo que representa a un tipo cualquiera, (es un 

tipo variable, por decirlo así). Un símbolo será un símbolo pr imi 

tivo, cuando y solo cuando sea (para algún t i po ~), uno de esto s : 

(, ), f. , Noo , Aooo , f( O(OOC)' aQ(' bO(, ••• , yQ(.' z"" a~, ••• , ~, aO(., ••• 

Los s!mboloe: (, ), A , se llamarán símbolos impropios. Los 

demás símbolos primitivos se llamarán símbolos propios. De estos, 

Nao ' Aooo,JLO(~}serán constantes~ los demás, variables. De aqul en 

adelante, "variable ll se r eferirá a estos últ i mos solamente. 

Def. Una fórmula será bf dentr o de esta LÓg i ca, y tendrá el t ipo 

ind icado adjunto, cuando y 9010 cuando, (bf abv bien-formada): 

1 ) es un símbolo primitivo propio. Su tipo será el del s imbol o , ó 

2 ) es de la forma: (í-\x~ Fex)' si y solo si x'p representa una va

r iable cualquiera y símbolo primitivo, del t ipo (3; y FO{ es un sím

bo lo que abv una fó rmula (bf), del tipo 0(. Su tipo será (O( ~ ), 6 

3) es de la forma FcxpG ~ , si y solo si Fcx.p y G(3 son fórmulas (bf), 

de tipos «)( ~) y,., respectivamente. El tipo de Folf>G~ será 0<:. 

Esta definición es una definición por recurrencia y es l egiti -

ma en el sentido de Que siempre puede decidi~e si se le aso cia el 

nombre de bf a una f órmula , o no. Nótese la unicidad del típo. 

De aquí en adelante se usará simplemente el nombre de variab le 

para indicar una variable y símbolo primitivo o una variable defini 

do dentro de esta LÓgi ca, (y por tanto, no una constante). 

Como puede no tarse del 2), (í\ x '~ F()(.) es una función. Se dirá 

que con Fa se construyó una función por abs t racción" que se escribe: 
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( í\X¡; Ft:t). En general X'(:3 es una variable que aparece en FO( (una 

fó rmula del tipo ~ ) • ~ hace el papel de un operador de abstrac

ción. Intuitivamente se tiene la intención de que (como en el 3)), 

F cxf f; represente el valor de la función F O< fJ' para el valor G f3 de 

l a variable independiente, o argumento, como con frecuencia se dirá. 

Conv. Sea ~ un tipo cualquiera. Se van a usar letras mayúsculas 

con un índice ~, (que no sean símbolos primitivos), para indicar, 

representar, o abreviar una fórmula (bf) del tipo C(, (a menos que 

ae limite el uso de esa letra por alguna convención o definición). 

Igualmente se usarán los símbolos de variables, nomás que acentuados 

(ej : x 'ex' Y:x, etc.), para representar cualquiera variable del t ipo 

co r respondiente que aparezca como índice en una letra acentuada. 

Def. Una aparición de una variable x'~ en una fórmula será ligada, 

cuando y solo cuando su aparición sea en una parte de la fórmula da 

da, de la forma: ( AX~ F~) . En caso contrario, la aparición será 

libre, por definición . 

:'l f. Una variable será una variable ligada en una fórmula dada, libre 
cuando y solo cuando tenga cuando menos una aparición ll~bgada en la 

~ re 
fórmula dada. (dos definiciones, una con IIligada U y otra con"libre') . 

Antes de seguir adelante, hagam08 la siguiente convención: 

Conv. Se omitirán paréntesis en la escritura de fórmulas (bf), 

( e~Onde sea posible, sin producir ambiguidades de acuerdo con lo que 

Sigue), con la convención de que su restituci6n debe dar una fó rmu

la (bf), y en caso de haber todavía ambiguidad, que la asociación 

s ea a la izquierda. 

Convención, (o definiciones por abreviaciones): 

Se o brevJ() ya' (!:Jdefinírá) 

[:- [E~Fo 1 vrGro]]] 

l[-v Fo] velo J 

, , 

" 

( ..... Fo ] 

[Fo v ero] 

LFoCro) 
[. ¡:-0:::J Cr o] 
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[(Fo:>G o1LGr~~o]] 

flo(o«)( (\ 'X~ F=o) 

["'[(X~)[ ..... Fo)1J 

se obrevlará (~defini".á a): 

/\ XC(.?- ~Ol[( t oot)[ f oOt 'X~=>foOt "JO' 1 
Q O<xcx ¡:::-oc. Gr ()(. 

[!v [ F ex -=(¡ otJ 1 
?! Xex Xc< 

í\ XcX~ ~~ X ol 

(i f o<' O{ .:;1'X0( -:x~ 
i1 fotO( í\"Xc( ( f&K OC: x C)(:) 

/1 f O(~i1 'X o( (-f <Xo( ( f o.bc' "XC)()) 

" 

, , 

'J 

)) 

" 

?) 

7] 

(l fO(~;\'XO((foox( fcXo« foc(){ ~O( ))) " 

(\ ~I í\fo(o(A'X",(FOlcl. (no(, fO'Of ~O()) " 

[F~Grol 

((?C'!c) Fo 1 
[(3"X~) FoJ 

QocXC){ 

[Fot =Gto< l 
[r=0( =F GrO( J 

IOlOc, 

KOI ~O<. 
0«, 

~o( , 

2at. ' 
.30(' ) etc. 

SO(l o( I 

í\n(X, [(fOol')[~IOoc ' ::>[(('Xge')[ +OCt ' XCI( I ~ too( I ($Ol 'QlI 'Xo( ,)1J ::>fOolJ nQl.~]] " Noex. ' 

fI >r7 o( I '?I )'lo( 0. foto< ¡.. 'X (X ( n1 ~ I t 0l0l (~I F eXo( -X 01 )) " 

?t mo{l ,1 rlo(,"i\fo(o«(m ot' (Yloc.l-Po<o(.)) , , 

cr 0('0(. 'o/. I F aL' G--C)( I 

''fol.l(){IO(' FQ4..' GOL' 
" 
" 

O" ()(: O( I ex I 

1To(IO(l o(I 

[1="«1 -t- &a'] 
[F~, )(, Gra ,J 

Adonde sea posible se omitirán los paréntesis cuadrados l, ] I 

oue se introdujeron arr iba, según la siguiente convención: 

Conv . 1) Se pondrá un punto en el lugar del paréntesis cuadrado i n! 

cial (el que se omitirá, lo mismo oue su pare ja ), cuando y solo cuan - -
do e l paréntesis final de la pareja llegue lo máximo a la derecha p~ 

s ible eue dé lugar a una fórmula (bf) o una abreviación de una. Des 
. -

pués : 2) Se omiti rán paréntesis cuadrados, cuando y solo cuando s e 

trate de tilla fórmula (bf), y cuando y solo cuando no haya ambiguidad 

al irlos omitiendo en el siguiente orden (de "d6bil" a "fuerte") en: 

(1): [""~o1 'lJ~ CF=o~ol ; (2);[('X~)Fo] ,[( 3-:t~)r=-o] '[~4t::: G-o( J (f 

[Fcl ~~~]; (3 ):[Fo vQ.o] i (4): [l='o:::>Gol ~; [Fo=Q.o]. 
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excepto que cuando haya, que la asociación sea a la izquierda en ca

da parte dado por el paso 1). La restauración de los paréntesis cua 

drados, se deberá hacer como sigue: (1) el paso reoiproco al 1) de 

arriba; (2) el paso recíproco al 2) de arriba. (menoionado arriba). 

~ ~ Axiomas de la Lógica. 

se postulan los siguientes (fórmulas como) axiomas: 

POV Po~ Po 

Po ~ Po v qo 

P oV qo ~ qo V Po 

Po :::> qo :::> .ro V P o ::> ro v Clo 

TI o(e»a)foO( -:J f 00<. X O( 

(xoc ) [ Po V foO( x J :J Po v nO(~oo( 
(3 'Xl.. )(3 ~L.) .x,,* YI. 

NoL'x¿, ::> .NÓ'..' YL'~ .s",-, XI/==- S'/I,'YIf-::J x¡j=- Y,,' 

1. 4 Las ~glas de Deducción de la Lógica. 

Nombre: 

Al 

A2 

A3 

A4 

A5 

A6 

A7 

A8 

Rl. Primera ~egla de ~-Conversión: De una fórmula (bf), se dedu-

ce el resultado de subs tituir en una par te F~ de ella (excepto una 

variable inmediatamente precedida de una A ), una vari~ble x~ con 

~ otra: Y~ atravez de FO( (10 que se 1l1dicará: S!1~FD(.) t siempre y 

cuando x '(.3 no sea una variable libre de Fo(. y que Y~ no aparezca en FotO 

R2. Segunda regla de ~ -Conversión: R2': De una fórmula (bf) se d~ 

duce el resultado de reemplazar una parte de la forma ((Ax~ F~)G~) 

con el resultado de substi tuir x~ con GQ{ atravez de F(3 (10 que se 
I 

indicara: S~F~ ), si empre y cuando, ni x~ , ni variable libre al -

guna de G~ sea ligada en F~. R2" : La regla re cíproca a R2' • 

!ll . Regla de Substitución : De Foocx:x se deduce F()O(Goc.' si empre y 

cuando x~ no sea variable libr e de Fooc" (se 5ubstituye a. x 'o< ). 

R4 . negla de General i zaoión : De. Foo( x~ se deduce TtO(OCllt) Fo<x' siempre 

y cuando x~ no sea vari ab l e l ibre de FoO\' (se generaliza a x'o(. ). 

R~. Regl~ d~ Modlls Ponens: De Fo y Fo :;:l Go se deduoe a Go o 
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~. Regla Derivada de Substitución : De. Fo se deduce el resultado 

de substi t.uir las apariciones libres de x~ con G", • atravez de Fo 
, 

(lo oue se indicará: S'~Fo)' siempre y cuando ninguna variable li
O(. 

bre de Go(, con la posible excepción de x~ sea ligada en Fe' • 

R'4. Regla Derivada de Generalización: De Fo se deduce. (X~)Fo' 

Para obtener R'3, sea x' O<. 
una variable libre de Fo' y empece-

mos con (í\x~ Fo )x~ • De esto se deduce (~x~ Fo) Go(, por R3, ya 

que x' o<. no es libre en (::\x~o)' Ahora sea P el siguiente paso: 

consideremos las partes de Fa adonde x~ solo tiene apariciones li

gadas; en cada una de estas partes, substituyamos x~ con y~ , (do~ 

de y' 
C( 

es una variable que no aparece en parte alguna de estas par-

t ea consideradas), obteniendo as! Ha. 

Ahora las aparicione s de x~ en Ho serán todas libres. Asi que, si 

ninguna variable libre de Gcx es ligada en Ro, (excepto hecho de x~ , 

oue no puede ser ligada en Ro' por construcción~ por R2' se deduce: 
. ~ 

y como x'O{ no es ligado en Ho' ae deduce: S'Gr Ho' .Ahora, ha-
-Xl ~ 

~ 
Sq..o(Ho 

ciendo el paso reciproco a P, ae deduce: S'Gr~o' siempre y cuando 

ninguna variable libre de G~, con la posible excepción de x~ s ea 

l igada en Fo' Para obten er R'4, se emp~eza con (í\ x~ Fo)X~' Co

mo x« no es libre en (f\x!xFo )' por R4 se deduce:nO(~(i\X~Fo)' 

Antes de seguir adelante es conveniente notar que cambios al

fab éticos de las variables pueden hacerse en los axiomas; pues las 

l i bres apariciones de una variable cualquiera pueden cambiarse por 

R' 3, y laa apari ciones ligadas pueden cambiarse por Rl. Loa teor e

mas obtenidos así de los axiomas, se llaman "variantes", (incluyen

do también a los propios axiomas). Cosas semejantes pueden decirse 

respecto de teoremas. (Uso de esto sin decirlo, se hará a veces). 

Def. Se llama una demostración de Go con la hipótesis de: F6' F;, 
••• ,F~, a una secuencia de fórmulas, en que hay una última fórmula, 
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(que sea) Go ' y cada f órmula del cual, o es una de las f órmul as de 

la hipótesis, o es una var iante, o es obt enible de fórmulas que la 

preceden en la secuencia por la aplicac~ón de una regla de deduc

ción de la Lógica, excepto hecho de la R3 y R4 en lo que se refiere 

A 2. n a variables libres de: Fa, Fa, •.• , y Fa. Si Go es demostrable con 

, A '2. Yl Jj ~ Y1\-G la hipoteaia: Fa, Fa, ••• y Fa, se escribe: Fa, Fo,···,Fo o' 

No se excluye la posibilidad de no haber fórmula alguna en la h i pó 

tesis, en cuyo caso Go resulta ser un teorema (según def. ant erior). 

(No ta: El símbolo F~ , F~, ..• , F~, se usa en el sentido de que Fd es 

una primera fórmula del tipo ~) F; es una segunda, y después de atnE 

(que se omiten escribir) viene una última F~. idem en otros casos). 

En general, *' f- "* puede leerse: de * se deduce ::Jk. Con esto , 

~ '* quiere decir que * es un teorema. En general, la apli cac ión 

sucesiva de varias reglas de deducción se abreviará al escribir, co-

mo si la aplicación f uese simultanea, pero debe entenderse que la 

aplicación es sucesiva. Al aplicar R3 o R'3, se usará la no taci ón: , * I • • • s*: ... : adelante de una f órmula, para indicar que se obtiene esta 

fórmula substituyendo ~ con ~ , y ... con ••• , etc. en la ant er i or. 

Conv. Se usará la notación (Rl) 2 , etc., para indicar que se apli ca 

Rl dos vecee para da r la fórmula que sigue a este símbolo, etc .• 

También, .'. abv "de donde ae deduce:", IIpor consiguiente: ", "por lo 

tanto: ", 

T~ . 

T2. 

J>em : 

(etc. para frases semejantes) según B.e requiera. 

l' '\-0 ,ro 
r- ~o -:J 't?o:::). ro vqo::"J ro v 'Po .o. 0l'o\l~o \ ....... t'o ) 'tOar R'3; 

1'Q v' t:'o :J 100 ~' "'" foY [-Povto J ::J ---ro v po :. -por (R5)2) A A. ~ Al : 

'1--- ,?ov}Jo ak>v ?o~ t>o' Tambié n de l A3 ~ 'R.5": \- t'ov.v Fo. 

Ao=>Bo, Bo::>Co ~ Ao=>C o . 
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T~. ~ro:J.9-o::l~o. 

De yY): A 2 ~ "P o ::> t-> o v -'9- o 1 I _ 

• -har T2' r -Pc: :?--Q V+-. A~,1Z137S~;o ~ fw>ov'V'~o:J-'~ov1Oo " r- . o 1"010 • 

T 4, r- 1>0::> "" '" 1"0 . 
I ?-~o L 

p em; TA: l:-l'ovlVfo:. 'R3:J~-Po: , ...... pov "" ...... \'o ahv'Po=>"" ........ po. 
T5, ~ -,---"ho ::J "'o . ---- r Ir. 
D I ~ Po I ~o I o 

~ ~ A 4} 'R .3 ) ::JO"Vfo:"""" ...... tao',1=' .. : .-vPo=> ""' ..... "" 'too ::J ·1'0'1 ..... t='o::> 'Pov .......... "" 'f>o 

:. T4'1;11Z'3) T.-1 )~)',¿', ~ nv"V"" "" po 
:. A 3, 'R,'3 ".1 R 5·. ~ rv ~,-.; f o v "}:>" ohv ,",.,.." ... 'Po~ PD . 

Tb' \--po::l Q o:J · ...... 9-o=> -- Po. J- "Po~ '7 ~:;::'. o ~--ro. 
t Q I 1-1 Ir:' o t-o 

D A "O' ~ 1'0 ,r-" , (1 b 
eYY1~ -4-, '" 3, '::>"'''''' '\-01 ~o\O'oJ p,,~ qo ::J ....,"'.(~·o .:J · .....,\-Ov 'l-o :J~""''Po "---'l-o 

R\5, T 4 ~ '" 'Po v ~.o::> '" ro v "''''' ~ f.) 1:: ~ '. "-' po V q. o =:>'" -v '4-0 v ..... 1=>0 

R.3 A ~ :. ...v-hoy ,...."" a :J-v,....,q v ...... ..., ctue abv aa T 6 _ 
, \- -t'0 1 0 1 0 r , ca 

~ S Po JrO ~ 'Po:::>""" ~o => ' ~c;::)'"""ro se obhen e de / A3 ~ 1< 3 -' "'" po: ...... 'l-o . 

Tt. 1- 1>ov[~o v("o1 ~ [~ov. pov r'o1 v po. 

De m: A7v) A 3 ~ T~ ~ ro:J 1'0 v ro : . 

A4.,R'3 ~~5: 't ov ro::>~o v . t-'o vr-o:. 

A4;l R' 3 "j 'R..5: [t-Jo v. ~ovr o J::> 'Po v'~o v. 1'0 V re 

T ce. \- [~o v. t~o v ro] v po ::l q. o v. 1> o v ro . 

De YYI : A 2 : 1'0 ':J t:>o v '1 o ~: "Po=> ~o \1 ~v}, T'" ..y,::> ti" v ." vO 
I ~ ~o ""Po " ~. ro ·'0 'lO to 

R 3, .:J Vo ! -ro v ~o: -ro v ~o:::>""'o v. 'Po v~o 
:. A4, 'R'3 )1<5 ~ [ro v' Po "~oJ v 1'0::) [.rov. l'o v ~o] v [ro v. fo v 'l- 01 ,'. 

A ~ ) R'3) T 2. : f- [ ""0 v, re> v ~oJ v po::l ro v. ro v ~ o : ,~T 8 . 

=--=~:..-;.' \- t->o V[~o" ('o 1-=> ~o v[ -y.:>o v ('01. (del Tr, T8 ~ T2.). 

T 9 , !-ro v['}o v ro] :) [1Jo vi- 01 v ro ' 

1)o€ rYl : A 3)A4 J
R' 3 "'Ji<.'5 ; [pov.qov ro]".:)l'ov.Y'o v~o 

e g) 'R'3 ; [ pav, ro v,+o 1:J Y'o v. pov'f o 

A ") l( I 3 ~ [f o v. ro vCf o ] :J [ JO o v ~ o J v í o 

: , trZ)2, (ap/ícando e.{ T~ dD~ ve ce:, ~ Ir- Tq, 
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TAO. 1- ro:Jefo=> 'to1::>. V'o :J'Po ::J.r'o::J':t 0 - 1 <:.r;,::l9-o 
D e I'Y}~ A 4, 'R '3; Po J~o::l [ro::> t::'o:J. y-o~ 9-o1-:J.,....,.r;,"[-ro:J~J::>·"'rov.y-oJto:J.5 

A 4-, lV5·, r--.t ~~o " (:r o::> 9-01 ::>. rv ro v. ro ~ 'Po ::J· ro :::> 9- o 

A 3;R'3}TS, 12 ~ J:o v['1o v. r'ov5o] ~ 'tov·fo v SQ 
, ~ Po l 9-0 ! o r. r. J ( J] R 3,o""ro\"-'[Y'o::>Po): <:¡'o: ",,~VL""L('o:J-ro v ""rov'1 ::l. ro :Jt-'o::>·ro:J~o 

:. ,2: t- "' ro "{'Po~'loJ:::> .. ro ::)'P~ :) .ro-:Jq.o :. 1- TAO. 

Tll . Primer teorema fundament a l: Sea ~I la secuencia no vac1a: F~, 
1'2 F YI - A Fn . ~, L ",ti . HA Hm G (1 ~· O ' ···' o' o' Sl ..?-l I Go ' sea LJ la se cuenCla~ O"'" o' o' a 

I 
demostración de Go con la hipótesis ~). Entonces, si Ho es una 

f ' l 1 " 1/ ~ t . . F A n-A I -, t\ ormu a cua quiera de .LJ ,;:;e lene. O'" .,Fo r "0:::J Ho" 

"", , "" I Dem : Las primeras fó~ulas de ~ seran de ~ , 0 varian~es de la Ló-

g ica (de la misma def inición de una demostraci ón con una hipótesis). 
-.::;'\ /11 A n-A IH L n n 

1). :n.!ostremos que (si LJ abv Fo, •. o,Fo ):'L, I Fo:::> Fo' En efec-

to , del TI y R' 3, s~p.. : ~ Fg:JFg :. ~/I r- Fg:J~. 
o 

, ~ 'II 2 • Sea Fa una formula cual uiera de ~ , o un variante. Del T3 y 

~ I q. n L ", n 
R' 3, S~u : ¡:~1 ~ se t iene: Fo::J .Fo:JFo:' R5: FolF~::::>Fo:·6 \-Fo=' Fo ' 

o I o 
3). Ahora mostremos que s 1 Ro y Ro son dos f órmulas cualesquiera de 

1/ ¿; , y si H~ es anterior a 
If 

H8, en ~ , y s i : Hb ~ R~ por alguna de 

l as reglas In, R2, H3, R4, entonces: F n::> HI o o ~ F~:::> H~. En efecto, 

si: HI 1- TI" Rl ... R2, tiene: F
YI :::> H ' \-Fn::J H" la mi sma re por o se por o " o o o o 

gla . si~ " " R3 11 It " 11 n' 3; y si: 

11 " R4 " " " " A~, 1\.'3, 

R'4 Y R5, pues entonces: H~ abv Fo«X~ y x~ no es l ibre en Foo<.' ni 

en F; (por defini ci ón de demostración con hipótesis). Además , }I'~ 

abv ITO(ODC) FOOl ' Ahora, del R'4, F~~ H~ \- (X~) [ F~::> H~ , Y del A6rx.. 
~ 1; V'l 

Y F, ' 3 con S""F:1Foot(Jl (x~ )[Fo :> FoOlx~J :J .Fn::>TIo(OOC)Fo(l{' y usan-

do ahora n.5, se tiene: ( X'o( )[F~:J TI~l\-F;:J H~:, F:::J H~~F~::>H~. 

4). POI' último, mos tremos I: ue si H~, H~, Y H~I 

¿", cualesquiera, y s i H~ es anterior a H~ , 
111 ~/I 111 

:res ' a H o , en L-J , Y s i ~ H6 ' H~ \- H o , por R5, 

son tres fórmulas de 

y ambos son anter:ia 

(o sea que, digamos: 
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E~.abv Hb::> H~), entonc es : F~jH~, F;~R~ \- F~:)H~I. En efecto , del 

10 '3 ~:1!'D'I9-Q t· n 11 F YI H' Fn HUI Ah T y'R' con: SF'IIH1I U.II, se lene: Fo JH o ::). 1;7::> o:J. e::> o' ora 
0

1 
0 1 "o n n L n JI/ • , L 

us ando R5, dos veces: Fo:::>H~, Fo:::>H~ r Fo::>H o ' Ahora blen, s ea o 
1 

de ~, o una va.riante. 
11 n 

Del 1). Y 2). se tiene:¿ 1- Fo::>Lo. Ahora 
11 

s ea Ko de ¿ ! entonces K o puede ser Lo ó es posterior a una Lo de 

"",' y" 1I • . ,,'11 n 
~ LJ Del 3). y 4). se tlene:L.J ~Fo :JKo' Ahora el Eo del 

, "V 111 Yl-
Tl l , puede ser so l o una L o o una Ko'·'L.J ~ Fo:) ir o ' que es el Tll. 

~' 1-- ~I/ \- n ,,11 . CIl'. Si ~ ¿ Go ' entonces: L-. F o :J G • Pues ~ tlene una 

últ ima fórmula Que es Go , así oue Hopuede ser Go ' Como este coro

l a rio es muy usado, casi como si fuera una regla de deducción, se 

l e llamará R'. Se usará f recuentemente como una regla de deduc cbn. 
f 

C11 ". Una condici ón necesaria y suficiente para Que: ~ 1-- Go ' es 

'" 111 \- Y1 . oue: 6 Fo :') Go ' (Se deduce de 011' y R5) . 

T1 20{. Segundo teorema fundamental: Si xht no es ligado en F o ' 

entonces: 
I 

Dem: Del A50(., se t 1ene:flo(o«) g~oc. ~ g~Cl x :x :. con R' 3, S(~;Z 1='0) se 

ti ene: nO(O~)( í1 x~ Fo ) :J ((\ x:x Fo )x~ :. por R2 y abreviando, se tie

ne : ~ (x~ )Fo:J l!'o ' A est e teor ema se le l l amará R". 

T A3: f- ('XIX) t o cx 1c'o(::J ~o ot. 'Xo(:' \- ( }(o{) toa'Xo(:J fo",:b:' 

De YYl : .A 5cX 
"j 'R'3) S~ ~ ( f'o oe'Xo<)) ~ rr ú{oot) (í\ 'Xo( (POol xd ) )::>(?. xol(fOci."X..U<)) Xo( ,"o 

"R.~~abv: ("Xc()~Ool'XoI, ':J -to()("X:lX:' R'3 J S';:: (xo() ~oO(~O(:)FOO11j<x' 
',TA4~ ~ to~xO( :J( 3"Xot) fOot 'Xol 7 \- +C> oI~ol:JC3XQ{) to",Xoe:' 

n e l'Yl : T~~o{d 1('3) '5i;;.x."'~Ool~) ~ (XOl)(/tx"".Nf~~~)Xol::(i\'X",·""f'()o(~o()~O( 
: . 'R ~ : ('Xo() ''''-' Po o<.~ o( :J "'" foO( 'XO( (~seme jonte men re (())j 1{'3) ~I ~: ) . 

:. T~ ) 'R'3 d R!5: too! Xo( ~ "". (')(o() •• "V Focl/ 'XQ( a1rtr (3')(0() tOoiXa /tc. 

TA lj4X. \- CXO\) [-Po,::,foO(xotl :J "tJo ~ ('toe' fo o{ Xa . 

J)~~ A ro eJ.} 1(13 )5 !~J (~;ot(+Ool'X Il()') ~ (X)[vPo V~ot(foo/x~ ))xoeJ::>",pov rrO(O~}~o{(~1Q')) 
:. '"R~ ~ obu: ('XO()[ 1?o:J-t-O(.,/XQ(J~ 'f'Jo::J (~ ol) -FOQI''XolJindíC(A ~ue 

T u:¡ ~ ~ ("X oe) [toa 'X0l :J 'Po] :J. C3 ~o() foo/x o( ::> ~o . ~~~r~ ~ela rh,-_ 
.D [ 1 ¡; ,,\ 1- {'l , Fófes~ 6~" ~ inal. 

e m : ( "X O( ) fOol 'X «::J 'Po J , ,"R } i D«. ~OI ~ 'Po /A5) 'R3¡l<S) G i~o Vrv t'Ooé~CX ' 
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'Dem: 

3. FUlillAMEN'l'OS DE LA TEORIA DE NUMEROS. 

Para aplicar una Lógica a una colección de entes o elementos 

abstractos cualesouiera, se recuiere que a cada ente de la colec

ción se le dé un nombr e que sea un s:!mbolo primitivo de la Lógica. 

Para apl icar ésta Lógica a una colección de entes abstractos, lo pr!-
, 

mero Que B~requiere es Que se escogan, arbitrariamente, entes a laa 

eue se les asociará el t ipo o, y se les llamará proposiciones; y en

tes a las Que se l es asociará el tipo ¿ , y se les llamará individu

os , de la colecci ón . Una vez hecho esto, se pOdrán asociar a otros 

en tes (de, o no de la colección~ en este último caso se construye 

una nueva colección en eue estos nuevos entes aparecen también), los 

di ver s o s tipos de funciones (O(, ~ ), (donde ex y ~ son tipos), que apa

r ecen en la lógica. 

Intuitivament e, se tiene l a intención de que N sea una fun-
00 

. , / , 
Cl on eue hara corresponder a cada proposición, una proposicion que 

se llamará la "negación fl del argumento. Así c' ue, int.uit-ivamente, 

.-.Fo será la negación d e Fo ' Aooo ' será una f unción IIproposicional" 

( cuyos valores son proposiciones), de do s variables proposicionales, 

(o bién, una función cuyos valores son funciones proposicionales y 

cuyos argumentos son pr oposi ciones (una sola vari able del tipo o)), 

Que hará corresponder a cada pareja ordenada de proposiCiones, una 

pr oposición que se l l amar'á la "disjunción" de esa pareja (también lla

mada la 'alternaciódj . Así, intuitivamente, [Fo v G~, será la disjun

ci ón de Fo' Go ~ (1. e. Fo ó Go )' Intui ti vamen te también, [F~ GoJ será 

la IIco nj unción ll de Fo, Go , (i.e. Fe Y Go )' [Fo':::> GJ, será la "con

d i ci onal ll de Fo,Go , (1.e. s i Fo entonces Go )' (también llamada la 

11 • 1 .' 11 d· .,.,, ' G) [F G 1 ' 1 " i 1 . 1/ l nc W¡llon -- - ES eClr: no llo o o; 0== .1'q]' S era a equ va enCla 
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d e Fe' Go ' (también llamada la "bi-condicional ll
), (i.e. si y solo sj). 

flo~~ será una función proposicional de f unciones proposicionales, 

eue se llamará el IIcuantificador universal ll y que hará corresponder 

a cada función por abstracción con Fe' la proposiciÓn constante: para 

cada x:x., cualesoui era, FOil . Así, intuitivamente, tJx~ )Fo ] será la 

proposición, "para cada x~ cualesoui era que sea, Foil. Con esto, 

[( 3 x~ )Fo] será la proposición: "existe una variable x~ ,tal que Fo ~' 

o b i én, "no para cada x ~ cuales"""quiera, ,....., 1'0". ~ será una fun-oae Q(. 

c ión proposicional de dos variables del mismo tipo. Está formada 

por doble abstracción (dos abstracciones s ucesivas) con la "proposi

c i ón It ¡ [ ( f 00() [ f oOl.Xoc:)fooc.Yocl • Esta función, asoc iará con cada pa

r e ja ordenada de vari ables del mismo tipo, de su campo, lo que in

tui tivamente se llamará la Uigualdad" (una proposición) de esas va

r i ables. Así: Q.o«O(AocIk abv [Aa(.= Ea] define lo que es la igualdad de 

ArJ.. y I3<i.. Desigualdad de Au.. y :g0\. se d efine como la negación de igua,! 

dad. Io<.o<es la función "identidad ll
, (Le. hac e corresponder a cada 

valor de su campo, x!x , al valor de x:x ). KOC:f3ol es la función "con!!, 

. tancia ll de dos var i ables x~,Y~. Pone en correspondencia a cada pa

r e j a ordenada de valor es de su campo, x~ , Y~ , el valor de x~ • 

Def. Seacx.un tipo cua10uiera. X~' será un número del tipo a', si y 

s o l o s i: f- HOct' x~ • I ntuí ti vamen te, la función propo si cional Hoer' 

es una función (lUe pone en correspondencia con una variable x:x (ad

misible como argumento) , la pro posidOn: x~,es un número del tipo ~!. 

Def. Teoría de Números, es el estudio de las f un ciones que se acaban 

de definir como números . (Los fundwnentos es e l est ud io siguiente). 

Como se demostrará adelante, las funciones <bc.', 1"", 20(" 30(" etc. 

son númer os del tipo O( '. li.:n general, al decir números, se referirá 

a estas fv.ncionea. Aparte de e:stos símbolos, (que sirven de nombres 

de los respectivos nÚMeros), se les llama: cero, uno, dos, tres, etc. 

Un número del tipo ~', eB una función de funci ones , cuyos valores y 
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argumento s son, ambo s, funci ones del tipo (CX~). La función SoC 'al" 

s e le llarua, intuitivamen t e ; la IIfunción sucesor". Es una función, 

Que para un ',número como a r ' umento, toma un valor Gue se demostrará 

s er un número, y oue se llamará el "número sucesor 11 del argumento. 

Sj, n~1/ es un número del tipo ex", al número (como se demostrará ser)~ 

n;"." Sct'd'0o'" s e le 1181nará el número correspondi ente del tipo ~'. 

I.a Teoría de numeras tiene sus cimientos o fundamentos en los teore-

ma s ('ue a continuación se estudiarán. 

~ . o . T I~ 1- N·DoL! Dol ,· -
Dem: T 3 '1j 'R'3: Pooe.' 0 0(.,1 ::J. (x"",) [to~''X(Á' J f oa: (5oi ,0(, 'Xct,)]:J Poo(,Oo{' 

:. "R'4: (f'oo<.') [Foo(' ~I :J. (Xo(') [ fO d'Xc:í' :> foo<' (.So(~ I~o(') ] ~ fo",' O ol'] 
.' . "Rt: (\~,[(fOol') [tOol.' O(JI.I ::)(~l) [fo.,(rXo( I :>~.(' (Sa<fo(,:id,)]:J Foq'Yk']] 0oe:' :. T l. 

T ll."", l- N O~' Xct ' :J Noot' (SoC'~1 ~O\.') . 
p em: fOol.'O""" (~g(,)(for.\r ~/:Jtaol.l('5c(~,XoCl~ i NOOl'~oC' , (JZ~,$~:: NOo('): r, 
(í\nd, ~foO(,)[f100C'Oo(. :)[[(~,)[foO(' ~G' :)+o"f(3o{~1 ~~,)]J:> f o «,n"" ]]]) 'Xo(' , toa ' O(X'} 

(Xol.,)[too(''Xg(,:J +Ocj,($ot 'd/'Xal)] , ('R2 ~j lue~o 'R A) 5~J r-, (;t'oll)[fod'X",,::>fDb('~~~I)l 
~ 00(100(' ) (+00(1) [~o~'O« I ={ [(Xo(l) [fJl)(' Xotl :> tOo(l (50/.'<:,I,:",,)]]:J tUQ(' ):o(,.J 1 ~l(/I): }-, 

(1'0( 1)[fc"i'Xot'/::>~Oo(l (~/o('~o('~ /rOQI Jo{" foo(,Ooi,:::{~Xo(,)[f'o""Xo('~oIa,O(, xo(,)]]:)fooilXo(J ., 
CR5); ~, (X(i(,)[fooe xoC/:::>f.,J ~,(.sQ('~''tol~] , (xo(,)[fOo(,:to(.::JtO(X,(SO{~I~,)J::> +00(1 Xa:' , 

(R 5 ~ 'RI/): ~ too<' Xo( l, + 00(1 X«,,:) tOo(' (,$«,o(.1:o(,) ,(R5)~ ~, tOQl.' (Sx'o(' 'rol') .". 

p or-(R ')2: ~oi Xci.! t- POQ(,Oo(l "::)[(X(¡(I)(fo«'Xot,~fOOl' (Sg(,o{,XOl,)]:::?foa('(0oC'o(/ ~dl)1 
", f~ RJ~: f-, (~(\,)[fOo(IDot ' :)[(x",)lf Ool·j{o(I:J toot l (5Q(~ I~o( ,)]~ foq'( .)O(lo(l~V]J :. 

(Ri, ~;:; "j lu~o Rl"); r,&1nt:r,~fo«') [f;,ai,qi)[(~(;(I*~oC('~cI,=>foot,(5r.(/<t/~,)1.:Jtoa.,noC,)]J) 
($0(''''' ;X«')] i ue con "RA ,~~,.,ola ~ ~ NOci , (,so(/c(IXO(I) .. , -por1{1 :l-NCd.\~o(l~NQ(/~~¡t'o(J. 

I JIL ~ ~- N 00(1 'ÍO( ' =:J ~,Ó::l I 'Xo{,::J= OO(I. 

]) e trll L~ ~ 1- f'o:J . ~o :::> rVpo:)""q.o . 

.De~: A:', R'3: )OV~OVIVPOJfVPOV ...... qo abv q?tv1'o~'PoJ(V4o 

,'. CS, 'R'3 : 1- po::J. 9-0 J "'Po:J~o. 

Este lema es la bose die demos t raciones por 'teducción al a~u rdo)). 
-----' 
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De: Para demostrar est.e l ema, primero se va a demost:'-ar que: 

( :3 x o ) ( 3 Yo) .xo"* Yo' Luego, con ayuda del A7, s e demo strará que si 

( 3 x<x) (3 Yo() .xOl.:fo: Yo¡;' entonces (3 xa~) (3 Yex~) .XOt~ t yo<~, quedando así 

demostrado el L2, (en virtud del A7). Empecemos con el T18°y R'3, 
'X' I I I f" 

S o I ~o I T DO 

~oYNPO:N.1Oo"",po:~ro''''.~oV'''rO.:JNr. ,obl-eniencJó con RA, ,\-ue: 

[1~o v-po1 = l~. -Po v"" ro]::> .Ev. 1'0 v""'po:J-V· 1'0 v"'t-'oJ "J'" ·100 v"'"'t'o::) "''''. Po V"'f>o, 

lue~o,(usondo ~8 'JR'3 Se tIene: ~o :)[9-oJ(ol:J.~~ [-po:>r;,J) "j TAevn 

R'3~ ""'-PoV-VIOO:)N, t'oV -V 'PIl') ,·.(por~5)f): [t-'ov'\lpol:::[.-v.fo""'t:'o1-:J 
rV . -Po V '"V po::> 1'\1-"1 .1='0 v IV Po :. (por T4, R '3) ; 100" .-v ro ::J ~ "'. 1'0 v '" lOo ~ 
ton L~} 'tAsando lR 5),2: '"" [ t>ov-v Po] == [/"V, po V'V fo] o · .bí¡n obv; 

[ 'Po v '" ro 14=- [N'foV'" po]. Ahora: T )4°: roo 'Ljo:JCj~o)foo'Xo :. 1<4 'jl(Z; 
[-ro v "'ro] =1=[ IV, po v", p..] ::> (í\ ~o ([ 1'->ov"'po] 4: ~o]) [IV , 1'0 VN~O] q.ue a la ve l 

:J~Jo)(~~o[[1'oV.",t:>oJF ~o1)1jo J <fue 1'0rR~)1(2 ";112; r-8~)[1ov-v"J*~0J. 
Hac iencto lo )'YIi-:,rno) -por 'R ~ "j'R211

: )-((\~D' (3~o)[Xo~~~)[t'ov"'.~ol, da 

~or TA4°: (3 xc)(3 :1o). 'Xo"*1jo· Ahora veamos lel ~~ ~rte. 

"R~ d1(2)d ~ Yl: uo(*15o< l- kotfxX1JolX~# K'o(~o(Vo/X~' Tambí e:n)de l 

TA81R2}l<'3j R6 : tAoi"tV(.() k'o'~Uot:::: J{o(,8o('lJ~t-K V1:* 1< u 1 
01 ~ O( ~ (1. fft. do {J 

f Tomo n Jo 1<0. ¡l'" U o< ~r ;r .. ~ ".1 ? 'K ... P ~< IX "i x'" lp )Yl-J(., ('t>' t", 'X (> por tDfe< p),~) 
,'. -por 'R': vci *- Ve< 1- k' Q( f;tx uo(-:.I(c( ~«. Vd. ::> I<;(~Q( v~x~ =1= k'otpol <UD{ X f' . 
ti 'S í q.u.e) de I LA) T A? ex lIj RI:, (9-ue da Yl : ¡.<el( ~ Vol ex. ~ = J( c:I ~O/lJol 'X (3)' se +íel1e : 

'lJ ol,*,VOl 1- 1<p(~ol 'Uol.=f:.I'¿",~ Voi' ~ haciendo lUSO efel TA4of~como en la 

A~ parte ,se ti ene: 'Vot :f:7Jo/. f-(3Xol (!) (3"j:v~), ;t~p41Jo(~ :. -por 'R' : 

1- uo..=t1Jot ":)(3xO(~)(3'1joc ~) .~~~*~o(~ '; As ( ttue') del n'4)se tiene: 

~ ('Vo()[U ol~'lfol~ (3xc( ~){.3~o<~). ~~~* ~cX ~]' Aho ro,tLsando TA(,o(} R'3, 

RA ) 1< 2":1 R5
Jse deduce : f-(3'DJ[1A oI*lJO(J:J(3'totp)(3'~ol~).')(o(~t ~o(p 

:. 'UscmJo 'R'4J~enera l;lando ct 'lJoo empleando, CJrn1oaYlf-es) TAb~ 1('3) 

R~; R1 ~"R5) se cl:r+iene ~ ~ (3v.Q()(]7)o()['U~tVolJ:>13XofpX}!1Q'~),1dp~(){p 
o.SI q..lile empleando 'R5") ~e obtiene ;0 9-v.e se b(.(scaba. 
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hl· \- So<.' 0(.1 ~I =F 00(. j • 

Dem : Como antes, usando Rl y R2, se ti ene: UO(.;:fVo(l\- So{,O(.r:oc:\(KO(C(OlU()( )~ 

=F 0o(,(Kcid.OCuo{)vc(. Lueg o , usando (como en el L2): Tlff, R', Tl~ Y 

Ll, se obtiene: uotf.vO(l- So(.ht.¡X:o(l~<6c1 :. R' da: r-~=4=Vd..::> Soc'ocfo<.'::f:.0o<.' • 

~lora, siguiendo los pasos dados en L2, usando R'4, Tl~(dos veces, 

generalizando primero a vd-., y luego a 'ti y empleando el L2, se obti~ 

f- S O lPAh d .-. con R'3, se obtiene·. ne: 1-.1,.1< ,t-r-J/< ora, usan o: P-,.q::H.l, 
V'r;l.r-o( lA o o o 

~ So<1:,xot,4=9x,::>.Noo.aXoe.'::>Sahc,xo(,::t=0c(" luego usando e l L3 y R5 :. ~TII~ 

TIV _. ~ fOoc.IOc.(I:J. (xat,) [NO(il.,Xcl,:) fo«,Xoc!:Jfc>d.'( Soc.bcIXQ(.')] ~ ,:i'*oo<!XbcI ::> fOOl' xo<'. 

Dem : (XQ(I)[NOo(tXo(\:J.foo..IXo(l:>fOOl./(Soel:i\iIC1)] , (por R" y Rl) se tiene: l-; 
NoO(iXO(I-::). fOo.\xcL, :JfOot, (Soe1o(.xo(') • 

ne: ~ fOd.'O~./~ fOo(l( Boeb.'0ct') • 

se tiene: ~Nooe(S04.'oI.'0ot') :. 

Ahora, TIc( .s: \- NOot,0ol' :. por R'3 se ti~ 

También del TII~ y R'3, (usando R5 y Ttx), 

t ambién se tiene con la hip6tesis i n icial 

(usando Il'3 Y R5) que: fOo(.'(~\X'&~ .:JfOcl(Sd'JSIXI~I~)' as! que del T2 esa 

h ipótes ia da: foot'OQl, ::> fOd.I( ~~'(~btIOO(I)). Si guiendo en esta forma , si : 

NooeOCol" con la hipótesis ini c ial, se deduce: fOol.'0ol,-:Jfo.cIXai.I. Es decir ; 

NOdlIXc(I, (Xo(,)[NOoI.'Xg(,:J~f~.'XQl.I:>fd6t,(SQ(J~OCo('U ~ fooe' 0oeJ:>fQ)(' xo(I. Así que usan 

do sucesivam.ente R5, (R,)3, se tiene que l- TIV
ot

• 

C: IV .. S . I lib FA F"2 Fn ]' ..A Y) 1-1 X 01..\ no es re en 0'0' ••• ' O' 100(1, Y 61: F", ... ,Fo Fo.tt~1 

y si también se t iene ('!lie: F;, ... ,F~,.Noo(LX~1 ,FOQtIX~ \- FOo(l(SO<.~:Xi ), 

entonces: F;, ••• ,F: \- NOQ(.~~t :=> FQo(,x~l. Es te corolario tiene mucha 

importancia en la teoría de los números. Se le llamará R, y una de 

mostración que emplea a R, se llamará una "demostración por i nduc

ción matemática" (respecto a X 'oc I ). Se demuestr a. como sigue: La 

hipótesis.; F6, ••• ,F~ da¡ Focl.'Oo(l, y también ( usando (H' ):2.), a: NOD(.'Xca:,:J. 

FOol'X&,~Foo<.\(Soibc.x.~I), de lo r ue se deduce, por H' 4 (ya que X 'oc: I no es 

libre en lahipótesi s )= (X~I)[1TOQC.,x~/:J.FOclIX~I::>F(Sc;:(~&')]. Así que 

del TIVo(, R'3, s't!,oc;(l en el TI V"" y empleando (R5) , se tiene; t-C1V. 
ío o(.' 

rrvd-. Para cualruiera de los siguientes tipos ~ L) t..') 1..".1 L/JI, el c., en 

lugar de 0(, s e ti ene: ~ ~IXo(l::> • lJo o('YeIf I ::). ~6r:XOC1:)~~I~I::> xCI( = Yo( • 
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Dem ~ L~.: \-NO~" nc(l\::> NOo(l(notIlSO<'g(IOot. '). 

'Dem: AO).T1.gI.: \-NOcL'OOC' :. -por (R")2. :. l- t-Voa(I(OexIlS""o(.Od')' 

2°) . T1I~ 'R'3 '1j"R5: NOá' (n~/J 5o(/Q.1 00(1) \- NOc\l (5C<6l1 lnol"~btIOo(I)) 
9. LA e con tR")3 do.! NOc(l ($o{l~1/ YloL,,5()( '01' 00(')' A sí' ~ue J "cun and o Faot. W 

O: ?t Ylo(.lI(Noo(l(no(lJ~oCb<1 0<x' ))) se. tiene ')(~r 1<2): ~ I="CJg(II Oo<II/del ~O). 
Ta m b ¡{n: No gC," 'Y"Ia(" ) Foo(u Yla " 1- FOoe.lI (Solllo(lJ no( 11) ) (deJ 20

) I 

Ar;,( q.ue 'por- 1<: H\JoO(I/ no( ~::> F;,oc." T)"tl :. -ror 1<2 ~ \- L ~. 

L2. 5 i ~T1f~ e ntonce> ~ ~ No~rnau::>.NQltltf111 :J.I'nc;(u 5odi,QxI=nol,$clbt,~~ff~1I 
) 

01./1 I L \ -.L • 
Dem: -1°. TAr "J R3: r OO(I=: OQ.'.·. óe t T3}"'R31j'"R5,se í (~ne: 

00(" ~o{Iot.,Ooll = 00lll ~o(bc, ~I ::> o ",-J :s0ae.1 • 

2,0). A hora, por éR 2.')~ Oof."~o(b<I~I::':J<xllo('lnQ(lI~bt~1 ~1=~~I~I~btl~') 
:.(p()rT.20~R\~): r, ~o(lo(,(Y)o(,,5oC'o(IOo(\)::=.O~'. "Pe ro del L (~-)3:~ 
~~Idl (no(lI :'o(ld\'Ool.')'+ Od." Ahora.,usando sucesívomente a ~ T3J T4, 

T G)T5,T2:1tlbv ~ 1'o"'po~~o ; Así q.ue -por 1(13) R') se tiene: 

r r::J0(1~1I1Ybc1l ~ ,o{, 00( r= Ooc" ~lo(l 0d l :::>S(){'~II Y1'Io(lI = Oa" 
,30). Semejantemente ~~ ~o('ti " mDlII$O(~1 ~1:::q".\t~~'o/IOQI:>~lIcXlI m«I\ =-Oo(lI, 

4°). llamando Fa",u a ~no(lf(oo(IJ~'o(IOo(,"naJl5o(b(IOo(l:>Oo{U =nc(,,)., 
se hene)clel .10) ~ I- Foo(. "q~/I "1 de (o. tfHima .f¿l'"rnllla del 2°), 9-U €: 

t- Foo{u ($0( 110(11 no(lI); así 4u e por 1( (res~ecto a Yl()(II) '1j usandD R 2. ~ 

I u ego 'R~., se tien e : t-(J'\xu). NQdl' >10(11 ::>.Oo(I/So{loCIO~,:: noeJl ~b<líft,::>OdJl= ~II • 

50). Llamando F; a ~Soll~IIl'YkU~~I~1 =$o(l\:( lI~tI~bll Del', 1=>or 

1<2~ Fo~ ~~,O(,(rY1o(lI~~IOQ(,)::::S~loCl(Ylá"~lol IOdl # 'Pero det L1, 

00(" 'no(JI 1- NOG(I (nO(i Sd~ ' 0dl) l1j eón "R'3: NOoC.llmcill~ t\)Od,(md" ~~I 00(1) . 

o.s í c~ue} si I-T:[ at: No~' n~'/,Nou(llmol,,")F~ ti?1d " )oilDlIOo(l :::S~"~~~l Oo{l. 

6°),lIamat'ldo: F; O ·'(~I~. No rJ.!1 )'J~H:). md." ~'o(l~I=)7o{.~Ix'O«, .:J motI! = no(lI ., 

~(e\ re~ltodo del 50)., se tiene,sí I-T"V',\ '!1 us.ando 'R/I~ NotiJ'1tu 
-~ 2' L · dl'o{ll (:. -ruQ() L$ , ~ ) 

N oó..1I mo( 11 ') F D ) Fo r m-ld :: n...J /1 :. cl el T --iCl ,s I ~ I 'i. ~ \, ;.AI /1m I/..J fI Y) " v. \.¡t . 11'\ 'cJ. Q( ót 0(11 ~ 

(v SOYldoR'3lj lúe9o"R5"). Así que}tJor 1( 1) s i ~T 'id) entónces; / 

NocA" 'r1o<" ) NOolumo(lI , FoZ t- ¡::-b ::>5",1101..'1 l'Ylx 11 ::= So< "o<. 11 Tlo( 11 • 
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7 ). Llamando F~d\1 a: í\ nCl(ll Sa(lIo<IImo(tPo(bt'0oll=notIPo{lC(,O()(I::J ~11Q(,.m~I= nor.") 

se tiene, del 3°), rF~O(II 0oc.ll. Tamb i én , del 6° ) , se tiene, si ~TVO{: 

lJo diP'd."' }T()cJ.,(nd!' F~ \- F~o.." (SO(lloe.Uno'.lI)' así eue induciendo con respecto a 

noe,di.e. usando R), se tiene: NOO(tnc:x1l1 F; ~Noo!Jnoe.lI:JFO'(1.lInot.j, y usando 

R' 4 Y R2, :No~p1~I' F; ~( noll/) • NDOt'lIn~,.::>. ~~j,mcxll~lol' 0a'= n~S""ot'0ct,:J So(lbt."mo(ll == n ~" • 

8 ). Ahora, llamando F~oLlI a: í\ mo(/~F¡)., se tiene de la Última tó!. 

mula del 4°) oue~ I-F~lollI~lI' y de la última del 7°), se tiene que, si: 

f- TVe(: Nooflot.'" FociplQilI ~ FOcX/I{ ~odt,mcX")' asi que induciendo ahora con res

pecto a IDo(lI' se ti ene: (si ~~): i-
RI! y otra vez R5, (si 1- TV

Ol
): NOd.,/Il(j.I' 

liíOd,¡ID.o(ll ~F~1I ID""; así que, por R5 , 

NoGtllnot'lI~ mo(J,sot\,t.OI)(.'= n~o(bt,0ctJ mcJ'= nOl." . 

Así oue, por (R') , se ti ene , si ~~, entonces el resultado del L2 . 

13. . Si 1- TV~ entonces: ~ TV<X.'. 

Dem: Del L2, si r TVeX, entonces t- T (donde T es el resultado en el 
o(. L c(1 

L2). Ahora se demostrará üue s i t- TV Y l-T, entonces ,TV. Del 
..p< 110( 11 '::1 

T1\j ,tomando n zo{,~ Z~ot~ I~I) por ~Iblll' se tiene (por R5 y R2), que: 

~lIol'IXo{lI~~lbt'IYc(1I t-~\lolIlXo(,F)()(:x'~t=So("o(lI~/I~'ol''bc'' y por I-t2 esto da: r" 
SO( lol.,(X~SC(btl0oll)=Sol~i(~\lSo<./C¡lPQ(I}. Asi eue, del Ll, ( sil-'rV"'), por (R5)3, 

s e tiene: NOOl,x~I' NOci"YeX'I' SO(I~IIXctl' = 8o('biI'~11 \- xo(.P",:x'<1'":::lP Yg(I,so(bflql{ t. As í 

Que , (si rTVot y l-T, o lo eue es lo mismo, si ~ TVot
, debido al L2) 

y por (R5r, se tiene: lfOot~otV, UOo(lll«"' SOI'~IIX«,'=~lIo(IIYolll t- Xoe"-::::Yo(II' 

eue por (R I )3, da: 1~o('IIXdll:>.N"0d!,yo(/,:J.~llolIIXol'/=8o{'loI"~I,:JXo("::::'~tI' que es l·· 

TVrÁ
, Y por lo tanto queda demostrado el L3. 

Ahora, se tiene del AS e ue ,rTVl.. :. (por el L3), r- TV«-. 

Los teoremas fX, II~, etc., ~ue se acaban de demostrar son fun 

damentales en la teoría de los números, adonde se acostumbra postu

l a r los como axiomas (de Peana). Aparecen generalmente en una fo rma 

eue puede considerarse como una interpretaci6n intuitiva. Dicen: 

1). 00'.' es un nlnnero (del tipo ~I). 

11). Si x~tes un número, tiene un sucesor ~ u e es un número. 

IrI) . Si x~ es un número, su sucesor es desigual a 0oe'. 

http:FO'c~.1I
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IV). Si 0oc' tiene la pro~i edad de sat is fa cer fo~(i.e. el de s er de 

su campo), y si para cada xoe" Xo(I es un número solamente si de t ener 
, 

esa propiedad X oc. I lo tiene su sucesor, entonces si xa<' es un numero, 

x~,tiene esa ~ropiedad. Y por último: 

V). Si x~les un número y si Y~' es un número y si el sucesor de x~' 
, 

ea un numero igual al sucesor de Yoc', entonces x~tes igual a YO(I. 

(ver: 1.IacDuffee: Abs tract Algebra ~ Van Der '.7aerden, llIoderne Algebra~ 

E' La Suma l el Producto de Húmeros. 

En la tabla de convenciones, ouedaron definidas las funciones: 

ct.1d..~I' 7ro{bt..~" [Fo(l + Go<.~ y [FC(, X Goe.IJ. La función C{;~lo(les una función de 

do s argumentos, a los (ue pone en correspondencia un ente que se l l a 

ma su IIsuma ll
, y eme se repre senta con la notación: [~,+ G()(~. En el 

caso de que ambos argtill1ent os sean números, la suma también ser á un 

número (como se demostrará). I gualmente, la función 7foC.~&,pone en 

correspondencia a una pareja ordenada Fg("G oc,un ente llamado s u l'pro

dueto", Que se escribe [Fo(,IC.Go(J. En el caso de que estos argumentos 

sean números, el pro duc to será un número ( como se demostrará). 

Conv . Se omitirán "los paréntesis de [~I+('~I]Y (Fo(rGo(,~adonde sea po

sible sin producir mabiguidades en su restauración en el orden si-

guiente: primero en el pro ducto y segundo en la suma/~g.Se tienen ~ 

Lvrcx
• ~ No~n C(' -:::J'Nfk¡(f.. xo«( nc(lfo(Qt xQ\.) ::::. noll • 

oc' 
D.em : Lla.mando~ Foo(, a 'l\nol..' ~~Q(~xo«(not,fO(o(xO(.)= no(1' se tiene(por T17 

y R t 3): ~ ~I== 00(1 :. (por R2 ") : (~fQ(Q(í\ Xoe Xoe J oo(/"= 0O<!: .(-(\for.oci\xc( ( O""~OI..~ 

= Og<.1 :. f- FOI;I(I0oc," Igualmente: f- Sol,o(,no(l=~'ot,no<.':' (por R2") se tie

ne: l- ;\ fd-Oi\X~(S()(~,nQ(,:fo(."xg{J= S~.'not!:. J- FOd.,(So<bIlo<')' Asi que indu-

ci endo con respecto a n",l, sé 

TVf1'. t- Noci nd.'::> na<' = 00(1 t ndl • 
I I 

Dem~ Del LVIQ(, T20~: ~o<.lnotlr no(t=:.?tfo(o(f\Xo<.(~lfolOlXDC) .'. por H2": 

http:1-So(.~,no(,=~laI..no
http:suma/~g.Se
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TVl r cx • 1- No o<. I ná\:) Soc.~.nol\ ::; I)J+ not,J I 

Dem : De l TI 7",,1 y R' 3: 1- So(:tI\c' = S",l:A.no( l :. por R2": se ti ene que: 

t- ~,o(,nd\=-i\foC.o<.(\ Xo( «f' f<x of.Xc;,« f()(O(Xo())folo«no<,fo(O(xO()) .-. por R211~ 

1- SoC~p~I=~f~(\Xo<.(lo(lfo(Q( nolQ(otxol)) .'1 \- TVIIO(. I 

CVII~.I-NOd¡ll~I::::>NOoI.I~o(l+no<'J, (del: TVII
CX

, R?, Tlf', T1S
oc

, T2, R'). 

TVIIIQ(. f- (8OCI0(.I:I1o(,)+ nocl= So(Io<..'lmt:X1 + nc;(l] • 

Dem : Del T170(1 y R' 3 ~ r- (So(~¡InQ(I) + no(l=(8o('<lI.mp(l) 1" no'.' l· • . por R211, se tie-

ne ~ r (S~'~I) -+ nOlI=i\~ Xo( ( (¡, fe*' ";\XQ( (folo( (moe1fotoexo( )) fo(ol (~tfc;(Olxo( ) ) ) 

... por R2 r : . ~ (SoetofLo<')+ no(,:=í\fg{c(f' Xc:( (fo(()( (~Ifo(o( (no(Ifo(o(xQ(.) )) :. por R2 ": 

~ ('3o(~¡IDo(/) + no(l :::rtfc(o(.í\xoe(fo(ol ([ ~ for:Olí\xoC(mQ(lfo{o«~Jfo(c(xO() ti for..tXol)) abv 

( a breviando da:) ~ (~~¡Il1«,I)-t- no(.l = so(lo(l[mo<\+not']' q ue ea TVlIl
cx

• 

CVIIIO(. r Noo( {~I-t no(I1 ::>NOo{l ~ ~~I~') +- noel], (del TVIlra(, T2~1, R5, 

TI8~, TII~, T2 aplicados sucesivamente). 

TIX
CX

• ~ Nooe.' m"", :J . N 00< , D",, ::> Noo.l [ mo(, + no(lJ o 

Dem: Llamando FOo(l a í\mo({NDol.nO'\::> llTo~'~o(l+nOCI]' s e tiene, del evroC.., 

\- FOQ( 'Oo(.'. También, de l CVllIo<.: }~lmo<l,FOot,mo( \ l- NOd-,n()(l:?li()o({mg(' +noe I1 .... 
(usando~ T2)~ 1-, Noo(~o(,::)lToaC.I[(~~I~,)-t n4 ,), es decir:r,FOO('(~/",mot' ) ••• 

por TI (respecto a ~I): se cleduqe el ~ TIX
IX

• 

TX:O<. ~ 00(' = 00(1 )C n 0( " 

Dem: T17°C, R'3: ~OOCI=Oo(l abv \- 0ot':'Afo(o(i\XbcXo( '" por R2": se ti ene: \-

00<' -::,Af o(o«(i\f()(O(~oC x()( (nq.,fo{o( )) abv r O eI<' =="M' Q()«( Oo(~ llo{\fo(c( ) ) :. (R2" ) : l-rX0(. 
ex 0(. I-~TOo({OO(, >e n O' .], (Dem¡ del T~:tX, T1SQ(', H~, TI'''', R5). 

TXI
o

\ ~ NOQC1 nar ~ 110(1 = loe' )( no{ l. 

Dem: LVIoI., T200l', R5: NOol lnot'l ~ Del I -:::i\fQfoli\xo(~,fo(cXX()():. (R2"): ~, nO(. ,== 

~ fo(o{( (í\f~~xo«(fo<'OC:xOl')) (notlÍolo()) .'. (R2"): ~ , no(l :=¡\fot,ol( lc¡(\(~tfQ(C!t ) ~ '-0 ( R ' ~1 
01. ~ .1 -y R2 ) ¡ \-TXI • 

eXI • r- ~iTOo(I no(,:::> Noo<' [ 10(1 X no< ,J ' (del: TX:f'-J R5 , Tl8"'";R5). 

TX110'... r (So(bL
' 

moel )X no( ,= Do(l +~, )C. no<.." 
I 

Dem : Tl?'''', R'3: 1- noll+moe1x noe l-=nQ(l+mo(lxn",l'este lado de la i gualda d se 

llamará Doe,). W. (por R2)! \- (\ f~~ XO( (1'k1foCO( ( [mo(,>< no(J fo(Clf xol.) ) == DQ{I.·. por R2: 

(dos veces):~i\fo(<<~xo«(nollfo(O((moCl(no(lfolO())Xoc.)=Do(l.·. por (R2") se ti ene: 

http:fexof.xo
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r f\fd<x ( (í\ fOC ol.?\ xo( (fo(o< (m~~o( xol )) )( n.Q( ¡f~,o(. )) =- Do<, :', p or R; " " ' o( ~ TICII~, 
¿: Xlr' : ... N oo( l(n« '''' m~I J(r'lol IJ ::> N oo(/L(~D(. lo( ' ''n1cII) ~t101 I1 . (De m: de\ T XI\ ) T20 "t1 ' Ago( ). 
TXII~ , r Noo(l mcll ::> , Noo(,nQl' -:) NO«' [ mo<I 1( no{l] , 

I 
Dem : Del TI (7. , T3, R' 3 y R5: )- NAJln ,::> N ,o' ,,-, por ~, T1SO\ T2 , R2 : 

"'V' O( o (1( ex ' 

l- f' mo(,CNoÓ(,noe,::>NOo({moe'x notU}0otl• Se llamará FOoll a:i' mdl[N"", I notl:J lIo v.{mol not.0 , 

y se tndrá (delo anterior ) : l-Foo('0ot l • También se tiene: lk'lIllo(', FO<X' mott, 

Nool~l' (por R5): !~ lroo(l[m
ol

, x no(lJ .'. del TIX
Ot

, y (R5) \-, NO(¡({not/+ llbc ,J(~} 
:. (por eXIIO< y R5): f-~ N ,{( S I ,m J)( not ,]. Así que, por R': NOQ( I mo(" 

-00( of.O( O{ . 

Fooc"In~;i ,I-No(.{lnc¡f::>Noo({(~loI¡Il1O(I) C no(I1,"· (por R2"): h FoO(,(S~PlolI) •• ( p or 

H, respecto a D"k'): r NOOl'~I::> ~OI' mo< I .'. (por R2): 1- TX11ID<. 

Los teoremas TIX~ y TXIII~ expresan que la suma y el pro d ucto 

d d " ( O( , 0<) (){ e os numeras son numeras. Los teoremas: TVI o TVII y TVI I I , 

son las fórmulas em e se usan como ecuaciones recurrentes para l a s u 

ma, (ver: LIacDuff e e ó Van Der Waerden). Los teoremas: (~ó TXfX-) 

y ~{Itx son las fórmulas correspondientes para el producto. Se a cos 

t umbra ponerlos en la sigu iente forma, {usando n!lpara indicar e l su 

ce sor de n~ldel mismo tipo, y si se sobre entiende el tipo, se e scr i 

be simplemente: n+ } : para la adición (suma): n=O-tn, o bi én~ 

n+- 1 + n , junto con: m+- + n = [m -t' n]+; y para la multip l i caci ón : 

O = O 1( n o b i én : n ~ l )t n , j un to con: m + l(. n:::: n + ro)l,. n , par a 

cada número m y par a cada nwnero n. 

Por fín, y para hacer el contacto perfecto, con libros s erio s 

s obre la teoría de números y algebras modernas, se definirá l a no-

ci ón de 11 < 11, ("men or que 11 ), así: (usándose ~\>Ilbc' para lo mi smo ) 

FIN. 

México, D. F, .. Septiembre de 1942 . 

---~ante Ll, 
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