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El sistema de part(culas que constituye el núcleo es un sistema muchos 

cuerpos que interaccionan entre s( por medio de interacciones fuertes y cuyo movimiento es 

extremadamente complicado. Matem6ticamente, la descripción completa de la estructura 

del núcleo se encuentra en la función de onda correcta, solución de la ecuación de Schrtl

dinger del sistema. Encontrar esta función seria desde un punto de vista pr6ctico, imposi

b�e. Por otra parte, aunque pudiéramos hacerlo, seria necesaria una descripción simplifi

cada del sistema en ténminos de un número relativamente pequeño de par6metros, que 

porcionen informaci6n sobre algunas propiedades del sistema que se consideren esenciales. 

Introducimos el concepto de modelo nuclear: un sistema que tiene co-

racterlsticas semeiantes al sistema real que se quiere estudiar pero que ha sido simplificado 

en formo tal que la función de onda este sistema modelo puede simular la función de 

da del sistema real en fonma razonable. Uno de los modelos nucleares m65 exkmlvamente 

estudiados hasta la fecha y con el cual se han logrado expl icor y correlacionar una !::J:"an 

cantidad de datos experimentales nucleares es el Modelo Capas, propuesto por MOler, 

Hoxel, Jensen y Suess en 1949. En este modelo del núcleo se supone que los nucl eones se 

mue/en en un potencial común ( campo autoconsisteníe, en principio L que tomo en cuen

te algunas de las correlaciones entre los nucleones; la parte los interocc entre las 
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partlculas no tomada en cuenta por el campo auto-consistente constituye la interacción re

sidual. En la formulación m6s simplificada del modelo esta interacción residual se despre

cia, dando origen a lo que se llama el Modelo de Partlculas Independientes; en este mode 

lo los nucleones ocupan los estados de una sola part(cula dentro del potencial común, en 

forma compatible con el principio de Paul i, dando origen a los núcleos de capa cerrada; si 

el potencial común se modifica por el acoplamiento spin-6rbita, estos núcleos de capa ce

rrada coinciden con núcleos cuyas propiedades son muy diferentes a las de la mayor(a de 

los núcleos de la Tabla Nuclear, constituyendo en su estado base sistemas inertes de gran 

estabilidad. 

Cuando se consideran las interacciones residuales entre los nucleones, 

únicamente las part(culas fuera de capa cerrada interoccionan entre sr. Los an61isis tradi

cionales del problema nuclear por medio del modelo de capas han sido realizados en esta 

forma. 

Suponiendo v61ido el modelo de capas, los núcleos de capa cerrada de

ben tener un espectro tal que el estado base y el primer nivel excitado estén muy separa-

dos en energ(a, energra que proviene del rompimiento de la capa cerrada; este rompirrl e~ 

to se logra, dentro del modelo, excitando una de las part(culas que constituyen el sistema 

de capa cerrada a una de las capas superiores. A la falta de una partrcula para completar 

el sistema inerte se le llama un agujero; se dice entonces que la excitación de un núcleo 

de capa cerrada equivale a la creación de un agujero en esa capa yola de una part(cula 

en la capa inmediatamente superior. 

Debemos, por lo tanto, considera r confi gurac iones partrcu la -agu jero y 

clasificar y constru(r las funciones de onda correspondientes, para después calcular valo

res esperados de algunos observables f(sicos de interés. Este problema ha sido atacado -

2 

partlculas no tomada en cuenta por el campo auto-consistente constituye la interacción re

sidual. En la formulación m6s simplificada del modelo esta interacción residual se despre

cia, dando origen a lo que se llama el Modelo de Partlculas Independientes; en este mode 

lo los nucleones ocupan los estados de una sola part(cula dentro del potencial común, en 

forma compatible con el principio de Paul i, dando origen a los núcleos de capa cerrada; si 

el potencial común se modifica por el acoplamiento spin--órbita, estos núcleos de capa ce

rrada coinciden con núcleos cuyas propiedades son muy diferentes a las de la mayor(a de -

los núcleos de la Tabla Nuclear, constituyendo en su estado base sistemas inertes de gran 

estab i I idad. 

Cuando se consideran las interacciones residuales entre los nucl eones, 

únicamente las part(culas fuera de capa cerrada interaccionan entre sr. Los anólisis tradi

cionales del problema nuclear por medio del modelo de capas han sido realizados en esta 

forma. 

Suponiendo vólido el modelo de capas, los núcleos de capa cerrada de

ben tener un espectro tal que el estado base y el primer nivel excitado estén muy separa-

dos en energra, energra que proviene del rompimiento de la capa cerrada; este rompiM e~ 

to se logra, dentro del modelo, excitando una de las part(culas que constituyen el sistema 

de capa cerrada a una de las capas superiores. A la falta de una part(cula para completar 

el sistema inerte se le llama un agujero; se dice entonces que la excitación de un núcleo 

de capa cerrada equival e a la creación de un agujero en esa capa yola de una part(cula 

en la capa inmediatamente superior. 

Debemos, por lo tanto, considerar configuraciones part(cula-agujero y 

clasificar y constru(r las funciones de onda correspondientes, para después calcular valo

res esperados de algunos observables frsicos de interés. Este problema ha sido atacado --



3 

4' 
por diversos métodos, siendo algunos de los resultados obtenidos muy satisfactorios ) 

En este trabajo analizaremos el problema partrcula-agujero en el esque 

ma de la segunda cuantización y empleando las técnicas de la Teor(a de Grupos, según el 

método indicado por Moshinsky1). Este método ha sido aplicado previamente al problema 

de la clasificación y construcción de las funciones de onda de un sistema de part(culas 

dentro de una capa del oscilador armónico que se considera como el potencial común. Se 

han estudiado núcleos en la capa 2s-ld, obteniéndose los niveles de energra y algunos 

. f . 1, 11)
otros observabl es con resu Itados satIs actorlos. 

En el método propuesto por Moshinsky se utilizan los métodos de la se

gunda cuantización¡ expresando las funciones de onda en términos de operadores de Fermi¡ 

estas funciones se clasifican por las representaciones irreducibles de alguna cadena de -

subgrupos de interés frsico, expresándose los generadores de estos grupos en términos de 

los mismos operadores de Fermi que las funciones de onda. Como cadenas de sub9rupos de 

5) 
clasificación se han empleado tres, esendalmente diferentes : 

l. - La cadena SU , que incluye la clasificaci6n de supermult':pkt-;s
3

de Wigner y el subgrupo SU correspondiente al grupo de simetdas del oscí lodor orm6nico.
3 

Las funciones de onda clasificadas por esta cadena diagonal izan la interacci6n cuadrupo

10-cuadr.Jpolo, que proporciona la correlación de largo alcance entre los nucleones y son 

6) 
las apropiadas, por lo tanto, para tratar el problema dentro del esquema EII iott 

2.- La cadena R ,que inCluye la clasificaci6n de supermultipletes de 
r 

Wigner, como la onterior, pero ahora como subgrupo del grupo de degeneraci6n orbital de 

r dimensiones se tiene o un grupo de rotaciones del mismo número de dimensiones que es

te, Rr; esto cadena diagonal iza a la interacción de apareamiento correspondiente a las 

3 
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correlaciones de corto alcance entre los nucleones. 

3.- El acoplamiento j" j, que como es bien sabido, diagonaliza a la 

interacci6n spin-6rbita ya diferencia de las dos anteriores no incluye la clasificaci6n por 

supermultipletes. 

En el presente trabajo se propone la extensi6n de estas técnicas al prabl:... 

ma partrcula""Ogujero. Se trata can estas configuraciones dentro del esquema de la segunda 

cuantizaci6n y se clasifican los estados por la cadena de subgrupos SU • El introducir el3

concepto de agujeros nos lleva a considerar representaciones de grupos unitarios con rndi

ces negativos; el estudio de estas últimas parece ser muy interesante y como se verá, es p:: 

sible llegar a una expresi6n algebraica para la reducci6n del producto de dos representa-

ciones irreducibles de un grupo unitario empleando este tipo de representaciones. 

Se propone la interacci6n modelo para tratar con este tipo de problemas; 

la interacci6n consiste en Una combinaci6n lineal de una fuerza de cuadrupolo-cuadrupolo, 

interacci6n de apareamiento y acoplamiento spin-6rbita. 

Se calculan los niveles de paridad negativa de cinco núcleos al pmcl

pio de la capa 2s-ld, restringiéndonos a configuraciones de un solo agujero y se demues

Tra que el acuerdo con los datos experimentales en la mayor(a de los casos es razonable y 

comparable, en aquellos casos previamente analizados, a los resultados obtenidos con una 

interacci6n central gaussiana entre los nucleones. En particular, parece ser que la c1asi

ficaci6n por el grupo SU es adecuada en esta regi6n mientras que la restricci6n a conf~
3 

guraciones de un solo agujero no lo es en muchos casos, siendo necesario considerar un nú 

mero mayor de agujeros en la capa Ip. 
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CAPITULO I 

CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE ONDA DE 
PARTlCUlA-AGUJERO POR EL METODO ANALlT ICO. 

l. - Clasificación de las Funciones de Onda de Partrcula-Agujero. 

Se analizar6 en este caprtulo el problema de la clasificación y constru~ 

ción de funciones de oncla de un sistema de nucleones (o, en general de fermiones ) que se 

mueven sujetos o un potencial común ( que, por las grandes ventajas que se rienen al cons~ 

derarlo, se toma como un potencial de oscilador armónico isotrópico ) y a interacciones l":: 

siduales entre ellos, y que, en la aproximación en que se desprecia la intelocción residucd 

entre los fermiones corresponden a estados de una sola part(cula en el potencial común el 

dos capas contiguas, en donde por capa del oscilador se entiende el conjunto de estados 0<:" 

generados de unc¡ sola partt'cula. 

En particular, se anal iza el problema de nucleones en las capas 2s-ld y 

Ip, aunque 10$ resultados que se obtienen son inmediatamente generalizables a otros cosos 

de interés f(sico, como el problema en que se consideran las capas 2s-ld y 2p-lf del oscil:: 

í • 

Si tenemos presente el tipo de configuraciones que deseamos estudiar, es 

deci r, las configuraciones relacionadas con los estados de baja energ(a núcleos con -
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16
número de masa cercano a 16, es decir al núcleo doblemente mágico 0 , nos damos cuen

ta que el número de partrculas en la capa Ip (la capa de energra menor) es muy cercano 

a la capacidad total de ésta, que claramente es de 12 nucleones de acuerdo con el Principio 

de Paul i. Ast por ejemplo, para obtener los niveles excitados del O 16, es necesario llevar 

una, tres, cinco o más parti"culas de la capa Ip a la capa 2s-ld¡ si los niveles que se de"

sean estudiar son de paridad negativa o bien dos¡ cuatro, etc. si los niveles de interés son 

de paridad positiva¡ en esta forma la energra se altera, primero por la excitaci6n de una o 

más partrculas a un estado del potencial común de energra más alta y por otro lado, por las 

interacciones de los nucleones en la capa 2s-ld entre sr, de estos can los de la capa Ip y 

los de la capa Ip entre si', ya que estos últimos no 	forman un sistema inerte, como cuando 

16
constitui"an la configuraci6n del estado base del 0 

Es conveniente, por tanto introducir el concepto de agujero en la capa 

Ip: La fal ta de una partrcula para formar un sistema de capa cerrada. En esta forma se 

manejan funciones de onda de parti"culas en la capa 2s-ld y de agujeros en la capa Ip. 

El primer punto que se necesita discutir es la forma de representar un 

agujero en la capa Ip, en el esquema de la segunda cuantizaci6n. Con este objeto ~e i:!., 

traduce el estado 109 ,definido como, 

( 1.1 ) 

+
en donde b).s es un operador de creaci6n que obedece las reglas ordinarias de antico~ 

mutaci6n 

( 1.20 ) 

y los números cuánticos A y 5 se refieren a los estados de una sola partrcu la, en los 
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espacios configuraci6n y de spin e isospin, respectivamente. 

El número cuántico orbital A toma tres valores 

1 1 __ I \ , 

A 1)2.,.3 

correspondientes a los tres estados diferentes de la capa Ip y el número cuántico s, pue

de tomar cuatro valores 

correspondientes a los cuatro estados posibles para una sola part(cula en los espacios de spin 

e isospin. loo) es el estado de vado del problema, correspondiente a la ausencia total de 

16
eartrculas en la capa Ip. Claramente el estado \ox) corresponde al estado base del 0 

o sea a 	la capa Ip completamente llena. * 

LAS 
Se define ahora el operador de aniquilaci6n D ,como se acostumbra en 

la segunda cuantizaci6n, que satisface las reglas de anticonmutaci6n habituales 

, ( I .2b ) 

Entonces¡ la funci6n 

,\' I ).1 • "t 

bA 
S l OX> =: b TI '\r 

3
J 

"5 
s:: , ,:t =l' 

corresponde a un estado de once partrculas en la capa Ip, de acuerdo con las relaciones de 

anticonmutaci6n (1.20 Y b ) Y por tanto a un agujero en esta capa, si recordamos el con-

cepto que de éste hemos introducido previamen; • 

* 	En los trabajos previos (1, 1, 11) 10)(> se indica como lo> Y corresponde al estado de 

vado de partrculas en la capa 2s-ld. 

7 

eSDacios de configuraci6n y spin e isospin, respectivamente. 

El número cu6ntico orbital A 

), __ I \ , 

A 1,2.,3 

toma tres valores 

correspondientes a los tres estados diferentes de la capa Ip y el número cu6ntico s, pue-

de tomar cuatro valores 

5= '~2.}~)Lf, 

corre!ipondientes a los cuatro estados posibles para una sola partrcula en los espacios de spin 

e isospin. loo) es el estado de vac(o del problema l correspondiente a la ausencia total de 

partrculas en la capa Ip. Claramente el estado lox) corresponde al estado base del 0
16 

o sea a la capa Ip completamente llena. -1< 

).5 
Se define ahora el operador de aniquilación b 1 como se acostumbra en 

la segunda cuantización l que satisface las reglas de anticonmutación habituales 

, ( 1.2b ) 

Entonces, la función 

).' I ).' • 't 
6 S lo)():::: b s" 

s.::, 

corresponde a un estado de once partfculas en la capa Ip, de acuerdo con las relaciones de 

anticonmutación (1.20 Y b ) y por tanto a un agujero en esta capa l si recordamos el con--

cepto que de éste hemos introducida previamen' . 

* En los trabajos previos (1 1 I1 11) 1 O~> se indica como lo) y corresponde al es~ado de 

vacro de partfculas en la capa 2s-ld. 
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La representaci6n de un estado de una partrcula en la capa 2s-ld es la 

empleada comunmente en segunda cuantizaci6n¡ en términos de un operador de creación 

~s aplicado al estado de vado del problema, que en este caso es \0)(> ; por con 

siguiente, 

b~ S I0)( >:> ...-p-.::: 1, ... " b ) 

( 1. 3 ) 

representa la funci6n de onda del sistema de uno partrcula en la capa 2s-ld y lo capa Ip 

completamente llena. Los valores que puede tomar el rndice/ son ahora seis, que es 

la degeneraci6n orbital para la capa 2s-ld. 

De acuerdo con estas convenciones, el estado de dos partrculas en la c~ 

po 2s-ld y un agujero en la capa Ip, por ejemplo, se representa en el esquema de la se

gunda cuantizaci6n, en la forma siguiente: 

+ b+b~ s /",,' s I 

Como las funciones de onda del sistema est6n expresadas en términos de 

operadores de creaci6n de Fermi, que anti conmutan, el principio de Paul i se satisface aut~ 

m6ticamente. 

Se desea ahora encontrar polinomios en términos de operadores de crea

ci6n de Fermi ( correspondientes a la capa 2s-ld) y operadores de aniquilaci6n ( refere~ 

tes a estados de la capa Ip) clasificados de acuerdo con las representaciones irreducibles 

( RI) de una cadena de subgrupos; en otras pe' .:Jbras se desean obtener bases para repre

sentaciones irreducibles ( SRI) de una cadena de subgrupos, de tal manera que los rndices 

de las RI nos proporcionen números cu6nticos "aproximadamente buenos"; es decir, núm=. 

ros cu6nticos que reflejen simetdas aproximadas del sistema de nucleones en interacci6n. 

8 

La representaci6n de un estado de una partrcula en la capa 2s-ld es la 

empleada comunmente en segundo cuantizaci6n, en términos de un operador de creaci6n 

aplicado al estado de vado del problema, que en este caso es \ O)() ; por con 

siguiente, 

:5 == 1) Z, 3, '" 
( 1.3 ) 

representa la funci6n de onda del sistema de una parti'cula en la capa 2s-ld y lo capa Ip 

completamente llena. Los valores que puede tomar el rndice/ son ahora seis, que es 

la degeneraci6n orbital para la capa 2s-ld. 

De acuerdo con estas convenciones, el estado de dos partrculas en la ca 

po 2s-ld y un agujero en la capa Ip, por ejemplo, se representa en el esquema de la se-

gunda cuantizaci6n, en la forma siguiente: 

b+ , , 
/,,"5 

Como las funciones de onda del sistema est6n expresadas en términos de 

operadores de creaci6n de Fermi, que anticonmutan, el principio de Pauli se satisface auto 

m6ticamente. 

Se desea ahora encontrar polinomios en términos de operadores de crea" 

ci6n de Fermi ( correspondientes a la capa 2s-ld) y operadores de aniquilaci6n ( refere~ 

tes a estados de la capa Ip) clasifi codos de acuerdo con las representaciones irreducibles 

( RI) de una cadena de subgrupos; en otras pc'.:::¡bras se desean obtener bases para repre-

sentaciones irreducibl es ( BRI) de una cadena de subgrupos, de tal manera que los rndices 

de las RI nos proporcionen números cu6nticos "aproximadamente buenos"; es decir, núm:.. 

ros cu6nticos que reflejen simetrras aproximadas del sistema de nucleones en interacci6n. 
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En primer lugar, se introduce la clasificación de supermultipletes de - 

l' 
Wigner) Se requiere primeramente que la función de onda corresponda a una RI del g~ 

po V..% , grupo de transformaciones unitarias en un espacio de 36 dimensiones, que es - 

igual a la degeneración total en las capas 2s-ld y Ip tomadas en conjunto, considerando 

tanto lo degeneración orbital como la degeneración en los espacios de spin e isospin. En 

segundo lugar se pide que la función de onda sea BRI del producto di recto lt 9 X U L¡ 

subgrupo del grupo Q) 5" , en donde ti 9 es el grupo unitario de dimensión igual a la del 

espacio de degeneración orbital de las dos copas tomadas en conjunto y U es el grupo de4 

transformaciones también unitario, en el espacio de spin e isospin. Paro completar la cla:! 

ficación por supermultipletes, se exige que la función de onda sea BRI del subgrupo - -

S U (t:) S U (tJ d U d d ÚS) S (cJ. . di'2 X 2 e 4' en on e SU y U constituyen grupos unlmo u ares unlt.=:
2 2 

rios en los espacios de spin e isospin, respectivamente. Esto último nos asegura que las 

funciones de onda del sistema corresponden a valores del spin total S y del isospin total 

T, definidos. Esto es muy conveniente, puesto que se sabe que T es un número cu6ntico 

bueno, con magnrfica aproximación, en esta región de la tabla nucl ear. 

En cuanto al grupo Uf) es necesario encontrar una cadena de sul,;;ru-I 

pos apropiada¡ que nos proporcione números cu6nticos gue tengan algún significado f(sico 

para la clasificación de las funciones. En muchos problemas que consideran configuracio

nes de partícu la-agujero¡ es una aproximación muy razonable restringi rse a estados con un 

número fijo de partículas en cada capa; es decir, a estados que en la representaci6n de 

segunda cuantización indicada anteriormente, ('('irespondan a funciones de onda polinomi~ 

les de un grado determinado¡ tanto en los operadores de creaci6n como en los operadores 

de aniquilación. Esto nos sugiere la posibilidad de utilizar el subgrupo 

9 -
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transformaciones también unitario, en el espacio de spin e isospin. Para completar la clasi 

ficaci6n por supermultipletes, se exige que la funciÓn de onda sea BRI del subgrupo 

C'"J te) (6) (t'J 
SU

2 
X SU

2 
de U

4 
' en donde SU

2 
y SU

2 
constituyen grupos unimodulares unit~ 

nos en los espacios de spin e Isospln, respectivamente. Esto último nos asegura que las 

funciones de onda del sistema corresponden a valores del spin total S y del isospin total 

Tr definidos. Esto es muy conveniente, puesto que se sabe que T es un número cu6ntico 

bueno, con magnrfica aproximaci6n, en esta regi6n de la tabla nuclear. 

En cuanto al grupo l{9 ,es necesario encontrar una cadena de sul,:,;ru-

pos apropiada, que nos proporcione números cu6nticos gue tengan algún sign;ficado f(sico 

para la clasificaci6n de las funciones. En muchos probl emas que consideran configuracio-

nes de particula-agujero¡ es una aproximaci6n muy razonable restringirse a estados con un 

número fijo de partrculas en cada capa; es decir, a estados que en la representaci6n de 

segunda cuantizaciÓn indicada anteriormente, ('('lrespondan a funciones de onda polinomi~ 

les de un grado determinado, tanto en los operadores de creaci6n como en los operadores 

de aniquilaci6n. Esto nos sugiere la posibilidad de utilizar el subgrupo 
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de 21. 9 para la clasificaci6n. En este caso Zt., y 7.L 3 se refieren a los grupos unitarios 

de transformaciones que actúan, por separado, sobre estados de las capas 2s-ld y Ip, res

pectivamente. Claramente, el pedir que la funci6n de onda sea BRI de la suma directa no 

es equivalente a la restricci6n mencionada antes acerca del número de part(culas en cada .... 

capa, sino que es una restricci6n sobre los polinomios mucho m6s fuerte. Sin embargo, las 

RI de lL (, y lL '3 pueden servir ocasionalmente como ndmeros cu6nticos aceptables. 

Mucho m6s importante es el siguiente eslab6n en la cadena de subgrupos 

de U, : el grupo SU grupo de simetr(as del oscilador arm6nico isotlÚpico que, de ........I 

3 

acuerdo con la teoría de Elliott¡ proporciona un criterio muy aceptable para limitar el nú

mero de estados en el espacio de configuraci6n que se han de considerar en un problema 

dado 6). Es decir¡ las RI de SU nos proporcionan números cu6nticos adicionales¡ de ~
3 

cansiderabl e significado físico en esta regi6n de la tabla. 

Finalmente se clasifican las funcianes de onda por las RI del subgrupo 

R3 de SU , d'e tal manera que se obtienen polinomios de momento angular orbital total d~
3 

finido. 

Como se ve¡ esta clasifi cación es particularmente dtil cuando se consid-: 

ran interacciones entre los nucleones independientes de la carga de las partículas, centra

les y que conserven la paridad. Para algunos potenciales presentes en el hamil toniano¡ co 

mo la interacci6n spin-6rbita o la fuerza tensorial, la clasificación no es la m6s adecuada¡ 

siendo necesario entonces constru(r expl rcitamente las matrices para estos potenciales. S in 

embargo se vero m6s adelante como se pueden obtener los elementos de matriz de la inte

racci6n spin-6rbita, por ej emplo, con respecto a esrados clasificodos en la cadena SU , 

R3 indicada arriba. 

Estudiaremos a continuaci6n el procedimiento para obtener polinomios, 

3 
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de 21.9 : el grupo SU
3 

I grupo de simetr(as del oscilador arm6nico isotrépico que, de - -

acuerdo con la teorra de Elliott, proporciona un criterio muy aceptable para limitar el nú

mero de estados en el espacio de configuraci6n que se han de considerar en un problema 

dado 6). Es decir, las RI de SU
3 

nos proporcionan números cuánticos adicionales, de .... 

considerable significado frsico en esta regi6n de la tabla. 

Finalmente se clasifican las funciones de onda por las RI del subgrupo 

R3 de SU
3

, de tal manera que se obtienen polinomios de momento angular orbital total de 

finido. 

Como se ve l esta clasificaci6n es particularmente útil cuando se consid=_ 

ran interacciones entre los nucleones independientes de la carga de las partrculas, centra

les y que conserven la paridad. Para algunos potenciales presentes en ei hamiltoniano, c~ 

mo la interacci6n spin""Órbita o [a fuerza tensorial¡ la clasificaci6n no es la más adecuada l 

siendo necesario entonces construrr explrcitamente las matrices para estos potenciales. Sin 

embargo se vero más adelante como se pueden obtener 105 elementos de matriz de la inte

racci6n spin~rbital por ejemplo, con respecto a eSlados clasificados en la cadena SU
3

, 

R3 indicada arriba. 

Estudiaremos a continuaci6n el procedimiento para obtener polinomios, 
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funci6n los operadores b.,/"'.5 Y , actuando sobre el estado de vac(o Io,x> 

que satisfagan las condiciones indicadas anteriormente. 

Antes de proceder a la construcci6n expl(cita de estas funciones de onda 

es conveniente hacer notar que esencialmente hay dos formas diferentes resolver el pro

blema: 

El método analrtico, en el cual se obtiene primero un polinomio que sea 

BRI del grupo Q)3b y de su subgrupo, el producto directo lig )( U'f y después se imponen 

condiciones para que el poi inomio sea BRI de todos los subgrupos en la cadena, o sea de 

2(,,+ UJ1 SU3 y R3 de Zi g porun iodo y los subgrupos SU;6J X SU (C)de U4 ,2

por otra parte. 

El método de construcci6n sintética, en el cual se procede esencialmente 

a lo inversa; se comienza la construcci6n obteniendo dos funciones de onda, uno de las cua 

les es funci6n de operadores de creaci6n en la capa 2s-ld y corresponde a una BRI del 

producto directo U,X lI.9Y la otra, funci6n de operadores de aniqui laci6n en la capa Ip co 

rrespondiente a una BRI del producto directo Z(3X U'1' Después se acoplan las funciores 

de onda utilizando coeficientes de Wigner del grupo U4, con lo cual se obtiene una run-

ci6n de onda BRI del producto directo U9,x U'1' Esto último es consecuencia del Princi

pio de Paul i, que asocia un(vocamente a una RI dada de U la RI conjugada del grupo
4 

4.. 9 . Si además las funciones ce onda construrdas al principio corresponden a BRl del 

grupo de simetrras del oscilador SU
3
, se puede obtener una funci6n de partrcula -agujero 

clasificada por una RI de SU acoplando pOI oIedio de coeficientes de Wigner de este
3 

grupo . 

El anól isis detallado de este segundo método lo reservaremos para el si 

guiente caprtulo, concentrándonos por el momento al estudio del método de construcci6n 

anal (tico. 

+ 
funcí6n de los operadores b../"" 3 b 

).' !:J' 
Y , actuando sobre el estado de vado 10)( > 

que satisfagan las condiciones indicadas anteriormente. 

Antes de proceder a la construcción explrcita de estas funciones de onda 

es conveniente hacer notar que esencialmente hay dos formas diferentes de resolver el pro-

blema: 

El método anal rtico, en el cual se obtiene primero un polinomio que sea 

BRI del grupo 1lJ3b y de su subgrupo, el producto directo Ugx U, y después se imponen -

condiciones para que el polinomio sea BRI de todos los subgrupos en la cadena¡ o sea de 

') / . U S U R d 7 J I d 1 b S U(2G
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por otra parte. 

El método de construcci6n sintética, en el cual se procede esencialmente 

a lo inversa; se comienza la construcci6n obteniendo dos funciones de onda, unCl de las cua 

les es funci6n de operadores de creación en la capa 2s-ld y corresponde a una BRI del -

producto directo 71,x lI.gy la otra, funci6n de operadores de aniqui laci6n en la capa Ip co 

rrespondiente a una BRI del producto directo l(3x U'1' Después se acoplan las funciores 

de onda utilizando coeficientes de Wigner del grupo U
4

, con lo cual se obtiene una rU["l--

ción de onda BRI del producto directo U9 x U". Esto último es consecuencia del Princi-

pio de Paul i, que asocia unrvocamente a una RI dada de U la RI conjugada del grupo 
4 

1.(9 . Si ademds las funciones ce onda constru(das al principio corresponden a BRI del -

grupo de simetrras del oscilador SU
3

, se puede obtener una funci6n de part(cula -agujero 

claSificada por uno RI de SU
3 

acoplando pOI ,ledio de coeficientes de Wigner de este 

El an(jl isis detallado de este segundo método lo reservaremos para el si-

guiente caprtulo, concentr6ndonos por el momento al estudio del método de construcción 

anal íti ca. 
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2.~ Cadena de Grupos V 2 n J'R 1 n J lUn.Representaciones Irreducibles de un 

Grupo Unitario con Indices Positivos y Negativos. 

En todo lo que se ha discutido hasta ahora las funciones de onda se han 

considerado como poi inomios en operadores de creación b:u. 5 y operadores de aniquila

ción b
A' 

s 
I 

aplicandos al estado \o)() ( Ec. 1.1 }¡ que representa en el caso de las ca

16 • 
pas 2s-ld y Ip el estado base del núcleo doblemente mágico O • SIn embargo, es co~ 

veniente para los propósitos de construcción de las funciones de onda clasificadas como se 

indicó en el No. 1 de este caprtulo por el método anal (tico, obtener el poi inornio en s(, sin 

considerarlo aplicado al estado I o)c> • 

Este poi inomio¡ como se verá a conti nuación, corresponde a una RI del 

grupo IU., (n:: 36) de (ndices tanto negativos como positivos. 

Con objeto de ver esto claramente, introducimos un espacio auxiliar del 

doble número de dimensiones, ( o sea 2n -:: 72 en nuestro caso). Definimos ahora los ope

radares de creación 

en donde la doble barra se utiliza para distinguir este operador de creación en el espacio 

de dimensión 2n, de los operadores de creación introducidos antes y que tienen propiedades 

tensoriales frente a transformaciones unitarias en este espacio, como se verá posteriormente. 

Al operador \h+e con ~ >o es conveniente identificarlo con el operador de creaciónI 

ordinario b + ~ mientras que a \b
+ 
- ~ con \ ~ o lo i den ti fi camas con e I operado r de 

aniqu ilación b- ~ ,en el espacio de n dimensiones. 

+ 
Los operado res \b ~ y \b~ satisfacen las relaciones de anticonmuta 

ción habituales para operadores de Fermi (Ec. 1.2). Claramente entonces los operadores 

12 -
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( 2.1 ) 

satisfacen las reglas de conmutaci6n siguientes: 

= JCr' 
-1 

(~
1 

f ,,~ ( 2.2 ) 

y por tanto constituyen un algebra de Líe 1). Se pueden considerar como los generadores 

de un grupo unitario de 2n dimensiones, el grupo (l)2n 

Se definen, en este :11ismo espacio vectorial de 2n dimensiones transfor

mociones ortogonales, que constituyen un subgrupo de \lJ 2. n ,el grupo "R;z n ' cuyos gene 

radores 

) ( 2.3 ) 

I ~, expresados en métrica. de Weyl. 1) satiS. facen Ias reg as conmutaci6n 

como se puede ver utilizando la eco (3.2). , 
IA~De la ecuaci6n ( 2.4 ) se observa que los generadores con\ 

f(, ~ ) O forman asr mismo un algebra de Lif I equivalente al algebra de Líe de un 

grupo transformaciones uní tarias en un espacio de n dimensiones. Es éste el grupo de 

in~erés f(sico, cuyas RI son impodantes en nueSlro an6lisis. 

Consideremos ahora el problema de la obtenci6n de un polinomio fun-

ci6n de , clasificado con RI de la cadena de grupos 

13 

( 2.1 ) 
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( 2.2 ) 
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I 
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\ 

con 
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grupo de transfonnacíones unitarias en un espacio de n dimensiones. Es éste el grupo de 
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Consideremos ahora el problema de la obtenci6n de un polinomio fun--

ció n de , clasificado con RI de la cadena de grupos 
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cuyos generadores han sido definidos anteriormente. 

Con respecto al grupo auxiliar Q)2 n , los polinomios corresponden a RI 

totalmente antisimétricas, ya que los operadores de creaci6n lb+\ están totalmente esp,:. 

cificados por el rndice ~ y obedecen las reglas de anticonmutaci6n de Fermi. Se tienen 

entonces RI del tipo 

)J 2n-»] 1J~ 2n.[ lO) 
( 2.5 ) 

Esto nos indica que basta un solo número)) ,como (ndice de la representaci6n i rreduci ... 

ble. En otras palabras un poi inomio SRI de OJ 2 n queda completamente especificado si 

se impone la restricci6n de que sea eigenfunci6n del operador de Casimir * de primer gra

do de lJ 2. n' 

( 2.6 ) 

que es simplemente el operador de número que cuenta el grado del poi inomio en operado

res de creaci6n b+, . O sea, un poi inomio de grado:D en \b+ ~ es automdtica-

nI [,\) 02.n-1>Jmente SRI de "'2.0 con (ndice 

Por otro lado, se sabe que si }) = 1"1 las RI del subgrupo 1R 2 n de 

cuyos generadores están dados por ( 2.3 )-;mtenida en (1)) 02n -)) ] de 1lJ2n 

están dadas por n números (Al Al,' Á n) y son del tipo 

(1))-1'1), 

* Operador de Casimir es el operador formado por los generadores del grupo, Cjue conmu

ta con todos ellos, es decir, un operador invariante 7) 
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cuyos generadores han sido definidos anteriormente. 

Con respecto al grupo auxiliar Uz n , los polinomios corresponden a RI 

totalmente antisimétricas, ya que los operadores de creaci6n lb +\ están totalmente esp~ 

cificados por el (ndice ~ y obedecen las reglas de anticonmutaci6n de Fermi. Se tienen 

entonces RI del tipo 

[
)1 zn_»] 
'O ~ 

1J!: 2n. 
( 2.5 ) 

Esto nos indica que basta un solo número)) ,como (ndice de la representaci6n irreduci-

ble. En otras palabras un polinomio SRl de Q)2n queda completamente especificado si 

se impone la restricci6n de que sea eigenfunci6n del operador de Casimir * de primer gra-

ll:\l -L 
D 
\ 

( 2.6 ) 

que es simplemente el operador de número gue cuenta el grado del polinomio en operado-

res de creaci6n 16+, . O sea, un polinomio de grado )) 

ni [,\) 0'2. n -1) ] 
mente BRI de "'2.0 con (ndice 

en \b+ ~ es autom6tica--

Por otro lado, se sabe gue si Ú = t'1 las RI del subgrupo 1R z n de 

cuyos generadores están dados por ( 2.3 )~~ntenida en [1 11 o2.n -ll ] de Q) 1 n 

0stán dadas por n números (A 1 A. l.. A n) y son del tipo 

(IV-N» 
* Operador de Casimir es el operador formado por los generadores del grupo, c¡ue conmu

ta con todos ellos, es deci r, un operador invariante 7) 
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en donde N == o) " .. ') 'V , S i V == n adem6s de estas representaciones de 

lRzn setienetambiénaquellaconrndices (In-I -1) 
Ahora se trata de averiguar que representaciones de \.\J n est<jn conte 

nidos en la representación dada de tU 2 n y de construir la correspondiente BRI. 

Considérese el polinomio 

Si se aplica a este polinomio el operador ttJ definido en ( 2.8), se observa que PI 

es eigenpolinomio de .IN con eigenvalor \) • De acuerdo con el hecho de que Il'J es 

el operador de Cosimir de l\.Jzn y de que es el único necesario para determinar la RI en 

este caso I se tiene que P corresponde a la RI [\.¡) 01. n - 1) J de ~ l n • Por ot'o 

lado, rJ es también un invariante en lR zn , y las RI de este subgnJpo también estG¡; 

caracterizadas por N en otros términos P es también BRI de JR zn correspon

diente a la RI (l~) 

Consideremos ahora las propiedades de transformación de P frente a 

del grupo «J n . Como primer paso, dividimos los generadores 

en tres clases: 
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en donde N = 0,1) ... ))) . Si»:::::: n adem6s de estas representaciones de 

..IR z n se tiene también aquella con rndices (11"1-1 - 1) 

Ahora se trata de averiguar que representaciones de \U n est(Sn conte 

nidos en la representación dada de lU 2 n y de construir la correspondiente BRI. 

Considérese el po I inomio 

Si se aplica a este polinomio el operador ItJ ,definido en ( 2.8 ), se observa que P 

es eigenpol inomio de .IN con eigenvalor ~ . De acuerdo con el hecho que IN es 

el operador de Casimir de \U zn y de que es el único necesario para determinar lo RI en 

este caso, se tiene que P corresponde a la RI [\~ 0'1"1--0] de (Üzn . Porot'o 

lado, N es también un invariante en 1R zn I y las RI de este subgrupo también est<:'l: 

caracterizadas por N en otros términos P es también BRI de 1R zn correspon-

diente a la RI (!,v) 
Consideremos ahora las propiedades de transformación de P a 

del grupo (l) n . Como primer paso, dividimos los generadores 

en tres clases ; 
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"/
~) 

t:J¡> J "/ O)con que suben el peso 

r
11\, ('>0 ~ que da el peso ( 2.8 ) 

!l\{
I 

Y con ¡J>t > O) que bajan el peso r 

Como r los operadores de peso apl icados sobre P 

solo pueden tener eigenvalores ~ \ = 1) O) - I de acuerdo con la expresi6n ( 2.7 ) I 

para P. Por otro lado l si se exige la condici6n de que p+ r s: n es obvio que 

P satisface la condici6n de m6ximo peso 

, 
( 2.9 )\>~ :::>0 

I 

y como 1==[ b;~ b~ conmuta con 
\ I 

el'111\\ ~I ~ > o" 
..M>O 

peso de P ( Ec. 2.7 ) est6 dado por 

[,p O..,-p-r (_ 1) r] 
( 2.10 ) 

Se observa que la funci6n de 1 que no alt ¡a el peso ni la representaci6n inicial deI 

tU,n ya que es un invariante en este grupo es completar el grado del polinomio hasta 

el valor}) dado. 

Se sabe que si un polinomio es de m6ximo peso, en un grupo, correspon

de a una RI con rndices iguales al peso. Es decirr la base completa se puede generar de 
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IA/ 
f' 

cOn t '.)1' J ;J O, que suben el peso 

11\, t f>O , que da el peso ( 2.8 ) 

y "1 r 
, 

con j' > t > o) que bajan el peso 

Como I los operadores de peso aplicados sobre P 

solo pueden tener eigenvalores ~ \ = 1, o) - I I de acuerdo con la expresi6n ( 2.7 ) 

para P. Por otro lado, si se exige la condici6n de que p + r s: n es obvio que 

P satisface la condici6n de m6ximo peso 

1 
\ >~ > O ( 2.9 ) 

1=::[ b+ b~ 1/\\ 
~I 

I 
Y como :,re. conmuta con .. ~I ~ ;:. o.) el 

ft>o 

peso de P ( Ee. 2.7 ) est6 dado por 

[I P O,,-p-.- (_ 1) rJ 
( 2.10 ) 

Se observa que la funci6n de 1 ,que no alt ,o el peso ni la representaci6n inicial de 

1lJ1. n ya que es un invariante en este grupo es compl etor el grado del poi inomio hasta 

el valor V dado. 

Se sabe que si un polinomio es de m6ximo peso, en un grupo, correspon-

de a una RI con rndices iguales al peso. Es decir, la base completa se puede generar de 
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este poi inomio por un proceso de descenso adecuado. Por otro lado se puede comprobar que 

P es eigenfunción de los operadores de Casimir de lU n ,si satisface la condición (2.8) 

de ser de m6ximo peso. 

Hemos demostrado por tanto que el poi i nom io de la ec. ( 2.7 ) es BRI ... 

de todos los grupos de la cadena 

con rndices de representación irreducible en el último grupo de la cadena 

p ~ ( 2.11 )
[ \ O 

en donde ~:. n - p - r y que, por tanto, esta última representación dada por ( 2.11 

está contenida en la representación dada [Iv 1 de \\J zn ") siempre que p~ r::: \) 

( en el caso contrario P no seda una expresión poi inomial ). 

Se trata de averiguar ahora, si existen algunas RI de lU n contenida 

en la RI dada de \\J2. n que no sean de la forma ( 2.11 ) Y en el caso que no las hubi(, a, 

encontrar para c:¡ue valores de los rndices p,~) Y", c:¡ue satisfagan la condición 

( 2.1:2) 

la correspondiente RI de \lJ n está contenida en [1 YJ de U11"I • Demostraremos 

que no hay representaciones de otro tipo y encontraremos las restricciones sobre los rndices 

p, ~),.., a continuación. 

Consideremos dos RI de UJl. n , [1 v ] ; demostra 

remos que las RI de Un contenidas en este conjunto de RI de IU zn son del tipo 

( 2. i I ), en donde ~ toma los valores, 
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este poi inomio por un proceso de descenso adecuado. Por otro lado se puede comprobar que 

P es eigenfunci6n de los operadores de Casimir de lU n ,si satisface la condici6n (2.8) 
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de todos los grupos de la cadena 

con rndices de representación irreducible en el último grupo de la cadena 
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, O ( 2.11 ) 

en donde ~ = n - p - r y que, por tanto, esta última representaci6n dada por ( 2.11 

est6 contenida en la representaci6n dada [,'al J de \\J zn ') siempre que p -t r ::: V 

( en el caso contrario P no serra una expresi6n poi inomial ). 

Se trata de averiguar ahora, si existen algunas RI de l\J n contenida 

en la RI dada de aJ zn que no sean de la forma (2.11 ) Y en el caso que no las hubi(, a, 

encontrar para c.¡ue valores de los rndices P)~l r) c.¡ue satisfagan la condición 

(2.1:2) 

la correspondiente RI de ~ n est6 contenida en [1 Y J de 1I1. h . Demostraremos 

que no hay representaciones de otro tipo y encontraremos las restricciones sobre los (naices 

p) ~,,., a continuaci6n. 

Consideremos dos RI de llJ¿n , [1 v ] y [\ V - I ] ; demostra 

remos que las RI de IlJ n contenidas en este conjunto de RI de IU zn son del tipo 

( 2. i I ), en donde ~ toma los valores, 
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( 2.130 ) 

y poro codo valor de ~ los (ndices f y T toman todos los valores posibles compo

tibies con los relaciones siguientes: 

p+~+r=n 

( 2.13b ) 

{n~~n-I~'''~'"''l 

en donde 1.~ es el eigenvolor del operador de peso !\ \ ~ con e.:::;, o> 01 opl icario 

01 polinomio ( 2.7). Lo último condici6n es equivalente, por lo tonto, a lo que ordinario" 

mente se impone sobre los rndices de los representaciones irreducibles de los grupos unito ... 

rios y corresponde a pedi r que el diagrama de Young correspondiente sea un diagrama per

"d 1)mltl o .. 

Si demostramos que lo siguiente reloci6n es válido: 

!t=j'-}"'J" 
p.... ~+t"=n ( 2.14 ) 

en donde D indica lo dimensionolidad de la RI del grupo especificada entre paréntesis 

y la sumo en la expresi6n del lado derecho se eY';ende sobre los valores de los rndices do'" 

dos por ( 2.13 o y b ), la afirmoci6n anterior quedo probado. Si hubiera alguno otra RI 

de tipo diferente o lo que corresponde 01 polinomio P de lo eco (2.7) la eco (2.14) 

no serra vál ido. 
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( 2.130 ) 

y para cada valor de ~ los (ndices f y T toman todos los valores posibles compa-

tibies con las relaciones siguientes: 

p+<;¡+r=n 

1. n ~ ~ n- J ::;;:a: ... ~ '"" 1 

(2.13b) 

J. ~ ~ 
en donde h, es el elgenvalor del operador de peso 1/\ \ con e;;;, 0, al aplicarlo 

al polinomio (2.7). La última condici6n es equivalente, por lo tanto, a la que ordinaria ... 

mente se impone sobre los (ndices de las representaciones irreducibles de los grupos unita'" 

rios y corresponde a pedí r que el diagrama de Young correspondiente sea un diagrama per-

. 'd 1) mltl o ' • 

Si demostramos que la siguiente relaci6n es válida: 

!l =)LI .. 'J n 

p+~+ .. :n ( 2.14 ) 

en donde D indica la dimensionalidad de la RI del grupo especificada entre paréntesis 

y la suma en la expresi6n del lado derecho se ey';ende sobre los valores de los (ndices da ... 

dos por ( 2.13 a y b ), la afinnaci6n anterior queda prabada. Si hubiera alguna otra RI 

de tipo diferente a la que corresponde al polinomio P de la eco (2.7) la eco ( 2.14 ) 

no serra vá I ida. 
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Para demostrar la ec. (2.14), consideramos la dimensionalidad de la RI 

. 11)
( 2.11 de 'U n , según la fórmula de Weyl • En este caso, 

es un coeficiente binomial.con (~) 

Aplicando la misma fórmula de Weyl en el grupo se tiene:UIn 

n + I 2 n -+ I ) +~ (z;;-+j l.n +3 n-I 

Con estas expresiones es inmediata la demostración la eco (2.15), empleando el méto

do de inducci6n por ejemplo. 

Sí ahora se puede saber qué RI de UJ n del tipo (2.11) est6n conten~. 

das en [1 V ] Y cuales en [11>-1] de V:l. n , el desarrollo estada completo. Para 

ver esto, consideremos nuevamente el polinomio (2.7). De su definición, se tiene que 

V-P-I'" 

ser un número par, ya que SI fuera un número impar la expresi6n ( 2.7 ) no ser(a un po

linomio. Si n es par, ( lo que en nuestro caso no implica restricci6n, como se verá más 

adelante) ) 

también deberá ser par, ya que p + r::: n - ~ • por lo tanto, y y ~ deben tener 

la misma paridad y por consiguiente r:: Y - ~ y \~ también. 

En otras palabras, a la RI [I~] de lJ 2 1"\ le corresponden aquellas 

RI del tipo (2.11) con 
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Para demostrar la eco (2.14), consideramos la dimensionalidod de la RI 

( 2.11 de ílJ n 
11 ) 

lo rmula Weyl • En este caso, 

con (~) es un coeficiente binomiol. 

Aplicando la misma f6rmula Weyl en el grupo IU 1 n se tiene: 

n + I 
i'ñB +~ 

1.n + 3 (
2 n -+ I ) 
n-I 

Con estas expresiones es inmediata lo demostración la eco (2.15), empleando el méto-

do de inducci6n por ejemplo. 

Sí ahora se pu saber qué RI llJ n del ti po (2.11) están canten L. 

das en [1 V ] r-V-1J y cuales en _1 de \J~n , el desarrollo estar(a completo. Para 

ver esto, consideremos nuevamente el polinomio (2.7). De su definici6n, se tiene que 

\)-P-r" 

debe ser un número par, yo que si fuero un número impar la expresi6n ( 2.7 ) no ser(a un po-

linomio. Si n es par, ( lo que en nuestro caso no impl i ca restricci6n, como se verá más 

adelante) , 

también deberá ser par, ya que p 1- r:: n - ~ • por lo tanto, y y ~ deben tener 

la mismo paridad y por consiguiente r:: Y - ~ también. 

En otras palabras, a la RI [1.,) ] Q) 1/"1 1 e ca rrespond en aque i las 

RI del tipo (2.11) con 
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(2.15a) 

mientras que a la RI [1'o1-IJ las representaciones con 

(2.15b) 

Si en [\1>] estuviera contenida otra RI de Un del tipo (2.11) que no satisficiera la 

condici6n ( 2.15 a ), se necesitar(an representaciones con dimensionalidad negativa conte

nidas en la RI [,'1>-1] i de otra forma, la eco (2.14) no ser(a válida. 

En resumen, se ha demostrado que la RI [1 ~ 02. n - \lJ de \lJ 2. n 

contiene a las RI de \1J n del tipo 

en donde, 

n-Y, n-Y+2., .. ) ~~-I 

y 

'1tn::::; {l1-1 ~ ... ~ {I 

con -P. \ , el eigenvalor de lA \f , f > o al aplicarse al polinomio (2.7). 

3. - Representaciones Irreducibles del Producto Directo Z¿ 9 X U"I Contenidas 

en una RepresentaciÓn del Grupo UJ 3~ • 

Como se ha indi cado en la sección anterior, el introducir el grupo 
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(2.150) 

[ y-tJ mientras que a la RI I las representacione5 con 

(2.15b) 

estuviera contenida otra RI de U n del tipo ( 2.11 ) que no satisficiera la 

condici6n ( 2.15 a ), se necesitadan representaciones con dimensionalidad negativo conte

n ¡ das en laR 1 [1 \l - t ] i de otra forma, la eco (2.14) no seda vdlida. 

En re"umen, se ha demostrado que la RI 

contiene a las RI de \lJ n del tipo 

en donde, 

y 

con ~ \ 

~ n ~ {I'\-I =>- ... ~ -{, 

~ 
,el eigenvalor de lA, , \;> o al aplicarse 01 polinomio (2.7). 

3. - Representaciones Irreducibles del Producto Directo Z¿ <¡ ~ U.:.¡ Contenidas 

en una Representaci6n del Grupo lI3b. 

Como se ha indi cado en la sección anterior, el introducir el grupo 
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auxiliar de dimensi6n 2n l nos ha permitido, por un lado considerar o las partículas ya los 

agujeros en el mismo plano; o sea considerarlas a ambas Como Il parr ículas Ol que obedecen el 

principio de Pauli¡ por otro lado, nos permite intraducir polinomios que estén clasificados 

por RI del grupo íU n con representaciones con índices tanto negativos como positivos. 

Esto último es útil ya que nos permite prescindir del estado de vac(o ¡ox) en la construc 

ci6n de las funciones de onda. 

Según se demostró en el inciso anterior, las RI del grupo \l) n son del 

tipo [\PO~ (-l{] cuando se refieren a configuraciones del tipo partícula-agujero; en la 

represenración gráfica por medio de diagramas de Young, estas representaciones correspon

den a diagramas del tipo 

( 3.1 ) 

El introducir el diagrama de Young en esta forma tiene la gran ven'aja 

que nos indica expl rcitamente el número de part(culas y el número de agujeros, por se

parado, que se manejan en cada caso. Con el objeto de referirnos a este tipo de diagrc-

mas con facilidad, se dirá que el diagrama está fOlmado por una columna ae p cuodros 

l que corresponden a las partículas) y una "anticolumna" r "anticuadros" que corres

oonden a los agujeros. 

Un diagrama de Young del tipo del ( 3.1) corresponde en el grupo SIl.J n 

a una RI de dos col umnos, la primera longitud ( n-r ) '/ la segunda de longi tud p. 

Esto equivale gráficamente a desplazar la línea referencia vel"ti cal que morca la sepa

!"ociÓn entre columnas y anticolumnas hacia la izquierda POI" un cuadro; esto es posible, 

ya que re a rransformaciones que forman el grupo unimodular unitario Sl'Un el detel

minonte forma pOI las componentes de los vectores BRI en el espacio vectorial de r. 
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auxil ¡ar dimensi6n 2n, nos ha permitido, por un lado cons IUi' o las partículas y a los 

agu en el mismo plano; o sea COnsl radas a Como "panículas" que obedecen el 

rincipio de pauli; por otro lado, nos permite introducir polinomios que estén cosificados 

por RI del grupo (U n con representaciones con índices tanto negativoscomo Dositivos. 

Esto último es útil ya que nos permite p ndir del estado de vado ,o~> en la construc 

cíón de las funciones onda. 

Según se demostro en el inciso anterior, las RI del grupo ílJ n :.on del 

tipo [\PO~ (-,/] cuando se refieren o configuraciones del tipo pa(t(cula-agujero; en la 

represenración grMica por meaio de diagramas de Young, estas representaciones correspon-

den o gramas del tipo ,---,\ 

~iJ' p -: -! 
' .. ,- [ 

r-
p+~+r n ( 3.1 ) 

El introducir el diagrama de Young en esta forma Tiene la gran ventaja 

de que nos indica explrcitamente el número de part(culas y el número agujeros, por se-

parado, que se manejan en cado caso. Con el objeto de (eferirnos a este tipo de diogrc-

mas con facilidad, se dirá que el diagrama está tOlmaclo por una columna ae p cuadros 

l que corresponden a los partículas) y una "an ticolumna" r "onti ros q que corres-

Donder', a los aguieros. 

Un diagrama de Young del tipo del (3.1) corresponde en el grupo SQJn 

a una RI dos columnas, lo primera ce longitud (n-r ) y la segunda de longitud p. 

¡vale gráficamente o desplazar la I (neo rencía vertico que ,narca la sepa-

ra í6n entre columnas y anticolumnas hacia la izquierda por un cuadm; esto es posible, 

qu re a rransformaciones que forman el grupo unimoduJar unitario 5IUn el ter-

mlnan,e for-nado por las componer'tes de los vectol-es SRI en el espacio veCTOrial de r 
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dimensiones es un invariante. En porticular la RI de un agujero con representaci6n [-1] 

en Un es equivalente a la RI [\(n-I)) en SUJ n. Gráficamente, 

n- J ( 3.2 ),. 

Es bien sabido que cuando se tiene en el grupo SU n una RI correspo~ 

diente a un diagrama de Young de una sola columna el subgrupo producto directo li.9 X U11 

que se desea introducir en la clasificaci6n, tiene representaciones tales que las de Uf) y 

U" son conjugadas entre s( y corresponden al mismo número de bloques que la longitud 

de la columna original en Un . Sin embargo un resultado general de esta naturaleza no 

se conoce para una representaci6n de cardcter m6s general en llJ n • En particular, las 

representaciones del producto directo l{9 X U" contenidas en una RI de dos columnas en 

UJ 1"\ no se conocen; empleando el lenguaje apropiado para tratar con part(culas y aguj::. 

ros, tenemos entonces que no se conocen cuales son las RI de 2/.9 X U~ contenidas el, 

una representaci6n de lU n del tipo indicado en ( 3.1 ). 

Se plantea entonces, dentro del método anal rtico, el problema de enco~ 

trar cuales representaciones del producto directo est6n contenidas en [1 p O ~ (-1) r] de 

(Un ,o lo que es equivalente dentro del grupo 5 Un, en una RI correspondiente a un 

diagrama de Young de dos columnas. 

El método que se emplea para re<~llver este problema es muy direcl0 y 

conceptualmente muy simple: el método del pietismo, usado originalmente por Jahn 8) y 

que consiste en partir de algunas representaciones de Q) n suficientemente sencillas y 

cuyo contenido en el subgrupo 1(" X U4 sea, o bien conocido, o bien f6cil de calcular; 

después se efectúan repetidamente operaciones de multipl icaci6n de unas representaciones 
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representaciones del producto directo Z/.9 X U", contenidas en una RI de dos columnas en 

(lJ n no se conocen; empleando el lenguaje apropiado para tratar con part(culas y agui:=.. 

ros¡ tenemos entonces que no se conocen cuales son las RI de 21.9 X U~ contenidas el. 

una representaci6n de tU n del tipo indicado en ( 3.1 ). 

Se plantea entonces¡ dentro del método analrtico, el probler.a de enco:: 

trar cuales representaciones del producto directo est6n contenidas en [¡F O ~ (-1) rJ de 

(Un ,o lo que es equivalente dentro del grupo 5 Un, en una RI correspondiente a un 

diagrama de Young de dos columnas. 
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de Q) n con otras, uti I izando en cada paso un método de el ¡mi nación, de tal forma C¡Ue 

pOi un lodo se conscruye la RI de \U n deseada y por otro se puede conocer las represen 

taciones de 21.9 x U"i que contiene, 

Anal izaremos este método en detalle a continuación o Consideremos la 

representaci6n [, 1 de IJ.J n , representada gráficamente pOI un diagrama. 

De acuerdo con el resultado obtenido en el inciso anterior el polinomio correspondiente es 

del tipo b+~ • Si ahora consideramos al (ndice ~ como fo rmado po r dos (nd ices 

~ =]A}.s en do nde r se ere al espacio orbital y .s a los espacios de spin et 

isospín, vemos que esta funci6n poi inomial corresponde en el grupo 21.9 t de transforma

ciones que afectan únicamente los (ndices orbitales, o la representaci6n [, o. . o] * 

( de dimensión 9) Y en el grupo ULe de transformaciones que afectan únicamente a los 

índices de spin e ísopin, a la representaci6n {I 000 ~ * ( de dimensi6n 4). Expresado 

gráfi camente se tiene, 

J x 

en donde el s(mbolo X se emplea para indicar el producto di recto de dos representaciones, 

cuando estas se refieren a dos grupos diferentes, en este caso 2t9 y U4 

Por un razonamiento anólogo se er.cuentra que 

( 3.3 b ) 

~ Ix 
O 

* Las representaciones de ag se indican como [h,,, hg] y las de U'I en la forma tV1 
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de Q) n con otras, utilizando en cada paso un método de eliminación, de tal formo c:¡ue 

pOI ur¡ lodo se conscruye la RI de lU n deseada y por otro se puede conocer las lepl"ese:2. 

raciones de ?i.g x U'i que contiene, 

Anal izaremos este método en detalle o continuaci6n, Consideremos la 

representaci6n [, J de llJ n , representada gráficamente pOI un diagrama. 

De acuerdo con el resultado obtenido en el inciso anterior el polinomio correspondiente es 

del tipo b + ~ . Si ahora consideramos 01 (ndice ~. como fo rmado po r dos (nd ices 

~ =JAI 5 ,en donde r se !'diere al espacio orbital y oS a los espac íos de spin e 

isospín,vemos que esta funci6n polinomial corresponde en el grupo al) ,de transforma-

ciones que afectan únicamente los (ndíces orbitales, o la representación [, o .. o] * 

( de dimensi6n 9) y en el grupo U Le de transformaciones que afectan únicamente a los 

(ndices de spin e ísopin, a la representaci6n {I o 00 ~ * ( de dimensi6n 4). Expresodo 

gráficamente se tiene, 

J 

en donde el s(mbolo X se empiea para indicar el producto directo de dos representaciones, 

cuando estas se refieren a dos grupos diferentes, en este caso 2t 9 y U-4 

POI un razonamiento an610go se encuentra que 

(3.3b) 

X ,-! 
L __ J 

, Las representaciones de Zfg se indican como [h,." h g] y las ':le U'I en la forma tv, 
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05ea,[0 ..0-IJ de \Un contienealarepre5entaci6n [0... 0-1] X tOOO-I} 
de a9)( UL¡. También se encuentra fácilmente que la representaci6n escalar de llJ n 

contiene el producto de las representaciones escalares en lI.9 X U<1 • Esto último se 

expresa gréificamente como 

x ( 3.3 c ) 

Con el objeto de hacer expedito el procedimiento se ha usado en 

( 3.3 a ), ( 3.3 b) Y ( 3.3 c ) la canvenci6n de ordenar las representaciones del producto 

di recto, conservando las de z¿9 siempre a la derecha del s(mbolo x y las de U4 siem

pre a la izquierda de este s(mbolo. En esta forma evitamos el tener que introduci r repre

sentaciones gr6ficas diferentes para los cuadros y anticuadros en "'219 y U"t respectiva

mente. 

Para construir representaciones de Q) n m6s complicadas usamos ahora 

las expresiones ( 3.3 ) como base. Debemos tomar en cuenta en este punto el hecho elE'! que 

únicamente nos interesa averiguar el contenido de RI de UJn del tipo especial (3. ). 

Entonces deberemos efectuar el proceso de multiplicaci6n repetitivo de tal formo que úni

camente obtengamos representaciones del tipo ( 3.1) y no la más general posible¡ que no 

es de interés paro nuestro problema. 

Para constru(r ( 3.1) a partir de las representaciones indicadas en ( 3.3)¡ 

tenemos que efectuar productos directos dentro del mismo grupo Vn y considerar la redu,=

ci6n de estos en sus componentes irreducibles. En el caso de reducci6n de productos direc

tos de representaciones con (ndices positivos esto se logra mediante la aplicaci6n de las re

gias de Littlewood 9). Tenemos que expresar por tanto, estas reglas en forma directamente 

aplicable a nuestro problema, en donde se tienen configuraciones de part(cula-agujero y 
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o sea, [o .. O-IJ de \Un contiene a la representaci6n [D ... 0-1] X t 000 -I} 
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contiene el producto de las representaciones escalares en UIj X U" . Esto último se 
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Entonces remos efectuar el proceso de multiplicaci6n repetitivo de tal fOlma que úni-

comente obtengamos representaciones del tipo ( 3.1) Y no la m6s general posible, que no 

es de interés para nuestro problema. 

Paro constru(r ( 3.1 ) o partir de las representaciones indicadas en ( 3.3), 

tenemos que efectuar productos directos dentro del mismo grupo lIJo y considerar la redu~ 

ci6n de estos en sus componentes irreducibles. En el caso de reducci6n de productos direc-

tos de representaciones con (ndices positivos esto se logra mediante la aplicaci6n de las re

gias de littlewood 9). Tenemos que expresar por tanto, estas reglas en forma directamente 

aplicable a nuestro problema, en donde se tienen configuraciones de part(cula .. agujero y 
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por tanto representaciones con (ndices positivos y negativos. 

Para encontrar la formo adecuada de reducir el producto directo de 

representaciones del mismo grupo ( que se indica por el s(mbolo ® colocado entre las 

dos representaciones, para distinguirlo del producto di recto de dos representaciones gru 

pos Jiferentes ) considérese el caso m6s senci 110: 

Si tratamos el producto desde el punto vista del grupo S IlJ n vemos 

, que se reduce uti I izando lasque es equivalente al producto de [1] 

regios arriba mencionadas en !a siguiente forma: 

RP I I 1 

®. ~n-I® --+ \'1-\ 

( 3.4 a ) /-=.I I -J Jw+[j LJ ¡ _1 

o en otras palabras 

Regresando ahora a la correspondiente expresi6n en Vn, ( es decir translodando lo I (neo 

de referencia a su posici6n original) se ve que IZI n-Z oJ en SIlJ\'1 es equivalente o 

en UJ n y [t nJ en SU n es equivalente a [oJ en lU n 

Representando estos resu I todos gr6ficamente se ti ene que 

p 
( 3.4 b ) 

En otras palabras, el proceso de reducci6n apropiado se pu encontrar de lo siguiente for 
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po r ronto resentaciones con (ndices positivos y negativos. 

Para encontra- la formo adecuada de reducir el producto directo de dos 

resentacíones del mismo grupo ( que se indica por el srmbolo ® colocado entre 105 

dos resentacíanes, para distinguirlo del producto directo de dos representaciones de gru 

pos diferentes) considérese el caso m6s senci 110: 

Si tratamos el producto desde el punto de vista del grupo 5ILJn vemos 

que es equivalente al producto , que se reduce utilizando los 

reglas arriba mencionadas en la siguiente forma: 

I~ ! , 1 

In 
® -+ n-I ®¡ ::> n-I Fr -!-

I ( 3.4 a ) 
[jI ) 

~I J 
o en otras palabras 

Regresando ahora a la correspondiente expresi6n en Il,l", ( es r translodondo lo I (neo 

, f' . '6 " 1) ,.z I n-Z ol de re erencta a su pOSICI n origina se ve que _ _ en SllJn es equivalente o 

r
lO en UJ n jvalente a [oJ en lU n 

Representando estos resultados gr6ficamente se tiene que 

Il 

d + 
(3.4b) 

otras palabras, el proceso de reducci6n apropiado se puede encontrar de lo sigu far 
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ma: 

1.- Se traslada la línea de referencia en el diagrama que contiene agujeros hasta 

obtener un diagrama con índices positivos únicamente. 

2.- Se aplican las reglas de Littlawood ordinarias para reducir el producto direc

to. 

3.- Se regresa la línea de referencia a su posición original, de tal forma que se 

tengan diagramas con cuadros yanticuadros. 

Como se ve¡ se ha utilizado al grupo S (lJ n en el proceso ya que se 

ha trasladado la I rnea de referencia, lo que es vdl ido únicamente en este grupo y no en el 

grupo \\J n • Sin embargo es bien conocido que a una representación irreducible del gru

po unitario corresponde una del grupo unimodular unitario si se especifica el número de 

cuadros que se traslada la línea de referencia 10) • 

Aplicando este proceso en general, emerge la regla de reducción apro

piada para este caso, que se podría enunciar en la siguiente forma: 

Para encontror las representaciones irreducibles contenidas en el produ~ 

to directo de una RI cuyos índices son todos positivos, con otra cuyos índices son tod,)s 

negativos, se superponen directamente los diagramas y luego se contraen en todas las for-

mas posibles, entendiéndose por contracción la aniquilación, en el diagrama, de un cuadro 

con un anticuadro. 

Así, por ejemplo, en el grupo {l).3 

lo que se puede comprobar directamente en SUJ~ usando las reglas convencionales o bien 

11)
verificando por dimensional idad de las representaciones¡ usando la fórmula de Weyl 

26 
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tengan diagramas con cuadros y anticuadros. 
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Aplicando este proceso en general, emerge la regla de reducci6n apro-

piada para este caso, que se podría enunciar en la siguiente forma: 

Para encontrar las representaciones irreducibles contenidas en el produ,:. 

to directo de una RI cuyos índices son todos positivos, con otra cuyos (ndices son tod,)s 

negativos, se superponen directamente los diagramas y luego se contraen en rodas las for~-

mas posibles¡ entendiéndose por conrracci6n la aniquilaci6n, en el diagrama, de un cuadro 

con un anticuadro. 

AS(I por ejemplo, en el grupo Q).3 

lo que se pu comprobar directamente en SUJ~ usando las reglas convencionales o bien 

verificando por dimensionalidad de las representaciones l usando la f6rmula de Weyl 
11) 
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Para complementar la regla hacemos notar que cuando un mismo diagra 

ma se obtiene varias veces en el proceso se debe tomar en cuenta que las contracciones 

por las cuales se ha obtenido éste diagrama original de superposici6n di sean di

ferentes entre s(; es decir¡ que no se obtengan estos diagramas por contracciones en distin 

to orden¡ cuadros y anti cuadros que se encuentren en la misma fi la o columna¡ en cuyo 

caso el diagrama correspondiente no se repite. Como ejemplo de esto último¡ considére

se en el grupo 11..14 la reducci6n siguiente: 

( 3.5 a ) 

+ 

Se observa que lo representaci6n p s610 aparece una vez, como consecuencia del 

hecho de que al contraer los diagramas y se han efectuado Ias mismasd 
contracciones pero en distinto orden. Como se verá '1lás adelante en este caprtulo este 

punto resulta claro cuando se consideran las funciones onda cOITespondientes a cada 

caso. Desde luego, si el proceso de contracci6n es diferente, en el sentido que se indi ~6 

antes, existen representaciones que aparecen más de una vez¡ lo que es posible ya qUe 

los grupos unitariOS en general no son simplemente reducibles 7) • 

Sup6ngase aholu que se hubiera deseado reducil el producto dírecl'o 

\ 3.5), con representaciones del grupo l\J,; en vez I grupa \\.L, . Como 105 dielgra

mas de Young de ~ 3 pueden tener el lo más tres renglones, el primer diagrama corres

pondiente a la reducción en ( 3.5 ) ser(a del t"v 

Es ir, se tendr(a un diagrama con un cuaara y un anticuadro superpuestos en la mismo 

fila. Si este ciagrama se considera desde el punto de vista del grupo unimodular SCU., f 
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Para complementar la regla hacemos notar gue cuando un mismo diagra 

mo se obtiene varias veces en el proceso se debe tomar en cuenta gue las contracciones 

pOI ¡as cuales se ha obtenido éste del diagrama original de superpos¡ción directo, sean di~ 

ferentes entre 5(; es decir, que no se obtengan estos diagramas por contracciones en distin 

to orden, de cuadros y anticuadros que se encuentren en la misma fila o columna, en cuyo 

caso el diagrama correspondiente no se repite. Como ejemplo de esto último, considére~ 

se en el grupo 1114 la reducción siguiente: 

~~ RlP+ 
I LJ 

+ 
( 3.5 a ) 

J 
+ 

Se observa gue lo representaci6n p sólo aparece uno vez, como consecuencia del 

hecho de que al contraer los diagramas d y ¡ se han efectuado las mismas 

contracciones pero en distinto orden. Como se verá 'nas adelante en este caprtulo este 

punto resulto claro cuando se consideran las funciones de onda cOI"respondiente:; a cada 

caso. Desde luego, si el proceso de contracción es diferente, en el sentido gue se indi:6 

antes, existen representaciones gue aparecen más de una vez, lo gue es posible ya gU02 

los grupos unitarios en general no son simplemente reducibles 7) • 

Supóngase aholu gue se hubiera deseado reducil' el producto dírecl'o 

( 3.5 ), con I"epresentaciones del grupo lU!I en vez del grupo \\L, . Como 105 diClgra-

mas de Young de V 3 pueden tener a lo más tres renglones, el primer diagrama corres-

pondiente a la reducción en ( 3.5 ) ser(a del t"J 

Es decir, se rendda un diagrama con un cuaaro y un anticuadro superpuestos en la mismo 

fila. Si este ciagrama se considera desde el punto de vista del grupo unímodular SW3 , 
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corresponde a un diagrama no permitido de Young, como es fácil ver al correr la I(nea de 

referencia un cuadro hacia la izquierda. Efectivamente, se puede demostrar formalmente 

que este tipo de diagrama está prohibido *. 

Sin embargo las reglas de reducci6n del producto di recto expresadas an 

teriormente siguen siendo válidas, únicamente qLe aparecen diagramas obtenidos de éste 

por una contracci6n en adelante. Si la superposición en el diagrama original es de más 

de un bloque ( es decir, que se tienen más de un cuadro y un anticuadro en la misma fila) 

aparecen en la reducción del producto directo diagramas obtenidos del original por un nú

mero de contracciones igualo mayor que el número de cuadros superpuestos. Desde luego 

estas últimas contracciones se pueden efectuar entre cuadros y anticuadros pertenecientes 

a diferentes filas del diagrama, como se puede ver del ejemplo en ( 3.5) aplicado al caso 

del grupo UJ.3 

Las reglas de Littlewood ase expresadas tienen utilidad, desde un punte 

de vista práctico, aún en el caso de tratar únicamente con part(culas¡ es deci r con diagr::.. 

mas ordinarios de Young. S i el número de .cuadros en uno de los factores es suficienteme~ 

te grande, de tal manera que para obtener un diagrama con columnas completas (e~ jecir¡ 

columnas con n cuadros en el caso del grupo 1\J n ) haga falta un número menor de cuc:.. 

dros que los que contiene el diagrama original¡ entonces se puede trasladar la I (neo de r.:. 

ferencia en este diagrama de Young, para tener un diagrama con anticuadros únicamente 

y efectuar la reducción del producto directo por el método indicado antes, que en este c::.. 

so es de más fácil aplicación que las reglas ordinarias de Littlewood. 

Volviendo ahora al método del pietismo, nos damos cuenta que para 

* 	 Ver apéndice Al en donde se expone la demostración formal para el caso del grupo 

(l),,; , aunque la demostración es fáci Imente general izable para UJ n 
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so es de más fácil aplicaci6n que las reglas ordinarias de Littlewood. 

Volviendo ahora al método del pietismo, nos damos cuenta que para -

* Ver apéndice A, en donde se expone la demostración formal para el caso del grupo 

(l) J ,aunque la demostraci6n es f6ci Imente general izable para UJ n 





---

30 


}~-e 
~ 

(~ 

~ ~ t~_t{m 

tU 
® 

siempre que m ~ k. Pero la suma en la LHtima expresión nos da términos que se obtie

nen precisamente por contracción de un cuadro con un anticuadro, una a la vez. En otros 

términos, se satisface la regla apropiada para reducción de productos directos indicada más 

arriba. Expresiones análogas se obtienen para el caso m.> k. 

Como se hab(a anticipado, s610 se obtienen diagramas de Young en el 

proceso con una columna y una anticolumna. 

Se construye entonces, la representaci6n de tU n cuyo contenido en 

U<j x (1)4 se desea averiguar por producto directo de dos representaciones, una de las 

cuales consiste de una columna y la otra de una sola anticolumna. Esto tiene la ventaja 

indicada más arriba, pero además la conveniencia de que el conten ido de cada una de 

estas representaciones se conoce, de acuerdo con el resultado general mencionado en la 

pago 22 ,que desde luego es válido también para el diagrama consistente de una anti

columna únicamente. As(, por ejemplo, se sabe que [l Ro] contiene todos los produc

tos de representaciones conjugadas, que consisten, tanto en t¿g como en Q)... de k 

bloques; mientras que [O, .. O (_I)mJ contiene productos de representaciones conjuga

das que contienen m anti cuadros. 

Lo anterior se puede expresar gráficamente, como sigue: 
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siempre que m ~ k. Pero la suma en la eH tima expresión nos da términos que se obtie-

nen precisamente por contracci6n de un cuaaro con un anticuadro, una a la vez. En otros 

términos, se satisface la regla apropiada para reducci6n de productos directos indicada m6s 

arriba. Expresiones aná logas se obtienen para el caso m.> k. 

Como se habra anticipado, s610 se obtienen diagramas Young en el 

proceso con una columna y una anticolumna. 

construye entonces, la representaci6n de IUn cuyo contenido en 
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columna únicamente. As(, por ejemplo, se wbe que [1 ~J contiene todos los produc-

tos representaciones coniugada~, que consisten, tanto en 2t.9 como en 1lJ", de k 

bloques; mientras que [O". O (_I)m~ contiene productos de representaciones conjuga-

das que contienen m anti cuadros. 

Lo anterior se puede expresar gráficamente, como sigue: 
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Ir< 

B® ( 3.6 ) 
m L~x 

U9 x. l¿'9 X U~llJ 3'- U'" 
en donde el srmbolo de suma en el lado derecho de esta ecuación se emplea para indicar 

todas las representaciones conjugadas de 7Lg y Ul.t ,con k cuadros y m anticuadros, 

respectivamente. Si ahora consideramos las matrices de la representación y las propieda ... 

12) 
~es de los productos externo y ordinario de matri ces la expresión ( 3.6) se convierte en 

U!J 
Pero los productos de los diagramas entre paréntesis se pueden reducir por medio de losé."" 

glas enunciadas o':-ltes. Como se supone, de acuerdo con la idea fundamental del método 

del pietismo, que previamente se ha calculado esta expresión para 

se pueden averiguar las representaciones que con. ¡ene la representación 

del grupo (Ur\ 

Expondremos a continuación, con el objeto de aclarar el método, los 

31 

§® 
~ 

L~ m X ( 3.6 ) 

llJ 3' (. U9 J( U'" 219 X U4 

en donde el srmbolo de suma en el lado derecho de esta ecuación se emplea para indicar 

todas las representaciones conjugadas de ¿¿g y [J.it r con k cuadros y m anticuadrosr 

respectivamente. Si ahora consideramos las matrices de la representación y las propieda~ 

/2) 
~es de los productos externo y ordinario de matrices la expresión ( 3.6) se convierte en 

Ug 

Pero los productos de los diagramas entre paréntesis se pueden reducir por medio de lasE.-

glas enunciadas aqtes. Como se suponer de acuerdo con la idea fundamental del método 

del pietismo, que previamente se ha calculado esta expresión para 

( R-t] [ trI-t!.l 1 ® O". O (- 1) J, 

se pueden averiguar las representaciones que con, ¡ene la representaci6n 

[I~ O ... O (-1)"'] 

del grupo IlJI"\ 

Expondremos a continuaci6n, con el objeto de adarar el método, los 
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primeros pasos del proceso. El primer paso es, claramente, efectuar el producto de una re

presentación 	de un cuadro por otra consistente en un anticuadro:

d p	J (d X d) ® (P)< P) 

:) (d ® P) X (d ®P) 

:J ( cf+I ) X (cP+ ) 

~ (cF x cP -i- X cP+ rfx + X 

Por otro lado, etectuando la reducción en tJ n ~ o sea en el lado izquierdo de estas ex'" 

presiones, se 	tiene que 

Como se conoce el contenido de la representación lO) de \\J n , se tiene 

Xd~dxf+ X!+d
 
El segundo paso del proceso consiste en multiplicar ~ por d en 

Utilizando el resultado obtenido en el primer paso indicado m6s arriba, se puede averiguar 

el contenido de } gráficamente: 

. .x + + 

x x x+ + + 
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primeros pasos del proceso. El primer paso es, claramente, efectuar el producto de una re-

presentación de un cuadro por otra consistente en un anticuadro: 

d p:J (d X d) ® ( P)< P) 

~ (d®P)x(d®P) 
.:J ( cF + I ) X (c:P+ I ) 

;) (cfxrf + X cr+ Jx + X 

Por otro lado, etectuando la reducción en U n ~ o sea en el lado izquierdo de estos ex-

presiones¡ se ti ene que 

Como se conoce el contenido de lo representación lO] de 1lJ n , se tiene 

El segundo poso del proceso consiste en multipl ícar ~ 

Utilizando el resultado obtenido en el primer paso indicado mós arriba, se puede averiguar 

el contenido de J ; gróficamente: 

::) xr+IX f+ ¡Ox +d X 
. 
+ 

+ X + X p+ X 

O 
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Del proceso de construcci6n se observo que si se conoce el contenido de 

un diagrama de tU n con k cuadros y m anticuadros, se pueden conocer inmediatamente 

los representaciones que contiene otro diagrama consistente en m cuadros y k anticua-

dros; simplemente se intercambian en el resultado (o sea en los diagramas de 2t.g X Uit ) 

cuadros por anticuadros. Por ejemplo, de la última expresi6n se obtiene 

Como se verá más adelante el método en la práctica es de apl icaci6n 

muy directa, ya que 01 aplicarlo paro un cálculo especIfico en la formo que se propondrá 

después, no es necesario conocer todas las representaciones de zt9 X U4 contenidas 

en una dada de \\J n . 

Por último, hacemos notar una propiedad de la reducci6n de gran impr'" 

tancia práctica, que emerge del método: 

r
Al efectuar el producto de las RI [\ R. J con l O· .. 0(-1) 

rnl 
Jen \J", 

se obtienen varias representaciones de este grupo, como se ha indicado antes; en lo RI 

de l\J n aparecen todos las representaciones de 

en las cuales no se ha efectuado ninguno contracci6n en uno de los grupos 

al menos. Es decir, las RI de Uj x U", qut. tengan en alguno de los dos ):lrupos (o en 

ambos grupos) representaciones cuyos diagramas consten de k cuadros y rn anticuadros 

pertenecen a lo RI [1 \'t. O .. O (-1) m] de (\.)n y no a alguna de los otros representa

ciones de este grupo del tipo [\ ~- t O " " O (_I)rn- e] ! que aparecen en el proceso. 

33 -

Del proceso de construcci6n se observo gue si se conoce el contenido de 

un diagrama de aJ n con k cuadros y m anticuadros, se pueden conocer inmediatamente 

las representaciones que contiene otro diagrama consistente en m cuadros y k anticua--

dros; simplemente se intercambian en el resultado (o sea en los diagramas de 7Lg X U" ) 

cuadros por anticuadros. Por ejemplo, de la última expresi6n se obtiene 

o 
1:)¡xJ+Jx 
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resuitado que se puede verificar (Jirectamente. 

Como se verá más adelante el método en la práctica es de aplicaci6n 
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!:n las cuales no se ha efectuado ninguna contracciÓn en uno de los grupos 

al menos. Es decir, las Rl de ?ij x U~ qut.. tengan en alguno de los dos prupos (o en 
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4.- Construcci6n de Funciones de Onda de máximo peso en la Cadena de Grupos" 

00:> U.9 xU ¿, 

Se ha indicado en el inciso anterior un método para obtener las RI del 

producto directo Z¿fJ~ U4 contenidas en una RI de QJn ,cuyo diagrama de Young co~ 

siste de una columna y una anticolumna. El objeto de este inciso y el siguiente será en-

contrar las funciones de onda clasificadas por estas representaciones¡ o sea l la construc-

ci6n de tensores irreducibles para esta cadena de grupos. 

Como nuestro objetivo ulterior es clasificar las funciones por subgrupos, 

tanto del grupo tt.g como del grupo U4 que tengan algún significado f(sico l estudiar:.I 

mas la construcci6n de tensores que sean de máximo peso en ambos grupos, correspondientes 

a cada una de las representaciones de ZLj X U"" contenidas en la RI dada de (U n 

En otras palabras, no nos interesa en este punto la construcción de funciones correspondie~ 

tes a una BRI del producto directo de peso diferente al máximo, en cada factor del produc:. 

to di recto. 

Se desea constru(r los tensores irreducibles en términos de los operadores 
....,J-4'.:;1 

de creación y de aniqui laci6n Y b , introducidos en el No. I de este cab"/5 
prtulo, operadores que obedecen la estadrstica de Fermi. Se ha visto que las diferentes 

RI de 21..9)( llJ "" con las que tenemos que tratalr l se obtienen por el procedimiento de -

contracci6n de cuadros con anticuadros (en ambos grupos del producto directo). Este 

proceso de contracción se refl eja di rectamente en la construcción de las funciones de on

da correspondiendo en los tensores a contraer a1pn:>piadamente (ndices de un operador de 

creaci6n ( que se representa gráficamente por lm cuadro) con (ndices de operadores de 

aniquilación ( que se representa gráficamente con un anticuadro ). El procedimiento tie

13) • 
ne, por tanto l muchos puntos de contacto con lel método que Mukunda y Pandit siguen 

en la construcción de tensores irreducibles POI'O el grupo SU .
3 
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contrar las funciones de onda clasificadas por estas representaciones¡ o sea, la construc--

ción de tensores i rreducibl es para esta cadena de grupos. 

Como nuestro objetivo ulterior es clasificar las funciones por subgrupos, 

tanto del grupo ".9 como del grupo U", ,que tengan algún significado f(sico, estudiar:. 

mos la construcción de tensores que sean de máxima peso en ambas grupos, correspondientes 

a cada una de las representaciones de 2191. U -4 contenidas en la RI dada de tU n 

En otras palabras, no nos interesa en este punto la construcción de funciones correspondíe:: 

tes a una BRI del producto directo de peso diferente al m6ximo¡ en cada factor del produc 

to di recto, 

Se desea constru(r los tensores irreducibles en términos de los operadores 

de creación y de aniqui loción b~ 5 

~/!il 

Y b , introducidos en el No. I de este ca 

prtulo, operadores que obedecen la estad(stica de Fermi. Se ha visto que las diferentes 

RI de 21.9 X l1J '1 con las que tenemos que tratalr, se obtienen por el procedimiento de --

contracción de cuadros con anticuadros ( en ambos grupos del producto directo), Este 

proceso de contracción se refleja directamente en la construcción de las funciones de on-

da correspondiendo en los tensores a contraer a;pn::>piadamente índices de un operador de 

creación ( que se representa gráficamente por un cuadro) con (ndices de operadores de 

aniquilacj(5n ( que se representa gráficamente (;on un anticuadro ). El procedimiento tie-

13) 
ne, por tanto, muchos puntos de contacto con .el método que Mukunda y Pandit siguen 

en la construcción de tensores irreducibles pa¡'a el grupo SU
3

, 



35 

La contracci6n se puede efectuar independientemente en cada uno de los 

grupos producto directo; por razones cardcter práctico que se indicarán más adelan 

nos concentraremos en el caso en que las contracciones se eFectúan únicamente en el grupo 

U.::, f manteni endo las representaciones de Z¿J fijas. Un cambio muy senc i 110 en el pro 

cedimiento servirl~;:¡ para lograr lo contrario, es decir, cambiar las representaciones de z¡9 

por contracci6n, dejando intacta las de ULj . 

Desarrollaremos ahora el método de construcc i6n en detalle: 

Como primer paso, introducimos operadores que son los generadores de Zl.9 y U 4 ,res

pectivamente. Como se vio antes, 

( 5.1 ) 

son los generadores del grupo infinitesimal correspondiente a aJn . Entonces 

L~s6~ 
'$ 

( 5.2 ) 
S 

y 

SI s'
b~ ( 5> 3 ) 

son los generadores de ay y U4 ,respectivamente, hecho que es bien conocido 1) y que se 

pu verificar de inmediato usando las relaciones de anticonmutaci6n de los operCldores de 

creaci6n y de aniquilaci6n (ecs. ( 1.2) ). 

Desde el punto de vista del an61isis gráfico por medio de diagramas de 

Young: estas ecuClciones tienen una interpretaci6n muy senci Ila. Se que 

"u.'~J 
corresponde a un cuadro en Un y que b tiene como representaci6n gráfica un 

anticuadro. Entonces lo eco (5.1) corresponde al producto directo (dentro del mismo gru
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U4 r manteniendo las representociones de ZiJ fijas. Un cambio muy sencillo en el prc::. 

cedimiento servirl~;] para lograr lo contrario, es decir, cambiar las representaciones de z¿ 9 

por contracción, dejando intacta las de U~ . 

Desarrollaremos ahora el método de construcción en detalle: 

Como primer paso, introducimos operadores que son los generadores de Z¿j y U 4 ,res-

pectivamente. Como se vio antes, 

p'-
( 5, I ) 

son los generadores del grupo infinitesimal correspondiente a (Un . Entonces 

's 
L~sb~ 

S 

( 5.2 ) 

y 

( 5.3 ) 

son los generadores de ay y U'1 ,respectivamente, hecho que es bien conocido 1) y que se 

puede verificar de inmediato usando las relaciones de anticonmutación de los operCldores de 

creación y de aniquilación (ecs. ( 1.2)). 

Desde el punto de vista del análisis gl-ófico por medio de diagramas de 

b-.+- .u. ~ Young: estas ecuclciones tienen una interpretaci6n muy senci 110. Se sabe que /- o.J 

corresponde Q un cuadro en 1lJ" 
r"-'sJ 

y que b tiene como representación gráfica un 

anticuadro. Entonces la ec. ( 5.1 ) corresponde al producto directo ( dentro del mismo gru-
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po, indicado por lo tanto por el srmbolo ® ) siguiente: 

que al reducirse en tJ}f') tiene componentes irreducibles ( eco ( 3.4 b) ) 

J +

O 

¡ 

Esto corresponde al hecho bien conocido de que los generadores de un grupo unitario no son 

tensores irreducibles¡ sino que constituyen una mezcla de ellos, uno de los cuales es un in

varianl"e del grupo. Este último es claramente el operador de Casimir de primer orden del 

grupo. En otras palabras, 

+ fA's • s''?-' 1\. 1
b~ s b - ~ ~ ~ I~I

/ "s /(5.4) 

es un tensor irreducible, correspondiente a [J o.". O 'J en UJ 11 

Si ahora consideramos el producto directo desde el punto de vista de su 

irreducibilidad en el subgrupo li.9 X U", ,vemos que 

J , 

+ x ( 5.5 ) 

De acuerdo con el mismo razonamiento anterior, se tiene que 

? ftJ ~' 

~ ==~--¡~ ti (5.6) 

coccesponde o lo representoci6n ! X 

? 
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po, indicado por lo tanto por el srmbolo ® ) siguiente: 

que al reducirse en aJ" tiene componentes irreducibles ( eco ( 3.4 b) ) 

+ 

Esto corresponde al hecho bien conocido de que (os generadores de un grupo unitario no son 

tensores irreducibles J sino que constituyen una mezcla de ellos, uno de los cuales es un in-

varianl'e del grupo. Este último es claramente el operador de Casimir de primer orden del 

grupo. En otras palabras, 

es un tensor irreducible, correspondiente a [/0.,.0-1] en UJn 

Si ahora consideramos el producto directo desde el punto de vista de su 

irreducibil idad en el subgrupo lf.9)( U04 ,vemos que 

i 

I 

d x + x ( 5.5 ) 

De acuerdo con el mismo razonamiento anterior, se tiene que 

? pI ~' 

~ == ~ - -f ~ N (5.6) 

coreesponde o lo representaci6n ! X 

, 
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.,t:?~' Si 

yo que de las definiciones (5.2 ) Y (5.3) es claro que ~ y es conmutan: 


- O ( 5.7 ) 


..t? /' 
y el operador ~/ debe corresponder a un inva riante en U4, como se indica en el 

diagrama de Young respectivo. An610gamente e <" 5~.J.. J siN es un tensor irredu
'-' '" S 

cible del subgrupo ~ )(UJ¡ y corresponde a la RI 

siendo un escalar en el grupo Zt.9 Finalmente, el operador de número Al se transfor

ma frente a este subgrupo como la RI 

x 
, ~I I 

como es claro, ya que N conmuta tanto con di~ como con es s para todos los va

) J 

lores posibl es de /""" / / ~ .s . 

Aprovechando estos resultados, podemos construir un tensor irreducible 

correspondiente a la RI [1 -'1 K {I " - I} en el subgrupo Zty )( llJ 4 • Este tensor Je 
~;5! 

indica como lus y est6 definido por lo expresi6n siguiente, 

. (5.8) 

u. '.5 I 

Como no conmuta con los generodoress 

al opl icario a un poi inomio base de una RI de 0 o de puede cambiar lo Rl a que U4 
I ,

uS 
este polinomio correspondo. Entonces ~s claramente sirve para nuestros prop6sitos de 

cor~strucci6n las funciones de onda, como veremos a continuaci6n. 

yo que de las 
p' 

niciones (5.2 ) Y (5.3) es claro que ~M.. y es s conmutan: 

- O ( 5.7 ) 

.?/ /' 
y el operador -ZÓ/ debe corresponder a un invariante en U4, como se indica en el 

diagrama de Young respectivo. Análogamente e s' I ( S'~/ 
S -;; "s IV es un tensor irredu-

ci ole del subgrupo 2(j '" VI¡ y corresponde o la RI 

x 

siendo un escalar en el grupo t¿,j Finolmente, el operador de número tJ se transfor-

ma frente a este subgrupo como la RI 

x 

como es claro, ya que N conmuta tanto con 

, ~I I 

J:7 C- S 
(p/k-' como con S paro todos los va-

lores posibl es de 

Aprovechando estos resultados, podemos construir un tensor irreducible 

correspondiente a la RI [J - I J )( {, ' , - l} en el subgrupo 2lj)( llJ 4 . Este terso r Je 
/ ' ft.l5 

indica como '4.4.$ y esté definido por lo resi6n siguiente, 

• (5.8) 

Como 
'.s J I 

:: no conmu ta con los generadores d8 U 4' (, S s, ni con los grupo Zéj , 

al (¡pi icario q un poi inomio base de una RI de Zj- o de U4 pu e cambiar lo Rl a que 
J / 

uS 
este poi ¡nomio co rresponda. Entonces~.j claramente si rve para nuestros prop6sitos de 

ca rucci6r~ de las funciones de onda, como veremos a continuación. 
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La contracción de cuadros y anticuadros se puede efectuar por separado 

en cada uno de los grupos Z¿3J U", . Si nos restringimos a la contracción en U , es cl~ 

4
 

/-,-'5 1 

ro que a partir del tensor.?s se debe construir un invariante en ?<;¡. Esto se puede 

lograr fácilmente, si contraemos los (ndices orbitales de ~'s con los del generador de 

~' 
Z¿!l> -,$/ 

en donde 

(5.10) 

es el operador de Casimir de segundo orden del grupo -a'g . 

El operador 15 5' definido en la eco (5.9) tiene las propiedades de

seadas: 

1) Es un operador invariante con respecto a Ztg . 

e s'
2) Se transforma como S con respecto a las transformaciones de U4' 

3) Puede cambiar la RI de U41 sin alterar la RI de Z'j , al aplicarse a un 

tensor irreducible del producto directo 4:9,1( (j~ 
I 

Utilizando este operador T S S Y los coeficientes de Wigner para el g~ 

po U4, podemos formar un operador tal que al apl i carse a un tensor clasificado por una 

RI de ~ X UL; I cambie la representación del grupo LJ~ dejando intacta la RI de 21j, 

obteniéndose un nuevo tensor irreducible. 

Expresado formalmente lo anterior, se tiene: 

Partimos de un ket conocido, clasificado por 219 y U 4 : 
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po U4' podemos formar un operador tal que 01 aplicarse a un tensor clasificado por una 
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4

: 



39 


w 

( 5.11 ) 


en donde los números cuánticos w, "') j3 sirven para clasificar totalmente el estado, - 

siendo w un conjunto de eigenvalores de operadores de Casimir generalizados 14), que 

distinguen a los estados en aquellos casos en que haya representaciones repetidas de 

ztj x U"'t contenidas en la RI [-{ \. " ~ n] de l\J n . Los s(mbo los ¡f,. re

presentan las RI de subgrupos de ZLg y de U41 respectivamente, necesarios para clasifi

cOr los renglones de las RI de estos grupos. Una posible elecci6n para v<. y.)3 es 

tomarlas como las representaciones de una cadena de subgrupos natural o can6nica de '2/9 

y de U4' respectivamente. 

s'
A los estados ( 5.11 ) se apl ica el operador .,-S , que corresponde a 

en U (o bien a {2110} en SU ) y el resultado de la aplicaci6n se ac~
4 4 

pla por medio de coeficientes de Wigner en SU a una representaci6n definida en es' 
4 

grupo. Como se vio antes la representaci6n del grupo 219 no ha cambiado en el proce

so. Se obtiene, por lo tanto, 

/ {t ,}[< f,~, 
\ r 

\ 
\ 

{Zlool T 5' 
en donde P oS es una combinaci6n I ¡neol de los operadores s de tal forma I 

que se obtenga irreducibilidad con respecto Q la cadena de subgrupos de que se haU4 

el egida paro especificar los renglones de la representación; 
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w 
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en donde los números cu6nticos W, '"'->.r sirven para clasificar totalmente el estado, ~ ~ 

siendo w un conjunto eigenvalores de operadores de Casimir generalizados 14), que 

distinguen el los estados en aquellos casos en que haya representaciones repetidas de 

ztj x U'i contenidas en la RI [-{ \' .. il.,,] de lU., . Los s(mbo los t:f.. re-

presentan las RI de subgrupos de ZLg y de U41 respectivamente, necesarios para el fi-
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tomarlas como las representaciones de una cadena de subgrupos natural o can6nica de 219 

y de U 4' respectivamente. 
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A los estados (5.11) se aplica el operador Ts I que corresponde a 

en U
4 

(o bien a {2110} en SU4 ) yel resultado la aplicaci6n se ac~ 

pla por medio coeficientes de Wigner en SU
4 

o una representaci6n definida en es' 

grupa. Como se vio antes la representaci6n del grupo ag no ha cambiado en el proce-

so" Se obtiene, por lo tanto, 

en donde 
{Zlooj T s' I p es una combinaci6n I ineol de los operadores .5 I de la forma 

que se obtenga irreducibilidad con respecto a la cadena de subgrupos de U4 que se ha 

el egida paro especifica r los renglones de la representaci6n; 
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) 

(5.13) 

es el coeficiente de Wigner que acopla las representaciones {v/ V; z1~ lf~}y l lllO1 
en sU4 con la RI {v. lfz11j V'i)J en la cadena de subgrupos cuyas RI se indican simbólic~ 

mente por el ndme~ • Desde luego, podemos emplear en vez del ket de la eco (5.12), 

un ket de m6ximo peso en el grupo U 4 al cual se apl i can los operadores de descenso en la 

cadena de subgrupos apropiada. Esto dltimo tiene la ventaja de que el estado de máximo 

peso en una representación dada es siempre f6cil de construir, como veremos después. 

El empleo de estos operadores de descenso en la cadena Zt.,j x U4 ' 

presenta varios problemas: 

l .... Como se observa de la eco (5.12 L es necesario aplicar el operador al ket 

(5.11) que, como la notación misma lo indica, es el resultado de haber aplicado el polin:: 

mio, función de b+ 
y b ,al estado de vacío t 0><) • En otros términos, con este m~ 

todo no se obtienen los poi inomios en sr, sino directamente apl icados al vado; camo ver"'!" 

mos después, esto se puede evitar, por un lado; por otro lado, obscurece el tratamiento, en 

el sentido en que pueden desaparecer los operadores de aniquilaci6n¡ indicativos de la pr:.. 

senda de agujeros en el problema. 

2.- La presencia del coeficiente de Wigner ( 5.13), que eventualmente puede ser 

necesario en una cadena diferente a la cadena canónicd¡ la forma expl rcita de los coefi 

cientes de Wigner se conoce en unos cuantos casos y no en general. Sin embargo, se pue'" 

de evitar emplear los coeficientes (5.13) por el método de pesos que permite obtener el 

operador de descenso en '0 X Uí en el caso en que la funci6n de onda resultante se 

desee únicamente de máximo peso en el grupo U 4 1) . 

- 40 

) 

( 5.13 ) 
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todo no se obtienen los poi inomios en sr, sino directamente apl icados al vac(o¡ como ver~" 

mas después, esto se puede evitar, por un lado; por otro lado, obscurece el tratamiento, en 

el sentido en que pueden desaparecer los operadores de aniquilaci6n, indicativos de la pr.:. 

sencia de aguieros en el problema. 

2.- La presencia del coeficiente de Wigner (5.13), que eventualmente puede ser 

necesario en una cadena diferente a la cadena can6nícá¡ la forma explícita de los coefi-

cientes de Wigner se conoce en unos cuantos casos y no en general. Sin embargo, se pue" 

de evitar emplear los coeficientes ( 5.13) por el método de pesos que permite obtener el 

operado r de descenso en C{p X U"1 en el caso en que la funci6n de onda resultante se 

desee únicamente de máximo peso en el grupo U 4 1) . 
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Teniendo en cuenta estas dificultades, procedemos en otra forma. Indica 

remos en el siguiente inciso un método gue nos permite obtener el tensor de máximo peso de 

cualgu ro de las RI de Zl9 X Ult contenidas en una dada de nJl"\ f expresado como -

t 
funci6n polinomicd de los operadores b y b 

50. - Contracci6n Expl (cita de Indices Covariantes y Contravariantes para obten€::: 

Tensores de máximo peso en la Cadena de Grupos 

Como punto inicial de esta discusi6n, es conveniente utilizar una enume 

raci6n apropiada para los (ndices de los estados de una sola part(cula. En el caso especial 

de las capas 2s-¡d y Ip tenemos en total nueve estados orbitales y cuatro estados de spin 

e isospin, como se indic6 antes. Los estados orbitales ( caracterizados por el rndic~ ) 

son estados de una sola part(cula en el oscilador arm6nico y se pueden denotar por un con

junto de tres números cu6nticos (", no n_ 1 L gue indican el número de cuantos del oscila 

dar en cada una de las tres componentes esféricas. 

Para estados de la capa s - d 

(5.140) 

y para estados de la capa Ip 

) 
(5.14b) 

como es bien sabido. Hacemos ahora la identificaci6n de los nueve estados con el (ndice 

/ ' tomando los valores 1, •.• ,6 si el estado orbital se refiere a la capa 2s-ld y 

los valores [1, 21 Y 31 si el estado de una part(cula se refiere a la capa Ip. La identifica 
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de los capas 2s-1d y Ip tenemos en total nueve estados orbitales y cvatro estados de spin 

e isospin, como se indicó antes. Los estados orbitales ( caracterizados por el rndic~ ) 

son estados de una sola part(cula en el oscilador armónico y se pueden denotar por un con" 

junto de tres números cu6ntioos (". "o "_. ), que indican el número de cuantos del oscila 

dar en cada una de las tres componentes esféricas. 

Para estados de la capa s - d 

(5.14a) 

y para estados de la capa Ip 

(5.14b) 

como es bien sabida. Hacemos ahora la identificación de los nueve estados con el (ndice 

/ I tomando los valores 1, ,." 6 si el estado orbital se refiere a la capa Id y 

los valores I ¡ I 2' Y 3' si el estado de una part(cu la se refiere o la capa Ip. La identifica 
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ci6n con (ni l"Ion_, ) se da en la tabla I : 

n,nol"l_, 200 \\0 \01 OlO 011 002 100 010 001 

! 

I 
.JA I z .3 '1 5 b " 

2' Z» 

Análogamente, el (ndice S toma valores de I a 4, identificados con 

valores de la proyecci6n del spin r.r y de la proyecci6n del isospin r de la manera 

siguiente: 

_.. 

(f""{ ...L...L .l.-.l - ..LL -.L-l.
2 2 z 2 Z Z 2 2 

S I 2 .3 ;.. 
( 5.15) 


Por otro lado, deseamos clasificar los generadores de a9 (ec. 5.2) Y 

7)
de U4 ( ec. 5.3 ) de acuerdo con el concepto de peso . Según se indica en la referen

cia 1, se tiene que los generadores de 2(3 , 

suben el peso 

dan el peso 

( 5.16 ) 

bajan el peso, 

al actuar sobre un estado BRI del grupo di . Una expresi6n análoga se tiene para íos 
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ci6n con (ni "on-. ) se da en la tabla I : 

n. no "_. 100 \\0 \01 OlO 011 002. 100 0\0 001 

1 

jA I Z .3 ~ 5 ka 1) 2' ~) 

An61ogamente, el rndice S toma valores de la 4, identificados con 

valores de la proyección del spin rJ y de la proyección del isospin r de la manera 

siguiente: 

_ .. 

<1"1: ..L....L .l.-.l- -.l-L -.L-l. 
2 2 z z Z l ~ 2 

( 5.15 ) 

S I 2 .3 4 

Por otro lado, deseamos clasificar los generadores de ag (ec. 5.2) Y 

de U4 (ec. 5.3) de acuerdo con el concepto de peso 7). Según se indico en la referen~ 

cia 1, se tiene que los generadores de 2(3 , 

suben el peso 

( 5.16 ) 

dan el peso 

bajan el peso, 

al actual' sobre un estado BRI del grupo 27 . Una expresión análoga se tiene para íos 
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generado res de U . Como se puede ver de (5.16) es necesario ordenar los (n
4 

dices/,u y S introducidos anteriormente. Introducimos la convención de que un estado 

COI respondiente :l un (ndice/ primo es de menor peso que un estado con (ndice no pri

m0' tilizándose la enumeración natural dentro de cada una de las capas¡ es decir, se les 

da ma r peso o los estados de la capa 2s-ld que a los de la capa Ip, lo que resulta muy 

conveniente cuando se introduce la clasificación por el grupo SU , como se verá después.
3

cuanto o los (ndices S se usa la enumeración en Jrden natural. Con esta convención 

¿;1 l' 2 
resulta, por ejemplo, que 1ó ¡ es un operador de ascenso para el grupo 719 Y que ~, 

es ur' opel"odor de descenso en este mismo grupo. 

Impondremos ohora sobre un poi inomio P en operadores de creación 

y aniquilaci6n la condición de que sea de un peso definido en ambos grupos y que este 

peso sea m6ximo. Con el ob¡eto evitar el uso del estado de vac(o las condiciones que 

se imponen son las siguientes: 

)[ §v.~' pJ ::::: O) / </"-'{" 

( 5,17 )prJf~ pl
L./.> ~ .J 

y 
r e SI <:. sI::: O.> 5l 5 ) pJ 

( 5.18 ) 

;e s
L ,5 ) t=>1 .. :::: Vs P 

en U 4 i el efecto de conmutar un generador del grupo con un polinomio del tipo 
, , 

P ( b+"45) 6 U-,J) es idéntico al efecto de una rivación si se tiene cuidado de con

' b+ son cantidades algebraicos no conmutativas. Cony,se!\ "e l ol'den, ya que b 

jciones (5.17) y (5.18) estados consistentes únicamente de partrculas (o seo, 

I ínom;,> en 2'pel"odores de ceación únicamente) :oinciden, para el m6ximo peso, con 

1) 
klS u ilizados en trabajos previos 
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es s' 
U 4' Como se puede ver de ( 5.:6 ) es necesario o r 105 ín-
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ca ente cuando se introduce la clasifi caci6n por el grupo SU
3

, como se verá después. 

cuanto Cl índices 5 se uso la enumeración er orden natural. Con esto convención 

ú " resulta! por ejemplo, que 1ó I es un operador de ascenso para el grupo '219 

es urc operador ce descenso en este mismo grupo. 

Impondremos Clhora sobre un polinomio P en operadores de creaci6n 

y de oníquilaci6n lo condici6n que sea de un peso definido en ambos grupos y que este 
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se Imponen son los siguientes: 

[~-~' pl 
/ J 

o) 

( 5 17 ) 

y r - 1 , e .::. L 5 ) 

1 

PJ s-<.s' 
( 5.18) 

¡-:;> 1 = Vs p 
" 

el de conrnutor un generador del grupo con un polinomio I tipo 

P ' b+ ' l J..oL 5, b ) es idéntico al efecto oe uno -lerivClción si se tiene cuidado con-

que b son cantidades a!gebmicas no conmutativas. Con 

k,s ca icíones (5.17) Y (5.18 consistentes únicamente de part(cuias (o sea} 

:)01 íllom;0~' c'n ;:'pel-adores de c.eaci6n únicamente) :olnciden} para el máximo peso, con 

jos ucil izados en trabajos previos 
! ) 
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Resulta útil para expresar tensores irreducibles de grupos unitarios con 

operadores de Fermi¡ introducir el concepto de determinante de Fermi¡ de acuerdo con las 

(5.19a) 

~j 5j 
( 5.19 b ) 

en donde P indica una permutaci6n con respecto a los (ndices S . Si se toma en cuen 
s 

ta el hecho de que los operadores b + y b anticonmutan entre s( se puede demostrar 

que 6 y V se comportan como determinantes con respecto a los (ndices S (es 

decir¡ al intercambiar dos de estos (ndices cambia de signo la expresi6n ) y como permane~ 

te con respecto a I~s (ndice~ (o sea¡ no se altera la expresi6n al intercambiar dos cua 

lesquiera de las.fti. ) * 

Se introducen además los determinantes de Fermi siguientes¡ 

5, ... Sj 
( 5.20 a ) 

~l··~j 

( 5.20 b ) 

\.1 ft. I ..../"""'j
* No se deben confundir los determinantes de Fermi V s s . con los introducidos 

I . . . .J 

en la referencia 1, los cuales coinciden con \1 S,.·· 5j definidos en la ecuaci6n
V ~I" 'rj 

( 5.20 a ). El punto en 'V tiene por objeto distinguirlos; se observa que "'V es 

formalmente idéntico a A ,salvo que está definido en términos de operadores de 

aniauilaci6n. 
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I es de.¿¿. y .s se intercambian con respecto Cl las expr'esiones onálo 
/ 

gas definidas antes, ya que ~ simboliza una permutaci6n con respecto a los (ndice~, 

En el caso contracción en el grupo U 4 conviene uti Iizar estas dos 

últimas expresiones, mientras que las definiciones (5.19 a ) y (5.19 b) son útiles en el ca 

50 en que se efectúe la contracci6n de un cuadro con un anticuadro en el grupo de dege

neraci6n orbital. Como es al primer tipo de contracciones al cual nos referiremos o conti 

'\J S",. sJ 
nuaci6n, los polinomios que se obtendrán estarán expresados en términos de Vr"':/""1 y 

F" ,,?-J
D 51' Sj 

Si tenemos un diagrama de Young ordinario para la RI de 2t.. 9 X U4 ' 

entonces el poi inomio de máximo peso, que satisface las condiciones ( 5.17 ) y ( 5.18 ), se 

S"., Si 
construye en términos de \]?¡ )-' j como se indica en la referencia 1. Como ejem

plo sup6ngase que se desea construir el tensor irreducible de máximo peso correspondiente 

a : 

p=Px 
Inmediatamente se observa que 

\\ O'l.ZP :::: V \2. V 12. 

satisface las condiciones de máximo peso y que corresponde al peso apropiado en ambos 

~' S' 
grupos, si se recuerdan el efecto de -rtr y e s sobre P y las propiedades de los 

deterr'1l/lantes de Fermi • 

Ahora sup6ngase que se tienen en ambos grupos diagramas de Young con 

representaciones de (ndices puramente negativos. El polinomio de mdximo peso se constru 

en forma análoga al anterior, utilizando ahora los determinantes definidos en ( 5.20 b ), 

como es claro si se hace notar el efecto de sobre 6rff:; /s 
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en se intercambian con respecto Cl las resiones anólo 

gas finidos antes, ya que P #- simbolizo uno permutaci6n con respecto a los (naices ).L. 
./ ./ 

En el coso de contracción en el grupo U
4 

conviene utilizar estas 

últimas exp nes, mientras que los definiciones (5.19 a ) y ( 5./9 b ) son útiles en el ca 

50 en gue se efectúe la contracci6n de un cuadro COn un anticuadro en el grupo de dege-

neraci6n orbital. Como es al primer tipo de contracciones al cual nos referiremos ,o conti 

'\7 s." Sj 
nuación, los polinomios que se obtendrán estarán expresados en términos de V.rl' ,¿M-J y 

S i tenemos un diagrama de Young ordinario para la RI 

entonces el poi inomio máximo peso, que satisface las condiciones ( 5.17 ) y (5.18 L se 

'\1 S,', .. 5 J' 

construye en ténninos de V /-,-i )-'-j como se indi ca en lo referencia 1. Como ejem-

plo sup6ngase que se desea construir el tensor irreducible de máximo peso correspondiente 

a 

x 
Inmediatamente se observa que 

P \1 \7'Z.z 
-= Vl2. V,l 

satisface las condiciones de máximo peso y que corresponde al peso apropiado en ambos 

./~' S' 
grupos, si se recuerdan el efecto de 10 7 y C.s sobre P y las propiedades los 

detelMlllontes de Fermí. 

Ahora sup6ngase que se tienen en am grupos diagramas de Young con 

representaciones de (ndices puramente negativos. El polinomio de máximo peso se constr~ 

ye en fanma análoga al anterior, utiliz.ando ahora los determinantes definidos en ( 5.20 b L 

como es cloro si se hoce notar el efecto 
?S 

sobre b 
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( 5.21 a ) 

(5.2Ib) 

Asf, por ejemplo, a las representaciones 

cffix 
-

les corresponde el polinomio dE; m6ximo peso 

expresado en términos de operadores de aniquilaci6n. 

Se observa que los (ndices orbitales en este último caso toman el me

nor valor posible compatible con la estructura de los determinantes, mientras que en el c.,? 

so de representaciones de part(culas ( rndices puramente positivos) estos (ndices toman 

los mayores posibl,es, de acuerdo con la convenci6n introducida antes. 

Con estos polinomios podemos construir ahora el polinomio de máximo 

peso de una representaci6n de 7ij X U4 ,obtenida por superposici6n di recta de un dia .. 

grama de Young ordinario con otro consistente únicamente de (ndices negativos¡ o sea, 

la representaci6n de 2¿9 X U" sobre la cual no se ha efectuado ninguna contracci6n. El 

poi inomio C(:>rrespondiente es simp lemente el pro".;cto directo de los poi inomios de máxi ... 

mo peso de cada una de las representaciones, del tipo de P y P' de los ejemplos antes con

siderados. 

Se procede ahora a la construcci6n del polinomio de máximo peso de 
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( 5.21 a ) 

(5.2Ib) 

Asr, por ejemplo, a las representaciones 

cffix 
-

les corresponde el poi inomio dE~ m6ximo peso 

expresado en términos de operadores de aniquilaci6n. 

Se observa que los (ndices orbitales en este último caso toman el me-

nor valor posible compatible con la estructura de los determinantes, mientras que en el c_~ 

so de representaciones de part(culas ( rndices puramente positivos) estos (ndices toman 

los mayores posibl.es, de acuerdo con la convenci6n introducida antes. 

Con estos polinomios podemos construir ahora el polinomio de m6ximo 

peso de una representaci6n de 71j X U4 ,obtenida por superposici6n directa de un dia-

grama de Young ordinario con otro consistente únicamente de (ndices negativos¡ o sea, 

la representa ci6n de 2¿g X U" s<?bre la cual no se ha efectuado ninguna contracci6n. El 

polinomio correspondiente es simp lemente el pro".Jcto directo de los polinomios de m6xi-

mo peso de cada una de las representaciones, del tipo de P y pi de los ejemplos antes con-

siderados. 

Se procede ahora a la construcci6n del polinomio de m6ximo peso de -
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un aiagrama contra(do. Veamos por medio un ejemplo como se proceder(a en general. 

Supóngase que se tienen las RI ['~O .. o-eJde !Un yI2.I. .. -1-2.] X{31-1-2.1 

de 219 X U"' que gráficamente se representan en la forma 

( se hace notar, de paso, que las partes positivas y negativas de los dos diagramas son con~ 

jugadas) . 

El poi inomio de máximo peso correspondiente a este diagrama de Young 

es 

( 5.22 ) 

que, de acuerdo con lo indicado antes, es el producto di recto de 

\7" 
;¿ 

polinomio de máximo peso correspondiente a las partes positivas de los diagramas/con 

-1 

p= 

polinomio de máximo peso correspondiente a las partes negativas, expresado en términos de 

operadores de ar.iqui loción. 

Ahora deseamos efectuar una contracción en U4; es decir, se quiere 

obtener el tensor irreducible de máximo peso correspondiente a la representaci6n 

21,,,.-I-"J X{.300-Z} en ¿¿g )( U"", que gráficamente se indica como 
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contra ¡,do • Veamos por medio un ejemplo como se procederra en general. 
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( se hoce notar, de paso, que las partes positivas y negativas de los dos diagramas son con-

jugadas) . 

El poi inomio de máximo peso correspondiente a este diagrama de Young 
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p 
1 I f 

'\7\11 \721\3 J\3 l 
V 123 V I UJ Ll"l.lt ( 5.22 ) 

que, de acuerdo con lo indicado antes, es el producto airecto de 

polinomio de máximo peso correspondiente a las partes positivas de los diagramas,con 

-1 

p= 

poi inomio de máximo peso correspondiente a las partes negativas, expresado en términos de 

operadores de ar.iquilación. 

Ahora deseamos efectuar una conTracción en U 4; es decir, se quiere 

obtener el tensor irreducible de máximo peso correspondiente a lo representaci6n 

211 ... -1-2J xt.300-Z1 en Zl.9 X U", 'l que gráficamente se indica como 
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Como no se quiere alterar la RI de Z<9 los rndices orbitales no se alteran, garantizan

do asr que el polinomio obtenido siga siendo de m6ximo peso en este grupo. Por otro lado, 

para obtener el peso adecuado en el grupo U , se hace notar que el rndice 5 no puede
4 

tomar los valores 2 y 3; esto se puede lograr de la siguiente manera, 

"' 
'\1,23 

si recordamos la expresi6n ( 5.21 b ). Para obtener el m6ximo peso en U 4 sumamos sobre 

todos los valores posibles que puede tomar S ; en otras palabras, se efectúa una contrac 

ci6n sobre el rndice S ,logrando as( que 

permanezca invariante frente a transformaciones en U ya que conmuta con los generadl 
4 

S' 
res es de este grupo. El poi inomio 

\"" "1 p= L\llz!J 
S 

es de m6ximo peso en U si lo era el polinomio original, por consiguiente.
4 

Se ha simulado el efecto del operador de descenso definido en el InCISO 

anterior (ec. 5.12), sin necesidad de utilizarlo expl(citamente. 

De paso, se observa que el resulttJdo es el mismo independientemente de 

la longitud de cada fila del diagrama siempre que lo estructura de éste sea la misma que la 

del considerado en el ejemplo. (Hay que hacer notar, sin embargo, que en el caso de los 
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s lo longitud ce cada fila está limitada. POI ejemplo, ~iatá de le: 

lis :la5 negativas pueden tener a lo más una longitud de Tt-eS t'OS, co tTespon

'¡'es diferentes valores cel I ce /~.. en esta capa). 

Si se hubiera considerado el caso, 

~)Ol e¡emplo, el diagrama de superposici6n directa no es un diagrama de Young permitido 

,:1 grupo U ya que en la "elcera filo se superponen un cuadro y un anticuadro. SiI 

4 

Clpl ¡can las reglas construcci6n empleadas poro obtener el polinomio (5.22 j, se 

tlellí:? la expt'esi6n, 

e igual a 

qu pOlo .s *.3 los términos de esto última expresión valen e 10; como ejemplo, el 

:é ¡no con S:::::. 2,esdel tipo 

, 1 I 

1 2. 3 - O 

I<ece dos veces Por consiguiente, lo cor,1 cci6r: se crúo UUTorncJli 

ero, re TIpO diagramas; en este caso se obtiene el col i 10 eje ",-¡áximo pe~o 

?t:fX U.., COI espo ¡ente o la RI t.3 10 - ¿ } J 
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lo longitud de cada fila está limitada. 

'105 :lCgo~ivas pueden tener a la más una ce Tres cuad"os, ::oITespon-

'res Iferentes valore" Ice /'-'- en estCl capa). 

Si se hubiera e el coso, 

¡errplO, el diagrama de superposición directa no es un diagrama Young permitido 

I 91upo U , ya que en lo 'elu~r:l fila se superponen un 
4. 

1: 
, I los (eglas ce construcci6n en:pleadas Dora 

e igualo 

royunanticuad,o. Si 

po lino m ¡o ( 5, 2 2 ), se o b-

qU¡~ pOlO .5 *3 los términos de esta última expresión valen c :0; como ejemplo! el 

con S:::. 2, es del tiDO 

C10,lrece Gas vece~ . POI COrJSlgUI 

, , 
1'\ j ;¿ 

l.'l-¡., o 

.:::<;te Tipa de ciiagrarnas¡ en este caso se obtiene el coliriO ,e ele ··,áxi:T'.o :Jeso u' 

.x. U., co ¡ente a 1:::: RI t 3 10 - L } en ',J 
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Volviendo al caso ( 5.22 ) antes considerado, vemos que la contracción 

efectuada no es la única posible¡ según las reglas de Littlewood enunciadas en el inciso 3 

de este capnulo: el diagrama con (ndices ['2I1 ... -1-2J X l¿I::)- 2 ~ en !t;j1. U'i 

es también posible. Veamos ahora la construcción de la función de onda de máximo peso 

para esta RI. Para obtener el polinomio de peso correcto el (ndice :;, debe tomar el va-

lar 5 = I únicamente dos veces y no debe tomar el valor S =!;¡ , otras palabras se de

sea una expresi6n del tipo 

en el cual no se han alterado los (ndices orbitales por la misma raz6n antes y se ha con 

tra(do con respecto al (ndice 5 ,de acuerdo con el resultado del ejemplo anterior. Pel"o 

este poi inomio no conmuta con todos los generadores de ascenso de U 4 (con c.~ w por 

ejemplo) y no se obtiene¡ por tanto, una funci6n de m6ximo peso. Sin embargo el polino 

mio 

7 
'12 

\ Z .3 
s 

también tiene el peso adecuado en U y tampoco es de m6ximo peso en este g¡"Upo. Es 
4 

de esperarse entonces, que una combinación lineal de ambas expresiones, que claramente 

son linealmente independientes, sea de m6ximo peso. Se propone por consiguiente, el pe 

linomio 

en donde los coeficientes se determinan exigiendo la condición que este 

polinomio sea de m6ximo peso¡ lo que se reduce en este caso a pedir que conmute con el 

2. 

generador de ascenso C1 • 
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también tiene el peso adecuado en U y tampoco es de máximo peso en este . Es 
4 
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son linealmente independientes, sea de máximo peso. Se propone por consiguiente, el pe 

linomio 

e-rl donde los coeficientes ;"z se determinan exigiendo la condici6n de que este 

polinomio "eo de m6ximo peso, lo que se reduce en este caso a pedir que conmute con el 

1, 

C1 • generado!' de ascenso 
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Este método para determinar el polinomio máximo peso es anólogo al 

método uti I izado en 1 y es sumamente poderoso. 

Veamos que condi ciones deben satisfacer oZ ~ para que el poli

nomio satisfaga la condición 

Como se indicó en la discusión que sigue a la ecuaci6n (5.18), el generador e L 
I 

conmutar con P actúa como un operador diferencial¡ por lo tanto se tiene: 

u$ I 

En el apéndice e se demuestra que \/,n \). no son li~ 

neolmente independientes, s.no que la relaci6n 

es válida, de Clcuerdo con las propiedades de los determinantes de Fermi. Tomando en cuen 

ta esta relaci6n, vemos que el- están relacionadas en la forma siguiente: 

c<-y::: O) 

con lo que se asegura que P sea de máximo peso. Esta relaci6n determin~ en térmi

nos .,.( a la cual se le puede dar un valor arbitrario que se fi jo por la normal izaci6n 

I polinomio 

p::; I 
r 

VI~\?;S v. Z 6~~ 6~:' --} Vl:~2 ~s d'J~ 
( 5.23 ) 

5 L 

Además de las contracciones consideradas hasta ahora otras dos primems 

cciones son posibles poro estas representaciones; se tienen en total 4 diferente5 con

01 

I 
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111 ",5 
Y '\l. 1.3 VI 

al 

no son ¡ i ~ 

es vólida, de Clcuerdo con las propiedades de los inantes de Fermi. Tomando en cuen 

ta esta relación, vemos que o'- están acionadas en la forma siguiente: 
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r 

P 
,1 1\5 

::::: L' V l20 
5 L 

Además 

( 5.23 ) 

las contracciones consideradas hasta ahora otras pn;ner::;¡s 

cerones son posibles pora estas representaciones; se tienen en total 4 di rente~ con-
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tracciones que llevan a diagramas de Young distintos entre s( i las dos no considerados an

tes son 

x y x 

Los polinomios de m6ximo peso correspondientes, que se obtienen empleando la misma téc

( 5.24 ) 

y 

R:¿
s 

( 5.25 ) 

respectivamente. 

Anal izaremos ahora el problema de efectuar una segunda contracci6n y 

obtener el poi inomio de m6ximo peso correspondiente. Como se puede ver de los 4 die

gramas resultantes de la primera contracci6n, solo dos de ellos resultan diferentes cuando 

se contrae por segunda vez. Esto se debe reflejar, según se vi6 en el inciso 3, en el he

cho de que s610 dos de los poi inomios de m6ximo peso resultantes de la segunda contracci6n 

deben ser linealmente independientes. En efecto, de la segunda contracci6n en los polin~ 

mios de las ecuaciones (5.22) a (5.25) se obtienen otros polinomios expresables como 

combinaciones lineales de las expresiones siguientes: 
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¡ 15 

V 12!> 

5 S' 

que son di rentes entre sí, aunque no ortogonales. En base a ellos se pueden obtener dos 

polinomios que sí lo sean, utilizando el proceso de Schmidt, por ejemplo. 

La Técnica general de construcci6n debe esta¡- clara, ahora. Se plantea, 

sin embargo, el problema de la demostraci6n en general. En este punto se deben tener cla 

ros los objetivos del trabajo, es decir, las aplicaciones físicas del método" En cualquier 

caso interés físico se consideran cuando más tres aguieros en la capa Ip y el caso más 

general para el grupo U , correspondiente a todas las contracciones posibles de un dia~ 
4 

grama ( virtual) del tipo siguiente, 

no es de interés en las aplicaciones y por lo tanto no lo consideraremos aquí, Por otro la 

do en la Tabla 2 se dan los polinomios de máximo peso en z¿g )( U4 que son de intE

rés f(sico y para la construcción de los cuales se ha empleado una técnica similar el la ut~ 

Ji en el ejemplo, que como se ha visto, implica únicamente el efectuar contracciones 

'/ ei conocimiento de las relaciones entre los determinantes de Fermi. (Apéndice e ). 

Hasta ahora sólo se ha indicado la contracci6n en el grupo U 4 habiér:. 

justificado este hecho indicando que las cor :acciones en el grupo {¿j no eran ne-

esa:IOS, Veamos con un poco más de detalle este punto. Al efectuar una contracción en 

¿¿j se igualan (ndices orbitales de un operador de creaci6n con los de un operador de 

at:iquilací6n y luego se sumo sobre todos los valores que puede tornar este (ndice/ 

~~ 
¿,L 

5 S' 

115 

V IZ!) 
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T A B LA 2 

Algunos Poi inomios de M6ximo Peso en 

P ma;< 
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L 	 VI. .. n VI. .. m V\ ... t' VI ... I: 
S 

1+. t 	 \7 t, .. . .LtS)\73... 3;" 3
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l ... ni ... rn VI ... f' V, ... l: s 

n 

roJ
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r 2 ... 1'1 3 ... J \7 ~ ... "iS 1\3
1 

) 
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I 
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TABLA 2 
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+ r 
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Esto impl ica tener dentro de un mismo poi inomio operadores de creaci6n y de aniquilaci6n 

perteneciemes a la misma capa del oscilador¡ por tanto la operaci6n de contracci6n en 

Ug altera el número de partículas en cada capa, violando la hip6tesis simplificatoria 

indicaaa antes. 

Por otro lado esto resulta muy conveniente, ya que entonces el clasifi-

Ical las funciones de onda por los subgrupos de "z<'g Z¿, -+ ¿¿3 ,que esencialmente 

es reflejo de la hipótesis simplificatoria indicada antes, se logra autom6ticamente. Sabe 

mas c¡ue al contraer el polinomio en U los índices orbitales no se alteran; por otra 10
4 

do, el polinomio original (antes de operar con el proceso de contracción en U ) es una
4 

funci6n máximo peso en Z¿, y está constituido por el producto directo de un polino 

r:")io de máximo peso en z¿ '" con otro ae máximo peso también, pero en el 9rupo2t'3 

por consiguiente, todas las funciones de onda que se obtengan por contracciones en U 4 

corresponden a una R! de Z¿" cuyos (ndices están dados por la parte positiva del dia

9mma y a una RI de U,3 cuyos índices están dados por la parte negativa de este mismo 

diagrama. 

As(, por ejemplo, en el coso considerado antes, los poi inomios corresp)::: 

den o [z 11] 	 en Zi~ ya [0-1-2] en 2tz, 

Cualquier otra l<epresentaci6n de a~ +- t¿3 contenida en la RI dada 

IZtg que en el caso más general indudablemente existe, corresponde a un estado con 

ji ferente númerc partículas en cada capa y no es de interés en nuestro problema. 

En esta forma se ha construido en "arma anal rtica el poi inomio 

móx!rnopeSOen Ziy ,~(.;+Z¿3 Y U , Sinembargo,Iaclasificaci6ndela
4 

i 
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En esto formo se ha construido en ¡orma analítica el polinomio 

y u . Sin embargo, la clasificaci6n de la 
4 
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función de onda no est6 completa, siendo nuestro objetivo final introducir en ella a los sub-

Z¿ SU (ó) (r) 
grupos SU y R3 de j ya los subgrupos 2 y SU de U .3 2 4 

6.... Obtención de Estados Frsicos. 

En el procedimiento analrtico de construcción de los polinomios indicado 

hasta ahora, se han obtenido estructuras polinomiales en operadores de creación y de aniqu~ 

lación, sin referirnos a las propiedades del vado ( 1.1 ) sobre el cual actúan los polinomios; 

no hemos especificado, por tanto, las propiedades tensoriales del vacío, siempre presente en 

las formulaciones de problemas de muchos cuerpos que emplean las técnicas de la 20. cuan 

tización. 

Consideraremos ahora la obtención de "estados físicos"¡ es decir de esta'" 

dos representados en 20. cuantización, cuyas funciones de onda están dadas por las operaci~ 

nes polinomiales previamente construidas actuando sobre el estado de vacro 

Cuando se considera el prablema de partículas en interacción dentro dí;;; 

una sola capa del oscilador 1), el vaclo, (indicado en la referencia 1 y arto 1,11 como \0), 

por referirse a un estado de total ausencia de partículas en la capa ), satisfada la condi-

ción 

( 6.1 ) 

en donde/ se refiere a las coordenadas orbitales ('dentro de la misma capa) y a5 

las coordenadas de spin e isospin. En otros términos¡ de acuerdo con la definición de los ge 

neradores de los grupos unitarios correspondientes, el vacío lo';> corresponde a una RI 
/' 

[oJ ' en todos ellos: el vac(o es un escalar con respecto a cualquier transformación 

unitaria, sin importar, el espacio en donde :se lleve a cabo la tran:5formación. por consi-
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1 se construye un poi inomio P (brs) (función únicamente de los operado

res de creación, en este caso) que tenga propiedades tensoriales irreducibles con respecto 

e un grupo dado, las representaciones no se alteran al aplicar este polinomio al estado de 

voe;(o. 

El problema tiene otras caractertsticas cuando entran en juego dos ca~ 

pos y se desea tener funciones de onda correspondientes a configuraciones de part(cula-

Clgujero. AquI el vac(o está definido por la ecuación ( 1.1) en forma natural y de acuer

do con esta definición y el Principio de Pauli, se satisfacen las condiciones 

br5 Iox)= O 
( a ) 

( 6.2 ) 
) ) ) 

I ) Z, 3) S =. 1.) ••. .) -4, 
( b ) 

que se poddan considerar como una definición alternativa de Io'J<). (Se hace notar que 

esta misma definici6n Ix) para el vac(o, serIa la natural y conveniente cuando se con

~,idera una sola capa, conteniendo un número de part(culas cercano a su capacidad, de 

· " d P j' 15hClcuerdo con e I PflnClplO e au I l. 

De la ecuación ( 6.2 a ) se ve que \ ox> es un invariante con respe..s: 

;'0 al grupo U , subgrupo de U ' que corresponde a transformaciones unitarias en el es
6 9 

pacio degeneración de la capa s-d y cuyos generadores son, ( ver ecuac ión 5.2 ) 

..,/-'-' 

~ 
Por otro lado, 

I 

J~./' /0><) == O /V.... = ': 2~ 3; j /' f r} (6.3) 

~ Io.>{> = -4 J OX> ",tÁ == I} 2; 3)J . 

I inomio P (b rs) (funci6n dnicamente de los operado-

(es de creación, en este caso) que tenga propiedades tensoriales irreducibles con respecto 

e un gruoo dado, los representaciones no se alteran al apl icor este poi inomio al estado de 

El problema tiene otras caractertsticas cuando entran en juego dos ca-

pas y se desea tener funciones onda correspondientes o configuraciones de part(cula-

Clgujero. Aqu (el vac(o está definido por lo ecuaci6n ( ¡ .1 ) en forma natural y de acuer-

do con esta definicí6n y el Principio Paul i, se satisfacen las condiciones 

br s lox)= O 5 
( o ) 

( 6.2 ) 

( b ) 

(lue se podr(an considerar como una definici6n alternativa de lo'l(). (Se hace notar que 

esta misma definicí6n Ix) para el vac(o, ser(a la natural y conveniente cuando se con-

~,idera una sola capa, conteniendo un número de partrculas cercano o su capacidad, de - -

ocuerdo con el Principio de Pauli i5)), 

De la ecuaci6n ( ó. 2 a ) se ve que \ 01<) es un invariante con respe..:: 

;'0 oí grupo U
ó

' subgrupo de U
9

' que corresponde a transformaciones unitarias en el es

pacio de degeneroc:i6n de la capa s-d y cuyos generadores son, ( ver ecuaci6n 5.2) 

..,#1 

~ 
Po r o t ID I a do I 

, 

~~ 10><);:: O /V~J= .: l~ 3; j/,I-r} (6.3) 
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En otras. palabras, con respecto a transformaciones del grupo U , relati
3

voalacapa If.) ~OX> es de m6ximo ym(nimo peso a la vez con RI, port~nto, [~3J 

en este grupo U3. 

De la definición de \0)(> se observa que es de mínimo peso en U
9 

y 

que con respecto al grupo U 4 es de máximo y mínimo peso a la vez. Corresponde, por 

tanto, a un tensor irreducible del producto directo Z(9 X U4 ,con (ndices [ -'f?lJ X t3.l.1 J . 
Teniendo en cuenta los propiedades del vacío del problema, veamos aho

ra que carocter de irreducibilidad tienen los estados frsicos, formados por polinomios en op:.. 

radores de aniquilación y de creación, clasificadas por R.I. de Z¿.,j X U-4 ,aplicadas 

al vac(o. 

Como el estado \ox) no es un invariante con respecto a 2¿g ó a 

en principio no debería tener carácter irreducible con respecto a estos 

grupos, sino ser una mezcla de diferentes representaciones, de acuerdo con la serie de 

Clebsch Gordan. Sin embargo, tanto P como \ox> son polinomios de m6ximo peso PO 

en el grupo U por construcci6n, resultando entonces el producto directo de los dos poi ¡no 
4 

m íos de m6ximo peso en este grupo. 

Formalmente: s'es Plo1>:: 
I 

s<s 

de acuerdo con las ecuaciones ( 6.2) Y ( 5.18 ) 

En otras palabras, p\ox) sioue correspondiendo a una RI del grupo 
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J 

U4 

de máximo peso. (Pasa algo an610go al acoplar +1.1-1 y "'aloa.. ,BRls del grupo 

41 
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3 
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9 

y 
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!~3r cuando se acoplan para tener un momento angular total J = áI + 11.. con proye~ 

ci6n NJ =J =: i1+ i l ,en cuyo caso el coeficiente de Wigner correspondiente vale la 

un idad: 'flJl d1~111z está automáticamente acop lada a j y M tota Ies ) . 

Con respecto al acoplamiento en el grupo U , el razonamiento anterior
9

ya no es válido¡ puesto que 1°9 no es de máximo sino de m(nimo peso en U . Como 
9 

consecuencia P\OX> ,resulta el producto de un tensor de máximo peso con uno de m(~ 

nlrno peso en U , Sin embargo Plo? es una expresión polinomial en términos deop:.
9 

radares de creación de Fermi, clasificada por una RI de U4; automáticamente es irredu~ 

cible entonces en el grupo complementario U
9 

(con respecto a \Un ,en donde Plox) 

corresponde a una RI de una columna) con una RI en este grupo conjugada a la asocia

da con P109 en U4' 

Con respecto al subgrupo de U , U6';' U se obtiene un resul tado 
9 3 

análogo, El estado de vado lox) es un escalar con respecto a U 6 Y por tanto P\ox) 

-+
tiene el mismo carácter tensorial en este grupo que la expresión poi inomial P(b¡b). 

Se ha demostrado, al final del inciso anterior, que P corresponde como tensor de Young 

a la RI r~ 'i] de U , en donde [{\] es el diagrama de Young de (ndices puramente
6

positivos en la representación de U • Por consiguiente Plox) corresponde a la misma 
9 

RI de U" Si consideramos ahora, el otro grupo de la suma directa, o sea el gru[-{'J 
b 

po2Lj ,vemos que lox) ,de acuerdo con las ecuaciones ( 6.3 a y b ) es también el 

m,:1ximo peso de lel RI [43J de Z15 • Aplicando un razonamiento análogo al utilizado 

en la página anterior para U4 se tiene que P~J)() es también de máximo peso en Z¿3I 

y que corresponde a la RI con (ndices [L¡- {J;] en donde L-{'¡ ] es la parte negati~ 

vo de la RI de 219 considerada. 

En resumen, si P está clasi ficada por [ *J en ZLJ tv ,· i en1 
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se transforma como tVi + ~1 
con respecto a U4 ,la representación conjugada en 1ij , [ { ".'] en ZL, y final

mente, ['t- -1,. ¡JI] en lt..3 • 

Como parte final de la construcción anal rtica de las funciones de ondas 

deseamos introducir en la clasificación, por las razones expuestas en el inciso 1, los subgr~ 

pos de "'j ,SU.J grupo de simetr(as del oscilador armónico y 1<1 I grupo de rotacio

nes en tres dimensiones, asociado con el momento angu lar orbital, por un lado; por otra 

parte, deseamos también clasificar los estados por los subgrupos SU z (tf) y SU l (-r) 

de V" que nos introducen en la clasificación el spin total S y el isospin total T. SeI 

indicard el procedimiento para conseguir esto en los incisos siguientes. 

7. - Clasificación de las Funciones de Onda por la Cadena de Subgrupos de 

Como primer paso para lograr clasificar los estados por RI de SU ::; :<3' 
3 

es necesario anal izar estos subgrupos y sus relaciones con el grupo U grupo de degenera
9 

ción orbital de las dos capas del oscilador armónico. 

En primer lugar, demostraremos expl (citamente que los generadores de 

SU se pueden expresar como combinaciones lineales de los generadores de U9 , probando
3 

con este resultado, el hecho de que SU es verdaderamente un subgrupo de U9 0

3 

Para esto, basta recordar la expresión para los operadores de una sola 

partrcula en términos de ~' ( generadores de U ) cuando estos operadores son inde
9 

pendientes de las coordenadas de spin e isospin, que se encuentra en la referencia 1 : 

( 7.1 ) 
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en donde/:~,/.u..J son números cuánticos que definen los estados orbitales de una sola part(

cula, en el caso que tratamos, dentro de un potencial comÚn de oscilador armónico. 

Considérese los operadores de creación y aniquilación ordinarios del osci 

lador ( la. cuantización ) : 

- , o..~:::._I ~ . ~)--- ( X - 1.. P • ( 7.2 )y-:¡: "l 

DI9 acuerdo con las reglas de conmutación 

[Xi, Fj ] =L ~ La ( 7.3 ) 

. 0.+se tiene que ~ satisfacen las relaciones de conmutación: 

~[<1,0..~'] =0 

( 7.4 ) 

+ ~I •
[ o.~, a.. = 

~) 
(Aqura.+ ~ y CL son operadores de creación y aniquilación, respectivamente, de cu(~ 

teos dentro del oscilador armónico y son operadores de una sola partrcula, sin relación algu

+ ,)Jo' 
no o los operadores b/",,- y b antes introducidos). 

Si ahora se define, ( referencia 1 ) 

e 14' 
~ = 

( 7.5 ) 

y se emplean las relaciones ( 7.4 ), se demuestra que los operadores de una sola part(cula 

( 7.5 ) forman los generadores del grupo U de simetrfa del oscilador armónico.3 

~' Pero ahora se puede aplicar la expresión (7.1) con ' operadorC3 

de una sola part(cula, en vez de W 
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( 7.2 ) 

( 7.3 ) 

( 7.4 ) 
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(7 6) 


en donde la suma sobre/ y/} va sobre todos los estados posibles del oscilador, es de

cir, se forma un sistema completo. Utilizando este hecho se ve que los operadores (7.6) 

forman un grupo de líe, subgrupo de U9 e isomorfo al generado por C!/f/ 
) 

. Es decir, 

el subgrupo U buscado. 
3 

Si restringimos los estados?)/} a estados de las capas s-d y p, 

usando para /A-' las relaciones indicadas en la tabla 1, es decir,/:: (n, no fl-I) 

P-'= (nl),n~,-n~I)) se observa que como C~~ 
t 

no altera el número total de 

cuantos en un estado del oscilador, se tiene la restricción siguiente sobre la suma en la ec. 

( 7.6) : 

n + n + n-n' + n ) + n ) ( 7.7 )I o _1 I o -1 

Si adem6s se emplea el resultado bien conocido de los elementos de matriz de a.+~ y 
) 

o.. Si con respecto a estos estados 

/. ,\ ~1'\~+~~t\I'\~~~~O\n~I~~~,-t 

\", no~, a.+~ .: n~n:JI--y'n~ + IÓn, Ón. On-' 
 ( 7.8 ) 

, 
se tienen las combinaciones lineales apropiadas que nos expresan O!¡ ~ en función de 

-4' ~' 
~ , generadores de U • Estas se dan en la tabla 3. 

9 

De la ecuación ( 7.7 ) se concluye un resultado muy importante, que se 
) 

puede verificar f6cilmente en la tabla 3: los generadores ~ ~ de quedan expr.:. U3 

sodas como generadores de U 6 -+ U , puesto que no interviene nunca en la expresión de 
3


C'~~) un operado r que conecte estos dos grupos. Esto adem6s debe ser 05(, ya que 
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U 6 Y U
3 

( reL I ). 

se refieren a grupos de simetrra orbital en una capa completa del oscilador. 

T AB LA 3 

) 

~ 2 ~ it 5 2(0<.2 -Vi. +-vz z + ~3 + ~I'I, 

~3 6jS (1" 3'C.3 -Vi. I + 2 +Vi. .3 + ~III 

~J ~ ~ ti 5 e t. ~,3' 
z +l/2 -4 +-Yz s + 2'Z 

) 

I lff2 ¿J ~I0"
I Z~ + 2 + .5 + ,/ 

CZ

l ¿2 f1.Ji es z' 
z + Z <4 + 5 + ~2' 

~.3 e 5 ~' J'C',3 .a J + 5 + 2 ,,+~:; 

~I ~/ t% Z !J 
,)

-Vz ). +'i2 Ji + é%5 + ~21 

- I ~ 20>3' -{i ~3 + S +-vz d, 3 + '¿3' 
,) 

C~2 ~2+-v2 c'1s J,+fz 71'1.'+ ¿J,t'j 

Utilizando este resultado, es sumamente senci 110 encontrar las represe~ 

tociones de SU contenidas en una representación dada de ZtJ y Z¿, +Z¿j . Por3 

un lodo, se conocen las representaciones de SU contenida en una de Z¿ (, ( ver la tabla
3 
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U 6 Y U
3 

se refieren o grupos de simetdo orbital en una capa completa del osci lador. 

( ref. I ). 
TABLA 3 

I 
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Z 

~ 3 ~ 5 e c. ~ 3' 
z +l/2. ~ +-vz s + 2' 

I ~2 ¿J 6?' 
, 

CU' Z~ + 2 + .5 + j' , 

e
z 

l 
2 Ii 2.' 

~z + 2 ~4 + es 5+ G'2' 

CU.3 3 ~.3 e s ~ , .3' 
J + 5 + 2 ,,+ ~3 

G
1 

~' 1% Z !J -{i 2 +-{i '" + t% 5 + ~ 2 ' 

,) 

CU
3

' - I ~ 2 
1) 

-{i ~3 + S +Vi e(.J+ ~3' 

C~2 ~ 2 +V2 c'1s "+ Vi ¿/+ ¡ff,/' I 
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3 
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un lado, se conocen las representaciones de SU
3 
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correspondiente en el trabajo de Elliott (ret. 6), obtenida por medio del método llamado 

pietismo). Por otro lado, el grupo Zt3 referente a transformaciones en la capa Ip es 

idéntico al grupo de simetr(as del oscilador armónico, de tal forma que la representación 

de SU 3 que contiene una RI dada de Z{J es idéntica a esta última. Se multiplican 

entonces, utilizando las reglas de Littlewood, (aplicables en este caso) las representa

ciones de SU contenidas en Z¿, con la representaci6n de alJ obteniéndose OSI la in3 

formaci6n buscada. 

Una vez aclarada la relaci6n entre los grupos SU y Z¿g ,procede
3 

mos a construir a partir de los polinomios, empleados hasta ahora, las bases que correspon

dan a una representaci6n irreducible paro SU , Una vez más, nos interesa clasificar el 
3 

estado por subgrupos de SU que tengan significado f(sico¡ por lo tanto nos ocuparemos
3 

únicamente de indicar la construcci6n de la funci6n de onda de máximo peso en el subgru 

El procedimiento es el mismo que el empleado en I con este objeto: el 

método de pesos. Consiste en construir todos los polinomios del tipo introducido en el In-

CISO 6 de este capitulo que, por un lado, sean linecdmente independientes entre SI y po: 

el otro correspondan al mismo peso en SU ; posteriormente se forman combinaciones li 
3 

neales de estos polinomios con coeficientes arbitrarios y se determinan estos últimos por la 

condici6n de que la combinación lineal resultante sea de máximo peso en el grupo SU , 

Estas combinaciones lineales se pueden formar de los polinomios, función 

Y bl
/sJ 

obtenidos antes, aunque h'l1bién se pueden formar de los estados 

f(sicos definidos en el inciso anterior, o sea de los kets obtenidos por aplicación de estos 

polinomios al estado lop . Como se puede ver de la tabla 3 y de las propiedades 

del estado de vac(o, éste corresponde a una representación irreducible de U , con Indices 
3 

3 
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, siendo por consiguiente un invariante con res

pecto tmnsformaciones unimodulares unitarias. 

Si definimos el peso un poi inomio como el coniunto de eigenvalores 

I sope res e ~ ~ como es habitual y si se definen los operadores ascen::;o en 

U 3 como los generadores con ~ .( ~) y uti Iizamos las expresiones para estos 

generadores en funci6n de (tabla 3), el procedimiento es idéntico al que se si

sue en I para el caso de estados de part(culas. Para mayores detalles nos rimos, por 

G)nsífluiente, a este art(culo. 

Una vez que se obtiene la funci6n de máximo peso, los polinomios que 

constituyen la base completa, se clasifican por el subgrupo R3 de SU y se obtienen por
3 

10 I operador de aescenso, ~«I introducido en 1; este operador es tal que no 

a!tera la repl"esentaci6n de SU a que corresponde el polinomio sobre el cual opera, ya
3 

qJe está fo POI" generadores de este subgrupo, pero que cambio el momento angular 

o tal L, (ndice ele la RI de R3' a un valol"diferente L'. 

( 7.9 ) 

-= [ Bw' \ [ ~J:) [~IJ+ [ t))J~ (k, k¿) -JJ) ~ L' ) 

w' 

nde [-.t.J I [tI] '1 [-k"J son los (ndices de las representClciones los grupos 

respecti vamente¡ (k, le,,) son Jos cOITespondientes Ices paro 

su) L se ere al momento angular. Los n0'8ros cu6nticos .,<, Y ....J son elgen 
J 

I I,'S ooeraaores ne¡mitianos ( a los que se les llame: opemdoles de Casimil generoli

la distinguii" entre funciones de onda que sean linealmente indepell

que cor¡"espondan a los m ¡smos Ices de ¡"epresentaciones de los gi"UpOS 
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I siendo por consiguiente un invariante con .-e5-

unimodulares unitarias. 

Si definimos el peso de un poi inomio como el conjunto de eigenvalores 

de los operadores (;1 ~ ~ como es habitual y si se nen operadores de ascen:;o en 

L 3 corno íos generadores con ~ <~ J Y utilizamos expresiones para estos 

gene racio res en fu nc i6 n de (tabla 3 L el procedimiento es idéntico al que se 51-

gue en , para el caso ae estados de part(culas. Para moyores detalles nos referirnos, por 

C:~)rlsí~Juiente, a este art(culo. 

Una vez que se obtiene lo funci6n máximo peso, los poi inomios que 

constituyen la base completa, se clasifican por el su rupo R3 de SU
3 

y se obtienen por 

medio I operadol' de aescenso, ~«I introducido en li este operador es tal que no 

otero la lepl'esentaci6n de SU 3 G que corresponde el polinomio sobre el cual opera, Y(l 

por generadores de este subgrupo, pero cambio el momento angular 

orbi+al L (ndíce de la RI de R3' a un valol'difel'en~e L'. 

( 7.9 ) 

u.; , 

B w' I [ ~ J J [ -tI J + [ t H J..< (R, R ¿) ~ 1 k L' ') ) 

los representclCiones de los grupos 

cori'esDondientes (ndices para 

SU, 
-.l 

L se er'e al momento angukH. Los n0 1"05 CLón~;cos "'" 

rooel'es herrnitianos ( a ios que se les i lame ape!-CGOles oe Cc~imi¡ 1I -

10 distinguir entre funciones oneJo que 580n i ¡neol nlent::-; epen-

co a los ;smos (nd:ces de replesel~TCiciones de todos los grupos 
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incluidos en la clasificación *. Los (ndices {151 se refieren a la RI de U~ mlen

rras que el número cu6ntico F corresponde a un coniunto (ndices que se especifica 

r6 m6s adelante. 

La forma explrcita de k¡ j.~ ,se da en 1, y es la siguiente 

en donde 

(7.110) 

y 

( 7.11 b ) 

con <II~ -~Il \m) Y <\\~ _~I \ 2 r) coeficientes de Clebsch -Gordan 

de R3 que sirven para obtener tensores de Racah a partir de combinaciones I¡neal es de 

generadores de SU ; en otras palabras, los operadores J.. m definidos en ( 7.11 a ) SO~I 
3 

los generadores del subgrupo R3 de SU
3 

. 

El proceso de obtenci6n de las funciones de onda en esta cadena se com 

pi eta si sabemos como construir el poi inomio correspondiente al m6ximo valor de L cont:=. 

nido en la representaci6n (~I ~ 1.) dada. Este prablema ha sido resuelto yo, puesto que 

se sabe que el poi inomio de m6ximo peso en SU [¡reviamente construido corresponde a 
3 

un momento angular total definido L =\'{ I , que es el m6ximo valor de L posible 
1) 

• 

* 	 La necesidad de introducir ~ y u) surge del hecho de que la cadena de sub

grupos empleada en la clasificación de las funciones de onda de la ecuación ( 7.9 ), no 
es canónica. 
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pleta si sabemos como construir el polinomio correspondiente al máximo valor de L conte 

nido en la representación (~I ~l) dada. Este problema ha sido resuelto ya, puesto que 

se sabe que el polinomio de máximo peso en SU
3 

rreviamente construido corresponde a 

un momento angular total definido l= ~I 
1) 

, que es el máximo valor de L posibl e • 

* La necesidad de introducir.,,( y u> surge del hecho de que lo cadena sub-

grupos empleada en la clasificaci6n de las funciones de onda de la ecuaci6n ( 7.9 ), no 

es can6nica. 
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Apl ¡cando (í operador l 7.10 ) a este estado se genera entonces la base completa. 

8.- Clasificaci6n de la Funci6n de Onda por el Subgrupo 5U2(6~ SUl. (r) de U

Daremos en esta sección un breve resumen de como se obtienen estados 

dosificados por el subgrupo 5Uz (6{ SUrr)de U , (estados con isospin T y spin S
4

tOjales definidos), a partir del estado de máximo peso en el grupo U construido como se
4 

indicó antes. En otras palabras, nos interesa en este punto la especi ficaci6n del (ndice 

que aparece en los estados de la ecuación ( 7.9 ). 

Como se demuestra en lo referencia 1, los estados de máximo peso en U4 

corresponden a va lores bien defín idos del isospin y del spi n. 

( 8.1 ) 

y de máxima proyección en ambos espacios. En completa analog(a al operador he. u .. ' 

empleado más arriba como operador de descenso en la cadena SU :J R3, se pueden
3 

Si /1 
introducir operadores/)t 5 y~T tales que actuando sobre estados de spin S e 

í~ospin T nos produzcan estados con spin S' e isospin T', respectivamente, de máxima 

pro cci6n en amoos espacios. Apl icándolos sobre el estado de móximo peso se puede ge 

nelar !a base completa en la cadena de interés SU 2 (6~ SU2.. (r) aún cuando un 

mismo volar de S o de T aparezca más de una vez en la representaci6n {1f} dada 

e U)J en cuyo caso se empleo un operador hermítí~'Ílo extra, cuyos eigenvalores se in
q 

clican aqur como O y cuya función es distinguir estados linealmente independientes 

con los mismos valores de t1J 1 ,s Y T. 

En esta forma se obtienen los estados 
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Apl ¡conde c i r ( 7. iO ) a este estado se genera entonces la completa. 

8.- Closificaci6n de la Funci6n de Onda 

Daremos en esta secci6n un breve resumen de como se obtienen estados 

: I fi I b SU (6) SU (l")d U ' , .. . 
por e su grupo Z X l e 4' ~ estados con Isospln T y Spln S 

toia les nidos), a partir del estado ae m6ximo peso en el grupo U
4 

construido como se 

indicó antes. En otras palabras, nos interesa en este punto k1 ificaci6n del (ndice 

que aparece en los estados de lo ecuación ( 7.9 ). 

Como se demuestra en la referencia 1/ los estados máximo peso en U 4 

corresponden a valores bien defín¡dc~s del isospin y del spin. 

( 8.1 ) 

y de m6xirno proyección en ambos espacios. En completa anolog(o al operador ~ L1.' 

empleado más arriba como operador de descenso en la cadena SU
3 

=:> I R3, se plJeaen 

S' l' 
introducir operadores,fl 5 y ~T tales que actuando sobre estados de spin S L 

i~ospín nos produzcan estados con spin S' e isospin T', ívamente, de m6xima 

IÓn en amDOS espacios. Apl ic6ndolos sobre el estado de máximo peso se pu ge 

n e IUI' I el completa en la cadena interés SU Z (f~ aún cuando un 

n1!Sn~() \/alor s o T aparezca más una vez en la representaci6n {-..r } dada 

~:e U 1,' en cuyo coso se empi ea un operador hermit:'i!o extra, cuyos eigenvalores se in
.+ 

c!icof'aqu(como 6' y cuya funci6n es distinguir estados linealmente independientes 

CO'lIOS misrnos valol"es 

En esto forma se obtienen los estados 
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( 8.2 ) 

en forma totalmente anal rtica. Estos estados corresponden a los valores m6ximos de las 

proyecciones de L, S, T. Empleando los operadores de descenso bien conocidos L - , S 

y T - se pueden obtener estados para todas las proyecciones de L, S Y T posibles. Cua~I 

do no se emplean interacciones coulombianas únicamente el valor m6ximo de la proyec-

ci6n del isospin es de interés. 

Por último, una vez obtenidos los estados ( 8.2) para todos los valores 

posibles de las proyecciones de l y S se pueden acoplar por medio de coeficientes de 

Clebsch - Gordan para obtener estados de momento angular total J definido, lo cual es 

invariabl emente muy conveniente. 

En el siguiente caprtulo anal izaremos la construcci6n de las funciones 

de onda (8.2) desde otro punto de vista, empleando el método sintético. 
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en forma totalmente anal rtica. Estos estados corresponden a los valores máximos de las 

proyecciones de L, S, T. Empleando los operadores de descenso bien conocidos L - , S -

y T - ! se pueden obtener estados poro todas las proyecciones de L, S y T posibles. Cua~ 

do no se emplean interacciones coulombianas 6nicamente el valor m6ximo de la proyec-

ci6n del isospin es de interés. 

Por último, uno vez obtenidos los estados ( 8.2 ) para todos los valores 

posibles de las proyecciones de L y S se pueden acoplar por medio de coeficientes de 

Clebsch - Gordan para obtener estados de momento angular total J definido, lo cual es 

invariablemente muy conveniente. 

En el siguiente caprtulo anal izaremos la construcci6n de las funciones 

de onda (8.2) desde otro punto de vista, empleando el método sintético. 



CAPITULO II 

METO DO S INTETlCO PARA LA CONSTRUCC ION DE LAS 

FUNCIONES DE ONDA DE PARTICULA-AGUJERO 

9. - Relaci6n de Funciones de Onda de Part(culas con Funciones de Onda de 

Agu jeras en la capa !p. 

En este cap(tulo se expondrá el método sintético apropiado para el 

cdlculo de funciones de onda clasificadas por la cadena de grupos 

Este es de gran uti I¡dad cuando se conocen las funciones de onda en cada una de 

lus copas, como se vel"Ó a continuaci6n. 

Como se desea construir las funciones onda en términos de operodo

:,25 ce crea Ión (que corresponden a part(culas en la capa 2s-ld) Y operadores de qniqu~ 

10ció'1 ( que cOITesponden a agujeros en la capa ! ) es necesario expresal" las funciones 

onda de lo capa Ip en términos de estos últimos operadores. Posteriormente, de acue,.::. 

c~o con la idea del método expuesta en el coprtulo anterior, se acoplarán ambas funciones 

CAPITULO II 

METODO S INTETICO PARA LA CONSTRUCC ION DE LAS 

FUNCIONES DE ONDA DE PARTICULA~AGUJERO 

9.- Relación de Funciones de Onda de Part(culas con Funciones de Onda de 

Agujeros en la capo Ip. 

En este cap(tulo se expondrá el método sintético apropiado para el - -

ccí Icu lo de funciones de onda closifi codos por la cadena de grupos 

Esr.:,; rilétodo es de gran utilidad cuando se conocen las funciones de onda en coda una de 

IU5 copas, como se vel"Ó a continuación. 

Como se desea construir las funciones de onda en términos de operado-

:,~s ce creación (que corresponden a part(culas en lo capa 2s-ld) y operadores de aniqu~ 

¡oció" ( que cOITesponden o agujelDs en la capa ) es necesario expresal" las fun~iones 

~~e ondo de la capa Ip en Términos de estos últimos operador"es. Posteriormente, de acue!" 

c~o con la idea del método expuesta en el caprtulo anterior, se acoplarán ambas funciones 
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de onda con coeficientes de Wigner, tanto del grupo Uit ,lo que automáticamente impli

ca que las funciones de onda corresponden a representaciones irreducibles de ay ,como 

del grupo SU •
3 

Anal izaremos a continuaci6n la forma de expresar el poi inomio, que se 

supone conocido, referente a la capa Ip en funci6n de operadores de aniquiJaci6n actuan 

do sobre el estado de vac(o \Ox). Como se indic6 en el capítulo anterior las configu

raciones de interés consisten de un número de partículas, en la capa Ip cercano a la ca

pacidad total de ésta. 

Si construimos un polinomio en operadores de aniquilaci6n siguiendo 

las reglas enunciadas en el caprtulo anterior, este poi inomio corresponde a una RI del 

grupo unitario de tres dimensiones, asociado con la degeneraci6n orbital de la capa Ip, 

así como del grupo conjugado U con índices negativos.4 1 

Es decir, 

~< P(b)] = 0, 
( 9.1 a ) 

[G'/ P (b)}= - >P(b») 

en el grupo 2(; y 

I 
5<5[e/,' P (b)] = 0, 

( 9.2 a ) 

~s~' P (b>] o:: - "s P(b), V5 ~ o 

en el grupo complementario U4' Por orro lado, de la ec. ( 1.1 ), el estado de vacío 

satisface las condiciones siguientes: 
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de onda con coeficientes de Wigner, tanto del grupo U.t, ,lo que automCiticamente impli-

ca que las funciones de onda corresponden o representaciones irreducibles de ag , como 

del grupo SU
3

• 

Anal iz.aremos a continuación la fonna de expresar el polinomio, que se 

supone conocido, referente a la capa Ip en funci6n operadores de aniquilaci6n actuan 

do sobre el estado de vacío lox). Como se indicó en el capítulo anterior las configu'" 

raciones de interés consisten de un número de part(culas, en la capa Ip cercano a la ca ... 

pacidad total de ésta. 

Si construimos un polinomio en operadores de aniquilación siguiendo 

las reglas enunciadas en el caprtulo anterior, este polinomio corresponde a una RI del 

grupo unitario de tres dimensiones, asociado con la degeneraci6n orbital de la capa Ip, 

as( como del grupo conjugado U4 ,con (ndices negativos. 

Es decir, 

en el grupo Zt.3 

~' P(b)] '" 0, 

[G'/ P(¡')~~ -'").- P(b), 

y 

fs S?' P (b)~ 

~/ PCb)] 

0, 
I 

S <S 

(9,10) 

(9.2a) 

en el grupo complementario U
4

, Pororro lado, de la eco (1.1), ei estado de vacío 

sarisface las condiciones siguientes: 
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s 1=- s 

( 9.2 ) 

I 

en donde C5 S Y ~ son los generadores de U~ y ZL.3 ' respectivamente. DeI 

( 9.2 ) se tiene que el estado lOx> es de máximo y mrnimo peso en ambos grupos simul

táneamente. Por consiguiente forma el origen de una RI de estos dos grupos, con (ndices 

{J 333 j en Ult y [-4 "'1 "'11 en Zl.. 3 como se puede ver aplicando a \ 0'1.) los opeI 

rajares de peso en estos grupos. 

Si ahora aplicamos el polinomio definido por las ecs. ( 9.1 a y b) al 

estado de vacío \0><) vemos que> ..f: '" Y ?Ss ~!> de tal forma que el resultadoI 

de la apl icaci6n sea un poi inomio en operadores de creaci6n, lo que es necesario puesto 

qL'e se trata de describir una configuraci6n de partículas en la capa Ip. 

Pero el poi inomio P (b) \0)(> también corresponde a una BRI de CL3 

y U.... corno es claro de las ecuaciones ( 9.1 ) y ( 9.2) : 

d;'P(b) lo~ '" [~::-' P(b)] lox)=o, r '/'-' 
( 9.3 ) 

.~ P (b) \O~:::: ('i - ~) P ( b) \())() . 

Claramente se pueden seguir los mismos razonamientos con respecto al grupo 0", ob-I 

teniéndose ecuaciones análogas a (9.3). Se tiene, por ranta que ''::'(b) \ox}. 

corresponde Q los índices positivos 

en U L¡ 

Llegarnos por tanto, a la conclusi6n siguiente ~ 

Para obtener uno funci6n de onda clasificada por la representaci6n 
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s f=. s 

( 9.2 ) 

I 

- s' d/ 
en donde C.s y G:J/ son los generadores de Ut, y 21.,3 , respectivamente. De 

( )1.2 ) se tiene que el estado [Ox> es de máximo y mrnimo peso en ambos grupos simul-

t6neamente. Por consiguiente forma el origen de una RI de estos dos grupos, con (ndices 

t33 33 j en UJ.t y l ~.I.j.l..ll en Zl.. 3 I como se puede ver aplicando a \ Ox) los ope 

rajares de peso en estos grupos. 

Si ahora aplicamos el polinomio definido por las ecs. (9.1 a y b) al 

estado de vac(o \Ox) vemos que > ~ 4 y Vs ~ ~ , de tal formo que el resultado 

de la apl icaci6n seo un poi inornio en operadores de creaci6n, lo que es necesario puesto 

qL'e se trata de describir uno configuraci6n de partrculas en la capa Ip. 

Pero el poi inomio P (b) \0)(> también corresponde a una BRI de tL] 

'/ UL¡ como es cloro de las ecuaciones ( 9.1 ) Y ( 9.2) : 

¿;'P(b) lo~ = [~' P(b)] 10,,);0, ~:r' 
( 9.3 ) 

.~ P (b) 109::: (~- -Ay) P ( b) \ D)() . 
Claramente se pueden seguir los mismos razonamientos con respecto al grupo U", ,ob-

teniéndose ecuaciones análogas a (9.3). Se tiene, por ranto que I~(b) \ox). 

corresponde a los índices positivos 

~n U.,5 en U L¡ 

Llegamos por tanto, a la conclusi6n siguiente: 

Para obtener una función de onda clasificada por la representaci6n 
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en 21.3 y la representaci6n tlf's J en U4 como funci6n de operadores de ani 

quilación aplicada al estado IOX) , se debe obtener un polinomio que corresponda a las 

representaciones [4~~J en Zt..,3 en U4 de acuerdo con las reglasI 

del caprtulo anterior. 

Los poi inomios de máximo peso en agujeros son siempre muy senci Ilos de 

encontrar, simplemente por inspección, generándose la base completa por medio de operad~ 

res de descenso apropiados¡ con lo cual se asegura que las fases relativas de las funciones 

de onda as( obtenidas están bien determinadas y congruentes con las fases de los coefi cien

tes de Wigner, que se emplean para acoplar estos poi inomios con los correspondientes de la 

capa 2s-ld, que se construyen como se indica en la referencia l. 

10.- Acoplamiento de las Funciones de Onda en U~ 

Se analizará a continuación el problema de acoplar las funciones obte

nidas en el inciso 9 con polinomios clasificados por una RI de ZL, y U¿, ,que repre'" 

sentan part(culas en la capa 2s-ld. Trataremos primero el acoplamiento en el grupo Ut.¡ o 

Como se indic6 anteriormente, al nl":oolar en \JI; las funciones de on da son autom6ticaI 

mente tensores irreducibles en el grupo conjugado Uj , de degeneraci6n orbital total en 

ambas capas, como consecuencia de haber uti I izado en el desarl'OlIo operadores de Fermi. 

Se supone que se conocen los kets en ambas capas, clasifi codos como se 

especific6 anteriormente¡ es decir, suponemos conocido el ket 

( 10.1 ) 

la representaci6n conjugada enen donde [.y] es una RI dada de 21., y { v~ ! 
U", además del ketI 
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en 2/.3 y la representaci6n t1fs J en U4 como función de operadores de ani 

quilaci6n aplicada al estado 'ox) 
representaciones r L¡~ ~ J en 2I.J 

del caprtulo anterior. 

, se debe obtener un polinomio que corresponda a las 

en U it ¡ de acuerdo con las reglas 

Los polinomios de máximo peso en agujeros son siempre muy sencillos de 

encontrar¡ simplemente por inspecci6n, generándose la base completa por medio de operad~ 

res de descenso apropiados, con lo cual se asegura que las fases relativas las funciones 

de onda as( obtenidas están bien determinadas y congruentes con las fases de los coefi cien-

tes de Wigner, que se emplean para acoplar estos poi inomios con los correspondientes de la 

capa 2s-ld, que se construyen como se indica en la referencia l. 

10.- Acoplamiento de las Funciones de Onda en U", . 

Se analizará a continuación el problema de acoplar las funciones obte-

nidos en el inciso 9 con polinomios clasificados por una RI de li, y \J 4 I que repre" 

sentan partl'culas en la capa 2s-ld. Trataremos primero el acoplamiento en el grupo U"i, 

Como se indic6 anteriormente, al ncoolar en U.I.f I las funciones de on da son Qutomática-

mente tensores irreducibles en el grupo coniugado ZLj ,de degeneraci6n orbital total en 

ambas capas, como consecuencia de haber utilizado en el desarrollo operadores de rmi. 

Se supone que se conocen los kets en ambas capas, clasificados como se 

especificó anteriormente¡ es decir, suponemos conocido el ket 

( 10.1 ) 

en donde [~J es una RI dada de 21., y { 1f~ 1 
u... ¡ ademós de I ket 

la representación coniugada en 
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( 10.2 ) 


en donde [~J es una RI de Z¿'3 y {v~} la RI conjugada en U.l.¡ i este último es

16 expresado en términos de agujeros, o sea, como un polinomio funci6n de operadores de 

oníquilaci6n en a capa Ip aplicado al estado de vado /0;\> . Utilizando los estados 

( 10.1 ) Y ( 10.2) se desea obtener un estado del tipo 

( 10.3 ) 

en donde [-ÁJ'1 indico uno RI de 2L,3 Y! 15'51 la representaci6n conjugada de U~ . 

El primer problema que se plantea es averiguar que representaciones de [yl y de t15s 1 
:;on compatibles con t{'r1, L,--t~] y tv',s ~ ,tl~1 I que se supone est6n espe

cificadas de antemano. Las representaciones de U", se pueden obtener por las reglas or

dinarias de Littlewood para reducir el producto directo de dos representaciones, que son 

ap I i cabl es en este caso ye que ambos kets son bases de la rep resentaci6n de un grupo de 

transformaciones en el mismo espacio. Una vez conocidos las representaciones posibles en 

U"1 los de U;¡ se obtienen conjug6ndolas, de acuerdo con el principio de Pauli *. 

El proceso de acoplamiento se puede obtener entonces, por medio de los 

coeficientes de Wigner en el grupo lJ~ ,especificados en alguna cadena de grupos apro

piada, siendo desde el punto de vista del cálculo de estos coeficientes la cadena natural lo 

más útil. En otros palabras, el estado que se transforma irreduciblemente con respecto al 

grupo U.. se expreso como, 

* 	 Las reglas de reducci6n no son apl icabl es poro acoplar ~~) y [-~')J ya que estos (ndi

ces se refieren a representaciones de dos grupos de transformaciones que operan sobre es

pacios vectorial es diferentes. 
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cificadas de antemano. Las representaciones de \.1", se pueden obtener por las reglas or-

dínarias Littlewood para reduci r el producto directo de dos representaciones, c¡ue son 

apl ¡cabl es en este caso yc que ambos kets son bases de la representaci6n de un grupo de 

transformaciones en el mismo espacio. Una vez conocidos los representaciones posibles en 

Ul¡ las de 21.9 se obtienen conjugándolas, de acuerdo con el principio de Paulí *. 

El proceso de acoplam ¡ento se obtener entonces, por medio de los 

coeficientes de Wigner en ei grupo U~ ,especificados en alguna cadena de grupos apro-

piada, siendo desde el punto de vista del cálculo de estos cientes la cadena natural la 

más útil. En otras palabras, el estado que se transforma irreduciblemente con respecto al 

grupo UÁt se expreso como, 

... Las reglas de reducción no son apl ¡cabl es poro acoplar tt~) y [-fjJ ya que estos (ndi ~ 
ces se refieren a representaciones de dos grupos de transformaciones que operan sobre es-

pacías vectodol es diferentes. 



74 


1r"· 
l~ 

( 10.4) 

en donde no se han indicado expl (citamente los renglones de las representaciones referen

tes al espacio orbital por no ser necesario en este punto. 

El coeficiente de Wigner 

J 'if~ 1f3'15~ . 
v. l 

) 

. ~ La 
16) 

se puede determinar por el método empleado por Brody, Moshinsky y Renero , que como 

se detalla en el apéndice D impl ica encontrar las bases irreducibles en la cadena de gru 

pos 

problema que es sumamente compl icado, por lo que estos coeficientes de Wigner no han si

do determinados en general. 

Por otro lado, el conocer estos coeficientes nos permitiría acoplar los 

kets ( 10.1) y ( 10.2) en la cadena natural, que no es de interés f(sico inmediato en nues

tro caso. La cadena de interés, como se mencion6 antes es 

~u (J) 
Z 

ya que en esta forma obtenddamos estados de partl'cula-agujero con spin e isospin totales 

definidos. Sin embargo, la determinClci6n de paréntesis de transformaci6n de la cadena n~ 

tural a la cadena de interés f(sico se puede lograr mediante la diagonalizaci6n de los ope
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2 2 SU ( I1'J SU, (r)rodores de Casimi r S y T de los subgrupos Z y de U;, ,respectivo 

mente, con respecto a los estados clasificados por la cadena natural. Puesto que se conocer, 

los elementos de matriz de los generadores del grupo U"1 con respecto a estos últimos 17) 

2 2 
y S Y T se expresan en términos de estos generadores, las matrices necesarias no son di 

frciles de obtener *. 

Desde el punto de vista prácti co se puede proceder de otra manera para 

la construcción de los estados deseados. El método que se propone es análogo al método de 

pesos empleado en la referencia I para encontrar el polinomio de máximo peso en el grupo 

En este método se forman combinaciones lineales de productos de estados 

, respectivamente, que sean I¡neo 1

mente independientes y de tal forma que la suma de los pesos de estos estados en U 4 sea 

igual al máximo peso de la representaci6n de U que se desea obtener, (en general, ha
4 

brá varios términos en este desarrollo). Los coeficientes arbitratios de los diferentes térmi

nos de la combinoci6n lineal se determinan imponiendo sobl'e el polinomio asrformado, la 

condición de que sea de máximo peso en U . Este procedimiento se ilustra en el caprt jlO
4 

5 ! en donde se aplica para obtener las funciones de onda del 0 
16 

Utilizando operad~ 

SU (($') (f) 
res e descenso en la cadena U; ~ l X SU z se puede generar entonces toda la base. 

11.- Acoplamiento de las Funciones de Onda en el Grup~ SU
3 

El problema de clasificar las fUllciones de onda por una RI de la caaena 

de subgrupos SUJ .:> K3 subgrupos de U se resuelve de acuerdo con la idea del métodof 

9 

* En el apéndice D se sigue un procedimiento análogo a éste para la obtención de 

coeficientes de Wigner en la cadena no naturoi .sUl .:> R; . 
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sintético, obteniendo funciones de onda de partículas en la capa 2s-ld y de agujeros en la 

capa Ip clasificadas por representaciones de SU y R3 subgrupos de GL3 y ZL, ,res
3 

pectivamente y acoplándolas posteriormente por medio de coeficientes de Wigner en la ca

dena 5 UJ .::> R~. Estos estados se construyen por el procedimiento indicado en la referen 

cía 1, que como se ha dicho antes consiste en determinar los polinomios de máximo peso y 

luego apl icar operadores de descenso en esta cadena de subgrupos. 

Se obtienen por tanto, los estados de partícula"'Ogujero deseados en la 

( 11.1 ) 

x [1.1; [-1:]( R'.R;) ",' ~H '¡ [-t.."] (R," k~) ..l''L:'M'j {1f1S~ 

L

en donde (R'. ~~) y (~: ~"2) indican las. representaciones de SUJ de los estados de par~ 
l Lllculas y de agujeros, respectivamente y , NI Y , M r se refieren a las representa-

LIciones de los subgrupos R3 y R de SU para cada uno de estos estados. (o sea , 
2 3 

MI , son el momento angular total y la proyecci6n del momento angular de las partículas 

Y M llde la capa 2s-ld y L" son el momento angular total orbital y la proyecci6n de 

éste de las partículas en la capa Ip). Por otro lado ( R., kz ) L Y M se refieren a las 

cantidades correspondientes para la funckín de onda total. 

Se hace notar que el ket, no acoplado en SU 3, de la parte derecha de la 

ecuaci6n ( 11.1 ) corresponde a una RI del grupo U41 puesto que se supone que el acopla

miento en este grupo se ha efectuado previamente por algunos de los métodos indicados en 

el inciso 10. 

- eros cuánt'lcos .. , ..,' ....." ,que aparecen tanto en el coeficienLos num """ I --) VJ 

te de Wigner en la cadena SU .::::> R33 
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( 11.2 ) 

como en los kets de la ecuaci6n ( 3.8 ), son eigenvalores del operador de Casimir genera

. 14)
lizado n introducido por Bargman y Moshlnsky ,que caracTerizan comple-;amentef 

el estado en esta cadena no natural. 

A diferencia de los coeficientes de Wigner del grupo U 4 los del grupo 

SU sI' han sido extensivamente estudiados, aunque invariablemente en la cadena matem63 

ticamente natural¡ es decir¡ U3 :J UZ:) Ul' Sin embargo se pueden obtener en la cadena 

de nuestro interés por el mismo método indicado antes para los coeficientes de Wigner en la 

, S (a) ( 't")
cadena no naturGI U... ;) Uz X 5Uz. ; es decir, se diagonaliza la matriz del opera

do;' ( u operadores) de Casimir de los subgrupos no naturales calculada con respecto a est~ 

dos clasificados por los subgrupos can6nicos. En este caso se diagonGliza la matriz del oP<':" 

2 
radol L opemdor de Casimir del grupo R3' La expresi6n de esto matriz ha sido obteniI 

da por Moshinsky 1) y ha sido programada para una computadora, Con los eigenvecto 

resui tantes lo diagonalizaci6n se obtienen los paréntesis de transformación e la cadena 

can6nica a la cClaena frsica; combinando estos paréntesis transformaci6n y los coeficien 

tes de Wigner en la cadena can6nica se obtienen los coeficiente~ necesarios ( 11.2 ). Resul 

todos para el coso particular en que ~::;::: I ~~=I se encuentran en el apéndice D; es

tos coeficientes son de gran uti Iidad como se veró 1'<6" adelante. 

Por último, es conveniente hacer notar que en vez de los coeficientes 

( 11.2) se podría emplear el método de pesos para constru(r los estados ( 11.1). En esta fe::.: 

ma se obtendn'o la función de m6ximo peso en la cadena y por medio de operadores de des

censo ( 7.10) se generaría toda la base. 
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12.- Comparaci6n del Método An61rtico con el Método Sintético, 

En el método de construcci6n analrlico se clasifican primeramente las 

funciones de onda por representaciones irreducibles del grupo unitario de mayor número de 

dimensiones 0),3<. que contiene a todos los subgrupos de la clasificación. Se clasificanI 

posteriormente por representaciones definidas de Zl9 y de U~ I as( como de sus respec~ 

tivos subgrupos. Se da l por tanto l un carácter formal a los agujeros que se introducen des 

de el principio I doblando con este objeto el número de dimensiones del grupo unitario 

origen de la cadena de subgrupos empleada en la clasi fi caci6n. 

La generaci6n de la base completa se obtiene por medio de operadores 

de descenso en las cadenas apropiadas l siendo estos operadores los que constituyen el ins

trumento esencial del método. 

En el método sintético, por otra parte, se procede en cierta forma a la 

inversa se empieza la clasificaci6n de las funciones por representaciones de los subgru

pos de dimensional idad menorr acopl6ndolas después por medio de coeficientes de Wigner 

para introducir los subgrupos de dimensión mayor. 

Este método es el más efectivo cuando se conocen por algún motivo las 

funciones de onda en cada capa. Se presenta sin embargo r el problema de la falta de in

formación sobre estos coeficientes que, como en el caso del grupo U4 , se ignoran por co~ 

pi eto al presente. Se podda considerar que este método es el método de los coefi-

cientes de Wigner, mientras que el método anal rtico es el método de los operadores de de.: 

15) . 
censo. En los tratamientos tradicionales de problemas de estructura nuclear , ha SIdo 

el método sintético el m6s usado hasta ahora. 

La utilidad práctica de cada uno deberá ser juzgada en cada caso, sIen 

do en general lo m6s conveniente, util izar una combinaci6n de ambos, lo que simpl ifi ca 

ocasionalmente el problema. 
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CAPITULO 111 

ELIMI NACION DEL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA. 


FUNCIONES DE ONDA NO-ESPURIAS. 


13. - Operador del Centro de Masa. 

El hamiltoniano que se considera comunmente en el modelo de capas no 

es en general invariante frente a traslaciones; las eigenfunciones de este hamiltoniano no 

son simult6neamente eigenfunciones del momento lineal total del sistema, pues el momento 

del centro de masa no conmuta con un hamiltoniano de este tipo por ser el generador de 

les traslaciones del ~'¡stema como un todo 18). 

Lo que se trata comprender en el estudio de la estructura nuclear, por 

olro lado, son los estados intr(nsecos del sistema de Anucleones que constituyen el núcleo, 

sin ser de interés en este tipo de an61isis el estudio del movimiento del centro de masa; en 

otras palabras el centro de masa debe considerarse en su estado de excitaci6n más bajo. 

En los estudios habituales del modele> de capas se tienen, por tanto, un 

ejemplo de violaci6n de una ley de conservaci6n ( jo del momento lineal total de un siste

mJ que se supone aislado del exterior) por conveniencia; esta violaci6n de la ley de co~ 

servaci6n nos permite introducir el concepto de potencial común referido a un origen fijo¡ 

19) 
con todas sus consecuencias favorables en el modelo de capas 
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Como consecuencia de haber violado una ley de conservación ( que se 

supone desde luego, vál ida en general) se tiene que las diferentes funciones de onda del 

m'cleo utilizadas en el modelo de capas pueden corresponder a diferentes estados de exci 

tación del movimiento del centro de masa¡ siendo por consiguiente, estados no físicos. 

Sin embargo¡ es posible encontrar combinaciones lineales de estas funciones de onda que 

sean eigenfunciones del momento del centro de masa y que correspondan al mismo nivel 

de excitación del movimiento del centro de masa, que se eiige en generol como el estado 

base. Esto es posible ya que el conjunto de funciones de onda del modelo de capas for

man un conjunto completo. 

Se han propuesto diferentes métodos para resolver este problema, pero 

como demuestra Lipkin 20) cada uno de ellos lleva a un resultado diferente si se conside

ra un potencial común arbitrario. SegÚl Upkin s610 en el caso en que se tenga un pote~ 

ciaJ común tal que las coordenadas del centro de masa y las coordenadas intrrnsecas del 

sistema sean separables, se llegará al mismo resultado independientemente del método de 

solución. El oscilador armónico es un potencial de este tipo y por tanto el problema tiene 

aqu( solución única. 

Como todos los anál isis en donde se han uti I izado los métodos desarro

liados por Moshinsky suponen al pozo común como un oscilador armónico¡ por su gran uti 

lidad y sencillez, tenemos que este problema debe poder atacarse y resolverse utilizando 

el lenguaje de segunda cuantizaci6n empleado hasta ahora. 

El problema de los estados espur:os, o sea los estados correspondientes 

a diferentes niveles de excitación del movimiento del centro de masa no aparece cuando 

se trata con partículas en una sola capa del potencial común ( es deci r¡ se tiene una capa 

no completa y todas las demás inferiores en energ(a completamente llenas hasta donde lo 
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Como todos los análisis en donde se han utilizado los métodos desarro-

liados por Moshinsky suponen al pozo común como un oscilador arm6nico¡ por su gran uti-

lidad y sencillez, tenemos que este problema debe poder atacarse y resolverse utilizando 

el lenguaje de segunda cuantizaci6n empleado hasta ahora. 

El problema de los estados espu"¡os¡ o sea los estados correspondientes 

a diferentes nivel es de excitaci6n del movimiento del centro de masa no aparece cuando 

se trota con part(culas en una sola capa del potencial común ( es deci r, se tiene una capa 

no completa y todas las demás inferiores en energ(a completamente llenas hasta donde lo 



81 


perrni el Princípio de Paul¡ • Sin embargo, como se dieron cuenta primeramente Bethe 

18) 
y Rose ¡ el problema s( surge cuando se tratan configuraciones de part(culas en varias 

capas de! oscilador, o seo del tipo part(cula-agujero, como las empleadas en este trabajo. 

Debemos por tanto encontrar el método apropiado para resolver este probl ema dentro de las 

l-écnicas empleadas aqur. 

Consideraremos que el potencial común es un oscilador arm6nico y en-

cantraremos un operador, expresado en funci6n de operadores de creaci6n y aniqul laci6n 

de Fermi, que da la energ(a del movimiento del centro de maso. En el espacio de configu

raci6n este operador es, por consiguiente¡ proporcional a 

A A 

'2. ['''-'''R - J.... ) (lo. ("- ( 4.1 )- 'l L.. - -J 

A L= I j::1 


en donde í <::$ el vector de posici6n del nucle6n L
l 

-:...----' \~, 

Esto expresi6n es proporcional a la diferencia entre L r~ y L (ro - R)i
1. -\, 

el primero es el potencial no invariante frente a traslaciones de todo el sistema que se n 

plea comunmente en el modelo de capas y el segundo el potencial que debenoo usarse para 

describir propiedades intr(nsecas¡ referido a las coordenadas del centro de maso e invarian

te frente a traslaciones. 

Una vez obtenido el operador correspondiente a ( 4.1 ) en el esquema 

la segunda cuantizaci6n se obtendrán, por aplicocí6n directa, sus matrices con respecto 

a las funciones de onda previamente construidas, conserv6ndose como estados f(sicos única 

mente aquellas combinaciones lineales de estas funciones de onda que correspondan a un 

eigenvalor O de la matriz del operador del centro de masa, como nos referi remos a él 

en lo sucesivo. Este método fué introducido por Elliott y Skyrme 21), que calculan la ma 
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Este método fué introducido por Elliott y Skyrme ) ¡ que calculan lo ma 
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triz del operador del centro de masa pera en el espacio de configuraci6n, lo cual hace ne

cesarlo conocer los coeficientes de precedencia fracciona I • 

Por otra parte¡ el operador expresado con operadores de segunda cuanti 

zaci6n que se obtendrá más adelante, deberá reproduci r el hecho mencionado antes: esta 

dos con una sola capa del oscilador no completamente llena, es decir de configuraciones 

de partículas dentro de una sola capa, son todos estados no espurios. 

Para obtener el operador del centro masa, definimos los operadores 

de creaci6n y aniquilaci6n de cuantos en el oscilador para la partícula ¿ , (ver ec. 

( 7.2 ) en la forma si guiente : 

( 4.2 a ) 

(1. __1 (('. + i.. p. ) ( 4.2 b ) - \.. - -vz -1.. 1. 

+ 
en donde Ci.. es el operador transpuesto conjugado de (l.. , operador de aniqulaci6n.

-1.-~ 

El operador de creaci6n de cuantos del movimiento del centro de masa, 

que se mueve también sujeto a un pozo de oscilador arm6nico¡ es entonces 

A 
\ ' \ ++ I

o'... =-Lo.· ( 4.3 )
-A 'fA. \. 

1.'::1 

22) 

Por consiguiente el operador de número de cuantos del centra de masa está dado por 


0<+ c;I.. 
-A' -A 

es el correspondiente operador de aniquilación. El problema 

se reduce ahora a encontrar una expresi,~n para este operador dentro del esquema de la se

gunda cuantizaci6n, de acuerdo con la idea indicada m6s arriba. 
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CL-t:" -==-' {('. - ~ p' ) 
- L 'V'2:' \-'" l 

(4.20) 

Q.:=_I (r.+LP.) - \.. """z -1.. - \.. 
(4.2b) 

+ 
en donde Ci.. - ~ 

es el operador transpuesto conjugado de a... , operador de aniqulaci6n. 
-\.. 

El operador de creaci6n de cuantos del movimiento del centro de masa, 

que se mueve también sujeto a un pozo de oscilador armónico, es entonces 

A 
\ "\ 

+ I \ + 
o<. =-L 0.. 
-A 'f;:. -\. 

V:' I 

( 4.3 ) 

Por consiguiente el operador de número de cuantos del centro de masa est6 dado por 
22) 

(_J+
A

) + en donde d.. = cr-A 
es el correspondiente operador de aniquilaci6n. El problema 

se reduce ahora a encontrar una expresi.:Sn para este operador dentro del esquema de la se-

gunda cuantizaci6n, de acuerdo con la idea indicada m6s arriba. 
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Utilizando las ecuaciones (4.2) Y (4.3) se obtiene 

r~ + ,é,. 
V'- .• '::::'-" '"' 

( 4.5 ) 

en donde 

r. Iel.+.• o..~. = ,,(l+.. 0... + a. .. ( 4.6 )
-" - -\.. -\. -l 

1. G 
~!i i..(~ 

es equivalente a ,ma interacci6n entre pares de part(culas, del tipo dipolo-dipolo, cuando 

se consideran estados de un número fijo de partículas en codo capo del oscilador. El tér 

mino restante en la expresi6n (4.5) es simplemente el operador de número de cuantos t~ 

tal del oscilador, siendo por consiguiente una suma de operadores de una sola part(cula. 

Según esto, el operador (4.5 ) está formado por uno de interacción en

tre pares de partículas del tipo ¿ Vi.1. y otro operador del tipo de LWL.¡ como es 
i..<: ~ U ~ 

bien sabido se puede obtener su expresión en términos de operadores de segunda cuantiz.~ 

ci6n. 

Consideremos prímero el término de interacci6n dipolo-dipolo i en 

general para un operador de este tipo se tiene que 

( 4.7 ) 

en donde 
'stt:r 

I 

::= L 6~s L)
7 S / 

· d d "ó 1)es la expresl6n que correspon e en segun a cuantlzaCI n . En la ecuaci6n ( 4.7 ) 

trk/Ú 

/ son los generadores del grupo unitario de dimensi6n igual a la degeneraci6n 
/ 

orbital en el espacio de configuraci6n y 
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Utilizando les ecuaciones (4.2) Y (4.3) se obtiene 

r , _ I ) 
o( • ~ --- L..J 
-A A Po, l. 

L.)a 

... + ' .. l\'. + I Y' . + 
(J.. .• Cl.{ -= --L CL·. o.. +-1 . CL· • 
- 1.. - Q ~ l/J- - l. -! A i:"' - l. 

en donde 

,--, t [1+ 
L
\ el.,. o..d-' = ,,(l .. 0... + Q. .• 

-l. - -\.. -.... - l .. o 
~I=t L<a 

+ 
0... ) -} 

( 4.5 ) 

( 4.6 ) 
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tre pares de part(culas del tipo [ Vi.1. y otro operador del tipo de L W~; como es 
L<' ~ U ~ 

bien sabido se puede obtener su expresi6n en términos de operadores de segunda cuantiza 
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Consideremos prímero el término de interacci6n dipolo-dipolo i en 

;]eneral para un operador de este tipo se tiene que 

en donde 
+ l . .tA'S br s ':) 

( 4.7 ) 

1) 
es la expresi6n que corresponde en segunda cuantizoci6n En la ecuaci6n ( 4.7 ) 

/7 pI 
G/k son los generudores del gllJpO unitario de dimensi6n igual a la degeneración 

orbital en el espacio de configuraci6n y 
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es el elemento de matriz del operador Vil entre estados de dos partlculas no antisime 

trizados. 

Para el problema que nos interesa, 

y 

> 
. ~ l 

con n~ 00 0_ I números cuánticos que especifican el estado de una sola part(cula en 

'1 d . f I .. 1)e I osel a or y que satiS acen as restriCCiones 

. . 
ln + n 1. + nI. _ ". 
I o -1 - VL 

En general })\ i= \)2, I indicándonos que las dos part(culas pueden estar en diferentes ca

pos del oscilador, que es precisamente el problema de interés aquí. 

Empleando esta notación para los estados de una sola part(cula el ope

radar ( 4.7 ) toma la expresión siguiente: 

I 

2 

Aprovechando el hecho de que 0.\ y a. 'Z son operadores de una 50

la partícula que conmutan entre 5(, por corresponder a diferentes panículas, e intercam

biando los índices mudos I y 2 se tiene de la ecuación ( 4.8) : 

84 

es el elemento de matriz del operador Vil entre estados de dos partlculas no antisime 

trizados, 

y 

Para el problema que nos interesa, 

V -+ + 
12 = ~ l· Q-z + ~ l' ~2 

con n~ n~ n: I números cu6nticos que especifican el estado de una solo part(cula en 

I "d . f I ., 1) e OSCI a or y que satis acen as restn cClones 

. . 
n l + n L + nI. _ ". 

I o -1 - VL 

En general }), =1=))2. ,indic6ndonos que las dos part(culas pueden estar en diferentes ca" 

pas del oscilador, gue es precisamente el problema de interés aqu(. 

Empleando esta notaci6n para los estados de una sola part(cula el ope" 
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I 

'2 

Aprovechando el hecho de que a.+L y a. 'Z. son operadores de una 50-

la part(cula que conmutan entre sí, por corresponder a diferentes panrculas, e intercam-

biando los (ndices mudos I y 2 se tiene de la ecuaci6n ( 4.8 ) : 



( 4.9 ) 

Introduciendo ahora el valor de los elementos de matriz de a..~ y-L 

<, " -1 _1 _1 - -,+/ "~ n, nAO 1().. n n n )- n .. +1 
... -, I~ I o _1 ; 

en donde q índica las componentes esféricas de un vector y toma por tanto los valol":':' 

Q = 1, O, -1 i el producto escalar denotado por un punto en la ecuación (4.9 ) se 10fi

. 1) 
ne entonces como una suma sobre este (ndice q en la forma habitual 

L-L-"2 -1-1-1
P ni no (1_1 .v n, no':. 

Si ahora se conmutan los operadores (¡, .. 'l. 2 Y (o \ I \
• n,non_1 o,non_., 

los térrninos cuadráticos en ~ son idénticos; obteniéndose adEmás otros cuatro tér 

minos 1ineales enfi~' , que después de aprovechar las expresiones ( 4.10) para los 

elementos de matriz de ~~ Y Cl se reducen a-:2. 

( 4.11 ) 

-Z-'¿ -1. e ni no n 
- I ".l n'L n1 \ o _ \ 

-1 -1 -1 

"a "1 no " 
(o (11 ni ;/ , 0_, 
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-'Z 

~ "-1 
O nI 

-1 

Introduciendo ahora el valor de los elementos de matriz de o.. ~ 
-l 

<1 ]+1 '>~ " -1 _1 _1 - _1 
nI nI) n o. n n n-n o:¡ + I 

-\ I~ , o _1 ; 

<. '1. ;¡ \(). ~1-:z.-2 -4.)_ ~ "1 "o n 1". non - a -1 -z.. -1 -t 

y 

( 4.9 ) 

). 

0.' 
- ~ 

_1 (. 
n + 0'1- 1 

~ -\ I 1 

111 

en donde q índica las componentes esféricas de un vectol' y toma por tanto los valo,,,":, 

Q = 1, O, -1 i el producto escalar denotado por un punto en la ecuación (4.9) se Idi-

. 1) 
ne entonces como una suma sobre este (ndice q en la forma habitual 

+ 
a.1~ 

-L-¿ _"2 
P ni no n_, 

Si ahora se conmutan los operadores (¡, .. 'l. 1. 
• n,non_1 

los térrr,inos cuadráticos en ~ son idénticos; obteniéndose adEmás 

-1 -1 -1 e ni "01'1 
- I 

Y I I , 
n,nof'l_l, 

otros cuatro tér 

minos lineales en Á"L-<.', que después de aprovechar las expresiones (4.10) para los 
- ~ 

I d . d ,-+ e ementos e motriz e ~, Cl Y _:<. se reducen a 

- ti ( 4.11 ) 
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Se tiene finalmente que (4.9 ) se expresa como 


El úl timo término en la ecuaci6n anterior se anula con la expresi6n en segunda cuantiza

ci6n correspondiente al operador de número de cuantos de la expresi6n ( 4.5 ). El opera-

dar del centro de masa es igual, por tanto, a 

-1_1 -.
yP nI no n_, 

X (o ni ni ni0-.I (9.12) 

Sup6ngase ahora que el número de partrculas en las capas.\) y -U+ I 

( que son las únicas que se consideran en este an61isis, según lo indicado en el caprtulo 

I ) es fijo y que las capas con número cu6nti ca principal v'> V+ I est6n compl etame~ 

te vacras, mientras que aquellas con» " ..( \) est6n completamente llenas. 

Como se puede ver de la expresi6n (4.12), en los dos elementos de 

motriz se tienen operadores de creaci6n y oniquilaci6n de cuantos del oscilador referente~ 

a diferentes partrculas, lo que impl ica que 

."\\/,-- :'\ + 1, )}z.::: ~z + I)JI lJ 

ya que de otra forma los elementos de matriz valdr(an O • De acuerdo con la suposici6r 
-t-Z-t 

- ,,-.'\ ,L7 n, no n_,
hecha antes V'2, - v+J ,ya que de otra forma el operador (o "l. "l. :l.

", "o n_, 
presente en (4.12) dar(a O al actuar sobre cualquiera de las funciones de onda de inte'" 

rés. Por otro lado, esto implica que 1>z f:. 1) • Si voz.:::)) , se debe tener VI::: u+ I 
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hecha antes V 2. - V+' , ya que de otra forma el operador lo t. 't 1. 
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en ( 4.12 ) cl'ea una pal! la 

, qu n u 1,'0 suposición eSTÓ :~Ol IcrcJrr~enre lie 

P ! oe I~: epi i ci6n del opeiocol es ell"O ces O. 

Ei mismo IpO ae 'azonamiento nos ¡ca que el apel'odo! cent co 

oal actuar sobre runcionp<; rli" onda que dese¡: siSTemas de 

las colocadas una capa )) no completamente llena, mlen'ras que las copos sup:=. 

i :0 ,'5t611 completamente vacías y en las capas inferiores er~ energía a la capa 0 hay 

-
panículos como permite el piincípio de Paulí; en este coso 0¿ 

-¿ -¿ - ¿ 
ni n')ll I 

'.01 0 Y pOi' consiguiente j)..: = V -1 P,:)\" tanto el operadol .:;; n l. n" !l L 

, :> •• I 

f(TeO uno part(culo en la copa)) - j que POI" hip6tesis está completamente lleno .. 

TABLA 4 

Operadol del Ceniro Moso po ro '}) -= O '/ )) -= I 

" 

. th~ ) 
\ 

p q 
~ ~ 

I .' 1",'1 I ... ¡/J ¡:2 J 
r ¡?" t 

¡ I II • t t.y-R -0,6 t + ".r¡ ..o (. ) rj.., = /) I '42 .(. JI 
<.\ -\ -- I 

JI 

:0 

, q'Jt: seg.Jr: ue~;t!·c sJposición 

El [r,¡SnlO 'ipo oe "aZOllanl¡enro nos indica que el opel"Odoi" del cenlco de 

Y.U~':; C~: cwno I(~suliado O al aCTual' 50b\"e nJn::::ionF'>~ nf' onda que des;~I¡ben siSTerilOS de pa¡-

trc..:lcls colo::::adas o~n una capa V ,la completamente llena, mien':-as que las capos supe 

¡:o,e~· ,'sróll completamente vac(as y en las capas inferiores er~ energ(a a la capa 0 
-

rK,TOS ponículas como permite el piincipio de Pauli; en esto caso 0¿ 

v 001" consiauiente j)):;; V - I 
! ; ~ ... 

-¿ -¿-¿ 
n, n"l1_, 

P:J\" tanto el opel"adol .. -: L 
...... 11 L n (. () 

, ,) -- I 

(TOO uno pa¡"ticulo en la capa v-! I que pc)!" hip6tesis está completamenTe lleno" 

TABLA 4 

Operadol del CenTro de Masa para )./=0 '/ v= I 

J .0 

~ y~ ~ 
, 

¡O "1 1l- o<+-.J ,d-. ..o, .c 
o ~ 1" 

~ "" 

+ 
~L 

{I q 
"'"'Í. ;:A. r<", 

~ ~ :;¡ =- ',C'I) -1 

o . , , 
/uf' .) ~ '/'J -' e ¡:J ..<.. I ¡:;> 

t{ -\1 f t- 0· ¡- l,¿. y- t ,/ 
I - 'cA -= '~ T .tJ;.. .[ 

\ - , .. .:- I '- I ~ 

~.::: I 
1 ~ 

, 
'i ::; r~ /? f} .; I <"", f" <' 

"~") (.c .. 1- "Y¡ I 1- .-;1, 
~ 

t- Yí: t- f" 
1-(" .:: .c 'f 1.C.5 ) -= : . .[) , \O .. ' :..Cj 

1} 1 

.(' 

iR .:: I -\ 
~.~ ____________________ ~J 

hov 
! 
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Se tiene, por tanto, que el operador del centro de masa toma una expre 

si6n muy sencilla para el caso de interés, la cual depende del valor de )) f o sea 

que capas del oscilador se tomen en cuenta, pero siempre ambas semillenas. 

En la tabla 4 se dan expl (citamente los operadores para los casos V= i) 

( capas Os y I p ) y \L::. I (ca pos I p Y 2s ~ Id) . 

14 .~ licación del I Centro de Masa. 

Consideraremos ahora algunos ejemplos de aplicación del operador 

(4.12) : Supóngase que se trata de describir los estados excitados de una part(cula ()L 

según el modelo de capas, estos estados corresponder(an a configuraciones con 3 part(culas 

en la capa Is y una part(cula en la capa Ip: estados de una part(cula y un agujero. El 

fgrupo unitario correspondiente al grupo ;¡J..> .. jntroducido antes, es tU 1.. que contie

ne como subgrupo al p¡'oducto directo ZI. J.¡ A U.., en donde ZL4 corresponde al gru 

po de simetdas orbital y U'1 al grupo de transformaciones unitarias en el espacio de 

spin e isospin. Como antes UJ.t ':.J ?L3 + {¿/ ,que se ren, respectivamente, a t¡'ans . 

formaciones en la capa Ip y Is. 

Los correspondientes a esta configuración se pueden obtener c::. 

mo se indic6 en el caprtulo 1 i por ejemplo: 

en donde [4J es la representación irreducible de Zl. 4 , I JI<) es el estado de 

vado del problema ( y corresponde por tanto a la capa Is completamente llena, que en 

modelo de capas el estado base de la part(cula .~) y 1" indica el estado con 

111ientras que el número cu6ntico tiene el mismo 
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en la capa Is y una part(cula en la capa Ip: estados de una part(cula y un agujero. El 

grupo unitario correspondiente al grupo ;J j .. introducido antes, es í.U 110 f que contie-

ne como subgrupo al p¡"oducto directo ZI. J.; A. 0"1 en donde ?L'i corresponde al gr~ 

po de simetrías orbital y U'1 al grupo de transformaciones unitarias en el espacio de 

. . . 
spln e Isospln. Como antes UI.f:J ZL3 + a, I que se refieren, respectivamente, a trans . 

formaciones en la copa Ip y ls. 

Los estados correspondientes a esta configuración se pueden obtener c~ 

mo se indicó en el caprtulo 1 i por ejemplo: 

en donde [L;] 

,3 
i \ - )". " :J 

.. 
~ 

~ I 
f ). r l ~"\) \, Ir, L L.¡j L ~ I :;) = J T=..J / =:/; t' :))1. 

es la representación irreducible de ?J. 4 1 l:'l 'f.) es el estado de 

vado del problema ( y corresponde por tanto a la capa Is completamente llena, que en 

modelo de capas describe el estado base de lo PO¡-j(cula~) y 1" indica el estado con 

'1 -= 11');::; n_
1 

J n-,ienLCls que el númeco cudntico 1'1 tiene el mismo 
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ca q~ el ítulo l. El OTtO con L-= que se pueoe !' 00:'0 2StCJ 

"fi I:)ción es 

\ " "i 

5::::1 	 b IJ)<.) 
/ 

Si ahoi'o aplicarnos el operador del centro de masa a estos dos 

se encuerüm gue el primer estado es eigenfunci6n de este opel'odor con ei 101' 1, co

:-"0 ¡'O d esperarse según los resultados EII ioH, indicándonos que es ur estado espurio, 

es corresponde o un ni excitado del c2ntro masa, Po r otro lado, e I estado 


; ..,
t
b 

, I 
b es también eigenfunc i6n del operador del centro de maso pero con 

ei<;;<,"nv'olol O, i icándonos que 25 un estado no espul'io, 

Consideraremos ahol'o el carácter estas funciones con respecto al gr~_ 

Para lograr esto tel-;ornos que obtener los generado¡'es de este grupo como com

¡naCiones lineales de los del g¡'UPO 0...., ,de tal fOlma que aseguremos que 5U,b es, 

por un lado, su ¡'UPO d al..¡ y po¡'otro el grupo de simetdas del ()scilador. El métOdo 

poro obtenei estas combinaciones lineales es el mismo indicadO en el número 7 del capr

rulo 1 niéndose el sigu iente I'esul todo: 

3' 	 ) 

-¡) l .:. 	 /¡)3p 	 ~ 
\,/)1LI I e/' 	 lO II \...., -= I 

j 

/! 
Z' 

,
ti) 

, 	

¡JJ pJ;'<.) I 'l.) z 
i..O '"- I l' Le: = :..o 2 ' \"""'3 - j 

1 

G
z' ,

,?JI -VI 
lo 2 I .3 .:: y J)3 '

e) 1 (u 2 	 P 
z. 	 '-.3 

observa qu los gerleradores: 5'U,5 coinciden con los del grupo 


Zi3 de dimensión iguol al de lo eloción orbital e:l lo capa Ip y que, como era 


Uf no apalece en las ccmbin:J iones lineaies, yo
f 

éjlJ0 e! es:aoo 15 es un esclor con lespecTO o rl'Onsformaciones (le S JJ . 
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/ 

Si ahol<a api icarnos el opecador del centm de masa a estos dos estados, 

se encuenl,'O gue el p,'irner estado es eigenfunción de este apel'odor con ei~en,!alol' I 1 co-
.! 

":10 ei'Cl de esperarse según los iesuitodos de EII ioH I indicdlidonos gue es ur estado espul'io l 
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r 
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I ; 

es también eigenfunción del operador ael centlo de maso pem con 
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po JVJ Para lograr esto tei';emos gue obtener los genemdo¡'es de este gl'Upo como com-

binociones lineoles de los del gl<Upo 21....., 1 de tal fotmo que asegur2mos que Su!, eS I 

por UI, lodo l subg¡'upo de al.¡ y pOi' otlO el grupo de simetdos del ()scilador. El métOdO 

pOrcl obrellei esras combinaciones lineales es el mismo indicadO en el número 7 del cap(-

lUlO 1 1 obt811 i éndose el siguiente I'esu I todo 

3' ) 

~-J ¿ /' .:. 

CU

z 
3 rO /"ü 3 ~ J 

L -- G , le l' L, : \1)1 , I , 

¡'l.l t 
~ 

" '1) Z /! 
·z' 

¡JJ ,P J 
t Lz L - ~2 \.....-3 '-O . 

, 
I - J' = --= -:J 

¡ P I <:: '2 ' , 
('-0 

I (U., Gy 
'lJ I P 

\...z. LO 2' -
'--.3 = ~J , -

Se obse¡'va que los ge'l8I'odol'es: 5"U.5 coinciden con los del grupo 

Zi3 de dimensión igual al de le degenelación cHbital e~, lo capa Ip '/ que l como 21'0 de 

? U¡ no apolece en 105 ccmbinaciones linecies l ya 

qUe:' el es~ado 15 es un esclal con 12soecto a rl'ansformClciones oc S.Jj . 
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Utilizando ios generadores se puede ver que ambos estados ~,I ¡Dí') Y 
" l

b~ b 4 \ Ox> corresponden a la representación ( 10) de S UJ ¡ siendo ésta la única 

representación posible para la configuración dada. En otras palabras ambos estados corres

ponden a la máxima representación de SUJ en el sentido de EII iott y uno de los estados 

es espurio. 

Por otro lado se observa que el operador del centro de masa conmuta¡ en 
I 

este caso, con los generadores 0~~ del grupo U,3 I como es obvio del hecho de que 

se puede expresar como una contracción sobre el (ndice q¡ que es el afectado por las trans

e ~ formaciones generadas por I 

~ 
Esto nos indica además que conmuta con los generadores del subgrupo 

kj de SU.3 y que se puede concluir, por consiguiente, que si el estado de máximo 

peso en la cadena SU.,:J R~ es un estado espurio¡ entonces todos los demás estados 

correspondientes a la misma representación de SU3 serán también espurios. En otras p.=: 

labras, cuando se trata con estados clasificados por representaciones del grupo Su..;¡ bas

ta averiguar si el estado de máximo peso es o no espurio; si este estado corresponde a un 

eigenvalor diferente de Odel operador del centro de masa, todos los estados de la misma .. 

representación serán espurios. Como se verá a continuación esto es válido en general. 

15. - Conexión del Operador del Centro de Masa con el Grupo SU .
3 

De la expresión rf.. +. d,. , eco (4.5 L se tiene, 
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De la expresión tJ... +. rÁ. , ec. ( 4,5 ), se tiene, 



91 


en nde 

~ \ n n,..--.,< l' 
R~ ~= L I o 

n
-1 

( 15.1 ) 

( 15.2 ) 

+
Como los ope rada res R~ y 1.. ~ est6n formados a parti¡- de Cl'i y 

, respectivamente, t las mismas propí de transformaci6n con respec.. 

al grupo J.,; que estos operado¡-es¡ en otras palabras, -R~ corresponde a la represen

tu i6n co ¡~lg:odiente del opemdol' t ~ :: ('R~ ) + Por consiguiente! el opere. 

centlD masa 

una expl-esi6n invariante flente a t:-ansformaciones del gnJpo tJ3 y desde luego, 

todos suegrupos. 
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( 15. I ) 

en donde 

I I + 1- 1 
n ~ n 
-! I \~ , 

........ 1 _1 --l 

1'1, non 
ñ' nI> p -J 

o -1 ro , ' I 
(1, n:J n_

1 

( 15.2 ) 

Como los operado I<es R~ est6n fo rrnados o parti 1< de y 

IJ.z ~ ,respectivomellte, Tienen los mismos propiedades de tt'Clnsformoci6n con respec 

al g!UPO J.5 que estos operadol<es¡ en otras palobras,I<~ CO l'responde a la represen-

~ ~ /'0.) + 
cf... 0= ( K.~ Po, consiguiente, el opere. 

do! del Cfllh1.l de masa 

e~ UilCl expI'esi6n invariante hent<; a tmnsfonnociones del grupo rJ,f) y desde luego, de 

todos los SU:Jgl'upOS. 





CAPITULO IV 

INTERACCION MODELO PARA UNA FUERZA CENTRAL EN 

CONFIGURACIONES PARTICULA-AGUJERO. 


16.- Anólisis de la Interacci6n Modelo. 

En varios cálculos efectuados previamente.") se han obtenido los nive-

Iles de energ(a y las funciones onaa un sistema de nucleones en la capa 2s-ld em-

pleando como hamiltoniano de la interacci6n a un potencial modelo, consistente en una 

combinaci6n lineal de intel'acci6n apareamiento orbital, fuerza de cuadrupolo-cuadru

polo '/ acoplamiento in-órbira. Es decir un hamiltoniano de tipo: 

Q2. + d P + z LJ s. Ú, 'j ( 16.1 ) 
..J 

Se na demostrado que la fuerza de aparearniento'¡::- ,definida por 

:;us elementos de matriz entre estados de dos part(culas 

( 16.20) 

lif1 en o para las interacciones de corto alcance, ¡"ientras que la IZO c00dru 

TO :na en e,',to las correlaciones de la o: canee entre los nu

CAPITULO IV 

I NTERACC ION MODELO PARA UNA FUERZA CENTRAL EN 

CONFIGURACIONES PARTICULA-AGUJERO. 

16. - Andl isis de la Interacción Modelo. 

I:n varios c61culos efectuados previamente.") se han obtenido 105 nive-

les de enel-g(a y las funciones de onda ae un sistema de nucleones en lo copo 2s-ld em--

pleondo como hamiltoniano de !a interacci6n a un potencial modelo, consistente en una 

combinaci6n lineal de intemcci6n de apmeamiento orbital, fuerzo de cuadrupolo-cuadru-

polo '/ acoplomiento spin-órbíra. Es aeci, un harniltoniano de tipo: 

Q 2. + d P + lo W s, 0, 'j 
.J 

( ¡ 6.1 

Se no demostrado que lo fuerza de apareamiento';:'- definida Qor , , 

:,U5 elernentos de matriz entre estados de dos part(culas 

16.20 ) 

er~ énodeio pare! las intel'occiones de corto alcance, r'.'~ieniras que la fJelzCJ c0Gd~ 

<0.1-,(1 en (:.;e,·,¡o los cor:'elaciones de ICHgo a:cance en!-re les nu-
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cleones, dando origen a movimientos de carácter colectivo, en particular a la estructura en 

bandas rotacionales del espectro de energ(as. En otros términos, la combinaci6n lineal de 

P y fJ(.2 constituye un buen modelo para una fuerza central, cuando se estudian sis 

temas en una capa del oscilador. De hecho, los cálculos efectuados con el potencial - 

( 16.1 ) dan buenos resu I tados, que se comparon satisfactoriamente con los datos experime..:; 

tales referentes a estados de paridad positiva y energ(a de excitación baja, petra núcleos 

al principio de la capa 2s-ld. 

El objeto del anál isis que se indica a continuaci6n es hacer ver que la 

interacción modelo ( 16.1 ) debe seguir siendo un buen modelo del hamiltoniano del siste

ma, aún cuando se consideren estados con part(culas en varias capas del oscilador, esta

dos que se pueden describir en términos de partrculas yagujeras. 

En particular nos restringiremos a estados tales que el número de part( 

culos en cada capa sea fijo, como se ha mencionado antes. Esta restricción causa altera

ciones importantes en el efecto del hamiltoniano modelo ( 16.1 ), como se demostror6 des

pués. Es conveniente entonces, averiguar que justificaci6n se tiene para imponer esta re', 

tri cci6n. 

En primer lugar, la restricción a estados cuyas configuraciones consten 

de un número fijo de part(culas en cada capa ( número fijo de partrculas y agujeros simpli 

fica enormemente los cálculos * yen unprimer análisis del problema siempre es conve

niente imponer esta restricción, como se ha hecho en la mayori'a de los trabajos realiza

dos hasta ahora en este caso. 

P:x otro lado, cuando se consideran estados de paridad definida, al va-

dar el número de part(culas y agujeros se debe hacer creando parejas agujeros. Pero 

Vease el caprTulo siguiente. 
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e',to introduce un aumento en la energ(a debido a la excitaci6n de dos part(culas a una ca

po de mayol' energ (o, Se podrra pensar por consiguiente gue los estados ene rg (a de exc i 

roci6n más baja corresponden a gu!'ociones con el menor número posible de aguieros 

compatible con la paridad del estado que se intenta describir. Como se verá a continua-

ci6n, un anál isis de los 6rdenes de magnitud de las diferentes cantidades que entran en ju::. 

go para determinar la energ(a, muestra gue esta conclusi6n es incorrecta. 

16
Considere el caso del 0 , núcleo doblemente mágico. Los primeros ni

veles excitados se deben obtener por la creaci6n de agujeros en la capa Ip, o sea de la 

excitación de alguna de las patHculas a la capa 2s-ld. Si consideramos el sistema desde 

el punto de vista del esquema de Elliott, que consiste en darle preeminencia al término 

de la interacci6n (16.1) sobre los términos restantes, vemos que los estados de más baja 

energra provendrán de estados clasificados por la representaci6n irreducible máxima de 

SU , como se ha indicado. To,nando en cuenta este hecho, para hacer el análisis de los
3

6rdenes de magni tud lo más senci 110 posible, consideraremos este término de la interacci6n, 

ún icamente. 

De acuerdo con nuestra hip6tesis, el estado de paridad negativa de 

energ(a de excitaci6n baja corresponde a configuraciones de un solo agujero en la capa 

Ip; las representaciones posibles de SU 3 son (~I) y (10) . Por consiguiente la repre

sentaci6n m6xima de SU es (~t) en este caso. Pero configuraciones de tres agujeros
3 

son también compatibles con la paridad de estos niveles; la m6xima representaci6n posi

ble de SU es ( 93) para estos estados. Si recordarnos la expresión para los eigenvalo
3 

Q2I'es de con respecto a estados clasificados por la cadena SU ) R3 ( con respecto a3

los es Q. 1. es diagonal) 1). 
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Q.2. (~I k 2 L) ;: ~ (~I + k2/~- 2 P., (k ¡ + 1) _ 1:- L ( L + I ) 

( 16.3 ) 

vemos que la contribuci6n negativa de estados clasificados por ( 93 ) es mayor que la de 

los estados con ( k k ) ( 31 ) y que la diferencia de energ(as es del orden de 25 MeV,l 2 

si consideramos que V~ I MeV, como parece adecuado de c6lculos anteriores. Por o 

otro lado el estado de 3 agujeros tiene energ(a mayor que el estado de I agujero, siendo la 

diferencia del orden de 

en donde W es la frecuencia del oscilador arm6nico, en esta regi6n. 

Como se puede ver de estos cálculos aproximados los dos efectos contr~ 

rios son del mismo orden de magnitud; no se puede concluir a priori, por lo tanto, que las 

configuraciones con tres agujeros no contribuyan a los primeros niveles excitados de pari 

dad negativa de este núcleo. De hecho¡ se sabe de trabajos recientes de Green y - - 

23, 24) .. I IBrown , que estas confIguraCiones son importantes aún para e primer nive excita

16
do del O • 

Un anál isis semejante para otros núcleos en esta regi6n lleva a una co:;. 

clusi6n semejante. En otras palabras, las configuraciones de más de un agujero son impo..:, 

tantes, siendo entonces la principal justificaci6n de la hip6tesis de un número fijo de par-

t(culas y agujeros la gran simplificaci6n que introduce en los cálculos. 

En particular, aunque se logrerí ajustar razonablemente los nivetes de 

energ(a de un cierto núcleo en esta regi6n, es posible que las funciones de onda que se 

obtengan como eigenfunciones del sistema, sean toles que el traslape con los funciones 

f(sicas ( funciones de onda hip6téticas que se obtendr(an de la soluci6n exacta del probl;: 
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,na) no sea muy alto,. En este caso l el cálculo de otros observables, como probabilidades 

transición electromagnética, no sefi'a sino aproximado. 

En resumen, utilizamos las siguientes hipótesis simplificatorias 

¡) Restricción o un número mrnimo de agujeros, compatible con la pa:i 

dad del estado que se deseo describí r. 

2) Tratamiento dentro del esquema de Elliott : restricción a la repre

sentación que da la energ(a mas bajo para el término Q'2... de ( 16.1 ), o sea la máxima re 

presentación de SU , compatible con la restricción ( I ) Y con el isospin T.
3

3) Uso de la interacción modelo ( 16.1 ) para tomar en cuenta las co

rrelaciones entre las partlculas. 

En nuest opinión, teniendo en cuenta los resultados obtenidos anterior 

mente en cálculos efectuados con ( 16. ¡ ), la restricci6n más importante es ( I ). En un 

cálculo más exacto, debe ser lo primera hipótesis simpl ificatoria desechada. 

Teniendo en mente estas simplificaciones procedemos ahora a analizar 

la inleracci6n modelo y sus efectos cuando se utilizan funciones de onda de part(cula

agujero . 

Veamos primeramente lo que sucede con las correlaciones de corto 01

canee de la interacci6n. En los estudios real izados previamente, se tiene que la fuerza 

de apareamiento definida por la ee. ( 16. 2 a ) representa un buen modelo pan::l una inte

racción central de corto alcance, o sea, una interacción que se podr(a representar por una 

25,26,27, 1)
funcí6n delto de Dirae . Anal remos a continuaci6n si esto sigue siendo v~ 

¡ido en el caso que nos interesa ahora. 

Un O interacci6n central arbitraria se puede expresar en ei esquema de 

la segunda cuantizaci6n en la forma siguiente: 
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en donde J J 

C~=L b~s ('s 
"./-' S./-'-' 

En el caso en que nos restringimos a estados de las capas Ip y 2s ... ld, ~ son los gen::. 

rodares del grupo ZL.9 i en general, para dos capas contiguas con energ(as dadas por 

)) y v+J respectivamente, son los generadores del grupo unitario en ()} + 2) 2 

dimensiones. Para nuestros prop6sitos presentes, es conveniente utilizar los números cuá~ 

ticos J>l m para denotar el estado de una sola part(cula en el potencial común '. Como 

antes» tomo los valores O, 1,.21 ••• y nos indica el número de cuantos en el oscilador¡ 

mientras que .( ltl son el momento angular y su proyección! de la part(cula. Es fácil 

expresar los estados "V l m en términos de los previamente introducidos, que se denotaban 

28, 29) 
con los números cuánticos 0, no 0_ • En el oscilador arm6nico dado el número 

1 

cuántico » los valores posibles del momento :mgular son 

l = v) v - Z, ••• ) l (, o. 
( /6.5 ) 

Si en lo ecuaci6n ( 16.4 ) introducimos en lugar de VI?. la funci6n 

( 16.6 ) 

tendremos, util izando la notaci6n i) t -m para el rndice/ 
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la que b ~r! - ) es una interacción central que conmuta con el momento angular total 

de las dos part(culas. 

Por otro lado, se sabe que el elemento de matriz de la función delta en

're funciones de onda de dos part(culas acopladas al momento angular total definido es 

apreciablemente diferente de cero cuando L =Oi es decir 

( 16.8 ) 

Por lo tanto, el elemento de matriz ( 16.7 ) es del mismo tipo que los elementos de matriz 

definidos en la ecuación ( 16.2 a)¡ en otras palabras, la expresión para el potencial del

ta es aproximadamente igual a la expresión para la fuerza de apareamiento en segunda 

cuantización. 

Si tomamos en cuenta los valores posibles de t para un valor dado de 

V (ec. 16.5) vemos que SI ¿, en?1 es igual a ~ 2. en~ 2. entonces \) I en 

r. esigualaV 2 en?1.. cuando se trata con dos capas contiguas del oscilador, 

únicamenle. En otras palabras el elemento de matriz ( 16.2 b) se puede expresar como 

<~, 1, m, ),), ezm~l pI",' e: m:) ~; t~ m~)" (-,r'.¡. m: J_, ~, h"'" -mz 
(16.2b) 

( Desde luego la misma expresión es v61 ida aproximadamente para los elementos de matriz 

entre estados de dos part(culas del oscilador con ~I potencial delta). 

Sustituyendo la expresión ( 16.2 c ) en la ecuación ( 16.4 ) se tiene 

para la fuerza de apareamiento, 
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( 16.9) 

Si efectuamos la suma sobre)), y))'. expl rcitamente, restringiendo los valores de estos 

en donde 

es el operador de númera para la capa con V:::: ~ • 

Como es f6cil ver de la ecuaci6n ( 16.10) el segundo y el tercer térrr. no 

dentro del primer paréntesis cambian al número de part(culas en cada capa; osI', por ejem

plo, el segundo sumando disminuye en dos el número de ellas en la capa)} y lo aumenta, 

también en dos, en la capa -y .... f 

Si ahora nos restringimos a considerar configu.raciones con número fijo de 

part(culas en cada capa, los términos arriba mencionados de la ecuaci6n ( 16.10 ) tendlÚn 

elementos de matriz iguales a O. Se obtiene entonces una fuerza de apareamiento simpliii 

cada .p I que se puede escri bi r como I 

( 16.11 ) 
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en donde j':~ se expresa como 

( 16.12) 

con una expresión on6109a para Pu + ¡ 

En otras palabras, lo fuerza de apareamiento se descompone en dos su'" 

mandos, que representan ( cada uno pc·r separado) fuerzas de apareamiento que actúan in'" 

deoendientemente sobre estados de cada capa. Esto lo podemos interpretar en la forma si

guiente: si consideramos que G es un parámetro que mide la intensidad de la fuerzo de 

:tpareamiento, lo que hemos supus:sto es equivalente a considerar el valor de G como mu 

cho menor a 2 t w , el doble de la separación entre las dos capas del oscilador, en cuyo 

coso esta fuerzo no puede llevar una pareja apareada a momento angular total igual a Ode 

la capa \) a la capa V"'" I 

Desde el punto de vista de la clasificación de los estados por una cade

nc, de subgrupos de U , ( consideramos el caso particular V.:. I por ser el de interés dir,;c
9 

to aqur¡ aunque los resultados que se indican a continuaci6n son válidos para )) 

tio) se sobe que la expresión original (16.19) para P que incluya a ~,grupo de r:: 

taeiones en un espacio de 9 dimensiones. La fuerzo de apareamiento reducida ( 16.11 ) es 

diagonal cuando los estados se clasifican por la cadena de subgrupos siguiente 

( 16.13) 

como es claro de la ecuación ( 16.12 ) para f;; y la ecuoci6n análoga para -Pu-+-l 

si se recuerda la demostraci6n de un hecho análogo en el caso de partrculas de una sola 

1 
CClpa ). 
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Consideraremos ahora las correlaciones de largo alcance. Si tomamos 

una interacci6n central, (se el ige un potencial gaussiano por conveniencia) 

(16.14) 

J -2
Y desarrollamos su expresi6n en serie de potencias:le se tiene que<7' 

- ]Ji (rit + r:)(!I • .! 2. ) +:-'i (!) .!~ )7.- t r,). r; )+ . " ] 
( 16.15 ) 

Para largos alcances del potencial ( 16.14 ) (t?<. ~ 00 ) s610 se necesitar(a legar hasta 

términos del orden ct..-2 • Paro configuraciones de part(culas de una sola capa¡ estos 

términos no rompen la degeneraci6n, ya que el término 

se puede considerar como una correcci6n al pozo central y el término 
) 

:tJ:l -.r2, 
~2. 

tiene elementos de matriz iguales a O con respecto a estos estados, por ser todos de pari~ 

dad par 30). 

Sin embargo, cuando se consid ¡on estados de part(culas en dos capas 

contiguas, las funciones de onda de una sola part(cula pueden tener paridades opuestas. 

En este caso este término, que es una interacci6n del tipo dipolo-dipolo, sr pUE~de rom

per la degeneraci6n. 
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-Iof 
En cuanto a los términos de orden r/.. únicamente el último en elI 

desarrollo de ia ecuación ( 16,15) rompe la degeneración y es equivalente, como es bien s~ 

bido, a una interacción cuadrupolo-cuadrupolo. Por lo tanto para valores grandes del alca~ 

ce del potencial ( 16.14) el término cuadrupolo-cuadrupolo es despreciable frente al térmi

n() dipolo-dipolo. 

Sin embargo, cuando se considera la interacción entre todos los pares de 

-¿ 
pl::Htrculas posibles, la parte dipolo-dipolo del potencial ( del orden de ()i.. es propo,.:. 

cional a ,.. 
\"' r. r· - I r· 

1.. 

L. -t. --l --t L 

L< ~ Ir 

en donde"""R. es el vector del certro de masa de los nucleones que forman el sistema. Ca 

mo se demostró en el capITulo anterior, R ~ es proporcional a la energ(a del centro de 

masa, la cual ha sido reducida a O mediante la eliminación de estados espurios. 

En otros términos, la interacción dipolo ...dipolo con respecto a estados 

no-espurios! es equivalente a un potencial de una sola part(cula del mismo tipo del oscila

oor armónico y no rompe la degeneración aún cuando se consideren configuraciones de p(~ 

('\2
trcula-agujero. Podemos concluir, por consiguiente que el término \JI". sigue siendu el 

(inico término de una interacción de largo alcance que rompe la degeneración, si se elimi

non previamente los estados espurios introducidos por el movimiento del centro de masa. A 

este término se le puede modificar por las fuerzas de intercambio de largo alcance 31) que 

s.on diagonales c:on respecto a funciones de onda clasificadas según la teor(a de supermul .. 

j-ipletes de Wigne¡ . 

Vemos entonces, que la combinación lineal 
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sigue siendo un buen modelo para una interacción central entre los nucleones t aunque se co~ 

sideren configuraciones de parHcula--agujero¡ la interacción está relacionada a las correla

ciones de largo alcance y la fuerza de apreamiento a las de corto alcance. Como el acopl~ 

miento spin-6rbita 1JsoO • es, desde luego, parte integrante del hamiltonianc), se tiene que 

( 16.1 ) se puede emplear como el hamiltoniano del sistema. 

Discutiremos a 	continuación la aplicación de estas ideas a núcleos cerca

16 
nos a la capa doblemente cerrada del O • 
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CAPITULO V 

NIVELES DE ENERGIA Y FUNCIONES DE ONDA DE PARIDAD NEGA

TIVA DE ALGUNOS NUCLEOS EN EL PRINCIPIO DE LA CAPA 2s-ld. 

17. - Cálculo de los Elementos de Motriz de Interacci6n Modelo. 

En este capl'tulo anal izaremos el problema ce lo obtenci6n de los esta

16 
dos de paridad negativo de cinco núcleos de la capo s-d cercanos oí O . Para el cálcu 

lo de estos niveles y la construcci6n de las funciones de onda correspondientes se utiliza 

uro combinaci6n ele las técnicas estudiadas antes, la técnica anal iTica y el método sinté

ti co. 

La suposici6n básico que se hace en el cálculo indicado a continuacUn, 

es la siguiente: los primeros estados excitados de paridad negativa de estos núcleos 01 pri~ 

cipio de la copa 2s-ld provienen de la excitaci6n de una part(cula ( únicamente) la ca 

po Ip o la capa 2s-ld; en otras palabras las configuraciones que se consideran de importa~ 

cía aquI¡ son las configuraciones de un agujero y UO' numero de part(culas compatible con el 

mícleo que se desea estudiar. Como se sabe del ( ,JI isis de Brown y Green 23,25) para el 

CC1SO del OJ6, esta suposición puede no ser correcto, habiéndose encontrado fuertes mez"'

elas de estados de tres agujeros con los estados de un agujero, aún poro el primer nivel exci.. 

tCldo. Sin embargo, la hipótesis enunciada más arriba¡ simplifica 105 cálculos en fonma noto 
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ble como se verá a continuación. 

La forma de la interacción que emplearemos para el cálculo es la dada 

en la eco ( 16.1 )1 que ha dado buenos resultados en otros casos. Por otro lado se ha demos 

trada en el capr'tulo anterior que esta interacción modelo puede simular a una interacción 

central entre los nucleones, una vez que los estados espurios han sido eliminados; en este 

caso, Q.Z la fuerza cuadrupolo-cuadrupolo representa las correlaciones de largo alcance 

, la fuerza de apareamiento, las de corto alcance. 

En el caso de un a~~uiero en la capa Ip y un número arbitrario de par~ 

culos en la capa 2s..ld, que se haya anal izado previamente, el cálculo de los elementos de 

l'1atriz del hamiltoniano modelo es muy sencillo. Si las funciones de onda del sistema se 

clasifican por la cadena de subgrupos SlJ.,5:::> R,3 I la interacción Q2 ,que se puede 

expresar en función de los operadores de Casimir de segundo orden de S\.)3 )' Rl es 

diagonal con eigenvalores dados por la expresión ( 16.3) 1). 

Por otro lado, las matrices de apareamiento se pueden obtener de manera 

muy sencilla si se conocen las matrices de apareamiento para el número de part(culas en la 

capa 2s-ld que se está considerando y los coeficientes de Wigner para el grupo S\)3 en 

la cadena Mica 5 U.3 J R,3 . Esto se puede ver de la manera siguiente: 

Como se indicó en el capITulo anterior el operador de apareamiento al 

actuar en el espacio definido por funciones de onda correspondientes a un número de par!,!' 

culos fijo en cada capa es equivalente a la suma de dos operadores de apareamiento, que 

actúan por separado en cada Una de I(]s capas. Es decir 

con ¿:J definidos en la ecuación ( 16.12).y~I 
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ble como se ver6 a continuación. 

La forma de la interacción que emplearemos para el c61culo es la dada 

en la eco ( 16.1 ), que ha dado buenos resultados en otros casos. Por otro lado se ha demos 

trado en el capllulo anterior que esta interacción modelo puede simular a una interacción 

central entre los nucleones, una vez que los estados espurios han sido eliminados; en este 

caso, Q? la fuerza cuadrupolo-cuadrupolo representa las correlaciones de largo al canee 

y"p , la fuerza de apareamiento, las de corto alcance. 

En el caso de un a~;¡uiero en la capa Ip y un número arbitrario de part~ 

culos en la capa 2s .. ld, que se haya analizado previamente, el c61culo de los elementos de 

l1atriz del hamiltoniano modelo es muy sencillo. Si las funciones de onda del sistema se 

clasifican por la cadena de subgrupos SU;::J R,3 , la interacción Q2 , que se puede 

expresar en función de los operadores de Casimir de segundo orden de 5\.J3 >' R3 es 

diagonal con eigenvalores dados por la expresión ( 16.3) 1). 

Por otro lado, las matrices de apareamiento se pueden obtener de manera 

muy sencilla si se conocen las matrices de apareamiento para el número de part(culas en la 

capa 2s-ld gue se está considerando y los coeficiente3 de Wigner para el grupo SU,3 en 

la cadena f(sica 5 U.3 J R3 . Esto se puede ver de la manera siguiente: 

Como se indicó en el capllulo anterior el operador de apareamiento al 

actuar en el espacio definido por funciones de onda correspondientes a un número de par!! 

culos fijo en cada capa es equivalente a la suma de dos operadores de apareamiento, que 

actúan por separado en cada una de las capas. Es decir 

con P 
I y~ definidos en la ecuación ( 16.12 ). 
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Según se demuestra en la referencia 1, 

en donde €~S el operador de Casimir de segundo orden del grupo li3 de degener~ 

ción orbital en la capa Ip y ~.3 es el operador de Casimir de R3, el subgrupo ortogonal 

en tres dimensione". qUB coincide con el grupo de rotaciones en el espacio orbital. Los (n

:lices de la representación irreducible de ZL3 estdn contenidos en la clasificación de las 

funciones de onda, así como el momento angular de los nucleones en la capa Ip, que es el 

índíce de la RI del subgrupo R3' Esto último es cierto únicamente en el caso en que est:=. 

mas interesados, es decir, un agujero en la capa Ip, que corresponde a momento angular o::.. 

bital definido L"=: I . La expresi6n poro los eigenvalores de r; en términos de los (ndi 

ces de la representaci6n de 213 es la siguiente: 

(3 =I
.3 

-Ár (y-~) 

En el caso de un solo agujero la RI de tt,.3 es [oo-j como se vió en el capítulo II 

por lo tanto 

j:l,dem6s, el eigenvalor del operador t es 

con L" = I paro todos los estados de un solo ag J ,.,ro. 

Podemos concluir entonces que los estados considerados aq'¡( son eigen

funciones de -.f1 con un eigenvalor independiente del estado específi ca de que se trate; 

es decir, la matriz de Jf? es una matriz escalar con respecto a estos estados, lo que inc!i 
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ca que no es de importancia para la obtención de la separación entre los niveles de energ(a. 

Por otro lado, el operador -A actúa sólo sobre los operadores de part( 

culo y las matrices correspondientes han sido obtenidas previamente para un nlímero conside 

rabie de casos, en los cuales el objetivo era el anól isis de estados de paridad positiva y baia 

excitación para núcleos de la capa. 2s .. /d. 

Aprovechando estos resu I todos, podemos obtener las matrices de la fuerza 

de apareamiento con respecto a los estados de partrcula~auiero clasificados por 5U5 en la 

forma siguiente: 

Se trata de calcular el elemento de matriz 

en donde todos los srmbolos tienen el mismo significado que se especificó antes. Como el 

operador de apareamiento no depende de los (ndices de spin e isospin y es independiente, 

por lo tanto¡ de los valores de {lfl,s, T en los kets, se suprimirón de aquren adelante. 

Ademós P es invariante frente a rotaciones y por tanto L =L. Como consecuencia se ti..: 

ne que la matriz de apareamiento ser6 una matriz diagonal en la cadena SU.3:J R:; a 

menos que la representación ( kl k ) de L considerada contenga el mismo valor de L mós
2 

de una vez. 

De acuerdo con los resultados del método sintético, se sabe que una ex~ 

presión posible para el ket clasificado por esta cadena de subgrupos es 

{v'} tv"}
[.q r.I\1 +t~J (~I ~? ) u> L H ~; {-ó 1SM.s T H );-;f< j ... • .. ))L ~ .. ~ ) T '-' ~'S'Tt ~ S T 

en donde el primer factor en el lado derecho de esta ecuaci6n es el coeficiente de Wigner 
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ca que no es de importancia para Ja obtención de Ja separación entre los niveles de energ(a , 
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excitación para núcleos de la capa. 2s .. ld. 
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Se trata de calcular el elemento de matriz 

en donde todos los srmbolos tienen el mismo significado que se especificó antes. Como el 

operador de apareamiento no depende de los (ndices de spin e isospin y es independiente, 
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ne que la matriz de apareamiento ser6 una matriz diagonal en la cadena SU3 :J R3 u 

menos que la representación ( k
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k
2 

) de L considerada contenga el mismo valor de L m6s 

de una vez, 

De acuerdo con los resultados del método sintético, se sabe que una ex~ 

presión posible para el ket clasificado por esta cadena de subgrupos es 

{ú'} {ú"} 
[-i} [~+t~1 (~, ~7) u> LH ; {v\ S M.s TH )~)< I .) ...... 

) z) T LJ ~S'T ~ S T 
) 

en donde el primer factor en el lado derecho de esta ecuación es el coeficiente de Wigner 
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que acopla el estado en 

t'Ó'! como RI del grupo U.., y spin total S', isospin T' con el estado cuya RI en U~ 
l 

es {v' } y con spin total Sil e ¡sospin total T", para obtener una RI de U4 {1Y J as( 

como spin e ísospin totales S y T, respectivamente. Como se indic6 antes, la funci6n de 

onda queda autom6ticamente acoplada en el grupo unitario Ztj , grupo complementario 

de LJ.., . 

El segundo factor es un coeficiente de Wigner SU.,) en la cadena f( 

sica y los kets se refieren, respectivamente, a partrculas en la capa s-d ya agujeros en la 

copa p, 

\\ 1\ 

En el caso de un solo agujero{ la representaci6n ( 'Ro. ~ l) de SUj 

es(ll)quecorrespondeen U.3 a(oo-I) yen R aL':. l. (El (ndice W'I no es 3 

necesario en este caso) 

Introduciendo esta expresi6n para los estados de partrcula agujero en el 

elemento de matriz de la fuerza de apareamiento se tiene la expresi6n : 

<:[-A]J-fJ+[~'] (ri. ~-;')w -i.. M; tvisMsT NTI pi [-ttJJftJ+[R'J (k)?z )w LH; tv\SMs1 ¡-t\) 

(~I ~z )\ j( ~: k~) ; \1\) ( ~\ k1 )\ X 
- W \.. t\ / \ (.¡.)' l' 1'1

1 

\ M~ W \.. H / 1M .. 
\.. 

en donde se ha aprovechado la independencia de P con respecto al spin y al isospin para 

utilizar la ortonorma!ídad de los coeficientes de Clebsch .. Gordan de U y eliminarlos.
4 

ha suprimido la contribuci6n del operador de apareamiento en la capa Ip, ya que es la 

r"isma para todos los estados. Por otro lado, eS invariante frente a rotaciones en el P2 
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dE U" en la cadena no natural U4 que acoplo el estado en 

{IS'! corno Rl del grupo LJ", y spin total 5'! isospin T' con el estado cuya RI en U<4 

eS {v"} y con spin total Sil e isosp¡n Total TIl
, para obtener una RI de U4 {1.f J as( 

como spin e ísospin totales S y T, respectivamente. Como se indicó antes, la función de 

queda autom6ticamente acoplada en el grupo unitario ag ,grupo complementaría 

de U", 

El segundo factor es un coeficiente de Wigner Su.! en la cadena f( 

slcaylos se refieren! respectivamente, a partrculas en la capa s-d y a agu jeros en la 

copa p. 

En el caso ( 

\\ 1I 

un solo agujero, la representaci6n R.. R z) de su,} 

e!¡ ( 1I ) que corresponde en U,3 a (00 - 1) Y en R3 a L' :. l. (El (ndice W·· no es 

necesario en este caso) 

Introducienao esta expresi6n para los estados de part(cula aguiero en el 

elemento matriz de la fuerza de apareamiento se tiene la expresi6n : 

en donde se ha aprovechado lo inaependencia de P con respecto al spin yal isospin para 

utilizar la artonorma!ídod de los coeficientes de Clebsch - Gordan U
4 

y eliminarlos. 

suprimido la contribuci6n del operador de apareamiento en la capa Ipl ya que es la 

r1ismc para todos los estados. Por otro laao, P2 ,~s invariante frente a rotaciones en el 
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espacio de tres dimensiones; el elemento de matriz 

-1 I 

es igual a cero si L 1= t.: Y es independiente de la proyecci6n de L. 

Si se aprovecha la independencia de M del elemento de matriz de P 

y se definen los coeficientes reducid<:::ls de Wigner de SU en la forma 
3 

~II~~) . (11) (~I~~»:::/(~:~~). (11) (~\kl)\/l,~IM'M" I...H\ «
w' L' M' J L:' M" LV L M \ w' L' J 1:' W L / \ / 


el el emento de matriz para P se puede expresar como 

Si nos restringimos por la hipótesis de Elliott 

En otras palabras I el elemento de matriz de la fuerza de apareamientÍJ 

restringida se expresa como funci6n de coeficientes de Wigner en la cadena f(sica - - 

SU :::::> R3 y los elementos de matriz para la fuerza de apareamiento P2 en la capa 2s
3 

Id, cuando se tiene un estado de un 5,610 agujero. Si por algún motivo se conocen estos 

elementos de matriz para P2 con respecto a estados de n part(culas en la capa))::::: 2, 

se pueden calcular las matrices del apareamiento para una configuraci6n de n part(culas 

en la capa V.: 2, se pueden calcular las matri .... es del apareamiento para una configura .. 

ci6n de n part(culas en ¡) 2 Y un agujero en ~ = l. 

En cuanto al tercer término en el hamiltoniano modelo, el acoplamiento 

spin--6rbita, los elementos de matriz con respecto a estados clasificados por SU3 se pueden 
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espacio de tres dimensiones; el elemento de matriz 

-1 I 
es igual a cero si L f=. l Y es independiente de la proyección de L. 

Si se aprovecha la independencia de M del elemento de matriz de P 

y se definen los coeficientes reducidos de Wigner de SU
3 

en la forma 

« ~II~~) . (11) (~1~2»~/(~:~~), (11) (k,k.z)\/L'l'M'M'1 L..H\ 
w'L'M' J l" M" w LM \w'L' J l:' wL /\ / 

el el emento de matriz para P se puede expresar como 

1..:' 
(~: ~~) 
wl 

Si nos restringimos por la hip6tesis de Elliott 

En otras palabras 1 el el emento de matriz de la fuerza de apareamientÍJ 

restringida se expresa como funci6n de coeficientes de Wigner en la cadena f(sica - - -

SU
3

::::> R3 y los elementos de matriz. para la fuerza de apareamiento P2 en la capa 2s-

Id, cuando se tiene un estado de un 5,ólo agujero. Si por algún motivo se conocen estos 

elementos de matriz para P
2 

con respecto a estados de n part(culas en la capa ~ =: 2, 

se pueden calcular las matrices del apareamiento para una configuración de n po rh'cu las 

en la capa v.: 2, se pueden calcular las matri",es del apareamiento para una configura-

ción de n part(culas en \J == 2 y ur: agujero en ~ = l. 

En cuanto al tercer término en el hamiltoniano modelo, el acoplamiento 

spin-6rbita, los elementos de matriz con respecto a estados clasificados por SU 3 se pueden 
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:~:cd ¡al !troducida por Moshinsky 1), que esencialmente consiste en utilizar 

líJ5 propiedad";5 tensoriales que tiene el operador s· o, frente a transformac ion es en es

'Ce 9ruP'') para apl icor el teorema de Wigner~EckartJ apropiado para grupos que no sean sim'" 

plemente reducibles. Cuando en el bra y en el ket se tienen estados correspondientes a la 

misma representación ( k k 2) de SU , el cálculo del elemento de matriz reducido se pu.,:l 3

de hacer fácilmente por aplicación directa del operador a los polinomios correspondientes, 

que se construyen como se indicó antes. El método de cálculo de los elementos de matriz 

20 
de-u}soha sido aplicado para calcular los niveles de paridad positiva de F y ha sido 

programado para una computadora electrónica. 

18. - Comparación Resultados Teóricos con los Datos Experimentales. 

Estudiaremos ahora cada uno de los núcleos por separado, empezando por 

16-el doblemente m6gico 0 , que desde nuestro punto de vista es el más sencillo de tratar. 

16 
Según nuestra hipótesis, los estados de paridad negativa del 0 corres~ 

ponden a una configuraci6n de una part(cula y un agujero. De acuerdo con la clasifica-

cicSn introducida en el cap. I I en el grupo U).5b la RI para estos estados es 

P 

d 

En el subgrupo Z?9 x U4 está representac ión contiene las representaciones siguientes 

o O o 
I 

xx ') 

d
X J 

r-.J 
~ 

la representación incluye una contracci6n con respecto a los ¡x! 
(ndíces orbitales y por lo tanto equivale a cambiar el número de parh'culas en cada capa. 
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ponden a una configuración de una part(cula y un agujero. De acuerdo con la clasifica--
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I 
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) 

Como se vió antes: la representación 

o 
1 

i

X 

d ) x 

Ix! incluye una contracción con respecto a los 

(ndices orbitales y por lo tanto equivale o cambiar el número de pan(culas en cada capa. 
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( En este caso, además, corresponde a estados de paridad positiva). En cuanto a las otras dos 

representaciones posibles, a mbas corresponden a los rndices {IOO-I) en el grupo U 4 

( {2 \ 1) en SU4) al considerar el estado f(sico ( es decir, con el estado de vac(o 

IOx> incluido). En el grupo orbital 219 las representaciones son las conjugadas a las 


de U 4 Y son, respectivamente, [I.i 1.4.0 ,] Y ll./ ~ ""'1 . I\mbas corresponden a L\1 en 


ZL, ya [ .L4 ~21) en 21.3 ( todos los estados de un solo agujero en la capa Ip están relaci~ 


nadas con esta RI de zt.3 ) y contienen las representaciones ( 31 ) Y ( 10) de SU , La cla

3 

sificaci6n completa de las funciones de onda se dan en la tabla 5 

Si utilizamos el operador del centro de masa, introducido en el cap, 111, se 

encuentra que los estados de la representaci6n ( 10 ) de SU3 son estados espurios, ya que ca'" 

rresponden a un estado P del mivimiento del centro de masa. Estos estados, independiente ... 

mente de la representaci6n de lig a que correspondan deben ser eliminados, por consiguien 

te, En la tabla 6 se dan las funciones de onda no"'espurias, construidas por la técnica anal ni

ca expuesta antes. 

Vemos entonces, que para la configuraci6n de una sola partrcula y Iln agu

¡ero, la restricci6n a la máxima representaci6n de SU es automática, ya que estos est'1;';OS
3 

son los únicos no-espurios. Sin embargo, se podr(a pensar en una simplificaci6n extra, que se 

introduce habitualmente al tratar con estados de part(culas en una capa; como las fuerzas e~ 

tre las nucleones san atractivas, se supone que las representaciones más simétricas en el grupo ~ 

orbital describen los estados de energ(a más baja y se acostumbra restringirse a e[las, 

16 
En el caso del 0 , esto equivale a tomar en cuenta la representaci6n [.4.{:;] 

de Zlg ,úni comente. Como se puede ver de la tabla de clasificaci6n, estos estados tienen 

valores nulos para S y T. Aunque los estados más bajos de paridad negativa del ox(geno 16 co 

rresponden a T = O, es poco probable que correspondan a un valor definido de spin total; las 
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En el caso del 0
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de ?L.9 ,úni camente. Como se puede ver de la tabla de clasifi caci6n, estos estados tienen 

valores nulos para S y T. Aunque los estados más bajos de paridad negativa del oxígeno 16 ca 

rresponden a T""" O, es poco probable que correspondan a un valor definido de spin total; las 
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'm i taciof1es ímpuestas sobre las funciones de onda que han de considerarse parecen, pues, 

excesivas Utilizando la interacción modelo ( 1601) estas consideraciones se confirman, ya 

que los resultados que se obtienen con funciones de onda clasificadas por [4'] en 21.9 es-

t,jn en total desacuerdo con los resultados experimentales, como se discute a continuaci6n. 

Para estados de una partrcula y un agujero, la fuerza de apareamiento re~ 

tringida es diagonal, con una contribuci6n igual para todos los estados, independientemente 

del valor del momento angular orbital L a que estos correspondan¡ la matriz de la fuerza 

de apareamiento en este caso es una matriz escalar. Como únicamente son de interés las 

diferencias de energía entre los diversos niveles, la matriz de la fuerza de apareCJmiento no 

contribuye ( se puede desechar. Por otro lado, el spin total es cero si se hace la restricci6n 

de la base por la simetría en Zl.g i los elementos de matriz. de la interocción spin"'Órbita 

son cero en este caso siendo entonces la fuerza de cuadrupolo-cuadrupolo la que determí na 

la ordenaci6n de los niveles y la separaci6n entre ellos. Pero la ordenaci6n de los niveles 

resultante de la interacci6n Q'l. es 1,2,3, en discordancia con el experimento. p.J

demos concluir, por lo tanto, que no es conveniente introducir la simplificaci6n extra en 

este caso. 

Como se puede ver de la tabla 5 , ambas representacicnes de U.g 

contienen a ( 31 ) de SU y esta es la máxima representaci6n de SU a la cual nos debe
3 3 

mos restringi r según la h ip6tesis de El I iott. En los casos traTados hasta ahora con configura

ciones de parttculas en una capa, la máxima representaci6n de SU corresponde a una sola 
3 

representaci6n del grupo orbital¡ una vez especifi( -da el valor del isospin. 

Si tomamos en cuenta ambas RI de ZLQ los resultados que se obtienen 

mejoran considerablemente. En la figura I se muestran las gráficas comparativas entre los 

resultados te6ricos y el experimento, para el valor del parámetro x en la interocci6n ( 16.1 ) 

que el mejor ajuste en el sentido que 
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m'taciones írnpuestas sobre las funciones de onda que han de considerarse parecen, pues, -

~xcesiyas Utiliz.ando la interacción modelo ( 1601) estas consideraciones se confirman, ya 

que los resultados que se obtienen con funciones de onda clasificadas por [-4~J en Zig es-

t,jn en total desacuerdo con los resultados experimentales, como se discute a continuaci6n. 

Para estados de una part(cula y un aguiero, la fuerza de apareamiento re~ 

tringida es diagonal, con una contribución igual para todos los estados, independientemente 

del valor del momento angular orbital L a que estos correspondan¡ la matriz de la fuerza 

de apareamiento en este caso es una matriz escalar. Como únicamente son de interés las 

diferencias de energ(a entre los diversos niveles, /0 matriz de la fuerza de apareumiento no 

contribuye I se puede desechar. Por otro lado, el spin total es cero si se hace la restricción 

de la base por la simetda en Zf.g ; los elementos de motriL de lo interacción spin~rbita 

son cero en este caso siendo entonces la fuerza de cuadrupolo-cuadrupolo la que determina 

la ordenaci6n de los niveles y la separación entre ellos. Pero la ordenación de los niveles 

resultante de la interacci6n Q1.. 
es 1,2,3, en discordancia con el experimento. PIJ-

demos concluir, por lo tanto, que no es conveniente introducir la simplificación extra en 

este caso. 

Como se puede ver de la tabla 5 , ambas representacic)""ie~ de 1/...1 

contienen a ( 31 ) de SU
3 

y esta es la mdxima representación de SU3 a la cual nos debe-

mas restringir según la hipótesis de Elliott. En los casos tratados hasta ahora con configura~ 

ciones de parti'culas en una capa, la mdxima representación de SU
3 

corresponde o una sola 

representación del grupo orbital, una vez especific-do el valor del isospin. 

Si tomamos en cuenta ambas Rl de Z¿Q los resultados que se obtienen 

meloran considerablemente. En la figura l se muestran los gráficas comparativas entre los 

resultados teóricos y el experimento, para el valor del par6metro x en la interacción ( 16.1 ) 

que do el mejor ajuste en el sentido que 
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( 17.1 )(Í = ¿[(ETeO",\- ( E ••p)¡]2 
l.. 

sea m(nima. En la fig. la se dan los resultados experimentales 32); en la fig. lb resultados 

del cálculo te6rico utilizando la interacci6n modelo, mientras que en la fig. le se ha utiliza 

do la interacci6n modelo modificada por fuerzas de intercambio a largo alcance. El orden 

para los tres primeros niveles es correcto ahora, pero el cuarto nivel experimental 1- , se pr~ 

dice teóricamente como el 0-. 

4) 
De un cálculo anterior ,se conoce la funci6n de onda del primer estado 

excitado; se expresa en acoplamiento j -j en la forma siguiente: 

La funci6n de onda para este mismo nivel que surge de nuestro cálculo es 

El traslape de las dos eigenfunciones es 80% "como se puede ver fácilmente si se utili ... 

zan los paréntesis de transformaci6n de la cadena SU :> R3 a la base clasifi cada por ac~
3 

plamiento i-¡ t que se encuentran en la tabla 7. 

Como se puede observar en la fig. los tres primeros niveles se pueden 

ajustar razonablemente en la misma forma que el nivel J.::: 0- de 10.95 MeY. de excita 

ci6n. El cuarto estado excitado en 9.59 MeY, 
\ 
ha sido considerado como el origen de una 

33(34)
banda de rotación que incluye los niveles 3 - en 11.63 MeY. y 5 - aprox. en 16 MeY. 

Nuestros cálculos dan una configuración más a este punto en el sentido en que este nivel no 
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(f = L [U ... eO")L - ( E .. p).j' 
L. 

( 17 .1 ) 

sea m(nima. En la fig. la se dan los resultados experimentales 32); en la fig. lb resultados 

del cólculo teórico utilizando la interacción modelo, mientras que en la fig. Ic se ha utiliza 

do la interacción modelo modificada por fuerzas de intercambio a largo alcance. El orden 

para los tres primeros niveles es correcto ahoro, pero el cuarto nivel experimental 1- , se pr:.. 

dice teóricamente como el 0-. 

4) 
De un cálculo onterior ,se conoce la función de onda del primer estado 

excitado; se expresa en acoplamiento j-¡ en la forma siguiente: 

La funci6n de onda para este mismo nivel que surge de nuestro cál culo es 

El traslape de las dos eigenfunciones es 8D% ,f como se puede ver f6cilmente si se utili ... 

zan los paréntesis de transformación de la cadena SU
3

:> R3 a la base clasificada por aee::. 

p/amiento i -¡ , que se encuentran en la tabla 7. 

Como se puede observar en la fig. los tres primeros niveles se pueden 

aiustar razonablemente en lo misma forma que el nivel J 0- de 10.95 MeV. de excita 

ción. El cuarto estado excitado en 9.59 MeV 1 \ha sido considerado como el origen de una 

33{34) 
banda de rotación que incluye las niveles 3 - en 11.63 MeV. y 5 - aprox. en 16 MeV. 

Nuestros c61cu los don una configuración más a este punto en el sentido en que este nivel no 
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TABLA 5 

Clasificación de los Estados de Paridad Negativa e Isospin 

T:: O del 016 
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1 

i 

1 

J 

V3" 
SU (..) SU,5 I SU fó) i 
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I 
( !>I ) 1) l} 3 1, :2.) 3 I 
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T AS LA 5 

Clasificación de los Estados de Paridad Negativa e Isospin 

T:: O del 0
16 
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1. 7L9 SU3 R3 5 U (61 
1 
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T A B LA 6 

16 
Funciones de Onda no-espurias para el 0	 con isospin T:::: O. Se emplea 

)J-' s' 
la notación ()4SJ ¡,-Is') == b-:u.. s b . 

1[4431J ( 31) 31, ~ ~ [(11,3'3)+ (12,3'9)110~ 

{vf [ ( 13, 3' 3 ) - ( 11, 3' 1 ) .¡. ( 14, 3' 4 ) - ( 12, 3' 2 ) 1 

~t ['12(22, 3' 4) +"'Í2(21, 3' 3)-(11, 2' 3)-(12, 2' 4) ](Iox) 

_1 [(22, 31 4)+ (21,3' 3)+T2(12, 21 4)+(2(11 1 2' 3)J Inxj [4431] ( 31) 21, ~~ 
V6 

I---------+----------------·---~ 

-} [( 11, 31 I ) + ( 12, 3' 2 ) + ( 13, 3' 3 ) + ( 14f 3' 4 ) J lox) 

~';I 
= ~ , lox) 

_1 . (5 [- 90(13,3 1 1) -90(14,3'2) -30(23,3 13)+ 30(21,3'1) 
90VT4 

+ ISV2 ( 13, 21 3) - ISV2( 11,2' 1) - 30 ( 24, 3' 4) 

+ 30 (22,3' 2)+ IS'i2( 14, 2' 4) -15'0'( 12, 2' 2) 

+ 12 ( 42, 31 4 ) -t 12 ( 41, 3' 3 ) + 6V2( 32, 3' 4 ) 
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T A B LA 6 

Funciones de Onda no-espurias para el 0
16 

con isospin T == O. Se emplea 

p.' 5' 

la notación C,u.s} )"-1 s') == b -:u. s b. 

\~ 

-f¡ [(11,3'3)t (12,3'9)lI0~ 

{"f [ ( 13, 3' 3) - ( 11, 3' 1 ).¡. ( 14, 3' 4 ) - ( 12, 3' 2 ) 1 

- 1 bt22, 3' 4) + i2(21, 3' 3)-(11, 2' 3)-(12, 2' 4) JI 10x) 
2-:y6 

_1 [(22/ 31 4)+(21,31 3)+12(12,21 4)+v2(II, 21 3)J Inx 
-{6 

1-----------------4--------------------------------------4 

~ 
31, 1 

1 [( 11, 3' 1 ) + ( 1 21 31 2 ) + ( 131 3' 3 ) + ( 14 I 3' 4 ) J I o;) 
#.J/ 

= + -~J lo~) 

1 , t5 r - 90(13,31 1) -90(14,3 12) -30(23,3'3)+ 30(21 /3'1) 

90VT4 L 
+ 15V2 ( IJ I 21 3) - 15Y2\ 11,2' 1) - 30 ( 24,3' 4) 

-+ 30 (22,3' 2)+ 15V2( 14 1 2' 4) -15Y2( 12, 2' 2) 

+ 12 ( 42, 31 4 ) + 12 ( 41, 3' 3 ) + 6V2 ( 32, 3' 4 ) 

! 
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+ 6V2 (31,3'3) -12'f2(22¡ 2'4) - 1212(21, 2'3) 

1 
I \ 

+-6(12,1'4) +6(11,1'3) 101 

~ l'J2(23, 3 13) -1/2(21/ 3'1) + 2(13, 2'3) 

- 2(11/2'1) +V2(24,3'4) - '[2(22, 312) 

+ 2(14/ 214) - 2(12, 2' 2) - V2(42/ 3'4)
![4431] (31) 21, 2) 

- \f2(4I, 313) -(32,3 '4) - (31,3 ' 3) + 

- (22/2'4) - (21,2'3) +V2(12/ 114) 

+V2(II/I'3)J 100> 

í 
_1_ l(21, 3' 1) + (22,3'2) + (23/3'3) -t (24,3'4) +

~+- V2(II, 2'1) +1'2{12, 21 2)+-V2(13, 2'3)+"V2(14, 2'4)1 
~ V :z[ 0/' + V2 r: ~'l lO? 

I r 2'J2(23, 3'1) + 4(13,2'1) + 2Y2(24, 3'2)-t
- ibó' l 

-+ 4(14/2'2) +V2(43, 3'3)+(33,3'3)+ (23,2'3) 

-Y2(13, j(3) - V2(41, 3' 1) - (31,3'1) - (21,2 ' 1) 

+-V2( 11, l' 1) + 2 ( 44, 3'4) + (34/ 3' 4) + ( 24, 2'9) ;
~31J (31) 21, ~ 

-\[2(14,1'4) -\12(42/312) - (32,3 ' 2) - (22,2'2) 

+ '{2(12, 1'2) + V2(22, 1'4) + \)2(21, "3) 

- 'f2(52, 3'4) - \12(51, 3'3)) 10X) 

[4431J (31) 21, ~ 

- i 17 

+ 6V2(3I, 3'3) -12"'f2(22¡ 2'4) -121/2(21,2 ' 3) 

+ 6 (12, l' 4) + 6 (11, l' 3) ] I O~ 

~ [[2(23, 3'3} -V2(21, 3'1) + 2(13, 2'3) -

- 2(11,2' 1) +V2(24, 3'4) - '[2(22, 3'2) 

+ 2(14,2 '4) - 2(12,2'2) - 1[2(42, 3'4) 

- "'(2(41, 3' 3) - (32,3'4) - (31, 3' 3) + 

- (22,2'4) - (21,2'3) + U(12, 114) 

+ V2 (11, l' 3)J I O xl 

r 
_1_ l(21, 3'1) + (22,3'2) + (23,3'3) T (24,3'4) 1-

y-¡-r J +- v'2(II, 2'1) +\12(12, 212)1-~13, 2'3);-\12(14, 2' 4) 

= V :i [ r;, /' + 'V2 c,: ~'l 10J 

r 

- J I 2'[2(23,3'1) +- 4(13¡ 2\) + 2V2(24, 3'2)+ 
2V2O' l. 

+ 4(14,2 ' 2) + V2(43, 3'3)+(33,3'3)+ (23,213) -

-"6(13,1'3) - -v2(41, 3'1) - (31,3 1 1) - (21,2'1) 

+-V2(II¡ 1' 1);- 2(44, 3'4) + (34 1 3'4) + (24, 2'9) ;

- "'V2{14, 1'4) - \{2(42 , 31 2) - (32, 3'2) - (22¡2' 2) 

+ 'Y2(12, 1'2) + 'J2(22, 1'4) T \)2(21,1'3) 
1 

- '12(52, 3'4) - V2(51, 3'3) j 10X) 
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1 [ 2 V2(43, 313) - 3(23, 313) -r (23, 213) + 
VT6O' 

... \12(13, 113) ..... 2\12(41, 311) + 3(31, 311) - (21/ 211) 

-V2(I/, 111) + 2 V2(44, 314) - 3(34,314) + 

-r (24, 214) + V2(14, 114) ..... 212(42, 312) + 

+ 3(32, 312) ...... (22, 21 2) ...... '12(12, 112) 

- V1(21/ 113) - '-12(22,1 14) -4V2(31/213) 

- 4Y2.(32, 214) + 2(41, 213) -t 2(42/ 214) 

- "IJ2 (51, 3'3) - vi (52, 3'4) 1 lo~ 

1_1_ [ 2 \12(41, 31 1) + 2 V2(421 312) + 2''12(431 3 3) + 
4~ 

+ 2'12(441 3(4) - 3(31, 311) - 3(321 312) - 3(33,313) 

- 3(34, 314) + (21, 211) + (22, 212) + (23, 213) + 

+ (24
1 
214)+'\j2(1I~/1'1)+'G'(12r 1'2)+V2(13, 113;+ 

+-.J2( 14, 1'4) 1 lox) 
::::.- _1 [i'fi e'1.3' ..... 3 ~j'+ ~~/+V2 ~I) ]101. 

4\15' 
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I [ 2 V2(43, 313) - 3(23, 313) -r (23, 2 13) + 
VT6rf 

"" 0(13, 113) -- 21/2(41,311)+ 3(31,311) - (21,2 11) 

-Y2(II, 11 1) + 2 v2(44 , 3'4) - 3(34, 3'4) -+ 

+ (24, 214) + V2(14, 114) - 2 '12(42, 312) + 

+ 3(32, 312) - (22,2 1 2) - V2(12, 112) 

- -v2(21 1 1'3) - '\f2(22/ 114) - 4 "V2(3I, 213) 

- 4Y2(32, 214) + 2(41, 2'3) + 2(42, 214) -

- \G (51, 3'3) - Vi. (52, 3'4) 1 lo~ 

_1_ [ 2 V2(4I, 311)+2\12(42, 312)+2'\12(43, 313) + 

4~ 
+ iV"2.(44, 3(4) - 3(31 1 31 1) - 3(32,31 2) - 3(33,313) 

- 3(34/ 314)+ (21, 211)+(22,212)+ (23,2 13)+ 

+ (24,214)+\12(11-, 11 1)+ \f2(121 11 2)"" V2(13, 113;- + 

+ V2( 14, 1'4) J 10X) 

== _1 [ifi ''13' 

- 3 r:.,j'+ rff,,2'+V2 Ci.
IJ ]101 . 

4\[5' 

L--_______ -+-______ ,"--<-------------" 
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TABLA 7 


Paréntesis de Transformación entre Funciones de Onda clasificadas 

por la Cadena SU 3 y Acoplamiento i - i para el 0
16 

JI },íiT 5 -~:~ 51'-¡-- 2. , l! l 1. 1.. 1I 2. l. 

r \3 1) 1
31 

'--¡~ (31) 2. I 
 1.1{1;1! ¡ ""3I 31 i 
 3Vs --~~ -z.!'(31)1 fr -1- 8-Ji 


i 
 .3 
 3víO' ~i2/ ~ J.-.-
(31 j ¡ 
 ..:.L ~I.30 I-~ 5 J'fiS 

---1 
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¡ fut I-ff'1-, '-if O Il~ 
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i';) ! 15 
 15
. 15
I ¡-- 
y¡;; \(3 1) i i.t -"i! O m'" 1 i 
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'J \~ 

- I 
IOYS' 

O \ 

Y5' 

I,YS • 1Y4S-----l 
• 

2 ¡ ( 3 1) i 
1 
i 2. 
 I
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• 11 I i-s 10 
 sIT 
~~-+- "! I 

1
l?l) I 
 _1 

! ¡ 
 i


:lo 1 
 y¡;lf 
\10) I 
 - , \-vi'r~11 
 1(1 '[iS' 

\.3 1) 


¡ 15 
 2.VS ~ 
\ O -'12 :~O21 
 '(jO 2. '\"o 

(:.!J 1) -'lS.5 jj§ -=-~-I 2.\ -11 
 .3 ~-··TljR2"(5 
-r, 1 rs---iS' .-""\fi tr

:l "'0i' .3fT -3 \o (..rs 

I I ,_ I fT € - 2 

--r I -:3 -¡- " .3 


--ViO ~ 
~ (" 

2. .<. l. .1.. 

~'~~",J (1 r' (;t¡ (;ti (~ t H-r(; TI (it (~r~_!t gJ~l(i-r 
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31 

.2 ¡ 
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TABLA 7 

Paréntesis de Transformación entre Funciones ce Onda clasificadas 

l · .. 1 0 16 
pOI' la Cadena SU 3 y Acop amiento I - I para e 

o , -4 

Wo "'/JO 

-'fE -1 

¡, IO"'(Y 50 

O I _1 
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- , I 

~ m "\[l? 

\ o o -"'f2 -2 
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I ->{5 F __ I í 2 , 
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'~T-u 12' I .\ I 'J 5 

1~!3_~ -3 lo laG 
~ € -2 

--¡- 13 - - -
lo " 
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se puede obtener de la configuraci6n de una part(cula y un agujero. Desde el punto de vis 

ta del modelo considerado aqu(, este nivel debeda corresponder a una configuraci6n más 

complicada, como la consistente en tres part(culas y tres agujeros que no hemos analizado. 

Uno de los puntos más interesantes del análisis es el hecho de que haya 

sido necesario inclui r la representaci6n [ l.{ 4 3 JJ de eL} en el cálculo, cortando la base 

únicamente por SU3t restringiendo el número de estados a los clasificados por la represe~ 

taci6n ( 31 ) de este grupo. Es interesante hacer notar, por otro lado t que la interacci6n 

modelo pueda dar un ajuste razonable para los primeros niveles de paridad negativa con 

T ::::: O aunque en este caso una parte importante del hamiltoniano modelo, la interacci6n 

de apareamiento P, janga elementos de matriz iguales para todos los estados considerados 

y un efecto nulo, por lo tanto, sobre la separaci6n entre los niveles. A nuestro juicio, es'" 

to indica que las correlaciones de largo alcance representadas por la fuerza de cuadrup::>lo

cuadrupolo representan en esta regi6n de. la tabla nuclear, uno de los componentes esencia

les de la interacci6n entre los nucleones. 

16 
Pasaremos ahora a analizar espectros de otros ndcleos cercanos al 0 , 

17 
principiando por el estudio del 0 . 

OXIGENO 17 

17 
Para los estados de paridad negativa de excitaci6n baja del O ,con

sideraremos una 1configuraci6n formada por dos nucleoles en la capa 2s-ld y 'Jr) agujero en 

la capa Ip. En principio se espera que los estados correspondientes tengan mayor energ(a 

que los correspondientes a la configuraci6n formada por dos part(culas en la capa s-d y 

16 d d 'd d ' . fla copa inerte del O en su estado base, que son esta os e pan a posltlva¡ en e ecto, 

'1 d 'd d ,.. 1" I 'te I estado base d I e 0 17 es un nlve e pan a poslttva mientras que e primer nlve eXCl o 
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se puede obtener de la configuración de una part(cula y un agujero. Desde el punto de vis 

ta del modelo considerado aqu (, este nivel deber(a corresponder a una configuración m6s ~ 

complicada, como la consistente en j-res part(culas y tres agujeros que no hemos analizado. 

Uno de los puntos m6s interesantes del anólisis es el hecho de que haya 

sido necesario incluir la representación ['-I43,J de 21.9 en el c6lculo, cortando la base 

únicamente pOi SU
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/ restringiendo el número de estados a los clasificados por la represe~ 

tación ( 31 ) de este grupo. Es interesante hacer notar, por otro lado, que la interacción 

modelo pueda dar un ajuste razonable para los primeros niveles de paridad negativa con -

T :::::: O aunque en este casa una parte importante del hamiltoniano modelo, la interacción 

de apareamiento P, langa elementos de matriz iguales para todos 105 estados considerados 

y un efecto nulo, por lo tanto, sabre la separación entre 105 niveles. A nuestro juicio/ es"" 

to indica que las correlaciones de largo alcance representadas por la fuerza de cuadrup::>lo-

cuadrupolo representan en esta región de. la tabla nuclear, uno de los componentes esencia-

les de la interacci6n entre los nucleones. 
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principiando por el estudio del 0
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Para los estados de paridad negativa de excitaci6n baja del O ,con-

sideraremos una'configuraci6n formada por dos nucleoles en la capa 2s~ld y '..Jr¡ agujero en 

la capa Ip. En principio se espera que 105 estados correspondientes tengan mayor energ(a 
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do Daridod negativa se observa experimentalmente 3.07 MeV sobre el estado base. Des

'ueoo lo interpl'etación de los tres primeros niveles de este núcleo, cuyo espectro se mue~ 

t!O en !c tig. 20, ~,e puede lograr en el moaelo de part(culas independientes mós elemental, 

tomando en cuenta a la interacción Spin-orbita únicamente, conslderondo 01 estado base y 

al primer nivel excitado como excitaciones de uno solo part(cula a los niveles d,)/2 y 5 / ' 
1 2 

respectivamente y al tercer ni vel ( primero paridad negativa) como la creaci6n de un 

as¡ujero en lo capCl Pl/2 • Sin embargo el nivel con J:= 7/2- en 3.86 MeV. no se puede 

irterpretar en tormo tan simple, siendo necesario tomar en cuenta las interacciones entre los 

nucleones. 

Para entender la estructura de los niveles de este núcleo que tienen pari 

dod negativa, se considera una cc:ntiguraci6n formada por dos nucleones y un agujero, como 

se mencionó antes. Por lo tanto la representación del grupo IU 3b es t6 fo Imada po r u no 

columna de dos cuadros y una anticolumna de un anticuadro : 

Las iepresentaciones de «9 ¡( Uf¡ contenidas en esta de ~J" que satistocen nuestro h:~ 

:Jótesis tundamental (hipótesis No. 1, pág. % ) son: 

~, r-T~l 

L~~ ~IJ Q

I ! JI , -.l 

') X :> X XIX d J)
r-~ 

en donde se han efectuado contracciones de cuac':> y anticuadros úní comente en el grupo 

(síguiendo el método indicado en el caprtulo l. De estas representaciones de a3 x U4 

se conserva en primera aproximaci6n las correspondientes a llJ en SU4,yaquealapli~ 

carse 01 estado de vado \o~ da origen a la representación más simétrica en el grupo con 
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do de: Doridod negativa se observa experimentalmente 3.07 MeV sobre e/ estaGO base. Des-

ele lueco lo ¡nterf-Hetaci6n de los ;res primeros niveles de este núcleo, cuyo espectro se mues 

tro en !c fig. 20, ~,e puede lograr en el moaelo de partrculas independientes meís elemental, 

romando en cuenta a la interacciÓn Spin""Orbita únicamente, conslderundo al estado base y 

al prime!' nivel excitado como excitaciones de una sola part(cula a los niveles d.)/2 y sl/2 

r'espectivamente y al tercer' nivel ( primero de par'idad negativa) como la creación de un 

a9u¡ero en lo capCl Pl/2 . Sin embargo el nivel con J:= 7/2- en 3.86 MeV. no se puede 

irteqJretor en torma tan simple, siendo necesario tomar en cuenta las interacciones entre los 

tluc/eones. 

Para entender' la estr'uctum de 105 niveles de este núcleo que tienen pari-

d()d negativa, se considera una cc:ntiguración formada por' dos nucleones y un agujero, como 

se mencion6 antes. Por!o ranto lo representaci6n del grupo ll.J.!Ib 

columna de dos cuadro:; y una anricolumna de un anticuadro : 

r~1 
~ 
~_I 

e 

es tá fa Imada po r u no 

Las iepr'esentaciones de «1 ¡( U<4 contenidas en esta de IlJJ ", que satistacen nuestro ¡l:~ 

Jótesis tundamental (hipótesis No. 1, pág. 96 

r-r'! 
L.~-j 

x 

son: 

[~J 

en donde se han ,,,rectuado contracciones de cuac!"; y anticuadros únicamente en el grupo 

U", siguiendo el método indicado en el caprtu lo I De estas representaciones de Z¿3 x U4 
'-i 

se consel'va en pr'ímem aproximación las correspondientes a t IJ en SU4/yaquealapli~ 

cal'Se o/ estado de vado lo,x> oa origen a la representación más simétrica en el grupo con 
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iugado ay . Si se desea restringir la base únicamente por el subgrupo SU , se deberá tomar 
3

en cuenta a la representación {"0-' 1de U4que da origen a [J..¡ 4:' Z] en?i!j al apl ica..::. 

se al estado de vac(o, que contiene la misma máxima representación de SU que i J..¡i-j H 1-1 
3 

da U!) . 

Analizaremos primero las representaciones [1] de SU . Los valores del 
4 

spin e isospin totales que contiene esta RI de U4 son S::: 1/2 y T = 1/2, únicamente. Por 

17consiguiente el valor del isospin total es el apropiado para tratar con los estados del O • Por 

otra parte, se tiene dos diferentes representaciones de ZL, I 

y 

compatibles con [ 1J en SU4 Y [J,P"¡ i-j I ] en Zt9 • La diferencia entre ellas reside 

en las representaciones de SU3 que contienen; la representación l Z] es más simétrica en 

Z¿, y se sabe 6) que esta RI de {L, contiene las representaciones de SU con (ndi
3 

ces (40) Y ( 22) mientras que [11] contiene solamente a ( 31) en SU , Al acoplarse e~''lS
3

estados BRI de 5 U3 con el agujero en la capa Ip la máxima representación de SU se ( b
3 

tiene acoplando (40) con ( 11) para obtener la RI (51), a la cual nos restringi¡'emos según 

la hip6tesis de Elliott¡ en general, cuando se consideran configuraciones de un solo agujero, 

se obtiene la restricci6n por la simetrí"a de las funciones de onda en Z¿, automáticamente,

como consecuencia de 1imitar la base por la máxima representación de SU . 
3 

La construcción de la función de onda de máximo peso se puede obtener por 

dos métodos diferentes: el anal rtico y el sintético. Anal icemos primero el método de construc:., 

ción ana Irti ca, 

Se desea un estado con representaciones [11, .. , - ,) en \U 3t. 

[20.. 0-1] en Zi9 y (IOOO} en U4 . Según las reglas enunciadas en el caprtulo 
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jugado ay . Si se desea restringir la base únicamente por el subgrupo SU
3

, se deberá tomar 

en cuenta a la representación {"O-' 1 de U4 que da origen a [l1 L.j!J ZJ en Zi!j al apl ica~ 
se al estado de vado, que contiene la misma m6xima representaci6n de SU

3 
que l J..j I-j H l-j 

da U9 . 

Analizaremos pt"imel"O las representaciones ll] de SU
4

. Los volares del 

spln e isospin totales que contiene esta RI de U son S=: 1/2 y T = 1/2, únicamente. Por 
4 

17 consiguiente el valor del isospin total es el apropiado para tratar con los estados del O • Por 

otra parte, se tiene dos diferentes representaciones de ZL~ I 

DTI , , 
_1 

y 

compatibles con [1] en SU Y [J.¡J.j.Lj'] en Zi9 . La diferencia entre ellas reside 
4 

en las representaciones de 5 U3 

Z¿~ y se sabe 6) que esta RI 

que contienen; la representaci6n l zJ es más simétrica en 

de {L/ contl"ene ~ las representaciones de SU
3 

con (ndi-

ces (40) Y ( 22) mientras que [IIJ contiene solamente a ( 31 ) en SU
3

" Al acoplarse e"''iS 

estados BRI de 5U3 con el agujero en la capa Ip la máxima representaci6n de SU
3 

se r b-

tiene acoplando (40) con ( 11) para obtener la RI (51 L a la cual nos restringiremos según 

la hip6tesis de EII iott; en general, cuando se consideran configuraciones de un solo agujero, 

se obtiene la restricci6n por la simetn'a de las funciones de onda en ZLc. automáticamente,-

como consecuencia de I imitar la base por [a máxima representación de SU
3

" 

La construcción de la funci6n de onda de máximo peso se puede obtener por 

dos métodos diferentes: el analrtico y el sintético. Analicemos primero el método de construc 

ci6n ano I rti ca" 

Se desea un estado con representaciones [" .... - 1] en ¡;U.3b 

[20 .. 0-IJ en U 9 y t'OOO} en U4 " S egún las regla5 enunciadas en el cap (tuja 
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ei polinomio de m6ximo peso en este caso es 

+ 3' '" qLe al aplícal'se al estado de vacio 10.K) se conv i erte en PI o,,) =b (); \0",/,
11 1 

que corresponde claramente a [<4333J en U y a la representaci6n [2] en el subgrupo4 

. S i a este estado se apl ican los generadores de ascenso del grupo SU , se obtiene
3

que P 10)(> es de máximo peso en este subgrupo; si se mide el peso del poi inomio se obser 

vo que corresponde a la representaci6n ( 51 ) que es la que nos interesa. Para generar la ba 

se completo se usan los operadores M i... ~ obteniéndose as( funciones de onda clasificadas 

p:::>r momento angular orbital total. 

Si por otro lado¡ los operadores Si- y actúan sobre este poi inomio, elTt 

resultado de la operaci6n es O; los operadores de peso So Y T dan los valores correctos o 

So = 1/2 y T = 1/2, respectivamente.o 

Sin embargo, la construcci6n de las funciones de momento orbitol total de

finido se puede lograr f6ci Imente por medio del método sintético, en vista del an61 isis previo-

mente leal izado del problema de dos part(culas en la capa 2s-ld, o sea del an61 ¡sis de 1, s ni

I8 18
'Ieles de paridad positiva del F y del 0 y la obtenci6n de las correspondientes tunciones 

de onda. Asr, por ejemplo, la funci6n de onda de máximo peso en SU se puede construir
3 

<Jcoplando la funci6n de dos part(culas clasificada por (40) con un agujero, tanto en el grupo 

U4 como en el subgrupo SU i el acoplamiento en se pvede lograr por el método de pesos 3 U4 

mientras que el (lcoplamiento en SU se logra pr ,nedio de los coeticientes de Wigner de 
3 

SU en la cadena f(sica, que para este caso particu lar se encuentran en el apéndi ce D. 

Si procedemos en forma análoga, se pueden construir las funciones de onda 

para la representaci6n {'IO-1 J de U4; el polinomio de máximo peso correspondiente es : 

3 
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ei polinomio de rn6ximo peso en este caso es 

gle 01 apl;co¡'se al estado de vacio 10") se convierte en 
+ J' ' 

PI o¡¡<.)::: 6 ~ 10)'./'\ 11 [ 

que corresponde claramente a [433.3J en U
4 

y a la representaci6n [2] en el subgrupo 

. Si a este estado se aplican los generadores de ascenso dei grupo SU
3

, se obtiene 

que P!ox) es de máximo peso en este subgrupo; si se mide el peso del polinomio se obse..':. 

Ve] gue corresponde a la representaci6n ( 51 ) que es la que nos interesa. Para generar la ba 

se completo se usan los operadores M L. k obteniéndose as( funciones de onda clasificadas 

p:Jr momento angular' orbital total. 

Si por otro lado, los operadores S .... y T t actúan sobre este poi inamio, el 

¡'esultado de la operaci6n es O; los operadores de peso So Y T
o 

dan los valores correctos -

So = 1/2 y To =:' 1/2, respectivamente. 

Sin embargo, la canstr"Ucci6n de las funciones de momento orbitol total de-

finida se puede lograr fácilmente por medio del método sintético, en vista del análisis previa-

mente ¡ealizado del probiema de dos part(culas en la capa 2s-ld, o sea del análisis de 1, s ni-

I ' 'd d .. d I FI8 
'le es de po r'\ a posr tlva e y del' 018 Y la obtencl'ón d'e loe j" t' _ corresponc I'~ntes unciones 

de onda. f\Sr, por ejemplo, lo funci6n de onda de mdximo peso en SU
3 

se puede construir 

']Copiando la funci6n de dos part(culas clasificada por (40) con un aguier"o, tanto en el grupo 

U
4 

como en el subgrupo SU
3

i el acoplamiento en U4 se pL-ede lograr por el método de pesos 

mientras que el ocoplamiento en SU
3 

se logra prnedio de los coeticientes de Wigner de -

SU 3 en la cadena f(sica, que para este caso particu lar se encuentran en el apéndi ce D. 

Si procedernos en forma análoga, se pueden construir las funciones de onda 

para la representaci6n {IIO-I) de U4i el polinomio de m6ximo peso correspondiente es : 
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y los demás poi inomios que constituyen la base completa de la representaci6n ( 51 ) de SU 
3 

en este caso, se obtienen por aplicaci6n del operador de descenso M\..~ . 

Si se calculan los niveles de energ(a en cualesquiera de las dos aproxime:. 

ciones¡ pero siempre restringiéndonos a configuraciones de una part(cula y un agujero, los 

resultados que se obtienen no concuerdan con el experimento. En particular el nivel 

J1I'= 7/2- en 3.86 MeV no se puede aiustar. Desde el punto de vista del cálculo de ór

denes de magnitud del caprtulo anterior, esto se puede comprender, ya que la diferencia e~ 

'l. 
tre las contribuciones de la interacción Q para 3 aguieros y 4 partrculas y I agujero y 

2 partrculas es mayor que 30 MeV, siendo aproximadamente 40 MeV. Sin embargo, esta d~ 

ferencia tiende a disminuir a medida que aumentan el número de part(culas en la capa 2s-ld, 

de tal forma que algunas propiedades de estos núcleos se pueden explicar restringiéndose a 

configuraciones de un solo aguiero, como veremos a continuación. 

OXIGENO 18 

18 
Los primeros estados excitados de paridad negativa del O corresponden 

a un valor del isospin T = I¡ como se puede ver de la tabla 8, si nos restringimos a la RI 

más simétrica en el grupo orbital ZLg en único valor posible del spin total es S = O¡ la 

interacción s(n-6rbita no contribuye en este caso a la separación entre los niveles, ya que 

sus elementos de matriz son idénticamente nulos y el espectro está determinado¡ en esta 

aproximación por la interacción central únicamente, Los niveles de energ(a resultantes se 
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y los demás poi inomios que constituyen la base compl eta la representaci6n ( 51 ) de SU
3 

en este caso, se obtienen por aplicaci6n del operador de descenso M\..~ . 

Si se calculan los niveles de energ(a en cualesquiera de las dos aproxime:.. 

ciones, pero siempre restringiéndonos a configuraciones de una part(cula y un agujero, los 

resultados que se obtienen no concuerdan con el experimento. En particular el nivel 

J Ir :::: 7/2- en 3.86 MeV no se puede ajustar. Desde el punto de vista del c61culo de 6r-

denes de magnituo del caprtulo anterior¡ esto se puede comprender, ya que la diferencia e'2.. 

tre las contribuciones de la interacci6n QZ para 3 agujeros y 4 partrculas y I agujero y 

2 part(culas es mayor que 30 MeV, siendo aproximadamente 40 MeV. Sin embargo, esta d~ 

ferencia tiende a disminuir a medida que aumentan el número de part(culas en la capa 2s-ld] 

de tal forma que algunas propiedades de estos núcleos se pueden explicar restringiéndose a 

configuraciones de un solo agujero, como veremos a continuaci6n • 

OXIGENO 18 

18 
Los primeros estados excitados de paridad negativa del O corresponden 

a un valor del isospin T = 1; como se puede ver de la tabla 8, si nos restringimos a la RI 

más simétrica en el grupo orbital a!) en único valor posible del spin total es S = O; la 

interacci6n s(n-6rbita no contribuye en este caso a la separaci6n entre las niveles, ya que 

sus elementos de matriz son idénticamente nulos y el espectro est6 determinado! en esta -

aproximaci6n por la interacci6n central únicamente¡ Los niveles de energ(a resultantes se 
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muestran en la figura 3 como funci6n del parámetro de x. 

Los niveles de energr'a observados experimentalmente se muestran en la fi

38) 
gura 40 ; se observo que los tres primeros niveles de paridad negativo coinciden con el 

orden predicho para todos los valores del parámetro x. Sin embargo, el mejor ajuste con los 

datos experimentales se obtiene paro X,,= I ,o sea una interacci6n cuadrupolo-cuadrupolo 

pu ro. Los res u Itodos concuerdan también con los obten idos por Harvey 40) empleando una 

interacci6n central gaussiana dentro del esquema de EII ¡ott. 

Si restringimos el número de estados de acuerdo con la hip6tesis de El! iott 

únicamente, vemos de la tabla 9, que la representaci6n [<!.j~" 3] de 7L9 contiene tam 

bién a la R! (71) de SU empleada antes; estos estados se aeben tomar en cuenta por co~
3 

siguiente. Como se observa de la tabla el valor del spin total S ya no es Oen todos los casos 

y la interacci6n spin-6rbita tiene efectos sobre los niveles. En la fig. 4b se muestran los 

resultados te6ricos para los valores x= Q.55 y== 0·0 de los parámetros de la interacci6n mo 

delo que dan el mejor ajuste con las energ(as observadas experimentalmente. Los tres prime

ros niveles de paridad negativa se predicen en el mismo orden que en el cdlculo restringido 

por simetr(a en el grupo orbital, pera ahora el cuarto nivel no es 4 - como en oquel casc., 

sino más bien se predice en nivel J'lT == 0-. Mds informoción experimental sobre este punto 

es necesaria para decidir cual de los dos cdlculos es más apropiado. 

FLUOR 18 

Los estados del Fluor 18 con tres part(culas en la capa sd y un agu jero en 

la capa Ip corresponden a la representación [4"14tl] de U ' que es la misma que corresp0'2
9 

de al 018 si se impone la restricci6n por simetr(a en el grupo orbital. Sin embargo el valor 

del spin isot6pico en este coso es T= O y el correspondiente valor del spin total es S= 1, 
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muestran en lo figum 3 como funci6n del par6metro de mezcia x. 

Los niveles de energ(a observados experimentalmente se muestran en la fi-

38) 
gura 40 ; se observa que los tres primeros niveles de paridad negativa coinciden con el 

orden predicho para todos los valores del par6metro x. Sin embargo, el mejor ajuste con los 

datos experimentales se obtiene para X-= I ,o sea una interacción cuadrupolo-cuadrupolo 

pura. Los resultados concuerdan también con los obtenidos por Harvey 40) empleando una 

interacción central gaussiana dentro del esquema de EII ¡ott. 

Si restringimos el número de estados de acuerdo con la hipótesis de EII iott 

únicamente, vemos de la tabla 9, que la representación [L.j~33] de 7.1.9 contiene tam 

bién a la RI (71 ) de SU
3 

empleada antes; estos estados se aeben tomar en cuenta por co~ 

siguiente. Como se observa de la tabla el valor del spin total S ya no es O en todos los casos 

y la interacción spin-6rbita tiene efectos sobre los niveles. En la fig. 4b se muestran los -

resultados teóricos para los valores x= 0.55 y= 0·0 de los parámetros de la interacción m~ 

delo que dan el mejor ajuste con las energ(as observadas experimentalmente. Los tres prime-

ros niveles de paridad negativa se predicen en el mismo orden que en el cdlculo restringido 

por simetr(a en el grupo orbital, pero ahoro el cuarto nivel no es 4 - como en aquel cosc, 

sino m6s bien se predice en nivel J1T' == 0-. M6s informaciÓn experimental sobre este punto 

es necesaria paro decidir cual de los dos cdlculos es mds apropiado. 

FLUOR 18 

Los estados del Fluor 18 con tres part(culas en la capa sd y un agujero en 

la capa Ip corresponden o la representaci6n [""'''l] de U
9 

' que es la misma que correspo~ 

de al 018 si se impone la restricciÓn por simetrra en el grupo orbital. Sin emborgo el valor 

del spin isot6pico en este caso es T = O y el correspondiente valor del spin total es S:::::: 1, 
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ver en la tabla ~ í lo inrel"Occión spin....()¡·bita sI' ttene efecto sobre los 

e' esta prime¡u oproximoción. 

Lo comparaci($" del espect¡·o obtenido uti I izando la interacci6n modelo 

experimenta I se muestru en la fígula 5; el mejor ajuste se logra p.s: 

. .';r 
_ \ ¡) JS) SI se elige J = para el nivel de 6.04 MeV. de excitaci6n, aunque 

el :álculo no elimina totalmente la posib¡lidad J'1i._ 2 poro este nivel. Sin embargo 

4 no serfa consistente con los resultados teóricos obtenidos. Como cuarto nivel 

po negativa se obtiene pma estos valores los parámetros la identificaci6n Jíf= 2

que no contradice a informaci6n experimental ( no contirmada ) para el nivel con 6.82 MeV 

de excitación. 

Cuando se elimina la restricci6n a la representaci6n más sime1rica de U ' 
9' 

el espectro no se altem cual írativamente aunque se observa la Tendencia del nivel J"íf 2 

(l disminuir en energ(c. 

FLUOR 19 

Como último eiemplo de 	aplicaci6n de las técnicos de c6! desarrolla 

19 
has t,:¡ ra calculamos el espeCTro del F f empleondo uno configuraci6n de cuatro pm

¡rculas en la capa sd y un agujero en la copa p y restringiendo I número de estados a los 

en Zi!J \ 9 1 en SU y el un valor del isospin T i , 
3 

COt'¡'esponder a los estaaos más baja ex ;taci6n y paridad negativa. Lo clasifi 

cClci6n compl eía de estos estados se en la tabla 10. 

41,42) 
;:ornporací6n de los resultados te6l"icos con los datos expet'imentales ' 

rm: eS t:'(1 en figura 6. En la figura 60 se han cibujado cinco niveles cuyo momento angu

1_ r rn I Da no han s tificados. los niveles pad positivo conocidos se han 

el :Jsi fi 

í la inTemcción spin-.6¡'bita sI' tiene efedo sobl'e los 

¿", eóru primelu aproximoción. 

l.a comparoci:5" del espectl'o obtenido utilizando la interacción modelo 

::.:;. hs ,esuirodos expe¡'imentale: 39', se muestlu en la figula 5; el meior ajuste se logra p~ 

3 pmo el nivel de 6.04 MeV. de excitación¡ aunque 

el :álculo no elimina fatalmente lo posib¡lidad J"l1 ,_ 2 para este nivel. Sin embargo 

'íT 
.J 4 no seda consistente con los resultados teóricos obtenidos. Como cuarto nivel 

de pal'idad negativa se obtiene pal'O estos valores de los parámetros la identificación J'1í:= 2-

que no contradice la información expel'imental ( no contirmada ) para el nivel con 6.82 MeV 

, " 
eje eXCitaCIón. 

Cuando se elirTlina la restricción a la representaci6n m6s simerrica de U ' 
9 

I I 1" bid ' '1 . I J"íí 2 lO! espectro no se 01,81'0 cua Iratlvarnente ounque se o serva a Ten encla de nlve :.: 

FLUOR 19 

Como último ei emplo de apl ieoción de las técnicos de cól ;.1 desarrol ia 

19 
na5j~l ahora calculamos el espeCTro del F I empleando uno configuraci6n de cuatro par-

trculas en la capa sd 'y' un aguiero en la copo p y I"estringienao (,,1 número de estados a los 

en Zi 9 I ( 9 1 en SU
3 

y C1 un valor del isospin T::: i, 

ql.e deben cO!"I"espondel' o 105 estaaos de más bajo e>' :taci6n y paridad negativa. Lo clasifi 

cClci6n compleia de estos estados se da en la tobla 10. 

41,42) 
Le ::ompol'Ocí6n de 105 resultados te6l-icos con los datos expel"imentales . 

;11l:esr:'CI di lo figulO 6. En la figura 6a se nan dibujado cinco niveles cuyo momento ongu-

DOiídac no han sido identificados. los niveles de pOl'idod positiva conocidos se han 
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el iminado del diagrama. Al menos dos de estos niveles no identificados parecen ser de pa¡-i

71 dad negativa y de momento angular i- y /2 en ese orden, según se puede ver de 

los resultados te6ricos mostrados en la figura 6b. Por otro lado, según nuestro cálculo, el ni 

vel con 6,08 MeV de excitaci6n identi ficado experimentalmente como J'iT = .%

parece corresponder más bien a J'i'r.::: ..;/ 
,;(. 

Como se puede ver de los dos diagramas el ajuste en general es bueno, aun 

que la falta de datos experimentales no permite una comparaci6n muy detallada. Sin embar

go, en un cálculo semejante empleando una interacci6n central de tipo gaussiano se obtienen 

resultados análogos a los del presenta trabajo 43); en particular, se predicen dos estados 

TI - II
J ::: 7/2 Y JI.: 9/2; en aproximadamente la misma regi6n de excitaci6n o 

19. - Discusi6n General de los Resultados. 

Del los resultados discutidos antes se pueden obtener varias conclusiones de 

carácter general. En primer lugar, en cálculos análogos efectuados con una interacci6n c::--¡

tral de tipo gaussiano, se obtienen resultados semejantes. Esto parece indicar que la ¡nte :lC

ci6n ( 16.1) representa en efecto un buen modelo para la interacci6n entre las part(culas.i 

Por otro lado, en todos los casos el valor del parámetro y que corresponde 

al mejor ajuste con el experimento es siempre muy pequeño, lo que indica que la contribuci6n 

de la tuerza de apareamiento es mucho menor que las de los otros dos términos del hamiltonia

no modelo. Esto refuerza la hip6tesis de Elliott, ya que el término cuadrupolo-cuadrupolo r~ 

presenta la parte más importante de la interacci6n central entre los nucleones en esta regi6n. 

Como además los resultados son en general buenos, el restringirse a la representaci6n más 01

ta de SU en cado caso parece ser lo indicado.3 

En algunos de los núcleos anol izados, existen niveles que definitivamente 
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19.- Discusi6n General de los Resultados. 

Del los resultados discutidos antes se pueden obtener varias conclusiones de 

carácter general. En primer lugar, en cálculos anCílogos efectuados con una interacci6n C2~-

tral de tipo gaussiano, se obtienen resultados semejantes. Esto parece indicar que la inte JC-

ci6n ( 16.1) representa en efecto un buen modelo para la interacci6n entre las part(culas.¡ 

Por otro lado, en todos los casos el valor del parámetro y que corresponde 

al mejor ajuste con el experimento es siempre muy pegueño, lo gue indica que la contribuci6n 

de la tuerza de apareamiento es mucho menor que las de los otros dos términos del hamiltonia-

no modelo. Esto refuerza la hip6tesis de Elliott, ya que el término cuadrupolo-cuadrupolo r:.... 

presenta la parte más importante de la interacción central entre 105 nucleones en esta región. 

Como además los resultados son en general buenos, el restringirse a la representaci6n más 01-

ta de SU
3 

en cada caso parece ser lo indicado. 

En algunos de los núcleos anol izados, existen niveles que definitivamente 



ídentificados como plovenientes la excitación lJna part(cula la capa 

o a iJ cape 2s-ld en los análisis revios del problerno, 

Estos estaao5¡ ecen por lo tanto a configuraciones de mas ele un 

(1~¡Ulero: que como se ha discutido Qr¡:8S deben contribuir en forma importante aún para 105 

prímeros niveles excitados. de esperarse que al introducir este tipo de configuraciones 

en el an6lisis( el ajuste con el expedmento mejore en general, además de que se obtengan 

eif)enfuncíones del hamiltoniano con las cuales se ¡)uedan calcular otros observables físicos 

con buena aproximación. 

Como se ha discutido, los cálculos de las matrices de la interacción mo 

o considerando configuracione<, n partículas y un agujero son muy simples, si se han 

er':;ctuado previam,::mte cálculos de estas matrices para estados de n partículas, Estos úit

mos se pueden calcular sistemáticamente empleando una computadoro electrónica y se phnec 

hc:cerlo para un gl'::1n número casos en la capa 25-ld. Utilizando estos resultados se cal

eLlar6n los n:vele:. de energ(a de paridad negativa para un número correspondiente de nú-

deos en esta capa, empleando las técnicas del presente trabajo; esto permitida en partí,u

lar, analizar '-.Jna gran cantidad de niveles de paridad negativo '1 decidir cuales '" 1I0~ (()

tresponden o lo ex.citaci6n de uno sola part(cula de lo capa lo a lo 2s-ld lo que 

loporcionmía un mejor conocimiento de la e~tructura de estos núcleos. 

Aparte de eSTe análisis sistemát i co de un gi"On número de niveles, restrin 

~l'endo la configu"oción en cada caso a 5010 un aguje:"'o¡ se puede emplear la misma técnica 

aplicar operadores expl"esados en segunda cue ,lzaci6n, a las funciones de onda de POi"

r(culo oguíeto con5truida~ como se ha indicada, para calcula! las rnatlices de la interacción 

;~on respecto o estados que cOITespondan a diferentes configuraciones. esta forma, se ob

¡nfotTTlocíón sobre la irnportoncio de la conTribuci6n oe estados de tres agujeros, por 

le di rentes estados clecr'es onalizados. 

,_,'~ hC1!' sidc identificados como pluvenientes de la excitaci6n de l)na part(cula de la capa -

(: G iJ cape 2s-ld en los análisis orevios del problerTiC.I" 

EsTOS estaaos, ¡Jertenecen por lo tanto o configuraciones de mas ele un 

o~Julero: que como se ha discutido Gr¡T8S deben contribuir en forma importante aún para los 

primeros niveles excitados. Es de esperarse que al introducir este tipo de configuraciones 

en el anál isis( el q juste con el experi mento mejore en general, además de que se obtengan 

eiSlenfuncíones del hamiltoniano con las cuales se r)uedan calcula¡- otros observables f(sicos 

con buena aproximaci6n. 

Como se ha discutido, los cálculos de las matrices de la interacci6n mo 

dejo considerando configuracione,~e n part(culas y un agujero son muy simples, si se han 

erl~ctuado previamente cálculos ::Ie estas matrices poro estados de n part(culas. Estos últ-, 

mos se pueden calcular sistemáticamente empleando una computadoro electrónica y se planee 

h:;cerlo para un gl'::1n número de casos en la capa 2s-ld. Utilizando estos resultados se ca)

cLlarán íos ;;:vele:, de energ(a de paridad negativa para un número COtTespondiente de nú-

cleos en esta capa, empleando las técnicas del presente tI'abajo¡ esto permitida en partí,u

lar, analizar ',:na gran cantidad de niveles de paridad negativa y decidir cuales el,:: E,lloo (()

ITesponden (1 la ex.citaci6n de uno sola patHcula de la capa lo a le, C:G':i 2s-ld lo que -

pluporcionoí'(a Ull mejor conocimiento de ia e~tructura de estos núcleos, 

Aparte de esre análisis sistemát i co de un g¡'an número de niveles( t'estrin 

Si endo la configu'aci6n en coelO caso a 5010 un aguje:'O¡ se puede empleal' la misma técnica 

aplica: opel'adores eXpi'eSaaOS en segunda cua ,¡zaci6n, a las funciones de onda de pa(

'CeLdo oguíem consh-uidas como se ha indicador para calculo! los rnahices de lo interacción 

;::::;1: respecto (1 eslados que cOITespondan a difel'en:es configurociones. En esta forma, se ob-

!,~nd¡ ((1 ¡nfclTnacíjn sobre la irnportollcin de la contribuci6n oe estados de tres ogui(~ros, por' 





APENDICE A 


En este apéndi ce se demostrará el hecho menc ionado en la pag. 18 ,

::a::>(tulo 1: los diagramas con (ndices positivos y negativos no se traslapan. El procedimie~ 

to que se emplea en la demostracióil, que se hace en el caso SU3 únicamente, es directo '( 

féící Imente general izable para el caso de grupo SUn . 

En el desarrollo que se expone esquemáticamente a continuaci6n, se em

plean operadores ce Base ya que se conocen expresiones generales para las bases de las repr':.. 

sentaciones irreducibles en términos de ellos. El resultado desde luego es independiente de 

que tipo de operadores se uti I ice para su demostración, ya que es una propiedad ¡ntr(ns( .,d de 

¡GS representaciones del grupo. 

Consideremos vectores >(1: que se transforman cún respectoJ 

al índice ¡(que puede lomar Tres valores para el caso del wupo U3) como vectores cova

,iantes y contravariantes. En otros términos X J se transforma frente a U , como el
3

/+ r J j
operador de creaci6n II j Y \ como el (' ,",tador de aniquilación CL ). El (ndice

) t 

t ~,i,ve para diferenciar entre 105 vectores y para la representoci6n m6s general en este gru 

fJJ puede tomol tombién tres valores. 

APENDICE A 

En este apéndi ce se demostrará el hecho mencionado en la pag. 28 

::a::>(tulo 1: 105 diagramas con (ndices positivos y negativos no se traslapan. El procedimien 

te Cjue se emplea en la demostració'l¡ Cjue se hace en el caso SU3 ún i comente, es di recto / 

fékí Imente general izable para el caso de grupo SUn . 

En el desarrollo que se expone eSCjuemáticamente a continuaci6n, se ern'-

pleon operadores ce Base ya que se conocen expresiones generales para las bases de las repre 

sentaciones irreducibles en términos de ellos. El resultado desde luego es independ'iente de 

que tipo de operadores se utilice para su demostraci6n¡ ya que es una propiedad ¡ntr(ns( "d de 

1m representaciones del grupo. 

Consideremos vectores .>( 7 
...J 

e j 
y J t que se rron~forman cún respecto 

ei (ndice ¡ (Cjue puede lomar Tres valores para el caso del gl'upo U3) como vectores cova-

riantes y contl'avoriantes. 
. v t 

En otras términos" J se tl'ansfon1'10 frente a U
3
' como el 

t 
operador de ueación ll.. J l id "I'ó ,J como e ('.:,'0001 e onlqul aCI n U. ). El (ndice 

t ~;irve poro diferenciar entre los vecrores y paro lo representación más general en este gl'u 

p:J puede roma l' también tI'es valores. 
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Hacemos ahora la identificaci6n 

5j t t "-\t ....... 1 
 X·-+lfm. 
t -rn' J ) 

con lo cual se introducen vectores con (ndices negativos. Se definen ahora los operadores 

m' t _m)_,m I 
~-m 

rn /" OPI; - na -m' P \; = m - - m .i m) 
) 

( A.I ) 
en donde 

_rn 

y ~ 

son operadores que 	se transforman por medio de U+ ,las matrices transpuestas conjugadas 

t 
de U, que son los elementos del grupo, bajo las cuales se transforman los vectores X j 

De las relaciones de conmutaci6n en mec6nica cu6ntica ordinaria se ob 

m' , 
serva que el conjunto de operadores /\ m con rn,m> O se puede identificar con los g~ 

neradores de un grupo unitario ( ver cap(tulo 1, inciso 2). 
~I./) 

En la forma indicada por Moshinsky se construyen los operadores 

(.S=L ~:m Ps-rO, 
ro 

( A.2 ) 

\--, S 5']) + 
.=LXmX- m> ss m 

m 

que constituyen también los generadores de un grupo unitario. Se trata entonces de encon

trar soluciones polinomiales a las ecuaciones 

rs' 
( 5 

SI 

P,=,O 	 '5 P.::::: O ( b ) 


S < Si
S <s' 
( a ) 	 ( A.3 ) 
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Hacemos ahora la identificaci6n 

5j t: t ",,1: -..1' X·-+am. 
t -111' J ) 

con lo cual se introducen vectores con (ndices negativos. Se definen ahora los operadores 

) 

m) rn /' O 

( A.I ) 
en donde 

y 

son operadores que se transforman por medio de U"'" , las matrices transpuestas conjugadas 

1:. 
de Uf que son los elementos del grupo, bajo las cuales se trandorman los vectores X j 

De las relaciones de conmutaci6n en mecánica cuántica ordinaria se ob 

serva que el 
",,' 

conjunto de operadores /\ m • con m,m>O 

neradores de un grupo unitario ( ver cap(tulo 1, inciso 2). 
q"l) 

se puede identificar con los ge 

En la forma indicada po r Moshinsky se construyen los operadores 

, 
( A.2 ) 

j 

m 

que constituyen también los generadores de un grupo unitario. Se trata entonces de encon-

trar soluciones poi inomiales a las ecuaciones 

5<5 

rs' 
'5 P = O 
S < S I 

( b ) 

( a ) ( A.3 ) 



( c Io 

\'0 ::¡ue estos poi inornios serán las bas'?:s ; n'educibles. Agur los operadores 

e 5 

I 

5 

5.( 5\ s -< 51 


f.::mnan el coniunto de los generadores de ascenso en el grupo unitario complementario a U •
3 

l.as ecuaciones ( A. 3 ) definen el poi inomio de m6ximo peso en este grupo y corresL{J 
ponde a los rndices del diagrama positivo ¡entras que el conjunto de (ndices l kJ corres 

ponde ui diagrama :1egativo. 

Si además ',e imponen sobre el polinomio P las restricciones 

( a ) 

( AA ) 
( b ) 

se obtendrá que P es la funci6n de máximo peso de una representaci6n i cible de 

Veamos que se obtiene, cuando se aplican explrcitamente las condiciones 

Como ha demostrado Moshinsk)' el polinomio que satisface las relaciones 

\ /\,3 b) está dado por la siguiente expresión: 

( e ) 

:¡u estos polinomios ser6n las bas% írreducibles. Agur los operadores 

1 e 5 
.5 

~ s' 

5 <: s' s <: s' 

forman el conjunto de los generadores de ascenso en el grupo unitario complementario a U
3

• 

Las ecuaciones ( A, 3) definen el poi inomio de m6ximo peso en este grupo y L {J corres

ponde a fndices I diagrama positivo mientras que el conjunto de rndices l ~J corres 

ponde ai diagrama "legativo. 

Si adem6:::,é' imponen sobre el polinomio P las restricciones 

( a ) 

(AA) 
( b ) 

se obtendrá que P es la función de m6ximo peso de una representaci6n irredvcible de 

Veamos que se ·:;btiene¡ cuando se aplican explrcitamente las condic 

¡"\.3)y(A.4). 

Como ha demoslrado Moshinsky e' ;Jo!ínomio que satisface relaciones 

\A.3t)está por la siguiente expresi6n : 



(A.5 ) 

en donde se ha empleado la notaci6n 

, 
y 

11'····t \' 'f. I
~I ... '/-j =~ (-1) f} 11/,1 

( Las expresiones definidas aqu( se deben distingui r de los determinantes de Fermi introduci

dos antes, puesto que no constituyen una mezcla de permanente y determinante como estos 

últimos, sino que son determinantes ordinarios). En la ecuaci6n ( A.5) 1 es una fun

ci6n de las variables explrcitamente indicadas, que satisface únicamente la restricci6n de 

que al multiplicarse por el factor 

se continúe teniendo una expresi6n polinomial para P_ 

Ahora aplicaremos sobre P las condiciones (A.4 b). Se trata de apl.!. 

car los tres generadores de ascenso de U,3 

(A.6 ) 

sobre P i al actuar sobre estos operadores dan automáticamente O i por lo tanto, 

debemos ocuparnos únicamente de la apl icaci6n de ellos a la funci6n 1.. • Con este ob 

jeto se introducen tres nuevas expresiones: 

( A.5 ) 

en donde se ha empleado la notaci6n 

, 
y 

1\ \ .... t ¿ P",- I 
U = (-1) I p.J"" A~I '/"", .... j-"'j Ll 

~ 
( Las expresiones definidas aqu( se deben distinguir de los determinantes de Fermi introducj-

dos antes¡ puesto que no constituyen una mezcla de permanente y determinante como estos 

últimos, sino que son determinantes ordinarios). En la ecuaci6n ( A.5) 1 es una fun-

ci6n de las variables expl rcitamente indicadas/ que satisface únicamente la restricci6n de 

que al multiplicarse por el factor 

se continúe teniendo una expresi6n polinomial para P_ 

Ahora aplicaremos sobre P las condiciones (A.4 b). Se trata de apl.!., 

car los tres generodores de ascenso de U3 

( A.6 ) 

sobre P; al actuar sobre estos operadores dan autom6ticamente O i por lo tanto, 

debemos ocuparnos únicamente de la apl icaci6n de ellos a la funci6n 7.. • Con este ob 

jeto se introducen tres nuevas expresiones; 
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( A.7 ) 
\~-, 1\ I ~l ~ r - ' Ll- L -m I 	 rn 
m 

que conmutan con los generadores de ascenso ( A.6 ), como es f6cil ver por c61culo directo. 

De las ecuaciones ( A.7 ) se tiene qUE 

l , 1\1 

s ~-I ñ.'t. u-2 = I + 	 1\'c;. ~l 	 l::l.I U-3 
« -3 l:J. -3 

I ,,1 'l ( A.8 ) {)¡. l.J-,j-2 

y 

r ,,1 
L\ 

A ,t+ L.l1~ 
1\1 ¡\I'l Al /\lit
L..l_.3 ..L..l/:2 ~.,3 Llj'l. 

Uti I izando ( A.8 a ) se puede expresar la razón 
I 1\ \Ij I Lhu_, 12 j '2 

1:::.
1 
3/fj: en términos de si¡SI ~1-3 

A I 1.j/j.rz 
y 

ti. !.:J-]:> Ó~ D:."3' En forma an610ga ~J" (j-3-? Y u\?> Il se expresan en términos de 

l'lS razones t:j~: l:l¡~~3 -z t/z/ 11: y r/!J.I.!J fl','tz I),\z 16.1 
respectivamente, emf _3 

ple(lndo las ecuaciones (A.8 b Y e ). Sustituyendo estas expresiones en el argumento de la 

Z 	 ZJfunción se define una nueva función que se expresa únicamente en térm',lGS 

de 
I S t: 	 rti-z 	 , ( A.9 )

)-  ) I 1\1 -I\~I-=-~1\ I .'--: 
lJ.'_?> D., U-3 Ll, I...L~-Z 

-t'Si Clhora aplicamos 	los generadores de ascenso ( A.6 ) sobre la nueva funci6n A- y 

sil I 1\11. A\'l.Lit 	 r)AI
aprovechamos que 7A, /)¡-3 , e 6 1 u_, -2. y l..l-3 Ll I'Z conmutan con ellos 

se obtienen las relaciones siguientes: 

impl ica que a 'i' o , o sea que ¡ no depende de la raz6n h 
D,I_ 3O(~I )

IJ._?> 

I 
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,-. J\ I 1\ \ 'Z. 
r- 'u w - L -m ,m 

m 

( A.7 ) 

qlJe conmutan con los generodores de ascenso (A.6), como es f6cil ver por c6lculo directo. 

De las ecuaciones ( A.7 ) se tiene qUE 

'1 

I 
~-I = , 
6-3 

tJ.'"l. tl.-2 + ,,,1 
!:::l. W-3 

11. 
~-3-1 
~11. 

-, -1 

(' :=. fj, 1;; !:l \ ~ 
I ~j1 Al + JÚIl 

( A.S ) 

LJ._.3 J~ u- 3 Llll. 

Utilizando (A,8 a) se puede expresar la roz6n !:::.1'!J/lJ: en términos de sj{jI,!J.'-3 
I !\' 

I j I 1)1. U o ~ '2 I I 1. A 11. I D. I Z 
,I.:i- Ó-J.> 6', C:L!; En forma análoga 4J ., /joJ-? y DI!. Il se expresan en términos de 

lJ I IZ Al lLi I 'r J I 1'1. 1\\ /A' los rozones ¡[;j, [L 3 -z ti, I Y ¡!l-]) f:l.. z I L,l-z. w,-,3 respectivamente, e.~ 

ple,lndo las ecuaciones ( A.8 b Y e ), Sustituyendo estas expresiones en el argumento de la 

se define una nueva funci6n l} que se expresa únicamente en térm'[os 

de 

\ 
~ -7. 

I 
[i-z ,-- r ( A.9 ) 

b.' -3 11'_~ 

-1> 
Si c¡hora aplicamos los generadores de ascenso (A.6) sobre la nueva funci6n;r:... '1 

aprovechamos que 1ó', Ó'-3 I ti b '• il_'; -2. Y r} 1J.~3 f:j. \,l.'l conmutan con ellos 

se obtienen las relaciones siguientes: 

1\ 3 
I I o impl ica que a '1..' 

O(~I ) 
tL~ 

o , o sea que 1.. no depende de la raz6n ~' . 
~1-3 
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I
0-"1.

l\3'z P: O implica que '1..' no depende de Cl\-"3 

Al... 
.Imp I . Ica que 1-.) no es f'uncI6n de - L.l .. 

!:l,' 

'"j'
Por consiguiente A. depende ún i comen te de 

5 ,

1\' /\'1 ~ 11: 
L.l1 u-3-l I 1. 

Como se ve, el procedimiento consiste en introducir como argumentos de 

""1'
T... combinaciones de operadores de creaci6n que conmuten con los generadores de asce~f 

so ( A.6) de tal forma que las ecuaciones ( AA b ) eliminan algunas de las razones del ar

":1.')
gumento de la funci6n ;... 

Si ahora desarrollamos esta funci6n en series de potencias se obtiene la 

expresi6n siguiente para el polinomio P : 

R L An n "-- (~,'){,-f..-n,-n, (8~ )~t-{3 -". (~~:~ re., X 
n1nl.n.;s , 1:J 

(A.IO) 

en donde los coeficientes A 0, (\1. nl se determinan imponiendo las condiciones restantes, 

para obtener un polinomio que sea de m6ximo peso. 

Si se exige que el poi inomio (,A. 10 ) satisfaga la condici6n ( A.4 a ) 

se obtienen las ecuaciones 

A, = {,-k3 - "2.- n,3 

A. 2 -= "'2. - ka - n, + n'2. ( A.II ) 

A.3 = {3 - R. + n, + n3 
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I 
~-"l. 

':1' impl j ca que ¡;... no depende de -

11.' ... 
'1' 1..) f' ~ d L.) '" Imp ICO que no es unClun e -

t;:,.,' 

5 

'"1' Por consiguiente A. 

1: 
I ) 

~: A-3 ", 1\ I 'l. 
L.). L.l-3-l 

depende únicamente de 

(' , 

Como se ve, el procedimiento consiste en introducir como argumentos de 

'":1' 
-,;... r combinaciones de operadores de creaci6n que conmuten con los generadores de asce~ 

so (A.6) de tal forma que las ecuaciones (AA b) eliminan algunas de las razones del ar-

",::/J 
gumento de la funci6n ¡:.., 

Si ahoro desarrollamos esta funci6n en series de potencias se obtiene la 

expresi6n siguiente para el poi inomio P : 

R ¿ A n n "- (L~: /,,- f., - n,-n, (~~ )~. -1.3 - n, (~::: re, > X 

n/nI ",3 • I ;J 

en donde los coeficientes A ni "1."j se determinan imponiendo las condiciones restantes, 

paro obtener un poi inomio que sea de m6ximo peso. 

Si se exige que el polinomio (,A. 10 ) satisfaga la condici6n (A.4 a ) 

se obtienen las ecuaciones 

Al = {, - k.3 - n2 - n,3 

Az :;: {2. - Rt - n, + n2. 

A3 = {3 - k, .... n, + n 3 

(A.II) 
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en donde n ,.. son enteros no negativos, 

Nos resta únicamente apl icor lo condición ( A.3 c ) que debe determinar 

tetalmente a estos números enteros ( y por consiguiente la relación entre los (ndices Á h 

y k ) adem6s de pluporcionarnos una regla de recurrencia para los coeficientes An' hasta 
\. 

ahora no determinados. Estas ecuaciones son difrciles de aplicar ya que contienen segundas 

derivadas. En todo caso, la aplicación directa muestra que las relaciones 

son v6lidas, lo que implica que en la expresión (A.IO) la suma se reduce a un SOIcI término. 

Por otro lado se puede introducir el operador de Casimir del grupo unit~ 

1\ m' 
río de tres dimensiones cuyos generadores son m, mi m) > O en la forma 

, 
mm 

( la segunda expresi6n paro <p se obtiene util izando la ecuaci6n (A.I)). Desarro

liando esta expresi6n y usando las definiciones (A.2) el operador <p se convierte en 

SiC S '\"' S' s '\"' + ss 
•es s' r: r;. + lL D 

I 

Dss '+L., ) 
5,S' ss' 

por otro lado, desarrollando la suma explrcitamente se obtiene la expresión 

mi 
para el operador de Casimir en funci6n de le generadores /\ m • Comparando am

bas igualdades se obtiene la siguiente ecuación: 
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en donde n , .. son enteros no negativos. 

Nos resta únicamente aplicar la condici6n (A.3 c) que debe determinar 

totalmente a estos números enteros ( y por consiguiente la relaci6n entre los (ndices Á , h 

y k ) adem6s de pluporcionarnos una regla de recurrencia para los coeficientes A ni. hasta 

ahora no determinados. Estas ecuaciones son dif(ciles de aplicar ya que contienen segundas 

derivadas. En todo caso, la aplicaci6n directa muestra c¡ue los relaciones 

son v61idas, lo que implico que en la expresi6n (A.IO) la suma se reduce a un solo término. 

Por otro lado se puede introducir el operador de Casimir del grupo unit~ 

1\ m' 
rlO de tres dimensiones cuyos generadores son m, mi m) > O en lo formo 

, 
mm 

( lo segunda expresi6r; poro <p se obtiene utilizando la ecuaci6n (A.I)). Desarro-

liando esto expresi6n y usando las definiciones ( A.2 ) el operador <p 

SIC S \~ s' S \ es s' +Ls f: fs· + lL 
5,S' 55' 

I + 5S 

D Dss ' • 
) 

por otro lado, desarrollando la suma expl (citamente se obtiene la expresi6n 

se convierte en 

mi 
para el operador de Casimir en funci6n de le generadores f\rn • Comparando am-

bas igualdades se obtiene la siguiente ecuaci6n : 
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(A.12) 

Si ahora aplicamos ambos miembros de esta ecuación al polinomio de la ecuación (A.IO), 

teniendo en cuenta los valores previamente determinados para los (ndices 0L y aprove

chando las ecuaciónes ( A.3 ) Y ( A.4 ), se obtiene la relación 

si se emplean las ecuaciones (A.ll ). 

Puesto que los rndices h y k son enteros no negativos, estas relaciones 

impl ican las condiciones siguientes 

~I R3 = O 

{t ~2 == O 

'i j R, = 0, 

que expresadas gr6ficamente indican que los diagramas de Young negativos y positivos no se 

traslapan. 
#s) 

Como demuestra Chac6n, todos los pasos de la deducci6n indicada más 

arriba son generalizables al caso del grupo U , quedando asr nuestra afirmación demostra
n 

da en general. 
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L (f\ tnt + 2.'[ I f\:'I\:, + 'i . (A; - f\;") == 
m m m)m m<m 

:¿ (Cs
S )z_ z¿ (SS' Cs~ -¿ (C s

S
- Cs~') -

s 5>5' .5<S· (A.12) 

Si ahora opl icamos ambos miembros de esta ecuaci6n 01 poi inomio de la ecuoci6n ( A .10 ), 

teniendo en cuenta los valores pr~viamente determinados paro los (ndices nL y aprove-

chando las ecuaciónes ( A.3 ) Y ( A.4 ), se obtiene la relación 

si se emplean las ecuaciones ( A .11 ). 

Puesto que los (ndices h y k son enteros no negativos, estas relaciones 

impl ican los condiciones siguientes 

{, R3 = O 

{t ~z == O 

'-ft 3 RI :::; 0, 

que expresadas gráficamente indican que los diagramas de Young negativos y positivos no se 

traslapan. 
45) 

Como demuestra Chac6n, todos los pasos de la deducción indicada mds 

arriba son generalizables al caso del grupo U , quedando asr nuestra afirmación demostro
n 

da en general. 



APENDICE B 

REGLAS DE LlTTLEWOOD PARA EL GRUPO SU
3

. 

En este opénd' ce demostraremos que los reglas de Littlewood enunciadas 

en el caprTulo 1, apropiados para trotar con representaciones de part(culas y agujeros son 

equivalentes a la forma usual de estas reglos¡ en el caso del grupo SU •
3 

Este grupo, aparte del grupo SU2, ha sido el más estudiado y se han d:: 

do formulaciones de la reducción del producto directo en forma algebraica, empleando pro

piedades de las bases de las representaciones irreducibles. 

Coma primer punto en lo demostración obtendremos una expresi6n ¡Jora 

¡ tt i L~\ ~t 

l<l reducci6n del producto directo de dos representaciones (R., 2,) y ( K ¡ k L ) utili

:wndo las reglas ordinarias de Littlewood; al efectuar el producto directo por el método de 

los diagramas de Young, uno de los diagramas se caracterizo de ta I manera que a todos los 

cuadros del primer renglón se les asigno la letra o( , a los cuadros del segundo reng1ón 

k1 letrap ,etc. Gráficamente se tiene 
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en la reducci6n del producto directo aparecerán los diagramas de un número de cuadros igual 

al total en ambos diagramas del producto di recto, que se obtienen agregando los cuadros a los 

cuales se han asociado las letras q{ , etc. de tal forma que el diagrama resultante 

satisfaga las siguientes condiciones: 

l. - Que se obtenga un diagrama de Young permitido. 


2.- Que las letras (1{ etc. aparezcan en orden alfabetico de izquie..':.
'.J' 'O 
da a derecha en cada fila y de arriba hacia abajo en cada columna. 

3.- Que no haya letras repetidas en una columna. 

4.- Que al ir sumando las letras de derecha a izquierda y de arriba hacia abajo en cuaJ. 

quier punto del diagrama resultante el número de r:A sea mayor o igual al núme

ro dej3 i el número de! mayor o igual que el número de r ,etc. 

En el caso del grupo SU el diagrama más general posible tiene unica3 

mente dos filas; aparecen por lo tanto las letras cA y p unicamente. 

Aplicando las reglas directamente a la reducci6n del producto directo 

(~I~I) ® ( R:' R~ ), se tienen diagramas del tipo 
I 2 

( B.I ) 


en donde se han colocado los cuadros denotados por o< en todas las maneras p::. 

sibles. (El (ndice'p no se puede colocar en la primera fila ya que esto violar(a la con

dici6n 2). 

Al número de cuadros colocados en la tercera fila lo denotamos por ~ 

mientras que al número de j?> de esta misma fila lo denotamos por p. Si, por otro lado, 

se colocan r .... p cuadros con (ndice ~ en la segunda fila, el número de estos que se 
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en la reducción del producto directo aparecerán los diagramas de un número de cuadros igual 

al total en ambos diagramas del producto directo, que se obtienen agregando los cuadros a los 
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mente dos filas; aparecen por lo tanto Jos letras r;;;.. unicamente. 

Aplicando las reglas directamente a la reducción del producto directo 
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I 2 

( R. 1I R." )1 se tienen diagramas del tipo 
I 2 

( B.I ) 

en donde se han colocado los cuadros denotados por o< y¡9 en todas las maneras p::. 

sibles. (El (ndice j3 

dici6n 2). 

no se puede colocar en la primera filo ya que esto violar(a la con-

Al número de cuadros colocados en la tercera fila lo denotamos por ~ -

mientras que al número de r de esta misma fila lo denotamos por p. Si, por otro lado, 

se colocan r i" p cuadros con (ndice 00<. en la segunda fi I al e I número de estos que se 
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( B. 2 ) 

y' e i ¡¡.jmero def en el segu renglón será 

( B.3 ) 

la regla 2 se sotisface ahora automáti camente. 

Apl ¡caremos ahol'o la regla 3; se obtienen las si guientes relaciones: 

~ I " 

O r+p 1- R2 ( a ) 

. \ 

( b ) ( B.4 )O~ ~ RZ 

( c ) O ~ + p ,..::; k'Z + (' + P 

Si las rel ciones ( B.4) son válidas se asegura que no se tienen letras ¡-epetidas en una co

lumna. Corno es fácil ver, la desigualdad ( B.4 c) se puede deducir de (B.4 b), de to! 

rno que uniC0mente las dos primeras desigualdades son independientes. 

De las condiciones ( B.3) Y ( B. 4 o ) se tiene que el (ndice p debe 

sarí cer la condición 

o 

Si ahora imponemos la cuart restricci6n, sumando el número 

.:; hasta el punto del segundo tengl6n en que se termina ce aplicar cuadros ignados por 

j se ;)bt ¡ene 
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I 

~\ -- ? - ~ - t"' >- O ( B. 2 ) 

, el ii':!mem d~F en el segundo i'cnglón ser6 

( B. 3 ) 

La I"eglo 2 se sotisface aholU autom6ti camente. 

Aplicaremos ahol'o la regla 3; se obtienen las siguientes relaciones: 

o ~ r + p ~ ~: - R 'z ( a ) 

( b ) ( B.4 ) 

c ) 

Si ias relaciones ( B.4 ) son vól idas se asegura que no se tienen letras ¡-epetidas en una co-

lurnnc. Corno es fácil ver, lo desigualdad (B.4 c) se puede deducir de (8.4 b L de tal b 

rna que unícumente las dos primeras desigualdades son independientes. 

De las condiciones (B.3) Y ( B.4 a) se tiene que el índice p debe 

,arisfacer iD condición 

Si ahora imponemos la cuar i restricción, sumanao el númelU de cÁ y 

hasta el punto del segundo tenglón en que se termina oe aplicar cuadros designados por 

;) se;) bl ¡ene 
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que es equivalente a 

( B.5 ) 

Unicamente nos resta satisfacer la condici6n 1, para obtener un diagrama 

de Young permitido. Si se pide que el primer rengl6n sea de longitud mayor o igual que el 

segundo rengl6n en el diagrama ( B.I ) se debe imponer la restri cci6n 

mientras que si se exige que el segundo rengl6n sea de longitud mayor que el tercero, se de"" 

be imponer que 

Empleando las definiciones de los (ndices q y p y las condiciones ( B,2) y ( B.3) estas co~ 

diciones se satisfacen autom6ticamente. 

En resumen, los (ndices p, q, y r est6n restringidos por las desigualdades 

'11 I )
O~r~ mi" 	( R ¿) ~, - k " ( a ) 

( ~I! " ~I¿ )O'!S~== mil') ~l, :1 	 ( b ) ( B.6 ) 

(1' k" ~II )O~f"~ mln \tI -R2 - P, I - 2 - ~ 
( e ) 

Sin embargo l existe la posibilidad de aplicar las ~ y ::> en una ma 

nera diferente. Si como antes se denota al número de·.,(" en el tercer rengl6n como 11 

pero ahora el número de (j en esta fila se le llama p + s, se tiene que el número de "'
J 
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que es equivalente a 

L.l \ \1 

K, - \:tZ ~ ~ + (' ? ~ ( B.5 ) 

Unicamente nos resta satisfacer la condición 1, para obtener un diagrama 

de Young permitido. Si se pide que el primer rengl6n sea de longitud mayor o igual que el 

segundo renglón en el diagrama ( 8.1 ) se debe imponer la resl-ricci6n 

mientras que si se exige que el segundo renglón sea de longitud mayor que el tercero, se de .... 

be imponer que 

Empleando las definiciones de los (ndices q y p y las condiciones ( B,2) y ( B.3) estas co~ 

aiciones se satisfacen autom6ticamente. 

En resumen, los (ndices p, q, y r están restringidos por las desigualdades 

o.fr~ mif'l (11 1 k') R ¿ , ~1 - Z ( a ) 

O~~~ mil') 
( t<1I lo 

I J? l) kl¿ ) 
( b ) ( B.6 ) 

O:::::f"S" mUl (1' k" k, -Rz- p) I ~"2 _ ~ ) 
( C ) 

Sin embargo, existe la posibilidad de aplicar las .,i.. y j en una ma 

nera diferente. Si como antes se denota al número de.,,(,. en el tercer renglón como ~, 

pero ahora el número de í3 en esta fila se le llama p -t- s, se tiene que el número " 
_/ 
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e¡ p :mer !'englón es 

, " 
~I P - ~ ~ O 

e número en el segu l'engl6n e5 

en donde se ha denotado el número en el segundo rengl6n corno p. 

La apl icación de las cuatro reglas la página 138, en la misma forma 

que antes, nos lleva a las siguientes restricciones sobre los (ndices PI q Y s : 

' \~ ,1 L \ ) 
(O ~ P -s:; m'ln, Fl4!) 

L 
R, 

1 

- R {' 

~ !"nln, (R': _Rl~) ~'2 )o:::;..~ 

( B.7 )
( I ti)

~ S ifU n, kl-~) k,z-y 

( la posibilidad s O se incorpora en las f6rmulas previamente obtenidas ). 

fácil ver que los casos que se obtienen aplicando las relaciones 

B.6) y (, B.7 ) por separado, son diferentes entre s(, obteniéndose por aplicaci6n del P"-~ 

rne! tipo de condiciones diagl'amas Young con (ndi ces 

( B. 8 ) 

Corno es fácil ve' del diagrama (B.i). Por otro lado la aplicaci6n de las desigualdades 

\ B.7) nos lleva a concluir que en la reducci6n I producto directo se tienen las repre:;en 

raciones de SU con (ndices
3 

R\~~ r<, +1<.'1 -2~ - 'Z F - s 

(B.8 a) 

14~ 

: d 

~,- P - ~ ~ o 

en e! seguno:) I'englón es 

R!~ - F - s ~ O 

,~;l donde se ha denotado el número de o<. en el segundo renglón como p. 

La aplicación de las cuatro reglas de lo pdgina 138, en la misma forma 

que antes, nos lleva a las siguientes restricciones sobre los (ndices PI g Y s : 

(
' L " L' L \ )' 

O ~ P :s m '\n , R 2 ) R. - R l' 

O~~ ~ trlln(R'II_k'~, ~¡2) 

~ S ¿ mil"), (~Il - ~) k.~ -~) 
( B.7 ) 

la posibilidad 5 = O se íncorpor"O en las fórmulas previamente obtenidas). 

E~ fácil vel' que los casos que se obtienen aplicando las relaciones 

B.6) y ( tL/ ) por sepamdo, son diferentes entre s(, obteniéndose por aplicac¡ón del P"--

'llel' tipo de condiciones diagi"Omas de Young con (ndices 

( B. 8 ) 

Corno es fáci I ve' del diagrama ( B. i ). Por otro lado la apl ;caci6n de las desigualdades 

\ B.7 ) nos lleva el concluir que en la reducci6n del producto directo se tienen las í'epre;e~. 

( B.8 a ) 
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Ahora apl icaremos las reglas enunciadas en el cap(tulo I y demostrare

mos que son equivalentes a las reglas de Uttlewood. En primer lugar trasladamos la I(neo de 

referencia del diagrama (Jl. k~ ); ( lo que es siempre posible cuando se trata con el grupo 

\ \ ,
unimodular unitario) para obtener un diagrama con Indices negativos (_ k" _k,+ k 2. ). 

Segun la regla, se superpone este diagrama con el correspondiente a (\t" \tl~) representa
,) "" 

do por medio de cuadros unicamente. En la representaci6n gr6fica, lo que se obtiene de la 

superposici6n directa es un diagrama del tipo 

~I" I 
I 

llamado virtual anteriormente y que según se ha demostrado en el apéndice A no es un di:=. 

grama permitido de Young; de él se obtienen sin embargo, todos los diagramas permitidos 

por medio contracciones sucesivas de un cuadro con un anticuadro. 

Supondremos en la discusi6n siguiente que la relación 

es vál ida; esto si impl ica pérdida de generalidad. La demostraci6n en el caso contrario se 

puede lograr por una sucesión de pasos idéntica a la que se muestra a continuación. 

La contracción más general posible para el caso del grupo SU3 es del -

tipo 
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mas que son equivalentes a las reglas de Littlewood. En primer lugar trasladamos la I (n ea de 
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en donde n l j mI son números enteros no negat¡,/os que indican la contracción I COl'les

qcndíentE.: ',úrnero oe cuadros anttcuadros en los renglones y columnas indicados en el dio 

L" \_ I L!( La hipótesis restrictiva R2:;;;t RI R 2 se ha usado unícamente en el hecho de ha-

f de tal forma que el segundo antirengl6n ha sido comple 

tomente eliminado y el diagrama ya no viola las condiciones impuestas en el apéndice A, 

siendo un diagrama no virtual. En el caso contrario R2 < k: -kz el renglón que 

se aniquila totalmente es el segundo rengl6n, siendo esta la única diferencia entre los dos 

cosos ) . 

Para satisfacer las reglas enunciadas en el caprtulo 11, los números ni. 

m' deben satisfacer varias condiciones. En primer lugar
l 

yo que en el caso contrario ~z.( nI 1 se habr(an efectuado contracciones de anti cuadeos 

el la misma anticolumna con cuadros en el mismo renglón, lo que viola las reglas. 

Por otro lado 

L, " L ,\ 
K, - m, - 01 ~ R 2 - n '2. 

tal forma que no se contraigan onticuodros del segundo anti renglón con cuao¡os en la 

(msma columna. Esta desigualdad es equivalente a 

( B. 9 ) 

En este punto, se ¡ lenen dos ,,;osibi I idades: 

l) mi >.- nz r ~~ Omi :: 11¡+r) 

Ll) m, < S ( B.I O ) 1"(\+5, > O"1 n'l. =
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en donde n, 1 m, son números enteros no negot¡'/05 que indican la contracción del COIT8S-

!JcnCíenté "úr:iéro ae cuadros Clntlcuadros en los renglones y columnas indicados en el dia 

:F0tTlC. (La hipótesis restrictiva \:¡,\~ ~ ~:-~'2 se ha usado unícamente en el hecho de ha-

de tal forma que el segundo antirengl6n ha sido comple 

iOmente eliminado y el diagrama ya no violo las condiciones impuestas en el apéndice Al 

siendo un diagrama no virtual. En el coso contrario ~2 < ~: - kz el l~engl6n que 

se aniquila totalmente es el segunao rengl6n, siendo esta la única diferencia entre los dos 

CClSOS ) . 

Para satisfacer las reglas enunciadas en 21 caprtulo 11, los números ni. 

'y deben satisfacer varias condiciones. En primer lugar 

)") que en el caso contrario \{z":: nI 1 se habn'an efectuado contracciones de onti CUCldros 

el la misma anticolumna con cuadi'os en el mismo renglón, lo tjue viola las reglas. 

Por otro lado 

\..., " 
i\. - m-n , , ¡ 

de tal forma que no se contraigan anticuadros del segundo antirenglón con CUOO¡OS en la -

1l11srno columna. Esta desigualdad es equivalente a 

( B. 9 ) 

En este punto, se ¡ lenen dos ¡.Jos i b i I i dad es: 

~) mi ~ nz m, "" 11¡+r) r .?c, a 

Ll) m, <. n1 n l, =. rTll-t-S, S > O ( B.I O ) 
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se obtienen las mismas desigualdades que en ( B.6 )¡ as( como las mismas expresiones ( B.8 ) 

para los (ndices de las representaciones irreducibles (R, 'R:t ) resultantes de la reducci6n 

del producto directo, si se traslada la I (nea de referencia del diagrama en la p6gina B-

cuadros hacia la derecha¡ de tal forma que se obtenga un diagrama con rndices positivos 

uni comente. 

Para la segunda posibilidad indicada en ( B.9b) se tiene 

5 > O 

Por las mismas razones que antes¡ los números n r y m I satisfacen idénticas restriccio

nes. Sin embargo, para evitar la contracci6n de dos anticuadros en la misma anticolumna 

con cuadros que se encuentren en el mismo rengl6n se debe exigir la condici6n 

que es equivalente a 

s 
( B.16) 

( En el caso i, la condici6n presente se satisface autom6ticamente si se recuerdan las rela ... 

ciones (B.15) Y ( B.IO a»). 

P:)r construcci6n, se concluye que 

es siempre vál ida; como consecuencia de esta relaci6n y de la condici6n ( B.10 b ) se tíe

ne 

( B.17 ) 
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se obtienen los mismas desigualdades que ,en ( B.6 ), as( como las mismas expresiones ( B.8 ) 
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uni camente. 

Pa ra la segunda posibil ¡dad indicada en ( B. 9b ) se tiene 

5>0 

Por las mismas razones que antes, los números n r y m ( satisfacen idénticas restriccio-

nes. Sin embargo/ para evitar la contracción de dos anticuadros en la misma anticolumna 

con cuadros que se encuentren en el mismo rengl6n se debe exigir la condici6n 

, ~' ~, - 2. - mi 
k,1 

I ni - f'l4 

que es equivalente a 

~~ ~ n¡ ~ (\2- mi S 
( B .16 ) 

( En el caso i
l 

la condici6n presente se satisface automáticamente si se recuerdan las rela .... 

cio nes ( B. 15 ) y ( B.I O a ) ). 

P:Jr construcci6n, se concluye que 

es siempre vál ida¡ como consecuencia de esta (elaci6n y de la condici6n ( B.I O b) se tie-

ne 

( B .17 ) 



m, n:2,. + r, r ~ O 

en p lugar, por construcción se tiene 

Iz"- k" ( B .11 ), 1.. 

() sea 

<:: 
-~r 

( B.12 ) 

Por otro lado de la d gualdad ( B.9 ) se puede concluir que 

( B.13 ) 

que, tomando en cuenta la relación ( 8.12) implica la restricción siguiente sobre el (ndíce 

( B.14 ) 

L'
Como O'S n, ~ K:t se tie'le finalmente para 

el primer caso que la relaciÓn 

( B.15 ) 

es válida. Si ahora hacemos la identificaci6n de (ndices 

r ...-4 r 
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r?-O 

er1 primer lugar, por construcci6n se tiene 

( B .11 ) 

e) sea 

( B .12 ) 

P::H otro lodo de la desigualdad ( B.9 ) se puede concluir que 

( B .13 ) 

que, tomando en cuenta la relación ( 8.12) implica la restricción siguiente sobre el (ndíco 

( B. [4 ) 

Como o'S n, ~ y se rie'le finolmente para 

el p"lmel' caso que la reloció!'. 

( 
\-, I~ ) L 1,' ,_ \ \ \2 ;',) O ~ nI E;. mi n "'-.... R. R ( B .15 ) 

es vólida. Si ahora hacemos lo identificación de (ndices 

I"'.--"t r 
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De las dos últimas desigualdades se obtiene finalmente la relaci6n 

que es idéntica a la desigualdad ( B.7 c ) si se hace la identificación de índices 

La equivalencia entre las dos reglas nos permite entender las condi cio

nes segunda, tercera y cuarta de las reglas de Littlewood como provenientes unicamente de 

la el iminación de contracciones de I'hdices antisimétricos, en uno de los tensores del produ~ 

to directo, con índices simétricos en el otro. 

Por otro lado, el proceder por medio de antidiagramas y diagramas que 

se contraen permite, en principio, la obtención de fórmulas algebraicas para los rndices de 

las representaciones ¡rreducibles posibles en la reducción del producto directo de dos de 

ellas en el caso general del grupo SU ; la obtención de estas fórmulas ser6 publicada pos 
n 

teriormente. 
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APENDICE C 

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES DE FERMI 

En este apéndice estudiaremos algunas de las propiedades de los determi. 

nantes de Fermi introducidos en el caprtulo l. Es importante conocer las propiedades de es

tas expresiones ya que, como se ha visto, las bases para representaciones irreducibles de los 

grupos unitarios se pueden expresar en función de ellos, cuando se emplea el esquema de la 

segunda cuantización. 

Como es bien sabido, las fune iones que forman una BRI del grupo unita 

~io est6n caracterizadas por un diagrama de Young, que representa los (ndices de una RI del 

;¡rupo simétrico. Si el diagrama de Young consta de n cuadros la función correspond ente se 

expresa en términos de n vectores. ( diferenciados por un (ndice que toma los valores 

/ = 4,?"J" ') 1"\ ) Y tiene ciertas propiedades frente al intercambio de estos vectores ,. Se 

demuestra que esta función de onda se puede obtener apl ícando el operador de Young Yal 

"1')
producto directo de los n vectores; este operador se define como 

y= PQ ( C.I ) 

en donde 
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expresa en términos de n vectores. ( diferenciados por un (ndice que toma los valores 
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~,) 
producto directo de los n vectores; este operador se define como 
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( C.I ) 

en donde 
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( (.2 ) 

y 

( (.3 ) 


con (-I)~ igual a + I en el caso en que ~ sea una permutación par e igual a .. 1 en 

el caso contrario. O sea Q es el operador de antisimetrización y P es el operador de simetri 

zación. 

Si se quiere construi r la función que se transforma como 

1 2[" 
Ati 

I 

( (.4 ) 


frente a permutaciones de los (ndices 1,2,3 •• '/ n se aplica el operador de Young al produ':.. 

to directo 

+ b+ +~I s, /I.sz.···· 6/" Sn 
( (.5 ) 

empleando la operación de antisimetrización sobre todos los (ndices de los vectores que apa

recen en la misma columna y aplicando el operador de simetrización P sobre los (ndices que 

aparecen en la misma fila, en el orden indicado por ( (,1 ). Esta última operación, desde 

luego, altera la antisimetrización de 105 (ndices en la misma columna¡ al haber aplicado am_ 

bas operaciones la función de onda resultante es simétrica con respecto a los (ndices 

, etc. mientras qLe no tiene ninguna propiedad es

pecial frente al intercambio de los (ndices 1,.".) A,+ I i Z)'" ') n) etc. 
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I 
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¡~ 105 vectores originales que aparecen en la expresi6n ( C.!J ) estén for

110do) pOI operadores de Feími, cantidades algebraicas que anticonmutan, la operaci6n indice:.. 

ca pOl Q se puede efectuar autom6ticamente denotando con el mismo (ndice a todos los veeto 

!"es que í tervengan en lo mismo columna. 

Si ahoru recordamos la definici6n ( 5. LO ) del determinante de Fermi 

vemos que la apl lcación del operador Pdespués de haber denotado los vectores correspond ie~ 

tes a la misma columna del diagrama de Young con el mismo (ndice nos produce determinan~ 

tes Fermi. As( por ejemplo E: diagrama de Young 

le conesponde el polinomio 

\7 111 \71~ 
V I 2.3 V., 

expresado en funci6n de determinantes de rmi. 

Analizaremos ahora el problema de encontrar los monomios forma'Jos por 

productos de varios det,:;rminantes de Fermi que sean linealmente independientes, teniendo 

en mente el resu Itado que acabamos de obtener. 

Si se expresa un determinante de Fermi en la notación acostrumbrada se 

tiene: v.'5\ yS:z. 'J s} 
;-t, l ')-1-1r 

S\ZS, --' 5f , V. S:t, . \1 ¡
,A..(,t ( C.6 )~1"'~1 ~~ jAz 

~'~I \jS.~ ~s(\~.
l r~ 1'-( 
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,~ los vector'es originales gue aparecen en la expresión ( C.J ) estdn for-
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ca pe, Q se puede efectuar autom6ticamente denotando con el mismo (ndice o todos los vec10 

!'es que ínter'vengan en lo mismo columna. 

Si ahora recordamos la definici6n ( 5.2..0 ) del determinante de Fermi 

vemos gue la aplicación del operador P después de haber denotado los vectores correspondie~ 

res a la misma columna del diagrama de Young con el mismo (ndice nos produce determinan-

res de Fermi. Asr por ejemplo ( diagrama de Young 

le conesponde el polinomio 

\7 1II \71~ 
V lB V., 

expresado en función de determinantes de Fermi. 

Analizaremos ahora el problema de encontrar los monomios forma'Jos por 

productos de varios detuminantes de Fermi que sean linealmente independientes, teniendo 

en mente el resultado gue acabamos de obtener. 

Si se expresa un determinante de Fermi en la notación acostrumbrada se 

tiene; \1.'5\ v. 5
:z. \1 SJ 

jLl ;C-r ~I 

\?:s, '.' 5¡ ~ \75:1." \)Sf ~~ ~i" ')A-1 ).l,t ~z ( C.6 ) 

~ '~I Vs,~ ~s} \~. jA' " f fA"~ / ( 
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que se puede desarrollar por el método de Laplace utilizado en algebra conmutativa. Sin em

bargo como al intercambiar dos columnas el valor del determinante de Fermi ( C.6) no se alte 

ra, el signo del cofactor en el desarrollo de Laplace es igual a (-1) 1. en donde L es el 

número de cambios que se deberá hacer para llevar al cofactor a un lugar tal que su elemento 

principal (1, 1) se encuentre en la primera fila; en otras palabras si se emplean en el desarr~ 

110 de Laplace cofactores con sus elementos principales en la primera fila del determinante¡ to

dos los términos en el desarrollo tendrán signo positivo. 

Como ej emplo considérese el desarrollo de 

\ll "7.1. \7.:; 
\J1Z3 _ 

\l¿1 'Vt \7z3 
VIl! 

\J' \12 '\7: 
V! \/3 V;" 

que se puede verificar aplicando directamente la definici6n. 

Para indicar la técnica a seguir para encontrar los productos de deterrrd

nantes de Fermi linealmente independientes¡ consideraremos el caso de monomios del tipo 

nS'S~ \7~3 d dv. v. . Estas expresiones claramente corresponden a un iagrama e Young asocia ... 
"rl~l :;u- , 

do con la partici6n . Se pueden construir 6 diferentes diagramas del tipo (C •.1 ) enl21) 
este caso : 

a) d)HtJ ffJ 
b) e) (,C .7) ~~ 
c) f)ffiJ tEJ 

El diagrama (C.7 a ) indica que la funci6n correspondiente debe ser si

métrica con respecto a los (ndices I y 2, mientras que el diagrama ( C.7 d ), por ejemplo¡ que 
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que se puede verificar aplicando directamente la definici6n. 

Para indicar la técnica a seguir para encontrar los productos de deterrr.i-

nantes de Fermi linealmente independientes, consideraremos el caso de monomios del tipo 

nS.S~ \7'S~ d d v. v. . Estas expresiones claramente corresponden a un iagrama e Young agocia-
".?I~ l :f4" 3 

do con la partici6n L2.') . Se pueden construir 6 diferentes diagramas del tipo (C . ..:1) en 

este caso : 

a) HtJ d) ffJ 
b) ~ e) ~ (,C .7) 

c) twJ 
f) 

tEP 
El diagrama ( C.7 a ) indica que la funci6n correspondiente debe ser si-

métrica con respecto a los (ndices I y 2, mientras que el diagrama ( C.7 d ), por eiemplo, que 



153 

(ndices 3 Y 2. 

S lo índicado antes, a cada uno de estos diagramas corresponden los 

p¡1)duc¡os de determinantes de Fermi siguientes: 

I\j12 yb \732. 
a) "d) 

12. 
'V,12 I 

VI'> \72 \713 VIb) e) ( e.8 )1:2. I 
\2. \ 

\J:¿I \]3 
f) V

31 \)2 
Il. I 11. I 

en donde los (ndices inferiores denotan a diferentes vectores. Claramente 

12 VI> \]21 \13'V,2 I ¡;t I 

\j3Z V' - \la Vi ( e .. 9 ) 
12- 1 12. I 

2V15 V :::: \73 1 V). 
12. I 12 I 

son vál idas, si se recuerdan las propiedades de estos determinantes. En otros términos, nos 

hteresan únicamente los monomio:. correspondientes a diagramas de Young que tengan el <,:r 

den natural en coda una de las filas. 

Por otro lado, es fócil ver por cólculo directo que la ecuaci6n 

(e.IO) 

es válida; esta ecuaci6n nos permite eliminar cualquiera de los tres sumandos en términos 

de los olros dos l restando de los seis monomios or; ¡nales ( e.8 ) únicamente dos, que s( son 

linealmente independientes. Elegimos, por ejemplo, 

y 

.6n étllCC cor~ respecto a los (naices 3 y 2. 

lo indicado antes, a cado uno de estos diagramas corresponden los 

PP)dUCiOS de ceter'ninantes rmi siguientes: 

a) 
\1.12 

12 
\lb 

t 
"d) 

\732. 
Il 

v,' 
b) 

\ll~ \}2 
e) \713 Vi 

( C.8 ) 12. 1 
\1. \ 

c) 
\l:ll y!J 

f) 
\j3 1 

V
Z 

14 I I:l. I 

E,I1 donde los (ndices inferiores denotan a diferentes vectores. Claramente 

12. 

V
3 '\12.1 v. 3 

V,2 I Lt 

\j3Z '11 \]H VI 
11 ) 12 1 

( C.9 ) 

ViS V Z 
:= 

11 I 

\731 

12 

\l). 
I 

50n vdl idas, si se recuerdan las propiedades estos determinantes. En otros términos, nos 

hteresan únicamente los monomios correspondientes a diagramas de Young que tengan e: ,,:r 

natural en coda una de las filas. 

Por otro iado, es f6cil ver por c61culo directo que la ecuclci6n 

(C.IO) 

es vdl ida; esta ecuaci6n nos permite eliminar cualquiera de los tres sumandos en términos 

de los anos dos, restando de los seis monomios or; ínales ( C.8 ) Cínicamente dos, que s( son 

I ¡nealmente independientes. tlegimos, por ei emplo, 

y 
v:¿ 

I 
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que es la misma ecuaci6n que ( C .10 ). Como se puede ver de este ejemplo, se construye un 

determinante de nxn, si se trata de encontrar relaciones entre monomio de n vectores ( rel::. 

cionados por lo tanto, con un diagrama de Young de n bloques). En el caso en que se te~ 

gan algunos monomios linealmente dependientes, el rango del determinante es menor que n, 

lo que da origen a relaciones entre los determinantes. 

Analizaremos a continuaci6n las relaciones de interés directo para los 

desarrollos indicados en el caprtulo l. Como primer punto es necesario expresar el desarrollo 

por menores de un determinante de Fermi en una forma ligeramente diferente a la dada ante

riormente. Nos interesa en particular, el desarrollo del determinante (C.6) como una suma 

de productos de determinantes de ( n - I ) x ( n - I ) con un determinante de Ixl con el mIs: ,0 

rndice superior de este último en todos los términos. La f6rmula del desarrollo es 

1'\-1 t.. I n 

Il... n - In\" . )' 1) n - '<. \7 .... n -1 "
\7. =L.c(n-b l- Vn_ktL .. n-~-1 VI'\-tl. ( e .11 : 

Il ... n-ln 

k=o 


en donde se interpreta al (ndice n m como m y en donde se define 

+1 
(C.12)t(n-lt):: 

n-t{

(-1) 


El desarrollo por menores se efectúa con respecto a los elementos de la última columna del 

determinante; de ah( que se obtengan cambios de signo. 

Poro demostrar la f6rmula (C.II ) se demuestra que los n términos que 
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gan algunos monomios linealmente dependientes, el rango del determinante es menor gue n, 
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rl-I 1.. n 
Il - In \ . )') n

4

'<, tl l ... o n-I ~ \7. 0 •• 0 =Lc(n-R l-I Vn_ktl..on-~-I Vr'\4kl 
12,0 . n-In 

( C .11 \ 

k=o 

en donde se interpreta al (ndice n m como m y en donde se define 

+1 

o-A. 
(C.12) 

( -1) 

El desarrollo por menores se efectúa con respecto a los elementos de la última columna del 

determinante; de ah( gue se obtengan cambios de signo. 

p:¡ra demostrar la f6rmu la ( C o 11 ) se demuestra que los n términos que 
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n 

:;¡parecen en el desarrollo con el signo correcto. El primer punto es 

¡nmediotarnen+e obvio, mientro:> que para demostrar lo relativo al signo, debemos recordar que 

11 

(l est6 formado por una suma de monomios consistentes en productos de n factores 

del tipo en donde los aparecen en orden natural y se aplican las n 

permutaciones posibles a los rndices s, con todos los monomios del desarrollo con signo pos~ 

tivo I como se sigue del hecho que ( C .11 ) es un permanente con respecto a ellos¡ para 

completar la demostraci6n debemos colocar todos los términos del desarrollo con los rndices 

/.A~ en orden natural. Como en la f6rmula (C.II) se ha efectuado una permutaci6n crcl~ 

CG sobre estos (ndices, se deben efectuar permutaciones c(cl icas de n el ementos para regre

smlos al orden natural. Cuando n es un número impar y los elementos del algebra anticon

rnutan, el número de intercambios necesarios es siempre par y el término correspondiente tie

ne signo positivo. Como se ver de (C.II y 12) se obtiene el resultado correcto en e..=.. 

te caso. Si n es un número par, cada permutaci6n c(clica implica un cambio de signo; ~¡ 

el monomio cuyo coeficiente se analiza es 

\(1 .n-I 
n-.P.+I .. n-R-I 

se requieren ( n-k) permutaciones c(clicas para colocar los (ndices inferiores en ;¡ or

n- ~ 
cien natural; el signo de este monomio es (-1 ) como lo indican las ecuaciones ( e .11 

}' 12 )1 que osI' quedan demostradas para n par! también. 

Empleando este desarrollo se pueder ahoro demostrar las siguientes rel~ 

ciones entre determinantes de Femli: 

n V'' .12. \]z .. -'5'+ \7,.1 \l:A..'2S 
( C .13) VI :: O1.·11 I. .. m I ... n I .... m 

l.. 15 \]2 .. 2/() v., .n l .. m ( C .14 ) 
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Estas relaciones se utilizan explrcitamente en la construcci6n de los po

linomios de m6ximo ?eso en el subgrupo Zi.j X U4 de \1,).% cuando se ha efectuado una so 

la contracci6n, como se vi6 en el caprtulo l. 

Demostraremos ahora la relaci6n ( C .13); un método anólogo se puede 

seguir para demostrar la ecuaci6n (C.14). Desarrollando ambos determinantes en la parte 

izquierda de ( C .13 ) se tiene: 

21n\7.', ... '5 '1. 2 
... = n(\7\.. ·1 \JS+"'+E (n_k)(_I)O-~ \7, ...... I \lS -t ... ) 

I ... n I... m V; ... n-t V I1 V L 1..1.. V_1..n-((+I'" 1(- r(-, 0-1( 

5 \75 
Como los tacto res en el primer paréntesis de 'Vn hasta V \'TI +1 se anulan al 

1 

efectuarse la multiplicaci6n con cualquier término del segundo paréntesis ya que Vrn- k 

con R:::O.) 1) ...) m-I se repite en los términos resultantes del producto. 

Por lo tanto: 

1. .. 1$ 2 ... .21 \11. .. 1 \15 \11... 1:. ni ()( )m
\7 V. = n y_ V. V. v. E m - I + ... + n VI. .. ni... n'l n'li-i ... m-I m 1... t'fI-1 lTl 

5 
ya que el término que contiene '\l ""- tz da un ;esultado diferente de Oal multiplicarse 

por el término del segundo paréntesis que tiene a "V~-I:t como factor, únicamente. El 

término general es entonces del tipo, 
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Se observa, por consiguiente, que todos los términos contienen como factor al determinante 

,o\· .. 1 
VI.. (l ; sacando a este como faCTor común y recombinando por medio del desarrollo 

(e.11 ) se obtiene el resultado deseado. 

Los teoremas \ C.13) y (C.14) son apropiados para el cálculo de 105 

poi inomios de máximo peso en 2{9 X U '1 cuando se efectúa una sola contracción; si se 

éectúa más de una contracción ',e necesitarán relaciones en donde el menor es un determi

ncmte de Fermi de dimensión igual al númeto de contracciones; estas relaciones se pueden 

o;)tener en lo misma forma, partiendo I desarrollo de Laploce adecuado. 

Como úl timo punto, se hace notar que se pueden obtener relaciones an~ 

iogas a las indicadas aqur paro los detemlinantes de Imi del tipo 

s 

efinidos en la ecuación (5.19 a) intercambiados simplemente los (ndices de fila por los

rndíces de columna. Esto último es importante, como se ha indicado antes, en el caso en 

que se deseen efectuar contracciones en el grupo orbital ¿¿J 
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índices de columna. Este último es importante, como se ha indícaao antes, en el caso en 

que se deseen efectuar contl'occlones en el grupo orb;tal Z¿y 
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que corresponden a los tableaux (e a y b). Pero estos son los dos únicos tobleaux standard, 

en el sentido en que los números 1, 2, 3, etc ••. se encuentran en orden natural en cada una de 

las filas y columnas. Si recordamos qL1e le) dimensionalidad de la representación (11) del 

grupo simétrico es igual a 2 y que es igual al número de tableaux standard que se puedan cons

"Ir-) 
truir dada la estructura del diagrama de Young¡ vemos que esta propiedad debe ser cierta en 

general: 

Se tendrán tanto:. monomios linealmente independientes como tableaux -

standard. 

Otra forma de llegar al mismo resultado es la siguiente: 

¿¡3) 
Según ha demostrado recientemente Moshinsky las bases para represent::. 

ciones irreducibles del grupo simétrico se pueden expresar como estados especiales de Gelfand; 

es decir, estados que corresponden a una partición del número n ya un peso ( 1111 •••• 1 ) cua~ 

do se trata del grupo simétrico de n objetos. Por otra parte{ estos estados de Gelfand se pue-' 

den expresar en función de poi inomios en determinantes de Fermi del tipo anal izado antes. c~ 

mo los diagramas especiales de Gelfand forman una base ortonormal, se llega al mismo resulta

do de antes. 

La técnica para encontrar relaciones del tipo ( e.10) paro un diagrc.;ma de 

Young general se puede ver en la forma siguiente: considérese el determinante 

\71- \73v: I 

I 1 

11. ..5 \ZI ~3\l "v.
1 

12./ 

~¿ '\l3\Z 
I 

que tiene dos (ndices inferiores ¡guales y vale O por lo tanto. Desarrollándolo por menores, se 

tiene: 
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APENDICE D 

COEFICIENTES DE WIGNER EN LA CADENA SUJ::J RJ. 

En este apéndice se indicará como se construyen 105 coeficientes de Wigner 

pOlO I ~irupo SU3¡ empleando la técnica de relaciones de recurrencia propuesta reciente-

mente por Bmdy, Moshínsky y 16) para obtener los coeficientes en la cadena naturol 

SU '.':) SU 2 :::::> SU, • Para obtenerlos en la cadena f(sica en nuestro caso, o sea la cadene3 

subgrupos no natural SU3 :;) RJ? R2, se calcula !a matriz I operador de C(lsímir Oc.: 

lupO con respecto a estados de Gelfand caracterizados por la cadena de subgrupos co

ilóníca 7 se dia~¡onaliza; los eigenvectores de esta matriz son los paréntesis de transforma

ión de uno bose a otra, 

Pam obtener las reglas de recurrencia para los coeficientes de Wígner en 

nCHuml, se intmduce el concepto de coeficiente auxil iar 

Los polinomios BRI SUJ introducidos por Moshinsky 49), son también 

B~I I su rupo complementario, que en el caso de SU 3 result(J ser un grupo U4 ' Las b~ 

ses lasificadas en la cadena natural para ambos r.j(UPOS se pueden obtenel" por medio de los 

I U 3 
50) I d Ix;o"es de cescenso . Por otro a o, e coeficiente Wigner de que acolJlo 

..;"c~ ,,1 producto de dos polinomios 
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( p ~ pi p") 

en donde PI es el polinomio de m6ximo peso en SU y U correspondiente a la RI 

(k 

3 4 

l
, k2) en SU3 y P" es un polinomio de m(nimo peso en ambos grupos y clasificado por 

k 1(kl(' 2) en SU 3 i el polinomio P corresponde a la RI (k I k ) de SU y es de m6ximo
2 3 

peso en este grupo ase como en el grupo U4 . Sin embargo, a diferencia de PI y P", en 

el grupo U se utiliza la cadena no can6nica
4 

para la clasificaci6n de P. Como ambas bases constituyen sistemas completos¡ un polinomio 

clasificado por esta cadena no can6nica en se puede expresar en términos de polinomioU4 

clasificado por la cadena can6nica en ambos grupos. 

En otras palabras, si se puede determinar el producto escalar de P'P" con 

un polinomio Pc, clasificado en la cadena can6nica, se pueden calcular los coeficientes de 

Wigner deseados. Es a este producto escalar al que se le llama el coeficiente de Wigner au 

auxiliar. Estos últimos no son dif(ciles de estudior, ya que todos los factores que entrar, en 

ellos son poi inomios clasificados en una cadena natural i en particular, se pueden encontrar 

reglas de recurrencia, mediante las cuales se expresa un coeficiente auxiliar en términos de 

otro, pero en el cual se han reducido k'( 6 k21 (o ambas) por una unidad. Aplicando-

las reglas de recurrencia varias veces, se puede obtener un coeficiente auxiliar correspon-

diente a k2' igual a cero ( o ambas si k\' k :¡ para empezar) en cuyo caso se conoce':::C '
"'. 

la forma explrcita del coeficiente de Wigner 51) 

Para funciones de onda partlcula - agujero con un solo agujero en la capa 

Ip, el coeficiente de W¡ e' necesario, tiene k;' -::: k2' -::: I ( Ver Cap. 5) y basta una 
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icación de la regla de recurrAncia para expresar el coeficiente Wigner deseado en tér-· 

minos de otro gue vale uno (k'¡' ~ k2'":;:, O). 

En este caso¡ adem6s, no es necesario expresar los coeficientes auxi I ion::: 

en términos de los coeficientes normales, ya que son proporcionales. Una vez normalizados 

se obtienen los mismos resultados gue se obtenddan empleando directamente los elementos 
51.) 

de matriz de los generadores, siguiendo la converci6n de Moshinsky y Nagel; este método 

SJ) 
ha sido utilizado 	por Baird y Biedenhorn paro determinar estos coeficientes. 

Para obtener los coeficientes en la cadena f(sica SU R3 se diagona
3 

2
Iiza la motriz de 	 L con respecto a estados de Gelfand clasificados por los (ndices (k 1 k )

2

que entren en juego. La forma expl (cito de esta matriz se da en la referencia I y ha sido 

programada para una computadora, por lo que el c6lculo numérico no presento problema 01

guno. (Como el operador L1; es diagonal en ambas cadenas, la matriz depende del ei!~en 

2 
vaor de este operador; es necesario, por consiguiente, diagonal izar la matriz de L va-' 

¡'jas veces, si diferentes valores de M son necesarios en el acoplamiento). Con los eigen

vectores oe la motriz L 2 se obtienen los paréntesis de transformaci6n de la cadena 

3U ~ R3 a la cadena matem6ticamente natural y con ellas el paso de los coeficiente S de3 

Wigner a lo cadena f(sico. 
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