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Introduceion.

Las miltiples consecuecncias tedricas de los resulta=-
dos obtenilos por la met.dologia de las ciencias deductivas,
gsaltan inmediatemente a 1o vista. Lc que debe centendersc por
axiomas, proposicicnes, relaciones y funciones, ¢l sentiﬁo
preeiso Ge los tcoremas, dcduecivncs, prucbas y definiciones,
las relacioncs mutuas entre estos divérsos eonceptos, todos
e8tis son eampes que han siduv completamente transfurmados al
aloptarse los puntos de vista nuevos. Perc, sparte dec estas
consecueneias, la metodolugfa de las eienecias dedgativas'tyg
ne una gran importancia que podrfamos llemar prdctiea. Bs 1o
Unicc que permite despojer o las metemdtiecs elementales del
cardeter cnigmdtico y misterioso gue presentan todavia bhoy
para una inuensas mayoris, Convierte un objeto de estudio que
se presenteba generalmentc en una forma despdtiea, atrabilis
ria a fuerza d¢ ser arbitraria, en un ecnjunto armdnicc don«

le eada e¢csa oeupa un luger apropiado. Permite exponerlas,

[

sin nedesidad de los esfucrzos de imaginaci:n y 2¢ ingenio
que sc¢ empleaban para haeer adivinar la razdn dc cada eosag
Quien quiera que conozea como se ensefian en México las mate=

i _
mdticss elementales comprenderd, sin necesidad de mds expli=
caciones, o que cosas se quiere haccr referencia,

Al desarrollar cste trabajo, he tenido muy c¢n cuenta
¢l libro de Tarski "Introduetion to Logie". La notacidn em~
pleada es, casi en su totalidad, 1z suya., Aunque he consulta=
do €l libro de G, Peano, busqué todas las demostraeciones, to=
mando en eucnta su cardeter eompletancnte elemental,

Se observard que no he hecho ningin esfuerzo por formg

lizar el fragmnento de ecicneia deductiva que se ho desarrolla=-
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@0« Bl haberlc intentado e hubicra obligado a nburdgr cucs=
tioncs muy a2jenas al tema propuesice Y después de todo, una
ciencia deductiva no 4Acja Ae serlo porque noe esté formaliza-
Qoo

En las dcduceivncs, desde luego, sc¢ ha aeceptadc 2 18

F o _ X . .
1dgies vy 2 1a tcorfa fe 1las c¢lases ecnv cicneias previamente

L.~ Dsquena de¢ una eciencias dcductiva.

Una ciencia deduetive sc¢ presecnta formada por dos ele
nentos de indole distinta. Bn princr lugar, sc¢ encuentran va=
rics térninos cuyo significado nu se preeisa y a 1l.s cuales
8¢ suegle 11umdr t€rnines prinitivese Pur otrs parte, sparecen
varics eununcisios que afirman prupiededes de 1los téruinos pri
mitivos, pero de los cuslcs, counie es natursl, no se intenta
denvatr: ith Estos enunciados llevan el noubre
¢ axionas 0 postulaodose A cu1tinu:ciin, apcyanduse en un
eccnjunto de tecorernas que econstituyen 1o que sc denonine comd
"eicneias previas e 1o cicneis deduetiva quec sc eonsidera',
ge prescntan definieiones Cc_rucvas tfruinos c¢n funeidn de
1os t€rninos prinitivos y deduceiones de nuevos tecremag por

Anarte Qe ciertos

-L

infcreneia de lus postulados o axiunmos,
requisitos que, cono se verd més aflelantc, sc exigen al sis=
tenn de postulados y téruincs prinitivos, es indiscutible
que olgun eriterio dcbe existir pars csecger cuclcs sistec=
188 son Aignus de estudio. Aunque sobre este esunto hay mu-
ehus puntos de vista, puede afirnaorse que cn general sllc se
bhan estuliado los sistenas que poscen interpretaeiones préc-

ticas y aquellos que conplenentan o facilitan el estudic de
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otras ciencias deductivas.,

Las jerarquias de los términos y de los teoremas =
son, sin embargo, una simple apariencia. Forque mucede que
s posiblec seleccionar, dentro del conjunto de los teoremas
deducidos a partir de los postulados, un conjunto tal que =
pueda servir como sistema de axiomas para deducir todos los
teorcmas de¢ la ciencia deductiva en consideracidn, La nueva
ciencia deductiva ¢s idéntica con la anterior, sdélamente que
aquello que aparocfa en la primera bajo la forme de axiomas,
en la segunda sparece como teorcmas, y viceversa, Algo muy
seme jante puede succder con los términos primitivos, porque
no se excluye la posibilidad de que e¢n €l nuevo sistema de
postulados se mencioren dircctamente s6lo términos que se =
han definido en furcidn de log té€rminos primitivos ==y ®o
los términos primitivos mismos=-, de¢ manera que la nueva =
ciencia tenga eomo términos primitivos unos que en la prime
ra aparecian como definides, Tampoco 1la ciencia misma debe
cons iderarse como una unidad aislada, abstractamente perfec
ta y desligada de las demds ciencias deductivas, Eorqneﬁpo-
demos hacer la siguiente operacidn: considerar el conjunto
de proposiciones que forman los axiomas como funciones pro=
posicionalecs, haciendo abstraccidn de los términos primitiF
vos, y sucaede que dentro de¢ otra ciencia deductiva distinta
podemos escoger algunos términes ~~entre los cuales pucden
encontrarse, desde luego, algunos @e los términos primitivos
de esta ciencia--~ que sgtisfagan los postulados originales,
€s decir, que conviertan las funciones proposicionsles da~

das en proposiciones verdaderas, Se dice cn este caso que se
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ha dado une interpretacidn del sistema de axiomas y térmi-
nos primitivos dentro de otra cilencia distinta., Pero se ob
serva inmediatamente que una interprefaeidm de este tipo
equivale en realidad a definir los términos de una ciencia
en funcidn de los tdrminos. de potra, y a demostrar los pos~
tulados 8e 1la primora como teoremas deducidos de los axio=-
mas de la segunda,

II.,~ Sistema de postulados de Peano,

Peano parte de la suposicidn de que se posean tres
conceptos fundamentales,; que no intents definir, y establg
ce con €llos cinco postulados bésicos, sin demostracidn,
En primer lugar, supone que sabemos 1o que debemos enten=
der por un nimero., Ademds, considers estéblecida también
la idea del suéesor de un ndmerpo. El tercer concepto funda
mental de Peane era primitivamente la unidad; sin embargo,
posteriormente prefirid considersr como fundamental el con
cepto de cero., Nosotros seguiremos egta dltima cogstumbre,
que eés la usual,

Al decir que se suponen conocidos los conceptos =
fundamentales, no debe entenderse que se ae por conocida
ninguna propiedad especial de e¢stos coneceptos, ni que se
recurra én el curso de¢ la deduccidn a nada quc s€ supongs
impl{eitamente contenido en ¢llos, Las dnicas propicdedes
de los coneeptos fundamentsles que se emples, son las es-
tablecidas formalmente en los cinco postulados sigulentes:

10;- Cero €s un numero; 0&N, siendo N 1la clase de
los ndmerds.

2oe~ Todo numero tiene un sucesor, que a Su Vvez &S
un nimero, ﬁ [(xe N)—(suc x&,N)J

= ? " >
30e= D0OS numeros nunca tienen el mismo sucgsor,
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A lt(suc x=suc yv)—>(x=7)
4

40,~ Cero no es sucesor de ningin numero,

_\%_’L’ersuc Y)—a(X#OjJ

50.= Toda propiedad que pertenezca a cerc y 8l suce-
sor de cualquier nimero que tenga esa misma propiedad, perte
nece & todos los nime ros .«

-
1

A %\‘ (0€ s)A {2 L (x¢£ s8)—> (BuC x¢£ si}—--}(s:N)

Apoydndose en los postulados lo, y 50, se demuestra
¢l siguiente

Teorema II, 1lo,~ Cerc es €l Unico ndmero que no €8
sucesor de ningin nimero.

Demostracidn.= HOn cfecto, sea s la clase formada por
cero y todos los nimeros que son sucesorcs de otros nﬁmeros;
aplicando el principio de inducecidn resulta que 8 €s €l cor~
junto de todos los nuime ros, Luego cero es €l unico nimero que

r
no g8 sucesor de otro nUMErose

IIT.~ Compatibilidad de los axiomas de Peano,

HBs evidente que no cuslquier sistema de postulados =
puede dar origen a una ciencia deductiva, considerado juntamen
te con los t€rminos primitivos correspondientes, La primera =
condicidn que debc llecnar todo sistema, psra poder servir a
ese fin, es quec sca compatible., O sea, que operando con é1 me
diantc las reglas de la 1dgica formal no sea posible llegsr a
demostrar dos propousiciones contradictoriss, o la proposicion
contradictoria a uno cualquiera de los postulados. Un sistema
no compatible ¢s incapaz de servir, naturalmente, para nada
de utilidad tedrica ni prdctics, pues una vez cstablecida en
J .., mo sclg
€l una proposieidndno seria posible afirmar que su contradic

toria no puede ser probads, sino que, en general, dentro de ese
sistema cualquier proposicién podria probarse.
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Be jo clertes sunosiciones, se »nuede encontrer una 1in
terpretacidén de los axlomes de Feano dentro de la ldgice.
Sin embergo, ese interoretecidn queda el margen de log propg
sitos que han servido de gula al desarrollar este trebejo.
Hasta la fecha no se ha conseguldo demostrar dos proposiclo-
nes contradictories basédndose en losg postulados de Peano; pe
70 en vista de las observaclones anteriores, la compatliblli-
dad de este sistema tiene que considerarse aquf como una su-
nosiecldn sin demostracidn.

En general, el numero de diseclplinas mateméticas pa-
ra lag cusles se ha oadido dar une demostracidén de compatibil
11dad es muy corto. De ahi resulta dque las conslderaclones
de ese carédcter tlenen todavia muy poco valor préctico. De -
scuerdo con la 1dea que se he tenido el desarroller eéste tra
bajo, resulta innecesario, por lo tanto, avanzar més en es-

tas cuegtiones.

IV.- Independencls de los axiomas de Peano.

La segunda condicidn que se exlge al conjunto de -
axiomes y términos de una clencla deductive, conslste en que
los axiomas seen independlentes entre si. Con esto se quiere
declr que no sea poglble demogtrar ninguno de los axiomas a
nartir de los demés. Ea evidente que sl esto Ultimo sucedie-
ra el axloms demogtrado no serfa verdaderemente tal, sino -
gue habria que incluirlo entre los teoremas de la clencile de
ductive en conglderacidén. Se emplean, en general, dog proce-
dimlentos para la demostracidn de la independencla de los -
axlomas. Se puede demogtrer que cada uno eg indevendlente de

log demds --y en este cago se hebla de independencia comple-
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ta==, o bien se toman los axicmas e¢n un ciertou orden y se de
muestra que cada uno es independiente del sistema formado =
por los que le siguer ==y en este caso se harla de indepen=-
dencia orderada==, La demostracidn de que un axioma es inde=
pendiente de un sistema determinado, consiste e€n buscar una
interpretacidn del sistemn, dentro de las eiencias que se =
har. considerado comc verdades demustradas previamente o den-
tro de 1a misma ciencia deductiva que se considera, qQue no =
sea satisfecha por el axioma euya independencia se quiere de
mostrar y que satisfaga el resto d¢ los axiomas, Demostrar =
1la independencia de un axioma dentro de un sistema de axio==
mas y términos primitivos, se consigue, por lo tanto, definien
do nuevos términos en funcidn de los términos de la ciencis
deductiva que se cunsidern y de lus términos de las cienclas
precedentes, y demostrando que 1los términcs asf definidos 89
tisfacen lous pustuladus originales, con exce;cién de aquel =

cuys independencic se quiere demustrar, En general, si se =

quiere demustrar que una cierta pruposicidn{} no puede ser
demostrada a partir de un sistema de pustulados A, basterd -
con encontrar una teorfa deductiva arbitraria B que sea com~
patible y a partir de 1la cusl se puedan definir términos que,
sustitufdos en lus postulados del sistema & considerados co=
mo0 funciones proposicionnles, los conviertnn en proposicio=
res verdnderas, en tonto que sustitufdos en lao proposicidn -
cuyn independencia se quiere demostrar, considerada también
como funeidn proposicional, la conviertan en una proposicién
falsa, Desde luego, nc se excluye que el sistema B ses el sis
tema formado por 1la praposicién.g;y el sistema A, siempre que
se halla demogtrado, o se acepte, la compatibilidad de este -

gsisterna,



Axioma los= Llamando “ndmeroB® & uno y dos, y defi-
nienfo €1 término "sucesor® en la siguiente forma: el "suce
sor® de unuv es dos y el "sucesor" de dos es uno, resulta un
sistecma en el cual:

a) Cerv nu es un “ndmerc®,

b) Todo "nimero®™ tiene un %sucesur®, que afggu VEZ €S
otro "ndmero®,

¢) Bl "sucescr"™ de unv es distinte del "sucescr" de
dose |

d) Gerc no es "sucesor" de ningin "ndmero",

e) Toda propiedad que pertenezen a un "ndmero" y a
su "sucesor®, pertencce a todos lus ®nimcros®.

Axioma 20e= Llamandv “ndmercvs"™ 2 cero y uno, v dande
al término sucesor ¢l nismc sentidc de Péanu, sc¢ obtiene un
sistema que satisface todus lus axivmes de €ste, menus el sg
gundu, Asi:

8) Pur definicidn cerc es un “"mimero",

'b) Unu no tiene un "sucescr” que sea "ndmero®,

c) Dos "ndmeros™ nunca tienen €1 mismu SUCESOIr,

F " - 4 rd s .
d) Geruv nu es sucedor de ningun "nimerc", y por ulti

e) Tuda propiedad que pertenezca a ceruv y al sucesur
de un “numero" que tengn esa propiedad; pertenece también a
uno y, por lc tanto, s tocdos lus "nimerocs®,

Axicma 30,= Consideremos el sistema formado por los
' "nimeros" cerc, mno y dos, definiendo el términoc "sucesor® de
la siguiente manera: el “sucesor® de cerv es unc, el "suce=
sor" de unc es dos y el ‘"sucesor® de dos e¢s uno. Bn este sis

tema
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a) Bxisten tres "nimeros"™ y unu de ellus es cerc.

b) Todo "nimerc® tiene un "sucesor™ que a2 su vez €S
otre "nimero".

c) Cerv y dus tienen el mismo "sucescor",

d) Cerc no gs "sucesor® de ningin ¥ndmero®,

a) Bs vdlido el prineipic de inducecidn.

Axicma 40.- Llamandoc "ndneros® a ceruv y uno, pero de
finiendc el "sucesor" de cer: comu unc y ¢l "sucesor™ de uno
comd ecero, results un sistema que satisfaoce todos los postu~
lados d¢ Peanc, menos €l cuarto, Hn cfecto:

a) cerc ¢s un "nimero",

b) Tode "nimerc" tiene otrc “n&mero“, "sucegor" suyve

¢) Dus "nameros™ nunca tienen €l mismo "sucesor®,

d) Cer. €8s sucesur de unc,

e) S¢ aplica €l principic de inducciin.

Axicma 30e= Dundu a cerv y a narierc su sentido qrigi
nal, y eonsiderando ecrnic "sucesor" de un ndmerc al sucesor -
de su sucescr, se obtiene un sistema que satisface t.dos los
azxiomas de Peoanu, mencs €l quinto. En efecto:

a) Cerc €s un ndnerq, €s unuv de lus axiocmas de Peanoc,

h) Todo ndmerc tiene un "gucesor™, awe 7 su vez es
ectruv "ndnerc®.

Deuvstracidn.~ Por el segundc axioma de Peano tudo
ninéro tiene un sucescr, y este nimeru 2 su vez tiene otro
sucesor, que €s ¢l "sucesor" del ndmer. original,

¢) Dos nimercs nunea tiecnecn el mismo "sucesor",

Derostracidn,= Si dos nimeros tuvicran el misme "su-
ceder™, por el terecer axiuma d¢ Peano los sucesores de 6sos

4 4 . . .
nameros serian iguiles, y pur lou tanto, en virtud del mismou
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axioma, los dos ndnervs serfan iguales,
. b 4
d) Cerc nc es Msucesor® de ningun numero,
Denostracidn.~ En virtud del eusrts axioma de Peano,
. ! 4 o
eerc nc €8s sucesgor de ningun numerc; por 1o tantu, no €és su-
x e z Lo it ol &
cesor del sucesor de¢ ningun rumerc, 1o cual, por definicion,
: : " - it $ g T EeTn
equivele a decir que no eés "sucesor" de ningun numero,
. 4

e) Si formanouvs una clas¢ de numercs 8 ceun eerv y to-

dcs 1los numeros que son "sucesores™ de utros ndmeros, cl "su
oyl £ . 4 N
eescr® de un nunerc -que pertenezea a 8 pertenecera tambien a
Sy pero el sucesor de cer., nou siendo sucescr del sucescr de
4 £ 3 » ~ 4

ningun nurercv en virtud del cuartc axioma de FPeano, es un nu
rero que ne pertenece a2 s. Luegt €l sistema nu satisface el
quintc axioma,

Ve= Reducibilidnd del sistemn de Peano.

La demostrieidn por interpretacidn que se ha dado de
la independencin de 1los axiomas del sistema de Peano, permite
afirnar --bajo los supuestos qQue y2 se indicaron-- la inposi
P1lidnd de cbteneér ningunc de lus axiomas a partir de los de
nds, Bs decir, €l sistena dc axi.nos es irredusible. 81 eome
sideranos, ¢n cambio, lus términos prinitivos la situacidn -
6s totalmente distinta, Bl teorema II 1 tiene 1la forma de una
definieidng por 1o tanto, es posible reduecir ¢l sistema de -
Peanu, elininand. unc de los términos prinitives, siempre y
euandu del sistema de axilumws que 1o reemplace se deduzca: a)
que existe un ninerc que n. €s sucesur de ningun otre, ¥ b)
que si dus nimeros nu son succsores de ningdin ctro sun igua-
les entre si.

Los pustuladous 20. 7 30 de Pean. nu contienen al té{
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nino eero, y por 1o tento pueden quedar sin clteracidn. Teman
do en cuento la definieidn de ceru, lus pustulados 1o. ¥ 4u.
juntcs se redueen o le afirmeeidn de que cuandc menocs existe
ur ndmery que ne €5 sucescr de ningdn ctre. Bn el quinto pus
tuladc, se puedc sustituir o eerv de scuerdc eun su defini-
eidne Bn estas condicicnes nos qucda ¢l sistema de pustula-
dus de Padoa:

10e= Tode ndnerv tiene un sycescr, qUeE a4 su VeEZ €s
Un nutero. ﬁ {(xF’N}«%*(suc XE Nﬁ

L =

2c4% 8i lus suces.res de dus nuneros son igunles,

tanbién los ndneros scn iguslesg. AE (sue x=suc y)aa(x:yj}

Ay L

30¢% Hxistc cuandv rnenus un nincro quE no €8 SUCCSOr

-

. . { "I
de ninguin otros E- A | (z=guec y) > (z*x)]
40,.,~ Tuda propiedud quc pertenezea o un naricro que

4

n. sea sucesor dc ningdn ttre, v que pertcnezer 21 sucesor

=

- rd . - » 3
de un nunicre que tenga cso priopiedad, pertcneec o todos los

nineross A4 (Ois) A bl (xf8) —a(3uc xes};ﬁf,(s:JJU“
S { f = :

De 1.8 axiomes terecr. v cuart. se dcduce inmnediatae
- L3 i) & . ~ .
nmente ¢l siguiente: Teoremo V,l.- Sclenente un nunerc no €s

a F
sucesoer de ningin otru nduero.

r+ B (x=sue z) ~ (y=sue Z)}—er(K:Y)I

a0
Ayl =z L '
. 7 ~ 2
Denicgtracidne~ Se€g 2 un nuanecry que no €5 sucesor de
: s s - -
ningun ndnerc y sea 8 lu elasce furusda por a y tudos los nd-
It BTN - l. T s
LErcs que son zueesuwres de uvtros nanerus. Bntuneecs, segun el
’ Y R i . 4 ol o a i .
euayte oxiona, todos los ndicrus pertengéeen ¢ s y, pur 1o tamn
" A .
to, 8 €5 €l uniec que n. €s sucescr de Ctru ndnerve Ahura se

puede gefinir a eero:

Definieidn V,lw.= Cer. €5 ¢l nduero, Unieo, que nc es

sucesor de otro nduero.


http:sW3titu.ir

- 12 -

Bl sistcuo de exiovmas d¢ Padoa, unido a la defini-
eidn anterior, cunstituye un sistena equivalente 2l sistens
de¢ axivmes de Peonoe La dencstraciln formal de estec hecho se

4 -
da un poeo nas adelantc.

Vi.- Sistcma de pcstulados de Pieri,

Bl profesor Maric Pieri cbjetd lus sistemas de postu
ladcs de Peano y de Padoa, por la forma ecome introducen el
prineipic de induccién ccupletas A juicic de Pieri este prin
cipic ¢s, en ciertu sentide, nds complejo que lua otros axio
raas, por lo eual presenta dificultades para que 1lc mane jen
quiencs ecstdn poct acostumbrados al andlisis, Sugirid, por
10 tanto, ftoner 1lcos csncepfas fundsmentales de nunercs y sua=

cesor, v ¢l siguientc sisternn de axionas:

1

lo.~ Bxiste cuandc nencs un ninerc. B (x&N)
X

~
?.nu g

F2

odv ndngro tiene un sucesur, que 2 sSu VCZ €S

otru naricros. ﬁf %z £ N)—>(suc x::w)

= . /7
30.~ DCS NUNErcs que no sun sucescres de ningun nune
- - — : 2 s
ru, s.n sicupre iguales cntre si,
T’ ) - -—

: !
xéi:g 1+ (x=suc z) /\ (yzsue Z)f“fﬁ(KIY):

; . ) 4 ' .
40.= En cualquicr clase de nunercs n. vacis, existe

1 Mt

euanév rencs un ndnero quc N €8 sueesur e ringdn nduero‘de
1la clase. i: { (x,¥,2¢& S)‘-—}E [(y‘ sue 2.)—-—-)—(y1:x)]

A partipr de este sistena se denuestra facilmente €l
siguiente:

Teorena VI,l.= Lxiste un ndmcra, ﬁnicu, que nu €g su
cescr de ningdn ctrc ndiero.

Denostroeiln,= La elasc d¢ todos lis nducros, que no

es una clase vacis por ¢l priner postulado, contiene cuando
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mencs un nimero que n. es sucesor Ge otrc ndmero, segun el
dltimo postulndo. Ademds, este nimero es udnico en virkud del

tercer postulado. Hs el llamado ecervu del sistema de Pcanov.

Vil.~ Independencia dc los sxiomas €c¢ Fieri,

- Fd
Axioma 1c.~ Llamarcmus "nimeros™ a los nimerus netu-
- s
rales que nv puclen cbtecnerse Ae¢ cerc mediante la relacicn de
’ o "
sucesor. Segun Acmostroremus mds adelante, no existen tales
rd . - A . I .
"numercs®, 8in embarge, dsnd. g 1a noeidn de sueesor su sen~
L] s - - -
tidv segun 1us axiuvmas de Pieri results:
- v
b) Todc "nimerc" tiene un sueesor, por Ser un NUMErc
P s .
natural. Ademas, este sucesor es un "numero®, pues tampoco
- . . 7
puee obtencrse ce cerc mefiante la nocion {e sucesure
P - ’ e
e¢) Dos "numeros" que n. son sucescres Ae ningun Ynu-
mers", sin siempre igusles entre si.
Dencgtraoeidne.=- Un "nimerc" que n. sca sucesor de nin
il B e it i A o A PR s - &
gun "numerc" no puede ser sucescr <e ningun numero natural,
i - A ; e o a Wt an Apd
pucs si fuera gsuecsor “e¢ un numero que no sea "namerc" podria
cbtencrse Ac ecro apliecond o la moeidn de sueesurs En virtud

3 2

iel tereer axioman “¢ Picri, dos "ndmercs®™ quc nc son suceso=
res Ac ningdn ndmerc notursl son igusles cntre si.

é) Bn cuclquier clasc Qe ™namcros®, existe cuendo me
nes un "ndmero® que n. es sucesur Ade ningun elementc cde 1a
clase.

Demustraciln.~ Unz clase Ac "ndmercs", ‘e existir,
serfa unn elasc %e¢ ndmercs noturnles, s lo eucl se aplicarfs
cl cuartoc axioma Qe Pieri,

4 i = o i ) 7 z
Axicma 2o.+ Cunsicremos come "numeros” o lus nunercs

naturales cerc y unce Dand. ol t€rmin. sucesor el mismo senti
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do de Pieri, resulta que:

a) Existen dcs "nimerocs®.

b) Unu nu tiene sucesur entre lo clsse de los "ndmg
ros",

¢} El unico "nimerc® que nu es suces.r de ctru es
CEerle

&) 8Jlc hav tres clases de numercs, la formada por
unv, La que cointiene a dos y la que eontiene a ambos. Las
tres clases ccntienen un element. que nu es sucesor de otro
gclementc de la clase.

ixioms 30.- On el conjunte de los numeros naturale s
1lamaremos “sueesor® de un numerc al sucecsor dc sU SUCCSOr.
Intonces:

a) Bxistcn "ndmeros®.

b) Tudu ndmerv ticne un sueesor y este, a su vez,
tiene ctro sucesor; luege tud@e numeru tiene su "sucesor",

e) Unc y cerv no scn "sueecsores® de ningin nimero,

d) Bn toda clase de numercs nu vaceia, existe cuando
mencs un ndmerc que no s "sucescr" de ningdn elemento de la
clase .

Demcstracilne~ Supcngomes que le clasc s n. setisfa-
ce ¢l teoremn, Furmemos una clase s' ¢un los ¢lecmentos de 8

v los sucesires de elles que no cotén contenidos en s. La -

w

ot

I
1

clase s! no satisfaece €l cusrtov postuladys de Pieri, pue

=

Jus sus elementos son suecesores de cvtros elegientos de la ela
se. Luego 8', y por cunsiguiente s, son clases vacias,

Axioma 40.- Forpand. un sistema con 1lcs numeros cero,
une y Cos, vy “Aefiniendo ¢l t{rmin. "succsor® dc la signicntc

mancra;: ¢l "sueosor &¢ cerc e¢s uncy €l Msuccsor" de unc ce -
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dves y ¢l "succsor®™ de dos es uno, resulta:

a) Existen tres "ndmeros",

b) Todo "ndmero" tiene un "sucesor", que 2 su vez €S
otro "niamero®.’

2 i i [T "
¢) So0lo cero no es “sucesor” de otro "numero®.
d) La clase formads por uno vy dos no contiene ningin
o y

elemento que 1o sea “sucesor" de otro elemento de la clase,-

VIIl.= Postulados y Propicdades,

Para demostrar que los sistemas de axiomas de Pesno,.
Padon y Pieri =--complementados cstos dos dltimos con 1la defi
nicidn de cero== desoriben en realidad las propiedades del
mismo conjunto dc¢ entes num{ricos, basta con obtcner expresa
dns como propiedandes de los nimeros en un sistema o los pog=
tulados de los otros sistemas,

Demostrzcidn de los postulados de Padoa en ¢l siste=-
ma de Peanoe.= Los postulados lo. y 20, son comuncs a ambosg
sistemas, Bl 3er. postulado ¢s una consceucncis inmcdiate de
los postulados lo: y 40: Ademds, e¢n virtud del tcorema II 1,
¢l prineipio de induceidn pucde e¢scribirse en la forma que le
da Pafloa,.

Demostracion de 1os postulados de Peano en €l sistema
de Padoa. Fl primer postulado e¢s evidente, puesto que cero es
un numero. Los postulados 20. y 30. son cbmunes a ambos sis-
temas.. Bl cuarto postulado es precisamente la definicion de
cero} €l postulado 50, s¢ deduce inmedintamente de la defini=-
cidén e cero y del cuarto postulado Ae Padoo.

2 ¥

Demostracidn fe los postulados Ze Pileri en el sistema

de Peano.~ Bl primer postulz’o ¢s consecucncia del primer pos
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tulado de Peano. El segundo postulade es comin a ambos siste
mas, I1 teorema II 1 equivale al tercer postulado, Pars demos
trar el ecuarto postulado procedemos en la siguiente forma:
Sea s una clase de nimeros tal que todos sus elementos son
sucesores <e otros clementos <e¢ la clese, Entonces s €s una
clase vacia, En ¢fecto, sea N - s la clase formada por todos
los nimeros que no pertenceen a sy Por definicidn, cero per-
tenecec a N = s; ﬂicmds, en virtud “Ael tercer postulado, el -
sucesor ¢ todo elemento ¢ N - 8 pertcncee a N - 8 por 1la
¢efinieidn 7e s. Luego tofos los numeros pericnecen a N - s
y 8 es una clase vacia,

Demostracidn “e¢ los postulados de Pecano en el siste=
ma ‘e Pieri.,= ler. Postulaéoé~ Por Acfinicifn, cero es un nﬁ
Mcro, 20e Fostulato.- Es comin a ambos sistemas, 3er. Postu-
lacdloy= Para Zemostrar cste postulado, se demucstra primero
¢l siguiente:

Teorcma‘VIIIhlﬁ— La clasc formada por cero y todos
10s numeros quc pueden obtcncrse ¢ eero mediante la relacidn
de sucesor, contiene o todos 1los nimeros,

Demostracidm,~ Sea 5 1la clasc formada por los nimeros
qQue no pertenceen a la clasc mencionada en el teorcma. Enton
CES S €8 unt elasc vacia,y Bn efceto, todo nimero 4de s €s su-
cesor de otro numecro de s, pues si fuera sucesor de 2lgun nd
mero que no perteneciera a E_poﬂrfa obtenerse Jde cero mediqg
tc 1o relaecidn ‘e sucesors Por €1 cuarto postulado de Pieri,
8 €5 uno eluse vaeia, ﬁupoggemos ahoras que un cierto ndmero

-

& 2 & » . . o 0

€s sucesor Ze Jos numcros “istintos; esto significa que si =
5 e

formamos la sucesidn “e los ndmeros naturale s, cmpezando con

cero y colocando = continuseidn de cafa mimero 2 su sucesor,
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¢l ndmero dafo sparccerd dos vcecs. La c¢lasc formads por el
nimero dado y les nimeros obtenidos de ¢l aplieando la rela=
cidn de sucesor hasta obtener dc nucvo el nimero dado, €S
una clase tal que sus elementos son todos ellos sucesores de
elementos de la clase, Por €l cuarto postulado de Pieri, se-
rd ¢sta uno clasc vaefa, No existc, por lo tanto, ningin ni-
mero que sea sueesor de Jos ndmeros distintos,

50. Postuladoy~ Ses S una ¢lase Ce nidmeros que satig
face las condiciones de este postulade, Si u es 1la clase for
mada por los c¢lementos queé no perteneecen a s, se demuestre
fdeilmente que u es uns clase voofa, Efcetivamente, sea g
un c¢lemento d¢ u quc no es sucesor de otro elemento de la -
misma clases By existc en virtudrdcl 40. postulado Ae Pleri.
Ahora bien, gy, no puetc ser Cero pofque cero pertenecc a s,
por definiéién, Lucgo Aebc ser succsor de 0tro nimero, pero
este ndméro no puecde estar cn s porquec cntonces ug pertcne-
cerfa a g, ni en u por la definieidm de uge Por lo tanto ug
no existe y w es una clase voefa,

Demostracidn de los postuléﬂos de Plerli en el siste=
ma de Padoa.~ El primer postulado-es cors ccuencia inmediata
del tereer postulacdo de Pafogss El segundo postulado es comin
a ambos slstemas. Bl tcorema V 1 es eawivalente al tercer
postulado. Fara Jemostrar el cuarto postulado, puede aplicar

A

se¢ la misra demostracidn empleada a partir Ael sistema e =

Peano, sustituyendo el fercer postulado e Pecno por €l se=

gunc o postulado Ade Pnioa, aque €8 su cquivelente,
Demostyaeidn de los postulados de Pados cn el siste=

ma 2e¢ Pieri.~ El primer postulaio es comin 2 embos sistemas.

Parn denostrar el scgunio sc¢ puede aplicar ls demostracidn
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A€l tcreer postulado l¢ Peano, Ademds, el tcorema VI 1 es =~
cquivalente al tercer postulado. Finalmente, puele demostrar
se¢ €l 40, postulado aplieando la Ademostracidn del 5o, postu=

la‘o ¢ Peano y el teorema VI 1.

IX.» Definicidn dc suma,.

Bl sistemna de postulados de una ciencio Ceductiva es
tableec un conjunte A¢ rclaeciones entrc lous t€rmincs primiti
vos de c¢sa eiencia, Se¢ puede eonsiderar, por lo tanto, que
los postulaios en realidad “gseriben las propiedades o dcfi=-
nen o los t€rminos primitivoss Sin embargo, los teorcmas que
pueden “dclucirse el sistcma fundomentnl, cstoblecen tambidn
relaciones entre los t€rminos primitivos, o bicn entre térmi
nos definifos en funeidn “¢ cstoss Lo que ¢l sistcma de pos-
tulados haec, cn realidad,; cs ecstoblecer clgunes de las pro=
piclades 2¢ los té€rmincs primitivos, c¢n tal forms que de =
¢llas pucdan “cducirsc todas 1las “ends propiedades due for=
man €l objeto de estuilic de la cicneia deduetiva que se con=-
sidera,

No sdlo los tdrminos prinitivos pueden definirsc en
esta forma indirceta, en el método axiomdtico; tambidn las
tperaeiones, y en genernl las reclacicnes entre lus entes as{
¢ finidos se pueden estubleeer mediantec un conjunto de defi=-
niciones que Jecsceriben suficientecs prupiedades de 1la rela=~
cidn definida, pars que de ellas resulten todas sus dends =
propiedniESy~En.el casc ‘e 1o guns 2¢ 1cs nuneros natarales,
€st0 ge consigue cun €l sigulente par ‘e le¢finiciones:

Definieidn IX,l.~ Lo suno de un ninerv con cerp €s
igual ol propio ndnero, Bn simbolos é (x4+0=x).

= ® ) - -~
Definicidén IX,24- La suma 4¢ un ninero 4en ¢l suce-
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B8 &
sor de otrc ndmero €s igusl ol sueesor de lo suns de les dos
F
NUNEros.

r j]

A | X+sug y=suc (x+~7v)i
‘ wed

Xe= Izusldod entre nimcres noturales,

La igualdad cntre niueros noturales es una relacidn
que nu puefe Adcfinirse cour se¢ define ls suna, es deeir, des
eribiendc slgunas prepiedades de 1a relacidn tales que de e=
1les pueda “Acrnvatrarse cuslquicr atra prcpicdad, Estc c¢s ﬂsf,
en virtud de que lo relseidn de igucldad cntre ndneros e¢atd
implfcita €n los postulsﬁas i¢ Peano y aparece explicitamen=
te empleada en uno de¢ los postulados de Pieri. La relacidn
¢ igualdas pertencec por 1o tantc a las rcgles dc la 1dégiea
que s¢ suponen privienente = 1la cnunciceidn del sistenc de
prostulados,

Pucde cntenferse que 1la igucldad entre narieros cbee
dece o las reglas “e 1o identi®ad entre ubjetos fisicos y que,
por 1o %antc, 4cos nuricros iguslcs sm en realidad el nispo =
nuriero. No basta, sin Cubnrgu; ceon cste enunciadc general,

La ecncepeidn anterior equivale a declaraer que 2os nineros

gon iguales euandu toda propiedad que pertenezeca ¢ uno fe =

ell.s fartenﬁce forzosanente al uiroce dn lengus je girbJilico:
*(x y)—>4 | (K&S)——‘e»(y S)1

Desde un punEV de vista pu91t1vU, en ciertu sentido
puele Jdecirse que dcs narieros igusles 4de acuerdo ecn la defi
nicidn anterior, scn en realided el nismo nireroe. Porque, si
tudae las propiedades de unc de ¢llos son coumpartidas por el
ctro, entonees, fuera del heche de que anbous existen, no exig

,
te nadn nos que pueda conucerse sobre ¢llcs y que perniga -
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distinguirlos entre sfi,

Fdcilmente se puede demostrar que la igualdad entre
ndmeros definida en la forma anterior, desde el punto de vis
ta 1dgico es una relacidn de equivalencia; es decir, que sa-
tisfsce las siguientes propiedades:

g) Todo nimero es igusl a sf mismo, f: (x=x)

b) 8i un nimero es igual & otro, el segundo es igusl
al primeroe ﬁ r (x:y)-—)v(y:x)j

¢) Si un ndmero es igusl =a otro, y este es igual a
un tercero, entonces el primero es igual al tercero.

-

L lE=A =) —tx=z)

Por lo tanto, la igualdad es una propiedad reflexiva,
gimétrieca y transitiva., Resultas evidente también, que si el
signo < indica una operacién cuslquiera entre ndmerus, siem=
pre se cumple la siguiente ley:

Principio e sustitucidn.,- Para tods terna de numeros

X, ¥, 2 S¢ ticne que si x=y, también xu2=y¢z y Zex=

Z 0 Ve x\f}z' (x=y)->(xos=2yog) A (Zax:Zay‘)-’
[ 4

/

XI.= Propiedades de 1z suma.

La definieién de la suma de dos nuimeros naturales no
afirma que exista para todos los nimerps, ni tampoco que 1la
suma de dos numeros "apriori" sea también un nimero natural,
Lo primero que sc¢ puede preguntar es lo siguiente: ;bastan
las dos definiciones dadas para la existcneia y la definicidn
de la sums de cuslquier parejs de ndmcros? D¢ acucrdo con los
postulados Jc¢ Peano, sc¢ demucstra immediatomente el siguiente:

Teorcna XI,l.~ La suma de¢ dos numeros naturalecs sicm-
|
]

prc existe v ¢g otro ndmcro natural, 4 T (x+y=32)
‘Xf!f =~

-
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Demostrocidn,- 2) La suma de un nimere cuaslquiera -
con cero existe y e€s un nimero natural, puesto que, por defl
nieidn, cs el mismo nimero.

b) Si la suma de un nimero con otro cxiste y €s un
rumero, tembién existe y es un ndmero la suma del primer nd
mero con el sucesor del segundo, ya que €s, por definiciodn,
€l sucesor de lo suma de los dos numeros.

¢) Luego, en virtud del prineipio de induceidn fini=

2, €s verdadero el teorcmas

Las propiclaces asociativa y conmutg®iva de la sume,
se ‘emucstron tombidn fdcilmente mediante el empleo del prin
eipio “¢ inducecidn.

-

Teorema XI,2.= A | (x+¥) = (y4%) |

————— x" -~ -~

a) Para “femostrar que el teorema e€s cierto cuando
v - 0, Gemostraremos primero ¢l siguiente:

Tcorcea XI,3,- A ’ (O+x)=x

7
P

i) 8i x=0, tcnemos que 0+0=0, lo cual se sigue in
mediatamente de la Aefinieidn Ae 1la suma de un ndmero con ce
r'Oe

1i) Si €l tcorcma €s cierto para un numero x, €S Ver
fod también para ¢l sucesor Ae x, porque O+ sue x=suc(0+x),
0 s€9 O+ SWC X=SUC Xa

1ii) Luego €l teorems e€s ciewto para todo nimerqg nys-—
tutal, |

En virtudl e e€ste teoreman tcnemos que O+ X=X; como
ademds, por definieidn, x +0=x, 4¢ las propiedadcs de la su
na resulta x+ 0= O+ Xe

b) Si suponcmos que €l tcorecma se aplica 2 dos nime-

ros naturales X ¥y ¥y, ¢8 decir, si x4+ y=y+Xx, ¢l teorema c¢s
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vilido también para el sucesor de y. Pore demostrar esto, de
mostraremos primero €l siguiente:

Teorema XI,4.- & fsuc X+Y= suc(x—rY)/-’

X
Demostracidn.- i{ La propiedad existe cuando y=0,.
En cfecto, suc(x+0)= suc x, ¥y tombién sue x+ 0= sue x, por
las definiciones Ae 1la suma, Luego suc x +0=suc(x+0).
ii1) Si tenecmos suc x yy=suc(x+y), también es ver=

-]

Zad que suc¢ X4 suc y= suc(x +suc y), Pucs, por definicidn

- . i
suc(x 4+suc y)= aucLsuc(x +v){ ¥ también suc x4 suc y=—sue

(suc X4 7)e Y como sue(suec x+y)=sue fsuc(x +v) | results que
_ L p
suc x4 sucy =suc(x4-suc y)e.
1ii) Por lo tanto, la propiedad existc para cual=-
s - 4 'd
quicr poreja de mamcros noturalcs,.
In virtud 4c¢l tcoreme onterior, resulte quc suc yex=
. ' . s 7
suc(y +x), 0 sca suc y+x =sue(x +y); adcmds, por definicién,
X+8Suc y=suc (X+y)y 1lu€go X+ suc y=suc y+x.
¢) Por lo tanto, splicendo ¢l prinecipio de induceidnm,
quéeda Aemostrado que: A (XR+y=F +X)
.S -
Teorema XI, S.~ 4 {x+y)<+ Z=X+(Y"’Z)J
xyx N
a) El teorema c¢s vdlido cmando z =0, pucs en ese ca-
50 (x+y)+ O0=x+y, v tombidn x +(y+0) =X +¥a
b) Si el teorema es vdlido para x, y, z, se tiene:
r- ‘_7 2z ) -
(Xx+ y)+ sue z=sue i‘(x—*—y)—p.z‘.)'., v también x4+ (v +suc 2)=X+
suc(y+2), 0 sea x+(y+suc z)=suc | x+ (y»2) |; pero cuando
N 7
dos numeros son iguales sus sucesores también son iguales,
luego (x+y) ¥suc z2 =x $(y $8uc 2)..
¢) Por lo tanto, el teorema es wvalido para todes los

rime ros,

BEn visto de que tonto ¢l principio de induceidn fini-
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ta como los demds postulados de Peono los hemos demostrado
como teoremas a partir de 1los postulados de Pieri, las demos
traciones anteriorcs de 1as propiecdsdes de 1la suma son vali=-
das eonsideradas como decducciones de estes propiecdcdes a par
tir de cualquiera de los dos sistemas de postulados,

Para 1la demostracion de los siguientes teoremas de
12 aritmétiea de los nimeros, emplesremos tanto los postula=-
dos d¢ Pcano como los d¢ Picri. Bn la demostracidn dentro de
on sistema, los postulados del otro sistema se comsideran co
mo tcorcmas demostrados. Bn ¢l sisteme de Pieri, ademds, ¢l
ecro aparecec como un t€rmino definido e¢n funcidn dec los tére
minos primitivos.

Tgorema XI,6.~ Lo sugs de dos nimeros distintos de
cero, €s difercnte de cero,

Demoatracidn. Por definicidn; sue x+ suc y=suc
(sue X+ y). Como sue x ¥y y son n&mcros, su suma €s otro ndbg
ro y, por lo tanto, sue X+ suc y €¢s un nimero sucesor de otre
nUmEro.

El segunfo axioma de Buclides, puede Gemostrarse en

la siguiente forma;
Teorema XI, '7,- Aﬁzl(x-b y::.f:.-;-—y)——-y(x: z)j
Demostrocidn.~ a) Si y=0, s¢ tiene x+0=zx y 2+ 0=
z, por las propiefades de la sums.s Luegd (x+C=2 4 0)>(x=2).
h) Suponiendo quc (x+y=2+7y)—>»(x=2), tenemos que;
X+sue yz suc(x+vy) y 24suec y=sue (z+y), por lo tento -~
cusnfo X4 8uc V= Z+ suc v, resultc sue(m+ y)= sucl(24y)e. O
SC9 X¥y= 24y, qQue cquiviole 2 X =Z.

¢) Lucgo ¢l teorema es vdlido pows todos 1los nimeros.

XII.= Definicidn del producto.
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La multiplicacidn de los numeros naturales, queds
de¢finida, como la sura, a través 4¢ una parejo de definicio-
eSS,

Definicidn XII,1.~ 4 (x. 0=0)

Definicidn XII,2,= f; (x-8uU€ y=X+* T+ X)

XIII.~ Unidades pars 1s suma v la multiplicacidn.

- + 7

D¢ cencrdo con la definieidn de suma; ﬁ (x4+0zx)s
s “ecir, ¢l numero cero tiene la propiedad dc que puede su
marse a cualquier ndmerc sin altersrlo. Por otra parte, en
virtud Ze la “efinicidn e enltipliecacidn, se tienec A (xe
suc O=x)e O sen que €l nimero sue O tiene 1la propiedad de
poderse multiplicar por cuslquier otro sin alterar a ésted
Estas propiedades ¢ Los numeros O v sue 0, que resultan en
1la axiomdtica de Peano y Pieri ie las dcfiniciones de sums
y produeto, suelen establecerse comc axiomos para definir al
gunos conjuntcs de entes numéricos que ineluyen o lus nﬁﬁe—

ros naturales como casv partieunlar.

XIV.~ Propiedafes de lo multiplicacidn.

-

e -y 2 — 2 z = ;
Tcorema XIV,l.~ E1 procfucto “e Jcs numeros siempre
; p r i
existe v €s ctro nmimeroe A E (x-y=32)
vl z 4
4 a
Demestracidne= a) 1 produete de un nuimcro cualquic=
. e s =&
ra por eero ¢s sicmpre ecro, por dcfinicions.
b) Si ¢l producto 7e 1los nimeros X ¥ y ¢S an namero,
s " -
tambidn cxiste y ¢s un numerc €l productc de x pur €l suce=
sor de y, Pucs por definieidn x- suec y=xe y4x, ¥ siendo
7 - =
Xey ¥ X NUKETUS, SU suma tombién 1o ¢s, por las propiecades

‘e la sunoe
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e¢) Por 1¢ tante, €l cunjunto de los nimervs natura-
les es cerrado no sdlo a ls adieidn, sino tombién 2 la multi
plicaeidn.

En virtud <“e que los operseicncs de suma y multipli
cacidn entre varios ndmeros se coneiben cumo reiteraecioncs
A¢ la suma y multiplicacidn Ae dos ndmcros, de¢ los teoremas
fc cxistencin quc hemos femogtraso se detuce gque sicmpre
cxisten y son ndmeros los sumes y productos de cualquier n_Li
merc finito A¢ numerose

Te orema XIV,B.-? RA\; (x» y=7»* x)

Demustraciine= a) J}_’zrr‘: Aemustrar que €l tcircma ¢s
vdlide eusndo y= 0, cs neeesari. demostrar antes ¢l siguicn~
te;

Teorcms XIV,3.= )i-: (0+ x=0)

Demostroeidn.= 1) 8i x= 0, resulta 090, 1o cual es
ecicrto por definieidn.

1i1) 8i suponemos que O+ x=0, resulta que O+ sue x=
O+x+0, v sea O« sue x= 04

iii) Por 1o tanto, A (O+r x=0)s

Del teoremo cnterior y “c la Acfinieidn de producto
s¢ 2cluece que ﬁ (e Cz0ex),

b) Suponicndc que sca eciertu que X+ y=y+ x, resulta
X« SUC j: sut ye Xo Para demostrar estc, se “cnuestrs el gi-
guiente g

Teorema XIV,4.- ;?s (sue x« yZ xoy747vy)

Demostraeilne 1) 81 y= 0, sue x- O-x+ 040, o sca
sue x+ 0= 0, lo cual cs verdndere por fefinieidn,

1i) 81 se tiene suc x «y= X «y4 ¥y, cLmO suc X =suc y

suc Xey+4 sue x, pur cefinieidin, rcsulta; sue x - suec y=x -
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¥+ sue x+y. O sea sue x-suec y=X « v+ suc(x+y), cn virtud
'@¢l tecrema XI,4, Por otra parte, X - suc y+4 Suc y=X+ y+ X4
suc y, C Sea X -suc y4suc y= X+ y4 suc(x+y), por la defini
cidn IX,2¢ LUuggr: SUC X » SUC J= X » SUC ¥+ SUC Ve
iii) Por iniueeidn, ¢l tecrema es valido para todos
1os ndmcros.
De acuerdic ecn el teorems antcrior, ccmo X« suc y=X
Y+ X, ¥y como Suec y-X=Ty-.X+X, 0 S€2 sue y» X=X+ y+ X, I'E
sulta que x-sue y=sue y* X.
¢) Aplicandoc nuevomente ¢l prinecipio de induceidn
queda ‘emustrada 1a propicfead conmutativa 4del produecto.
Il preduetc es “istributivoe sobre 1la suma, ¢ acuer
o con el:
Tecrema XIV,0.» 4 (x (v + z}::xy&-xﬁ}
e Xyz i
Demustroeidn.~ o) Siendc y y z dos nimerus cuales=
aquiera, el tcorema es vdlidu cuando x=0, purque O (y+2)=
O y tombién O-y4Qezx=0,
b) Supﬁnienﬁu que x (y4 2)=xy+ xz, como suc x (y+ 2)
X (v 2)¥%(y+2), por el teorema XIV,4 resulta sue x (y+2)
XY+ X%+ Y+ %Z, 0 Sea sue X (Y4 Z)=sSuc X+« Y+ Suc X = Ze
¢) Por 1lu tante, pera eunlquier terna de numercs, el

=

protueto es Jistributive sobre lz suma,

- s = 2 “
Ademds, ¢l prouetc ‘e ndmercs natursles es esociati
vo,. @fmin cl;
Teorcma XIV,B.=

T 3
-*f;ff Xy)z = x.(yz)j
Demustraeidn,= a) Siendo y y 5_ndmerus cuanlesquiera,

€l teorema és cierto cuands x=0, pues (0-y)z=0 y tombién
0(yz) =0,

b) Si 1la prupiedad pertencec o 1los numeros X, ¥, %,

o
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pertencec también a lus nudmeros sae X, ¥, 2; en efecto (suc
x+y)2= (Xy+y)z, y por el tecrema antericr (suec x-y)zz (xy)z
4+ yz. Por ctro lado sue x(yz)= x(yz)+ yz; - sea que (sac x-
y)z = suc x(yz). Luegy el teorema es vdlido para todus los nd
LOriSe

Bn ctrus sitemas de postulacdos se toma como axioma
el:

Teorena XIV,7.- EL productc de dos nimeros Aistintos
de eero es un rumerc Aistinto 7le cero.

Dencstracidne.= a) Por Aefinicidn sue x - sue y=sue x
-7+ sue xy Si x ¢s un ndmery cualquierz, ¢l tcorema es cler
to cuando y= 0, pucs s€¢ ticnc suc x» suc Oz suc x- O+ sue x,
> s€a suc Xe suec O= suec x, por la definicidn dec suma,

b) 81 x ¢s un nimerc cualquiera, y la propiedad se
cumple para y, también se¢ ecunplc para suc ye. Bn efectu, por
dcfinieidn sue x . suc(suec y)= sue X » suc y+ suc x, Como, por
hipitesis, suc x» suc y cs distinto de cero, resulta que sue
X « sue(suc Y), sume de nimcrus diferentes de ceru, ¢s tarbicn
diferente Ac¢ cerv geguin el tecrema XI,6, Por lo tanto, el teo

rena €8 vilido para todos los ndneros.

XV.~ Ley “e la cancelscidn psra la multiplicacidn.

BEn algunos sistemnas de pestuladus que definen conjun
tos de entes r.u.mcfric;s, sc toma a veees cumo postulado lg ley
de 1la eaneelacicn para 12 multiplieseidn. Dentro del sistema
de Pearo ¢ Zc¢ Pieri, csto lecy es susceptible de demostracidn,

¢ =
Tecrena XV,le= A [(Xe suc yz=Ze suec y)=(x=2)
SSEean Bl J

Denostracidne= a) Scan x v z numersa cuclesquicra; si

¥y=0, por un tecrema ya demcstrode xs sue 0=x y 2+ sue 0=2,
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lucgo x=2z cuendo x-sue 0= 2-.suc O«

b) Si x y 2, son tres ndmerus pars los cueles el teg

<

#
o

remg es valido, también se cumplir5 para X, suc y ¥y z; €n
cfecto, cinv xe suc(sue y)=X suc vy X v 2csuc(suc y)=2Ze
sue y+-2, por la ley de 1la cancelacidn para la sung resulta
X=2ze Luege ¢l tecrensz es wdlido para todes los nuneros, en

virtud icl prineipic de indueecidn,

XVI.= Bl ndncro eonc suma de unidodes.

1 "

Supcngancs que heros ordenadc los nuneros naturales,

P 2 TR v 2

prineipianfo eon cerc y eclceando a2 eontinuoeidn Ae esda nu-
s

[IErC 2 SU SUCESOras Q¢ hn demostradl que cn esta sucesidn que

]

dnn inclufdos todos los ndncros y que uningunc aparcecc d0s VC
ces. Puede cntonecs usarse pars denoninar o 1os niricro 8 ung
notaeidn cuslquicra, vge 1z fccinals Lo sucesidn serd enton-
CCcs ﬁ, 1’ 2, 3,_ 4, tqsevessoy N, resvevavies

Definieidln XVI,l.= Se¢ Adice que un ecnjuntu cuslquie-
ra tiene n elenentos cuanf. es posible cstablecer ung rela=
cidn biunivoca entre lcs clementos del conjunts y los mdne=
ros anteriores a n en lo sueesidn 4e lous niuervs naturales,

Tecreria XVI,le= Todc mdtiero n, 4istinto de cero, es
igunrl a le suna 1€ p unidades.

Dericstraeidne= El tecrera ¢s evidente para 1a unicad.
Adends, si n ¢s igual 2 la sums Ae n unidades, cono n4 sue
O=suc n por definieidn, results que suc n es iguel a lo sa=~
me de suo xr anifadese. For 1o tanto, ¢l teorena es vélido pa-
ra todos los ndncros distintos de eero,

En virtud del principic @e sustitucidn, resulta el

siguiente;
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Tecorema XVI,2,~ La suue de dos nirieros X, ¥, ¢s lgual
2 1ls suma de x unidades nds la suna de Yy unidades.

Teorena XVI,3,~ Bl producto de dos ndmercs distintus
de cero x, y, es igual a 19 suma de y nireros Xe

Demostracidpn.~ a) El teorems es ciertu cusndo y—1,
pues por 1a definieidn de producto 4 (x+1=x).

b) Si ¢l produetc xy ecs iguol 2 la suma de y mime-
ros X, cono s€ tiene que X - sue y=Xy-+X, resulta xe sucy
igual a la suma de suc y mineros x, O sea que pare todo par
de nimeros distintos de cerv se ecumple ¢l toorema,

orio consecucneia de la propiedad copmnutativa del
productc, cs vdlido tambiém el:

Teorena XIV,44~ B1 produeto de dos nimeros Xy, €s

e
igual 2 19 sune de X -mUnErog] Yy

XVII.~ Pornseidn de las tablas de supar y npltiplicar.

La notseidn, cuslquiers que clla sca, ¢S una nenera
de hacer corresponder un signo a cada unu Ae lus minercs, de
tal mancra que 8 cada mincro eorrcspunda un scle signo, cads
sigme corresponda 2 un scle nunero y se puedas sabcr innedia-
toménte que signs corresponde al suecescr de up nﬁqgr¢ cuyo
gigno se eoncee. Los eunjuntus de igualdades que forman laé
tablas de suner y nultipliear pueden ser estableeidos a par=
tir de los axionas Ae los mineros natursles,

Supongarive que sc¢ trata, por ¢ jeuplo, de dencstrar
la igunldad 2+2=4, Sustituyendu lous signos pur su defini-
ciﬁn, 1n igualiad se tronsforns en esta otra: sue(sue 0) +
suc(sue O)::suc{-sué suc(sue Oﬂ} s Aplicando la definleidn

-l
J
‘e suna reitcradsnente, el priner t¢rminc me convicrtc de 1o
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siguiente nancra: suec(suc 0)< suc(sue 0)= sucf’suc(suc 0) -
suG O}, peroc sue [SHC(S&O O)-f- sue O}: sucisuc[suc(suc O)J} v

En la nisua forna, si se¢ quicre dencstrar que 2°* 2=
4, basto eon apliesr reiteradanente la definicidn 46 produe~
to: suc(suc Q) » suc(suc 0)= sue(sucl) » sue Oysue(sucO), ©
sen sue(sue 0) » sup(Suec 0)= sue(sue 0)+ suc(suc 0). Luego
sue(sue 0) - sue(suc O):suc{suc[suc(suc 0)] }.

AVIII.= D¢finiciln y prepicdades de las potenciase

Las potenciss de lous ndueros se “efinen en 1la siguien
te formaz

Definicidn XVIII,le~ Todo mincrc distinto de cero,

¢levads a 1la potenciz eero ¢s igual a 1= unidnd, A (xZ suc 0)
X0

Definiciln XVIII,2.» Todc midrerc distinto 4e eero,

glevads o una poteneis igusl 2l sueesor dec otre ndnero, €S

igusl 2l profuetu del prirer miners por el nismo nducro ¢le=
vado o una potencia igusl 21 scganios AL(x\sucy;-_-x- xy)
| v I
Tecrcma XVIII,l.= A L\x,ﬁO)—-—)E (x"22)/
X L = ~
Denicstroeifng= Por definicidn existe y ¢s nduerc la

pctenein eerc e euclquier mincr. Aistinto de eéro, Adends,

y

si existe lz potencia x¥, cn virtud de que x\suey=X. x¥ ¢s

el profuetc e “cs ndneros, sienpre serd un minerve Luego,
. - « /4 .
por indueccicln, €l tecrera cs vilidc,

Teorena XVIII, Re.= xﬁt[(x:;’:O)«-—)(xy- X = xy-q—z)

Dencstraeidne= 2) Por Aefinicidn x°. x% suc Ooxz, o

B “ o4z =
sen X+ X=X o Adends x°7 =X Lucgo €l teorcno es eierto cusnm

do x=0s

Z
b) 8i se tiene xy- xz:xY+z, resultae x\sucy-x =

b = Z N

XeXe X , €9 2ociy X\Sucys X =X eXx } 0 sea, por la defi
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nicidn de Potencis, x\sucy. x%:;x\suc(y4-z). Luego x\sucy
e xgx:ﬁﬁsucy4-2}.Por lo tantc, el teurema es ciertc para to-
dos lcs munercs naturales.

Teorema XVIII,3s~ Todo ndmerc, €levado a una poten-
cia distinta de cerc, ¢s igual sl pruductc de sf mismoc un nu
riero de veces igual a la petenéia"

Denustragiin.~ Segin la definieiln, x\sucO®=x. Tam=

biér .segun la definiciffn, X\SUCy=X e xy

€s igual al produc
to de y nimercs x, x\suey results igusl al producto de suc y

2 . .
numercs X. Luegc el teorema es verdadero, por induccidn.

XIX = Integridad del sitema de Pieri.

Dadc un sistema de p;stﬁlados y térnin s primitivos
pueden presentarsc dus casos opucstos, O bien ¢l sistema no
admite quec sc agregucn otros axiomas, y cntonecs se dicg que
es un sitena ecomplctu; o bicn cs pousible formar ctros siste=-
nas que incluyan al sistcns c»ﬁsiderado. D¢sde un punto de
vista absclut., un sistena serfa conplet. cuandc sc pudiers
der.ustrar la verdad o falsedsd de toda priposieidnm refercnte
a lus t€rninus prinitives, Una dencstraciln de este tipo no
se€ ha ccnseguid. hocer para ¢l sistecus de los ndmercs natu-
rales; pcru desde un puntc de vista furnal, se eunsidera su~
fieiente 1la dencstracidn dec que eusnlquicr sistena que satis—
faga lous pcstulados cel sisterma originsl e¢s isomdrfico con
€stes Sc entiende por isororfisno de ¢os sisternias la posibi=-
lidad ce estobleecer una correspondencis biunfvoes entre los
€elecmentos Ze los sistcnes £al que, euando se verifican opera
ciones iguales entrc ¢lenentos corresponiientes, los elenen=

tos resultantes sc corr¢sponfen,
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Teorema XVIII,1l.~ Todo sistema de elementos que sa~-
tisfaga los postulados de Pieri, €s isomdrfico con el siste-
ma de los nimeros naturales.

Demostracidn.= Supongamos que se tiene, definidos me
diante un sistema cuslquiera de axiomas, un conjunto g_de en
tes, entre los cusles existe uns relscidn que puede hacerse
corresponder a2 la de sucesor y que satisfacen postulados se-
me jentes a los de Picri. Se establcce una relacidn biunfvoea
entre estos'élementos y los clementos de la sucesion de los
nimeros naturales cn la forms siguiente: cero corresponde sl
elcmento de 8 que no c¢s sucesor de ningin otro elemento de‘g,
une corresponde al sucesor del elemento que corresponde a CE
ro, v as{ sucesivamente. En virtud de mae se¢ he demostrado
queé ¢s posible llegsr a cuslquier ndmero empezando con cero
y empleando ls relacidn de sucesor, la correspondencia ante-
rior estsblece una relacidn biunf{voea entre todos los niime=-
ros y todos los elementos de s. Hsta relscidn, ademds, cons=-
tituye un isomorfismo, porque, en virtud de la forma cauo se
ha estsblecido, si dos elementos se corresponden se corres=
ponden también sus sucesores,

XX.- Definicidn de las relaciones de orden.

Definicidn XX,l.- A |
™ XY

{
V&

(x{y)«>E (y= x+Z)Hf
ZEe - =

Definicién XX,2,~ A ;(x):y)é—a(y<{xu
Xy ~

Teorema XA ,1,~ A (x<suc x)

it 4l X

Demostracidn.= De scuerdo con la definicidn de suma
Xx+suc O=suec x, luego x<suc X.

A %x{yﬁ—étx{sm:ya

Teorema XX,2.,- A
- ,

Demostracidn.~ Si x<y, por definicidn existird z
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tal que y=x+3z; sumandc a2 ambos lados suc O resulta sucy
TX+suc z, y por lo tanto x<suc y. ;

Teorema XX ,3e¢= );&zL{(x(y)/\ (Y(Z)I‘—-)(x<z)}‘_j

Demostracidn.~ Por definicidn y= x+u, siendo u=0,
v también ZTYy+V, siendo v+ O, Luego y4$v=x-4+u+v, 0 sea
z=x+(u4v), Bn virtud del teorema XI 6, -z=x+w, siendo
wF Qs Es decir que x <z

Teorema XX,4,.- K.&f{(x(y)-—a(x-rz{y-g—z)]

Demostracidn.= De y=x+u, siendo u#0, resulta
Y+ 2= (x+2z)4+u, o sea x+z2<y+2z.

Teo_rema XX,5.~ xf;i(x(y)ﬁ(y-{x)]

Demostracidn,- Supongsmos que x<y ¥ tambiédn y<x;
tendr{amos entonces Yy=x+u, siendo u¥0, y x=y+v, sien
do VvFOs Pur lo tanto y4#v=x+u+v, en virtud de la prime
ra igualdad; o sea x=x4un+v, en virtud de la segunda, Pe-
ro, por el segundo axioma de Duclides, que ya demostramos,
results u4vs 0, €s decir u£0 y v=20, Luego si x<y, en
tonces y¢ x.

Definimos, por induecidn, une c¢lase de nimeros que
llamaremos "conjunto d¢ numeros posteriores & x", correspon-

diendo a cada numero natural x, de la siguiente manera:

Definicién XX,l.~ Suc x es posterior a x.

Definicidén XX,2,« Si y es posterior a x, entonees
suc y 1o ¢s & Xe
Teorcma XX ,6,~ ){& r(x.f.y).———av;'(x post y)V (y post x)}]
: LY - 7 L i

Demostrscién,- aj 81 x=0 ¥y ¥=0, entonces y post

X en virtud del principio de induccidn.
t) 8i x¥y, ¥y X es posterior a y o y es posterior a

X, e€ntonces gu¢ x €s posterior a y o suc y €s posterior a x,
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segun sea el caso, por la definiecidn del conjunto de nuimeros
posteriores a otro. Luego, en general, para cualquier pareja
de mumeros 1a propiedad es vdlida,.

De los teoremas XX 1 y XX 2, y de la definicidn del
conjunto de nimcros posteriores s un nimero dado, se dcduce
el siguiente:

Tecorema XA,7.= }ylﬁ(x{y)e——%(y post x)}

Podemos, por lo tanto, enuncisr el teorecma XIX 6 en
esta otra forma:

Teorcma XX,68.~ A

I""“'_'\

(x5y)=—=>(xL{7)V (Y&X)‘J

XXI,~ Los numeros como miembros de un conjunto bien

ordenadc.

En virtud de los teorcmas XX 3, XX 4, XX 5 y XX 6a,
podemos afirmar que la relacidna(ordena.a los numeros natu-
rales,

El principio de induccidn finita puede adoptar for-
mas que aparentemente son distintas al enunciado general que
se¢ ha dado, pero quc e€n ¢l fondo son idénticas a él. Por €jem
Plo, considerando la propicdad de un nimero de que su suce=
gsor tengs determinada propiedad, por sustitucidn obtenemos
gl siguiente enunciado:

Toda propie@ad quc pertcneczea al succsor dc ccro, y
quc pertcnczea al sucesor de un ndmcfo quc tcnga csa propic=
‘dad, pertecncoc a todos los mimeros distintos de coro.

Tl tcorcma 7 del pdrrafo antcrior nos permitc esta=
blceer cste otra forms dcl principio de induceidn: Toda pro
picdad quc perfcnezca a un ndmero X, ¥ que pertenezca al su-

cesor de un ndmero que tengs esa propiedad, pertenece a to=-
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dos 10S NAmMEros mayores que Xg

A su vez, este enunciado nos permite probar el si-
gulente:

Teorema XXI,l- Dado un nduero y mayor que otro nome=
ro x, 0 biem y =suc x, o bien y=suec z, siendo z mayor que
..

Demostraocidne= a) El teorema es vdlido si y=suc x.

t) Si el teorema es vdlido para y, el suc y es suce-
sor de un nimero mayor que X y, por lo tanto, el teorems es
vdlido para suc. y. Luego el teorema es vdlido para todos los
ndEeros mayores Qqueé Xe

La clase dc¢ los nimeros naturcles forma un conjunte
bien ordenado por la rel:cidn~{, como ze demuestra a conti-

nuaecidn:

{E ﬁ (z€s)A(xE€ S)-—-}(Z<x)v(z:xﬂ_

F »
8 uno clase de numeros cualquileraa

'Teorgm& XKLy~ %
I‘lex‘-ﬁlostra_ci61’1..--r Sea
Formando una elase 8' con todos los clementos de s y todos
los elementos posteriores o 163 elementos de s, de acuerdo
con el cuarto postulado de Pieri, habrd cuando menos un ele-
mento z de la clase 8' que no serd sucesoer de ninguno de 1os
elementos de csta clnse. En virtud del teorema XXI 1, z no
serd tampoco mayor qu¢ ningune de 1os elementos de s', © sen
qQué serd menor Que todos.los demds clementos de esta, clase,
¥ por lo tapto, que todos los clementos de s. Ademds, este
elemento z ¢s ﬁnico, pues otro clcmento.g'quﬂ tampoco fuers
mayor quc ninguno dc los clementos de 8, scric igucl forzosz

mcéntc..a Z, pucs no podr{c SCTr Z mayoer que w ni w mayor que 2,

XKII,# Relaciones Inversase.



Definidas por induecidn las operaciones de suma, mwl
tiplicacién vy potcnciacidn de ndmeros, ge pueden definir re-

laciones inversas en la giguiente forma:

Definicidn de diferencia XIII,L-YA r((x:y-Z) &>
XyZ<

(y=x+2)

Definicidn de vtociente XXII,2.+

"r' Z :f-"' 4 = 7T
*fam(ac Z)A (y2 £0) > (y=x2) |

Definicidn de roiz XXII,3.=

CUZ z, ]
A '(x:ﬁl/\(mio)*‘—%(y:x |y
.A_}*.Z . :

Bstns relaciones no son en rexlidad operacionese. No

1o son porqgue nc constituyen relaciones funcionales., En vir-
tud de 1las condiciones de yz=+=0 ¥ xy;&O, ¢n lo divisidn y
en la radieaeidn respectivamente, se¢ puede demos tror que dos
nimeros son iguales cusndo son diferenciaz o cociente de los
mismos numeros, o cuando son roiz dcl mismo grado de un mis-
mo niimero, Pecro no se puedc demostrar quec a cads parcja de
nimeros eorresponda una difercneia, un cociente y una raiz,
De heeho, en €l caso de la diferenciaz hemos demos trado que
solamente existe cuando €l primer nimero es posterior 2l sc=+
gundo y que, si existe la difcrencis entre un mimere y otro,

no existe la diferencia entre ¢l segundo y €l primcro.

IXIITI .= Definiciones.

Generalmente, las definiciones de nugves términos
aparecen e€n una ciencis deduetiva bojo la formza de equive--
lencias. Un cjemplo lo encontramos en 1o definicidn de cero
dentro de los sistemos de axiomas de Padoa y Pleris La pri-
mer: parte Ce 1s dcfinieidn c¢s una funeidn proposicional cor

ta que econting el término o definir vy la segunda ¢s otra fug
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eion proposicional quc contiene uniesmente tcrminos y rela=
cioncs previzmentc definidos. ambss funciones proposiciona=-
lcs estdn ligadas por una cxpresidn que establece la equive-
leneiz fe las dos. Tambicn lss rclzciones pucicn fefinirse

mecdirntc equivalencinse Lo relacidn < se ho Acfini‘o dc ese
mcnera; la 0peruciﬁn.4y en combio, se cefinid por un proce-
fimiento eomple tomente Aistinto. Se estableceieron ¢o0s propo=-
sieioncs que contienen lc operacidn o definir y se emitid
1z validez de esns proposieciones, sin Aemostracidn.

Todlo teorcma que conteng: términos o reisciones deﬁi
hifos medicnte equivaleneics, puelde recducirse inmediatomen-
te, por simple sustituciﬂn, £ un teoremc cnunci-“o solamente
en funeién 4e los t€rminos y relzciones primitivos, Si el
tecrema es verdsdero y 1o elcneic deductiva completas y compa
tible, podrd siempre dcmostrarse por infecrencis basandose cn
los axiomas, Los teorcmcs quc contiench términos o rclacio-
nes dcfinidos por €l scgurnfo procedimiento se denmucstran a
pertir del sistemao de axiomas originecles, zdicionado cen las
proposiciones que sc¢ odmiten sin demostracidn,

Pars gorantizar que une “efinieidn por cquivelencia
no pucie econcucir ¢ ningune contrn%iccién, €s neecsario de=-
mostror que €l t€rmino definido cxiste; o sca que 1la funeién
proposicional empleads pere Cefinirlo no es contradietoria,
sl s¢ reepts 12 coupatibiliial “el sistema de postulados. Si
acemdg, por ¢ jemplo, €1 t€rmino “efinido designa un elemento
ﬁnico, €9 neeesario Acmostror que s6lo un clemento satisface

o definieidn. Lo no comtrocdiceidn de le funcidn proposicio-
nol puede cstoblceerse por interpretaeidn, es decir exhibicn

i i . T o o - s
¢o un térninc 4¢finido previazmente que sctisfogs 1a defini-
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cidn., Bn €l caso ‘¢ 1z Ae¢finieidn Ae eero, la cxistcneia del
ente “efinido se sigue inmedistomente del tercer postulado
de Fadoa. Por lo tanto, bostd con demostrar que ese elemen=-
to €s Unico, psre gorentizer lo compatibilidad de la defini-
eidn, Lo relocidn < queid “efinidz empleanfo uniesmente 1la
oper:cidn-+, 1o Agmostroeidn fe existeneis se omitid por
obvia.

Ona nisma éefinicidn puede establecerse por ambos
procedimientos; Dl teorem= xﬂ,v Cemuestra 1o equiveleneiz en
tre 1a relecidnD>y 1a relaeidn "posterior =¥, Ahora bien, es
€l cosc que 1o primera relzeidn se definid medionte une cqui

voleneiz, en tanto que 1c segunic se definid por infuecidn,
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XXIV.~ Construccidn de la teorfa axlomética de los enteros.

Hasta ahora, nuestra labor ha consistido exclusivamen
te en establecer una serie de definiclones y demostrar algu-
nos teoremas simplemente mediante inferencia a partir de los
sistemas de postulados, que se demostraron equlvalentes. En
la demostracidén de cada teorema, se ha aceptado como clen-
clas previamente establecidas a la 1ldglca formel y a la teo-
ria de las clases. Las demostraciones se han limifado a es-
tablecer la verdad de una proposicién aplicando las reglas
de inferencla en los postulados originales, o blen a proposi
ciones deducldas a partlr de ellos. Se ha desarrollado pués,
un proceso absolutamente deductivo.

8in embargo, desde el pérrafo I seflelamos que asf co-
mo las proposiciones de una clencla deductiva se clasifican,
hasta clerto punto, en una forma arbitraria dilvidiéndolas en
postulados y teoremas, de tal manera que adquello que en un
slstema aparece bajo la forma de postulados puede presentar-
ge en otro bajo la forma de teoremas, asf también los siste-
mag de postulacos no formen entidades absolutamente alsladas
e independientes. En efecto, se hizo notar que el conjunto
de postulados de una clencia deductive puede encontrar uaa
lnterpretacidn dentro de otra clencla dlstinta, y que eso
equlvalia a demostrar los postulados de aquella como teore-
mes de ésta, definiendo previemente los términos primitivos

de una como términos derivados de los términos primitivos de
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la otra.

Esta relacidn entre dos clenclas deductivas, puede -
observarse en otra forma sl el proceso se efectia en sentido
inverso. En este caso se tendrd un slstema de postulados ¥
de términos primitivos constituyendo el fundamento de una -
clencla deductive, ¥y a partir de ellos se definirén los Gér-
minoe primitivos de una clencia nueva. No obstante se esta-
blecerd un nuevo slstema de nostulados independientes, y la
clencla deductivae as! formada se demostrard consistente, -~
aceptando tan sdlo la compatibilidad de los postulados de la
clencla original. Dada una clencla deductiva, no sélo es po-
sible hacerla crecer constantemente agregéandole nuevas defl
nleclones y demostrando nuevos teoremas, sino que también es
noglble obtener de ella nuevos sistemas de postulados y tér-
minos primitivos que constltuyen nuevas clenclas deductivas.

Llamaremos nimeroc entero, en general, a toda parejla
de numeros naturales, estableclendo las sigulentes definicio
ness

Definicidn XXIV,1.-

XA [{(}c,‘,‘,") . {Zw)} «— > (x+ W=y + xﬂ

Definleidn XXIV.2.-

x%ﬁ [{suc (x,¥7) = (z;w)}+———+(x+ W + suc O==y+-x)]

Definleidn XXIV,3.-

J(A [{sim (x,7) = (z;w)} —(x+ z2=y+ w)]
Las definiclones anterlores permiten expresar cler-
cas proposiciones scbre las parelas de ndmeros naturales en
términos de nimeros naturales ¥nicamente.

La igualdad definidse medlante XXIV,1 es también una
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rclaeion Ce equivalencia, “"rquc s¢ ticne:

Teerena XXIV,1.- 4 | F(x,7)=(x,7) |

| N |

Derisstraeidne~ De écucrit ccn las propiedades ¢Ce 10s
nimercs naturales x—#y*-y4—x, que equivale al teorema,

¢ 3

) L(:f:,.y)—(z ) b Azmz ()

Demostragidn.= Lo primera igualdad equivale 2 la si~

Teorema XAIV,2,- 4

guiente: x+w=y+2z, que también equivale 2 la segunda.
Tecrema XXIV,3.~
x l(x v)*"fz,w)? ﬂ{(z,w)::(r,s):—4é(x.y)::(r,s)%f
' { p 4 7 J
Demustr501an.w De la primera y scgunds igusldades se
chtiene que xX+w=-y+2 y 2Z+8=Ww+r, sumondc estas lgusl
cades resulta xz+8= y4r, que equivale a la igusldad que se
quiere demostrar.
Si llamamos N al conjuntc de todas las parejas de i~
ncros naturales, en virtud de les definicioncs 2 y 3 rcsultan
¢videntes los:

XV L

Teorcna ZRIV,4.- 3i (x,7) & N—=>suc(x,7)E& N’
Teorcma XXIV,5,~ A (

.
Xy T)EN->sin(x,y) £ N ¢

‘-C

apoyandesc en las acflnicicncs dadas, se denuestra

tombién los teoremas siguientes:
lf- r ‘
Tcorema XRIV,6.= A, sima sin(x,y)|{= x,y)7
' ' Kyl - |
Demcstraeidne~ Sean sinm(x,y)=(p,q1) y sim(p,q) =

(r,s), en virtud dc lo definiecidn 3 se tiene x+p=y+q ¥
P+r=q4s, Dc estas dos igueldades resulte x4-8-y+r1, que
de scuerdc ecn la definicidn 1 equivsle a (x,y)=(r,s), cuc

12 cuzl queda demostradu el teorema,

- [
-~ - 1t 3

T ] &}
Teorema XXIV,7.=~ h,*ulﬁ'qlc q1m sue(x,y¥*i=(x,y)
N, L N -

Demostracidn.~ Secn suc(n,y)"( v2) g siﬁfp,q):(r,s),

sue(r,s)=(u,v) y sim(u,v)=(z,w). Butonees, x+ q+4suc 0=
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y+p, P4+r=Qq+s, r+visuc O=s+na y u+2z=v4We Sa~
nande estos igusldades resulte xX+wW=y+ 2, que equivelec a
1a iguslésd que se queris demcstrJr.

Tecrema XXIV,8.- ﬂ E*Slrﬂ(x,y)*..(x,y) 7

Denostracién.~ In efectu, se2 x=y; sc tiene enton-
ces sim(x,x)=(pya) c¢e donde se sigue X+QqQ=x+p que equi-
vale 2 (XyX)=(p,Q)e

Tgcerena XXIV, 9. A
p— X
) = (a,m) |

s i

1 a . .
Dgnostracitnes De 1o primers igusldad results x=—y

‘ ein(x,yv)—= (x,7) Asin(z,w)=(z,

y de la segunda zZ—=w, luego X+Z =Y+ We
"
4

) (Jf..,,v)j g —» suc(x,y) £st A

SN 5

r -
Tecrema XKIV,10.~ A ;3

Ailsue(z,w)Es —= (a,w) & Sj},“"’ s -NT}

. ¥ - e rd
Denmoustroeidnae= S¢2 g unn clage de parejas no vaecia;

existird cucnfo menos un elementc (x,¥7) pertenccicnte a Se
Bn virtud de los definieiones 1 y 2, la primera implieacidn
equivale 2 decir quc si (x,y) pertenece 2 S, t=mbién perte-
nceerd a s (sue x,y), pues (suc xyy)==suec(x,y); la segunda
implicaeifn, por su partc, equivale a deeir que si (x,y) per
teneece 2 s, tombién e rte necera a El (i,suc ¥), y& que suc(x,
suey) =(x,¥y)s 81 x=y, pertencce¢ 2 s ls pareja (0,0),

Ser (0,0):’:(::,x)._ BEn el casc de que X>¥, tembidn pPertencce
a 8 la pereja (x—y,0); luego, splicands el prinecipic de in
c’.ucciin, quedn demustrado que también pertenceec o s enelquier
pereja de la forma (x=-y,z), v &n partieulsr (x—3.%- 5)
(0,0), Por un razopnamientc idéntics se Cemuestrs que cumndo
xg ¥y Pertenece a g la parejn (0,0), Luegc si&u;-fe pertenece
8 8 €8a pareja., Aplieanic chora el prineipi. de infueccicn re

gulte que s contiene ecuslquicr pareja “e ndmercs, ¢ s€2 que
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XXV,.~ Sistems A¢ postulados Ac¢ los nimeros entercs,

Id

Los tecremas 4 a 10 7el pdrrcfo enterior sc han dencs
tradc a pertir de las Aefinicicnes fel prepic pérrafo y de
los postuladis el sisteme e 1los namercs nsturales, Bn vir=-
tud del earceter fornmal de las Aencstrscicnes matemdticas
pare estudiar el eonjuntc de fecrenes gque pucden uvblenerse
exelusivonente o partir Ae lus tecremas 4 a 10 de¢l pérrafo
antericr, ncv es neceesari., aunque sienpre sea pusible, recu-
rrir a los postulsics de lus ndnercs naturales y a las defi-

A

nicicnes “ofess Bagtard eon hacer sbstrzeeidn de lis simbo-
10s que representon = las porejas de ninercs naturales en
¢sas slete preoposieicnes, considerarles comc funeicnes propo

s

sicicnoles y conwertirlas dcspu€s nediante 1cs cuantifieado~

o]
2

65 neeesnrics en propogiciones relatives a log entes de uns
clage que se congifera definide me@ionte el sistema de prope
giciones, y entre lcs cunles cxisten relaciines (efinidas
- I'd
tombicn 2 traves 7e ese sistena,
on ¢stes forma, cbtenencs une nuevao cienels deductiva
7 .
cuyos térnince prinitivos son:
Téruin. XKV,l.= Ndnecrc enterc, rcpresentzdc por N, co
rrespondfendo o 1z elcse de las parejos de nimercs nesturales.
S - - - e - >
Termince XXV,2,~ Sueesor Ce un numero enterc, corres=-
SRasy
pondienioc 2 12 relseidn XXIV 2 entre parcjas de nimeros nntu
rolese.
Término XAV,3.= Simé€trico € un nimerc enterc, COrTES

poniiendo a la fd¢finicidn XXIV 3.

Gomo postula”os se¢ establecen los siguientes:


http:ELlr:.JE
http:c~nju.nt

- 44 -

Postulado LLV,1,- A ;r(x? N)—=(sue x£K) A(suec x=&x) i

Postulado XKV,2.=~ 4 IKXr*N)—a(sim xs.N)j
Postulado XXV,3.~ ifgwsim(sim x)::y?-—a(x::y)’

Postulado ZXV,4.= A |
LR S S Ayt

Postulado XEV,5.- B (81m $=x)
A

3 '\

4 ! L 5 373 -F*- i
4 1mrsuc951m(suc x)}.:qrue(x:yb

Postulado XXV,6.- { (sim x=x) A (sin y= y)> -—-»(Jc__y)

L.

)<

¥

Postulsio IKV 7= é _ A( £ 5 ->suc xa‘s)/\i(suc vE 8
.“'h" /

>y s)u—a-(s_.N) '

La compatibilidad Ze¢ cstec sistemz de postulefos, estd
Aemostroda por ¢l hecho Ae quec toda proposieidén “educida e
¢llos pucde transformarse en uns proposicion rclativa a nu«
meros naturales, mediante la aplicacidn e les definiciones
XIv 1, ZXIV 2 y XXIV 3¢

La relocidn de iguzldsd cntrc nimeros enteros se con-
sifera, por supuesto; como una relscidn ¢ equivc-lencizy con

S ok - S P
lcs propiedades de reflexividad, simetria y tronsitivicdad,

IXVIe= Inlependencia. e los sxiomes e Padoa.

Rostulado Lo¢= Sca "N" ¢l conjunto formséo por ¢l ni-
mero O, “efiniso por los postulsdos 5 y 6 Z“e Polos, €l nimec-
ro sue O y el ndmero simétrico Zel suc O. Bntoneccs:

£) Bl ndmsro sue(sue O) no pertenece = "N"™, puesto

que no pucfe ser igucl 2 suc O; ni 2 O porgue entonces suc

’ N . . (it
(sue 0)= 0, o sez sim suc(suc 0) = 0, de cdonde simf;uc sim
[ - -~

?
(sue(sue 0)5; = sin(suec 0), luego sim(suec O)=suc 0, 1o cual

~

est? en eontradiceién con los postulsdos., Tampoco puefc scr
suc(sue O)=sim(sue 0), poraue entonces sue 0=0,
b) Por definicidn "N" contiene los ndmcros 0, sim O,

suc O y sim(suc Q)«



¢) Para los trcs clementos ce "N", es vdlido 1o igus 1
dad:; sim(sin x)==x, por ser uno “e los postulados,

c) .:’or 1o misma reozon es vdlida 1o iguclded: sim

isin(sue x)sf::x.

€) Géro ¢s un €lecmento Se "N",

£) Cero es el udnico elemento de "N" tal gue: sim X =xX.

g) Uns clese ecuclquiera s que contiene un clecmento fc
"N", contieng o los tres cmondo: A (X& s —=suc xX€8) ¥y f(

A }
suc Y€ s —=>y¢& 5), Bn cfceto, como sim-‘sucjsim(suc O;’f» = By
e [ !

e )

results sucféim(suc 0) {=0, Luego si ¢n lo clase s se en-
cuentra 0, suec O 6 sim(sue O), se cneucntren los tres ndme-
ros.

08tuladto 20.~ Lldnese "N" 2l conjunto formado por O
¥y tocos los numeros tales aque: ﬁ (2 € "N"—> "gpe® x & ). HL
"sue" ‘¢ un numero serd su suc;"or, con la excepeidn de que
eero no serd su sucesor, con l= excepeidn ‘e que cerp no S¢
rd "sucesor" ‘e ningin ndmero. Bn este coso;

-

a) Por 7efinicidn, si x £"N" cntoneces "suc" x € "NV,

b) Sim("suc” 0) no est? en "N", porque suc!sim(“®suc®

-

0)! = 0.
- —
< 1 &
¢) Por tratorse Ade ndmcros enteros 1&Lsim(91m x)::%]
. W P &l " 7/
~) Y tombién 4/ simi"sue®| sim("suc ) 5%
x & L i 1) )

€) Ccro pertencec o« "N,
£) Cero es €l unico clcmento 4e¢ ™" t2l que sim x=x,
g) Supongones que cxistec ung close g dc clemgntos de
“N" pars la eacl f (x&£ 8 —>"suc” x¢ s) y tombién A ("suc®
i X
Xfs—>x£a)e. 81 S no conticnec & cero €s unc clase vac{n,

porque lz claose "N"+ s —"N", lucgo toda clase g no ‘vaeia con

tiene a cero y, por lo tanto, a todos los elcmentos de "N".
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Postulado 30.=. Ln ¢l conjunto N, e los ndneros natu-
reles llomarenos "sim"x ol ndmero t2l que suc("sin" x)=x
cuando x:-0, y haremos "sim” O igual = ccro por Aefinicidn.
Sntonces:

a) xENs>suc x£ N, €5 uno de los axiomes e Peanos

b) Todo ndmero n-turcl, excepto ceroc, es sucesor dle
ctro nimere, segin 1z Zcfinicidn Ze ecro.

¢) Lo expresidn "sim("sim x)=x s8¢ transforms en

N

=g .
sue(suc x)=x, lo cucl estd en contradiccidn con €l tercer

axiomz “e¢ Peano.
d) Por “efinicidn "sim"! suc | "sim"(suc x)| é} = Ra

.

- -
Fd

¢) Tambidn por Aefinicidn, "sim’ 0 =0,

f) Por ¢l segunfo sxioms ¢c Peano, pera cuslquier nd-
mero “istinto 4de cecroy "sinm® Kji-x.

g) To%a close¢ s e ndncros naturcles, parz la cuel
XfEg->suc xEs y suec xEs —>»XEs, contiene a cero; porque
"¢ ne ser asf 1z clase N, -s contiene todos los nincros natu-
rales en virtud “el principio Z¢ induccidn. Luego, por ¢l mis

no axionz, g €s igu2l a2 N

)
Postulado 40.~ Sea "N" 1a clase forpeds por los ente=

ros 0, sue C y sin(suc O), Decfinimog "sue" O=suec 0, "suec”
[éiu(suc OiT: Oy %sue(sue 0)= 0. Ten?renos:

a) 81 x£"W", entonece "sue" x € "N", para x=0, T=
sue 0 vy x=sin(suc O).

b) 81 x£"N", tombién sim x €™N", parc todos los cle-

nentos Ae ©N©,

”
|

¢) Por scr cnteros los clementos Ac¢ "N" A,/ sin(sim x
‘L

—

{ r ¢ _’{'
4) Simi"sue" [sin!Ysuc" (sue 0)?ij —~ gsin(suc 0)

L L 3

€) Cero es miembro 7e "N",.
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f) Cero ¢s €l dnico elemento e "N" t21 que sin x =x.

§) Si partc unc clese s no vacia, fornada por clenen-
tos e "N", som vilifes los inplicsciones A (x¢€ s—>"suc" x¢

X
s) v & ("suc" xe s—>x&s), entonces s contiene 2 los tres
r.-‘icub.ros ¢ "N", pucs si contiecne 2 eero por les primerz in-
pliencidn conticnc = suec O y por la segunds inplicocidn a
sirn(sue 0), si conticne o sue O por lo princra conticne o
cerc y por lo segunde 2 sin(sue 0), v si contiene & sin(sue
©) por 1lz prinera contiene = cerc y o sue O,

Postulzdo S50.~ Formondo lo elzse "N con sue O y sin
(sue 0), ¥ “cfinicnso "sue"(sue 0)=sin(sue 0) y ®sue® sin
(sug 0) =suc 0, results une clasc en l2 cucl toos los ele-
rientos tienen las siguientes propiedsdes:

2) x £"NY—="suc" x £"N".

b) £ "N"——sin x € "%,

¢) Sin(sin x) =x,

d) S8inm [“suc" i_sir;("su.c" x) éj:x,

€) cero no €3 nicobro de 1o elose,

f) pero, por ser ndreros, los elerentos de "N* sotis-
freen €l sextoc postulado de Palog,.

g) En una clase s no vaefa, si .fl‘(}ZES —>M"guce" x £3)
cntonecs g eonticne los Zos clementos 2c "N", yo que cadz uno
cs "suc" Acl otroe

Postulado 60.=~ Bn 1a elase "N" fornaéas por eecro y suac
0, sc ecstableeen las si;:;ui-cntcs definieciones: "suc" O=suc 0,
"sue"(sue 0)=0, "sin" 0=0 y "sin"(suec O0)= sue O, Bntonces
tencrios que:

) ? (x.ﬁ-_‘"}l“_—:,“suc“ xg ﬂN‘H)

b) &4 (xe"N"_S>"gin" x& "N")
X
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c))é ["sim"(“sim“ x:)::x]
é) & [‘"sim“ (“suc"{;sim“(“suc“ x)}?::%j’pues "suc® (
X M G =

Taue® %)= Xe. .

¢) E ("gin® zE8x)

f):é ("sin®™ x=x) y cxisten dos elenentes Zistintcs,

g) Si parc uns clase s no voefs ,ﬁ (€ s—>"gue" x £
s), cuanio s conticne o O conticne tonbién sue O y cuendo
contiene 2 sue O confiene o cero,

Postulado 7ca~ Si en 1o close N “e los nineros ente-
ros defininos "sue® x=sin x, resulta:

2) Por €l scgunic postulzdo 2e Padoa 4 (€ N—>"sue"

X
xe N)
b) Por ¢l nisnc post ul:r‘-.o)f‘*: (x€ N—sin x N)
c) ; (sim(sin; )= }:J s €8 ¢l tercer postuledo de Pao-
G080,

- s o e
) A sin i“sac“rsu.-(“suc" }:)r’(. =X , por €l oismo
X & L ¥
poestulado,
¢) Cero es rienbro e N. \
f) Cexo €s €l dnico niembro de N t°1 que sin x=x4
g) Lo clase fornuads por ecro exclusivenente sctisfsce

12 condicidn ce que s (x¢ s->"suc" x£s) y “e que A ("suc”
X x

&8s ->x£s8), aunque no contiene = todos lous nineros enterosy

XXVII.~ Inlecpendencia dc los téruincs prinitivos de

]Eva'}ﬁoa )

En 1o que respeets s 1oz térninos prinitives, puede
plantcarse un preblena siniler 21l que henocs resuelto pegiti=-
vorente bajo ¢l tftulo Z¢ independencia fe los postulades de

Padoz, Dentro el sistenc de los ndnervs nstursles se 1legd,
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siguiendo los resultasdos de Pieri, a cuatro axiomas referen-
Yes 8 relasciones entre cos términos no definidos: la clase
de los numeros naturales y la relscidn de sucesor entre los
elementos de €sa clase, Del hecho de que el priger sxioma es
tsblezca la existenecia de un nimero natural cusndo menos, ¥y
de que se hava demostrade la independencia de ese axioma del
sistema formado por los otros tres, se desprende la imposibi
lidsd de definir la clase de los nimeros nsturales como ls
elase de aiuellos entes que satisfacen entre i la relacidn
ée succsor tal como s¢ expresa cn los axiomas 20,, 30, y 40,
de M, Pleri.

Consideranéc les definiciones XXIV 1, 2 y 3, e€s facil
demostrar que la relacidn de sucesor no pucdc definirse apli
cando un numero finito de veees las relaciones de igualded y
de simetria. Bn c¢fecto, una definicidn de la relacidn dec su-
ccsor seria una estructurs formel, independicnte de los valo
res Ce las variables; pero en ¢l caso ¢e¢ que X=-y, las rels
ciones de isualdad v de simctria permiten obtencr unicamente
pare jas de la forma (z,z), de tal meanera que medisnte cllas

no podris obtencrse la relscidn de sucesor cntre ningunas ra

Por considerscicnes similares s las que se¢ hicieron
para afirmar que no son suficicntes los axiomas 20., 30. ¥
4o, Ce Pieri pare écfinir ls clase de¢ les nimeros natursles,
se puede afirmar tambidn quec los axiomas de Pados 30., 40.,
00+, 60 ¥ 70, 10 son suficientece para definir la clase de

los numercs entcros,

IIVIII.- Algunos teoremss sobre los ndmeros entcros.




Una vez establecido €l sistema de postulados y demos=

trada su independencia, Padoa demostrd una serie de teoremss.

-

Teorcma XXVIII,l.- xﬁf (sim x=sim y)—%»(xtfy)j

-

Demostracidn.- Si tenemos que sim x —sim y, entonces

sim(sim x)—= sim(sim ¥); luego, en virtud del tercer postula-

Ao X= Ve

Teorema XXVIII,2.~ A fksim xoy)—>(x-sim y)}
e e R R xy '«

Demostracidn.~ Si sim x=y, entonces sim(sim x) =

sim y; o s€ea que x=sim vy, por €l tercer postulsdo.

Teorema XXVIII,3 w%? (sue x=v)A (sue z=y)=>(x= z)J

da o 4 4 - —
Demostrseifn.- Siendo suc X=y ¥y suc z=y, sersn:

o i 17 i
sim)sue (51m(°uc x)hz: rzsuc(51m y); v 91mrsuc 31m(suc z)
— sim sue(sim y) Lucgo; x.-5¢mlsuc(51m y) v también
Z sinruuc(51m v) ; por lo tanto x=2,

.f
Tcorema XXVIII,4.» 4/ D (suc y:rx)’
£ ac L AE. :

-

Demostracidn.~ Sea x un numero cualquiera, Bn virtud

d¢l primero y scgundo postulados existe €l ndmerc y=sim [
suc%qucfQ1m(Suc A)fr + Pero, e€n virtud del cuartc postulado,
s¢ tiene sim(suc y): suc[sim(suc X)|; © sea que sim[;im(suc
7 rf . )
If31m‘suc-°1mtsuc x)* ! « Transformando €l primer miembro
L o

¢e la igualdad de acuerdo con €l tereer postulado vy €l segun
Go de secuerdoc con €l cuarto, recsulta suc y==x.
¥s que, €n virtud de los dos dltimos teoremas, dsdo
v - i rd -
un numere x existc un namero y un sclo numero y que satisfa-
ga la igualdad sue y—x, se puede llamer a ese nimero "pre~
carsor” dec x, de 2cuerdo con la siguicnte

Definieidn XXVIII,l.» 4 '(x::suc y)e3(y=pree x)
[y

Teorems ZXVIII G.~ L r(v pree r)-%>(Yt.F)]
PP X
Demostracion.~ In ¢l curso de lz demostrscidn decl teo

5
rema 4, demostramos guc pree x::sim[ uclsucf sim{suc ry!
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Como el t€rmino del ladcu derecho de la igualdad sicmpre cs un
nimero cuando xEN, en virtud de los postulados 1o, ¥y 20., re
sulta que prce x£ N siempre quc x& N

Teorema XXVIII,6.~ ﬁ{ﬂsuc(pr‘ec x)::'x]

Demostracién.~ On virtud de 1la definieidn 1, si hace-
mos prec x=y, resultas x =suc y, luego x =suc(prec x),

A continuseidn, Pudos hace notar que los postulados
9Ce ¥ 60. GXpressn que existe un ndime ro y un solo nimerc tal
queé sea igual a su propio simétricc. Puede cstablecerse, por

lo tanto, 1o definicidn siguiente:

r _
Definicidn LXVIII,2.- 4| (x=0)e>»(sim x:x)]
x L
51 primer postulado garantiza que existe y es un mime
rc enterc el sucesor decl nimero cero. Hste numero se define

CCHMU UNU e

Definieidn XXVIIL, 3~ ;si(x-‘-‘l)ﬁ{x: suc 0)}

Teorema XXVIII, 7.~ 8im 1= prec O,

Demostracidne.~ Sca preec 0=x, por definicidn enton-
ces =suc X, y por el terecer postuladc O=sim(suc x). Lue
go sim(suec 0)=x, en virtud del cusrtc poustulado. Por lo tan

to sim(suc O)= prec O,

XXIXK,~ Suma de nimeros enteros.

Padoa define 1o sums, difercneias y productu de mimeros
entercs giguicndo los pasog de Pesno. Lo suma queds definida

1 trevés de 1la siguiente terns de definiciones:

Definieidn XXIX,l.» 4 (x40=x).
™

Definicidn XXIX,2.- XA [ x4+ sue y= suc(x+ y)}
’\‘! -

I G |
Definieiin IXIX ,3.- A ix-}— prec y:prcc(x-}-y)_j
AY

Para justificar estas Clefiniciones, €s preccisc demos=
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trar que sicmprc existe vy perteéneec 2 1la cluse de los nimercs
entervs la suma de dos cnteros cuslesquiera.

Teorema XXIX,:.~ 4 E‘E (x+3r:z)]

i, xy Sz

Demostracidn.= Sea s la clasc dc lus nimercs tales
que la suma de dos de ¢llos es igual a otru ndmero, Hsts cla
S€ no €8 vncfs, puestc que, por la definiciln 1, 1la suma de
cer. cun cere €¢s igual al propio nimerv, Sea ahors X un mimi
ro cualquiers; supungames que 12 suma X4y €S un nﬁmer’o,
entoneces, se.;'dn 1a definicidn R, 1la suma x+4suc y es tam-
bién un ntimer';;, puestc que es precisamente sue(x+4-y). Si,
por cotra parte, la suma X+ suc y es un nd.meru, también serd
un nidmero 18 suma x+ ¥y, pues la tercera cefinicidn puecde €S
cribirse xqzZ=prec (::-{-suc Z), v 6l precursor de un nimero
siempre c¢s otro ndmero. Por lo tanto, en virtud del séptimo
postulado,; scrd un nimero lz suma dc x con cudl quier numero,
Gomo X es un nupero euslquiers, resulta que s conticne a to-
dos 1os nimeross

Tcorcma XXIX,2,- ;: (x 41 =suc x)

Demostraeidn.~ In virtud ée 1la definieidn 2, x+1 =
sucfx+0), pero segin la definieidn 1 x+0=x, luege =x+1=
SUC Xe

Teorema XLIX,3,.~ ).(h (x4sim 1=prec x)

Demostracidne.= Del teorcma AXVIII,7 y de la tereera
definieidn de este pdrrafc resulte: x4 sim l=pree(x+0), o
sed X—+sim 1= prece x.

Trorema XXIX,4d.~ A (O+x=x)

Demostraeidn.=- Sen s 1o clase de los nimeros para 1os
cucles ¢s vdlidc el tcorcma, Desde luego 8 nu €s uns clase

s v TR "
vieia, porque, por definieién, 0+0=0., Si, ademds, €l teo~
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rema es validc pars x, tendremos que O+ suc x=suc(0O+4x) sc
transforma en O4suc Xx=suc X. Luego suc x también pertencecc
8 se Por otra parte, cusndu Ofsuc x=suc x, comc Ofsuc x
=suc(0+x), por el teorema XXVIII,3 resulte O-4x=x. En vir
tud del séptimo postuladc s cuntendrd a tudos los ndmeros.

Teorema XXIX,5,.- x.;fsuc X4+7= suc(x—d—y)}

Demostracidne~ Si x=0 y y=0, tenemos suc 040=
suc(0+40), luego existe cusndo menos un nimero para el cusl
el teorems es valido. Ses X un nimero cualquiera, si el teo-
rena es valido pars y, tendremos suc x4 suc y::suc{éuc(x1kyﬂ
y por otra parte suc(x+suec y)==suc fsuc(xﬁky{} s luego el
teorema también es vdlido psre suec y. Ademds, si suc x+4suc
y =suc(x-+suc y), transformando ambos miembros de la igusl-~
dad de scuerdo con la definicidn de suma, resulta suc(suc x+
v) = suc{suc(x+y)] , 0 sea suc x+4-y=suc(x4y). Por lo tanto,
el teorema c¢s vdlido para todos los nimeros, en virtud del
séptimo postulado,

Teorema ZXIX ,6.= )(‘;; :prec x+y:pr‘cc(x+3r)}

_‘Jcm'oc;t-x*acié'n.- 8i x::Q vy y=0, resulta preec 0+0=
prcc(quO), luego €l teorema es vdlido cusndo menos para ce=
ros 5i x es un nimero arbitrario, cuando prce x4y=prec(x+
y) tenemos pfec X 4SUC Y=X+YV ¥ prce(x+suc y)=x+ Y.
Por otra parte, cuanéo prce X+ suc y=prec(x+4suc y) se obtie
ne sue(pree x+y)=x4y, 0 ses prec x4 y=prec(x+y). Del
séptimo postulado results pués, que €l teorcma se aplica a
tocos los n&meros,

Teorems XXIX,7.= x? (x4 y=y4x)

Demogtracidn,= Si yz x, tenemos x4 xX=x<4x; por lo

tanto existen ndmcros para los cunles €l tcorema es vdlido,
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Sea x un nimere cualeuiers, SUPONEAMOS que PArs el nimero ¥y
se tiene x+y=y+x, entonces, como x+ suc y=suc(x+y), re
sulta x4 sue y=suc(y+x)e. Luego, por el teorema 5 tendre-
mos X+ suc y=sue y+X. Si se tiene x +suc y=suc y+Xx, re
sulta sue(x+y)=sue(y+x), lusego x+y=y+ X« Por lo tanto,
la sume es siempre conmutativa,

Teorema XXIX,8.- ,-‘x;}zlrx-i-(},mz):(x-,a y)«—zj

Demostracidne.= Sea s la clage de los nimeros para los
cunles es vdlido el teorems. Cuando z=0, x+(y+0)=(x+7¥)
+0, luego s no e€s uns clase vnefa, Sean, ademds, x y y nume
ros nrbitra.rios; 8i se tiene x +(y+2)=(x+y)+2, se¢ tendrd

x+(y+ suc z)=sue/zx+ (3:’-}-2.);’ v también (x+7v)+ suc z.:su.c[

(x +y)+ 2/, luego x~ (y+sue z) =(x+7v)~suc z4 Por otra
- f
parte, cusndo x+(y+suec z)= (x+7y)+ sue z, se tendrd suc
Lr;:b (y=+ z):i: suc/ (x +y)+2/, luego xz+(y+2)=(x+7¥)+ 2z,
Por lo tanto s contiene a todos los nimeros,
Teoremny XXIX,9,= A (x4 gim x=0)
x
Demostraeidn.- Si x=0, O+sim 0=0, luego la clase
de los ndmerous que satisfocen €l tcorems no es una clase wva-
cia. Suponiendc que pera cierto mimeru X g€ tenga X+ sim X=
Q, results suc x+sim(sue x)= Sucr]"[-g— sim(suc x)) , U S€a8 suc
%X +gim(sue x)=x- sue =gim(sue x):’r._ Pero como suc{sim(suc xﬂ
& y

= sim x, suc x-+sim(sue x) =0, Ademds, .siendo suc x+sim(sue

—

x)=0, resulta suc:rxal- sim(sue x)j:O, 0 sea: x-f-su.c,‘;sim(suc x)
= 0, dc donde x4 sim x=0., Por 1o tante, el teorem: es vdli
do para todos los numeros.

Teorema XXIX ;10,- xiéz [(x—!—y: z+y)-+(x:z))

. . gy ~
Demostrneidne~ Si y=0, se tiene x4+0=x y z+40=2,

per las propiedades cde la sum: resulta (x4+0=z+0)=>(x=2z).
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Supoﬁiendu que X+ y=2z +y implique x=2z, tenemos que x-+suc
y=sue(x+y) y por otro ladc z+4suc y=sue(z+y), pcr 1o
tanto, ecuando x+4suc y= z+suc y results suc(x +y)= suc(z+
V), C s€ca X+y=2z4+y quc J".mplicz: =2, Ademds, cuando x +
suc y=z+sue y implieca x=2, resulta que sue(x+y)= suc(z -+
v), v sea xX$y=2z2+7y, implicu x=2, Luege todos los ndme=
rcs satisfueen €l teorcms,

Teorcma XKIX,1l.~ & _’ gin(x+y)= gim x+ sim yj
Denustracidne= Bn virtud del tecorema 9, tenemcs X+¥+
sim(x+y)=0. For 1lc tanto (x+sim x)+(y rsim y)+sin(x+y)

= ginm x4 g9in vy, ¢ =zen sim(x+7y)=sim x+ sin y.

XK.~ Producto de nimercs entercs.

™

Bl prudueto de ndmercs entercs lo define Padoa en 1a
giguiente forma:

r

Definicidon IX,1.~ ﬁ (x- 0=0)

Definicidn 224= A (x.sue y=x+ y+x)
Xy

Definicidn XX ,3.~ 4 (x- prec y=x - y+ sim y)
XN

<

Por indueeiln puede dc—mulstr:rse la existcucia del pro
cducto de dus numeros cuslesquiera.

Teorema XXX,l.- ;éa } L (xv y= z)—;-'T

i .

Demustracidn.= Llameremus s a la clase de lus nimerss
que satisfucen el tecrema, o es uno clase voefs puesto que,
en virtud dc 1la éefinieidén 1, cuandc y=0 sec tiene x-0=0,
Sga ahora X un nimerc euslquiera, si existe un ndmero z tal
que Xy =2, COMO X-SUC Y= Xy+4 X, X+suc y se¢rs tombién un ng.i
merds Si, por cotra parte, x«suc y es un mi'mcr\,, como Xe-suc y
4sim x=xy, también xy serd un nimero. Luegc la clase s con-

tiene o tofos 108 nimeros.
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Teorema XXX ,2,- )‘15’ (sue x« y=xy+7v)

Demostracidne.- Si y=0, teneuwos sue x- O=x « 0+ 0, por
1o tanto existen ciertos numeras que sstisfscen el teorems.
Pcer otrs parte, siendo x cualquier ndmcr‘o, si tencmosg suc X
V= Xy+¥V, resulta suc x » suc y=suc X« y4suc x, 0 s€4 suc I
SLC Y= XV+ Y+ suc Xe De¢ la definicidn XXIX,2 y del teorcus
XXIX,5 resulta aque X.i—; (x+gue y=suc ¥ +y). Bor lo tanto, ob-
tenemog sue X » suc y=x » suc y+4 suc v, nﬁcma's, cuando sue x
sue y=x.ouc y+ sue y, resulta suc Xey 4suc X=Xy4X4Suc j.
0 SEa SUC XV =Xy+¥s Luego el Tecrcme es valido en virtul
del séptimo cxioma,

Teoreus ¥XX,3.= 4 (zy=7x)

Demcstracion,= S"Eﬂ g 1o clase de los ndmeros que eum~
plen €l trcor-ma. 8i x=0 y y=0, tenemos 0:0=0-0, luegt =
no €s wn- el .. vaeis, Suponicnds que, dado un nimcro arbi -
trario x, = tongs xXy=yx, se tendrd tombidn xssuc y=xy+ X
Yy sue y.x= % 4%, ¥ por 1o tanto x.sue y=suc ys x, Adends,
cusndc X-«su¢ y= suc y-x, resulta xy4x=yx+4+x ¥y por 1lc tan
0 Xy=—yx. Luego s=N,

La Aenustroeidn de los Aus tecuremas sigulcntes es nuy
sinilar a la denustrocidn de lus teoremas XIV,5 y XIV,6:

Tgorena m!tl.-—!.fsz i‘x(}ﬂ— Z)= X7+ xz_?

Tgorena D;‘_?:,S.—xn rx(yz)::(xy)z]

yEL
La relacidn "sind€trico" queds ligsda con la cperacidn

de nultipliear por €l:

Teorera XXX ,6e= Yi; er-sim ye si:;;(xyg

Denicstracidn,= Cusndo y= 0, se cumplc el teorema, Ade
nds, si fado un nduerc arbitrario ¥, ¢¢ tiene x.sin y=sin
Xy, tanbi€n se tendrd sue x.-sin Yy=X-gin y+sin y, luego sue

xe.sin Y:Siii‘.(}:‘y}.!. sin y. O ses que suc x.8in vz sin(xy+7v).,
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que cquivale 2 sue x.sip y=sin(sue xy). Si, pcr oira parde,
suc Xe.sim y= sim(suec xy), results =xe«sim y+sim y=sim(xy+y),
por 1o cual xesim y=sim(xy). Zor lo tento, el teorems es ver
dadero.

XXX1.~ Diferencia de nimeros enteros.

Tu ¢l parrafo XXII se hizo notar que no es posible es
tablecer la diferencia entre los nimeros nsturales como una
relacidn funcional, debido = que solamente existe en ciertos
caéos. Padoa establece una relacidn funcional, que llama di-

ferencia, entre los nimeros enteros, en la siguiente forma:

- g
Definicidn XXKI,l.~- 4 (X ~-y=2)e>(z2=x+5in 7))/
XWo =~ -t

Mediante 1a definicidn anterior las propiedades de la
diferencia se trongforman en teoremas referentes a sumas de
/ - 4
numeros, r£or ¢jemplo:
leoreua XXXI,le= 4 (2-y+y=x)
————— Ll y
- > ] . w
Demogtracidn, x - y+v se transforma, por sustituecion,
de lz siguignte manera: x +sin y+~y=x.
Teorema XXXI , 2= 4 (x-x=0)
X

P -y .
Demostracion,= Iste tecrems equivele al teowema XXIX,9,

XXXII,- Relaciones de orden entre los nimeros enterose

Considérese €l conjunto de nimeros enteros "N", em-
pleado para demostrar la independencis del secgundo postulado
de Pados, y definido en 1la sigulente forma:

a) Q&"N%, b) ﬁ (x& "N"—»suc x¢g "N"),

_ . ]

Las proposicionegs siguientes resulton inmedistamente

e

de 1la definicidn de "N" y del teorema XVIII,3:

loe= Il ndmero entero O perfencec s la clase "N",
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20.= Todo elemento de "N" tiene un sucesor que perte=-
nece a "N,

30e= 81 los sucesoreg de dos elementos de "N" son igua

lea, también los elementos mism?s son iguales.
| d) Cero no es sucesor de ningin elemento de "N",

e) Si una subelase de "N" contiene a cero, y si es tal
que cuando un elemento de "N" pertenece a ella pertenece tan
bié€n a ella el sucesor d¢ ese ¢lemento, entonces, por defini
eidn, esa subelase es igual a "N,

Bl conjunto de los ndmeros enterocs contiene, por 1o
tantc, un subeconjuntc ==que a su vez contiene 2 cero-- cuyos
elementos satisfaecen proposiciones equivalentes a los postu-
lados de Pesno, y que, por consecuencia, es isomorfico con
el conjunto de los nimerocs naturales. Llsmaremos & ese sub-
conjuntoc N,

Pdrmesc ahora un subconjuntc de N con los elementos

¢ Ny y los clemcutos simétricos de log clementos de W,e Se

[0

obegerve inmedistimente que 1os elementos de este subeonjunto
gsatisfoeen los geis primercs postuledos de Pados. FPor otra
parte, se puede demustrar el sigulente:

Teorcma ZXXTT ,1.~ Z1 conjuntc formedo por los eélemen-
tos de N, y sus elementos simétricos es igusl a N.

Demostraeidne= Sea g el subeonjunto furmado por los
clenentous de Ny y sus elementos gimétricos, Si se tiene XES
y xgl, entonces, por ¢efinieidn, sue x¢ g; por vtra parte,
cusndc x&s y eim xEN,, tambidn sue x g8, En efeote,
considerese 6l elementc sim(sue x), como sim z::zuc{éim(suc
z)j resulta sim(suc z)=pree(sim x); pero ya que gim x#0,

prec(sinm x) & N,, luegoe sue x £s, Ademds, cuando se tiene
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sue x££ 8 vy sue XENC, si sue x+0 entonces prec(suc x)§&
H.y 0 sea xE N, . 81 sue x=0, prec O=sim(sue 0), luego
prce CEs. Cuando sue x€s y sim(suc x)€ N, resulta prec
lusggo sim.x&IID; 0 sea X £8, En virtud del
aéptimo postulado s=N.

Haciendc una comparacidn de leg éefinicicnes de suma
y producto dadas en los pdrrafos IX v XII, cun las definicip
nes d¢ 1los pdrrafos XXIX y XXX, se hoce evidente que €l iso=
morfisme entre el subeonjunto N, y la clase de 1os numcros
- naturales es tal que =zi dus elementus se corresponden su su=-
ma y profductc se ceurresponden tambidn, Por 1o tantu, €n vir=
tud Ce 1.s teoremas XI,1 y XIV,1 ¢l subeunjunto N €s cerra-
do en las cpersciunes dec sums v multiplieaeidn,

. . rd
ividen pues, en dus clascs:

=]

Lus nimercs enterus se
una que eg isomlrfies con los ndmeros naturales y otra for=
nada por Llos elementos simétricos de lus elementos de la pri
nera, S9¢ puede decir también que €l conjuntu de lous cnteros
estd bidn ordensdo,

S1 1llamamos, com: e€s cogstumbre, clementis positivos
& lus elementus de I, y elemcntos negntivies a sus simétriecus,
las relaneiovnes de urden sc definen de lo siguiecntc mancrs:

-

Definicidn XXXII,l.= A f(xsy)ex—-y=2)NA (2N )A
- Ty T

(z%0)

-

Definicidn XAXII,2,- 3} {(x(y)i——?(y}x)}

Bs decir, un mdrerc es mayor guc otrc siempre que la
Ciferencia entre el primerc y ¢l segund. es positiva y dis-
tinta de cerc.

Tecrena XEXIL,2,~ Todos 1.s ndmcros positivos distin-

tCe e eer. 8Cn NAVUres QuUE CErie
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Deriostracidne= Si x¢ N, x-0=x y pcr lo tanto
x> O¢

Teorcna XXXII,3.,- Todos los nuimcros ncgativos son me=
NOrcs QUE GETTe

Dcrﬁ-_u'fstmci'fn.- 8i sim x&gN,, cuno por cefinieidn
O-x=sin x, results O>x,; o gea L0,

La relaeidn >, tel eonc se ha definido, ordens al sis

teme de 1los numer s enterss, como se demuestra a continuacion:

Tca_rc;za XCTEIL 4.~ '-f;z l(*cw v) A (y)z)%{:‘: >z)]
Denostracidne.= 8i x>y ¥ ¥y>2z, entonces x—y=1t

Yy ¥y-z2=r, donde tEN_ ¥y r& NU, Sunend e las igusldades an

teriores resulta: X —=-y+y = z2=1t+r, que en virtud cel teo=-

rema XXXI,1 se transforma e x = 2=t+r, dcnde (t+r) EN e

Luego x>z.

i
]

Teoreuia XXXII, 0= A (x> y)—>(x+2>74 Z)]

xyz {

Denostracidn.~ Sea x>y, cntonces x-y=1, donde
t&N,, Por 1o tante, si x+2z =(y+2)=r, sc ticnc r=x+2+
sim(y+2), © s¢2 que r=x+sgin y. Bs decir que r=t. Lucgo
X+ a=F+ 2,

Teorema XIAXII,064= iv !L.(}cb}*)h-‘:(y;‘:x)]

Deucstraecidn.~ En cé‘cct;, supongarios que XDy ¥ Yo X,
entonces x-y=t y y-x=r, dunde tEl\IU y réN_. Por lo
tantd tz=x+siny y r=zy+ sin xe t+r=x+s8in x+y+sin y,
0 sca t+r=0, Geto cetd en contradiceidn con ¢l teorena
X1,6 porque t v I son Cistintus de ecro. Es deeir, si x>y
cntonecs yPXe _

Tecrema XXXIIL, 7.~ %i(x#y)—-»(}:;.ry)\/(y;x)]

R £ . . & ; .
Deiivstracitne= 5c¢o x-y=2, 81 2 ¢s un numerc positi=-

in

s - -
VG X3y, pués z¥ 0. 91, por otra parte, z €s un nunerc negs-
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tivo, cono x+sin y=-z, sin x+y=sgin 2, O sea y = Xx=sin
Zy, €8 decir que y>Xe En virtud de que todo nincre es posi-
tive © negstivo, ¥y como es evidente que siempre cxiste 1la di

ferencia cntre dos nimercs, queda denmostrado cl tcorena,

XEXII1le~ Algunas propicdades e lcs cnteross

Con 1lus tecrcnmas demustrados, €s relativamente sin=
ple denustrar la ley arquinedeana y ¢l algorituc de Bueclides,
8 partir del  cual se desarrolls la teoris de la divisibili=
dad y de los nuinercs princse

i . T 7

Tecreus XXXIII,l.= 4 | (x>0)A(y>0)—=>E (ax>7) |

Deuostracion,» Desde luegu, €l teurens es verdadero
cuando XxX=sue O pcrque suec vy sue O=suec y, ¥ Suc ¥ >V«
Suplngnsc adends que €l teorcne es vdlido para 12 pareja de
e ros Xy y; o0 sca quc existe 2z t2l que zx>y, entinces
Zesuc X=2ZX +Xx. Hs deecir que 2zesuc x> y. Luego el te:»l%uu
sienpre es verdaderce
Teorcno XXXIII ,2e= hL(}TT;*O)-—BrE *[ (x= zy-;-w)A (0= w<
M J"/ = L
7))

"'..l
Denostracidne.=~ Bn virtud de la propicdad arquinedeana,

sicupre existird un nduero 2 tal que z¥>x, sea x»0 4 x<£a

4
—

[

For 1o tanto, se tendrd x+r=2zy, dcnde r>0. Sea s ¢l con
Juntu de todas las r pusibles, conc s ¢s un conjunto de ente
ros positives existird uns r_ nenor que todas las demds. Bs-
ta ¥s tiene que ser mencr que y, porque en easo contrario
x4{r, = y)=2y =y, 0 sea x+(r, = y)=pree 2y, lo cual im
- o A E .
Plicario uns r4 menor que r_ . Ahore bién, si ¥ .= &y, D~
1 0 ' o !

tonees x=pree(zy)+4 (y-r ) e¢s deeir x=prec(zy)+w, siendo

Qe WLy
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