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Introducción. 

Los múltiples cons€c~€ncios topriC8s de los res~lto­

dos obtoni~Ds por lo uctvcologi'Q de los ciencias deduct i vas, 

saltan inmedintcmente o le visto. Le q~c ~cbe cntcnaersG por 

oxiomos, proposiciones, relaciones y f~ncionesy el sentido 

preciso te los tC Jrcoos, dcd~cci üncs, pruebes y ñefinieioncs. 

los relaciones mut~os entre estcs Giversos aonceptos, todos 

l St DS s on cnrJpcs que han s ir.u compl€ tomento trans f .:..rmndos al 

oc optnrse los punt~s G€ visto n~eVGs. ~er0, aporte de estas 

consecuencias, l~ mcto¿olugi'a de los ciencias deductivo s tic 

no uno gran importancia q~( poc1ri'ar:l.Js llnmor próctieo. Es 1(; 

únic ~ que pcrlüitc clesp oj nr a las mater.16ticcs slcnentales del 

car6ct-er enigmótico v n isteriosu que prcsent.'Jn tod8VÚl hoy. 

para una inr.lcnsn r.l ~)y~r{a+ CJnviertc un objetJ do eS '\'~d10 que 

se prescnteba gonCnÜl:lCntc en ~nQ f Ort:10 despótico, Qtrobili~ 

ria o ~uerzo ~o ser nrbitrnrio, en un c~njunto aru6nico den-

o.e CW~Q ceso ocupo un lugor apropiado. Eerr.:lÍ te axp0ll(;:rlos. 

sin necesido~1 de l os esfuerz~s de imaginoci ~n y c1c ingenio 

que se cínpl oab.'Jn poro hae€r a cUvinar la rozón c.... c coda CJSO. 

~uicn q~i era que conozco cooo'se enseñan en México las ma t c­

mnticos elementales comprcndcrn , sin necesidad de mDs exp11~ 

caciones, o que cosas se quiere hocar referencia. 

Al dcsorrollnr este trnbnjo, he tenido muy en cuenta 

01 libro de Torskl "Introduption to Logicn • La notaci6n em­

plc adncs, casi en su totalidad, 1 1:: suyo. Aunque he consulta ooio 

do el l ibro de G, Eeono, b~squé todas los dcnostr~ciOn€s, to­

mando en' cuento su cnr6ctcr cOLlplct ,j[lcnte eler:lcntnl. 

Se observor6 que no he hecho ningún esfuerzo por fo r ma . 
liznr el fragrJento de cienoia deductiva que S(; h::! desarrolla" 

http:poc1ri'ar:l.Js
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do. El hebErle intentado ne hubiera o1Jligado o obordor cues­

tiones rlUy c jenos :::1 tC: D8 propucstc,. Y después de todo, uno 
CiCllCiQ CCGUCt i V8 llO ~CjD ~c serlo porque no est6 foroaliza­

c,o • 

En los dcc:uccLn:es. desde lQGgo, se h:J 8eept:J ~c: e lo 

y e In tc or{o ~e les clases cco~ ci(nci~s previ80ente 

cstnblccidcs. 

l.~ DsqueoQ ~c uno ciencia ccductivo. 
i 

Uno ciencia ~cductiva se presento forondo p0r dos el~ 

r:.lentos C~G Índole cJi stir..ta. l!in princr lugi!r', se encuentran va­

ri es téro inos cuyo significa(o nJ se preciso y 8 l~s cU:Jles 

se s ucle llm.mr térl:lim.. s prir:.¡i tives. l> ur otro porte, apore con 

". .varies cnunc i3 :: ...lS que [! firuon pr\..ipieC'.cde s r:e 18 s te nanos pr2:., 

r.1itivos, pero 'Je l os cuulcs, C ~:~ 1. es nuturLl, ní) se Íl""tento 

ter ningunn de.J ustn:: ei ón. Dstos enunc i8GOS lleven el l1JDbr€ 

~~c f.lx i or:.l8 S o postulnc!.os. A c~,mtinuo c ién, cpeyonc:vsc e n un 

ccnjunt:) c.o tc.:rH18 S qLJ.e consti tuyen l o QLJ.E se cL en,m ino CODO 

"ciencias previos D le ciencio deductivo que se considero", 

se pre sentan ele firli cL..nes te :'lQCVOS téru inJs en fQnci ón de 

l~s t{ro inJ 3 prioitivos y dcducciJncs de nucv~s tEcrCQOS pJr 

infcrencia de lcs postulo~us J axi~oDs . AJDrtc ~e ciertos 

rc:quisitJs que, C CJUJ se veró mJs o(cl~ntc, se exigen al sis­

te LiD ,: c p,Js tulD (~,)s y tér u ine:s prLli tiVQS, E S inc1 iscuti blc 

que clgún criteri o ~cbe existir pora csc~ber cuales sistc-

LOS s.)n ('"1ign~.s., ele cstu~.io. Aunque sobre Este csunto hey f.1U­

ch ...!s puntus de vista, :puedo ofircsrsc que en gEneral s~lJ se 

h~n cstu~io~ o l os sisteous que p rsce n intcrpr€tDci~nfs pr~c-

tiens y aq~cll.s qUE c ~Dplcuentnn ~ fncilit8n el estudio de 

http:cstu~.io
http:postulnc!.os
http:stir..ta
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otras ciencias ded~ctivas. 

Las jerarq~{as de los t6r~inos y de los t~oremas ­

son, sin embargo, una simple apariencia. Porque ~~cedE que 

es posible seleccionar, dentro del conjunto de los teoremas 

deduc:dos a partir de los postulados, un conjunto tal que ­

p~eda servir como sistema de axio~as para deducir todos los 

teoremas de la ciencia deductiva en consideración. La nueva 

ciencia deductiva (;S idéntica con la ant6rior', sólamente que 

aqUEllo que aparocia en la prifficra bajo la forma de axioL1s~, 

en la segunda aparEce como teoremas, y viceversa. Algo muy 

sCfficjante pueda suceder con los términos primitiVOS, porque 

no se excluye la posibilidad de que Gn el n~evo si~t€ma de 

postulados se menciopen directamente sólo términos que se " 

han definido en función de los t€rmino~ primitivos ~~ ~o 

" .los t ermlnos primitivos rr.ismos--, de mDnera q~e la nueva 

ciencia tenga co~o términos primitivos unos que en la prim! 
.1 ro aparEclan como definides. TDmpoco la ciencia misffia debe 

considerarse como una unidad aislada, abstractamente perfe~ 

ta y desligada de las demás ciencias deductiva~. EOrqQeppo~ 

demos hacer la Siguiente operación: considErar el conjunto 

de proposiciones q~e forman los axiomas como funciones pro­

posicionales, haciendo abstra cción de los términos primiti" 

VOS t y sucede que dentro de otra ciencia deductiva distinta 

podemos escoger algunos tGrminos ~~entre los cuales pueden 

encontrarse, desde lu ego l algunos ae los términos primitivos 

de esta ciencia-- que s~ti8fagan los postulados originalesi 

es decir, que conviErtan las funciones proposicionales d~­

das en propo~iciones verdaderas. Se dice en este caso que se 



ha dado una interpretación del sistema de axiomas y térmi­

nos primitivos dentro de otra ciencia distinta. Pero se o~ 

serv¡¡ inmediatamente que una interpret'aeión de este tipo 

equivale en reolidad a definir los términos de una ciencia 

• J
f terminos.. Q r a , d 1en unClon de los J de t y a emost rar os pos~ 

tulados de la primara como teoremas deducidos de los axio~ 

mas de la segunda. 

II.~ Siste~8 de ~ostulados de Peano. 
( 

Peano parte de la suposición de que se poseen tres 

conceptos fundamentales. que no intenta definir, y estable 

ce con ellos cinco postulados básicos, sin demostración. 

Bn prim~r lugar, supone que sabEmos lo que debemos enten~ 

dar por un nWmer~. Además, considera establecida también 

la idea del sucesor de un nWmerp. El tercer concepto funda • 
mental de p€ah~ era primi t ivamente la unidad¡ sin embargo, 

postoriormente prefirió considerar como fundamental el co~ 

capto de cero. Nosotros seguiremos esta última costumbre, 

que es la usual, 

Al decir que se suponen conocidos los concep to s ­

fundamentales, no debe entenderSE que se dé por conocida 

ninguna propiedad especial de estos conceptos, ni que se 

recurra tn el curso do la deducción a nada que se suponga 

i mpl{citamentG contenido en elios, Las únicas propiedada$ 

de los conoeptos fundamentales que se emplea, son las es­

tablccida~ formalmente en los cinco postulados Siguientes: 

10,- Cero es un núm<; ro; O é. N, siendo N la cl~se de 
J

los numeros. 

20.- Todo número ti6ne un sucesor, que a su vez es 

un núme ro , ! [( x E N) -*' ( s uc x é. N>J 


30.- Dos números nunca tienen el mismo sucQsor . 




~ L· (Slle x= suo y)-(x:yD 
. , ~40.- GGro no es sucesor de nlngun numero. 

A Lí (x:s~c y)~(x*ojJ·-
~y 
50.- Toda propiedad que pertenezca a cero y al suce­

sor de cualquier nWmero que tenga esa misma propiedad, p6rt~ 

nece a todos los números. 

~ { (O t slA 1 [ (xi' s)~ (Sil" xi s~~ (s=N) 

Apoyándose en los postulados lo. y 50. se demuestra 

el siguiente 
J. JTeorema 11, lop- Cero es el unlCO numero que no es 

sucesor de ning~n número. 

Demostración.- En efecto, sea s la clase formada por.... , , 
cero y todos los numeras que son SUC€SOrGS de otros numeras; 

aplicando el principio d€ inducción resulta que ~ es el COL" 

junto de todos l os núm€ ~os. Luego cero es el único número que 
J no es sucesor de otro numero. 

III.~ Compatibilidad de los axiomas de Peana. 

Es evidente ~ue no cualquier sistema de postulados ­

puede dar origen a Qna ciencia deductiva, considerado juntamen 
, ­

te con los t6rminos primitivos correspondientes. La primera ~ 

condición que debe llenar todo sistGma, para poder servir a 

ese fin" es que sen compatible. O soa, que operando con él m~ 

diante las reglas de la lógica formal no sea posible llegar a 

demostrar dos proposiciones contradictorias, o la proposición 

contradictoria a uno cualquiera de los postulados. Un sistema 

no compatible es incapaz de servir, naturalmente, para nada 

de utilidad teórica ni práctica, pues una vez establecida en 
no sol" 

él una propOSición/no serfa posible afirmar que su contr8di~ 

tori8 no puede ser probudo sino que, en general , dentro de esetsistema cualquier proposic~ón pOdr!a probarse. 
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Bajo ciertas su~osiciones) se ryuede encontrar una in 

terpretació:1 de los axiomas el.e Feai10 dentro de la lógica.. 

Si~1 embe,rgo, e se, internr'ete.c16n queda al mal"gen de }_O~ :01"0:09. 

si tos que han servi0.0 de c;u!a al desal~ro1le.r este tre.be. jo . 

Hasta la fecha no se ha conseguldo demostrar dos proposlclo­

nes contrac11ctorl e.s be.sé,ndo se en los postulados de Pea':10 ; p~ 

ro en vl sta de las observaclones e.nter'lores ,la compatlbl1i­

o.ad de este slstema tlene que consldel"arse aqu:í como una su­

~oslclón sln demostración. 

En general;. el nÚ!l1el"O de 0.lsclp11nas matemáticas :oa­

ra le.8 cua:'..es se ha. podido cte,r une. 0.emostrac16n de compe.tib! 

lidad es muy corto. De BJ.'1! resulta que las cO:1s1dere.ciones 

0_e ese carácter tiene¡1 tocLavíe. muy poco valor pl:'áctlco. De ­

8.cuerO.o con la idea que se ha te:1io.o a.1 desarrolle.r éste tr,S 

b D.j o, re sulta i~1nece surio, "001" 10 te.l1 to, ava.nzar mé.s en e s­

tas cuestiones. 

IV.- Indenenc1c¡1cle. de los axionlas de Peana. 
----"-­

La seguncla. conG_lclón que se exige al conjunto e.e 

axlome.s y térmlnos o.e uno. cie"1cia o_eductiva, C01181 ste en que 

los axlomas sean lndeuendientes e~tre sí. Con esto se qu1ere 

decir que ..10 sea posible (lemostrar 111ngu¡10 o.e los axloma.s a 

:I)e.rtfr de los demás, Es evldente que sl esto último suce¿tle­

re. el axloma. o.emostraé1.o no sel"ía verde.dere.mente te~-:_, slno ­

que hHbría que lnc:'..ulr:-"o entl"e los teoremas de le. cienc1e. de 

ctuct1va en cO:1siderac161'1. Se emplean, ei'l general ; dos ::Ol'oce­

dimie~tos para la demostración de la independencia de los 

axiomas. Se puede demostrar que cada uno es independlent e de 

los demás --yen este ce.so se hable. de lndepenclencie. comple­

http:tre.be.jo
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to-~, u bien se toman los ~xiomos Gn Qn cierto orden y se de 

rnQ€strn qQ€ coda Qno es independiente del sis te ma formado ­

por l os qQ€ le siguen --yen este cnso se harln de indepen­

dencia ord6nodD~-. La de ~ost ración de qQe Qn nxioma es i nde­

pendient€ de Qn sistema determinado, cunsiste en bQscar Qno 

interpr€t~ción del sistema, dentro de los ciencins qQE se ­

hD~ consider:Jdo como verdndes de mustrodns previamente o den­

tro de lo misma ciencia ded~ctivo qQe se considero, que no ­

seo satisfecha por el nxiomo cQya independencia se quiere d! 

ffiostrnr y qQe satisfago el resto de 108 oxiomns. Demostrar ­

lo independencia de Qn oxiomo dentro de un sistema de axio-­

mos y términos primitivos, se consigQG, por lo tonto, definien 

do nQOVOS t¿rminos en fQnci6n de los tirminos de lo cicncio 

dcdQctivn que se c onsidera y de 1 0 8 términos de los ~iencios 

precedentes, y de mos truLdo q~c los tirmi nus osí definidos so 

tisfncen los postulodos origin~l est con excepción de nqQel 

cuyo independencic se qQiere demustror. En generol, si se 

qQiere dE mustr~r QQe una cierto propüsición~ no puede ser ­

demostrad, o partir d~ Qn siste~o de postulados A, bostoroJ ­

con encontrar Qno teoría deductiva arbitrario B qQe seo com w 

potiblE y o pnrt:r de lo CQsl se PQeaon definir términos que, 

s~stitQ{dos en los ppstulodos del siste ma A cons idera dGs co­

mo f~nciones proposicionnl~st los conviertan en proposicio­

nes verdnd€ros, en t on t o qQe SQstitQ{dos En la proposici6n ­

cQyn independencia se Quiere dE QOstrar, considerado también 

como fQnción proposiciunal, ID conviertnn en Qno propos i ción 

folsa. Desde lQego, no se exclQye QQ€ El sistema B sea el sis 

temo formado por la proposición~ y el sistema!, siempre que 

se holla do~o strodo, o se a cepte, ln compatibilidad de este ­

siste ma . 
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Axioms 10.- Llnmando '\nJmeroa" Q un.:> y dos~ y defi­

ni endo él término "sucesor" en lo siglliente forma: el "suce 

sor" de llnu es dos y el "sucesor" de dos es uno, reslllta un 

sistema en el cllal: 

a) Cer u n0 es lln "n~merp"o 

b) Todo "número" tiene un t'sllCeS()r", qlle a""!l vez es 

otro "nL-Ímero". 

c) ln "sllCeSOr"n de llno es distint -.> de l "sucesor" de 

dos. 

d) Core no e s "suce sor" de ningún "númor"o". 

e) Toda propiedad qlle pertenezcG o lln "n~mcro" y a 

Sll "sllces or", pcrten€ctr o t ud DS lusS.númGrcs". 

~~xií)m[) 20 0 - Llonand ~) "mímerus" f.l c<;ro y llno, y dando 

nI término Sllces or <::1 Llisniu sentido de Penno, se obtiene un 

sist(m~ qUE satis face t8dús l ~ s oxiumos de éste, mEnJS el se 

gundo • .As!: 

o) P~r definici6n ceru es un "número " -. 
b) Un" nD ti e ne un "suce su r" <1,lle se a "número ,t. 
e) Dos "ftnúmeros" DllnCQ ti~nen el ~i smu sucesot. 

d ) Ceru :ho es sllceóur de ningún "númerQ", y pur últi 

e) Tvdo propiedad que pertenezca a ceru y 01 Sllces~r 

de un "número'. que tengn esa propiedad, pertenece también o 

uno y, por lo t on t o , [) todos lus "númer os". 

Axioma 3ó.- Consi der6 mos el sistema fcrmodo por l os 

"míúH¡~OS" coro, r;mo y dos , definiendo el término "sllccs or1t de 

la si gu iente r.H1nera: el ""slJ.cesor" do CGr 0 ES un'-i, el "s u. ce­

s0r" de uno es dos y el "suc€sor" de dos es uno. En Este sis 

tODa: 
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o) Existen tres "n~meros" y un~ de ell us es cero. 

b ) Todo "n~mer o" tiene un "sucesor" que o su VE Z es 

ütr~ "n~ri1cron. 

e) Cer0 y dLS tienen el Qismo "suces or". 


d) CeY' ü no es "suces or tt de ning~n .U',húmerQtt. 


o ) ])s vál i do el pr inc ipiJ de induccióno 


Éx:i OffiO 40",'· Llnm~nd ;:; "núrJor os" ~ ccru y uno, pero d~ 


finiend v el "suces8r" de cer ;; cün \) un J y el "suces or" de uno 

COrJo cero , r esillt 'l un siste mn que s otisfn ce t odos los postu­

lodos de Pe nn ~ , menos el cuart o , En efecto: 

o) ce n ; e s un " n~r;l e r o \t • 

b ) TJd0 "n~r.1 crc " t ic ne J tr~ "núr.:e: r o", "sucesor" suyo. 

c) D..Js "n~c:cr.)s" nunC [l tü:nen el ITJ ismo "suceso r u • 

d) Ce ru ( S Silces ..; r de uno o 

e) Se apl i c o el pr incipi v d e inducciJn. 

Axi or.l0 5 0 0 - Dend u o cerJ y o núwer o su sentid ,"" ...,rigi 

no l , y c 0nsiderond J C LQ ~ "sucesor" de un núr. ler~ 01 suces or ­

de su sucescr, se obtitne un s i ste Qo que s o tisfnce tud as l os 

oxi orno s de Ee~nu , Dcn0S el quint o . En efecto : 

o) Ccre es u~ n~Der 0 , ES unu de l~s nxi omos de Peono. 

b) T;:¡ d o nÚLil r u tiene lln "sucesor", q¡ e 8 su V€z es 

ot r e; "n~[ er,, ·t. 

D€ E1Jstrncién.- Por (;1 segundO oxi of.1O de Pe onJ t Ldú 

, " nur.1 ero tiene un su.cesor, y este nllLJcr v n su vez tiene otro 

suce sor, que e s el" suc€ s or" de 1 nwac r J ;; ri g inol. 

c ) Dos n~mGros nunC8 tienen el UiSr.1O "suces or". 

D€ r.1;j st r rJción,,.. Si dos nún crG s tuv ie ron 61 rJÍ s mo "su.­

CGé~r", p Jr el te r cc~ axi ~rno de Pc on J l os suces ores de es os 

" ~ num€; r J S se r l Gn igu11 (;s, y pul:' l o t onto, e n virtud del mi smo 

http:oxiof.1O
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" .1oxiooo~ 10s dos nUDcros serIan igunlfs, 

d) Cera no es "sucesor" de ning~n núoero. 

DeQüstraci6n.- En virtud del cuarto axiomo de Poono t 
. J J ccre no es sucesor d ti nlngun numero; por lo tant ;) , no es su-

I I 1 1 d f· . .,/cesor del sucesor de ningun ~ill¡}erO, o cuo , por ( lnlc l on, 

equivnle 8 decir que no 6S "sucesor" de ningún númerú. 

e) Si fOrr.10r.1US una clase de 
,/ 

numeres s c;.¡n cero y t o-

des los r..ÚLleros que son "suces0res" de ütros númEros, c;1 "su 

cesar" de un núocru "que pertenezco o ! pertenecer6 tornbi¿n o 

St "pero ~l sucesor de cerL, nu siendo sucesor del suces~r de 

ningún núr.lero en virtud del cuartiJ aXiJIiKl de Peono, es un nú 

oero qUE n~ pertenece a s. LuegL el sistema n~ sotisfoce el 

qtiintJ OXiOD,'J. 

v~- Reducibilidnd del sisteill8 de Peano. 

Lo de~0strlci6n por interpretoci~n que se ho dade de 

lo índependencifJ de l~s OX!;.JLIOS del SiStCtlO de Peono, peruite 

1) fír::'lllr -..,boj o l os supuost'Js que yo. se indicar cm... - loir.:posi 

tilid~d de ubten€r ningun~ de 10s DxiuDOS o partir de los de 

o&s. Es decir, el sisteDo de axi~r.cs ES irrcdu"ible. Si con­

sidero[lO s, en cm.1bio, 1...: s téruinJs priLlitiv.Js lo situación ­

es t J tnlDcnts distinto. El- tGOr€rlo 11 1 tiene lo fort:lo de uno 

definici6n; pJr l o tonto, ES posible reducir (1 SiStCDO de -

Pennu , elioinond v un~ de lJS t6roinJs priDitiv~s, sienpre y 

cuondú del sister.w de ax 1.)[.1a s que lo reer,lplace se deduzco: o) 

que existe un nÚLl erL Que nv es sucesJr de ningún útro , y b) 

que si dlis núnc.ros n '-i S-.ln SUCE:Surcs de ningún ~,trli sun i~u.n­

l<;s entre "s{~ 

LospustulndJs 20. Y 30. de Peonu n~ contienen al t~r 

http:priLlitiv.Js
http:axi~r.cs
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oino oero , y p ~r 1.: t~nt o pu.edcn qu.ed .-:: r sin :JI ternc í 6n. Tcr.1ün 

do en cu.entn l~ dcfinici~n de .cer0, l ~, s p::.,stulodús lo. y 40. 

junt:s se rcdu.een a l e 8fircaci~n de qu.c cu.ond o mcnos existe 

ur.. l1llr:1Cr:J qu.c n "" es succs ~r de ningLln ~tr". En el qu.int .) pl.;~ 

tu.lodJ, se pu.cde sW3titu.ir o cer~ de acuerd~ c~n su dcfini­

ci ~n~ En GS t ns cí ..md i c i ..:n<: S nJS q u.c dn E1 s i s tef.1n de p JS tul a­

dl a de ];lod o~J : 

nU
i 
Dcr;"'1 tie nc un su,cescr, qUE 8 su, V€4 es 

r ~ 
u.n " 	

\ 
N)!nu.f.ler()~ 	 A ! (x PN )-~(su.c x ,:­

'X. l .-J 


20~.;. Si l~s Su'ccs ..,rcs G.E d ~s nLlner JS sún igu':ües, 
.­

taobién l els nLlilcrüa s en igu.clcs. A I (SllC X=S llC y)...-?(x:::-y)l 
,!f) _ 

30 ..... BAiste cu'ond ~) Llcnu S lln nlÍLlcro qll€ n", ES sucesor 

de " E ..¡A r (z=Su,c y) --J ( 4~X)~1ningu.n otro. 
. ',y2 ~ 

40 .~ Túdo propü; d~ d qu,c pe rtcnezco n llll nll"L1 Cre qu,e
'. 

n~ sen sucesor de p i ngLln Ltrc, y qu.c pertenczc~ e l sucesor 

"de u,n nu.r.1cr:J qLlC teneD ca c pr:.:p i ec1nd, pertenece o t od os l o s -, 	 .,~ 

~ .! (O: s)/', Al (x:s)---?(Su,c xt'a)i- ..~(a;:-:N)~' 
~l ,"'- 'j.J 

De l ~S oxiucns terccr _ y cu,c rt ~ se dcdllcc iruJedioto­

:'J cr.tc el ;:; iguünte: Tc _rc u:] V,l.- S ~l~Dcntc un mír.lcro nu es , 

' QLlC,. sJn su,c€a:.:res de ~, tros " Entur..ccs, "!,lervs 	 nu.De!"'~a. scgu,n el 

"cu'nrt u '..'x i oL1:J , t :: ~ ·)S 1 2s nWJcrcs pertenecen [! s y, p:..,r le, t~n 

t 0 , ~ es E. 1 u,nlC L; qu,E: n~ E;S ou,ccs...;r (lE ~tr ,j nur.JcrJ. ....rn se" , "" Ah 

PLlcdc definir o ccrc : 

Defi nición V , l·.- Cer ", ca el nLÍr... er o , úni co, qUE De es 

Guces~r de ~tr~ n~_cro. 

http:sW3titu.ir
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El s istc rJ~, de Qxi.)[jos de 1'ndon, unidJ n In d6fini ­

.~ 1Ol on onte r ior, c~nstituye un SiStCU8 equivalente n s is t er.1IJ 

de 'Jxicr.lu s de Pe Qne' . Lo der.1üstroci~n furt:.1nl de este hecho se 

d~ un poc o o6s odelente. 

VI.- Sistc~ de icstulodJS de Pieri. 

El pr ofcs Jr Mori~ Picri ~bjetó l~s sistt OO S de post~ 

L)des de E€[..lno y de Eod on, p~r lo f oruo c JLl,- intruducen el 

principi G de inducci6n ccopleto. A juici,- de Pieri Este pri~ 

cipiú (;s, en ciert -.; s~ntid:::, r.l6s c;:;Dplejú que 1 05 CJ tr:;s oxio 

[1.') s , por l o cuol pnsento dificult Qdes porn que l e o onc j en 

qUIenes. es t ~ p OCl. nc os t ur.Jurn d os a1 JI··lSlS" S . . on '1-- ona uglrlo,.1 por 

.1 ,

l o t fJ nto , t OLlo r l os conceptos f,'und o)'l ento1cs de nUDcr :, ~'\ y su-

cesar, y 'el siguiente sist€ ~r de QXiODOS: 

.1

1 0.- ~xistc cuandc Dones un nuuero . E (xE N) 
.\ 

20 .- T' d;,; nQm;ro tiEne un sucesor, que 8 su vc:z es 

• .1 .1SUCEscres de lllngun nULl€ 

~r ú , s~n sieopre i guales entrE SI. 

~ 1: 
A t:!"'.) E ~ (JC:suc z) /\ (y=suc z) ,' '~(x=y) ; 

,l(Y #= :... 
; 

40.~ En cualquier closc c1e míuerGs n~ voci'n, existe 

.1 ~ • .1 ) acuonC. 0 L:.ene:s un nUDcro que n ...: es sucesvr ':lC n lngun nuuero ' _e 
( ., 

18 cl :.J se. ~ t (x,y,z 2 S )-?-~ [ (y:=- S LlC z) ~('Y* x~f 
A portir c~e este sisteG8 se c1Hlucstrn f:Jciloente El 

siguiente: 

I ~ •Tc:creLO VJ;,l .... BxistE un l,-uu cr :J , unlco, qu.e n~ ES su. 
1 

, • I .1 cescr C'.(3 nlngun l. trc nW:, E:r o . 

.1 

otr:, nUL,ero. 

que r~v sun 

~ es unfl clnsc V[lC1U p2r el pri:::c; r :postulo~'.:.), c ..mtiEnfJ cuondo 

http:Jxicr.lu
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" ""rJlcnos un numero que n" es sucesor c~e otr8 nume ro, segun el 

último postul~dJ. Ademns, este número €s único en viriud del 

tercer postulo d8 . Es el llomad;) cer ~ del sistEma de Pcon~. 

VII.- Inde~endcncio de los oxioIDos de Piari. 

AxioffiO 10.- Lloma rc m:.... s nnÚmeros" o lús nWncrus nütu­

roles qu.c nJ pueeen e.:b tencrs€ r~c cer2 m c~iEnt€ 113 relnción de 

sucesor. Según d c rn~ str[Jrc rnv s mós ncelante, no existen toles 

'tnúmer os". Sin cmb ~""2 rg~ , (1onr~~ o lo nJeión (1c suc€s or su. s€n­

ticv scgu.n" lJs 2xiJrnos fe Picri result~: 

b) Todo unúmoro" tiEne un succs 'jr, por ser un núrncrc.. 

no tu.r~l ~ 4::"'oEmós, Este Su.c€: s 01" e s u.n It númc ;ro", pu.€S tompoco 

pu.c~e obtenerse fe cero me~ionte l o n0ci~n ~e su.c€sur~ 

e) Dos ltmtotros" qu.e n ..., s on su.ccs:..res (:e ningún u nú­

cr ~ 11 1 s en • 19UQ 1 es en re ./~ ale mpre • t al. 

DCD~ strn ci 1n.~ Un unúmcro" qu.e n~ seo sUCEs or ~e nin 

GÚn "nÚmer~ 1l no pu.e(e ser su.ces .J r te ningún mímer o notu.rol, 

Pu.cs si fu.ero su.ccs or :',c un número qu.e n ", SE IJ "nÚmero" pocori'o 

c;btencrsc :'1.e ccr~j :J pliC[J nc~ .) la n oci ón1c su.~es~r. En virtuc. 

::'el tercer oxi oLlc ~'.c Pieri, (~JS "nÚI:lcr :;s" qu.c n c s'un suceso­

res ("oC_ nln• ¿;W'1""nUI1cro nc t u.r::: 1 s :Jn i gua 1 es ent re Sl../ 

" existe me"nu.o cros", cu.onr~o 

\1 . L _ lO ~ • " 1 t ~ 1n us un nWilcro ' qu.r n~ es suces J r G E n1ngun e eoen ~ ce D 

clase. 

De mJstrociún.'"! Uno clnsc r~c "núoc r .... s " , r~ e ex istir t 

ser{a u.n::: cl ~s c ~~( mÚll€: r Ls na tu.rl 1e s , [l 1 ::1 cu:::l se nplicnr{o 

el cu.art o Dxiumo ~c Picri. 

nIJ turolc s ce re y unJ . Don:: ..., 21 t€rm in ~ s u.C€ s..Jr el r:1ismo sent i 
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do de Pieri, res~ltD q~e: 

8) Existen des nn~mer o sn. 

b) Unu n u t iene s~ce s ur entre l o clnse de los "ntime 

r os". 

e) El ~nic o "n~merGP q~€ n ;.¡ es s~cesvr de :::tr;.¡ es 

cero. 

d) SSl o hay tres clDses de n~merDs, la fGrmada por 

~nv , la q~e ccntiene a dos y ln q~e contiene a ambos. Las 

tres clases c cnticnen ~n €lem€nt~ q~e n u es s~c€s or de otro 

ele ment o de l a cl ose • 

.L1xi omc 30.- 3n el c G nju.nt~\ de 1 8s n~cros n3tu.rnlE s 

112r:J2re m:.; s a,rmcesDr ll de ~n p~men) nl su.ccsor de s~ S~C€S0r. 

Jnt onccs: 

,,'..::t J t" tb) 1 ..., .... :.; nLUr¡(;r0 lene ~n suees or y es €, a su vez, 

tiene útr o su.cc s or; llle go t ...: C'. e nWncr 0 ti ene su. "suces Dr". 

e) Unu y cer J n~ SGn "su.ces orcs" de ningJn n~merQ. 

menos u.n nLÚnC r rj que n 0 es "su.ces lJ r lt de ningJn ele ment o de la 

clase, 

D€ mc.. strQci ~n• ., S~pcng8mvs qUE l o clnsc s nv sotisf'1­

ce el te orc me . ~ vrG( mJs u.n~ cl ose s' c ~ n l os cle mc nt..;s ¿e s 

y l os su.ces ~ rcs de ell os qu.c nv cst6n c~nt(nid ~ s en s. La 

close s' nD satisface ~ l cllürt ú p Jstu.lad ~ de Pieri, pu.~s t o­

:~ ü s SllS elementos son sl,wes .J rGS el e otr ;:; s eleIñentus e.e la cla 

SE. LU.E go ~l, y por cJnsigu!cnt( ~, s ~n Cl OSES VDc{as~ 

Axi :~ma 40.- Forr.:o n(~ ~ un si s tean c on l ~ s nÚrnerJs cGro , 

un2 y ¿8S, y (efi nicnd2 el t{rmin~ ~succs Jr" ~e la siguiente 

moncr8 : el "sucos or fe ccr~ es uno, el "suces ~r" de ~n~ es ­

http:cGnju.nt
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d~s y el ~succsor" de dos 6S uno, resulta: 

a) Existen tres "números". 

b) Todo "número" tiene un "succ;sor", que 3 su vez es 

otro I1número". · 

c) Sólo cero no es "sucesora de otro "número". 

d) Lo clase formodo por uno y dos no contiene ningún 

elemento q~e LO seo "suc~sor" de otro Elemento de la clBse. ­

VIII.~ 	Postul~dos y Propiedades. 

Poro demostr[lr que los sistcmns dE :1xiomas de :Pecno J . 

Pndoo y Pieri --coC1pl€m€nt~dos estos dos últimos con la de fi 

nición de cero~~' desoriben en realidad los propiedodes del 

mismo conjunto de; entes numéricos, blJsto con obtener expres,E. 

dos como propiedades de los nÚEeros en un sis tema [l los pos_o 

tulodos de los otros siatemos. 

Demostrr.;ción de: los postulndos de Podon en el siste­

mn de Pcono.- Los postulndos lo. y 20~ son comunes o embos 

sistcmns~ El 3er; postul~do es uno consccucncin inmediato de 

los post~lQdos lo; y 4o~ Adem6s, en virtud del teorema 11 1, 

el princip io de inducción ~ucdc (scribirse en lo formo que le 

dfl };l13coa .... 

Demostr8ción de 103 postulados de };leono en el sistema 

de Padoc~ El primer postul~d8 es evicente, puesto que cero es 

un núm€ro~ Los postulflc.os 2.0. y 30. son comunes o ambos sis­

temnS ... El cuar t o postulodo es precis.:,¡mcnte 1!J dEfinición CE 

." 1Clon : E 	 cero y ~el cu~rto postu13~o ~€ 

~emostrnci6n fe los pos tul~fos es Pieri En el sistema 

o.e };lef.mo~- El prim~r ~)ostulc;o es consecuencia (~el primer po~ 

http:postulflc.os
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tu1~do de :Peano. El segundopostu1ano es COBun a ambos siste 

mas. El teorema 11 1 equivale al tercer postulado. :Para demos 
, ­

trar el cunrto postulnc1o procedemos en la siguiente forma: 

8ea s una clase de números tül que tOGOS sus elementos son 

sucesores ~e otros elementos ~c la clase. Entonc€s s es una 

clnse vacfA. En efEcto, sca N - s la clns€ for~8dn por tocos 

los números que no pcr~cncccn o ~~ Por definic ión, cero per­

tenece o N ~ s; afcmós, en virtuc ~el tercer postulado, el ~ 

sucesor ~c tofo ~lcmento ~c N - s pcrtenc~e 8 N ~ s por lo 

te finici ón ;;.e s. Luego to~ os los núme r os pcrtene cen n N - s 

01Y 8 es uno close VOCla. 

Deillostroción ~c los postulados ~e Pcono en el siste­

ron r1e :Pi€ri~,. lEr. J;'ostul~:v'o~~ Por r~ cfinición, cero es un nú 

mero. 20. ?ostulo~o.~ Es común a ombos sistemns. 3cr. Postu­, , 

la~o~- Poro ~cmostr~ r este postulado, se 1cmucstra primero 

el siguiente: 

Teorcmo VIII,.1 .. - Ln clase formor\'J por cero y tor10s' 
, , 

los númEros que puc'.::en obtenerse -.C cero mc ~' i::mt€ In rclnción 
J("'o c s Uc€ sor. contiene n totos los nU1:1eros. , 

J'

Demostrnciónf- Sen s In clnse formarlo por los numeros 

quc no p~rtEne COll o lo cl:Jse mcncionac1n en el te Ol'·cma. Enton 

C€S S es une clnse vüc{n. En efecto, to r10 número :le s es su­

cesor ~.€ otro número C:€ !!'t pues si fuera sucesor de clgún n,:i 

mero que no ~crtEneciero u ~ poirío obtenerse de cero mediun 

te l ~ re18ción 1~ suc~sor~ ~or el cuarto postula~o ~e Pierí, 

s es uno cl~ , se vap{8. qUIlongcmos nhoro que un cierto número 

es suc€sor :;e -::los números r~istintos; esto significa Que si 

formoDos l[) SUCEsión --.€ los ntÚneros n8tur8lE s, empezando con 

cero y colocando ~~ continuación r~e caé'.a nÚmero e su sucesor, 
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el número dn~o ep~rccer6 dos veOGs. Lo clase fonmodo por el 

númc~o 1a~o y los nWwcros obtcni~os de él aplicando lo relo~ 

ción ~~ s~c€sor hosta obtcner de n~cvp el número dado t es 

~no clase tol que sus elementos son to~os ellos s~c€sores de 

elementos ñe l o close. Por El cuarto post~lodo de Fieri, se­
,,~ . , ,

r e este ~a clase v~ c~o. No existe, por 10 tonto, nlngun nu­

mero que sea sucesor de ~ os números distintos. 

50. PostuloGo_- Seo s ~nn el~ se Ce "numeras que soti! 

foce l a s condiciones de est~ postulado. Si u es lo close for 

moelo por los elementos qu(¡ no pertc:neccn a !!, se c:cmuestn:! 

rncilmentc q~e u es ~na clase Taoi'o. EfEctiV8mente t seo Uo 

~ elemento ~c u que no es s~cesor de otro eleQento de lo ­

mismo cl~se~ Uo cxistt en virtud . del 40. postulodo ~e Pieri~ 

Ahora bion, ~o no pue~e s(¡r cero porque pero ~rteneec a ~, 

por definición! Luego debe ser sucesor de otro número, pero 

este número no puede Estc r en ~ porque entonces U perteno~o 

corí'a [] s, ni en .!!. por la c.e finición de u o• Por lo tanto \lo 

no existe y ~ es uno C10SE v~cío. 

nemostr8ción dE los post~ln~os r,c Pieri en el sistc­

mo de Padoa,,"" El primer p()stu.lac1o ·e s comccu.encia inmediata 

d el tercer postu.lo do ne PQ~OO~ El seg~do post~lado es co~ún 

a nmbos si~temos. El teortmo V 1 es eqpivalente al t~rcer 

postu.l !) c1o~ l;aro :'!emostl'ar el cua rto postU.l~c1 o, puede aplicar 

se l o misóo ~emostr~ci6n Emplcada o partir icl sistema ~e -

Peano t sustituycn~o el ~€rc€r post~lo~ o ce penno por el SG~ 

gunr.o · post~lo(l.o r:c pn(l.oo ~ que es S~ cquivclente. 

Der:1Ost~f.Jeión ele los postu.1Q (~oS (~€ P!:l:l oo en el siste­

QO :~G Picri~.,. El pri+llCr postu.ln :1o es común:) nmbos sistH18S. 

Pom ~eoostrQr El scgun~o se puede aplicar la ~cmostrQción 
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~El tercer p03tQl~~0 ~e Peono. A~em6s, el teoremo VIles 

Gquivol(nte 01 tercer postullorl0. Fina]..r¡lcnte, puec~.e ñemostro..!: 

se el 40. po stQlo (;0 opl i cnnr:o lo ':":eoos tro ci ón de 1 50~ postu­

10--::0 ~:c l;>eano y el teorema VI 1, 

IX.,. Definición de S\.lLK). 

El sistEOo ~e postQlo~us ~e Qnu ciEnciu (e~Qctivn es 

t iJbl€ ce un cünjLlnto ~c re L : c iunes entre 1 LIS tÉro inos prir.::li ti 

vos de esn cicncín . Se ~uc~c consi~crn r, por lo tonto, que 

los postul~ ~os fn rccli~o ~ ~escriben l o s propie~o ~es o jefi­

nen n los ttrmin08 priuitivos~ Sin Eoborgo, los teoremas que 

pLlC c1.e n r1e '1LlCi rse ~~c1 s i s t C[.l O fú.n r\':I:i1 ent :Jl, e s t Gb le CE: n tf.lr.1b i Gn 

rclncLmes cntre los ttrr;1inos prirJ itivos, o bien entre térm1. 

nos dcfini r"'.os en fLlnción '"'.c estos" 1 0 <lLle el sistcw) ~1e ].)os­

tLllo ~ os hsce, en rc o li ~c d, es cst~blccer o lgLlnos ~c los pro· 

pic ~Q ~cS ~c lGS tÉrDinc s priu itivos, en tnl farDa qLle ~e 

(ülCls pUC (~ Qn r~. c(u.cirse t or.os 13s :'"~ E:WlS propiedades qLle for-

Don ~ l objet o de ( stQ~~ u 1e lo ciencio dG~LlCtivQ que SE con­

. ~ s l c e ro. 

No sólo l os térr.1inos priL1 it:tvús pucc1En definirse en 

este f or r.,o in~1ir(;ct o , en el f.1 étoc"'. o oxioo6tico¡ t ODlbién los 

ope:,:,uc ioncs, y en g€nch~ l los rcl ~ ci on€s entre llls entes nsi 

r~efinic~os se pued en cst ':blccer f.1e c1innte Lln c onjLlnto de defi­

nici ones que ~cscribGn sQficicntcs pr upie~njes 4e lo relo­

. " f" ~ ~ ~ ~,Cl on , ~€ lnl : .C ~ pon..l que (lE ellos r(Jsul ten t onas SLlS : LCL es 

propiec~f.}t€s. ·tln el CDs e ~' c l e SLlr.13 te 1 ;:; 8 mln eros na turales t 
I 

(¡ sto se f onsigll.G CCJ n El s igll.ie;nte p í:!!' -~ e ::e fini ci Dnes ~ 

Definición I~.l.- 1 [1 SLlDO :1. € un nún er u c vn cero es 

i L;U :¡l :11 p:-o:pio nÚr.lero . En sÚlbol os 11. (x+ O::::-x). 
"­

· . . jo I·~ 2 1 ." 1De f lnlc~,m .0..,.- a SLlr.10 c.e Lll1 nur:1GrO 4lJn G s Llce.,. 

http:dcfinir"'.os
http:tf.lr.1b
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sor ce 0trc núocro ES igual DI suc~s or ~€ l~ SW~8 ~e los des 

"nUDe rüs~ 
(


.A 1 x -t'" suc y.::: SilO
x> ' 
x.~ IgU.'J1dnÜ cntre núw; rvs no turn1es. 

i 

iguu1do~ entre nWJcros " naturoles es uno rG 1 . ~La ~Clun 

que n~ pucc.e rl.cfinirse COLiL. se c~€fin€ le. SUL:~ , es ctecir, e.E'~ 

oribi(;n~~0 algun8s prcpiHl.o"}es ci.e 1.'] relnción toles que de e­

llos puc;~o "'~crJvs.trnrsc cualquier Qtr8 J?r;:;picd[)~~. Esto es osi, 

en virtuG fe que 1 8 rc1~ción dG i~u81~o d entre nw~ervs est~ 

icplicitü en 10s pos tu1n ( . .)s ::c :Pe nno y aparece €xp1Íoi t;lI~len" 

eLlp1e 8 ~ r: 1 .'te en un~ -::~c les ?o stlllf1'": os fe l?itri. Ls re DO len 

<'~:'.c igun L:1..[) ~~ por le: l o s rcglLs de Ciglcapcrtenc ce tcnt G '-' 18 1" . 

que se suponep privi2cEntE 8 1 2 enuncis ción 1e l siste~8 de 

po s tulr. el. os • 

Fue e.e entcntcrsc que 18 igu;:ld[¡c: e ntr<; "nUDE: r;)s obe.,. 

:lccc [1 l::s rcgl:Js r:c l o ir.Enti:'.o rl entr~ "bjct~s fi'sicos y que • 

por l o ~ ~:mt.:.,.. c..os núr.Jcr8s iguolcs s Jn en r€81idlJd el [1isr~;) ... 

nÚfJErO, No bnst :.: , sin CL~bnrgG,pon ESt-E enuncindú gEnero1. 

10 c.::ncE¡>cién anterior cquivf.! le n .:J.ec18r!)r que c18S núf.ler¡Js 

son iguales cuanC~0 todn propicc~.') c1 qu~ pertEnezco e un;) ele; ...; . 

elL.... s :fl ertene ce f c. rzosc.G €nte 01 utrc. En lengua je siübJlic'-l: 

~\.~ (x-:;:y) ->t r(XF s)~(y€ s)11 
I '" ~ _ j,. 

DesGc un puntu de ViSt8 p0sitivú , en ciert 0 senti1~ 

puec~e :~ccirs€ que :-~~S núnEr;:;s iguDles -:te [)cue rfIo oc.n la rlefi 

nici6n anteri or, sen en reali ,~od el r!isDo nún:ro. Purque, si 

tu:1os las :i?rcpic(~ac.cs (1e un v :1e ellos son cúuparti:1cs por el 

otro, entc'l'l,?"c s, fue rn :i.el he ch ..., c16 que ~!L¡b;)8 oxi sten, no exis 

te no~1.'1 [:~s qU€ PUC'18 CJn:..ccrse sobre cllLs y qUE perr.li t !! 

http:i?rcpic(~ac.cs
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distinguirlos entre sí. 

~~cilment, se puede demostrar que la i~aldad entre 
J numeras defi nida en la for~a anterior y desde el p~to de vis 

to lógico es una relación de equivalencia; es decir, que sa­

t isfsce las siguientes propiedades: 

a) Todo nÚIDefo es i gual a s{ mismo. 11 (x:::.x) 
~ 

b) Si un nWmero es igual a otro, el segunda es igual 

al primero, fv [ (x.:: y) ~Cy~ x8 

e) Si un nQmero es igual a otro, y este es igual a 

wn tercero, entonces el primero es i gual al tercero~ 

A rCx::y)!\ (y=z)~x-:.z0
~, .J 

Por lo tanto, la igualdad es una propiedad reflexiva, 

simétrica y tr8nsitiva~ Resulta evidente también, que si el 

signo ..i indico una operación cualquiera entre nQmeros, siem­

pre se cUffiplc la siguiente ley: 

Princ i pio ce sustitución.- Para toda terna de nWmeros 

x, y, z se tiene que si x=y, también 4..J z=.:y c z y ZoX-:; 

, 1 
zcy. A : (x.:::y)~(x o z:y.:>z) 1\ (z~x~z"y),

Xy2 L ..J 

XI~~ Propiedades de In S'..Wl8., 

1a definición de la suma de dos nQmeros naturales no 
Jafirma Que existo paro todos l os num(ros, ni tampoco qUE la 

SUCIO ce dos nQmeros "opriori ll sea t .sn:¡bi €n un nQIDerO naturalt 

Lo primero Que se; puede preguntar es lo siguient6: ¿'bastan 

los dos definiciones dadas para la €xist~ncia y la definición 

de lo sum~ de cualquier pareja de nQmcros? Do acuerdo con los 

postulodos ¿e Peana, se de muestro inmediat~Qc;ntc el siguiente: 

Tcoref.1o XI,l~- Le sumo de dos números nnturoles sicm­
-, 

prc Existe y es otro nQill CrO natural. 11 ! TI (X1- y =-z)J 
~ x '/ '- z 

http:Tcoref.1o
http:y=z)~x-:.z0
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D€mostroción~- s) La suma de un número cualquiera 

'con cero existe y es un nWmEro natural, puesto que, por defi 
I 	 • I

nici on, 	es el InlSmO numcr o. 

b) Si lo suma de un nWmcro con otro existe y es un 

~úm€ro, tnmbi€~ existe y es un nWmero la suma del primer nú 

mero con el sucesor' del segundO, ya qut: es, por definic i ón, 
,

el sucesor de la sumo ce los dos numeros. 

c) Luego, en virtud del principio de inducción fini­

ta, ES verdndero el teorema. 

Lns propiGc~nc",es 8sociativa y conmut~ . iva (~e In suma, 

se r.emuc s tnm tamb ién f6cilme ntc me c. ionte 61 emple o cel pri.!! 

~. .., 	 .,!I: • ICl?lO ~ c ln_UCClon. 

Teorema XI.2.- JI. íC:X;-t y) =;::. (ytx)l
• xy ..... ' ,.., 

a) Ecrn temostrur que el teorema es cierto cunndo 

y 	- O, r',cr.1ostrarGC10S primGro el siguiente: 

Te orq:.a XI, 3. - 11 t- (O +.x) :;:; x 7 
x . l 

i) Si x-==.O, tenemos que O+O~O, lo cual se sigue in 

mu\iatnmente c1e la rlefinición 'ie la suma de un nLÚnero- con ce 

ro. 

ii) Si el teorema ES cierto para un número x es ver , ­
~10G tombién para el sucesor r.e x, porque 0+ suc x =suc( O+x) , 

o 	S € n O ~ s ~c x.;:;:. suC x~ 

iii) Luego El teorema ES cierto p.'.Jra tof.o nÚmerQ.llO­

tutnl. 

En vi:rotur. ~~e este teorema tenemos que O-t-x=x; como 

W~Cfi¡[;S, por (~E finioiónJ x +O.::.~, ~1e l r. s propieélQ~Gs e,e la su 

na resulta x+O.:::.O+x. 
,

b) Si supon~mos que el tcor~ma se aplica a -:10s numc­

ros n~turalcs.!. y y, es ..:'ecir, si x-¡-y'::'y-f-X, el teoremn es 
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valido tnab1Én po r~ el sucesor ne L. P~r8 demostrAr esto, de 

mostraremos primero el s igu;ie nto ~ 

Teorema XI,4.­ 'A [suc x+y;;;: suc(x-ty) t 
)('1 /' 

Demostr:3 ci 6n.- i) L~ propicdnd existe cunn(l.o y==- O. 

En efecto, suc(x~ O).;;: SUC x, y t ombié'n suc x+O==suc x, por 

los (efiniciones P, e 18 SlUTlO. Luego suc x+O==suc(x+O). 

11) Si tenemos suc x t-y":::.suc(x+-y), tambiÉn es ver­

c.n,:'! que sue X+suc y:;; suc(x-t-suc y). Pues, por clefinici6n 

sue (x +SUc y) == sue [ suc (x +-y~? y t nffibiÉn suc x-t- suc y=- sua 

(sue xf-y). y como suc(suc X+Y)==SLlC r sLlc(x+y)l resLllto qLlE- /' 
suc xi' SLtcy .::;.-suc(x+ SUC y). 

111) Por lo tonto, le propiea~d existe perE! cunl­

~

quicr parejo de numeros naturales •. 

En virtu~ sel teorema cntérior, resulto que SLlC y~x= 

suc(Y-r-x), o sea suc y+x =suc(x +-y); a(1emós, por (l.cfinición t 

X -f- SUC y.=.-suc (x+y), luego X+SllC y=suc yt-x. 

e) Por lo tanto, cplicenfo el principio ~E iniucción , 

que0_ <l ~_cmostraf;o que: A (x+y-=y+-x) 
.l!.)I 

Te OrE:ma XI, 5_. ~ Á Kx + y) -+ z.:: X + (y -+ z)1 
""Y~" :.; 

o) El teorema es valido cuando z .=...0, pu.es e,n ese ca­

so (x+y)+O:::=x-+-y,y t op.bién x-+-~y-+-O)-=~-t-Y.. 

~) Si e1 tE oreme es valido p:Jrn x, Y., z., se tiene: 
~ -:- -~ 

r O -¡ 

(x + y) -r SllC Z:: Su.c l (x+y) -+Z;~,Y t 'Jmbién -x -ft-(y + SLlC Z) == X-+­

suc(y+z) ., O sea xt-(Y-rsuc z)::.suc :-x+ (y+z)l; llEro cuando 
'\. / 

dos números son iguales sus sucesores tnmbiÉn son iguoles~ 

luego (x+y) tSu.c Z~Xi"(Yt-suc Z),4 . 

o) Eor lo t 8nto, el teor~mn es vnlido para todos los 
~ 

nUIl1 C ro s. 

En vist o de Que tonto el pr incipio de indllcci6n fini­
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ta como los demás postulados de ~€ano los hemos demostrado 

como teoremos o partir de los postulados de Pieri, los demos 

trnciones anteriores de l ~s propiedades de 18 sumo son v61i~ 

dos considerados como deducciones de cstes propicdedes o pOE 

tir de cunlqui€ro de los dos sisterrns de postulados. 

Paro lo dcmostroci6n de los Siguientes teoremos de 

In aritmética de los números, cmplcoremos tonto los postula­

dos de Peano como los de Picri. En lo demostrnci6n dentro de 

nn sistema, los postula dos del otro sistcm8 se consideran co 

mo t~orcons demostrados. En el sistema de Fieri, adcm6s. el 

cero apa rece co~o un ttrmino definido en funci6n de los tér­

minos primitivos. 

TGorema XI,6~~ 1 a suno de dos números distintos de 

cero, ES diferente de cero~ 

D€m03tr:) ción.~ Por definición: suc x+suc y=.suc 

, " ( suc x t y). Coreo Su.o x y Z son numeras, su sume € s otro nwn~ 

ro y, por lo tonto, s Ll.C X + suc y e s un núme ro suce sor de otro 
J 

numero. 

El segunc:o Gxiomo de Euclides, puede demostr8rse en 

I n siguiente formo; 

Teorema XI. 7.- A í(x+y: z+y)~(x= z~ 
I x'p.i.... . ~ 

DeIrlostroción.. - a) Si Y= 0, se; tiene x~O= x y z+ O::: 

z~ por las propie ('"o é'~es c~ e I n SW1HJ. LU6 g 0 (y.-t-O-:2.+-01-':o-{1C::z-J. 

b) Suponicnc~ o que (x+ y:::; Z r y) ~(x=z) t tGnemo s que; 

X-t- suc Y= suc(;K:+Y) y Z t-suc y::::-suc (z-i- y ) t por lo tnnto 

cuanG.o x.+ suc y;;;. z+ SUC 't], l"csultQ suc(~+ y)-:;;:; suc{z+:v). O 

SNl xrY-= z+y, que equiv,:lE n x==z. 

e) Lu.cgo el tc oreID.:J ES vóliclo :rQxm todos los números., 

XIl.~ Pefinición cel procucto. 
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La multiplicación de los números natur81es, quede 

'~efinic'.9, co.,.o lo surta, o tra.vés Cl.c una pnrcja de c1€finicio-

Les. 

De f1nici ón XII,2.- .A (x. suc y= x • yt- x)
XJ 

XIII~~ Uni~n~cs poro l~ sumo y lo rnultiplicnción., 

:9c 2cucrto con lo (~efinición "le sumo: A (X+O;:X)4 
.X 

Js ~~cir, el número cero tiene l o propie~ad c'.e que puecc s~ 

fiarse n cualquier nú~€ro sin oltEr3rlo~ Por otr~ porte, en 

virtue ~c l~ ~efinición ~c cUltiplicación, SE tiene 

SUC O.:: x). ° sen que el núme ro suc ° tic ne In propie c18t de 

po~erse multiplicor por cualquier otro sin alterar a éste~ 

Estns propiedo(l,es (~C ;Los números ° y sua O, que resul t::m en 

lD nxiomótico ~e Pe~no y Pieri ~( los ccfinic iones ce sum9 

y pro~ucto, suelen est~blecers€ como exiomos poro 1efinir 01 

gunos conjuntes de entes nunéricos que incluyen o lús nQme~ 

ros naturales como caso particular. 

XIV.~ Prollie·-.oc"'.e s c~e l~ r:ml t,iplico eí 0n. 
¡ i 

TeOrE;ffiO :i.IV,l.- ii11 ~ror~uet;) '".C (es nÚLlerJS siempre 
,

Gxis te y e s otro nllL1C ro. 
J ,

Dcmostr8cion.- o) El producto ce un numero cualquie­

ra por cero es siempre ecro, por ~efinición. 

b} Si el procucto ~c los nÚffierJs ~ y y es un número, 

tor.:bién existe '<I es un nÚrncru el prí.J('luct::.. c"'.c i p'Jr el suce­

sQr dE: :l'l PLlCS por c~efinieióp- x· SllC y:::-x, y+x, y siendo 
J • J x, Y Y x n\.l4!.cr..Is, su SI.lL')O tOfL.blen le es, por lns propie(~ortes 

·--.c lo suco ~ 

http:n\.l4!.cr
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c) Por lG tnnt o , ~l c0njunto fe les númerus nntur~~ 

'lGS es ccrro~ ü n o sól o o In o ~ iciún, sino t Jmbi~n n lo multi 

plic8ci 6n. 

En vir t u.;1 -:"c que l [ls op(r~ ciGnc;s ~e SLU1lQ y rnultip1i 

c;lci8n entre v8 ri8S nÚIDer0s se conciben C Lim J reitcr.:JciJnos 

r~c l n SUIDO y rr.ultiplic8 ci.)n e.e c~us números, ck l o s te oremas 

f c existenci a que h€m~s dEmQGtrn ~ J se ~e~ucc que siemprE 

Gxisten y s on númer os l e s sume s y produ.ctos ae cuolquicr nú 

~. . t " Jme r e 1 J.nJ. ;) "~e nume r .JS. 

TE orcmo lIV,2.- .A (x. y= y. x}
)('1

J 

Dcm~str8 ci ~n.- [l) P~ r 8 ~c mustrQ r que el tc c rcma os 

válido cunn~J y~ 0, e s neccsori v ~cm Jstror ontcs el siguicn­

te: 

Te o rGWJ. XIV, 3... A (O. x=O) 
x 

De mostroci0n.- i) Si x:: 0, resulto O·~:O7 1 J cuol es 

ciert o por =cfinición. 

ii) Si Sup Jm;m~ s qu.e O· x:O, rEsulto que O· suc x= 

° · ~ u O. x:: 0,t O, se CI s uc 


iii) ? Jr l o t cnt J t 11 (O, x= O) ~ 

x 

Del tc orCID8 Dntc r i cr y ~c 1 8 ~ cfinici6n ce procucto 

sc:~c".ucc que A (x. 0= °.. x). 
x 

b) Suponicnc:;:; qu,c SC D cíe rt ..: qu,€ x. y= y. x. r€ sul to 

X <r Su,c y= suc y .. x. P n r ~J ~~e m\) strf) r est e t S E '":ernu'estrQ el sj­

gu,ic;ntc, 

TcorcP.1 ::: XIV,4.~ :y (Su,c x. y~ x. y+y) 

J)e r!1~; str :J ci én7 i) Si y=:. 0, Su,c x .. °=x- 0+0, J sen 

i i) Si se titne s u,c x. y.::. X" y+y, CL.I!: O SU,C' x· SLtC y 

Su,c x·yf-SLtC x, p..:r t efiniciSn, r c su'lto: suc x · sue y:=x .. 
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yj suc x+y. O seo suc x·suc y=x-y+suc(x+y), en vir t ud. 

' (~Cl te cremo XI,4. Por :J trn p.'JrtE J x· suc yt- s uc y =x - y+ x+ 

suc y, ~ sen x -suc y-j-suc y=x. y+suc(x+y), p8r 1 !J :lefini 

ci6n IX,2. Luogo : s uc x • suc y= x .. Su.c y+ suc yo 

111) Por in~u.cci6n7 El te ~ remo es v6lido porn todos 

l c., s "numcrJs. 

De o cu.cr:: ~) c ::.. n el te orema fJ nteriur 7 C OILO x. suc y::::x 

.y+x, y como suc y. x:::y· X+X7 o SEn suc y. x::-x. y+~, re 

sul t o que x· SLJ.C y= SUC y. x. 

e) Aplic~n~8 nu.ev~mcnte el principi 8 ce induccién 

El pro c"..u.ct ~ es :"..istributivJ s obn: 1 ;) su.mn 7 ~.c ncuer 

(: 0 c ún el: 

TccrCffi[, XIV,5 • .,.. 11 ,-x (yf z)= xy+- xz)
,xyz.1.. 

Dcm ustr8 cic'n... c.) 8ien('1. 0 y y 'Z (lOS nLÚner"s cuo l cs­
...,. ­

Q\liero, el tccrE:ma es v6li r1v cuun,r1 ) x=O, pllrque O (y+z)::. 

O y también O· y+ O. z:: O, 

b) 8u.p ::.ni€nC: t; que x (y+ z)=-xy+ xz, como su.c x ( y-f- z) 

x (yfz)+ (Y-j-z), p or el teorema XI V,4 resu.l ta sucx (y+z) 

x.y+xz f · y +z, 8 S e o s uc x (y +z) =Stle x. y + s uc x· z. 

e) P or l J t ont v J poro cuolqu.ier terne de nÚIDer0s, el 

prO~u.ct8 es ~istribu.tivG s8bre 1 2 su.~n. 

~ -" 1 '" " r 
. .t1 :crJ[]S, e pro·.uot " 'le nWl1er c s natu.rtJ les es esúciati 

vo, ...fitgÚn el~ 
.., .., 

TeorCilln XIV,6.,:" A ..,kx.y)z::x;(YZ)l
.>tyz L J 

~eI!lJstr:1 ción.~ n ) 8ienc.o y y ~ nÚmeros cu. IJ lesquiern, 

El te orcmc es cierto cunnc:";:¡ x =0, pu.es (O. y)z:: O y también 

b) 8i In pr:..piH1ac1 pcrtGnccc Q l ~ s ntlmeros x, y, z, 

i 
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pcrtEnc'cc también [j lus números suc x, y, z; en efecto (sue 

x.y)z:::. (xy+y)z. y por el teorema onteri\.ir (sue x.y)z::- (xy)z 

tyz. Por otro IQr,o suc x(yz)=x(yz)+yz; '-' sea que (SllC x .. 

y)z:: suc x(yz) ~ Luegü el te;Jrema es válido poro to(l~s los nú 

En 0tros sitem~s ~c postu13~os se t~ffi8 C200 axioma 

el: 

TeOr€[13 nV,7.- El proiuct~ :'.e (lOS nÚtlerJS r"l.istintos 
i 

r.e 	 cero es un núraero r:istinto :; € cero. 

Dcr.1cstrnción.':'" o) Por c; cfinición suo x. suc y;:;suc x 

J. y+ s ue 	 X9 Si x es un nur.1C; r0 cuolQuiCrf;, e 1 te "Jremo es ci (1";:: 

t u cu,::melo y:::.. O, puos se ticnr.: SllC x· SUC O=suc x- Otsue x, 

ü SEO SUO x. sue O: SIlC x, p~r lo c'lcfinición C~G Sl.ID.8. 

b) Si !. es un nú.rnc r..; cUf.lIquic ro, y In prvpi ec".nc1 se 

cumple poro "S, tnDbién se cur.1plc pnro SLl:C y. En efecto, por 

definición suc x. suc(suc y)::=suc x- suc y+su'c x. Como, por 

hip6tesis, suc x. suc y es (;istinto dc cero, resulto que sue 

x' SLlC(SUC y), suma do nÚr.1(;rus C. iferentes de cero, es toobién 

8ifcrEnte ~e ccrJ ~EgÚn el te crcmo XI,6. Por lQ topto, el teo 

remo Co8 v61ido pera t;y~ O S l os nÚtleros. 

xv.- Ley :~e 1....; cancelcción pero lo multiplicación. 
" i 

En algunos s iStH1CS de postuln:1vs que de finen c Gnju~ 

tos te "E;ntcs nUrHfric :J s, se tumo o veCGS Cí.J[lJ p'JstularL la ley 

de 18 c~ncelnci6n pnro 1 1 DUltiplicnción. Dentrc {el sistemo 

de Peono a ~c Picri , cstn leyes susceptible ¿E demos tración. 
( I 

Te orcn~ XV t 1."'1' .A :(x. suc y::::. z. SL1.C y)~(x= z» ) 
~\.! = ~ 	 ~ 

D(;f.1~ str8ci 8n. ~ o) Sean x y Z. nÚLicr-e8 cucl csquicra; si , 	 .,.....~ 

y:=:O, por un tG8rGWl yo C1C[l8stru(10 x, Su.c O:::; x y z. suc O~z, 

http:onteri\.ir
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luego x= z cucndo x· sue 0-== z· suc O. 

o) Si ~ Y ~, S0n trEs núm(rvS pare. lüs cuelES el tc.s, 

"1 0 

,.:1rEI:12 e S VG L.O t taQbiln se cuoplir6 para ~I suc y y ~; en 

(lf(;cto, cee;.; x· GUc(suc y)=x suc y x y z.-suc(suc y)=z. 

sue y+z, por la ley 1e le canccloei6n paro la SUL10 resulto 

x=z. ¡'uego el t(;~) rc[lQ es vnlir1;J pnrc t~1es les núr:;eros, en 

" =l • Jvirtu~ ~cl principi8 te lnc.UCClcn, 

El nl.."lnc re.; con.; SUCiO de uniC',cde s. 
; , , o 1 , ¡ 1. l i 

Supcngflr.12 s que hcr:.os "orc:eno~1c los nUL1cros naturales, 

principicm1 ~ een ce r~ y c.:,lC,Cfill(:j ¡: e :lllt inu1J el ón "te codo nu-" 
o " que en esta suceslon q~~r:€ ro o su SUCE sor.. Se 

.!I , o 1 " ces. Pueco entonces usarse pDrs c..cnor.1lntlr a es nurJcrJs una 


n otaci6n cu~lquicrc, Vg. lo (cciDel, 1~ sucesi6n scr6 Entcn~ 


Definición XV1,1#~ Se ~icc qUG un c~njuntJ cuülquie­

ro tiene n elcGsntos euan~~ es posible estoblecer uno relü­

ción biunfvoco entre l es ClEGentes del conjunt '.) y lJs nW:le­

ros ente ri ore s n n en lo s uce si ón ':le l o s núLler;,:¡s noturoles. 

Tecr€L1n XVI,I,,- T::::1c: núr:;cro ~t :listintv 1e cero, es 

igunl a 1:1 SUWJ ~1e n unic1.8des. 

Denc:strr. ción.- El tCL,r€r.lD es EJvin.cntc p~r2 1::3 unicoc..... 

" si n es igual ~ In Surit::1. € .!! uni '''1ac1e s, COrJO n+ sucAc:er:Jos, 


O.:;::suc n por c'.. efinici{n, result': que suc n es igu~l D lD 9.1­

fJlJ c;c Su.o n uni:;a(es. Por lo tnnt..). el tcoreLlc es válido :po... 


ro toj8S les nruJCrOB cistint8s de cero~ 

' 1 

En virtu1 ~el principi~ ~c sustituci~n, resulto el 

siguiente ¡ 

http:tCL,r�r.lD
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Te; orcf..l~ 1.'11,2... Lo s urJO de d0S nÚDeros !. Z' es iguol 

Q lo SUDO c1e x unic1a2.€S cós ln SUDO c1e 1. unidndes. 

Toore[lQ XV1,3.- El producto de d;;s nÚIner..;,s distint0s 

de ce ro ~I 1., e s igual 1) lo' swrm de 1. nÚL1e ro s !.. 

Demostració:p.- o) El te orew:: es ciert~ cuolldo y.:::l. 

pues por ln definición de producto .A (x· l:::.~). 
-'( 

" 

ros ~~ cur.10 se tiene que x· suo y=xy-j-x, resulto x· suc y 

igualo la SUf.11) ce suc y nULler" 'JS ~. O sea que pnre todo por 

p'e " distintos de cer:) se cUL1ple el tcorer.lD~ 

b) Si ~l productc xy es igual Q In S~ln de Z nuoe­

nuneros 

Corw conSGCUCnCÜl de In propiecl.nd cc~utntiyo d.~l 

produc-t~, es valid o tonbictn el: 

"Tcor€rlQ XIV,4.t ":r :Sl proc:'ucto de c1..os nur.leros xy, es 

igunl o ID SLtCl::: ele "X'nUDcros z­

XVII~- FjruGciúh ce l~s ts1JloS dE SUWlr y L1ultiplicnr.. 
• ; . ( . ' p . , ' ¡ ,; 

Lo n0tncién, cu~lQuiGro Que ella seo, 0S unn ooncro 

c.e hacer corresponder un sign.; 8 c8do un~ '1e los mloer.~;s, de 

t;ü r;¡npcro qUQ a cnda núucro C;)rrcsp\Jne.o un sel..; Si¡n.8 t coc.G 

signe cúrrGspcn1a o un sülu nÚDcro y se puedo s.abcr inLlcdio­

t ,:r.:énte qU(; s ignJ c~ rrc sp8nc1c 01 suce s vr de up. nÚIJerí.> cuyo... 
signo SE; c :.>n ooe ~ Les c ~'nJu.ntcs c"'.G igualc,oG.es qu:e f;Jrr::on lns 

toblns de SUfJ.Qr y uultiplicilr puec~en ser est::blecir10s a por­

tir t e 103 'Jxi:;r:ns '~€ los núrJeros nctur'Jles, 

SUpJngOf.WS que se trD t[), pe r e j €Gpl;J, "le r~euJstr[t r 

ID igu'1ldQ~'. 2+-2::::.4~ Sustituyenc1u lús sign::.s pur su de fini­

. " c~o:n, In igunl'::'n:l se trrmsf ... rn8 en estn otr8: sue(suc 0)+ 

suc(suc 0)-= suc Ssué" rsuc(suc O~ ~ ,Aplicand o la c:efi ni eión 
l - "'J 

r~c SUCO rE:i te ror'l.GLlente, el priD€r térrJinJ 8e c ~nvic;rte de lo 

http:SUpJngOf.WS
http:igualc,oG.es
http:propiecl.nd
http:tcorer.lD
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siguic;ntE: Gnncrn ~ SLl:c(suc 0)+ suc(suc O) =sucl SUC(SUlC 0)-1­
r- 1 r ..1... ,1}

suc oJ, 	pcr;::¡ sue Lsuc(suc 0)1- suc 0.1 == sucLsucLsucCsuc O}j ~ 

En la LlisLla forDa, s i se quiere r1eocstror que 2· 2 = 
4, bns t n con apliC'~r rcitern0.G r.Jcnte la c.efinici~n ~1e pror.uc­

t o: suc(suc O). suc(suc O}::: suc(sucO) • SUC otSLlC(SUCO), o 

se o suc(suc O). sup(Suc 0)= suc(suc 0)1' suc(suc O). Luego
( - , l 

suc(suc 	O). su~(suc O)::::SUCtsuc[suc(suc O)J j. 

AVlII.- Dcfinici~n y prcpie-:'.~Y~€s r:~e las pot~ncins. 

LDS p otc;ncic s r:~ e l e s mll.1CrOS se ~: efinen en la siguis!: 

te for¡:18: 

Definición ;...'VIII,l .... T 8,:10 nw::¡cr.:: c~istint 0 ~:' e ccr8 t 

G1cvi; d~ :) l :J potencia CE r o e s igu.'J1 [) l e: unicl[)él.. 11 (x9.. suc O)
X-t \) 

Dcfinici'::n l.rvIlI,2.,.. Tocle· nÚLero ::1istint.J ~1.c cero, 
, . 	 t t 

elcv.'1c:'.J 	 a uno p otc;nci:.: igual e l SUC6s ~r c:'c otr l.- núr-1ero t e s 

~. " i gu ;j l [.1 prüc.uctJ :1e1 pri n Er nUl:lcr .J p or e l r.' lSD O nULler o ,le­

v :..)(:'...., a uno p ~t(nci o ibu~ l 01 scgUll'~,o. 11.).. (~\sucy.::: x. x
y

) 
r" 	 .x.~ o 7 

Tccrc rlD 	 XVIII.1 .... "(~V ( (xj: O)~~ (x~ z») 
~ t ." TI ~ fO o t J 1O.JlJ€ LlC S r _ cl ün~ .. .1:c;r c. e lnlC1 Gn CX1S € y es nw.¡ er.:.. El 

p;;tcncia ccre -1e cUL!lquicr mtccr.) -:"l.is't;int ..) r-:e cé~o"r k:1H1ÓS t 

si existe 1 ;:: pDtcnci~ xY , en virtud d e que x\sucy= x. xY es.,... 
- J "J e1 pr;)~~. uf:t (; -~e ~ .;:;s nur.lcros, sieG;pre sern un nULier\.i . Luego, 

. ~ .. ~ ,
por lnc. uccl cn, C;;1 t( ~ rC rlf) es v rü i c1:- • 

.,. y z y+z
TeercD:J XVIIII2.~ Ji. I (x±O)~(x • x ::: x ' )

:xy:e L f 

DC Dostrn cién."'! o) P cr r'. €;fin.ici én x c. x~ suc 0_x2, o 

o _.-Z Z J o+z ~ 
se o x .x-==: X ,A:l.. co [}s x :-~Lucgo (;1 tc .:. rcr.;[! es cÍGrt8 cU!Jn 

do x:::::O. 

y z y+ z z
b) Si s e tiene x • x :::::: x , resulto x\sucy. x = 

y z z y+z
x • x. x • € S c~o ci!,.. x\'SUCjT. x :::: x • x ; e SCD, por I n de fi 
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. ." znlClon de potencia, x\.sucy. x = x\-suc(y+ z). Luego x\sucy 


z ;;v ,
' . x .:;:: .,.,\ s ucy+z}.. Por lo tant", el teClrer::lS es ciertJ para to-
L 

dJS los, Jlur.16r~S naturales:. 

Teorema XVIII,3.- Tud CJ nÚr.1crc, elevad,) a una pcten­

eia distinta de cero, es igw:¡l al ¡;rvductJ de s{ r.1ismo un nú 

D~ro de veces igual a la potencia~ 

" S'/ 1 • f' .. ,/D 6r:10S t ra~ i ~n~- egun a oe lnlCl.Gr.L, x\sucO=x. Tam­

bien según la d€finicién~ x\sucy: x. x Y es igual al prc;dl1~ 

t c.1 de 1:.. llÚrJ€rCs !.~ x\sucy resulta igUal al pr0ducto de suc y 

n~meros x. Ll1egc el te orer::la es verdaderj, por inducci~n. 
~ 

XIX. .. - Integridad del si tetla de Pieri. 
t. 1 

Dad :; un sisterm de :p~_'st uladGs y térr:linvs primi tivos 

pu€~en presentarse d~s cas os opuesto s. O biGn el sistcDa no 

adr.1i te que se agre gucn ;:; tr.)s exi OtlaS, y entonces se dice que 

e s un sitena cODple t :) ; ,J bien Gs p ;)siblc f orDar J tr ;::; s s iste­

n as qUE incluynn 131 sistc ca c..;nsiderado. Desde un punto de 

vista abs clut ~, u.n s istcr.,a se r{a cJr.lplo t~ cuand o se pudie ra 

de rlí:.. strar la verdad v falsedad de t oda prc..p~sici~n referente 

a lc.s térn in Js priuitivús. Una dC Doslraci:n de este tip~ nu 

se ha ccnscguid ... ho cer para el sistC;Ll8 de l os nQr;,eros natu­

roles; pcr _~ desde un punt e de vista f .J rLnl, se c;..,nsidera su.­

ficiente la dCL0strnci~n de Qu.c cu r; lquicr sistc[}a qu.e satis­

f agn lus p cstu.lad c s ¿el sistGon uriginol es isoD6rfico con 

'ste. Se Entien¿e por isor orfisDo de (os sistEDüS lo posibi­

lito¿ [o est8blecer un8 correspond enci n biunívoca Entre los 

ele o cntos ::'.c los sistCJDS t 'l l quc, cuon:'o se verifican oper;::. 

ciones igu.oles entre clen cntos correspondientes, los eleoen­

tos resultnnt€s se corn:spontcn. 
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Teorema XVIII,l.- Todo sistema de elementos que sa­

tisfaga los postulados de Eieri, es isomórfico con el si ste­

ma de los nWneros naturales. 

Demostración.- Supongnmos que se tiene, definidas me 

dinnte un sistema cuolquiera de axiomas, un conjunto ~ de en 

tes, entre los cuales existe una rElación que puede hacerse 

corresponder a la de sucesor y que satisfacen postulados se­

mejantes a los de ~iGri. Se Establece una relación biunívoca 

entre estos Gl~mentos y los elementos de la sucesión de los 

" en la siguiente: cero corresponde alnUffi€rOS naturales forma 


elemento de s que no es sucesor de ningún otro elemento de ~,
-. 

uno corresponde al s~cesor del elEmGnto que corrEsponde a ce 

ro, y 3Si' sucesivamr;¡ntc. En virtud de ~e se ha demostrado 

qua <;s posiblE ll.egdr a cualquier número empezando con cera 

y €mpl~ando la rGlación de sucesor, la correspondencia ante­

rior est ~blece una rela ción biuni'voc~ entre todos los nWme­

ros y todos los elementos de ~. Esta relación, adem6s, cons­

tituye un isomorfismo, porque~ en virtud de la forma camo se 

ha establecido, si dos elementos se corresponden se corres­

ponden también sus sucesores~ 

xx.- Definición de lEJS rel:"}ciones de orden. 
i 

Definición XXJl,~ 
; 

Definición XX,2~~ 


Teore~a XX,l.- A 

l( 

DemostLJC i ón.- De ncuerdo con 18 defin ición de s uma 

x + s u e O::::- s LlC x t 1ue go x <s u c x. 

Teorema XX.2.­

Demostr~ ción.- Si x~:y, por definición existirá ~ 
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tal que y:::: x +z; sumando a ambos lados suc O resulta suc y 

::.x+suc z, y por lo tanto x <SllC Y. 
1" - i ') 1 

Te ore ma XX, 3. ~ A 1~ (x <y)/\ (y.( z)j ~ (x <z ) ~ I 
)Qf :z.t•••:l , .J 

Demostración.... ;Por definición y=::. x+Ut siendo u=f 0 , 

y también ~::- y+v, siendo v+ O. Luego y+v =x+ u +v, o sea 

z:::x+(u+v). En virtud del teorema XI 6, z=x+w, siendo 

w*,O. Es decir que x <20. 
I 

Teorema XXt4.- A (x<y)~(x+z<Y+z)]
XV4' 

/ .... 
Demost:ración~~ De y= x+u, siendo uta, resul t a 

y+z=(x+z)+U t o sea x+z<y+z. 

Teorema XX,5.- x}L (x <:y)~(y<tx)] 
Dernostración,- Supongamos que x <y y también y <x; 

tendríamos entonoes y=x+u, siendo u:l= 0, y ~:;:y+V, sie.!!. 

do v:f=O~ Eur lo tanto y-f-v::.x-J-u+V, en virtud de la prim~ 

ra igualdad; o sea x==-x+u+v. en virtud d,e la segunda. Pe­

ro, por el segundo axioma de 3uclides, que ya demostramos, 

resulta u+v;; 0, 6S d.ecir u±O y v~O! Luego si x<y, en 

tonces y(x. 

De finimos J por inducción, una clase de núme ros que 

llamaremos ~conjunto d6 n~ffieros posteriores a X"l correspon­

diendo a cada número natural ~, de la siguiente manera; 

Definición XX,I,- Suc x es posterior a x. 

Definición XX,2•• Si L es posterior a ~, entonces, 

suc y lo ES a x. 

4Teo1. c;ma XX,6... 11 ·r(x± y) -?rj(x post y)" (y post x)_fr
~ \ xy,! t. fJ 

Demostr8·ción,~ a) Si x::;.O y y-=,O, entonces y post 

€~ virt~Q d€l principio Qe ind~eción. 

t) Si x:f;y,!!. es posterior a 1 o 1:. es posterior a 

~t entonces ~u~x €S posterior a y .o suc y es postErior a ~, 

x 



- 34 .. 


seg~ sea el caso. por la definición del conjunto de nÚperos 

posteriores a otro. Luego, en general, para cualquier pa reja 

de números la propie~ad es válida. 

~ los teoremas XX 1 Y XX Z, y de la definición del 

conjunto d~ nWmcros posteriores a ~ nWmero dado, S6 deduce 

el siguiente: 
. ~ 1 
Teorema XX,7,- A l(x<y)~(y post X)I

" ><'j .J 
POdemos, por lo tanto, enunciar el teorema XIX 6 en 

e sta ot re forma: 

Teorema n,6a ... 

X¡I.- Los números 
i ( 

como 
¡e 

miembros de un conjunto bien 

ord(nad~. 
P. 

En virtud de los teoremas XX 3, XX 4, XX 5 Y XX 6a, 

podemos afirmar quo 18 relación<.ordGna a los nWneros natu­

roles~ 

El principio de inducci6n finita puedE adoptar for~ 

mas que aparentemente son distintas al enunciado general que 

se ha dado, pero que en el fondo son idénticas a él. Por cje~ 

p~o, considerando lo propiedad de un número de que su suce­

sor tengD determin8da propiedad, :j;'or sustitución obtepemos 

el siguiente enunciado: 

Todn propiedad que pertenezca 01 sucesor de cero, y 

que pertenozca al sucesor de un nWmcro que tenga Gsa propie­

dad, pcrtcncpc a todos los números di stintos de cero. 

El teorema 7 del párrafo anterior nos ycrm1t~ esta­

blecer cst~ otro forma del principio d( indQcción: Todn pr~ 

picdnd que pertcnGzc~ a un nWmero x, y que pertenezca al su­
~ 

cesor de un númEro que tengo ~sn propiedad, p€rt~nccc a to­
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dos los números mayores que ~, 

A su vez, cst~ enunciado' nos p€rmite probar el s1­

gu.icnte: " . 

XXltl~ D[\do " que otro "Teorema un numero 1.. mayor nwne­

ro x o bien y ::suc .~, o bien y =su.c z, s ienclo ~ moyor que -' 
x • . . . " 

Demostroctó~.~ a) El teorema es vnlido si y=. suc x. 

b) Si el teorema es v61ido poro Z' el suc y es suce­

sor de " por lo tonto. el teorema esun nW:l€:ro mnyor que 3. y J 

v61ido p8r~ suc I~ ;Lue go el teorema es v61ido para todos los 

"nllILoros mayores qU6 x. 

Lo clase de los nú~meros nat~rclGs formo un conjunto 

bien ordenodo por lo relación <f como 3e demu€stro o conti­

. " nUCClon: 

Teorema .xxr,z.­
Demostra .ción~~ Sea!!. una cIesc de nLÚneros cúalquiero". 

Formando uno close s· con todos los ~l€mcntos de s y todos- ' ­
los elementos poste~ior€s a los €lemcnt~s de ~, de acuerdo 

con el cuarto postulado de Pieri, habrn cuando menos un ele~ 

mento z de la clase 3 1 ~U€ no será sucesor de ningúno de los 

elementos de cstfJ cl ;s<:. En virtud del teorema XXII, z no 

se rn" tampoco mayor que ninguno de los elementos de .!!',o seo 

que será menor Que todos los dcml!s 'clementos de cs~o clase ., 

T por lo .topt .o. que todos los elementos -de s,• .Ademós, este 

" .elemento ~ cs ~nlCOt PUp.s otro elemento.~ que tampoco fu€r~ 

mnyor que ninguno de los elementos de !., sería igual forzasE., 

mente. o ~t pues na pOdrí'c ser ~ mayo.r qu,c w ni ~ mnyor que z. 

XXII,· Relaciones Inversos. 
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Defi nidos por inducción los operaciones dE sumo, m~l 

tiplicación y potenciación de números, se pueden definir re­

lflciones inv~rs8s en ln s'iguiente forma: 

Definición de diferenciü XXlltl~- .8 íCx:::-y-z) ,:t:--~ 
'<"Z r'./ ' 

Definición d€ eociente XXl1t2.­
í l/. I 

p, / (x::: ~)" (yz:;r:. °)~(y:::: xz )J 
)('1...... ...... 

'De finición de r :: iz XXII ,3.~ 
r ~r z I 


.1~ I (x:Yy) .1\ CT.I:.:t O) ~(y-: x ).Jí 

.A'jZ'· . 

Est f:l s rEl::¡ ciones no son en re,':. lidsd operaciones. No 

lo son porque no constituyen re18ciones fu ncionalEs. En vir ­

tuC!. de l ;J S condiciones de yz-=!=-O y xYfO' !;n ln división y 

en l o r nClic,; ción respectivamente, se puede dEmos tr~ r qUG dos 

números son igu21cs cU8ndo son diferencio o cocientE de los 
• Amlsmos numeros., o cuondo son r~ iz dEl mismo grado de u.n mis­

.1 _ 

mo pumero. Pero no se puede demostrar qUE o cada parejo de 
.1 

numcro~ eorresponco una oifercncia, un cociente y una ra i z. 

De he cho, en el o']so de la dife renci~ hemos demos' trado que 

solomente existe cuando (1 primer nÚm€rQ es posterior nI S€~ 

gundo y que, si o;istc l a diferencio entre "un rurr.cro y otro, 

no existe la diferencin entre el segundo y El prifficro. 

XXIII.~ DefinicipnEs. 

Genera l mente, l os definic iones de nuevos ttrminos 

E.: pr.:r.ecen en uno ciel1cifl deductivo b _~ jo 12 forme de GQuivi • · 

lenci s s •. Un ejemplo lo Encontremos en l e definici6n de cero 

dentro de los sistcm2s de ~xiom8 s de E ~doa y Pieri. L8 pr i ­

mer~ parte fe l o ¿c fi ni ci6n es un2 función proposiciun~l cor 

t ~ que contine ~l tércino ~ ~cfinir y 1 8 se gundo es otr8 fun 
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ción proposicional quc contiene únicomcnt€ términos y r(l~­

ciones ?revi ~ mentc ~efini~os. nmb Js funcion~s pro?osicion~­

les cst8n ligacns por una expresión que establEce l~ (quivo­

lcnci ~ ~e lGS ~os. Toobién lss rcl~ cioncs pu~jcn definirse 

me(i:::ntc cquivolc:ncLs. 1 :) rCl::;ción -< se he r'efini r~o de ese 

mene ro; 18 opc r,-~ c Ión +, en c:.::mbí o, SE te fini ó por un procE­

~irni€nto complctoDc ntc ~istinto. Se est ~ bleci€ron ~os propo­

. l'" ~ ~efinir y se c~mitióslciones que contienen ~ operoclon 

l e vnlide:z (e €s r:~ s prof'osiciones, sin r::~mostrr~ción. 

To(~o tcorcr.1.J que contEnó" -' térmirlos o relrciones (:ef1 

iü::=.OS me; c~i Gnt e € quiv .::¡ lE: nc i r.: s, pue(:e rE:(' uci rse inmt die tCI!1(n­

te ~ por sirr.:,:.le sustitución, [: un teorenl-:: cnunci .:~~ o sol.'JmE::nte 

en funci ón :'tE lo s tGrL1inos y re; 1::: c iones pr:i.oi t i vos ~ Si el 

teo ;n:; r.12 E8 ve::r:-:cc:cro y I r: CiC:::1Ci~ c1eductivG completa y COtlpE,. 

tibIe, ?o~r6 sico?rc ¿CDostrc rse por infcrenci~ bns~n~ose en 

los e :~iom:i s.10s tE:orc r:l:: s q,uc contienEn términos o rcL::cio­

nes dcfini~os por el sC5un~o procEdimiento SE femucstran e 

pcrtir del sistema ce axiomas originalES, c ficionn~o C8n las 

proposic iones que se cdm itcll sin ~Emostroción. 

l?:Jrc g::Jr .::mtiz ::l r que t.¡n:~ ,:~(finición por cquiv::1enc'i:n 

no pueee ~on¿ucir e ningun~ contro0 icción, es neccserio ~ e­

r.iostrc r que El t€rrüno f.c fini do ex iste; o sce que 1 :3 función 

proJosicionol E:ople 8~u per~ (efinirlo no es contr~(ictoriQ: 

IÚÜCO, es r..cces :.l rio ~~ CLostr,J r que sólo un clcraento s .'J tisf:::JCE 

l o t(fini ciól:' . 1 '~ no cont n::r". icci ón de l e función proj?osicio­

n~l ~UG~C cst :Jlcc~rsc }or int(r?ret~ ción, ES ~Ecir Exhibicn 

(~O un térr.1ü:c -::(fini'"'.o prCVi 2tl€ntc que s :.· tisf~:g::..; In ::"~€fini­

http:teo;n:;r.12
http:sirr.:,:.le
http:i�::=.OS
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ción. En El caso (e 13 ~Efinición ~e c€ro, In cxistcncin ~(l 

ente ~€finido SE si6~e inmccintcQcnte cel t(roer postulndo 

n.E I2~on •. Por lo tonto, bcstó con ccruostr3r qLl.E ese elemen­

to es ~nicoJ pare gnrüntizor le coopatibilidn~ de la ~efini-
• .1 .1 ¿I .1

elon. Le rel:J ei on < qUE ~o ~.€ finic, :: eDplc f~ nt o uniccr:1entc ID 

ope r ~ e Ión +, 1::1 ~~er:!o strc ei ón tE exis tencic SE oLli tió por 

obvia. 

Un~ ~ismc fefinici6n ?ue~€ establecerse por nmbos 

procef.iC1ientos. El teOr€[:.18 X1..,7 c'.ulU€strQ Ll equivolencic en 

trc: l o rell:ción)y 1:1 rel.::;ción "posterior .: U ~ . .Ahor8 bien, ES 

~l COSO qU€ l o prir:1Er2 rel::ción se c1cfinió Ll€c.i.:mte uno cqui 

http:teOr�[:.18
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SEGUNDA PARTE 

XXIV •. - Construcción de la teoría axiomé.tica de los enteros. 

Hasta ahora~ nuestra labor ha consistido exclusivamen 

te en establecer una serie de definiciones y demostrar algu­

nos teoremas simplemente mediante inferencia a partir de los 

sistemas de postule.dos~ que se demostraron equivalentes. En 

le. demos-c:ración de cada teor'ema~ se ha aceptado como cien­

cias previamente establecidas a la lógica formal y a la teo­

¡'>fa de las cle.ses. Las demos'1;raciones se ha.l1. 1imi tac1.o a es­

tablecer la ver'de.d de una ~')roposici6n aplicando las reglas 

de il1fere~cia en los postulados origina1es~ o bien a proposl 

ciones deducidas a partir de ellos. Se ha desarrollado pués~ 

un proceso absolutamente o.educti vo . 

Sin embargo) desde el párrafo I señalamos que as! co­

mo 1e.s Pl"oposiclones de una ciencia o.eductiva se clasifical1; 

hasta cierto punto~ en 1.1.11a fOl"ma arbitraria dividiéndolas en 

postuladas y teoremas? de tal ma.l1.era que aquello que en un 

sistema anarece bajo la for'r..1a de postulad.os puede presentar­

se en otro bajo la forma de teoremas~ e.sí también los siste­

mas de postulados 110 forma.n entidao.es absolutamente aisladas 

e independientes. En efecto~ se hizo notar que el conJlli1to 

ele Dostulaa.os de una ciencia a.eductiva Duede encontrar U:'la . ­
L1tel"'pretaci6n de~1tro e.e otra ciencia distinta, y que eso 

equivalía a demostrar los postulados de aquella como teore ­

T!1e.S <le ésta;> defi:1iO¡1<lo previame!1te los términos primitivos 

a.e una como términos derivados de los términos primitivos de 

http:Dostulaa.os
http:entidao.es
http:postulad.os
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la otra. 

Esta re1aci6n entre dos ciencias deductivas, puede ­

observarse en otra forma si el proceso se efectúa en sentido 

i~verso. En este caso se tendrá un sistema de postulados y 

de términos primitivos constituyendo el fundamento de una 

ciencia deductiva~ y a partir de el~os se definirán los tér­

minos primitivos de una cie~cia nueva. No obstante se esta­

blecerá un nuevo sistema de Dostu1ados independientes~ y la 

ciencia. deductiva asf formacIa se demostrará cOl'lsistente] 

aceptando ta~ s610 la compatibilidad de los postulados de la 

cie:1cio. ori3'inal. Dada una ciencia deductiva] no s610 es po­

sible hacerla crecer constantemente agregá:1.dole nuevas defl 

niciones y demostra~do nuevos teoremas~ sino que también es 

~osible obtener de ella nuevos sistemas de postulados y tér­

minos primitivos que consti tuyan nuevas ciencias deductivas._ 

Llamaremos número entero, en genera~_~ e. tode. pareja 

de números nature.les~ establecie:1do las siguientes definiciQ 

nes: 

Defi nici6n XXIV,l.­

x_~ [{(x,y) = (z;w)} ~(-~)o (x+ w= y+ xU 

Defi nici6n XXIV,2.­

x!:' [{suc (x,y)= (Z;W)} +----------(x+ w+suc o=:y+x)] 

Definici6n XXIV;o.­

)(,~ [{sim (x,y) = (z~w)} +-(--+~ (x+ z = y+ w)J 
Las definiciones ru1teri ores permiten expresar cier­

'cas pl"opoai ciol1.eS sobre las parejas de números naturales en 

términos de nÚmeros naturales únicamente. 

La i[;'ualG_ad clefinide. nediante XXIV,l es también una 

http:ciol1.eS
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rclnción ce equiv~lcnci 8 , ~0rquc se tiene: 

TGc;rErJ~ XXIVJl.- ,.~ ((x,y)= (x,y)] 
.". f ..... 

DU1.:-striJ ci ón. - De, ; cllcrC: e e l.,n los prüpie ctnde s :-~e los 

mlo6ros notll:r~31es x+y:::y+-x, que equivale al teorema. 

TCOreL1::l XXIV ,2.-../ .. [{(x,y) =(Z,W)}<-»~(z,W)-= (x,y)}] 

~Emostroci6n.- La p~im€rn igualdad equ i vale D lo si~ 

guiente ~ x+ w;:- y+z, que también equivalE a In segunda. 

TECr€m~ YJCIV,3.­
". 'i r I ( ¡l

A ¡i (x,y)=(z,w)~ f\i(z,VI)= (r,s): ~¡(x.y)= (r,s) r I 
x ... . ~ '. - L _' .. .... . ' 

D6rnüstrnci6n.~ De 18 ?rimcra J scgund~ iguoldodes se 

eb t i ene que x +- VI =: y+ z y z ¡S::: VI 7""r, sun1eudo estos igll[;:!. 

d.ad€s resulta x+-s= y+r, que €Quiv.J le n ID igu:Jldod que se 

quiere 6Effiostr8T_ 

Si 11[1[jnr:.1os N :11 c;::-njunto de todas l:.J s p~rcjf.)s de mf­

meros naturales, en vir tud de lcs definiciones 2 y 3 reslll tnl1. 

(i.ridcntcs los~ 

Tc::rc m:\ L~IV,4.- A í (x ,y) E N~ suc(x,y) E N1 , x~, . 
Te ürU:1C XXIV,5.... ;. r(:::, y )F.N-->-s im (X.,y) [. N7 

¡ .xy '-. 
~poyDndosc (TI las definici one s dodos, se demUEstra 

t ~mb ién l os te~remDs siguientEs: , ( , 1
Tc¡orH18 XXIV,6.- Al sim ; sim(x,y)f::. (x,y) . .'\ v...... .J _ 

DcDostr~ ción.- Sc on sim(x,y)~(p,q) y sim(p,Q) 

(r,s), en virtud de l .<:! defi nición 3 se tiene x·~P::::.Yf- q y 

p+-rz.q+-s~ De estas aCls iglla ldad.es result2 x+s =-y~-r~ que 

dE.: c cuerd ': ~ cm 18 ¿cfiJ:..iciól;' 1 equiv.J le n (x,:r)= (r~s). LLL 

1 J cu~l QUE c,n d€nlI.J 3 tL::C.1) el te 8re EU: . 
.._.... -1 

,.-( - ( .,.- '1 ~ I 

T€í.Jre rJ;) XXIV,7.- f, ¡ ~ sir') suc:sir,11 suc(x,y): \: .. 
I =(x,y) ' 

}, 
--:.t .: 

s u e (~ , y) =- (p , q), s im ( P , q) =- (r, s ) '1 

suc(r,s)=(u,v) y sir.1(u,v)=(z,w). Bnt:mccs, x+q+suc O.::: 
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y 

m::::nCl;.. ESt.'JS iguiJld~des resulte x-rVJ==-Y¡ z, que equiv81c n 

ln igunlc~d que se qu~r{o demostror. 

Teorer.1n XXIV,8.- A (' E ~- sir:::(x,y) =(x,y)L]
X!....y/_ _) ...' 

Denostr8cién.- Bn cf€cto~ see x==y; se tiene entcn­

ces sim(x,x)=(¡>,q) (;.e d;;r:de se sigue x+-q::-x -j-p que equi-

Tccrecn XXIV,9~- A r~ sim(J.:,y):::.(x,y),4s i m(z,w)=( z, 

'( - -, /~ , ... , :. 


VI) !- -- -:.. ; (A,y) ::- {z ,\'1) ( f 

) ~ ¡ .-~ 


DCD~str~ci6n.~ ~e l ~ prioerc igLl::ildoc1 resultn x=y 


y c.e lo segunco Z::= w~ lu€ go ;x: +z -= yt" 7. 

) ,.'¡ 1
TeOr€DD XKIV,lO.­ s --:,. sue ex,y t. Sj 1/\ 

,. ' ," ¡ " 

A ~ -: SLlC(Z ,VI) E s ----? '(Z,1,7) 
::':.t.,I", ... 

DC8~str~ ci én~~ Scc s LlnJ clcse de pa re j os TIC 

" t".I;J 1 te;::lS 1ro CUf:llI.·.J De nos un E: eDEn c. (x,y) perteneciente [) ~. 

E~ virtu¿ [G l~ s ~Gfinicivncs 1 y 2, 1 2 priDera iDplic~ci6n 

cquiv¿üe o decir qllC si (x,y) pertenece o ~t t:.:obién pertE­

nce~r¿ ~ s (sLle x,y), pllCS ( sue X,y)==SllC(X,y); la segllndn 

ioplicocién, p;;r Sll pf:rtc, €qLliv~le o dEcir qLlC si (x,y) pE~ 

tcr..€ce !} ~, t ~obi{nl::Ert€nEccr6 n s (x,suc y), yD que suc(x, 

sucy)=(::;;:,y). Si x=y, pertE:rlE.c(¡ G E.. lo porejn (0,0), pc.,r 

ser (O,O):::(Xtx)~ En el c o s.) :~€ QU( x/y, t8mbiéE ~JC rtEnEcO 

n s L 2 pGr€jo (x-Y,O); lLlego, 8pliconc:~ el ?rincipi~ C~E i~ 

.., • " Jc.Llcc1.m, qLledu (~€r!l¡)str.:1do qu.E:: t~:JrJbien pertenece n ! cll.c l qu.i €r 

p :_ l" €j" c:e 1 :: ronJo (x-y,z), y en p~rticu.L_ r (x-j; .·~ · -~ 

(0,0), ?0r Lln rnz n.']LlÍeLt..; ic1Ént i c-J se C~€r.1U6str~-' r:U6 C U .'JI)!lCl 

x<.y, pertenece n ~ l o j?~r€j1J (OJO)~ Lueg .:.; sfe L)::¡ re IJertenEcE 

[] ~ esn p.:.!re j8. A:l.:llic::.r~:'~ ::h~' r J el principi~ (~C in:".Llccién r~_ 

sult8 que ~ ccntiene c~clQLlicr p~rejo ~€ nQc€r~s, e seCo qLlC 
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Les tG 2rH:lt:: s 4 n 10 r~el p6rre: f8 e nt€ ri or se h~r.. (~ED'::S 

tr~ d ~ 8 ~crtir (e las ~efinici cnEs ~cl ~rcpic p6rrnf~ y ~c 

l ~ s p ~ stulc~~s ~tl sist(Q~ (e lJS n&lEr~s n~turnlcs. Er.. vir­

;¡ ,:l 1 t f 1 ,l1 1 " t· t It . .t U~l _, E c~n:.!c er :,rnn , . C cs-:C r.1 ..... s r~ eL-'nEs tHJ € W ) leas, 

pn r .:.: €stutinr ~l c ~ nju.nt'"' c:e tc.;rCf.18S qUE :pueden __ btcr..erse 

€xclusiv ::: r.lcnte o :tJDrtir ~e 1 0s t€vrH1CS 4 a 10 c~cl p6rrnf ;:; 

[J nteri.::r, n", es nee€sQ ri~, nu.nque si€ n pn:; SE O p"sible" recu­

rrir :J l os p üstu.1G~~ J S (~e 1 - s ELlr:.JE rc.s r . .::: turolc s y D las r1c fi­

n iei cnEs ~2 ~~ S~ Bost l r6 9 J D hncer Dbstrc eci~n ~e l~s s{o b o­

1 ;:'8 qUE r€pn:sentOl1 8 l GS ?~n:j [1 s :;e nLll:;€r .... s nntu.rolGs En 

es r: s siete prc:J.:.. sici .::-ncs, c JDsiC:cr 8 r1~ s C OLle funci~n~s pr op~ 

siei cmücs y cc.mTcrt ir1 8 s~-~cspués L:U'. i ::mt~ l ::: s cuontificcc:J­

rGs neees~ ri c s en ?rc p csiciJncs rclntivns o l~s entes ~e uno 

cl fl se qu.e se: cor..sitcrfl e.e fir:i c~ 2 L1ec.i ..:-:ntc el si s t(: :;jL' :~e prQP~ 

siciones, y entre l e s cu~ lcs existEn rcl~ ci ~ n€s ~(fini~~ s 

t ~.L1b i ér;. e t r r; v és t e e s E s i ::3 t €1.18 lo 

::Jn est e f J r D:': , :::-b tém¡ Q'-:' s une nlJ.CVG cicncic ':".educ t ivc 

cuy~ s tÉrrüncs pri:-J itiv 'Js s ~:m: 

TÉn.i Íl:'-- AXV,l.- 1:TLÍu cr:..- entero , rcprcs c: nte:cL :p ~ r N, c.? 

rre sp úndlendo !J l e: cl¿:8E C~ € l e s PQ rej :.; s r:~€ números n~turslGs .. 

TÉrrráno XJCV, 2.- Sucesor c" e un número (;nt E rG~ corres­

:p on(~ icn~:o 8 l e rel[¡ cién llIV 2 EntrE pnrc j ns f.G números nrt~ 

'1'érrlino XXVf3.~ SimÉtrico e.E un ntÍmE-r o r:nt t: l"C' c- orn:.::: 

pon~iEn~o n l ~ ~efi nición XXIV 3. 

Como postul~~os se €st ~blEc€n los siguientes: 

http:ELlr:.JE
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Pos tulr.c:o L1~V,l~~ A fCxE N)~(suc xE. r) ACsuc x::fx) ;
x ... 

~ 	 J 

Pos tu18 C~O "M--V, '2 •~ ~ L(x~: N) -'> ( s i In X t N ) j 

Postuln(l.o X1.\TJ3~· - AFfsim(sim x).:=y 7-? (x:::.y) :)( y. ._ 	 •.J 

]?ostulr1'''.o XXV,4~'" A .n sfrn rs llclsi.m(sUc x)~ 1 =;I.~(X=y)~
,."<.¡Y l L ..:. _t _J 

Pos tul;~"".o :AAV, 5. - E (sim x::: x) 
x 


Pcstuln-::10 XXV,6.- 1.1 () (sim x::: x)/\ (siu 

. v .... '­

." ., í / 

Postul ~ "'~o n--V,7.- A' ~ A(xE s ~suc xi" s)I\A(slJ.c y€, S 
'1 .~ .~;." ~ .. )' 

. ';?y~ s);~-~ (s :::.N) : 
-,; .; 

Le com?8tibili~G~ ~e este sistema ~e postul~10s, Este
J 

~cmostr~dn por el hecho ~e Que tO~8 proposición ~Educi~n de 

"f 	 o • .1 1 t O 
.1el1os PUEC€ trans ormLrse en un~ proposlclon re ~ lVO a nll ­

meros naturales, ~cciontE l ~ aplicación Ce les cefinicionEs 

XXIV 1, XXIV 2 Y XXIV 3~' 

La relc ción r:c igu .-::ld er~ entre nWneros entEros se cor..­

sifer8, por supuesto; como une relac ión fE cquiv:l €n ci8t con 

l [;s propiC'::JCles (1e ren€xivif.o-~,. simetrÚ: y tr2nsitiviC'.G("".• 

X1.'"V¡,,- In:~€pen--:cnci n. (e los exiomes :~e PndoQ., 

~ostulDdo lo~- Seo UN" el conjunto formo~o por El nJ-
J mero O, ~~efini;~o por los :JostLllc(~os 5 y 6 ~~€ P~:".OG, El nume­

ro suc O y el número simetri ca -:::01 suc O~' Bntoncc s: 

r: ) El númer o suc(suc' O) no pertenece e "N"'" puesto 

qUE 	 no PUC~€ ser i gucl ~ suc O; ni 8 O porque entonCES suc 
..- ­ r (o

(SLle O)::: O, o ses sio ' suc(suc O)!= O, ~e (on~e sim,lsLJ.c ' S:U:ll 
..... ....... -

LSuc( SUC O~~~ =- sim(s llc O), luego sim(sLJ_c O):='SLlC O, lo euol 
""-' ­

est6cn contrcdicción con los ¿ostulG~os. T2~pOCO PUECC ser 

SUC(SIlC O):=:.sim(sllc O), porque entonces suco 0.::::0. 

b) Por (1efinición I1W' contien€ los númEros 0, sim O, 

suc O Y sim(suc O)~ 
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e) Par~ los tres elementos ee UN", es vdli~o 18 igual 

~:üd; sim(sif.1 xL::: x, por ser uno :-"E; los postul~r'!os. 
" 

c"'.) Por la misLl8 rl:zón ES v61i("~ 8 l~ igu[. l~~ct,: s i m' Que 
,- .. 	 l 

isio(sue x) /' 
' =x. 

~ ~ I 

E) Cero es un ele~e~to ~c "N". 


í) CEro ES el único eleoento (~€ "Nu tal que: sim x=:x. 


g) Une cl ~ s e cu.~. lf!.Ll.iE r o s QUE cont iene un cli;:mento ce 

¡¡!JI!. eont iene ~ los trc!3 cuonclo: 	 A (x t. s ~suc x E s) Y .b. ( 

x " , J ! 'y 

suc YE. S-7Yt' s)~ ~n efecto, como sim ~ sue ! sir::.(suc 0'1 :- == O, 
- ... - Jr' ..., 

result ~ SL1C ¡ sir.l(suc O) ; :=0, Luego si en 1 :: clúS€ s se en­

"U

,. 

cucntr8 0, suc ° Ó sir.l(suc O), sc cncucntrnn los tres núLlE­

ros. 

lt?ostuloc'.o 20." 1160vse DI conjunto forma do por O 

y to (,os los núc eros t::::lcs Que:.8 (Xf"W'~¡fSUC" X["W'). El 
,x 

"suc ll ·~',e un nW1€rO seró su sucesor, con l o excepción (1e que 

" 	 l·"cero no S6r~ su sucesor, con ~ 	 ex eepclon { e que cero no se 

" It 11 ." /. T.1 tr n SUCEsor ~~€ nlngun nur:.lero • .un es € caso : 

8) ;Por ~~,efiniciónt s i x E.. HN" cnto;nccs Itsuc" x ("NI'. 
r-

b) Sir.1(rl SUC " O) no est !. en I'N" , porque suc:sim ( ll suc" -
e) Por tr8 t c. rS€ r:€ mÚTIc r os enteros fA )sim(siCl x):=xt 

~ ~ , 'J 
,...... ) y t l r:1b iÉn ;'1 ¡: Sir:l[asuCil esir.1 ( ¡'sue" x)] j= x ] 

e) Cero pertenece e ~Nn • 

.f) Cero es (1 ún ico clcnento e.E ilH" t e l que sim x=x .. 

g) SlJ.lJ ongs Do s que; existe LJ.nc. clc sc s ,.~c e lG Ll0ntos ~lc 

!lNn pa ro l e euel .A (x E s.-?"su.e" x¿s) y toobiÉn A (I'SUC a 

~ x 
x C: s ~xf s). Si s ' no cont i Ene r: ce r o ES une clnse vflc i n, 

porqUE le cl~ se "N"- s = "N", luego tof o e18SC ~ no'v8c{n co~ 

tiene e CEro y, por lo tanto, n to~os los elcIDGntos fe "N"~ 

http:cu.~.lf!.Ll.iE
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~ost~laco 30.- .bn el conj~nto No fe los nUQ€ros notu­

n:.les llnru-Jréuos "sirjllX 01 nÚr::E: ro t cl q~€ s~c( ilsir:;" x)-==x 

c~nnc1~ x~..:-O, y hor€r:1os "sirr¡" ° ig~nl e cero por r.cfinic i ón. 

Entonces: 

a) x¿No----;>s~c xt No es uno c:'€ los cxior:1cS ':"~€ P€nno, 

b) 'for,o nÚGero n-.:. t.l.lr ~l, eXcEpto cero, ES s~cesor ~,€ 

otr o núw¡ro, sq;ún I n :~cfinición ~~ cero. 

se trcnsform[! en 

8UC(SUC ~)=x, lo c~cl Es t6 en contr~ ~icción con el tercEr 

2xion:. r:c Pc eno. 
..­ 1 !('~) Por ;.E:finición HsírJ"~ 

, 

s~c i "simU(sue x) J f x. 
'- t... JJ 

(;) TnrJbic~n p or '"le finición, ilsü{ O=O~ 
,

f) Por el seg~m~o CXiOI:l.IJ c~c PE 2no, pnro cuc:lq~icr nu­

[¡lEra ~.istínto ~1e cero:. "sin!) ,x-t-x., 

g) 'I'O¿.3 clos e E. te núr:.lCros natun::lc.s, p:::!ra In cuel 

X': s~s~c xEs y s~c xE. s ~xE'.s, contienE D c€ro f porque 

·'. 6 no ser os{ 1 :: cl ~ s€ No-s contiene to c~ os los nÚLlf~ros nntu­

reles en virtu~. ·~.cl pr inciiJio :'. c inrlucción. L~Ego, por el r:lis 

D O OX iOr:i8, !!. es i gu '11 e No. 

ros 0, Slle O y si[l (s~c O). ])c;finir:1os i'SUC" O:::suc O, "slle l ' 

-
Isiu(s~c 0) / =Oy ~s~e"(sllc O)~ o. Ten~r(cos: 

s~c e y x.-:: s iD( SlJ.C O). 

b) Si x E "NrI, trr.¡bién siD x: f. "N", p::!r c to::os los clc­

[lentos r.( ¡;N". 

c) Por ser enteros los (l(me n t os ("~c >IN" A¿
,r 

sic: (sim x) 
x 

111 
-'l.) sio i"slle" ¡-;' i Cflls llC" (SllC o) ~ ¡ ¡Jo:: SiD(S~C O) 

. i,. ..IJ 

e) Cero es o ieobro ~e "N". 

x:: O, ,,.. -A. _ 

http:CXiOI:l.IJ
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f) CE: ro e s el único elHlcnto .!I, e "N" t¡:;l qUE sin x -== x. 

g) Si pnrc une c18s(; .! no vnc{e;, forDa~~:J por elHwn... 

tos te "N", son v.~li".~.:s l c.s iDplicocioncs A (;:E s--?pltsuc lt XE 
x 

s) y il ("SUC U xt: s~xé s), entonces s contiene f.l los tres 
}( 

n iH1bros ('.0 ItN", pues si conti'C;nc o cero por 1::: prir.lsrc ir.::­

plic~ción contic;ne e suc O y por lo segundo iaplicación o 

nsin(suc O), si contiene suc O por l ~ priccro contiene n 

cero y por 1::: segunc:c Q sir.(suc O), y si contiene 8 siLl(suc 

O) por le pricern contienE Q CEro y ~ SUC O. 

PostulE: 10 50 .... :B'on,;2n:-~o 12 clo se "N u con suc sir::° y 

(suc O). Y :: cfinicn'.:~o ·'SllC"(suc O)-:::SÜ:, (SUC O) y nSllCIl sin 

(sue O) :::::suc 0, rEsulto une clase en In cue l to " ~os los el(­

G€ntos tiEnen lns sibuiEntcs propier'l.:.;rles: 

n ) J: f "N"-?>"suc" x ~ "N".· 

c) 

el) 

Sin(sir.:. x) ;::x. 

Sin [u sue" ~Sir!(IISIlCIt x) il:::x.. 
e) CG ro no € s r:iÍc r.:b ro :-'.1: 1 0 clase, 

f) pero, por s(r nÚr. .eros, los eleu::ntos r( !lNJt sctis­

f~ccn el sexto ~ostulc~o ~e P C~ 08. 

e) Bu llnc ele se ~ no v c e{Q, si A(xi S ~SUC" x E. s)
X 

cntci:ces s cC:l1.ticnc; lc a t os eler:Kr~tos c~c fiN" , yc qu.c coc:'c. uno 

es "SUC» ~cl otro. 

Postuloc~o 60.- En lQ claSE ¡'NI! forDc(ü por cero y suc 

O, se cst.JblcCCl1 l :]s siguientes -:-lefinicioncs: ¡'sucn O.:=:suc O, 

"SUC"(suc 0)=0, "sin" O=-O y usir-l"(suc O)=suc O, ~ntonc~s 

t€nt: r., os Que; 

[i) .8 (x t "N"~" sue ll x E. "NI! ) 
X. 

b) A (Xé:IfN"~"sir.: " xE "N") 
.X: 
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e) ; [., s ir.1n ( " s irj " x) .:: X] 

c..) 11 ("SiL" ("sucll{~ISir..l"("sucn x)1l-::xl pUES "suelt(
>< .... c.. ... 	 ....."-' :J' 

Usuel! x):=x•. 

c;) E (ti S ion x::: x) 
. )< 

f) A (ir sic" X::= X) Y GXi s te n dos eler.:ent es ('l. i s tint es. 
X. 

g) Si pare une c-lnse s no vcc[o .A (xE s -7" "suc" X. E 
X 

s) .. .eu[!n~~o s contiene n O ccnti0ne tCLib ién suc O y cuanto 

conti~nc ~ s~c O centiene e cero~ 

!'ostulo (~o 70 ..- Si Gn 1 :::: CÜCSE N -:".e los mÍDeros ente­

ro s (~6 fi nÍLlOs "-gue" x::. s ir..:. X" rE s ult (. : 

e) Por el 8ct..:un:~o j?os t ul;::;c:o ::'18 1'2".00 ¡ 'j (xf N~" suelt 
,x 

x¿ N) 

b) Por 01 nisco post uloclo L (xt' 11 ~SiD X N) 
-¡ )(í 

e) ~~ I SirJ(SÍLl X)= x..) , es c:l t(rcer postul~r1o
X ... 

- / ' 

e':) A I SiD J 11 SUC" (~ i f...l ( n sucl? t por cl LisLO 
XL.... L .... 

pcstula0..c ~ 

e) Cero es Lie nb ro ~e N. 

f) eE J' ü E S ( 1 LÍn i e o e i ceb r ú r~ G 1J t -1 que s i Ll X -:::: x, 

g) Lo cl aS6 forn::(~ .s por ce ro exclus i v~r..,cnte so t i sf.') CE 

l o eon~~ición C~€ Que ü (xC S-7"SUC" xf s) y "'.e qUE: fA ("sue" 
x x 

:¡:, s ~X¿ s), aunque no contiene 2 tor~os l os nW:.,E:ros Enteros. 

XXVII.· 	In·:Ep€m~€.nein fic los tércines prirJ itivos c:'E: 

l'añQiJ, 

En l o q~c n:spcct.: s 103 tér r..:inos pricitivos, puer'lc 

~l:ntcDrsc un problccc sicilcr 01 q~e heces resuElto pcsiti ­

V2Lcntc b.::: j o el titulo f.c inc":e::;?c:nc1.6ncis :"'.€ los ?ostulné'.os c:'c 

P:J':~;:;:::. Dcntr:J (el siStCL.': (.c l::-s nWH::n..'s n:turclc s se; llegó, 

http:ostuln�'.os
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siguiendo los resultados de Pieri, a cuatro axiomas referen­

tes a relaciones ~ntre dos términos no definidos: la clase 

de los números naturales y la relación de sucesor entre los 

elementos de esa clase~ Del hecho de que el priaer axioma es 

tablezca la existencia de un número natural cuando menos, y 

de Que se hS~Ta demos trado la inde:;;>endencia de ese axioma Cl.el 

sistema fcnnado por los otros tres, se desprende la im~osibi 

lidad ce definir la c13s€ de los números natural€s como la 

elasG de aquell os er~tes que satisfacen entre sí la relación 

de sucesor t sl como se ex¿r~sa en los axiomas 20., 30. Y 40. 

de H . ?iE:ri. 

Consideranco las definic i ones XXIV 1, 2 Y 3, es fácil 

de~ostrar que la relación de sucesor no ~uGdc definirse apli 

cando un número finito e.e veces las relaciones de igua l dad y 

de sinetr{a. ~n efecto, una definición de la relación de su­

cesor seria una estructura formal, independiente de los valo 

res de las variables; pero (n el caso ce que x=y, las re la 

cionES de i ¿unldad y de simetría permiten obtener úni camente 

pa rejas de la forma (z,z), dE tal manEra que mEdiante ellas 

no podría obt(nErsc la rElación dE SUCEsor entre ningunas p~ 

re jas. 

?or consideraciones simil ares a las Que se hiciEron 

pora afirmar que no son suficientes los axiomas 20., 30. Y 

40, ce Pi€ri ~ara [efinir l a clase Ce les números na turales, 

se ?uGdc afi rmar ta mb ién que los 8xiorili:íS dE Padoa 30., 40., 

50., 60. Y 70. no son sufici€ntcs para ~€finir la claSE de 

los n~cros enteros. 

YJ:VIII.~ Algunos teoremas sobr( los números enteros. 
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Una VEZ establ(cido el sist(~a d€ postQlados y demos­

tn'lda su indep€ndencia, Padoa demostró Ql1a serie dE teoremas • 
.., 

Teorema :XXVIII,l.- .A !
I 

(siro x= sim y) -:> (x ==y) 
~ 

i 
~, ~ 

Demostración.- Si tenemos que sim x~sim y, entoncES 

sim(sim x)::. s i m(sim y); lu€€:;o, En virtud d(l tErcer postul a ­

do x=y. 

Teorema XXVIII,2.~ .A r( s im x::- y ) ~( j: ..;;: s i m y)} 
xy ­

DCQostración.- Si s im x == y, Ent onCE S s im ( s im x) .= 

sim y; o sea que x.:: sim y, ::por el tercer postulGdo. 
~. ~ 

Teorema XXVIII,3.,",.4. I(SQC x::::y)/ \ (suc Z::;::'Y)~(X=-Z)_ J' 
xfz 

DC GlOstn3 ción.. - SiEncj.o suc X==Y y SQC Z =:. y, sersn: 

siml-sucfsim(suc 7:.)71-::: sim[-suc(sirn y)! y sim[su.c[sim(SQC z)~~
L- _) J -l......) 

r- -, '" 
sim sllc(sim y) LQCi:;;o: x=-simISllc(sim y) I Y tambiÉn 

lo -1 

z::::: simrSllC(sirn y)! ; i,)or lo tanto x=z. 
!.. -' 

rrc orema XXVIII,4.- A rD (SQC V;;-X)-¡ 
)( " y ... ...; 

Demostración.- Sea x un número cllalqlliEra.
.\ 

En v i rtud 

del primero y scgLlnQO p0s t Qlados existe el númEro y:::sim [ 
I - - . '1 

SQC~sucfsim(suc x)I; ' • Pero, en virtud del cQarto post Qlado~ 
-l L. .J _' j , 

se; tien;:; sim( suc Y)= sLlc[sim( suc x).] ; o se8 que sim{sim ( suc 

¡- ( " 
y) ] :::. SirL !suc ~s im( SLlC x) 1 : • Transformando el p r imer miembro 

- • L JJ 1 

ce lo ibualGad de acuerdo con el terCEr postul ado v el S€g~ 

c.o de tlcuer6.o con El cua rto, resulta suc y=.x. 

Ya qUE, En virtud de los dos últimos tEorEmas, c.3do 

un núr.lero ): c:istc Qn númEro y Qn solo número X. que satisfa .. 

gG 18 igQQlc f.l Q. SUC y=x, SE pUEdE lllJffi!:r a ese nÚmEro It pn¡­

cursor ll C.c E" de [' cuerc.o con ID siGuiente 

~Gfiniciól1 XXVIII ,1.'1'- A ; (x:;: SQC y)~->(y=prcc x>]
x v .... 

Te;; ere m;:. ~~VIII,5. - l~ r (y::. :;?re C x) ~ (y E. N)J 
:l( '. 

Dc mostroción.-r 3n el curso ele: 12 d€ffiostrc:ción del tea 
,- I~ '7 1 

r e .18 4, d mostrDf!10 S que ) rcc x:::sim
[ 
sucLsucLsim(suc X~~L j. 
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Como el término del ladu derecho de lo igualdad siempre es un 

nÚffit;ro cuando xEN, en virtud de 108 postulados 10. y 20., re 

sul ta que prc e x E. N siEmpre que xi N. 

Teorema XXVIII,6.- ~[suc(prcc x)-::-x] 

DemostrQci6n.~ En virtud de la definición 1, si hcce­

mas pr<:c x:=y, result8 x.=suc y, luego x=suc(prec x), 

A contim,v1ción, PnC:o~ hace notar que los postuladcs 

50. y 60. expresan que Existe un número y un solo número tal 

que sea i g u.ol n su pr opi o simé trice-. Eue de e st8blE. ccrse, po r 

lo tanto, 1 ~.1 c:efinición siguicr..te: 

:Jefinición XXVIII,2.- .: [(x= O)~(sim x.::lX)] 
~:.n prir.l(;r ;¡ostu.lZJdo gcr.JntizQ que existe y es un numc 

r o enterú el suces or del mÍnlEro cero.' BstE número se define 

como uno •. 

TIcfinición XXVIII,3.- ; [(X;:::1)-E;-7(X:=suc O}] 

Te orema XXvrII,7.- Si~ l~prEc O. 

Dcmostr ;3 ción.,-. Sea PrE;C O==X, p.:.r definición enton­

ces O-:::suc x, y por El tercer postuln d~ O::"sim(suc x). 1u€ 

[:;0 sim(suc O) =x, en virtud del cUE: rtc p us tuln c..) . Por lo tan 

to sim(suc O)::::;pr€c O. 

XXIXf~ Sumo r.E nWi1eros" enteros. 

Podoa define 18 sum~, diferencio y producto de números 

enteros siguiendo los pasos de :Penno. 1 :.] suma qLUec.a definida 

' j trevés ~~e I n siguiente terna de definic i ones: 

De fi n i ci ón XXIX,1 ~- .A (x,...O::: x) .. 
~ l 

Definiciól1;, XXIX,2.- A r x+' suc Y== suc(x+Y)J 
xv '" , - , 

DE:finici~n XXIX,3~- Ji I x-rprc;c y=:prcc(x+y)J
)..'y lo. 

Pnru justificar (St8S cefiniciones, es pr(cisQ demos­
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"tror que siempre existe y pe rteneac e hJ cl !J sE c:e lus numeras 

Entcr0s 18 sumo <'tE ('.09 cntcr ::.~ s cUnlesquicro. 

'l'corcmn x.xIX~3:.- 11 (lE (x+y~z)l
)('j % J 


Demc¡strüci0n.~ Sen s lnclosc (~e los númer"s toles 


que 1 0 sumo c:e f. uS ':~ c (110s € s igunl ü "~,trv nl.U!lc r.:J. Est~ cl.') 

se no es vnc{e , puestc que, pJr lo ctefinici~n 1, In sumo G€ 

ce; r l.. C\.JlJ. ce; r ~ (S i¿llnl 01 pr 0pi \) núr.1€ ro) .. Sen n hüra x un núme 

" ro cualquierú ; sUpjr.¡;affiiJS que I n suma x+y es un numero, 

entünces~ seGún In ciefinici8n 2, I n Sllmn x+,suc y es t nm­

b len·" Qn numer.:J," puesto que es precisamente SllC(X-f-y). Si, 

" t b·" " por otrn p arte, I D sumn x -l suc y 6 S LID nume r ¡), nm len se rn 

un número In suma x-ty, pues In tercero ~efinición puede e~ 

cribirse x+z=pr€c (;: -f-suc z), :l el precllrsor de un número 

siempre es otr~ número~ Por l o t~nto, en virtud del séptimo 

postulado,. será un ntIDero 1 :: sumn de !. con cum. quier nÚIDero o 

Gom o x es lln nÚD€rO cllol quier8 , result o que ~ contiene n to­

dos l GS númE;ros. 

Teorema XXIX,2.- .b (xtl::::suc x) 
X 

DemJstrnción.- En virtuc:. c.e 18 (~e finici6n 2, x+l :=: 

suc!x+O), pe ro según In defi nición 1 x+O::.x, luego x+l::::. 

suc x. 

Teorema XXU,3.- A (x-J-sim l==prE;c x) 
x 

Der.1í.Jstrrlción.- Del t ,c oreilln AlCVIII,7 y cíe 1 . tercero.1 

dcfinici1n de <Jstc ptlrrafc. rcslllts: x+sim l-::::.prec(x+O), o 

s e [J x + s i m 1.= pr e p x. 

Tr: oremo XXIX,4.- A (o+x ;::.x) 
)c 

DcmostrClción• .- S€i. s I r.; clo se de l os mlmcrüs para los 

cuales es vnlic: c (1 tc crcma . DE::sdc lu.egD s no € s un::; clase 

J ./ " "VnCl .'1 , porquc~ por t efinicicn, 0+-0::::.0. Si, nccmfJs, el teo­



- 53 ­

remo es válido par:: x, tendrCIDus que O+SUC x~suc(O+x) se 

tronsforma en O+suc x= suc X. Luego suc x t2mbién pertenece 

[} s. Por otrf1 porte, cueroJ O+suc x::suc x, CJIDO Ofsuc x 

=:suc(O+x), por el teorema XXVIII,3 resulta O+x=::x. En vir 
,

tud del séptimo pústulndo ~ c~ntendró n tudos los numerus. 

Teorema XXIX,5.- ;. rsuc x+Y= suc(x+yP
xyl.. 'J 

Domostra ci ón.- Si .x:== O y y:::::. O, tenemos suc 0+ O :::. 

SUc(O~O), luego existe c~nndo menos un número para el cual 

el teoremn es vólido. Seo x un número cuolquiers, si el teo­

reno es válido para y, tendremos suc x+suc Y:::!SUC[SUC(XfyB 

y por otrn :parte suc(x+ suc y) =- suc [suc(x+y)] , luego el 

teorHla tambiÉn es válido pan.! sU'C y. Además, si suc x+suc 

y:: suc Cx+ suc y), tr::ms forrnnndo ambos miembros de la igual .... 

dcd G.e ncuerdo con la definición de suma, re_sulta suc(suc x-+ 

y):: suc[suc(x+ y )] , o sen suc xi-y=:. SIlC(X+Y). Por lo tanto, 

el teorerl18 es vnlido p8rn todos los números, En virtud del 

séptimo postul ado. 

Teoremo ZXIX,6.- 1l. ~ prec x+"y ;::- prcc(x+y)l 
xy '- IJ 

:1c;m-ostroción.- Si ~-= O Y y::. O, resultü prcc O+O=­

prec(O+-O) t lue g~·. el teoremn es vnliclo cuando menos para CE)" 

ro. Si x es un número urbitr:Jrio, cuondo prcc x+y.=prcc(x+ 

y) tenemos prec x'¡'suc y:x+y Y prcc(x+suc y)=x+y. 

Por otrü pnrtE, cuanC:o prc e X-'r- SUC y:; pre c(x+ sua y) se obti~ 

nc 8uc(prcc x+y)--=x+y, o se n prec x-t-y=prec(x+y). Del 

s~ptimo postulado resultn puls, que El teorema se opl icü u 

to(os 
,

109 numeros., 

'J:€ or(; m[¡ XXU. 7. o:­. .A"1 (x + y::= y.LX) 
f . 

DE:mostr'3ción.... Si y:x, tenemos x~x:x+x; por lo 

tonto existen núme ros por.'] los cunles el t€oremn es vál ido. 
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Seo x un numero cU8lquier8, supongs,f.'J.Os QCle psrc el numero y 

S6 tienEi x+y;:;. y+x, entopces, como x+ suc y= Su.c(x-',...y), re 

sul to x ··~ Su.c y == Su.c(y+ x). Luego, por el teor6mo 5 tendre­

r:10S x+ Su.c y= suc y+x. s i S6 tien6 x ..J-suc y:::-Su.c y-i- x, r~. 

su.lts sue(x~y)-::-suc(y-f-.x), lUEgo X+Y-::::Yi""x. Por lo tanto, 

lo sumo es siempre conmutativo. 

Te o re roa XXIX, 8. - .8 rx +- (y t Z ) ::;. (x + y) .".. zJ 
Kyz:.. 

Demostrfl ción.- Seo s l fl clDse ce lús números porE! los 

cuales E;S vf~lido El teoren":. Cuondo'z-=O, x-r(y+-O)-:::(x-+-y) 
.1 , , 

~O, luego ~ no es uno clase V¡ C10. Sé sn , odemDs, ~ y Z num~ 
ros nrbitrnrios; si se tiene x.J...(Y-l-z)=(x-4-Y)+z, se tendrá 

x+-(Y+ suc z)=: suc!.·'x.J- (y+-z~¡ y tn~bién (x+-y) +- Sú.c z-::::suc[ 

(x -y)+ z7, luego x'" (y+suc- z) -:::-(x .... y) -r-Su.c z. Por o t ro 
..J 

porte, cUémrlo X-4-(Y+suc z)-::: {x+y),J.. Su.c z, se tendrá' Su.c 

[x. .J,... (y+ z~]:::-. 8UC[(X. +y).,.. z], luego x r (y... z) = (x .... y)+ z. 

Por lo tonto s contiene 8 todos los "numeras • 


Te ore r:1:j XXIX, 9.- •4. ( x + s im x -::: O ) 

)( 

De mostnjci ón. - S i x-==- O, O-sim 0:= O, lUE go 13 close 

de los números que s[ltisf~jCEn ~l tcorcmn no es u.no, close vo­

' C18../ Ou.ponlcnro do qU.E p8rn Cler t o numero ~ se• . tengo x+- sim x= 

0, resu.lt s su.c x+sim(su.c x)-::-Su.c!-X-¡-SiJ:n(Su.c x»), () sea SU.C 
lo -' 

x + sim( suc x) ~ x - s uc ' sim( su.c x)/. Pero como Su.c[sim(Su.c xil 
.,J 

-:: sim x, su.c x-~sim(su.c x).::. O. bdcmos, s iend o Su.c x+-sim(su.c 

x) ::: O, r e s u.l t n s u. c ,1'"X + :::;i m ( s L<. e x lj .:: O, u S e [): x r s u. e (s i m ( s u. c x)j 
:;;; 0, de. donde x+ sim x~O. Por lo t :J nto, el te.Jrcm;, es vnli 

do p r:: r ,] todos l os números. 

Tóorcmn XXIX...IO~- A [(x+ y = z+y) --7 (x:::;; z)l
lep. 'J 

Dernostrnción,- Si y=.O, SE tiene xi-0;;;x y z-t-0::-z, 

por lns propiedades G€ ID Su.ril~~ resulto (x+O..:'z+O)-+(x::::z). 

http:supongs,f.'J.Os
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Su:poniendo que x-,'- y= z ~y implique x::::: z, tenemüs que x+suc 

y:::suc(x.J-y) y por otro l 'JdG Z+SLl.C y=SLl.c(z+y), p;:,r lo 

túnt0, cU8ndü x+suc y= z+suc y resulto suc(x.+--y)-= suc{z.J.. 

y), e SU) x+y=- z+y que implic8 x:::;:z. Además, cuando x r 

suc y::: Z +suc y impl i cn x.::.:: z, re su.l to Qu.e suc(x+ y):::: Su.c (z -;­

y), u xfy:z-rY, implicu x=z. Luego t8dos los nume···se n " 

res sotisf;Jcen el teorcm8. 

T!:' :::rcmfl XXIX,11. - '<~ :~ sim(x..L. y)= s i m x 4- sim y] 
Der.1Jstr:3cién.- En virtu.c. ¿el t<; orem¿:i 9, ten€mcs x+y+ 

sim(x+y)::::.O. l?or l D t ~Jnt() (X+SÍL1 x)+-(Yrsim y)...,..-sim(x+y) 

::: S irc x--~ Sir,l y, o S € fJ S im (x ...L :r) -:::; s im X.L. s i In y. 

"xxx.- Produ.ctü de nu.mE;r~s entEres. 

El prcc" uct ü de mimeros Enteros lo c.efin6 Podo:] en l o 

De; fi n i ('.i ón XXX,1.- .A (x. 0===0) 
)( 

:JGfinici~n XXX f 2 *- f . (x. Su.c y-:;. x· y+x) 
xy 

Definici~n XXX:,3.- A (A' pre c y.::.. X • y+ sim y) 
X'I 

./ 

Por incluccL~n pUl; te dCffiüstr .:rSE l iJ cxistcncio del pr~ 

~uct o ce dos n~1cros cunlesquiero~ 

Te ü re t 'óJ XXX, 1 • - 11 ! 
~ 

TI ( x • y -::: Z ) 

, 
¡ 

- 'K. '11. ;Z ..J 

Dt'm~s tr f~ ci ~n. ~ Lloffit:l rCrl GS s !J 1!J cl[J se de l.Js nÚIDer;.>s 

J que sntisfúccn el te creIDn. es uno cl ~ se V~ CI0 puestu qU€, 

en virtu(~ de 18 c~efinición 1, cuonc1 u y=O se tüne x·O-::;O. 

Sú n n h~ro ~ un númerc cUDlquierfl , s i existe un nÚmErj z tnl 

que xy =:. z, CGmo x- suc y::: xy+- x, x. 8UC y 86 r::f t !)mbi Én un mi 

mero. Si, púr otrG pDrtc, X4SUC y es un nÚmcr~ , c~o x-suc y 

. t b·" """",:-SlID x::=:xy, DO 16n!::L ser~J un nUr.:ler;) . Lueg~ ID clnSG s con­

tiene ~ t8(. OS l JS nÚr:l€r8s. 



.. 56 -


Teoremo XXX,2.- A (suc x. y== xy~ y) 

. )<'1, 

Demostración.- Si y= O, teneLlos SUC x' 0= x • 0+ O, po, 

lo t8nto existen ciertos númerus que sotisfacen el teor€mo~ 

Pcr otrr' parte, siendo ~ cualquier número, si tenemos suc x 

y=- xy+ y, resulto SLJ.C x • sua Y= suc x. y+ suc x, o seo Su.c 

SlA.C Y::. xY+ Y-f- suc X. DE lo c.~efinición XXIX,2 y del teort.u:", 

XXIX,5 resulto que A (x.suc y= sua X +y). Por lo tanto, ob·· 
xy 

tenemos suc x • suc y=:;,: • sua y+ sua y • .L1<1 CIDO 
J 
s , cuando su-c x · 

suc y= X *suc y+ suc y, n: su~ to sua x- y +suc x-:::xy +x t- suc J. 

o sen suc x-y::xy+y.. Luego el Teúrcill'J es v61ido en virtu\: 

..:¡ 1 J t o o 
<.~e sep 1LI0 • ~X1 amo ~ 

TcorCLl~, XXX,3."! A (J:Y= yx)
- .~" - . xv 

DemC.:l ·i~:·n~ión.- S"ea s 18 c18se "l.os nUffie ros que ClA.Li-·c.e " 

plen el t r:or"' 7]3" Si ;::=0 y y=:O, tenemos 0-0:0-0, lueg¡; .~~ 

nD es L'.n,~ úl ~: J ;. \)"8 ci'o. Suponi c ndG que, doreo un número orbi ~ 

tr ,. rio!.~ s ' t ( rLgc xy= yx, se tcnc:ró' t:Jclbién x~suc y:;;-xyJ,·x 

J
Y suc y-x =." f;: -t x, y por lo tonto x. suc y== sua y. x, 1~ deL18s í 

C'U[inC:C X*SLlC y; SUC y-x, resulta xy+x=-:{x-j-x y par le tan 

to xy =:;rx.~ Lue go s.:: N. 

L8 ~CDJstruci6n fE los ~os t(Jrcmüs siguientEs es ~uy 

sioilar a la denJstr8ci~n ~e lús teúremas XIV,5 Y XIV,6: 

Tcorc(io XXX,4.- .A !I x(y+ z)= xy+xzl• 
. l( yI. :.. . J, r .,

Tcoreua :X:X:X,5.- 11 ,x(yz):::::(xy)Z¡ 
X I Z~ ­

La n:loción usi::.:étrico lt Queda lignC!.o cJn la cpe r ac i5n 

~E oultiplicnr por el: 

Teore [~~ XXX,6.- A rXoSÜ.1 y= SiO(Xy~ 
~y ~ ~ 

Der.l::..strnción,- CUl"",W"-::) y-.=- O, se CLu:lplc el teor€uo. Ac1e 

[J[ls, si (w~o un mÍr"~ero arbitrariO y, se: tiene x-siD y~sim 

b oJ t ~ Jxy, t ClrJ lep. se cnc.r:.¡ SLJ.C x.siG y==:X;osin y+sir.1 y, luego su~ 

x-siD y:::sifJ(xy)./-sÜ¡ Y. O SCfJ que suc X-SiD y-::.. sin(xy+y),), 
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que e quivnle 2 sue x· sip y == s io( sLl.e xy). 8 i. p<.:r (.,trn pnrte r 

sue x .. siro y= sim( sue xy), re sulta x· sim y + sim y::: sim(xy+y) ~ 

por lo eLlal x-siro y.=sim(xy). l'or lo tanto, el teorema es v-e: 

dodero. 

XXXI.- Diferencia de "numeros enteros. 

Ello el párrafo XXII se hizo notar que no es posible G!=!.. 

t8blecer la difere~ciB entre los n~meros natuiales como una 

relación funcional, debiéio a que solar.le nte existe en ciertos 

casos. Pado~ establece una relación funcional, que llama di­

ferencia, entre los nQmeros enteros, en la siGuiente formo: 
~ í 

Definición :xxxr,l.- .b : (x ...,.y:. z)":':-'7(z:::: X ....... 8im y)¡

:e 1/.1': ...... 

Mediante le definición anterior lns propied8des de ID 

diferencie 3& transforDon en t€ore~n s referentes n SLlD8S de 

l1llmeros. Por ejernplo: 

1.'(; OrCLlf.l XXXI, 1 ~- A (x-Y-tY::::x), ,/ ' 

/ 

DeITlost raci Ó~1."" x - y -,'-y SE trons forma, llor s u.st i tuci ón, 

de In si5ui~nte monera: x 1- siro Y-ro Y;::X r 

TeoreOD XXXI,2.- .n (x-x:::.O) 
.x 

D€fj l0strúción.-: :Jste teorema €qu.iv~üe al teoy€ma lOCrX,S. 

XXXII.- Relaciones de or6eu entre los nWmeros ent eros.. , 

Considérese el conju.nto de n~mE:ros ent€ros "N" J em­

plcDdo puru dcrj ostrfJr l ü independenci~ del segundo postulndo 

dE Podü~ , y defini~o en lo siguiente formo: 

n) Oe "N" , 

Lns :;?rü[JDsicioncs sigu.i €ntcs resultan innedifjtm~lentc 

de In de finición o.e: IIN" y del teorcr_D XVIII,3: 

lo .... lJl núw;ro C!l.tcro O pertenece 8 lo close "N". 

http:solar.le
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20 .. - Todo ele mento de \IN" tiene un s uce s or que pe rte­

nece a uN". 

30.- Si los su.cesores de dos elementos de "N" son i g l}:d. 

lec, tanb i én los elementos o ismos son iguales. 
. I 

d) Cero no es su.ceso~ de ning~n elemento de "N"o 

e) Si una subclase de IIN" contiene a cero, y si es tgl 

qu.e cu,nndo u.n elemento de "N" j?Ertenece 8 ella pertenece taE, 

bién 8 ella el su.cesor de ese ulemcnto, entonces, por defini 

. " cl on, esa su.bcl ase E;S iguala "N". 
El cor..junto c.e; los mÍilleros enter8s contiene, por 10 

tanto, u.n subcon junto --qu.~ a su. VEZ contiene a cero-- cuyos 

elementos satisfe ce n pro~osiciones equivalentes a los postu­

lodos d~ PeGno, y que, por consecuencia, es isomor fico con 

el conjLl..nto de los nw,"'lGr::Js n2tur~) lEs. Ll~m8rcmos a ese sub­

conjunto No. 

lj'úr:..l€se nhorn Ll..E sl:bconjuntv dc N' c un les elementos 

de No y los clc rJ C:.:tos simf:tricos de los Cl(fficntos ele No. Se 

obse rvfl iru:1E:d iat'mer.Lte qu.e l e:s elE: r.1Erltos de este subconjunto 

satisf~ cen l os seis priocrus postu.lados de Padoa, ~or otra 

?art€, s€ puede demustr~r el siguiEnte: 

TcorCLiD XXXII ,1.- :JI c onjunt o formado por los elemen­

tos dE No y su.s Gl€C'H:;ntos sir.étricos es ig-uf..J l 8 N. 

Demostrnción.- 8e:n ~ el sLlbconjunto f0rmodo por l os 

clcQcnte:s de No y sus elementos sim{tricas. Si se tiene x ~~ 

cntúl1.ces, por C:.efinición, suc Xt~; por \.JtrlJ partE , 

cuand o x ¿ s y sic xE E...j ' t .')mbic'n SU.C x Es, En €f€ct~ J 

considEn;se el clemente sim( su.c x), c orr:o sim z::,sucLsim(suc 
"7 

z): resulta sim(sl).c :z)-==pn:c(si rn x); pero ya Que sim x=l=O, 
..) 

prcc(Sir:l x) é No, lu.r;go suc x [;' s, AdEnds , cu.úndo se: tiene 

y 
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SLlC xt s y SlJ.C xtN,..", si SLlC x~O entonces prec(sLlc x)E 
v 

Ha' o sen xf No. Si SLle x "= 0, prec O::;,sim(sLlc O), luego 

~rc C ú é. s. CLlnndo s lJ.C x f: s y sim(suc x)l:' lL" resulta prEc
v 

( s im x) E 1T o' l ue go sim xt. N", 
u 

o sen x Es .. En virtLld del 

sÉptir.lJ p"JstLllndo s.:::N. 

Haciend~ una cump 8 r8ci~n de; l~s definici~n€s de suma 

y prO(~llct o dad.'1s en los p6rnJfJs IX y XII, Cvl1 las definiciü ..... 
nES de 10s p6rrnfos XXIX y XXX, SE h'lC(; evidentE qLle el i s.:; ­

J

morfis r:l"J cEtrE El sul)c..;njunto No y ln ClflSE de los nllmcros 

notur<.Jles es t nl que si c.JS ElcnH::ntús SE c crr€spünden su su­

mn y ~rJducto se c urrespunden t ambi én. Pur Iv t [)nt~, En vir­

tu¿ (e l.s t eorEm~s XI,l y XIV,l el subcJnjunt~ NG es cerrn­

do en las cptrnci0ncs ce SUTIl[) y [1ultiplic,:¡ci~n. 

L v s míDe r o s e n t ( r J s s ( C. iv i el eYl p U €s, ~ n d v s c le s e s : 

. "f' 1 J t l t funo qLlC es lSOr.1;:.,r lC8 con nUL'1erOS n8 urn es y ;) r[J ür­~s 

D[)d8 p or 1 ::: 8 elem:ntos simétricos de l vs Elcoentos dE l ~: pri 

[1(:rn . Se puede decir t 'mb ién Ql1..C el conjuntv de l~s cntcr~s 

Si lL::m::][1os, C;:;;:L (S cost u.r.1b re , cl(I:Jent~s p;:"Git iv vs 

[j l... s elu:1Cnt0s ,' c EJ y €lCf>lcntJS ll(;gr..tiv,-,s .'1 SU.S simÉtricé..s, 

l n s r(1~c i 0_cs se vrccL se definen ~c In siguiente [10nc r 8: 

De finicL~n XXXII, l.""'r ., 
(z:¡:O)/ 

..J 

De f:inici8n D:XII ,2~- .} [(x <y)·~(y>x)1 
)' .-J 

J

Es dEcir, un nurer~ ES uoy~r Que ~tr~ SiEQpre que lo 

tif €rEn cio Entre el priLcr:.; y (; 1 s(gu.n(~ ... es p0sitiv8 y cl..is­

tint8 ce cer ::: . 

Tecr (L~') xy..xII,2.- 'r ;..:~¡;)S l ~ s nw.,cr ::; s p:.sitiv...Js distin­

tes fe ccr L sen Doyurfs qu.c cero. 
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Der:lUstrnción.- Si xt. No' x- 0= x y pcr lo tonta. 


JTc C' rc no XXXII,3.- Todos l ;:; s nuucr'..:s ncgetiv0.s son rJC­

D(3Ll;) str~cién.- Si sim xt.'N Ot C :..J t:10 por tcfinicién 

O-x=sil'1 x . rCSlllt l~ O.>x, j seo x <O ... 

. J 1 orCen!) 01 sis 

tU.ii:! c~c 10s nú:_,c:r Js cnt c r0E!~ C8wJ SE C~eL1L'tE:stro Q cúntinunciun: 

L [; re 1 :J Cl Jn >, te c;".n~ se hE! 

Teorc ffl XXXII,4.- A \(x>y) ¡\(Y>Z)~(J~>z)l
l(yz " 'J 

De I.lo3tr;; ciün.- Si x ':-y y y>z, entonces x-y= t 

y y -z -= r t ~~ onc.e té N Y rE.. N,,., ., SUDcn(o los iJ..¡·u~..1lc101€s o_no u o 

tcrio:r<:;s resultn: x --y+y- z..::t+r, que envirtuc: ('.el tc 'J ­

rH.1n XXXI J 1 S!3 trnl1S f .J rI:11J ~-l ~ X - Z =t + r I :: ..... nde (t +r) E Nc;. 

Luego x>z. -
Te reL iCl x:xx.II t 5.- A !(x )-y)",--,:,,(xf-Z>Y+ z)1

xyz'" , -J 

Dcoostrución.... Seo x>y, entonces x -y:::.t, donde 

te No~ 1'0r lo t ant o , si X-4.-Z -(y+z) :::;r, se tiene r=' x+z+ 

sim(y~z), e so o que r:x+sül y. Es decir que r=:.t. Luego 

Te .)rUlO XXXII, 6.- _:¡ ¡" (x> y) --~(y::;':::-X)]xy l . 
DC :.:2strDci2n.- En cfcct :, supongcLl os que x,>y Y y/x, 

cnt ....nccs x -y:: t y y- x -;;;:r, dunee r E N,.. l' or lo 
v 

tonto t::x+siu y y r=..y+ SiD x. tt-r=x-I-sir:l x+y+siD. y, 

o se a t + r =O. Esto cst6 en c .Jntr9dicci~n c...,n El tc orcn8 

XI.6 porquG .1 y !. SJl1 c.istipt os c'!.e CGrG. Es de:c ir, si x/y 

cnt :.mccs y:¡:.x. 

Tcurc ;<l XXX:II,7~- JI.. r(X*Y)~(X j,y)V(Y>X)]
t(y..... ~ 

DC: L!L·str~~ cién.- S c.:~ ::-y=z, si ~ es un llllrJe r ú pcsiti ­

ve X;>y, puÉs z*O. Si, p ~r otro pnrte, z ES un nÚLlcrc.. negü ­
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tivc, C~i.1 2 x+siD "5l~Zt sirJ x+y~ si[1 z. O seD y .. x= siD 

z, es (l.ecir qLle y>x... En virtLld Cie qLlE tvc o nW:lc;r..; es posi ­

tiv8 ~. ncgetivQ, y COG:> es Evic'Lentc; qLlE: sicr..lpre cxiste le di 

fe rCl~ciü entre cl;::s ntl.':1e rQS J qLledo c1c rj~) strcc1.o el te 8rCr..lO. 

Xl:KIII.- _;IgLlnn s pI' ~pic c1nde s c:c L. s ente rus. 

e.m l vs tc c reocs r'. C: .. ..;stn:.c..,s, ES rElstivoo c.nte Sil'J ­

plo ~'.el..,str[)r lo lc~r arqLlir.icc~E8nD y 01 nlg~ritLi,': f.e ELlCliccs, 

o partir del' cLl~ll se desarrí.Jllc la te~r{s de la divisibili ­

dse: 	 y de l os núr.leros prin'..;s. 

Te Greuo XXXlllt'l~-+ A ((X) O) A (y...">O)~E (zx>Y)J
1 

xy ( z 
De r~1O str[}ción~~ De s de lü.egú 1 el t€ u r€ ~[' es verdadero 

cL).cndo x:::;: Sl1.C O p ;:; rqLlE SLlC y. Su.c 0== Su.c y, y Su.c y>y. 

Su.p~n¿1] se ¡lc1 GUJ S qu.c (1 te ..J rc nu e s v~üid.,) porD lD pa re jo de 

nLl
.1 

u cros !. y y; o SU1 ".,u.c existe z t :.- l qLl€ ZX> y, ent2nC€S 
~ 

:l • 	 1 t ,l'(.Z~Su.c x=zx +x. bs c.f,;Clr qu.c Z-SLlC x.>y. Lu.ego € GJr'fi.!a 

sicopre es vcrcDce r~. 

TeOrC:líJ AXXIII,2.- A i--(Y>O)~E ~ (x= zy+w)A ( O¿w¿ 
, , ,xy t... .%. lo 

y)h-... 
!)cr:l.Jstrcci 6n.- :)n virtu.cl e.e l n prvJ?ic c~c.c.: nrqu.ir.lec1..ennn, 

sic rJp rc cxistir6 u. ..: EIÍ:-.:cr.J ~ tal QLle zy>x, se o x)O 6 x<a. 

r> o. S e o ~ <: 1 C on 

jLlnt " te · t 'J c:c s la s .!:. ];l:Jsiblcs, C0[1 :'" s es u.n c~r..jLU'lt.) de €nt~ 

r 0S p~sitivLS existir6 u.n~ r ~ [cnar qLle t odos los dem6s . Es­.., 

t i} ro tiene qu.€ ser r,lener que y, porqu.e en cnso centrari o 

x+(ro - y):::zy" y, o sea x+(ro - y)=prc;c zy, lo cLlol ire 

1 " '" r l 
.1P lcnrl !:: una r:l6nOr qLle r o . Ah0r.G bien, s1 x+ ro:::' zy, en­

tonces x-::!pn::;c(zy) + (y-ro ) 6S :lccir x.:::prec(zy)+w. siendo 

O~ J <Y. 

http:virtu.cl
http:8rCr..lO
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