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!NTRODUCGION 

Actualmqnt~ hay mucha actividad en problamas de pocos 

nucleones. Tenemos datos recientes sobre factores de forma del 

~stado base del tritio, He3 y partícula al tI] obtenidos por 

dispersión de electrones. Tenemos, también, información de p~ 

sibles estados excitados de la partícula ex. y de sistemas de 

cuatro nucleones en general [2 ]. Por otro lado, Phillips, de 

Rice. parece haber observado estados excitados de tres nucleo­

nes (3] . 
r s , por tanto, relevante discutir sistemáticamente la 

construcción de sistemas completos de estados translacionalmen­

te invarianteS para tres y cuatro nucleones. 

r.sto eS lo que tratamos de hacer en este trabajo, u­

tilizando funciones de osoiladores armónioos para los estados 

de una partícula en cada coordenada relativa. 

Las definioiones, téonioas matemátioas y resultados 

que neoesitaremos para el desarrollo de nuestro propósito están 

resumidos en los dos oapítulos siguientes. 

~n 01 oapítulo 2 particularizamos al grupo de permut~ 

ciones la téonica general de proyecciones para obtener funoiones 

base para reprosentaciones irreducibles del grupo. 

Pn nI capítulo 3 discutimos los paréntesis de trans­

formación (brashinskets) de las ooordenadas originales al 8i8t~ 

ma de oentro de masa y ooordenadas relativas. También discuti­

mos los par~ntesis de transformación para una rotaoión arbitra­

I 

!NTROLlUCCrON 

Actualm~nt~ hay mucha aotividad en probl&m&s de pocos 

nuclaonp3. Tenemos datos reoientes sobre factores de forma del 

Rst.ado ba38 del tritio. H~3 y partícula QL tI] obtenidos por 

dispersión de electroneS. Tenemos, también, información de p~ 

slblfls Flstados excitados de la partícula ex. y de sistemas de 

cuatro nucleones en general ( 2 1. Por otro lado, Phlll1ps, de 

Rice, pareoe haber observado estados excitados de tres nucleo-

nos (3] . 
r s, por tanto, ro1evante discutir aistemáticamentA la 

construcción de sistemas completos de estados tranelacionalmen­

te invariantes para treS y cuatro nucleonas. 

r.sto es 10 que tratamos de hacer eD aste trabajo, u­

I ti1izando funcioneS de osciladores armónicos para los estados 

de una partícula en cada coordenada relativa. 

Las definicioneS, técnioas matemátioas y resultados 

que necesitaremos para el desarrollo de nuestro propósito están 

resumidos en los dos capítulOS siguientes. 

~n 01 capítulo 2 particularizamos al grupo de permut~ 

ciones la técnica general de proyecciones para obtener funciones 

baSe para reprnsentaciones irreducibles del grupo. 

~n nI capítulo 3 discutimos 108 paréntesis de trans­

formaoión (brashinskets) de las ooordenadas originales al 8ist~ 

ma de oentro dA masa y ooordenadas relativas. También discuti­

mos 108 parpnt~8i8 de transformación para una rotación arbitra-
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ria en el espacio bi-dimensional de las coordenadas de dos partí ­

culas y su relación con los brashinskets. Estos coaficieBtes. 

ad~ás de otras aplicaciones (4] • tienen UD papel importante en 

problemas de cuatro DUcleones. 

La parte teórica de este trabajo Se encuentra. princi­

palmente. en los capítulos 4 y S. dOBde oonstruímos explíoita­

mente estados d9 tres y ouatro nucleone8 con las características 

de que son translacionalmente invariantes. tienen momento angu­

lar orbital total definido y son base para representaoiones irr~ 

duoibles dadas del grupo de permutaciones S(n). n -: 3.4. 

También Se discuten los estados generales de tre8 par­

tioulas (útiles en Física Atómica y Molecular) y su relaoión con 

los de cuatro que sean translacionalmente inTariantes. 

Ea en Último capltulo presentamos algunas aplicaciones. 

Disoutia08 la8 funciones de onda para el estado base de la parti ­

cula ~ y su correspondiente factor de forma en la aproximación 

de cuatro cuanto8. 

Se discuten también los eleaentos de matriz. oon reS­

pecto al estado base. de un hamiltoniano para UD sistema de tres 

y ouatro nucleones. Estoa elementos de matriz son dados explíci 

t~eDte para el caso en que las funciones perteneceD a la repre­

seJltación irreducible {n} n=-3. 4. Y tienen momeBto angular or­

bital total igual a cero. 

Como ejemplo calculamos la energía de amarre del trltio 

(huta 20 cuantos) y de la partíoula C( (hasta 10 cuantos). In­
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ria en el 8spaoio bi-dimensional de la8 coordenadas de dos partí­

culas y su relaoión con los brashinskets. Estos coetioie_tes, 

adémÁs de otras aplioaoione8 (4] , tienen UD papel importante en 

problemas de ouatro DUeleones. 

La parte teórioa de este trabajo 8e enouentra, princi­

palmente, en 108 capítulos 4 y 5. do_de oonstruímos explícita­

mente estados do tres y ouatro nucleones con la8 oaraoterístioas 

de que son tranalaoionalmente invariantes, tienen momento angu­

lar orbital total definido y son base para representaoiones irr~ 

duoiblea dadae del grupo de permutaoiones S{n). 11 -= 3.4. 

También se diaou.teD 108 estados generales de treS par­

tíoulas (útiles en Fieloa Atómioa y Molecular) y BU relaoión oon 

108 de cuatro que SeaD translaolona!mente inyariantes. 

Ea e. últtmo oapltulo presentaao8 algunas aplioaciones. 

Dieoutiaoa las funoio.es de onda para el estado base de la parti­

oula oc y su oorrespondiente faotor de fOl:1la en la aproximaoión 

de ouatro ouentos. 

Se discuten también los ele.entos de matriz, oon res­

peoto al estado base, de UD hamiltoDiaDO para un sistema de tres 

y ouatro nuoleODes. Estoa elementos de aatriz son dados exp1íoi 

taaente para el oaso en que las funcIones perteneoen a la repre-

8elltaoión irreducible {n] • n :::: 3.4, Y tienen Dlomento angular or­

hital total igoal a oero. 

Como ejemplo oalculamos la energía de amarre del tritio 

(huta. 20 ouanto8) y de la partíoula ex (hasta 10 cuant08). In-
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dicamos el procedimiento a seguir cuando desoribimos el tri ­

tio también con funciones orbitales de simetría menor que t3}. 

El autor de esta tesis desea expresar su acradeoimien­

to al Dr. M. Moshinsky, tanto por haber sugerido el te" de 

ella oomo por su valiosa orientaoión durante el tiempo de .. 

laboraolón de la misma. También.e agradeoe al Ing. T. A. 

Brody por su asesoría en la parte de programaoión y al 

Dr. F. B. Prieto y la M. en C. R. ~ Mendez por la reTisión 

del aaDD8orito. 
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FUNCIOW' S D:~ '3 r.f:..TRU P:~ m.ruTACIONAL)::' l'INDA 

La función d .,,- onda de un s istAma de n nucleones debe 

se r completamente antisimétrica. Si separamos dicha función 

de onda como produoto de una partA orbital I~> por otra que 

describe el comportamiento del sistema en 01 espacio de spin­

isospin IX.> ,8e puede lograr la referida antieimetrí a ha­

ciendo que I~> soa caraoterizada por una representación i r re­

ducible ( RI ) U} de SIn) y IX:> por la RI asociada [ 5] 

En los capítulos s iguientes se tratará Al problema 

de construir I~> con l a caracterí s t ica r eferi da, en otras pa­

labras, Se requerirá de l as funciones orbitales I~ > l a propi~ 

dad ad ioional de que tenga una simetría permutaoional bi en do­

finida. 

~st o problema será r esuelto util i zándose la técnioa 

cómoda y senci lla de proyecci ones y eventual~ent p. el proceui ­

mi ento un tant o más elaborado do escaler as (n l adder procedurn" ) . 

El pr es ent e capítul o t u.ta de dar un r,?sUIDl1n 

a . de la t eorí a ue proyecciones aplicada al caso particu­

lar del gr upo s i métri CO; 

b. del proced i miento de esca10r as para constnlir los 910­

mentos básicos de una nI de S(nl. 

Técnica de Proyecciones 

CODO se verá todo lo q~P se requinre na Al conoc i mien­

, t 

II 

}"UNCIOrrS :J:~ '3r·f::.TTIU p:~m.fUTACION.\L)::.nNDA 

La función d8 onda de un sistAma de n nucleones debe 

ser completamente antisimétrica. Si separamos dicha función 

de onda como produoto dl'l una parte orhi tal I rjJ> por otra que 

describe el comportamiento del sistema en 01 espacio de spln­

isospin IX> • 8e puede lograr la referida antieimetria ha­

oiendo que I~> soa caracterizada por una representación irre­

ducihle (RI) {í} de c;{n) y IX) por la nI asociada [S] \f}. 

En los capítulos siguientes se tratará Al prohlema 

de construir ~~> con la caracteristica referida, P.n otras pa­

labras, Se requerirá de las funciones orhitales I~> la propi~ 

dad adioional de que tenga una simetría permutacional hien dA-

finida. 

Satu probloma será resuelto utilizándose la técnica 

oómoda y sencilla de proyecciones y eventualinentA el procedi -

miento un tanto más fllahorado do escaleras ( "ladder proceduro tt
). 

El presente capí tulo ty¡~ta do dar un reSUIllr:n 

a. dA la teoría dA proyeccionns aplicada al caso part icu­

lar del grupo simétrico; 

h. del proc~dimiAnto do Ascaloras para con~tnlir 108 ~lA­

mp-ntos hásicos de una nI de S( n ) . 

Técnica de Froyeccionns 

CODO Se v.3rá todo lo ql.lf' Se rpqui oro "3 nl c:onocimi en-
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to dol efecto do cada elemento de S{n) en \~> y sus elementos 

de matriz en la RI considerada. 

({\H}
En lo que sigue usaremos tf} y~ como notaoiones 

equivalentes para indioar la RI ortogonal de S{nl oaracterizada 

por la partición f +f +-·· +f = n . Por d f indicaremos la dime!!,
In 2n Sr] 

aión correspondiente. Un elemento (permutación) de S(n) Se in 

dicará por p. 

Sean I{f} 1) , I{f} 2) " ... , I{f} di) funciones tales 

que 
d.f t+l P.=1,2, ,,. ,dl' IH1 \-l);: 	L..~), (1') I{·r} ).) f (2.1 )

).=1 ¡.¡.. ~ E Sen) . 

{Fijada la RI {f} hay una correspondencia :biunívooa 

entre los símbolos de Yamanouchi pertinentes r l61 y los índioes 

~ , de manera que consideraremos ~ como representando uno y só­

lo un símbolo de Yamanouchi). 

Decimos que IHJ}.I>perteneoe a la fila )1 de la RI {f} 

si existen IH}1)J IH}2), ... , IH}v-l),IU}V+1), . .. ,j{'¡:}d-t> 

tahs que todas \{f} A) cumplan oon (2.1). 

Multiplicando (2.1) a la izquierda por 

donde la barra signifioa complejo conjugado, y sumando sobre los 

elementos de S{nl Se sigue de la ortogonalidad de la representa­

ción que 
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to dol e fecto d~ oada elemento de S(n) en I~> y SUB elementos 

de matriz en la RI considerada. 

(/\ {t} 
En lo que sigue usaremos tf } y~ como notaoiones 

equivalentes para indioar la RI ortogonal de SIn) oaraoterizada 

por la partición f +{n+ '" +f = n . Por d f indioaremos la dillle~ 
1n • Sor¡ 

sión corresponuiente. 

\licará por p. 

Un elemento (permutaoión) de S(n) Be i~ 

que 

Sean \{+} 1) , IH}2) 3'''' IH}d.f> funelones tales 

d-f Hl 
l' IH1~):: 12i\. (.p) l{.r} A> 

)u" t f-L 

1-'=1¡2., ... ,d f 
F e S en) . 

( 2. 1) 

(Fij ada la RI { f } hay una correspondenoia biunívooa 

entre los símbolos de YWDaDouchi pertinentes r (6] y 108 índioes 

po , de manera que consideraremos po oomo representando uno y só­

lo un efmholo de Yamanouchi). 

Decimos que IttJ¡,¡) perteneoe a 1& fila Y de la RI {f ) 

si existen IH }1>~ HH2)""J IH}v-1), !U}V+1), · ··,IHld-,> 

taha que todas \ {-+ 1 ~ > oumplan oon (2.1). 

Multiplioando (2.1) a la izquierda por 

donde la harra signifioa complejo conjugado, y sumando sohre los 

elementos de SIn) Be sigue de la ortogonalidad de la representa­

ción que 



L i' {f /} . 
"" .' \ ~ 1'. I .)t ~l ¡.t' r I 1' 1L " ~'I = 

nt L.. C¡ eS , ¿ IhJ¡\ ) = d A 1\ 1\ ¡.q.l f ''¡: 
T 

n! eS 5 , . I{tJ A')= I 

f.lf-t ttd+ 

donde n! es el número de elementos (orden) de Sin ) . 

La condic ión de ort ogonali dad de la representación 

quA util i zamos Be expresa ex~l ícitament e por [71 

~n particul ar la ( 2. 2) toma la f orma 

d .. ~.i)t~l(p) P I{·d).> = IHl ¡\ > (2. 3) 
Y1! ~ AA 

para t oda func ión \H] ).) qu e pertenezca a la fila 1\ de la 

RI t f }. InversamElnt e, dada una función I{ú),> que s atisfa­

ga ( 2. 3) podomos encontrar un conjunto de d f -l func I ones "cole­

ga3 " I{H 1» It+l.2.);· .. , 1i':}Á-1>; Ii+ JA+ 1> ...... ) l ú J d+> 

de manera que ( 2.1) se a cierto para todo el con j unto. Dond e Se 

concluye que (2 . 3) eS condi c i ón necesari a y sufi c i ent e para qu~ 

¡{+ }',A.) pert enezca a l a fil a A de l a RI i f } de Sin ). 

:'st e rosultado oS bastante ú t il ya que si conocemos 

li·L;..> I una de las Uf funclr,n0s baso para la RI i f j , las o t ras 

SP. pued p. obt ener directwment~ de ella, pUAS, a parti r dA ( 2.2) 

,::s t án dadas por 

'll ':: --, ;- eS It1-JÁ ) = L., - / ¡.(u. d ).., 1\ ;\ +/+ 
t 

h~ eS 5 \hJ A'> = fl.'fJ. 
,. 

d+ 
1" t 

r 2. q] 

donde n! eS el número de elementos (orden) de ~(n). 

La condic ión de ortogonalidad de l a representación 

que utilizamos se expresa explícitamente por [71 

~n particular la (2.2) toma la fo rma 

d.. ~,B t ~ 1 (p) F \ i. -t} A> == I {+ 1 Á > 
.,, ! ~ AA 

12.3) 

para toda función \{+J),> que pertenezca a la fil a 1\ de la 

RI {f} . Inversamente, dada una funci ón lit} ). ) que satisfa-

ga (2 . 3) podomos encontrar un con junto de df- l func I ones "001 0-

~ aa n \t+}I)J It1-1 ¿) J"" It+ }A-1); lt+j At-1>""'J h -t} d+ > 
de maDera qUA (2.1) sea cierto para todo el conjunto. DondA St'l 

concluye que (2.3) es condición necesaria y suficiente para qur> 

'1 <+ 1.) L ~/I pertenezca a l a fila ~ de la RI ·~f] de SIn). 

:':st0 rosultado oS bastante útil ya qua si conocemos 

1 t t ~ A> , Ulla do la.3 d f funCÜ1D0.S base para la In ~ f.i ' las o tras 

Se :pllf~dp obt8Der dire ctarUAnt0. de ella, pu~·s, a partir IIp (¿. 2) 

r . ? t án dadas IJar 
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(2.4) 


{t} 
L08 coeficiAntes ~fA (~) son conocid08 para cuale8­

quiera i f 1y transposición dadas [s1 (y con esto basta pues ped~ 

mos generar todo SIn) con puras transposiciones) y están dados 

expl!citamente, por ej&mplo, en el libro de Hamermesh (ver Refe­

rencias) para n hasta 5. 

El problema que nos queda e8 el de construir por lo .~ 

nos una I{t} ).> . 
Sabemos que podemos obtener una representaoión de S(n) 

aplioando a una función arbitraria I~> las permutaoiones de 

dicho grupo. (Estamos suponiendo. desde luego. que , <P) Sea 

susceptible de sufrir estas operaciones de modo bien definido). 

La función l~> será uno de los elementos básicos o podrá ser 

expresada como combinación lineal de funciones base. Lo mismo 

eS cierto si reduoimos la representaoión original en sus compo­

nentes irreducibles de manera que IcP> Se puede expresar oomo 

una suma de funciones que son bases para las diferentes repre ­

sentaciones irreducibles {f'} 
d~, 

Icp) =r:. 1::. I{.f'j ~> (2.5) 
f' t'"=1 

(2.6) 

Decimos que 

pertenece a la df,-ésima representaoión irreducible. 

Los coaficiAntes 

quiera ifs y transposioión 

7 

(2.4) 

Cl Ul 
rS:J

f 
A (f» son conocidos para cua!e8-

dadas [81 (y con esto basta pueS pod~ 

moa genernr todo S(n) oon puras transposIoiones) y estia dados 

explícitamente. por ej~plo, en el lihro de Hamermeeh (Ter Refe­

rencias) para n hasta S. 

El problema que nos queda e8 el de construir por lo ~ 

nos una I { t} A) . 

Sabemos que podemos obtener una representaoión de S(.) 

aplioando a una función arbitraria I rp) las permutaoiones de 

dicho grupo. (Estamos suponiendo. desde luego, que I cP> sea 

susceptihle de sufrir estas operaciones de modo hien definido). 

La función I ce> será uno de los elementos básicos o pOdrá ser 

oxpresada como combinación lineal de funciones base. 10 mismo 

e8 oierto si reduoimos la representación original en sus compo­

nentes irreducibles de manera que I Cf) 8e puede expresar oomo 

una suma de funciones que son hases para las diferentes repre -

sentaciones irreduoihles {t'} 
2t 

!cp) = L. L.:,. I ti'} ¡..t.> 
f' f=1 

(2.51 

Decimos que 

(2.6) 

pertenece a la d f ,-881ma representaoión irreducihle. 
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Aplicando p en (2.5). multiplicando por 
Hi 

c9J\). (.,,) y 

sumando sobre p obtendremos 

y utilizando (2.3) resulta 

o Sea 

(2.7) 

(2.8) 


donde 

(2.9) 

La ecuación (2.8) nos permite construir la función re­

querida !{H).> aplicando a una función arbitraria 
Hj 

perador de proyección r: P,) definido en (2.9). 

It> el 0­

Resumiendo. dada una función arbitraria I 'F> tal que 

esté bien definido el efecto de las permutaciones de S(n) sobre 

si. podemos construir la RI if} de S(n) asociada a la fila A 

construyendo IH},,) con (2.8) Y sus colegas a partir de (2.4-) 

que reescribimos en la forma 

En otras palabras, los resultados (2.8) y (2.10) nos 

permiten construir funciones que tienen simetría permutacional 

bien definida. 

8 

H : 
Apli cando p en (2.5), multi pli cando por .B.V . l( l' ) y 

s umando sobre p obtendremos 

y utilizando (2.3) resulta 

..,., c,", " ., j > Yl l \ { ¡, ; .> 
L-J"'V, - ( ~) P l ti = P-- " 
~ AA d~ 

(2.7) 

o sea 

(2.8 ) 

donde 

La ecuación ( 2.8) nos permite construir la función re­

querida IH})¡> aplioando a una funoiÓD arbitrari a 1'P> el o­
Hi 

perador de proyección r; P) de f inido en (2.9) . 

Resumiendo , dada una función arbl traria I 'f> tal que 

esté bien definido el efecto da las permutaciones de Sin) sobre 

si, podemos construir la nI tf} de sIn) asociada a la filn A 
oonstruyendo I H J,,) con (2.8) Y sus oolegas a partir de (2.4) 

que reescribimos en la forma 

(2.10 ) 

En otras palabras, los resultados (2.8) y ( 2.10) n 0 8 

permiten construir funciones que tienen simetría permutaoional 

bien definida. 
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Rl índico A en 108 kets que aparecen eD (2.10) indi­

ca que estamos generando 1a RI 11 asoc~a a a a ~ A ~f} . d 1 fila "lo de C'l Ni. 

Utilizando el concepto de carácter de uaa permutación p 

en la RI tf] 

XH}(~) == ~c9H}(t) = Tr~[f}(t) (2.11 ) 
p. f.I.~ 

podemos construir otro operador de proyección en una f01ua que re­

sulta ser má8 conveniente en algunas situaciones. 

'\ I I
Tomemos (2.2) con ti = f.l y sumemo8 .sobre p.' • ObteDeDlos 

n ~ L Ó I eS f 'f I {.f.} ~'> 
d~ 1"4' IJ-J.L 

(2.12 ) 

Sumando ahora sobre ~ y teniendo en ouenta la defini­

ción (2.6) llegamos a 

1:2 XH'l(t) p l1-fl> ­ (2.13) 
t> 

Vemos que 

(2.14) 


es también un operador d~ proyección. 

Una simp1ifioación que oourre cuando utilizamos (2.1.) 

en lugar de (2.9) es que. oomo el carácter e8 funoión de la olase 

9 

El índico A en loa teta que apareoen en (2.10) indi­
C\HJ 

ca que estamos generando la RI {fl asociada a la fila A de ~ • 

Utilizando el concepto de carácter de UBa permutaoión p 

en la RI ~fj 

X Hl(~) = L:cf) U}( t) = Tr ~{f}( "p) 
~ .... tA 

(2.11) 

podemos construir otro operador de proyección en una forma que re­

sulta 8er más conveniente en algunas situaciones. 

" f Tomemos (2.2) con 1\ = P. y sumem08 80bre p.' • OhtenellOB 

r: X {t'Je ) l{t! > = n l í::: Ó I eS f'f I t H ~' > ." ~ 1=' P df 
¡.¡.' .,q,L. 

n! 
Ó f'.f I H III > (2.12) = 

d., 

Sumando ahora sobre po. y teniendo en ouenta la defini­

ción (2.6) llegamos a 

12 XH'l(~) p 11.fl> -
~ 

Vemos que 

os también UD operador d~ proyección. 

(2.14) 

Una simplifioaoión que ocurre cuando utilizamos (2.14) 

en lugar do (2.9) ea que, oomo el caráoter e8 funoión de la 01a8e 
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Procedimiento J0 : 8cal~r&s 

~_n lo 01'-' siguI> 1'8 mas conv0nl"ntn nt"il~ z3r unl1. nota _ 

ción ~xpl1cita para los ínll ices grú'gos ,lf' la ::;f'CCí0n Qnter.i.or. 

necord~mos que ~),) 1 A) etc. Astaban unívocamentp relacionadas 

con los símbolos de Yarnanouchi r d ') una in uo S(n) dada. 

La notación que ntiliznremo3 oS la siguinnt0 

~ -.,. T ..; r){+ ~ - \ In t 2n -' 
$ 

" r ¡ 

~ r; -- \ ( í - ) íj = In n - 1 1 

":1 concepto fundampn~al involucrado on 01 procodimien­

to de escaleras eS nI Uf' "d i stancia ax i l" ' fUf' r"cordarl'lJos "n 

breves palabras. 

Dado un uiagrana d0 YO~ln~ [( el nWllf't"o ll0 pasos 'I11e 

,l~bcmos dar para IIp.;;;ar desdn el cuadrado que cont I.nnf) nI mímol'() 

a hasta el quo contiene 01 ni'unero 1> OS la distanci a n.xil entre a 

y b que Se indica por d( a. b l. P:1 "paso" es definillo por un Up.s­

plazami ,nto horizontal o v0rt :'cal (como los l,lOVI,üf'lltos ,le la tQ 

1'1'1' nn aj Artrl'z, cuando SI} rlUi>V n 3010 una ca 31110.! -¡ ,.'8 pos 1t 1. vo 

'O C) c o trur:' o . 

FrOCfldimiento tl " : 8 c al ~ rcs 

ción " . p l1ci ta para los í ni..! i c ,,~ ;-r i f'g08 'fl la 3"ccifln 2.nter.i.or. 

T: t?cord!.'mos qu e r<;.J) J\.J C' t e. ~s t.aban unívo camcnt !'· rolaci ona<l;:¡t:; 

con los s {m.bolos ¡J p Yamanouchi 1: J :) UD::I RI ufl ':, 1 n 1 dada. 

La notaoi ón llue ntil iz nremo3 os la sibUi nntr' 

~ -t , < "j' T, T - , 1 , - \ ~' . tn "n .~ I J 

\. r) .- \ 
( í 

./ [1 "' n 1"1 -1 

.1 con c f' p to f tUldampDLal i nvolucrs,i o on ", ' prncodimien-

to de es caler as es f' 1 Uf' "d i s t anci a u il" '¡un -r',~ cOrd:lrf'llOS "n 

11rF',ve s :p a la bras . 

Jauo un J i a brana 1 ', YO'-1%: )1 [9: r:l numero I~" :;nsos Tn e 

"! ,: b0IDO S ar para ll l'! ;;ilr des t!.1 ~1 cuall ra10 'Til a cont 1. ne nI nUmoro 

hasta 01 q uo conti ene pI nÚ!npro h oS l a di s t anc l;i ax il enL re a 

y h que se i nd ic a por dla. b l. ; f:1 "paso" eS ¡j . fi nillo por un ¡]p.s-

plazami,nt o ho r i z ontal o v"rt ~cal I comn los :,lOvl .. lif'll t os ,te la t Q 

rrf> "n aj Afl l""' z. cuando '1" f'1U " VI' 30 10 un a. c:¡ i l l a ! ,. ','8 posttlvo 

'J,') 1 il. ,; .... i ni J' I...; ! n- t t , 11 ' \l l :. . 1J J 

http:Qnter.i.or


11 

COIJO f)jomplo considorflmos el siguiente diagrama de 

Youn3 on ,,( 6l 

(2.15) 

1.:n oste caso tenomos 

d(2,3);:: - 2 d(5,6) -= 4 ; d(1,4)=- O (2.16) 

~ntre las expresiones algebraicas para calcular d(a,b} 

escogeremos la siguiente [10J 

(2.17) 


Las distintas fst se enouentran quitando suoesivamente 

del diagrama de Young original el cuadrado qu~ contiene 01 mayor 

numero. Así, del ejemplo (2.15) se obtiene la siguiente suoesión 

de diagramas 

:2 4~ 
35 - [ilili]-­lli±J - Ci:TIJ - ­

~ 
~ l3J-­ - ­ m- []Jl3J 

ti 
( 2.18) 

A partir de (2.17) y (2.18) 08 fáoil checar loa resul­

tados (2. 16) • 

Ahora df'finimos CT porm 

(2.19) 

Por otro lado [6] dos el..,mentos de una misma IU de S(n) 

(>stm r01aciona.dos por 

11 

COIJ.O I)jomplo con idornmos el siguient0 diagrama de 

Youn~ en ,( 6) 

~~ ~3tc caso t enemos 

Ll(2,3):; - 2 d(5,6) -= 4 ; d(l,4)=. O ( 2. 16) 

~Dtre las expresiones algenraicaa para calcular d(a,b ) 

escogeromos la s iguiente [lOJ 

( 2. 17) 

Las distint as f st se enouentran quitando 8uoes i vameutp­

del di agrama de Young original ~l cuadrado qu~ cont iene 01 mayor 

numero . Aa f, del ejemplo ( 2. 15} Se ont iouA la siguiente sucesi ón 

d di agramas 

2. 4 

b 

- GTiliJ--­llliJ . DTIJ -- GTIJ - m - ITJ 
~ ~ l3J F35 

( 2.18) 

A partir de {2.17} y ( 2.18 ) oS fáoil checar loe r esul-

t ados ( 2. 16). 

Ahora df! f inimos C1m por 

(2.1 9) 

Por ot ro lado [6 ] dos el'lInentoa de Ulla misma "!tI de S( n ) 

f' s t:in r",lr.ci. on :'.dos por 



1~ 

donde (m-1.m) indica la transposición do los elem~ntos (coordena­

das) m y m-1. 

~sta rolación nos sugiere un m¡todo para gnnerar la ha-

se para 1 '01a., l~.!.}\ a partir de un elemnnto básico conocido: has­

ta transponer convenientemente las componentes del símbolo dfl 

Yamanouchi y aplicar sucp.sivament~ la ~cuación (2.20). 

Esto es el método hautizado por Kramer y Hoshinsky LIl] 

do "procedimiento de escaleras" en analogía al proceso de descen­

so de peso aplicable en algunos grupos (como TI(a)). 

Para finalizar notemos que la aplicación de (2.20) re­

quiere el conocimiento de una I{f}(r» y que la construcción de 

este elemento se puede hacer a partir do (2.81. ~sto nos infor­

ma cual es la fila dp. J9{~1 a que está asociada la TII {f} ge­

nerada por (2.20). 

I~ 

donde (hl-l.m) ind i ca la transpos ición do los elem~ntos (c oord 8na­

das ) m y m-l. 

~sta rnlaoi6n nos sugi ere un mit odo para gnnerar la ba-

1 'QI J f' 1 s e para a~. \ ~ ! a partir de un elem~nto bás i oo conocirto: bas-

ta transponer conveni entemente las componentes d~l símbolo de 

Yamanouohi y aplicar aucp.sivament p. la .~ cuación (2. 201. 

Esto es el método bautizado por Kramp.r y Hoshinsky [11] 

do "procedimiento de escaleras" en a.nalogia al proceso el e desoen­

so de peso aplicable en algunos grupos (como fi(a}}. 

Para finalizar notemos que la aplicaCión de (2 . 201 re­

qu i ere el conocimiento de una Itt}(r) y qu A la construcción de 

este elemento Se pUAde hacer a partir do (2.8 ). ~sto nos infor­

ma cual ps la fila de J9{tl a que está asociada la nI { f } ge­

nerada por (2.20). 
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EL PROB~!A D~ DOS CUERPOS 

En este capítulo discutimos el problema de dos cuerpos 

en un potencial de oscilador armónico con la idea de introducir 

los paréntesis de transformación para transformaciones ortogena­

les arbitrarias de las coordenadas de las dos partículas. Los 

paréntesis serán útilos en la discusión del problema de tres y 

cuatro partículas que es el contenido de los capitulos siguien­

tes. 

NOTA: 	 en todo este trabajo utilizaremos coordenadas y momentos 

en unidades de r1f y Jmñw respectivamente. con el OD­'-liñw 
jeto de 	tratar con variables adimensionalea. 

Paréntesis de Transformación para Coordenadas Relativas y 

de Centro de Masa (Brashinskets) 

La parte orbital de la función de onda para un sistema 

de dos cuerpos puede expandirse en términos de funciones de osci­

ladores armónicos de dos partíCUlas de momento angular total 1\ y 

proyección M que indicamos por (en la notación do Dirac para el 

( 3. 1 ) 
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EL PROB~lA 02 OOS CUERPOS 

En este capítulo discutimos el problema de dos cuerpos 

en un potencial de oscilador armónico con la idea de introducir 

los paréntesis de transformación para transformaciones ortogena­

les arbitrarias de las ooordenadas de las dos partíoulas. Los 

paréntesis serán útilos en la discusión del problema de tres y 

cuatro partículas que es el contenido de 108 capitulos siguien-

tea. 

NOTA: en todo aste trabajo utilizaremos coordanadaa y momentos 

eD unidades de Iñ y Jmñw respeotivamente. oon el oh-..JmUJ 
jeto de tratar con variables adimensionales. 

Paréntesis de Transformación para Coordenadas Relativas y 

de Centro de Masa (BrashiDskets) 

La parte orbital de la función de onda para un sistema 

de dos cuerpos puede expandirse eD términos de funoioDes de 08c1-

ladore8 armónicos de dos partíoulas de momento angular total 1\ y 

proyección Po! que indicamos por (en la notación do Dirac para el 

, J. 1 ) 



dollde ~/m (:t) SOJa fUoioJles ele OJlda de 1Ul o.oU dor ......10. 

que , eJa t éradJaos del operador de oreaoi&. 

(1. 2) 


Son dad.. por [12] 

(a. a)~Im = Ani (j-it Ylm(Tj) lo) 

OOD 

Anl =(-p [(2n)!!i~+21+f)!! 1''' (a•• ' 

y 

En (8.3) ~n7 s.. a~oo. e.férioo. sólido•• 

El estaelo (3.1) es acleouaclo para el oáloulo de .1.... 

to. de ..triz de operadores de .. cuerpo ._ el d. la ....p. 
oinétioa y del poteDoial Oa.Da a oada partloala. Sta ~... 

DO e. OODTeDieJlte para tra"ar oOJa operadore.. ._ 01 elo la ~ 

,ía de interao.oión V ( 1±,-~1) • ... depelad.. do la ...K ..... 

relatiTa. Es, por lo turto. oOllTdi..te ü.anollar (a.l ) ea 

t émiDoa de eatadoa que depeDdeJl ele 1u OOOft...... rolati"... y 

de oentro de ••a def1DUu. oolljut....e ... na ~ .... 

rrespoDdieDte8, por 

(a.6) 

do.de ~/m (~) 80D fuoi oaee de oda de 1lIl oaolla4or azw6ai oe 

que, eD términos del operador de oreaoi ó. 

(' .2) 

IIOD dadaa por [12] 

~Im =' Ani (j.? t YJm (ij) lo) (a . a) 

ooa 

(3.,) 

y 

Ea (3 . 3) ~n? ... a~oo. eaférioo. aólid ••• 

El estado (a.1) ea ade01lad.o :para el .ileul.e de el_. 

t oa de ... tri. de op.radon. d ... ouorpo ._ 81 de la ~& 

oiDét ioa y d.1 poteDoial oa.ia a oada partloala. Sta ~ ... 

no .a oODTenidte para tra"ar ooa o:peradare. . ea.. el d. l. ~ 

gía de iDterao.oión V ( I :t,-~ 1) • ... d.,.. .. de la .aut ..... 

r elatiTa. 

térai.o., d •• s t ados que depea4d de 1 .. ooorieaa4_ 1'01aU ...... y 

de oentro de _ea det1Jl1d... oo. j-' ..... oa ... ~ .... 

rre.poDdi8llt.a. por 

(1.6 ) 
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Lo. ooefioientes para el desarrollo referido, conocidos 

por el noabre de braskinskets, fueron deducidos por Moahineky (lS] . 

y tabulados por Brody y Moshinsky [14]. Aqui daremos su defini­

oión y algunas propiedades que serán utilizadas más adelante. 

ID el slst&Ba de coordeDadaa relativas y de centro de 

..ea 108 estados de dos partioulas están dados por 

Ino.t)nb~b)"M> =[i! J(Xo.) 1f I (~))" (3.7) 
~ca. f/b~¡' M 

llUalaent. que en (a.l) loa paréntesis cuadradoe indi­

o.. el acoplaaiento de aomentos angulares. 

Notemoe que en (s. 7) utiliz..oe lae mismae 1\ y 11 que 

en (a.l). Seto se debe a que la traDsformaoión (3.6) es tal que 

(3.8) 

Por otro lado taabiéD resulta de (3.6) que 

15 

Lo. ooefioientes para el desarrollo referido. oonooidos 

por el no.hre de braahinskets. fueron deducidos por Uoshinsty [18] 

y tAbulado. por Brody y Moahin8ky [14] . Aquí daremos su defini­

oión y alguna8 propiedades que serán utilizadas más adelante. 

ID el 8i8t~a de coordenadaa relativas y de oeDtro de 

... a 108 eatados de do. partíoulas están dado. por 

Ino.~)nb~b/\M> =[1J J(~a) 1f I (xt)]/\ (3.7) 
~<a. 'lb l /, M 

llUa1aeBt. que en (3.1) lo. paréntesis ouadrados indi­

o .. el aooplaaieDto de momento. angulares. 

Motemo. que en U. 7) utilhaa08 1 .. mi8llu 1\ y M que 

en t3.1). lato 8e debe a que la transformaoión (3.6) e8 tal que 

(3.8 ) 

Por otro lado taahién resulta de (3.6) que 

(3.9) 
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lo cual implica que 

(3.10) 


Los brashinskets son entonces los coeficientes que a­

parecen en el desarrollo 

\n1il)n)~)AM> = !1ln<l~Q)1bPbJ AM><nQ~lnbPb.A In11, ln¿i2J I\) (3.11) 
a. Q. 

nb!b 

donde la suma es finita pues na.la,nb y lb son enteros DO negati ­

vos restringidos por (3.10) y además la y lb dehen cumplir con la 

regla para adición de momentos angulares 

(3.12 ) 

Los hrashinskets son independientes de U pues de (3.8) 

podemos obtener estados con M + 1 en 108 dos miembros de la eou~ 

(3.13 ) 

ción (3.11) aplicando el operador 
_1/2. 

[(A-M)(A+M+1) ] (L.x+ i L~ ) 

Algunas relaoiones de simetría de los hraahinskets(lS] 

16 

lo cual i mplica que 

(3.10) 

Los brashinsket& son entonoes los ooeficientes que a­

parecen en el desarrollo 

\n1i'Jn.zl~lAM> = L.lnQ~o.)nbPbJ A M><nCl~lnb¡b.A h1'ln)2)\) 
nt1, tq, 
nbtb . 

(3.n) 

donde la suma e& finita pues na .la ,nb y lb Bon enteros DO negati-

VOS restringidos por (3.10) y además la y lb deben oumplir oon la 

regla para adi ción de omentos angulares 

(3.12) 

Los brashinskets SOD independientes de K pues de (a.8) 

podemos obtener estados con Y + 1 en los dos mieabro8 de la eou~ 

oión (3.11) aplicando el operador 
_1/2-

[(A-M)(A+M+1)] CL:z:+ i L~) 

Algunas relaciones de simetria de 108 brashinsketal1S] 

(3.13) 
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Nótese que en la última relacióD sólo han sido inter ­

cambiadmlos valores numéricos, de manera que, por ejemplo, nala 

(los números ouánticos relativos} tienen ahora los valores antes 

atribuidos a la partícula 1. Si se interoambia también el senti 

do físico del bra y del ket, el valor del paréntesis es igual al 

original ya que la operación equivale a tomar la conjugada com­

pleja y 108 paréntesis son reales. 

P~r&ntesis de Transformación para Rotaoiones Arbitrarias 

en Términos do Brashinskets 

Discutimos los paréntesis de transformación de estad08 

de dos partículas en las coordenadas xl y x2 para aquellos en 
....

las coordenadas 
~ 

xa y xb relacionadas a las anteriores por 

La matriz en (3.14} representa una rotación de ~/4 con 

respecto a los índices de partículas. 

En asta sección presentaremos un análisis discutido r~ 

cientemente por Cal [4) para derivar 108 paréntesis de transfo~ 

ción cuando la relaoión entre las coordenadas es dada por 

1 
( :XQ.b) (ctr.J fi (3.15)= senj{3 

11 

Nótese que en la última relacióB sólo han sido inter -

cambiadm 108 valores numéricos. de manera que, por ejemplo. nala 

(los números ouánticos relatiVOS) tienen ahora los valores antes 

atribuídos a la partlcula l. Si se intercambia también el 8enti 

do físico del bra y del teto el valor del paréntesis es igual al 

original ya que la operación equivale a tomar la conjugada oom­

pleja y los paréntesis son reales. 

P~rénte8is de Transformación para Rotaoiones Arbitrarias 

en Términos do Braehinskets 

Discutimos los paréntesis de transformación de estados 

{ - -de dos part culas en las coordenadas Xl y x2 para aquellos en .. -las ooordenadas xa y xb relacionadas a las anteriores por 

(3.141 

La matriz en (3.14) representa una rotaoión de ~/4 oon 

respecto a los indices de partículas. 

En esta sección presentaremos un análisis discutido r~ 

atentemente por Gal [4] para derivar 108 paréntesis de tran8fo~ 

ción cuando la relaoión entre las coordenadas es dada por 

:: (C()jif3 
stnjf' 

(3.15) 



lb 

done:e el ángulo de rotación aho r a es 13/2. 

En su análisis Gal muestr a. como veremos . que l os paré~ 

tesi s de transfo rmación asoci ad os a ( 3. 15) Se expresan en térmi­

nos de brashinskets y fases. 

De l a discusión en el princ i pio de este capI tulo Se pu~ 

de deducir que los estados de dos part í culas pueden ser escr itos 

como 

( 3.l 6 ) 

donde P es el polinomio 

(3.17) 

De (3. 2 ) resulta que ( 3. 15 ) induce una trans formación 

similar para los oper adores de creación. es deci r, 

(3.18 ) . 

Los coefici entes para l as rotaciones por UD ángulo ~/2 

seran i ndicados por 

(3.19) 

lb 

dOn(~8 el ánsu10 de rotación ahora es 13/2. 

En su análisis Gal mU 2stra, como veremos, que los parA~ 

tesis de transformación asociados a (3.15) Se expr~san en térmi-

nos de brashinskets y fases. 

De la diseusión en el principio de este capItulo Se pu~ 

de ueducir que los estados de dos partículas pueden ser escritos 

como 

( 3 . 16) 

donde P eS el polinomio 

(3.17 ) 

De (3.2) resulta que (3.15) induce una transformación 

similar para los operadores de cr~ación. eS decir, 

:::; (ca:}? 

\ ;,rnff3 

( 3.18) . 

Los coeficientAs para las rotaciones por un ánL~lo 0/2 

seran indicados por 

(3.19 ) 
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y relacionan les polinomios P y Q de acuerdo con 

P(n,i'lr¡).?JAM) == z:; ~ Q(na!aJl1h1b>AM) 
l'1ata. ~b 

(3.20)
X <'6.t, f/¡,lb J AJn1 i,)n). t A13 

~... ~ 

donde Q eS también dado por (3.17) sustituyendo 1, y '72 por IQ 
~ 

y lb · respectivamente. 

Para encontrar los oOeficientes (3.19) notamos que el 

inverso de la transformación (3.18) Se puede descomponer como el 

producto de matrices siguiente 

senjf3 ) (1 o)f O 1 )(JI fI )(0 1)
c~ll:3 = O -i \1 O -1I.J1 1 O 

e.-
t 

fi
l 

2. ~ )(.fI If) (1 O) = ABCDEFG (3.21) 
)1 ( O ¡,~/< -If [f \0 i, 

donde A,B, ••• ,G corresponden a las matrices en el orden indicado. 

El problema que sigue es algebraioo y consiste en de­

terminar el efecto de cada matriz en el polinomio P. 

Inmediatamente vemos que e y F son rotaciones de ;¡r/4 y 

conducen a braahinskets, como ya fué discutido en la seoción ant~ 

rior. Por otro lado, el efecto de A y G es multiplicar el poli­

nomio por (¡ ¿) 8:¡ donde g2 ;. 2n2 + 12 es el grado del poli­

nomio en el oparador de creación asociado a la segunda partícula. 
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y relacionan les polinomios P y Q de acuerdo con 

P(n!~11 r¡)1,IIM ) == ~ ~1 Q(I1a.ia , l1b ib,J1fV1) 
flato. nI" b 

X <'ht., f1b lb; A J n, jl J n¿ t ;\ ~ (3.20) 

~ ~ ~ 

llonde Q es también dado por (3.17 ) sustituyendo 11 y '72 por l a. 
~ 

y lb · r espectivamente . 

Para encont rar loa coe f icientes (3.19) notamos que el 

inverso de la t ransformación (3.18) 8e puede descomponer como el 

producto de mat rices siguiente 

sen1(3 ) = ( 1 

c~l rS \0 

(
t-

i
fi
l

2. 0. )(.ff JI) (1 O) = A aCDE FG 
'J O ;I~). -If J± \ 0 i 

(3.21) 

donde A.B, •••• G corresponden a las matrices en el orden indicado. 

El problema que sigue es algebraioo y consiste en de­

terminar el efecto de cada matriz en el poli~omio P. 

Inmediatamente vemos que e y F son rotaciones de :;r/4 y 

conducen a brashinskets . como ya fué discutido en la seoción ant~ 

rior. Por otro lado. el efecto de A y G es multiplicar el poli­

nomio por (:¡: ¿) f/:¿ dondl) g2 ;. 2n2 + 1 2 e8 el grado del poli-

nomio en el oparador de creaoión asociado a la segunda partícula. 
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Por UD razonamiento anál ogo el efecto de E es i ntroduc i r un 

factor -"* Finalmente, B (:. J) i nteroamllia 71 
~ 

y ¡.,¿ )cuyo e fe cto, como se Ve de (3 .17 ), e S 

B P(nltn)~ I ¡\fv1) = (_/~t-~-;1p('k (¿,n, ),)Af'Y1 ) (3.22) 

Combinando todos estes resultados y uti li zando las re­

glas de s imetría de los brashinskets (3.13) obtenemos 

<'h ia.nb Jb ) ;1 ln,ip~L/1 1 = 

= /nb~~-2'1.-J, ~ ~fdUp [(~n<lt ¡d-2no- lc )i ~ {2J<-At/¿ 

)( <nclc>ry id)A I~ lal nbib ,"><~{.~ Id) 1\ 1n, J1,'kJ Ii> (3.23)2 J 

Estee coe fi oientes también son reales [12]. 

La relación (3.23) arriba nos da explícitamente los pa­

réntes i s de transformación para una rotación arbitraria con res­

pecto a l os í ndices de las partíoulas en términos de hrashinskets, 

108 cuales están disponihles en tahlas [14] • 
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Por UD razonamiento análogo el efect.o de E os introducir un 

factor Finalmente, B (::.;)} interoambia ¡JI 
-'" 

y í.¿ )cuyo efecto, como se Ve de (3.17). ~s 

PI De) t~rj . -/1p( , . 
E tn,l,)n~¡¡)AM = (-) 4 n)¿,n,JtJAM) (3.22) 

Combinando todos estes resultados y utilizando las re­

glas de s imetría de los brashi nskete (3.13) obtenemos 

<~lC2JnbJb);1 /n,lpf1¡i¿)/1 '1 :: 

:: ¿2nb+¡b-2~-1~ ~ L:: ~ .tx. +--, [(~mdi'ld-2n~-L ) L,j l2J e-}b+ i
¿ 

't fe nd ~d ' - '- , 

)< <nc~)ncJ ld);\lflu¡a,nbjb )II><~t~/d¡ t1 ln,tn.zj2JIi> ( 3.23) 

Estee coeficient es también 80n reales (121 . 

La r el aci ón (3.23) arriba nos da explícitamente l os pa-

r éntesis de transformaci ón para una rota ción arbi t raria con reS­

pecto a los índices de l as particulaa en t érmi nos do brashinekp.ts, 

108 cuales estÁn disponibles en tabl as (141 • 
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EL PROBLEMA DE TR~S CUERPOS 

En este capítulo vamos a construir sistemas completos 

de funciones de osciladores armónioos que tengan momento angu­

lar orbital total bien definido y que Sean bases para ~a repr~ 

sentaoión irreducible de S(3). eS decir, que tengan simetría pe~ 

mutacional definida. 

Primero discutiremos el caso de invariancia transla ­

cional donde podemos eliminar el movimiento del centro de masa 

quedándonos con una variable (vectorial) menos. 

Estados translacionalmente invariantes de tres partículas 

La restricción a invariancia translacional implica 

que los estados de tres part!culas van depender solamente de 

dos coordenadas relativas y escogeremos la8 coordenadas de Jac~ 

bi definidas a continuación. 

Los estados de tres partículas pueden ser funciones 
..... -+ ­de las coordenadas ordinarias Xl' x2 y xa o de las definidas por 

la siguiente transformación ortogonal 

n(~ ~) -.:r:a. = ¿ :t.1-x2., 

-+ 

Ib =~ (X 1+X.a.- 2x3) ( 4.1 ) 

~ (~ -+ -+) -Xc. X 1 + X" + X3= 3 
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IV 

EL PROBLZMA DE ~S CU~RPOS 

En ~ste capítulo vamos a construir sistemas completos 

de funciones de osciladores armónioos que tengan momento angu­

lar orbital total bien definido y que sean basee para ~a repr~ 

sentaoión irreducible de S(3). es decir. que tengan simetría pe~ 

mutaoional definida. 

Primero disoutiremos el oaso de invarl&Doia trallsla -

clonal donde pOdemos eliminar el movimiento del centro de masa 

quedándonos oon una variable (vectorial) menos. 

Estados traDslaoionalmente invariantes de tres partículas 

La restricción a lnvarlancla traD8laoional implioa 

que los estados de tres partioulas van depender 801.aente de 

dos coordenadas relativas T escogeremos la8 ooordenada. de lac~ 

bi definidas a continuación. 

Los estados de tres partículas pueden Ser funciones 
....... -de las coordenadas ordinarias x10 x2 y %3 o de las definidas por 

la siguiente transformaoión ortogonal 

- = -H(~1-1¿) Xa. 

-+ = f6 (x,+ x¿ -2 x3 ) J:. b (4.1 ) 

........ 
Xc.. 

~(-. -:r ~) = 3 ::C 1 + ~.2. +:t::,3 



E~ta transformación, así como ln (3.14I, 0 3 caso ~artl­

cular de la transformación ortogonal de Jacobi definida para n 

vectores por 
~ 

-+ ...X ...c sx I ) 1~..::>~ 11··1 (4.2a)= t ",+ '1 J[~+~ l~~ 
..., 

" 
~ n 

~ 

X (4.2b)XY) = Jf LI 
tt =- f 

A las coordenadas (4.2a) les llamaremos coordenadas re­

lativas de Jacobi , y son obviamente invariantes frente a transla­

c i ones. 

Entonces un estado arbitrari o de trp-s partículas que 

sea translacionalmente invariante puede desarrollarse en términos 

de 

{4.3 ) 


donde <xlnlm) son funciones de un oscilador armónico en la nota­

ción de Dirac. 

Tendremos estados con momento angular bien definido s i 

utilizamos las funciones (4.3) acopladas a una /\ y proyección M, 

eS decir, 1\ 

( 1. '1)1"0.1,. nb lb .¡\M) '" [< 5!o.\n,i» <Xo\ \ ¡ L>1 
M 

Lo ~nico que nos queda ahora eS caracteri zar el estado fi 
nal por una nI de S( 31. Para esto utilizar.lOs los conc ~ptos discu­

22 

E::lta truns í onnaci ón. as í como ln ! 3.14), .':3 caso f' art l-

cul ar de la t rnnsformación ortogonal de Jacobi de f i nilla para n 

vectores por 
-~ 

J ~~t~ k; X -Jo 

= X 
t-

(,!. :2a) 

---? n 

Xr¡ Jf !" 
-+ 

= :L
t t =- t 

(4.21) 

A las coordenadas f4 . 2a) les llamaremos coordenadas re-

lativas de Jacobi, y son obvi am ent e i nvariantes f rente a t rans la-

ciones, 

Ent onc es un est ado arbitrario de trAS partículas que 

sea translaoionalmente invari ant e puede desarrollarse en términos 

de 

(4.3 ) 

donde <xl n 1m) s on func iones de un oscilador armón i co en la nota­

ci ón dA Di rac. 

Tendremos oa t ados con moment o angular bien u~finido si 

ut ili zamos laa funciones (4.3) acopladas a una i\ y proyecci ón M, 

es decir, 1\ 

1n,.1" nb1n,¡\M) := [< Xa.\",t,> <.tb \ ) lo>1i"'1 ( ~. ·1) 

Lo único qUA nos rru8 da ah ora eS car" cteri zar d . est auo fi 

n .. l por una nI dn Sf 3 1. T'ara est o utl l í Zru:lC' 3 103 concf'ptos dls cu-
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tidos en el capítulo 11. Necesitamos, entonces, conocor el efecto 

de laa permutaciones de 8(3) en las funciones (4.4). De hecho 

hasta con saber el efecto de los generadores de 8(3). Esoogeremos 

las permutaciones (12) y (123) como generadores del grupo. 

~~aminemos más detalladamente el estado (4.4). Igual que 

(3.16) él puede ser expresado como un polinomio Q en 108 operado­

res de creación 

= fl ( X
~2 \ o,b 

...)
- t. Pa,b (4.5) 

actuando en el estado hase. es decir, 

(4.6) 

donde 

Q (nJo.. nb ~b J\ M) = A A (- . ~ )nq, (-+ - )l1b 
no..iQ. "\ lb lo. 10. 16'lb 

, [Y1Y¡·) y{ Cib) L (4.7) 

y 

(4.8) 

El estado hase le) es obviamente invariante frente a 

23 

tidos en el capítulo 11. Neoesitamos. entonces, oonocor el efecto 

de las permutaoiones de S(3) en las funciones (4.4). De hecho 

basta con saber el efeoto de 108 generadores de S(3). Eaoogeremos 

las permutaciones (12) y (123) como generadores del grupo. 

Sx~inemo8 más detalladamente el estado (4.4). Igual que 

(3.16) él puede ser expresado como un polinomio Q en 108 operado-

res de creaoión 

(4.5 ) 

actuando en el estado base, es decir. 

donde 

Q(nJo.l()6~b)AM) == A n A n (~1 'Yi )nq (ii - )nb 
n,}.o.. h b l b o. l a. Ib'lb 

, [Yl. ( 'i.) W~b ) J: (4.7) 

y 

(4.8) 

El es tado llase le) 08 obvi amente invariante frente a 



· dI ~ y ~ permut ac~ones e as coordenadas xl' x 2, y x3 de manera que la 

discusión de las propiedades de sim~tría de combinaciones linea­

les de kets (4.4) se reduce al análisis de las propiedades de si 

metria de la misma combinación lineal de loa polinomios Q. Por 

ejemplo, si queremos simetrizar la función tendremos de aplicar 

las permutaciones de S(3) a Q y sumar los polinomios resultantes. 

¿ Cual es el efecto de los generadores (12) y (123) en 
t 

los polinomios Q? 

La respuesta eS sencilla pues de (4.1) y (4.5) resulta 

(\2) (~:) - (-~ ~ )(1:) 

(123) (i) = (-~ ~)G:) 
El efecto de cualquier permutación de sta) sobre Q es 

entonces directo una VeZ que tenemos el efecto de (12) y (123). 

De (4.9) y (4.7) vemos que.el efecto de (12) sobre Q es multipli­
2.nb+ .(b

carIo por la fase (-1) mientras que la aplicación dA 

(I2a) en Q conduce a una combinación lineal de Q's cuyos coefi­

cientes son paréntesis de transformación asociados a un ángulo 

(3 = 4rr I~ . 

Como dijimos, este procedimiento eS directo pero resul­

ta ser laborioso. Obtendremos mucha simplificación si introduci­

--+ + -+ 
permutaciones de las coordenadas xl' ::( 2' y x3 de manera que la 

discusión de las propiedades de B im~tr!a de combi naciones linea­

l es de ket s (4.4) se reduce al anál isis de l as propiedades de ei 
metria de la misma combi nación lineal de los polinomios Q. Por 

ejemplo, s i queremos simetrizar la función tendremoR de aplicar 

las permutaciones de sta) a Q y sumar 108 polinomios resultantes. 

¿ Cual as el efecto de 108 generadores (1 2 ) y (123) en 
I 

los polinomio8 Q? 

La respuesta eS sencilla pues de (4.1) y ( 4.5 ) re8ulta 

(12) (~:) - t~ ~ )(~:) 
(4.9 ) 

(123) (i) - t ~ il )(1 ) -~ : 'i: 
El efecto de cualquier permutación da S(3) sobre Q ea 

entonoes directo una Ve z que t enemos el efecto de (12) y ( 123 ). 

De (4.9) y (4.7) Vemos que , 01 efeoto de (12) sobre Q eS multipl i -
2n b+ i b 

carIo por la fase (-1) mientras qtle la aplicación dA 

( 123) en Q conduce a una combinación lineal de Q' s cuyos coefi­

cientes son paréntesis de transformación asociados a un ángulo 

(j = 4rr J?, . 
I 

Como dijimos , este procedimiento es directo pero resul­

ta ser laborioso. Ob t endremos mucha simpli ficac i ón si introduci-
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mos operadores auxiliares definidos por [11] 

(4.10) 

Estos operadores no denen ser confundidos con los ope­

radores do creación definidos en (3.2). 

Ahora, do (4.9) vemos que bajo la operación de los ge­

neradores de S( 3), -'i, y 72.- se transforman como 

(12)(~) - (~ ~)(~) 
(4.11 )

\ 

(123)(~J =(e-:
i 

/ 

3 

/~/3)\~) 

también como en (4.7) pero tomando 'lt>?z)n1, 11' n2, 12 en lugar ..;0.) 'lb) na' la'de 
~ 

nb, lb· La aplicaoión de (12) y (123) en 
.... .... 

p. o sea, de BUS inversos L16J en ?t 3 ~¿ nos da 

(12)P{n1R!)n)2,AM) = (_/,+R:¡-A p(nZ~Jn'¡'JAM) (4.12 ) 

(123)P(nfl,)~¿,AM): /2lTi/3)2J P{n/,1n¿P2, 11 M ) (4.13 ) 
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mos operadores auxiliare3 definidos por [11] 

( 4. 10) 

~stoa operadores no debeD Ser cODfundidos con loa ope­

radoras da creacióD definidos en (3.2). 

Ahora. do (4.9) vemos que bajo la operacióD de loa ge­- -Deradores de S(3), ~1 Y ~2. 8e transfOl"lll&ll oomo 

(12)([) - (~ ~)(~) 
(4.11 ) 

\ 

(123)(#.) = (e-:
i/3 

/~/3)\i) 

también como en (4.7) pero tomando 7
t
,"i)Dl , 1 1 , D2, 1 2 eD lugar - -.,. de IQJ 7b) Da' la' Db , lb· La aplioaoión de (12) y (123) eJl 

~ ..... 
P, o sea. de BUB inversos l16] eD ?, 3 ~.z.. nos da 

(12)P(~RtlYl,¡121I\M) :::(_}1+~~-1t p(n~~)nt¡f/IM) 
t ni' O¡ri!3)2j PI O n A fvf) 

(1 2.3)P(n,t,JfI¿IbA M/ ::. e \n,.f'Jn,z.!2,lI/rf 



-
. ) 
L- U 

-l ond.' J-:-f inimos 

( 4. 14 ) 

A continuación vamos a construi r primerarllonto los Asta 

dos base para l a RI {21J de S(3). Esta rApresantac i ón eS hidi­

mensional y los elemontos hásicos están asociados a los dos siro­

bolos de Yamanouchi (211 ) y (121). Construiremos la RI asocia­

da al renglón (21 1) de modo que los operadores de proyección que 

ent r ar án en juego son (ver def i nición (2.9) y rAfe 5. pag.224) 

t ~ 11 
P2.1t ~(Z1t) = ~í ::: +( t 2)-~:l.t::) + (¡3)-t-(1_ ': )+1I.: _ ) , 1 (4.15 )

~L"í. ~J 

y 

(4.16) 

De acuerdo con la dis cusión del capítulo rr primero a­

pli camo8 (4.15) al polinomio P. Oht endremos la función caracte­

rizada por fr = {2 1}( 211). En s0guida, aplicándole (4.16) ob­

tendremos su colega t21}( 121 ). 

Notando que 

( 13) 

(4.17) 

y ut ili zando los resultados (4.12) y (4.13) resulta 

c!.on,t,' ,infinilllos 

( 4 . 14 ) 

A contin'..l.ación vamot3 [1. con3truir primA ra.'IH)nto los ~sta 

dos base para la DI {21j de s(a) . Esta rApra3Bntación es bi di ­

mensional y los el0montos básicos están asociados a los dos sím-

bolos de Yamanouchi (211) y ( 12 1) . Construi remos la RI asoc i a­

da al renglón (211) de modo que l os operadores de proyección qu~ 

entrarán en juego son (ver defi n i ción (2.9) y ref. 5, pag. 22 4) 

( 4. 15) 

y 

(4.161 

De acuerdo con la discus i ón del capitul o II primero a­

plicamos (4 . 15 ) al polinomio P. Obtendremos la función car acte­

rizada por fr = {21}(211). En s0guida, aplicándole (4.16) ob­

tendremos su colega {21j(1211, 

Notando qu 

(13 ) 

(23 ) 

(12)(1 23 ) 

(123)(12) 

(12)(123)(12) 

y utilizando los resultados ( 4.12) y (4. 13) rosulta 

(4.17) 
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t¿t} 

;;', (<:'11) P(n,l'Jn)<,AM) = 

z ~ =« ¿J'f)[p(n,l",>~,AM)+(}+t-t1P('!zl,n,l" AM)J 

(4.18)=K1-ó""l[P(n,t.,.1" AM) +() +~-Ap(.,.J" n,í" A M l] 

donde y 08 definida por la oongruencia 

2g == y (mod 3) (4.19) 

El procedimiento anterior condujo inmediatamente a un 

resultado interesante~ dados los polinomios P{n1l 1 .n2l 2,AM) so­

lamente aquellos tales qQe 2g, de la ecuación (4.14), no sea un 

múltiplo de 3 son los que tienen proyecciones no nulas sobre la 

RI {211 de S( 3). El mismo rl3sultado se segui.r!a si hubiéramos 

seleccionado p{21} (121) en lugar de (4.15)
121 

Normalizando la función (4.18) obtenomos nuestro pri­

mer resultado 

= Ji: (p(n,i"nJ,AM) +(-},+~-ARnA, ",1" AM)1 (4.20 ) 

,1* O 
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(4.18 ) 

donde JI 03 definida por la oongruenoia 

2g == )) (mod 3) (4.19) 

El procedimiento anterior condujo inmediatamente a un 

resultado interesante~ dados los polinomios P(n1l 1 ,n2l 2.AM) so-

lamente aquellos tales qae 2g, de la ecuaoión (4.14). no Sea un 

múltiplo de 3 son 108 que tienen proyecciones no nulas sobre la 

BI {21} d~ S(3). El mismo r~sultado se seguiría si hubiéramos 

s aleccionado P i21} (12 t) en lugar de (4.1 S J 
12' 

Normalizando la función (4.18) obtenam08 nuestro pri­

mer resu1tado 

= Ji [p(n,I,,"J,AM) + ¡.}+t-A P(nA,n,I"AM)1 

,¡ *o 

( 4. 20 ) 
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Aplicando (4.16) en (4.20) ohtenemos la función ~e 

nos falta para completar la hase: 

{¡ti

~f (:;fl) ~ (Yl1kn).l¡AM:, 121j (211)) _ 

= ji Jfn{f2.9)rn,Jf,nj,AM)-(-}+~-AP(n,~,n,I" 11M)] 

)1 • [ I I 1, +-~-l1pf 1. 1. )]=(-).5 P(n'~fJ'?¿ ¿,AM)- (-) (l7.z J''1t 1; 11M 

(4.21) 

Notemos que el factor J.f realmonte normaliza las ~ 
de (4.20) y (4.21) pues P está normalizado y P(n111 .n21 2 ,AM) j~ 

más es idéntico a P(n2l 2,n l 1,AM) una Vez que Y:FO.1

Para conseguir los estados simétricos y antisimótricos 

pOdríamos aplicar JO (3](I1f)=pljj y pi/l1h2f) =pi lll}, respecti 
fff 321 

vamente, recordando que todas las permutaciones pueden eXpresar-

Se en términos de (12) y (123). Esta sorla la receta general. 

Un procedimiento más elegante es notar que del análisis desarro­

llado para f.:: t 21 } concluimos que solamente comllinaciones line!, 

les de polinomios P' s con 2n +- le 2n2 - 1 2==0 (moa 3), o soa,1 

mÚltiplo de 3, conducen a estados simétricos o antisimétricos. 

Los simétricos son caracterizados por el diagrama de Young (y 

respeotivo símbolo de Yamanouohi) 
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Aplicando ( 4.161 en ( 4.20) obtenemos la función quP. 

nos falt a para oomple tar la base: 

( 4.21 ) 

Notemos qua el factor J.f realmonte normaliza las ~ 
d. (4.201 y (4.21) pues P está normalizado y P(n¡11.n212.AM) j~ 

mÁs es idéntico a P(n21 2 .D1l 1 .AU) una VeZ que y ~O . 

Para conseguir 108 estados simétricos y antisimótricos 

Jlodríamos apli car fJ iJl(lff) == P lj1 y p.. {III f.321) = JO Uf/j, respect! 
fff 321 

vamente, reoordando que todas las permutaoiones Jlueden expresar-

s e en términos dA (12 ) y (1 23) •. Esta soría la receta general. 

Un procedimiento mÁs elegante es Dotar que del anÁlisis desarro­

llado para f : t21} concluimos que solamente combinaoiones line~ 

les de polinomios P' s con 2n1 +- 1 1- 2n2 - 1 2==0 (morl 3), o soa, 

múltiplo de 3, conducon a estados s imétricos o antis i mátricoB. 

L08 simétricos Bon caracterizados por el di agrama do Young {y 

respeotivo símbolo de YamanouohiJ 
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...--~ (111) 

y así son obviamente simétricos bajo la permutación de las part! 

culas 1 y 2. Los que son antisimétrioos están asooiados al dia­

grama de Young (y respeotivo símbolo de Yamanouchi) 

....-- ~... (321) 

y son obviamente antisimétricos bajo el intercambio de las par­

tículas 1 y 2. Podemos. entonces. obtener los estados {a} (III) 
n{zj 

y {111} (321) aplicando. respectivamente. los operadores U­

y pif1]al polinomio P{n1l 1 .n212.!\M). 

l~:~1P(n,l"n),.AM) = 

es decir. 

=üP(n,¿,n2~'AM) ±(-}.~-Ap(n2l, n,1" ) Irf)1 
=Ir [r/J (n,l" n¿J,z." M; {3} (111)) 

2 ;5 (nI 1,¡ n)lJ AM~ {111 }(.32.0) 

] 
(4.22) 

Estas expresiones son válidas cuando 2nl + 11- ­2D2 1 2 

eS un múltiplo de 3 distinto de O. Cuando DI =n2 ,= n y 11 = 1 2 = 1 

eS par 
(4.23) 

es non 
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.4-_" (111) 

y aeí son ohviamente simétricos bajo la permutación de las part! 

culae 1 y 2. Los que son antisimétrioos están asooiados al dia­

grama de Young (y respeotivo símbolo de Yamanouchi) 

+ .. --~ .. (321) 

y son obviamente antisimétricos bajo el intercambio de las par­

tículas 1 y 2. Podemos, entonces, obten~r los estados {a} (111) 
1') {z} 

y {lII} (321) aplicando, respectivamente, los operadores g-

y p''']al polinomio P(nI l 1 ,n2l 2,I\M), es decir, 

(~:~ 1 P( n,l" n),A M) : 

= ~ L P(n,~,n2 &, m) ± (J+'-Ap(n2~' n,l" ,MO ] 

=H [<,Z5(n1lb n¿j.z,I\M; {~H111)) ] 

2 ;5(n,l1/n)z,AM l {ftt}(.321)) 
(4.22) 

Estas expresiones son válidas cuando 2n1+ 11- 2D2 - 12 

ea un múltiplo de 3 distinto de O. CUaJldo nI = n2,: n y 1 1= 12= 1 

-n ¡ ¡ ) )'I(n ,niJII M; {3](111)) 
.c(n ,n JAM = 

tAndxemoa {,f.. 1 ¡, . 

~ (ni, ,d, t1 M ~ {W] (32.1)) 

e8 par 
(4.23) 

e8 non 



30 

Obtuvi nos, así, polinomios con s imAtr{a p0nnutacional 

y moment o angular orbital total bion definidos para e l problena 

de tres partículas, translacionalmonte invarin~ntA , en l 0rminos 

de los operadores .:n, y -;r de (4.10). Para Al cálculo n.A los 
/ /z 

elAlJ1entos de Iilatriz del hamiltoniano y del factor dI' foma dI' 

núcleos, ~Ie discutiremos más adelante, es más convenient0 tA­
~ ~ -. 

nar los polinomios expresados en terminos de íQ y f, t:, ' Con 

este propósito en mentA notamos que la matriz de la transforma­

ción (4.10) puede descomponerse en la siguiente forma 

(1 H) (A "\( . ~) AB (4. 24) 
'1 

.¡j h: I -~ ;(~ 

Ahora, la aplicación de A a P da una combinación lineal 

C0 PIS cuyos coeficientes serán brashinskets. mi entr~s qun el p­

o ¿n<J.t-{,;.
fecto de B es multiplicar el polinomio por (-¡) . ,ya que el 

polinomio eS homogénoo de grado ~na+ la en la primera variablP.. 

Combinan.lo estos rAsul tados llegamos a 

(4.251 

Introduciondo la cantl,l~ ,l f '.1 t)lln¡'¡u !W l" , lUS yalor05 

Ob t UVir:lOS, así. po li nomios con sim."> t ría pr' rtnu t ac i ona l 

y L10ment o angu.lar orbi tal t otal bi oU de fi n i dos para el pro])leT.1a 

de tres partí culas , t r ans lacional mo n te invRri~l~p, en trrmi nos 
-+ -+ 

de los op pradores 1, y 7 ¿ de (4 . 10 l. Para pl cálculo fl p los 

elAll1 entos d€' mat r i z del hamiltoniano y del factor dr" f orma .i" 

n~cleos. ~l e discutiremos mis adelantG, es mis convnni nnte t p-
- ~ ~ ner l os polinomio s oxpresados ~n terminos dA n y r • Con 

l O. l e 

e s te propósito en mente no t amos que la matri z d e la t ransf orma-

ción ¡.i, 10 ) puede dpsc omponerse en la s i gu i ente f oma 

(1 H\ (Il r,- \( . e \ 
~ (; ~~ ) 

1 ) 
AB (4.24 ) 

, I -II {~ -II / 

Ahora. la aplicación dA A a P da una combinación l incal 

C 0 P i S cuyos coef ioiente s s erán bras hinske ts, mi t>ntrns qu n el A-
.. . .t.n t- ..f", 

fect o de B es Clul tipli car el polInomIo por (_,) <.l. .' , ya lTUe Pl 

po linomio es homo gén oo dp grado ~na + la en l a primera v nriablp.. 

Combi nanclo estos rf18ultau o8 lle gamos a 

I ntrod uci ond o la c ant;.;. ·]:"., f t 'l li n j ,ja r· o'- ~ U3 • .:ll orf>!'J 

http:Combinan.lo
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dados en la tahla que sigue 

y p. {f} (r) (-{ 

O 
O 
1 

{3}(111) 

{ l11j(321) 
+1 

+1 

1)2 O 

1 i 
\21H211) 
{.21H121) 

+ 1 
-1 

(4.26) 


utilizando (4.25) y propiedades de simetría de los brashinskets 

conteDidas en (3.13), podemos expresar en forma compaota los re­

sultados anteriores y además tener todas las funciones reales. 

El procedimiento es sencillo y de pura construcción. Tendremos 

Estos estados están en términos de las coordenadas re­

lativas de 1acobi ( 4. 1 ) • La f está definida en (4.26). 

Una Vez construídos explíoitamente los astados en el 

ospacio de configuración, el estado completo Se construye de la 

man~ra usual. Indiquemos por I'Th[SThiT: fr> los estados de tres 

partículas en el pspacio de spin-isospin. El estado completame~ 
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dados en la tabla qua sigue 

y ~! H} ('1') (-{ 

O 
O I '-{.3}(111) +1 
1 , {111J(321) +1_ 
O I 1. 21 }(211) + 1 

12 rt-J-
J 1 I t.21}(121) -, 

(4.26) 

utilizando (4.25) T propiedades de simetría de los brashlnskets 

conteDidas en (3.131. podemos expresar en forma compaota 108 re­

sultados anteriores y además tener todas las funciones realea. 

El procadimiento es sencillo y de pura oonstrucoión. Tendremos 

Estila estados están en términos de las coordenadas re-

lativas de lacob1 (4.1). La r'- está definida en (4.26). 

Una v~z construidos explíoitamente los astados en el 

ospacio de configuraoión. el estado completo s e construye de la 

IDlln",ra usual. Indiquemos por I 'Thr~TMT; fr> los estados de tres 

partículas en nI pspaeio do spin-isospin. El estado completame~ 
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t~ ant i s i oÁtrico bnjo ~l intorccmbi o d~ coordenadas. spinb 

isospins sp.rá dado por [17] 
J 

(4.28)Iof'>= ~ 0(-r(ln,l"n,l,.¡\'fr) 15™T , ~ ~ >t 
donde df es la dimensión dA la nI if} y f~ se refieren a la pa~ 

tic i ón y símbolo de Yamanouchi asociados a fr [5] . La fase (_l)r 

p,stá dada en (4.26). El símbolo ~ Sp refiere nI conjunto de 

números cuánticos involucrados 

( 4. 29) 

Así ten~os construidos explíoitamente los estados 

translacionalmente invariantes de tres partículas. 

Estados Generales de Tres Partículas 

A continuación vamos a derivar los estados generales de 

tres partículas que sp,an caracterizados por momento angular orbi­

tal total y simetría permutacional bien definidos. V0recos, An 

el capítulo siguiente. que los estados translacionalmonte inva ­

riantes para cuatro partículas pueden ser derivados con casi los 

mismos pasos que desarrollaremos aquí. 

Consideremos las coordenadas usuales (adimensionales) 

~Xl' -x 2 y -x3 para las tres partículas y construyamos el ket 

\n,i"n)¿ (").>r'l)3)\,.,.>=[[<~lnlf1><~ln)~>J~:3In31~)JA (4.30)
P. 

tf' ant i s i cp t ri co bn jo el i nt~rccmbio do coorden udn.s, spin~ 

isos~iDS s Ará dado por [17 ] 
J 

101")," ~ ~ (-r lln r lr,n), .A , fr> I S T MT ,+ ~ > t ( 4. 2B) 

donde df es la d imens ión dA l a nI {f } y í; se refierp.n a la pa~ 

tición y símbo l o de Yamanouchi as ociados a fr [5] • La fase t_l)r 

pstá dada en (4. 26 ). El símbolo ~ Sf' refiere nI conjunto de 

números cuánticos involucrados 

( 4. 29) 

Así tenQmos construidos explíoi t amente los es tados 

translacionalmente invariantes de tres partículas. 

Estados Generales de Tres Partículas 

A continuación vamos a de r ivar los es tados generales de 

tree partículas que SAan caracterizados por moment o angular orbi-

t al total y simetría permutaci onal bien definidos. V(' rel:los. ~n 

el capítulO siguiente, que 103 est ados t rl\Ds lacionalmentf' iDva -

riantes para cuatro partioulas pueden ser derivados con casi los 

mismos pasos que desarrollaremos aquí. 

Consideremos las coordenadas usual es {adí mensionales} 

... - -Xl ' x 2 y xa para las tres partículas y construyamos PoI ket 

btn),¿ (")jr'1.3tAp.)=[ [<~l n, t1 ><~In),¿> t'<:3 In31~) y' 14.30} 
P. 



33 

dondo el primero, segundo y tercAr conjuntos de números ouánti­

cos (nI) están asociados a las partículas 1,2 y 3, respectivame~ 

te. As!' por ejemplo, en el ket \nll1,n3l3{¡\};n2l2,Ap.) los p!. 

res (nala) y (n2l 2 ) se refieren a las partículas 2 y 3, respec­

tivamente. 

Los estados (4. 30) tienen momento angular total A y 

proyección p. bien definidos pero, en general, no corresponden 

a una RI definida del grupo simétrico S(3). Para conseguir es­

ta propiedad utilizamos otra Vez la téonioa de proyecciones, lo 

que rpquipre que sepamos 01 efecto de cada permutación sohre 

(4.30). Recordando que dehemos aplicar el inVerso de oada per­

mutación a las coordenadas y utilizando las técnicas familiares 

de reaooplamiento de Racah [18] obtenemos, por ejemplo, 

(23)htn)~ (II);n3)S).~> ::: l[<;1In111X~$ln)~>J"<;¿ln3i3'» A 
\A­

»,+11+11'+"1 I (' ) I ti J:. 1:(-) (21\+1)(211+1) WJ,/z 3).;M' n,!,.naIl3 (N)jnl vAU)A' ,~ 

donde W es un ooefioiente de Racah. 

En la tabla siguiente damos los resultados para todas 

las permutaciones de sta). 

Ya estamos en condiciones de proyectar los estados. 

Emppzaremo8 suponiendo que los tros parea (nals )' s = 1,2,3 son 

di stintos. De cimos qup 
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rlone! n el primpro, seguDdo y tercer conjuntos de números cuánti­

cos (nI) están asociados a las partículas 1,2 y 3, respectivame~ 

te. Así, por ejemplo, en el ket Inll1.n31gV\);n212.Ap.)I08 p! 

ros (nala ) y (n 2l 2 ) so refieren a las partículas 2 y 3, raspec-

tivamente. 

1.08 estad.os (4. ao) tienen momento angular total A y 

proYPcción I-l bien definidos pero, en general, no corresponden 

a una RI dnfinida del grupo simétrico S(3). Para conseguir es­

ta propiedad utilizamos otra vez la técnica de proyecciones, lo 

que rpquipre que Sepamos el efecto de cada permutación sobre 

(4.301. Recordando que debemos aplicar el inverso de oada per­

mutación a las coordenadas y utilizando las técnicas familiares 

de reacoplamiento de Racah [18] obtenemos, por ejemplo, 

(23)ln,i"n,~ (A);n,I,)I'> ~ LL<;, In,I,X~.ln,l,>J"<;.ln.i,> J: 
»1+11+/\'+,,/ I (1 ) I J b J ;. 'f.(-> (:?AtI)(2!1+1) W J,'l(3).;M' ". l.n3~3("')jnl vAp.) 

donde W es un coeficiente de Racah. 

En la tabla siguiente damos los resultados para todas 

las permutaciones de S(3). 

Ya Bstamos en condioiones de proyectar los estados. 

EmppzaremoB suponiendO quo los tres pares (nsls )' 8 = 1.2,3 SOD 

diDtintos. Decimos 1JUf> 



) Sf s ' (1.3 1 ) 

o ls=t=ls ' o aml>os. Naturalmont€'. en ~sto caso, dos 

kets ( 4. 30 ) en l os cual~s los vectores -+xl' -x2 y -x3 fueron permu­

tados son ortogonales. 

TABJJA 1 

Consideremos un estado (4.30) al cual aplicamos el op~ 
1':] ifJ(_)

rador de proyección~; r de (2.9) y otro estado con las 

mi smas (nsl ', s=. 1,2,3) y A~ • pero con A' en lugar de 1\s 
If'}

al cual aplicamos el operador JO (F).El producto oscalar de
r' 

estos dos estados tiene la forma 

J'¡ 

J 39= S' (1.31) 

o 1s1: ls' o ambos. Natura lmontp, en fls t o cas o, dos - - -kets ( 4.30) en los cuales l oa ve ctores x l' x2 y x3 rueron permu-

t ados Bon ortogonales. 

('1 Z) : 

L---------~-------------------------------------------.---
/' ,\ + ;~ ). ~- , I 

, i"+7 <>3+ /.:::-1 ;/.- ., " -/,: , .' "' .'. ' . . .' • 
~-'i) ':;_h/l .. ¡' ··-I /~L. • . - • .1 : • ... .: / •• :/ . / . / /i .• ,. _ ./ . .1 " ) /._/ A' ;":'..J~ • .J .,.I J ..... ..... .) ,' 

TABJ, A 1 

Consideremos un estauo (4 .30) al cual apl i camos el op~ 
n {rJ( _) 

rador de proyección~; r de (2. 9) y otro estado con las 

mismaa (na l s )' B ::. 1 , 2 ,3 ) Y A ~ , per o con 11 ' en lugar de 1\ 
{f'j 

al cual aplicamos e l operador P (F). El producto os cal ar de 
r' 

estos dos estadoe t iene la forma 

I {fll_ ifj _ . <",1, n,zla(Ahr3J l )p. \t;, ( r')r:. (.,..) \Tl, lI J n l'l (Ii ))n)j)A~) ;=: 
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=~ eS, S <nltnJ2(A')jn.3tAp.\¿]cf)~~J Cf') rln,J.,n)/A)jn3J3IA,...> 
63! t f r'r p r r' 

(4.32) 
dondp el lado derecho sigue cuando sustituimos los operadores 

por su forma explícita y utilizamos relaciones de ortogonalidad 

hien conocidas para las ~ 

En el caso que estamos considerando (los tres pares 

nsls distintos) la aplicación de cualquier p. que no Sea la i ­

dentidad, el ket produce un eatado que es necesariamente orto­

gonal al hra, de manera que el producto (4.32) toma el valor 

(4.33) 


Vemos. entonces, claramente, que cuando aplicamos el 

operador (normalizado) 
r;¡; - 5""' C'l Ujr: HJ(r) =Jf; I:-r ¡;/'J(f) ~ V3'd '1""rr (~) p (4.34) 

a (4.30) con todos loe pares neIs distintos, ohtenemos un con1~ 

to de estados ortonormalizados 

Notemos que en el lado izquierdo de (4.35) el orden en 

que aparecen 108 pares (nal )' s =1,2,3, ya no eS significativo.s 
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= ~ E, ~ <",I"oJ.z (A')jn)3).p. \¿: cf)~~J (~~1) r Inl11)n)~(A)jn31~1'AfJ.> 
3 ! H"''-'' ,... ,. r-' 

(4.32) 
dondp el lado derecho sigue cuando sustituimos los operadores 

por su forma explicita y ~tilizamos relaciones de ortogonalidad 

bien conocidas para las f) 

EL el caso que estamos considerando (los tres pares 

nala distintos) la aplicación de cualquier p, que no 8ea la i-

dentidad, 1 ket produce un estado que ea necesariamente orto­

gonal al bra, de manera que el producto (4.32) toma el valor 

(4.33) 

Vemos, entonces, claramente, que cuando aplicamos el 

ope~ador (normalizado) 

1ft - ~cfiUJ 
p~·'d(r)= f3i<_t¡;{.f}(f)=- o/(-l"L;: rr (~)P 

1" J J; r J. r 

a (4.30) con todos loe pares nela distintos, obtenemos un conjU!! 

to de estados ortonormalizados 

Notamos que en el lado izquierdo de (4.35) el orden en 

que ap~recen 108 pares (nals )' s = 1,2,3, ya no e8 significativo. 
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Para f"vitar rcpeticionps inúti1ps u(\finirAr.lOS un orden l:anónico 

para los pares r~feridos: si 1 1 , 1 2 Y 13 tionpll la misma paridad • 

. 1, ~4 ijf"S deClr, (-) = l-) =(-) ord,..naremos los pares dp. tal moJo qu~ 

(nII I ) > (n o I 2 ) > (n313 ) dondo por (n 1 1 > In ,1 1) querp,mos do 
, ~ ss ss ­

tiene paridad distinta de las otras Jos indicaremos nsta 1 y su 

n correspondiente por n3lJ y los pares restantns sArán ordonaJos 

Es importantp tener en cuenta este ordon canónico al 

utilizarse la tabla 2 que será mencionada más adelante. 

Notemos también que de (1.30) resulta que /\ satisfa­

ce las relaciones 

de modo ,que fijando nl,11,n2,12,nS,13'~' f,f.r.r el número de 

estados (4.35) que tenemos es 

(4.36) 

El factor de fase (_l)r introrlucido en (4.34) es + 1 

cuando t)l símbolo dA Yamanouclü r corresponde a un diagrama Jo 

Young ~n el cual los números ps tán distrihuÍdo3 on orrlrm natu­

ralo pueden Ser pU'3stos fln (\sto oru,.,n }.ajo un niuncro par do 

transposicion~B. En caso contra~io "6 -l. Como njnrnplos tene­

Para pvitar rcppt icio np s i nú t ilps J (lfini r fl1:lo s UD ortl >D 0anónico 

para los pares rJ I nri dos: si 1 } , l ~ Y 13 ti ODP'l la misma paridad. 
) I 

(>8 d (>cir, (-) qUfl 

tiene pari~ad di stinta de las otras Jos inJioaremo9 nsta 1 y su 

n correspondient (> por D313 y los pareS r(>stant, '·,s 8¡:¡rán ord~nauos 

Es lmportantp t~ncr on cuenta este ordon canónico al 

ut ilizarse la tabla 2 ~1P. sflrá mencionada más ad l ante. 

Notemos tambiÁn que de ( ,1.30 ) resul t a que 1\. satisfa-

Cp las relaciones 

(4.36) 

de modo ,que f ijanuo nl . 1I,n ~ , 1!'..n 3 ,13' /l., f,f,r,r 01 número de 

estados (4.35 ) qur t enemos es 

'" .., , 
ml n l(i\T'~¿)) .{3t-A)j- r,1..J..)( ~.t l-(_ I J I ~~- A I J t- 1 . 1, .37) 

El fact or de fase (_l) r introducido An (4.34) eS + 1 

cuando nI símbolo dA Yruilanouchi r corrosr onlÍe a un 'l i ag ama Up 

Young (ln el cual 106 núm~ros I'stán ~ lü;t riJm l do . OD orrlrm natu­

ral o pueden ser PUl)stos fin I' S te orünn J,nj Q un mÍmaro par d o 

transpos i cion"lB, En caso cQntra,,. io '3 -l. C0ll10 C! j ,'mplos tf'nc-
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mos los casos contenidos en la última oolumna de la tabla (4.26). 


Esta fase, arbitraria, va se conveniente para la extensión al ca­

so de cuatro partículas. 

Los operadores de proyección que aparecen en (4.35) son 

dados explícitamente ~n la tabla 2, al final de este capitulo. 

A continuación vamos a discutir el oaso en qu~ dos de 

108 pares (nsls ) son iguales. ~or convenienoia enumeraremos los 

Debelllos. 

entonces, proyeotar a partir de 108 estados 

(4.38 ) 


Consideremos el produoto esoalar (4.32) en el cual bra 

y ket tienen la forma (4.38). La aplicación de oualquier permu­

tación a (4.38) que intercambie ..... --o x2 da un nuevO esta-con xlx3 

do quo eS ortogonal a (4.38) con Aarbitraria. Por lo tanto. s~ 

lamonte los tÁrminos con p:. e o p = (12) contribuyen a la soma 

L... ~_ 
t+l 

(4-,-1) 'h y como (12) aplioada a (4.38) da el mi8lll0 
~ rrl r r 

~+J-A ti .
estado ~ltiplicado por la fase (-) = (-) • tenemos que en el 

C&SO presente el producto escalar (4.32) toma el valor 
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moa los oasos contenidos en la última oolumna de la tabla (4.26). 

Esta fase. arbitraria, va se conVeniente para la extensiÓD aloa­

so de cuatro partíoulas. 

Los operadores de proyección que apareOen en (4.35) son 

dados explíoitamente ~n la tabla 2, al final de este capitulo. 

A continuación vamos a discutir el oaso en qti9 dos de 

loe pares (nalsl son iguales. Por convenieDoia enumeraremOs los 

Debe 08, 

entonoes, proyeotar a partir de 108 estados 

(4.38 ) 

Consideremos el produoto esoalar (4.32) en el cual hra 

y ket tienoD la forma (4.38). La aplicación de oualquier permu-

- -+-tnoión a (4.38) que intercambie x3 con Xl o x2 da un nUeVO esta-

do quo eS ortogonal a (4.38) con A arbitraria. Por lo tanto, s~ 

lamAnte los tÁrminoa con p -::. e o p = ( 12) oontribuyen a la suma 

t+} 
E~_ (i-.- t ) ~ 

't:> rF' í r 

estado ~ltiplicado 

y como (12) aplioada a (4.38) da el mismo 

'+1-1\ 1\ . 
por la fase (-) = (-) I tenemos que en el 

caso presente el produoto esoalar (4.32) toma el valor 

~ O & & [6 "~H j ( ) ] r1f ' 1\'/1 -- +(-) - (12) a ~ ,. r r r t"' r f J 



38 

L 03 e l emen tos d~ ma t riz dp ( 1~) en las dist i ntas RI 

d~ S( 3) están dado s, ,or ojeoplo, on l a ro f , 5, rag,~?4, Tn­

niendo en cU0nta qu<> las p o rmutaciol1ns dp- S(3} pueden ser p.s­

cri t aa en la forea 

e, (12), (23), (123) = (23}(12), (13), (132) = (13 )(12) 

y que el efecto de (12) es introducir un factor (-) ,los oper~ " 
dores de proyección se simplifican, como está indicado explíci 

tamente en la tabla 2. 

El único caso que nos queda para discutir es el de los 

tres pares (nsls ) iguales, o sea, cuando proyectamos del estado 

\nl, nI (A); nl,Ap.) 

Si aplicamos el operador de proyeoción (4.34) a (4.39\ 

obtendremos estados oaracterizados ~or fr, pero, los ~stados a­

sí proyeotados con A difp-rAntes en general no serán ortogonales. 

Esto puede oomprender se mejor consi derando el producto escalar 

(4.32) con todas las (nsl ) iguales a (nI). Claramente, on es-s 

te caso, la aplicación de una perDutación arbitraria al ket nos 

da estados que no son nocesariamp-nte ortogonales al bra, de mo­

do qua,debemos tomar en cuenta el efecto de todos los términos 
{+}

de la suma ~ fl'J__ (.,,-1) \-.. sobre e l k~t. Para cada p tene­r r r l r 

moa la oombinaoión lineal do la tabla 1, tomando todas las nsls 

iguales a nlo El producto oscalar no da entonces 5. o ~) __ Y
Ah r ' ~ 

no podemos cons eguir ~stados ortonormalizados de csta manera. 

aH 

Los elementos d~ matriz dC' [1~) en las di 8tintaa RI 

do S(3) están dado 3 . ~or o j ~plo. on la rof. ~. rag. ~?4. TA_ 

ni endo ('n 01l0nta qu0 las p ~rmutacion0s d8 S(3 } pueden ser ~s­

critas en la forea 

e. (12), (23) . (1 23) = (23} (12 ). (13), (13 2) = (13) ( 12) 

1\ y que el efecto de (1 2) es i ntrodu cir un factor (-) .' los oper!, 

dores de proyecoión se simplifican, como está indicado expl! ci 

tam8nt e en la tabla 2. 

El único caso que nos ~eda para discutir es el d~ los 

tres pares (ns l s ) iguales, o sea, cuando proyectamos del estado 

\nl , nI (1\); nl'''/-l> ( 4.39 ) 

Si a plicamos el operador de proye oci ón ( 4.34) a (4.39 1 

obtendremos es t ados caractp.rizados ror fr, pero, los 8stados a­

sí proye otados con A di ferAnt es en general no s 8rán orto gonales. 

Esto puode comprenderse mejor considerando el producto es calar 

(4. 32) con todas las (nsls ) i guales a (nI). Claramente, oD eS-

te caso , la apl i cación de una pe~utación arbitraria al ket nos 

da estados que no son necesariament e ortogonale3 al bra . de mo­

do que,debemos tomar en cuenta el efe cto de todos los t~rmino8 

de la suma 12 fl)~~ (r- I ) h sobre el kf3t. Para cada p tene-
!=' r r' r 

mos la oombina ción l i neal do la tabla 1. tomando todas las nsl s 

iguale s a nI. El produ ct o os ealar no da ent onces .~, o ,\ __ y 
1\"1\ .,..'~ 

no podemos conseguir ~stado8 ortonormallzado s de nata manera. 
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S.'>guiremos, por lo tanto, un procedimiento diferente. 

Si queremos proyectar estados con f =r21} vemos, a 

partir <le la RI correspondionte, que el operador (2.14) tiene la 

fol'!l41. 

(4.40 ) 


Esto operador e6 hormitiano e idempotente. Así, su ma­

triz con respecto al conjunto completo de estados (4.39), oon 1\ 

restringida por (4.36), tiene dimensión 

y sus eigenvalores deben ser O o 1. De la tabla 1 (pag.34), los 

elementos de matriz son dados por 

(4.42 ) 

Inmediatamente Vemos que son nulos cuando A y AI 
tie­

nen diferento paridad, de modo que la matriz de (() se rompe en 

dos partAS: una para ¡\ par y otra para 1\ nOD. 

Do la discusión del caso en que dos de 108 paree (n 1 )
s 8 
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S"'guirl3mos, por lo tanto, un procedimiento diferente. 

Si queremos proyectar estados con f = t 21} vemos, a 

partir (} . la lU correspond iflnte, que el operador (2.14 ) tiene la 

form.1. 

Esto oporndor ~6 hermitiano e idempotente. Así, su ma­

triz con respecto al conjunto oompleto de estados (4.39), con 1\ 

restringida por (4.36). tiene dimensión 

Y sus eigenvalores deben ser O o l. De la tabla 1 (pag.34), 108 

elementos de matriz son dados por 

(4.42) 

I 
Inmediatamente vomos que son nulos cuando A y A tie-

non diferento paridad, de modo que la matriz de ({) se rompe en 

dos partAS: una para ¡\ par y otra para 1\ non. 

Do la discusión dol caso en que dos de los paree (n 1 ) 
s s 
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eran iguales, del cual el problema presente es un caso particu­

lar, concluImos que los oigenestados de la matriz de Apar que 

corresponden al eigenvalor 1 son oaracterizados por la RI {21i 

de S( 3) Y tien¡:¡n r = (211) ya que los eigenestados son simétri ­

caracterizados por f {a}. De manera similar los eigen­

cos bajo el intercambio de las dos primeras partículas. Los 

eigenestados correspondientes al eigenvalor O cuando /\ es par 

=son 

estados de la matriz oon Aimpar que corresponden al eigenvalor 

1 son caraoterizados por la RI {21} con r : (121), pues son 

antisimétricos bajo el intercambio de las dos prim¡:¡ras partí ­

culas. Los eigenestados asociados al eigenvalor O, cuando A 
es non, tienen f={111J. 

Nos falta, todavía, encontrar los estados colegas 

cuando estamos tratando de la RI {21}. Vimos que cuando 1\ es 

par y el eigenvalor es 1 tendremos el estado {21j(211). Su co­

lega se puede determinar utilizando el procedimiento de escale­

ras discutido al final del capitulo 11. En el caso presente te 

nemos 

-- O] 


Queremos el estado cuyo diagrama do Young eS 
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eran iguales, del cual el prohlema pres enta es un caso part icu­

l ar, concluimos que l os Ai gAnestados de la matriz de (, par que 

oorresponden al ei genval or 1 s on oaracterizados por la RI {21i 

de S( 3) Y ti en~n r = ( 211) ya que los ei genestados son simétri­

cos ba jo el intercambio de las dos primeras partículas. Los 

eigenestadoB correspond i ent es al ei genvalor O cuando A es par 

son car acte r izados por f = t a} . De manera s i milar los ei gen­

estados de la matriz con A impar que corresponden al eigenvalor 

1 son caracterizados por la RI {21} oon r : (1 21), pues Bon 

ant isimétricos bajo el interoambio de las dos primAras partí-

culas. Los eigenestados asooiados al eigenvalor O, cuando A 
es non. tienen f ;{ll l] . 

Nos falta . todavía. encontrar los estados colegas 

OUlLlldo estamos tratando de la RI { 21}. Vimos que cUlLlldo " e5 

par y el eigenvalor es 1 tendremos el estado {21 }(21 1). Su co­

l ega s e puede determinar utilizando el prooedimiento da escale­

ras discuti do al f inal del capitulO 11. En el cas o presente t~ 

nemos 

- -- DJ 

Queremos el estado cuyo diagrama de Young eS 

..... - -- r::(12. 1) 



41 

~s ,iecir, debemos permutar la segunda y tercera componentes del 

símbolo de Yamanouchi original (recuérdese que r:. (rar 2r 1 )). 

D~ (2.19) resulta 

0";::-1 = f _.f + 1 - 2 _ - 2, 
., ¿-a 12. 

y de (2.20) encontremos el estado colega 

(4.43 ) 

Por otro lado, cuando Aes impar y el eigenva10r eS 1 

tendremos que el eigenestado está caracterizado por {21j(121) 

de manera que su colega {21}(211) también Se encuentra por el 

prooedimiento anterior y resulta ser 

(4.44) 

Nótese que el procedimiento de escaleras es el que 

debe ser usado pues no podamos oonstruir el operador de pro­

yección (2.9) ya que la diagonalización de la matriz (4.42) no 

nos dice a que fila de iJ {f} está asociado un eigenestado 

oonsiderado. 

El prooedimiento detallado discutido para conseguir 

estados de simetría permutacional definida a partir de los es­

tados (4.39) está indicado en la tabla 2 por la frase que dice 

qu~ se debe diagonalizar la matriz del operador ~ cuyos eln ­

41 

~s ,ieci r , dehemos permutar la sogunda y tercera componentes del 

símbolo de Yamanouchi original (recuérdese que r = (r3r 2r 1}). 

DA (2.19) resulta 

(1'"-1 = f _ f -+ 1 - 2 _ - 2, 
~ l? 12. 

y de (2.20) encontramos el estado colega 

( 4. 43 ) 

Por otro lado. cuando Aes impar y 91 eigenvalor es 1 

tendremos que el eigenestado está caracterizado por {21J(121) 

de manera que su oolega {21}(211) también Se encuentra por el 

prooedimiento anterior y resulta ser 

Nótese que el procedimiento de escaleras e8 el que 

de he ser usado pues no podemos construir el operador de pro­

yecoión (2.9) ya que la diagonalización de la matriz (4.42) no 

nos dioe a que fila de ~ lf} está asociado un eigenestado 

considerado. 

El prooedimiento detallado discutido para conseguir 

estados de simetría permutacional dofinida a partir de los es­

tados (4.39) está indicado en la tahla 2 por la frase que dice 

qu~ S~ dehe diagonalizar la matriz del operador ~ cuyos ele -
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montos son dados por (4.42). 

Veremos en el capítulo ~lP sigue que hay una corres­

pondencia entre los estados generales de tres partículas que a­

cabamos de discutir y los de cuatro partículas que sean transla 

cionalmente invariantes. 

mentos son dados por ( 4 .~ 2 1. 

Veremos on el capítulo ~1P sigup ~u c hay una corros­

pondencia entr9 108 estad os Generales d ~ trps partíoulas que a­

cahamos de discutir y los do cuatro partículas qUA sean t ransla 

c i onalmente invari antes. 
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n,J, nA na '3 

ni nJ n¡ 

n1nl n)3 
>-3 
> 
~ 
> 
~ 

n,1, tl¿l21'13~3 

A 

! 
~ 

~ 
Il. 

ct 
l 
~ .... 

I:t .... 
Q: 
ct 
~ .... 
Ql 
Q:: 
"'1{ 

trJ 5(3) 

{aj 
{21} 

{111 } 

{3}(1fI) 

{21}(211) 

{Z/j(121) 

{21}(Z11) 

{2fJ(12f) 

{111Ha21) 

{33(11) 

{1.1J1(2\1 ) 

{21~ (f2f) 

tzf}z(21t) 

{¿da (1'21) 

HI1H~2f) 

f r, '3(4) 
~ 

(""")(I'\nn) (nnM"..n) 

{4} -
{221 -

{1111j 

{4}(1111) {31}(2111 ) 

{22}(2211) {~11(1211) 

t22} (2121) l31} (H2') 

{22j (22f1) {ZI1 }(3211) 

{22J(2f21 ) {2ft! (3121) 

{1ft11(i32/) {211J(1321) 

{4J(111t) {3t}(2f11) 

i221t (~211) l311 (1211) 

{2'2J t(2121) {31}( 1121) 

t22t (2.211) {21fH~211) 

i2.2}¡(ml) {211} (a121) 

[11111(4\32/) t2.1I} (1521) 

\nI tn.z~2J na ~~J 1\ )"-l¡t r > 
-- - ---- - -- - .. - -< 

Jorivados diagonalizando la matriz del operador 

:'[e::o<:3::~~~;8 ..tá» dad~por <-4: 42) -----l 
! 

~ [e - ¡(1~) -:!(23)] . 

~[(23)-(13)] I ~ í(A)· ~ A )----- x n)n J na 3" fl 
~H: [(13)-(23)J "" 

-~[e+±(B)+!(23) ] 

ti [e - (13) -(23)1 

Ji [e+(I~)+(f3)+(23h('2.3)+(132)] 
-R" [e + (12)- t~(B)+(2.3) t (123 )+(132)}J 
±[(B) -(1~) +(123)-(13(.)] 

x Inl~b~t(")jn~13)~> 
¡. [(r~) -(z~) +(1n)-(13l)) 

-~ le -(12) +~\ (1:i)+(¿a)- (123) -(132)}] 

tt [e -t1',) -(t3)-(2a)+(12~) +(132) ) 
------_.­

1~I, nAn3/~ 11 1 fr) 5(3) 
f r , S(4) 

\nltn.z~Zln~~~J t\),~ ,tr-> I 

~. 

I 
(1)H){Ilnn) (nnMt>rn) ._- ~.- - -< 

{3} {4} - ;)erivados diagonal l zando la matriz del operador 

~nJn l ~ i21} {221 -

! {111} {1111 j - ~.ouyoS elementos Astán dados por (4.42) 
-- --- - -- - - - -

~ le+(13)+{23») b}(llI) {~ }(1111) {31}(2111) I 
~ {21}(2ft)! {22} (2211) {:tI 1(1211) ~ [e - t(13) -:!(23)] 

1 ~ 

n j nl n}3 
{21 }(121*22} (2121) 131} (112') H: [(23) - (13)] )( I n ~ ) n ~ (") j na ~ 3 J A p.) 

Q: 
{21}(21') {22J(2211) {211}(3211) # [(13)- (23) J 

~ 
{2l}(12f) {22J(2'21 ) {211}(3121) -~[e +± (13)+tC23)] ~ .... 

{II1 Ha21) {Ul1}(4321) {211} ('321) [f [e - (13) - (:23) 1 
--- - -_._-

{33(111) {4}(11tl) {311{2!11) Ji Le + (12.) + (13) +(23)"t (12.3) -+ (1.32)] 

ct 
i2.1J

f 
(2tl) {221, (,'W) nI} (1211) ,ff [e + (12)-±HB)+(23) t (123 )t(132)} J - i [ (B) -(1~) +(123)-( 1 ~2.)] Q:: {21~ (12f ) t221, ('2f21) {3tl( 1121) It 

x In'~""!z'./")jnJ~I).~> n,J. rl¿lz 1'\3P3 ~ .... 
{2f}z(211) tZ2t(l21t) t21lH3211) t [(r=.) -(B) +(123)-(132)] Q) 

Q:: 

--G le -(12) +-i\ (1a)+(:B)- (123) -(132)}] ~ {21~ (nt) {2.2},i(ZI21) {211} (aI2') 

\1I1}(a2t) {l1l1j (4321) UH} (fS21) .Ji l~ -(1'¿)-(t~)-(2a)+(12~)+(132)] 



EL P?OBL:'::~:A J :. CUATRO Clfr n>:(t') 

En PstA capitulo construirnmos pxpl{citulAntA estados 

de cuatro partículas con las siguiNlt8S propieuades 

a. invariancin translacional; 

h. momento angular orhital total definido; 

c. simetría p~rmutacional hien dpfinida. 

La restricción a invariancia translacional implica que 

los estados de cuatro partículas seran funciones solamento de 

tras coordenadas rAlativas. 

Coordf'nadas de Jacohi y de Y'-ramer-Moshinsky 

Será conveniente definir pI sistema de coordenadas re­

lativas de dos modos distintos. '~o de ellos son las coordena­

das relativas de Jacohi dadas por (4.~a) , con n = 4 

(5.1) 

-+ 
- 3x 4 ) 

El otro es el introducido por Kramer y Moshinsky [2<2] : 

En (1st !' ca l ítulo cODstruir"'mos F'xpll c ..'- taL1P.Dtf' estallo !" 

d e cuatro part ículas con las SigtlÍ0:n t os p ropip'lades 

a. invarianc i a trsDslac i onal; 

b. momento angular orbi t al t otal dAfinido; 

c. simetría p(\rmutacional bien cl ~finiüa. 

La rf!stri cción a invariancia translacional implica que 

los Astados de cuatro partícul as BAran funciones solamonto de 

tr~s coordAnadas rp.lativas. 

Coordf'nadas de Jacobi y d~ Kramer-Mosbinsky 

Será conveniente d efinir 1' 1 aietAmn de coordenadas re-

lativas de dos modos distintos. T~o dA ellos s on las coordAna­

das relativas do Jaco bi dadas por 14. ~ a) . con n; 4 

El otro 1'8 Al inLroduc i(~o por Kram~r y M08hinsky(:~q]: 
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-Yl = t( -xl + -x 4 - -x 2 - x 3 -- _ .... 
Y2 = t( - - - (5.2)x 2 + x 4 - xl x 3-Y3 =t( -- - -xl ­x 3 + x 4 -x 2 

Para completar los sistemas de coordenadas (5.1) y 

(5.2) Se requiere la coordenada de centro de masa 

(5.3) 

Las coordenadas relativas (5.1) y (5.2) están relacio­

nadas por la transformación ortogonal 

M 
J 

dondo 

O 

JI -H 
M= Jt -~ 

-~ -Jl 

- -Ji 
O 

ff ~)(: ~ ;.)r: ~ ~)If 
(5.5) 

O ;; \0 -fa .ti \0 O -1 
Esta descomposición do M será útil al relacionar 108 

45 

y 1 = t ( ~l -+ -;4 - -- :1 2 - x3 

12 = -H - ... - -X 2 + :1 4 - xl - Xa (5.2) 

- - - - -Y3 = t( :13 + x 4 - xl - x 2 

Para completar los sistemas de coordenadas {S.l} y 

(5.2) se requiere la ooordenada de centro de masa 

{5.8) 

Las ooordenadas relativas (5.1) y (5.2) están relacio­

nadas por la transformación ortogonal 

J 

dondo 

Jt -,H 
M= It 

O -~ 

JI 

~) - -JI .Jf 
O O 

;. )r: ~ ~) 
~ \0 O -1 

(5.5) 

Esta descomposición do M será útil al ralacionar 108 



46 

pstados en l as coord¡>nauas IIp Kram('r-~.;osh i nsky ('>. 2 ) con los AS­

tauos en las coordenadas dp Jacobi (5.1). 

Los estados translacionalmentf'1 invariantes da oscilado­

res armónicos en términos de las coordenadas (5. 1) y (5.2) serán 

caracterizados por los kets 

A 

In,t ..~(A);n.!,,A!'> =lk~~ l n,l, ><1 ln,l,>]A<~ In}'>]tA (5.6)
b

(5.7) 

donde distinguimos 108 estados en las coordenadas de 1acobi de 

aquellos en las coordenadas de Kramer-Moshinsky por los parénte­

sis >y ) • respectivamente. 

Los kets (5.7) sat i sfacen las condiciones a. y h. mnn 

cionadas anteriormp.nte. Para satisfacer la c. les aplicaremos la 

técnica de proyecciones. Necesitaremos, para este fin, conocer 

el efecto de todas las 24 permutacionflB de 8(4) SOhl"A el conjun­

to de coordenadas (5.2). Seleccionaremos las transposiciones 

( 12), (23) y (34) corno los generadores de 3(4). Los siguientes 

resultados son inmediatos 

pat ados en las coorú r>nauas <Ir' I\ ram,'r-~ íoshi nsky I J. 2 \ con los AS­

tados en las coordonadas dp Jacobi (5.1). 

Los estados t ra.Dalac i onalme n tA invariantes !lA osc il auo­

res armónicos en t é rmi nos de las coordenadas (5. 1) y (5. 2) serán 

caracterizados por los t eta 

).. 

In,t .. UA ); n,l,.Ap.> = l [<;.In,1, > <:;\In,l) J\;, In),>] .. ( 5 .6 ) 

(5.7) 

donde d istinguimos los estados en laa coord enadas de lac01i dA 

aquellos en las coordenadas de Kram~r-Moshinaky por los parént o­

s is > y ) • re s pect ivamente . 

Los tet a ( 5.7) sati sfacen las condic iones a. y h. m0n 

c i onadas anteriOl'mp.ntA. Para sat isfacer la c. les aplicaremos la 

t~cnica de proyecciones. Necesitaremos, para es t e fin. conocer 

el efecto de todas las 24 permutacioDf)/3 ,le 8(4) s obrA el conjun­

to de coordenadas (5. 2 ). Sel ~ cc i onaromos las transposiciones 

(12J. (23) y (34 ) como los generadores de S( 4). Los si guientes 

result ados son inmediatos 
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.. 
= ( O O ) O O 1 ~zeu)\t) ~!f) {S.8} 

O 1 O ~3 

-1O(34)(t) -

O 

O~: ~x~ ~)\tJO 

Vemos claramente que el subgrupo S(3) de S(4) que 
-+-+ .. ....­permuta xl' y x3 hace exactamente lo mismo para Yl • Y2 ex2 ....

Y3 (ya que (12) y (23) son generadores de S(3)). Por otro la­

do el subgrupo D(2) d~ S(4) definido por las permutaciones 

1"; d1 = (23)(14); d2-=(13}(24).=. (24)(13); 
(S.9) 

d 3 =(12)(34) =(34)(12). 

tiene la siguiente representaoión ouando opera sobre el vector.. ....~ 

cuyas componentes son Yl 'Y2 e Y3 : 

1 O O) 10 O) (-1 O0) . (-' O 0)e= (O 1 O j dl = (O -1 O . d¿:::: O J O j d~=O -1 O 
O O , O 0-1 J O O -1 O O 1 ( )

5.10 

El grupo S(4) se descompone como el producto semidirec­

to dp los subgrupos mencionados [20] , es decir 

S(4) = D(2)!\ S(3) (5.11) 

47 

..,. 

(2,) \t) = ( O O ) ~!f) O O 1 ~ z (s.S) 
O 1 O ~3 

(34)(t) ~: ~x~ 
O 

~)\t) - O -1 

O O 

Vemos claramente que el subgrupo S(3) de 3(4) que 
-+- - -. ~ permuta xl' x 2 y x3 hace exactamente lo mismo para Y1 • Y2 e 

.... 
Ya (ya que (12) y 12a) son generadores de sI3)). Por otro la-

do el subgrupo D{2} d~ S(4} definido por las permutaciones 

p; d1= (23)(14); d 2 -=(13}(24) =. (24)(13); 

d 3 = (12 ) (34) = (34)(12) • 
(5.9) 

tien~ la siguiente representaoión ouando opera sobre el vector 
~ ~ .... 

cuyas componentes son Y1 • Y2 e Ya : 

(
1 00) 

e.= O 1 O j 

O o I (
, O O) 

d1= o -1 o j 
00-1 

(
-, o 0) (-' O 0) d ;: O I o . d :: O -1 O 

.2. o O -1 I ~ O O 1 
(s. 10) 

El grupo S(4) se dAscompone como el producto aemidirec­

to dp los suhgrupos mencionados [20] , as deoir 

S(4) = n(2) 1\ S(3) (5.11) 
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Así, cualquier t' lf'r.t('nto p tl e . ~( 4 ) ll u~ d ", (' ;~pr~ ",;¡l"SA d ~ 

m~nera ~nica como un proJuc t o del ti,o 

p :dp , d E D( :." 1 • P € .~ ( 3) ( 5 .1?,1 

Est .:' resultado nos va a ser muy ~til pnos , como Verc­

mos, no tendr0r.tos necpsidad dA los 24 (llem~nt03 dA ,(4) para 

construir los operadores dn proyección. 

L03 o!lC'radores d.') proyección de 'J( 4), de acuElrQo con 

(2.91, son combinacionp.s linp.al'~8 de 'permutacionps p=dp. El 

pfecto de p sobre un ~stado (5 . 7) os, debido a (5.8) , Al mismo 

qu~ el efpcto dp. p sobre un estauo ordinario Uf' t res partículas 

di3cutidos en el capítulo anterior. En lo qU 0 se refiere a 

las d Vemos inmediatamente de (5.10) que cuando son aplicadas a 

(S.7) dan el mismo estado multipl icado por los siguientes facto 

r e s (fases) 

e ­ 1 ; (5.13) 

El efecto del grupo ~(2) sobre los estaJos (5.7) pu~ 

de así ser especificado por el valor de los tres momentos an~ 

lares (1 ,1 2,13 ), Al construir esta terna de l's hay que t o­1

nar en cuenta el orden canónico definido en el capítulo antfl ­

rior en las líneas que siguAn a la ecuación (4.35). 

Indicando por p y n los valores pares y noneS dA 1 , 

respoctivarnento, tcn"rn08 la siguionte roprospntación .le T) ( ~ 1 

cuando considerarnos 103 0stauos (5.7} como bas0 

~dDara un i ca c o ~o un proJu~to J0 1 tipo 

P =dp • d E P € .(3 ) 

Est, resultado nos Va a ser muy ~til pn ~s . como vprc-

mos. no tpndr0rnos D0c2sidad dA 105 24 nlemnnto3 dA 111) 

constTIli r los operadores dn proyección . 

para 

L03 op 0radores d,-! proyección de C;( 4), Uf' ilcupr·io oon 

( 2. 9), son 0omJ:¡inaci on~s linpalAS Jp "pflrInutacion .. s p=dp. El 

pfect o da p sohre un Astado (5.7) ns , debido a (5.8 ) . Al mismo 

CfU'" e l efpcto d I> p sohre un estallo oruinario Jp t r es partículas 

d i 3cutidos en el capítulo anterior. En lo qu P SI' rAfiüre a 

las d Vem03 inmediatamente de ( S. I OI que ouanuo son aplicadas a 

(5. 7) dan el mismo estauo multipl i cado por los siguientes f acto 

ro:>s (fases ) 

(5.13) 

El l'lfecto del grupo í)(2) sobre los esta,los (5 .7 ) pu~ 

dq así ser especificado por el valor de los tres moment os an~ 

lares (11 ,1 2,13 ), Al construir es t a tel~a d~ lt s hay qu e tn-

Dl;!r en CUl;!nta p,l ordon canónico definido on el capít1Jlo antp -

rior en las lineas qup sigupn a la p,cuación (4.35 ). 

Indicando por p y n los valores pares y noops UA 1 

rf'ap~cti vamentp.. tcn"l!105 la sigu i()nt~ roprnsf'ntación ,le ;¡I "1 

cuando consldAramos 103 0stados (5.7) como bas!") 
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(11 12 (3) e 
D(2) 

d1 d2. d3 

(p1=>r) 1 1 1 1 

(h n n) 1 1 1 1 

(~ p n) 1 -1 -1 1 
(nn-p) 1 -1 - 1 1 

(5.14) 


TABLA 3 

Vemos que en los oasos (ppp) y (nnn) teDemos la repre­

sentación identidad para D(2). En estos casos, teniendo eD oue~ 

ta la desoomposioión (5.12), el efecto de las permutaciones p 

se reduce al de p. Podemos, as!, utilizar los resultados del 

capítulo anterior para obtener RI de S(4). Si aplicamos, por e­
-i3} 

jemplo, p (111) de (4.34) al estado (5.7) que sea (ppp) o 
", 

(nnn), es deoir, con las tres 1 pares o impares, tendremos un 

~stado que es simétrioo bajo intercambio no solamente de las 

tres primeras partíoulas sino, de heoho, de las cuatro, de modo 

que tendremos la RI { 4 } de S( 4) • 

-Y.J {11f}
Similarmente, si aplioamos 1:_ (s~t) a 108 estados 

321 

d~l tipo (ppp) o (nnn) tendremos un estado an~isimétrico bajo 

intercambio de las cuatro partículas, eS deoir, la RI ~ l111j • 
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(11 12 (3) 
D(2) 

e d, dz d3 

(F ~ p) 1 1 1 1 

(n n n) 1 1 1 1 
(5.14) 

(1) ~ h) 1 -1 -1 1 
(nn-p) 1 -1 -1 1 

TABLA 3 

Vemos que on los oasos (ppp) y (nnn) teDBmOS la repre­

sentaoión identidad para 0(2). En estos casos, teniendo en oue~ 

ta la desoomposición (5.12). el efeoto de las permutaciones p 
se reduoe al de p. Podemos. así, utilizar los resultados del 

capitula anterior para obtener RI de S(4). Si aplicamos. por e­
-{3J 

j emplo, P (111) de (4.34) al estado (5.7) que sea (ppp) O 
", 

(nnn). ea decir. con las tres 1 parea o impares, tendremos un 

Astado que e9 simétrico hajo interoambio no solamente de las 

tres primeras partículas sino, de hecho, de las cuatro, de modo 

que tendremos la RI { 4- } de S( 4). 

~imilarm9nte. si aplioamos 
1:J~tff} 
,__ ('21) 

:121 
a loe estados 

dAl tipo (ppp) o (nnn) tendremos UD estado antleimétrico bajo 

intercambio de las cuatro partículas. es decir. la RI IIII}. 
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Y.:J ~Zl} 
Finalm(~nt€l. si aplicamos los opf'radorcs rr (F) Y 

- {21j _ 2/1P (p) con r::.(2111 0(121 ) . dC'finidos por (4.34) a los 
12/ 

estados (5.7) del tipo (nnn) o (ppp), obtendremos estados co­

rrespondientes a la RI de S(4) caracterizada por la partición 

{22} y con símbolos de Yamanouchi iguales a (221l) y (2121), 

respectivamente, como se puedo averiguar fácilment~ comparando 

las RI {22J Y {21J (ver, v.g., ref.5, pags.224-5). 

Estos resultados están resumidos en la tabla 2 donde, 

como en la discusión de tres partículas, debemos distinguir en­

tre los casos posibles para los pares (nsls )' s:l,2,3. 

Vamos a discutir ahora los casoe en que (111213 ) es 

(ppn) o (nnp). Otra VeZ nsarAmOS ¡os operadores de proyección 

de S(3) e intentaremos identificar los estados resultantes con 

alguna nI de S(4). 

Empezaremos con la aplicación de P - i3J 
(1ft) a (5.7).

m 
El estado resultante corresponderá a la RI {3l del subgrupo S(3) 

de 5(4). Necesariamente, por 10 . tanto, debe pertenecer ala RI 

de S(4) que proviene del producto directo 

(5.15) 

o, en términos de diagramas 

x O 
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1::) tl l } _ 

F inalml~nt A. si apli camos los 0llpradores u;¡¡ ( r) y 

p {2 1} (F ) con r::.( 21l1 o ( 121). dd i ni dos por {4.34 ) a l os 
/2/ 

est ados t.i. 7 ) del t ipo (nnn) o ( ppp ). obtenuremos es tados co-

rrespondientes a l a RI dG ~( 4) caracteri zada por la part ic ión 

{2 2} y con s ímbolos de Yamanouchi iguales a ( 22 1 ) Y (2121 ). 

respect i vamente. como s e puedo averiguar fácilment~ comparando 

las RI {22 } Y {21} (ver, v. g., ref.5, pags.22 4-5). 

Estos resultados eatán res umi dos en la tabla 2 donde. 

como en l a di s cus ión de tres part í culas, debemos distinguir en­

tre los casos pos ihles para 108 pares (nsl s )' s = 1,2,3. 

Vamos a discutir aAora los ca808 en qu e (1 11213 ) es 

(ppn) o (nnp). Otra VeZ U8ar~os ~os operadores de proYAcción 

de S(3) e int entaremos identi f icar 1 08 estados resultantes con 

alguna nI de S(4 ). 

Emp~zarem08 con la aplicación de 
- 131 P (1 f 1 ) a (5 . 7 ) • 
", 

El estado resultante corresponderá a la RI { a } del 8uhgrupo sl a) 

de 5( 4 ). Necesari amente. por lo . tanto, dehe po r t eneccr a la RI 

de 5( 4) que prOViene d0l producto di r ecto 

(5.15) 

o, en t érminos de diagramas 

o 



51 


Debido a (5.14) no puede perteneoer a {4} , en ouyo c~ 

so el efecto de todas pemutaciones sería + 1, de manera que pe!: 

tenece a {31} y además con el símbolo de Yamanouohi (2111) que 

garantiza que las tres primeras partículas estén en un estado si 

métrico. En resumen, el estado 

(5.16) 

con (ltl¿13) del tipo (nnp) o (ppn) está caracterizado por 

fr ={31}(2111). 

Sus colegas, o sea, aquellos estados con símbolos de 

Yamanouohi (1211) y (1121), son construídos utilizando el proce­

dimiento de escaleras, 

El diagrama de Young y símbolo de Yamanouohi asociados 

al estado (5.16) son 

+-4___ (2111) 

de modo que 

{ft2f2~={201 {fUl::!IJ{f14 f 24 f 34f 441={3l001 

(5.17 ) 

Para obtoner el estado asociado a 

-- (1211).. -P 
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Debido a (5.14) no puede perteneoer a {4} , en cuyo o~ 

so 1'11 ef acto de todas pennutaciones sería + 1, de manera que pe! 

teneOe a {31} y además oon el simbolo de Yamanouohi (2111) que 

garantiza que laa tres primeras partículas estén en UD estado si 
métrico. En resumen. el estado 

(5.16 ) 

con (1,1 2 13 ) del tipo (nnp) o (ppn) está caraoterizado por 

fr ={31}(2111). 

Sus colegas, o sea, aquellos estados con simñolos de 

Yamanouohi (1211) y (1121). son oonstruidos utilizando el proce­

dimiento de escaleras, 

El diagrama de Young y símbolo de Yamanouchi asociados 

al estado (5.16) son 

... ------- (2111) 

de modo que 

{f 12f 2:J={20} {f nl::!I} 

(S. 17) 

Para obtener el estado asociado a 

_ .. -_ .. (1211) 
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- )J _ 

l;ün~mos tIuo permutar los cuadra,los con 3 y 4, es uecir. r r
3 

y 

~n el símbolo d~ Yrunanouchi, de modo que a pa~tir de (5.17) y 

12. 191 resulta 

Finalmente. de (2.20) resulta 

(5.18) 


Corno ~l ket ~n el lado derecho eS simótrico hajo el 

intercambio de las tres primeras particulas podomos roescrihir 

(5.18) como 

(5.19) 

donde es un elemento de n(2) definido en (5.9).d3 

Teniendo en cuenta (5.16). (5.13) y la tabla de multi ­

plicación de S(3) en] tenemos. explícitamente, 

!t31J(1211»;;:'¡¡ {e +(12) - f [<Z3)+(IB)t(13)+(la2)J} In1tn).¿ (A)'>~~3 )\~) 
(5.20) 

T>or comparación notamos que el operador on (5.20) eS 

exactamente el ? t"1(211) d~ 14.34). 
,¿II 

L i~nnm08 <IU(' p ilrmuta r los c Uad l-;\,[Os con 3 y 4, es J ec i r . r
3 

y r
4 

~n el símbolo d~ Yrunanouahi. de modo que a part ir J ~ (5.17) y 

¡ :: . 19) r esulta 

Fi nalmente. de (2.¿ol resulta 

(5.18) 

Como ~l ket en el lado dArpcho AS s i métrico bajo el 

i ntercambio de las tres pri meras partículas podomos roescribir 

(5.18) como 

(5.19) 

donde d
3 

es un elemento de n(2 ) dA f lnido en (5.9). 

Teniendo en cuenta (5. 16), (5.13) y In tabla de multi­

pli cación do S(3) en] t en~mo8. explícitamente) 

1!lI1(121t) :: ~ {e + (12) - ¡ [(23) +(12~) t(l3)+(132)Jj ~n,t(J).l (A)~ ~~3 ),/-4) 

(5.20) 

T>or comparación notamos rrue PoI operador ell 15.Z0} PoS 

(l p 14.34). 
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Por otro lado el procedimiento de escaleras para obte­

ner el estado \{31}(1121):> conduce exactamente al operador 

que aparece en (4.43). 

Estos últimos resultados están indicados en la tabla 2. 

Hemos mostrado que los operadores de proyección 

P {Z1] (Z11) nos dan los tres estados base 
'21 

para la RI 1311 de g(4) si (111213) es (ppn) o (nnp). 

# t::J tt1t}
Consideremos a continuacion el operador q-. (321)'

321 

Cuando lo aplicamos al estado (5.7) obtenemos un estado antislmé­

trico en las tres primeras partículas. NecesariamAnte. entonces, 

debe pertenecer a la RI de 8(4) que proviene del producto directo 

{111} x {1} = {211} E9 {1111} (5.21) 

o, en términos de diagramas. 

= 


De (5.14) vemos que no puede pertenecer a {1111} euando 

(11121S) es (nnp) o (ppn), pues dI y ~tienen eigenva10r -1. El 

estado dehe ser, por lo tanto, el \{211} (1321) donde el aún-

Dolo de Yamanouchi garantiza la antlslmetría en las tres primeras 

partículas. 
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Por otro lado el procedimiento de escaleras para obte-

nar el estado \{31}(1121)> 

que apareCe en (4.43). 

conduce exactamente al operador 

Estos últimos resultados están indicados en la tabla 2. 

Hemos mostrado que los operadores de proyección 

-{3j -(11) P (111) J P ,«,,) y 
m 21/ 

para la RI 1311 de 

P {21] (z,,) nos dan los tres estados 
'21 

~(4) si (111213 ) eS (ppnl o (nnp). 

base 

• b {mj 
Consideremos a continuacion el operador q-. (32'). 

32' 
Cuando lo aplicamos al estado (5.7) obtenemos un estado antistmé-

trico en las tres primeras partículas. Necesariamente. entoncee, 

debe pertenecer a la RI de S(4) que proviene del producto directo 

t111} X {1} = {211} 6J {1111} (5.21) 

o. en términos de diagramas. 

= 

De (5.14) vemos que no puede pertenecer a {1111} cuando 

(1 11 213 ) es (nnp) o (ppn), pUe8 dI y ~tlenen elgenvalor -l. Bl 

estado debe ser, por 10 tanto, el !{211}(1321J) donde el aún-

bolo de Yamanouchi garantiza la antieimetría en las tres primeras 

partículas. 
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Aplican~o Al operador ~up aparpce en 15.221 al nstado 

obtenclrenos, dt:\ rJanera similar a la que nos 
-{21} 

~ondujo a (5.20), el estado P (121;\(5.7). Por otro lado,
I¿I 

p.l estado \{211}(3211) ,el último que falta, P.S dado por 

P- tU} 
(121)1 (5-7» • 

021/ 

Estos r~sultados twmbién apar~cen resumidos en la ta­

bla 2. 

]\0 hay que olvidar que hemos considPTado siempre el 

caso en quA todos los pares (nsl s )' s = 1,2,3, son distintos. 

Si dos de ellos o los tres son iguales. 01 procedimiento a se­

guir es el mismo ~le se discutió para el caso de tres part{cu­

las en la segunda parte epI capítulo anterior. Notemos que 

si todos los pares roferidos son i guales l as únicas posibilid!, 

des para (1 11213 ) son (prp) o (nlm) de manera que las RI de 

5(4) que aparecen son {4J , {22} ~ {IIII} • (Vor tabla 2 al 

final del capítulo IV). 

L08 paréntosis de transformación 

Aquí tenninamo~ la Iliscusión de un método bPn/?ral :pe"... 

-ill lj . 
P (32 T) I (5.7) > 
32 7 

obteD<lrenos, dE' lJanera s imilar a la que nos 
-t21 

t'ondujo u (5.20), 1'1 estado p (121; \(51» • nnr otro la o, 
W 

IÜ estado \ 21 I1 ( 3211) ,('1 último que falta, P.S dado por 

- i2Tj 
P (121 )1 (S-n>. 

¿JI 

Esto s r~ ultados t~ién apar~cp.n roeumidoe en la ta-

.bla 2. 

Ko hay qtt0 olvidar ({Uf' hf'mo s conHi cl. f>l- .do s iempre el 

caso en qun todos los pare s (ns l s )' s = 1, 2,3, son distintos. 

Si dos de ellos o l os tres son iguales . 01 procedimiento a s e­

guir es el mismo quf1 se discutió 'Para el caso de tres part{cu-

las en la egunda parte _f' l cap í tulo antp.rior. Notemos que 

si t odo s los pares rnferi'los son igualf1 s l as ÚD j cas pos i bi l i d!!. 

des para (1 11 213 ) son (prp) o (nnn) de manera que laa?I d~ 

S(4) que aparecen son {4J , {22 } ~ {llIl} • (Ver tabla 2 al 

final del capítulo I V). 

Los paréntosi s de t ransformación 

Aquí t ermi ~o~ 1 2 oi scus ión ue UD método bAnpral pa-
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ra construir estados con las propiedades a.,b. y c. mencionadas 

a] nrincipio de ~stc capítulo. Son proyectados del estado (S.7) 

y uados en términos de las coordenadas de Kramer-tloshinsky defi ­

nidas en (5.2). Como veremos a continuación, para el cálculo del 

factor de forma y de los elementos de matriz del hamiltoniano p~ 

ra un sistema de cuatro nucleones es más conveniente tener los 

estados en términos de las coordenadas relativas de Jacobi (S.l). 

Trataremos, entonces, de determinar los cOefioientes de la ex­

pansión 

(5.23) 

donde <1) son los coeficientes que queremos determinar. La 

suma P.s sobre todos los índices del ket I > con excepción de A!'l0 

En primer lugar notemos que Adebe ser la misma tan­

to en el bra I > como en el 1) La demostración de esto es 
-. ~ ..... 

sencilla y requiere no más que la definición L = r X p Y la or­

togonalidad de la matriz M de (5.4) (compare con (3.8)). 

La suma (5.23) eS limitada, pues, debido otra vez a 

la ortogonalidad d~ (5.4) tenemos qu~ el hamiltoniano del oscila­

dor armónico es formalmente invariante frente a la transformaolóD 

(5.2) (compare con (3.9)). ~sto conduce a (compare con (3.10)) 
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nidas en (5.2). Como veremos a continuación, para el cálculo del 
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Astados en términos de las coordenadas relativas de 1acobi (5.1). 

Trataremos, entonces, de determinar los coefioientes de la ex­

pansión 

(5.23) 

donde < 1) son los coeficientes que queremos determinar. La 

suma AS sobre todos los índices del ket I > con excepción de AP. . 

En pr1mp r lugar notemos que A debe ser la iama tan-

to en el bra 1) como en 01 1) • La demostración de esto es 
-. .... ~ 

sencilla y requiere no más que la definición L = rX p y la or-

togonalidad de la matriz M de (5.4) (compare con (3.8)). 

La suma (5.23) es limitada, pues, debido otra vez a 

la ortogonalidad dp. (5.4) tenemos quA el hamiltoniano del oBcila­

dor armónioo es formalmente invariante frente a la transformaoión 

(5.2) 'compare con (3.9)). ~sto conduce a (oompare con (3.10)) 
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{5.24} 

donde todos los términos son no negativos. 

Para obtener la forma explIcita de los paréntesis de 

transformación notemos la descomposición de hl dada en (5.5). 

Es claro que el efecto de M3 sobre (5.23) es multi ­

pEcarlo por La transformación MI conduce a una ro­

tación de ~/4 en los Indices 1 y 2 lo que induce combinaciones 

lineales, 	en términos de brashinskete, del tipo (3.11). 

Para encontrar el efecto de M2 primero reacoplamos 

(5.23) con la técnica usual para expresarlo en términos de est~ 

dos del tipo 

(5.25) 


Ahora eS 	 claro que M2 produce una rotación por un an­

gulo tal que 

C(Jj1(3 = If ) seniP = .n 	 (5.26) 

lo que induce brashinakets generalizados definidos para oada án­

gulo # por (3.20) y dados explícitamente en términos de brashins­

teta ordinarios por (3.23). 

La expresión a que se llega después de los pasos des­

critos es 

56 

(S.24} 

donde t odos los términos son no negativos. 

Para obtener la forma explícita de los paréntesis de 

transformación notemos la descomposición de M dada en (5.5). 

Es olaro que el efecto de M3 sobre (5.23) es multi-

<
_)P3 plicarlo por La transformación M! conduoe a Ulla ro-

tación de ~/4 AD loa índices 1 y 2 lo que induce combinaoiones 

lineales, en términos de brashinskets, del tipo (3.11}. 

Para encontrar el efecto dA M2 primero reacoplamos 

(3.23) con la técnica usual para expresarlo en términos de est~ 

dos del tipo 

{5. 25} 

Ahora eS claro que M2 produce una rotación por un an-

gulo tal que 

COJjf3 = H ) (5.26 ) 

lo que induce brashinskets generalizados definidos para cada án­

gulo ~ por (3.20) y dados explícitamente en términos de brashins­

keta ordinarios por (3.23). 

La expresión a que se llega después de los pasos des-

critos es 
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I"1'lln)2("); n3l3)'!-l) = L:: f.\L I"o.Jo. j "btb' "e'e. (A")J A~>1\11 	 n ~ 
nO. nc Ve, 

x(_}c J{2A+1 )(211'1+1) W(lo.' Ais ~ A1\'1) 

(5.27) 

donde la últt.& forma sigue de UD reacoplaaiento. 

Por lo tanto la forma explíoita para los coefioi~.te8 

< 1) de (5. %3) e8 la siguieDte 

(no. lo. ,nb Jb (A'); 't ~) AInt}" n2 '2 (11 )j n3 13 J'). ) . 

_(_le. j(2A+J){ZA'ttJ 1:/1 (2;1 '+1) wrla I¡, Alc;A'A'~ wtJlA titA I~
AI/n~ 	 11 

. (5.29) 
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I nt 'hn)1 (A); na'3JA I-l) = ~ t. L It1o.J/lj "b'l j nc 't (1\ 11) J).~ > t\" n ~ D 

na. nc~ 

)( <_}c J (2A+l) (21\'1+1) W(l(l t). i3 ~ AA") 

(5.27) 

dODde la últt.a forma sigue de UD reaoopl.-1eDto. 

Por lo tanto la forma explioita para los 6Oefioi~.tes 

<: 1) de (5. Z3) es la siguieDte 

(n,)o., nI, lb (A'); 'le ~ J A I ni), J n2 1z (11 ) j n3 J3 J'). ) . 

_ c.._/e. J(2A·f/)(ZA'tt) 2:
1 
(2A'+J)W(~~AJc.;A~~WtJJA~.iAA '~ 

¡(/In '1l. 

. (5.29) 
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En ~sta flx:pl'~sión la ::3UI:1a s ohrf' JI 
11 

está r()str:;'n~it1n 

de la manera usual mi~ntras que laR sumas s obr0 n,l están limi­

tadas por las relaciones 

- 2n - 1 (5,30)a a 

y 
(5.31) 

donde la primera sigue de (3.10) y la última UP. la regla para 

adición de momentos angulares. 

Por otro lado pOdríamos habor escrito (5.23) en la 

forma 

(5,32) 


donde. ahora, el orden de acoplamiento de las tres 1 es distinto. 

Es fácil Ver que estos nuevos coefici entos son combina­

ciones lineales de los (5.29). o sea, 

<~Í¡; nb~b ~~c (11'» )), \ n,1,: n .),~ n)~ (1'\»\ )I ~ 

15.33) 
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;1\
'1 En flsta pxp¡'8s i ón la ,m.i"'W sobri> es tá rnst r';'n t;lUU 

ue la manera usual mú'ntras qu f' las sumas sobr0 n,l están limi-

tadas por las r e l ac i ones 

- 2n - 1 a a (5.30 ) 

y 
( 5,31 ) 

donde la primera sigue de ( 3.10) y la últ ima de la r egla para 

adici ón de momentos angulare s. 

Por otro l ado pOdríamos habor escri to (5. 23) en la 

f orma 

(5 .3 2) 

donde. aho ra. el orden de acoplamiento d~ las t re s 1 es distinto. 

Es fáo il v~r que estos n Ue VOS coeficientos son combi na­

ciones lineal e s de los ( 5. 29). o sea. 

(f1.:t tl; nb~b J rt~c (/I')J A \ n, i,: n)¿Jn3 ~:' (/U J ¡..,) -= 
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De (5.29) y de la ortogonalidad de los coeficientes de 

~acah obtenemos la expresión 

(5.34) 

Otra vez las sumas sobre n.l están limitadas por las 

rolaciones (5.30) y (5.31). 

tNSTI;~ 
O DE F/S/CI\ 

----~-

r. 
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ne (5. 29) y de l a ortogonalidad de los coefioieDtea de 

~acah obtenemos la expresión 

(5.34) 

Otra vez las sumas sobre n.l están limitadas por las 

rolaciones (5.30) y (5.3l). 

fNSTrT/Jr 
O DE F/SIC 
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APLICACIONES 

En oste capítulo haremos algunas aplicaoion~s senci­

llas de los estados de tres y cuatro partículas discutidos en 

los dos últimos capítulos. 

Elementos de ~Jatriz de Un Hamiltoniano para Tres Nucleones 

Los estados translacionalmente invariantes de tres nu­

cleones están discutidos en la primera parte del capítulo 4. Su 

forma explioita está dada por (4.28). 

Para los cálculos es más conveniente expresar 108 est~ 

dos (4.28) entérmin08 de los estados 

( 6.1) 
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l las de los estados de tree y cuatro partículas discutidos en 

l os dos últimos capítulos. 

Elementos de Matriz de Un Hamiltoniano para Tres Nucleonas 

Los estados translacionalmente invariantes de tres nu-

oleone8 están discutidos en la primera parte del oapítulo 4. Su 

forma explioita está dada por (4.28) . 

Para los cálculos es más oonVeniente eXpresar 108 est~ 

dos (4.281 en términos de los estados 

( 6.1 ) 
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y . 
<~Inht±j¡,"'bi t> =[<~\nbtb? Ir ~ -1: <-?J~b 

de apin-isospin de las primeras dos partículas y d~ la tercera. 

respectivamente. 

Los paréntesis de transformación que ooneotan los es­

ta&os (4.28) y (6.1) son fáoiles de determinar a partir de las 

relaciones (4.27). Su forma expl{citaes 

(6.2) 

donde < 11 > 80n coefioientes de precedencia fracoional para 

la parte de spin-isospin caloulados por H.A.lahn [221 Y dados en 

una tabla bastante cómoda en la referencia 17. pag.416. La. 
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y 

<l~blnbtHb"'b± Z> =[<~I'\,Pb> Ir i 1 ~> J~b 

de apin-isospin de las primeras dos particulas y dA la tercera, 

respectivamente. 

L08 paréntesis de tr&n8formación que ooneotan loe e8-

tafios (4.28) y (6.1) Bon fáoiles de determinar a partir de la. 

relaciones (4.27). Su forma explíoita es 

(6.2) 

donde < IJ > son coefioiemtes de precedencia fraooional para 

la parte de spin-isospin caloulados por H.A.l&bn [22] Y dados en 

WDa tabla bastante oómoda en la referencia 17, pag.416. La. 
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llaves { } son coefi ci ente.s 9 j . l os parámetros ~ } v) t están r0­

lacionados entre sí de acuer do con ( 4.26). 

Hay disponiblo un programa en Algol para I'll cálculo dl'l 

los coeficientes de transformación (6.2). 

Asumiendo solamente fuerzas de do s cuerpos el hamilto­

ni ano mas general para un sistema de tres nucleone s fls t á dado 

por 

(6.3) 

en notación usual . 

~l hami l toniano intrínse co se escribe como [23J 
3 

161 =16 + L..U t
O s<t=2 " 

con 

y 

( 6. 4) 

Los e l ementos de matriz d~ /¡61 con respecto a los es­

tados ( 4.28). teni endo en cuenta los coef icientes de transforma­

c i ón (6.2) son dados por 
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llaves Z } son coeficientes9j. 109 parámetros fA) y) t ~stán r('­

lacionados entre sí de acuerdo con (4. 2ti). 

Hay disponiblo un programa ~n Algol para pI cálculo d~ 

los coeficientes de transformación (6.2). 

Asumiendo solamente fuerzas de dos cuerpos el hamilto-

niano mas general para un sistema de tres nucleones ~stá dado 

por 

(6. al 

en notación usual. 

~l hamiltoniano intrínseco se escribe como [23J 

= 

con 

y 

( 6. 4) 

L08 elementos de matriz de 161 con respecto a 108 es­

tados (4.28), teniendo en cuenta los coeficientes dA transforma-

ción (6.2) son dados por 
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= ñu.) (N+a) é -.r + ~ L... L2 <ñ15'1 I'I~ U In! S'i_T')
cJ('~ YlQ. Pa. ñQ.~ S'T' a. Q. fa. st st a. Q cfQ. 

"'b!b 3a.ab 

)( <~Jf lñ)~, ASf; T J lñQIa.1S/~QT.f~ nb~b t }b! T J> 

donde ~ está dada por (4.29) y 

Función de Onda y Energía de Amarre del Tritl0 

Consideremos el caso partioular del tritio. Describi­

remos su estado base con funoiones completamente simétricas (en 

el espaoio de oonfiguración) y con momento angular orbital total 

nulo. Aún oon estas siBplitioacionea T.~.o8 que ua oálGUlo 

hasta 20 cuantos conduce a diagonalizaoión de matricee de diae~ 

sión 67. 

Tomaremos el potencial nuc1eó~nucleóD del tipo 

Vst =í(1+B~t /V(rs.t) + i (1- 8~t ) 1V(rs-t ) 
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= 'ñu) (N+3) Ó - .r +.L:: l2 ~ (ñ 1 S'1 1'12: U In! S'i_ T') 
cX'~ "Q.~ ñQ.~ S/T' Q, Q. ~Q. st st Q, Q c1Q. 

nl.lb 3a.3b 

x <~Ji ,ñ)~,ASfJ T J lño 10.' S/jQT.f~ nh~b i ~b! T J) 

donde ~ eetá dada por (4.29) y 

FuncióD de Onda y Energía de Amarre del Tritio 

Consideremos el oaeo particular del tritio. Desoribi­

remos su estado base OOD tunciones co.pletaaeDte 8i~trica8 (en 

el espaoio de oonfiguración) y oon momento an¡ular orbital total 

Dulo. AÚD OOD estas ataplltioacion8e T.~e que ua oáloulo 

hasta 20 cuantos conduce a diagonalizaoión de matrices de d1aeD­

aión 67. 

Tomaremos el potencial nuoleóD-Ducleón del tipo 

Vst =t(1+B~t /V(r;.t) + t(1- 8~t) 1V(l'"st) 
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donde Bp es el operador de intercambio de spin y I V Y 3V son 

los potenciales para estados par es de singulete y t riplete. No 

necesitaremos l os potencial es impares porque estamos rp.stringié~ 

donos a funciones de onda completamente simétricas. Naturalmen 

te, debido a la dependencia en los espines de las fuerzas nucle~ 

res . se requieren func iones de onda con partes menos simétri cas. 

Lo que haremos es sustitui r Vst por un potencial e fectivo. sin 

dependencia de spin, de la forma 

(6. 7) 


De hecho se puede demost rar que, esoribiendo (6.6) en 

la forma 

V= t( IV + 3V ) + t Bp( 3V _ IV } = V + W 
e 

los coefici entes de preoedencia fraccional para la part e de spi n­

i sospin dan elementos de matri z de W di f erentes de cero solamente 

cuando l' =t= f. 

sobre los pares y el hamiltoniano intrín-Podemos sumar 

s eCO queda 

(6. 8) 

Con respe cto a la función de onda t enemos que con A=S 

y f =ta l el estado (4.27) debe oumplir con las condiciones 
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dond~ 
B P es el operador de interoambio de spin y son 

los potenciales para estados pares de singul~te y tripl~te. No 

necesitaremos los pot~ncialp.s impares porque estamos rp.stringié~ 

donos a funeiones de onda completamente simétricas. Naturalmen 

te, debido a la dependencia en los espines d~ las fuerzas nucle~ 

res, se requieren funciones de onda con partes m~nos simétricas. 

Lo que haremos es sustituir Vst por un potencial efectivo, sin 

dependencia de spin, dA la f orma 

la forma 

(6.7) 

De hecho se puede demostrar que, esorihiendo (6.6) en 

v = t{ IV + 3V 1 + t Bp! 3V _ IV ) = V + W 
e 

los coeficientes de preoedenci a f racci onal para la parte de spin­

isospin dan elementos de matriz de W diferentes de cero solamente 

cuando r =1= f. 

Podemos sumar sobre los pares y el hami ltoniano intr{n-

seoo queda 

(6 .8) 

• /\ r Con respecto a la f uncion de onda tenemos que con = v 

y f = t3 1 el est ado ( 4. 27) debe oumplir con las condiciones 
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11=12 =1 

(ver (4.19) y (4.26)) 

es decir 

n 2 = nI + 3q, q = 0.1.2 •••• (6.9) 

De esta manera (4.27) se escribe como (n = nI) 

Inql) - Inl)n+3~1~oO~{31(111)) 

- ~1:\0 
)( (-/Q.+]Q. <no.2~Q}nb 2~,Olni}n+3~ 2 0>1 ( 6. 10) 

donde las sumas están limitadas a valores no negativos de na' nb 

y la tales que 

'6.11 ) 


La función del estado base del tritio será dada por 

_ ~ a(nlq) \ nl~) (6.12 ) 
n ~ 

con 4n + 21 + 6q = N 'número de cuantos) ( 6.13) 

Los ooeficientes a(nlq) pueden ser determdnados por 

un análisis variacional de la energía de amarre del tritio uti ­
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(VBr (4.19) y (4.26¡) 

11= 12=1; 2n1 + 11 - 2n2-12 = 2(nt - D2 '=O (.od 3) 

ea decir 

n2 = DI + 3q, q = O, 1,2, ••• (6.9) 

De esta manera (4.27) se escrihe 00 o (n = nI) 

In~l ) - In!)n+3~ 1~OO ~ {~J(f11)) 

- ~ l~Ó~c 
1( (_/0.+

1
0. (na. 2t I nb 2~,O I ni J n+3~ ~ 10> ( 6.10) 

donde las sumas están limitadas a valores DO negativos de na' nh 

'6.11 ) 

La función del estado hase del tritio será dada por 

,,/..., {3J 
'Poo _ ~ a(nlq) \ nl~) 

n ~ 
( 6. 12 ¡ 

con 4n + 21 + 6q = N (número de cuantos) (6.13) 

L08 coeficientes a(nlq) pueden ser deterainados por 

un análisis variacional de la energía de amarre del tritio uti-
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lizando la frocuenci a del osc il ador a r¡:¡ónico como parámetro vu­

ri acional. 

Los elementos de matriz de (6.8) con respecto a los 

es tados (6.10 ) son dados por 

( 6.14) 

donde el elemento de matri z reducido es dado po r una combinación 

lineal de integrales dp. Talmi con coe fi cientes B definidos en la 

r e f e rencia 14 , es deci r, 

(6.15) 


donde 

(6.16) 

lizando la frocuencia del oscilador ar¡:¡ónico como parámetr(l va­

riacional. 

Los elementos de matriz de (6.8) con resrecto a los 

üstados (6.10) son dados por 

~ ~ { -
L <. TI .::..( ,n d 
'1 ,1 wl r. ..' 

• .Á ( '" . 

ni '1 
.). r: 

donde el elemento de matriz reducido es dado por una combinación 

lineal de integrales dp Talmi con coeficientes B uefinidos en la 

referencia 14, es decir, 

( 6. 15) 

donde 

,1 t I - _ •• ..::-- L-

-L , \ / - r . + _ ) 
r q- : . ) r 

(6.16) 
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Los potenciales que utilizamos son sumas de 6 gauss!a­

nas (3 para tripletes y 3 para singuletes). 

Introduzcamos la notación 

ñw,,. 
E-= - (6.17)h -b (., .:: ex , = 

mc zLI- m... - °L 

donde Voi ' ~¿ son la profundidad y alcance del potencial i; 

m y M son las masas en reposo del electrón y del protón, res­

pectivamente. El parámetro variacional será entonces E. 

Cada componente del potencial tendrá la forma 

(6.18) 


En este C&SO las integrales de Talmi (6.16) son inme­

diatas y (6.15) queda 

( 6. 19) 

La dimensión de la matriz cuyos elementos están dados 

por (6.14) 8e obtiene sumando sobre las posibilidades para n, 

1 Y q que deben cumplir con (6.13). Definiendo No:: iN =2n+ 

67 

Los potenciales que utilizamos Bon sumas de 6 gaussia­

nas (3 para triplotea y 3 para singuletes). 

Introduzcamos la notación 

ñw 
E-= -

mc z ( 6.17) 

donde Voi' ~¿ son la profundidad y alcance del potencial i; 

m y M son las masas en reposo del electrón y del protón, res­

pectivamente. El parámetro variacional será entonces e. 

Cada componente del potencial tendrá la forma 

(6.18) 

En este oaso las integrales de Talmi (6.16) son inme­

Jiatas y (6.15) queda 

(6.19 ) 

La dimensión de la matriz cuyos elementos están dados 

por (6.14) se ohtiene sumando sohre las posihilidades para D. 

1 Y q que dRbp.n cumplir con (6.13). Da!1n1endo No = iN =2n+ 



68 


1+ 3q la dimensi 6n d es dada por 

:x.. 
d = (k+l)(3k+r) + 1- L2 (N -6::d(N -6Xf-l) {6.?0 1 

~:.0 o o 

donde 'i debe ser tal que la suma no contribuya con términos 

negativos; k Y r están definidos por 

6k + r = 7\0 + 1 

ne (6.201 se encuentra que para N = 0,4,8,12,16,20 

las dimensiones de la matriz (6.14) son d = 1,4,11,23,41,67, 

respectivamente. 

Los cálculos fueron llevados hasta 20 cuantos fijan­

do E =21 Y utilizando los potenciales propuestos por Tamagaki 

[241, Tang [251 y F.ikemeier-Tiackenbroich [261. Los respec­

tivos parámetros se encuentran en la tabla 4. 

El potencial VI no produjo estado ligado (probableme~ 

te debido al carozo muy alto) y el V2 dió cerca de 12% de la 

energía de amarre experimental. ~n las figuras 1 y 2, que si 

guen, se enseñan los resultados para los potenciales Y3 y V4. 

Nótese que a partir de 8 y 10 cuantos la convergencia 

se vuelve muy lenta, casi definiendo un plateau. El mismo 

"plateau" fué observado, también después de los 8 cuantos 9 en 

un estudio del deuterón hasta 30 cuantos. 

La razón por la cual el "plateau" Se presenta bajo 

puede ser debida a dos causas: el hACho de ~ue nos limitamos 

a funciones con /\ = O Y f =131 (sin mezclas dp f' s); y el 

6B 

1+ 3q la dimensión d es dada por 

X 
d = (k+l)(3k+r) + t ~ (N - 6xl(N' -6X f. I) 

~:::.U o o 
(6 . 20 ) 

donde 'i debe ser tal que l a s uma no contrilmy a con t é rmi nos 

n p.gativos ; k Y r e s tón ue fin idos por 

6k + r = r\o + 1 

ne (6 .20 ) s e encuent ra que para N = O .4, 8 ,1 2 ,l~ ,20 

laa d i mens i ones de la mat riz (6. 14 ) son d = 1,4,11,23,41,67 , 

r espect i vament e. 

l0 6 cálculos f ueron llevados has ta 20 CUOlltos fijan­

do E :; 21 Y utilizando l os po tenci a les pro ue s tos por Tamagaki 

(241. Tang [2s1 y :\ikemeier- Hacltonhroich [ 261 . Los respe c­

tivos parámet ros Be encuent ran en la tahla 4. 

El potenci al VI no produj o estado l igado ( p robableme~ 

te dehi do al carozo muy alto) y el V2 dió cerca de 12~ de la 

energía de amarre experimental. ~n las figura s 1 y 2, que si 
guen. se eDsefian 108 r e sultados para loa potenciale s ',73 y V4. 

Nótese que a partir de 8 y 10 cuanto s la convergenci a 

Se vuelve muy lenta, cas i definiendo un plateau. El mismo 

"pl atean" fué observado, también después de 108 8 cuantos. en 

un estudio del deutarón hasta 30 cuantos. 

La r azón por la cual el "platp.au" se pr esenta bajo 

puede ser debida a dos causas: el hecho dA ~p. nO R limitamos 

a fUDciones con A: O y f ={3 } (sin mezclas dp fta); y el 
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hecho de que no introducimos correlaciones del carozo repulsl­

vo como, por ejemplo, oorrelaciones de Jastrow. 

...... S INGULéTE TRIPLE.TE. 
~ 
~ 

~ 
~ 
"­ltJ 
Q: 

v, 
fJ.1 

Vz 
JJ2 

V3 

1-'3 
V, 
/11 

Vz 
fJz 

V3 

""3 
2000 -270 -5 2000 -230 -5 

VJ 24 .447 .942 2.5 .447 .942 2.5 

V2 25 
1000 
.577 

-/66 
1. 118 

-23 

1.581 

1000 

-577 

-326.7 

·976 

-43 

1.291 

V3 25 
g80 

. 43g5 

-67.1 
f . 27 

-21 

1.6222 
1000 
.4303 

- 143.4 

1.1043 

-43 
1.291 

V4 26 
~80 

.4303 
-70 
f.25 

-21 
1.4434 

600 
.4264 

-70 
1.4142 

-27.6 
1. 6223 

TABLA 4 
(Vi en MeV; f-i. en fm) 

Por otro lado, dos puntos nos llevan a creer que la 

aproximación es buena. Primero, estudiando el factor de fo~ 

ma dAl átomo de hidrógeno (cuyo hamiltoniano conocemos con r~ 

zonable seguridad) se Ve que podemos acercarnos cuanto que~ 

mos del resultado exacto sin aumentar exagerada.ente el núme­

ro de cuantos (el ajuste es muy bueno con solo 8 cuantos [27). 

En segundo lugar tenemos el ajuste razonable al factor de fo~ 

ma de la partícula ~ tomando en cuenta apenas 4 cuantos en la 

funoión de onda, como Veremos. 
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hecho da que no introducimos correlaciones del carozo repulsl-

vo como, por ejemplo, oorrelaciones de Jastrow. 

...... S IN5ULETE TRIPLE. TE 
~ ~ ~ Vz V3 V, Vz ~ ~ 

~ ~ fl.1 JJ.2. fJ3 JJ.1 flz fA3 

2000 -270 -5 2000 -230 -5 
VI 24 .447 .942 2.5 .447 .942 2.5 

1000 -/66 -23 1000 -326.7 -43 
V2 25 .577 1 118 1581 · 577 ·976 1.291 

980 -67.1 -21 1000 - 143.4 -43 
V3 25 .4325 f . 27 1.6222 . 4303 1. 1043 1.291 

g80 -70 -21 600 -70 -27.6 
V4 26 .4303 f.25 1.4434 .4264 1.4142 1.6223 

TABLA 4 
( Vi en MaV; fe. en 1m) 

Por otro lado, dos puntos nos llevan a creer que la 

aproximación es buena. Primero. estudiando el factor de for­

ma dAl átomo de hidrógeno (cuyo hamiltonlano conOCemoe COD ~ 

zonable seguridad) ee ve que podemos acercarnos cuanto que~ 

mos del resultado exacto sin aumentar exageradaaeDte el núme­

ro da cuantos (el a'uste es muy bueno con solo 8 cuantos [27)). 

En segundo lugar tenemos el ajuste razonable al factor de fo! 

ma de la partícula ~ tomando en cuenta apenas 4 cuantos en la 

funoión de onda, como Veremos. 
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___oFunciones dp Onda para la Partícula ~ 

A continuación vamos a construir las funciones de on­

da orbitales para un sistema de cuatro nuoleones con las ca­

racterísticas de que sean completamente simétricas (pertene ­

centes a la partición {4} ), con momento angular total nulo y 

translacionalmente invariantes. 

Aplicarémos dichas funciones al cálculo de la energía 

de amarre y del factor de forma de la partícula 0(. 

~pecemos simplificando la notación. De (5.7) tene ­

mos para estados con 

( 6. 21) 

\ 

Por otro lado podemos oonstruir el estadd 

(6.22) 


.. -+ - ..
acoplando A (:. 12 + la) con 11 (11=/\) para obtener A final 

igual a O • . 

Los estados (6.22) pueden expresarse en términos de e~ 

tados (6.21), o vice versa, por medio de coeficientes de Racah. 

Pero el h~cho de que A=O implica que hay solamente UD térmi­

no en la expansión con coeficiente igual a uno, de manera que 

(6.21) y (6.22) son idénticos entre sí. Utilizaremos" la si ­

guiente notación genérica 
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A continuación vamos 8 construir la8 funeionea de on-

da orhitales para un sistema de cuatro nucleonea con las ca­

racterísticas de que sean completamente simétricas (pertene -

centes a la partición {4} l, con momento angular total nulo y 

tra.nalacionalmente invariantes. 

Aplicaremos dichas funciones al cálculo de la energía 

de amarre y del factor de forma de la partíoula oc. 

~ecemos simplificando la notación. De (5.7) tena -

moa para estados con 

\ 

Por otro lado podemos oonstruir el estadd 

....... -+ ~ 
acoplando A (= 1 2 + la) con 1 1 (11 = A) para ohtener A. fiDal 

igual a O • . 

Los estados (6.22) pueden eXpresarse én térmdno8 de e~ 

tados (6.21), o vice versa, por medio de coeficientes de Racab. 

Pero el h~cho de que A=O implica que hay solamente UD téred­

no en la pxpansión con oOeficiente igual a uno, de manera que 

(6.21) y (6.22) Bon idénticos entre s í. Utilizaremos la 6i­

gnientA notación genérica 
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( 6.23) 

donde la ausencia de punto y coma indica que 01 orden en que 

hacemos el acoplamiento es irrolevante. Sin embargo es i mpor­

t ante hac~r notar q~e el orden en qua aparecen los pares (nal )s 

sí es significati vo, el primer par referiéndose a la primera 
..... 

coordenada Y1' etc. 
{4] 

El operador JO (1fff)=P definido fln (2.9) tiene la 
11ff 

forma 

(6.24) 

donde utilizamos la descomposioión y notaoión de (5.12). 

De (5.1a) tenemos que 

( 6. 25 ) 

Por otro lado los efectos de (12) y (23) (tomados a­

quí como los generadores de sta)) son 

t,+I¿-JiI I 
(12) Dl11,n212,nala) = (-) ,n212,nlll,n313) (6.26)\ 

~.1tR3-!1 
(23) n111,n212,nala) :::(-) \nlll,nala,n212) (6.27)I 

Como las 1 son enteras vemos que el ef~cto de una per­

mutación de sta) sobre (6.23) os permutar los pares (nsls ) 
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donde l a ausenci a de punt o y coma indica {[ue 01 orden en que 

hacemos el acopl amiento e s i rr~l evante. Sin embargo eS i mpor­

tant e hacer notar que el orden en quo apa recen l os pares (nal e ) 

sí ea signific ativo, el prime r par re f er iéndose a la pri mera 
..... 

coordenada Y1' etc. 
{4] 

El operad or JO (11f1 ) ::: P definido en (2.9) tiene la 

"" 
f orma 

(6 .24) 

donde utili zamos la de s composioi ón y notación de (5.12 ). 

De ( 5.13) tenemos que 

(6, 25) 

Por otro lado los efectos de (12) y (2S ) (tomados a­

quí como los generadores de S(3)) son 

\ 
l,+l¿-Ji \ 

(12) n111,n212,nSla) = (-) n212 ,nll¡,nala) (6.26 ) 

I 
~2t ~1-!f 

(2S) Dll¡,n212,nala) :(-) \n¡11 ,n31S,n212) (6.27) 

Como las 1 s on enteras vemos que 01 ef~cto de una per­

mutación de S(3) s obre ( 6. 23) os ~ermutar los parp.B (nala ) 
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1+12 +]3
S -.:: 1, 2,3, dando un faotor extra (-) I si la permutación es 

impar o ningÚn factor si eS par. Así la aplicación de (6.24) 

al estado (6.21) conduce a 

JI- Ún,JfJn)ll n~~3) +\h,11,Yl3}3,n)J + \ nJ¿ ,n)s ,n1i1) 

(6.28)+ \n)Zlntilln3l3) + \nala,nl~ln)) + \na»3In:J¿,n111)J 

Para el caso particular del estado Dase de la partíou­

la ex la paridad es positiva. Como la paridad del estado 
Q'+!2 +~3(6.21) es (-) ooncluimos que debemos restringirnos al 

caso en que 1 1+ 1 2+ 13 es par. En otras palaDras, o todas las 

son pares o dos de ellas son nones. Pero este Último oaso 

no nos interesa pues el primer paréntesis cuadrado en (6.28) 

se anularía. Por lo tanto, en lo que sigue tendremos la ter­

na (111213 ) del tipo (ppp), de modo que (6.28) queda 

\n,llIn2tn3~3) == A[lnltn)2In)3)+ln,11)113~"Jn~i¿)+
S 


+ln)2)n3i3,nt~l)+\n)2Inl'l,n3i3)+\n3~3,nftn~~)+ \na13,nztn ~t)J
t 

(6.29) 
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1 +í¿+j3 
s =1,2,3, dando un faotor extra (-) I si la peI1lllltaoión as 

impar o ningÚn factor si es par. 

al estado (6.21) oonduce a 

Así la aplicaoión de (6.24) 

x Ún,JbnJbn)3) t \n)1¡n3j3,n) .. ) + I nJ2 .n.3~3In11f) 

+ \nJ2 In,tn)3) + \nata,n'~Jn,A) + \n~~3)n2.~¡\n1J1)] (6.28) 

Para el caso particular del estado base de la partíou­

la ex. la paridad es post tiva. Como la paridad del estado 

Q'+!2+]a • ( 6.21) es ~) oonclulmos que debemos restringirnos al 

caso en que 11+ 12+ 13 es par. En otras palabras, o todas las 

1 son pares o dos de ellas son nones. Pero este Último oaso 

no nos inter~sa pues el primer paréntesis cuadrado en (6.28) 

se anularia. Por lo tanto, en lo que sigue tendremos la ter­

na (111213 ) del tipo (ppp). de modo que (6.28) queda 

\n,it,n)lln3i3) = A [lnltn)Zln)3)+lnli1)n3~l)n¿~1.)+ 
S 

+ln)2,n3~alnt»')+ \n).1.n,~IJn3~3)+\~~3,n,illn).o!)+ \n)3,n2t nt~t)J 
(6.29) 



donup ,ü coefioi.,ntf> dp. normalizac ión A 1'8 JI si todos los 

pares (nsls) son distintos, J1/f2 si dos cURlesquirl'a son i­

guales y 1/6 si todos son iguales. 

Hemos construído explícit.amente estados dI' oscilado­

res armónicos no espúreos para un sistema de cuatro partículas 

que son simétricos bajo intercambio de coordenadas. y con momo~ 

to angular orbital total nulo. Nos f alta ahora expresarlos 

en términos de coordenadas de Jacobi, que, como voremos, son 

bastante adecuadas tanto para el cálculo de la energía de ama­

rre como del factor de forma. Para esto utilizamos 108 coefi­

cientes definidos en (5.23) y dados explícitamente en (5.29) 

En la notación ( 6.23 ) ten~mos, para 1 ~ i,j . k~ 3 

\nJ¿, nj~jJ n ~~~ ) = ~( {i~ \n)o.l nb1b (1\') j n)c. )00> 

n\,Qb K 

=~~I~¡o.) nb Q6 lnJ:>< f!o.~o. l nb]b (k~)j 11c. tolnJl lYlJ. Qj (~¡) jn~~hP) 
nb!b (6.30) 

donde otra vez utilizamos el hecho de que A~O para limitar el 

valor de ~I a le y simplificar la notación ~ara 103 kets \:> 
como .,n (6. 23). 

De (5.29) resulta 
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donJ" Al copfioÍpntc> Uf> normalización A i'S JI si toüos los 
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bastant e ade cuadas t anto para el oálculo de la energía de ama­

rre como del factor de forma. Para esto utilizamos 108 coefi-

cientes definidos en ( 5. 23 ) y dados oxplí c i tament e en ( 5. 29) 

En la notación (6.23) ten~mos. para 1 ~ i,j . k ~ 3 

donde otra vez utilizamos el hecho de que A ~O par~ l imi t ar el 

valor de Al a le y simplificar la notación ~ara 103 k~tB \:> 
como .,n (6.23). 

De (5. 29) rp3ul t a 
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<nJQ.,l'lb~6(~tnctolnitL)Y1j~j a~)j nR~~.o) = 

=c-}{. J(2~L+1)(21c+t) ~ WOa.~boQcj ~cll") W(/a. goj~.)~ N') 
I¡ nl.N 

Poro las siguientes relaciones 

~ ] ~ _1/2 
W(t160ic j~N) :.(_) b- c.- ~ W(~N'iC~C~OJb)= [(2~,¡t-j)(2ic.t-t)J b~,,1I 

W(~lO ~k)R A"):. (l2jQ.+1)(2~Qtt)r'/Z 5~Q.1I'\ 

impli can que 

\ 
J 

(6.32)=(), 5'(no.~o.>ni)1t InJi..n}j )~><nblb ,Ylclc, Q,¡ In~,nR1R)o.~ 

Finalmente tendremos 

InJi)nj~jlnlt~1l )=!? '5: IYlo.iQ.)~b¡b)nJc>. 

~~fb n 1 


x()'<n.l,.n1,1, InJ,.n/i'/' J<nb'•.nJ.l.lnl.n,'•.J. )~ (6.33 J 

para 1~i.j.k~3. 

Con (6.29) y (6.33) se obtiene un conjunto completo 
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<!'\)o.Jl1b~b(~)..ihctolnLlil 't1j~ j (lb)¡ nR~k P) = 

:= C-/:· J(2t+1)(21c+t) ~ w (Jo. ~b O~cj ~C",I') W(/a. Qo1_ j ~~ 1\'1) 
Ii nl.N 

Poro las signlent~s relaciones 

~ » j _1/2 
W(tJ60~c ~~N') ::.(-) b- ,- R W(tN' lc~c ~vJb);¡; [(2~i-f)(2ic+I)J 6~.A1I 

W(~lO Rltj ~R NI);: [t2lo.+1)(2~~tt)r'/z ÓJ.o.A'1 

implican quo 

'\ 
J 

-<J fi<n~l..,n'.I.ln"¡'",¡Pj.t. ><nb lb ,"ele. P.lnl.n .. V.~ 

FinalmentB tendremos 

In)i lnj~jl n R~Il)= 1;; 5: IYlo.»Cl,t1bib,nc~c ') . 

~~l: nI 

x()'<n.l.,nl,l. In¡l¡.n/iA )<nb'"r,l.l.lnl,n,'\.,l. )@ 

para 1 ~ ¡ • j • k~ 3. 

(6.32) 

(6.33) 

Con (6.29) Y (6.33) se obtiene un conjunto completo 
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de funciones de osciladorps armóni cos llara (>1 es t allo base l! " 

la partí cula IX (la :parte orbital completamente simét ri ca). A 

continuación discutir~mo9 su ~nergía de amarrA hasta 10 cu~ 

tos y su factor de forma en la aproximación de 4 cuantos. 

Estado Base de la Partícula Ol para un Hamiltoniano Conocido 

Si nos r~stringimos a fu~rzas de dos cuorpos el ha­

miltoniano mas gpneral para un sistema de cuatro nucleones 

está dado por 

(6.34) 

donde 1s AS el momento lin~al (en unidades de Jm1iw. recorda­

mos) de la partícula s y Vst deponde tanto dA los momentos y 

coordenadas relativas como dol spin o isospin nA las partícu­

las s y t. 

En coordpnadas do Jacobi (5.1), (5.3) el hamiltoniano 

intríns~co se escribe como [23] 

~ :16-J.hw(~dt=d6 +LU t (6.35 )I'¿ O st s 

donde 

(6.36) 

y 
(6.37 ) 
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de funciones de os ci1adorf' s armónicos na r a (>1 estu(lo ba se di"' 

la partícula ~ {l a ~artG orbit al comple t~~ent(> simpt r ical. A 

continuación d iscut i r~m08 su C'nerg{a de amarrA hasta 10 cuan 

tos y su factor de forma en l a aprox i mac ión de 4 cuantos. 

Estado Base de la Partícula ~ para un Hamil t oniano Conocido 

Si nos r~8tringimos a f uc> rzas de dos cuorpos el ha­

miltoniano más gp.neral para un 8ist ~ma de cuatro nucleoDAs 

e s t á dado por 

(6.3 4) 

donde P8 AS el momento lin,"al ( Fl n unidad0s d e Jm"f,'..AJ . r eco r da­

mos) de la ~art{ cula s y Vst u pp ond 0 t an t o dA los momentos y 

coordenadas r elativas como dol spin 0 isos n i n Q~ l as partícu-

las 8 Y t. 

En coord~nadas d ~ Jacobi (5. 1 ) , (S,3) el harnil t oniano 

intrinspco se es cribe como [ 23] 

~ = 16 - f~w (:¡:d)4 = a6
0 

+ L.. Ust I st 
(6.35) 

donde 

{6.361 

y 
( 6.37 ) 
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Consideremos, otra vez, un potencial independiente de 

spin e isospin d~ la fonla (6.7), es decir, 

(6.38 ) 

El hamiltoniano (6.35) con respecto a los astados 

(6.29) tiene elementos de matriz dados por 

+ f~n:(n~l;,n~j~ \¡ eV(r:¡thaV(rst)]-iñw(:lS-\t \n,R,¡tl¿9¿,n3i3 )S 

(6.39) 

Vemos entonces que, oomo en el caso del tritio. aquí 

también se puede desarrollar un oáloulo variacional enterame~ 

te an el espacio de configuración donde al estado orbital 

~ (~,X¡,,~ ) == ~ puede ser expandido en términos de 
A"OJf={4J O{4} 
los estados (6.29) hasta un oierto número de ouantos N dado 

por 

(6.40) 

i • ti •• 

r/J.
O{4] 

= 22 a(nlll,n2l2,nalallnlll,n212,nala)S (6.41) 

La minimizaoión del valor esperado de Ibz con respecto 

a (6.41), sujeta a la oondición adicional de que ~O{4} esté 
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Considoremos, otra vaz, un pot~nci8l independiente de 

3pin e isospin dn la fo~a t6.7}, es decir, 

(6.g8) 

El bamiltoniano (6.35) oon respeoto a 108 estados 

lú.29} tiene elementos de matriz dados Dor 

+ f~ n:l~,n~~,n~J~ \¡ eV(rst)+aV(rst)J-iliw(:(S-X:)2 \n,tn,Pl1n)3)S 

(6.39) 

V~mos entonces ~e, como en el oaso del tritio. aquí 

twmbién se puede desarrollar un oálculo varlacional eDterame~ 

te en el ~s~acio de configuración donde el estado orbital 

fJ. (.:t ) ~,X; ) = ~ J puede ser expandido en términos de 
A:OJf;.l4} a O{4 
los catados (6.29) hasta un cierto número de cuantos N dado 

por 

(6.40) 

r/J. = L. atnll1,n212,ngla)\nll 1,n212.nala)s (6.41) 
O{4j 

Ln minimización del valor esperado de J6
I 

COD reepeoto 

a (6.41), sujeta a la condición adicional de que ~O{4} esté 
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normalizada a uno, conduc0 al sist~ma de p.cuacion~ s lin~al~s[l ~ 

(6.42) 


para los coeficientes a. E PS p.l menor pigenvalor de JO ,
I 

La matriz ~n (6.42) })uAde ser evaluada notando <Iun 

(a) el operador 16 , de (6.36), es dia~onal ~n la r~pre­
0 

s<>ntación ¡n,1"n2.~'Dal?)S con eigenvalor (N~t)ñw 

como indicado en (6.39); 

(b) 	el operador ¿:Ust ' de (6.37), supuesto independente 

de carga, puede SAr sustituido por 6U12 pues los 

estados (6.29) son simétricos y 6 es Al número dA p~ 

res entre 4 nucleones. 

Podemos utilizar ahora 01 desarrollo (6.29) para ex­

presar los elementos de matriz con respecto a los estados I )3 

en 	t~rmino8 de aquellos con respecto al). 

Teniendo en cuonta (6.33) y suponiendo que f ~s una 
C) 

función solamente de la variable adim~nsional r W es fácil ver 

que 

(n~i: .njij ,n~f~ 1+1 nLiLIYJ~j,r\~~~) = 


=6 I &", ~ <n~~all + llna.~Q> 

nRnll .(R t~ n~n~lQ. 

l'. L <n~ ~¡ ni)k In[ /~¡ n~ ¿jJR '><na.1o. \n(~R In':~ll <1j ;j ; ~R > I G. ·13 ) 

~t 	 J 
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no rmal izada n uno, C' onduc." al sist oma do ,' cua c ion~8 linC'al" s [12J 

(6.4 2) 

para los coeficient~s a. E ~8 Al mpDor f'igenvalor oe JO
I

, 

La matriz en 16.42) !luAd~ ser evnluada notando 'TU" 

(a) el operador 16
0

, de (6.3 6), es dia~0nal nn la rn pre­

spnt ación ¡n,1, .n2.l¿.Ual~)S con eigeDvalor (N +-~) f;w 

como indicado en (6.39 ) ; 

lb) el operador ~Ust' de (6. 37), supuesto indep~ndente 

de carga, puedp SAl" sus tituirlo por 6U12 pue s l os 

estados (6. 29) son simétric08 y 6 P8 el número dA p~ 

res ent re 4 nucleones. 

Podemos uti lizar ahora (\1 desarrollo (6. 29) para fl'{­

pres ar los elementos de matri z con rospecto a los estados I )s 

en t Arminos de aquellos con respect o al). 

Teniendo en cuanta 16.33 ) y suponicndc que f ns una 
') 

función solamente de la variable adimensional r~ es fácil VAr 

que 
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dondo utilizamos (3.23) y las relaciones de ortogonalidad de 

los brashinskets [14]. 

Los potenciales utilizados son los mismos que en el 

caso del tritio, o sea, suma de 6 gaussianas (ver tabla" en 

la página 69), de manera que el elemento de matriz reducido 

quA aparece en (6.43) está dado por 

-'~<n~PQl\tllno.~Q'>:: ~ <n~Pa.11 t tXb[- ~r:tJ-f{21In D>U" 
me ~= 1 o~ re" a. fct 

=±f..2"'B(1..{lb.l.,p)f:t ";.. -1.('\> + Ti ) ¡¡ J ( 6. 44 ) 
~:Jo.. lj=i [1+~q]t+-312 2. 2. 

donde utilizamos la notación definida en (6.17). 

De (6.39), (6.43) y (6.44) tenemos para los el&mentos 

de matriz del hamiltoniano intrínseco la expresi~n explícita 

(n~ 2:)n~~:ln~P~ Ih1 In,tn)2Jn)3), =: E(N+~)Ó , O'/D 5 , 6n, n S I 0al & 
S 'O "1"1 ~I<' nlnl ~1(2 I'Id~ "3(3 

6 . 
+ :3 (n:l:>nii~,n~~~1 ~U"ootxF[- Z(;\lqr¿] -¡2In1ibn)l)n3~3)S 

S ~=1 " e 
( 6.45) 
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caso dol tritio, o sea. suma de 6 gaussianae (ver tabla 4- en 

la página 69). de manera que el elemento de matriz reducido 

quP. aparece en (6.43) estÁ dado por 
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donde utilizamos la notación definida en (6.17). 

D~ (6.39), (6.43) y (6.44) tenemos para los element08 

dp matriz del hamiltoniano intrínseoo la expresión explíoita 
) 

(n~(n~~: l n~P~ !hr !n,tn)2¡n)31 :€(N+t)o, 0"0& I 6n/ft O I bOfj 
S S "11'11 .(,,{' nlnl,.(,lfz "3'3 " .. (3 

6 
+ 5 (Tl:l;)ni~~¡n~~~1 L.U"oo~xr[- 20iQl] -~2Itl1iflnZ.~l,Y'3~3)S 

S ~=1 " E 

(6.45 ) 
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, 
Note!'los que las SUJ:las sobrE' n y 1 salAn sobrando una a 

vpz que la3 condiciones quE' Joben satisfacer los brashinskets 

impE can que 

(6.47 ) 

y 1 = 2n. + 11+ 2n. TI. -2n -1 -2n
1 J) a a 

rtonde aprovechamos la presencia de én'n b~1 D para poner 
~ ~ ~R1'~ 

Las ecuaciones (6.42) y (6.45) nos darán los coefi­

cientes a de (6.41). 

Cálculos hasta 10 cuantos utilizando los potenciales 

de ]a tabla 4, pag.69, y fijando E-=32, nos condujeron a los 

siguiAntes resultados para la energía de amarre do la partí­

cula O( 

El potencial de Tamagaki (VI) no produjo estauo liga­

do, como en el caso del tritio, y el V2 (de Tang) dió el 

30.3~ del valor experimental. En las figuras 3 y 4 se enSe­

ñan los resultados para los potenciales V3 (Tang) y V4 

(Eikemeier-Hackenbroich). 

Nótese, otra vez, la convergencia lenta, cuyas cau­

sas probables fueron mencionadas antes (limitación a funcio­

neS simétricas on la part~ orbital de la función de onda y no 

introducción de correlacionos tipo Jastrow). 
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Factor de Forma de la Partíoula ~ 

Vamos ahora a discutir los estados simétrioos (6.29) 

con 1
1

, 12 Y 13 pares cuando Al número total de cuantos (6.40) 

toma los valores O, 2 Y 4. 

Para N = O todos los números cuánticos deben 3er Cero 

y el primer Astado, que indioaremos por I 1~, es 

11> =\Oo,OO,OO)s= \00,00,00) (6.48) 

Para N = 2 podemos tener solamente nI = 1 Y todos los 

demás números cuánticos nulos y permutaciones de ellos. La 

posibilidad 11=12=1 Y todos los demás nulos. y permutaciones 

de ellos se queda eliminada por la condición de que las 1 de­

ben ser pares. Así, en dos cuantos, tenemos UD solo estado 

que indicaremos por \2) 

\2) =. \ 10,OO,OO)S (6.49) 

Para N = 4 Y (1 11213 ) : (ppp) tenemos solamente las 

siguientes posibilidades (exceptuando permutaciones) para 108 

momentos angulares: (000), (200) y (220) donde la segunda de­

be ser excluIda para que podamos tener el momento angular to­

tal ).=0. Para (000) podemos escoger n l ::2, D2=na=0 y 

permlltaciones, o DI:: n2 = 1, n3 =O y permutaci ODeS de ellos. 

Para (220) debemos tomar DI:: n2:: D = O para garantizar N = 4.3 

Tenomos, por lo tanto, tres posibles estados de " cuantos: 
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Faotor de Forma de la Partíoula ~ 

Vamos ahora a discutir los estados simétrioos (6.29) 

con 11 , 12 Y 13 pares cuando Al número total de cuantos (6.40) 

toma los valores U. 2 y 4. 

Para N = O todos 108 numeros cuánticos deben 3er Cero 
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Dfln ser pares. Así, en dos cuantos. tenemos un 8010 estado 

que indicaremos por \2) 

Para N = 4 Y (1 11 213 ) : (ppp) tenemos solamente laa 

Siguientes pOSibilidades (exceptuando permutac10nes) para 108 

momentos angulares: (000), (200) y (220) dondp la segunda de­

be ser excluida para que podamos tener el momento angular to­

tal A = O. Para (000) podemos escoger nI:: 2. n 2= D3= O Y 

Para (220) debemos tomar D 1=n2=n3,=0 para garantizar N := 4. 

Tpnom08, por lo tanto, tres posibles Astados de 4 cuantos: 



\ .'l) = \ ~O.OO.()())c: 
\4'>== 110, 10.00 1<: ( 6. 50 I 

\S') :: I02.0~.OOIS 

Por conv~niencia ~n los cálculos num~ricos ~n lugar 

de \4') y \S' >pscog¡;.mos una transformación ortogonal dE' 

~llos definida por 

(6.S1) 


El análisis de la s~cción anterior nos da los esta­

uos 1m). m:1.2.3.4.5 en las coordenadas de Jacobi (5.1): 

\1) = 100.00,00> (6.52) 

\2) =~[1O.00,OO>+100,10,00>+\OO,OO.10>] (6.53) 

13)= ~D20,00 ,00> + 100,20 ,00) +~Ioo,oo, 20) J-~~O.Ol ,01> 

+iiQ[IIO, 10,00)+2100,10 .10>+211c,oo, 1O>]-.Ji \02.01.01) (6.54)
18 q 

i J2[ 102 ,02,00)+2100 .02 .O~+ 2.102.00. 02/J.d~\00 ,11. 01> 
~ q 

14):~l120 .00.00) + loo. 20 .OO)+~ lOO. OO. 2~ +.Ift\02 .02 .00) 
f (6.55)

+tH 11O.10.00>+í~0.01 ,Ol>+J1;~J2,Ol ,01) -i 100.11.01) 

15) =it[110, 10,00) + 110.00.10) + 100.10, lO>J 
( 6.56 ) 

_ {!¡[102,02,OO)+ 102.00.02)+ \00,02.02)] 

\ .1) := \ :;0.00 . no 1 C' 

\4') = \l('"lO,OO l c: 

\ 5 ') ::: 10 :2 . 0:2,00 1 s 

1[. , 3{) 1 

For convpniencia pn los cálcul os num~ ri ro s PD lu gar 

dn \4 '> y 15' > pscog¡:>mos una trans fonllación ortogüDf'.l dE' 

pI los def i ni da por 

~6.51) 

El análisis de la s~cción antp.rior nos da 108 esta-

llos 1m). m:1,2,3,4,5 en las coordenadas de Jacobi (5.1): 

11) = 100,00,00> (6.52) 

\ 2 > =~[1O ,00 ,DO) + 100,10, DO) + 100.00,10>] 16.53) 

13):;: ~ ~20, 00,00) + 100 , 20. DO) +~\oo, 00, 20) l-t~o. Ol ,01> 

+.§[\10, 10,00)+2100.10, 1O)+2\lC ,OO. lO>]-Ji \0 2 ,01, DI) ~ 6. 54 ) 
18 . 9 

+..Jl[ 102,02.00)+2100,0 2 ,O:t>+ 2102, 00 .02>J~~ \00 ,11,01> 
~ q 

14); ~lI 20, 00 ,DO) + 100.20,00)+1100,00, 2Q)J+ ~\02, 0 2 ,00) 
f {6.551 

TtH 1 1O.lO,OO) +í~0,01.01>.~p2 , OI ,Ol>-~ 100 ,11,01> 

1 5)= ~[II0,10, OO> + 110,00,10) + 100 ,1O,1O)J 

_ ~;t[102 ,02,OU>+ 10% ,DO ,0 2) + 100.02,02)] 

( 6. 5 6) 

http:00,02.02
http:102.00.02
http:110.00.10
http:100.11.01
http:11O.10.00>+�~0.01
http:2.102.00
http:02.01.01
http:1O>]-.Ji
http:J-~~O.Ol
http:1O.00,OO>+100,10,00>+\OO,OO.10
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La función orbital para la partícula « en términos de 

funciones de osciladores armónicos. si nos restringimos a , 

cuantos pn la aproximación. será dada por 

1o{4J(~~,'1b:~c) = al 11) + a2 \2) +aa \a) + a4 \4) +a5 \5) (6.57) 

El factor de forma de carga es dado por [12] 

( 6. 58 ) 

con 

(6.59) 

) (6.60a.h) 

y 1J; es el momento transferido. 

La suma fp+ f n • de los factores de forma del protón 

y del neutrón, eS oonocida experimentalmente [28~ de manera 

que el problema se reduce a una combinación lineal de elemen­

tos de matriz del tipo 

<n~~~)n~ lb ,h~l~ ISI;~r r. Intl 'f11 nbtb. "e~c> 
c. 

(6.61) 

Ahora, por un lado tenemos [14] que 

<n'i 11 ~IIt<:r 
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F(q) =: F(r;l) =: J rp;J(~l~'~) :'~Xc ~(4/~J:Zh'~) d~ dZ: d~ ( 6. 59) 

dontle 

) (6.60a,b) 

y ~~ es el momento transferido. 

La suma fp+ f n • de 108 factores de forma del protón 

y del nAutrón, e8 oonocida experimentalmente [28~ de maDera 

que Al prohlema se reduce a una combinación lineal de elemen-

toe de matriz del tipo 

<n~~~ln~l~,h~l~ Isr;~l:e \n(lI(llnblbl~Pc > 
c. 

( 6.61 ) 

Ahora, por un lado tenemoe [14J que 

<n'i 11 !!!l.rr 1/ 
I(r 
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donde B{n'l,nl,p) son coeficientes conocidos y tabulados[14). 

y por el otro, un cálculo dirocto d~ la integral de Talmi in­

dicada nos da 

I (~) =.i e- IC¿/4!:... (2t+1)(_l)f-S. r(c;.+~) ( 6. 62) 
1> le/"" 2 5=0 25 ~ r( p+ ~) 

. • 2 2 • ( )La relac10n ontre ~ y q esta dada por el cuadrado de 6.60a. 

Entonc p. s el factor de forma (6.59) se puede obten~r 

de los coeficientes a , m =1,2,3,4,5 de (6.57). Asumiéndo­m
los reales obtenemos la expresión 

F(kl") = e-
I
// 

4 { t _ r-ñ 0la + .La' +~Q Q + ~ r§.a Q +
Ló 2. q Z 9 2. 3 q~6 2. 4 

(6.63 ) 

Imponiendo la condición de normalización para la fun­
S 

ción de onda (6.57), ~a2 = 1 , tendremos 4 parámetros ind~ 
m:1 m 

pendientes lo que dificulta un estudio gráfico de la variación 
2­

de F como función de Ie:. Recordemos que la frecuencia del os­

cilador es otro parámetro en el análisis. 

La discusión SA simplifica si nos restringimos a una 
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combinación d~l estado de Cero cuanto \1) con uno cualquiera 

de los otros para dar una ~ del tino 

~(m) m = '2J3J.qJS 
c.oo Y 11> + ~nrlm> (6.ó4)Oí·U -11 ~ Y~ .rr 

¿ 2. 

Para m =2,3,4 obtuvimos efectos dA difracción del ti­

po que aparece en el factor de forma experimental [1) mientras 

que para m=5 no ocurre difracción. El mejor ajuste se obtie­

ne para m =4 con Y=-300 Y -700 como indica la figura, donde 

comparamos con el experimento lOE casos i = -300 para 1; w = 

33.6 MeV y '(=-700 para nuJ=37 Hev. ~..n los dos casos fÜ 

ajuste e8 razonable. 

10" 

ICflL---.--r---,-.-1lfL----r---r-¡--,--' 
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Figura 5 
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~(m) 
Oi .. J 
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¿ lo 

Para m =2,3,4 obtuvimos efactos d~ difracción del ti­

po que aparece en el factor de forma experimental [1] mientras 

que para m=5 no ocurre difracción. El mf'jor ajuste 69 obtie­
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10' 

l(fli-~~~--r-~-,~--r-'-~ 
o 2 4 6 8 10 12 14 ! 6 18 20 

"P1gura S 
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