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I
INTRODUCCTON

Actualmente hay mucha actividad em problemas de pocos
nucleones. Tenemos datos recientes sobre factores de forma del
astado base del tritio, He3 v particula & [1] obtenidos por
dispersion de electromes. Tenemos, tambien, informacion de po
gibles estados excitados de la particula o« y de sistemas de
cuatro nucleones en general [2 ]. Por otro lado, Phillips, de
Rice, parece haber observado estados excitados de tres nucleo-
nes [3] .

Ts, por tanto, relevante discutir sistematicamente la
construccion de sistemas completos de estados translacionalmen-

te invariantes para tres y cuatro nucleones.

Tsto es lo que tratamos de hacer em este trabajo, u-
tilizando funciones de osciladores arménicos para los estados

de una particula en cada coordenada relativa.

Las definiciones, técniocas matematicas y resultados
que necesitaremos para el desarrollo de muestro proposito estan

resumidos en los dos capitulos siguientes.

“n el capitulo 2 particularizamos al grupo de Dermuta
ciones la tecnica gemeral de proyecciones para obtemer fumciones

base para representaciones irreducibles del grupo.

Tn ol eapitulo 3 discutimos los parentesis de trans-
formacion (brashinskets) de las coordenadas origimales al siste
ma de centro de masa y coordenadas relativas. Tambien discuti-

mos loa parentesis de transformacionm para una rotacidn arbitra-



ria en el espacio bi-dimensional de las coordenadas de dos parti-
culas y su relacion con los brashimskets. Estos coeficiemtes,
ademas de otras aplicaciones [4] , tienen un papel importante en

problemas de ocuatro mucleones.

La parte teorica de este trabajo se encuentra, princi-
palmente, en los capitulos 4 y 5, donde ocomstruimos explicita-
mente estados de tres y cuatro nucleomes con las caracteristiocas
de que Bon translaciomalmente invariantes, tienen momento angu-
lar orbital total definido y son base para representaciomes irre

ducibles dadas del grupo de permutaciomes S(mn), n=3,4.

También se discuten los estados generales de tres par-
ticnlas (utiles enm Fisica Atomica y Molecular) y su relaciom con

los de cuatro que Sean translaciomalmente invariantes.

Em em ultimo capitulo presentamos algunas aplicaciomes.
Discutimos las funciomes de onda para el estado base de la parti-
oula ®@ 7y su correspondiente factor de forma en la aproximacién

de cuatro cuantos.

Se discuten tambiem los elementos de matriz, com  res-
pecto al estado base, de un hamiltoniano para un sistema de tres .
y ouatro nucleones. [Estos elementos de matriz son dados explici
tamente para el caso en que las funciomes pertenecem a la TrTepre-
semtacion irreducible {n} , n = 3,4, y tienen momento angular or-

bital total igunal a cero.

Como ojemplo calculamos la energia de amarre del tritio

(hasta 20 cuantos) y de 1la particula o (hasta 10 ouantos). Im-



dicamos el procedimiento a seguir cuando desoribimos el tri-
tio también con funciones orbitales de simetria memor qume {3}.
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IT
FUNCION™S DL SIMuTRIA PrRMUTACIONAL DLUINIDA

La funcion de onda de un sistema de n nucleones debe
ser completamente antisimetrica. 3i separamos dicha funcion
de onda comdproducto de una parte orbital |¢> por otra que
describe ol comportamiento del sistema en rl espacio de spin-
isospin |XC> s, 8e puede lograr la referida antisimetria ha-
ciendo que |¢:> sca caracterizada por una representacion irre-

ducidle (RI) {f} de S(n) y |XD por 1a RI asociada [5)] {f}.

En los capitulos siguientes se tratara el problema
de comstruir [ﬁ5> con la caracteristica referida, en otras pa-
labras, se requerira de las funciones orbitales |¢:> la propig
dad adicional de que tenga una simetria permutacional bien de-
finida.

Tstn problema sera resuelto utilizandose la técnica
comoda y sencilla de proyecciones y eventualmente el procedi -

miento un tanto mas elaborado do escaleras ["ladder procedura").

L1l presente capitulo trata de dar un resumen

a. deo la teoria de proyecciones aplicada al caso purticu-
lar del grupo simetrico;

b. del procedimiento do escalnras para construir los sle-

mentos basicos de una RI de S(n).

Tecnica de Froyecciones

Cono se vara todo lo cue S8e requierre n3 ol conocimien-



to del efecto de cada elemento de S(m) en |¢> y sus elementos

de matriz en la RI considerada.

$
"n lo que sigue usaremos {f} ¥ 9{ }oomo notaciones
equivalentes para indicar la RI ortogonal de S(n) caracterizada

por la particion 'Fm+'Fm+--.+'ﬁ_‘n= N. Por d, indicaremos la dimen

sion correspondiente. Un elemento (permutaciém) de S(n) se in

dicara por p.

sean |{F} 1D, {512 ,..., |{f} d-F> funciones tales

que

4
=20 (u) |5} p=12,..,dg
p 18> Lol P D> o (2.1)

(Fijada 1a RI {f} hay una correspondencia biunivooca
entre los simbolos de Yamanouchi pertimentes r [ 6] y los indices
) de manera que consideraremos W como representando uno y 80~
lo un simbolo de Yamanouchi).

Decimos que |{f}V)D pertemece a 1la fila ¥ de 1la RI {f}

si existem [{f}1), [{¥}2D>,..., |{-F}v~!>,({-$}y+1>,...,[{.p}d;)
tales que todas [{f}2> cumplam con (2.1).

Multiplicando (2,1) a la izquierda por
T ) U@{{‘}
F gy W (
2 IJ" (P) X'P'/ P)

donde la barra significa complejo conjugado, y sumando sobre los
elementos de S(n) se sigue de la ortogomalidad de la representa-

ecion que



S P{":I}, " = 1}*-“",( i
Xy Py BIMTI W 2 = £ o LT " mh )
£ Aw T ' Foa Al SR AR
T
:2._' F AR A
T 5 O S Sy 1HHERD
+
| . ¢ } ’
=082, iR AD (2.°]
_d4 R+

donde n! es el numero de elementos {orden} de S3{(n).
La condicion de ortogonalidad de la representacidn

que utilizamos se expresa cxplicitamente por [7]

EgYE 00 <2 5,8, 8

g AR vp PR
™n particular la (2.2) toma la forma
% Za‘@{?}(p)p\ﬁ}%>= li+} A > , (2.3)
nl p A4

para toda funcién [{$}AD quo pertenezea a la fila A de la

RI {f}. Inversamente, dada una funcién |{+; A que satisfa-

za (2.3) podomos encontrar un conjunto de dg~1 funcliones "cole-
gas® |G, 1rd2> ey [ 1A=, 1 EARID 5 0es 141 D>

de manera que (2.1) sea cierto para todo el conjunto. Donde se
concluye que (2.3) es condicion necesaria y suficiente para que

|{+1A> portenezca a la fila A de 1a RI if} de 5(n).

Zste rosultado os bastante Util ya que si conocemos
Iy ‘
14, A2 , una do las dp funcinmes base para la RI (£ , las otras
se puede obtener directamesnte de slla, pu~s, a partir de (2.2)

~atan dades por



H#}p):%t‘ %aﬁ)ﬁ;(p;ﬂm P (2.4)

Los coeficientes c@ﬂ{ﬁ}(f:) son conocidos para cuales-
quiera { f} y transposicion dadas [8] (y con esto basta pues pede
mos generar todo S(n) com puras transposiciones) ¥y estamn dados
explicitamente, por ejemplo, en el 1libro de Hamermesh (ver Refe-

rencias) para n hasta 5.

El problema que nos queda es el de comstruir por lo me

nos una |{$}AD>.

Sabemos que podemos obtener una representacion de S(m)
aplicando a una fumeion arbitraria lﬁ°> las permutaciomes de
dicho grupo. (Eetamos suponmiendo, desde luego, que 1>  sea
susceptible de sufrir estas operaciomes de modo bien definido).
La fumeién |P> sera uno de los elementos basicos o podra ser
expresada como combinacion lineal de funciones base. Lo mismo
63 cierto si reducimos la representacion original en sus compo-
nentes irreducibles de manera que |P> se puede expresar como
una suma de funciones que son bases para las diferentes repre -

sentaciones irreducibles {f'}

df
I<P>=§i a7t p> (2.5)
|-l-=‘l

Decimos que
d,

[4#1> = El{f’j}b (2.6)

pertenece a la df.-éaim representaocion irreducible.



Aplicando p en (2.5), multiplicando por 29 AA (P) y

sumando sobre p obtendremos

+/ AA

2 i‘ﬁ}, . = A ;
B pp 19> = Z L8 i

y utilizando (2.3) resulta

Z*J )b 19> = 3-'-m,-/\> (2.7)
o meh |
I'L+H>_3= jf"*—}(,l)\p (2.8)
donde
/;’AW(V)-‘—* i,: %obp‘fw)p (2.9)

La ecuacion (2.8) nos permite comstruir la funcion re-
guerida \{¥}3>’ apliosndo a una funcion arbitraria l*c> el o-

perador de proyeccién z?o (/\) definido en (2.9).

Resumiendo, dada una funcién arbitraria |¥> tal que
esté bien definido el efecto de las permutaciones de S(n) sobre
si, podemos comstruir la RI {f} de S(n) asociada a la fila A
construyendo H{$32> con (2.8) y sus colegas a partir de (2.4)

que reescribimos en la forma
Wby es :
[{#1p> = ?2 (A) HT:A>)\ (2.10)
A

En otras palabras, los resultados (2.8) y {2.10) nos
permiten construir funciones que tiemen simetria permutacional

bien definida.



Fl indice A en los kets que aparecem em (2.10) indi-

£}
ca que estamos gemerando la RI {f| asociada a la fila A de 9{ ‘

Utilizando el concepto de caracter de uma permutaciom p

en la RI {f}

X% = z,;o@:ftw - Tr ¥4 (2.11)

podemos comstruir otro operador de proyecciom en una forma que Te-

sulta ser mas conveniente en algunas situaciones.

Tomemos (2.2) con ;8 p' y sumemos sobre |’ . Obtememos

K . ,
z;x ()4 [H53pD> = a_za 8 g 111D

|
;’:- 6., 1HFIp> (2.12)

Sumando ahora sobre LI £ teniendo en ocunenta la defini-
cion (2.6) llogamoa a

2; X (r) p 51> = 1‘— “”> (2.13)

.;

Vemos que

(O{sc} {#

(‘Iﬂ)‘p. (2.14)

S X

es tambien un operador de proyeccion.

Una simplificacion gque ocurre cuando utilizamos (2.14)

en lugar de (2.9) es que, como el caracter es fumciom de la clase



{la traza es invariante {rarts una transformacion de aimilaridad]

1 A - - =L
en {2, 14} basta con sumer sobr- las c¢lazes de 3(n).

Procedimiento Jd~ ‘scal-ras

"n lo qun sigue »3 mas comvemients utilizar una nota -

de la sacecidn anterior.

cion oxplicita para los indices griegos
Recordemos que N ,”,A, cte. astaban univocemente relacionadas

con los simbolos de Yamanouchi r do una BT de 3(n! dada,

La notacion gque utilizaremosa ns la siguiecnte

1y = ‘v ’ + g A
T ‘In'En"' Sl
\r/ E\rﬂ rn'__1 ~1 4 "fﬁ E=

Fl concepto fundamental involucrado en ~l procedimien-
to de erscaleras es al de "distancia axil"” que rrcordarenos BTl

braves palabras.

Dado un diagrama d~ Young [9: ol numero de DaS03 que
lebamos dar para llegar desds el cuadrade que contiene ~l numerc
a hasta el que contiene el nimero b o3 la distancia axil enitre a
¥ b que sc indica por d(a,b)., 'm "paso" as definido por un des-
plazamisnto horizontal o vertical (como los movimientos de la to
rre an ajedrez, cuando 8» pueve 30lo una cazilial v ns positive
31 se afnectua hacia la izguieria o hacia abais» v nacativoe rn 2

30 contrario.

Da la dafinicion sigis yur dla by = - 1h,al,


http:Qnter.i.or
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Cono njemplo comsiderermos el siguiente diagrama de

Younz on 3(6)

= ’ )

5 =t tofag ] = 1321}

4 - (2.15)
(r)=(g Lornn)=(312121)

n o3te caso tencmos
a(2,3) = - 2 ; da{5,6) = 4 ; d(1,4)= 0 (2.16)

"ntre las expresiones algebraicas para calcular d{(a,b)

escogeremos la siguiente [107]

d(a,b) = +'l°- - *i"',.bb +h =T, (2.17)

Las distintas fy: Se encuentran quitando sucesivamente

t
del diagrama de Young original el cuadrado que contiene ol mayor
minero. Asi, del ejemplo (2.15) se obtiene la siguiente sucesién

de diagramas

-
w

8| RS —*15,]—-.—-
2

3
4 2|4 2|4 2]

!
2
L©]

(2.18)
A partir de (2.17) y (2.18) os facil checar los resul-

tados (2.16).

Ahora definimos th por

-1
a &d q)=F - A
m \m, m-1) +rmm -Frm_1m—1+ M-+ mM (2.19)

Per otro lado [6] doa elementos de una misma RI de S(n)

rstan relacionados por



h\c} (rh.‘.rm_irm... r >> =

-1/
:(1——3; ) [(m-gm)—rm] H-F}(rn,,. A > (2.20)

-1

donde (m-1,m) indica la transposicion de los elemontos (coordena-

das) m y m-1.

“sta relacion nos sugiere un método para generar la ba-
se para la RI {f] a partir de un elemnnto basico conocido: bas-
ta transponer convenientemente las componentes del simbolo de

Yamanouchi y aplicar sucesivamente la ecuacion (2.20).

Este es el metodo bautizado por Kramer y Moshinsky [11]
de "procedimiento de escaleras™ enm analogia al proceso de desocen-

so de peso aplicable en algunos grupos (como R(3)).

Para finalizar notemos que la aplicacion de (2.20) re-
quiere el conocimiento de una '{f}(rx> Yy que la construccion de
este elemento se puede hacer a partir de (2.8)., T=sto nos infor-
ma cual es la fila de 49{;} a que estad asociada la RI {f} ge-

nerada por (2.20).
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II1
EL PROBLEMA DI DOS CUERPOS

En este capitulo discutimos el problema de dos cuerpos
en un potencial de oscilador armdémico con la idea de introducir
los parentesis de transformacion para transformaciones ortogena-
les arbitrarias de las coordenadas de las dos particulas. Los
paréntesis seran utiles en la discusidn del problema de tres ¥
cuatro particulas que es el contenido de los capitulos sigunien-

tes.

NOTA: en todo este trabajo utilizaremos coordenadas y momentos

en unidades de I%%u v .hﬂﬁgﬁ respectivamente, comn el 0b-

jeto de tratar con variables adimemsionales.

Parentesis de Transformacion para Coordenadas Relativas y

de Centro de Masa (Brashinskets)

La parte orbital de la funeidn de onda para un sistema
de dos cuerpos puede expandirse en terminos de funciones de osci-
ladores armonicos de dos particulas de momento angular total N ¥
proyeceion M que indicamos por (en la motacion de Dirac para el

ket ): A
Gl AM> = %)@ ”‘n’zﬁ)JM
(3.1)

=LULmm WY, (2% ()

1
mym,
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doade S%/m (5:’) son funciomes de onda de um osoilador armémice

que, en torminos del operador de oreacidm
=[Z(Z2-ip) | (3.2)
son dadas por [12]

Bty = Aot (575 Y (710> 0.9

o A n [ 41 ]1,2
l =6 L(2n)!!(2n+20+1)!! (3.4)
y & .
0> = op(-32°) (3.5)

En (3.3) gf sen armémicos esféricos sélides.
m

El estado (3.1) es adecuado paras el cileule de elsmen-
toe de matriz de operadores de um cuerpo cemo ol de la emergia
oinética y del potemeial comim a cada partioula. Sim embarge,
no es conveniente para tratar com operaderes, come el de la emex
gia de interacciom V(|;,—a::|) » que dependen de la ceexrdemada
" relativa. Es, por lo tamte, comveniemte desarroliar (85.1) em
términes de estados que dependen de las coordemadas relativas ¥y
de centro de masa definidas, conjuntamente cem sus mememtes ¢

J%

rrespondientes, por
-»
Lo = E (‘%1—;2.) ) P
- -
- E () , g

ﬂ
=
—?& -n

(3.6)

e -zn
N
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Los coeficientes para el desarrollo referido, conocidos
por el nombre de brashinskets, fueron deducidos por Moshinsky [13]
y tabulados por Brody y Moshinsky [14] . Aqul daremos su defini-
¢ién y algunas propiedades que seran utilizadas mds adelante.

En ¢l sistema de coordenadas relativas y de centro de

masa los estados de dos particulas estdm dades por
A
|anl,nb]b,AM> :-:[}ﬁa[a(:ca) "/114(::5) ]M (3.7)

Igualmente que en (3.1) los paréntesis ocuadrados indi-

can ol acoplamiento de momentos angulares.

Notemos que en (3.7) utilizamos las mismas /\ v M que
en (3.1). Esto se debe a que la transformacion (3.6) es tal que

;K = 114'1 = TT(EaX?; ‘+'§;>‘FLJ

2

B Zgxby + %P, ) (3.8)

Por otro lado también resulta de (3.6) que

HO2) = tho (B + B+ &5+ &)

- a z
& éhw (p2+ ;';b"' ":E:+ Eb) = Hla,b) (3.9)
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lo cual implica que

2n,+11+2nz+ﬂ,_ = 2na+2a+2nb+ Pb (3.10)

Los brashinskets son entonces los coeficientes que a-

parecen en el desarrollo

ln1fl-\n2 AM> Zl"nq o bprAM><nalaanb'p JAlnllbnz.P_zJA> (3.11)
nbnb

donde la suma es finita pues na'la'nh b4 1h son enteros ro negati-
vos restringidos por (3.10) y ademas la Y 1h deben cumplir com la

regla para adieion de momentos angulares

- \sAs L + 1 (3.12)

Los brashinskets son independientes de M pues de (3.8)
podemos obtener estados con M + 1 en los doe miembros de la ecua

eién (3.11) aplicando el operador

-1]2
[A-m)Aene)] (L ily)

Algunas relaciones de simetria de los brashinskets[15]

son

<’nu.lalnbﬂba A |n1 l1 an.ze:A >

-A

= (-)!h (nnjﬂ,nb}b,/\ lnzj ,n,fh/\>
LA

=) <nplyungl Alndind, AD>
ol

= (—-)PJ b{n,!hnzpa,/\ | nalﬂ ) nbfb, A>

(3.13)
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Notese que en la fultima relaciém sdlo han sido inter -

cambhiados 108 valores numéricos, de manera gue, por ejemplo, nala

(los mimeros cuanticos relativos) tienmem ahora los valores antes
atribuidos a la particula 1. Si se intercambia tambien el semti
do fisico del bra y del ket, el valor del parentesis es igual al
original ya que la operacion equivale a tomar la conjugada ocom-

pleja y los parentesis son reales.

Parentesis de Transformacidén para Rotaciones Arbitrarias

en Términos de Brashinskets

Discutimos los paréntesis de transformacion de estados
de dos particulas en las eoordenadas'ii y';é para aquellos en

las coordenadas'ia ¥ ;; relacionadas a las anteriores por
—» —»
> - > (3.14)
X, v & *

La matriz en (3.14) representa una rotacidém de 7T/4 conm

respecto a los indices de particulas.

En esta seccidén presentaremos un anilisis discutidoe re
cientemente por Gel [4] para derivar los paréntesis de transforma

cion cuando la relacion entre las coordenadas es dada por

> >
X cos i -senif \ (X,
e = & (3.15)
x senf cx i3 Ly



1t

donce el angulo de rotacidn ahora es 3/<.

En su analisis Gal mucstra, como veremos, que los parég
tesis de transformacion asociados & (3.15) se expresan en térmi-

nos de brashinskets y fases.

De la discusién en el principio de este capitulo se pue
de deducir que los estados de dos particulas pueden ser escritos

como

In1pl)n2F2)AM> :P(n Qh 2( AM/ l(-’> (3.16)

donde P es el polinomio

Phlni, AM) =

1N 2 1)

=’4an@ /1.7’) (“"’) j(,,/?/ ] (3.17)

De {(3.2) resulta gue {3.15) induce una transformaciodn

similar para los operadores de creacidn, es decir,

> ~>

no ot —wntf]

/, "‘/"J.p [4

* = ( { i (3.18)
> ! ) L >

YA BTN

Los coeficientes para las rotacionmes por um angulo 8/2

seran indicados por

<”,iu,nb&'01/\ ir.,{,,ﬂ_ic,/\}g (3.19)
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y relacionan lecs polinemios P y 9 de acuerdo con

P(ﬂ,i“ﬂzihAM) i ?‘T ﬁb Q(nagﬂlnb[ ’AM)

x(\"-na&-‘”b!bl/\lnfﬁhnzjg,A% (3-20]

. > - =
dond tambi dad 3.17) sustituyendo or
ocnde Q es ien dado por | ) su ve 7h ¥y 72 P 7Q

y ﬁL .« respectivamente.

Para encontrar los coeficientes (3.19) notamos que el
inverso de la transformacion (3.18) se puede descomponer como el

producto de matrices siguiente
T /: )( )( v )(O f )
sengd i) * % 2 0

,(_j/z ﬁ/)(rf—)( °) = ABCDEFG  (n.m)

donde A,B,...,G corresponden a las matrices en el orden indicado.

El problema que sigue es algebraico y consiste en de-

terminar el efecto de cade matriz em el polinomio P.

Inmediatamente vemos que C y F son rotaciones de JT/4 b 4
conducen a brashinskets, como ya fué disountido en la seccion ante
o0 1 Por otro lado, el efecto de A y G es multiplicar el poli-

nomio por (I[)ga donde gy = 2nm, + 1, es el grado del poli-

nomio en el operador de creacidén asociado a la segunda partfcula.
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Por un razonamiento analogo el efecto de E es introducir un
factor Exp[g 9’) p/‘J . Finalmente, B (=D} interocambia }71
/l)cuyo efecto, como se ve de (3.17), es

Bp(n,p,,nzf".,AM)=(-) P(n Lo, AM,) (3.22)

<

Combinando todos estes resultados y utilizando las re-

glas de simetria de los brashinskets (3.13) obtenemos

<’2Q[a)nbf;,/1/n,f,,nziz,/1>/; -

lzn +[.—2,E i. ‘g F-Q.I
= (" ’%‘tnd*dufa (engrbp2n-i, )L?/ZJ(“) ot
X <"c[c,”dfd,/\l’hfa.nb&.A><ncic,nd[d,/1 Indynh, 1> (3.23)

Estes coeficientes tambignson reales [12].

La relacion (3.23) arriba nos da explicitamente los pa-
réntesis de transformacion para una rotacion arbitraria con res-
pecto & 103 indices de las particulas en terminos de brashinskets,

lo0s cuales estédn disponibles en tablas [14]
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Iv
EL PROBLEMA DE TRES CULRPOS

En este capitulo vamos a construir sistemas completos
de funciones de osciladores armonicos que tengan momento angu-
lar orbital total bien definido ¥ que sean bases para umna repre
sentacidén irreducible de S(3), es decir, que temgan simetria per

mutacional definida.

Primero discutiremos el caso de invariancia transla -
cional donde podemos eliminar el movimiento del centro de masa

quedandonos con una variable (vectorial) memos.

Estados translacionalmente invariantes de tres particulas

La restriccién a invariancia translacional implica
que los estados de tres particulas van depender solamente de
dos coordenadas relativas y escogeremos las coordenadas de Jaco

bi definidas a continuaciom.

Los estados de tres particulas pueden ser funciones

de las coordenadas ordinarins'§1.';} y”;; o de las definidas por

la siguiente tramsformacion ortogomal

zb =E(5E:+551“25Ea) (4.1)



o

o

Esta transformacion, asi como la (3.14), 3 caso parti-
cular de la transformacion ortogonal de Jacobi definida para n

vectores por

NV __Th_‘ "‘?‘1 - > —1
X SR (W NP A R W , 1255 -] (4,2a)
> S(at1) t=1 t o+l
N L .2b
" n %:f “Lt 4 )

A las coordenadas (4.2a) les llamaremos coordenadas re-
lativas de Jacobi, y son obviamente invariantes frente a transla-

ciones.

Entonces un estado arbitrario de tres particulas que
sea translacionalmente invariante puede desarrollarse en teérminos

de
{E I bm > <Z In ym > (4.3)

“» t I
donde <ft|nlnf> son funciones de un oscilador armonico en la nota-

cidén de Dirac.

Tendremos ostados con momento angular bien definido si
utilizamos las funciones (4.3) acopladas a una /\ v proyecciom M,

es decir,

A
AM> E[<'£O..‘”Jil><fa‘ \[}L:’]M 1.1)

|Y\1{a,ﬂblb,

Lo Unico que nos queda ahora es caracterizar el estado fi

nal por una RI ds S(3). Para esto utilizamos los concnpntos discu-
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tidos en el capitulo II. Necesitames, entonces, conocer el efecto
de las permutaciones de S(3) en las funciomes (4.4). De hecho
basta con saber el efecto de los generadores de S(3). Escogeremos

las permutaciones (12) y (123) como generadores del grupo.

Txaminemos mis detalladamente el estado (4.4). Igual que
(3.16) 6l puede ser expresado como un polinomio Q en los operado-

res de creacion
- Al 1 — .
Gas = J2(Fap -1 Fus) (4.5)

actuando en el sstado base, es decir,
‘n ia*nbﬂb AM> Q(na.qanbjb:AM)w) (4.6)

donde

( (ﬂn@a,nk JAM) o
O - ) Ana.n'qA bb Tla ‘qa.) ( b T]b

' Wlﬁa)gg(i)ﬁ (4.7)

= a4 {Z AR - 3@ R (4.8)

El cstado base lC) o8 obviamente invariante fremte a
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-
X

permutaciones de las coordanadas-§l, ;2. Y Xg de manera que la

discusion de las propiedades de simetria de combinaciones linea-
les de kets (4.4) se reduce al anilisis de las propiedades de si
metria de la misma combinacion lineal de los polinomios Q. Por
ejemplo, si gueremos simetrizar la funcidn tendremos de aplicar

las permutaciones de S(3) a Q y sumar los polinomios resultantes.

; Cual es el efecto de los generadores (12) y (123) en

los polinomios Q?

La respuesta es sencilla pues de (4.1) y (4.5) resulta

(12) ?f = 1“
/4 0 1 yn

(4.9)
- "’
Ta =3 'lz-i la
(123){ & = | &
e 23/ \

El efecto de cualquier permutacion de S(3) sobre Q es
entonces directo una vez que tenemos el efecto de (12) y (123).
De (4.9) y (4.7) vemos que_ol efecto de (12) sobre Q es multipli-

ang+ 4 3
carlo por la fase (-) bt 7k mientras que la aplicacion da
(123) en Q conduce a una combinacién lineal de Q's cuyos coefi-

cientes son paréntesis de transformacidén asociados a un  &angulo

Q =4 |3,

Como dijimos, este procedimiento es directo pero resul-

ta ser laborioso. Obtendremos mucha simplificacidon si imtrodmci-



25

mos operadores auxiliares definidos por [11]
iﬂ EE~[E ("55; *‘ﬁl )
7. @((7—}:14.?71)

(4.10)

-..._3
Y
1l

Estos operadores no deben ser confundidos con los ope-

radores de creacion definidos em (3.2).

Ahora, de (4.9) vemos que bajo la operacién de los ge-

— ~»
neradores de S(3), ‘71 v ’72 se transforman como

(12)(?1) _ (O 1)(?:)
7. t 0/ \

- —2m /3 e

h ¢ o T
e (ﬁl) s ( 0 e"’"‘”) (*)

Consideremos los polinomios P(nlll.nzlz./\ M) definidos

(4.11)

también como en (4.7) pero tomando 3&,?E,n1. 1,, ny, 1, en lugar
de 3;, 7y» B+ lge Bpe 1y« La splicacién do (12) y (123) en

P, o sea, de sus inversos [16] en .7: g ;?:. nos da
(12) P(ndy,n L, AM) _ il Ploh,n b, AM)  (4.12)
2mi)3)2
(23) Bl by A) = 7T Plohin o AM)  (a1)



dondr dofinimos

2g = 2my+ 1, - 2n, - 1, {4.14)

“

A continuacion vamos a construir primeramentc los asta
dos base para la RI {21} de S(3). ¥®sta representacién es bidi-
mensional y los elementos basicos estan asociados a los dos sim-
bolos de Yamanouchi (211) y (121). Construiremos la RI asocia-
da al rengldon (211) de modo que los operadores de proyeccidn gue

entrarin en juego son (ver definicioém (2.9) y ref. 3, pag.224)

P ) <ol

_ 114, FaT ; N - 1
n = Tiet i) - }1ds/+ﬂ-:)+\1_;)+(l:—>; % (4.15)
L J
Y
/OM‘ _
P . 1 . . . \-'
R d) = — 2 —~(1= (123 ) 4(132)
121 (< ) = \gzu) Us) =u-2) Hii=2) : (4.16)

[~

De acuerdo con la discusion del capitulo II primero a-
plicamos {4.15) al polinomio P. Obtendremos la funcion caracte-
rizada por fr = {21}(211). En seguida, aplicandole (4.16) obh-

tendremos su colega {21}(121}.
Notando que
(13)7! = (13) = (12)(123)

(23)"1 = (23)

it

(123)(12) (4.17)

(123)"' =1(132) = (12)(123)(12)

]

y utilizando los resultados (4.12) y (4.13) resulta
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1;1} . ) -
12 n) Plndy,ni, AM) =

= Lo (g7 ){P(n,!,,nzzz,/:m)u-f'*’*”‘P(@g,,n,!,, m)]

i J’U’éyc )[P(”ufh”;iz: AM) +(-)!'+P"—AP("E! nydy, A M)] -

donde # o8 definida por la congruencia
2¢= ¥ (mod 3) (4.19)
El procedimiento anterior condujo immediatamente a un

resultado interesante; dados los polinomios P(n111'n212'A M) so-

lamente aquellos tales gue 2g, de la ecuacidon (4.14), no sea un
miltiplo de 3 son los que tienen proyecciones no nulas sobre 1la
RI {21} de S(3). El mismo resultado se seguiria si hubiéramos
seleccionado JZ?"‘(!Z!} en lugar de (4.15) .

Normalizando la funcidn (4.18) obtenemos nuestro pri-

mer resultado
Do din L, AM; 23@in) =

bl

- J_'Z'_[P(n, /0,0, AM) +¢) angﬁ,n,j;,AM)] (4.20)

v 0



Aplicando (4.16) en (4.20) obtenemos la funcién  que

nos falta para completar la base:

p .
2 @1 Bladind, AM, 1213 219)) =

24590(&25)[P(n,j,, 4, AM)—(— P( ). nd, AM)J

JH!,-/?

= (—)fo [P(n,!,,nz/ M) = P nd, A M)J
2

= Bndiynd, AM; ta1baz)) (4.21)

J'_ 0y
Notemos que el factor \[; realmonte normaliza las ﬁ
de (4.20) y (4.21) pues P estd normalizado y P(n;1,.n,1,,AM) ja

més es idéntico a P(n,l, nlll./\ M) una vez que V¥0.

Para consagulr los estados simetricos y antisimetricos

podriamos aplicar (ﬂ) /3 3 JO {Iﬂ%‘g?v _—_._.JO{'W}, respecti

vamente, recordando que todas las permutaciones pueden expresar-—
se en términos de (12) v (123).. Esta soria la receta gemeral.

Un procedimiento mas olegante es notar que del analisis desarro-
llado para f = {21} concluimos que solamente combinaciones linea

les de polinomios P's con 2n;+ 1,~ 2n, - 1,=0 (mod 3), o sea,

maltiplo de 3, conducen a estados simétricos o antisimstricos.
Los simétricos son caracterizados por el diagrama de Young (y

respectivo simbolo de Yamanouchi)
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[ 1]2]8] =—— (1)

y asi son obviamente simétricos bajo la permutacidn de las parti
culas 1 y 2. Los que son antisimétricos estan asociados al dia-

grama de Young (y respectivo simbolo de Yamanouchi)

% «— (321)

y son obviamente antisimétricos bajo el intercambio de las par-
ticulas 1 y 2. Podemos, entonces, obtener los estados {3} (111)
y {111} (321) aplicando, respectivamente, los operadores ijzf
y P a1 porinomio P(n;1,.,n,1,,AM), es decir,

L P(n, L, nl. M
Lo ] (ndymd, M) <

[P (md, nzfs,AM)*f-& “ nolmd, Am) ]

@ (nhy, nyd,, AM; {33G11))
=i

B (n dy,n, L, AM, t111}320) s

Estas expresiones son validas cuando 2n,+ 1,- 20y - 1,

es un maltiplo de 3 distinto de 0. Cuando nEn=nyli=1,=1

tandremos

I’nll i‘ 3 e8 Par
P("ﬁﬂf,ﬂM): Fé(n LAm {3}(1m)) 1 /) a

¢(nf.nf,mrli{1nj(321)) D, p— (4.23)



Obtuvinos, asi, polinomios con simatria perimutacional
y nomento angular orbital total bien definidos para el problema
de tres particulas, translacionalmente invariante, en Lérminos
de los operadores iz y 3: de (4.10). Para el caleulo de los
alementos de matriz del hamiltoniano y del factor de forma dn
nucleos, que discutiremos mas adelante, es mas convenientes te-
ner 1os polinomios expresados en términos de 3; v ’7i i Con
cste propdsito en mente notamos que la matriz de la transforma-

cion {1.10) puede descomponerse en la siguiente forma

-« [ i i *

ooz B AN o) _

L.Z o= L/ ) = AB (4.24)
F i/ VW& OE/\o o

Ahora, la aplicacion de A 2 P da una combinacion lineal

de P's cuyos coeficientes seran brashinskets, mientras que el a-
L

fecto de B es multiplicar el polinomio por (-, 2, vya que el

polinomio es homogémoo de grado 2na+-la en la primera variable.

Combinandn estos resultados llegamos a

Hn, 1,,@)2) M ) = L Z?, (1, Z;“.Labj Nl
R . .
x (-c) 7 4:[,'u{_/lhyq,vgg,/\>' (4.25)

Introdueiendo la cantided p dallinida nor 5us valores


http:Combinan.lo
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dados en la tabla gue sigue

v | B {1 (n) =)
0 C | {3i(111)  [+1
1 {1113(321)  [+1 _ (4.26)
12 | 0 ! {21j(211) |+1
T GG |=1

utilizando (4.25) y propiedades de simetria de los brashinskets
contenidas en (3.13), podemos expresar en forma compacta los Te-
sultados anteriores y ademas tener todas las funciones reales. .

El procedimiento es sencillo y de pura construceion. Tendremos

\n,i,,nzr’b/\M;{r> = Qf(ml,,nzpz,AM;, ;T') |0>

= 1 i ! ! IW:)
MNpty, N ;A
J 2(“‘ Sn.nzsf.f;) '6“ ﬁb -

. D, M g(l+p) +pv
x<nafapbhb,/\|n151,n;521f\>\-_1+(-)“ H](—) rillrk F (4.27)

Estos estados estan en terminos de las coordenadas re-

lativas de Jacobi (4.1). La B esta definida en (4.26),

Una vez construidos explicitamente los estados emn el
ospacio de configuracion, el estado completo se construye de la

manera usual. Indiquemos por l‘iMSTMT: fr> los estados de tres

particulas en el espacio de spin-isospin. El estado completamen



te antisimetrico bajo el intercembio de coordenadas, spins [

isespins sera dado por [17]
.

|UV3>EJ}; ?.(—) \ndyn,d, A1 STM 4 F>-IM (4.28)

donde d, es la dimensidn de la RI {f} y fT se refieren a la par

ticion y simbole de Yamanouchi asociados a fr [5] . La fase (-1)F
esta dada en (4.26). E1 simbolo A? se refiere al conjunto de

numerocs cnanticos involucrados

A =n1,0,1,, AL, ST, TH (4.29)

Asi tenemos construidos explicitamente los estados

translacionalmente invariantes de tres particulas.

Estados Generales de Tres Particulas

A continuacion vamos a derivar los estados generales de
tres particulas que seran caracterizados por momento angular orbi-
tal total y simetria permutacional bien definidos. Veremos, en
el capitulo siguiente, que los estados transiacionalmenie inva -
riantes para cuatro particulas pueden ser derivados con casi 1les

mismos pasos que desarrollaremos aqui.

Consideremos las coordenadas usnales (adimensionales)

- - - #
Xy» X5 ¥ X3 Para las tres particulas y construyamos el ket

-» . - N 5 A
|n, nnzp,z(/’t)mjlg,,)\p)E[[(x,lh,kD(I&Iﬂsz] <xaln313>] 2 (4.30)
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donde ¢l primerc, segundo y tercer conjuntos de mimeros cuanti-
cos (nl) estdn asociados a las particulas 1,2 y 3, respectivamen

te. Asi, por ejemplo, en el ket |n111.n313(/\]:n2 2.]\}1.) los pa
Tes In313] Y (n212} se refieren a las particulas 2 y 3, respec-
tivamente,

Los estados (4.30) tienen momento angular total A ¥y
proyeceion B bien definidos pero, en general, no corresponden
a2 una RI definida del grupo simétrico S(3). Para comseguir es-
ta propiedad utilizamos otra vez la tecnica de proyeceiomes, lo
que Tequiere gque sepamos el efecto de cada permutacion seobre
(4.30). Recordando que debemos aplicar el inverso de cada per-
mutacion a las coordenadas y utilizando las tecnicas familiares

de reacoplamiento de Racah [18] obtenemos, por ejemplo,
(23)|n d,ngd, (A) iq,,l3 A = [[a:, |n,l,><:r.a|na’z>] <:1|n,33>] Y

ﬂ A+A
A ( @A+)(2A+1) W.P, lsl M')‘n,!.,nan (A); nzj ,}F)

donde W es un coeficiente de Racah.

En la tabla siguiente damos los resultados para todas

las permutaciones de S(3).

Ya estamos en condiciones de proyectar los estados.

Empezaremos suponiondo que los tres pares [nslsl. s =1,2,3 son

distintos. Decimos que
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(n1)) % (ng,1, ), s.8’=1,2,8 | s# s (4.31)

si ns:}_ ng,, ©ol,%1,, o ambos. Naturalmente, en nste caso, dos

— —» —»
kets (4.30) oen los cuales los vectores Xys Xg ¥ X4 Tueron permu-

tados son ortogonales.

{3 VAR ;oo
1A WLITURS (/!/,'/75.[5) x‘l_,;;:‘/

Ry

{(12) I ('UL {J +A 'lf “‘u")‘-/ SAVIN ek, ”‘>

(3| (_.3)4+ii+‘£:’+ ;\/:’ 5 f(— ot oA / : ;/ﬂnﬂ:/:/.l/_ﬁ@.s;,-;_x /}/J}’h\/

(23) | 71 1) prededay J@nasizrsty il ot Ul Pt (1 4

\123) l -1)5 A+ 2 [/T’J (A 20510 4l o 15780 ,-.i‘.-',t//.//')-fii_,/‘_‘_A\/‘-

132)] Z‘{ (*}‘*! J@A+3(2A D ) \4, LAzl Y w-; Lo \//././‘J-."/_’,v])/w”;\/'
J

TABLA 1

Consideremos un estado {4.30) al cual aplicamos el opo
rador de proyeccion JQ (") de (2.9) y otro estado con las

!
mismas [nslsl. 6=1,2,3,7 A,_L , pero con /1 en lugar de A

’

al cual aplicamos el operador fro, (F').E1 producto escalar de

estos dos estados tiene la forma

. ! F: ok
<n1i' ’.'.'.,51 TI'R'.:_}?’E"‘AP \J?'f (F*) ;?{‘cf(i:) ln,l;)ne ), (A);napi)/\,_{> —
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d . i
=;!F é#tFeSr,r(n,I,,n;J(A),-napajp\%chF’('P )Panu";LM)}nalaslf*>

(4.32)
donde el lado derecho sigue cuando sustituimos los operadores

por su forma explicita y utilizamos relaciomes de ortogomalidad

bien conocidas para 1aséa [19].

En el caso que estamos considerando (los tres pares

nala distintos) la aplicacion de cualquier p, que mo sea la i-

dentidad, &1 ket produce un estado que es necesariamente orto-

gonal al bra, de manera que el producto (4.32) toma el valor

d

Vemos, entonces, claramente, que cuando aplicamos el

operador (normalizado)

a (4.30) con todos los pares nsls distintos, obtenemos un conjun

to de estados ortomormalizados

— 1)
Imo by lingly, AXp Fre> = EH(FJ o dy,n b (A)snsds 2> (4.35)

Notemos que em el lado izquierdo de (4.35) el ordem emn

que aparecen los pares (nsls). s =1,2,3, ya no es significativo.



Para evitar repeticiones inutiles dofiniremos un orden candnico

para los pares referidoes: si 1., 1. v 13 tionen la misma paridad,

R T
es decir,(-) =(J) " =(=* ordenaremos los pares de tal modo que

{nlll}:> ﬂnglg)‘> ln313) donde por [nslsl 2 n_ 1, ) queremos do

eir que 1S'> 1, 0, si 1, =1, quen, > n_, . Siunade las1l
tiene paridad distinta de las otras Jdos indicaremos osta 1 y su

n correspondiente por n313 y los pares restantrs seran ordenados
de manera que (nlll) > (nalz}-

Fs importante temer on cuenta este orden candmnico al

utilizarse la tabla 2 que sera mencionada mas adelante.

Notemos también que de (4.30) resulta que /\ satisfa-

ce las relaciones

|1,~Ll~=’= Ag i,dz , Heals A< Lien (4.36)

de modo que fijando n;,1;,n4,14,03,15, A, H.f,r,? sl nimero de

estados (4.35) quer tenemos es

- e | -

nﬂﬂ“h*QJJ%?A)j—idxx”zrﬂjdlg*hli + 1. (1.37)
L 3

El factor de fase l—l]F introducido en (4.34) es8 + 1
cuando el simbolo de Yamanouchi T corresponde a un diagrama de
Young en el cual los numeros estan distribuides on orden natu-
ral o pueden ser punstos en nste orden hajo un numero par do

transposiciones. En caso contrario rs -1, Como ej~mplos bene-
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mos los casos contenidos en la nltima columna de la tabla (4.26),
Esta fase, arhitraria.‘, va se conveniente para la extensiom al ca-

so de cuatro particulas.

Los operadores de proyeccidon que aparecen en (4.35) son

dedos explicitamente en la tabla 2, al final de este capitulo.

A continuacion vamos a discutir el caso en qus dos de

los pares (nals) son iguales. Por conveniencia enumeraremos los
pares de manera que los iguales son (:ulll) ¥ (nzlzl. Debemos,
entonces, proyectar a partir de los estados

|nl.a1 (A): mg1g.ap > (4.38)
donde (ml) # (mgl,).

Consideremos el producto escalar (4.32) en el cual bra
vy ket tiemen 1la forma (4.38). La aplicacion de oualquier permu-
—
x

tacién a (4.38) que intercambhie x; com _:;1 0-;2 da un nuevo esta-

do quo es ortogonal a (4.38) con /\ arbitraria. Por lo tanto, so

lamente los términos con p=e o p = (12) contribuyen a la suma

{#}
ZP'@'FF’(P-') * vy como (12) aplicada a (4.38) da el mismo

b)-A A
estado pultiplicado por la fase (=) =(~) ,tenemos que en el

caso presente el producto escalar (4.32) toma el valor

d A el
g'f 8;'+'Sr'r S [5??:' e ST—FI (02) ]
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Los elementos de matriz de {1?) en 1as distintaas RI
da S(3} estdn dados, nor ejemplo, en la ref. 3, Pag. 224, To-
niendo en cuenta que las permutacionss de S(3} pueden ser os-

critas en la forma
e, (12), (23), (123} = (23)(12), (13), (132) = (13)(12)

Y que el efecto de (12) es introducir un factor Qﬁ)Ajlos opera
dores de proyeccion se simplifican, como estad indicado explici

tamente en la tabla 2.

El Unico caso que nos queda para discutir es el de los

tres pares {nsls] iguales, o sea, cuando proyectamos del estado

|n1, n1 (A): m1,ap> (4.39)

Si aplicamos el operador de proyeccion (4.34) a (4,39)
obtendremos estados caracterizados por fr, pero, los estados a-
si proyectados con A diferentes en general no ssran ortogonales.
Esto puede comprenderse mejor considerando el producto escalar

{4.32) con todas las lnslsl iguales a (nl)., Claramente, on es-

te caso, la aplicacién de una permutacion arbitraria al ket nos
da estados que no son mnecesariamente ortogonales al bra, de mo-
do que.debemos tomar en cuenta el efecto de todos los términos

de la suma %@;g} (#) b sobre el ket. Para cada p tene=-

mos la combinacidn lineal de la tabla 1, tomando todas las n.l,

iguales a nl. El producto oscalar no da entonces 2., o ﬂ_,_ Yy
AN Tt

no podemos conseguir estados ortonormalizados de ssta manera.
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S~aguiremos, por lo tanto, un procedimiento diferente.

8i queremos proyectar estados con £f={21} vemos, a
partir de la RI correspondiente, que el operador (2.14) tiene la

forma

0 = %[2& —(123)—(132)] (4.40)

Este operador es hermitiano e idempotente. Asi, su ma-
triz con respecto al conjunto completo de estados (4.39), con N

restringida por (4.36), tiene dimensiom

d = min(24, l+2) = [1-2|+1 (4.41)

y sus eigenvalores deben ser 0 o 1. De la tabla 1 (pag.34), los

elementos de matriz son dados por

MA'A““ = <nl,nt(N); nl,)\p \@|nl,nd (A);nd, Ap>

WA: A 1 AN
-1e) ’ [_L-)AH-JAJ Jne) @A) WHLEA;AN) (4.42)

/
Inmediatamente vemos que son nulos cuando A b4 /\ tie-
nen diferente paridad, de modo que la matriz de @ Se TOMmMpe en

dos partes: una para A par vy otra para /\ non.

Do la discusidén del caso en que dos de los pares [nslal
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eran iguales, del cual el problema presente es un caso particu-
lar, concluimos que los eigenestados de la matriz de A par Tue
corresponden al eigenvalor 1 son caracterizados por la RI {21!
de S(3) y tiemen r =(211) ya que los eigenestados son simétri-
cos bajo el intercambio de las dos primeras particulas. Los
eigenestados correspondientes al eigenvalor 0 cuando /\ es par
son caracterizados por f = {3} . De manera similar los eigen-
estados de la matriz ocon A\impar que corresponden al eigenvalor
1 son caracterizados por la RI {21} con r = (121), pues son
antisimétricos bajo el intercambio de las dos primeras parti-
culas. Los eigenestados asociados sl eigenvalor 0, cuando A

es non, tiemen f ={111}.

Nos falta, todavia, encontrar los estados colegas
cuando estamos tratando de la RI {21} . Vimos que cuando A es
par y el eigenvalor es 1 tendremos el estado {21}(211). Su co-
lega 8e puede determinar utilizando el procedimiento de escale-
ras discutido al final del capitulo II. En el caso presente te

nemos

—

; - [z — [1]

de modo que {f;sfqafy,}={210}; {£,,2,08=1201 s e b=111.

Queremos el estado cuyo diagrama de Young es

Ezil -~ r={121)

L]
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a5 deecir, debemos permutar la segunda y tercera componentes del

simbolo de Yamanouchi original (recusrdese que r ==(r3r2r1]]-

De (2.19) resulta

s
a, =t -f,+1-2=-2,

y de (2.20) encontremos el estado colega

|{z:}(121)>=j§[(23)+'5]l{zu(z11)>) A par  (4.43)

Por otro lado, cuando /\es impar ¥y el eigenvalor es 1
tendremos que ol eigenestado estd caracterizado por {21}(121)
de manera que su colega {21}(211) también se encuentra por el

procedimiento anterior y resulta ser

Iizt}(zn)):ﬁg\-_(zs)—';]|{2!}(121)> > A ren (4.44)

Notese que ol procedimiento de escaleras es el que
debe ser usado pues no podemos construir el operador de pro-
yeceion (2.9) ya que la diagonalizacion de la matriz (4.42) mno
nos dice a que fila de &D{{} osta asociado un eigenestado

considerado.

El procedimiento detallado discutido para comseguir
estados de simetria permutacional definida a partir de los es-
tados (4.39) estd indicado en la tabla 2 por la frase que dice

que se debe diagonalizar la matriz del operador @9 cuyos ele -
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mentos son dados por (4.42].

Veremos on el capitulo que sigue que hay una corres—
pondencia entre los estados generales de tres particulas que a-
cabamos de discutir y los de cuatro particulas que sean transla

cionalmente invariantes.
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nrfln;&ﬂala

fr, 53)

fr,34) |

(ppp)(nnn)[ (A $) (ppn)

\nfpnl’lzyz,nals; A A ,-Fr_>____

nlnlni

ARBITR .

{3}
{21}
{1111

{4} -
{22} =
{1111} 3

Jaerivados diagonalizando la matriz del operador

(), ocuyos elementos estan dados por (4.42)

b —

aLnlnl,

PAR

{33(111)
{213(211)
{21}(124)

{4ak(4111) | {31} (2111)
{22} (2211)| {21} (4211)

{22} (2124)\(313 (1421)

& Te+ 12) +(23) ]
E (e - 1(13) - 1(23))

E[(23)—(13J:I x|nf,nim>.i”ag3:x“>

IMPAR

{21}(211)

{213(121)
{113(321)

{223 (2211)| {211} (3211)

t223(2121) ({211} (3121)
{11113(4321) ({2113 (1321)

V5 [43)= 23]

- Ele+it3) +42n)]
{5 [e-03) —(23)]

"il I "z!z “3D3

ARBITRARIA

{330111)

{213, (121)

{21}, (211)
{21}, (121)
i za)

{13, (201 )z}, (20| t31d Crat1)

{4 1) {3132 )

{223, (2120)| {313 (1121)

{22}, (2a1))|{211} (3211)
122} (2121)[ {211} (3121)
f1m}@32)|i2u} (1821)

JE [+ (12)+ (13) +(23)+ (123) +(132)]
[Ee+02-1103)+(23) + 123)4032)} |

+ | (23) —=(13) +(123)-(132)
J 1 L s >

& [42) —(23) +(123)-(132) )
-@{_e _(12)+1?{(1a)+{13)-(123)-(132)}]
J'_'g [c ~(12) =(13)=(23) +(123) +(132) ]

1

=" |

EV
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EL PRCBLEMA DI CUATRC CIRRFOS

En nste capitulo comstruiremos explicitamente estados

de cuatro particulas con las siguientes propiedades

a. invariancia translacional;
b. momento angular orbital total defimnido;

¢. simetria permutacional hien definida.

La restricecion a invariancia translaciomal implica que
los estados de cuatro particulas seran funciones solamento de

tres coordenadas relativas.

Coordenadas de Jacobi y de Kramer-Moshinsky

Jera conveniente definir el sistema de coordenadas re-
lativas de dos modos distintos. 'no de ellos son las coordena-

das relativas de Jacobi dadas por (4.:za), con n= 4

— - —

xa:Jl/2{ Xy = Xy)

- — — o=

x, =176 ( X+ X5 - 2x3) (5.1)

- ' e — e —
xc: 1/12' x1+ -{2 + K3 - 3x4)

El otro os el introducido por Kramer y Moshinsky [20]:
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— — — —r
= HE 4T -7, -5

Para completar los sistemas de coordenadas (5.1)

b 4
(5.2) se requiere la coordenada de centro de masa
— —r — —

Las coordenadas relativas (5.1) y (5.2) estdn relacio-

nadas por la transformacion ortogonal

- —

bé| Ta

— -

Vo | = M | x4 M=llM lli<s,t < 3 (5.4)
= -

73 Ye

donde

M=(-& & -& | = M, M, M,

O\f1 0 o0 \/t 0 0
=|-§ & O0flo & F Jlo 1 0
0 i/ \0 - & 0 0 -1

(5.5)

Esta descomposicion de M serda util al relacionar los
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estados en las coordenadas de Kramer-Moshinsky (3.2) con los es—

tados en las coordenadas de Jacobi (3.1).

Los estados translacionalmente invariantes de oscilado-
res arménicos en términos de las coordenadas (5.1) y (5.2) seran

caracterizados por los kets

" As 2
In, .m0 (), n3D3,)\H)=[[<3:&\n1!,><5c’b|nzﬁz>] <I°ln3p3>]p (5.6)

> i )\
Inibun, L, (A n b A ) =[[<3;, In, 1< 32|n201>]"<33|n393>} (5.7)

K

donde distinguimos los estados en las coordenadas de Jacobi de
aquellos en las coordemnadas de Kramer-Moshinsky por los parente-

eis >y ) , respectivamente.

Los kets (5.7) satisfacen las condiciones a. y b. mon
cionadas anteriormente. Para satisfacer la c¢. les aplicaremos la
tecnica de proyecciones. Necesitaremos, para este fin, conocer
el efecto de todas las 24 permutacionns de S(4) sobrs el conjun-
to de coordenadas (5.2). Selsccionarcmos las transposiciones
{12), (23) v (34) como los goneradores de S(4). Los siguientes

resultados son inmediatos
-

d1

(12) | 4.

>

&

|
o - o
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3’1 100 ¥
(23) Ef R0 .8 1 T2 (5.8)
¥s 010 Ts
7, 01 0 \[~1t 0 0\[F
G|f] =t 0 0|01 O
7, 00 1/\0 01/ \u,

Vemos claramente que el subgrupo S(3) de S(4) que

— — - Y - el
permuta X;, Xy ¥ X4 hace exactamente lo mismo para Yy 0o ¥y ©
';5 lya que (12) y (23) son generadores de S(3)). Por otro la-

do el subgrupo D(2) de S(4) definido por las permutaciones

e; d,=(23)(14); d,=(13)(24) = (24)(13);

5.9
dz=(12)(34) = (34)(12). ! !

tiene la siguiente representacion cuando opera sobre el vector

- e —
cuyas componentes son y, , ¥, e V3@
(IOO) d (IOO) d (—IOD d (—log)
e=\010); =|lo-1 0 |; =\010 ) d,=|0"]
001 "\oom/) Tt oo-l)’ *"\o0 1

(5.10)
El grupo 5(4) se descompone como el producto semidirec-
to de los subgrupos mencionados [20] , es decir

s(4) = p(2) A s(3) (5.11)



Asi, cualquisr elenento P e (4} nueda axpresavsa de

manara unica como un producto del tipo
p=dp , de D2, p € 4{3) (5.121

Est> resultado nos va a ser muy util puns, como vere-
mos, no tendremos necesidad de los 24 elementos de 3(4) para

construir los operadores de proyecciodn,

Los oprradores de proyeccion de 9(4), de acuerdo con.
{2.9), son combinacionas linealns de permutacionas p =dp. El
afecto de p sobre un estado (5.7) ss, debido a (5.8), el mnismo
qua el afecto da p sobre un estado ordinario de tres particulas
discutidos en el capitulo anterior. En lo quer se refiere a
las d vemos inmediatamente de (5.10) que cuando son aplicadas a
{5.7) dan 21 mismo estado multiplicado por los siguientes facto

res (fases)

), B+l '
em1; di= 370 o) dy—> e 59

El afecto del grupo D(2) sobre los eatados (5.7) pus
de asi snr especificado por el valor de los tres momentos angu

lares [11.12.13} . Al construir esta terma de 1's hay que te-

ner en cuenta sl orden canonico definido en o1 capnitulo ante -

rior en las lineas que siguen a la acuacion (4.35).

Indicando por p ¥ n los valores pares y mnones de 1 ,
respactivamente, tenrmos la siguiente reprasentacidén de DI}

cuando consideramos los nrstados (53.7) como hasn
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. B2)
Skt T - o

(peep) 1 f 1
(h nn) 1 1 1
(pn) | 1 | -1 | -1
(nn‘P) 1 -1 =

(5.14)

el il 5 )

TABLA 3

Vemos que en los casos (ppp) y (nnn) tememos la repre~
sentacion idemtidad para D(2). En estos casos, teniemdo em cuen
ta la descomposicion (5.12), el efecto de las permutaciomes p
se reduce al de p. Podemos, asi, utilizar los resultados del
capitulo anterior para obtemer RI de S(4). Si aplicamos, por e-
jemplo, EE:B%}H) de (4.34) al estado (5.7) que sea (ppp) o
(nnn), es decir, con las tres 1 pares o impares, tendremos un
estado que es simetrico bajo intercambio no solamente de las
tres primeras particulas sino, de hecho, de las cuatro, de modo

que tendremos la RI {4} de S(4).

= 1t}
Similarmente, si aplicamos 43, (321) a los estados

del tipo (ppp) o (nnn) tendremos un estado antisimétrico bajo

intercambio de las cuatro particulas, es decir, la RI {1111} .
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3 1213
Finalmente, si aplicamos los operadores Z:‘ (F) vy

=121} -
eGP, con T =(211) o (121), dofinidos por (4.34) a 1los
121

estados (5.7) del tipo {nmnn) o (ppp), obtendremos estados  co-
rrespondientes a 1a RI do S(4) caracterizada por la particion
{22} y con simbolos de Yamanouchi iguales a (2211} y (2121},
respectivamente, como se puede averiguar facilmente comparando

las RI {22} y {21} (ver, v.g., ref.5, pags.224-5).

Estos resultados estam resumidos en la tabla 2 donde,
como en la discusion de tres partioculas, debemos distinguir en-

tre los casos posibles para los pares (nsls). s=1,2,3.

Vamos a discutir ahora 1los casos en que [111213] o8

(ppn) o (nnp). Otra vez usaremos los operadores de proyecciodn
de S(3) e intentaremos identificar los estados resultantes con

alguna RI de S(4]).

: = 134
Empezaremos con la aplicacion de Jir (111) a (5.7).

El estado resultante corresponderad a la RI {3} del subgrupo S(3)
de S(4). Necesariamente, por lo tanto, debe pertenecer a la RI

de S(4) que provieme del producto directo
{3k x {1} = {4} @ {31} (5.15)

0, en términos de diagramas

[TT0 x [0 = (T e [




31

Debido a (5.14) no puede pertemecer a {4} , en cuyo ca
so el efecto de todas permutaciones seria +1, de manera que per
tenece a {31} y ademis con el simbolo de Yamanouchi (2111) que
garantiza que las tres primeras particulas esten en un estado si

métrico. En resumen, el estado

JE [e +(12) +(23) +(123) + (13) +{132)] Ingdi, Ly (A); ngly 2 ) (5.16)

con (1,1,1;) del tipo (nnp) o (ppn) esté caracterizade por

fr = {31}(2111).

Sus colegas, o sea, aguellos estados con simbolos de
Yamanouchi (1211) v (1121), son comstruidos utilizando el proce-

dimiento de escaleras,

El diagrama de Young y simbolo de Yamanouchi asociados

al estado (5.16) sen

1[2][3]

-~ (2111)

de modo que

{t14804T3424415{31003 1 {£,.8,00,.1={300} ; {£,,8,00={20} {£,.3=01}
(5.17)

Para obtener ¢l estado asociado a

11214]

— (1211




(A

tenemos gque parmutar los cuadrados con 3 y 4, es decir, Tq VY Iy

en el simbolo de Yamanouchi, de mode que a partir de (5.17) b4
{2.19) resulta

& i , wf 2
47T g T3t e S fefguted o=d

r

Finalmente, de (2.20) resulta

{313 (1211)> = E[@AH%J {211 @1> (5.18)

Como el ket en ol lado derecho es simotrico hajo el
intercambio de las tres primeras particulas podemos roescribir

(5.18) como
\isi}(m:»:E{(m)nz)*é]}{au(mn> =J§[d3+t§]|{311 @1 (5.19)

donde d3 es un elemento de D(2} definido en (5.9).

Teniendo en cuenta (5.16), (5.13) y la tabla de multi-

plicacion de S(3) [21] tememos, explicitamente,

3111210 = g {e +(12) -g[{za)-&-(lzs) ma)mazﬂ} by, L (M), ngdy )7\“)
| (5.20)
para el caso em que (1112131 es (nnp) o (ppn).
Por comparacion motamos que el operador en (5.20] es

— el "
exactamente el f& g (;n/' de {4.34).
il

</l
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Por otro lado el procedimiento de escaleras para obte-
ner el estado |{31}(1121)> conduce exactamente al operador
que aparece en (4.43).

Estos ultimos resultados estédn indicados en la tabla 2.

Hemos mostrado que los operadores de proyeccion
F“}(m), fﬂfﬂ%zﬂ) y Jz:ﬂj (211)  nos dan los tres estados base

m
para la RI {31} de S(4) si (1,1,1,) es (ppn) o (mmp).

" = 111t
Consideremos a continuacion el operador F_i:' }(azf).

Cuando lo aplicamos al estado (5.7) obtenemos un estado antisime-
trico en las tres primeras particulas. Necesariamente, entonces,

debe pertemecer a la RI de S(4) gue provieme del producto directo

{Mm}x{1} = {211} & {1111} (5.21)

o, en términos de diagramas,

X [:] = - @

De (5.14) vemos que mo puede pertemecer a {1111} cuando
(1112131 es (mmp) o (ppn), pues d, v d, tienen eigenvalor -1. El

estado debe ser, por lo tamto, el |{211}(1321)>  donde el sim-
bolo de Yamanouchi garantiza la antisimetria en las tres primeras

particulas.
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Fl proeedimiente de nscaleras nos produce
—_—r
lerhaend == [T ld s ] janigseud (5.22)

Aprlicanlo sl operador fque apareee en {5.22} al estado

=i}
ig (33K)\(5'7)>> ohteniremos, de manera similar a la que nos
321

s et
condujo a (5.20), el estado iﬂ; 027}\(5-7):) « Por otro lado,

el estado \i211}(3211)>’ . el dltimo que falta, es dado por

P s> .

2/

Estos resultados tambien aparecen resumidos en la ta-
bla 2.
No hay que olvidar que hemos considerado siempre el

caso en que todos los pares (nsls), 8 =1,2,3, son distintos.

Si dos de ellos o los tres son iguales, ol procedimiento a se-
guir es el mismo que se discutio para el caso de tres particu-
las en la segunda parte del capitulo anterior. Notemos que
si todos los pares referidos somn iguales las unicas posibilida

des para {111213) gon (prp) o (nmn) de manera que las RI de

5(4) que aparecen son {4} , {22}y {1111} . (Ver tabla 2 al

final del capitulo IV).

Los paréntesis de transformacidn

<”apamb’b(/\‘/mci’(,}« Indy,n g (A ),‘nﬂg,) )

Aqul terminamos la discusidn de un método genmeral pa-
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ra construir estados con las propiedades a.,b. y c¢. mencionadas
al principio de este capitulo. Son proyectados del estado (5.7)
y dados en términos de las coordenadas de Kramer—Moshinsky defi-
nidas en (5.2). Como veremos a continuacion, para el calculo del
factor de forma y de los elementos de matriz del hamiltoniano pa
ra un sistema de cuatro nucleones es mas conveniente tener los
estados en terminos de las coordenadas relativas de Jacobl (5.1).
Trataremos, entonces, de determinar los coeficientes de la ex-

pansion

Indund, (Dsngh, A ) = 2 nglangdy (Asn ko ApD

xSngla,ngly (A)snde A Indisny, (A)snady ) ) (5.23)

donde < | ) son los coeficientes que queremos determinar. La

suma es sobre todos los indices del ket | > con excepeion de ;\}&-

En primer lugar notemos que A debe ser la misma tan-

to enel bra |)> como enel |) . La demostracién de esto es
£ " -

sencilla y requiere no mas gque la definicion L= ?xp y la or-

togonalidad de la matriz M de (5.4) (compare con (3.8)).

La suma (5.23) es limitada, pues, debido otra vez a
la ortogonalidad de (5.4) tememos que el hamiltoniano del oscila-
dor arménico es formalmente invariante frente a la transformaciom

(5.2) (compare con (3.9)). Tsto conduce a (compare con (3.10))
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2na+ 1a+ 2nh+ 1h+ 2nc+ lc: 2n1+ 11+2n2+12+ 2n3 +13
(5.24)
donde todos los términos son no negativos.

Para obtener la forma explicita de los paréentesis de

transformacion notemos la descomposicion de M dada en (5.5).
Es claro que el efecto de M; sobre (5.23) es multi-
plicarlo por (—) > . La transformacion M, conduce a una ro-

tacion de Jvﬁ oen los indices 1 y 2 lo que induce combinaciones
lineales, en terminos de brashinskets, del tipo (3.11).

Para encontrar el efecto de M2 primero reacoplamos

(5.23) con la tecnica usual para expresarlo en terminos de esta

dos del tipo

n,1; 1yl,,m15(A) At ) (5.25)

Ahora es claro que M2 produce una rotacién por un an-

gulo tal que

coiif = [3: > sentf = g_ (5.26)

lo que induce brashinskets generalizados definidos para cada an-
gulo ﬁ’por (3.20) y dados explicitamente en términos de brashins-

ketas ordinarios por (3.23).

La expresion a que se llega despues de los pasos des-—

critos es
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[nddisn b, (A); nh,Ap )= i_:: ﬁ“ﬁ Ingl, 5 "h’b‘ nd (A, Ap>
Na% N

x(-)!‘J(QAH)(?_A"H) WAL, ANY)

X (nbﬂb,nclc, Allln l)nala, A“>p (naﬂmn!,Mn,l, :nz!zaA> (5.27)

. }%\'n nzﬂ" Nt Inglg,mply ()5 ncle 2>

Na'a ncle

o 20 1) Jaroeasn WAL AM)WLALAA)

x Cnglysnd, Alngdy,n b, AD<n b n D, A'[nk ngl, A"% (5.28)

donde la ultims forma sigue de um reacoplamiento.

Por lo tanto la forma explicita para los coeficientes
< 1) de (5.23) es la siguiente

(%Ljnb!ﬁ (A,)3"‘C41) In;}j, ”z}z (A ).i né".? 12 )
% -)i" JA+)(a'+1) A@ y (') Wk d, A AN W LA M1")

« <y, nd Al by A <l q{,ﬂ"/nl,njla,/i”% (5.29)
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1t
En egsta expresion la swna sobre A esta restringida
de la manera usual mientras que las sumas sobre n,1 estan limi-

tadas por las relaciones

2n+1 = 2n; + 1+ 2nyr 1, - 20, -1, (5.30)
v ¢ e B e K
’ IA=do ) S 0= NAray (5.31)

donde la primera sigue de (3.10) y la ultima de la regla para

adicion de momentos angulares.

Por otro lado podriamos haber escrito (5.23) en 1a

forma

\n,j} 3 nzje,njs(/ﬂj;\p): 2. \huﬁa : “bpb)“cyc (A, A™>

X <naba3nt.)’b;“f’c (/\'/\))\ I‘n1it; n;_Jt“ n;«‘:’ (/\)))\ ) [5.32]

donde, ahora, el ordsn de acoplamiento de las tres 1 es distinto.

Es facil ver que estos nuovos coeficientes son combina-

ciones lineales de los (5.29), o sea,

das "bio»“c'{c (A, 2 in 4 ndy ng 4, (A0, A ) =

= 2% LA AT NG+ A ) W A AA T W AL AR
A /

x <'\1ia."'o!b(/\’);qc"c:;‘\\m.’\)"‘zh (/_‘\—‘))HJJ;‘)A) (5.33)
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De [5.29) y de la ortogonalidad de los coeficientes de

Racah obtenemos la expresion

<HIL_; nbjmn(_ﬁc (A"}, |n1i13n1)z) nah (A),)ﬂ ) =
A
=) J@A+) @A) /;;LTJQ(:MM)W(ﬁ,fzﬂasA"A)W(Ukps,-/l“/l')

A <ﬂmlﬁ,nﬂ) A"ln,l,,nﬂz,ﬂ")(nblb Incpc,/('lnﬂ,naial/\’ >/3 (5.34)

Otra vez las sumas sobre n,l estan limitadas por las

relaciones (5.30) v (5.31).
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VI

APLICACIONES
En aste capitulo haremos algunas aplicaciones senci-
llas de los estados de tres y cuatro particulas discutidos en

los dos ultimos capitulos.

Elementos de Matriz de Un Hamiltoniano para Tres Nucleones

Los eatados translacionalmente invariantes de tres nu-
cleones estan discutidos en la primera parte del capitulo 4. Su

forma explicita esta dada por (4.28).

Para los calculos es mas conveniente expresar los esta

dos (4.28) en términos de los estados
<ga;b|nalq,s§;r (TR S T 1 B 1 )

> - JT
= [<xa|nnfa,5'3u Tz{r><xb| by .4 }b%>] (6.1)

MFHT

donde (Y =#)

-‘ > 2 Pl inif
Gyl SGum, THL £ =KE I LTS TS 5]

fa

mg,
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:

> - ' }b
<Ibl“bﬂb»2'}smbi &> E[<Ib\"bgb> 137 °>] m,

Los kets \Tzs'T'M%f‘:> vy Yf}it:> son los eatados

de spin-isospin de las primeras dos part{culas y de la tercera,

respectivamente.

Los parentesis de transformacion que conectan los es-
tados (4.28) y (6.1) son faciles de determinar a partir de 1las

rolaciones (4.27). Su forma explicita es

ok S5a T 0,4 44, T b ngd, ASE, T I

=1f. L5
= [20148,,8) )] ‘(_)nan(ﬂuu) s | +t-)’u+l*]

x<ngh gl Alndynl ADYHST V35 1} 2R ST

1:72%2.
if2 fﬂ. pb A
« [@anejsneanesH)] {gr 1 S (6.2)
o b J

donde << I} >  son coeficientes de precedencia fracocional para
la parte de spin-isospin calculados por H.A.Jahn [22] Y dados en

una tabla bastante comoda en la referencia 17, pag.416. Las



llaves { $ son coeficientes9j. Los parametres p, v, t ostin re-

lacionados entre si de acuerdo con {4.20]}.

Hay disponible un programa en Algol para el calculo de

los coeficientes de transformacion (6.2).

Asumiendo solamentc fuerzas de dos cuerpos el hamilto-

niano mas general para un sistema de tres nucleones esta dado
por
b (B s 2
% = = hw ) + = (6.3)
s={ * (FS s¢t=2 st

en notacion usual.

1 hamiltoniano intrinseco se escribe como [23]

%, - %, 20U,

1 s¢t=2 *®

con

(6.4)

Los elementos de matriz de }éb eon respecto a los es-
tados (4.28), teniendo em cuenta los coeficientes de transforma-

cion (6.2) son dados por
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KA [Torll> = Hiw (N+3) éa‘mr + <=T.r'\§c U o>

=RO(Ne3) 8+ —-Z'sz<" LS TIZU In L85>
ned, da by

x <?‘1!1 :;Ja.;zga?‘j I Na*a S JQT’{ nbpb 2 }bl TJ>

. ("aL,SJjaTI‘CI) nLQb 3 }sz- ,JT‘nJ‘, nzLAS#, IT) (6.5)

donde A” esti dada por (4.29) y

N = 2n+), +2nz+p,_

Funcion de Onda y Energia de Amarre del Tritio

Consideremos el caso partiocular del tritio. Deseribi-
remos su estado base con funciones completamente simétricas (em
el espacio de configuracion) y con momento angular orbital total
nulo. Ain oon estas simplificaciones veremos que um caleulo
hasta 20 cuantos conduce & diagonalizacion de matrices de dimen-

sion 67.

Tomaremos el potencial nucledn-nucledn del tipo

=L0+°B, Vg ) + £ ("B, ) V(g ) (6.6)
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donde BP es ol operador de intercambio de spin y ly Yy 3V son
los potenciales para estados pares de singulete y triplete. No
necesitaremos 1los potenciales impares porque estamos restringien
donos a funciones de onda completamente simetricas. Naturalmen
te, debido a la dependencia en los espines de las fuerzas nuclea
res, se requieren funciones de onda con partes menos simetricas.

Lo que haremos es sustituir VSt por un potencial efectivo, gin

dependencia de spin, de la forma

v, = 4}[3V(rat) + lv(rs't)] (6.7)

De hecho se puede demostrar que, esoribiendo {(6.6) en

la forma
veH W)+ B vy = v 4w

los coeficientes de preocedencia fraccional para la parte de spin-
isospin dan elementos de matriz de W diferentes de cero solamente

cuando ¥ ¥ f.

Podemos sumar sobre los pares y el hamiltoniano intrin-

seco queda | = xi )
e - % +3[5 (Ve )-th0r ] e

s * r
Con respecto a la funcion de onda tenemos que con A=C

y £ ={3} el estado (4.27) debe cumplir con las condiciones
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(ver (4.19) v (4.26))

11==12=.Q Po2m+l; - 2ny—1, = 2(n1 = nz)EO (mod 3)

o8 deecir

n,=n; + 3¢, ¢=0,1,2,... (6.9)

De esta manera (4.27) se eseribe como (n = nl]

|nq1 ) = Inl, n+3q 1,00;133(11))

2 |
=\!1T5_qc Z lnaﬂq,n 22 00>

nnﬂanb BT av

"Q*RQ

5] Cny 2l ng QPu,olni,maq 20> (6.10)

donde las sumas estan limitadas a valores mo negativos de n,, Dy

y 1a tales que

n,+ny+21, = 2n + 3q +1 (6.11)

La funcion del estado base del tritio sera dada por

;éo{f = % a(nlq) Inlg) - (6.12)

nly
con 4n + 21 + 6g = N (nimero de cuantos) (6.13)

Los coeficientes a(nlq) pueden ser determinades por

un analisis variacional de la emergia de amarre del tritio uti-



lizando 1la frecuencia del oscilador armomico como parametro va-

riacional.

Los elementos de matriz de (6.8) con resmecto a los

estados (6.10) son dados por

’

(ri’iq/l/é;l\ruq,' = TN+, A Ly

A T H g ";?-',l,
/
/

LHE+Y +C

S~y 173 Z n' 26 .n 2t e n+ayg g L/
+ ,E--—_——-—-—— 7 e R ! 30

U, Jlen ) 24

= “n'r 4 s

QC :'1 nlllr:

P I S AN P N I BRI < NN
x\“;l/"’l’”tfl'l'blnL“”+\'q' 4)_;)\)40-./.44“ vtV =Ihor ‘”lJ,MQl/

(6.14)

donde el elemento de matriz reducido es dado por una combinacion
lineal de integrales de Talmi con coeficientes B definidos en 1la

referencia 14, es decir,

<y 2| "V +7V ~§'ﬁ-.‘r‘1mlul> =

L an’
‘D 1+na R . .
5 i T N PR T
= Za “B(na."la;rla“taff") 'L,f‘-\ V+ V-:ﬁ" 5 (6.15)
p=2k,
donde a 7,
) 2 [ =T i —.‘.-+4— o
Lt)= = e =t | (6.16)
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Los potenciales que utilizamos son sumas de 6 gaussia-

nas (3 para tripletes y 3 para singuletes).

Introduzcamos la notacion

22
o i@.: ioe B g acle. b L e (6.17)
I me~ ' % mer? b M2 P.“ mc?
{

donde voi‘ p; son la profundidad y alcance del potencial i;
m y M son las masas en reposo del electron y del protom, res—

pectivamente. [l parametro variacional sera entomces €.

Cada componente del potemcial temdrd la forma

gxp[— '-r2] (6.18)

En este caso las integrales de Talmi (6.16) son inme-
diatas y (6.15) queda

<n' 26, | é 0 ixpl:.. ZTE_“‘L r‘]—%‘e e |na24>

Zgngen,

=2 Bln2i,n24, F){

+= )€
p=2t, Pq-:."i 3(1:’ ?..) ] (6.19)

EJ

La dimension de la matriz cuyos elementos estan dados
por (6.14) se obtienme sumando sobre las posibilidades para n,

1 ¥ g que deben cumplir con (6.13). Definiendo N, = N =2n4
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1+3q¢ 1la dimension d es dada por

o

xX
d = (k+1){3k+7) + 4 23 (N ~6x) (N ~6x +1) (6.20)
L =0

donde X debe ser tal que la suma no contribuya con términos

negativos; K vy T estan definidos por

6k +r = No-+ 1

Ne (6.20) se encuentra gue para N =0,4,8,12,16,20
las dimensiones de la matriz (6.14) son d = 1,4,11,23,41,67,

respectivamente.

Los calculos fueron llevados hasta 20 cuantos fijan-
do € =21 y utilizando los potenciales propuestos por Tamagaki
[24]. Tang [?5] v Fikemeier-Hackenbroich [26] . Los respec-—

tivos parametros se encueniran en la tabla 4.

El potencial V1 no produjo estado ligado (probablemen
te debido al carozo muy alto) y el V2 dio cerca de 12% de 1la
energia de amarre experimental. "n las figuras 1 y 2, que sl

guen, se eonsefian los resultados para los potenciales V3 y V4.

Notese que a partir de 8 y 10 cuantos la convergencia
se Vuelve muy lenta, casi definiendo un plateau. El mismo
*plateau” fue observado, también después de los 8 cuantos, en

un estudio del deuteron hasta 30 cuantos.

La razon por la cual el "plateau” se presenta bajo
puede sSer debida a dos causas: el hecho de que nos limitamos

& funciomes con N=07y f ={3] (sin mezeclas de f£'s); ¥y ol
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hecho de que no introducimos correlaciones del carozo repulsi-

vo como, por ejemplo, correlaciones de Jastrow.

-4 ! S/NGULETE TRIPLETE
§ EaEeaE v |V
E . F 2 Hs H1 Mz M3
2000 -270 =5 2000 -230 -5
VI |24 ) 47 - 942 25 . 447 . 942 2.5
1000 — 166 ~28 1000 | —326.7 | -43
V2 |25 ST 1.118 1.581 .577 976 1.291
280 -67.1 -21 1000 -1434 | —-43
LR 4385 1.27 | 16222 | . 4303 | 1.1043 | 1.291
&850 -70 -21 600 -70 -27.6
VA 126 | 4303 | 1.25 | 14434 | 4264 | 14142 |16223
TABLA 4

aproximacion es buena.

(Vi en MeV; M, en fm)

Por otro lado, dos puntos nos llevam a creer que la

Primero, estudiando el factor de for-

ma del dtomo de hidrdgeno (cuyo hamiltoniano comocemos con ra

zonable seguridad) se ve que podemos acercarnos cuanto querra

mos del resultado exacto sin aumentar exageradamente el mme-

To de cuantos (el ajuste es muy bueno con solo 8 cuantos [27]).

En segundo lugar tememos el ajuste razonable al factor de for

ma de la particula o tomando enm cuenta apenas 4 cuantos en la

funcion de onda, como Veremos.




E T Exparimental

8 7 8,13 ileV

E Experimental

8] 8.48 MoV

V4

4ﬂ

n
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|
-
t
A
{
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Tunciones de Onda para la Particula

A continuacion vamos a construir las funciones de on-
da orbitales para un sistema de ocuatro nucleones con las ca-
racteristicas de que sean completamente simetricas (perteme -
centes a la partieién {4} ), con momento angular total nulo y

translacionalmente invariantes.

Aplicaremos dichas funciones al calculo de la energia

de amarre y del factor de forma de la partiocula o .

Tmpecemos simplificando la notacion. De (5.7) tenme -

mos para estados con
\nlll.nzlz(A==13];n313.OO}Elnlll.nzlz:nalsl (6.21)

Por otro lado podemos construir el estadd
|n111:n212,n313] (6.22)

-
acoplando A (=

- -
1

iy
g + 3] con 1, lll=/\) para obtener A final
igual a 0.

Los estados (6.22) pueden expresarse en términos de es
tados (6.21), o vice versa, por medio de coeficientes de Racah.
Pero el hecho de que A =0 implica que hay solamente un térmi-
ne en la expansion con coeficiente igual a uno, de manera que
(6.21) v (6.22) son identicos entre =i. Utilizaremos: la si-

guniente motacion genérica
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|n111.n212.n313) {6.23)

donde la ausencia de punto y coma indica que el orden en que
hacemos el acoplamiento es irrelevante. Sin embargo os impor-

tante haceT notar que el orden en queo aparecen los pares (nsle}

sl o8 significativo, el primer par referiendose a la primera

—
coordenada 12K ete.

{4f
El operador Jirr (ﬂﬂ)EJO definido en (2.9) tiene la

forma

P=Tap = (0 +dy + dy+ dg) Zp (6.24)

donde utilizamos la descomposicion y notaciom de (5.12).

De (5.13) tememos que
(E+d1+d2+d3)|n1D,,n2L,n3E3) =

ﬂs ! ja o+ Az
=[1+c-)p‘+ &)Y +(-)E‘+l ] Ingbin by ngds ) (6.25)

Por otro lado los efectos de (12) y (23) (tomados a-

qui como los generadores de S(3)) son

h+l-h,

(12)|n;1;.my1,5,0,1,) = ()"

&+E3“L

ln212.n111.n313) (6.26)
(23)|n111,n212,n313] =(-) |ny21,00514.051,) (6.27)

Como las 1 son enteras vemos que el efecto de uma per-

matacion de S(3) sobre (6.23) os permutar los pares {nsls}
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!|+L+jg

impar o mingun factor si es par. Asi la aplicacion de (6.24)

s=1,2,3, dando un factor extra (-) si la permutacion es

al estado (6.21) conduce a

P ln,p.“nzﬁhnaya) ~ [1 +(._J’z+13+(_)l|+’3 +(_)E|+":]

i Dn,l,,nzfz,nsﬂa) + \h1l1,nala.ﬂzp;) +|n. ), ,napa,n,f,)

+|ngd; ,n,Eq,nJa) - \nafa,nﬂhn)z) + \\"1393,n?_!vn1 1, )] (6.28)

Para el caso particular del estado base de la partiocu-
la & 1la paridaéﬂea positiva., Como la paridad del estado
(6.21) o8 (=)'"F2%773  goncluimos que debemos restringirmos al

caso en que 1,4+ 1,+1, es par. En otras palabras, o todas las

1 son pares o dos de ellas son nones. Pero este ultimo caso
no nos interesa pues el primer paréntesis cuadrado en (6.28)
se anularia. Por lo tanto, en lo gque sigue tendremos la ter-

na (111213} del tipo (ppp), de modo que (6.28) queda

‘"1 Et ) "‘.znz ) “3”3 )5 =A [ln‘ﬂ' M lz 3 la )+‘"1 L 3"3Q3!n3 92 ) *

slrbondond )+ inon bad)enlndunb ¢ lngdymdon, 9,)]

(6.29)



donde el coeficiente de mormalizacidon & es ‘/j si todos los

pares [nsls) son distintos, Jyﬂz si dosa cualesquicra son i-

guales vy 1/6 si todos son iguales.

Hemos construido explicitamente estados de oscilado~
res arménicos no espireos para un sistema de cuatro particulas
que son simétricos bajo intercambio de coordenadas y con momen
to angular orbital total nulo. Nos falta ahora expresarlos
en términos de coordenadas de Jacobi, que, como veremos, son
bastante adecuadas tanto para el calculo de la energia de ama-
rre como del factor de forma. Para esto utilizamos los coefi-

cisntes definidos en (5.23) y dados oxplicitamente en (5.29)

En la notaeién (6.23) tenamos, para 1 < i,j,k< 3
\ L)n‘]pj)nh h) %Zﬁ_& \ O.Q)nb b(A) ncpc)oo>
ndby A

x<no.ia nb /\') n H,:Oln &L'“ ) n tho)

Zﬁ\nqla,nb LN } ><"apa nbﬂb(k J; clc O\HLPL,n b.(# ))nhbr' )

"ol (6.30)

donde otra vez utilizamos el hecho de que A =0 para limitar el
’ -
valor de A a 1c vy simplificar la notacion para los kets \:>

como ~n {6.23).

De [5.29) resulta
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<nain;nbpbu;:)Jh! Ulﬂ !L J jdh)inhyh'o) 54

o @omelons 22, WOLOL LA WL b, &, A

x @A) Gn Ll 4 I Bm B >l b, A ), nl, A ) (6.31)

L J]’
Pero las signientes relaciones

WIAOL LAY =7 W o)~ ot s,

W00, b A") = Taken2hn)] ™" s By 1

implican que
<“ala.:”bpbuc ))- ﬂr_Ec JO l n;_p,-.,njpj (jh )J- ﬂhah,O) =

=(_)!‘ 5<naln,n],9hln L. HJDJ !k><"bjh ,%L,Dnlﬂn,"hlh.pa%s (6.32)

Finalmente tendremos
|I'IE njj,n Sh )... % Z%l |ﬂa_g nb’b,nf >
nb b n
I,
x&) (naln,np,jhlnt!‘ nj’]l’h )(hblblmlc,ﬁqlnj,nklh,’q )(3 (6.33)

para 1<i,j.k<£3.

Con (6.29) y (6.33) se obtiene un conjunto completo
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de funciones de osciladores armonicos para el estado base do
la particula ~ (la parte orbital completamente simétrical., A
contimiacion discutiremos su cnergia de amarre hasta 10 cuan

tos y su factor de forma en la aproximacion de 4 cuantos.

Estado Base de la Particula o, para un Hamiltoniano Conoecido

8i nos restringimos a furrzas de dos cuorpos el ha-
miltoniano mas general para un sistema de cuatro nucleomes

csta dado por

i P > 4 -
7% =i‘1’-’w§;(1‘°s.) *‘_“(Et:‘lvat (6.34)

_; - -
donde Py es el momento linecal {en unidades de Jmﬁuj. recorda-
mos) de la partfcula s y V,; depende tanto de los momentos ¥
coordenadas relativas como del spin e isospin de las particu-

las s v t.

En coordenadas de Jacobi {5.1), (5.3) el hamiltoniano

intrinscco se escribs como [?3]

36I=?6 — +hw ( Pd) 36 +ZU (6.35)

donde

2 2 2 a 2
7 =2hw (g + Pt b+ X+ T+ ) (6.36)

/]

y > =

2
Uswt:Vst—%H“’(xs‘xt) (6.37)



(i

Consideremos, otra vez, un potencial independiente de

spin e isospin de la forma (6.7), es deecir,
v ='}[_3V(r ]+1Vlr ) (6.38)
st st st N

El hamiltoniano {6.35) con respecto a los estados

(6.29) tiene elementos de matriz dados por

(rq ﬂ,, zﬂz,nal \?'5 In l,,naﬂz,nal )

=huw(N+3)8,; n,!!,sn nzﬂlsnaasif

2 (ot 14 (M oV 42 b )

(6.39)

Vemos entonces que, como en el caso del tritio, agui
también se puede desarrollar un caleulo variacionmal enteramen

te en el espacio de configuracion donde el estado orbital
g:ﬂ,f:f"} _
los estados (6.29) hasta un cierto mumero de cuantos N dado

e e o
(Ja,:rs,zé ) =¢0{4} puede ser expandido en terminos de

por

N =2n,+1;+2n,+1,+2n,+1 (6.40)

3

1aBa,

?

w 2 wind.. ,n ]:nl.nl.:nl] (6.41)
{4} r1 0oty ll] 273738

La minimizacion del valor esperadoc de Jél con respecto

a (6.41), sujeta a la condicion adicional de que ¢o{4} este
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normalizada a uno, conduce al sistema de ecuaciones linoalns[lﬂ
! f il igf P b 3 " )
’7ZE5 S(ntt! ,'nz‘ﬂz,n'o '(; ‘ JéIl'ﬂ, ‘[1)"'2}1;”3}3 )5 a (nr[h n,z‘ﬂ).: "734'3)
s
I LA A N B R
=."E a(n’{,,nzsznsea) (5.42)

para los coeficientes a. E es ol menor eigenvalor de Jﬁr,

La matriz en (6.42) puede ser evaluada notando quo
(a) el operador ffg. de (6.36), es diagonal an la ropre-
sentacion [n111,nzlz.nala}s con eigenvalor (N+§)Fvw
como indicado en (6.39); '
(b) el operador E:Ust' de (6.37), supuesto independente
de carga, puede ser sustituido por 6[]12 pues los
estados (6.29) son simétricos y 6 es el mimero de pa

res entre 4 nucleones.

Podemos utilizar ahora el desarrollo (6.29) para ex-

presar los elementos de matriz con respecto a los astados | )q
en terminos de aquellos con respecto a | )

Teniendo en cunenta (6.33) y suponicnde que f cs una
P 2 ..
funcion solamente de la variable adimensional r” es facil ver

Tue
( ; Iﬁ]’ b hlelnii ‘]QJ'nh?h) =

6 ’ ,/" Z <nqpa“+“nai >

hnh lh!h'ﬂ n J.Q_

1 3 : o N | ; . M N -
- <n;i'ainﬂlﬁhjn,fi;znfz;ﬂn ><ﬂaﬁaml,lnlngf{;w;-q,fgz {6.43)
ni L
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donde utilizamos (3.23) y las relaciones de ortogonalidad de
los brashinskets [14].

Los potenciales utilizados son los mismos que en el
caso del tritio, o sea, suma de 6 gaussianas (ver tabla 4 en
la pagina 69), de manera que el elemento de matriz reducido

que aparece emn (6.43) esta dado por
5] 2
/ 4 / 2ot
ree<PabalFing> = £ <ok 28 vl Sre] -6 4>
il

:
2.

‘ "‘B(naé na!.,p)[;:[ . -4rpe | tesn
donde utilizamos la notacion definide en (6.17).

De (6.39), (6.43) v (6.44) tenemos para los elementos

de matriz del hamiltoniano intrinseco la expraai?n explicita

‘5(":2:’“ n3p “’. In phn)_jz,na ) =E(N“.‘?)8| t8|r Tl z‘Pt'p 81 13

+ 35("11:1 2421 ag |Z'U !J(F[- T ] |n""n"pz’nap )

(6.45)
con{i,j,k =1,2,3) ; .
(nt.‘!u 3 J ;"L lZU' -E)(P[— = ] ‘n"-’i’"jgj‘"klk)=
=80 §, ZJ gl Il 0} f><Reke bl Indi ik f>
k h h “ naiﬁl

ixt-nﬁn e v,
S "Bl oy, p) [{:‘; [1—;%‘}?4; 4 (kn)] (6. 46)
b=t
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Notemos que las sumas solre n; v 1 salen sobrando una
vez que las condiciomnes que Jeben satisfacer los breshinskets
implican que

né=-&!2n{+l;+2n;+l; -Zni-li-.?nj-lj)

(6.47)
Yy 1 = 2ni+ 1i+ 2!1]--1—1]- -2na—lﬂ-2n

donde aprovechamos la nresencia de é / S,s
"Mk L4
R R'R

para poner

L] L

Las ecuaciones (6.42) v (6.45) nos daran los coefi-

cientes a de (6.41).

Cilculos hasta 10 cuantos utilizando los potenciales
de la tabla 4, pag.69, y fijando €=32, nos condujaron a los
siguientes resultados para la energia de amarre de la parti-

cula £ .

El potencial de Tamagaki (V1) no produjo estado liga-
do, como en el caso del tritio, y el V2 (de Tang) dio el
30.3% del valor experimental. En las figuras 3 v 4 se ense=~
fian los resultados para los potenciales V3 (Tang) v V4

(Eikemeier-Hackenbroich).

Notese, otra vez, la convergencia lenta, cuyas cau-
sas probables fueron mencionadas antes (limitacion a funcio-
nes simetricas en la parte orbital ds la funcion de onda y no

introducecion de correlacionas tipo Tastrow).
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Factor de Forma de la Particula oL

Vamos ahora a discutir los estados simetricos (6.29)

con 1,, 1, y 1, pares cuando el mimero total de cuantos (6.40)
toma los valores 0, 2 y 4.

Para N = 0 todos los numeros cuanticos deben aer cero

y ol primer estado, que indicaremos por |1, es

| 1> = |00,00,00) 3= |00,00,00) (6.48)

Para N = 2 podemos tener solamente n, = 1 y todos los

demas numeros cuanticos nulos y permutaciones de ellos. La
posibilidad 1,=1,=1 y todos los demas nulos, y permutaciones
de ellos se queda eliminada por la condicion de que las 1 de-
ben ser pares. Asi, en dos cuantos, tenemos un su;lo estado

que indicaremos por |2
|2> = |10,00,00)4 (6.49)

Para N=4 y (111213] = (ppp) tenemos solamente las

siguientes posibilidades (exceptuando permutaciones) para los
momentes angulares: (000), (200) y (220) donde la segunda de-—
be ser excluida para que podamos tener el momento angular to-

tal A =0. Para (000) podemos escoger n,=2, n2=n3=0 Yy

1
rermutaciones, o n1=~ n2= ) n3=0 Y permutaciones de ellos.

Para (220) debemos tomar n,=n,=n,=0 para garantizar N = 4.

Tenemos, por lo tanto, tres posibles estados de 4 cuantos:



Il

ED
|4">

|30 = |oa.02,00]

| 20,00,001,

il

|10,10,0014 (6.50)

For conveniencia en los calculos numaricos en lugar
1 ] L
de |4- > ¥ |5 > escogemos una transformacion ortogonal de

nllos definida por

l4‘>=1lz_5 4>+ |5>

15> = 22 ja>- ﬂ; 51>

(6.51)

El analisis de la seccion anterior nos da los esta-

dos |m>, m=1,2,3,4,5 en las coordenadas de Jacobi (35.1):

11> = |00,00,00> (6.52)
12> =J;_l\110,00.00>+|00.10.00>+|00.00.10>] (6.53)

|3)=ﬁ\:20 00,00> + 00, 20,00> +Z|00, 00,20)]-’"-"[10.01,01>
+C[110 10,000+2|00,10,10>+2|16,00, 10>] 43\02 01,01) (6.54)

f3.[102 ,02,000+2 |00, 02, 0.>+2|02 00 027_] \r\oo 11,01>
[4> =F§[|20,00.00)+ Ioo.20.00)+%|00.00.20)]+E}\02.02,00)
+61J'§ |10.10,00)+E;h0.01.01)+L‘-;p2.01.01)-_;—‘, |00,11,01>

|5)=@[110.10,00>+ |10,00,10> + |00.1o.10)]
_1;5;[|o2.02.ou>+ 02,00,02) + |00,02,02> |

(6.55)

(6.56)


http:00,02.02
http:102.00.02
http:110.00.10
http:100.11.01
http:11O.10.00>+�~0.01
http:2.102.00
http:02.01.01
http:1O>]-.Ji
http:J-~~O.Ol
http:1O.00,OO>+100,10,00>+\OO,OO.10
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La funcién orbital para la particula o en términos de
funciones de osciladores armonicos, si nos restringimos a 4
cuantos en la aproximacion, sera dada por
%{ 3[xa.1b.x b= 8y | 1> 48, | 2> +ag | 3> +a,| 4D +ag | 5D (6.57)

El factor de forma de carga es dado por [12]

Pl = [0 + £,(@ | #@) (6.58)
con

F(Q) F(Qz) f .. -;'-r) .Enlc-'tcéog} -bl-zbb‘i:)d_-r:di:di (6.59)

c
donde

3k ->
€= J.maj? ) Ic=|'1'¢| (6.60a,b)

¥ 75; e8 ol momento tramsferido.
La suma fp+ tn , de los factores de forme del proton

y del nmeutrdm, es conocida experimentialmente [233 de manera

que el problema se reduce a una combinacion limeal de elemen-

tos de matriz del tipo

<ol | 2 |l >

=<n::PC" Mc“ntl@>5n Tl ju’ "b"b ! ’b l! (6.61)
b c

Ahora, por un lado tenemos [14] que

2]
<] || S| = f R, (1) ZXR () rPdr

hin'en

Z. gny n/ ’:)I mn.tr)
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donde B{n'l,nl,p) son coeficientes conocidos y tabulados[}i].
y por el otro, un calculo direeto de la integral de Talmi in-

dicada nos da
P -5
I(senur) iy “"’42 (21n+1)(__ Ez)f‘ P(s+‘z) (6.62)
kr /= E 5= 25 4
£ e T(p+3)
La relacién entre K& v q2 estd dada por el cuadrado de (6.60a).
Entonces el factor de forma (6.59) se puede obtener

de los coeficientes ap, m =1,2,3,4,5 de (6.57). Asumiéndo-

los reales obtenemos la expresion

F(K) = {1 —[ ""%024"(350103*%&%34*

2 2 (o v aa )iy [ \E KRR
+5\E 0,05+ ‘T(°3+q4+a5)]k * Lboq‘03+ 180 A%+ 7; G1+ iasa‘q3+

+2 150 u 1 2] =
45J-; 204 540q + 3 3 4 '35\!—03&54- 70044— 5—40.5 K

- 2 &
2!60 B8y + J—ao4+l620 170 303‘34*‘—1—5 ]“ +

[144 9 + ,3‘4]‘.; 4]K8} (6.63)

Imponiendo la condicion de mormalizaciom para la fun-

cion de onda (6.57), Z:.ai =1, tendremos 4 parametros inde
mz=1

pendientes lo que dificulta un estudio grafico de la variacion
5 -3
de F como funcion de k . Recordemos que la frecuencia del os-

cilador es otro parametro en el analisis.

La discusion se simplifica si nos restringimos a una
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combinacion del estado de cero cuanto |1> con uno cualquiera
de los otros para dar una ¢ del tipo

(m) m=2,34,5 ;
¢O{4J = @Y 1D + un¥imd TevsT (6.64)

Para m = 2,3,4 obtuvimos efectos de difraccion del ti-
po que aparece en el factor de forma experimental [1] mientras
que para m=5 no ocurre difraccion. El mejor ajuste se obtie-
Ne para m=4 con Y = =300 ¥ =702 como indica la figura, donde
comparamos con el experimento loe casos Y =-300 para hw=
33.6 MoV y Y=-700 para NwW=37 Mev. "n los dos casos el

ajuste es razomable.

. tim-2
IG S T _Er Ll 1

T T i T
8 10 12 4 16 18 20

Figura 5
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