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INTRODUCCTI ON.

Desdo principios de siglo el estudio de la estructura de la
Tierra por medio del andlisis de las ondas s{smicas ha tenido -
un continuo desarrollo. En la dltima década las ondas s{smicas
més utilizadas para obtener informacidn de la estructura terreg
tre han sido las ondas superficiales.

La técnica se basa en el anilisis de la distribucidén de las
vélocidades de fase y de grupo. (=2= ¢, IV) Llos trabajos pu==
blicados sobre el analisis de estructura aplicando esta técnica

se han multiplicado granqémente en los ﬁltimos afios. Sin- embar-

. go, sorprende la deficiencia de un estudio tedrico completo de

las ondas superficiales. No cabe la menor duda de que un estudio
completo en este sentido redundari en una ampliacidén de 1a téeni
ca de anilisis ya que se podré introducir en ella, como por ejem
plo, el estudio de las amplitudes y del espectro de fases.,

La presente tesis es parte de un estudio tedrico sobre la -
transmisién de ondas superficliales en un medio éléstico inicla- ’
do por HERRERA =5,6,7,8,9= el afio pasado. La base de estos tra
bajos lo constituyen los tecoremas de representacidn integrales
de la Elastodinimica.=<1,13= Hasta el momento se han analizado -
las soluciones asociadas al medio espacio con modificaciones en
regiones acotadas =7,8,9,15= utiliz;ndo métodos de perturbacio-
nes para obtener soluciones aproximadas,

En nuestro caso trataremos de la diépersién de ondas casi =




Gt T g T e T e DR =

estacionafias incidentes sobre una regidén finita perturb&da.
La pgfturbacién consistiri en cambios en la frontera consisten
tes en pequefias modificaciones en la vertical a lo largo de ==
grandes distancias en la horizontal,

El orden de exposiciSn serd el siguiente: En.la primera -
ﬁarte presentaremos 1los teoremas de representacidn integrales
éomo se han venido desarrollando en la Elastodinimica en los -
~4ltimos afios., En la parte final de esta primera parte se hard
el'planteamiénto del problema de dispersidn segiin esta formulg
ciéﬁ. Cabe observar qua el planteamiento adecuado de los pro-
“blemas de dispersidn solo es posible unz vez hecha la extenSién

a regiones no acotadas de el tecorema de representacién.

En la segunda parte desarrollaremos un método peculiar de
perturbaciones para dar una aproximacién de orden cero a dos -
problemzs de dispersién del tipo antes descrito. Es en esta -

,segunda parte donde queda la contribucidn original de la tesis.,

Finalmente deseo expresar mi gratitud al doctor Ismael He-

rrera por haberme dirigido en la elaboracién de este trabajo.

Ciudad Universitaria
México; verano de 1965

C. J. Lozano Mufioz de Cote.
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‘cAPITULO I

ANTECEDENTES

Antos de abordar nuestro tcuA o8

" conveniente cstablocor cuidadosamente una serie dc hochos qno; g

por un lado, nos den las herramientas nocesariaa para resol--

ver el problema que nos proponemos y, por otro, sitden a di-

‘cho problema dentro de una amplia perspectiva.

Eapezaremos por establecer las ecuaciones dinémicas de moe

vimiento.

I.1 BCUACIONES DE MOVIMIENTO Y CONDICIONES EN LA FRONTERA.
‘Trataremos ¢l movimiento ondulatorio de pequefia amplitud -

en un medio eldstico que ocupa el qodto espacio fisico do'tres

dimonslonos constituido por un nimero finito de éupa: homogé--

neas ¢ isotrSpicas. Las capas estén separadas por superficies -

.'lés cusles llamaremos interfases. Atravesando las ;nterrisos

hallatenos diseontinuidad en la donsidng‘y on el tensor elds-
tico. El contacto entre los medios en las interfases supop
dremos que esté rigidamente soldado; i.e. los desplazanientos

R




narios de la forma H-CX) W

N .

y los ‘esmerzos normales a la interfase fson-.continuors.r;

I l 1. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

lLas ecuaciones de movi'niento para un medio homogeneo e 1s0

trépico estin dadas por =16=

o : o '
YJTHU‘D- 9'5‘&‘“‘2_'{? o '(;-la),

~ Esta ecuacidn para desnlazamiéntos WX, t) cast estacio-

k

y fuerzas nulas se reduce as

3 T. Lwo |
—astqtgngw ui=o (v

~ donde los s{mbolos utiliza.do‘s significan'

_(u. W, u.) es el vector de los desplazamientos. :

: _Ts-C;”. ‘!: es el tensor de los esfuerzos inducido por .
~ el desplazamiento (.

'F es 1a densidad de fuerzas de cuerpo.
9 es 1a densidad del medio. ' : o
C"J'PS =A 5;_, 6?1 +/A (S‘PSJ'#"' SJPS“‘) es el tensor elds .
tico. .
R,/M son los coeficlentes de Lamé.
6“ es la delta de Kronecker. |
y ademds utilizamos la notacién indicial: {1 =1 2,3 ‘fndices
repetidos indican suma, v
I.1.2 ONDAS P Y 8.

Vamos a anallizar algunos tipos de ondas coinpatj.bles eon -
las ecuaciones de movimiento (I-1)., Para analizar esto escriby

mos las ecuaciones de movimiento, sin fuerzas de cuarpo, en -




" thrainos doi‘despla:anicnto:

v o
B au-. _a__,_ au‘. o
B aY;{ .} /M a") ax& ox; ? a{. |

y proponcmos que la solucién pueda eseriblrso:

5“‘09 el tensor unitario completamente antisimétrlco. Substi-

tuyendo la lolueidn propuesta, agrupando convenientemento y -

3 Y. _
»a\l-; ax

pddcmos escribir las ecuaciones de nmovimiento comos

{()‘”‘/‘3 EYIET at“& \2 21+

Ir S5m0 '6'&‘“ e QYS\ =°

' 81 el desplazamiento es tal que:

L wi=0
DYL

f.e. divergencia nula o sea no hay cambios en el volumen; las

. observando ques

E.q‘

scuaciones de movimiento qaedan exprosadas cono:

2 - =
3\‘.,3‘&; P 31’-‘) .‘\, ©

= pa{4f"

Esta ecuacién la identificamos como la ecuacién de ondas -




' que viajan con una velocidadPy, por la condieién prescrita an.

teriormente,las ondas son equivoluminales.

khora bien, si el desplazamiento es tal ques

Oltw _
Ermn ke = ©
f.e. para movimiento irrotacional [fly = ..LE,-m Qn _ - ’\j
L.e, r=z “"xm

- tenemos: > . P \ -
————— ) S—— — o
o ~ ( 3% % - Ot ¢=

~donde )u\-zMS

lo cual expresa el movimiento de onda§ con valocidad & e irrg

tacionales.

A las ondas.equivoluminales se les llama geni%icamente on-
das S (shake), a la componente vertical SV y a las componentes
horizontalés SH; en cambio, a las ondas irrotactionales se les

1llama P (push).

La solucidn en ondas planas de las ecuaciones homogéneas -

para ¢ , VY, conducen a tres tipos de ondas 1ndepeddientes P,SV

'y SH (=2= pp. 11-12) los cuales se observan en el fendmeno sfg

mico. Es de notarse quelentre estos tipos dé ondas se estuble-
cen interacciones en la frontera (32= ¢, II 1,23 ¢. III 1) lo
que hace s los problemas de Elastodinimica de una naturaleza -
complicada. | ‘

Parte de las ondas emitidas poi las fuentes queda confinada
a la superfiéie. A este tipo de ondas las llamareucs ondas su-
perficiales.,’

Otra parte se propaga fuertcmente hacia el interior del mg




o dspacio, teniendo, por timto, on puntos cercanos a la auﬁog

" ficle un decaimiento ripido. A este tipo de ondas las llugromos_ iE

ondas de cuerpo. En la siguiente seceién damos una dofinicién .
precisa de onda superficial.
I.1.3 ONDAS SUPERFICIALES.
" A las soluciones de (I-l) para el medio espacio tales que
satisfacen las condiciones en la fronterat
| iy w; = © en la superficie 1ibre(1-2)
lul=0o
L Taurl=o

} en las interfases (1-3)‘
~donde w, en (1-2) os la normal a la superficie lidbre y en (1-3)

- e8 la nbrma]. a las interfases y, adémis,estas mismas solucione';v B

satisfacen las condiciones:

«K . |
Cltgwldeed awm
: .

dondeY,=YX] es la superficie 1ibre y \ es un nimero positivo;
las llamaremos ondas superficiales. '

Para_ o1 caso easi estacionario, supuesta como direccién de
propagacién el eje X, las soluciones de (I-1b,2,3) son del ti-

- pos q.i.kxg -twt

unlxﬂ

A las ondas casi estacionarias para las cuales Wy satisfa

ce (IW) las llanaremos ondas superficiales casi estacionarias.

Ena lo que iigue, al referirnos a ondas superficiales entep
deremos que hablamos de estas ultimas.

Las ondas superficiales aparecen en el fenémenos sf{smico -




recibiendo, segin sus caracter{sticas, diversos nombres como -
 ondas de Raleigh, Stoneley, Love etc. Debido a su importancia
- en el estudio de 14 estructura ferrestte, pasaremos a descri-=

bir con clerto detalle a las ondas de Love.

I.1.4 ONDAS SUPERFICIALES DE LOVE.
Love en 1911 diS la explicacidén correcta de las componene=

tes transversales que se registraban en los sismégrafos horie=-

“zontales de largo periodo en la parte llamada "temdlor prihéi'-

pal". Estas ondas eran ondas

K / . horizontales polarizadas SH,
R 0 /“‘ov ’ p‘, L.

> atrapadas en una capa supers

M,V f" ficial y propagadas por reflas
.’ ’ ’

xiones miltiples. A este tipo

de ondas s{smicas se les lla-

™, ‘ ma ondas de Love.
——— superficie libre Con los cambios de notacidn -

.- interfase i
convenientes seguiremos la de

' Pigura 1 Ondas de love. S
duecién de Love, =1h=

Consideremos al medio espacio cublerto por una capa homogé
nea ¢ isotrdpica de espesor uniforme H. En la interfase supo--
nemos que los medios estin soldados rigidamente. Colocado el o
rigen de coordenadas en la interfase sea0x,0x, 1as coordenadas
mutuamente perpandiculares conteniias en la interfase y Ox, 1a
coordenada wartical, positiva hacia abajo, comc 1o muestra la
figura 1, '

Denotemog porp, b y)l,, ¢ a los coeficientes de Lamé v a

las velocidades de la capa y el medlio espacio respectivamonto.




it omrwpin e

ASUmamos W sUysO ¥ & Ug independiente de X, y, denotemos eg

20 v, ¥y V,al desplazamientou, en la capa superficial y en el <

~ medio espacio respectivamente.

81 v, ¥y son soluciones casi estacionarias, entonces,las "

_oeuacioncs de movimiento que satisfacen estdn dadas pors

w 2 .
-(-;-.) V=0  O0&Xgt-H  (I-50)

el uee e o

Suponganos a VW, yV, del tipos
V= ":1 (%) QXP(le.wa'E),

iz L (%) 2x pLinne-twtd

| sybstituyendo en (I-5) l', y :, satisfacen la ecuacidn diferencial-

"
& + —K)": =0 w=A,t.
cuya solucién general es una combinacidn lineal de:

expd ti (% - k‘).h¥,>

wt a ‘/2.
—_— - W
pi )

A - ,2.
T =t 'F:: + K‘)

la solucién gonoral de (I-5) quedard expresada por:

'Doﬂ.mmou




10

v (Aot se‘"-)q,;;,m,.'.w»

‘U’; = (C zl'.("" -\" %‘) “P(L &‘,—lﬂt)

Dado que deseamos que las ondas estén confinadas a la capa

superficial hacemos aivr¢o,D= 0. la desigualdad implica que la .

velocidad aparente es menor que Pg.’
Cwm 9— < Pz

Las dos soluciones se acoplan a través de las condiciones

en la frontera. De que x,=~H sea superficie libre se sigue -

: que el esfuerzo normal sea nulo; 1i.e.

"c‘,_;.:o en ¥yw-H | (1-.2)
por tanto: - ' |
Az -Rd™M=0 : (1.2°) .

. Se bha mencionado que en la interfase los dos medios estén
soidadb's rigidamente; esto implieai,por una parto,‘ que los des-
plazamientos son continuos; i.e. -

VizVe=@  em g=o ' . (Ie3a)
por tanto: B \

A+B =C. ' (I-3a2")
¥y por otra parte, que los esfuerzos normales son continuos:

| s =TatY  em xam0 (1-3D)
por tantos ’

S (A-B)= Mo’ C. (I-3b")
Las ecuaciones (I=2',3') nos sirven para evaluar los coefi
cientes, Ahora bien, dado que las ecuaciones son homogéneas =-

tendrdn soluciones distintas de la trivial sit

RIS AT




A= .é_Lﬂ'H ._frci.f\-l Q =0
ME T o
4 4 -4

donde supuesta fija w la ecuacidén anterior serd vilida solo pa .
ra valores discretos de T,¢" y Kyoa los cuales denotaremos por:

Q'n.tf..,wn.Una forma conveniente de, Vi e}sté dada pors
‘ ‘ . - . t ‘ . - . . 7 . . )
_\r‘ Wl= B“ (e'l.\"m“ 6 ™ ‘+ C \-"ml’) zlp(bh“|' kav'
. - . z‘f u - . ‘ i . .
: ,V,‘,'."z B-m (1 + e ) ¢""'W" exp L Lmni~ LwtD,

Denotando:

1 oW |
U‘ = . 4
B“ k 4 + t‘lt"ﬂ\l) Q-.\".‘ Xy

podemos identificar la forma explicita de U‘:’para las ondas de
Love definida en la seccién I.3.k. |
1.1.5 CONDICIONES EN LA FRONTERA. ;

hnaliticamente la condicién de que la frontera del medio -
espacio sea 1libre d: esfuerzos normales se expresa por la ecugz
vidn ~ ‘ :

] ; T‘sj\-\ﬂ'-'o en la superficie libre (I-6)
¥y, 1a _condtclén de Que los esfuerzos normales, as{ eomo los -
desplazamientos, sean continuos en las interfases se expresa -

por las ecuaciores:




"‘3 [T: i UL)]. -..-. )
(ul =0

on lasiint"orr;sos_' _ (1<7)

" donde si denotamos por un fndice a la 1zq_uiorda se\...N cada una

de 1las capas (ver figura 2a), m; es la normal a la interfase a-

" puntando hacia la capa de fndico mds bajo y,u ] :lndi.ca ol sal-

to de ‘F al pasar de la capa =L & la upa QuiL+.

=N

| . /R
C | A AW

(a) Medio espacio con capas (b) Regién R contenida en ol
paralelas medio espacio
Figura 2

I.2 TEOREMA DE RECIPROCIDAD =1= _

Dadas &os soluciones Wi,y Vi de (Ida) con fuerzas de cuel
po f\ y 9 que satisfacen las condiciones en la frontera (I-7)
y de clase C* en un dominlo normal =4= contenida en el medio -

espacio, con frontera S5, entonces: :

j “" Gl - uft Lll‘)}"uéSdt-

3{“\-3“‘ =\ at} dav -ﬂ(‘ﬂr -gu)dVdt.  a®

Domoscraclén.- Multiplicando (I-1a) por v tenemos para cul-—




g s gt gt e QUL Y

13k

_ quiora de las capas: \r, ﬁ T‘i Wy - 90‘; %‘t}_— -\'r-,_-P-

v dado que Vv satisraco (I-la) 1ntercamb1ando wi, ¢ por v 'cﬂ'-

respectivamente A restando ambas expresiones tenemos:
v. % G ULy DV
By W -w 2 Tyl - 92w 2 2ui_ui 3%Y-
5 frv-ain)  aw
Usando la igualdad: 5
AV dUp _ dug Vi
X, {1& Y- wi s,\(\ﬂ} -"az C~s P9 ay, 'ax j Ctx ?a ax’,}
{V\ X, T"J LQ\ ut. '5)" TLJ LY{} (1-10)
Yy la simetrfa del tensor elas@:ico C.."q = Cpq, i} el primer

término del lado derecho de (I-?0) se anula obteniéndose la -

ecuacién equivaiente a (I-9):.
- .. . ; " -1
ﬁ‘:i{v&-(u ) - U..-_T..J' t\_l_'\\ -Q %‘:\f‘, %Lt- - W %‘é‘ =

-(&'U'; =g UL) (I-11)
Integrando el primer término del lado izquierdo sobre R y,
expandiendo la integral en las intaegrales sobre las subregiones

de R asociadas a cada capa (ver figura 2b) tenemos:

J %J{v-. is(u)-uaTc,-(mlc\v =Z§M{.v ERTVEXTE .,m}av
R %R (1-12)
Aplicando el teorema de la divergencia a ca“a subregién y,

notando que las integrales en las interfases pueden escribirse

comos

ji-avd u:tijul\ - ‘T."l ) - («1 e u.ﬂti"‘ Loy — W ILJ Llﬂ)}"\j ds
(I=13)

= [I{Lv.-\ ..'.Lv;(m + e\ Lm}-(m.lc,n_n e [T'\s,wﬂ} 7 d3.




s

Lu aolueionos quo eonsidcumos saturaeon lu condic!.ouu
on la- frontorn (17) por tanto de (1-13) se suuox

j {\n‘tqm-u.‘t.,m'} JV-l{mTq(u.\ u;"[;,m'}mds
R;

(I-1|+)
Intognndo ahou la ecuacién (I-11) sodbre Ry postoriomon'

‘ to sobre t ds T, a Ty tenemos finalmente: k

o j l{vT.,m-u T.,on}n,as dt =
"?i{‘& w X “ (ﬂ'\n Qiu:)dtdV. (1-15) .

" En el caso paruenhr de solucionu para el caso casi ostg I
eionu-io; 1l.e. del tipo umt *el teorema de roclprcemad se le
conoce con el nombre de teorema de Betti *13= y queda expresa-

'v"docm: , : ,
l{VT~J‘“"“‘T‘J(Y{S"“st=° (1-16)

dcndo %, dependen solo de %; y hemos supuesto que las mcr-i
g 4 :u ‘de cusrpo se anulan,

Una. tbltcactén particular del teorema de Batti nos serd de
_htindad’-poatorio:'monto. " S8ean w.i_V; ondas.casi estacionarias
y -supo‘rficulu_on el medio espacio con superficie libre y cae
pas paralghg,hles que avanzan en el sentido horigzontal x,‘y,'

sea R una regidén acotada deserita por: (ver-figura 3)

RC:{!— ‘ A, “.a,b] ) M & L‘L;‘,-j ) Xy E‘.O-\\]}

o g £ it 1 g g 8 1 YA AN ot St
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Aplicando el teorema de Betti tene'mosi.

] {V¢1£J (.u-\ - u\.‘Ttl (.'U';}'“J ds == ZL[ I{VyTQI(Q\ "“gT“‘!'\-} d*‘ _
S

:g‘

‘-"u {U',_ \-\L‘\L’ Ui Tu\‘n} |f:‘b +I {'\f., q(“\ uﬂ.’tc’h"{} AK:}"C |

x;‘-‘

donde utilizamos elhhecho de que

%=3 x.-.-.b:,_;‘ los desplazamientos y esfuerzos |

no dependen de la coordenada

h  $PY) " Siwwoo las dos primeras intg
"grales de la derecha por (I-4) -

i S son acotadas. La tercera integrel

es nula, pues los integrandos van

Y X3 a cero cuando hew y la longitud

Figura 3. Geometr{a de R de integracién es finita. Por tanto

f {‘U‘T..Lu} u; T.,. “ )} dx, = Kv Tty -u Gy (.‘U’)} dx,

Xi=3 X=b
Comos y o son arbitrarios esta ecuacidn implica que la in
tegral (I-17) es indapendiente de 3., por tanto,depende solo de
Yy Vi.

{_'U.-,Tut 'S -u;,’[ aj‘L'!‘\} c\x‘ (I-17)
(] v 7

~ 1.3 FUNCION DE GREEN.

Adoptaremos en esta seceidn un punto de vista heurf{stico -




«~v~ ,__.,..

e i i e A A T TR R P U TR e e s e
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dejando de 1ado toda discusién referente & la existencia de las

funcionu de Green, uanuronos funcién de Green- l cualquier fa~

nna Guly3.4X)d¢ soluciones dopendionto de 108 parémetros ¥ ,

< y del {ndice K, tal que

%‘ ( C'a ra ’n, G-plx.! t—t)) 9ﬁ. Gii = = §ia SLx-¥ AV

(1-18)

yv : W [T\J [é_-\] =

[ G ]éo en las interfases (1-19)
. B .

donde Ge® (G G.,,Gx). Estas funciones tienen la interpretaciér
: fflicl de corresponder a moyj,mmtoa con un im pﬁlso unitario =

coneentrado actuando en la direceién K, en el punto § en el -
tiempo T.
Para problemas casi esfdcidnarios, 1lamamos funcién de - -

.

Green a eualﬁuto‘r familia de funciones Gulx .Y ) dependiente del

" pardmetro vectorial § y del fndice K, tal que :

s?;g(c’sm%‘, Gy (%,5)) + @* Gui =-§ie SLx-5).

(1-20)

N [Tq(ﬁ.\] =0

L&]=o

Posteriormente en algunas ocasiones consideraremcos un medlio

en las interfases (I-21)

espacio con superfiéle Iidre plana e fnterfases paralelas a la
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- superficie libre. Fn este caso a la funcién de Green le exigi-

- remos adem&s que satisfaga

% Ty (@u)=0 o

en la superficie libre.

Observe que adin la condieién (1-22) .no‘ basta para determi- .
nar a la funcién de Green de una manera \inica porque existen -
soluciones (las ondas superficiales, por ejemplo) que satisfa-
cen la ecuacidn homogénea asociada a (I-20) y las écuaciones -
(I-21, 22). Si a una funcidnde Green que satisface (I-21,22,20)
le sumamos una de estas soluciones la nueva funcién también sa
tisface (I-20,21,22).

I.3.1 FUNCION DE GREEN PARA RADIACION EMITIDA,

Hay una funcién de Green a 1la que se le puede asignar un -
significado ffsico especial. Sea Guil¥.§ A1) el desplazamiento.?
del medic espacio en la direccién i, observado -en el punto X -
en el tiempo t;, producido por un impulso unitario cdncentrado -
en la direccidn K aplicado en el punto _E_ al medio en reposo en_
‘01 tiempo Y.

La funcidn Gulx ¥ {-t\representa las ondas emitidas por una

ftente situada en § al tiempo T,
Para problemas casi estacionar%o: definimos la funcién de -

Green para radiacién emitida por
+e0

Guilx . 2\= S Guly.5, )¢t (1-23)

-
Es fdcil ver que, para cadaw , esta funcidn es una funcién de

Green para problemas casi estacionarics. Le llamaremos mnciénv




S de Green para radiacién emitida.
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I.3.2 LA SIMETRIA DE LA FUNCION DR GREEN PARA RADIACION -

EMITIDA.

Demostraremos que la funcién de Green Gei dada por (1-23)

para problemas'casi estacionarios correspondientes a emisién, -

' ‘necesariamente sifitfaco 1a simetrfa siguiente:s -

ng&.i)'-" G (E ) , | : (I-é‘t‘)

Demostracién.- Para cualquier t'>0 definamos

Gu(%.00) = G (& qt-0). 25

~ donde G,-&s,\;t‘-n es la funcién de Green para emisin considera-

d‘u,anteriomente de manera que G',;_ es nula para'twt"r satisfa-

 cet

a v.' aG =- - . '—
ﬁj{cun "'3_ "xn. ﬂ} ? [ t‘ S 8anst (12-26)

Multiplicando esta ecuacién por Gu:(t Y A)y (I-18) por C{;t‘..'q;t\

restando y utilizando la simetrfa del tensor eldstico

Cis.pd\= qu.ii

' cbtenonoa'

%, 2 1620 TG - Guts. h\T;J(G-)}

-931\6.. B0 G‘a%c%‘}vﬁ.;u.m;t\skﬂ Slx-%)

A G tLED) WD - a2n
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Integrando sobre una regién R tal que contenga en su interior -

los puntos § y X y limitada por una frontera consistente en -
,‘dog porciones; una formada por la superficie lidre y la otra -
' por una superficie tal que al tiempo t no haya sido adn pertur- -
" Bada, obtenemos:

_‘.ﬁ{G’:‘ X <TT - Gu ‘5(:0;} d; -

GCu k) Ie- - G lE M V8 (1-28)

Integrando ahora sobre todos los valores de t obtenemos:

[{ N 3% 5n = Gl m o Butn s )
(1-29)

El 1ntcgrando o3 nulo pues, para t=eo, Q‘y su derivada y, para

t=o, Gy y su derivada son idénticamente nulas, por tantos
Gh.(5.9,00= Guin, £, 1)

Ahora bien, usando la definicién (I-25):
GuelE 9. t)= GulgRt)

donde esta relacidn es vilida para tods t'>0. De (1-23) se si-

gue que para la funcibén de Green en el caso casi estacionaric

Guilx, )= G (1.2) (12w
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' !.3.3 UNA RELACION DERIVADA DEL TEOREHA DE RECIPROCIDAD.
ccn frecuencia haremos uso de la relaci 6n

I{Gts ‘! a!)T&;(A\ us(x‘Tq (G;‘}“J X= 0. E ¢ R
(1-30)

‘ quo os vﬂida. cuando W(x) es una solucién de las ecuaciones de

lquluonto para problemas casi estacionarios sin {‘uerzas, do < =
cnorpq,' en la regidn R cuya frontera es S. '

Bsta relacién se deduce del teorema de reciprocidad (1-16)

observando que cuando ¥¢R ,G..(!,S) para cada K satisface las -

octucionn de movimiento con fuerzas de cuerpo nulas.

I.3.% RELACIONES DE ORTOGONALIDAD PARA ONDAS SUPERFICIALES.
La funcién de Green que usaremos en la solucién de nuestros

problemas serd la asociada al medio espacio de N-capas parale-

' 'Iu en el dominio de !'xeauqneia.s_. Antes de obtener las contri-

buciones de las ondas superficiales a esta funcién de Green es

eonveniente establecer una relacidén de ortogonalidad de las on-
das superficiales,=5=

Cuando la direccién de propagacidn de estas ondas es el eje

%y la parte espacial puede escribirse en la forma:

U?'(x,\ bkm X ;3 Kw>O0 (I-31)

 donde el fndice n indica el modo n-&simo de propagacidn y aquf

eomo en 1o que sigue la repeticién de log {ndfces n ¢ m no ine
dica suma. '

La matriz de esfuerzos asociada con los desplazamlentos - -
(1-31) estd duda por




Tty

Tq & (1-32)

) twy .
donde Ta.s(l;\ depende de X, solamente, Como los coeficientes -

de 1a emactén diferenciel (I-1B) son reales, los complejos - -
conjugados de (I-32)

L) =0%n X, ,
R R Y e | (1-33)

también son ondas superficiales. La matriz de esfuerzos corres-
pondiente es ' |
3 - ;k . : o .

T e (1-38)
Usando la ecuacién (I-17) se puede obtener una relacién de
ortogonalidad =5%, para ondas superficiales, Tomando dos £olu-

ciones, una de 1a forma (I-31) y otra de 1a forma (I-33) y ==~
substituyendo en (I-17) se obtiens, usando (I-32,34), que:

i(\t‘-\c...)x, j { Umm Uu.s.‘. -uu'} dx,

es 1ndependiente de X,. Por lo mismo, si K= ;&k....:

r{' & (We) ‘:l\ U\I\T . ““\} chl-f (o] (1.353)

Usando los teoremas de representacién se_puede probar =5= -

que:

S {. .(\v\\_‘_:‘m\ U(ﬂ .t“\}dts¢o (1-3%)

y por lo mismo

j‘ {Uum Nl : ‘““}dx,- 8““

(1-36)
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Ahora bien, tomando dos soluciones do la forma (1-31) y -

ubstituyendo en (I-17) obtenemos que: '

X . wate_ tw
Qx(kn* w) ¥ I{ “‘ ~c“-U‘ t ’]d Xy

es independienté de ¥X,. Por lo mismos

[lume ioneeose am

1.3.5.' FUNCION DE GREEN PARA RADIACION EMITIDA EN EL MEDIO
' ESPACIO DE N«CAPAS PARALELAS.

" Los métodos tradicionales para la obtencién de la funcidn
de Green 'se basan en el uso de expresiones integrales defini-- .
das en ell'campo complejo. La contribucidén de los residuos de -
las integrales dan las ondas superficiales de la funcién de - |
Green, =3=

Un método mas sencillo y directo que es aplicabllovcuando -
se desea obtener solamente la contribucién de las 6ndas super-
ficiales s la funcién de Green ha sido propuesto recientemente.
=5= Se.basa en los teoremas de represantaclén y las relaciocnes
de ortogonalidad que acabamos de obtener.

A toda funcién de Green (.. (X .8 ) definida para el -
medio esbacio podemos sopgrarlu en dos partes. Una parte toma-
rd cuenta de las ondas -éuperticialps, llamémosla Swilx %) ;

la otra parte dard las contribuciones de las ondas de cuer:ic ,

llamémosla Ba;(x.¥).

Gu(%.3) = S 15, 8) + Bui (5_¥8)  (1-38)



2

Para obtener la forma explfcita de las contribuciones por-
ondas superficiales a la funcidn de Green, asumamos que la —
fuente estd colocada en algiin punto P del eje xy ( ver figura 3)
entoncesi ‘ _ | _

Gui(x;09)=Bu (30,5, + Swlrso 5
| (1-39)

En general, las contribuciones a la derecha e 1zqu1erda de
la fuente seran combinaciones lineales de ondas salientes y en
trantes en todos los modos de propagacidn, por tanto podemos -
‘ escribir:‘ -

| Z am.u (x.) ¢ 2 be L O g™ ™ ;x>0
Seclx;o): (x-ud) |

2- Cm:.u (%) Q:‘-“-i' z ™ u":;ﬂ g - ,Y.(b

Aﬁadiendo una solueién regular a (I-40) la funeidn G sigue
siendo funcidn de Green. Asf, eligiendo como solucién regular

" a la combinacién lineal de ondas superficiales:

eliwy &x. twy e ¥
“ e U00E D e Wy
““

obtenemos ahora,para S« la expresidén mis simétrica:

z‘l Avu; “(\*» Llm e 5 ¥a> 0O .
St(‘i ;0,83)= (I-41)
| Y, Cac U &4, %, ¢O
' que es la que por razones tisicas debe eorresponder a la fun--
cibn de Green para radiacién omituda. _ ,
Apliecando el teorema de representacién a la regién R 1indi

cada en la figura 3 y, procediendo de modo similar a 1o hecho
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" “en 1a parte final de la seccién I.2 de la expresién (I=-39) con

s‘d@o por (I, k1) .ao sigue que los desplazamientos estin dados

~ port

u.(o,x,)-;ﬁB.-Ab.},;o,‘i,)’.tmg\ ~w ey df,. |
-[TIBute s o Tuw - wlated) oy
-' +ZA..%)r{U Catan - u"l""}c“"'c‘fa
~ ZC“&,‘\L{UINR. TP o 5 ‘:dv, (1-42)

8f U o3 una onda suporfid._al las dos primeras _integr_ales

~ son nulas. Esto se sigue del heche deeque-las dos .,Aintvqgraie;s---

son acotadas e independientes de a v y,"do que B.>o euando# ‘

: C-’-by b se.

En partlciﬂar eligiendo a Uaiy) comos

ey = U ;s' At (1-43)

de (I-37) y (I-42)se sigue que:

(.\n\( *’\ - Z Ce (X-,\ -{U‘ lw-\ “"\ .c-\.} d‘_’

(I-44)
y de (I-36,41), finalmente, tenemos: '
twmy ‘
-J- U (= C\mr. (x3) (I-45)
v ‘

A A o Bk o gim 1 PR S e Aty
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Similérﬁéntez :

o tw)

J‘“ U\d’h\—- A“,‘(Y-;\

(1-46)

La§ expresiones (I-45,46) junto a las ecuaciones (I-39,41)

Gli(l',°o§1)= B','..(S 30.51) + 4

‘permiten eseribir a la funecidn de Green como:

2» 3 U“z,i,)U ume. h 0> 0

(I-‘+7')

| ) MMY i MaY o
2:;—“'\..": B U T xuco

Debido a la invariancia de las ecuaciones de novimiento y

de las condiciones en la f:ontera frente a _traslaciones del e- "

Je X, podemos escribir:

G..‘(;.E) B.lx,%) +4

w tw , A.\t- - J
Z—U (%) U (xy) € o ‘ 2N
. §I-’+8)
xiny G Kell~E,
LZ UcsopUitxae 5 X< %,

La constante de normalizaeién J\. es 1maginafia pura, de «-

n)
aqu{ que no podamos incorporarla a la funeidén \J_. pues esto rg

quiere una constante de normalizacidén positiva.

I.k TEOREMA DE REPRESENTACION, =1,13=

Por simplicidad derivaremos

ra el caso casi estacibnario.

d teorema de representacién pa

Previamente hacemos notar que la funcién de Green Guil}%.%)

dada por (I-23) es C* para x # % , satisface, para cada w, la

ecuacién de movimientos -
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.-5%..‘ Ti; (BL) + @ W Guilx B)=- Sie S~ 1) (1-49)

j la'; condiciones en la frontera (1-21).'

Teorema.- Si la funecién de Green Guil%, %) que satisface -
(1-21,49) es C" para X ¥ ¥ en una regién acotada R eontenida -
en el medio espacio, con frontera S, y si la solucién w de la
ecuacién de movimientos

‘5%3 Te.‘_\ (WY + 9o whuiimo  (I-2b)

cumple las condiciones en las interfases (i-7) ¥, es cten R

entonces U; para puntos X € R puede ser representada como:

Witxy = Re‘us,;\“t-.j () - w3 Ty (G.\}n, d3

S (I-50)
Demostracidn.- Multiplicando (I=%49) por w, y (I-1b) por Gwi

y restando obtenemos:

%3{ Gl 5) Toj (- witn) Ty (G} = wee Sex-¥)

donde hemos utilizado una simetria del tensor elfstico,
Integrando sobre R y aplicando el teorema de la divergencila

rbmnlnanto obtenemos (I1-50),

1.5 TEOREMA DE DESCOMPOSICION, =6=

rd
El tipo de problemas que atacaremos requieren de la exten-

sién del teorema de reprue’ntacﬁn integral a regiones no aco-
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tadas. KNOPDZF y HUDSON =10,11,12= han propuesto algunos modo:u
de proceder que justifican considerando un mecanismo disipati-
vo,.sin llegar a aclarar en que consiste este mecanismo, En =
realidad estos autores no han hecho ningtn esfuerqo por estadle
cer sus ideas a este respecto en una forma sistematica y as{,
obtener de ellas una teoria consistente. Por ejemplo, los teo-
remas de representacidn en regiones no acotadas son aplicables
solamente a clerto tipo de ondas, las que con frecuencia se ca
racterizan por satisfacer ciertas condiciones de radiaeidén. -
XNOPOFF y HUDSON no hacen distinecidn a este respecto. En esta
Vseccién nos proponenos hacer la extensidn de un modo sistemitl
coy razonabiemente riguroso.

STOKER y PETERS =17,18,19,20= han observado que los problg
mas pzra el estado estacionario son poco naturales en la Meci
nica y que esto da lugar a las dificultades que surgen para --.
caracterizar a las soluciones de interés f{sico. El punto de -
vista que adoptaremos aqu{ ha sido desarrollado por HERRERA ==
=6= y tiene {ntima relacidén con la observacidén de STOKER y PE-
TERS que les lleva a descomponer la solucidn, de un modo inico,
en dos partes, ambas soluciones, una de las cuales satisface -
una condici én de radiacidn. Sin embargo,.la base de 1la descom-
posicién que presentaremos serdn los teoremas de representa---
cién integrales. La significacién fisica de tal descomposicidn
depanderi esencialmente de que la funcién de Green se elija a-
decuadamente. '

. La ventaja principal de 1la forma en que estableceremos las

condiciones de radiaeidm es qu: z2 tueden formular independien
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temente de la forma de la tuncién de Green ¥y, resulta sumamen=
to adecuada para problemas en los que se usan teoremas de re-~
presentacién integrales y, particularmenta,para el método de -
perturbacién que presentamos. '

Enunciemos primero el teorema de descomposiciénz

Sea R el medio espacio con superficie libre S (ver figura
Lka)s B una subregién acotada de R; Ry la parte de R contenida

en un cfrculo de radio r y centro en el origen y tal que B es-

té contenido en R, y,S, la frontera de R, no contenida en S.

Sea Gu (X, i') una funcién de Green para el medio as=

~ pacio que satisface la relacién de simetrfa (I-24),

Cualquier solucién ui en R-B de (I-1b), tal que satisface
la condicién en las interfases (1-3)-y-~ggguoefuerzos_norma-a
les cero en S-B puede ser descompuesta de una manera ﬁﬁf&;”;ﬁﬁ
dos componentes w' y:-w" tales que: - |

8) W = WL+ WEEY  x <R-B. (1-51)

b) w'estd definida en todo R donde satisface (I-1b,7) y

da esfuerzos normales cero en la superficic libre S.
¢) w’satisface (I-1b,7) en R-B ; da esfuerzos normales cg

ro en S-B, y

J{ Guly. ) o lw™) - wity Te 3((;0} M cl§=0 (1-52)

S para toda r 31 xeR,-B

Mis ain, las dnicas funciones que satisfacen (a),(b) y (e)

estén dadas por:

Wi(X)= I{ Gty 0 T L) - wekg) Tej (a4 E (1-53)
S, x € R

g e it 27 g ot 2 T g A el 8 B g e NIV % L VI R 0] S L TR S A M g i
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Wn(\.‘.3=J-{Gui(§.X_)TLj ll_._\.\-LLLLE)TLj(@J}T\Jc‘S_ (1-54) -
Se ' XeR-B |
Observacidén.- Observe que la descomposicidn dzpende de la fun-

c1én de Green considerada.

ke % an X4

'x; i VY:_,
(a) Geometr{a Ade log con- (b) Regidn R,
tornos de integracion.

Magura W

Demostracién.- Probaremos primeramente que la definteldén (I-53)
de wry es independiente de r. En efecto, por la exvresidén (I-30)-

derivada del teorema de reciprocidad tenemos que:

j{ G.._a.(E,x\T;.S(u\—u;,UATq (é.j} w\jo‘izo
s.

para toda superficie cerrada y acotada frontera de una regidn
R’que no contiene ax. Ahora bien, dada una cierta X elijamos
r. tal que x€R¢,. Sea R” la regidn entre S.\y S v, (asiurada en
la figura 4b). Aplicando (I-30) en R’ y usando la condicién en
la superflcle' libre (I-6) se sigue que (I=53) es independiente
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~ Aplicando el teorema de representacién directamente mla re
g16n R, -B tenemos: '

Welh) = WLLY) + WILEY X &ReeB

La relacién de simetrfa (I-24) implica que Wi ¥y W32 pueden

 ser escritas comos

Wy =E Gic (X, %) TL-,LB) - u: (%) TqLGA} mdE ;xer,

wax)= S{_Gadx,s_\ Ltwv-witey Ll e L)\ ; d%
Se % €ReB
Dado que Gic(%.%) y Tiy(G.) son soluciones de (I-1b)

si ?.‘.*5‘ Los integrandos no son sino combinaciones lineales de
las soluciones, e integrando sobre el parimetro ¥ siguen siendo
soluciones. Por tanto, de la relacidén de simetrfa se sigue que
W'y w” son una superposicién de soluciones de (I-1db,7), Mis -
atn, w' deja esfuerzos normales cero en S y w" deja esfuerzos,
normales cero en S-B, Se prueba, pues, (b) y; para probar (¢)
solo resta demostrar que (I-52) o; clierto.

Apliquemos (I1-30) en B con la funcién wl.

j { Gai (e, ) ity — w5 k‘c_a_.\}m;c\g k
Se ‘ X €R,-B
donde se hace uso del hecho da gque la integral sobre SnBv sea

nula ya que w, Yy Q.,dan esfuerzos normales cero, por tanto,
en vista de esta relaciény(I-53) tensmoss

1 b s AR LV G 00 o) o o B = TR EORST L  eimn ht it e
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W) =I{ Guil: ) Tt —w iy §“'\'§T‘Jd£

Se
Aplicando ¢ ‘a~roma de representacién en Rr<B para wi ob-

tenemos:

WX\ = §( Gu LE. %) Tijtwy - w;Ta,-(C;.\.} n;dy
 Swu.S¢

De estas dos expresiones se¢ sigue (1-52)_

Con esto demostramos que las expresiones (I-53) y (I-54) sg '
tisfacen (a), (b) y (e¢).

Que la descomposicidn es Yinica se sigue de lo siguiente.
Dados dos pares de soluciones Wiy w"‘“ restémoslas para formar
la parejaug.uy tal que:

| W (B +UWelx)=0O Y eR-B (I-55)
que satisfacen obviamente (a), (b) y (e). Aplicamos el teorema
de representacién a u', en B.—. Dado que Wi satisface (b) y utl
lizando (I-53,55) tenemos:

\Ixts\zg{_ Gui iy (W) - U Xy (Q:_J} n;c\8 ;% &R,
S
.-.-i{(:.a'tq TS PR TN Ti.;, C Q-i}""j 4y , % €RsB

Sv
de donde se sigue que:

Welxy= o0 X €R,.-B
Tomando una ry tal que SeCR B (figura 4b) y apiicando el

teorema de representacién en R se sigue que:

TR S TS % €R
ya que las integrales son identicamente nulas por el resultado
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rinterior. De (I-55) se sigue que: '

Waixy= o % €R-B

por tanto la descomposicién es Unica.

I.’f‘.l EXTENSION DEL TEOREMA DE REPRESENTACION A REGIONES NO
ACOTADAS,
Decimos que u¢ satisface una condicidn de radiécién con reg
pecto a la funcién de Green B. si _w“;o para toda % €R.

La extensidn del teorema de represeuntacidn a regiones no a

cotadas podemos expresarlo de la manera siguiente:

*Dada una solucidén w. de (I-1b), (I-7) tal que satisface una

condicién de radiacidn, entonce-:"

WutlX) = ‘Gui (B, 0Ty luy-wTi (8O W d  xen-s
' Se | : B (1-56)
Demostracién.- De la definieidn de condicidn de radiacidn y de

(I-51) SQVSigﬁs que WurwWy 4 por tanto (I-56) se sigue de (I-54)

1.6 EL Paoaz.ém'nm DISPERSION, =9=

Debido a la interpretacidén f{sica que daremos a nuastros -
roénltados, supohdremos que en todo lo que sigue 1la fuhclén de
Green que se usard seri la correspondiente a la de "radiacidn
omicida" para ql medio espaclo de capas paralelas,
81 en 1a regidn acotada B de la‘figura 4 preseribimos un -
camblo respecto de el medio original, i.e. en el gue se defi--
nen gi.y wy, consistente en alteraciones ya sea de la frontera
o de las propiedades f{sicas, podemos llamar a la componente -

vr:_, descrita en la seceidn anterior, el campo dispersado por
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:yla‘regi6n alterada B. As{ mismo,a la componente wy podemos 1lag

" marla el campo incidente.

En general cuando se trata de formular problemas de disper
sién es necesario definir en alguna forma una condicién de ra-
diacibén. Esto con frecuencia se ha hacho considerando el com--
portamiento asimptético de 1a solucidn en infinito. Este trata
miento requiere un andlisis particular en cada caso y, en geng
ral, esto dificulta la determinacidn apropiada de las condieig
nes de radiacién. .

Dentro del marco del teorema de descomposieiédn que hemos -

_ presentado la rormulacién‘del problema de dispersidn se formu-

‘la con mucha sencillez: "Dada una solucidénwjven R que satisfa

ce la ecuacién de movimiento (I-1b) y las condiciones (I-7) en
las interfases y que deja esfuerzos nulos en toda la superficie
1ibre S de R, determinar una solucién en la regién modificada

tal que su restriceién a R-B tenga por componente regular a «-

C wihgr ¥

I.6.1 PROBL;MAS_DE DISPERSION LINEALIZADOS.

Con lo dicho en 1la seccién anterior finalizamos la presenta
cién de los teoremas de representacién y la formulacidn en gene
ral del problema de dispersidn.

Ahora aclararemos el tipo de problema de dispersién que re
solveremos usando un método de peréurbaciones que posteriormepn
te expondremos. Dado el medio espacio constituido por un nime-
ro finito de capas, asumamos conocida la funcidén de Green., In-
troduzeamos una modificacidn en la frontera en una regidn fini

ta y tal que Qu espesor en la direceidn Ay sea muy pequefio y -
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su longitud en la direccidn x, sea muy grande, Considerando una
onda incidente (solucidn en el medio no perturbado) nos prOpo-
ﬂemos evaluar el campo dispersado aproximadamente,

El método de perturbaclones propuesto por HERRERA =7,8,9=
ha sido aplicado a algunos modelos geoffsicos del t1h6 arrida
indicado por MAL y HERRERA =15= encontrando que para este ti-
po de modificaciones en la frontera -consideradas t{picas en =
aplicaciones geofisicas- los resultados son consistentes con =
las hipétesis del método excepto por un cambio de fase que es

grande. En este método -que es una aplicacifn del método.clé-

sico de ﬁerturbaciones a problemas de'dispersién de ondas e--

ldsticas- se toma como orden cero a la solueidn no porturbadi
y as{, necesariamente, es en la primera aproximacién donde dg
ben'aparecer los camblos de fase que, en este caso,vson gran-

des y que, por lo mismo, violan las hipStesis del método.

La dificultad que se presenta es, pues, semejante a la qﬁo

ocurre en pfoblemas que han surgido en otros campos para los =
cuales el método W.K.B.J. ha tenido éxito. Sin embargo, para =
el caso de que nos ocuparemos el método W.K.B.J. no es aplica«
ble.

Para resolver la dificultad, usando los teoremas de repre-
sentacidn, obtenemos una solucién de orden cero que tome cuen—
ta de los cambios de fase y, luego, esta solucién puede ser -
perturbada para dar los términos cbrrespondientes a la primera
aproximacidn que entonces si resultan consistentes con las hi-
pétesis iniciales, |

Consideraremos un medio en el cual el espesor de las pere-

T i gt e g SN LR, T
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turbaciones es pequéﬁo () mientras que su longitud es grande
(L) de manera que Lg se mantiene acotado., La idea bisica del =~
método que se propone aquf es formular 10s teoremas de repre-
sentacidén con la funeidn de Green correspondiente al medio no
peiturbado. Luego se modifican estos teoremas aprovachando el
hecho de que la funcidn de Green para un medio cuyo espesor de
capas es el de la regidn perturbdada se conoce, obteniendo de -
. esta manera una estimacién de orden cero de la soluecidn.

Ahora bien, las ondas de cuerpo decaen rapidamente, por tap
tq, supuesta una fuente de ondas situada suficientemente lejos
~de la regidén perturbada las lnicas on&as apreciables inciden--
tes que llegarfan a ella serfan las ondas superficiales. Mis -
alin, si los puntos dz observacidn del campo dispersado estin -
suficientemente alejados de la zona perturbada B, las ondas de
cuerpo emitidas en B no seridn apreciables en los puntos de ob-
servacidn por lo que limitaremos nuestra discusidn a ondas su-
perficlales,

En el siguiente capitulo se hallaran las soluciones aproxi
madas a orden cero para dos modelos de interés geoffsico, 10 -
cual nos dard ocasién de desarrollar el método de perturbacig

nes aqu{ propuesto,
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" CAPITULO S o 4

DOS PROBLEMAS
DE DISPERSION

I1.1 DBPRESIOI! EN LA SUP‘?RFICIE LIBRE.
' COnsideremos que ol campo inetidente de un medio espaeio con
N capas paralelas y con una depresifn en la superficie estid da

do por una onda superficial avanzando en la direccidn ¥, del ti

po:
Wi lg e un lx,\ & (1T-1)
El campo dispersado puede quedar expresado como:
W X)) = A Xy 4+ W () (11-2)

. donde W' es una aproximacién de orden cero y w% queda, dada

Wiy blen definida por:
AWR LY = W) = N (KD (11-3)

Dado el campo incidente (I1I.1) en el medioc espacio con la
depresién en la superficie que se muestra en la figura 5, eva-

luaremos el campo dispersado debido a la presencia de la conse

_trieeién eorx;;spondiqnte' en la capa superficial,
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- Los desplazamientos Wilxy=w: + W% satisfacen la ecuacién -

de movimiento (I-1b) y las condliciones en la frontera:
Tas(l.&\ W= o ; xe SUS (IT-ka)

‘ {wl=0
{ Tawil=o

en las interfases (fl-hb)

Por el teorema de descomposicidén (I-54) sabemos que:

Wi (k) =I{Gni(s.!‘ ch W) - welyy T._q, (_an\} ; dy (11-5)
. s X€ER-B
donde S’= S_v 5.V 5. 3 las normales apuntan en las direcclones

que Se indican en la figura 5b y, .= funcién de Green OGui co-

rresponde‘lal .medii‘go perttirbado. /,s 5. ;*’
E.T C— 3?1 Qe .~ Ses Xy
S-_’ 4-[;'
™ T
(a) Depresién en la superfi- (b) Identificacién de superfi
cie 1libre, + eles,

Figura 5

Por conveniencia definimos tres subregiones:

Ri= {zt_,eR I %ag E..}

BN g1 g i 1 S LR A VO R R LA e i RSP
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Ry Q{zéQ\ x’.eh'..i.\‘;x;ze}.' a6
Re={xeRl %%}

Seant — , | R
Ue (xp) ¢ o  (11-7a)
== tw) i € 1. .
Tgxp ™™ (11-7b)

los desplazamientos y los esfuerzos asociados a nmi onda supel

‘fieial en el modo (n) que satisfacen 1a ecuacidn de movimiento

(1-1b) y las condiciones en la fronteras

Tia € w =o0 M Xye= € (11-8a)

\Q]:o-} en las interfases (I1-8b)
(Tywil=o

i.e. son las ondas superficiales asociadas al medio espacio mg

dificado entendiendo por tal un medio espacio con superficie -
1ibre e inteffases paralelas para el cual la capa superficial
ha disminuido su espesor ent. Sea 'ﬁs\l_g para cada !_ y cada
¢ una combinacién lineal.de ondas superficlales,dependientes-
de los parimetros X y & , asociadas al medic espacio modifi-
cado. La eleccidn apropiada de H .. se hace en la seccién --
11.3.

Aplicamos el teorema de reciprocidad para Hu y U en la ==

subregién Ryg:

J:{ ﬁ45.3\ qul.\\ - w i) Ty kE\;\}“J di =o
' s« (11—9)
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donde S°’= 8,V S,V S. con W= (0,0,-1) para S_ y las normales
a S,,.y S. apuntando hacia Ry y, Ui es tambien onda superficial.
| En tal easo por las condicones de convergencia (I-5) la 1nte§
gral estd definida. '

Restando (I1-9) a (II-5) tenemoss

W txy = S{ Gui (5. %) T Ly —ui Ls) Tk Cég\}hi <y
s o

‘j{ R (50 Ty tuy = wi Y (T:\_J}“i dy ar-10
s xd Ry '
‘Aplicsndo en Ry la ecuacién (I-30) la cual es una aplica-

c¢idén del teorema de reciprocidad podemos eseribir:

i{ Gu&TL&(E&\- u;T c.;) LQ;\} “:I d'g =

X&G(LT\'{‘ (w) - w Li.:) L(a.,_\}m:‘di (I1-11)
S4.S-

" donde las normales a S,y S. apuntan hacia Ry.

Del hecho de que wui y'ﬁ;; satisfagan las condiciones en la

superficie (II-4a) y (I11-8a) respectivamente se sigue ques

.g{ H u'\T&i (w) - \l;—t\’,:‘ LT_&_‘\} V\3 c\s =o (I1-.12)
- L
Usando la relaeciéns

Guily,x¥= Bui (3,%x)+ Suily.n.

expandiendo las integrales indicadas en (II-10) considerando -

(II-11,12) y definiendo:
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HalE, %Y= St trxy =W (k. xS (1113)

"la ecuacidén (I1-10) para puntos 3¢ Ry puede escribirse como:

) = [{Bu (3, x) T;j tw -ui gy L ( Q‘\] " dy |
S.,S.

!{ G%\. ksl !’\T\ (&L\ - ke \.E \T"J (6&)} “]d’

S¢s,Se.

[{ H-u (!,_\S\T\‘(&\ - Wi LS) ‘LJ(\“ \.\Vl d‘

s.ps' (II-I!’)
Para obtener la aproximacién de orden cero es preciso eva-

luar la forma explfcita de Hu y TjlH.) 17 cual haremos en la

'secc1én II.3. Una vez heche esto procederemos a la evaluacién -

explicita en la seccién II.k.1.

Conocida 1a aproximacién de orden cero enx¢ Ry podemos =
determinar la aproximacién de orden cero parax e Rg. En efecto,
sea Eu la funcién de Gruen que satisface (I.1b) y las condi
eiones en la frontera (Ii-8); i.e. es la funcidn de Green aso-
ciada al medio espacio modificado. Aplicando el teorema de re-

presentacién (I-50) en Ry tenemoss

WLels) = — J‘{ Guly. ) Tejew) = uc Ly Lej (E’-‘\} % dy
S4,9- X €Ry  (II1.15)
donde hemos usado el hecho de que la integral sobre S. se anula

por las condiciones en la frontera (II-ha) y (II-8a).

o s s R gt e et g o 1 A i AT HO RS



B ¢ 2 PERTURBACION EN UNA INTERFASE.

Consideremos el medio espacio de N capas paralelas eon una - -

depresién de la 1nterrase colocada a una profundidad ‘h, segin
se muestra en la figura 6a. '

Dado el campo incidente por una onda superficial del tipo:

W) = T ettt . (11-16)

calcularemos el campo dispersado W,

" El campo dispersado ruede expresarse comos:
L ' » .- - R
Woin) = oW %) ¢ ¢ W, tx) (I1-17a)

donde oN! es una aproximacidn de orden ’cero. oWuh)q’u‘eda bien de

’vtln:ld'a, dada W' , como?

e (g) s Wit - qWit9) (11-17b)

Los desplézamientos u;ly)satisfacen las ecuaciones de movi- ‘

miento (I-1b) y las condiciones en la frontera:

Togtu)zo %30 (II-18a)

-“i[‘ri‘\*)l‘o l X € interfases (1I-18b)
'&.'_; ]z0 ' (ver figura 6)

Distingamos en el medio espacio tres subregioness

R, lt(kl‘.i} ‘

ulz‘l %6 A | l,“.’-) ’0]}

?
‘-m:"'! ¢
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_Elcampo dispersado estf dado por la ecuacién (1-5%) segin

el teorema de descomposicién:

w:(g\z J{G,‘; (s., !)T&f‘e)-'é;q )Ty (C:,:)}“i 43
s ' . - (11-19)

donde S5°= S,V 5,VS,US,. (ver en la figura 6b el sentido de -
las normales). : '
Denotemos a los desplazamientos y a los esfuerzos asocizdos

a una onda superficial en el modo (n) que satisfacen la ecuacidn

de movmiento (I-1b) y las condiciones en la frontera:

My lawd=o =0 (11-20a)
20
‘-“1 en Xych+e y en las demis
[T Uﬂ-).\" _interfases. (I11-20b)
X i
comos —tw) DR ‘
, Uu, () e - , (I11-.21a)
— W) ‘. i‘ v, E o :
Tq“’) e | : - (I1-21b)

Las ondas (II-21a) son, pues, llas ondas superficiales asocia-
das al medio modificado, entendiendo por tal al medio espacio con
superficie libre e interfases paralelas para el cual la interfa
se situada a una profundidad h ha sido cambiada a una profundl
dad h+e.

Sea ﬁu\!.x\,para cada { y ecada} ,una combinaeldn lineal dee
pendiente de los pardmetros Xy~ de ondas superficiales del -
medio modificado. La eleccidén apropiada de la funcién 'ﬁ.,; se -

hard en la sec¢cidn II.3. Aplicando (I-30) para ): g Yy ien la
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o subregién Ry

|, ’nu(-.-)an-'»«h,\“- Jnjdz=e
(11-22)
donde S’’= S.US,V S. y las normales apuntan segin so indieca

en la figura 6e,
) s

X S v ¥ o R
B Sy -~ Gay
- SEGSIY S S X
NS Sq4=_ 4t = S
: l - S
. Sg.-- -l Se 4
‘} X5 ) V ‘-. s
(a) Perturbacién en una in- (b) Identificacién de superficies
terfage. .
| 3 ¥, W
. -—-I-O v ‘-1-—
5-2._ —.-_ju
- o
1“3

(c) Identificacidn do las su-
’ perficles S, y S

Figura 6
Restando (11-22) a (1I1.19) tenemos:

\N‘u)g [ {(,h(g J6) T tae) =220 T (e )5'\!‘“

S {H (E)‘) l..,(&)‘“‘(s)lq( )"" L
- “ (11-23)

s e iy 9 T BT L N o 58 00 e i e et s s R S AT
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- Aplicando la ocme16n (1+30) en la subregién de Ry quc‘con

giene los puntos que satisfacon la condieidn xy<¢h obteneros 1a

' igualdad:

J'{ G\t\—ls‘ l u‘ "“:Tt', (Q n‘} “J d! J‘{Gl‘.s-ts,(u‘ u!.-tbs (6")} nld"
S % XdRx  (iI-24a)
Aplicando, ahora, (I~30) en la subregién de Ry definida por

la condicién xy>h+¢ tenemoss

f {Gu'l:;,m W Lc_:,a}uJ d- I(G-J‘& wy- u:L‘ (G

5“.5‘- -
xd Ru. (11-24b)

‘Ademds por (11-18a,20u) se sigue ques

J\{ut\ t ‘!-\ “\—tg (H\s\}“ “2 O
i J $
(11-2‘-06)
" La mncién de ‘Green puede escribirse comos

61‘; (3.2 w Bui (3, xY3 S (B, %)
: :  (I1a25)
Definimos a3 . ;

Hei (3,802 Sa ly.x) - B (% . %> (I1-26)

Usando (I1-24,29,26) podemos escribir a la expresién (II.23)

comos
() = I{Bn»(’ € Ty Ly -.uu‘c. Lem'}n, Ay
S, S.
u Wi L0, \T.étm m.”l,l“z}“ Ay (11-27)

2* d Ru.
Nuovmcnto, la ovaluloién explicita de uma aproximacién de

orden cero de W depende de la dotenimcién de Hiy 10 cual



- dondes

" haremos en la atguiente seceién.

Para determinar la aproximacién de orden cero en ge 33 hé-’
llaremos la repre's‘entacién de 1a solucidn en Rg. Sea (’5.;(!;!5'
1a funcién de Green que satisface las condiciones .én 1a fronte
ra (II-20); i.e. la funcidén de Green para el medio modificado.

Aplicando el teorema de representacifn en Ry teneros:

Wetlxy = -J { Gutle sV Ljluy - Wi LE\T:(S;\] n;d¥

Be,5-
) Xe R (11-28)

donde hewos usado el hecho de que la integral sobre 3_ se ama-
la por (11.18a,20a). o _

La apro;imaewn explfcita de orden cero podré hallarse en
la seccién II.4%.2. |

II.3 DETERMINACION DE LA FUNCION H.;.

La funcién de Green para radiacién emitida en el redio es-

pacio; 1.e. la funcidén que satisface la ecuwrcidn de movimiento

(I-20), las condiciones an la frontera (I-21,22) y la relacién -
de simetr{a (I-24) obtenida en la seceidn I.3.5, estd dada por

Gulix\ = B, (%, x)+ Sl v .(11.-‘295)

o~

-(“\ -t Xul{¥i=¥)
2— e ey Uity @
1“4

S‘-.(E.z)--ﬁ - %) (t1-298)
' 2 - Ul Uit e g ¥ .




'y B‘; es la contribuecidn por ondas de cuerpo.

"La combinacién 1lineal, aludida en las secciones II.1 y II.2

como 'ﬁqll.x\,eonviene elegirla de la manera siguiente. Partiep

do de la contribucién de ondas superficiales a la funeibn de -~

Green para los medios espacios modificados respectivos multi-e

pliquemos, para obtener H.. , cada una de las componentes pcr

una fase. La expresidn, pues, para R« (% X) estd dada por:
.“‘ - (‘ .- -
Z."' TR VTR bl DA
, Wl §,
n.gs, I ) (11-30)

T (8] 5(2’& T, [
2"3“ U&,\ Ui < Tiose>
=

X9>%,

twn)

donde las U‘ , para cada problema, estén dadas por (II-?) y

(11-21) respectivamente.
Hemos definido a F (¥, x) en (II-13) y (1I-26) comos

Hals. x\= Su: LY. %) — Ha (e %)

dadas las expresiones (I1I-29b,30) y agrupando de un modo conveg

niente podemos escridbir:

W =4

- .-{'.—'.\

Z. i’ U:u("x‘)u‘:’t") e L L .—ﬁp TS LY R AT (LI ")- t‘:',

*Z{-}; ULt UT - -=-U O Uln ) tep i tueyd -

LI¥4 A
tw} ' (11031)

“-k.(, L T "o\ ,
Zt -~ U l"\)U \“s) e L: - Ctp(q, K A\ - '.\- N R AT J"FH\),

LN

Z{ U iU, - Ul u,}uﬁn*-uvn\vv >

“W>¥,
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~ Escribamos a las funciones H«i y GjlHh) comos

Hv-\'. = M + g\-.-ga, ' : (11-32)
T5 (e Tilha s CHRT R © (11-33).

donde oH., y JCijllM«) son contribuciones de orden cero de Huw: y
'Eq. Las ondas superficlales correspondientes a un hedio espaclo
con capas paralelas dependen de una‘manera continua y diferen--
ciable .del espesor de dichas capas. Sin embargo, la aproximac1§n
que se obtiene derivando formalmente l1as ondas superficiales con
respecto al espesor de las capas no es una aproximacién uniforme
debido a quella fase varfa linealmente en la direccién horizon-
tal y por lo mismo los errores en_dicha aproximacién crecen in-
definidamente en esa direccidn. No obstante, la dependencia en
la direccién vertical de dichas ondas si puede aproximarse de -
una'manera uni forme procediendo de esta‘manera. De hecho se sa-

tat .° .
be que U‘(x,) es derivable con respecto a € en condiciones muy ge-
nerales, mis adns

N

— -
U::\(\h\‘— U\:C*}\*Eaux. e U6\ + OLeY) (1I-34)

donde la coma, de aquf en adelante, precediendo un fndice indi-

ca der{vacién con respecto a &1, -

Usando (II=3%) obtenemos la siguiente igualdad:

[T n) — = -— L e " — .
U'. ey VUL (%,\ = \):r.\( Ly U.i‘)lgn\ % G(U: )(‘)\U‘:‘u) ) &

asf{ mfﬁmo, de 1la igualdad anterior se sigue que:




Fwer-Lorgel=ts-4 \u‘*‘
4 Ie:(U:\\U:ﬂ)‘i* O (&) .

Substituyendo las igualdades anteriores en (II-31) obteneino; )

Z U' B e ikmlee- ¥ '
P “o L‘;\er [‘ "C!P < Lt (‘q Ty Sl B4} - \"“]

s tmd = -uc.hu LN
“'Z (k(xl\D (N [f-LVP(llV-n K- Ba\ = uln>1

| (A I\ rae -~ -
+Z{EI‘ T;\m (mU?m +—§- (m U' (s,\) }

- OxpL- (R N TES 10TY %<

H‘i='4 . (1I-35) .

‘ i e n"g- |\
d‘ Ux (x,) UL (’73\ é‘ f1- ‘L\tpls (Zy - ku\\\l\“d\‘\’-\]

™

xl"v‘\ "4\

+ ._\l% (U (X U v(;‘s:.\) e LR— Q—\F Lo (B =wa) (X -%4) ‘h!hﬂ

A _— : '
s 2L ) 0% Ot S0t u).

. A Y- .. i} LS .

-
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Observando que: — e
dn = Ju + 0Ce)

una aproximacién para H . esta dada por:

e R - —_— —v Maly- 'h\ | “
z — U‘ st\ U‘ &‘:\ e Li - 'J&P("I.U‘-'\‘N)ua-"q\' \‘\\5}
) w Ya (‘4 i
oH (%, 1) -1 | (11-36).
. AT —in Y (e %)
Z‘ T O O Us 55 ¢ ¢ L= exme e !
] " XY,

El tensor de los esfuerzos asociado a H¢_ puede escribirse

comos
T (H\\\ Tu)\ +T&:)( ‘Hu'\\ . (11-37)

Puede probarse que"r.--‘l.l;i._\ es de otde’n'"e_',_ sla exp‘resi'éh-explfl!
cita de ch(.\i‘\esté dada por:

-

»iny _'l‘\’ - ulx - ,q\

A
Z.T; My T Gl @ e exp LU -k (=T N - VY]

. __l__-—\-h-‘ Titw TS Y UTES Al
—A.C.Z 3‘ \‘)\ C\.J?QU & , ¢ MP(—.,G..““.. ‘.\_;g_\,
“

+Qled Xa < ¥4

TL-,U:“**
E | Ul\“ ?‘.“" o Kalvg- %N
Za 0 DL IR L exp Lt il v S p)
4 —in)  LRuluge,)
e Z, TU-;lx,\ C_L'nu J U L.u\,gfu..u.\u.qm Apad.

+ oLty Xe>Fe
por tanto, una aproximacién de orden cero para TE,(\P\‘\esti dada

por:
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nw tay L 2 (’L %) | .
2 ’5’“‘ U \X;‘)-T:l (s (" t \\— !’Lp(—t\ﬁ‘—\tﬂbh"! .\ u.v.\'l
™ . 104 ‘i '

gr%“£$ W = U LT P S C
: 2 'j: U.‘lXZb ;3 (‘s\é ‘_‘\- ctrL{ (Kn- Kh“‘\"\\"\}‘s~)

L ' YiD>¥y

(I1-.38)

 11.3.1  DETERMINACION DE LA SOLUCION DE ORDEN CERO,
Tenlendo en cuenta la definieién (1I1-2,17) de oW podemos
escFlbir & 1a solueiédn \\, comos '
Wlg) = Ulgid Wity  (I1-39a)

donde, si.m son contribuciones de orden cero quodar‘ dada por

PULEY = WELEY & oW (XY (11-39b) |
de (1:51) se sigue ademis ques

WalRY= JWIsN. (I1=39¢)

Conisideraremos ahora la expresién (II-14) =que es el campo
dispérsado de el problema de la dopre;ién en la superficie- pa
ra obtener una aproximacién dé orden cero.

Al primer término de (II-;N) 1o despreciaremos porque cong
tituye una superposicién de ondas de cuerpo que, para puntos -.’
de dﬁﬁifvééién alejados de la zona perturbada, es poqueﬁo deb}i
do ai decaimiento quo sufren dichas ondap econ la distancia.

El segundo termino es de ordon & porque los términos del in
tegrando son ueotgdos y la longitud de la lfnea de integracién
o e , . .

El tereer termino de’ (II-lk) puede oseribirso, usando --
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(II 32, 33 39), como:

‘[{H*LT;; (@ -uﬂﬂ(uj (ua) ", dg-—

Sq,5-

f{o “;LTLS e -aU‘:I\'-j (H-.\-} ) d}_

+ J{. H.“ T"J (4@.\"' Ui '-&U"“\-‘ -“J Jl

sh$~ L : k
J{ u‘\—T«.JL{K\ Ww. TA-_\ (\-\ :ﬂ‘\) 0\.7 o _ (IIJ}O‘)‘:
Sy,S. B

Asumiendo que para puntos interiores el tensor de esfuerzos
'tﬂkg\y el desplazamiento W¢ considerados como funciones depen

dientes de £ no sufren cambios bruscos; podemos afirmar que da

~ das las aproximaciones de orden cerb'tghu);og,<iif1eren en tér

minos de orden ¢ de’Tﬁj“y\; u Ppara cualquier valor de € , mien

tras &ste sea pequeiio.

Los puntos contenidos en S,y S~ son interiores, de aqu{ -

.que en S,y Sa, Tyl difieren en términos de orden & de w

‘TIILQX- Las integrales (II-40) son convergentes, mas ain,

por las razones aludidas arriba, 1la ségunda integral es de or-

den &, mientras que la tercera integral por (II-32,33) es tag

bien de orden &.

De todo esto se silgue que una éproximacién de orden ceroﬁpg

‘ra W es:

W =j{ OHLL"GS (eu) - ous "I".\LH"\} MJ di
e X ¢Rx (II-41)
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Para la perturbacién en la interfase el campé_ dispersado -
‘e_sté dado por (II-27), La primera integral, por las mismas razo
ne§ dadas anteriormente, no da contribuciones de orden cero. '.
. La segunda integral por (1I-32,33,39) gqueda dada’ por:

o

{ Hei 1&3(\_&\ - ua.T.‘.:,\H\J'& ‘3‘13 =

o

‘ 5:,3, '
\S‘L._LL-. Tyun- ae Tgwalw ds
0o +| {,u.‘-. Tojlwd- e Igtg‘;}\j dy
; S.n.s- . | ‘ .
| +- {‘\—L; Tyuwy- wi Tc3 (Hn)} MjdY (1I-42)
j -Sy,S. '

La primera integral de (II-42) es convergente y contiene a
los términos de orden e;.T;ikﬁ.\..“.;; por'tanto, es de orden €.

La segunda integral conviene escribirla como:

J Luu'» T;;, \;g\ - u;'Ix.j Lg‘;& widy =
S¢,S- , ;
J {-ut.'. _ta'-.‘ L\&\ - A A‘.“.;t\.j (Hn.& dei
Sia.5-,524,%2.
¥ {-“u Ve lan - vai ey (\;\,;\.\ wdy. (11-43) -
s;ﬁns!w )

donde las superficies se encuentran identificadas en la figura
6b, Los puntos contenidos en S, L S,.U S5,,VU S,_, son interio-

‘res, de aqu{ que los mismos .argumentos presentados arriba nos
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1leven a concluir que el primer término de (II-43) es de orden

i €. Los puntos contenidos en S, ¥y S.. son de la frontera modifi

cada., En este caso, los valores que toma T@un pueden, en gene--~

ral, diferir en términos de orden cero de TqlW.  Sin embargo,

en la segunda integral de (II=43) ios integrandos son acotados
y la longitud de la lfnea de integracidn esé&. | De aquf que es-
ta integral sea de orden¢. 7 ' .

Del analisis precedente se concluye que una aproximacién -

de orden cero del campo dispersado dado pof (11-27) éstaré’dada

pors

oW (%) = ‘LH@T»‘" o) - ou;:CcJ'(Hd—} hjo\'i |
S4,S- ~d Ry (II1-4%)
Del teorema de repres»ntacidn y del hecho ds que la funcidn

de Green pueda escribirse como:

Gri = Bur + Sl

donde YBKLrepresenta la contribucidn por ondas de2 cnerpo a la -
funcién de Green y, Sw. representa la contribucién a la funcidn
de Green de las ondas superficlales, se sigue que el campo total
pueda descomponerse comos

Wil = See)a bt

donde b;sqn las contribuclones de las ondas-de cuerpo y s{ son
las contfibuciones de las ondas superficiales de el campo total.
En particular, una aproximacidn de orden cero del campo to-

tal podri descomponerse de un modo similar; i.e.

T R S it o1 S e g A N L R T g N i L s e R
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olli (XY = S Le) + B¢ txy

De aquf que a (II-h1,44) podamos escribirlas como:
oW'QU_L\:X {buK;Tgi(nzx- eSi obes U,-\_.‘ﬂ W,c‘i
S‘tg- : . ‘
+[ {QH-‘\.’I\Z:‘ Lo_b_\ b -] b{ DT"':! (‘:\"\1‘ M,‘ d.!-

Lo S ,
Se ha demostrado =5= que las ondas de cuerpo y las ondas -

superficliales son ortogonales. La segunda integral de la ecua-
eidn anteriog difiere en términos de ordene de aquella que dg
fine la relacién de ortogonalidad, por tanto, una aproximacién
de orden éero para'vwf estard dada por la primera intégral, €s
deeir, para la aproximacidn de orden cero dada por (II;Ni}hh)-
basta considerar,para puntos en S, y S., solo las contriﬁucig'

nes por ondas superficiales de ..

11.3.2 DETERMINAC&ON DE LAS PASES.

Hemos sefialado en la seccidn I.6.1 la necesidad de obtener.
la aproximacidn de orden cero de tal modo que en ella se tomen
en cuenta los cambios grandes de fase inducidos por las alterg
clones de longitud grande de la frontera. Este resu};ado lo -
lograremos eligiendo de un modo conveniente las fasesi 1Y o3
ra lo cual usaremos las relaciones de ortcgqnaltdad (I-36,37)
y el hecho de que de acuerdo con la expresién (I-54) para
el dampo dispersado es generado pof fuentes distribuida§ en la
frontera perturbada.

_El uso que haremos de las relaciones de ortogonalidad se -

entiende mejor con la ayuda de la figura 7a donde se encuentran




1nd1cadas las direcciones de las ondas que 1ntervienon en las

expresiones (II-41,4%) de ow:.

—— — _‘-._...}:..-.-‘ ...... ’.’..__..__ : : ) .
. — '
w'——t?-. —=—w . j{ u-.T;‘ (ry=w T;jtg; Y d&
w L o el _ -.—_.wl' - ! ‘ ! -
,“‘~ : X\(‘q — ———.-.“-i "1."'.
\-!-.,t.sv. e . TR T W i
————————————— ) —_—t —_—
—— = — ' ' N
;‘; o |l =0.
-l —%

(a) Direcclones de las ondas (b) Ortogonalidad de las ondas sn
en Syy S- perficiales u .\

Figura ?

~La figura 7b indica graficamente la relacién de ortogonali
dad. La idnica onda no conocida que interviene en las expresio-

nes para wies w', 1o cual sugiere de inmediato que aw, (3, de-

ben ser tales que: ' (Ii-hsa)
1) Si K€Rg 3 X4y, entonces Mo =;Tc5k HWe)=0 em ¥ e S.
: (II-15b)

11) Si X€Ry ;x>Y%, entonces. , Hui = I&;lB-3=O e ¥ eS,.

Aplicando estas condicones a (I11-36,38) se sigue que:
oy = ~ (Kn - CnY (X -%.)

en- -— (K\\- wnd Ll\"‘-&)

| haciendo uso: de estos resultados, podemos eseribir a (11-36,38)

como:~
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TR ol S IO AT
= U{(.lxﬁ Ud‘ﬂ ‘[‘\- t?p(-c(ﬁn-ku\ti- \-«\;\

) Jh “, ‘
i o ‘ ' . ' 4 q
onu 2’ ._'__ D‘ﬂ: Bl \ ku\\P‘O\
T“ <,l'e,) Tx-- typ DI{L PR L‘.:.-Vn\}l
O Ra
Y _ (I1-46)

et m TEla g ewa)
2 ?U “ﬂ (F-,\ ¢ . CA- Cvp(-\{u';\‘-'\ 15 WD

,’Ejui-\"‘d el ' et

L - » N \5“
) (11-47)

II.%". SOLBCLONES.

Peniendd ya 1a itomi‘Féx‘plfc'itacr-‘d_o'fIUs‘rf.'&rtii:msfdependie‘ntes»-‘
de %, en lis repregentactones dadas a la soluciér-de-orden cg.
ro (I1I-41,4%) para puntos gdRy suficientemente alejados de 1z -
zona perturbada, . procederemos ‘en esta -secciédn ca ;evai'luarla's.:

Para puntos xeRy las aproximaciones de orden cero del .campo.tg

tal requeririn de un tratamiento especial.

Observando ‘que los térmirios dependientes de X, en .“..-.;{\‘.‘q R

(1I-46,47) -estdn dados para el medio .espacio modificado y en el -
campo iricidente (II- 1,16) -para ‘el medio espacio no perturbado,
se hace conveniente expresar al campo inémer{te comos
T
Wiley = Un. (%) € "+ oD, (I11-48)

pues de esta manera podremos utilizar directamente las relacig

| TR ===giw "llr‘n‘” |
2-3-.: U, u,ﬂf ’1(""‘ € 5 bipdi e a3 Wi)

e T g e 4 e
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hos de ortogonalidad. La ecuacién anterior se sigue de (II-l 16)

'y de' (II-3‘&).

I1I.4.1 DEPRESION EN LA SUPERFICIE.

Para evaluar Aaproximaciones &e orden cero del campo total

~en puntos x¢ Ry consideraremos dos c¢asos de la ecuacién (II-k1)

1) S1xeRy entonces en S_ de (II-45a) se sigue que M, Tij W)

se anulan, por tanto:

Waix) ‘J{ H-.;T\,’Lw') -\N'% 't\ Lﬁ‘ﬂ '“J di |
S,

j{sut\’t (b!’ ) W\ ’t"l u_-\\a.\ V\ld‘ (II-49) .

~ donde m,-:(-l 0, O) y hemos usado la relacién (II-39b) para .u.. '

La primera integral por la relacién de ortogonalidad -~
es nula (ver figura 7); usando (II-46,47,48) la ecuacién ante-

rior queda expresada por:

o Ny i (Mg =B ,
g(!\ —2‘-" U‘ (%) l‘ {& ‘Q.mp(a.l\r- KLY

{L‘lP(\Kf‘&’j {Um- e —("—“‘} A% }
© (I1-50)

'lﬁ cual, nuevamente, por la relacidn de ortogonalidad (I1-37) -

estd dada pors
' | oW iX\= 6 ;X E€eRg, (II-51)

De (II-39b) se sigue que una aproximacién de orden cero -

del campo total, dada por (II-51),es:

N L¥p Y

ULE) = U Lm ¢ . % eRy (11-52)
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11) St x:¢ B,;iegtbriqg&:en:s‘. de (I1=45b) se@fgué que M. .‘t“

se Vaﬂr;p,lzm;‘ De 1la relacién (1I-39b) para y_dé (I1-51) .

se rigue Jue’

"l“'}{'\u‘?—‘ﬁ](w - W’c. Tu,\\-\ﬂ}'\'\ a5 .
' (I1-53)
donde m;x(1,0,0)s ‘Heglendo uso -en: 1a ecuacién anterior de : :=-
(11-46,472,48 ). obteriemase - |

(LY

Q‘N"i xy= Z T U lY;\wPQ\lutm-‘g\ FLweRD

X [‘ - Q‘x'P('& Kiu].gk‘\\_;\'l {j{ u! (L lpi- e} \] dt-}

‘ (II=5%)
Yy por l.g relacidn sdtzortognnalidad (1+36) obtenemos finalmente

=i Tt
Wit g)s s U.ut;x,\ {4 -.Ltt.(\..lk’ k,\l.&j ‘ e )
% € Rar. (Il-jp)
De esta “ecuaciédn -asf como de-las ecuaciones (II-39b,48) se
sigue que una aproximacién de orden.cero del -campo total es:

L) Xy .
Uatey = U boy € evpeiiipogpin

X eRm. (1156)
111) S1 xeRy usamos la expresién (II-15) para el campo dig

persado. Dado qué en la trayectoria de integracidén solo hay --
puntos intertores, :tenemos ‘que una aproximacién de orden éero«

estard dada -por:

Du‘ t!\ © { G(» (.L"\-"u“‘ﬁt"’j té‘\)-} “3, ‘l.ﬁ_
D4, (I1.57)

la funcién:de Greeny as{.como,u; podemos descomponerlas en sus
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"contribuciones por ondas de cuerpo y ondas superficiéles

aWNe e S ixy .hr.\‘l\ = —i{E&UTs’ Loi\ S\T\l (&‘\\“‘ d‘

S4.9-
i {B“s‘Tx‘ bk\’ .Lyﬁtvl (&".s “]d‘
9.
j { Sn.-u‘ (oo~ oS-T\-] ﬁ.‘\-k “‘) J!
a6,
-§ ! S'.;"t‘.-,- W) - oot i (oYY d¥ (11-58)
S1.5-

La primeras y cuarta integrales son de ordeng porque difie-

Tren en ese ordénvde las integrales que definen la relacidn de

.ortogonalidad entre las ondas superficiales y las ondas de cuer

po. Dado que la segunda y tercera integrales solo dan ondas de
cuerpo y ondas superficiales respectivamente, ﬁodemog escribir:

o&’_l j{ S&\‘L Lof?\ "'DS\.FLJ LSJ)‘V\) d'ﬁ

4,%. (11-59)

obx = - I{B“TuJL-b\- oloi 'E.J tBu\x Wi d'f
Se,S. (II 60)
Las contribuciones de las ondas de cuerpo a la aproximacidn

- de orden cero del campo total dadas por (II-60) nos son descong

cidas por serlo los integrandos. Sin embargo, podemos evaluar
las contribuciones dadas por ondas superficiales. En efecto, rg
cordando gque para puntos sfﬂt alejados de lg perturbacién las -
aproximaciones de orden cero del campo tqtal son ondas superfj
ciaiésA(II-52,56) y observando que para puntos cercanos fuera
de Rg las aproximaciones de orden cero del campo total diferi-
rén_de las aproximaciones en puntos alejados por términos de -

orden cero asociados a ondas de cuerpo podremos utilizar a las
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expresiones (I1-52,56) como contribuciones por ondas superficia
les a orden cero («5:) del campo total en S_y S, respectivamen
te. As{, los integrandos de (11459) son conocidos y podemos eg

eribir a.§ comos

.tul e iR ba -0+ By
o Swly) T 2 .\.. b e Eep LLtip-repS

{S {orsy U8, .,.\

'-'l‘\\ < (va~ -%. \-)-\.\(PY-
- 2 Uls\ 2

' { Se{ 0 - Umf Tl X a6

‘\'-Y

Usando lasrelaciones de ortogonslided (I-36,37) la ecuacidn - -

anterior se reducse a:

Ly X,
0 Sx XN = U.‘ann i PIPEERTSNRE Jo

X e Ry (I11-62)

II.4.2 PERTURBACION EN UKA INTERFASE.

La aproximacibén de orden cero estid dada por (II<bY4) 3

oW ly) = “‘{,H;; (5.!\-[\'1‘ Ly - sUelE) :r\:j L\_-\‘.‘\‘ | dg
S4,6. X §Rg (11-63)
Para evaluarla explicitamente conviene considerar dos casos

1) S1 Ry por (II-45a) Hu:; T zlp)son nulos en S, p;ar tanto:

s Witgy= |4 N N IRTE BTy (Y nids,

e (11-64)
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dpnde N\i=(-1,0,0). De (II-395) se sigue que:

oWTlX e ‘[ {.}l « Loj Ly y-w X \&u\} wj A3
S A

1_[{ J—\...-, 'k’ciisy'\—ow';. ;EI-L\;\})-& ny d¥ (II‘-65)‘
L

Del teorema de descomposicidn se sigue que las ondzas del cap
po d!.spersado viajan hacia la derecha en S, , de aquf que podamos

escribir a JW" salvo términos de orden € en la forma:

- LY = v
oW3 = 2 A UL )
r
Usando (II-46,47,48) la expresién (I1-65) para ,wW" queda:

" . L % \wn) _i‘_t‘._“\
“WEl3\= Z _:‘,“ Ug ("‘\ L L\-— ._IP <~i [E“_,Y") L_‘)‘X

Y

. vo .
N2 TR =W i W o
{ ':' ' :L[ Ux Tcr’ U‘: T:\-‘} A‘.‘;&
*_2{ A\'\ h{ ~ AR el = n "‘lu\" b\
o Uf. T’Jl - U{, T(\ ‘3 (II-66)»
) ]

De 1la relaidn de ortogonalidad (I-37) se sigue que:

oWXtt\=a , X eRr  (II-67)

Usando finalmente (II-39b) y (II-4B) una solueidén aproximg

da de orden cero del campo total estard dada por:
ol lzve Ue &M xeRr  (11-68)

11) S{ YeRgr, de (II-LSb) la integral sobre S, de (I11-63)
es nula. De (II-39b,67) se sigue que:
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ow.‘m-j{ \-\\."L W'y - wt "(.,u\.‘{\ njdy
» ®x €®m (II.69)
donde 75=(1,0,0). De (II-46,47,48) se sigue que la expresién -

(I1-69) es 1gual a.

""U\‘ L Kuldee o) boup ¥ o
owun 2. Ot CA- u‘{; PR AT IPURNNS!
n(m—- o (\__“
3 10 R § 1k vl X A N (11-70)

Por la relacién de ortogonalidad (I-36) obtenemos:

U(P\ \,Kp‘&
La- L kp =kp LS
SRR Ten (L)

De esta dltima ecuacibn y de (I11-39b) obtenemos una solu -~

oW LXY =

¢ién aproximada de orden cero para el campo totals

A-\( Xy

oeUilxy = Uu_ txpe A {Xp = PIWD ,
XeRar (11.72)
111) 81 x« Rg. Si partimos de (II-28) y procedemos de modo si
milar a lo hecho en la seccidn anterior, obtendremos una aproxi-
macidén de orden cero de las contribuciones por ondas superficig

les al campo total dada por:

sSetyie Ut &P t'tpd.-\lkp vp) Vo>
e®s  (I1-73)

I1.5 INTERPRETACION FISICA DE LOS RESULTADOS.

Las contribuciones de las ondas suerficiales a las solucio-
nes de orden cero, tanto del problema de la depresién en la su-
perficie como del problema de la pérturbaci6n en la 4nterfase,
dadas por (11-52,56,62) y (II-68,72,73);reSpectivaﬁente, permi
ten una interpretacién f{sica sencilla de la dispersidn por eg

te tipo de perturbaciones de una onda superficial incidente, i
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‘ cﬁando;la perturbacidn tiene longitud larga en el eje xa,;

" las ondas que viajan a lo largo de ella se "acohodan" a 1o que-
hemos llamado el médio modificado, Es decir, debido a la longl
tud larga las ondas superricialeé toman los modoﬁ asoclados a-
un medio espacio que satisface las condicioﬁes en la frontera
dadas para la subregién Ry by que viajan con la veloeidéd CO==
rrespondiente, |

Este cambio brusco en la velocidad inducird nodiriﬁaelonos
‘grandes eh la fase de salida réspecto a la onda asociada al ng 3
dio original. Esto se toma en cuenta en las expresiones (11-56) ‘
y (11-72), o

' Hemos demostrado esencialmente que el vproceso arriba desceri
to es el que induce los cambios g‘randesh-da fase, ¥ qﬁo lés coqn
tridbueiones,apreciables errtel ordén cero de aproximaeién, no =
pueden ser producidas por otros mecanismos para puntos de Obee

'servacién suficientemente alejados de la perturbacién.

" I1.6 CONCLUSION.

5 La inconsistencia con las hipétesis del método de perturbg
éionei hal].adé pdr MAL y HERRERA =15= al aplicarlo al tipo de
perturbaciones ya sefialado queda eliminada. , '

En la seccién I1.3 queda mostrado el modo de perturbar la
solucién para lograr 1o indieado. L; aproxiracién de orden cero
se obtiene considerando a la velocidad de las ondas superficig

" les en los distintos modos como una funcién de la posicién.
Esta velbcida_d es igual en cada una de las regiones a la veloel

dad de onda'aupcrriciales asociadas con uh medio espacio con
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{ él:éspesorrde capas correspondiente a cadé una de dichas regig

nes. Las amplitudes de cada uno de los modos.separadamente.no

‘ sufren cambios de amplitud en este orden de aproximacién. la -

amplitud total de una onda,sin embargo, sufre cambios de ampli
tud que son el resultado de interferencias y superposiciones -
debidos a los cambios de velocidad de los diversos modos, 1los

cuales son distintos entre sfi.
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APENDICE B
NOTACION,

T i dy
S

La tntegral:

es una integral de superficie sobre S con respecto a la variable

de integracién § y

Lr‘Fi.u;‘A!L
R

es una tntegral sobre la regidén R con respecto a la variable X.
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