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I N T R o D u e e I o N. 

Desde principios de siglo el estudio de la estructura de la 

T~erra por medio del análisis de las ondas sísmicas ha tenido -

un continuo desarrollo. En la últi~a década las ondas sísmicas 

más utilizadas para obtener información de la estructura terreA 

tre han sido las ondas superficiales. 

La técnica se basa en el análisis de la distribuci6n de las 

velocidades de rase 1 de grupo. <=2= c. IV) Los trabajos pu-

blicados sobre el análisis de estructura aplicando esta técnica 

se han multiplicado grandemente en los Últimos años. Sin· embar

go, sorprende la deficiencia de un estudio teórico completo de 

las ondas superficiales. No cabe la menor duda de que un estudio 

completo en este sentido redundará en una ampl1ac16n de la técn1 

ca de análisis ya que se po~rá introducir en ella, como por ejem 
' plo, el estudio de las amplitudes y del espectro de rases. 

La presente tesis es parte de un estudio te6rico sobre la -

transmisi6n de ondas superficiales en un medio elástico inicia

do por HERRERA =5,6,7,B,9= el año pasado. La base de estos trA 

bajos lo constituyen los teoremas de representación integrales 

de la Elastodinámica.=1,13= Hasta el momento se han analizado -

las soluciones asociadas al medio espacio con modificaciones en 

regiones acotadas =7,8,9,15= utilizando métodos de perturbacio

nes para obtener soluciones aproximadas, 

En nuestro caso trataremos de la d1spersi6n de ondas casi -
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estdcionarias incidentes sobre una región finita perturbada. 

La perturbación consistirá en cambios en la rrontera consisten . 
tes en pequeñas modificaciones en la verticRl a lo largo de -~ 

grandes distancias en la horizontal. 

El orden de exposición será el siguiente: En.la primera -

parte ~resentaremos los teoremas de representaci6n integrales 

como se han venido desarrollando en la Elastodinámiea en los -

dltimos afies. En la parte final de este primera parte so har& 

el planteamiento del problema rle cispersi6n según esta formula 

ción. Cabe observar que el plant~amiento adecuado de los pro

blemas de dispersión solo es posible una vez hecha la extensión 

a reeiones no acotadas de el teorema de representaci6n. 

En la segunda parte desarrollaremos un método peculiar de 

perturbaciones para dar una aproximación de orden cero a dos -

problemas de dispersión del tipo antes descrito. Es en esta -

segunda parte donde quedn la contribuci6n original de la tesis. 

Finalmente deseo expresar mi gratitud al doctor Ismael He

rrera por haberme dirigido en la elaborac16n de este trabajo. 

Ciudad Universitaria 

México; verano de 1965 

c. J. Lozano Muñoz de Cote. 



CAPITULO I 

A 1' T B C B D B H T B S 

Antes de abordar nuestro tema •• -

conveniente e1tablecer cuidadosamente una serie de hechos que, 

por un lado, nos den las herramientas necesaria• para resol-· 

Ter el problema que nos proponemos 1, por otro, sitúen a di· 

cho problema dentro de una amplia perspectiTa. 

lapezaremos por establecer las ecuaciones din,micas de mo

Tild.ento~ 

I.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO Y CONDICIONES EN.LA FRONTERA. 

Trataremos el movimiento ondulatorio de pequefta amplitud -

en un medio e1'stico que ocupa el medio espacio thico de tres 

dimensiones constituido por un número tinit~ de capas homo1'·· 

nea1 e lsotr6picas. Las capas esdn separadas por lllPHflcies 
. . 

a las cuales llamaremos interfases. AtraTe1ando la1 interfases 

hallau1101 discontinuidad en la den1ida~1 en el tensor elb

tieo.. 11 contacto entre los medio1 en la.s 1nterfaH1 SUJ>Qll 

dremos que esti r11ldaaente soldado, ·1.e. los de1plasaa1ento~ 
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y los esfuerzos normales a la 1nterrase son ~continuos. 

I.l.l . ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

Las ecuaciones de movimiento para un medio homogéneo e isQ 

tr6pico están dadas por: =16= 
a ~1. 
OXJ l'9j ll!.) - 5> M~ U~=~ { t (1-la) 

Esta ecuación para desplazami9ntos U.¡·t~. l) casi ·estacio-

d l r . ¡wl-
narios e a orma ~(1')<t. y tuerzas· nulas se reduce a: 

~'X· L'93 lY:-) -f. S> ws Ut. =o 
~ 

O-lb) 

clorid• los símbolos utiliz~dos significan: 

Y. :.(\.lt,"t.L,\A,) es el vector de los desplazamientos •. 

't.j:.~ljpt §~~ es el tensor de los e!tfuArzos inducido por. 

el. desplazamiento f&. 
f es la densidad de fuerza,s de cuerpo. 

' 9 es la densidad del medio. 

CLj.p,=Aái..j Ór\ +)A(6~f'~j~+_&JpcS,,) es el tensor elá~ 
tlco. 

~,)A son los coeficientes de Lamé. 

t,~.i ~s la delta de Kronecker. 

y aclem'• utilizamos la notación lndicial: 1 = 1,2,3 ; Índices 

repetidos indic~n sll'aa. 

I.1.2 ONDAS P Y S. 

Vamos a analizar algunos tipos de ondas compatibles con -

las ecuaciones de movimiento (I-1). Para analizar esto escrlb~ 

mos las ecuaciones de movimiento, sin tuerz~s de cutlrpo, en -
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drilnos clel clesplasamiento: 

fi.\>- ~~)"!"JA ~J~ + :~~1-v :~=o 
r propon111101 que la 1oluci6n pueda escribirse: 

U.\ = iv,, q> + E. '- \""' : °lCL 'V.,.. 
clon4• +es un potencial escalar, V"' un potencia+ nctorial 1 -

i~\,es el tensor unitario completamente antisimétri~o. Substi• 

tuytndo la 1oluci6n pro1"1esta, agrupando convenientemente 1 • 

abHnando ques 

podemos 11cribir las ecuaciones de movimiento comos 

l t>-~1)A) :: .. i!l'Lw. - ~ f~ l t~ ~<"\ + 

l ¡.· a~ .. á'it .. - ~ ~:~}\ e.~f'l ~~~~o 
81 el 4esplazam1ento es· tal que: 

1.1. cllT1r1encia nula o sea no hay cambios en el volU111en; las 

ecuaciones de movimiento quedan expMsadas cor.10: 
~ 1 . 

( a" - .L -ª- ) "üT - o 
\a~ ... ~"'" f->~ a t.• 1" -

clond•· P=lt} 'h. 

B.ta ecuac16n la ldentiticamo1 como la ecuaci6n de oncla1.-
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que viajan con una velocidlld·pr, por la co11°i1c16n prescrita 8A 

teriormente;las ondas sonequivoluminales. 

Ahora bien, si el desplazamiento es tal que• 

n. ' c. ª"" - . . i. e. para movimiento irrotacionnl l:. z: ~•--" i'itw. - o J 'I 

(!y.a-.. - !. ~~.)<\>=o tenemos: 

donde 
ll= t ).~1 ... r 

lo cual expresa el movimiento de ondas con velocidad CI(. e irrg, 

tacionales. 

A las ondas equtvoluminales se les llama genéricamente on

das S (shake), a la componente vertical SV y a las cor11ponentes 

horizontales SH; en cambio, a las ondas irrotacionales se les 

llama P ( push). 

La soluc16n en ondas planas de las ecuaciones homogéneas -

para cp , i¡.r" conducen a tres tipos de ondas independientes P ,sv 
y SH (=2= pp. 11-12) los cuales se observan en el ten6meno s!4 

mico. Es de notarse que entre estos tipos de ondas se estable

cen interaccfon.:.i1 en la rrontera ·(~=c. II 1,2; c. III 1) lo 

que hace ~ los problemas de Elastodin~~ica ~e una naturaleza -

complicada. 

Parte de las ondas emitidas por las tuentes queda confinada 

a la superficie. A este tipo de ondas las llamaremos ondas su

perficiales., 

Otra parte se propaga ruerte~P.nte hacia el interior del m4 
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dio espacio, teniendo, por tanto, en punto1 cercanos a.la aupe~ 

ticle un decaimiento r,~1do. A este tipo de ondas laa llamaremos 

ondas de cuerpo. · In la siguiente 1ecci6n damos una detin1c16n 

precisa de onda supert1c1al. 

I.1.3 ONDAS SUPERFICIALES. 

A las soluciones de CI-1) para el medio espacio tales que 

sati1tacen las condiciones en la tronterat 
"'t~i l~'\~j :. o en la 1uperticie ltbreU-2) 

l
.,. lY.~:o Len las 1ntertases U-3> 

'1\¡ "'i\1.\1= o J 
doncSe.,.1 en U-2> es la normal a la supertlch l1brt F en (I.3) 

es la normal a las intertasts Ft adfm,11 esta1 m11ma1 1oluclones 

satisfacen la1 condlcioness 

. I' ~ \ el"'~ <::. M U-1+~) 
< 
~:: \\.,¡l~)\dx~~ M U-ltb> 

doncSel.,•~ es la superticie .libre 1M H un nW.ero pos1t1Yo; 

las llamaremos ondas superficiales. 

Para tl caso casi estacionarlo, supuesta como direcc16n de 

propagact6n el eje x,, las soluciones de U-lb,2,3> son del ti-

pos u..uc.,)1.t.kic, -\.wt 

A las ondas casi estacionarlH para las cuales ~--· 1atilt1. 

ce (I-lt) las llamaremos ondas superficiales ca1i estacionarlas. 

E~lo qui 1lgue, al rettrlrnos a ondas 1upertlclales enten 

der .. os que hablamos de e1ta1 últimas. 

Las ondas supert1c1ale1 aparecen en el ten6menos sísmico -
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recibiendo, según sus características, diversos nombres como -

ondas de Raleigh, Stoneley, Love etc. Debido a su importancia · 

en el estudio de la estructura terrestre, pasaremos a descri-~ 

bir con cierto detalle a las ondas de Love. 

I.l.~ ONDAS SUPERFICIALES DE LOVE. 

Love en 1911 di.ó la explicación correcta de las componen~-

tes transversales que se registraban en los sism6graros hori-

.. zontales de largo periodo en la parte llamada "temblor princi: 

- superricie libre 
-· - interfase 

Pigura l Ondas de love. 

pal". Estas ondas eran ondas 

horizontales polarizadas SH, 

atrapadas en una capa super~ 

ticial y propagadas por retlA 

xiones múltiples. A este tipo 

de ondas sísmicas se les lla-

ma ondas de Love. 

Con los cambios de notación 

convenientes seguiremos la d~ 

dueci6n de Love. ·=1~·

Consideremos al medio espacio cubierto por una capa homogí. 

nea e 1sotr6pica de espesor uniforme H. En la interfase supo~· 

nemos que los medios están soldados rigidamente. Colocado el 2 

rigen de coordenadas en la interfase seaOX..,Ol, las coordena_das 

mutuamente ptl'ptnd1emlares conteni:ias en la interfase 1 ox; la 

coordenada ttrtic~l, poattiva hacia abajo, como lo muestra la 

ttgura l. 

Denotemo1 po1'}1.¡. f• y JA .. , ~"' a los coeficientes de Lam' '1 a 

las velocidades de la capa y el medio espacio respectivamente. 

1 
! 

1 
! 
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AaUIUIOI \A•IU-\10., a"'• independiente deXa ,, denot111101 ca 
ao ut 111'a al desplazamiento u., en la capa supert1c1al 1 en el • 

medio espacio respectivamente. 

Si Ve 1'Ui. son soluciones casi estacionarias, entonces,las 

ecuaciones de movimiento que satisfacen están dadas pors 

. {Vª+ ( ~s} 'V4 ,: O o¿ -.c .. ~-1-1 II-5'al 

\ v·+ {fJ} v, =o -x.~o 11-Sbl 

Supongamos a V. 1 Y., del tipos 

"1 = ~. (')(•) G.xp< L "x.•Lwt) 

VS. = f"' l~) ttic p~ i. ic. ~ 0&-wl) 

111bst1tuyen4o en U-S> l. 1 fa satisfacen la ecuac16n dlterencial-

cura 1oluc16n general es una combinact6n lineal de: 

• •Je. 
exp<~ '-lr- "ª) "'-» '> 

Definamos a 

.... ·~(;; + .,_.)"& 
la soluci6n general de (I-S) quedará expresada pora 
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·V,: (~ cz.'°""'•~ !> ii.sv, )cwp(L.'C."1-i.wl) 

v, ~ ( cti"'· ... + t> i"~'"Ks) &""''" 'l.'IC,-\.wl ~ 

Dado que deseamos que las onda1 estén· continada1 a la capa 

superficial hacemos a i.l':Co., t>= o. La desigualdad implica que la , 

velocidad aparente.es menor que \'a• 

e:-~< ~a. 
Las dos soluciones se acoplan a través de las condiciones 

en la frontera. De que x,-.-H sea supert1c1e libre H sigue -

que el esfuerzo normal sea nulo; i.e. 

U-2> 
por tanto: 

Se ha.mencionado que en la interfase los dos medios están 

soldados r1gidamente; esto impl1ca,por una parte, que los des

plazamientos son continuos; 1.e. 

v.~v .. =o <I·3a) 

por tantos ' A+B=C. 

ft por otra parte, que los esfuerzos normales son continuos: 

1:,H("V,\=l•~l'V'a.\ ;e,_ 'C._w:.o U•Jb) 

por tantos 

Lq.s ecuaciones U-2' ,3 1 ) nos sinen para evaluar los coef1. 

cientes. Ahora bien, dado que las ecuaciones son hom~géneas 

tendrán soluciones distintas de la trivial 111 
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do~de supuesta fija &.u la ecuación anterior será válida solo p¡¡, 

ra valores discretos de G', Q"'' y lt.')q& los cuales denotaremos por: 

G',..,G'~1"-t.Una torma conveniente de~,v'" está dada por• 

Denotando: 

~ vl•) podemos identificar la forma expl~cita de , para las ondas de 

Love definida en la sección 1.3.4. 

I.l. 5' CONDICIONES EN LA FRONTERA. 

Analiticament~ la condici6n de que la frontera del medio • 

espáclo sea libre d~ esfuerzos normales se expresa por la ecu~ 

~ión 
-.j 1\.j lU.) =O ,n la superficie libre U-6) 

y, la .condici6n de que los esfuerzos nol'!llales, así como los -

desplaza~ientos, sean continuos en las interfases se expresa -

por las ecu~cion~s: 
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·.,.¡['"t.:j l.'&l] :. o 

(y.1:.o 
en las lntertases 

12 

donde si denotamos por un Índice a la izquierda ... \-N cada una 

de las capas (ver tigura 2a),-..l es la normal a ·la interfase a

puatando hacia la capa de Índice mb baJo r,lf) indica el sai
to de f al pasar de la capa «• ·" a la capa ... ~ ... 1. 

·-·--
--·-·-·---·~ 

---· -f.:!L.. ----

(a) Medio espácio con capas 
paralelas 

(b) Regi6n B contenida en. el 
medio espacio 

Figura 2 

I.2 TEOREMA DE.RECIPROCIDAD =l= . 
Dadas dos soluciones Ll~ y "V'\ de (Ra) con tuerzas ele cuei: 

po ~~ y ~L que satisfacen las condiciones en la trontera (1-7) 

y de clase eª en un dominio normal =4= contenida 'en el medio -

espacio, con frontera s, entoncess • 

J:J f v('t;.¡ l~) - u, L't lll'l} .,,J el S d.t :; 
s 

,Jlv,~\' '".\L¡ l':fav -Jfku-.-g, ... ~clvclt. u..a> 
V -,,. V t, . 

Demostraci6n.- Multiplicando (I-la) por,,.~ tenemos para a.al--

1 

1 

1 
i 
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quiera de las capas a V( -b. ""t~ lYa )- 1 V-" ~~~=-V¡, .f, 
J ' 

dado que Ve. satisface U-la) intercambiando""''-• ·(\ por "" .~¡_-· 

respectivamente 1, restando ambas expresiones tenemos: 

v, .\x:. -r~ l~)-u.i. ~ i:..¡~11:) _ ~~ r\(¡ a u." -u· ~'(;"l-= 
3 · o"'-j ~ 1 ~ t \ " ~ t. '" ~ · j 

-~¡,V\. "I"' C";S¡, U.~ U-9) 

Usando la igualdad: 
a f,P. T. ·tu\ ... ,.,... •. ,,,..):\ _f a"l C.. ~ti ll~ C oU',. 1 
~Xjl v¡ \.."J'-'':)J- -" \,".l '-'L 1 J -\ fij '"l ti'&\ '3 ~, - ~ "'- j '-J ,, -a~, l 

. +lv, ~~j\:i.j l~)- ll¡_~jl~l1l)1 U-10> 

1 la simetría del tensor elástico Ci.l pq = Cpq, ~1 el primer 

término del lado derecho de (I-~O) so anula obteniéndose la -

ecuaci6n equivalente a (I-9)t 

~{v, l:~jl~\-u~ L~l'!)\-9 :t \v'- ~l~ - u.'-}'?} = 
-(t 11t -'3\. u.") ü-11> 

Integrando el primer término del lado izquierdo sobre R 7, 

expandiendo la integral en las integrales sobre las subregiones 

dt R asociadas a cada capa (ver figura 2b) tenemos: 

J l-z; {v(t¡l\l\-u, lql1!l1 dv = I I ~i{.v, l'•1 l!! l -, u.,~ lvl}dv 
R "cR U-12> 

Aplicando el teorema de la divergencia a ~la subregi6n y, , 
notando que las integrales en las interfases pueden escribirse 



Las !Olactones que consideramos satistacen lal COftd~clone9 

.en la trontera U-7> por tanto de U-13 > •• 1ipe1 

J L;{,,..'l..illl'-"" L,.l'!E') .Jv- Ílv. "t,.tl&.H•(t,itY'}.Jc1s. 
R ~\. .· ·u-1a.> 

Integrando ahora la ecuaci&n U-11) sobre ll 1 po1teriormen 

te sobre t de T, a "t• ten.os ttnialaentts 
"- . · . L l{v,T'i"'\-1&•1:'i~'C'l)"lls.lS cH =-

f flv, ~ -"" w 1'T·dv -i-r~·l~,v¡-c¡, u.;.)clt.cl". u-1~> . •~ , J"r, V T, 

En el ca10 particular de soluciones para el caso casi esta. 

••• cl0nario; 1.e. del tipo'-\(1)& el ~eorema de reciprocidad ae le 

conoce con el n0mbre de teorema de Betti CJ.3= T queda expresa

·40 C.01 

i{ v,t,jl!!-l -1&< 1:,j lV"i}-..j d S =o c1-16) 

dende 9'., 'V: dependen solo de 'X• T hemos supuesto que las tuer

as de cuerpo se tlftUl.an. 

11na apltcact6n particular del teorema de Bettl nos será de 

utilidad posterio1'111ente. ·Sean ""4 J-v-~ ondas.casi estacionaria• 

1 superticlales en el aedto espacio con supertlcle libre T ca• 

pas paralela1, tales que annzan en el sentido bori&ontal it, Tt 

1ea a ana regt6n acotada descrita por: (Ter·ttgura 3) 



'IC,<:8 X1'=-0 
-X. 

·-
h ,pep,x.') 

·-
•• --

1 il )C 
J 

Figura 3. Geometr!a de R 

, .. _ ........... ,.-, .... ,_-~,-.-·.-.'-¡ 

lS 

donde utilizamos el hecho de que 

los desplazamientos y estuerzos 

no dependen de la coordenada 

Si \\ .... oo las dos primeras 1nt1. 

· grales de la derecha por U-1+) -

son acotadas. La tercera integr~l 

es nula, pues los integrandos van 

a cero cuando h•co y la longitud 

de 1ntegraci6n es finita. Por tanto 

1 

1 

J{-v-,1;. l~) - u,"(;., l 1[ )1 d"><, = rr ir;."thl!!.\ - U·,"t« lJ!)1 c\x, ji 

º x,--a o "\1=-b l 
Como 8 y \o son arbitrarios esta ecuación implica que la in l 

tegral (1·17) es independiente dea 1 b;por tanto,depende solo de 

n-11> 

1.3 FUNCION DE GREEN. 

Adoptaremos· en esta secc15n un punto de vista heurístico -

1 

1 

1 

1 
1 
i 
~ 
? 
~ 
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t•~ando 4• lado toda d11cu116n retel'eftte a la eXt8titnola de las 

tunelone• 4• Gl'e•D• Llamaremo1 tunc16n de Green a cualquier ta

a!Ha G...Ca.tA.T)cle 1oluc1onH d~penc!lent• d~ loÍÍ parúetros l , 
"t r del tncSS.ce x. tal que · 

~J l c,l , .. l 1 G.,li. r.t-t.l)- ·,1t .. s, .. :1..;.. '"" r.li-:s..-\.-'t). 
U-18) 

, 

donde {i.a(G..,6.,,6-l· Bata• tañé1one1 tienen la 1nterpretact6ri 

tblca 4•· corresponder a moY1m1.-itos con un impulso unitario • 

oonoentrado actuando en la clireceidn Jt, en el punto r en el -

U•po·'t· -Para problemas casi e$tecionar101, llamamos tunc16n de - -

GrHll a cuai'quter tam111a de tunciones G.¡(! .ll dependiente del 

parúetro vectorial ~ y del índice x, tal que: 
. - . 

~ ('c~itctfv.._ G., l!-,,i)) +! ,,.., .. G., =.-¡¡,., &l~-1). 
. . U-20> 

"".i t 1:,j l ~. l] :..o 
•n las interfases (I-21) 

Pó•terlormmte en algunas ocasiones consideraremos un medio 

espacio con supertich Úbr·e plana • 1ntertases paral4'las a la 
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auperticie ltbrer En este caso a la funci6n de Green le exigi

remos ademb que satisfag·a 

U-22> 

en la superficie libre. 

Obse!'Te que aún la condici6n (I-22) no basta para determi

nar a la tunci6n de Green de una manera única porque existen -

soluciones (las ondas superficiales, por ejemplo) que satisfa

cen la ecuaci6n homogéne~ asociada a (I-20) y las ecuaciones -

(I-21, 22). Si a una tunci6n de Green que satisface CI-21,22,20) 

le sumamos una de estas soluciones la nueva tunci6n tambi~n sa~ 

t11tace (I-20,21,22>. 

I.3.1 FUNCION DE GREEN PARA RADIACION EMITIDA. 

Hay una tunci6n de Green a la que se le puede asignar un --, : s1gn1t1cado tísico especial. Sea G., l~ .l ;t:~'t) el desplazamiento -

4el medio espacio en la .direcci6n i, observado ·en el punto·~ -

en el tiempo t, producido por un impulso unt.tario concentrado -

en la direcci6n K aplicado en el punto ! al medio en reposo en 

•l tiempo 1: . 

La tunci6n ~ll ! ;t.·'t) representa las ondas emitidas por Una 

tfient• situada en l al tiempo "t •. 

Para problemas casi estacionario~ definimos la funci6n de -

Green para radiaci6n emitida por 
+~ 

G~ l'& .l) = I G ... , l~.! .t) i'c.al d.t 
-oo 

(I-23) 

Bs tacil ver que, para cada w , esta funci6n es una tunci6n de 

Green para problemas casi estacionarias • Le llamaremos tunci6n 

1 

1 

1 



í ¡. 

18 

· 4• Green para ra41aci6n emltlcla. 

I.3.2 LA SlMETRIA DB LA P'UNCION DI ORUR PW RlDIACION • 

IMITID&. 

Demostraremos que la tuncl6n 4e Green G "'° dada por U-2&> 

para problemas casi estacionarios corre1pon4iente1 a em1116n, -

necesariamente satilf'ace la simetría a1gu1entes 

Demostrac16n.- Para cualquier t'>O 4et1namoa 

donde G,¡,{~.~.~-t\ es la funcl6n de Green para emis16n considera-
' . da anteriormente de manera que ~i. es nula para t>• r aatisfa-

ces 

G" ~ °S G., ~.{e,. ~P(1' .. 1\ .. t) ·t ~=--S\, &l?a-~;,t'-t.) 
OA,¡ )ft\ O X.-t O t; (I-26) 

• Multiplicando esta ecuac16n por ~l\.l;t)y U-1·&) por~,~;~,\.) 

restando y utilizando la slmetr!a del tensor elástico 

e' i , , ... = e,,." i 
obtenemos: 

~; l G";,,~;n.t) LlilG.)- G,"c~.~.t)ta.jl~>1 
{, .. ()6 . ~GtC:1 r:_+ · r· t'I. -9 ~ t G.,. a tª" - G .. ·, ~ ': - t...Jtc. (~.l\.t\ olt) O\.?.- l) 

<t-27) 
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Integrando sobre una regi6n R tal que contenga· • 1u interiol' -

101 _puntos l r - 1 limitada por una frontera con1ietente en - · 

c!o~ porclo~s1 una to:nnada Poi' la npertto1• lltw• r la otra -

por una superficie tal que al tiempo t no ba1a sido a4n pertur- · 

bada, obtenemoat 

J e l'-... ~ G .. , - G . -ae::.,1 c\2' • 'it \;1h. --,;r ., 'b t 
R. . 

G.Ll~.).;t) &\.t:-t) - GZ ... \~.",t) Slt'\ 

Integrando ahora sobre todos 101 •alort1 de t obtenemoss 

. + 
El integrando ea nulo pues, para t•eo, ~"' su deri•ada r, para 

tSN0,(311l.1 su derivada son idénticamente nulas, por tantos 

Ahora bien, usando la detin1ci6n (I-25)t 

donde ••ta relac16n •• •'1lda para toda t'">º• De (I-23) se si

gue que para la tunc16n de Green en el ca10 ea11 ••~acionarto 

1 

1 

¡ 
! ¡ 
¡ 
! 

1 

1 
l ¡ 
l 
¡ 
¡ 
¡ 

l 
j 
i 

~ 
i 



J.3.3 UNA RELACION DERIVADA DEL TEOREMA DE RECIPROCIDAD. 

Con frecuencia harémos uso de la relaci6n 

Jl G"i. \1.i > ti¡l8,)-u¡~~) l~j (G")J""j d.!~ o. l ~ ~ 
S (I-30) 

que e• T'1ida cuando y.<~' es una soluci6n de las ecuaciones de 

•~miento para problemas casi estacionarlos sin tuerzas. de ... : -

cuerpo, en la reg16n B cuya trontera es s. 
S.ta relaci6n se deduce dél teorema de reciprocidad (I-16) 

obHl'ftndo que cuando!'~ ,G.,ti,~) para cada K satisface las -

ecuac1one1 de movimiento con tuerzas de cuerpo nulas. 

. . . 
I.3.~ RELACIONES DE ORTOGONAL~DAD PARA ONDAS SUPERFICIALES. 

La tuncicSn de Green que usaremos en la solu~i.6n de nu~~tros 

problemas 1er' la asoc~ada al medio espacio de N-capas parale

la• en el dominio· de t'ecuencla•~ Antes de obtener las contri-
, 

1Rla1~81 de las ondas supertida~es a esta·tunci6n de Green e~ 

tQ~Tenlente establecer una relaci6n de ortogonalidad de las on-

4•• "1Perticiales.=~a 
~ando la d1recci6n de propagación de estas ondas es el eje 

.__ 1• parte espacial puede escribirse en la· torma: 

<I-31) 

4.<>M• el ~.nd.~o.e n indica el modo n-6stmo de propagación y aquí 

'°ªº en lo que sigu.e la repetlc16n de ¡o, (tt.cllee' n ó m no lft• 

41ca suma. 

loa 11atrh de estuerz~s asociada con los desplazamientos • • 

<1~31> e•t' dada po~ 
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U-32) 

. '"'\ 
4oncle I~ i l°'>\ depende dt "t~ solamente. Como los coeficientes • 

de la ecuaci&n 41terenc1al U-lb'> son reales, los compleJos 

conjugados de (I-32) 

U-3J) 

tambi'n son ondas superficiales. La matriz de est\lerzos corres

pondiente H 

Usando la e01ac16n (I-17) se puede obtener una relaci6n de 

ortogonalidad =S•, para ondas superficiales. tomando 401 ~lu

ciones, una de la forma U-31) y otra·de la torma CI-33) 1 --~-

1Ub1t1tutendo en (I-17) sa obtiene, usando (I-32,3~), que1 

¡(.""-"-)x., Jao{ U~'-'-r:"''.. U~"\T•"'-'1d" 
'l. o ... ' "' ' ' • I ,, 

•• independiente de ~,. Por lo mismo, s1 \C" ~ "- : n u:'"'l::"'- Ur"T::·'}Jx,~o U-3!ial 

Usando los teoremas de represente.c16n se puede probar =S• -
" . 

que1 

F por lo milmo 

J -• fi • ':lT'·~u~·'-r•\•')c:lx - & .. ,,. "' o1V\. " 4. t -'• ., 
U-36) 

. ,.,.~ .. ,~ ..... , .... •~., 
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Ahora bien, tomando dos soluciones de la tol'lla (I-31) 1 • 

substituyendo eri U-17) obtenemos que: 

,,i.\k .. •"-''(· I-ll.('"'T.'_, '*'--'"''1d ~ . •• - U· h """ o ~ • 

es independiente de v,. Por lo mismos 

(I.37) 

I.3. S. FUNCION DE GREEN PARA RADIACION EMITIDA EN EL MEDIO 

ESPACIO DB N·CAPAS PARALELAS. 

Los métodos tradicionales para la obtenc16n de la función 

de Green se basan en el uso de expresiones integrales defini-

das en el campo complejo. La contribución de los residuos de -

las integrales dan las ondas superficiales de la funcl6n de -

Green. =3= 

Un método más sencillo y directo que es aplicable cuando -

se desea obtener solamente la contribución de las ondas super

ficiales a la función de Green ha sido propuesto recientemente. 

=5= Se.basa en los teoremas de representación 1 las relaciones 

de ortogonalidad que acabamos de obtener. 

A toda tunci6n de Green G,¡. (. 5 , ~ ) . definida para el -

medio espacio podemos separarla en dos partes. Una parte toma

rá cuenta de las ondas superticial~s, llamémosla s ..... l ~ . ~) 
la otra part!t dará las contribuciones de las ondas . de cuer ;:0c , 

llamémosla a .... (~,.). 
G--. l~.l) = Se, l 1', i) +B ... .,<~ ... r> (I-38) 
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Para obtener la forma explícita de las contribuciones por

ondas superficiales a la funci6n de Green, asumamos que la -- · 

tuente está colocada en algún punto P del eJe x1 ( ver tlgura 3) 

entoncess 

G"'- l~ ;o,l,):. ~ ... ll ~O,, l 1' + Sw\.lJ.:,o.,J .. ) 
U-39) · 

En general, las contribuciones a la derecha e izquierda de 

la fuente serán combinaciones lineales de ondas salientes y en 

trant.es en tod.os los modos de propagaci6n, por tanto podemos -

escribirs 

Añadiendo una soluc16n regular a (I-40) la funci6n '1ic. sigue 

siendo funci6n de Green. Así, eligiendo como soluci6n regular 

a la comb1nac16n lineal de ondas superticialess 

obtenemos ahora1 para S.w la expresi6n más sim6trica: 

CI-1+1> 
~ e , , .. ,., -""-""· L.1 "" l4 (X~' (. ·, i(, <.O 

que es la que por razones tísicas debe corresponder a la fun--

ci6n ~e Green para radiaci6n emitada. 

Aplicando el teorena de representaci6n a la reg16n R ind1 

cada en la figura 3 1, procediendo de modo similar a lo hecho 



1 
1 
1 

1 
1 

1 ea la parte tlnal de la 11ec16n I.2 de la expresi6n (I.39) con 

S-.da~o por (I~ltl) · .. sigue que los desplazalllientos están dados 

por• 

1.1,, \O,X.l= 11 B,.¡,lb,1,;o.~,l i:hl~\-UL l:"l~wl} d•, 
o 

-J~lB., l•~,~·,o.,,) l:,.l~\- u.;.. l.,,l~,_)) clls 

+!A •• 1ii.> n U:"l',. ~\ -u, 1t."' J i''""'clf, 
"" o . ,. ... 

~C l·{· ·"'.'t T•'"'l 4."•• - L.. "'"(X') 
0 

V, Ltltf.)..:l\¡, 4• '·:"- Clf-. CI-1+2) 

Si Ll-. es una onda supertid al las dos primeras integrales 

ion nulas. Esto se sigue del hec~• .d•~ue~la• dos .iat~grales-

•~n acotadas ~ independientes de a 1 b 1; ·de que ¡ • .-o cuando

...... ,. b ..... ....,. 

En particúlar eligiendo a"'"''' comos 

de (I-37) 'T (I-1+2)ae slgae que• 

• 
1 de CI-36,l+l), finalmente, tenemos: 
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Similarmente: 

(I-1+6) 

Las expresiones (I-4~,1+6) junto a las ecuaciones (I-39,41) 

pel'llliten escribir a la tunci6n de Green como: 

"' • u''ll'' .. , .. , -~"'-"' L, -J " l1,) U.-. c.~")t ; x.<:o 
"" "' 

Debido a la invariancia de las ecuaciones de movimiento y 

de las condiciones en la frontera frente a _traslaciones del •~ 

je 1C, podemos escribir: 

~ ' \ ,.,,,,., '"" A,1c .. \1t,-\.l· . 
~-¡:v ... e~,) u,~ lx.)' t. ~ -i.> J, 

(1-48) 
~ \ '"'' u'°"'"'' -'t IC-.\'L,-~.) . Ls-U" l,,) .~~i\t ¡ "l(.<. ,, 

'Wt J .. 
La constante.de normalizaci6nJ~ es imaginaria pura, de --

'"' aqu! que no podamos.incorporarla a la runci6n \J~ pues esto r4 

quiere una constante de normalizac16n positiva. 

I.~ TEOREMA DE REPRESENTACION, =1,13= 

Por simplicidad derivaremos Eil. teorema de representaci6n pa, 

ra el caso casi estacionario. 

Previamente hacet:1os notar que la runci6n de Green G.....ll.."i.) 

dada por (I-23) es e" para ~:/:l. , satisface, para cada w , ],a 

ecuac16n de movimientos · 
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'I la·s concUciones en la frontera <I-21). 

Teorema.- Si la tunc16n de Green Goc1. l?.~l) qut sathtace -

U-21,1+9) es Ca. para A\f 1 en una reg16n acotada ll contenida -

en el medio espacio, con ·r:rontera s, 1 s1 la soluci6n ""' de h 

ecuaci6n de aoYi.111.nto• 

U-lb) 

cumple las condiciones en las inte~ta19s (I•?) ,, ti C~en ~ 

entonces U¡ para puntos 1' 4i'. R puede ltl' teprHtntada como: 

u,111\ = 1l G., ll. "' -r,j l~l -u..1.1 f"t',i lG. ))11¡ dS 
S U-5'0) 

Demostraci6n.- Multiplicando (I.Jt.9) por \.\.\ y U·lb) por Gte. i.. 

1 restando obtenemos: 

~l{ Gki.l°'#J)'l,jl~)-U\l~)L.:~(~-.)1~ 11"c."' bl'!t-!) 

donde hemos utilizado una simetría del tensor el,1tico. 

Integrando sobre R y aplicando el teorema dt la divergencia 

toraalmente obtenemos (I-5'0). 

I,S TEOREMA DE DESCOMPOSICIOH, -6• 

-Bl tipo de problemas que atacaremos requieren dt la ezten• 

116n del teorema de rep:re1entac16n integral a :regiones no aco-
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tadas. KNOPJJ?Jc' y HUDSOH =10,11,12= han propuesto algunos rnodo~, 

de proceder que justifican considerando un mecanismo disipati

vo, sln llegar a aclarar en que consiste este mecanismo. En 

realidad estos autores no han hecho ningún esruerzo por establ~ 

cer sus i<leas a este respecto en una forma sistemática y así, 

obtener de ellas una teoría conslstante. Por ejemplo, los teo

remas de representaci6n en regiones·no acotadas son aplicables 

solame1te a cierto tipo de ond~s, las que con frecuencia se c~ 

racterizan por satisfacer ciertas condiciones de rañiación. 

KNOPOFF y HUDSON no hacen distinc16n a esta respecto. En esta 

sección nos proponemos hacer la extensión de un modo sist<0máti. 

co y razonablemente riguroso. 

STOKER y PETERS =17,18,19,20= han observado que los probl~ 

mas para el estado estacionario son poco naturales en la Meci 

nica y que esto da lug~r a las dificultades que surgen para --. 

caracterizar a las soluciones de interés físico. El punto de -

vista que adoptaremos aquí ha sido desarrollado por HERP.ERA -

=6= y tiene !ntima relaei6n con la observación de STOKER y PE

TERS que les lleva a descomponer la soluci6n, de un modo' Único, 

en dos partes, ambas soluciones, una de las cuales satisface -

una condición de radiación. Sin embargo, la base de la descom

posición que presentaremos serán los teoremas de representa--

ción integrales. La significación física de tal descomposición 

dependerá esencialrr.ente de que la función de Green se elija a-

decuadamente. 

La ventaja principal de la forma en que estableceremos las 

condiciones de· radiación es q1P ::"~ ~i1P.ñen formular independien. 

i ¡ 
.! 
! ¡ 



28 

temente de la forma de la tunc16n de Green 1, resulta sumamen

te adecuada para problemas en los que se usan tearemas de re-• 

presentac16n 1nteirales y, particularmente, para el método de -

perturbac16n que presentamos. 

Enunciemos primero el teorema de descompostc16ns 

Sea R el medio espacio con superficie libre S (ver figura 

Ita) 1 B una subreg16n acotada de R; ·Rr la parte de R contenida 

en un círculo de radio r y centro en el origen 1 tal que B es

d contenido en R, 1, Se la trontera de R1 no contenida en s. 
Sea G"' (. l , 1·) una tunci6n de Green para ei medio es-... 

pacto que satisface la relación de simetría (I-24). 

Cualquier soluc16n 1.4\. en R-B de CI-ib), tal que sattst'ace 

la condici6n en las interfases U•'."'•>.,.. -t;:on _eefuerMs _norma-• 

les cero en S-B puede ser descompuesta de· una manera llntc~ ·;~-

dos componentes '!f' T '. "Yf'" ta,les que: 
' 

a) u.li'="'~""'+""':"~' is c.R-e,. n-n> 
b} ~·está definida en todo R donde satisface (I-lb,7} 1 

da est'uerzos normales cero en la superficie libre s. 
e) ~·satist'ace CI-lb,7) en R-B; da esfuerzos normalesº'

ro en s-B, 1 

J { G'"ll.~)""(,j tw")- wr l i)l'l l ~.)1llj d~~o (I-S2) 

S1 para toda r si ~E. Q.,-t!.. 

Más aún, las únicas t'unciones que satisfacen (a),(b) 1 (e) 

están dadas pors 

w-~('~\= Jl G.~r\.-s)L\.j t~1 - u"'-.<..i )l.:.j t(2.)\"'Y\ 1 ~! u-s3> 
s, ~E. R, 
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w!'t11\ = J{ G.,t!!.~l L,j l\,l.)- u, ll) 1: •j ( cq,~,,J el~ o-54> 

s. . x €. R -'B 

Observación.- Observe que la descomposlci6n depende de la fun

cl6n de Green considerada. 

-----·--------~-

X) 
(a) Geometría de los con
tQrnos de integración. 

·--~r_· ·
i~~ 

(b) Re~ión :R'. 

Demostrac16n.- Probaremos primeramente que la definlclón CI-53) 

de w~ es independiente de r. En efecto, por la expresión (1-30) 

derivada del teorema de reciprocidad tenemos que: 

J { G.- l'i ,-,¡)1: 'i l\I. \-11, l. \\t,¡ l G. )} .,,¡el!. =O 

s· 
para toda superficie cerrada y acotada frontera de una región 

R"que rao contiene a~. Ahora bien, dada una cierta X elijamos 

r. tal que !€.Q.~,. Sea R' la región entre S.,, y S " .. (asiurada en 

la figura l+b). Aplicando (I-30) en R' y usando la condición .en 

lA superficie libre (I-6) s~ sigue que (I-53) es independiente 
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d• r. 

Aplicando el teorema de representaci6n directamente 91la r4 

gi6n a_.-B ten•osl 

La relact6n ·de simetría (I-24) implica que w~ 1 w;, pueden 

ser escritas e0110• 

"'~ 11' "'li G,,. Lll. 'i\ 1:•¡ L'Ol - u, l~ \ 1:.¡ t G.~ }"•el! ; 11 u, 

w:c1,: ~{ bi.-.l'l..l) l.'-i l~\- u"ll \ l."i l ~ ")\ °".i cli 
Sb ~·~J 

Dado que G¡,,l~ .\.) y ""t'-1l(;e.\.) son solucio'les de U-lb) 

si~ i-!. Los lntegrandos no son sino combinaciones lineales de 

1as soluciones, e integrando sobre el parámetro l siguen siendo 

soluciones. Por tanto, de la relación de simetría se sigue que 

.... T r son una superposic16n de soluciones de {l-lb, 7). Más -

aún,!!' deja estuerzos normales cero en S y YE• deja esfuerzos. 

normales cero en S-B. St prueba, pues, (b) y, para probar (c) 

solo resta demostrar que CI-52) es cierto. 

Apliquemos U-30) en B con la tunción wl . 

J { G," ~ \. ~'l'i l~ \ -\l·,\{,j (.(e"))~j.c\ ! , 
~b ~ Ells·B 

4on4• ,1e hace uso del hecho d~ que la inte~ral sobre s n B se a. 
nul~ 1a que w:. y <;¡,dan esfuerzos normales cero, por tanto, 

en nsta de esta relac16~ 1U-53> tenemos a 



. , .. ,, .... ~.·. ··- ····· ··~.-, ... ·,;.·»·t ... ·.···' ... 

W-'..::<.~)=-J{ G-.tl't.'&)LLj~\-W''l L\.j( G ... )J""njcll 
s~ 

Aplicando "': ·'·""':" 0 ma de representaei6n en R,.-B para w~ ob-

tenemos: 

w~ l~' = )l G~" t 'l.:~) L'-.i lY.r")- w(t¡,¡l~.)) ~di 
S"_.S, 

De estas dos expresiones se sigue (I-52) 

Con esto demostramos que las expresiones CI-53) y (I-54) sa 

tisfacen (a), (b) y (e). 

Que la descomposición es única se sigue de lo siguiente. 

Dados dos pares de soluciones ,,.,.¡y vr4'restémoslas para rormar 

la pareja"'~-"'~ tal que: 
u.'-.<.¡) +u.'~ l~ \:o 

que satisfacen obviamente (a), (b) y (e). Aplicamos el teorema 

de representae16n a ~"' en R,.. Dado que U:~ satisface (b) y ut1 

lizando CI-53,55) tenemos: 

~-.t~\=-I l '=>-.\.lij l~)- u: .. \:¡l <c;~)1-nj c\l; )!.f&.R,. 

~ .. ::. -~ l (:,.¡ '"ti.¡\ .. !b'') - ~ \:\.~l. Ú") l"ftj dl ~ "E.R,-B 

s~ 
de donde se sigue que: 

\.\'"~!'=o X E.R.,-B 

Tomando una r. tal rtue Sr,c.R..._-:a (figura a.b) 1 aplicando el 

teorema de representaei6n en R~ se sigue que: 

ya que las integrales son identieamente nulas por el resultado 
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anterior. De (I.,,) se sigue quP,~ 

u."1.l~'\ =o 

por tanto la descomposición es ~nica. 

Ie5el EXTENSION DEL TEOREMA DE REPRESENTACION A REGIONES NO 

ACOTADAS. 

Decimos que u." satisface una condición de radiación con re.s, 

pecto a la tunci6n de Green J2w: si Wv.-=-o pat·a toda~ ER. 

La extensión del teorema de representación a regiones no a 

cotadas podemos expresarlo de la manera siguiente: 

"Dada una soluc16n u. .. de U-lb), (I-7) tal que satisfac~ una 

condici6n de radiación, entoncP.~~n 

u.,m a J \ 6,.; ll,l!.)l: .. ¡ l!!-\-U.;.'t•i l ~ .. )}-..;d_~ 
sb 

Demostrac16n.- De la definición de condición de radiación y de 

(I-51) se sigÚe que u.•IN~ , por tanto (I-56) se sigue de (I-54) 

I.6 EL PROBLEMA DE DISPERSION. :::.9:... 

Debido a la interpretaci6n rísica quo daremos a nuestros -

rHultados, supondremos qua en todo lo que sigue la función de 

Oreen que se usará será la correspondiente a la de "radiación 

emitida" para el medio espacio de capas paralelas. 
1 

Si en la región acotada B de la figura 4 prescribimos un -

cambio respecto de el medio original, 1.e. en el que se defi-

nen ~.1 .,~,consistente en.alteraciones ya sea de la frontera 

o de las propiedades tísicas, podemos lla~ar a la componente -

'Ir~ , descrita en la sección anterior, el campo dispersado por 
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la regi6n alterada B. Así mismo,a la componente w~ podemos lla 

marla el campo incidente. 

En general cuando se trata de formular problemas de disper. 

ai6n es necesario definir en alg~na forma una condición de ra

diac16n. Esto con frecuencia se ha hecho considerando el com-

portamiento asimpt6tico de la solución en infinito. Este trata 

miento requiere un análisis particular en cada caso y, en gen~ 

ral, esto dificulta la determinación apropiada de las condici~ 

nes de radiaci6n. 

Dentro del marco del teorema de descomposic16n que hemos -

presentado la formulación del problema de dispersión se formu

la con mucha sencillez: "Dada un~ solución W~l~\en R que satisfa. 

ce la ecuación de movimiento U-lb) y las condiciones CI-7) ·en 

las 1ntertases y que deja esfuerzos nulos en _toda la superficie 

libre S de R, determinar u~a soluci6n en la reglón modificada 

tal que su restricci6n a R-B tenga por componente regular a -

w'w,.\ ~· 

1.6.l PROBLEMAS DE DISPERSION LINEALIZADOS. 

Con lo dicho en la secct6n anterior finalizamos la presenta 

ci6n de los teoremas de·representaci6n y la formulación en gen~ 

ral del problema de d1spersl6n. 

Ahora aclararemos el tipo de problema de dispersión que r~ 
1 

solveremoa usando un método de perturbaciones que posteriormen 

te expondremos. Dado el medio espacio constituido por un núme

ro tlnlto de capas, asumamos conoci.da la f 1lnci6n de Green. ln

troduzeamos una modif1caci6n en la frontera en una región fin1 
--

ta y tál que su espesor en la d1recci6n ~, sea muy pequeño y -



~u longitud en la direcciÓn"IC., sea muy grande, Considerando una 

onda incidente (solución en el medio no perturbado) nos propo

nemos· evaluar el campo dispersado aproximadamente. 

El método de perturbaciones propuesto por HERRERA =7 18,9= 

ha sido aplicado a algunos modelos geofísicos del tipo arriba 

indicado por MAL y HERRERA =15= encontrando qÚe para este ti

po de modificaciones en la frontera -consideradas t{picas en -. 

aplicaciones geofísicas- los res'..lltados .son consistentes con ;. 

las hipótesis del método excepto por un cambio de tase que es 

grande. En este rnétodo -que es una apl1caei6n del método cl'

sico de perturbaciones a problemas de dispersión de ondas e-

lásticas- se torna co~~ orden cero a la soluci6n no perturbada 

y así, necesariamente, es en la pri~era aproximaci6n donde da 

ben aparecer los cambios de fase que, en este caso, son gran

des y que~. por lo. mismo, violan las hip6tes1s del método. 

La dificultad que se presenta es, pues, semejante a la que 

ocurre en problemas que han surgido en otros campos para los -

cuales el método W.K.B.J, ha tenido éxito. Sin embargo, para -

el caso de que nos ocuparemos el m'todo W.K.B.J. no es aplica• 

ble. 

Para resolver la diricultad, usando los teoremas de repre

sentaci6n, obtenemos una soluci6n de orden ~ero que tome cuen

ta de los cambios de rase y, luego, esta soluci6n pu.ede ser -

perturbada para dar los términos correspondientes a la primera 

aprox~mación que entonces si resultan consistentes con las hi

pótesis iniciales. 

Consideraremos un medio en el cual el espesor de las per-· 
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turbaciones es pequeño (E) mientras que su longitud es grande 

(L) de manera que L~ se mantiene acotado, La idea básica del -

método que se propone aqu! es formular los teoremas de repre

s entac 16n con la función de Green correspondiente al medio no 

perturbado, Luego se modifican estos teoremas aprovechando el 

hecho de que la función de Green para un medlo cuyo espesor de 

capas es el de la región perturbada se conoce, obteniendo de -

esta manera una estimación de orden cero de la solución, 

Ahora bien, las ondas de cuerpo decaen rapidamente, por tan 

to, supuesta una fuente de ondas situada suficientemente lejos 

de la región perturbada las Únicas ondas apreciables inciden-

tes que lle,gar!an a ella serían hs ondas superficiales. Más -

aún, si los puntos da observación del campo dispersa~o están 

suficientemente alejados de la zona perturbada B, las ondas de 

cuerpo emitidas en B no serán apreciables en los puntos de ob

servación por lo que limitaremos nuestra discus15n a ondas su

perficiales. 

En el siguiente CRpítulo se hallarán las soluciones aprox1 

madas a orden cero para dos modelos de interés geofísico, lo -

cual nos dará ocasión de desarrollar el método de perturbac1~ 

nes aqu{ propuesto. 

.. 



C A P 1.T U L O 1 1 

DOS PROBLEMAS 

D B D I S P B R S I O lf 

II.l DBPRESION EN LA SUPSRVICIB LIBRE. 

Consideremos que el campo incidente de un medio espacio con 

N capas paralelas 1 con Q.na depresi6n en la supertici e está d¡¡, 

do por una onda superticial avanzando en la direcci6n "• del ti 

PQI 

. UI-1) 

El campo dispersado puede quedar expresado como: 

(II-2) 

donde .w, es una aproximaci6n de orden cero 1 ~"""~ queda, dada 

0\#'~\i\t bien definida por: 

W " l \. ...... ,. ,. 
"' " • 1 =- ~" li.' - .w l 1'> (II-3) 

Dado el campo incidente (II·l) en .el medio espacio con la 

depresi6n en la superficie que se muestra en la figura ~' eva

luaremos el campo dispersado debido a la presencia de la cons• 

trieci6n correspondiente en la capa superf'.icial. 
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Los desplazamientos U.il~\::w¡ • w'( satisfacen la ecuaci6n -

de movimiento (I-lb} y las condicl'ones en la frontera: 

:, ~e Sv.s' (II-4a) 

lv-1= º1 en las interfases 

l Lt~lY.)1::o 
(II-4b) 

Por el teorema de descomposición (I-54) sabemos que: 

W",tl\ = j{ b., li. ~) l:,j \\j.) - ll< IYl i::•¡ ( 6.)) 11¡ d1 ( II-$) 

S' ~E lt-b 

donde S'= S..v Si,..V 5t. ; las normales apuntan en las direcciones 

que se indican on la figura 5b y, .. a t'unci.Ór.1 de Gre,.en G,.,\ co

rresponde al medio no perturbado. • .L _,-p, -
.s )_ ~ .. 

iT 
)( 

-\..-
4!- 'Cr4 ..... --
&- .... 

' 

... \ ll:. 

"• 

(a) Depresi6n en la superfi
cie libre. 

(b) Identificaci6n de superfi 
eles. · 

Figura 

Por conveniencia definimos tres subregiones: 



Seant 

R.Jt ={~~R. 1 x,ell-,l.1;~~~t}. 

Ra = {~E. Q.. \ ')(, ,,_ ·J+}. 

(II-6) 

(II-7a) 

UI-7b) 

los desplazamientos 1 los esfuerzos asociados a una onda supei, 

tic1al en el modo (n) que satisfacen la ecuac16n de movimiento 

(I-lb) y las condiciones en la fronteras 

"tt~ {U.\ =o (II-8a) 

f · \Y.]= º1 en las interfases (II-8b) 
\. t\,( Y.>1= o 

i.e. son las ondas superficiales asociadas al medio espacio m2 

d1f1cado entendiendo por tal un medio espacio con superficie -

libre e interfases paralelas para el cual la capa superficial 

ha disminuido su espesor ent.. Sea Ha;\l.J\ para cada l y cada 

~ una combinaci6n lineal de ondas superficiales,dependtentes

de los parámetros! 1~, asociadas al medio espacio mod1fi· 

cado. La elecci6n apropiada de 11~~ se h~ce en la secc16n --

11.3. 
Aplicamos el teorema de reciprocidad para ii. 1 !- en la -

subregi6n a. : 

Jl J:iJ\.:r..r1.til~\- u;.ll\ 't•j lH.l}"j el[ :.e 
S'' (II-9) 
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donde Sº= SLV s.v s. con 11j= co,o,-1) para s'" y las normales 

a S+ y s_ apuntando hacia Rs y, Ui. es tambien onda superticial. 

En tal caso por las condicones de co~vergencia (1-5) la inte~ 

gral está definida. 

Restando CII-9) a (11-S) tenemos• 

w~ l ~\ = Il G-d i .. ~) li.j l~) -u\. l'§\ l: t¡ l G~ \1vii ~\:t 
s· 

-J { Í\.~ li.l,1'-j l\!:)- U.i. l\)L~j l 'd"))Yljcll UI-10> 

S '' X 4 ~'Z. 
Aplicando en R11 la ecuaci6n U-30) la cúal es una aplica

ct6n del teorema de reciprocidad podemos escribir: 

! l G"-. l.:.~ t ~,_U;. '"t 'J l (21L~ Vlj el J =
s\. 

I\. G.c l•j ll!.)- u:L•,¡ lG._\1.,.jcl! 

s ... s. 
donde las normales a S + y S - apuntan hacia R'][. 

CII-11) 

Del hecho de que "'' y ii-~ satisfagan las ·condiciones en la 

superficie CII-4a) y (II-8a) respectivamente se sigue que• 

::. o (Il-12) 

Usando la relaci6n1 

expandiendo las integrales indicadas en (II-10) considerando -

(II-11,12) 1 definiendo• 



(Il•l3) 

la ecuación (lI-lC) para puntos ~f. Qa puede escribirse como: 

w:1!) .. r l ~ .. (). !\ "t.:j l \.l.) - u' l;) l<.j ( ~~ )J .. 1 d! 
s •. s. 

+HG., lJ. ll) 1.:j l~' - ud1) "'t<j (.<,?.)} '"l d! 
s~.~~-

I { " .. lJ. is.\"'[,¡ l"'"' _ ... l!, 1:'..j l \!. )1 .. j el'! 
S,, \. . (II-ll+) · 

Para obtener la aproximaci6n de orden cero es preciso eva-

luar la roma explícita de Hñ 1 't.:¡! B.\ .l'l cual· haremos en la 

s~cción Il.3. Una vez beche esto procederemos_a la evaluaci6n -

explícita en la sección ll.~.l. 

Conocida ia aproximación de orden cero en .1 t R8 podemos -

determinar la aproximación de orden cero para~ 6 R •· En erecto, 

sea (;,, la tunc16n de Green que satisface (l.lb) 1 las cond1 

ciones en la frontera (II-8); i.e. es la tunción.de Green aso

ciada al medio espacio modificado. Aplicando el teorema de re

presentaci6n <I-5'0) en R 1r tenemos a 

u.,l,.., = -J { G.d\~~) "'t,j l\i\ -·u." l\''"'t'-.i Cfi~ )1 "j cJ1 
s_.,s. 2' E ~s . (II-15') 

dónde hemos uiado el hecho de que la integral sobre s~ se anula 

por las condiciones en la frontera (II-4a) 1 (ll-8a). 
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II.2 PERTURBACION EN UNA I~TERFASE. 

Consideremos el medio espacio de N capas paralelas con una" 

depresi6n de la interfase colocada a una profundidad h, según 

se muestra en la figura 6a. 

Dado el campo incidente por una onda superficial del tipo: 

, 1 •ti'> 4~rJ, 
VI., lt) : Vf. e. (II-16) 

.. 
calcularemos el campo dispersado \N'•• 

El campo dispersado ~uede expresarse como: 

CII-l'la) 

• 
donde .wr es una aproximación de orden cero. ,w" <11)queda bien d~ 

tlnida, dada eW'"• t como: 

(II-l'lb). 

Los desplázamientos \lil))Satisfacen las ecuaciones de movi

miento U-lb) y las condiciones en ia frontera: 

1';, \~) ~· 
"'\\• ( 't•i \ ~) 1 i 'o 

1 l ~]:ro 
l ~ E:. interfases f (ver figura 6) 

·Distingamos en el medio espacio t'.!'es subregioness 

R., : \ ~. Q. ' •• ~ , • ' 

ft .1 ~. Q. ' "• & t 1. J l.1) 
"'1 • l 

1 ft \ "· ~ , • \ D • 1&.1'. ,, 
.. 1' • t - J 

CII-l8a) 

(Il-18b) 



Elcampo dispersado est' dado por la ecuac16n (1-~) según 

el teorema de descomposici6n; 

'I{ ~ t ! ) : f. \ G "~ ( -,_ , ! ) 1' • i t-. > - "• < 1 >T.¡ l ~ > } "i cJ.1 
s' <11-19) 

donde S'= s.,.u s,vs •• vs,_ (ver en la figura 6b el sentido de -

las normales). 

Denotemos a los desplazamientos 1 a los esfuerzos asociados 

a una onda superticial en el modo (n) que satisfacen la ecuación 

de movimiento (1-lb) y las condiciones en la frontera: 

comos 

/.,., l .... l=o 
~... -
r_,.fao \ 

(Il-20a) 

f en "->e" .. E. y en las demás 
(\;,le) 1 u . interfases. (II-20b) 

UI-2lal 

- '"' ~ ¡_ •• -r. ~ .... ) t 
\ '-l (II-21b) 

Las ondas (II-2la) son, pues, las ondas superficiales asocia

das al medio modificado, entendiendo por tal al medio espacio con 

eupert1c1e libre e interfases paralelas para el cual la interfa 

1e situada a una profundidad h ha sido cambiada a una profund1 

dad h+f.. 

Sea Hc¡\J,1\,para cada ¡, y cada} ,una comb1naci6n lineal de!" 

pendié:"lte de los parámetros l y.~ de ondas superficiales del -

medio modificado. La elecc16n apropiada de la runc16n H~~ se -

hará en la se~ción 11.3. Aplicando (1-30) para Hwt. y l.&.\.en la 



subregi6n R1 

J J "• I .._ )e ) 'I" • • (.- ) - AA/'('• \ ~· .. ) \ "1• ¿) : O l ... , '?.._- ""s - " "'J - J -
s• · . (II-22) 

donde s --= Sa.V s.,u s. y las normales apuntan según se indica 

en la :figura 6c. 

!!> 
-+---:---:--í- -_ __!_ ~ -

~--J~ 
L L .1 ~ 

s ,_ 

x., 

(a) Perturbaci6n en una in
terfase. 

(b) Ident1t1cac1ón de supertlcies 

"I(., 

~-+- ---+-- -~---·---

"(" 

(e) Identit1cac16n de las su-
perficies s. , s_ . . 

Figura 6 . . 
Restando· (Il-22) a (11•19) tenemoss 

w:'"'e i,\G"~Cl>1)t'.;i\~)->''ll)r .. , <.~.) \"'••1 
_ i { ~ .. t l • ~l L.¡ 1~1- .. ;t11l,¡ e ij~> h .l t· 

( (II-23) 



Aplicando la ecuacicSn (I.30) en la . subregi6n de Rs que CCJll 

;•i•n• los puntos que satisfacen la condic161l 'lCa ( h obten•os la 

igualdads 

H G "'i.•¡ l ~' -ll,1:<,¡ (G .11 .. : d 1 • Jl G" "t. j l 1.1\-1.li. °t.¡ l c;..lh¡ <11 
S... St•.'-· ~ t lfs (ÍI-21t.a) 

Aplicando, ahora, (I.30) "' la 1ubre116n de R.zr definida por 

la condici6n ll1)h+t tenemoss 

HG •• i:. j l !!-' -: 11¡1:~i t 9. ~ • j J J = Jl G, ., i.:j l!!- l - ~'"t.¡ l Í2.~)l"j <t 
~~ . ~.$~ 

~ 4( A.a. (II .. 2ltb) 
Además por (II~l8a,20•) •• sigue que• 

J {ti., 1:,~ \ !6-' - ü., L(j r±f~)1 ~j.J:i~·o. 
s.. ··· - <II-21t.c) 

··La tunc16n de Green PU•~• escribirse comos 

G"" <Jll\:r,'\ • -.,.\ ll. ~).a. e;,..," l1. ~) 
<n-z;> 

Detlnimos as . 

Usando (II-2 ... ,25,26) podemot •scribir a la expresión (Il-23) · 

como• f · 
W'~ l~)' { ''"' l'. 1. \ ~j l~..., - Íl¡, "l::.J ( .§" )l 'f\j tA1 

'i,.~s.. . . 

~ f { ~w.i.ll. ~'\ \.;.j l\a.°" ~ l.\\.~i l ~,\J '"¡ tA} U~-27) 
s •. \. ~4. 1lu. 

BueYuqte, l• evalqao~6n e.l(Plic1 ta d• una aprold111act6n de 

orden cel"Q d• ~~ dep,nde de la de1:era1nac16n de R..,\. , lo cual 
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haremos en la siguiente secci6n. 

Para determinar la aproxirr.ación de orden cero en~ é Rv ha-· 

llaremos la repres'entaci6n de la soluci6n en Ru.. Sea G.,¡l'\. i"') 

la tunci6n de Green que satisfac~ las condiciones én la front~ 

ra (11-20); i.e. la tunci6n de Green para el medio moditicado. 

Aplicando el teorema de representac16n en Rn tenemos• 

lA.,d'f.\ = - J { G.dl .. K\~¡ly.,- u-.l\\"t.:jl& ... ~ "'j':lJ 
$+,t¡. 

UI-28) 

donde hemos usado el hecho de que la integral sobre s~ se anu

la por (II-18a,20a). 

La apro~imac16n explícita de orden cero podd hallarse en 

la 1ecc16n li.4.2. 

11.3 DETERMlNACION DE LA fUNCION Hk\• 

La tunci6n de Green para radiaci6n emitida en el medio es

pacio; 1.e. la función que satisface la ecu~ci6n de movimiento 

(1-20), las condiciones an la frontera (I-21,22) y la·relact6n 

4• simetría (I-24) obtenida en la secci6n 1.3.;, está dada por 

(II-29a) 

dondes 

(II-29b) 
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1 '"' es la contribución por ondas de cuerpo. 

La combinaci6n lineal, aludida en las secciones II.l y ll.2 

como H..¡,l.1\,conviene elegirla de la manera siguiente. Partien. 

do de la contribuc16n de ondas superticiales a la tunc16n de -

Green para los medios espacios modificados respectivos multi-

pliquemos, para· obtener Ji"'' , cada una de las componentes pcr 

una tase. La expres16n, pues, para Hc;l\.!) está dada por: 

~± O:''i~ª\ D~tl.li'(i"'~·-'·)+_, • .., 
n . ~·<•· H.U~ ~): (Il-30) 

4 u-, .. , u .. ,... ;. ¿ ~ .. l "'-• -l .~ ... (J-> 
'mf"" "'l ')(:a\ i l •a\(. 

.... J,. 1'1'> 'Wt1 

- laJ 
donde las Uic. , para cada problana, están dadás por (II-7) y 

(II-21) respeetivamente. 

Hemos definido a R... l'l. ~) en (II-13) 7 (II-26) comos 

dadas las expresiones (II-29b,30) y agrupando de un modo convJ:. 

niente podemos escribir: 

°"' • U""'' U' .. , - '11e .. tir •• ,.' . . • 
L.. -J. ir.bl~) .-. ll,) < t"- C.'ltp(-''°""''º'•">+'• .. l•.·l1)-1- .. ~ 
""' .. 
~r • u·,., u("' ' -u·... -u'·' l , :: .. . _, ..._,_, .a.~r:r.. .._\x,) "'l\!t)-'j cl'IC~) ,_l,,~.,,.~-¡, .... lll··1n-\.•• ..... 

"" .. "·'~· 
, . (II-31) 

~ .. ul• u·"'' -"le·(•· ·T·' . L1-¡- "lv.-.) "\ ~-.) l t"' - 1.--p .( .\. ¡, '"'• -~. '\- '"" t 1r. .,.,~ ;~'""".>~ -· ~- . 

+?, {J: u:'1",,u:\-¡,)-t o~·txa)D~'lt>1 t"'<..t.tc.l•,-'f,\+ '~ .. > 
..,, '>l, 

i 
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Escribamos a las· funciones '"'"" y ""(()U:IJ comos 

UI-32) 

(II-33) 

donde o H .. ;,. 'i ;t'~¡l\(.) son contribuciones de orden cero de H~.:. y 

't.:¡. Las ondas superficiales correspondientes a un medio espacio 

con capas paralela~ dependen de una manera continua y diteren--

ciable.del espesor de dichas capas. Sin embargo, la aproximaci6n 

que se obtiene derivando formalmente las ondas superticiales con . . 

respecto al espesor de las capas no es una aproximaci6n unitorme 

debido a que la tase varía linealmente en la direcci6n horizon

tal y por lo mismo los errores en dicha aprox1maci6n crecen in

definidamente en esa direcci6n. No obstante, la dependencia en 

la airección vertical de dichas ondas si puede aproximarse de -

una manera untrorme procediendo de esta manera. De hecho se sa

be que u:{~~) es derivable con respecto a(. en condiciones muy ge

nerales, m~s aúns 

CII-31+) 

donde la coma, de aqu{ en adelante, precediendo un Índice indi

ca derlvaci6n con respecto a él. · 

Usando (II-34) obtenemos la siguiente igualdad• 

"' as{ mismo, de la igualdad anterior se ligue que: 

1 

1 

l 
j 

¡ 

1 



l_L ul~'u""\ _l.,. ü'· -~""'} =l..L ·~ l- \ ut·'\t' 
j" it ~ l .. u, . J... .lW\ .1 . "' "' . 

"" .i..lu'W\'u~··) "' 0 U:'L . J)\ K. " ' (. 

Substituyendo las igualdades anteriores en (II-31) obtenemos 

, J LL l ) rt< ... , - ., (- ""'' - - llll ~ 1 
~ l\J~ - "t ~.,. (~i,\ Ud •ch\ ~ . j"' ll:t~J\ lk l'1 )J,f · 

.. t.x,<- 'k" ~'<•-'f•\-i-~~'> .+ ou.~ \ i<•<l. 

l-.k~: UI-35') . 

• L, ll t.; -t) O!ªt .. , u:~,\~ t lu': u~·).1. l 
• tv.~.¿.;.. ll.r='J")i~ 1 \;~~) ·+ o L~ '-) ·J -x 1 '> ~i 
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Obsenando que: 

. J" = J"' .. 0(~) 
una aproximación para H ic.L está dada por: 

(II-36) 

El tensor de los esfuerzos asoci~do a H"'- puede escribirse 

como: 
(II.37) 

Puede probarse que T.¡ l. \,t.,\ es de orden -( ; la expres:i6n · expll 

cita de l'Jl•li"\ está dada por: 

por: 

1 

1 

1 
1 

\ 
1 

1 

1 ¡ 
~ 
1 
' " 1 
; 
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b!TERMINACION DE LA SOLUCION DE. ORDEN -CERO. 

Teniendo en cuenta la der1nici6n (II-2,17) de oW'r podemos 

esc~l ~i~ • la solud6n u~ comos 

(II-39a) 

donde, si•Ut son co.,tr.ibuciones de orden cet!o quedad.dada por 

•Ui.l~\= 'Kll~\ +- 0 W'rl~'\ 

de (t;5'l,) se sigue además ques 

UI-39b) 

(II-39c) 

Consideraremos ahora la expresi6n (II·l~) -que es el campo 

dispersado de el problema de ia depresi6n en la superficie- P&. 

ra obtener una ap~oximaci6n de o~den cero. 

Al primer término de (II-1~) lo despreciaremos porque con~ 

ti t1i7e una superpos1ci6n de ondas de cuerpo que, para puntos • 

de óbj~r~~~6n a~eJados de la zona perturbada, e1 pequefio debi, 
. . . 

do '1 dec~~m~ento q~e sufre'l dicha' ond~~ c:oyi la distancia. 
. . . ~ . . 

El segundo término es de orden i porqu• los t'rmlnos del in 

tegra;do ~º11 acotados y la longi ~\ld de la línea de 1ntegraci6n 

lii t~ 

El tercer término da· (11·1~) puede escribirse, usando 



(II-32,33,39), como: 

j{ 1-l .. 1:,¡ l11-1 -u:l•j l 1:1.)) 1'¡ di= 
s.,s_ 

fl. W.-Lc¡ '4hut"I<tl11. )1 "11 j di. 
~.s-

+ H-\.1.; 1,j (,!!,)- , Ut ";;(,j [l:J .)1 "\1 j J). 
5,,s .. 

-+ Jl "<C l: 'il• ~);u., L .. i l 1:1.)\>i¡ "'! (II-40) 

~i.~-

Asumiendo que para puntos interiores el tensor de esfuerzos 

t·-< .. u\ y el desplazamiento u.¿ considerados como funciones depen "J _ ¡ 
dientes de E. no sufren cambios bruscos,· podemos arirmar que da 

das las aproximaciones de orden cero 't~1l<>W~oY, difieren en té¡: . 
minos de orden E. de ~'-jl'&.\ ¡ ~ para cualquier valor de E. , mien 

tras éste sea pequeño. 

Los puntos contenidos en S+ y s _ son interiores, de aqu{ '"' 

que en s,. y s_.,J!. ,1'~ l.~L\ difieren en términos de orden E de 1.1e.. ·, 

Las integrales (II-40) son convergentes, más aún, 

por las razones aludidas arriba, la segunda integral es de or
den é , mientras que la tercera integral por (Il-32,33) es tam 

bien de orden E.. 

De todo esto se sigue que una aprox1mac16n de orden cero p~ 

.w-r ~ J { .1-1" l:; '. !!. , - • u., :i:,¡ l 1:!.· \} "llj c11 
$~. S- ':!..f R~ (II-41) 



1 
l 
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Para la.perturbac16n en la interfase el campo dispersado -

esd dado por (II-27). La primera integral, por las mismas razQ 

nes dadas anteriormente, no da contribuciones de orde~ cero. 

· La segunda integral por UI-32,33,39) queda dada por: 

J [ 1.1., "t..¡l~' - 111.l<¡ ll\.)1 "i cl1 " 
s...s. 

J l JI.~ l~j W)- .~ .. l.:j ll:J.r.B"i el1 
shs. 

+ J {.1-1 •• 1.j l.'!,_ .u.!;.¡ l!J.~ .... ¡ d1 
'•·>-

+ f{ ,\.1 .. , 't 'i l!!,\- ... , )", i ll) .~ "i el) CII-lf.2) 
·s...\;. 

La primera integral de .CII-1+2) es convergente y contiene a 

los términos de orden f.¡ ,l~3l\j,.)., ".o; por, tanto, es de orden E.: 

La segunda integral conviene escribirla como: 

fl.11., l<¡ l,y)- .... , :r •j l 1!-~ ... Ji.= 
s .. , !l-

f{.u .. l.:.¡ L .. ,n - , ..¡, J:• i l Y·)\ ""i d1 
~ ••. ~.-.s .... ~ .. -

.¡. j{ ·"" 1:~¡ l. a.\ - • ..... :t.:.¡ l I:\. '"' ... j el'!_. s,., ~,. 
(II-43) · 

donde las superticies se encuentran identificadas en la figura 

6b. Los puntos contenidos en ~~u S1.LJ S't+ o Si.- • son interio

res, de aqu{ que los mi~mos.srgumentos presentados arriba nos 
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lleven a concluir que el primer término de (11-43) es de orden 

E.. Los puntos contenidos en ~.+y Se.- son de la frontera modif.i. 

cada. En este caso·, los valores que toma L•¡U.!'1 pueden, en gene-

ral, diferir en términos de orde~ cero de "t~<.y.). Sin embargo, 

en la segunda integral de (II-43) los integrandos son acotados 

y la longitud de la línea de integración es&. De aquí que es

ta integral sea de orden E.. 

Del análisis precedente se concluye que una aproximaci6n 

de orden cero del campo dispersado dado por (Il-27) ·estara dada 

por: 

• "'; l!.\ '° Jt. 1-1,, l.<¡ t.~\ - .u.:. 'l<j l tt~~ "i el y 
Si/~•- -~ ef. R·x. (II-41+) 

Del teorema de repres~ntación y del hecho de que la función 

de Green pueda escribirse c~mo: 

donde ~ .... \..representa la contribuci6n por ond<i.s d.;i cuerpo a la -

función de Green y, S-.... representa la coritribuclón a la función 

de Green de las ondas superficiales, se signe que el campo total 

pueda descomponerse como: 

Ll¡,,l~\ = ~¡_l'~\ °" bi. L'!\ 

donde b~son las contribuciones de las ondas· de cuerpo y st son 

las contribuciones de las ondas superficiales de el campo total. 

En particular, una aproximación de orden cero del campo to

tal podrá descomponerse de un modo similar¡ 1.e. 
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¡ 
! 

... 
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De aquí que a ( II-1+1, 44) podamos escribirlas como: 

oW~l~\-::) \c.\.\"'- l~i(o~\- oS¡, 'J~! (.~._)1 °"ldi. 
s,,c;_ 

+ f {.JL:\.. '1~i lºk? \ - º b.; .. 'T~j l \-3 ... ' 1 ""j c11. 
~.~- . . 

Se ha demostrado =5= que las ondas de cuerpo y las ondas -

superficiales son ortogonales. La segunda integral de la ecua

ción anterior difiere en términos de orden E. de aquella que d~ 

fine la relación de ortogonalidad, por tanto, una aproximación 

de orden cero para "H( estará dada por la primera integral, es 

decir, para la aproximac16n de orden cero dada por (II-4i,44)

basta considerar, para puntos en S,.. y S. , solo las contri buei.Q. 

nes por ondas superficiales de·~. 

DETERMINACION DE LAS FASES. 

Hemos señalado en la sección I.6.1 la necesidad de obtener 

la aprox1mac16n de orden cero de tal modo que en ella se tomen 

en cuenta los cambios grandes de fase inducidos por las alter~ 

clones de longitud grande de la frontera. Este resul~ado lo -

lograremos eligiendo de un modo conveniente las tases ,p~ 

ra lo cual usaremos las relaciones de ortogonalidad (1-36,37) 

y el hecho de que de. acuerdo eon la expresión (I-54). para 

el campo dispersado es generado por fuentes distribuidas en la 

front~ra perturbada. 

El uso que haremos de las relaciones de ortogonalidad se ~ 

entiende mejor eon la ayuda de la figura 7a donde se encuentran 



indicadas las direcciones de las ondas que intervienen en las 

expresiones (Il-l+l,41+) de ow· . 

. l: _________ ,.!...:... __ _ 

w• 
W" 

.\...\ .. , ; 'l,( ,, 

. o\!"!_:. 't~~ - -

v.r• 

w" 

·"·' ::."""•· ·" .... '·"•)\, 

(a) Direcciones de las ondas 
en S+'f ~-. 

(b) Ortogonalidad de las ondas sJl. 
perti ciales j,¡. ,lf". 

Figura 1 

La figura 7b indica graficamente la relación de ortogonal1 

dad. La única onda no conocida que interviene en las expresio

nes parauw\' es wC, lo cual sugiere de inmediato que «"'' p" de

ben ser tales que: (II-1+5'a) 

i) Si l.~R1 ; ~,<.l, entonces .\.\ ... ;. -::.:l"il~ ... \=-o ""'~E:. S_. 
(Il-1+5b) 

U) Si!~R .. ;-x.,..,,, entonces .• \.\..¡,,~ ;;t~l\i-.)o:o U\ l. e.'~•· 

Aplicando estas condicones a (II-36,38) se sigue que: 

a<.~::~ liwo - k"')l'X1 - ~-) 

~": - lit--~ .... , l~,-\+) 

haciendo uso.de estos resultados, podemos escribir.a (ll-36,38) 

como: 
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1 

... _ 
oH"¡,-

" .. u-"'""'· .'t .. ,. ";;""'l",~"'-' 
~' J; t (Xi). ,.¡ l (li\ f: , ; t_ .\r "'p(.-i{iti.~-\·.l"J-~ '°"l'>'i} · 

~<.,.:¡-.. · 

~ t - l•n - 4 1-. -i\14'1.v.-~\.~ 

L.J J: U"' l"(~~J',1C~\~ ·1; :.~ ... iMt>4'-l-..~"""'\~~'~) 
"(,"'>,, . 

CII.Jt.?) 

u ..... '. S<lLÜCtONES." 

Tenten~o'Y!l 1'11'. :ror.ma "e:ifpHeita::,dé~1os.1:mtlfOS'·~pendientn·

de ic, én> las'. repreS'enta:c1ones ·dadas a la · soluci06rr-de-:orden ·et:. 

ro CII-41,lflt:)'·-para puntosi../.Ra.sutici:entemente.-~lejados.:de·ls · 

zona pertu·rba:da·;. proc·ederemos 'en esta secct6n :a· -eva1uar1a·s. 

Para puntos 1._Rs las apróximaciones de orden ·cero del .campo :tQ. 

tal requerirán de un ·tratamiento e·special. 

Observando que los ténitiilos dependientes de "X" en ·"·"; ·;t,¡ l\l·)· 
(II-l+6,l+7) ·están dados para el medio .espacio modificado y en el 

• 
campo incidente (II• ·1,16) ·para el medio- espacio no perturbado, 

se hace conveniente expresar al campo inetdente como: 

(II-48) 

pues de esta manera podr.emo~ utilizar directamente las relaci2 

J 
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hes de ortogonalidad. La ecuaci6n anterior se sigue de (II-1,16) 

1 de'. u1-3i.). 

II.i..1 DEPRESION ~N LA SUPERFICIE. 

Para evaluar aproximaciones de orden cero del campo total 

en puntos .3'R• consideraremos dos casos de la ecuac16n (II-41) 

i) Si¡t-R1 entonces en S_de CII-4'5a) se sigue que.H""•"\.:j~\J.) 

se anulan, por tanto: 

.w~l!o'> • j(.H.·" "t.:J l~')-\tf'-. ~¡ t \i"')\ "'V\j tli 
ti+ 

+j{.""~ '1'.¡ <•)!(~)- ~wt -;l'.:¡ l~")\ "i cA\ (II-49) 
~. 

donde -,:<-1,0,0) 1 hemos usado la relación (II-39b) para .. u.,~ 

La primera integral por la· relación de. o~togon¡\lidad 

e~ nula (ver figura 7); usando (II-46,47,48) la ecuación ante

rior queda expresada por: 
'' '. ~ 4 -u .. '"'' -\11..,.(•~ •"•' 

oWcti):-~j ~ \"IC'?o\t t\-t.'llr<.4.lt'..-w:..'~'>1 
"' " 

· lc.'K~<.\\Ct'h)jco{ü.l"'"t '"~ -u~•l.;::t•'1 el "--1 E. ,, '~ lt , ,l I ,J 
(Il-50) 

la cual, nuevamente, por la relación de ortogonalidad CI-37) -

est' dada pors 

aw':c. '~' = o (II-'51) 

De (II-39b) se sigue que una aprox1maci6n de orden cero -

del campo total, dada por (II-51) ,es: 



11) ~1 ~tl .R~:e~_tonc;.~s, :en.~s"" :de (!l.:-l+5b) se .. sigue que .H,¡;. ·; .Xq 
se 81'\µJan~ De la rélac.i6n (Il-39b). :pa.~a ·. '1 de U~-51) 

se .Ji•• l\llf~ . 

•'OC: lS) a' J {.Jt¡., l~j lil!f · 1. vr..·:t <i l 1;!~)1 '>lj iil 
s: (Il-53) 

donde 11j•(l,.~,$¡?• ~1.~ndó· :uso ·en la ecuación anterior de : -

( I I-l+6, l+.?. ~a.8 Lobteri-.S<lt t. . 

". ~ l ü'''·. . . 
C) 'W" d~~ = {;.'1 :7!.:·. -"."' ('t(.'!>) tl:Vp~' \~ t 'ltrl.·"\ -t''- "tl-~ 

.. t ~ ~~ t·)fp<.·i\. t~~f..:lc .. ,.~"' 1 [.Jro·;\;::.· .. ~--ui~~~-,, .cl~ 1 
l.. ~ ' .. ~ .. ¡ \ " " ,J ~J . . 

CII-54) 
1, por l~ ~lactón-.d•car'totonalidad · (l-.36) obténemos ~tina-lmente 

• t~ lp\ . .. 'k,'C4 
<>W'.t ~J)~ ·.t..:. ·~h'S'') l '\ - .t;it~ ~-Uiy.··let-l\.'>1 t, . 

~ e. o¡,Jlr', < n.:;, > 
De e~t~ .::.•caac16n ·ad c'omo.:de ~ias ecuaciones (II-39b,lt8) se 

sigue que una ·"-prox1maci6n de orden -cero del -campo .total es: 

-u"'' """ 'l(f <)~(.~): .. l'(-.).t. . l'Yf!''-l~p-·~\\.~ 
~ ~ Q.m.. (II-56) 

111). S.i -!itR~ usª.1nos la e:xpres16n (Il-15) para 'el campo di:, 

persado. Dado.que en la trayectoria de 1ntegrac16n solo hay -

puntos ~nteriores, :tenemos ·que una aprox1ma~16n de orden cero 

estará dada :1>or: 

olla lll \ e I t G;., \,¡ l•I!- \ - o\i¡.';t"<¡ t~~)1 "i .,ll 
~tS,. (II-57) 

la ·runc16n:c!"e Greenf así .como•""' podemos .descomponerlas en sus 

! ¡ 
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contribuciones por ondas de cuerpo y ondas superticiales 

ro.\\-.1.~\t:. o'=ir..l'!i,\ >to.~-..\.~) :-!l ~"'-l~j le1\ -e8' L~j l6_-.),\\i el\ 
s,.~- . 

-1 l i"'l')l.~"\- .\.~\~¡ ti~\1\\·,ci1 
~ .. ~. 
- j { ~--'~jl•)\- .s. .. ~¡ l~)1\\;J1 
~~,e;.. 

- ~ ~ C:,c.;. ""t'.:i ~\ - e>\o\. ~i l ~--\)~ cA! CII-58) 
... ~.e.-

La primera y cuarta integrales son de orden t. porque eifie-

ren en ese orden de las integrales que definen la relación de 

ortogonalidad entre las ondas superficiales y las ondas de cue~ 

po. Dado que la segunda y tercera inte~rales solo dan ondas de 

cuerpo y ondas superficiales respectivamente, podemo~ escribir: 

o2"- :-J(S:~~'t.;jlo!l\ -•'>'-"t.:.j l~)tW'lj~} 
"""•s. (II-5'9) 

l)~I(.": - I l\;~~"t.:.jl.~'\- •\oi~j Li ... )l~jd! 
-;.,,s. (II-60) 

Las contribuciones de las ondas de cuerpo a la aproximación 

de orden cero del campo total dadas por (II-60) nos son desconQ 

cidas por serlo los integrandos. Sin embargo, podemos evaluar 

las contribuciones dadas por ondas superficiales. En efecto, r~ 

cordando que para puntos :s~R1 alejados de la perturbación las -

aproximaciones de orden cero del campo total son ond~s superft 

cial.es (II-52, 56) y observando que· para puntos cercanos fuera 

de R~¡as aproximaciones de orden cero del campo total d1fer1-

r~n de las aproximaciones en puntos alejados por términos de -

orden cero asociados a ondas de cuerpo podremos utilizar a las 
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expresiones (II-52,56) como.contribuciones por ondas superfieia 

les a orden cero (.c:ac) del campo total en s_ y S" respectivamen 

te. Así, los integ'randos de (II-59) son conocidos y podemos e.s, 

cribir a~ como: 

"'1 .\ -u 11 l•l -\.CC-.,. l~.-'"'°' H ICI' l,.. 
oS-.L"'':. ~ J: 1e.tx..,, f. t.."r<.~ Li\'-\ep"l\.."°')o 

·{ ~t.,{ Gt'1 \1~' - u~'=(;)) el v,1 
,,.¡. 1 

(II-61) 

Usando las relaciones de ortogonalidad CI-36,37) la eeua.cicS~-- -

anterior se reduce a: 

-u l •\ i. "• "1 
o~wc.L~'\:. 1t.l'll~)(. bf>4-1.l~p-V.:t"1~-"> 

~ "'~lt (II-62) 

II.4.2 PERTURBACION EN UNA INTERFASE. 

La aproximaci6n de orden cero está dada por (II-1+4) : 

o W", ll\ : J { .1-1., l1.~ ''"(,¡l. !P - •~< \ l) :;t,j l ~ • \ "\ "i ,\~ 
s.~c;- ~ f. 'R.s (II-63) 

Para evaluarla explicitamente conviene considerar dos casos 

1) Si )6Rz por (H-45'a)J" .. ,;;t'11.Q.)so'1 nulos en s_, ~or tanto: 

o w°':. l t' = J l .\\., 1:,¡ (.!¿ l - -'l• :t<¡ l \!.~ )1 l\ id'· 
~+ . (II-64) 
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donde "'W\j:(-1,0,0). De (II-39b) se sigue que: 

aW'~l\\~ J {.~"~"t~j l'N')-Wt ¡t°~j l~ .. )1 ~j~J 
s~ . 

i f { .. ~\~~ ~i (..,!f"\- oW~ ~j l ~'"-) 1 'r\i d l (II-65') 
~ . 

Del teorema de descomposición se sigue que las ondas del cam 

po d!spersado viajan hacia la derecha en. S + , de aquí que podamos 

escribir a 0 w• salvo té.rminos de orden E. en la forma: 

"'1 f\ l'f'\ - b\ 
(\ 'N''l ::. ~ "" u ... l'(~ ~ 

" 

CII-66) 

De la relaión de ortogonalidad (I-37) se sigue que: 

º w·~ t'6-\ =-o (II-67) 

Usando finalmente (II-39b) y (II-48) una soluci6n aproxim~ 

da de orden cero del campo total estará dada por: 
' -u\ .. \ "" 'C., ·oU.'<. l 't \ ~ w.. t.. I' ~ E:. ~I (II-68) 

11) Si 'j E.Rm:, de (II-45b) la integral sobre S"' de (Il-63) 

es nula. De (II-39b,67) se sigue que: 
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.... : ll\ ~ h.lk l.:¡\'!!'\ - WI ;i:,, l \!.• i\ ~i .C! 
~. ~ E llm (II-69) 

donde ~i=(l,o,o). De (II-46,47,48) se sigue que la expres16n -

(II-69) es igual a: 
" ~ l u'"'' ¡,1e,.\'C,.,.,~;Mp\ 

oW" l~ '\: ~ J::- ~ N')"\ l (. \- ""'~ ¡ 4.. l~ ... -"< .. \\.'\.) 

. L~{ o:("T~~tl_ ü~' t,: '"'1 ch~ (11-?0) 

Por la relac16n de ortogonalidad (I-36) obtenemos: 

Í\ l"'\ \. '°'Pl(' 
ow'~ L~' e. - u"" t L \- CXf i..".\.. l~r -""' '-""> 

~ "- ~m. (Il-71) 
De esta Última ecuac16n y de (II-39b) obtenemos una solu --

c16n aproximada de orden cero para el campo total: 

(II.72) 

111) Si~" Ra. Si partimos de (II-28) y procedemos de modo si 

milar a lo hecho en la secc16n alterior, obtendremos una aproxi

mación de orden cero de las contribuciones por ondas superficia 

les al campo total dada por: 
-u, .. , \. \rp"<• 

oC.:.lCl'S'e ~ l'<~) ~ t."iC~¿-.\lir·"°p\'l-'> 
~ E- Qa UI-73) 

Il.5 INTERPRETACION FISICA DE LOS RESULTADOS. 

Las contribuciones de las ondas suerficiales a las solucio

nes de orden cero, tanto del problema de la depresi6~ en la su

perf.icie como del problema de la perturbaci6n en la interfase, 

dadas por (II-5'2,56,62) '! (II-68,?2,?3) respectivamente, perm1. . . 
ten una 1nterpretac16n física sencilla de la dispersión por ei 

te tipo de perturbaciones de una onda superficial inciden~e. 
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Cuando la perturbaci&n tiene·longitud larga en el eje ll,,~ 

laa ondas que viajan a lo largo de ella se "acomodan" a lo que· 

hemos llamado el medio modificado. Es decir, debido a la lcn&L 

tud larga las ondas superficiales toman los modos asociados a 

un medio espacio que satisface las condiciones en la trontera 

dadas para la subregi6n R n '/ que viajan con la velocidad co

rrespondiente. 

Este cambio brusco en la velocidad inducirá modificaciones 

grandes en la fase de salida respecto a la onda asociada al 11& 

dio original. Esto se toma en cuenta en las expresiones (II-S6> 

1 (II-72). 

Hemos.demostrado eiencialmente que el proceso arriba descrJ. 

to es el que induce los cambios graades . d·1 rase, 1 que las COR 

tribuciones,apreciables en•el orden cero de aprox1mac16n, no -

pueden ser producidas por o~ros mecanf smos para puntos de -ob

servaci6n surtcientemente alejados de la perturbaci6n. 

II.6 CONCLUSION. 

La inconsistencia con las hip6tes1s del método de perturba 

clones hallada por MAL '/ HERRERA =lS= al aplicarlo al tipo de 

perturbaciones 1a seftalado queda eliminada. 

En la secci6n 11.3 queda mostrado el modo de perturbar la 
• 

soluci6n para lograr lo indicado. La aproxi~act6n de o~en cero 

se obtiene considerando a la velocidad de las ondas s11pertlcia. 

les en los distintos modos como una tunci6n de la posic16n. 

Bsta velocidad es igual en cada una de las reglones a la Teloe1 

dad de ondas superficiales asociadas con un medio espacio oon 
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el espesor de capas correspondiente a cada una de dichas regig, 

nes. Las amplitudes de cada uno de los modos separadamente .no 

sufren cambios de amplitud en este orden de aprox1maci6n. La -

amplitud total de una onda,sin embargo, sutre cambios de ampl1 

tud que son el resultado de interferencias y superposiciones -

debidos a los cambios de velocidad de los diversos modos, los 

cuales son distintos entre sí. 
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A P E N D I C E B 

N O T A C I O N, 

La integral: J l~; 11¡ cll 
s 

es una integral de superficie sob~e S con respecto a la variable 

de 1ntegraci6n l '1 

J f 4. ll\, el l. 
~ 

ff ana t9&9&nl sobre la regi6n R con respecto a la variable~, 
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