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RESUMEN

En el presente trabajo de tesis se desarrollan esquemas de observacién de estado (conti-
nuo y discreto) para ciertas clases de sistemas conmutados con presencia de entradas descono-
cidas. Los esquemas propuestos basan su estimacién del estado continuo en observadores
HOSM y tipo-Luenberger, mientras que el estado discreto es estimado a través de las propie-
dades de la inyeccion equivalente (conmutacién no-auténoma), caracteristica intrinseca de los
observadores HOSM; y de la informacién del estado continuo (conmutacion auténoma). Final-
mente, se presentan algunas aplicaciones de los esquemas de observacién propuestos, al
problema de deteccién y aislamiento de fallas.
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Parte I

OBSERVACION DE ESTADO EN CIERTAS CLASES
DE SISTEMAS CONMUTADOS

En esta parte del trabajo se presentan los esquemas de observacién de
estado (continuo y discreto), que fueron desarrollados para diferentes
clases de sistemas conmutados (sistemas lineales, no-lineales). Algunos
ejemplos numéricos muestran el desempefio de dichos esquemas.






El que no posee el don de maravillarse,
ni de entusiasmarse,
mds le valdria estar muerto,

porque sus OjOS estdn cerrados.

— Albert Einstein

MOTIVACION

Los sistemas hibridos, cuyo comportamiento puede ser representado por la
interaccién de dindmicas continuas y discretas, han sido fuertemente estudiados
en las dltimas décadas ya que este tipo de sistemas describen un gran nimero de
fenémenos fisicos. La mayor parte de la atencién se ha concentrado en problemas
de estabilidad y estabilizacién, con resultados satisfactorios y extensos (ver, e.g.
[41], [44], [42]).

La primera pregunta que viene a la mente es: ;Por qué estudiar los sistemas
hibridos? La respuesta es simple; debido a que en un gran nimero de fenémenos
naturales, asi como en una extensa gama de sistemas fisicos, aparecen diferentes
modos de operacién. Dichos modos de operacién representan diferentes com-
portamientos y estos pueden ser representados por la interaccién de dindmicas
continuas y discretas (sistemas hibridos).

La segunda pregunta ;Por qué el problema de observaciéon? Existen diferentes
razones por las cuales no es posible medir ciertas variables en un proceso, estas
pueden ser: restricciones fisicas, técnicas o econémicas. No resulta nada extrafio
que las variables méas importantes dentro de un proceso no estén disponibles para
su medicién debido a la falta de instrumentacién, o bien porque los tiempos de
adquisicién de datos son demasiado grandes para poder hacer uso de ellos en el
sistema de control. Mds aun, se tienen que considerar los grandes costos debido
tanto a la compra, como al mantenimiento de dicha instrumentacién. Ademas,
también hay que considerar los tiempos de mantenimiento y calibracién de los
equipos para garantizar la confiabilidad de las medidas. Para resolver este tipo de
necesidades, el disefio e implementacién de observadores permitird el monitoreo
continuo de las condiciones de funcionamiento de las variables de interés dentro
de un proceso, haciendo uso de una menor cantidad de sensores.

Finalmente, ;Por qué el problema de observacién en sistemas hibridos? Existen
muchas razones por las cuales los modos de operacién de un sistema hibrido
cambian, debido a esto resulta fundamental conocer completamente el estado del
mismo. Por ejemplo, si las conmutaciones entre los diferentes modos de opera-
cién ocurren de forma natural, resulta prioritario, para ciertas tareas de control,
conocer en que modo de operacién estd el sistema, asf como las causas que oca-
sionan los cambios. (ver la Figura 1.1).

Por otro lado, si las conmutaciones en los modos de operacién se deben pre-
sentar por necesidad, e.g. debido a una reaccién del medio ambiente, resulta fun-
damental observar de alguna forma tanto el modo de operacién como el estado
continuo en este tipo de sistemas hibridos (ver la Figura 1.2).



MOTIVACION

Figura 1.1: Un ejemplo muy interesante es el cuerpo humano. El comportamiento de nuestro cuerpo
puede considerarse como hibrido. Debido a diferentes razones (genero, enfermedades,
habilidades, etc.) el comportamiento de los distintos sistemas del cuerpo cambia (el
modo de operacién cambia), entonces resulta muy importante conocer las causas que
producen dichos cambios (el problema de observacién).

.
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Figura 1.2: Resulta claro que el comportamiento de muchos robots industriales puede ser repre-
sentado mediante sistemas hibridos. En este caso, es interesante observar los modos
de operacion que se presentan debido a cierta interaccién con el medio ambiente (e.g.
evasion de obstdculos), que ocasionan cambios en el comportamiento dindmico o en los
pardmetros del robot.

Otras de las razones de los cambios en el modo de operacién se deben a disefio,
i.e. modos de operacién pre-disefiados para cumplir ciertas tareas especificadas
con anterioridad. En este caso es interesante observar el estado continuo del sis-
tema hibrido para asi seleccionar el modo de operacién més apropiado (ver la
Figura 1.3).

Lo que se pretende con este trabajo es establecer diferentes esquemas de obser-
vacién de estado para ciertos tipos de sistemas hibridos via modos deslizantes
de orden superior, que presenten convergencia en tiempo finito y que sean robus-



1.1 PLANTEAMIENTO MATEMATICO DEL PROBLEMA

Figura 1.3: El Harrier es un avién militar a reaccién de disefio britdnico, capaz de realizar despeguies
y aterrizajes verticales/cortos. En este caso, el Harrier presenta modos de operacion muy
distintos tanto en despegue, aterrizaje y vuelo, que estdn previamente disefiados para
un comportamiento mds apropiado.

tos ante perturbaciones; y proporcionar métodos de reconstrucciéon de entradas
desconocidas y/o perturbaciones para dichos sistemas. De este modo, es posible
desarrollar sistemas de control mds sofisticados con la posibilidad de usar plata-
formas de implementacién més econémicas capaces de ofrecer mejoras reales en
instalaciones industriales.

1.1 PLANTEAMIENTO MATEMATICO DEL PROBLEMA

Considere que el siguiente sistema representa la dindmica de un sistema hibri-
do:

X(t) = fo() (X(1) + Boyult) + Egywit),
y(t) = ho(y (x(1),

donde x € X C R™ es el vector de estado continuo, u € U C RP es el vector
de entradas conocidas, y € Y C R™ es la salida, y w € W C R™ es la entrada
desconocida. El estado discreto 0 € Q ={1,...,,q} C X determinard el comporta-
miento del sistema a lo largo de los q posibles modos de operacién, descritos por los
campos vectoriales fs y las matrices de distribucién Bs y E. El estado discreto
podré ser generado de dos maneras:

(1.1)

1. Auténoma. La dindmica del sistema cambia de forma discontinua cuando
x(t) atraviesa ciertas fronteras, i.e. o depende de x(t).

2. No-Auténoma. La dindmica del sistema cambia abruptamente como respues-
ta a una sefial de control o a una sefial exdgena, i.e. o no depende de x(t).

Los problemas que se analizaran a lo largo de este trabajo son los siguientes:
1. Estimacién del estado continuo x(t).
2. Estimacion del estado discreto o(t).

3. Estimacién de la entrada desconocida w(t) (aplicacién para el problema de
FDI).

5

Dentro de los sistemas
hibridos, en este trabajo; se
estudiaran dos tipos: Sistemas
con Conmutaciéon Auténoma,
y Sistemas con Conmutacién
No-Auténoma. Los otros dos
tipos identificados en la
literatura corresponden a los
Sistemas con Saltos
Autdénomos, y los Sistemas
con Saltos No-Auténomos.



MOTIVACION

Como se verd mds adelante, a pesar de que el problema de observacién ha sido
estudiado extensivamente, el problema sigue muy activo en la literatura y atin
quedan muchos problemas por resolver debido a la gran gama de sistemas fisicos
que se pueden representar como sistemas conmutados. Particularmente, para el
problema de estimacién simultdnea del estado continuo y discreto, en presencia de
entradas desconocidas; se han presentado pocas soluciones en la literatura, y es
en este punto donde radica la aportacién de este trabajo.

1.2 RESULTADOS PRINCIPALES

Con base en los objetivos planteados, los resultados principales se enlistan a
continuacion:

1. Esquema de observacién de estado (continuo y discreto) para cierta clase de
SLC (conmutacion auténoma/no-auténoma) con entradas desconocidas. Dicho
esquema estd basado en observadores HOSM, que estiman la parte fuerte-
mente observable de forma exacta y en tiempo finito, mientras que el resto del
estado continuo es estimado asintéticamente por medio de observadores
tipo-Luenberger. Para el estado discreto, se establecen dos esquemas de es-
timacioén para conmutaciones auténomas y no-auténomas, respectivamente.

2. Esquema de observacién de estado para cierta clase de SNLC (conmuta-
cion auténoma/no-auténoma) con entradas desconocidas. La solucién consiste
en un esquema multi-observadores robustos basados en el diferenciador
HOSM. Para el estado continuo, dichos observadores HOSM estiman el es-
tado continuo de forma exacta y en tiempo finito, mientras que el estado
discreto es estimado usando los esquemas previamente propuestos.

3. Esquema de FDId para cierta clase de SLC (conmutacién auténoma). La estra-
tegia consiste en un generador de residuos basado en un banco de observa-
dores HOSM, para resolver el problema de FD; mientras que la solucién de
una EIV establece el esquema de FId.

4. Esquema de FDI para cierta clase de SNL. Haciendo uso de la inyeccién
equivalente, se generan residuos que permiten la deteccién de ciertas fallas
actuando en el sistema. Para el problema de FI se propone un esquema
multi-modelo que permite aislar dichas fallas.

1.3 ESTRUCTURA DE LA TESIS

Parte I: El Capitulo 2 presenta el problema de estimacién de estado continuo
y discreto para cierta clase de SLC (conmutacion auténoma/no-auténoma), y pre-
sencia de entradas desconocidas. El mismo problema ahora para una clase de
SNLC (conmutacion auténoma/no-auténoma), se describe en el Capitulo 3. Parte II:
El problema de FDId para cierta clase de SLC es presentado en el Capitulo 4.
El Capitulo 5 describe el problema de FDI para cierta clase de SNL. Parte III:
Conclusiones finales.

1.4 PUBLICACION DE RESULTADOS

Los resultados reportados en la Tesis han sido publicados parcialmente de la
siguiente forma:

1. Capitulo 2: International Journal of Adaptive Control and Signal Processing
/ ADHS 2012 / CDC 2012 / VSS 2012 / Book Chapter Springer (Hybrid
Dynamical Systems).



1.5 NOTACION

2. Capitulo 3: Asian Journal of Control / Journal of the Franklin Institute /
IECON 2011 / Book Chapter Springer (Hybrid Dynamical Systems).

3. Capitulo 4: International Journal of Adaptive Control and Signal Processing
/ SAFE PROCESS 2012.

4. Capitulo 5: International Journal of Robust and Nonlinear Control / SAFE
PROCESS 2012.

En el Apéndice B se presenta una lista detallada de las publicaciones realizadas
a lo largo de los estudios de doctorado.

1.5 NOTACION

La siguiente notacién es usada a lo largo de este trabajo. La matriz Moore-Rose
pseudo-inversa de F € R™*™, se define como F" = (FTF)_1 FT € ®™*". Para
una matriz ] € R"*™ con n > m, y rank(]) = 1; J£ € R(MTTIXN ge define como
una matriz tal que rank(J+) = n—ry J1J = 0. La matriz J*+ € S™™ corres-
ponde a una de las matrices con rango renglén completo tal que rank(J++) = r
y J&(J+H)T = 0. Es evidente que las matrices J* y J* no son tnicas y que

T
rank [ ghHT gtHT } = n. Denote por L, al conjunto de todas las entradas

v, sefiales medibles, que satisfacen ||v(t)|| < oo para casi todo t > 0. La ma-
triz I, denota la matriz identidad de n x n. El simbolo ||-|| representa la norma
Euclidiana, mientras que /\'y V representan las operaciones légicas and y or, res-
pectivamente. Finalmente, la funcién [v]", donde v y T son reales, se define como
[v]" = |v|" sign(v).
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Dime y lo olvido,
enséfiame y lo recuerdo,

involiicrame y lo aprendo.

— Benjamin Franklin

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

En este capitulo se presenta el problema de estimacién de estado continuo y
discreto para cierta clase de SLC (conmutacién auténoma/no-auténoma),
en presencia de entradas desconocidas. La clase de sistemas bajo estudio puede
contener ceros de fase-no minima en algunos de sus regiones de operacién. Las
condiciones para las cuales es posible la estimacion exacta del estado, en presen-
cia de entradas desconocidas, se establecen con base en propiedades estructurales
del sistema. Para esto, el espacio de estados se descompone en sus partes: fuer-
temente observable, no-fuertemente observable y no-observable. Obser-
vadores basados en HOSM estiman la parte fuertemente observable de manera
exacta, mientras que observadores tipo-Luenberger estiman las partes restantes
de forma asintética. Para el caso en el que no es posible la estimacion exacta, se
proporcionan cotas finales (ultimate bounds) del error de estimacion del esta-
do continuo. Para la estimacion del estado discreto se establecen dos esquemas
para conmutaciones autébnomas y no-auténomas, respectivamente. Dichos es-
quemas basan su estimacion en la informacion del estado continuo e inyeccién
equivalente. Ejemplos numéricos ilustran la eficacia de los esquemas propues-
tos.

2.1 INTRODUCCION

El problema de observacién de sistemas conmutados, i.e. la estimacién del esta-
do continuo y discreto; y el disefio de observadores es de gran interés en muchas
dreas del control. Este problema ha sido estudiado por varios autores usando di-
ferentes tipos de enfoques. La diferencia principal radica en el conocimiento que
se tiene acerca del estado discreto o modo de operacién activo; algunos enfoques
consideran s6lo el estado continuo como desconocido y asumen que el estado dis-
creto es completamente conocido, mientras que otros asumen que ambos estados
son desconocidos.

En [2] y [13], un observador tipo-Luenberger y un observador por HOSM, para
SLC, han sido propuestos para el caso en el que el estado discreto es conocido.
Otro trabajo en el que se considera el estado discreto conocido es el que se pre-
senta en [51]. En este trabajo se aborda el problema de estimacién simultdnea del
estado continuo y la entrada por medio de un método de estimacién de horizon-
te movil, cuando este se encuentra sujeto a perturbaciones en la propia entrada
(entradas desconocidas). Por otro lado, para el caso en el que ambos estados son
desconocidos, en [9] se propone un observador, basado en el algoritmo Super-
Twisting, que estima el estado de sistemas fuertemente observables; y el estado dis-
creto, en tiempo finito. En ese mismo contexto, en [10], con base en propiedades
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El sistema (2.1) representa un
caso particular de un
automata hibrido [44], sin
saltos en el estado continuo
x(t), ver Apéndice A.

Note que para cada valor del
estado continuo x(t),

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

de detectabilidad fuerte y esquemas de LMI, son disefiados dos observadores
para cierta clase de SLC con entradas desconocidas.

Considerando que la salida y el estado continuo inicial estan disponibles, en
[62] se proponen condiciones necesarias y suficientes para resolver el problema de
invertibilidad, i.e. condiciones para la estimacién del estado discreto y la entrada
de forma tnica. Haciendo uso de teoria de grafos, asumiendo que sé6lo se conoce
la estructura del sistema, en [18] los autores estudian la observabilidad del estado
discreto, el estado continuo y la entrada de SLC con entradas desconocidas. Una
caracterizaciéon y un método de disefio de observadores para SLC, con salto en
los estados, se presentan en [57].

El problema de observabilidad en sistema conmutados también ha sido estu-
diado extensivamente en la literatura. Por ejemplo, [14], [20] y [8] analizan la
observabilidad de sistema hibridos, donde el estado discreto depende de las tra-
yectorias continuas del sistema. En [25] se estudia la detectabilidad de SLC, donde
el problema es reducido a estudiar la estabilidad asintética de un sistema con con-
mutacién exégena. En [57] se presentan condiciones necesarias y suficientes para
la observabilidad, cuando el sistema evoluciona bajo una sefial de conmutacién
(conmutacion persistente) muy particular.

De este modo, a pesar de que el problema de observacién ha sido estudiado
extensivamente, el problema sigue muy activo en la literatura y ain quedan mu-
chos problemas por resolver debido a la gran gama de sistemas fisicos que se
pueden representar como sistemas conmutados. Ademas, al solucionar diferen-
tes problemas de observacion se pueden establecer problemas de control basados
en observacion y/o compensacién, basada en identificacién de entradas descono-
cidas, como en el caso de sistemas sin conmutaciones.

2.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la siguiente clase de SLC con entradas desconocidas:

X(t) = Ag(t)x(t) + Bo(pyult) + Egyw(t), (21)

donde x(t) € X C R™ es el vector de estado continuo, u(t) € U C RP es el vector
de entradas conocidas, y(t) € Y C R™ es el vector de salidas, y w(t) €¢ W C ®R™
es el vector de entradas desconocidas acotadas, i.e. |[w(t)|| < wt < co. El estado
discreto 0 € Q = {1,..,q} C X determina la dindmica actual del sistema a lo
largo de los q posibles modos de operacion, i.e. {A1,B1,Cy,E1}, {A2,B2,C2,E2},...,
{Aq,Bq,Cq,Eqk

El estado discreto puede ser generado por medio de una funcién lineal, o sefial
de conmutacién; del estado continuo (conmutacion auténoma®), i.e.

1, Vx(t)| Hx(t) € Hy,

2, Wx(t)| Hx(t) e Hy,

o(t) = (2.2)

q, ¥x(t)| Hx(t) € 3g,
donde H € R'*™ es un vector renglén conocido, y Hy, Hy,..., Hgqg € H € R

son intervalos conocidos, disjuntos y cerrados, tales que H = (J,cq Ho = R, ie.
Hy, Hy, ..., Hq cubren todos los ntimeros reales ‘.

corresponde un sélo valor del 1 Aqui, la dindmica del sistema cambia de forma discontinua cuando x(t) atraviesa ciertas fronteras,

estado discreto o(t) en (2.2),
i.e., por definicion, el estado
discreto es distinguible.

en este caso, H.



2.3 TRANSFORMACION DEL SISTEMA

Sin embargo, el estado discreto también puede ser generado de forma exégena
o controlada, sin depender necesariamente del estado continuo (conmutacién no-
auténoma®). Para este tipo de sistemas, el estado discreto se describe sélo como
o(t) € Q. Para ambos tipos de conmutacién, auténoma o no-auténoma; se asume
que las trayectorias satisfacen la condicién de Tiempo Minimo entre conmutacio-
nes (ver Definicién A.g, Apéndice A). De este modo, se puede asumir que dicho
Tiempo Minimo Ts es suficientemente grande, o que es posible estimarlo (ver, e.g.
[58]); de tal forma que el observador de estado pueda converger dentro de dicho
Tiempo Minimo.

Los problemas que se analizardn son los siguientes:

1. Estimacion del estado continuo x(t).

2. Estimacién del estado discreto o(t).

2.3 TRANSFORMACION DEL SISTEMA

Con base en las definiciones de observabilidad fuerte, detectabilidad fuerte,
ceros invariantes, grado relativo (ver Apéndice A) las siguientes suposiciones ase-
guran la posibilidad de lograr la estimacién del estado continuo.

Suposicién 2.1 La pareja (Aj, Cj), para toda j € Q, es detectable.

Suposicién 2.2 La salida del sistema (2.1) tiene un vector de grado relativo (vy,...,Tm),
con respecto a la entrada desconocida; tal que vq + - - - + 1, = Ny, donde 1y corresponde
a la dimension del espacio fuertemente observable.

Como ya se menciond, es posible descomponer el sistema en sus partes fuer-
temente observable, no-fuertemente observable y no-observable, haciendo uso del algo-
ritmo de B. P. Molinari [47], que proporciona una base del espacio débilmente
no-observable V*. Por simplicidad, el indice correspondiente al estado discreto se-
rad omitido. Sin embargo, la transformacion serd aplicada para cada dindmica
generada por el estado discreto.

La siguiente matriz de transformacién no singular es definida3:

T:= [ uy, uj, (vxHT', (NHT ]T, (2.3)

donde las matrices Uy € R(Mv—TIXM y [, ¢ RMXN se definen como:

U1:[C1T, (ciA)T, oo, (ciATTT)T L.
)
T AT, o, enATT ] ()
;
W=[ (A" )T, o, (emA™ T |, (2:5)

con c¢; como el i — ésimo renglén de la matriz C. Por medio del algoritmo de B. P.
Molinari [47], es posible seleccionar una matriz con rango completo por columnas
V, formando una base de V* adaptada al subespacio no-observable N, i.e.

V= vy N (2.6)

N

En este caso, la dindmica del sistema cambia abruptamente como respuesta a una sefial de control o
a una sefal exégena.
3 Los detalles para obtener la transformacion se describen en el Apéndice A.
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El Tiempo Minimo Tj es tal
que los tiempos de
conmutacion cumplen

tiy1 —ty = Ts para toda i.

Como consecuencia de la
Suposicion 2.1, cada
subsistema es detectable. Mds
aiin, el conjunto de ceros
invariantes inestables, i.e.

Re {A} > 0, no pertenecen al
conjunto de

(A, Cg)-eigenvalores
no-observables.

Sistemas con grado relativo

completo satisfacen la
Suposicién 2.2 [36]. Si no
fuera ast, es posible aplicar
métodos alternativos para
desacoplar entradas
desconocidas, e.g. [34].
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Note que VTV = 1 implica
K* = K*V™, por lo tanto,
(2.7) se satisface.

Note que la dimensién de cada
uno de los subespacios puede
cambiar debido a las
conmutaciones. Sin embargo,
la dimensién total del espacio
de estados, i.e. m; se mantiene
constante.

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS
Definiendo ny = dim(N), se tiene que Vy; € RX (n—ny—ny) y N € |Rmxmw,
Mas atin, la matriz V satisface las siguientes igualdades

AV+EK*=VQ & (A+ER*)V=VQ, (2.7)

CV =0, (2.8)

para ciertas matrices K* € S®m*™, K* ¢ mmx (vl y Q ¢ |in—mv)xn—ny),
De este modo, la transformacién x(t) = Tx(t), lleva al sistema (2.1) a la siguiente
forma (ver Figura 2.1):

x11(t) A1 A1 0 0 x11(t)
Xi2(t) | _ | Az1 Az O 0 X12(t) n
X21(t) A31 A3z A3z O X21(t)
%22 (1) A1 Agr Asz Ay X22(t)
B; 0
B E
2 lum+ | " | wi), (29
Bs Exy
By |5)
.
yt) =G4 [ 17, x0T | (2.10)
W(t) =w(t) —Kixa(t), (2.11)

donde x11(t) € RV, %12(t) € R™, X21(t) € RN, X95(t) € R™Y,
K? e mmx(nfnvfnw) y

Ajn Az 0 0 0
Az1 A3z Azz O Ezq
Aq1 Agz A4z Augg B2

:
G=clunt, wpr],

K*:[ 5 0],[BT, B), BI, BHT:TB.

Es posible demostrar que el conjunto de ceros invariantes, del sistema (2.9)-
(2.11), que no pertenecen al subespacio no-observable N, es igual al conjunto de
eigenvalores de la matriz A33, y que el conjunto de ceros invariantes que si perte-
necen al subespacio no-observable, es igual al conjunto de eigenvalores de la matriz
Hurwitz A4 (ver, e.g. [12]).

2.4 DISENO DE OBSERVADORES

Considere el problema de estimacion para un valor del estado discreto constan-
te, i.e. 0(t) = 0* = const., Vt € [0,t7), satisfaciendo t; > Ts4. El disefio de los
observadores, para cada particién del estado %(t), se describe a continuacién.

4 t1 es el primer instante de conmutacion (switching time), mientras que Ts es el Tiempo Minimo.



2.4 DISENO DE OBSERVADORES

OBSERVABLE

{;
Fuertemente
Observable
_ W
X11 X1y No-Fuertemente [iea

Observable
o X21

NO-OBSERVABLE

W/7 ; X22 |
B DETECTABLE

Figura 2.1: Espacio de Estados x(t). Los estados %11 (t) y X1, (t) describen la parte fuertemente
observable, mientras que X1 (t) la parte no-fuertemente observable pero observable, y
%22 (t) la parte no-observable.

2.4.1  Observador de Estados x11(t) y X12(t)
Considere los primeros dos estados del sistema (2.9)-(2.11), la parte fuertemente

observable, con X1 (t) = [ 10T, %207 ] , e

1 (t) = A7 e X1 (1) + E1 oW1 (1) + Brag-u(t),

X1 (2.12)
y(t) = Cyoexi(t),

Al =

AHG* A126* C o 0 B _ B]O‘*
, To*x — 7 120 — .
A21ox A226+ E126+ 20%

Entonces, se puede disefiar el siguiente observador para estimar %1 (t) [33]

R9,. (1) =21 . () + P15 vor (1), (2.13)
2 o* (t) = Ay oz16+ (1) + Bragrult) + Lygx (Y(t) — Crozi 6+ (1)), (2.14)
Vo (t) = Wor (Y(t) = Crge21 6+ (1), vor (1)), (2.15)

donde z; . (t)&1,.(t) € R™Vo*, y Ly o € R™Vo* *™ es seleccionada tal que la
matriz (Aj g+ — L1 5+Cy o) = Ar, ;. es Hurwitz. La matriz de distribucion Py 5«
tiene la siguiente estructura

_ T —1
P1 o* — |: C'l-(l;*/ (C1 O‘*AL] o—*)T/ Tty (C1 O‘*AL] 0-*0-* )T/ Tty
T T Tmge =Ty 7 6
Cmg*s (CmO'*AL] 0—*) sty (CmO'*AL] o* ) . (2'1 )

13

Debido a la Suposicién 2.2 y a
la Definicion de Grado
Relativo, la matriz Ly g«
siempre existe.

Debido a la Suposicién 2.2, la
condicion

mn.k(P1 o*) =Ty, se
satisface.
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Otro algoritmo que puede ser
utilizado es el diferenciador
uniforme HOSM [7]. Este
diferenciador presenta una
convergencia uniforme con
respecto a las condiciones
iniciales, i.e. converge en un
transitorio de tiempo finito,
limitado por una cota superior
que es independiente de las
condiciones iniciales.

Cada My, (t), en el tiempo
t, es una constante localmente

. . (T
Lipschitz para cada eyrkk o

*

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

El vector v+ (t) = (Vh s Vg e Vg *r---/ermU*) y la funcién no
lineal W+, se eligen usando el diferenciador HOSM (para mads detalles, ver [40]):

] Tkg*—1

v =v —x My ., (1) Txo* |V —e Tko*

Kigw = Vk2,. K1 i ViR K1 Yk x ’

Y — _ Tigr —i+] o~ Ty gx 1

Vi = Vi, — Ok, Micgs (1) ke [Vkig* Vk[H,U*J ,

Vi=2,...,Tkox—1,
0

Vi o =~y M. (1) [Vkrkg* _Vkrkg*AJ ,Vk=1,...,m, (2.17)

donde €yy,. (t) = yx(t) — cxz14+(t), las funciones continuas My, (t) se di-
seflan més adelante; y las constantes ay, se eligen recursivamente. En parti-
cular, de acuerdo con A. Levant, una posibilidad es la siguiente: oy, =~ = 1.1,

oy, =15, ey, = 2, O = 3, O, = 5, oy = 8; que es suficiente para el

50'
caso g+ < 6,Vk=1,...,m.

Nota Importante 2.1 De acuerdo con [39], si yy(t) es una sefial (ry 5+)—veces conti-
nuamente diferenciable con ruido medible y acotado en el sentido de Lebesgue, i.e. ny (t) €
Loo. Entonces, existe 0 < to+ < ooy ciertas constantes wy; _, dependientes sélo de oy,

¥y M., tal que para todo t > to+, los componentes vy, . en (2.17), satisfacen

Trox —it]
(1) Tegr T
Vi(i1) e — CYkgn < M, Moo

,Vi=0,...,Tkgr, Vk=1,...,m.
Las funciones My . (t) pueden ser calculadas de la siguiente manera:

Proposicién 2.1 Existe un tiempo 1, funciones positivas conocidas By, . (t), y constan-
tes Brygur Prggur KLy, s ALy, tales que

(7x *) ~
Cyp (t)‘ < My, (1), Vt>1, (2.18)
donde
t
M. () = By, (1) + Breye JO exp(—Ar,.. (t— 1)) [w(x)] dv
+Bryer Yk=1,...,m. (2.19)
&

Prueba: Ya que la matriz AL, o= €8 Hurwitz, existen constantes positivas conocidas kK, N
At,,. tal que Hexp(AL] G*t)H <Kk, - exp(—Ar, . t). Por lo tanto, de la solucién del error
de estimacion para el observador (2.14), i.e. €1 . (t) = X1 (t) —z7 5+ (t), ver (2.20), se obtiene
que:

ler, O < ki, exp(-AL, . t) [e1,. (O]

+HE10'*

t
L exp(—AL,_. (t— 1)) [W(D)] dr.

Para una constante arbitraria Ar , ., existe un tiempo t, tal que ki, L exp(—Ar, . t)x

Hé1 o (O)H es menor que g« (t), Vt > T. De este modo

t
e, (O < T )+, [Ere || explhr, . (e=)) vl d.
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De la desigualdad anterior y de la dindmica del error de salida egkk o )

obtiene la siguiente desigualdad:
(ro- 0

(t), ver (2.23), se

(Tie g )
Yk o=

T *
(0] < e [Ac,

t
ke, L [Eq,. L exp(—Ar, . (t—1)) HVV(T)H) +
Tkgx =1 _
ewd||AL, g5 I It
Por lo tanto, la Proposiciéon 2.1 queda demostrada con
T * T *
By o (1) = lex] HAL, o [ Tox (1), Bryye = ke, lexl HAu o ET,. ]l v

Tkgx ™

1
Brsyx = lCk] HAu o H |Eq..

[wt)]-
]

Tomando en cuenta las explicaciones previas, se puede establecer el siguiente
teorema:

Teorema 2.1 Sean o(t) = o* = const., y los observadores (2.13)-(2.15), con términos
de correccion (2.17); aplicados al sistema (2.12). Asumiendo que las Suposiciones 2.1 - 2.2
se satisfacen. Entonces, siempre que las constantes Xy, sean elegidas adecuadamente, y
My . (t) sean seleccionadas como en la Proposicion 2.1, el error de estimacion de estado
para X1 (t) convergerd a cero de forma exacta y en tiempo finito, i.e. ey . (t) = X1 (t) —
7216* (t) =0,Vt € [ter, t1)°. A
Prueba: Defina la estimacién ; , (t) = X1 (t) —z7 5+ (t). La dindmica de &y , (t) estd dada
por:

é] o (t) = AL] o-*é1 o* (t) +E o‘*w(t)/
€y o t=0C o+ €154 (t).

(2.20)
(2.21)

Aplicando la transformacién Pq - al error de estimacion &7, , el sistema (2.20) se puede
transformar en:

P1g* 1 o (t) =Py G*AL1 o* €1 (t) + P1gxE1 g W(1). (2.22)

De acuerdo a la Suposicion 2.2, y a la estructura de la transformacién, (2.22) puede
re-escribirse como:

eylg* (t) C1 U*A]_I o* 0
(r1,4) T« T1e—1
€y, :* (t) Clg+ AL, g+ Clo*AL; g+° Eq o+
= : er,. () + : W(t). (2.23)
éymg* (t) Cmo*AL; g 0
(rvna*) c A Tm g c A rmo'*_1E
L eymo* (t) ] L tmo*/ML o L tmo*/\L, o= lo* |

Por lo tanto, si las My, (t) son seleccionadas como en la Proposicion 2.1, el diferencia-
dor HOSM converge (para mas detalles ver [40]), y se tiene que:

P1gr€1,. (1) = vor (1) (2.24)

La estimacién de la variable %1 (t) se obtiene por medio de manipulacién algebraica, i.e.
R1 . () =216+ (1) +Pq ;J Vg (t). De esta manera, se obtiene la convergencia exacta a cero
del error de estimacién e, (t) = %1 (t) — &7 . (t). O

5 tg= es el tiempo en el cual el observador (2.13)-(2.15), ha convergido a cero.

15

Note que si se emplea el
diferenciador uniforme HOSM
[71, el error de estimacién para
X1 (t) convergeria a cero de
forma exacta y uniforme.

Debido a la Suposicion 2.2,
siempre es posible calcular
Lo~ tal que Ar, . es
Hurwitz.

Note que las derivadas de
ey, , (t)son
propgrcionadas por el
diferenciador HOSM (2.17).

Si existiera ruido en la
medicion, el orden del error de
estimacion seria directamente
proporcional al orden del
ruido, ver Nota 2.1.
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SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

2.4.2  Observador de Estado X1 (t)

Sea %31 . (t) el estado estimado de %31 (t) definido por:

%21, (t) = 226+ (t) + LageRi2 . (1), (2.25)
23 (1) = Ay Ry (B + Ao Rz, (1)
+ AI—Z G*fcz] o (t) + Bzg* u(t), (2.26)

donde las estimaciones de %17 _, (t) y %12_.(t), son proporcionadas por el obser-
vador (2.13)-(2.15). Las matrices en (2.26) tienen la siguiente estructura:
Al =A310r — LageA21 6%,
Az, =A320 — LageA220%,
ALy gr = A330+ — 216+ Ky o + L2+ 126+ KT 5,
By, =B3g —L26+B2g

Entonces, se puede establecer el siguiente teorema:

Teorema 2.2 Sea o(t) = 0* = const. Entonces, siempre que la matriz Ly o« sea elegida
tal que Ay, . sea Hurwitz, el error de estimacion para X21(t), convergerd exponencial-
mente a una cota iltima dada por una constante yo~w™, ie. ||e21 . (t)]| = [|x21(t)—
%21, (V|| < yorw™ cuando t — oo. A

Prueba: De la dindmica il 2(t) en (2.9), se obtiene que
E1205+K7 oo %21 (1) = (A1 5+ %11 (1) + A2 5+ X12(1) + B gruu(t)

FE2gw(t) —X2(1).  (2.27)

Sumando y restando L g« E125+ K7 . %21(t) en la dindmica >;<21 (t), se tiene:

%21(t) = Ay %91 (t) + Az, R12(t) + Ap, gL %21 (t)

+By . u+Ep, ow(t) + Lagex2r(t), (2:28)

donde Eq, ;. = E214+ — L25+E1245+. La dindmica del error ezq . (t) = X271 (t) —R27 . (1),
estd dada por:

€21, (1) = AL, g-€21 . (1) + B, g w(t). (229)

Por lo tanto, L, ;- tiene que ser seleccionada tal que A, ;. sea Hurwitz. Finalmente, es
claro que ey, (t) estd acotado por

KL, e [|EL, g

, 2.30)
A, (23

||ez1 o (t)” < vorwT, cuando t — 0o; con yg+ =

y constantes positivas ki, ., Ar, ,.; tales que ||exp(Ar, ;.t) H < Kp, . exp(—Ar,,.t). La
matriz L ;« siempre existe si el par (E1 26+ K] e/ A336+ — E216+K] G*) es detectable. Para
probar lo anterior, considere las ecuaciones (2.7) y (2.8), que permiten separar la parte
observable y no-observable; y ademads, la condicién de observabilidad del sistema (2.9)-(2.10),
ie.

sn — (T(A+EK*)T™T)

Gy
sI—=Aq1g« —Aj20+ 0 0
Crio+ Ci20~ 0 0
—Azior SI—Azze+ E120+ K75 0 (2.31)
—A31 —A3z20+ | SI=A3z30+ T E215:Kj 0
—Aq10 —A420~ —A430~ sl—Aqq0+
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- . . . Note que es posible formular
La Suposicion 2.1 implica que Aj44+ es Hurwitz, y que el rango de (2.31) es completo, problema de optimizacién

excepto para s siendo un eigenvalor de A444-. Por lo tanto, el rango de la primera columna  lineal para seleccionar 15 g«
esny ., yaque el par (Cyg=,Aqq+) es observable; el rango de la tercera columna es igual a  de tal forma que ez . (t)

ny, ., debido a la Suposicion 2.1. Entonces, el rango de la segunda columnaesn—mny _, — 54 minimizado.
ny, ., lo cual implica que el par (Eug* K3 s A330+ — E216+K] U*) es detectable, y por lo
tanto, L, 5« siempre existe. O

2.4.3 Observador de Estado %35 (t)

Sin pérdida de generalidad, se asume que

rank [ Ei20- ] =rank(Epg+) = m.
Ez1o+

Sea %32 . (t) la estimacién de %22 (t), definida de la siguiente manera:

X X12(t
%220, (1) = 236+ (1) + E22 5+ B2 e [ A]Z( ) ] , (2.32)
%21 (t)
23 . (t) = Agqq R (B) + Az X2 (V) + Ags L Ro1 . (1)
+ A44,. %22 . +Bagrlior (1) —EppoeEpdx
A1 K11 (V) + A2z K92 . (1) + Ba  u(t)
o o o o o , (233)

A31 11, (B) +Az2 . %12 () + A33, . %21, (1) + B3 u(t)

donde las estimaciones de %11, (t) —%12_. (t) y R21,. (t), son proporcionadas por
los observadores (2.13)-(2.15) y (2.25)-(2.26), respectivamente.
Entonces, se puede establecer el siguiente teorema:

Teorema 2.3 Sea o(t) = 0" = const., y rank(E, o+«) = m. Entonces, el error de estima-
cion para X5 (t), estd finalmente acotado por una constante So~w*, ie. |lexz . (t)]| =
[|%22(t) = %22, (1)]| < Sg=w, cuando t — co. A

Prueba: Ya que rank(E;«) = m, de (2.9), W(t) puede re-escribirse como:
w(t) =Ez o* Ez;._* X

x12(t) — (A21,.%11(t) + A2z, %12(t) + B2 . u(t))
%21(t) = (Az1 . %11 (1) + A3z, . X12(t) + A33,. %21 (1) + B3, . u(t))

La dindmica del error ey, . (t) = X22(t) —X22,. (t), substituyendo W(t), estd dada por
€22, (t) = Agqg-e22, . (1) + Ag3q-€21 . (1) (2.34)
Debido a que A44 4+ es Hurwitz, usando (2.30), el error e, . (t) estd acotado por:

Kag . [[A436+

HeZZG* (t)H < bdg+wT, cuando t — oo, con g+ = N
44«

Yo*, (235)

y constantes positivas k44 ., A44 . ; tales que [lexp(As45+t)|| < kas_. exp(—Asq,.t). O
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Es comiin estimar las
constantes Egx, Egx,; a
través de simulaciones.

Siempre es posible disefiar las
ganancias de la parte
observable de tal forma que
tox < ty.

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

2.5 RESULTADO PRINCIPAL

2.5.1 Banco de Observadores

Para resolver el problema de estimacién del estado continuo, correspondiente
al sistema (2.1), se propone el siguiente banco de observadores:

)~C16(t)(t) =21 6(t)(t) +P1g(]t)\'6(t)(t)r (2.36)

X215 () = 226(1) (V) + Lag()R124, (1), (2.37)

s X124 ()

%224 (1) = 236(0) (1) + E226(0B2g gy | Y , (2.38)
X214 (1)

g&(t) (t) =Cy (y(t)fi] () (t), ve(t) =1,..., q, (2.39)

donde )’Z](r(t) (1), >”c216m (1), 7222&“) (t), y cada uno de sus componentes, son dise-
fiados de acuerdo a la Seccion 2.4. La siguiente suposicién es requerida:

Suposicion 2.3 Se asume que el estado discreto inicial es conocido, i.e. 0(0) = &(0) =
o* conocido.

Los Teoremas 2.1 y 2.2 establecen que el banco de observadores ¢* estima el es-
tado continuo observable, i.e. X11(t), X12(t) y X21(t), con cierto error de estimacién,
finalmente acotado; y ademas, es posible modificar la velocidad de convergencia
a dicha cota.

Sin embargo, es necesario saber cuando ha convergido esta parte del banco de
observadores 0*, para poder asegurar que el estado continuo observable es estima-
do antes de la primera conmutacién. Para esto, de acuerdo con [5], considerando
la parte fuertemente observable x11(t) y X12(t), es suficiente con verificar que se
satisfaga la siguiente desigualdad:

legy. (V)| < EoxMER™Wor, Yt € [0,E6+,h), (2.40)

donde ey . =y —To+, &o* ¥ &or, sON constantes positivas, h es el tiempo de
muestreo, y M}Z = méaxyk—1,...,m(Mx,. (t)). De esta manera, tox = &0+, h, y por
lo tanto, es posible determinar si el 0* — ésimo banco de observadores, correspon-
diente a la parte fuertemente observable, ha convergido a cero durante el intervalo
de tiempo t € [0, t1).

Por otro lado, para el estado X1 (t), la ganancia L, ., seréd disefiada de tal forma
que el error ez, (t) entre a la region 1.05ys+w™ (ver la prueba del Teorema 2.2)
antes de que la parte fuertemente observable haya convergido a cero, i.e. antes de
to+. Para esto, L, . se disefa tal que 3/ 7\1_26* < tg+, correspondiente al valor de 3

constantes de tiempo del término exponencial, i.e. 5% mas de la cota final yg+w™.

Finalmente, el Teorema 2.3 establece que el estado no-observable X, (t) se puede
estimar con un error finalmente acotado por §s+w™. Sin embargo, la velocidad
de convergencia a dicha regién estd determinada completamente por la dindmica
correspondiente, y no puede ser modificada. No obstante, es posible determinar
si €27 . (t) ya ha entrado a la regién 1.0585+w™ (ver la prueba del Teorema 2.3)
antes de tq+, por medio de la informacién de la matriz A44_, . En este sentido, se
establece la siguiente suposicién:

Suposicién 2.4 Se asume que el conjunto de eigenvalores de A4y ., y las condiciones
iniciales x(0), son tales que 3/}‘44(;* < tg*.

Por lo tanto, el estado estimado real X(t), se define como:

R(t) =KX= (t), Vte [te«, t7). (2.41)
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2.5.2  Estimacién del Estado Discreto: Conmutaciéon Auténoma

Una vez que el estado continuo es estimado antes de la primera conmutacion,
se propone el siguiente observador de estado discreto:

1, YR(t)| HR() € %,
R YR HR(W €% o2
q, V&(t)| HR(t) € 3,

Para cada estado discreto o € Q, defina su matriz de observabilidad, i.e.

Qo=[ HT, (HAL)T, -, (HAR~")T
El siguiente lema describe la estimacién exacta y en tiempo finito del estado
discreto.

Lema 2.1 Bajo las condiciones del Teorema 2.1, el estado discreto o(t), es estimado exac-
tamente y en tiempo finito, si la siguiente condicion se satisface:

Vi C ker(Qg), Vo€ Q={1,...,q}. (2.43)

f

Prueba: Si (2.43) es cierta, entonces existe una matriz Po_ € RXMVo , tal que Hx(t) =
HT5Pg%1(t). De acuerdo con las propiedades de convergencia de %1 (t), descritas en la
Subseccion 2.4.1, por el Teorema 2.1; el estado discreto puede ser estimado exactamente y
en tiempo finito, por medio de (2.42), con Hx(t) = HTsPq %1(t), Vo € Q={1,...,q}. O

Nota Importante 2.2 La condicion (2.43) implica que la estimacion, exacta y en tiem-
po finito, del estado discreto puede ser alcanzada si la funcién escalar Hx(t), puede ser
representada como una combinacion de los estados que forman la parte fuertemente ob-
servable, i.e. X11(t) vy X12(1).

2.5.3 Estimacién del Estado Discreto: Conmutacién No-Auténoma

Para este tipo de conmutacién, con o(t) completamente desconocida, el andlisis
se restringe al caso sin entradas desconocidas, i.e. w(t) = 0.

Bajo la Suposicién 2.1, y con base en la transformacién dada en la Seccién 2.3,
es posible re-escribir, para cada o € Q (de nuevo se omite el indice o), la matriz T
como:

T "
T:= [ Onys N } , (2.44)
donde O € M™M™X™ es la matriz de observabilidad del sistema (2.1), On, €
R(Mox1) es un matriz formada con los ng renglones linealmente independientes
de O; y N = 01 € R(n~no)Xn es una base del espacio no-observable.

De esta manera, se puede llevar al sistema (2.1) a la forma:

[ )._(1 (1) ] | Aq 0
x2(t)

(2.45)
A As

X2(t) B>

B1 ] u(t),

(2.46)
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Debido a la Suposicion 2.3, el
estado discreto inicial es
conocido. Sin embargo, se
presenta el observador de
estado discreto (2.42) ya que
serd requerido, como se verd en
la Subseccion 2.5.5; para
implementar ecuaciones de
re-inicio.

Si se emplea el diferenciador
uniforme HOSM [71, la
estimacion del estado discreto
serd exacta y uniforme.

Recordar que V7 es el
subespacio débilmente
no-observable, para cada
o(t).

Note que el problema sin
entradas desconocidas, no es
menor; ya que el estado
discreto o (t), puede verse
como una entrada exdgena al
sistema.

Es posible calcular la matriz
N, en Matlab, con la
instruccién N=null(0")’.
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Debido a la Suposicién 2.1,
A3 es Hurwitz y, por lo tanto,
la dindmica del error de
estimacion tiende a cero
exponencialmente.

En este trabajo, las funciones
Vii,. (t) que aseguran que
las trayectorias del error
permanezcan en la supetficie,
son llamadas inyecciones
equivalentes (para mds
detalles, ver [52]).

El término residuo hace
referencia a una sefial que

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

donde %1 (t) € ™0 representa la parte observable, X;(t) € SR" "0 la parte no-
observable, y

A 0O
Az Aj

B
B>

=TAT T, [ ]_TB, C1 = COny.

Entonces, para estimar el estado del sistema (2.45)-(2.46), se puede disefar el
observador (2.13), descrito en la Subseccién 2.4.1, para estimar exactamente X1 (t).
Mientras que para el estado X;(t), sélo basta disefiar una copia de la dindmica
X2(t), para estimar X;(t) de forma asintética. Sin embargo, se requiere de la si-
guiente suposicion:

Suposicién 2.5 Seasume que el conjunto de eigenvalores de A3, son tales que 3/A3 . <

tor.

De este modo, se puede disefiar nuevamente el banco de observadores (2.36)-
(2.39), considerando lo establecido en la Subseccion 2.5.1 acerca de las regiones de
convergencia, de tal forma que el error de estimacién de estado continuo converja
a una region del origen antes del tiempo ts+. Ahora se describe la estimacién de
estado discreto.

En el momento en el que la estimacién de X1 (t) se logra, los términos de v« (t)
toman el valor de la inyeccion equivalente. Por lo tanto, en un tiempo finito, la
siguiente expresi6n se satisface®:

Vereq(t) =Prge (X1(t) —216+) = 0. (2.47)
La siguiente suposicién es requerida:
Suposicion 2.6 Se asume que la siguiente declaracion logica se satisface:
A1y # A1 V By #Byy, ViFj, Vi jeQ (2.48)

Nota Importante 2.3 La condicion (2.48) implica que el estado discreto es distinguible
por medio de la parte observable. Es decir, que la dindmica entre modos de operacion
es distinta. Note que si la dindmica entre modos de operacién sélo cambiara en la parte
no-observable, no seria posible distinguir el estado discreto.

Note que cuando o(t) # 6%, la dindmica de &;
por:

0 (), para 6(t) # 6™, esta dada

€1y (D =ArsX1(t) —Ars(t)Z16(1) (1) + (31 o(t) — B1 6‘(t)) u(t)
—Ls(1) <C1 c()X1(t) = Cre()z1 6(t)(t)) - (2:49)

Dado que el estado discreto se asume distinguible, debido a la Suposicién 2.6,
la diferencia entre las dindmicas, en los diferentes modos de operacién; provocara
que ey, (t) no converja a cero. Por lo tanto, v4 () (t) # 0, para toda &(t) # 6*; y
asi, (2.47) serd verdad, en tiempo finito, s6lo cuando &(t) = ¢*. De este modo, se
prueba lo establecido en el siguiente lema:

Lema 2.2 Bajo las condiciones del Teorema 2.1, el estado discreto o(t), puede ser estimado
exactamente y en tiempo finito, si la Suposicion 2.6 se satisface. i

Ahora, los términos v (¢)(t) serdn usados para establecer una evaluacién de
residuos. Los residuos tienen la siguiente estructura:

servird como indicador para 6 Para el caso con entradas desconocidas, Vs ¢q(t) # O para toda & € Q.

estimar el estado discreto.
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() =vi () +...+v]

B 1

(t) +...+v$mj (t) +~'+V12nrmj (t), Vj € Q. (2.50)

Ya que (2.47) es verdad, bajo lo establecido por el Lema 2.2, un simple criterio
de decisién podria ser aplicado a las sefiales 7j(t), y se podria estimar el estado
discreto. El criterio de decisién se representa de la siguiente manera:

6(t) = argmin;(t). (2.51)
j

Sin embargo, la sefiales 1;(t), para toda j # 6, pueden cruzar ocasionalmente
por cero. Esto provoca que el criterio de decisién (2.51) no pueda ser tomada
correctamente. Por lo tanto, se puede tomar la potencia promedio de las senales
7j(t) sobre cierto intervalo de tiempo finito, i.e.

1 [t .
R (t) = AT L_AT rj(T)dT, Vj € Q, (2.52)
donde AT es una ventana de tiempo a disefiar. Entonces, la estimacién del estado
discreto estd dada por:

o(t) = argmin R; (t). (2.53)
j

Nota Importante 2.4 Para la estimacién de estado con conmutacién no-autébnoma no
es necesario conocer el estado discreto inicial (ver Suposicion 2.3 para el caso autébnomo).
No obstante, sigue siendo necesario que la inyeccion equivalente vg+¢q(t) converja
dentro del Tiempo Minimo del sistema.

Nota Importante 2.5 Tedricamente, la inyeccion equivalente es el resultado de una
frecuencia infinita en los términos discontinuos de v (y). Sin embargo, la realizacion de
los observadores produce una frecuencia alta, pero finita; haciendo necesario el uso de un
filtro paso-bajas, i.e.

Té(t)\‘/irieqﬁ(t) (t) = Virs o (1) —\‘/irieq&(t) (t), vi=1,...,m; V&(t) € Q, (2.54)

donde Virieq~(t) (t) es la estimacion de Vireag (t), y cada T (y) se disefia de acuerdo
con V. Utkin [61], i.e. h < Tg(q) < 1 para toda 6(t) € Q. Una posible opcién es
Te(t) = V'h, con h el tiempo de muestreo.

2.5.4 Estimacion de Estado Continuo en los Instantes de Conmutacion

Sean t; " pequefos instantes de tiempo después de t;. Para mantener la esti-
macién de estado en los instantes de conmutacién (Auténoma o No-Auténoma), se
propone el siguiente algoritmo de re-inicio:

Proposicién 2.2 La estimacion de estado (2.1) se mantiene correcta, a pesar de las
conmutaciones, si se implementan, en el banco de observadores (2.36)-(2.39), para todo
6(t) # 6%, las siguientes ecuaciones de re-inicio:

Ve h)(tiT) =0, (2.55)
20y () =1, (1), (2.56)
22404 (i) = K21, (t1) — Log. K12, (), (2.57)

X12,. (ti) ] . (2.58)

'+ =X 1) — O _,!_
Zsﬁ(tm(tl ) =%22,.(ti) —E226+E24- [ o ()
&%
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La ventana AT puede
definirse como el intervalo de
tiempo minimo para el cual
(2.52) tiene solucion tinica. La
eleccién de AT dependerd de
la dindmica del sistema.
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Note que en las trayectorias
generadas por los observadores
pueden aparecer saltos. Sin
embargo, las ecuaciones de
re-inicio (2.55)-(2.58), tienen
como objetivo evitar estos
saltos.

De acuerdo con lo establecido
en las Subsecciones 2.5.2 y
2.5.3, los cambios producidos
en 6(t) se deben a una
conmutacion.

Note que los resultados del
Teorema 2.4 se aplican para los
dos tipos de conmutacion, i.e.
Auténoma y No-Auténoma,
con las consideraciones
descritas en las secciones
correspondientes.

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

<

Prueba: De acuerdo con el Teorema 2.1, X1 (t) es estimada exactamente y en tiempo finito
por medio de %7, . Entonces, se puede establecer la siguiente ecuacion:

Vor (ti7) = Pro (X1,. (1) — 216 (). (2.59)

Si se aplica, al diferenciador HOSM (2.17), la ecuacién de re-inicio (2.55) en cada ins-
tante de conmutacion, las trayectorias del error de estimacién siempre permanecen en la
superficie deslizante, y entonces, se establece la siguiente igualdad:

Vor (ti1) =Prgs (X1, (1) — 216+ (i) =0. (2.60)

Aplicando la ecuacién de re-inicio (2.56) a cada dindmica (2.14), para toda & # &*, (2.60)
se satisface en cada tiempo de conmutacién t;. Por lo tanto, la estimacién para Xj se
mantiene correcta, a pesar de las conmutaciones.

De (2.25), para mantener la estimacién de X;1(t), se tiene que satisfacer la siguiente
igualdad:

%21,. (1) =z2,. (1) + Lo, K12,. (t0). (2.61)

Aplicando la ecuacién de re-inicio (2.57) a (2.25), para toda & # 6%, (2.61) se satisface y
€21,41) (t) permanece acotada como en (2.30).

Del mismo modo, de (2.32), para mantener la estimacién de X5 (t), se tiene que satisfa-
cer la siguiente igualdad:

i]zs* (tl) :| . (2.62)

%22,. (t1) =z3,. (ti1) + E226-Ead. [ )
%21, (t1)

Aplicando la ecuacién de re-inicio (2.58) a (2.32), (2.62) se satisface y ez, permanece
acotada como en (2.35). O

Nota Importante 2.6 Una vez que el estado discreto ha sido estimado, para cualquier
tipo de conmutacion, es posible analizar dicha sefial 6(t) para saber cuando existe algiin
cambio. Por lo tanto, las ecuaciones de re-inicio de la Proposicion 2.2 siempre pueden ser
implementadas cuando este cambio es detectado.

2.5.5 Estimacion de Estado Continuo

Una vez que se ha establecido como estimar el estado continuo antes de la
primera conmutacién, como mantener la estimacién en las conmutaciones, y el
estado discreto (conmutacion auténoma y no-auténoma); es posible establecer el
resultado general de estimacion de estado continuo.

Debido a la transformacién x(t) = Tx(t), la estimacién del estado original x(t),
tiene la siguiente forma:

.
N -1 - - -
200 =Tl [ %, 00 5T, V), %L, ® ] (2.63)

oT
U(t)(t)/ XZ]&

(t)
Dados los resultados establecidos previamente, el siguiente teorema presenta
el resultado principal en estimacién de estado continuo.

Teorema 2.4 El error de estimacion generado por el observador (2.63) y el sistema (2.1),
bajo las Suposiciones 2.1-2.6, y el disefio de la Proposicion 2.2; estd finalmente acotado
por una constante p6w+, ie.

[[%(t) —x(t)]]

< popyw’. (2.64)
t—o0

A
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Prueba: Es claro, de los Teoremas 2.1, 2.2, 2.3, de lo establecido en la Subseccion 2.5.1
acerca de las regiones de convergencia, y de la combinacién de coordenadas; que el error
de estimacién generado por el observador (2.36)-(2.39) en las coordenadas transformadas
%(t), bajo las propiedades descritas en las Suposiciones 2.1-2.6, y en la Proposicion 2.2; se
propaga en todas las coordenadas originales x(t), produciendo ||&(t) — x(t)|| < psw™, con
una constante positiva pg (), defina por d4(¢) en (2.35), y considerando el 5% de error
para alcanzar las cotas finales correspondientes. |

Nota Importante 2.7 Sila Suposicion 2.4 o Suposicion 2.5, que se refieren a la velocidad
de convergencia de la parte no-observable para el caso Auténomo y No-Auténomo,
respectivamente, no fueran satisfechas; las trayectorias del error de estimacion de estado
continuo, no entrarian a las regiones de convergencia correspondientes antes de la primera
conmutacién. Sin embargo, gracias a las ecuaciones de re-inicio de la Proposicion 2.2,
dichas trayectorias del error estarian finalmente acotadas, al menos con un error del 5%
de la cota final, para algiin tiempo posterior.

2.6 EJEMPLOS NUMERICOS

2.6.1 Conmutacion Autonoma

Para ilustrar el esquema de observaciéon propuesto, considere la estructura del
SLC (2.1), con la conmutacién descrita por:

olt) = 1, Vx| Hx e [-50,2000),
2, Vx| Hx e (—oo,—50)U[2000, 00),

donde Hx = —2x1(t) +5x,(t). Las siguientes matrices corresponden a la dindmica
descrita en (2.1):

—1 1 0 -1 —1 0
Ap = 1 -1 -1 A, = -1 -1 -1 ,
1 1 1 0 1 2 1
1 1 1 —1 2 1 1 —1
[ 0 0 0
Bi=|  [.Ba=| [,Ei=|" |, =|"],
1 0 1 1
B 1 1 0
Ci=|1 0 0 O:|IC2:|:1.5 0 0 O}'

La salida y la entrada conocida son: y = Cj(x(¢) yx(t), y u(t) = 5sin(t), respecti-

T
vamente. Las condiciones iniciales x(0) = [ 2 3 1 2 } ,y 0(0) =1. Es posible

mostrar que las suposiciones requeridas se satisfacen. Los valores correspondien-
tes a las matrices de disefio son los siguientes:

1.5 0 0 0
0 —-15 0 0
Ty =I4xq, To = ,Ki =K, =11,
1 4x4 2 0 1 0 11 12 { ]
0 0 0 1

AN
—_%
Il
AN
N %
Il
o
o
—

o] tii=13 267}T,
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Para o = 1, el sistema ya estd
en la forma (2.9)-(2.10),
mientras que para o = 2, sélo
basta escalar los 2 primeros
estados.

Las simulaciones han sido
realizadas en MATLAB
Simulink, con método de
discretizacion: Euler, y paso
de muestreo: 0.001[seg].
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Este ejemplo fue tomado de [9],
donde se propone un
observador que sélo estima el
estado observable y el estado
discreto, en tiempo finito. Sin
embargo, el algoritmo que
identifica o (t) estd
restringido al caso de mapas de
observabilidad diferentes para
cada modo de operacion. El
esquema aqui propuesto no
presenta esta restriccion.

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

.
L= [ 22 —178 } , Loy =-5, Ly =10,
1 0 15 0
P11 = , Pra=
-34 1 —-51 —15

Los diferenciadores HOSM (2.17) se disefian para ny, = ny, = 2, con base
en la Proposicién 2.1, se toma Mj = M, = 200. Se implementan las ecuaciones
de re-inicio dadas en la Proposicion 2.2. Los resultados para el caso sin entradas
desconocidas, i.e. w(t) = 0, se muestran en la Figura 2.2.

15001
4

S00Fo 02 04 05 08 1

Tiempo [seg]

(a) Estimacion Fuertemente Observable

W e

5 1 8 9 :
Tiempo [seg] Tiempo [seg]

(c) Error de Estimacion (d) Estimacién de Estado Discreto

Figura 2.2: Estimacion de Estado sin Entradas Desconocidas - Conmutacién Auténoma. Es
ficil ver que para x11(t), x12(t) y o(t), la estimacion es exacta y en tiempo finito,
mientras que para x21(t) y x22(t), es de forma exponencial.

Ahora considere el caso en el que la entrada desconocida w(t) = 10sin(5.5t) +
4sin(3.5t) 4+ 2sin(t) + 2 aparece en t = 5[seg]. Los resultados se describen en la
Figura 2.3.

2.6.2  Conmutacion No-Auténoma

Considere la estructura del SLC (2.1), con o € Q = {1, 2} una sefial completamen-
te exégena (ver Figura 2.4d). Las siguientes matrices corresponden a la dindmica
descrita en (2.45):

-1 1 0 1 1 1 1
A] = -1 =2 0 7 AZ = -1 -1 ’ B] = s BZ - ’
1 1T -1 1 1 =2 0 0
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2000r

1000

-1000! il
1

203 4 5 6 7T 8 9 10 U L B W B 01 2 3 4 5 §

. 1 ] 9 0 1 2 B ¥ B
Tiempo [seg Tiempo [seg]

(a) Estimacién Fuertemente Observable (b) Estimacién No-Fuertemente Observable

1 el )
5000

T T T 2
u N\/\ - I L L [
f V\/w V\/\/\/ 0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 0 U D B I
I T T T T T T T T T T T T T
2 |
L L L L L L L L L L
1 1 3 4 5 6 1 8§ 9 0

1
4
T
1 1 1 1 -0 (
1 2 B U B (

é

5 1 8 9
Tiempo [seg]

(c) Error de Estimacion (d) Estimacion de Estado Discreto

Figura 2.3: Estimacion de Estado con Entradas Desconocidas - Conmutacién Auténoma.
La estimacién para x11(t), x12(t) y o(t) continua siendo exacta y en tiempo finito,
mientras que los errores de estimacion para xp1(t) y x22(t), permanecen finalmente
acotados.

G=[100],ca=[100]

La salida y la entrada conocida son: y = Cjx(¢))x(t), y u(t) = 1, respectiva-
T
mente. Las condiciones iniciales x(0) = { 15 3 1 } . Es posible mostrar que

las suposiciones requeridas se satisfacen. Es facil ver que el estado discreto es
distinguible, ya que la Suposicién 2.6 también se satisface. Los valores correspon-
dientes a las matrices de disefio son los siguientes:

L12[14 41},L2=[—89 17},

P11 = P , P12 = o ,
—15 1 -1 —18
Los diferenciadores HOSM (2.17) se disefian para ny, = ny, = 2, con base en
la Proposicion 2.1, se toma M1 = 30 y M = 25, respectivamente. Se implementan
las ecuaciones de re-inicio dadas en la Proposicion 2.2. Los resultados se muestran
en la Figura 2.4.
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Las simulaciones han sido
realizadas en MATLAB
Simulink, con método de
discretizacion: Euler, y paso
de muestreo: 0.001[seg].



26

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

i+ -aft) |
—ht)

4 L L L L L L L L 08! I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 ] 7 8 9 10 0 1 8 9 0

5
Tiempo [seg]

4 5 6
Tiempo [seg]
(a) Estimacién Observable (b) Estimacién No-Observable
; x’ ‘
i’ ~Janl) |
1 4 15 ‘
D*‘ 10 i
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 § 7 [ 9 10 L
i T T T T T T T T T E B
\ l ‘ - -
or 0f
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
‘ T T T T T T T T T
il
T S S R S A R -alt)
T T T T T T T T T 2 7U[ﬂ 7
L ~lelt)
I\
1 1 1 1 1 L L L L 1 1 1 1 1 1 1 L L
0 1 2 3 5 6 7 8 9 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
Tiempo fseg Tiempo fseg
(c) Error de Estimacion (d) Residuos y Estimacién de Estado Discreto

Figura 2.4: Estimaciéon de Estado - Conmutacién No-Auténoma. La estimacién para x11(t),
x12(t) y o(t), es exacta y en tiempo finito, mientras que para x(t) es de forma expo-
nencial. Note que la velocidad de convergencia de e (t) estd determinada completamen-
te por la parte no-observable.

2.7 CONCLUSIONES

En este capitulo se ha presentado una solucién al problema de estimacién de
estado (continuos y discreto) para cierta clase de SLC (conmutacion auténoma/no-
auténoma), y presencia, en algunos casos, de entradas desconocidas. La solucién
consiste en un esquema de multi-observadores robustos. Para el estado continuo,
dichos observadores estan basados en observadores HOSM, que estiman la par-
te fuertemente observable de forma exacta y en tiempo finito, mientras que el resto
de los estados son estimados asintéticamente por medio de observadores tipo-
Luenberger. Por otro lado, se establecen dos esquemas de estimacién de estado
discreto para conmutaciones auténomas y no-auténomas, respectivamente. Un par
de simulaciones ilustran la eficacia de los esquemas propuestos.



Toda persona deberia tener la libertad
de plantear cualquier cuestion,

de dudar de cualquier afirmacion,

de buscar cualquier evidencia,

y de corregir sus errores.

— adaptacion de Robert Oppenheimer

SISTEMAS NO-LINEALES
CONMUTADOS

En este capitulo se presenta el problema de estimacion de estado continuo y
discreto para cierta clase de SNLC (autébnoma/no-auténoma), y presencia de
entradas desconocidas. Las condiciones para las cuales es posible la estimacion
exacta del estado, en presencia de entradas desconocidas, se establecen con base
en propiedades estructurales del sistema. Observadores basados en el diferencia-
dor HOSM estiman el estado continuo de manera exacta y en tiempo finito.
Para la estimacién del estado discreto se establecen dos esquemas para conmuta-
ciones autébnomas y no-auténomas, respectivamente. Dichos esquemas basan
su estimacién en la informacion del estado continuo e inyeccion equivalente.
Un par de ejemplos numéricos muestran la eficacia de los esquemas propuestos.

3.1 INTRODUCCION

En el contexto de observacién de estado para SNLC con entradas desconocidas,
pocos han sido los trabajos que se han presentado en la literatura.

En [50] se presenta un algoritmo, basado en la medicién del estado continuo
y en teorfa de SMC; que estima el estado discreto en cierta clase de SNLC con
entradas desconocidas. Considerando que la salida y el estado continuo inicial
estan disponibles, en [21] y [56]; se proponen condiciones necesarias y suficientes
para resolver el problema de invertibilidad en SNLC, i.e. condiciones para la esti-
macién del estado discreto y la entrada de forma tnica. En [21], la dindmica del
sistema inverso estd dada por medio de una proyeccién que descompone el espa-
cio de estados en dos subespacios: uno tangente a las entradas desconocidas; y el
otro transverso, mientras que en [56], se extiende el concepto de pares singulares-
conmutados, y se introduce una férmula para determinar si el SNLC es invertible.
Por otro lado, considerando que no hay entradas desconocidas y que el estado
discreto es conocido, un observador no-lineal, basado en el STA, que es capaz de
estimar el voltaje en los capacitores de convertidores multi-celulares (multicellular
converters), los cuales presentan una dindmica conmutada, es presentado en [26].
En el mismo contexto, sin entradas desconocidas, en [8] se presenta un observa-
dor basado en el STA que estima el estado continuo y discreto en tiempo finito,
en SNLC con saltos.

Motivados por estos trabajos, bajo la suposicién de que ambos estados, i.e. con-
tinuo y discreto; son desconocidos, se desea resolver el problema de estimacién
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El sistema (3.1) también
representa un caso particular
de un automata hibrido [44],

sin saltos en el estado
continuo x(t).

Para cada valor del estado
continuo x (t), corresponde
un sélo valor del estado
discreto o(t) en (3.2), i.e. el
estado discreto es distinguible.

La Suposicién 3.1 implica que
todos los campos vectoriales
fo(x) son extensiones del
resto de ellos, con la propiedad
de suavidad para todos los
dominios correspondientes.

G Kk _
Los términos Lf(x)h(x] =

ALk 1 h(x)

%f(x), con
L(f)(x)h(x) = h(x);se
conocen como las Derivadas

de Lie (ver [36]).
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de estado en presencia de entradas desconocidas. A nuestro saber, dicho proble-
ma no ha sido resuelto en su totalidad, o han sido pocos los trabajos presentados.

3.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la siguiente clase de SNLC con entradas desconocidas:

(3.1)

donde x(t) € X C R™ es el vector de estado continuo, y(t) € Y C R es la salida,
y w(t) € W C R es la entrada desconocida acotada, i.e. |[w(t)|| < w' < oco. Se
asume que todos los campos vectoriales f(x(t)) : X5 — 2™, son suaves para todo
Xo tal que X = (Jyco Xo; mientras que todas las matrices columna E5 € ™!
son conocidas, y hg(x) : X — Y son funciones suaves definidas en un conjunto
abierto de R™.

El estado discreto 0 € Q = {1,...,q} € X puede ser generado por medio de
una funcién no-lineal, o sefial de conmutacién; del estado continuo (conmutacion
auténoma), i.e.

1, Wx(t)| H(x(t)) € Hy,
o(t) = 2, Wx(t) | Hx(t)) € Hy, (3.2)
q, Wx(t)| Hx(t) € Hq,

donde H(x(t)) : X = H C R es una funcién escalar suave, continua y conocida, y
Hy, Hy,..., Hq € H € R son intervalos conocidos, disjuntos y cerrados, tales que
H= erQ He =N, ie. Hy, Hy,...,Hq cubren todos los ntimeros reales 3.

Sin embargo, al igual que en el Capitulo 2, el estado discreto también puede
ser generado de forma exégena o controlada (conmutacién no-auténoma). En este
caso, el estado discreto se describe como o(t) € Q. Para ambos tipos de conmuta-
cién, se asume que las trayectorias satisfacen la condicion de Tiempo Minimo (ver
Apéndice A). Mds atin, se asume que el zeno phenomena (ver Apéndice A para su
definicién) no se puede presentar en el sistema, y que, ademads; cumple con la
Definicion A.11 de Z-observabilidad.

Los problemas que se analizaran son los siguientes:

1. Estimacion del estado continuo x(t).

2. Estimacién del estado discreto o(t).

3.3 DISENO DE OBSERVADORES
Considere que el sistema (3.1), satisface las siguientes suposiciones:

Suposicién 3.1 Suponga que cada campo vectorial f; : Xy — R™ puede ser extendido a
cualquiera de los subespacios Xy, ¥j #j, Vi,j € Q.

Suposicién 3.2 Los campos vectoriales fs¢)(x), las matrices Eq(y), y las funciones
hg(t)(x), son tales que ¥x € X, para cualquier trayectoria o(t); se satisface que:

d(L];G(t)(X)ho_(t)(x))EO'(t) =0, Vk<n—1, -
N 3.3
d(L?G(J)(x)hc(t)(x))Eg(t) # 0.



3.3 DISENO DE OBSERVADORES

Defina los siguientes mapeos:

ho(x)
vut) = | O e, G4)
L o ho(x)
y sus correspondientes matrices Jacobianas
dhs(x)
aq)ai(X) _ deo(x‘)hc(X) veeo. (3.5)

dLTf‘(:(l)hG(x)

Considere que la siguiente suposicioén, sobre las matrices Jacobianas, se satisfa-
ce.

Suposicion 3.3 Cada matriz (3.5) es tal que

rank <W> = n, ¥x € Xy,
ox

rank <a®z(x)> = n, Vx € Xy,
ox

rank <W> = n, Vx € Xq.
0x

Ademds, se asume que cada mapeo @ (x) es un difeomorfismo, pero sélo en su corres-
pondiente dominio X, Yo € Q (ver, e.g. [36]).

Tomando en cuenta las suposiciones previas, es posible disefiar el siguiente
banco de observadores:

A .
o%; ) vj(t), VjeQ (3.6)

(3-7)

9j(t) = hy(x;(t)),

donde %;(t) € R™ es el estado continuo estimado, §;(t) € 9 la salida estimada,
y los términos de correccién se representan con v;(t) € R™ y se disefian mds
adelante. Las soluciones de (3.6), se entienden en el sentido de A. Filipov [30],
para proporcionar la posibilidad de usar sefiales discontinuas en el observador, y
que las soluciones coincidan con las soluciones usuales; cuando el lado derecho es
continuo. También se asume que los términos de correccién permiten la existencia
y extension de soluciones para todo t > 0.

Es claro que debido a la Suposicién 3.3, puede existir algtin observador, fuera

.. .. . . - _\—1
de su region de operacion, para el cual la correspondiente matriz (3®;(x;)/9%;)
no esté bien determinada. En este sentido, se introduce la siguiente suposicion.

Suposicién 3.4 Se considera que las trayectorias de todos los observadores (3.6)-(3.7),
fuera de su correspondiente regién de operacion, no presentan escape a infinito, en tiempo
finito.
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Si los q mapeos de
observabilidad son iguales,
sdlo seria necesario disefiar un
observador para estimar el
estado continuo. Si q — 1
mapeos de observabilidad son
iguales, sélo seria necesario
disefiar dos observadores; y ast
sucesivamente.

La Suposicion 3.4 se requiere
debido a problemas
computacionales. Sin embargo,
no es necesario que los
observadores (3.6)-(3.7) estén
bien definidos fuera de su
correspondiente regién de
operacion, ya que, como se
verd en la Subseccion 3.4.4;
las ecuaciones de re-inicio
llevardn las trayectorias, de
todos los observadores, al valor
exacto del estado continuo.
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Para que el sistema satisfaga
la Suposicion 3.5, es necesario
que el sistema sea
Bounded-Input
Bounded-State (ver, e.g.
[381); 0 que sea posible
estabilizarlo de alguna manera.
No obstante, es suficiente que
exista una cota M; en el
correspondiente dominio D,
y no fuera de él.

Otro algoritmo que puede ser
utilizado como dindmica
auxiliar es el diferenciador
uniforme HOSM [7].

SISTEMAS NO-LINEALES CONMUTADOS

Nota Importante 3.1 Note que, debido a la Suposicion 3.2 y Suposicion 3.3, los ¢ sub-
sistemas deben ser localmente observables sélo en su correspondiente dominio.

La siguiente suposicién asegura la estimacion exacta y en tiempo finito, de cada
observador en su correspondiente modo de operacién.

Suposicién 3.5 Existen constantes conocidas M > 0, Vj € Q; tales que, las siguientes
desigualdades se satisfacen:

L7, (g 1 (R1) = L7 o ha (%) = AL L ))Ew| < My, vee
L3 ()2 (%2) = L, (o h2 (%) = d(LE L ha () Eaw| < My, vx e X,
L} (.ha(Rq) —LF hq(x) —d(L} L hqg(x))Eqw| < Mg, Vx € X
fq(xq) ralXq fq(x)Va fq(x)td q as q-

Nota Importante 3.2 Desde el punto de vista fisico (e.g. sistemas mecdnicos), la Supo-
sicion 3.5 implica conocer una cota de la aceleracion y cierta cota del error de estimacion
inicial, para cada modo de operacion. En este sentido, todos los sistemas realizables fisica-
mente presentan dichas cotas, por lo tanto; es posible tener cierto conocimiento de donde
inician las trayectorias del sistema.

3.3.1  Términos de Correccion

Los términos de correccion v¢(t) serdn disefiados haciendo uso del diferencia-
dor HOSM, como una dindmica auxiliar, i.e.

n—1

1
. — n
_ n
1, =92, — ;M [eij ,

n—i

= . AT
By = Vi), — oy, M [ﬁij —19(171)4 ,
Vi=2,...,n—1,

By = —otn, Mj [9n; =B, 1| (38)

donde ey; (t) =95 —y(t), ¥j € Q; son los errores de salida para cada observador.
De este modo, los términos de correccién se extraen de (3.8) como:

_ | n }
—o My {eij p

1 n—
n—T 3 n—1

. 0
oMy Oy — ]
donde las constantes «;, se eligen recursivamente de acuerdo con A. Levant (ver
Subseccion 2.4.1), y las ganancias Mg satisfaciendo la Suposicién 3.5.
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3.4 RESULTADO PRINCIPAL

3.4.1 Estimacion del Estado Continuo

La estimacién del estado continuo serd descrita durante el intervalo de tiempo
entre una conmutacién y otra. Considere que o(t) = o* = const.,, Vt € [0,t7),
satisfaciendo t; > Ts'. La dindmica del sistema en el modo de operaciéon o* estd

dada por:

(3.10)

Tomando en cuenta el disefio del observador descrito en la Seccién 3.3, se pue-
de establecer el siguiente teorema:

Teorema 3.1 Considere que el o* — ésimo observador (3.6), con los términos de co-
rreccion (3.9), es aplicado al sistema (3.10); y que las Suposiciones 3.1-3.3 se satisfacen.
Entonces, siempre que las constantes o , sean elegidas apropiadamente, y Mo+ satisfaga
la Suposicion 3.5, el error de estimacién del estado continuo convergerd a cero de forma
exacta y en tiempo finito, i.e. eg=(t) = X+ (t) —x(t) =0, Vt € [to=, t1)>. A

Prueba: El sistema (3.10), bajo las Suposiciones 3.2 y 3.3, puede ser representado, en
coordenadas z, como:
z(t) = Az(t) + Boo- (z, W),

(3-11)
yz(t) = Cz(t),

donde
0 1 0 0
A= /B~ C=[10 0],
0 --- 1 0 xXn
U nxn nx1

Qo= (z,W) = [L?g* (x)Por (%) + d(L‘;;‘(x)ha* (X))EG*W] =01 (2)"

Por otro lado, los observadores (3.6), bajo las Suposiciones 3.2 y 3.3, se pueden represen-
tar de la siguiente forma:

(3.12)
Yz, (1) = Cz; ,

donde ¢;(z;) = {L?(ij)hi (ij)] |x,»:cD). (zy) Defina los errores de estimacion de estado

como ez, (t) = Z;(t) —z(t). Por lo tanto, la dindmica del error tiene la siguiente forma:
ez, (t) = Aez, (t) + BY;j(zj,z,w) + vj(1), (3-13)

donde Y¥j(z;j,z,w) = ®(Z;) — @+ (z,wW). Si es posible disefiar los términos de correccion
vj(t) tal que, ez; (t) converja a cero, entonces la igualdad z;(t) = z(t), serd verdad s6lo
para el caso j = o*.

Defina el vector de error de salida como:

€1y ey; (t)
=1t | = : : (3.14)

En; €y; (1)

1 tj es el primer instante de conmutacion (switching time), mientras que Ts es el Tiempo Minimo.
2 tg+ es el tiempo en el cual, el observador (3.6), ha convergido a cero.
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Si se emplea el diferenciador
uniforme HOSM, el error de
estimacion e g~ (t)
convergeria a cero de forma
exacta y uniforme.

Las funciones @ o= (z, W)
contienen el efecto de la
entrada desconocida.

Si los q mapeos de
observabilidad son iguales, los
q observadores podrian
estimar el estado continuo
(con M suficientemente
grandes). Si q — 1 mapeos de
observabilidad son iguales,

q — 1 observadores podrian
estimar el estado continuo; y
asi sucesivamente.
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Es claro que la estructura
dindmica (3.16) es igual a la
que presenta el diferenciador

HOSM (3.8).

Siempre es posible disefiar las
ganancias de los
diferenciadores HOSM de tal
forma que tox < tj.

Como se menciond en la
Subseccion 2.5.1, las
constantes &; y &;, se
estiman a través de
simulaciones.

SISTEMAS NO-LINEALES CONMUTADOS

Debido a la Suposicién 3.3, la dindmica (3.13), toma la siguiente forma:

¢ = Agj + BY;(D5(%5), Do= (x), W) +vj, (3.15)
y de forma extendida:
€1, = €2, +Vv1y,
&, = €3, +v2,,,
) ) J ) (316)
tn; =Y ((Dj (7_‘)' ), @ (x), W) + Vn;-
Por lo tanto, sustituyendo los términos de correccién (3.9), se tiene que:
1 n—1
&, = Ezj—oquj“ [81)}
1 n=2
&, = €3;— &y Mj“71 ’762]. 7é1jJ
. - . O
tny = W(05(%5), Do (x), W) — ot M [ ey — 1| (3.17)

Eligiendo los pardmetros «; . de acuerdo con A. Levant, y M+ satisfaciendo la Supo-
sicién 3.5; entonces, cuando j = 0¥, la siguiente igualdad se satisface en tiempo finito:

[e1x,€25,...,6nz] =10,0,...,0].

Debido a las propiedades de los HOSM, la condicién 1 = 0, Vt € [to*,t7), implica
que [523,...,&13] =10,...,0], Vt € [tg=,t1) con t; > Ts. Para probar esto, asuma que
€1 = 0 es verdad en cierto intervalo de tiempo distinto de cero. Esta condicién implica
que £1= = 0, para el mismo intervalo. Por lo tanto, del primer renglén de (3.17), se obtiene
que ezx = 0, lo que implica ¢, = 0. Por lo tanto, del segundo renglén de (3.17), se
tiene que e3: = 0, y esto implica que ¢3+ = 0. Siguiendo el mismo método, se obtiene
g, =0, Vi=1,...,n

De este modo, de acuerdo con A. Levant [39], la dindmica (3.17), para j = o*, converge
a cero, después de un transitorio de tiempo finito, i.e. g+ = 0 Vt > tg+; y debido a la
Suposicién 3.3, se asegura que el error de estimacién del estado continuo eq+(t), también
converge a cero en tiempo finito, a pesar de la entrada desconocida. t

Nota Importante 3.3 Es muy importante mencionar que para disefiar los observadores
(225(%5)y 1,

(3.6)-(3.7), solo es necesario calcular las matrices inversas, i.e. ;Y no las

transformaciones inversas, i.e. (D]._] (z;).

El Teorema 3.1 establece que el observador ¢* estima el estado continuo exac-
tamente, pero no establece cual es dicho observador. Como se vio en la Subsec-
cién 2.5.1, para detectar cual de los q observadores ha convergido es suficiente
con verificar cual de las siguientes desigualdades se satisface:

ley; (8] < M R™, Ve e [0,85,0), Vi€ Q, (3.18)
donde &; y &;, son constantes positivas, y h es el tiempo de muestreo. De esta
manera, to+ = &;, h, y por lo tanto, es posible determinar cuando y que observa-
dor ha convergido, durante el intervalo de tiempo t € [0,t7). El observador que
satisfaga (3.18) serd el 0* — ésimo observador.

Por lo tanto, el estado estimado real (t), se define como:

X(t) =X+ (1), Vte [tor, t1). (3.19)
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3.4.2 Estimacion del Estado Discreto: Conmutacion Auténoma

Una vez que el estado continuo es estimado, se define el siguiente observador
de estado discreto:

1, V()| HR() €
5(t) = 2, V&(t)| H(&(t)) € H, ’ (3.20)
q, VR(t) | H(X(t)) € Hq

Dado que, de acuerdo con el Teorema 3.1, se tiene %(t) = x(t), Vt € [to+, t1); el
siguiente lema refleja la estimacién exacta y en tiempo finito del estado discreto.

Lema 3.1 Bajo las condiciones del Teorema 3.1, el estado discreto o(t), es estimado exac-
tamente y en tiempo finito por medio del observador (3.20), sélo con la informacion de los
subconjuntos H. il

Prueba: Ya que el estado continuo x(t), es estimado exactamente y en tiempo finito; ha-
ciendo uso de la informacién de H(X(t)) y Ho, la estimacién exacta y en tiempo finito
del estado discreto, es consecuencia de las propiedades de estimacién del estado continuo
descritas en el Teorema 3.1. O

3.4.3 Estimacion del Estado Discreto: Conmutacién No-Auténoma

Como en la Subseccién 2.5.3, el andlisis se restringe al caso sin entradas desco-
nocidas, i.e. w(t) = 0.

En el momento en el que la estimacién de x(t) se logra, los términos de v« (t)
toman el valor de la inyeccion equivalente. Por lo tanto, en un tiempo finito, se
satisface que3:

a(D(;* _6-* 71
o (t) = for(or) + (“2EEE)) v (0 - (el) =0, D)
lo que implica:
Voreq(t) =0. (3.22)

La siguiente suposicion es requerida para la estimacion del estado discreto:

Suposicién 3.6 Se asume que la siguiente desigualdad se satisface:

fi(x(t)) # f5(x(t), Vi#]j, Yi,j € Q, para casi todo t > 0. (3.23)
Mds aiin, se considera que el siguiente conjunto:
M = {x(t) € R™| fi(x) = f;(x), ¥i #], Vi,j € O}, (3.:24)

es un conjunto discreto.

Nota Importante 3.4 La condicion (3.24) implica que la dindmica entre modos de ope-
racion sélo es iqual en puntos aislados. Por lo tanto, el estado discreto es distinguible.

Note que cuando o(t) # ¢*, la dindmica de es(t), para j # 6%, esta dada por:

adJ] ()_(j

1
e (t) = £;(%;) + ( )) Vi — forn (x(D). (3.25)

aij

3 En el caso con entradas desconocidas, Vs q(t) # O para toda &(t).
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Si se emplea el diferenciador
uniforme HOSM [7], la
estimacion del estado discreto
serd exacta y uniforme.

El conjunto M estd formado
por todos los puntos (aislados)
de x(t), donde la trayectoria
generada por fi(x) y fj(x)
es exactamente igual.

Note que aunque dos mapeos
de observabilidad sean iguales,
las inyecciones equivalentes
correspondientes difieren entre
st, debido a la Suposicion 3.6;
aiin si sus errores de
estimacion convergen a cero.
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La construccion de los
residuos 75 (T) se presenta en
(2.50), Subseccion 2.5.3.

Debido a que el sistema no
presenta saltos en el estado
continuo, los difeomorfismos
@ (x), tampoco presentan
saltos en los tiempos de
conmutacion. Sin embargo, en
las trayectorias generadas por
los observadores pueden
aparecer dichos saltos. La
ecuacion de re-inicio (3.28),
tiene como objetivo evitar este
fendmeno.
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Dado que el estado discreto es distinguible, debido a la Suposicién 3.6, la dife-
rencia entre las dindmicas, en los diferentes modos de operacién; provocard que
eq(t)(t) no converja a cero. Por lo tanto, v;(t) # 0, para toda j # 6*; y asf, (3.21)
se satisface, en tiempo finito, sélo cuando &(t) = 6*. De este manera, se prueba
lo establecido en el siguiente lema:

Lema 3.2 Bajo las condiciones del Teorema 3.1, el estado discreto o(t), puede ser estimado
exactamente y en tiempo finito, si la Suposicion 3.6 se satisface. i

Como en la Subseccion 2.5.3, los términos v () (t) serdn usados para establecer
la evaluacién de residuos. Los residuos tienen la estructura propuesta en (2.52),
ie.

1 [t .
Rj(t) = AT JFAT rj(T)dT, Vj € Q, (3.26)

donde AT es una ventana de tiempo a disefiar. Entonces, la estimacién del estado
discreto estd dada por:

6(t) = arg m]_in R;(t). (3-27)

Nota Importante 3.5 Para la estimacién de estado con conmutacidn auténoma y no-
autdénoma, no es necesario conocer el estado discreto inicial. No obstante, es necesario
que el observador converja dentro del Tiempo Minimo del sistema.

Nota Importante 3.6 De nueva cuenta, la estimacion de v 4 eq proporcionada por
el filtro paso-bajas propuesto en (2.54), Subseccion 2.5.3.

3.4.4 Estimacion de Estado en los Instantes de Conmutacion

Sean t; " pequefios instantes de tiempo después de t;. Para mantener la esti-
macién de estado en los instantes de conmutacién (Auténoma o No-Auténoma),
se propone el siguiente algoritmo de re-inicio:

Proposicién 3.1 La estimacién de estado (3.1) se mantiene correcta, a pesar de las
conmutaciones, si se implementan, en el banco de observadores (3.6)-(3.7), para toda

A

6(t) # 6%, la siguiente ecuacion de re-inicio:

Xon) () =%(t7), i=1,2,.... (3.28)

1

<

Prueba: Considere la dindmica (3.17), en los instantes antes y después del tiempo de
conmutacion tq, i.e.

1 n—1

. - _ + n
Ylacy = ac (X]Au'(t)MAo‘(t) ’(£1Ao'(t)J
1 n—2
. _ _ n—1 _ n—I1
200ty = Baecn (XZAU(t)MAo'(t) ’VEZAU(t) slAU(t)J
. . 0
ENac(t) — WAO'(t)(.)io(’nAo‘(t)MAO'(t) ’VﬁTIAG(t) 7£nA6(t)7]J . (3-29)

donde €ipg(r) = Eige — Eigey ¥ Yao) () = Yo (1) = Yerr) (), para toda 6(t) # 6*.
Entonces, si la ecuacién de re-inicio (3.28), es aplicada en cada tiempo de conmutacién, las
trayectorias de (3.29) permanecen en la superficie deslizante, i.e. €1 ao(r) = 0. Por lo tanto, la
estimacion del estado continuo se mantiene a pesar de las conmutaciones. U



Nota Importante 3.7 Como se menciond en la Nota 2.6, Subseccion 2.5.5, una vez que
el estado discreto ha sido estimado, es posible analizar &(t) para saber cuando existe algiin
cambio. Por lo tanto, la ecuacién de re-inicio (3.28) siempre puede ser implementada

cuando este cambio es detectado.

Nota Importante 3.8 En el presente capitulo, por brevedad, sélo se ha presentado el caso
Single-Input Single-Output. Sin embargo, el caso Multiple-Input Multiple-Output
se presenta en [531, y para el caso no-conmutado; en el Capitulo 5. Bdsicamente, se realiza
el mismo disefio por bloques correspondientes a cada salida (ver Subseccion 3.5.2).
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3.5.1

Considere un modelo simplificado de 2 grados de libertad (2-DOF) de un ta-
ladro rotacional vertical para pozos petroleros (la Figura 3.1 ilustra el modelo

EJEMPLOS NUMERICOS

Conmutacion Autonoma

3.5 EJEMPLOS NUMERICOS

n-dimensional del taladro rotacional, ver [49] para més detalles).

El vector de estados x(t) € R3 estd compuesto por los desplazamientos angu-
lares (¢+(t) y @b(t)) y velocidades angulares (¢r(t) y ¢ (t)) de la parte superior
T

del sistema rotacional y la broca, i.e. x(t) = | ¢, (t), @r(t)—@p(t), @p(t) } .

La entrada se considera como un par constante aplicado por un motor en la su-
perficie, i.e. Ty = u(t). El par en la broca es Ty (x3(t)) = cpx3(t) + T, (x3(1))

(

@b

Sistema Rotatorio Superior
(Nivel 0)

Tubo de Perforacion 1

(Nivel 1)

Tubo de Perforacion 2

Nivel 2)

Tubo de Perforacion p-1
(Nivel p-1)

Tubo de Perforacion p
(Nivel p)

Ensamble Inferior
(Nivel p+1)

Broca (Nivel p+2)

Figura 3.1: Modelo Mecénico del Taladro Rotacional.
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El comportamiento del taladro
rotacional es descrito por
medio de un péndulo
rotacional controlado por un
motor eléctrico, y el contacto
de la broca sobre la superficie
es descrito por un término de
friccion seca. Los tubos del
taladro son modelados por
medio de un resorte rotacional
lineal, con rigidez torsional
ki, y un amortiguamiento
rotacional cy los cuales
conectan las inercias Jr y Jp.
Ademds, se considera que
existe un par con
amortiguamiento viscoso
cyX1 en la parte superior del
sistema.
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La entrada desconocida w(t)
representa algunas
oscilaciones no deseadas.

Las simulaciones han sido
realizadas en MATLAB
Simulink, con método de
discretizacion: Euler, y paso
de muestreo: 0.0001[seg].

Es claro que para 0 = 1,2,

los mapeos de observabilidad
son iguales. Por lo tanto, basta
con disefiar un sélo observador
para estos dos modos de
operacion.

SISTEMAS NO-LINEALES CONMUTADOS

donde cpx3(t) se aproxima a la influencia del lodo de perforacién en la broca, y
T, (x3(t)) es el modelo de friccién del contacto de la broca sobre la superficie,
donde T, (x3(t)) = fy (x3(t))sign(x3(t)) con:

i (x3(t)) = WopRp [Hep + (1sp — Hey) eXp(—% xs(t)))],

donde W, > 0 es una constante de peso de la broca, y R, > 0 es el radio
de la broca. Los coeficientes de friccién estatica y de Coulomb asociados con Jy
son representados por us,, e, € (1,0), y las constantes positivas 0 < yp < 1
y v¢ > 0. Ademas, el par de friccién de Coulomb y estética se consideran como
Tep, = WobRble, ¥V Ts, = Wob Ry s, , Tespectivamente.

De este modo, la dindmica conmutada del taladro rotacional con entradas des-
conocidas es:

[ ecteat —koo) +eos®+ut] || Q2
Iy k() = x1 (1) = x3(t) s
| e (0 4 kea(8) = (er+ el (8) = T (xs(1)] | i
[ b ecteda () —koal teostuml | [ Q]
To:{x(t) = x1(t) —x3(t) + ]]?r w(t),
| e (0 kea(8) = (er+ ol (8) = Tp (xs(1)] | i
1 e+ enxa () — k() +u(t)] o
Jy3:dx= X1 (t) + E W(t) ’
0 ot
Jr

donde T]?; y Tf_b’ corresponden a los valores de Ty, (x3(t)) parax3(t) > 0y x3(t) <
0, respectivamente. La salida y la entrada desconocida son: y(t) = [x(t), x3 ()7,
y w(t) = 2cos(1.5t) + 6square(0.5t) + 1, respectivamente. El estado discreto tiene
la siguiente forma:

1, Wx(t) [ H(x(t)) € (Ts,, 00)
o(t)=1q 2, Vx(t) | H(x(t)) € (o0, ~Ts,) - (3.30)
3, Wx(t) | H(x(t) € [~ Ts,, Ts,]

donde H(x(t)) = c¢xq(t) + kex2(t). Los pardmetros del sistema se muestran en la

Tabla 3.1.
-
Las condiciones iniciales para el sistema son x(0) = [ —10 =50 —10 } . Para

disefiar los observadores 1y 2 se hard uso tnicamente de la salida y1(t) = x1(t)
para reconstruir todo el vector de estados, mientras que para el observador 3 se
usard la salida yj(t) = x7(t) para reconstruir el estado x;(t), asumiendo que la
dindmica es de orden 2; y la informacién del tercer estado se obtendra de la salida
Y2 (t) = x3(t).

Es facil mostrar que la Suposicion 3.2 se satisface para cada modo de operacién.
Las matrices de la Suposicion 3.3, para o = 1,2, toman la siguiente estructura:

1 0 0
= | —0.26608 —0.32896 6.5795 x 10~2 ,
—0.23870  0.18484  0.35134exp (—0.9|x3(t)]) +0.28502

0D, (x(t))
0x
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Pardmetro Valor Unidades
Ir 2122 kgm?
Tb 471.9698  kgm?
Rp 0.155575 m
kit 698.063 Nm/rad
ct 139.6126 Nms/rad
Cr 425 Nms/rad
Cp 50 Nms/rad
Tm 6 kNm

Wop 60 kN
Ts, 7.4676 kNm
Ky, 0.5 —
Usy 0.8 —
Yo 0.9 —
Ve 1 —

Tabla 3.1: Pardmetros del Taladro Rotacional.

y para o = 3 la matriz es

03(x(t) _ [ 0
ox —0.26608 —0.32896

Es claro que rank (%) =3,¥x(t) e M3 parac=1,2, yrank(%) =

2, ¥x(t) € R?. Se considera que el primer instante de conmutacién t; > Ts es co-
nocido (t; = 1.146[sec]). Los observadores (3.6)-(3.7) son implementados, con los
términos de correccién (3.9) disefiados para &(t) = 1, considerando que n = 3; y
para &(t) = 3 asumiendo que n = 2. Las ganancias son seleccionadas satisfacien-
do la Suposicién 3.5, i.e. My =100, y M3 = 1.4 Los resultados se describen en la
Figura 3.2.

3.5.2  Conmutacion No-Auténoma

Considere el sistema no lineal compuesto por la interconexién de un circuito

Chua y un oscilador de Rdssler, i.e. Este sistema representa una
versién conmutada de un
sistema cadtico Chua-Rossler.

— (1) Co(t)X1 (1) + Xg(t)X2 (1) — &)X (1)
x1(t) —x2(t) +x3(t)
—Bo(ryxalt)

—x5(t) —xe(t) +x7(t)
x4(t) + ag()xs(t)

b +x6(t) (xa(t) = do) )

donde el estado discreto 0 € Q = {1,2,3} es una sefial completamente exdge-
na (ver Figura 3.3f), mientras que asz = {0.2,0.2,0.2}, by = {0.2,0.1,0.5}, c¢ =
{—0.143,-0.5,—0.2}, ds ={6,2,4}, g ={10,8,12} and s = {16, 16, 16}, son paré-
metros que varian con respecto al valor de o(t). Lasalidaes y(t) = [ x3(t) x5(t) 17,

4 Estos parametros producen un tiempo de convergencia en los observadores menor a 1.146(sec].
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T T
t=1.028[sec]

05 b ”) 4

02 04 06 08 1
Tiempo [seg]

(a) Error de Salida

Y] 15 18
Tiempo [seg]

(b) Estimacién de Estado Continuo

T T
- ¢(t) sin re-inicio -
—e(t) con re-inicio

3 6 9 ) 15 18 i % a Ul

; T T T T T T T T
--¢(t) sin re-nicio |
—¢(t) con re-inicio |

T
--ey(t) sin re-nicio
—é3(t) con re-inicio |

12 15 18
Tiempo [seg]

(c) Estimacion de Estado Discreto

12 15 18 il A% n 30
Tiempo [seg]

(d) Error de Estimacion

Figura 3.2: Estimacién de Estado con Entradas Desconocidas - Conmutacién Auténoma.
En la Figura 3.2a se aprecia que ey, satisfice la desigualdad (3.18) después de t =
1.028[sec] y antes de t1 = 1.146[sec]. La estimacion de estado continuo se muestra
en la Figura 3.2b, donde es evidente que dicha estimacion se mantiene en los instantes
de conmutacion. La estimacion de estado discreto se muestra en Fiqura 3.2c, donde se
presenta una frecuencia de conmutacion grande. Sin embargo, la estimacién del estado
continuo se mantiene. Finalmente, una comparacion entre error de estimacién con y sin
la ecuacion de re-inicio (3.28) se muestra en la Figura 3.2d.

-
Las condiciones iniciales del sistema sonx(0) = | 3.9 —3.2 0.03 0.1 0.1 0.1} .

Para este ejemplo, el caso MIMO sera disefiado. Las matrices de la Suposicioén 3.3,
0D (x(1))

Las matrices “=3 %5~ se  para 0 = 1,2,3, toman la siguiente estructura:
forman a partir de (3.5), con

los primeros tres renglones [ 0 0 1 0 0 0 |
haciendo uso de
h]o'(t) = x3(t), mientras —Bo 0 0 0 0
que los 1iltimos renglones con 10) _ —

la informacién de 76 o (x(t)) = Po PBo Po 0 0 0
Ry .y, = X5(t). ox(t) 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 ag 0

L1 0 0 as (a2-1) -1

Es claro que los mapeos de observabilidad son idénticos, y que %ﬁgﬂ) es

no-singular; para toda o € Q. Por lo tanto, si las ganancias M (¢), se seleccionan
suficientemente grandes; todos los observadores estimaran el estado continuo sin
error. Debido a la dindmica del sistema, la Suposicion 3.6 se satisface, por lo
tanto, el estado discreto es distinguible. Se considera que el primer instante de
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conmutacién t; > Ts es conocido (t1 = 20[sec]). Los observadores (3.6)-(3.7) son
implementados, con los términos de correccién (3.9) disefiados para 6(t) =1,2,3,
de la siguiente forma:

_ : _ i
1 -
— M e
Vo) o) [ y1ﬁ(t)J
1 r1—2
T ~ e
—« 9 ) J
V250" o |12 M) o
=1, Mag 1P, 0 ,1J
_ (1) o(t) 16(t) Tt
V@(t](t) - “ 1 rzi(]J 7
_ M2 [e J 2
a216(t 25(t) | Y241
1 22
rzfl A r171
. 9, -9 J
2261) " 2o(t) | 226 21401) o
| %2400 M201y) bzfz (t) _Bzfza(tHJ
donde L. (t) = )23&“)(‘() —x3(t), y €y (t) = ’_‘5a(t)(t) —x5(t), con 11 =

Ty = 3, tal que r1 + 12 = n. Los parametros iy oy SON seleccionados como
o

en (2.17), Subseccion 2.4.1; mientras que las ganancias My = son seleccionadas
satisfaciendo la Suposicion 3.5 para cada salida, i.e. My, =180,y My, =100

Los resultados se describen en la Figura 3.3.

3.6 CONCLUSIONES

En este capitulo se ha presentado una solucién al problema de estimacién de
estado (continuos y discreto) para cierta clase de SNLC (conmutacién auténoma/no-
auténoma), y presencia, en algunos casos, de entradas desconocidas. La solucién
consiste en un esquema de multi-observadores robustos basados en el diferen-
ciador HOSM. Para el estado continuo, dichos observadores HOSM estiman el
estado continuo de forma exacta y en tiempo finito. Por otro lado, se establecen
dos esquemas de estimacion de estado discreto para conmutaciones auténomas y
no-auténomas, respectivamente. Resultados de simulacién ilustran la eficacia de
los esquemas propuestos.

5 Estos pardmetros producen un tiempo de convergencia en los observadores menor a 20([sec].
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Las simulaciones han sido
realizadas en MATLAB
Simulink, con método de
discretizacion: Euler, y paso
de muestreo: 0.0001[seg].
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Figura 3.3: Estimaciéon de Estado - Conmutaciéon No-Auténoma. En la Figura 3.3a, Figu-
ra 3.3b, y Figura 3.3c; se aprecia la estimacion de estado continuo, donde es evidente
que dicha estimacién se mantiene en los instantes de conmutacion. La convergencia a ce-
ro y en tiempo finito del error de estimacion se presenta en la Figura 3.3d y Figura 3.3e.
Finalmente, los residuos y la estimacién del estado discreto se muestran en Figura 3.3f.



Parte 11

APLICACIONES: DETECCION Y AISLAMIENTO
DE FALLAS

Algunas aplicaciones de los esquemas de observacién presentados pre-
viamente se muestran a continuacién. Principalmente se abordé el pro-
blema de deteccién y aislamiento de fallas.






Comprendié que el momento presente
debe ser siempre un momento preciado.
No porque se encuentre libre de fallas,

sino porque jamds es perfecto.

— Spencer Johnson

SLC: FD BASADA EN OBSERVADORES
HOSM, Y FID VIiA EIV

El problema de FDId para cierta clase de SLC es presentado en este capitulo.
La estrategia consiste en un esquema de FD basado en observadores HOSM,
presentados en el Capitulo 2; y un esquema de FId que consiste en la solucién
de una EIV. La efectividad de la estrategia propuesta se ilustra por medio de un
ejemplo numérico.

4.1 INTRODUCCION

Nuestra sociedad depende fuertemente de la disponibilidad y el buen funciona-
miento de procesos tecnolégicos complejos. A menudo, los procesos clave necesi-
tan ser monitoreados para prevenir modos de operacién incorrectos que puedan
causar algtn dafio importante en los componentes del sistema, o incluso, en casos
criticos; evitar consecuencias fatales. El objetivo principal de un esquema de FDI
es indicar que algo en el sistema estd mal (i.e. generar una alarma cuando una
falla ocurre: deteccion) y determinar que subsistema o componente ha desarrolla-
do o sufrido una falla (i.e. identificar su localizacién: aislamiento). Las mejoras en
las técnicas de modelado han permito el uso de esquemas de FDI basados en el
modelo. Dichos métodos han sido considerados muy efectivos para el desarrollo
de esquemas de FDI tanto en teorfa, como en la practica (ver e.g. [22], [15], [27],
[35] y [70]). En particular, los esquemas que se emplean mas comiinmente son los
basados en observador, donde la informacién generada por este es usada para
extraer informacién acerca de las fallas (generacion de residuos).

En los esquemas de generacién de residuos, el error entre la salida del sistema
y el observador se analiza para formar residuos. Cuando el sistema esta libre de
falla el residuo debe ser pequefio (aproximadamente cero), no obstante, cuando ocu-
rre una falla este debe ser considerablemente distinto de cero. Existe una gran lista
de publicaciones que describen diferentes métodos de FDI basada en generacién
de residuos, e.g. en [32] se presenta una visién general, el disefio de filtros para
FD se presenta en [71], mientras que algunos tutoriales se pueden ver en [22] y
[15].

En el contexto de SH y el problema de FDI, en [23] se presenta una metodolo-
gfa de FDI que usa residuos de paridad estructurados para sistemas conmutados.
En [69] se propone una arquitectura de diagnostico de fallas que integra el mo-
delado, la prediccién y el diagnostico (deteccion y aislamiento) de fallas para un

43
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El sistema (4.1) tiene la misma
estructura presentada en el
Capitulo 2. La diferencia
radica en que las entradas
desconocidas son vistas ahora
como fallas.

La identificacion de falla
implica conocer el valor y la
forma de la misma. Por lo
tanto, la identificacion implica,
de alguna forma; aislamiento.

SLC: FD BASADA EN OBSERVADORES HOSM, Y FID via E1IV

modelo automata hibrido. Una metodologia de FDI, basada en la nocién y con-
diciones de diagnésticabilidad; para control de SH usando un automata hibrido
que genera una sefial cuando ocurre alguna falla se presenta en [31]. Con base en
un esquema de bond-graphs, en [48] se desarrollan algunas técnicas para el diag-
noéstico de fallas en SH. En [63] se propone un esquema de diagnéstico de fallas,
basado en un observador hibrido robusto, para cierta clase de SNLC con incerti-
dumbres donde las fallas se modelan como puntos de operacién (estado discreto).
Para cierta clase de SNLC con fallas e incertidumbre paramétrica, en [67] se dise-
fia un observador cuyo error de estimacion no es afectado por las fallas, y un FTC
que es capaz de hacer seguimiento en la salida. En [21] se propone un algoritmo
de invertibilidad de SNLC para reconstruir y detectar fallas. Un filtro robusto de
deteccién de fallas se propone en [1], con el objetivo de disefiar sistemas de FD
para SH con entradas desconocidas y con sefiales de conmutacién conocidas. En
[43] se presentan algunos algoritmos de estimacién de estado y FDI para cierta
clase de SH estocdsticos con conmutaciones auténomas y no-auténomas.

En la mayoria de los trabajos mencionados, las fallas son modeladas por medio
del estado discreto (submodelos), i.e. se crea un SH como resultado de la interacciéon
entre el sistema y las posibles fallas (Sistema + Fallas = SH). En este capitulo se
presenta un esquema de FD basado en observadores HOSM, y con base en la
solucién de una EIV; se propone una solucién al problema de FId, en SLC con
fallas (SH + Fallas).

4.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la siguiente clase de SLC con fallas:

=
~
—+
N
Il

Ag()¥(t) + Bo(pyult) + Eg o f(t),

(4.1)
y(t) = Cogox(t), +

donde x(t) € X C R™ es el vector de estado continuo, u(t) € U C RP es el vector
de entradas conocidas, y(t) € Y € R™ es el vector de salidas, y f(t) € F C R™
es el vector de fallas acotadas, i.e. ||[f(t)]| < fT < oo. El estado discreto o(t) : R —
Q ={1,..,, q} determina la dindmica actual del sistema a lo largo de los q posibles
modos de operacién, de forma auténoma, i.e.

1, Vvx(t)| Hx(t) e H;,
2, Wx(t)| Hx(t) e Hy,

oft) = (4-2)

q, Vx(t)| Hx(t) € Hg,

donde H es una matriz conocida, y H1, Hj,..., Hq € H € 2 son subconjuntos
conocidos, convexos y disjuntos. Se asume que las trayectorias satisfacen la con-
dicién de Tiempo Minimo.

Los problemas que se analizaran son los siguientes:

1. Detecciéon de Fallas.
2. Identificacién de Fallas.

El esquema de FDId esta basado en el banco de observadores descrito en el Ca-
pitulo 2, Seccién 2.5. Una vez que el estado (continuo y discreto) ha sido estimado,
es posible definir un criterio de decisién para determinar la ocurrencia y posible
identificacion de fallas.
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4.3 ESQUEMA DE DETECCION

Considere que el sistema (4.1) se ha llevado a la forma (2.9), presentada en la
Seccién 2.3, i.e.

X11(t) Ain Az 0 0 X11(t)
xi2(t) | _ | Azr Az 0 0 X12(t) n
X21(t) A31 Azz A3z O X21(t)
%22 (t) A1 Aaz Az A X22(t)
B 0
B E _
2 lum+ | LR, 43)
Bs Ezq
B4 Ezo
N
WU:C]{*H(UT, 7'612(t)T] / (4-4)
f(t) = f(t) = Kixaq (1) (4.5)

De la dindmica %12 (t) en (4.3), se obtiene que:
X12(t) — (Az1 s X1 () + A2 R12(t) + By ut E]ZU[t)F(tO =0. (4.6)

Sustituyendo f(t), y el correspondiente estado estimado; en (4.6), para el caso
libre de falla, se obtiene la siguiente expresién

(*12(t) +era(t) — {Azu,m (R11() +enn(t)) +Azz,,, (Ri2(t) +er2(t)

B2, u—Eiz, Ky (Ra1(t) + e (t))} =0, (47)

)

donde eij = Xij —Xij, 1,j = 1,2; son los correspondientes errores de estimacion
de estado continuo. Defina la siguiente sefial de residuo:

o) (t) = Xq2(t) — {Am&m*n(t) +A22,,%12(1)
+Bzé(t)u— E]z&(t)KTﬁ(t)ﬁz] (t)} . (4.8
Por lo tanto, se puede mostrar que
rtsc | < lera (01 +]|Az1, . e (0)]| +

ex1(t)||, (4.9)

*
TS

[rWew || <00, ae, (4:10)

donde rg( t) (t) es una constante para cada 6(t) € Q, que depende del tiempo de
muestro h, y de los pardmetros del sistema y del observador, respectivamente. De
este modo, la decision sobre la ocurrencia de falla f(t) se lleva acabo cuando la
norma de T4 (t) excede su correspondiente umbral o threshold rg( 0 (t).

Nota Importante 4.1 Note que (4.10) estd directamente relacionada con la falla mds
pequeria que es posible detectar, i.e. una condicién de detectabilidad de la falla. Es claro
que aquellas fallas, cuya magnitud sea menor que rg:( ¢ (t); no serdn detectables.
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Todas las variables y
dimensiones correspondientes
han sido descritas en la
Seccion 2.3, por brevedad;
estos detalles son omitidos.

Todas las variables del lado
derecho en (4.8) estdn
disponibles, excepto %12(t),
que serd estimada usando el
diferenciador HOSM (2.17),
para ny = 1.

Es posible estimar cada

rgm (t) calculando, por
medio de simulacién, el valor
de la expresién del lado
derecho en (4.8).
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Por lo tanto, el instante de tiempo t¢, tal que Hrfr(t) (tf) H > rg:(t) (t) para t¢ >
ts+, con tg+ el tiempo en el cual el observador ha convergido; se define como
Es claro que la FD sélo puede el tiempo de FD. El siguiente teorema establece el tipo de fallas que pueden ser

llevarse acabo una vez que el detectadas por este esquema.
banco de observadores

(2.30)(2.39) ha convergido.  Teorema 4.1 Sean el banco de observadores (2.36)-(2.39), y (2.42), asi como el criterio de
decision de falla (4.10), aplicados al sistema (4.3). Para todo instante de tiempo t¢ > tg=,
tal que f(t) satisface

ty
E126mf(t) =+ Euﬁ(t)K’f&(t) J exp (Alzém (tf —tg= —T)) E]_Zﬁ(t)f(’t)d’t, (4.11)

ts

entonces, la falla f(t) serd detectada, i.e. ‘

To(t) (tf) H > rg(t) (t), en el tiempo t = t;. A

Prueba: En el caso de falla, de (4.7) se tiene que
(R12(t) +e12(t)) — [Am s Rt +enn(t) + Az, (R12(t) +eq2(t)

B2, u =Bz, K, (*21(t)+621(t))] =E12,,f(t). (412

Sustituyendo la solucién de €1 (t) (2.29), en (4.12)

wt

&

(R12(t) +e12(t) — {Azu,m R (t) +err(t) + A2z, ., Ra2(t) +e12(t)) + B2,
—EBi2,, K, (221 () +ez1(te)exp(Ar, 1)

te
+ J exp(ALzﬁ(t)(tfft@;* *T))ELZ&(t)f(T)dTﬂ :Euﬁmf(t). (4.13)

o

De (4.13), se obtiene el criterio de decisién (4.10), i.e. ‘ (1)

Ta(t)(t)H < vt . Cuando ocurre
una falla, de (4.13), se tiene que:

Tfr(t)(t)H > [lera(t)]] + HAN@H]QH (t)H + HAzzﬁ(t)eu(t)H

, (414)

+ HEuﬁmKT&mem (t)H + HElzf,mf(t)

te
BizoKip | e®lAL, (b —te =)L, fix)de

G(t)

r&(t)(t)H >+ ‘

f(t)

+ HEu , (4.15)

G(t)

Hré(t)(t)H > 15O+ (Yo +|[Erze ) 7 ae (4.16)

Con base en (4.13) y (4.16), si existe un instante de tiempo t¢ > tg=, tal que (4.11) sea

verdad, entonces, se puede concluir que ‘

Te(t) (tf)H > rg(t)(t) en el tiempo t = t¢, y por
lo tanto; la falla f(t) es detectada. O

De esta manera, las ecuaciones (4.10) y (4.11), son llamadas condiciones estructu-
rales de detectabilidad. Por lo tanto, todas las fallas que satisfagan dichas condicio-

Para el caso de mediciones con  nes, pOdI‘én ser detectadas.
ruido, seria necesario extender
las condiciones de  Nota Importante 4.2 Es evidente que (4.10) y (4.16), no se satisfacen durante los ins-
detectabilidad, para obtener  tantes de conmutacion. Sin embargo, ya que el estado discreto es estimado en presencia de
unas CO';{;;TSZ ifssiei fallas (ver Lema 2.1), es posible ignorar los valores de (1.10) y (4.16), en dichos tiempos
sensibilidad. @€ conmutacion. De esta forma, el criterio de ocurrencia de falla no se ve alterado por las

conmutaciones.
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4.4 ESQUEMA DE IDENTIFICACION

Ahora, se analiza el problema de FId. Note que, de (4.13); se puede establecer
la siguiente EIV tipo 2:

Ag 1) f(t) + r&(t)J (4.17)

donde

Aet) = EBr240,
To(t) = Eua(t)KTfy(t)'
Ke)(t,T) = eXP(ALzé(t) (t—tf— T))ELzﬁ(t] ,
Do) (1) =R12(t) = A1 R11 () = Az, R12(t) = B, 1t
+Ei2, K7 %21 (t) + €21 (tor) exp(ALzﬁ(t) t) +e(t).

El problema de FId se puede resolver encontrando la solucién de (4.17), i.e. f(t);
tomando en cuenta que los parametros Ag (), T's(t), Ka(t)(t,T), ¥ @s(r)(t)* son
conocidos. Es bien sabido que encontrar una solucién analitica para este tipo de
ecuaciones es muy dificil, algunas veces imposible; ademads, la alternativa numé-
rica requiere un gasto computacional importante. En este trabajo, se presenta la
siguiente solucién numeérica.

Considere la representaciéon en tiempo discreto, en un intervalo de tiempo
(te, te +T1; de (4.17), ie.

N
As(o)f(t) + To(e) Y Koo (ti ti)fte) = Py (t), Vi=1,...,N, (4.18)
k=1

donde t; = t¢+ i, Vi=1,...,N,y (= % De este modo, (4.18) se puede re-
escribir como:

f(t1) Q) (t1)
Ko (1) (A, 87,K) f(t_Z) _ %(t}(tz) , o)
f(tn) Qst)(tn)
donde
As(t) + o) K (i 1) a6 Ke (1) (L1, tN)
Ko (1) (A, 8T, K) = CF‘A’(”K‘A’F”“Z’“) Cr&(t)Kﬁ(.t)(tZ/tN)

st Ke(e) (tn, t1) As(t) + o) Kooy (tN, N)

El problema de FId se reduce entonces al de resolver una ecuaciéon matricial de
la forma Kf = @, para f. No obstante, el problema puede ser mal-condicionado
(ill-conditioned), si la condiciéon de ntmero (condition number) asociada con (4.19)
es grande.

1 Eltérmino e (t) = é12(t) — Az sty €1 (t)— AZZa(t) e12(t) contiene todos los errores computacio-
nales producidos por el proceso de estimacion de estado continuo. Teéricamente, para los estados
X11(t) y X12(t), se tiene una estimacion exacta.
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La condicién de niimero de
una matriz proporciona una
medida de sensibilidad, de la
solucién de un sistema de
ecuaciones lineales; a errores
en los datos. También
proporciona un indicador de la
exactitud de los resultados
debidos a la inversién
matricial. Valores de la
condicion de niimero cercanos
a 1, indican un problema
bien-condicionado
(well-conditioned). La
condicion de niimero puede ser
vista como la velocidad con la
cual, la solucién f; cambiard
debido a ®@. Por lo tanto, si la
condicion de niimero es
grande, pequefios errores en @
pueden ocasionar errores miy
grandes en f. En el otro
extremo, si la condicion de
niimero es pequeria, el error en
f no serd mucho mds grande
que el error en @.
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Las simulaciones han sido
realizadas en MATLAB
Simulink, con método de
discretizacion: Euler, y paso
de muestreo: 0.001[seg].

SLC: FD BASADA EN OBSERVADORES HOSM, Y FID via E1IV

Nota Importante 4.3 La condicion de niimero estd directamente relacionada con la con-
dicién de identificabilidad de la falla. Es claro que una buena condicion de niimero, i.e.
cerca de 1, permitird resolver el problema de FId.

Para reducir la condicién de ndmero de K, es posible obtener una matriz P
(preconditioner), tal que la matriz P~ 'K tiene una condicién de nimero mds pe-
quenia K. Sin embargo, P no puede ser expresada explicitamente. Esta tiene que
ser calculada con métodos iterativos (ver, e.g. [16]).

4.5 EJEMPLO NUMERICO

Considere el mismo ejemplo dado en la Seccion 2.6, Capitulo 2. Bajo las mismas
condiciones y con los mismos pardmetros de disefio, se puede calcular, por medio
de simulaciones; la sefial de residuo rg( 0 (t). El comportamiento del criterio de
ocurrencia de falla rg( . (t), para el caso libre de falla, i.e. f(t) = 0, se muestra en

la Figura 4.1.

0.05, T T
+
—T0 (1)

0.04r-

0.03 b

002 / i
I AN N\,

t '

-0.011- b

-0.02 1 L 1 L L L L L 1 1 | | 1 |
10 11 12 13 14 15

6 7 8 9
Tiempo [seg]

Figura 4.1: Criterio de Ocurrencia de Falla - Caso sin Falla. Es claro que en los instantes de
conmutacion, la condicién (4.10) no se satisface, como se menciona en la Nota 4.2.

Considere ahora que ocurre una falla en el instante de tiempo t = 5[sec]. La
norma de la sefial de residuo r4y)(t), para diferentes tipos de falla (oscilatoria,
abrupta, incipiente e intermitente), se muestra en la Figura 4.2.

Finalmente, los resultados, para cada tipo de falla, del esquema de FId propues-
to en (4.19), se muestra en la Figura 4.3.

4.6 CONCLUSIONES

En este capitulo se ha presentado una solucién al problema de FDId en cierta
clase de SLC. La estrategia consiste en un generador de residuos, proporcionado
por un banco de observadores HOSM para resolver el problema de FD; mientras
que la solucién de una EIV establece el esquema de FId. Resultados de simulacién
avalan los métodos propuestos para diferentes tipos de fallas.
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(c) Residuo: Falla Incipiente

Figura 4.2: Criterio de Ocurrencia de Falla - Caso con Fallas. El término ’

Tiempo [seg] Tiempo fseg)

(d) Residuo: Falla Intermitente

To)(t) H indica

cuando ha ocurrido la falla una vez que su valor excede el threshold rg( t)(t). Es

claro que las fallas son detectadas, casi; de forma inmediata. Para la falla intermitente,
’ To(t) (1)

Figura 4.2d, el término

vez que la falla desaparece.

} permanece por debajo del threshold rg( ) (t), una
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Figura 4.3: Identificacién de Fallas. El esquema de FId proporciona una estimacion aproxima-
da de la falla f(t). Es posible mejorar dicha estimacién disminuyendo los errores
computaciones (paso de muestreo), y mejorando la condicion de niimero de la matriz
Ke (1) (A, 8T, K).



Serenidad para aceptar
las cosas que no puedo cambiar,
valor para cambiar las cosas que puedo,

y sabiduria para conocer la diferencia.

— Reinhold Niebuhr

SNL: FDI BASADA EN
MULTI-OBSERVADORES HOSM

Un problema de FDI para cierta clase de SNL se presenta en este capitulo. Se
propone, bajo ciertas propiedades estructurales del sistema, un esquema multi-
observador para resolver el problema. El valor de la inyeccién equivalente es
usado para FD, mientras que el esquema multi-modelo para realizar FI. El mé-
todo proporciona una rdpida deteccion y aislamiento de fallas en actuadores y en
componentes. Un ejemplo numérico ilustra la efectividad del esquema propues-
to.

5.1 INTRODUCCION

Inicialmente la investigacion del problema de FDI se direccioné hacia los SL,
sin embargo, en las ultimas décadas se han realizado diferentes estudios dirigi-
dos hacia SNL. Particularmente, los esquemas de FDI basados en observador han
tenido un mayor auge. En [24], [68], y [28]; se describen esquemas basados en
geometria diferencial, esquemas algebraicos, esquemas de control por realimen-
tacion, para FD, respectivamente. Por otro lado, esquemas basado en estimacién
adaptable también han sido desarrollados para FD, generacién de residuos y FIC
(ver e.g. [65], [19] y [29]).

En el contexto de SMC las contribuciones mds recientes se han presentado
en [66], [3], [55], ¥ [4]- La mayoria de estos trabajos formulan el problema de FDI
como un problema de reconstrucciéon de entradas desconocidas con grado relativo
uno. En este capitulo se explotan las cualidades de los observadores HOSM y
se usa un esquema multi-modelo que permite aislar fallas, incluso si el grado
relativo cambia debido a dichas fallas.

El esquema multi-modelo presenta varias ventajas para el desarrollo de méto-
dos de FDI en sistemas complejos (ver e.g. [45], [60] y [54]). La razén principal
para usar este tipo de esquemas radica en que muchas veces no resulta practico
representar el comportamiento del sistema, en casos de fallas; por medio de un
s6lo modelo. La idea principal de este esquema es crear un conjunto de modelos
que contengan todas las posibles fallas en el sistema en forma de modelos locales
o sub-modelos, ademds del modelo libre de falla. Las fallas son identificadas por
medio de la estimacién del modelo activo. Es evidente que algunas aplicaciones
requieren un gran nimero de modelos para representar todas las posibles fallas,
lo que resulta en un costo computacional elevado. No obstante, el esquema multi-
modelo ha sido aplicado en muchos problemas de FDI en sistemas aeroespaciales,
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incluyendo sistemas de control de vuelo en aviones [46], [17]; y en sistemas de
navegacion [64].

Motivados por todo esto, y tomando en cuenta que el esquema multi-modelo
ha sido muy exitoso, en este capitulo se hace uso de multi-observadores HOSM
para estimar el estado del sistema en tiempo finito, se explota la informacién de
la inyeccién equivalente para resolver el problema de FD, y finalmente; usando el
esquema multi-modelo se resuelve el problema de FL

5.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el siguiente sistema no lineal sujeto a fallas, i.e.

X(t) = f(x(t)) + Bu(t) + Fe(x()wi (1), k=1,...,4q,
y(t) = h(x(t)), b(t) =y(t) +n(t),

donde x(t) € X C R™ es el vector de estados, u(t) € U C RP es el vector de
entradas, y(t) € Y € R™ el vector de salidas, y n(t) € Si™ representa ruido
medible en el sentido de Lebesgue. La variable 1(t) representa la verdadera infor-
macién que se obtiene de las mediciones de salida. El campo vectorial f(x(t)), y

(5.1)

la funcién h(x(t)) = [hy(x(t)) --- hm(x(t))]T se asumen suficientemente suaves;
mientras que B = [By --- Bp] € 8" *P es una matriz constante y conocida.

Se considera que los escenarios de fallas son conocidos a-priori, y que sus
efectos pueden ser modelados por medio de términos aditivos, i.e.

Fr(x(t))wy(t) € F, donde F = {Fy(x(t))wq(t), ..., Fqx(t)wq(t)}. (5.2)

Por lo tanto, existen q posibles casos de fallas representados por q términos de
falla Fy(x(t))wy(t). Dichos términos de falla pueden cambiar las propiedades
del sistema (fallas en componentes), y/o las propiedades de la entrada del sistema
(fallas en actuadores). Se asume que wy(t) € M|™, y los m campos vectoriales de
Fie(x(1)), ie. Fie(x(t)) = [Fi, (x(t)), ..., Fx,, (x(t))], son suaves, casi en todos lados
(a.e.). Todas las posibles fallas permiten la existencia y unicidad de las soluciones
para todo t > 0.
Los problemas que se analizardn son los siguientes:

1. Deteccion de Fallas.

2. Aislamiento de Fallas.

5.3 MULTI-OBSERVADORES HOSM

En esta seccién serdn estudiados los diferentes tipos de fallas, asi como el caso
libre de fallas; que pueden aparecer en el sistema (5.1). Entonces, se establecen
las condiciones para disefiar los observadores, en cada uno de los casos.

5.3.1  Caso Libre de Falla

El sistema (5.1), para el caso libre de fallas, toma la siguiente forma:

X(t) = f(x(t)) + Bu(t),
y(t) = h(x(t)), b(t) = y(t) +n(t).

(5-3)

Considere que las siguientes suposiciones se satisfacen.
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Suposicion 5.1 Los campos vectoriales f, las matrices B, y las funciones h, son tales que
Vx € X, se satisface que:

d(LX. hi(x))B; =0, Vk<1i—1,Vi=1,...,m,¥j=1,...,p,
) ) (5-4)
d(L;%;; hi(x))Bj #0, paraal menosuna 1 <j<p, Vi=1,...,m
Defina los siguientes mapeos y sus correspondientes matrices Jacobianas
hy (x(t)) dhy (x(t))
Le(x(t))ha (x(t)) AL (x (1)) ha (x(t))
T1—1 r1—1
LfEx(t)]h] (X(t)) deEx(t))h1 (X(t))
D(x(1)) = LI ' 55)
- - ox(t) - S99
hm (x(t)) dhm(x(t))
Le(x(e))hm(x(t)) dL¢(x(¢))hm (x(t))
m—1 m—1
i L;(X(t))hm(x(t)) ] i dl—;(x(t))hm(x(t)) ]

a(D(x)> B
Ox -

Con base en estas suposiciones, es posible disefiar el siguiente observador

Suposicién 5.2 Asuma que la matriz Jacobiana en (5.5) es tal que rank (

Vx € X. Mds min, el mapeo ®(x) es un difeomorfismo Vx € X.

_ 1
%(4) = F(R(0) + Bult) + (a@("“”) Vo),

dx(t) (5.6)
5(t) = h(x(t)),

donde x(t) € R™ es el estado estimado, §j(t) € R la salida estimada, y los tér-
minos de correccién se representan con v(t) € ™. Las soluciones de (5.6), se
entienden en el sentido de A. Filipov [30], para proporcionar la posibilidad de
usar sefiales discontinuas en el observador, y que las soluciones coincidan con las
soluciones usuales; cuando el lado derecho es continuo. También se asume que
los términos de correccién permiten la existencia y extensiéon de soluciones para
todot > 0.
La siguiente suposicién asegura la estimacién exacta y en tiempo finito.

Suposicién 5.3 Existen constantes conocidas {Mi}i; > O; tales que, la siguiente de-
sigualdad se satisface:

. _ i m
{thomm - igmea} " <o,

Los términos de correccion v(t) seran disefiados haciendo uso del diferenciador
HOSM, como una dindmica auxiliar, i.e.
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La Suposicion 5.2 implica que
TM+...+Tm =1

Previamente, en el Capitulo 3,
Seccion 3.3, se ha presentado
este observador para el caso
SISO.

Como se menciond en la
Seccion 3.3, para que el
sistema satisfaga la
Suposicion 5.3, es necesario
que el sistema sea BIBS; o que
sea posible estabilizarlo de
alguna manera.

El comportamiento del
diferenciador HOSM (5.7),
con presencia de ruido, se
describe en la Seccion A.3,
Apéndice A.
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X 1 r1—1
D =d2—, 1M Jey, ()] T,
1 T

A T1—)+1 A — T .
D1y =V My D =D [T, =200 T,

. . 0
Dy = =10 My [O10 =101,

. 1 Tm—1
19m,1 = 19m,Z — Xm, 1 M [eym(t)J Tm

Tm—)

1
. 1 . n .
19111,]' :Sm,j+1 _fxm,jMw : {Sm,)' _‘9m,j—1JTm =20, tm 1,

Vmrm = —%m,rm Mm (ﬁm,rm _Sm,rmfﬂ ’ (5.7)

donde {eyi(t)};“:1 = {gi(t) — i (t)i%,, son los errores de salida. Entonces, los
términos de correccion se extraen de (5.7) como:

r1—1 =

i [ E—
—a1, 1My [ey, (1))

_ 1 1)
T1—)+T A T .
—o M Oy =V [T =2
=1 My [910, =121

Tm—1

1
— 0,1 M (eym(tH rm

] -
— ot M [ — O Jﬁ L9 1
m,j Vlm m,j m,j—1 sy V=400, Tm

0

L —Xm,rm M H)m,rm - 1S’m,rmf1 J J

(5.8)

Las constantes {M;}i" ; son elegidas de acuerdo a la Suposicion 5.3, mientras que
m,T{ . .
las contantes {«;;}; j_1 se eligen recursivamente de acuerdo con A. Levant
(ver Subseccion 2.4.1).
Tomando en cuenta el disefio del observador, se puede establecer el siguiente
lema:

Lema 5.1 Considere que el observador (5.6), con los términos de correccién (5.8), es
aplicado al sistema (5.3); y que las Suposiciones 5.1-5.3 se satisfacen. Entonces, siempre
que las constantes { o ; }2;‘):] sean elegidas apropiadamente, y {M )i~ satisfagan la
Suposicion 5.3, el error de estimacién de estado, convergerd a una p—vecindad del origen;
en tiempo finito, i.e. ||e(t)| = ||x(t) —x(t)|| < B, para p > 0" y, Vt € [t*,11)? f

T

Prueba: Defina {ggjq)(t) —yi(j*”(t)}fn1
=1

mica del error de salida, se puede expresar como:

. {Miey; (t)}?;’;fiz] . Entonces, la dina-

a1 T 1
Miérr =Myerp—a 1My [Myer—ng(t)] 1,
1 j

1 I3
T —j+1 . T T .
Mll (M]E]J*M]e],j_ﬂrl i+ g=2,...,m1—1,

Miér; =Mieqj1— o

. _ . 0
Miérr, =¥ (®x,u) — g, My [Myer e, —Myéqr 1|,

1 rTm—1

Mmém,1 = Mmem,2 _(Xm,lME (Mmemﬂ _nm(t)J rme,

Tm—j

1
Mmémj =Mmemjr1 — miMi® 77 [Mimemj —Mmémj1|™ 747, j=2,...,tm—1,

N = N 0
Nlrnem,rm =W (X,x,u)— Xm,r o Mm {Mm €Em,r,m — Mmem,rmflJ ’ (5~9)

1 El parametro 3 dependera de la amplitud del ruido y de los pardmetros de disefio del observador.
2 t* es el tiempo en el cual el observador ha convergido a cero.
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. _ . m e qe .
donde {¥; (%, x, uh*; = {L;Ei)hi(x) — L;Ex)hi(x)}i:]. Dividiendo (5.9) por M;, se obtie-
nes las siguientes inclusiones diferenciales:

T —1
el g=erp—an e —m(t)/M] 1,

L )
€15 =€1jp1— X1 €1y —€r_1| T, j=2,...,1—1,

N . 0
€1,r; € [_]/ﬂ_o‘],m ’761,1‘1 _€1,r171J ’

Tm—1

€m,1 = €m,2 — Xm,1 (em,l _nm(t)/MmJ rm

€mj = €mjt1 — %mj [€mj—€mi—1]™ T, i=2,..,tm—1,

. . 0

€Em,r, € (1,11 — Xm, T (em,rm - €m,’rm—1j ’ (5~10)
donde la forma del tltimo renglén de cada bloque de inclusién se debe a la Suposicion 5.3,
e {¥; (%, x, Wit €{[—M;, MyJ}iX;. Por lo tanto, del Teorema (Diferenciador HOSM con
ruido), existen parametros {ocilk}?:’:‘k:] , y un tiempo t* > 0 tal que, para todo t > t*

m,ri =i M
){ei,j (t)}i:1,j:1 ‘ < {E,i,j MIVI ) }i:1 =1 ’ (5'11)

para algunas constantes positivas {&;; }Z;‘iz] y {viKi%,. Entonces, de acuerdo con A.

Levant [39], cada elemento de la dindmica (5.10), converge a una region cerca de cero, pro-
porcional a la magnitud del ruido; en tiempo finito. Note que cada €; x(t) se encuentra
acotada por &; M;y"i It en otros palabras; cada € ;(t) se encuentra dentro de una ve-
cindad de radio &; M;y"i I+, Asi, de acuerdo con la Suposicién 5.2; es posible encontrar
una f—vecindad de x, i.e.

N(x, B) ={x(t) € R [Ix(t) = x(t)]| < B}. (5.12)

Es claro que el valor de B dependeré de las constantes {&; ; }?1:’:‘1.:1 , y de la manera en

A0 (x(t)\ !
Tﬁ)) . No obstante,

siempre puede ser calculada ya que depende de los pardmetros del observador y de la
amplitud del ruido. 0

que los elementos de v se combinan debido a la matriz

Para conocer cuando ha convergido el observador a la f—vecindad, como se
vio en la Subseccion 3.4.1, Capitulo 3; es suficiente con verificar que se satisfaga
la siguiente desigualdad:

ey (1)) < EMTY™, Wt e [0,&¢h), (5.13)

donde ey (t) = g(t) —W(t), & y & son constantes positivas, y es una constante
positiva tal que |n(t)|| < an+yr+ y h < kpy, con kn, ky, constantes positivas
(ver el Teorema A.1, Seccion A.3, Apéndice A); Mt = maxyi—1,. m(Mi), yrT =
maxXyi—1,. .. m(ri). Por lo tanto, cuando (5.13) se satisfaga, el observador habra
convergido, y t* = &¢h.

5.3.2 Caso de Falla en Componentes

Considere que el sistema (5.1) presenta fallas en componentes, i.e. Fy (x(t))wy (t) =
Ay fi(x(t)), donde Ay € R™*™ es una matriz de distribucién y i (x(t)) son cam-
pos vectoriales que contienen dicha falla. De este modo, el sistema (5.1) toma la
siguiente forma:

(5.14)
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Las constantes positivas
{viH" son tales que
()R] <

{kni Myt }1]11 Yy

h < kny, con kn,, kn
constantes positivas (ver el
Teorema A.1, Seccion A.3,
Apéndice A).

Es natural estimar las
constantes &, &; a través de
simulaciones.
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donde fa x(x(t)) = f(x(t)) + Axfi(x(t)). Se asume que la Suposiciéon 5.1 y Su-
posicion 5.2 se satisfacen para el nuevo campo vectorial fa 1 (x(t)). Entonces, es
posible disefiar el siguiente observador

- —1
&10) = fan(xie) + Bule) + (2500 ) v,

t) (5.15)
y(t) = h(x(t)),

donde los términos de correccién v(t) se disefian de acuerdo a (5.8), con un nuevo
m
conjunto de ganancias {Mi,f Ak } \ satisfaciendo la siguiente suposicién.
.
. . . . m . .
Suposicion 5.4 Existen constantes conocidas {M-‘L’f N k} : > 0; tales que, la siguiente

desigualdad se satisface: a

Ty — T m m
‘{LfA,k(i)hi(X) o LfA,k(X)hi(X)}i=1 ‘ < {Mi’f‘\'k}i=1 ’

Entonces, de acuerdo al Lema 5.1, el error de estimaciéon de estado convergerd a
una (3¢, , —vecindad, proporcional a la magnitud del ruido; en tiempo finito, i.e.
Hx(t) _’_‘(t)H < BfA,k’ para BfA,k >0yVt> t?A,kB'

5.3.3 Caso de Falla en Actuadores

Considere que el sistema (5.1) tiene alguna falla en actuadores, i.e. Fy (x(t))wy (t)
Bgq, u(t), donde By, son matrices conocidas que reflejan el nivel de falla. Asi, el
sistema (5.1) presenta la siguiente estructura

X(t) = f(x(t)) + Ba xu(t),
y(t) = h{x(t)), b(t) =y(t) +n(t),,
donde Baox = B+ Bg,. Asumiendo que la Suposicién 5.1 y Suposicién 5.2 se

satisfacen para la nueva matriz By x, entonces; se puede disefiar el siguiente
observador:

(5.16)

(5.17)

donde los términos de correccién v(t) se disefian de acuerdo a (5.8), para un

m
conjunto de ganancias {Mi,]g Ak }1:1 , satisfaciendo la siguiente suposicién.

m
Suposicién 5.5 Existen constantes conocidas {MLB Ak } . 0; tales que, la siguiente
xS
desigualdad se satisface:

’{L;i(x)hi(’_‘) _L;i(x)hi(x)}]::]‘ < {Mi’BA/k}:; '

Por lo tanto, de acuerdo al Lema 5.1, el error de estimacién de estado convergera
a una P, , —vecindad, proporcional a la magnitud del ruido; en tiempo finito,
ie |x(t) —x(t)]] < PBAy ParaPp,, >0y vt> tgA’k“.

t’;Alk es el tiempo de convergencia del observador (5.15), a la 3¢, , —vecindad, defina por las cons-

m,ry . m . .
tantes { & ; }1:1 =17 las ganancias {Mi,f Ak } , y la amplitud del ruido.
, kS
tEA,k es el tiempo de convergencia del observador (5.17), ala g Ak —vecindad, defina por las cons-

. m
tantes {&i,j }?;’;/‘j:] , las ganancias {Mi,BA,k } v y la amplitud del ruido.

i
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5.3.4 Banco de Observadores

De acuerdo a lo propuesto en la Subseccion 5.3.1, Subsecciéon 5.3.2 y Subsec-
cién 5.3.3, es posible disefiar el siguiente banco de q + 1 observadores HOSM,
ie.

- —1
o0eliel )

R(0) = fa(Ra(t]) + Bou(t) + ( 252

(5.18)
g(f(t) = h(ic(t))/

con el vector de estados estimados X4 (t) € R™, la salidas estimadas §q(t) € R™,
y los términos de correcciéon vq € ™, Vo =0,1,...,q. La estructura de f; y Bs
dependeré del tipo de falla que se considere>.

Nota Importante 5.1 El vector de grado relativo (v1,...,7m) puede cambiar debido
a las diferentes fallas. Sin embargo, mientras la Suposicion 5.1 y la Suposicién 5.2, se
satisfagan, siempre serd posible disefiar un observador que converja en tiempo finito.

5.4 DETECCION Y AISLAMIENTO DE FALLAS
Defina el error de estimacion de salida como:
_(j—1 ]— ,Ti
{8870 w} ={eoi )11, Vo =01, (5:19)

Suponga que el escenario activo es el correspondiente al caso libre de falla. Por lo
tanto, la dindmica del error de salida, entre el sistema (5.3) y el observador o = 0;
estd dada por:

m,ry

i=1,j=1

a1 r1—1
. T e
€0,,1 = €0y,2 — a1, 1M [eo, 1 —Vvi(t)]
; »
. _ M'r]fjJr . % . _2 .I
€O1,j - eO],j+1 70(1,)' 04 [€O],j 7601,]'71J L r) =4, — 0,

. i} . 0
€0y = I—?()—co]hl (%) = Li{,yh1(x) — 1,0y Moy [€0,,r, = €0y,my 1]

1 Tm—1

€0pm,1 = €02 _(xm,lM(E [eo,,1 —vm(t)] ™,

Tm—

1
€0m,j = €Om,j+1 — %m,j MF [eom,)’ — éom,j,ﬂ motl =2, rm— 1,
éOm,rm = L;F;O)hm(io) - L;&)hm(x) — Xm, T NlOm {€om,rm - éom,rmfljo .
(5.20)
De (5.20), todos los términos {eom.l (t)}?;] estdn afectados directamente por los
términos discontinuos {egi,n(t)}i:1 = {[(—:oiml — éo.vr.lqjo}:]. Cuando la es-

m
timacidén de estado se alcanza, los términos discontinuos {e(‘)’, - (t)} . toman el
i Ty i=

valor de la inyeccion equivalente, y, para el caso sin ruido; son iguales a cero en
promedio, i.e.

v
0= _“1,T] MO] e()]e’i] (t)/

v
0= 7“2,1‘2 MOz 6022’12 (t)/

0= —%m,rm Mom 62)/;“,% (1). (5'21)

5 El observador o = 0 corresponde al caso libre de falla.
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Para que todas las trayectorias
generadas por los observadores
(5.18) estén bien definidas, se

asume que la Suposicion 3.1y
la Suposicion 3.4 se satisfacen.

La dindmica del error de
salida, entre el sistema (5.3) y
el resto de los observadores, no
presenta una estructura en
particular. Sin embargo, si los
mapeos de observabilidad son
los mismos para cada o, la
dindmica del error
correspondiente a cada
observador, serd igual a (5.20).
No obstante, los términos
{Lie, hi(%e) = L hi(x) |
serdn diferentes, o # 0,
debido a la estructura del
sistema.

m

i=1
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De este modo, tomando en cuenta ahora el efecto del ruido y lo establecido en el
Teorema A.1, Seccién A.3, Apéndice A; (5.21) se re-escribe como:

7

2 v
E'O],T‘]Jr] MO]YO1 P CX],T‘] MO] eo]e,i] (t)

4

2 v
EOZ,Tz—O—]MOz’yOZ 2 ‘“2,1‘2 MOZ eo;,(;l“z (t)

2 v
E0m,rm+1M0, Y0, 2 ‘me,rm Mom%:f,rm(t)‘ : (5.22)

Entonces, las inyecciones equivalentes satisfacen las siguientes desigualdades:

Veq &0y miH1 2 *
€01 (t)‘ < ——Y0, Vit >t

(X],r]
Vegq £0,ma41 2 *
Om(t)‘ < TR, Vit
/T2
Veq Eom,rm+1 2 *
eom,rm(t)’ < ﬁyom, vt > t". (5.23)
s m

De acuerdo con las explicaciones previas, s6lo la inyeccién equivalente que co-
rresponde al observador o = 0 cumplird las desigualdades (5.23). En general, la
dindmica del error de salida generada por el resto de los observadores no tendra
la estructura (5.20), debido a la diferencia entre las dindmicas de cada escenario,
y debido también a que el vector de grado relativo puede cambiar en cada escena-
rio, ademas; la Suposicién 5.1, Suposicién 5.2, Suposicién 5.4 o Suposicién 5.5, no
necesariamente se satisfacen para un escenario distinto. Consecuentemente, las
trayectorias asociadas con los observadores o # 0, serdn diferentes de aquellas
generadas en el escenario activo, por lo tanto; las inyecciones correspondientes
no cumplirdn (5.23).

Sin embargo, para el caso particular en el que dos mapeos de observabilidad
sean iguales, e.g. para el escenario ¢ = 1; ambas dindmicas de error de salida ten-
drén la estructura (5.20). Por lo tanto, las expresiones para {(—:1 () }21 estaran

dadas por:
€1, = L;},—q jha (x1) = L ha (%) — ey M, €1 (1),
€1y, = L;%fq )hz(fc] ) - L;%x)hZ(X) o “2'T2M12€Y2,T2 (t),
€1 rm = L;F;—q )hmb_q )— L;&)hm(x) — o‘m,rlimeym,rm(t)' (5.24)

i

Es claro que si las ganancias {M1 . }1“:1 , se disefian tal que {L;%i] )hi(iq )— L;(X)

hi(OHY; < {My, }111 se satisface para el escenario o = 0, entonces; el observa-
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dor o = 1 también estimara el estado con un error proporcional a la magnitud
del ruido. De este modo, (5.24) se puede escribir como:

511,r1+1M11'Y%1 > L;E,—q)}n (ﬁ)*ﬁ}x)h] (X)’Jrloﬂ,the]Vf,i](t) ,
e, |
£1z,r2+1M12Y%2 > L;f,—q)hz(ﬁ)*gfx)hz(x)’+’062,r2M12€1V26,12(t) ,

]

7

E e M1, > (L R (1) = L Ran ()] o e M €70 (1)

Tm,Tm

| €lm ‘
donde {¢7, f:] son las diferencias en el modelo correspondientes al observador
0 =1 (recuerde que el escenario activo es el 0 = 0).
El siguiente lema establece la clase de fallas que pueden ser detectadas y aisla-
das, para el caso de mapeos de observabilidad iguales, para diferentes valores de
o.

Lema 5.2 Sea el banco de observadores (5.18) aplicado al sistema (5.1)-(5.2). Para to-
da n # A, posibles escenarios del sistema; con la propiedad de tener el mismo mapeo
de observabilidad, si las trayectorias {en, }i~, y {ex,}i~, son suficientemente gran-
des fuera de su correspondiente escenario, entonces; las fallas 1 y A pueden ser detec-

tadas y aisladas por medio de ey**(t) = [enh, (1), ence (V)] ¥ X (t) =

!
et (1) e, ()]

AT ’ FAmTm

Prueba: Es claro que si los escenarios 11 y A tienen el mismo mapeo de observabilidad,
sus correspondientes dindmicas de error de salida tendran las estructura (5.20), y la Gnica
diferencia vendra de los términos {5711}?;1 y {S}\i }111 Por lo tanto, si la diferencia entre
los modelos es suficientemente grande fuera de su correspondiente escenario, entonces; su-
poniendo que el escenario activo es 1, su correspondiente inyeccién equivalente cumplird
con las siguientes desigualdades:

g 1 EX 1 1
mi, i+ 2 < 1,1 2 +

m

Veq
€ (t)‘ < 13
i, A A
‘ X X Ty, My, | !

/

’

Veq

E»nz'rz+1 2 E.?\ To+1_2
’eﬂz,Tz(t)‘ < 22

)
o, 12 %) 2 e, My,

N

|£?\z

’

v+ lea, |- (5.25)

v E' ’ +1 2 E)\m,rm—b—]
’ eq,r “)’g P m <

Xm, T, Xm, T, Xm, M1 m

Note que todos los términos que dependen de la amplitud del ruido tienen el mismo orden,
ie. O(y%i), por lo tanto; el orden de los términos {e;\.l }2] tiene que ser notablemente
mas grande para poder detectar y aislar las fallas 1 y A. De este modo, las fallas seran

distinguibles por medio de la informacién de e:]/ Uty e;\/eq (t). O

De esta manera, como en la Subseccion 2.5.3, los términos v (t) seran usados
para establecer la evaluacién de residuos. Los residuos tienen la estructura pro-
puesta en (2.52), i.e.

1 t
R (t) = AT L - re(T)dT, Yo =0,...,q, (5.26)
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Para el caso de mapeos de
observabilidad diferentes, las
desigualdades (5.25) se
satisfacen trivialmente.

La construccién de los
residuos 75 (T) se presenta en
(2.50), Subseccién 2.5.3.
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donde AT es una ventana de tiempo a disefiar. Entonces, el criterio de FDI se
establece como el valor de & para el cual Rg(t) es minimo, i.e.

0 = argmin Rq (). (527)
o

Asi, & representa el escenario activo. Evidentemente, cada residuo es sensible, i.e.
satisface (5.23) o (5.25), dependiendo de los mapeos de observabilidad; inicamen-
te al escenario correspondiente. De este modo, es posible resolver el problema de
FDI usando la informacién de la inyeccion equivalente (deteccién) y el esquema
multi-observador (aislamiento).

Nota Importante 5.2 De nueva cuenta, la estimacion de v, (t) es proporcionada por
el filtro paso-bajas propuesto en (2.54), Subseccion 2.5.3. En este caso, ademds de otorgar
una estimacion de v, (t); el filtro reduce el efecto del ruido.

Nota Importante 5.3 Para el caso de que exista una falla fuera de F, si esta satisface
la Suposicion 5.1, y las suposiciones correspondientes al caso de falla en componentes o
en actuadores, para algiin observador previamente disefiado, dicho observador estimard el
estado. Sin embargo, las inyecciones equivalentes se verdn afectadas por esta falla, y
debido a sus propiedades, serd posible concluir que una falla fuera de JF estd activa en el
sistema, i.e. FD pero no FI.

Por el contrario, si la falla no satisface la Suposicion 5.1, ya sea para el caso de falla
en componentes o en actuadores; ningiin observador estimard el estado cuando dicha falla
esté activa. Sin embargo, la FD avin se podrd llevar acabo debido a las propiedades de la
inyeccién equivalente.

Nota Importante 5.4 Para el caso de incertidumbres en el modelo, es evidente que se re-
quiere un estudio mds detallado y formal, ya que las incertidumbres afectan directamente,
y posiblemente de formas distintas; a los residuos propuestos. Por otro lado, el disefio de re-
siduos tendria que cambiar o tendria que ser necesario realizar un estudio, e.g. estadistico;
del efecto de las incertidumbres en los residuos, y de esta forma; establecer algunos um-
brales (thresholds) que permitan realizar el proceso de FDI. Sin embargo, para mostrar
que el esquema aqui propuesto puede funcionar, bajo ciertas incertidumbres; se presentan
algunos resultados de simulacién.

5.5 EJEMPLO NUMERICO

Considere el sistema MRA de la Figura 5.1. La dindmica del sistema se puede

m m
e . g

Figura 5.1: Diagrama del Sistema MRA.




representar como:

56 OBSERVADOR LIBRE DE FALLA

x2(t) 0
x1(t) k1 + k2 ko 1
ol —I G 0+ (Y i
= m m + | M1 | u(b),
x3(t) . . kX4(t) 0
%4 (t) S2 30 (1) = 250 (1) — b tanh(xg (1) 0
my m 2
donde x(t) = [ pr(t) pr(t) palt) pa(t) 1T es el vector de estado, u(t) = Fy,
T
es la entrada, y(t) = | x;(t) x3(t) } el vector de salidas. Los pardmetros del

sistema MRA se muestran en la Tabla 5.1. Las condiciones iniciales son x(0) =
0000

Pardmetro || Valor Unidades
my 1.28 kg
mp 1.05 kg
kq 450 N/m
ko 175 N/m
k3 450 N/m
b 15 Ns/m

Tabla 5.1: Pardmetros del Sistema MRA.

La simulacién consiste de 3 escenarios: el caso libre de falla, seguido de una
falla en actuador (10 % de su capacidad) a los 5[seg], y finalmente, a los 10[seg]
una falla en componentes (resorte 1 completamente dafiado) adicional a la falla
en actuador. A continuacién se disefian los observadores correspondientes.

56 OBSERVADOR LIBRE DE FALLA

Considere el caso libre de falla (c = 0). Es facil ver que la matriz Jacobiana

0D (o)
(5.5) es %

Suposicion 5.2 se satisface. En cuanto a la Suposiciéon 5.1, todo sistema mecanico
satisface dicha suposicién.
Entonces, el observador o = 0 toma la siguiente forma:

= 14, cuyo rango es igual a 4 Vxo € X C %*. Por lo tanto, la

. Xo2(t) 0
it | _ SR R I s
X03(t) X04(t) 0
%oa (1) %mw%ﬁ3m~mmwm 0
<6CDO %o >
0Xo
90l = [ xor(t) mo3(0) |

con condiciones iniciales Xo(0) = [0.1 0.1 0.1 0.117. Los términos de correccién se
disefian con 11 = 1, = 2 (grado relativo correspondiente a cada salida), y; con
base en la aceleracién del sistema y el error en condiciones iniciales, las ganancias
Mo, =Ty My, = 0.5 son tales que la 5.3 se satisface para cada salida.
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Las variables p1 y p2
describen las posiciones, Fy, es
la fuerza de entrada actuando
en el sistema, .y y M son
las masas, k1, k2 y k3
representan las constantes
eldsticas de los resortes, y b es
el coeficiente de friccién seca.

Las simulaciones han sido
realizadas en MATLAB
Simulink, con método de
discretizacion: Euler, y paso
de muestreo: 0.001[seg].

u(t)
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5.7 OBSERVADOR FALLA EN ACTUADOR

Considere el caso en el que ocurre una falla en actuador (o = 1), correspon-
diente al 10 % de su capacidad, i.e. F1(x)wj = Bq,u. De este modo, la dindmica
del sistema presenta la siguiente estructura:

(t)
x1(t) X2 0
x2(t) _MM (t)+ ﬁx3 (t) 0.1
: B ™ ™ + | M1 | ut)
s xa(t) )
%4(t) X2 0 -2 ) - 2 tanh(xg (1) 0
mp my 2

Es evidente que el mapeo de observabilidad es el mismo que para el caso libre
de falla. Por lo tanto, la Suposiciéon 5.2 y Suposicién 5.1 se satisfacen. Entonces, el
observador o = 1 toma la siguiente forma:

. (t) 0
x11(t) k]Jrkz_X]z 5 01
x12(t) | _ T (t)+ EMs(’C) . m71
%13(t) X14(t) 0
X14(t) :TZZ 1t kz]:z]% %13(t) — 72 tanh(X14(t)) 0
- —1
(),

con condiciones iniciales %1 (0) = [0.1 0.1 0.1 0.11". Los términos de correccién se
disefian con 11 = 1 = 2, y las ganancias My, = 1y Mz, =05 tales que la
5.3 se satisface para cada salida.

5.8 OBSERVADOR FALLA EN ACTUADOR + COMPONENTE

Considere el caso en el que, adicional a la falla en actuador, ocurre una falla

en componentes (0 = 2), correspondiente a la perdida del efecto del resorte 1, i.e.
Fo(x)wy = Bq,u+Ayf,(x). Asi, la dindmica del sistema toma la siguiente forma:

. (t) 0

i (t) k2 2 k2 0.1

%5 (t) _ _m71 1(t) + nT]Xs(t) bl

3 (1) xa(t) I s
x4(t) :TZZ 1 (1) kznff (t) — 12 tanh(x4 () 0

u(t)
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El mapeo de observabilidad es el mismo que para el caso libre de falla. De este
modo, la Suposicién 5.2 y Suposicién 5.1 se satisfacen de igual forma. Entonces,
el observador o = 2 toma la siguiente forma:

X x22(t) 0
X21(t) K X22 - o
%zz(t) _ — (t) + s (t) . nT] e
X23(t) X24(t) 0
x2alt :TZZ_N (t) - kzni-zkg %23(t) — 7 tanh(X24(t)) 0
N
()

_ T
2(t) = [ X21(t) %x23(t) } ’

con condiciones iniciales % (0) = [0.1 0.1 0.1 0.11". Los términos de correccion se
disefian con 11 =1, = 2, y las ganancias Mig,, =1y Mzp,, =05 tales que la
5.3 se satisface para cada salida. Los resultados se muestran en la Figura 5.2.

Para mostrar el desempefio del esquema de FDI frente a incertidumbres en el
modelo, considere el siguiente sistema MRA incierto:

. x2(t) 0
X1 (t) Ky +k K
%2 (t) —= 2 () + —2x(t) 1
2 = mi + 1 M1 u(t)
x3(t) . . kX4(t) 0
- +
X4(t) mizm (t) — ZTZ%g(t) — 2 tanh(x4(t)) 0

00 0 0

2 1

L2000 0
00 0 0
10 0 20 2

donde el tdltimo término representa incertidumbre. Para esta simulacién las ga-
nancias de los observadores se eligen como: My, = 10y My, = 5 para el caso
libre de falla; My, =10y Moy, =5, para falla en actuador; MiB,, = 10
y M2 g,, = 5 para el caso de actuador + componente. La constante del filtro
o = 0.06 para cada observador, y AT = 0.1. Los resultados se presentan en la
Figura 5.2d.

5.9 CONCLUSIONES

Para resolver el problema de FDI en una clase de SNL se ha propuesto una
combinacién de observadores HOSM y un esquema multi-modelo. Bajo condicio-
nes estructurales del sistema, y haciendo uso de las propiedades principales de
los observadores HOSM; el valor de la inyeccién equivalente es usado para cons-
truir residuos que permiten la deteccién de ciertas fallas actuando en el sistema.
Para el problema de FI se propone un esquema multi-modelo que permite aislar
dichas fallas. El método proporciona una rdpida deteccién y aislamiento de fallas
en actuadores y en componentes, ademds; se ha estudiado el problema conside-
rando ruido en la medicién. La eficiencia del método propuesto queda ilustrada
por medio de simulaciones.



SNL: FDI BASADA EN MULTI-OBSERVADORES HOSM

Falla en Actuador

Falla en Actuador +
Componente

4 5 ] 1 8 9
Tiempo [seg] Tiempo [seg]

(a) Salida del Sistema (b) Residuos y Criterio de Deteccién 1

T

\V\V T

Falla en Actuador + |

Componente Falla en Actuador +
L 7 L Componente
1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 6 7 8 9 n unonr B U B 0 1 2 ] 1 8 9 n o2 B ¥ B
Tiempo [seg] Tiempo [seg]
(c) Residuos y Criterio de Deteccién 2 (d) Residuos y Criterio de Deteccion 3

Figura 5.2: Esquema de FDL. En la Figura 5.2a se presenta la salida con un ruido generado
por la suma de sinusoides de alta frecuencia y amplitud 3 x 1073. La Figura 5.2b
muestra los residuos y el criterio de deteccién con la constante de tiempo del filtro
(2.54), Subseccion 2.5.3, T = 0.06 para 0 = 0,1,2; y el pardmetro correspondiente
a la venta de tiempo de los residuos AT = 0.01. En la Figura 5.2c se presentan los
residuos y el criterio de deteccion para T5 = 0.0775 para ¢ = 0,1,2 (la mejora en el
criterio de deteccion es evidente). Finalmente, el caso con incertidumbres se muestra en
la Figura 5.2d. Es evidente que el esquema propuesto puede funcionar para cierto tipo
de incertidumbres.



Sélo existe una persona capaz de librarnos
de las barreras que nos detienen,

esa persona es uno mismo.

— H.R.B.

Parte III

CONCLUSIONES FINALES

Se han presentado diferentes esquemas de observacién para ciertas
clases de sistemas conmutados. Los esquemas propuestos basan su es-
timacion del estado continuo en observadores HOSM vy tipo-Luenberger,
mientras que el estado discreto es estimado a través de las propiedades
de la inyeccion equivalente, para la (conmutacién no-auténoma), y de la
informacién del estado continuo para el caso de (conmutacion auténoma).
Bajo ciertas propiedades estructurales del sistema, se puede conseguir
una estimacién exacta y en tiempo finito del estado (continuo y dis-
creto). Finalmente, se proporcionan un par de soluciones al problema
de deteccién y aislamiento de fallas (en sisternas conmutados y sistemas
no-lineales), basadas en los esquemas de observaciéon propuestos.
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APENDICES






CONCEPTOS PRELIMINARES

En este apéndice se presentan los conceptos preliminares que se usaron a lo
largo de este trabajo. Se introducen algunas definiciones de observabilidad fuerte,
detectabilidad fuerte, ceros invariantes, grado relativo; para SL. Por otro lado,
en cuanto a SH; se introducen definiciones y conceptos acerca de autématas
hibridos. Finalmente, se introducen un teorema que describe el comportamiento
del diferenciador HOSM en condiciones de ruido.

a1 CONCEPTOS PARA SISTEMA LINEALES
Considere el siguiente SLIT:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Ew(t),
y = Cx(t), (A1)

donde x(t) € R™ es el vector de estados, y(t) € R™ es la salida, w(t) € R™
es la entrada desconocida, mientras que A, C y E son matrices conocidas con
dimensiones correspondientes. En este caso, sin perdida de generalidad, se puede
asumir que u(t) = 0.

Definicién A.1 [59] El sistema (A.1) se dice fuertemente observable si para cualquier
condicién inicial x(0) y para toda entrada desconocida w(t), la igualdad y(t) =0Vt > 0,
implica que x(t) = 0Vt > 0.

Definicién A.2 [59] El sistema (A.1) se dice fuertemente detectable si para cualquier
condicién inicial x(0) y para toda entrada desconocida w(t), la iqualdad y(t) =0Vt > 0,
implica que x(t) — 0 cuando t — oo.

Definicién A.3 [59] El miimero complejo sy € C se dice un cero invariante de Ia
tripleta (A, E,C), si rank(R(sp)) < n+rank(E), donde R(s) representa la matriz de
Rosenbrock del sistema (A.1), i.e.

R(s) =
C 0

sT—A —E]

Las siguientes afirmaciones son equivalentes [34]:
i) El sistema (A.1) es fuertemente observable.

ii) La tripleta (A, E, C) no tiene ceros invariantes.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes [34]:

i) El sistema (A.1) es fuertemente detectbale.

69



70

CONCEPTOS PRELIMINARES

ii) El sistema (A.1) es de fase-minima (i.e. los ceros invariantes de la tripleta
(A, E, C) satisfacen Re{s} < 0).

Con base en lo anterior, se pueden definir los ceros invariantes inestables del
sistema (A.1), como el conjunto de ceros invariantes de la tripleta (A, E, C) que
satisfacen Re{s} > 0. Mds atuin, si existen ceros invariantes inestables, entonces el
sistema (A.1) no es fuertemente detectable y es de fase-no minima.

Para el caso E = 0, las nociones de observabilidad y detectabilidad fuerte, coinciden
con las de observabilidad y detectabilidad, respectivamente. Defina la matriz de
observabilidad, i.e.

o=|[cT, (AT, -, (can T

El sistema (A.1) es observable, independientemente de la entrada desconocida;
siy s6lo si rank(O) = n. El subespacio no-observable del par (C, A) se denota por
Ny se define como N = ker(O).

Definicion A.4 [59] El valor Ay € T se dice un eigenvalor (C,A)-no-observable si

rank Aol—=A <mn.
C

Definicion A.5 [59] Un punto x¢ se dice débilmente no-observable si existe una
entrada w(t), tal que, la salida correspondiente satisface yw(t,xp) = 0 Vt > 0. El
conjunto de todos los puntos débilmente no-observables del sistema (A.1) se denotan
por V* y se denomina como el subespacio débilmente no-observable.

El subespacio débilmente no-observable satisface las siguientes relaciones:
AV C V' @E, CV' =0, (A.2)

donde € denota la imagen de E. Para cualquier subespacio (A, E)— invariante de
salida nula, existe un mapeo K : X — W, tal que

(A +ER)V* C V*, CV* =0. (A.3)

Definicion A.6 [34] La salida y(t) se dice que tiene un vector de grado relativo (r1,...,Tm),

con respecto a la entrada desconocida w(t), si

GAFE=0, Yk <1 —1, (A.g)
GATTTEA£0, Vi=1,...,m. (A.5)
y
C]Ar]_1E1 C]AT‘_lEm
Q= , detQ #0, (A.6)
cmA™ TE; o AT TE,

donde c; es el i— ésimo renglon de la matriz C, y E; es la j — ésima columna de la
matriz E.
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A.1 CONCEPTOS PARA SISTEMA LINEALES

Ahora, se presenta una transformacién para descomponer el sistema en sus
partes fuertemente observable, no-fuertemente observable e no-observable (ver e.g. [47]

y [34]).
Primeramente, se busca una base del subespacio débilmente no-observable V*

por medio del calculo de las matrices M; definidas por el siguiente algoritmo
recursivo de B. P. Molinari [47]:"

Mit1 =N N, My =C,

L
C 0
Nit1 =Gy , Gi=| Prd -
MiA M,E

El algoritmo termina una vez que rank(M;1) = rank(M;). Por lo tanto, es
posible definir My, = M1 = ... = M. En [47] ha sido probado que V* =
ker(My, ). De este modo, defina ny := rank(My ) con My € R™V*™, Entonces, se
forma la matriz V € R™*("="v) cuyas columnas forman una base de V*.

Asumiendo que el sistema (A.1) satisface la Definiciéon A.6, es posible formar
la siguiente matriz U € R™v*™

U=[cl, (@AIT, o, (AT,
.
ch (emA)T, o, (emA™ T | (A7)

Es facil ver que rank(U) = ny. Ahora, de la matriz U, forme las siguientes
matrices Uy € RV XNy U, € RMXT

Ulz[CI, (ciA)T, oo, (ciATTT)T L
.
T, (emA)T, oo, (cmA™ )T |, (A8)
T
UZZ[(CM\””)T, o, (emATT DT (A.9)

Finalmente, forme la matriz N, cuyas columnas forman una base del subespacio
no-observable N. Es claro, por la Definicién A.5 que N C V*. Entonces, es posible
seleccionar una matriz con rango columna completo V, formando una base de V*
adaptada al N, i.e.

V= [ Vg, N } . (A.10)

Defina ny = dim(N). Entonces, Vg, € R™* (M=) and N € |R™*™V. Més
aun, la matriz V satisface las siguientes igualdades:

AV+EK*=VQ & (A+EK*)V=V0Q, (A.11)

Cv =0, (A.12)

para algunas matrices K* € #m*™", K* ¢ ®mx(n—nv) y Q ¢ pn—ny)xn-ny),
Note que (A.11)-(A.12) son representaciones matriciales del mapeo (A.3), y que
VTV =l implica K* = K*V™, satisfaciendo (A.11).

La matriz N f;j se introduce para excluir los términos linealmente independientes N 1. Por lo tanto,
M4 tiene rango rengléon completo (ver [11]).
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El tangent bundle es una
union disjunta de espacios
tangentes.
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De este modo, se define la siguiente transformacién no-singular:

-
T=|uf, ul, (vxHT, (NOT } : (A.13)
La transformacién x(t) = Tx(t), lleva al sistema (A.1) a la siguiente forma:

X11(t) A1n Az 0 0 X11(t)
Xi2(t) | _ | Azr Az 0O x2(t) |
X21(t) A3z1 A3y A3z O X21(t)
%22 (t) Az1 Aszx Asz Aug X22(t) |
B4 [0
B E
2 lum+ | 7w, (Aag)
Bs E2q
B4 | B2
.
v =Cr [ w7, w07 (A15)
w(t) =w(t) —Kjxar (1), (A.16)

donde %11(t) € R™™ ™, x12(t) € R™, %21(t) € RN, %55(1) € BR™Y,
K? e mmx(n—nv—nN) y

A1 Az 0 0 0

A1 Az O 0 ~T(A+ERITT, Ei2 _TE,
Az1 A3z Azz O Ezq

Ag1 Agz A4z Augg B2

;
G=clupT, W],

.
K*={K’;, o},[BI, BI, BI, BI] =TB.

Es posible demostrar que el conjunto de ceros invariantes, del sistema (A.14)-
(A.16), que no pertenecen al subespacio no-observable N, es igual al conjunto
de eigenvalores de la matriz Az3, y que el conjunto de ceros invariantes que si
pertenecen al subespacio no-observable, es igual al conjunto de eigenvalores de
la matriz A4y (ver, e.g. [12]).

a.2 CONCEPTOS PARA AUTOMATAS HIBRIDOS

Denote U como un subconjunto de un espacio topolégico, P(U) denota el con-
junto de todos los subespacios de U, y TU denota el fibrado tangente (tangent
bundle) de U.

Definicion A.7 [44] Un autémata hibrido 3 es una coleccion H = (Q, X, f, Init, D, E,
G,R), donde Q es un conjunto finito de variables discretas; X es un conjunto finito de
variables continuas; f : Q x X — TX es un campo vectorial; Init C Q x X es el conjunto
de condiciones iniciales; D : Q — P(X) es el dominio; E C Q x Q es el conjunto de bordes;
G : E — P(X) es la condicién de guardia, y R : E x X — P(X) es el mapeo de re-inicio
(ver Figura A.1 y Figura A.2).



A.2 CONCEPTOS PARA AUTOMATAS HiBRIDOS

Figura A.1: Ejemplo de la dindmica de un Autémata Hibrido. En este caso la condicién de
guardia G determina las conmutaciones del sistema.

De acuerdo con la Definiciéon A.7, los sistemas analizados en el Capitulo 2 y Ca-
pitulo 3 representan casos particulares de un autémata hibrido, con las siguientes
propiedades:

Qea={1,...,q}

XeX= |J XgconXy={x|Hx) € Hy},
oeQ

fo:Xo = ToXe CR™,

Init ={Q x X},

D= |J Dy, con Dy ={x|x € X¢},
oeQ

E={(x, )k, t=1,2,...,q;, Vk # 1},

» G=H(x): X — H C R, donde

g-(: = U 9_(:0‘/
oc€eQ

HeNH =0, Vk,u=1,...,q9, k#1L,
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Figura A.2: Ejemplo de la dindmica de un Autémata Hibrido Controlado. En este caso los
conjuntos Ci denotan subespacios donde la conmutacion es controlada.

= R(K,1,%) =x, i.e. el mapeo identidad para x.

Para el caso de conmutacién no-auténoma la condicién de guardia no depende
del estado continuo, sino de una sefial ex6gena.

Definicion A.8 [44] Una trayectoria de tiempo hibrida es una secuencia finita o infinita
de intervalos T = {I}E‘:o, tales que:

n 1o =[11,75], para toda o < N;
n si N < oo, entonces Iy = [tn, TN], 0 In = [Tn, TR ),
" Tg < T, = To41 para toda o.
En otras palabras, una trayectoria de tiempo hibrida es una secuencia de inter-
valos de una linea real, cuyos puntos finales se traslapan. Para una trayectoria

T = {Ig}yzo, defina (t) como el conjunto {1,...,N} si N es finita, y {1,2,...} si
N = o0y [T = ZO‘E<T) (T6 —To)-
Definicién A.9 [41] El Tiempo Minimo es un niimero Ts > 0, tal que las clases de

sefiales de conmutacion admisibles, satisfacen la propiedad de que los tiempo de conmuta-
cion ty, ta, ... cumplen la desigqualdad ti 1 —ti > Ts para toda i.



A3 DIFERENCIADOR HOSM CON RUIDO

En todo este trabajo se estudian sistemas cuyas trayectorias de tiempo hibridas
satisfacen la Definicién A.9.

Definicién A.10 [44] Una ejecucion de H es una coleccion & = (7, q,x), donde T es
una trayectoria de tiempo hibrida, q : (t) — Q es un mapeo, y x = {x° : 0 € (1)} es
una coleccion de mapeos diferenciales x° : 1o — X, tales que:

= (q(0),x°(0)) €lnit ;
» para todo t € [t5,T)), %O (t) = fo(o)(X7(1) Yy x°(t) € X;

= para toda o € (T)\{N}, e = (q(0),q(0+1)) € E, x(7}) € G(e), y x°F (T541)
€ R(e,x%(1L)).

La ejecuciéon de un autémata hibrido es similar al concepto de solucién de
un sistema dindmico continuo. Note que para cualquier ejecucién infinita es ne-
cesario que |1| = oco. Esta condicion la satisfacen los sistemas analizados en el
Capitulo 2 y Capitulo 3, i.e. ejecuciones tipo Zeno no son permitidas. Es claro que
el zeno phenomena puede ser descrito como una ejecucién infinita con |t| < oo, 0,
equivalentemente; si esta toma un ndmero infinito de transiciones discretas en
una cantidad de tiempo finita.

Considere la siguiente siguiente representacién de un autémata hibrido:

x(t) (1) (x(t)) + Egeyw(t),

f
‘ (A.17)
y(t) = hoe) (x(1), 7

La siguiente definicién de observabilidad es adaptada de [37].

Definicién A.11 Considere el sistema (A.17) y la variable x = x(t,x). Sea x(t,x") Ia
trayectoria de un autémata 3 con una trayectoria de tiempo hibrida TN y (Tn). Suponga
que cualquier trayectoria (t,x%) de H con la misma trayectoria de tiempo hibrida Ty
y (Tn), la iqualdad y(t,x") = y(t,x%), ae. en [tiny, tendal implica que x(t,x) =
x(t,x%), a.e.en [tini, tenal, entonces, x = x(t,x) es Z(Tn) observable a lo largo de la
trayectoria x(t, x").

a.3 DIFERENCIADOR HOSM CON RUIDO

Los resultados aqui presentados deben de entenderse en un sentido component-
wise. Para estimar la derivada de una sefal y(t) con base en la medicién de
otra senial P(t) = y(t) + n(t), donde n(t) es una sefial acotada en el sentido
de Lebesgue; se introduce el siguiente diferenciador HOSM [39]:

r—1

9 =0, — o M¥ [ —W(t)] ™,

191 =i —(xi]\/lﬁT (ﬁi—gi_ﬂriﬁ, i=2,...,r—1,

B = —oeM [9, =, 1%, (A.18)

donde M es una cota superior de ym (t), y el conjunto de parametros {oy
se eligen de forma recursiva y suficientemente grandes. En particular, de acuerdo
con A. Levant [39], una opcién es ag = 1.1, a5 = 1.5, ty =2, &3 =3, oy =5,
a1 = 8 (para el caso r < 6). El siguiente teorema [6], describe las propiedades del
diferenciador HOSM en presencia de ruido y tiempo de muestreo.
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Teorema A.1 Considere el diferenciador HOSM (A.18) de orden v — 1, con unos pard-
metros oy adecuados. Sea

] <M, o)< oMy (A.19)

donde vy es un pardmetro positivo. Suponga que \p es muestreada con un tiempo de mues-
treo, posiblemente variable; Ts > 0, y Ts < Ky, cOn Ky, K siendo algunas constantes
positivas. Entonces, para cualesquiera constantes positivas &1,&>, ..., &, y cualquier ky,,
0 < Ky < &7, existe Ky, K, & > 0, tal que la desigualdad:

B — (1) < kyMyT, (A.20)

se satisface para todos los instantes de muestro dentro del intervalo de tiempo finito EE.
De ese modo, desde el inicio de dicho intervalo, las siguientes desigualdades:

e —y )| <uEMy™RT, k=1,..1, (A.21)
se satisfacen y se mantienen para todo tiempo futuro. A

Nota Importante A.x El diferenciador HOSM (A.18) proporciona la mejor precisién
asintdtica posible en presencia de ruido [39]. Las estimaciones correspondientes sélo estdn
disponibles después de un transitorio de tiempo finito yyy. En ausencia de ruido y tiempo
de muestreo, el diferenciador HOSM proporciona una estimacion exacta de las derivadas
en tiempo finito.

De este modo, el diferenciador HOSM (A.18) estima las derivadas hasta el or-

. T
den r—1, por medio del vector 9, i.e. [} 9, ... 9,7 = [g(t) 9t) ... o)

r—1
donde {Q(k)} son las derivadas estimadas.
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