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R E S U M E N

En el presente trabajo de tesis se desarrollan esquemas de observación de estado (conti-
nuo y discreto) para ciertas clases de sistemas conmutados con presencia de entradas descono-
cidas. Los esquemas propuestos basan su estimación del estado continuo en observadores
HOSM y tipo-Luenberger, mientras que el estado discreto es estimado a través de las propie-
dades de la inyección equivalente (conmutación no-autónoma), característica intrínseca de los
observadores HOSM; y de la información del estado continuo (conmutación autónoma). Final-
mente, se presentan algunas aplicaciones de los esquemas de observación propuestos, al
problema de detección y aislamiento de fallas.
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Parte I

O B S E RVA C I Ó N D E E S TA D O E N C I E RTA S C L A S E S
D E S I S T E M A S C O N M U TA D O S

En esta parte del trabajo se presentan los esquemas de observación de
estado (continuo y discreto), que fueron desarrollados para diferentes
clases de sistemas conmutados (sistemas lineales, no-lineales). Algunos
ejemplos numéricos muestran el desempeño de dichos esquemas.





El que no posee el don de maravillarse,
ni de entusiasmarse,
más le valdría estar muerto,
porque sus ojos están cerrados.

— Albert Einstein

1M O T I VA C I Ó N

Los sistemas híbridos, cuyo comportamiento puede ser representado por la
interacción de dinámicas continuas y discretas, han sido fuertemente estudiados
en las últimas décadas ya que este tipo de sistemas describen un gran número de
fenómenos físicos. La mayor parte de la atención se ha concentrado en problemas
de estabilidad y estabilización, con resultados satisfactorios y extensos (ver, e.g.
[41], [44], [42]).

La primera pregunta que viene a la mente es: ¿Por qué estudiar los sistemas
híbridos? La respuesta es simple; debido a que en un gran número de fenómenos
naturales, así como en una extensa gama de sistemas físicos, aparecen diferentes
modos de operación. Dichos modos de operación representan diferentes com-
portamientos y estos pueden ser representados por la interacción de dinámicas
continuas y discretas (sistemas híbridos).

La segunda pregunta ¿Por qué el problema de observación? Existen diferentes
razones por las cuales no es posible medir ciertas variables en un proceso, estas
pueden ser: restricciones físicas, técnicas o económicas. No resulta nada extraño
que las variables más importantes dentro de un proceso no estén disponibles para
su medición debido a la falta de instrumentación, o bien porque los tiempos de
adquisición de datos son demasiado grandes para poder hacer uso de ellos en el
sistema de control. Más aún, se tienen que considerar los grandes costos debido
tanto a la compra, como al mantenimiento de dicha instrumentación. Además,
también hay que considerar los tiempos de mantenimiento y calibración de los
equipos para garantizar la confiabilidad de las medidas. Para resolver este tipo de
necesidades, el diseño e implementación de observadores permitirá el monitoreo
continuo de las condiciones de funcionamiento de las variables de interés dentro
de un proceso, haciendo uso de una menor cantidad de sensores.

Finalmente, ¿Por qué el problema de observación en sistemas híbridos? Existen
muchas razones por las cuales los modos de operación de un sistema híbrido
cambian, debido a esto resulta fundamental conocer completamente el estado del
mismo. Por ejemplo, si las conmutaciones entre los diferentes modos de opera-
ción ocurren de forma natural, resulta prioritario, para ciertas tareas de control,
conocer en que modo de operación está el sistema, así como las causas que oca-
sionan los cambios. (ver la Figura 1.1).

Por otro lado, si las conmutaciones en los modos de operación se deben pre-
sentar por necesidad, e.g. debido a una reacción del medio ambiente, resulta fun-
damental observar de alguna forma tanto el modo de operación como el estado
continuo en este tipo de sistemas híbridos (ver la Figura 1.2).
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4 motivación

Figura 1.1: Un ejemplo muy interesante es el cuerpo humano. El comportamiento de nuestro cuerpo
puede considerarse como híbrido. Debido a diferentes razones (genero, enfermedades,
habilidades, etc.) el comportamiento de los distintos sistemas del cuerpo cambia (el
modo de operación cambia), entonces resulta muy importante conocer las causas que
producen dichos cambios (el problema de observación).

Figura 1.2: Resulta claro que el comportamiento de muchos robots industriales puede ser repre-
sentado mediante sistemas híbridos. En este caso, es interesante observar los modos
de operación que se presentan debido a cierta interacción con el medio ambiente (e.g.
evasión de obstáculos), que ocasionan cambios en el comportamiento dinámico o en los
parámetros del robot.

Otras de las razones de los cambios en el modo de operación se deben a diseño,
i.e. modos de operación pre-diseñados para cumplir ciertas tareas especificadas
con anterioridad. En este caso es interesante observar el estado continuo del sis-
tema híbrido para así seleccionar el modo de operación más apropiado (ver la
Figura 1.3).

Lo que se pretende con este trabajo es establecer diferentes esquemas de obser-
vación de estado para ciertos tipos de sistemas híbridos vía modos deslizantes
de orden superior, que presenten convergencia en tiempo finito y que sean robus-
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Figura 1.3: El Harrier es un avión militar a reacción de diseño británico, capaz de realizar despegues
y aterrizajes verticales/cortos. En este caso, el Harrier presenta modos de operación muy
distintos tanto en despegue, aterrizaje y vuelo, que están previamente diseñados para
un comportamiento más apropiado.

tos ante perturbaciones; y proporcionar métodos de reconstrucción de entradas
desconocidas y/o perturbaciones para dichos sistemas. De este modo, es posible
desarrollar sistemas de control más sofisticados con la posibilidad de usar plata-
formas de implementación más económicas capaces de ofrecer mejoras reales en
instalaciones industriales.

1.1 planteamiento matemático del problema

Considere que el siguiente sistema representa la dinámica de un sistema híbri-
do: Dentro de los sistemas

híbridos, en este trabajo; se
estudiaran dos tipos: Sistemas
con Conmutación Autónoma,
y Sistemas con Conmutación
No-Autónoma. Los otros dos
tipos identificados en la
literatura corresponden a los
Sistemas con Saltos
Autónomos, y los Sistemas
con Saltos No-Autónomos.

ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) +Bσ(t)u(t) + Eσ(t)w(t),

y(t) = hσ(t)(x(t)),
(1.1)

donde x ∈ X ⊆ <n es el vector de estado continuo, u ∈ U ⊆ <p es el vector
de entradas conocidas, y ∈ Y ⊆ <m es la salida, y w ∈ W ⊆ <m es la entrada
desconocida. El estado discreto σ ∈ Q = {1, ...,q} ⊆ ℵ determinará el comporta-
miento del sistema a lo largo de los q posibles modos de operación, descritos por los
campos vectoriales fσ y las matrices de distribución Bσ y Eσ. El estado discreto
podrá ser generado de dos maneras:

1. Autónoma. La dinámica del sistema cambia de forma discontinua cuando
x(t) atraviesa ciertas fronteras, i.e. σ depende de x(t).

2. No-Autónoma. La dinámica del sistema cambia abruptamente como respues-
ta a una señal de control o a una señal exógena, i.e. σ no depende de x(t).

Los problemas que se analizarán a lo largo de este trabajo son los siguientes:

1. Estimación del estado continuo x(t).

2. Estimación del estado discreto σ(t).

3. Estimación de la entrada desconocida w(t) (aplicación para el problema de
FDI).



6 motivación

Como se verá más adelante, a pesar de que el problema de observación ha sido
estudiado extensivamente, el problema sigue muy activo en la literatura y aún
quedan muchos problemas por resolver debido a la gran gama de sistemas físicos
que se pueden representar como sistemas conmutados. Particularmente, para el
problema de estimación simultánea del estado continuo y discreto, en presencia de
entradas desconocidas; se han presentado pocas soluciones en la literatura, y es
en este punto donde radica la aportación de este trabajo.

1.2 resultados principales

Con base en los objetivos planteados, los resultados principales se enlistan a
continuación:

1. Esquema de observación de estado (continuo y discreto) para cierta clase de
SLC (conmutación autónoma/no-autónoma) con entradas desconocidas. Dicho
esquema está basado en observadores HOSM, que estiman la parte fuerte-
mente observable de forma exacta y en tiempo finito, mientras que el resto del
estado continuo es estimado asintóticamente por medio de observadores
tipo-Luenberger. Para el estado discreto, se establecen dos esquemas de es-
timación para conmutaciones autónomas y no-autónomas, respectivamente.

2. Esquema de observación de estado para cierta clase de SNLC (conmuta-
ción autónoma/no-autónoma) con entradas desconocidas. La solución consiste
en un esquema multi-observadores robustos basados en el diferenciador
HOSM. Para el estado continuo, dichos observadores HOSM estiman el es-
tado continuo de forma exacta y en tiempo finito, mientras que el estado
discreto es estimado usando los esquemas previamente propuestos.

3. Esquema de FDId para cierta clase de SLC (conmutación autónoma). La estra-
tegia consiste en un generador de residuos basado en un banco de observa-
dores HOSM, para resolver el problema de FD; mientras que la solución de
una EIV establece el esquema de FId.

4. Esquema de FDI para cierta clase de SNL. Haciendo uso de la inyección
equivalente, se generan residuos que permiten la detección de ciertas fallas
actuando en el sistema. Para el problema de FI se propone un esquema
multi-modelo que permite aislar dichas fallas.

1.3 estructura de la tesis

Parte I: El Capítulo 2 presenta el problema de estimación de estado continuo
y discreto para cierta clase de SLC (conmutación autónoma/no-autónoma), y pre-
sencia de entradas desconocidas. El mismo problema ahora para una clase de
SNLC (conmutación autónoma/no-autónoma), se describe en el Capítulo 3. Parte II:
El problema de FDId para cierta clase de SLC es presentado en el Capítulo 4.
El Capítulo 5 describe el problema de FDI para cierta clase de SNL. Parte III:
Conclusiones finales.

1.4 publicación de resultados

Los resultados reportados en la Tesis han sido publicados parcialmente de la
siguiente forma:

1. Capítulo 2: International Journal of Adaptive Control and Signal Processing
/ ADHS 2012 / CDC 2012 / VSS 2012 / Book Chapter Springer (Hybrid
Dynamical Systems).
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2. Capítulo 3: Asian Journal of Control / Journal of the Franklin Institute /
IECON 2011 / Book Chapter Springer (Hybrid Dynamical Systems).

3. Capítulo 4: International Journal of Adaptive Control and Signal Processing
/ SAFE PROCESS 2012.

4. Capítulo 5: International Journal of Robust and Nonlinear Control / SAFE
PROCESS 2012.

En el Apéndice B se presenta una lista detallada de las publicaciones realizadas
a lo largo de los estudios de doctorado.

1.5 notación

La siguiente notación es usada a lo largo de este trabajo. La matriz Moore-Rose
pseudo-inversa de F ∈ <n×m, se define como F+ =

(
FTF

)−1
FT ∈ <m×n. Para

una matriz J ∈ <n×m con n > m, y rank(J) = r; J⊥ ∈ <(n−r)×n se define como
una matriz tal que rank(J⊥) = n− r y J⊥J = 0. La matriz J⊥⊥ ∈ <r×n corres-
ponde a una de las matrices con rango renglón completo tal que rank(J⊥⊥) = r

y J⊥(J⊥⊥)T = 0. Es evidente que las matrices J⊥ y J⊥⊥ no son únicas y que

rank
[
(J⊥)T (J⊥⊥)T

]T
= n. Denote por L∞ al conjunto de todas las entradas

ν, señales medibles, que satisfacen ‖ν(t)‖ < ∞ para casi todo t > 0. La ma-
triz In denota la matriz identidad de n× n. El símbolo ‖·‖ representa la norma
Euclidiana, mientras que ∧ y ∨ representan las operaciones lógicas and y or, res-
pectivamente. Finalmente, la función dνcr, dónde ν y r son reales, se define como
dνcr = |ν|r sign(ν).
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Dime y lo olvido,
enséñame y lo recuerdo,

involúcrame y lo aprendo.

— Benjamin Franklin

2S I S T E M A S L I N E A L E S C O N M U TA D O S

En este capítulo se presenta el problema de estimación de estado continuo y
discreto para cierta clase de SLC (conmutación autónoma/no-autónoma),
en presencia de entradas desconocidas. La clase de sistemas bajo estudio puede
contener ceros de fase-no mínima en algunos de sus regiones de operación. Las
condiciones para las cuales es posible la estimación exacta del estado, en presen-
cia de entradas desconocidas, se establecen con base en propiedades estructurales
del sistema. Para esto, el espacio de estados se descompone en sus partes: fuer-
temente observable, no-fuertemente observable y no-observable. Obser-
vadores basados en HOSM estiman la parte fuertemente observable de manera
exacta, mientras que observadores tipo-Luenberger estiman las partes restantes
de forma asintótica. Para el caso en el que no es posible la estimación exacta, se
proporcionan cotas finales (ultimate bounds) del error de estimación del esta-
do continuo. Para la estimación del estado discreto se establecen dos esquemas
para conmutaciones autónomas y no-autónomas, respectivamente. Dichos es-
quemas basan su estimación en la información del estado continuo e inyección
equivalente. Ejemplos numéricos ilustran la eficacia de los esquemas propues-
tos.

2.1 introducción

El problema de observación de sistemas conmutados, i.e. la estimación del esta-
do continuo y discreto; y el diseño de observadores es de gran interés en muchas
áreas del control. Este problema ha sido estudiado por varios autores usando di-
ferentes tipos de enfoques. La diferencia principal radica en el conocimiento que
se tiene acerca del estado discreto o modo de operación activo; algunos enfoques
consideran sólo el estado continuo como desconocido y asumen que el estado dis-
creto es completamente conocido, mientras que otros asumen que ambos estados
son desconocidos.

En [2] y [13], un observador tipo-Luenberger y un observador por HOSM, para
SLC, han sido propuestos para el caso en el que el estado discreto es conocido.
Otro trabajo en el que se considera el estado discreto conocido es el que se pre-
senta en [51]. En este trabajo se aborda el problema de estimación simultánea del
estado continuo y la entrada por medio de un método de estimación de horizon-
te móvil, cuando este se encuentra sujeto a perturbaciones en la propia entrada
(entradas desconocidas). Por otro lado, para el caso en el que ambos estados son
desconocidos, en [9] se propone un observador, basado en el algoritmo Super-
Twisting, que estima el estado de sistemas fuertemente observables; y el estado dis-
creto, en tiempo finito. En ese mismo contexto, en [10], con base en propiedades

9



10 sistemas lineales conmutados

de detectabilidad fuerte y esquemas de LMI, son diseñados dos observadores
para cierta clase de SLC con entradas desconocidas.

Considerando que la salida y el estado continuo inicial están disponibles, en
[62] se proponen condiciones necesarias y suficientes para resolver el problema de
invertibilidad, i.e. condiciones para la estimación del estado discreto y la entrada
de forma única. Haciendo uso de teoría de grafos, asumiendo que sólo se conoce
la estructura del sistema, en [18] los autores estudian la observabilidad del estado
discreto, el estado continuo y la entrada de SLC con entradas desconocidas. Una
caracterización y un método de diseño de observadores para SLC, con salto en
los estados, se presentan en [57].

El problema de observabilidad en sistema conmutados también ha sido estu-
diado extensivamente en la literatura. Por ejemplo, [14], [20] y [8] analizan la
observabilidad de sistema híbridos, donde el estado discreto depende de las tra-
yectorias continuas del sistema. En [25] se estudia la detectabilidad de SLC, donde
el problema es reducido a estudiar la estabilidad asintótica de un sistema con con-
mutación exógena. En [57] se presentan condiciones necesarias y suficientes para
la observabilidad, cuando el sistema evoluciona bajo una señal de conmutación
(conmutación persistente) muy particular.

De este modo, a pesar de que el problema de observación ha sido estudiado
extensivamente, el problema sigue muy activo en la literatura y aún quedan mu-
chos problemas por resolver debido a la gran gama de sistemas físicos que se
pueden representar como sistemas conmutados. Además, al solucionar diferen-
tes problemas de observación se pueden establecer problemas de control basados
en observación y/o compensación, basada en identificación de entradas descono-
cidas, como en el caso de sistemas sin conmutaciones.

2.2 planteamiento del problema

Considere la siguiente clase de SLC con entradas desconocidas:

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t)u(t) + Eσ(t)w(t),

y(t) = Cσ(t)x(t),
(2.1)

donde x(t) ∈ X ⊆ <n es el vector de estado continuo, u(t) ∈ U ⊆ <p es el vectorEl sistema (2.1) representa un
caso particular de un

automata híbrido [44], sin
saltos en el estado continuo

x(t), ver Apéndice A.

de entradas conocidas, y(t) ∈ Y ⊆ <m es el vector de salidas, y w(t) ∈ W ⊆ <m

es el vector de entradas desconocidas acotadas, i.e. ‖w(t)‖ 6 w+ < ∞. El estado
discreto σ ∈ Q = {1, ...,q} ⊆ ℵ determina la dinámica actual del sistema a lo
largo de los q posibles modos de operación, i.e. {A1,B1,C1,E1}, {A2,B2,C2,E2},...,
{Aq,Bq,Cq,Eq}.

El estado discreto puede ser generado por medio de una función lineal, o señal
de conmutación; del estado continuo (conmutación autónoma1), i.e.

σ(t) =


1, ∀x(t) | Hx(t) ∈ H1,

2, ∀x(t) | Hx(t) ∈ H2,
...

q, ∀x(t) | Hx(t) ∈ Hq,

(2.2)

donde H ∈ <1×n es un vector renglón conocido, y H1, H2, ..., Hq ⊆ H ∈ <

son intervalos conocidos, disjuntos y cerrados, tales que H =
⋃
σ∈QHσ = <, i.e.

H1, H2, ...,Hq cubren todos los números reales <.Note que para cada valor del
estado continuo x(t),

corresponde un sólo valor del
estado discreto σ(t) en (2.2),

i.e., por definición, el estado
discreto es distinguible.

1 Aquí, la dinámica del sistema cambia de forma discontinua cuando x(t) atraviesa ciertas fronteras,
en este caso, Hσ.
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Sin embargo, el estado discreto también puede ser generado de forma exógena
o controlada, sin depender necesariamente del estado continuo (conmutación no-
autónoma2). Para este tipo de sistemas, el estado discreto se describe sólo como
σ(t) ∈ Q. Para ambos tipos de conmutación, autónoma o no-autónoma; se asume
que las trayectorias satisfacen la condición de Tiempo Mínimo entre conmutacio- El Tiempo Mínimo Tδ es tal

que los tiempos de
conmutación cumplen
ti+1− ti > Tδ para toda i.

nes (ver Definición A.9, Apéndice A). De este modo, se puede asumir que dicho
Tiempo Mínimo Tδ es suficientemente grande, o que es posible estimarlo (ver, e.g.
[58]); de tal forma que el observador de estado pueda converger dentro de dicho
Tiempo Mínimo.

Los problemas que se analizarán son los siguientes:

1. Estimación del estado continuo x(t).

2. Estimación del estado discreto σ(t).

2.3 transformación del sistema

Con base en las definiciones de observabilidad fuerte, detectabilidad fuerte,
ceros invariantes, grado relativo (ver Apéndice A) las siguientes suposiciones ase-
guran la posibilidad de lograr la estimación del estado continuo.

Suposición 2.1 La pareja (Aj,Cj), para toda j ∈ Q, es detectable.
Como consecuencia de la
Suposición 2.1, cada
subsistema es detectable. Más
aún, el conjunto de ceros
invariantes inestables, i.e.
Re {λ} > 0; no pertenecen al
conjunto de
(Aσ,Cσ)-eigenvalores
no-observables.

Suposición 2.2 La salida del sistema (2.1) tiene un vector de grado relativo (r1, . . . , rm),
con respecto a la entrada desconocida; tal que r1+ · · ·+ rm = nV, donde nV corresponde
a la dimensión del espacio fuertemente observable.

Sistemas con grado relativo
completo satisfacen la
Suposición 2.2 [36]. Si no
fuera así, es posible aplicar
métodos alternativos para
desacoplar entradas
desconocidas, e.g. [34].

Como ya se mencionó, es posible descomponer el sistema en sus partes fuer-
temente observable, no-fuertemente observable y no-observable, haciendo uso del algo-
ritmo de B. P. Molinari [47], que proporciona una base del espacio débilmente
no-observable V∗. Por simplicidad, el índice correspondiente al estado discreto se-
rá omitido. Sin embargo, la transformación será aplicada para cada dinámica
generada por el estado discreto.

La siguiente matriz de transformación no singular es definida3:

T :=
[
UT1 , UT2 , (VN̄

+)T , (N+)T
]T

, (2.3)

donde las matrices U1 ∈ <(nV−m)×n y U2 ∈ <m×n, se definen como:

U1 =
[
cT1 , (c1A)

T , · · · , (c1A
r1−2)T , · · · ,

cTm, (cmA)
T , · · · , (cmA

rm−2)T
]T

, (2.4)

U2 =
[
(c1A

r1−1)T , · · · , (cmA
rm−1)T

]T
, (2.5)

con ci como el i− ésimo renglón de la matriz C. Por medio del algoritmo de B. P.
Molinari [47], es posible seleccionar una matriz con rango completo por columnas
V , formando una base de V∗ adaptada al subespacio no-observable N, i.e.

V =
[
VN̄, N

]
. (2.6)

2 En este caso, la dinámica del sistema cambia abruptamente como respuesta a una señal de control o
a una señal exógena.

3 Los detalles para obtener la transformación se describen en el Apéndice A.
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Definiendo nN = dim(N), se tiene que VN̄ ∈ <n×(n−nV−nN) y N ∈ <n×nN .
Más aún, la matriz V satisface las siguientes igualdades

AV + EK∗ = VQ ⇔ (A+ EK̄∗)V = VQ, (2.7)

CV = 0, (2.8)

para ciertas matrices K̄∗ ∈ <m×n, K∗ ∈ <m×(n−nV) y Q ∈ <(n−nV)×(n−nV).
De este modo, la transformación x̄(t) = Tx(t), lleva al sistema (2.1) a la siguienteNote que V+V = I implica

K̄∗ = K∗V+, por lo tanto,
(2.7) se satisface.

forma (ver Figura 2.1):
·
x̄11(t)
·
x̄12(t)
·
x̄21(t)
·
x̄22(t)

 =


A11 A12 0 0

A21 A22 0 0

A31 A32 A33 0

A41 A42 A43 A44



x̄11(t)

x̄12(t)

x̄21(t)

x̄22(t)

+


B1

B2

B3

B4

u(t) +


0

E12

E21

E22

 w̄(t), (2.9)

y(t) = C1

[
x̄11(t)

T , x̄12(t)
T
]T

, (2.10)

w̄(t) = w(t) −K∗1x̄21(t), (2.11)

donde x̄11(t) ∈ <nV−m, x̄12(t) ∈ <m, x̄21(t) ∈ <n−nV−nN , x̄22(t) ∈ <nN ,
K∗1 ∈ <m×(n−nV−nN) y

A11 A12 0 0

A21 A22 0 0

A31 A32 A33 0

A41 A42 A43 A44

 = T(A+ EK̄∗)T−1,


0

E12

E21

E22

 = TE,

C1 = C
[
(U+
1 )
T , (U+

2 )
T
]T

,

K∗ =
[
K∗1, 0

]
,
[
BT1 , BT2 , BT3 , BT4

]T
= TB.

Note que la dimensión de cada
uno de los subespacios puede

cambiar debido a las
conmutaciones. Sin embargo,
la dimensión total del espacio

de estados, i.e. n; se mantiene
constante.

Es posible demostrar que el conjunto de ceros invariantes, del sistema (2.9)-
(2.11), que no pertenecen al subespacio no-observable N, es igual al conjunto de
eigenvalores de la matriz A33, y que el conjunto de ceros invariantes que sí perte-
necen al subespacio no-observable, es igual al conjunto de eigenvalores de la matriz
Hurwitz A44 (ver, e.g. [12]).

2.4 diseño de observadores

Considere el problema de estimación para un valor del estado discreto constan-
te, i.e. σ(t) = σ∗ = const., ∀t ∈ [0, t1), satisfaciendo t1 > Tδ4. El diseño de los
observadores, para cada partición del estado x̄(t), se describe a continuación.

4 t1 es el primer instante de conmutación (switching time), mientras que Tδ es el Tiempo Mínimo.
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Figura 2.1: Espacio de Estados x̄(t). Los estados x̄11(t) y x̄12(t) describen la parte fuertemente
observable, mientras que x̄21(t) la parte no-fuertemente observable pero observable, y
x̄22(t) la parte no-observable.

2.4.1 Observador de Estados x̄11(t) y x̄12(t)

Considere los primeros dos estados del sistema (2.9)-(2.11), la parte fuertemente

observable, con x̄1(t) =
[
x̄11(t)

T , x̄12(t)
T
]T

, i.e.

·
x̄1(t) = A1σ∗ x̄1(t) + E1σ∗w̄1(t) +B12σ∗u(t),

y(t) = C1σ∗ x̄1(t),
(2.12)

donde

A1σ∗ =

[
A11σ∗ A12σ∗

A21σ∗ A22σ∗

]
, E1σ∗ =

[
0

E12σ∗

]
, B12σ∗ =

[
B1σ∗

B2σ∗

]
.

Entonces, se puede diseñar el siguiente observador para estimar x̄1(t) [33]

x̂1σ∗ (t) = z1σ∗ (t) + P1
−1
σ∗ νσ∗(t), (2.13)

ż1σ∗ (t) = A1σ∗z1σ∗(t) +B12σ∗u(t) + L1σ∗ (y(t) −C1σ∗z1σ∗(t)) , (2.14)

ν̇σ∗(t) =Wσ∗(y(t) −C1σ∗z1σ∗(t),νσ∗(t)), (2.15)

donde z1σ∗ (t),x̂1σ∗ (t) ∈ <
nVσ∗ , y L1σ∗ ∈ <

nVσ∗×m es seleccionada tal que la
matriz (A1σ∗ − L1σ∗C1σ∗) = AL1σ∗ es Hurwitz. La matriz de distribución P1σ∗ Debido a la Suposición 2.2 y a

la Definición de Grado
Relativo, la matriz L1σ∗
siempre existe.

tiene la siguiente estructura

P1σ∗ =
[
c1
T
σ∗ , (c1σ∗AL1σ∗)

T , · · · , (c1σ∗AL1
r1σ∗−1

σ∗ )T , · · · ,

cm
T
σ∗ , (cmσ∗AL1σ∗)

T , · · · , (cmσ∗AL1
rmσ∗−1
σ∗ )T

]T
. (2.16)

Debido a la Suposición 2.2, la
condición
rank(P1σ∗) = nVσ∗ se
satisface.
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El vector νσ∗(t) =
(
ν11σ∗

, . . . ,ν1r1σ∗ , . . . ,νm1σ∗ , . . . ,νmrmσ∗
)

y la función no
lineal Wσ∗ , se eligen usando el diferenciador HOSM (para más detalles, ver [40]):

ν̇k1σ∗
= νk2σ∗

−αk1σ∗
Mkσ∗ (t)

1
rkσ∗

⌈
νk1σ∗

− eykσ∗

⌋ rkσ∗−1
rkσ∗ ,

ν̇kiσ∗
= νk(i+1)σ∗

−αkiσ∗
Mkσ∗ (t)

1
rkσ∗−i+1

⌈
νkiσ∗

− ν̇k(i−1)σ∗

⌋ rkσ∗−i
rkσ∗−i+1 ,

∀i = 2, . . . , rkσ∗ − 1,

ν̇krkσ∗
= −αkrkσ∗

Mkσ∗ (t)
⌈
νkrkσ∗

− ν̇krkσ∗−1

⌋0
, ∀k = 1, . . . ,m, (2.17)

Otro algoritmo que puede ser
utilizado es el diferenciador
uniforme HOSM [7]. Este
diferenciador presenta una
convergencia uniforme con

respecto a las condiciones
iniciales, i.e. converge en un
transitorio de tiempo finito,

limitado por una cota superior
que es independiente de las

condiciones iniciales.

donde eykσ∗ (t) = yk(t) − ckz1σ∗(t), las funciones continuas Mkσ∗ (t) se di-
señan más adelante; y las constantes αkiσ∗ se eligen recursivamente. En parti-
cular, de acuerdo con A. Levant, una posibilidad es la siguiente: αk6σ∗ = 1.1,
αk5σ∗

= 1.5, αk4σ∗ = 2, αk3σ∗ = 3, αk2σ∗ = 5, αk1σ∗ = 8; que es suficiente para el
caso rkσ∗ 6 6, ∀k = 1, . . . ,m.

Nota Importante 2.1 De acuerdo con [39], si yk(t) es una señal (rkσ∗)−veces conti-
nuamente diferenciable con ruido medible y acotado en el sentido de Lebesgue, i.e. nk(t) ∈
L∞. Entonces, existe 0 6 tσ∗ <∞ y ciertas constantes µkiσ∗ , dependientes sólo de αkiσ∗
y Mkσ∗ , tal que para todo t > tσ∗ , los componentes νkiσ∗ , en (2.17), satisfacen

∣∣∣νk(i+1)σ∗ − e(i)ykσ∗ ∣∣∣ 6 µkiσ∗ ‖nk‖
rkσ∗−i+1
rkσ∗+1∞ , ∀i = 0, . . . , rkσ∗ , ∀k = 1, . . . ,m.

Las funciones Mkσ∗ (t) pueden ser calculadas de la siguiente manera:CadaMkσ∗ (t), en el tiempo
t, es una constante localmente

Lipschitz para cada e
(rkσ∗ )

ykσ∗ . Proposición 2.1 Existe un tiempo t̃, funciones positivas conocidas βk1σ∗ (t), y constan-
tes βk2σ∗ , βk3σ∗ , kL1σ∗ , λL1σ∗ , tales que∣∣∣∣e(rkσ∗ )ykσ∗

(t)

∣∣∣∣ 6Mkσ∗ (t), ∀t > t̃, (2.18)

donde

Mkσ∗ (t) = βk1σ∗ (t) +βk2σ∗

∫t
0

exp(−λL1σ∗ (t− τ)) ‖w̄(τ)‖dτ

+ βk3σ∗ , ∀k = 1, . . . ,m. (2.19)

�
Prueba : Ya que la matriz AL1σ∗ es Hurwitz, existen constantes positivas conocidas kL1σ∗ ,
λL1σ∗ tal que

∥∥exp(AL1σ∗t)
∥∥ 6 kL1σ∗ exp(−λL1σ∗ t). Por lo tanto, de la solución del error

de estimación para el observador (2.14), i.e. ē1σ∗ (t) = x̄1(t)− z1σ∗(t), ver (2.20), se obtiene
que: ∥∥ē1σ∗ (t)

∥∥ 6 kL1σ∗ exp(−λL1σ∗ t)
∥∥ē1σ∗ (0)

∥∥
+
∥∥E1σ∗

∥∥ ∫t
0

exp(−λL1σ∗ (t− τ)) ‖w̄(τ)‖dτ.

Para una constante arbitraria λL1σ∗ , existe un tiempo t̃, tal que kL1σ∗ exp(−λL1σ∗ t)×∥∥ē1σ∗ (0)
∥∥ es menor que Γσ∗(t), ∀t > t̃. De este modo

∥∥ē1σ∗ (t)
∥∥ 6 Γσ∗(t) + kL1σ∗

∥∥E1σ∗

∥∥ ∫t
0

exp(−λL1σ∗ (t− τ)) ‖w̄(τ)‖dτ.
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De la desigualdad anterior y de la dinámica del error de salida e
(rkσ∗ )
ykσ∗ (t), ver (2.23), se

obtiene la siguiente desigualdad:∣∣∣∣e(rkσ∗ )
ykσ∗ (t)

∣∣∣∣ 6 |ck|
∥∥∥AL1rkσ∗

σ∗

∥∥∥(Γσ∗(t)

+kL1σ∗

∥∥E1σ∗

∥∥ ∫t
0

exp(−λL1σ∗ (t− τ)) ‖w̄(τ)‖
)
+

|ck|
∥∥∥AL1rkσ∗−1

σ∗

∥∥∥ ∥∥E1σ∗

∥∥ ‖w̄(t)‖ .

Por lo tanto, la Proposición 2.1 queda demostrada con

βk1σ∗ (t) = |ck|
∥∥∥AL1rkσ∗

σ∗

∥∥∥ Γσ∗(t), βk2σ∗ = kL1σ∗
|ck|

∥∥∥AL1rkσ∗
σ∗

∥∥∥ ∥∥E1σ∗

∥∥ , y

βk3σ∗ = |ck|
∥∥∥AL1rkσ∗−1

σ∗

∥∥∥ ∥∥E1σ∗

∥∥ ‖w̄(t)‖ .

�

Tomando en cuenta las explicaciones previas, se puede establecer el siguiente
teorema:

Note que si se emplea el
diferenciador uniforme HOSM
[7], el error de estimación para
x̄1(t) convergería a cero de
forma exacta y uniforme.

Teorema 2.1 Sean σ(t) = σ∗ = const., y los observadores (2.13)-(2.15), con términos
de corrección (2.17); aplicados al sistema (2.12). Asumiendo que las Suposiciones 2.1 - 2.2
se satisfacen. Entonces, siempre que las constantes αkiσ∗ sean elegidas adecuadamente, y
Mkσ∗ (t) sean seleccionadas como en la Proposición 2.1, el error de estimación de estado
para x̄1(t) convergerá a cero de forma exacta y en tiempo finito, i.e. e1σ∗ (t) = x̄1(t) −

x̂1σ∗ (t) = 0, ∀t ∈ [tσ∗ , t1)5. 4
Prueba : Defina la estimación ē1σ∗ (t) = x̄1(t)− z1σ∗(t). La dinámica de ē1σ∗ (t) está dada
por:

˙̄e1σ∗ (t) = AL1σ∗ ē1σ∗ (t) + E1σ∗w̄(t), (2.20)

eyσ∗ (t) = C1σ∗ ē1σ∗ (t). (2.21)
Debido a la Suposición 2.2,
siempre es posible calcular
L1σ∗ tal queAL1σ∗ es
Hurwitz.

Aplicando la transformación P1σ∗ al error de estimación ē1σ∗ , el sistema (2.20) se puede
transformar en:

P1σ∗ ˙̄e1σ∗ (t) = P1σ∗AL1σ∗ ē1σ∗ (t) + P1σ∗E1σ∗w̄(t). (2.22)

De acuerdo a la Suposición 2.2, y a la estructura de la transformación, (2.22) puede
re-escribirse como:

ėy1σ∗ (t)

...

e
(r1σ∗ )
y1σ∗ (t)

...

ėymσ∗ (t)

...

e
(rmσ∗ )
ymσ∗ (t)


=



c1σ∗AL1σ∗

...

c1σ∗AL1
r1σ∗
σ∗

...

cmσ∗AL1σ∗

...

cmσ∗AL1
rmσ∗
σ∗


ē1σ∗ (t)+



0
...

c1σ∗AL1
r1σ∗−1

σ∗ E1σ∗

...

0
...

cmσ∗AL1
rmσ∗−1

σ∗ E1σ∗


w̄(t). (2.23)

Note que las derivadas de
eykσ∗ (t) son
proporcionadas por el
diferenciador HOSM (2.17).

Por lo tanto, si las Mkσ∗ (t) son seleccionadas como en la Proposición 2.1, el diferencia-
dor HOSM converge (para más detalles ver [40]), y se tiene que:

P1σ∗ ē1σ∗ (t) = νσ∗(t). (2.24)

La estimación de la variable x̄1(t) se obtiene por medio de manipulación algebraica, i.e.
x̂1σ∗ (t) = z1σ∗(t) + P1

−1
σ∗ νσ∗(t). De esta manera, se obtiene la convergencia exacta a cero

del error de estimación e1σ∗ (t) = x̄1(t) − x̂1σ∗ (t). � Si existiera ruido en la
medición, el orden del error de
estimación sería directamente
proporcional al orden del
ruido, ver Nota 2.1.

5 tσ∗ es el tiempo en el cual el observador (2.13)-(2.15), ha convergido a cero.
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2.4.2 Observador de Estado x̄21(t)

Sea x̂21σ∗ (t) el estado estimado de x̄21(t) definido por:

x̂21σ∗ (t) = z2σ∗(t) + L2σ∗ x̂12σ∗ (t), (2.25)

ż2σ∗ (t) = Ā1σ∗ x̂11σ∗ (t) + Ā2σ∗ x̂12σ∗ (t)

+AL2σ∗ x̂21σ∗ (t) + B̄2σ∗u(t), (2.26)

donde las estimaciones de x̂11σ∗ (t) y x̂12σ∗ (t), son proporcionadas por el obser-
vador (2.13)-(2.15). Las matrices en (2.26) tienen la siguiente estructura:

Ā1σ∗ = A31σ∗ − L2σ∗A21σ∗ ,

Ā2σ∗ = A32σ∗ − L2σ∗A22σ∗ ,

AL2σ∗ = A33σ∗ − E21σ∗K
∗
1σ∗ + L2σ∗E12σ∗K

∗
1σ∗ ,

B̄2σ∗ = B3σ∗ − L2σ∗B2σ∗ .

Entonces, se puede establecer el siguiente teorema:

Teorema 2.2 Sea σ(t) = σ∗ = const. Entonces, siempre que la matriz L2σ∗ sea elegida
tal que AL2σ∗ sea Hurwitz, el error de estimación para x̄21(t), convergerá exponencial-
mente a una cota última dada por una constante γσ∗w+, i.e.

∥∥e21σ∗ (t)∥∥ = ‖x̄21(t)−
x̂21σ∗ (t)

∥∥ 6 γσ∗w+ cuando t→∞. 4

Prueba : De la dinámica
·
x̄12(t) en (2.9), se obtiene que

E12σ∗K∗1σ∗ x̄21(t) = (A21σ∗ x̄11(t) +A22σ∗ x̄12(t) +B2σ∗u(t)

+E12σ∗w(t)) −
·
x̄12(t). (2.27)

Sumando y restando L2σ∗E12σ∗K∗1σ∗ x̄21(t) en la dinámica
·
x̄21(t), se tiene:

·
x̄21(t) = Ā1σ∗ x̄11(t) + Ā2σ∗ x̄12(t) +AL2σ∗ x̄21(t)

+ B̄2σ∗u+ EL2σ∗w(t) + L2σ∗
·
x̄21(t), (2.28)

donde EL2σ∗ = E21σ∗ − L2σ∗E12σ∗ . La dinámica del error e21σ∗ (t) = x̄21(t) − x̂21σ∗ (t),
está dada por:

ė21σ∗ (t) = AL2σ∗e21σ∗ (t) + EL2σ∗w(t). (2.29)

Por lo tanto, L2σ∗ tiene que ser seleccionada tal que AL2σ∗ sea Hurwitz. Finalmente, es
claro que e21σ∗ (t) está acotado por

∥∥e21σ∗ (t)
∥∥ 6 γσ∗w+, cuando t→∞; con γσ∗ =

kL2σ∗

∥∥EL2σ∗

∥∥
λL2σ∗

, (2.30)

y constantes positivas kL2σ∗ , λL2σ∗ ; tales que
∥∥exp(AL2σ∗t)

∥∥ 6 kL2σ∗ exp(−λL2σ∗ t). La
matriz L2σ∗ siempre existe si el par

(
E12σ∗K∗1σ∗ ,A33σ∗ − E21σ∗K∗1σ∗

)
es detectable. Para

probar lo anterior, considere las ecuaciones (2.7) y (2.8), que permiten separar la parte
observable y no-observable; y además, la condición de observabilidad del sistema (2.9)-(2.10),
i.e. [

sIn −
(
T(A+ EK̄∗)T−1

)
C1

]
=



sI−A11σ∗ −A12σ∗ 0 0

C11σ∗ C12σ∗ 0 0

−A21σ∗ sI−A22σ∗ E12σ∗K∗1σ∗ 0

−A31σ∗ −A32σ∗ sI−A33σ∗ + E21σ∗K∗1σ∗ 0

−A41σ∗ −A42σ∗ −A43σ∗ sI−A44σ∗


. (2.31)
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Note que es posible formular
un problema de optimización
lineal para seleccionar L2σ∗
de tal forma que e21σ∗ (t)
sea minimizado.

La Suposición 2.1 implica que A44σ∗ es Hurwitz, y que el rango de (2.31) es completo,
excepto para s siendo un eigenvalor deA44σ∗ . Por lo tanto, el rango de la primera columna
es nVσ∗ , ya que el par (C1σ∗ ,A1σ∗) es observable; el rango de la tercera columna es igual a
nNσ∗ , debido a la Suposición 2.1. Entonces, el rango de la segunda columna es n−nVσ∗ −

nNσ∗ , lo cual implica que el par
(
E12σ∗K∗1σ∗ ,A33σ∗ − E21σ∗K∗1σ∗

)
es detectable, y por lo

tanto, L2σ∗ siempre existe. �

2.4.3 Observador de Estado x̄22(t)

Sin pérdida de generalidad, se asume que

rank

[
E12σ∗

E21σ∗

]
= rank(E2σ∗) = m.

Sea x̂22σ∗ (t) la estimación de x̄22(t), definida de la siguiente manera:

x̂22σ∗ (t) = z3σ∗(t) + E22σ∗E2
+
σ∗

[
x̂12(t)

x̂21(t)

]
, (2.32)

ż3σ∗ (t) = A41σ∗ x̂11σ∗ (t) +A42σ∗ x̂12σ∗ (t) +A43σ∗ x̂21σ∗ (t)

+A44σ∗ x̂22σ∗ +B4σ∗uσ∗(t) − E22σ∗E2
+
σ∗×[

A21σ∗ x̂11σ∗ (t) +A22σ∗ x̂12σ∗ (t) +B2σ∗u(t)

A31σ∗ x̂11σ∗ (t) +A32σ∗ x̂12σ∗ (t) +A33σ∗ x̂21σ∗ (t) +B3σ∗u(t)

]
, (2.33)

donde las estimaciones de x̂11σ∗ (t) − x̂12σ∗ (t) y x̂21σ∗ (t), son proporcionadas por
los observadores (2.13)-(2.15) y (2.25)-(2.26), respectivamente.

Entonces, se puede establecer el siguiente teorema:

Teorema 2.3 Sea σ(t) = σ∗ = const., y rank(E2σ∗) = m. Entonces, el error de estima-
ción para x̄22(t), está finalmente acotado por una constante δσ∗w+, i.e.

∥∥e22σ∗ (t)∥∥ =∥∥x̄22(t) − x̂22σ∗ (t)∥∥ 6 δσ∗w+, cuando t→∞. 4
Prueba : Ya que rank(E2σ∗) = m, de (2.9), w̄(t) puede re-escribirse como:

w̄(t) = E22σ∗E2
+
σ∗×[ ·

x̄12(t) −
(
A21σ∗ x̄11(t) +A22σ∗ x̄12(t) +B2σ∗u(t)

)
·
x̄21(t) −

(
A31σ∗ x̄11(t) +A32σ∗ x̄12(t) +A33σ∗ x̄21(t) +B3σ∗u(t)

)
]

.

La dinámica del error e22σ∗ (t) = x̄22(t) − x̂22σ∗ (t), substituyendo w̄(t), está dada por

ė22σ∗ (t) = A44σ∗e22σ∗ (t) +A43σ∗e21σ∗ (t). (2.34)

Debido a que A44σ∗ es Hurwitz, usando (2.30), el error e22σ∗ (t) está acotado por:

∥∥e22σ∗ (t)
∥∥ 6 δσ∗w+, cuando t→∞, con δσ∗ =

k44σ∗ ‖A43σ∗‖
λ44σ∗

γσ∗ , (2.35)

y constantes positivas k44σ∗ , λ44σ∗ ; tales que ‖exp(A44σ∗t)‖ 6 k44σ∗ exp(−λ44σ∗ t). �
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2.5 resultado principal

2.5.1 Banco de Observadores

Para resolver el problema de estimación del estado continuo, correspondiente
al sistema (2.1), se propone el siguiente banco de observadores:

x̃1σ̂(t)(t) = z1σ̂(t)(t) + P1
−1
σ̂(t)

νσ̂(t)(t), (2.36)

x̃21σ̂(t)(t) = z2σ̂(t)(t) + L2σ̂(t)x̃12σ̂(t)(t), (2.37)

x̃22σ̂(t)(t) = z3σ̂(t)(t) + E22σ̂(t)E2
+
σ̂(t)

 x̃12σ̂(t)(t)

x̃21σ̂(t)(t)

 , (2.38)

ỹσ̂(t)(t) = C1σ̂(t)x̃1σ̂(t)(t), ∀σ̂(t) = 1, . . . ,q, (2.39)

donde x̃1σ̂(t)(t), x̃21σ̂(t)(t), x̃22σ̂(t)(t), y cada uno de sus componentes, son dise-
ñados de acuerdo a la Sección 2.4. La siguiente suposición es requerida:

Suposición 2.3 Se asume que el estado discreto inicial es conocido, i.e. σ(0) = σ̂(0) =

σ∗ conocido.

Los Teoremas 2.1 y 2.2 establecen que el banco de observadores σ∗ estima el es-
tado continuo observable, i.e. x̄11(t), x̄12(t) y x̄21(t), con cierto error de estimación,
finalmente acotado; y además, es posible modificar la velocidad de convergencia
a dicha cota.

Sin embargo, es necesario saber cuando ha convergido esta parte del banco de
observadores σ∗, para poder asegurar que el estado continuo observable es estima-
do antes de la primera conmutación. Para esto, de acuerdo con [5], considerando
la parte fuertemente observable x̄11(t) y x̄12(t), es suficiente con verificar que se
satisfaga la siguiente desigualdad:∥∥eỹσ∗ (t)∥∥ 6 ξσ∗M+

σ∗h
nVσ∗ , ∀t ∈ [0, ξσ∗th) , (2.40)

donde eỹσ∗ = y − ỹσ∗ , ξσ∗ y ξσ∗t son constantes positivas, h es el tiempo de
muestreo, y M+

σ∗ = máx∀k=1,...,m(Mkσ∗ (t)). De esta manera, tσ∗ = ξσ∗th, y porEs común estimar las
constantes ξσ∗ , ξσ∗t ; a

través de simulaciones.
lo tanto, es posible determinar si el σ∗− ésimo banco de observadores, correspon-
diente a la parte fuertemente observable, ha convergido a cero durante el intervalo
de tiempo t ∈ [0, t1).

Por otro lado, para el estado x̄21(t), la ganancia L2σ∗ será diseñada de tal forma
que el error e21σ∗ (t) entre a la región 1.05γσ∗w+ (ver la prueba del Teorema 2.2)
antes de que la parte fuertemente observable haya convergido a cero, i.e. antes de
tσ∗ . Para esto, L2σ∗ se diseña tal que 3/λL2σ∗ < tσ

∗ , correspondiente al valor de 3

constantes de tiempo del término exponencial, i.e. 5% más de la cota final γσ∗w+.Siempre es posible diseñar las
ganancias de la parte

observable de tal forma que
tσ∗ < t1.

Finalmente, el Teorema 2.3 establece que el estado no-observable x̄22(t) se puede
estimar con un error finalmente acotado por δσ∗w+. Sin embargo, la velocidad
de convergencia a dicha región está determinada completamente por la dinámica
correspondiente, y no puede ser modificada. No obstante, es posible determinar
si e22σ∗ (t) ya ha entrado a la región 1.05δσ∗w+ (ver la prueba del Teorema 2.3)
antes de tσ∗ , por medio de la información de la matriz A44σ∗ . En este sentido, se
establece la siguiente suposición:

Suposición 2.4 Se asume que el conjunto de eigenvalores de A44σ∗ , y las condiciones
iniciales x(0), son tales que 3/λ44σ∗ < tσ∗ .

Por lo tanto, el estado estimado real x̂(t), se define como:

x̂(t) = x̃σ∗(t), ∀t ∈ [tσ∗ , t1). (2.41)
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2.5.2 Estimación del Estado Discreto: Conmutación Autónoma
Debido a la Suposición 2.3, el
estado discreto inicial es
conocido. Sin embargo, se
presenta el observador de
estado discreto (2.42) ya que
será requerido, como se verá en
la Subsección 2.5.5; para
implementar ecuaciones de
re-inicio.

Una vez que el estado continuo es estimado antes de la primera conmutación,
se propone el siguiente observador de estado discreto:

σ̂(t) =


1, ∀x̂(t) | Hx̂(t) ∈ H1

2, ∀x̂(t) | Hx̂(t) ∈ H2
...

q, ∀x̂(t) | Hx̂(t) ∈ Hq

, (2.42)

Para cada estado discreto σ ∈ Q, defina su matriz de observabilidad, i.e.

Qσ =
[
HT , (HAσ)

T , · · · , (HAn−1σ )T
]T

.

El siguiente lema describe la estimación exacta y en tiempo finito del estado
discreto.

Si se emplea el diferenciador
uniforme HOSM [7], la
estimación del estado discreto
será exacta y uniforme.

Lema 2.1 Bajo las condiciones del Teorema 2.1, el estado discreto σ(t), es estimado exac-
tamente y en tiempo finito, si la siguiente condición se satisface:

V∗σ ⊂ ker(Qσ), ∀σ ∈ Q = {1, . . . ,q} . (2.43)

] Recordar que V∗σ(t) es el
subespacio débilmente
no-observable, para cada
σ(t).

Prueba : Si (2.43) es cierta, entonces existe una matriz PQσ ∈ <n×nVσ , tal que Hx(t) =

HTσPQσ x̄1(t). De acuerdo con las propiedades de convergencia de x̂1(t), descritas en la
Subsección 2.4.1, por el Teorema 2.1; el estado discreto puede ser estimado exactamente y
en tiempo finito, por medio de (2.42), con Hx(t) = HTσPQσ x̄1(t), ∀σ ∈ Q = {1, . . . ,q}. �

Nota Importante 2.2 La condición (2.43) implica que la estimación, exacta y en tiem-
po finito, del estado discreto puede ser alcanzada si la función escalar Hx(t), puede ser
representada como una combinación de los estados que forman la parte fuertemente ob-
servable, i.e. x̄11(t) y x̄12(t).

2.5.3 Estimación del Estado Discreto: Conmutación No-Autónoma

Para este tipo de conmutación, con σ(t) completamente desconocida, el análisis
se restringe al caso sin entradas desconocidas, i.e. w(t) = 0. Note que el problema sin

entradas desconocidas, no es
menor; ya que el estado
discreto σ(t), puede verse
como una entrada exógena al
sistema.

Bajo la Suposición 2.1, y con base en la transformación dada en la Sección 2.3,
es posible re-escribir, para cada σ ∈ Q (de nuevo se omite el índice σ), la matriz T
como:

T :=
[
OTnO

, NT
]T

, (2.44)

donde O ∈ <nm×n es la matriz de observabilidad del sistema (2.1), OnO
∈

<(nO×n) es un matriz formada con los nO renglones linealmente independientes
de O; y N = O⊥ ∈ <(n−nO)×n es una base del espacio no-observable. Es posible calcular la matriz

N, en Matlab, con la
instrucción N=null(O’)’.

De esta manera, se puede llevar al sistema (2.1) a la forma:[ ·
x̄1(t)
·
x̄2(t)

]
=

[
A1 0

A2 A3

][
x̄1(t)

x̄2(t)

]
+

[
B1

B2

]
u(t), (2.45)

y(t) = C1x̄1(t)
T , (2.46)
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donde x̄1(t) ∈ <nO representa la parte observable, x̄2(t) ∈ <n−nO la parte no-
observable, y[

A1 0

A2 A3

]
= TAT−1,

[
B1

B2

]
= TB, C1 = COnO

.

Entonces, para estimar el estado del sistema (2.45)-(2.46), se puede diseñar el
observador (2.13), descrito en la Subsección 2.4.1, para estimar exactamente x̄1(t).
Mientras que para el estado x̄2(t), sólo basta diseñar una copia de la dinámica
˙̄x2(t), para estimar x̄2(t) de forma asintótica. Sin embargo, se requiere de la si-Debido a la Suposición 2.1,

A3 es Hurwitz y, por lo tanto,
la dinámica del error de
estimación tiende a cero

exponencialmente.

guiente suposición:

Suposición 2.5 Se asume que el conjunto de eigenvalores deA3σ∗ son tales que 3/λ3σ∗ <
tσ∗ .

De este modo, se puede diseñar nuevamente el banco de observadores (2.36)-
(2.39), considerando lo establecido en la Subsección 2.5.1 acerca de las regiones de
convergencia, de tal forma que el error de estimación de estado continuo converja
a una región del origen antes del tiempo tσ∗ . Ahora se describe la estimación de
estado discreto.

En el momento en el que la estimación de x̄1(t) se logra, los términos de νσ̂∗(t)
toman el valor de la inyección equivalente. Por lo tanto, en un tiempo finito, laEn este trabajo, las funciones

νkiσ̂∗ (t) que aseguran que
las trayectorias del error

permanezcan en la superficie,
son llamadas inyecciones

equivalentes (para más
detalles, ver [52]).

siguiente expresión se satisface6:

νσ̂∗eq(t) = P1σ̂∗ (x̄1(t) − z1σ̂∗) = 0. (2.47)

La siguiente suposición es requerida:

Suposición 2.6 Se asume que la siguiente declaración lógica se satisface:

A1i 6= A1j ∨ B1i 6= B1j, ∀i 6= j, ∀i, j ∈ Q. (2.48)

Nota Importante 2.3 La condición (2.48) implica que el estado discreto es distinguible
por medio de la parte observable. Es decir, que la dinámica entre modos de operación
es distinta. Note que si la dinámica entre modos de operación sólo cambiara en la parte
no-observable, no sería posible distinguir el estado discreto.

Note que cuando σ(t) 6= σ̂∗, la dinámica de ē1σ(t)(t), para σ̂(t) 6= σ̂∗, está dada
por:

˙̄e1σ(t)(t) = A1σ(t)x̄1(t) −A1σ̂(t)z1σ̂(t)(t) +
(
B1σ(t) −B1σ̂(t)

)
u(t)

− Lσ̂(t)

(
C1σ(t)x̄1(t) −C1σ̂(t)z1σ̂(t)(t)

)
. (2.49)

Dado que el estado discreto se asume distinguible, debido a la Suposición 2.6,
la diferencia entre las dinámicas, en los diferentes modos de operación; provocará
que ē1σ(t)(t) no converja a cero. Por lo tanto, νσ̂(t)(t) 6= 0, para toda σ̂(t) 6= σ̂∗; y
así, (2.47) será verdad, en tiempo finito, sólo cuando σ̂(t) = σ̂∗. De este modo, se
prueba lo establecido en el siguiente lema:

Lema 2.2 Bajo las condiciones del Teorema 2.1, el estado discreto σ(t), puede ser estimado
exactamente y en tiempo finito, si la Suposición 2.6 se satisface. ]

Ahora, los términos νσ̂(t)(t) serán usados para establecer una evaluación de
residuos. Los residuos tienen la siguiente estructura:El término residuo hace

referencia a una señal que
servirá como indicador para

estimar el estado discreto.
6 Para el caso con entradas desconocidas, νσ̂∗eq(t) 6= 0 para toda σ̂ ∈ Q.
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rj(t) = ν
2
11j

(t) + . . .+ ν21r1j
(t) + . . .+ ν2m1j

(t) + . . .+ ν2mrmj
(t), ∀j ∈ Q. (2.50)

Ya que (2.47) es verdad, bajo lo establecido por el Lema 2.2, un simple criterio
de decisión podría ser aplicado a las señales rj(t), y se podría estimar el estado
discreto. El criterio de decisión se representa de la siguiente manera:

σ̂(t) = arg mı́n
j
rj(t). (2.51)

Sin embargo, la señales rj(t), para toda j 6= σ̂∗, pueden cruzar ocasionalmente
por cero. Esto provoca que el criterio de decisión (2.51) no pueda ser tomada
correctamente. Por lo tanto, se puede tomar la potencia promedio de las señales
rj(t) sobre cierto intervalo de tiempo finito, i.e.

Rj(t) =
1

∆T

∫t
t−∆T

rj(τ)dτ, ∀j ∈ Q, (2.52)

donde ∆T es una ventana de tiempo a diseñar. Entonces, la estimación del estado La ventana ∆T puede
definirse como el intervalo de
tiempo mínimo para el cual
(2.52) tiene solución única. La
elección de ∆T dependerá de
la dinámica del sistema.

discreto está dada por:

σ̂(t) = arg mı́n
j
Rj(t). (2.53)

Nota Importante 2.4 Para la estimación de estado con conmutación no-autónoma no
es necesario conocer el estado discreto inicial (ver Suposición 2.3 para el caso autónomo).
No obstante, sigue siendo necesario que la inyección equivalente νσ̂∗eq(t) converja
dentro del Tiempo Mínimo del sistema.

Nota Importante 2.5 Teóricamente, la inyección equivalente es el resultado de una
frecuencia infinita en los términos discontinuos de νσ̂(t). Sin embargo, la realización de
los observadores produce una frecuencia alta, pero finita; haciendo necesario el uso de un
filtro paso-bajas, i.e.

τσ̂(t) ˙̄νirieqσ̂(t) (t) = νiriσ̂(t) (t) − ν̄irieqσ̂(t) (t), ∀i = 1, . . . ,m; ∀σ̂(t) ∈ Q, (2.54)

donde ν̄irieqσ̂(t) (t) es la estimación de νirieqσ̂(t) (t), y cada τσ̂(t) se diseña de acuerdo
con V. Utkin [61], i.e. h � τσ̂(t) � 1 para toda σ̂(t) ∈ Q. Una posible opción es
τσ̂(t) =

√
h, con h el tiempo de muestreo.

2.5.4 Estimación de Estado Continuo en los Instantes de Conmutación

Sean ti+ pequeños instantes de tiempo después de ti. Para mantener la esti-
mación de estado en los instantes de conmutación (Autónoma o No-Autónoma), se
propone el siguiente algoritmo de re-inicio:

Proposición 2.2 La estimación de estado (2.1) se mantiene correcta, a pesar de las
conmutaciones, si se implementan, en el banco de observadores (2.36)-(2.39), para todo
σ̂(t) 6= σ̂∗, las siguientes ecuaciones de re-inicio:

νσ̂(ti+)(ti
+) = 0, (2.55)

z1σ̂(ti+)
(ti

+) = x̃1σ̂∗ (ti), (2.56)

z2σ̂(ti+)
(ti

+) = x̃21σ̂∗ (ti) − L2σ̂∗ x̃12σ̂∗ (ti), (2.57)

z3σ̂(ti+)
(ti

+) = x̃22σ̂∗ (ti) − E22σ̂∗E2
+
σ̂∗

[
x̃12σ̂∗ (ti)

x̃21σ̂∗ (ti)

]
. (2.58)
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�
Prueba : De acuerdo con el Teorema 2.1, x̄1(t) es estimada exactamente y en tiempo finito
por medio de x̃1σ̂∗ . Entonces, se puede establecer la siguiente ecuación:

νσ̂∗(ti
+) = P1σ̂∗(x̃1σ̂∗ (ti) − z1σ̂∗(ti

+)). (2.59)

Si se aplica, al diferenciador HOSM (2.17), la ecuación de re-inicio (2.55) en cada ins-
tante de conmutación, las trayectorias del error de estimación siempre permanecen en la
superficie deslizante, y entonces, se establece la siguiente igualdad:

νσ̂∗(ti
+) = P1σ̂∗(x̃1σ̂∗ (ti) − z1σ̂∗(ti

+)) = 0. (2.60)

Aplicando la ecuación de re-inicio (2.56) a cada dinámica (2.14), para toda σ̂ 6= σ̂∗, (2.60)
se satisface en cada tiempo de conmutación ti. Por lo tanto, la estimación para x̄1 se
mantiene correcta, a pesar de las conmutaciones.

De (2.25), para mantener la estimación de x̄21(t), se tiene que satisfacer la siguiente
igualdad:

x̃21σ̂∗ (ti) = z2σ̂∗ (ti
+) + L2σ̂∗ x̃12σ̂∗ (ti). (2.61)

Aplicando la ecuación de re-inicio (2.57) a (2.25), para toda σ̂ 6= σ̂∗, (2.61) se satisface y
e21σ(t)

(t) permanece acotada como en (2.30).
Del mismo modo, de (2.32), para mantener la estimación de x̄22(t), se tiene que satisfa-

cer la siguiente igualdad:Note que en las trayectorias
generadas por los observadores

pueden aparecer saltos. Sin
embargo, las ecuaciones de

re-inicio (2.55)-(2.58), tienen
como objetivo evitar estos

saltos.

x̃22σ̂∗ (ti) = z3σ̂∗ (ti
+) + E22σ̂∗E2

+
σ̂∗

[
x̃12σ̂∗ (ti)

x̃21σ̂∗ (ti)

]
. (2.62)

Aplicando la ecuación de re-inicio (2.58) a (2.32), (2.62) se satisface y e22σ permanece
acotada como en (2.35). �

Nota Importante 2.6 Una vez que el estado discreto ha sido estimado, para cualquier
tipo de conmutación, es posible analizar dicha señal σ̂(t) para saber cuando existe algún
cambio. Por lo tanto, las ecuaciones de re-inicio de la Proposición 2.2 siempre pueden serDe acuerdo con lo establecido

en las Subsecciones 2.5.2 y
2.5.3, los cambios producidos

en σ̂(t) se deben a una
conmutación.

implementadas cuando este cambio es detectado.

2.5.5 Estimación de Estado Continuo

Una vez que se ha establecido como estimar el estado continuo antes de la
primera conmutación, como mantener la estimación en las conmutaciones, y el
estado discreto (conmutación autónoma y no-autónoma); es posible establecer el
resultado general de estimación de estado continuo.

Debido a la transformación x̄(t) = Tx(t), la estimación del estado original x(t),
tiene la siguiente forma:

x̂(t) = T−1
σ̂(t)

[
x̃T11σ̂(t)

(t), x̃T12σ̂(t)
(t), x̃T21σ̂(t)

(t), x̃T22σ̂(t)
(t)

]T
. (2.63)

Note que los resultados del
Teorema 2.4 se aplican para los

dos tipos de conmutación, i.e.
Autónoma y No-Autónoma,

con las consideraciones
descritas en las secciones

correspondientes.

Dados los resultados establecidos previamente, el siguiente teorema presenta
el resultado principal en estimación de estado continuo.

Teorema 2.4 El error de estimación generado por el observador (2.63) y el sistema (2.1),
bajo las Suposiciones 2.1-2.6, y el diseño de la Proposición 2.2; está finalmente acotado
por una constante ρσ̂w+, i.e.

‖x̂(t) − x(t)‖ 6
t→∞ ρσ̂(t)w+. (2.64)

4
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Prueba : Es claro, de los Teoremas 2.1, 2.2, 2.3, de lo establecido en la Subsección 2.5.1
acerca de las regiones de convergencia, y de la combinación de coordenadas; que el error
de estimación generado por el observador (2.36)-(2.39) en las coordenadas transformadas
x̄(t), bajo las propiedades descritas en las Suposiciones 2.1-2.6, y en la Proposición 2.2; se
propaga en todas las coordenadas originales x(t), produciendo ‖x̂(t) − x(t)‖ 6 ρσ̂w+, con
una constante positiva ρσ̂(t), defina por δσ̂(t) en (2.35), y considerando el 5% de error
para alcanzar las cotas finales correspondientes. �

Nota Importante 2.7 Si la Suposición 2.4 o Suposición 2.5, que se refieren a la velocidad
de convergencia de la parte no-observable para el caso Autónomo y No-Autónomo,
respectivamente, no fueran satisfechas; las trayectorias del error de estimación de estado
continuo, no entrarían a las regiones de convergencia correspondientes antes de la primera
conmutación. Sin embargo, gracias a las ecuaciones de re-inicio de la Proposición 2.2,
dichas trayectorias del error estarían finalmente acotadas, al menos con un error del 5%
de la cota final, para algún tiempo posterior.

2.6 ejemplos numéricos

2.6.1 Conmutación Autónoma

Para ilustrar el esquema de observación propuesto, considere la estructura del
SLC (2.1), con la conmutación descrita por:

σ(t) =

{
1, ∀x | Hx ∈ [−50, 2000),

2, ∀x | Hx ∈ (−∞,−50)∪ [2000,∞),

dondeHx = −2x1(t)+5x2(t). Las siguientes matrices corresponden a la dinámica
descrita en (2.1): Para σ = 1, el sistema ya está

en la forma (2.9)-(2.10),
mientras que para σ = 2, sólo
basta escalar los 2 primeros
estados.

A1 =


−1 1 0 0

1 −1 −1 0

1 1 1 0

1 1 1 −1

 , A2 =


−1 −1 0 0

−1 −1 −1 0

1 2 1 0

2 1 1 −1

 ,

B1 =


1

1

1

1

 , B2 =


0

1

0

1

 , E1 =


0

1

1

1

 , E2 =


0

1

1

0

 ,

C1 =
[
1 0 0 0

]
, C2 =

[
1.5 0 0 0

]
.

La salida y la entrada conocida son: y = Cj(x(t))x(t), y u(t) = 5 sin(t), respecti-

vamente. Las condiciones iniciales x(0) =
[
2 3 1 2

]T
, y σ(0) = 1. Es posible Las simulaciones han sido

realizadas en Matlab

Simulink, con método de
discretización: Euler, y paso
de muestreo: 0.001[seg].

mostrar que las suposiciones requeridas se satisfacen. Los valores correspondien-
tes a las matrices de diseño son los siguientes:

T1 = I4×4, T2 =


1.5 0 0 0

0 −1.5 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , K∗11 = K∗12 =
[
1

]
,

K̄∗1 = K̄∗2 =
[
0 0 1 0

]
, L11 =

[
33 267

]T
,
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L12 =
[
22 −178

]T
, L21 = −5, L22 = −10,

P11 =

[
1 0

−34 1

]
, P12 =

[
1.5 0

−51 −1.5

]
.

Los diferenciadores HOSM (2.17) se diseñan para nV1 = nV2 = 2, con base
en la Proposición 2.1, se toma M1 = M2 = 200. Se implementan las ecuaciones
de re-inicio dadas en la Proposición 2.2. Los resultados para el caso sin entradas
desconocidas, i.e. w(t) = 0, se muestran en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Estimación de Estado sin Entradas Desconocidas - Conmutación Autónoma. Es
fácil ver que para x11(t), x12(t) y σ(t), la estimación es exacta y en tiempo finito,
mientras que para x21(t) y x22(t), es de forma exponencial.

Ahora considere el caso en el que la entrada desconocida w(t) = 10 sin(5.5t) +
4 sin(3.5t) + 2 sin(t) + 2 aparece en t = 5[seg]. Los resultados se describen en la
Figura 2.3.

2.6.2 Conmutación No-Autónoma
Este ejemplo fue tomado de [9],

donde se propone un
observador que sólo estima el

estado observable y el estado
discreto, en tiempo finito. Sin

embargo, el algoritmo que
identifica σ(t) está

restringido al caso de mapas de
observabilidad diferentes para

cada modo de operación. El
esquema aquí propuesto no

presenta esta restricción.

Considere la estructura del SLC (2.1), con σ ∈ Q = {1, 2} una señal completamen-
te exógena (ver Figura 2.4d). Las siguientes matrices corresponden a la dinámica
descrita en (2.45):

A1 =

 −1 1 0

−1 −2 0

1 1 −1

 , A2 =

 1 1 0

−1 −1 0

1 1 −2

 , B1 =

 1

1

0

 , B2 =

 1

1

0

 ,
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Figura 2.3: Estimación de Estado con Entradas Desconocidas - Conmutación Autónoma.
La estimación para x11(t), x12(t) y σ(t) continua siendo exacta y en tiempo finito,
mientras que los errores de estimación para x21(t) y x22(t), permanecen finalmente
acotados.

C1 =
[
1 0 0

]
, C2 =

[
1 0 0

]
.

La salida y la entrada conocida son: y = Cj(x(t))x(t), y u(t) = 1, respectiva-

mente. Las condiciones iniciales x(0) =
[
1.5 3 1

]T
. Es posible mostrar que Las simulaciones han sido

realizadas en Matlab

Simulink, con método de
discretización: Euler, y paso
de muestreo: 0.001[seg].

las suposiciones requeridas se satisfacen. Es fácil ver que el estado discreto es
distinguible, ya que la Suposición 2.6 también se satisface. Los valores correspon-
dientes a las matrices de diseño son los siguientes:

L1 =
[
14 41

]
, L2 =

[
−89 17

]
,

P11 =

[
1 0

−15 1

]
, P12 =

[
0 1

−1 −18

]
,

Los diferenciadores HOSM (2.17) se diseñan para nV1 = nV2 = 2, con base en
la Proposición 2.1, se tomaM1 = 30 yM2 = 25, respectivamente. Se implementan
las ecuaciones de re-inicio dadas en la Proposición 2.2. Los resultados se muestran
en la Figura 2.4.
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(d) Residuos y Estimación de Estado Discreto

Figura 2.4: Estimación de Estado - Conmutación No-Autónoma. La estimación para x11(t),
x12(t) y σ(t), es exacta y en tiempo finito, mientras que para x2(t) es de forma expo-
nencial. Note que la velocidad de convergencia de e2(t) está determinada completamen-
te por la parte no-observable.

2.7 conclusiones

En este capítulo se ha presentado una solución al problema de estimación de
estado (continuos y discreto) para cierta clase de SLC (conmutación autónoma/no-
autónoma), y presencia, en algunos casos, de entradas desconocidas. La solución
consiste en un esquema de multi-observadores robustos. Para el estado continuo,
dichos observadores están basados en observadores HOSM, que estiman la par-
te fuertemente observable de forma exacta y en tiempo finito, mientras que el resto
de los estados son estimados asintóticamente por medio de observadores tipo-
Luenberger. Por otro lado, se establecen dos esquemas de estimación de estado
discreto para conmutaciones autónomas y no-autónomas, respectivamente. Un par
de simulaciones ilustran la eficacia de los esquemas propuestos.
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3S I S T E M A S N O - L I N E A L E S
C O N M U TA D O S

En este capítulo se presenta el problema de estimación de estado continuo y
discreto para cierta clase de SNLC (autónoma/no-autónoma), y presencia de
entradas desconocidas. Las condiciones para las cuales es posible la estimación
exacta del estado, en presencia de entradas desconocidas, se establecen con base
en propiedades estructurales del sistema. Observadores basados en el diferencia-
dor HOSM estiman el estado continuo de manera exacta y en tiempo finito.
Para la estimación del estado discreto se establecen dos esquemas para conmuta-
ciones autónomas y no-autónomas, respectivamente. Dichos esquemas basan
su estimación en la información del estado continuo e inyección equivalente.
Un par de ejemplos numéricos muestran la eficacia de los esquemas propuestos.

3.1 introducción

En el contexto de observación de estado para SNLC con entradas desconocidas,
pocos han sido los trabajos que se han presentado en la literatura.

En [50] se presenta un algoritmo, basado en la medición del estado continuo
y en teoría de SMC; que estima el estado discreto en cierta clase de SNLC con
entradas desconocidas. Considerando que la salida y el estado continuo inicial
están disponibles, en [21] y [56]; se proponen condiciones necesarias y suficientes
para resolver el problema de invertibilidad en SNLC, i.e. condiciones para la esti-
mación del estado discreto y la entrada de forma única. En [21], la dinámica del
sistema inverso está dada por medio de una proyección que descompone el espa-
cio de estados en dos subespacios: uno tangente a las entradas desconocidas; y el
otro transverso, mientras que en [56], se extiende el concepto de pares singulares-
conmutados, y se introduce una fórmula para determinar si el SNLC es invertible.
Por otro lado, considerando que no hay entradas desconocidas y que el estado
discreto es conocido, un observador no-lineal, basado en el STA, que es capaz de
estimar el voltaje en los capacitores de convertidores multi-celulares (multicellular
converters), los cuales presentan una dinámica conmutada, es presentado en [26].
En el mismo contexto, sin entradas desconocidas, en [8] se presenta un observa-
dor basado en el STA que estima el estado continuo y discreto en tiempo finito,
en SNLC con saltos.

Motivados por estos trabajos, bajo la suposición de que ambos estados, i.e. con-
tinuo y discreto; son desconocidos, se desea resolver el problema de estimación

27
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de estado en presencia de entradas desconocidas. A nuestro saber, dicho proble-
ma no ha sido resuelto en su totalidad, o han sido pocos los trabajos presentados.

3.2 planteamiento del problema

Considere la siguiente clase de SNLC con entradas desconocidas:

ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) + Eσ(t)w(t),

y(t) = hσ(t)(x(t)),
(3.1)

donde x(t) ∈ X ⊆ <n es el vector de estado continuo, y(t) ∈ Y ⊆ < es la salida,El sistema (3.1) también
representa un caso particular
de un automata híbrido [44],

sin saltos en el estado
continuo x(t).

y w(t) ∈ W ⊆ < es la entrada desconocida acotada, i.e. ‖w(t)‖ 6 w+ < ∞. Se
asume que todos los campos vectoriales fσ(x(t)) : Xσ → <n, son suaves para todo
Xσ tal que X =

⋃
σ∈Q Xσ; mientras que todas las matrices columna Eσ ∈ <n×1

son conocidas, y hσ(x) : X → Y son funciones suaves definidas en un conjunto
abierto de <n.

El estado discreto σ ∈ Q = {1, ...,q} ⊆ ℵ puede ser generado por medio de
una función no-lineal, o señal de conmutación; del estado continuo (conmutación
autónoma), i.e.

σ(t) =


1, ∀x(t) | H(x(t)) ∈ H1,

2, ∀x(t) | H(x(t)) ∈ H2,
...

q, ∀x(t) | H(x(t)) ∈ Hq,

(3.2)

donde H(x(t)) : X→ H ⊆ < es una función escalar suave, continua y conocida, y
H1, H2, ..., Hq ⊆ H ∈ < son intervalos conocidos, disjuntos y cerrados, tales que
H =

⋃
σ∈QHσ = <, i.e. H1, H2, ...,Hq cubren todos los números reales <.Para cada valor del estado

continuo x(t), corresponde
un sólo valor del estado

discreto σ(t) en (3.2), i.e. el
estado discreto es distinguible.

Sin embargo, al igual que en el Capítulo 2, el estado discreto también puede
ser generado de forma exógena o controlada (conmutación no-autónoma). En este
caso, el estado discreto se describe como σ(t) ∈ Q. Para ambos tipos de conmuta-
ción, se asume que las trayectorias satisfacen la condición de Tiempo Mínimo (ver
Apéndice A). Más aún, se asume que el zeno phenomena (ver Apéndice A para su
definición) no se puede presentar en el sistema, y que, además; cumple con la
Definición A.11 de Z-observabilidad.

Los problemas que se analizarán son los siguientes:

1. Estimación del estado continuo x(t).

2. Estimación del estado discreto σ(t).

3.3 diseño de observadores

Considere que el sistema (3.1), satisface las siguientes suposiciones:La Suposición 3.1 implica que
todos los campos vectoriales
fσ(x) son extensiones del

resto de ellos, con la propiedad
de suavidad para todos los
dominios correspondientes.

Suposición 3.1 Suponga que cada campo vectorial fj : Xj → <n puede ser extendido a
cualquiera de los subespacios Xi, ∀j 6= j, ∀i, j ∈ Q.

Suposición 3.2 Los campos vectoriales fσ(t)(x), las matrices Eσ(t), y las funciones
hσ(t)(x), son tales que ∀x ∈ X, para cualquier trayectoria σ(t); se satisface que:Los términos Lkf(x)h(x) =

∂Lk−1
f(x)

h(x)

∂x f(x), con
L0f(x)h(x) = h(x); se

conocen como las Derivadas
de Lie (ver [36]).

d(Lk
fσ(t)(x)

hσ(t)(x))Eσ(t) = 0, ∀k < n− 1,

d(Ln−1
fσ(t)(x)

hσ(t)(x))Eσ(t) 6= 0.
(3.3)
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Defina los siguientes mapeos:

Φσ(x) =


hσ(x)

Lfσ(x)hσ(x)
...

Ln−1
fσ(x)

hσ(x)

 , ∀σ ∈ Q, (3.4)

y sus correspondientes matrices Jacobianas

∂Φσ(x)

∂x
=


dhσ(x)

dLfσ(x)hσ(x)
...

dLn−1
fσ(x)

hσ(x)

 , ∀σ ∈ Q. (3.5)

Considere que la siguiente suposición, sobre las matrices Jacobianas, se satisfa-
ce.

Suposición 3.3 Cada matriz (3.5) es tal que

rank
(
∂Φ1(x)

∂x

)
= n, ∀x ∈ X1,

rank
(
∂Φ2(x)

∂x

)
= n, ∀x ∈ X2,

...

rank
(
∂Φq(x)

∂x

)
= n, ∀x ∈ Xq.

Además, se asume que cada mapeo Φσ(x) es un difeomorfismo, pero sólo en su corres-
pondiente dominio Xσ, ∀σ ∈ Q (ver, e.g. [36]).

Tomando en cuenta las suposiciones previas, es posible diseñar el siguiente
banco de observadores: Si los q mapeos de

observabilidad son iguales,
sólo sería necesario diseñar un
observador para estimar el
estado continuo. Si q− 1
mapeos de observabilidad son
iguales, sólo sería necesario
diseñar dos observadores; y así
sucesivamente.

˙̄xj(t) = fj(x̄j(t)) +
(
∂Φj(x̄j)

∂x̄j

)−1

νj(t), ∀j ∈ Q (3.6)

ȳj(t) = hj(x̄j(t)), (3.7)

donde x̄j(t) ∈ <n es el estado continuo estimado, ȳj(t) ∈ < la salida estimada,
y los términos de corrección se representan con νj(t) ∈ <n y se diseñan más
adelante. Las soluciones de (3.6), se entienden en el sentido de A. Filipov [30],
para proporcionar la posibilidad de usar señales discontinuas en el observador, y
que las soluciones coincidan con las soluciones usuales; cuando el lado derecho es
continuo. También se asume que los términos de corrección permiten la existencia
y extensión de soluciones para todo t > 0. La Suposición 3.4 se requiere

debido a problemas
computacionales. Sin embargo,
no es necesario que los
observadores (3.6)-(3.7) estén
bien definidos fuera de su
correspondiente región de
operación, ya que, como se
verá en la Subsección 3.4.4;
las ecuaciones de re-inicio
llevarán las trayectorias, de
todos los observadores, al valor
exacto del estado continuo.

Es claro que debido a la Suposición 3.3, puede existir algún observador, fuera
de su región de operación, para el cual la correspondiente matriz

(
∂Φj(x̄j)/∂x̄j

)−1
no esté bien determinada. En este sentido, se introduce la siguiente suposición.

Suposición 3.4 Se considera que las trayectorias de todos los observadores (3.6)-(3.7),
fuera de su correspondiente región de operación, no presentan escape a infinito, en tiempo
finito.
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Nota Importante 3.1 Note que, debido a la Suposición 3.2 y Suposición 3.3, los q sub-
sistemas deben ser localmente observables sólo en su correspondiente dominio.

La siguiente suposición asegura la estimación exacta y en tiempo finito, de cada
observador en su correspondiente modo de operación.

Suposición 3.5 Existen constantes conocidas Mj > 0, ∀j ∈ Q; tales que, las siguientes
desigualdades se satisfacen:Para que el sistema satisfaga

la Suposición 3.5, es necesario
que el sistema sea
Bounded-Input

Bounded-State (ver, e.g.
[38]); o que sea posible

estabilizarlo de alguna manera.
No obstante, es suficiente que

exista una cotaMj en el
correspondiente dominioDj,

y no fuera de él.

∣∣∣Lnf1(x̄1)h1(x̄1) − Lnf1(x)h1(x) − d(Ln−1f1(x)
h1(x))E1w

∣∣∣ < M1, ∀x ∈ X1,∣∣∣Lnf2(x̄2)h2(x̄2) − Lnf2(x)h2(x) − d(Ln−1f2(x)
h2(x))E2w

∣∣∣ < M2, ∀x ∈ X2,

...∣∣∣Lnfq(x̄q)hq(x̄q) − Lnfq(x)hq(x) − d(Ln−1fq(x)
hq(x))Eqw

∣∣∣ < Mq, ∀x ∈ Xq.

Nota Importante 3.2 Desde el punto de vista físico (e.g. sistemas mecánicos), la Supo-
sición 3.5 implica conocer una cota de la aceleración y cierta cota del error de estimación
inicial, para cada modo de operación. En este sentido, todos los sistemas realizables física-
mente presentan dichas cotas, por lo tanto; es posible tener cierto conocimiento de donde
inician las trayectorias del sistema.

3.3.1 Términos de Corrección

Los términos de corrección νσ̂(t) serán diseñados haciendo uso del diferencia-
dor HOSM, como una dinámica auxiliar, i.e.Otro algoritmo que puede ser

utilizado como dinámica
auxiliar es el diferenciador

uniforme HOSM [7]. ϑ̇1j = ϑ2j −α1jM
1
n
j

⌈
eyj

⌋n−1
n ,

ϑ̇ij = ϑ(i+1)j −αijM
1

n−i+1
j

⌈
ϑij − ϑ̇(i−1)j

⌋ n−i
n−i+1 ,

∀i = 2, . . . ,n− 1,

ϑ̇nj = −αnjMj

⌈
ϑnj − ϑ̇nj−1

⌋0
, (3.8)

donde eyj(t) = ȳj − y(t), ∀j ∈ Q; son los errores de salida para cada observador.
De este modo, los términos de corrección se extraen de (3.8) como:

νj(t) =



−α1jM
1
n
j

⌈
eyj

⌋n−1
n

−α2jM
1
n−1
j

⌈
ϑ2j − ϑ̇1j

⌋n−2
n−1

...

−αnjMj

⌈
ϑnj − ϑ̇nj−1

⌋0


, (3.9)

donde las constantes αiσ̂ se eligen recursivamente de acuerdo con A. Levant (ver
Subsección 2.4.1), y las ganancias Mσ̂ satisfaciendo la Suposición 3.5.
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3.4 resultado principal

3.4.1 Estimación del Estado Continuo

La estimación del estado continuo será descrita durante el intervalo de tiempo
entre una conmutación y otra. Considere que σ(t) = σ∗ = const., ∀t ∈ [0, t1),
satisfaciendo t1 > Tδ1. La dinámica del sistema en el modo de operación σ∗ está
dada por:

ẋ(t) = fσ∗(x(t)) + Eσ∗w(t),

y(t) = hσ∗(x(t)).
(3.10)

Tomando en cuenta el diseño del observador descrito en la Sección 3.3, se pue-
de establecer el siguiente teorema:

Si se emplea el diferenciador
uniforme HOSM, el error de
estimación eσ∗(t)
convergería a cero de forma
exacta y uniforme.

Teorema 3.1 Considere que el σ∗ − ésimo observador (3.6), con los términos de co-
rrección (3.9), es aplicado al sistema (3.10); y que las Suposiciones 3.1-3.3 se satisfacen.
Entonces, siempre que las constantes αiσ∗ sean elegidas apropiadamente, yMσ∗ satisfaga
la Suposición 3.5, el error de estimación del estado continuo convergerá a cero de forma
exacta y en tiempo finito, i.e. eσ∗(t) = x̄σ∗(t) − x(t) = 0, ∀t ∈ [tσ∗ , t1)2. 4
Prueba : El sistema (3.10), bajo las Suposiciones 3.2 y 3.3, puede ser representado, en
coordenadas z, como:

ż(t) = Az(t) +Bϕσ∗(z,w),

yz(t) = Cz(t),
(3.11)

donde

A =


0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

0 0 · · · 0


n×n

, B =


0
...

0

1


n×1

,C =
[
1 0 · · · 0

]
1×n

,

ϕσ∗(z,w) =
[
Lnfσ∗(x)hσ∗(x) + d(Ln−1

fσ∗(x)
hσ∗(x))Eσ∗w

]
|x=Φ−1

σ∗ (z).
Las funciones ϕσ∗(z,w)
contienen el efecto de la
entrada desconocida.

Por otro lado, los observadores (3.6), bajo las Suposiciones 3.2 y 3.3, se pueden represen-
tar de la siguiente forma:

˙̄zj(t) = Az̄j(t) +Bϕ̄j(z̄j) + νj(t),

yz̄j(t) = Cz̄j ,
(3.12)

donde ϕ̄j(z̄j) =
[
Ln
f̄(x̄j)

hj(x̄j)
]
|xj=Φ−1

j (zj)
. Defina los errores de estimación de estado

como ez̄j(t) = z̄j(t) − z(t). Por lo tanto, la dinámica del error tiene la siguiente forma:

ėz̄j(t) = Aez̄j(t) +BΨj(z̄j, z,w) + νj(t), (3.13)

donde Ψj(z̄j, z,w) = ϕ̄j(z̄j) −ϕσ∗(z,w). Si es posible diseñar los términos de corrección
νj(t) tal que, ez̄j(t) converja a cero, entonces la igualdad z̄j(t) = z(t), será verdad sólo
para el caso j = σ∗. Si los q mapeos de

observabilidad son iguales, los
q observadores podrían
estimar el estado continuo
(conMj suficientemente
grandes). Si q− 1 mapeos de
observabilidad son iguales,
q− 1 observadores podrían
estimar el estado continuo; y
así sucesivamente.

Defina el vector de error de salida como:

εj =


ε1j

...

εnj

 =


eyj(t)

...

eyj(t)
(n−1)

 . (3.14)

1 t1 es el primer instante de conmutación (switching time), mientras que Tδ es el Tiempo Mínimo.
2 tσ∗ es el tiempo en el cual, el observador (3.6), ha convergido a cero.
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Debido a la Suposición 3.3, la dinámica (3.13), toma la siguiente forma:

ε̇j = Aεj +BΨj(Φj(x̄j),Φσ∗(x),w) + νj, (3.15)

y de forma extendida:

ε̇1j = ε2j + ν1j ,

ε̇2j = ε3j + ν2j , ,
...

ε̇nj = Ψj(Φj(x̄j),Φσ∗(x),w) + νnj .

(3.16)

Es claro que la estructura
dinámica (3.16) es igual a la
que presenta el diferenciador

HOSM (3.8).

Por lo tanto, sustituyendo los términos de corrección (3.9), se tiene que:

ε̇1j = ε2j −α1jM
1
n

j

⌈
ε1j

⌋n−1
n

ε̇2j = ε3j −α2jM
1
n−1

j

⌈
ε2j − ε̇1j

⌋n−2
n−1

...

ε̇nj = Ψj(Φj(x̄j),Φσ∗(x),w) −αnjMj
⌈
εnj − ε̇nj−1

⌋0
. (3.17)

Eligiendo los parámetros αiσ∗ de acuerdo con A. Levant, y Mσ∗ satisfaciendo la Supo-
sición 3.5; entonces, cuando j = σ∗, la siguiente igualdad se satisface en tiempo finito:[

ε1∗σ , ε2∗σ , . . . , εn∗
σ

]
≡ [0, 0, . . . , 0] .

Debido a las propiedades de los HOSM, la condición ε1∗σ ≡ 0, ∀t ∈ [tσ∗ , t1), implica
que

[
ε2∗σ , . . . , εn∗

σ

]
≡ [0, . . . , 0], ∀t ∈ [tσ∗ , t1) con t1 > Tδ. Para probar esto, asuma queSiempre es posible diseñar las

ganancias de los
diferenciadores HOSM de tal

forma que tσ∗ < t1.

ε1∗σ ≡ 0 es verdad en cierto intervalo de tiempo distinto de cero. Esta condición implica
que ε̇1∗σ ≡ 0, para el mismo intervalo. Por lo tanto, del primer renglón de (3.17), se obtiene
que ε2∗σ ≡ 0, lo que implica ε̇2∗σ ≡ 0. Por lo tanto, del segundo renglón de (3.17), se
tiene que ε3∗σ ≡ 0, y esto implica que ε̇3∗σ ≡ 0. Siguiendo el mismo método, se obtiene
εiσ∗ ≡ 0, ∀i = 1, . . . ,n.

De este modo, de acuerdo con A. Levant [39], la dinámica (3.17), para j = σ∗, converge
a cero, después de un transitorio de tiempo finito, i.e. εσ∗ ≡ 0 ∀t > tσ∗ ; y debido a la
Suposición 3.3, se asegura que el error de estimación del estado continuo eσ∗(t), también
converge a cero en tiempo finito, a pesar de la entrada desconocida. �

Nota Importante 3.3 Es muy importante mencionar que para diseñar los observadores
(3.6)-(3.7), sólo es necesario calcular las matrices inversas, i.e. (∂Φj(x̄j)∂x̄j

)−1; y no las

transformaciones inversas, i.e. Φ−1
j (z̄j).

El Teorema 3.1 establece que el observador σ∗ estima el estado continuo exac-
tamente, pero no establece cual es dicho observador. Como se vio en la Subsec-
ción 2.5.1, para detectar cual de los q observadores ha convergido es suficiente
con verificar cual de las siguientes desigualdades se satisface:∣∣∣eyj(t)∣∣∣ 6 ξjM+

j h
n, ∀t ∈

[
0, ξjth

)
, ∀j ∈ Q, (3.18)

donde ξj y ξjt son constantes positivas, y h es el tiempo de muestreo. De estaComo se mencionó en la
Subsección 2.5.1, las

constantes ξj y ξjt se
estiman a través de

simulaciones.

manera, tσ∗ = ξjth, y por lo tanto, es posible determinar cuando y que observa-
dor ha convergido, durante el intervalo de tiempo t ∈ [0, t1). El observador que
satisfaga (3.18) será el σ∗ − ésimo observador.

Por lo tanto, el estado estimado real x̂(t), se define como:

x̂(t) = x̄σ∗(t), ∀t ∈ [tσ∗ , t1). (3.19)
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3.4.2 Estimación del Estado Discreto: Conmutación Autónoma

Una vez que el estado continuo es estimado, se define el siguiente observador
de estado discreto:

σ̂(t) =


1, ∀x̂(t) | H(x̂(t)) ∈ H1

2, ∀x̂(t) | H(x̂(t)) ∈ H2
...

q, ∀x̂(t) | H(x̂(t)) ∈ Hq

, (3.20)

Dado que, de acuerdo con el Teorema 3.1, se tiene x̂(t) = x(t), ∀t ∈ [tσ∗ , t1); el
siguiente lema refleja la estimación exacta y en tiempo finito del estado discreto. Si se emplea el diferenciador

uniforme HOSM [7], la
estimación del estado discreto
será exacta y uniforme.

Lema 3.1 Bajo las condiciones del Teorema 3.1, el estado discreto σ(t), es estimado exac-
tamente y en tiempo finito por medio del observador (3.20), sólo con la información de los
subconjuntos Hσ. ]

Prueba : Ya que el estado continuo x(t), es estimado exactamente y en tiempo finito; ha-
ciendo uso de la información de H(x̂(t)) y Hσ, la estimación exacta y en tiempo finito
del estado discreto, es consecuencia de las propiedades de estimación del estado continuo
descritas en el Teorema 3.1. �

3.4.3 Estimación del Estado Discreto: Conmutación No-Autónoma

Como en la Subsección 2.5.3, el análisis se restringe al caso sin entradas desco-
nocidas, i.e. w(t) = 0.

En el momento en el que la estimación de x(t) se logra, los términos de νσ̂∗(t)
toman el valor de la inyección equivalente. Por lo tanto, en un tiempo finito, se
satisface que3:

ėσ̂∗(t) = fσ̂∗(x̄σ̂∗) +

(
∂Φσ̂∗(x̄σ̂∗)

∂x̄σ̂∗

)−1

νσ̂∗eq(t) − fσ∗(x(t)) = 0, (3.21)

lo que implica:

νσ̂∗eq(t) = 0. (3.22)

La siguiente suposición es requerida para la estimación del estado discreto:

Suposición 3.6 Se asume que la siguiente desigualdad se satisface:

fi(x(t)) 6= fj(x(t)), ∀i 6= j, ∀i, j ∈ Q, para casi todo t > 0. (3.23)

Más aún, se considera que el siguiente conjunto: El conjunto M está formado
por todos los puntos (aislados)
de x(t), donde la trayectoria
generada por fi(x) y fj(x)
es exactamente igual.

M =
{
x(t) ∈ <n | fi(x) = fj(x), ∀i 6= j, ∀i, j ∈ Q

}
, (3.24)

es un conjunto discreto.

Nota Importante 3.4 La condición (3.24) implica que la dinámica entre modos de ope-
ración sólo es igual en puntos aislados. Por lo tanto, el estado discreto es distinguible.

Note que aunque dos mapeos
de observabilidad sean iguales,
las inyecciones equivalentes
correspondientes difieren entre
sí, debido a la Suposición 3.6;
aún si sus errores de
estimación convergen a cero.

Note que cuando σ(t) 6= σ̂∗, la dinámica de eσ̂(t), para j 6= σ̂∗, está dada por:

ėσ(t)(t) = fj(x̄j) +

(
∂Φj(x̄j)

∂x̄j

)−1

νj − fσ(t)(x(t)). (3.25)

3 En el caso con entradas desconocidas, νσ̂∗eq(t) 6= 0 para toda σ̂(t).
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Dado que el estado discreto es distinguible, debido a la Suposición 3.6, la dife-
rencia entre las dinámicas, en los diferentes modos de operación; provocará que
eσ(t)(t) no converja a cero. Por lo tanto, νj(t) 6= 0, para toda j 6= σ̂∗; y así, (3.21)
se satisface, en tiempo finito, sólo cuando σ̂(t) = σ̂∗. De este manera, se prueba
lo establecido en el siguiente lema:

Lema 3.2 Bajo las condiciones del Teorema 3.1, el estado discreto σ(t), puede ser estimado
exactamente y en tiempo finito, si la Suposición 3.6 se satisface. ]

Como en la Subsección 2.5.3, los términos νσ̂(t)(t) serán usados para establecer
la evaluación de residuos. Los residuos tienen la estructura propuesta en (2.52),
i.e.La construcción de los

residuos rj(τ) se presenta en
(2.50), Subsección 2.5.3.

Rj(t) =
1

∆T

∫t
t−∆T

rj(τ)dτ, ∀j ∈ Q, (3.26)

donde ∆T es una ventana de tiempo a diseñar. Entonces, la estimación del estado
discreto está dada por:

σ̂(t) = arg mı́n
j
Rj(t). (3.27)

Nota Importante 3.5 Para la estimación de estado con conmutación autónoma y no-
autónoma, no es necesario conocer el estado discreto inicial. No obstante, es necesario
que el observador converja dentro del Tiempo Mínimo del sistema.

Nota Importante 3.6 De nueva cuenta, la estimación de νσ̂(t)eq es proporcionada por
el filtro paso-bajas propuesto en (2.54), Subsección 2.5.3.

3.4.4 Estimación de Estado en los Instantes de Conmutación

Sean ti+ pequeños instantes de tiempo después de ti. Para mantener la esti-
mación de estado en los instantes de conmutación (Autónoma o No-Autónoma),
se propone el siguiente algoritmo de re-inicio:

Proposición 3.1 La estimación de estado (3.1) se mantiene correcta, a pesar de las
conmutaciones, si se implementan, en el banco de observadores (3.6)-(3.7), para toda
σ̂(t) 6= σ̂∗, la siguiente ecuación de re-inicio:

x̄σ̂(t)(t
+
i ) = x̂(t

−
i ), ∀i = 1, 2, . . . . (3.28)

�
Prueba : Considere la dinámica (3.17), en los instantes antes y después del tiempo deDebido a que el sistema no

presenta saltos en el estado
continuo, los difeomorfismos
Φσ(x), tampoco presentan

saltos en los tiempos de
conmutación. Sin embargo, en
las trayectorias generadas por

los observadores pueden
aparecer dichos saltos. La

ecuación de re-inicio (3.28),
tiene como objetivo evitar este

fenómeno.

conmutación t1, i.e.

ε̇1∆σ(t)
= ε2∆σ(t)

−α1∆σ(t)
M

1
n

∆σ(t)

⌈
ε1∆σ(t)

⌋n−1
n

ε̇2∆σ(t)
= ε3∆σ(t)

−α2∆σ(t)
M

1
n−1

∆σ(t)

⌈
ε2∆σ(t)

− ε̇1∆σ(t)

⌋n−2
n−1

...

ε̇n∆σ(t)
= Ψ∆σ(t)(·) −αn∆σ(t)

M∆σ(t)

⌈
εn∆σ(t)

− ε̇n∆σ(t)−1

⌋0
. (3.29)

donde εi∆σ(t)
= εiσ̂∗ − εiσ̂(t)

, y Ψ∆σ(t)(·) = Ψσ̂∗(·) − Ψσ̂(t)(·), para toda σ̂(t) 6= σ̂∗.
Entonces, si la ecuación de re-inicio (3.28), es aplicada en cada tiempo de conmutación, las
trayectorias de (3.29) permanecen en la superficie deslizante, i.e. εi∆σ(t)

= 0. Por lo tanto, la
estimación del estado continuo se mantiene a pesar de las conmutaciones. �
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Nota Importante 3.7 Como se mencionó en la Nota 2.6, Subsección 2.5.5, una vez que
el estado discreto ha sido estimado, es posible analizar σ̂(t) para saber cuando existe algún
cambio. Por lo tanto, la ecuación de re-inicio (3.28) siempre puede ser implementada
cuando este cambio es detectado.

Nota Importante 3.8 En el presente capítulo, por brevedad, sólo se ha presentado el caso
Single-Input Single-Output. Sin embargo, el caso Multiple-Input Multiple-Output
se presenta en [53], y para el caso no-conmutado; en el Capítulo 5. Básicamente, se realiza
el mismo diseño por bloques correspondientes a cada salida (ver Subsección 3.5.2).

3.5 ejemplos numéricos

3.5.1 Conmutación Autónoma
El comportamiento del taladro
rotacional es descrito por
medio de un péndulo
rotacional controlado por un
motor eléctrico, y el contacto
de la broca sobre la superficie
es descrito por un término de
fricción seca. Los tubos del
taladro son modelados por
medio de un resorte rotacional
lineal, con rigidez torsional
kt; y un amortiguamiento
rotacional ct los cuales
conectan las inercias Jr y Jb.
Además, se considera que
existe un par con
amortiguamiento viscoso
crx1 en la parte superior del
sistema.

Considere un modelo simplificado de 2 grados de libertad (2-DOF) de un ta-
ladro rotacional vertical para pozos petroleros (la Figura 3.1 ilustra el modelo
n-dimensional del taladro rotacional, ver [49] para más detalles).

Sistema Rotatorio Superior 
(Nivel 0) 

Tubo de Perforación 1  
(Nivel 1) 

Tubo de Perforación 2  
(Nivel 2) 

Tubo de Perforación p-1  
(Nivel p-1) 

Tubo de Perforación p  
(Nivel p) 

Ensamble Inferior  
(Nivel p+1) 

Broca (Nivel p+2) 

Figura 3.1: Modelo Mecánico del Taladro Rotacional.

El vector de estados x(t) ∈ R3 está compuesto por los desplazamientos angu-
lares (ϕr(t) y ϕb(t)) y velocidades angulares (ϕ̇r(t) y ϕ̇b(t)) de la parte superior

del sistema rotacional y la broca, i.e. x(t) =
[
ϕ̇r(t), ϕr(t) −ϕb(t), ϕ̇b(t)

]T
.

La entrada se considera como un par constante aplicado por un motor en la su-
perficie, i.e. Tm = u(t). El par en la broca es Tb(x3(t)) = cbx3(t) + Tfb(x3(t))
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donde cbx3(t) se aproxima a la influencia del lodo de perforación en la broca, y
Tfb(x3(t)) es el modelo de fricción del contacto de la broca sobre la superficie,
donde Tfb(x3(t)) = fb(x3(t))sign(x3(t)) con:

fb(x3(t)) =WobRb

[
µcb +

(
µsb − µcb

)
exp(−

γb
vf

|x3(t)|)

]
,

donde Wob > 0 es una constante de peso de la broca, y Rb > 0 es el radio
de la broca. Los coeficientes de fricción estática y de Coulomb asociados con Jb
son representados por µsb ,µcb ∈ (1, 0), y las constantes positivas 0 < γb < 1

y vf > 0. Además, el par de fricción de Coulomb y estática se consideran como
Tcb =WobRbµcb y Tsb =WobRbµsb , respectivamente.

De este modo, la dinámica conmutada del taladro rotacional con entradas des-
conocidas es:

Σ1 :

ẋ(t) =


1
Jr

[−(ct + cr)x1(t) − ktx2(t) + ctx3(t) + u(t)]

x1(t) − x3(t)
1
Jb

[
ctx1(t) + ktx2(t) − (ct + cb)x3(t) − T

+
fb
(x3(t))

]
+


0
ct

Jr
kt

Jr

w(t) ,

Σ2 :

ẋ(t) =


1
Jr

[−(ct + cr)x1(t) − ktx2(t) + ctx3(t) + u(t)]

x1(t) − x3(t)
1
Jb

[
ctx1(t) + ktx2(t) − (ct + cb)x3(t) − T

−
fb
(x3(t))

]
+


0
ct

Jr
kt

Jr

w(t) ,

Σ3 :

ẋ =


1
Jr

[−(ct + cr)x1(t) − ktx2(t) + u(t)]

x1(t)

0

+


0
ct

Jr
kt

Jr

w(t) ,

donde T+fb y T−fb , corresponden a los valores de Tfb(x3(t)) para x3(t) > 0 y x3(t) <
0, respectivamente. La salida y la entrada desconocida son: y(t) = [x1(t), x3(t)]T ,La entrada desconocidaw(t)

representa algunas
oscilaciones no deseadas.

y w(t) = 2 cos(1.5t) + 6square(0.5t) + 1, respectivamente. El estado discreto tiene
la siguiente forma:

σ(t) =


1, ∀x(t) | H(x(t)) ∈ (Tsb ,∞)

2, ∀x(t) | H(x(t)) ∈ (−∞,−Tsb)

3, ∀x(t) | H(x(t)) ∈ [−Tsb , Tsb ]

, (3.30)

donde H(x(t)) = ctx1(t) + ktx2(t). Los parámetros del sistema se muestran en la
Tabla 3.1.

Las condiciones iniciales para el sistema son x(0) =
[
−10 −50 −10

]T
. ParaLas simulaciones han sido

realizadas en Matlab

Simulink, con método de
discretización: Euler, y paso
de muestreo: 0.0001[seg].

diseñar los observadores 1 y 2 se hará uso únicamente de la salida y1(t) = x1(t)
para reconstruir todo el vector de estados, mientras que para el observador 3 se
usará la salida y1(t) = x1(t) para reconstruir el estado x2(t), asumiendo que la
dinámica es de orden 2; y la información del tercer estado se obtendrá de la salida
y2(t) = x3(t).

Es fácil mostrar que la Suposición 3.2 se satisface para cada modo de operación.
Las matrices de la Suposición 3.3, para σ = 1, 2, toman la siguiente estructura:Es claro que para σ = 1,2,

los mapeos de observabilidad
son iguales. Por lo tanto, basta
con diseñar un sólo observador

para estos dos modos de
operación.

∂Φσ(x(t))

∂x
=

 1 0 0

−0.266 08 −0.328 96 6. 579 5× 10−2
−0.238 70 0.184 84 0.351 34 exp (−0.9 |x3(t)|) + 0.285 02

 ,
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Parámetro Valor Unidades

Jr 2122 kgm2

Jb 471.9698 kgm2

Rb 0.155575 m

kt 698.063 Nm/rad

ct 139.6126 Nms/rad

cr 425 Nms/rad

cb 50 Nms/rad

Tm 6 kNm

Wob 60 kN

Tsb 7.4676 kNm

µcb 0.5 −

µsb 0.8 −

γb 0.9 −

vf 1 −

Tabla 3.1: Parámetros del Taladro Rotacional.

y para σ = 3 la matriz es

∂Φ3(x(t))

∂x
=

[
1 0

−0.266 08 −0.328 96

]

Es claro que rank
(
∂Φσ(x(t))
∂x(t)

)
= 3, ∀x(t) ∈ <3 para σ = 1, 2, y rank(∂Φ3(x(t))

∂x(t) ) =

2, ∀x(t) ∈ <2. Se considera que el primer instante de conmutación t1 > Tδ es co-
nocido (t1 = 1.146[sec]). Los observadores (3.6)-(3.7) son implementados, con los
términos de corrección (3.9) diseñados para σ̂(t) = 1, considerando que n = 3; y
para σ̂(t) = 3 asumiendo que n = 2. Las ganancias son seleccionadas satisfacien-
do la Suposición 3.5, i.e. M1 = 100, y M3 = 1.4 Los resultados se describen en la
Figura 3.2.

3.5.2 Conmutación No-Autónoma

Considere el sistema no lineal compuesto por la interconexión de un circuito
Chua y un oscilador de Rössler, i.e. Este sistema representa una

versión conmutada de un
sistema caótico Chua-Rössler.

ẋ(t) =



−ασ(t)cσ(t)x1(t) +ασ(t)x2(t) −ασ(t)x
3
1(t)

x1(t) − x2(t) + x3(t)

−βσ(t)x2(t)

−x5(t) − x6(t) + x1(t)

x4(t) + aσ(t)x5(t)

bσ(t) + x6(t)
(
x4(t) − dσ(t)

)


,

donde el estado discreto σ ∈ Q = {1, 2, 3} es una señal completamente exóge-
na (ver Figura 3.3f), mientras que aσ = {0.2, 0.2, 0.2}, bσ = {0.2, 0.1, 0.5}, cσ =

{−0.143,−0.5,−0.2}, dσ = {6, 2, 4}, ασ = {10, 8, 12} and βσ = {16, 16, 16}, son pará-
metros que varían con respecto al valor de σ(t). La salida es y(t) = [ x3(t) x5(t) ]T .

4 Estos parámetros producen un tiempo de convergencia en los observadores menor a 1.146[sec].
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Figura 3.2: Estimación de Estado con Entradas Desconocidas - Conmutación Autónoma.
En la Figura 3.2a se aprecia que ey1 satisfice la desigualdad (3.18) después de t =

1.028[sec] y antes de t1 = 1.146[sec]. La estimación de estado continuo se muestra
en la Figura 3.2b, donde es evidente que dicha estimación se mantiene en los instantes
de conmutación. La estimación de estado discreto se muestra en Figura 3.2c, donde se
presenta una frecuencia de conmutación grande. Sin embargo, la estimación del estado
continuo se mantiene. Finalmente, una comparación entre error de estimación con y sin
la ecuación de re-inicio (3.28) se muestra en la Figura 3.2d.

Las condiciones iniciales del sistema son x(0) =
[
3.9 −3.2 0.03 0.1 0.1 0.1

]T
.

Para este ejemplo, el caso MIMO será diseñado. Las matrices de la Suposición 3.3,
para σ = 1, 2, 3, toman la siguiente estructura:Las matrices ∂Φσ(x(t))

∂x(t) se
forman a partir de (3.5), con

los primeros tres renglones
haciendo uso de

h1σ(t)
= x3(t), mientras

que los últimos renglones con
la información de
h2σ(t)

= x5(t).

∂Φσ(x(t))

∂x(t)
=



0 0 1 0 0 0

0 −βσ 0 0 0 0

−βσ βσ −βσ 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 aσ 0

1 0 0 aσ
(
a2σ − 1

)
−1


.

Es claro que los mapeos de observabilidad son idénticos, y que ∂Φσ(x(t))
∂x(t) es

no-singular; para toda σ ∈ Q. Por lo tanto, si las ganancias Mσ̂(t), se seleccionan
suficientemente grandes; todos los observadores estimarán el estado continuo sin
error. Debido a la dinámica del sistema, la Suposición 3.6 se satisface, por lo
tanto, el estado discreto es distinguible. Se considera que el primer instante de
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conmutación t1 > Tδ es conocido (t1 = 20[sec]). Los observadores (3.6)-(3.7) son
implementados, con los términos de corrección (3.9) diseñados para σ̂(t) = 1, 2, 3,
de la siguiente forma:

νσ̂(t)(t) =



−α11σ̂(t)
M

1
r1
1σ̂(t)

⌈
ey1σ̂(t)

⌋ r1−1
r1

−α12σ̂(t)
M

1
r1−1

1σ̂(t)

⌈
ϑ12σ̂(t)

− ϑ̇11σ̂(t)

⌋ r1−2
r1−1

−α1r1σ̂(t)
M1σ̂(t)

⌈
ϑ1r1σ̂(t)

− ϑ̇1r1σ̂(t)−1

⌋0
−α21σ̂(t)

M
1
r2
2σ̂(t)

⌈
ey2σ̂(t)

⌋ r2−1
r2

−α22σ̂(t)
M

1
r2−1

2σ̂(t)

⌈
ϑ22σ̂(t)

− ϑ̇21σ̂(t)

⌋ r2−2
r1−1

−α2r2σ̂(t)
M2σ̂(t)

⌈
ϑ2r2σ̂(t)

− ϑ̇2r2σ̂(t)−1

⌋0



,

donde ey1σ̂(t) (t) = x̄3σ̂(t)(t) − x3(t), y ey2σ̂(t) (t) = x̄5σ̂(t)(t) − x5(t), con r1 = Las simulaciones han sido
realizadas en Matlab

Simulink, con método de
discretización: Euler, y paso
de muestreo: 0.0001[seg].

r2 = 3, tal que r1 + r2 = n. Los parámetros αkrkσ̂(t) , son seleccionados como
en (2.17), Subsección 2.4.1; mientras que las ganancias Mkσ̂(t) son seleccionadas
satisfaciendo la Suposición 3.5 para cada salida, i.e.M1σ̂(t) = 180, yM2σ̂(t) = 100.

5

Los resultados se describen en la Figura 3.3.

3.6 conclusiones

En este capítulo se ha presentado una solución al problema de estimación de
estado (continuos y discreto) para cierta clase de SNLC (conmutación autónoma/no-
autónoma), y presencia, en algunos casos, de entradas desconocidas. La solución
consiste en un esquema de multi-observadores robustos basados en el diferen-
ciador HOSM. Para el estado continuo, dichos observadores HOSM estiman el
estado continuo de forma exacta y en tiempo finito. Por otro lado, se establecen
dos esquemas de estimación de estado discreto para conmutaciones autónomas y
no-autónomas, respectivamente. Resultados de simulación ilustran la eficacia de
los esquemas propuestos.

5 Estos parámetros producen un tiempo de convergencia en los observadores menor a 20[sec].
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Figura 3.3: Estimación de Estado - Conmutación No-Autónoma. En la Figura 3.3a, Figu-
ra 3.3b, y Figura 3.3c; se aprecia la estimación de estado continuo, donde es evidente
que dicha estimación se mantiene en los instantes de conmutación. La convergencia a ce-
ro y en tiempo finito del error de estimación se presenta en la Figura 3.3d y Figura 3.3e.
Finalmente, los residuos y la estimación del estado discreto se muestran en Figura 3.3f.



Parte II

A P L I C A C I O N E S : D E T E C C I Ó N Y A I S L A M I E N T O
D E FA L L A S

Algunas aplicaciones de los esquemas de observación presentados pre-
viamente se muestran a continuación. Principalmente se abordó el pro-
blema de detección y aislamiento de fallas.





Comprendió que el momento presente
debe ser siempre un momento preciado.
No porque se encuentre libre de fallas,

sino porque jamás es perfecto.

— Spencer Johnson

4S L C : F D B A S A D A E N O B S E RVA D O R E S
H O S M , Y F I D V Í A E I V

El problema de FDId para cierta clase de SLC es presentado en este capítulo.
La estrategia consiste en un esquema de FD basado en observadores HOSM,
presentados en el Capítulo 2; y un esquema de FId que consiste en la solución
de una EIV. La efectividad de la estrategia propuesta se ilustra por medio de un
ejemplo numérico.

4.1 introducción

Nuestra sociedad depende fuertemente de la disponibilidad y el buen funciona-
miento de procesos tecnológicos complejos. A menudo, los procesos clave necesi-
tan ser monitoreados para prevenir modos de operación incorrectos que puedan
causar algún daño importante en los componentes del sistema, o incluso, en casos
críticos; evitar consecuencias fatales. El objetivo principal de un esquema de FDI
es indicar que algo en el sistema está mal (i.e. generar una alarma cuando una
falla ocurre: detección) y determinar que subsistema o componente ha desarrolla-
do o sufrido una falla (i.e. identificar su localización: aislamiento). Las mejoras en
las técnicas de modelado han permito el uso de esquemas de FDI basados en el
modelo. Dichos métodos han sido considerados muy efectivos para el desarrollo
de esquemas de FDI tanto en teoría, como en la práctica (ver e.g. [22], [15], [27],
[35] y [70]). En particular, los esquemas que se emplean más comúnmente son los
basados en observador, donde la información generada por este es usada para
extraer información acerca de las fallas (generación de residuos).

En los esquemas de generación de residuos, el error entre la salida del sistema
y el observador se analiza para formar residuos. Cuando el sistema está libre de
falla el residuo debe ser pequeño (aproximadamente cero), no obstante, cuando ocu-
rre una falla este debe ser considerablemente distinto de cero. Existe una gran lista
de publicaciones que describen diferentes métodos de FDI basada en generación
de residuos, e.g. en [32] se presenta una visión general, el diseño de filtros para
FD se presenta en [71], mientras que algunos tutoriales se pueden ver en [22] y
[15].

En el contexto de SH y el problema de FDI, en [23] se presenta una metodolo-
gía de FDI que usa residuos de paridad estructurados para sistemas conmutados.
En [69] se propone una arquitectura de diagnostico de fallas que integra el mo-
delado, la predicción y el diagnostico (detección y aislamiento) de fallas para un

43
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modelo automata híbrido. Una metodología de FDI, basada en la noción y con-
diciones de diagnósticabilidad; para control de SH usando un automata híbrido
que genera una señal cuando ocurre alguna falla se presenta en [31]. Con base en
un esquema de bond-graphs, en [48] se desarrollan algunas técnicas para el diag-
nóstico de fallas en SH. En [63] se propone un esquema de diagnóstico de fallas,
basado en un observador híbrido robusto, para cierta clase de SNLC con incerti-
dumbres donde las fallas se modelan como puntos de operación (estado discreto).
Para cierta clase de SNLC con fallas e incertidumbre paramétrica, en [67] se dise-
ña un observador cuyo error de estimación no es afectado por las fallas, y un FTC
que es capaz de hacer seguimiento en la salida. En [21] se propone un algoritmo
de invertibilidad de SNLC para reconstruir y detectar fallas. Un filtro robusto de
detección de fallas se propone en [1], con el objetivo de diseñar sistemas de FD
para SH con entradas desconocidas y con señales de conmutación conocidas. En
[43] se presentan algunos algoritmos de estimación de estado y FDI para cierta
clase de SH estocásticos con conmutaciones autónomas y no-autónomas.

En la mayoría de los trabajos mencionados, las fallas son modeladas por medio
del estado discreto (submodelos), i.e. se crea un SH como resultado de la interacción
entre el sistema y las posibles fallas (Sistema + Fallas = SH). En este capítulo se
presenta un esquema de FD basado en observadores HOSM, y con base en la
solución de una EIV; se propone una solución al problema de FId, en SLC con
fallas (SH + Fallas).

4.2 planteamiento del problema

Considere la siguiente clase de SLC con fallas:

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t)u(t) + Eσ(t)f(t),

y(t) = Cσ(t)x(t),
(4.1)

donde x(t) ∈ X ⊆ <n es el vector de estado continuo, u(t) ∈ U ⊆ <p es el vectorEl sistema (4.1) tiene la misma
estructura presentada en el

Capítulo 2. La diferencia
radica en que las entradas

desconocidas son vistas ahora
como fallas.

de entradas conocidas, y(t) ∈ Y ⊆ <m es el vector de salidas, y f(t) ∈ F ⊆ <m

es el vector de fallas acotadas, i.e. ‖f(t)‖ 6 f+ <∞. El estado discreto σ(t) : <→
Q = {1, ...,q} determina la dinámica actual del sistema a lo largo de los q posibles
modos de operación, de forma autónoma, i.e.

σ(t) =


1, ∀x(t) | Hx(t) ∈ H1,

2, ∀x(t) | Hx(t) ∈ H2,
...

q, ∀x(t) | Hx(t) ∈ Hq,

(4.2)

donde H es una matriz conocida, y H1, H2, ..., Hq ⊆ H ∈ < son subconjuntos
conocidos, convexos y disjuntos. Se asume que las trayectorias satisfacen la con-
dición de Tiempo Mínimo.

Los problemas que se analizarán son los siguientes:

1. Detección de Fallas.

2. Identificación de Fallas.
La identificación de falla

implica conocer el valor y la
forma de la misma. Por lo

tanto, la identificación implica,
de alguna forma; aislamiento.

El esquema de FDId está basado en el banco de observadores descrito en el Ca-
pítulo 2, Sección 2.5. Una vez que el estado (continuo y discreto) ha sido estimado,
es posible definir un criterio de decisión para determinar la ocurrencia y posible
identificación de fallas.
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4.3 esquema de detección

Considere que el sistema (4.1) se ha llevado a la forma (2.9), presentada en la
Sección 2.3, i.e. Todas las variables y

dimensiones correspondientes
han sido descritas en la
Sección 2.3, por brevedad;
estos detalles son omitidos.


·
x̄11(t)
·
x̄12(t)
·
x̄21(t)
·
x̄22(t)

 =


A11 A12 0 0

A21 A22 0 0

A31 A32 A33 0

A41 A42 A43 A44



x̄11(t)

x̄12(t)

x̄21(t)

x̄22(t)

+


B1

B2

B3

B4

u(t) +


0

E12

E21

E22

 f̄(t), (4.3)

y(t) = C1

[
x̄11(t)

T , x̄12(t)
T
]T

, (4.4)

f̄(t) = f(t) −K∗1x̄21(t). (4.5)

De la dinámica x̄12(t) en (4.3), se obtiene que:

˙̄x12(t) −
(
A21σ(t) x̄11(t) +A22σ(t) x̄12(t) +B2σ(t)u+ E12σ(t) f̄(t)

)
= 0. (4.6)

Sustituyendo f̄(t), y el correspondiente estado estimado; en (4.6), para el caso
libre de falla, se obtiene la siguiente expresión

( ˙̂x12(t) + ė12(t)
)
−
[
A21σ̂(t) (x̂11(t) + e11(t)) +A22σ̂(t) (x̂12(t) + e12(t))

+B2σ̂(t)u− E12σ̂(t)K
∗
1σ̂(t)

(x̂21(t) + e21(t))
]
= 0, (4.7)

donde eij = x̄ij − x̂ij, i, j = 1, 2; son los correspondientes errores de estimación
de estado continuo. Defina la siguiente señal de residuo: Todas las variables del lado

derecho en (4.8) están
disponibles, excepto ˙̂x12(t),
que será estimada usando el
diferenciador HOSM (2.17),
para nV = 1.

rσ̂(t)(t) = ˙̂x12(t) −
[
A21σ̂(t) x̂11(t) +A22σ̂(t) x̂12(t)

+B2σ̂(t)u− E12σ̂(t)K
∗
1σ̂(t)

x̂21(t)
]

. (4.8)

Por lo tanto, se puede mostrar que∥∥∥r(t)σ̂(t)∥∥∥ 6 ‖ė12(t)‖+ ∥∥∥A21σ̂(t)e11(t)∥∥∥+∥∥∥A22σ̂(t)e12(t)∥∥∥+ ∥∥∥E12σ̂(t)K∗1σ̂(t)e21(t)∥∥∥ , (4.9)∥∥∥r(t)σ̂(t)∥∥∥ 6 r+σ̂(t)(t), a.e., (4.10)

donde r+
σ̂(t)

(t) es una constante para cada σ̂(t) ∈ Q, que depende del tiempo de Es posible estimar cada
r+
σ̂(t)

(t) calculando, por
medio de simulación, el valor
de la expresión del lado
derecho en (4.8).

muestro h, y de los parámetros del sistema y del observador, respectivamente. De
este modo, la decisión sobre la ocurrencia de falla f(t) se lleva acabo cuando la
norma de rσ̂(t)(t) excede su correspondiente umbral o threshold r+

σ̂(t)
(t).

Nota Importante 4.1 Note que (4.10) está directamente relacionada con la falla más
pequeña que es posible detectar, i.e. una condición de detectabilidad de la falla. Es claro
que aquellas fallas, cuya magnitud sea menor que r+

σ̂(t)
(t); no serán detectables.
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Por lo tanto, el instante de tiempo tf, tal que
∥∥∥rσ̂(t)(tf)∥∥∥ > r+σ̂(t)(t) para tf >

tσ̂∗ , con tσ̂∗ el tiempo en el cual el observador ha convergido; se define como
el tiempo de FD. El siguiente teorema establece el tipo de fallas que pueden serEs claro que la FD sólo puede

llevarse acabo una vez que el
banco de observadores

(2.36)-(2.39) ha convergido.

detectadas por este esquema.

Teorema 4.1 Sean el banco de observadores (2.36)-(2.39), y (2.42), así como el criterio de
decisión de falla (4.10), aplicados al sistema (4.3). Para todo instante de tiempo tf > tσ̂∗ ,
tal que f(t) satisface

E12σ̂(t)f(t) 6= E12σ̂(t)K
∗
1σ̂(t)

∫tf
tσ̂∗

exp
(
AL2σ̂(t)

(tf − tσ̂∗ − τ)
)
EL2σ̂(t)

f(τ)dτ, (4.11)

entonces, la falla f(t) será detectada, i.e.
∥∥∥rσ̂(t)(tf)∥∥∥ > r+σ̂(t)(t), en el tiempo t = tf. 4

Prueba : En el caso de falla, de (4.7) se tiene que

( ˙̂x12(t) + ė12(t)
)
−
[
A21σ̂(t)

(x̂11(t) + e11(t)) +A22σ̂(t)
(x̂12(t) + e12(t))

+B2σ̂(t)
u− E12σ̂(t)

K∗1σ̂(t)
(x̂21(t) + e21(t))

]
= E12σ̂(t)

f(t). (4.12)

Sustituyendo la solución de ė21(t) (2.29), en (4.12)

( ˙̂x12(t) + ė12(t)
)
−

[
A21σ̂(t)

(x̂11(t) + e11(t)) +A22σ̂(t)
(x̂12(t) + e12(t)) +B2σ̂(t)

u

− E12σ̂(t)
K∗1σ̂(t)

(
x̂21(t) + e21(tσ̂∗) exp(AL2σ̂(t)

t)

+

∫tf
tσ̂∗

exp(AL2σ̂(t)
(tf − tσ̂∗ − τ))EL2σ̂(t)

f(τ)dτ

)]
= E12σ̂(t)

f(t). (4.13)

De (4.13), se obtiene el criterio de decisión (4.10), i.e.
∥∥∥rσ̂(t)(t)∥∥∥ 6 r+σ̂(t). Cuando ocurre

una falla, de (4.13), se tiene que:∥∥∥rσ̂(t)(t)∥∥∥ > ‖ė12(t)‖+ ∥∥∥A21σ̂(t)
e11(t)

∥∥∥+ ∥∥∥A22σ̂(t)
e12(t)

∥∥∥
+
∥∥∥E12σ̂(t)

K∗1σ̂(t)
e21(t)

∥∥∥+ ∥∥∥E12σ̂(t)
f(t)

∥∥∥ , (4.14)

∥∥∥rσ̂(t)(t)∥∥∥ > r+σ̂(t) + ∥∥∥∥E12σ̂(t)
K∗1σ̂(t)

∫tf
tσ̂∗

exp(AL2σ̂(t)
(tf − tσ̂∗ − τ))EL2σ̂(t)

f(τ)dτ

∥∥∥∥
+
∥∥∥E12σ̂(t)

f(t)
∥∥∥ , (4.15)

∥∥∥rσ̂(t)(t)∥∥∥ > r+σ̂(t)(t) + (γσ̂(t) + ∥∥∥E12σ̂(t)

∥∥∥) f+, a.e. (4.16)

Con base en (4.13) y (4.16), si existe un instante de tiempo tf > tσ̂∗ , tal que (4.11) sea

verdad, entonces, se puede concluir que
∥∥∥rσ̂(t)(tf)∥∥∥ > r+σ̂(t)(t) en el tiempo t = tf, y por

lo tanto; la falla f(t) es detectada. �

De esta manera, las ecuaciones (4.10) y (4.11), son llamadas condiciones estructu-
rales de detectabilidad. Por lo tanto, todas las fallas que satisfagan dichas condicio-
nes, podrán ser detectadas.Para el caso de mediciones con

ruido, sería necesario extender
las condiciones de

detectabilidad, para obtener
unas condiciones desde el

punto de vista de
sensibilidad.

Nota Importante 4.2 Es evidente que (4.10) y (4.16), no se satisfacen durante los ins-
tantes de conmutación. Sin embargo, ya que el estado discreto es estimado en presencia de
fallas (ver Lema 2.1), es posible ignorar los valores de (4.10) y (4.16), en dichos tiempos
de conmutación. De esta forma, el criterio de ocurrencia de falla no se ve alterado por las
conmutaciones.
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4.4 esquema de identificación

Ahora, se analiza el problema de FId. Note que, de (4.13); se puede establecer
la siguiente EIV tipo 2:

Λσ̂(t)f(t) + Γσ̂(t)

∫t
tf

Kσ̂(t)(t, τ)f(τ)dτ = Φσ̂(t)(t), (4.17)

donde

Λσ̂(t) = E12σ̂(t) ,

Γσ̂(t) = E12σ̂(t)K
∗
1σ̂(t)

,

Kσ̂(t)(t, τ) = exp(AL2σ̂(t) (t− tf − τ))EL2σ̂(t) ,

Φσ̂(t)(t) = ˙̂x12(t) −A21σ̂(t) x̂11(t) −A22σ̂(t) x̂12(t) −B2σ̂(t)u

+ E12σ̂(t)K
∗
1σ̂(t)

x̂21(t) + e21(tσ̂∗) exp(AL2σ̂(t) t) + ε(t).

El problema de FId se puede resolver encontrando la solución de (4.17), i.e. f(t);
tomando en cuenta que los parámetros Λσ̂(t), Γσ̂(t), Kσ̂(t)(t, τ), y Φσ̂(t)(t)1 son
conocidos. Es bien sabido que encontrar una solución analítica para este tipo de
ecuaciones es muy difícil, algunas veces imposible; además, la alternativa numé-
rica requiere un gasto computacional importante. En este trabajo, se presenta la
siguiente solución numérica.

Considere la representación en tiempo discreto, en un intervalo de tiempo
(tf, tf + T ]; de (4.17), i.e.

Λσ̂(t)f(ti) + ζΓσ̂(t)

N∑
k=1

Kσ̂(t)(ti, tk)f(tk) = Φσ̂(t)(ti), ∀i = 1, . . . ,N, (4.18)

donde ti = tf + ζi, ∀i = 1, . . . ,N, y ζ = T
N . De este modo, (4.18) se puede re-

escribir como: La condición de número de
una matriz proporciona una
medida de sensibilidad, de la
solución de un sistema de
ecuaciones lineales; a errores
en los datos. También
proporciona un indicador de la
exactitud de los resultados
debidos a la inversión
matricial. Valores de la
condición de número cercanos
a 1, indican un problema
bien-condicionado
(well-conditioned). La
condición de número puede ser
vista como la velocidad con la
cual, la solución f; cambiará
debido aΦ. Por lo tanto, si la
condición de número es
grande, pequeños errores enΦ
pueden ocasionar errores muy
grandes en f. En el otro
extremo, si la condición de
número es pequeña, el error en
f no será mucho más grande
que el error enΦ.

Kσ̂(t)(Λ, δΓ ,K)


f(t1)

f(t2)
...

f(tN)

 =


Φσ̂(t)(t1)

Φσ̂(t)(t2)
...

Φσ̂(t)(tN)

 , (4.19)

donde

Kσ̂(t)(Λ, δΓ ,K) =


Λσ̂(t) + ζΓσ̂(t)Kσ̂(t)(t1, t1) · · · ζΓσ̂(t)Kσ̂(t)(t1, tN)

ζΓσ̂(t)Kσ̂(t)(t2, t1) · · · ζΓσ̂(t)Kσ̂(t)(t2, tN)
...

. . .
...

ζΓσ̂(t)Kσ̂(t)(tN, t1) · · · Λσ̂(t) + ζΓσ̂(t)Kσ̂(t)(tN, tN)

 .

El problema de FId se reduce entonces al de resolver una ecuación matricial de
la forma Kf = Φ, para f. No obstante, el problema puede ser mal-condicionado
(ill-conditioned), si la condición de número (condition number) asociada con (4.19)
es grande.

1 El término ε(t) = ė12(t)−A21σ̂(t)
e11(t)−A22σ̂(t)

e12(t) contiene todos los errores computacio-
nales producidos por el proceso de estimación de estado continuo. Teóricamente, para los estados
x̄11(t) y x̄12(t), se tiene una estimación exacta.



48 slc : fd basada en observadores hosm , y fid vía eiv

Nota Importante 4.3 La condición de número está directamente relacionada con la con-
dición de identificabilidad de la falla. Es claro que una buena condición de número, i.e.
cerca de 1, permitirá resolver el problema de FId.

Para reducir la condición de número de K, es posible obtener una matriz P
(preconditioner), tal que la matriz P−1K tiene una condición de número más pe-
queña K. Sin embargo, P no puede ser expresada explícitamente. Esta tiene que
ser calculada con métodos iterativos (ver, e.g. [16]).

4.5 ejemplo numérico

Considere el mismo ejemplo dado en la Sección 2.6, Capítulo 2. Bajo las mismasLas simulaciones han sido
realizadas en Matlab

Simulink, con método de
discretización: Euler, y paso

de muestreo: 0.001[seg].

condiciones y con los mismos parámetros de diseño, se puede calcular, por medio
de simulaciones; la señal de residuo r+

σ̂(t)
(t). El comportamiento del criterio de

ocurrencia de falla r+
σ̂(t)

(t), para el caso libre de falla, i.e. f(t) = 0, se muestra en
la Figura 4.1.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

Tiempo [seg]

 

 

r+
σ̂(t)(t)

t4t2

t1 t3

Figura 4.1: Criterio de Ocurrencia de Falla - Caso sin Falla. Es claro que en los instantes de
conmutación, la condición (4.10) no se satisface, como se menciona en la Nota 4.2.

Considere ahora que ocurre una falla en el instante de tiempo t = 5[sec]. La
norma de la señal de residuo rσ̂(t)(t), para diferentes tipos de falla (oscilatoria,
abrupta, incipiente e intermitente), se muestra en la Figura 4.2.

Finalmente, los resultados, para cada tipo de falla, del esquema de FId propues-
to en (4.19), se muestra en la Figura 4.3.

4.6 conclusiones

En este capítulo se ha presentado una solución al problema de FDId en cierta
clase de SLC. La estrategia consiste en un generador de residuos, proporcionado
por un banco de observadores HOSM para resolver el problema de FD; mientras
que la solución de una EIV establece el esquema de FId. Resultados de simulación
avalan los métodos propuestos para diferentes tipos de fallas.
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Figura 4.2: Criterio de Ocurrencia de Falla - Caso con Fallas. El término
∥∥∥rσ̂(t)(t)∥∥∥ indica

cuando ha ocurrido la falla una vez que su valor excede el threshold r+
σ̂(t)

(t). Es
claro que las fallas son detectadas, casi; de forma inmediata. Para la falla intermitente,
Figura 4.2d, el término

∥∥∥rσ̂(t)(t)∥∥∥ permanece por debajo del threshold r+
σ̂(t)

(t), una
vez que la falla desaparece.



50 slc : fd basada en observadores hosm , y fid vía eiv

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

−15

−10

−5

0

5

10

15

Tiempo [seg]

 

 

f(t)

f̂(t)

(a) Falla Oscilatoria

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
−3

0

3

6

9

12

15

Tiempo [seg]

 

 

f(t)

f̂(t)

(b) Falla Abrupta

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
−2

0

2

4

6

8

10

12

14

16

Tiempo [seg]

 

 

f(t)

f̂(t)

(c) Falla Incipiente

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
−5

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

Tiempo [seg]

 

 

f(t)

f̂(t)

(d) Falla Intermitente

Figura 4.3: Identificación de Fallas. El esquema de FId proporciona una estimación aproxima-
da de la falla f(t). Es posible mejorar dicha estimación disminuyendo los errores
computaciones (paso de muestreo), y mejorando la condición de número de la matriz
Kσ̂(t)(Λ, δΓ ,K).
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5S N L : F D I B A S A D A E N
M U LT I - O B S E RVA D O R E S H O S M

Un problema de FDI para cierta clase de SNL se presenta en este capítulo. Se
propone, bajo ciertas propiedades estructurales del sistema, un esquema multi-
observador para resolver el problema. El valor de la inyección equivalente es
usado para FD, mientras que el esquema multi-modelo para realizar FI. El mé-
todo proporciona una rápida detección y aislamiento de fallas en actuadores y en
componentes. Un ejemplo numérico ilustra la efectividad del esquema propues-
to.

5.1 introducción

Inicialmente la investigación del problema de FDI se direccionó hacia los SL,
sin embargo, en las últimas décadas se han realizado diferentes estudios dirigi-
dos hacia SNL. Particularmente, los esquemas de FDI basados en observador han
tenido un mayor auge. En [24], [68], y [28]; se describen esquemas basados en
geometría diferencial, esquemas algebraicos, esquemas de control por realimen-
tación, para FD, respectivamente. Por otro lado, esquemas basado en estimación
adaptable también han sido desarrollados para FD, generación de residuos y FTC
(ver e.g. [65], [19] y [29]).

En el contexto de SMC las contribuciones más recientes se han presentado
en [66], [3], [55], y [4]. La mayoría de estos trabajos formulan el problema de FDI
como un problema de reconstrucción de entradas desconocidas con grado relativo
uno. En este capítulo se explotan las cualidades de los observadores HOSM y
se usa un esquema multi-modelo que permite aislar fallas, incluso si el grado
relativo cambia debido a dichas fallas.

El esquema multi-modelo presenta varias ventajas para el desarrollo de méto-
dos de FDI en sistemas complejos (ver e.g. [45], [60] y [54]). La razón principal
para usar este tipo de esquemas radica en que muchas veces no resulta práctico
representar el comportamiento del sistema, en casos de fallas; por medio de un
sólo modelo. La idea principal de este esquema es crear un conjunto de modelos
que contengan todas las posibles fallas en el sistema en forma de modelos locales
o sub-modelos, además del modelo libre de falla. Las fallas son identificadas por
medio de la estimación del modelo activo. Es evidente que algunas aplicaciones
requieren un gran número de modelos para representar todas las posibles fallas,
lo que resulta en un costo computacional elevado. No obstante, el esquema multi-
modelo ha sido aplicado en muchos problemas de FDI en sistemas aeroespaciales,
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incluyendo sistemas de control de vuelo en aviones [46], [17]; y en sistemas de
navegación [64].

Motivados por todo esto, y tomando en cuenta que el esquema multi-modelo
ha sido muy exitoso, en este capítulo se hace uso de multi-observadores HOSM
para estimar el estado del sistema en tiempo finito, se explota la información de
la inyección equivalente para resolver el problema de FD, y finalmente; usando el
esquema multi-modelo se resuelve el problema de FI.

5.2 planteamiento del problema

Considere el siguiente sistema no lineal sujeto a fallas, i.e.

ẋ(t) = f(x(t)) +Bu(t) + Fk(x(t))ωk(t), k = 1, . . . ,q,

y(t) = h(x(t)), ψ(t) = y(t) +n(t),
(5.1)

donde x(t) ∈ X ⊆ <n es el vector de estados, u(t) ∈ U ⊆ <p es el vector de
entradas, y(t) ∈ Y ⊆ <m el vector de salidas, y n(t) ∈ <m representa ruido
medible en el sentido de Lebesgue. La variable ψ(t) representa la verdadera infor-
mación que se obtiene de las mediciones de salida. El campo vectorial f(x(t)), y
la función h(x(t)) = [h1(x(t)) · · · hm(x(t))]T se asumen suficientemente suaves;
mientras que B = [B1 · · · Bp] ∈ <n×p es una matriz constante y conocida.

Se considera que los escenarios de fallas son conocidos a-priori, y que sus
efectos pueden ser modelados por medio de términos aditivos, i.e.

Fk(x(t))ωk(t) ∈ F, donde F = {F1(x(t))ω1(t), . . . , Fq(x(t))ωq(t)} . (5.2)

Por lo tanto, existen q posibles casos de fallas representados por q términos de
falla Fk(x(t))ωk(t). Dichos términos de falla pueden cambiar las propiedades
del sistema (fallas en componentes), y/o las propiedades de la entrada del sistema
(fallas en actuadores). Se asume que ωk(t) ∈ <m, y los m campos vectoriales de
Fk(x(t)), i.e. Fk(x(t)) =

[
Fk1(x(t)), . . . , Fkm(x(t))

]
, son suaves, casi en todos lados

(a.e.). Todas las posibles fallas permiten la existencia y unicidad de las soluciones
para todo t > 0.

Los problemas que se analizarán son los siguientes:

1. Detección de Fallas.

2. Aislamiento de Fallas.

5.3 multi-observadores hosm

En esta sección serán estudiados los diferentes tipos de fallas, así como el caso
libre de fallas; que pueden aparecer en el sistema (5.1). Entonces, se establecen
las condiciones para diseñar los observadores, en cada uno de los casos.

5.3.1 Caso Libre de Falla

El sistema (5.1), para el caso libre de fallas, toma la siguiente forma:

ẋ(t) = f(x(t)) +Bu(t),

y(t) = h(x(t)), ψ(t) = y(t) +n(t).
(5.3)

Considere que las siguientes suposiciones se satisfacen.
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Suposición 5.1 Los campos vectoriales f, las matrices B, y las funciones h, son tales que
∀x ∈ X, se satisface que:

d(Lk
f(x)hi(x))Bj = 0, ∀k < ri − 1, ∀i = 1, . . . ,m, ∀j = 1, . . . ,p,

d(Lri−1
f(x)

hi(x))Bj 6= 0, para al menos una 1 6 j 6 p, ∀i = 1, . . . ,m.
(5.4)

Defina los siguientes mapeos y sus correspondientes matrices Jacobianas

Φ(x(t)) =



h1(x(t))

Lf(x(t))h1(x(t))
...

L
r1−1
f(x(t))

h1(x(t))

...

hm(x(t))

Lf(x(t))hm(x(t))
...

Lrm−1
f(x(t))

hm(x(t))



⇒ ∂Φ(x(t))

∂x(t)
=



dh1(x(t))

dLf(x(t))h1(x(t))
...

dL
r1−1
f(x(t))

h1(x(t))

...

dhm(x(t))

dLf(x(t))hm(x(t))
...

dLrm−1
f(x(t))

hm(x(t))



. (5.5)

La Suposición 5.2 implica que
r1+ . . .+ rm = n.

Suposición 5.2 Asuma que la matriz Jacobiana en (5.5) es tal que rank
(
∂Φ(x)

∂x

)
= n,

∀x ∈ X. Más aún, el mapeo Φ(x) es un difeomorfismo ∀x ∈ X.

Con base en estas suposiciones, es posible diseñar el siguiente observador Previamente, en el Capítulo 3,
Sección 3.3, se ha presentado
este observador para el caso
SISO.˙̄x(t) = f(x̄(t)) +Bu(t) +

(
∂Φ(x̄(t))

∂x̄(t)

)−1

ν(t),

ȳ(t) = h(x̄(t)),
(5.6)

donde x̄(t) ∈ <n es el estado estimado, ȳ(t) ∈ < la salida estimada, y los tér-
minos de corrección se representan con ν(t) ∈ <n. Las soluciones de (5.6), se
entienden en el sentido de A. Filipov [30], para proporcionar la posibilidad de
usar señales discontinuas en el observador, y que las soluciones coincidan con las
soluciones usuales; cuando el lado derecho es continuo. También se asume que
los términos de corrección permiten la existencia y extensión de soluciones para
todo t > 0.

La siguiente suposición asegura la estimación exacta y en tiempo finito. Como se mencionó en la
Sección 3.3, para que el
sistema satisfaga la
Suposición 5.3, es necesario
que el sistema sea BIBS; o que
sea posible estabilizarlo de
alguna manera.

Suposición 5.3 Existen constantes conocidas {Mi}
m
i=1 > 0; tales que, la siguiente de-

sigualdad se satisface:∣∣∣{Lrif(x̄)hi(x̄) − Lrif(x)hi(x)}mi=1∣∣∣ < {Mi}
m
i=1 .

Los términos de corrección ν(t) serán diseñados haciendo uso del diferenciador
HOSM, como una dinámica auxiliar, i.e. El comportamiento del

diferenciador HOSM (5.7),
con presencia de ruido, se
describe en la Sección A.3,
Apéndice A.
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ϑ̇1,1 = ϑ1,2 −α1,1M
1
r1
1

⌈
ey1(t)

⌋ r1−1
r1 ,

ϑ̇1,j = ϑ1,j+1 −α1,jM
1

r1−j+1

1

⌈
ϑ1,j − ϑ̇1,j−1

⌋ r1−j
r1−j+1 , j = 2, . . . , r1 − 1,

ϑ̇1,r1 = −α1,r1M1
⌈
ϑ1,r1 − ϑ̇1,r1−1

⌋0 ,
...

ϑ̇m,1 = ϑm,2 −αm,1M
1
rm
m deym(t)c

rm−1
rm ,

ϑ̇m,j = ϑm,j+1 −αm,jM
1

rm−j+1
m

⌈
ϑm,j − ϑ̇m,j−1

⌋ rm−j
rm−j+1 , j = 2, . . . , rm − 1,

ϑ̇m,rm = −αm,rmMm
⌈
ϑm,rm − ϑ̇m,rm−1

⌋0 , (5.7)

donde
{
eyi(t)

}m
i=1

= {ȳi(t) −ψi(t)}
m
i=1, son los errores de salida. Entonces, los

términos de corrección se extraen de (5.7) como:

ν(t) =



−α1,1M
1
r1
1

⌈
ey1(t)

⌋ r1−1
r1

−α1,jM
1

r1−j+1

1

⌈
ϑ1,j − ϑ̇1,j−1

⌋ r1−j
r1−j+1 , j = 2, . . . , r1 − 1

−α1,r1M1
⌈
ϑ1,r1 − ϑ̇1,r1−1

⌋0
...

−αm,1M
1
rm
m deym(t)c

rm−1
rm

−αm,jM
1

rm−j+1
m

⌈
ϑm,j − ϑ̇m,j−1

⌋ rm−j
rm−j+1 , i = 2, . . . , rm − 1

−αm,rmMm
⌈
ϑm,rm − ϑ̇m,rm−1

⌋0


.

(5.8)

Las constantes {Mi}
m
i=1 son elegidas de acuerdo a la Suposición 5.3, mientras que

las contantes
{
αi,j
}m,ri
i=1,j=1 se eligen recursivamente de acuerdo con A. Levant

(ver Subsección 2.4.1).
Tomando en cuenta el diseño del observador, se puede establecer el siguiente

lema:

Lema 5.1 Considere que el observador (5.6), con los términos de corrección (5.8), es
aplicado al sistema (5.3); y que las Suposiciones 5.1-5.3 se satisfacen. Entonces, siempre
que las constantes

{
αi,j
}m,ri
i=1,j=1 sean elegidas apropiadamente, y {Mi}

m
i=1 satisfagan la

Suposición 5.3, el error de estimación de estado, convergerá a una β−vecindad del origen;
en tiempo finito, i.e. ‖e(t)‖ = ‖x̄(t) − x(t)‖ 6 β, para β > 01 y, ∀t ∈ [t∗, t1)2 ]

Prueba : Defina
{
ȳ
(j−1)
i (t) − yi

(j−1)(t)
}m,ri

i=1,j=1
=
{
Miεi,j(t)

}m,ri
i=1,j=1. Entonces, la diná-

mica del error de salida, se puede expresar como:

M1ε̇1,1 =M1ε1,2 −α1,1M
1
r1

1

⌈
M1ε1,1 −n1(t)

⌋ r1−1
r1 ,

M1ε̇1,j =M1ε1,j+1 −α1,jM
1

r1−j+1

1

⌈
M1ε1,j −M1ε̇1,j−1

⌋ r1−j

r1−j+1 , j = 2, . . . , r1 − 1,

M1ε̇1,r1 = Ψ1 (x̄, x,u) −α1,r1M1
⌈
M1ε1,r1 −M1ε̇1,r1−1

⌋0 ,

...

Mmε̇m,1 =Mmεm,2 −αm,1M
1
rm
m

⌈
Mmεm,1 −nm(t)

⌋ rm−1
rm ,

Mmε̇m,j =Mmεm,j+1 −αm,jM
1

rm−j+1
m

⌈
Mmεm,j −Mmε̇m,j−1

⌋ rm−j
rm−j+1 , j = 2, . . . , rm − 1,

Mmε̇m,rm = Ψm (x̄, x,u) −αm,rmMm
⌈
Mmεm,rm −Mmε̇m,rm−1

⌋0 , (5.9)

1 El parámetro β dependerá de la amplitud del ruido y de los parámetros de diseño del observador.
2 t∗ es el tiempo en el cual el observador ha convergido a cero.
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donde {Ψi (x̄, x,u)}mi=1 =
{
Lri
f(x̄)

hi(x̄) − L
ri
f(x)

hi(x)
}m
i=1

. Dividiendo (5.9) por Mi, se obtie-
nes las siguientes inclusiones diferenciales:

ε̇1,1 = ε1,2 −α1,1
⌈
ε1,1 −n1(t)/M1

⌋ r1−1
r1 ,

ε̇1,j = ε1,j+1 −α1,j
⌈
ε1,j − ε̇1,j−1

⌋ r1−j

r1−j+1 , j = 2, . . . , r1 − 1,

ε̇1,r1 ∈ [−1, 1] −α1,r1
⌈
ε1,r1 − ε̇1,r1−1

⌋0 ,

...

ε̇m,1 = εm,2 −αm,1
⌈
εm,1 −nm(t)/Mm

⌋ rm−1
rm ,

ε̇m,j = εm,j+1 −αm,j
⌈
εm,j − ε̇m,j−1

⌋ rm−j
rm−j+1 , j = 2, . . . , rm − 1,

ε̇m,rm ∈ [−1, 1] −αm,rm
⌈
εm,rm − ε̇m,rm−1

⌋0 , (5.10)

donde la forma del último renglón de cada bloque de inclusión se debe a la Suposición 5.3,
i.e. {Ψi (x̄, x,u)}mi=1 ∈ {[−Mi,Mi]}

m
i=1. Por lo tanto, del Teorema (Diferenciador HOSM con

ruido), existen parámetros
{
αi,k
}m,ri
i=1,k=1, y un tiempo t∗ > 0 tal que, para todo t > t∗∣∣∣{εi,j(t)}m,ri

i=1,j=1

∣∣∣ 6 {ξi,jMiγri−j+1i

}m,ri

i=1,j=1
, (5.11)

para algunas constantes positivas
{
ξi,j
}m,ri
i=1,j=1 y {γi}

m
i=1. Entonces, de acuerdo con A. Las constantes positivas

{γi}
m
i=1 son tales que∣∣{ni(t)}mi=1∣∣ 6{

kniMiγ
ri
}m
i=1

y
h 6 khγ, con kni ,kh
constantes positivas (ver el
Teorema A.1, Sección A.3,
Apéndice A).

Levant [39], cada elemento de la dinámica (5.10), converge a una región cerca de cero, pro-
porcional a la magnitud del ruido; en tiempo finito. Note que cada εi,k(t) se encuentra
acotada por ξi,jMiγri−j+1, en otros palabras; cada εi,j(t) se encuentra dentro de una ve-
cindad de radio ξi,jMiγri−j+1. Así, de acuerdo con la Suposición 5.2; es posible encontrar
una β−vecindad de x, i.e.

N(x,β) = {x̄(t) ∈ <n| ‖x(t) − x̄(t)‖ 6 β} . (5.12)

Es claro que el valor de β dependerá de las constantes
{
ξi,j
}m,ri
i=1,j=1, y de la manera en

que los elementos de ν se combinan debido a la matriz
(
∂Φ(x̄(t))

∂x̄(t)

)−1

. No obstante, β

siempre puede ser calculada ya que depende de los parámetros del observador y de la
amplitud del ruido. �

Para conocer cuando ha convergido el observador a la β−vecindad, como se
vio en la Subsección 3.4.1, Capítulo 3; es suficiente con verificar que se satisfaga
la siguiente desigualdad:

‖ey(t)‖ 6 ξM+γr
+

, ∀t ∈ [0, ξth) , (5.13)

donde ey(t) = ȳ(t) −ψ(t), ξ y ξt son constantes positivas, γ es una constante
positiva tal que ‖n(t)‖ 6 knM+γr

+
y h 6 khγ, con kn,kh constantes positivas

(ver el Teorema A.1, Sección A.3, Apéndice A); M+ = máx∀i=1,...,m(Mi), y r+ = Es natural estimar las
constantes ξ, ξt; a través de
simulaciones.

máx∀i=1,...,m(ri). Por lo tanto, cuando (5.13) se satisfaga, el observador habrá
convergido, y t∗ = ξth.

5.3.2 Caso de Falla en Componentes

Considere que el sistema (5.1) presenta fallas en componentes, i.e. Fk(x(t))ωk(t) =
∆kfk(x(t)), donde ∆k ∈ <n×n es una matriz de distribución y fk(x(t)) son cam-
pos vectoriales que contienen dicha falla. De este modo, el sistema (5.1) toma la
siguiente forma:

ẋ(t) = f∆,k(x(t)) +Bu(t),

y(t) = h(x(t)), ψ(t) = y(t) +n(t),
(5.14)
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donde f∆,k(x(t)) = f(x(t)) + ∆kfk(x(t)). Se asume que la Suposición 5.1 y Su-
posición 5.2 se satisfacen para el nuevo campo vectorial f∆,k(x(t)). Entonces, es
posible diseñar el siguiente observador

˙̄x(t) = f∆,k(x̄(t)) +Bu(t) +

(
∂Φ(x̄(t))

∂x̄(t)

)−1

ν(t),

ȳ(t) = h(x̄(t)),
(5.15)

donde los términos de corrección ν(t) se diseñan de acuerdo a (5.8), con un nuevo

conjunto de ganancias
{
Mi,f∆,k

}m
i=1

, satisfaciendo la siguiente suposición.

Suposición 5.4 Existen constantes conocidas
{
Mi,f∆,k

}m
i=1

> 0; tales que, la siguiente
desigualdad se satisface:∣∣∣{Lrif∆,k(x̄)

hi(x̄) − L
ri
f∆,k(x)

hi(x)
}m
i=1

∣∣∣ < {Mi,f∆,k

}m
i=1

.

Entonces, de acuerdo al Lema 5.1, el error de estimación de estado convergerá a
una βf∆,k−vecindad, proporcional a la magnitud del ruido; en tiempo finito, i.e.
‖x(t) − x̄(t)‖ 6 βf∆,k , para βf∆,k > 0 y ∀t > t∗f∆,k

3.

5.3.3 Caso de Falla en Actuadores

Considere que el sistema (5.1) tiene alguna falla en actuadores, i.e. Fk(x(t))ωk(t) =
Baku(t), donde Bak son matrices conocidas que reflejan el nivel de falla. Así, el
sistema (5.1) presenta la siguiente estructura

ẋ(t) = f(x(t)) +B∆,ku(t),

y(t) = h(x(t)), ψ(t) = y(t) +n(t), ,
(5.16)

donde B∆,k = B + Bak . Asumiendo que la Suposición 5.1 y Suposición 5.2 se
satisfacen para la nueva matriz B∆,k, entonces; se puede diseñar el siguiente
observador:

˙̄x(t) = f(x̄(t)) +B∆,ku(t) +

(
∂Φ(x̄(t))

∂x̄(t)

)−1

ν(t),

ȳ(t) = h(x̄(t)),
(5.17)

donde los términos de corrección ν(t) se diseñan de acuerdo a (5.8), para un

conjunto de ganancias
{
Mi,B∆,k

}m
i=1

, satisfaciendo la siguiente suposición.

Suposición 5.5 Existen constantes conocidas
{
Mi,B∆,k

}m
i=1

> 0; tales que, la siguiente
desigualdad se satisface:∣∣∣{Lrif(x̄)hi(x̄) − Lrif(x)hi(x)}pi=1∣∣∣ < {Mi,B∆,k

}m
i=1

.

Por lo tanto, de acuerdo al Lema 5.1, el error de estimación de estado convergerá
a una βB∆,k−vecindad, proporcional a la magnitud del ruido; en tiempo finito,
i.e. ‖x(t) − x̄(t)‖ 6 βB∆,k , para βB∆,k > 0 y ∀t > t∗B∆,k

4.

3 t∗f∆,k
es el tiempo de convergencia del observador (5.15), a la βf∆,k−vecindad, defina por las cons-

tantes
{
ξi,j
}m,ri
i=1,j=1, las ganancias

{
Mi,f∆,k

}m
i=1

, y la amplitud del ruido.
4 t∗B∆,k

es el tiempo de convergencia del observador (5.17), a la βB∆,k−vecindad, defina por las cons-

tantes
{
ξi,j
}m,ri
i=1,j=1, las ganancias

{
Mi,B∆,k

}m
i=1

, y la amplitud del ruido.
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5.3.4 Banco de Observadores

De acuerdo a lo propuesto en la Subsección 5.3.1, Subsección 5.3.2 y Subsec-
ción 5.3.3, es posible diseñar el siguiente banco de q + 1 observadores HOSM,
i.e. Para que todas las trayectorias

generadas por los observadores
(5.18) estén bien definidas, se
asume que la Suposición 3.1 y
la Suposición 3.4 se satisfacen.

˙̄xσ(t) = fσ(x̄σ(t)) +Bσu(t) +
(
∂Φσ(x̄σ(t))

∂x̄σ(t)

)−1

νσ(t),

ȳσ(t) = h(x̄σ(t)),
(5.18)

con el vector de estados estimados x̄σ(t) ∈ <n, la salidas estimadas ȳσ(t) ∈ <m,
y los términos de corrección νσ ∈ <n, ∀σ = 0, 1, . . . ,q. La estructura de fσ y Bσ
dependerá del tipo de falla que se considere5.

Nota Importante 5.1 El vector de grado relativo (r1, . . . , rm) puede cambiar debido
a las diferentes fallas. Sin embargo, mientras la Suposición 5.1 y la Suposición 5.2, se
satisfagan, siempre será posible diseñar un observador que converja en tiempo finito.

5.4 detección y aislamiento de fallas

Defina el error de estimación de salida como:{
ȳ
(j−1)
σi (t) − yi

(j−1)(t)
}m,ri

i=1,j=1
=
{
εσi,j(t)

}m,ri
i=1,j=1 , ∀σ = 0, 1, . . . ,q. (5.19)

Suponga que el escenario activo es el correspondiente al caso libre de falla. Por lo
tanto, la dinámica del error de salida, entre el sistema (5.3) y el observador σ = 0;
está dada por: La dinámica del error de

salida, entre el sistema (5.3) y
el resto de los observadores, no
presenta una estructura en
particular. Sin embargo, si los
mapeos de observabilidad son
los mismos para cada σ, la
dinámica del error
correspondiente a cada
observador, será igual a (5.20).
No obstante, los términos{
L
ri
f(x̄σ)

hi(x̄σ)−L
ri
f(x)
hi(x)

}m
i=1

serán diferentes, σ 6= 0,
debido a la estructura del
sistema.

ε̇01,1 = ε01,2 −α1,1M
1
r1
01

⌈
ε01,1 − v1(t)

⌋ r1−1
r1 ,

ε̇01,j = ε01,j+1 −α1,jM
1

r1−j+1

01

⌈
ε01,j − ε̇01,j−1

⌋ r1−j
r1−j+1 , j = 2, . . . , r1 − 1,

ε̇01,r1 = L
r1
f(x̄0)

h1(x̄0) − L
r1
f(x)

h1(x) −α1,r1M01
⌈
ε01,r1 − ε̇01,r1−1

⌋0 ,

...

ε̇0m,1 = ε0m,2 −αm,1M
1
rm
0m

⌈
ε0m,1 − vm(t)

⌋ rm−1
rm ,

ε̇0m,j = ε0m,j+1 −αm,jM
1

rm−j+1

0m

⌈
ε0m,j − ε̇0m,j−1

⌋ rm−j
rm−j+1 , j = 2, . . . , rm − 1,

ε̇0m,rm = Lrm
f(x̄0)

hm(x̄0) − L
rm
f(x)

hm(x) −αm,rmM0m
⌈
ε0m,rm − ε̇0m,rm−1

⌋0 .

(5.20)

De (5.20), todos los términos
{
ε0i,ri(t)

}m
i=1

están afectados directamente por los

términos discontinuos
{
εν0i,ri(t)

}m
i=1

=
{⌈
ε0i,ri − ε̇0i,ri−1

⌋0}m
i=1

. Cuando la es-

timación de estado se alcanza, los términos discontinuos
{
εν0i,ri(t)

}m
i=1

toman el
valor de la inyección equivalente, y, para el caso sin ruido; son iguales a cero en
promedio, i.e.

0 = −α1,r1M01ε
νeq
01,r1

(t),

0 = −α2,r2M02ε
νeq
02,r2

(t),

...

0 = −αm,rmM0mε
νeq
0m,rm(t). (5.21)

5 El observador σ = 0 corresponde al caso libre de falla.
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De este modo, tomando en cuenta ahora el efecto del ruido y lo establecido en el
Teorema A.1, Sección A.3, Apéndice A; (5.21) se re-escribe como:

ξ01,r1+1M01γ
2
01
>
∣∣∣α1,r1M01ε

νeq
01,r1

(t)
∣∣∣ ,

ξ02,r2+1M02γ
2
02
>
∣∣∣α2,r2M02ε

νeq
02,r2

(t)
∣∣∣ ,

...

ξ0m,rm+1M0mγ
2
0m
>
∣∣∣αm,rmM0mε

νeq
0m,rm(t)

∣∣∣ . (5.22)

Entonces, las inyecciones equivalentes satisfacen las siguientes desigualdades:∣∣∣ενeq01,r1
(t)
∣∣∣ 6 ξ01,r1+1

α1,r1
γ201 , ∀t > t∗∣∣∣ενeq02,r2

(t)
∣∣∣ 6 ξ02,r2+1

α2,r2
γ202 , ∀t > t∗

...∣∣∣ενeq0m,rm(t)
∣∣∣ 6 ξ0m,rm+1

αm,rm
γ20m , ∀t > t∗. (5.23)

De acuerdo con las explicaciones previas, sólo la inyección equivalente que co-
rresponde al observador σ = 0 cumplirá las desigualdades (5.23). En general, la
dinámica del error de salida generada por el resto de los observadores no tendrá
la estructura (5.20), debido a la diferencia entre las dinámicas de cada escenario,
y debido también a que el vector de grado relativo puede cambiar en cada escena-
rio, además; la Suposición 5.1, Suposición 5.2, Suposición 5.4 o Suposición 5.5, no
necesariamente se satisfacen para un escenario distinto. Consecuentemente, las
trayectorias asociadas con los observadores σ 6= 0, serán diferentes de aquellas
generadas en el escenario activo, por lo tanto; las inyecciones correspondientes
no cumplirán (5.23).

Sin embargo, para el caso particular en el que dos mapeos de observabilidad
sean iguales, e.g. para el escenario σ = 1; ambas dinámicas de error de salida ten-
drán la estructura (5.20). Por lo tanto, las expresiones para

{
ε1i,ri(t)

}m
i=1

estarán
dadas por:

ε̇11,r1 = L
r1
f(x̄1)

h1(x̄1) − L
r1
f(x)

h1(x) −α1,r1M11ε
ν
11,r1(t),

ε̇12,r2 = L
r2
f(x̄1)

h2(x̄1) − L
r2
f(x)

h2(x) −α2,r2M12ε
ν
12,r2(t),

...

ε̇1m,rm = Lrm
f(x̄1)

hm(x̄1) − L
rm
f(x)

hm(x) −αm,rmM1mε
ν
1m,rm(t). (5.24)

Es claro que si las ganancias
{
M1i
}m
i=1

, se diseñan tal que
{
L
ri
f(x̄1)

hi(x̄1) − L
ri
f(x)

hi(x)}
m
i=1 6

{
M1i
}m
i=1

se satisface para el escenario σ = 0, entonces; el observa-
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dor σ = 1 también estimará el estado con un error proporcional a la magnitud
del ruido. De este modo, (5.24) se puede escribir como:

ξ11,r1+1M11γ
2
11
>
∣∣∣Lr1f(x̄1)h1(x̄1) − Lr1f(x)h1(x)∣∣∣︸ ︷︷ ︸∣∣∣ε11 ∣∣∣

+
∣∣∣α1,r1M11ε

νeq
11,r1

(t)
∣∣∣ ,

ξ12,r2+1M12γ
2
12
>
∣∣∣Lr2f(x̄1)h2(x̄1) − Lr2f(x)h2(x)∣∣∣︸ ︷︷ ︸∣∣∣ε12 ∣∣∣

+
∣∣∣α2,r2M12ε

νeq
12,r2

(t)
∣∣∣ ,

...

ξ1m,rm+1M1mγ
2
1m
>
∣∣∣Lrmf(x̄1)hm(x̄1) − L

rm
f(x)

hm(x)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

|ε1m |

+
∣∣∣αm,rmM1mε

νeq
1m,rm(t)

∣∣∣ ,
donde

{
ε1i
}p
i=1

son las diferencias en el modelo correspondientes al observador
σ = 1 (recuerde que el escenario activo es el σ = 0).

El siguiente lema establece la clase de fallas que pueden ser detectadas y aisla-
das, para el caso de mapeos de observabilidad iguales, para diferentes valores de
σ.

Lema 5.2 Sea el banco de observadores (5.18) aplicado al sistema (5.1)-(5.2). Para to-
da η 6= λ, posibles escenarios del sistema; con la propiedad de tener el mismo mapeo
de observabilidad, si las trayectorias

{
εηi
}m
i=1

y
{
ελi
}m
i=1

son suficientemente gran-
des fuera de su correspondiente escenario, entonces; las fallas η y λ pueden ser detec-
tadas y aisladas por medio de ενeqη (t) =

[
ε
νeq
η1,r1(t), · · · , ενeqηm,rm(t)

]T
y ενeqλ (t) =[

ε
νeq
λ1,r1

(t), · · · , ενeqλm,rm(t)
]T

. ]

Prueba : Es claro que si los escenarios η y λ tienen el mismo mapeo de observabilidad,
sus correspondientes dinámicas de error de salida tendrán las estructura (5.20), y la única
diferencia vendrá de los términos {εηi }

m
i=1 y

{
ελi
}m
i=1. Por lo tanto, si la diferencia entre

los modelos es suficientemente grande fuera de su correspondiente escenario, entonces; su-
poniendo que el escenario activo es η, su correspondiente inyección equivalente cumplirá
con las siguientes desigualdades:∣∣∣ενeqη1,r1(t)

∣∣∣ 6 ξη1,r1+1

α1,r1
γ2η1 <

ξλ1,r1+1

α1,r1
γ2λ1 +

1

α1,r1M11

∣∣ελ1 ∣∣ ,∣∣∣ενeqη2,r2(t)
∣∣∣ 6 ξη2,r2+1

α2,r2
γ2η2 <

ξλ2,r2+1

α2,r2
γ2λ2 +

1

α2,r2M12

∣∣ελ2 ∣∣ ,
...∣∣∣ενeqηm,rm(t)

∣∣∣ 6 ξηp,rm+1

αm,rm
γ2ηm <

ξλm,rm+1

αm,rm
γ2λm +

1

αm,rmM1m

∣∣ελm ∣∣ . (5.25)

Note que todos los términos que dependen de la amplitud del ruido tienen el mismo orden, Para el caso de mapeos de
observabilidad diferentes, las
desigualdades (5.25) se
satisfacen trivialmente.

i.e. O(γ2λi), por lo tanto; el orden de los términos
{
ελi
}m
i=1 tiene que ser notablemente

más grande para poder detectar y aislar las fallas η y λ. De este modo, las fallas serán
distinguibles por medio de la información de ενeqη (t) y ενeqλ (t). �

De esta manera, como en la Subsección 2.5.3, los términos νσ(t) serán usados
para establecer la evaluación de residuos. Los residuos tienen la estructura pro-
puesta en (2.52), i.e. La construcción de los

residuos rj(τ) se presenta en
(2.50), Subsección 2.5.3.

Rσ(t) =
1

∆T

∫t
t−∆T

rσ(τ)dτ, ∀σ = 0, . . . ,q, (5.26)
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donde ∆T es una ventana de tiempo a diseñar. Entonces, el criterio de FDI se
establece como el valor de σ̂ para el cual Rσ(t) es mínimo, i.e.

σ̂ = arg mı́n
σ
Rσ(t). (5.27)

Así, σ̂ representa el escenario activo. Evidentemente, cada residuo es sensible, i.e.
satisface (5.23) o (5.25), dependiendo de los mapeos de observabilidad; únicamen-
te al escenario correspondiente. De este modo, es posible resolver el problema de
FDI usando la información de la inyección equivalente (detección) y el esquema
multi-observador (aislamiento).

Nota Importante 5.2 De nueva cuenta, la estimación de νσeq(t) es proporcionada por
el filtro paso-bajas propuesto en (2.54), Subsección 2.5.3. En este caso, además de otorgar
una estimación de νσeq(t); el filtro reduce el efecto del ruido.

Nota Importante 5.3 Para el caso de que exista una falla fuera de F, si esta satisface
la Suposición 5.1, y las suposiciones correspondientes al caso de falla en componentes o
en actuadores, para algún observador previamente diseñado, dicho observador estimará el
estado. Sin embargo, las inyecciones equivalentes se verán afectadas por esta falla, y
debido a sus propiedades, será posible concluir que una falla fuera de F está activa en el
sistema, i.e. FD pero no FI.

Por el contrario, si la falla no satisface la Suposición 5.1, ya sea para el caso de falla
en componentes o en actuadores; ningún observador estimará el estado cuando dicha falla
esté activa. Sin embargo, la FD aún se podrá llevar acabo debido a las propiedades de la
inyección equivalente.

Nota Importante 5.4 Para el caso de incertidumbres en el modelo, es evidente que se re-
quiere un estudio más detallado y formal, ya que las incertidumbres afectan directamente,
y posiblemente de formas distintas; a los residuos propuestos. Por otro lado, el diseño de re-
siduos tendría que cambiar o tendría que ser necesario realizar un estudio, e.g. estadístico;
del efecto de las incertidumbres en los residuos, y de esta forma; establecer algunos um-
brales (thresholds) que permitan realizar el proceso de FDI. Sin embargo, para mostrar
que el esquema aquí propuesto puede funcionar, bajo ciertas incertidumbres; se presentan
algunos resultados de simulación.

5.5 ejemplo numérico

Considere el sistema MRA de la Figura 5.1. La dinámica del sistema se puede

Figura 5.1: Diagrama del Sistema MRA.
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representar como:


ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)

 =


x2(t)

−
k1 + k2
m1

x1(t) +
k2
m1

x3(t)

x4(t)
k2
m2

x1(t) −
k2 + k3
m2

x3(t) −
b
m2

tanh(x4(t))

+


0
1

m1
0

0

u(t),

donde x(t) = [ p1(t) ṗ1(t) p2(t) ṗ2(t) ]T es el vector de estado, u(t) = Fu Las variables p1 y p2
describen las posiciones, Fu es
la fuerza de entrada actuando
en el sistema,m1 ym2 son
las masas, k1, k2 y k3
representan las constantes
elásticas de los resortes, y b es
el coeficiente de fricción seca.

es la entrada, y(t) =
[
x1(t) x3(t)

]T
el vector de salidas. Los parámetros del

sistema MRA se muestran en la Tabla 5.1. Las condiciones iniciales son x(0) =

[0 0 0 0]T .

Parámetro Valor Unidades

m1 1.28 kg

m2 1.05 kg

k1 450 N/m

k2 175 N/m

k3 450 N/m

b 15 Ns/m

Tabla 5.1: Parámetros del Sistema MRA.

La simulación consiste de 3 escenarios: el caso libre de falla, seguido de una
falla en actuador (10% de su capacidad) a los 5[seg], y finalmente, a los 10[seg]
una falla en componentes (resorte 1 completamente dañado) adicional a la falla
en actuador. A continuación se diseñan los observadores correspondientes. Las simulaciones han sido

realizadas en Matlab

Simulink, con método de
discretización: Euler, y paso
de muestreo: 0.001[seg].

5.6 observador libre de falla

Considere el caso libre de falla (σ = 0). Es fácil ver que la matriz Jacobiana

(5.5) es
∂Φ0(x̄0)

∂x̄0
= I4, cuyo rango es igual a 4 ∀x̄0 ∈ X ⊆ <4. Por lo tanto, la

Suposición 5.2 se satisface. En cuanto a la Suposición 5.1, todo sistema mecánico
satisface dicha suposición.

Entonces, el observador σ = 0 toma la siguiente forma:


˙̄x01(t)
˙̄x02(t)
˙̄x03(t)
˙̄x04(t)

 =


x̄02(t)

−
k1 + k2
m1

x̄01(t) +
k2
m1

x̄03(t)

x̄04(t)
k2
m2

x̄01(t) −
k2 + k3
m2

x̄03(t) −
b
m2

tanh(x̄04(t))

+


0
1

m1
0

0

u(t)

+

(
∂Φ0(x̄0)

∂x̄0

)−1

ν0(t),

ȳ0(t) =
[
x̄01(t) x̄03(t)

]T
,

con condiciones iniciales x̄0(0) = [0.1 0.1 0.1 0.1]T . Los términos de corrección se
diseñan con r1 = r2 = 2 (grado relativo correspondiente a cada salida), y; con
base en la aceleración del sistema y el error en condiciones iniciales, las ganancias
M01 = 1 y M02 = 0.5 son tales que la 5.3 se satisface para cada salida.
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5.7 observador falla en actuador

Considere el caso en el que ocurre una falla en actuador (σ = 1), correspon-
diente al 10% de su capacidad, i.e. F1(x)ω1 = Ba1u. De este modo, la dinámica
del sistema presenta la siguiente estructura:


ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)

 =


x2(t)

−
k1 + k2
m1

x1(t) +
k2
m1

x3(t)

x4(t)
k2
m2

x1(t) −
k2 + k3
m2

x3(t) −
b
m2

tanh(x4(t))

+


0
0.1
m1
0

0

u(t).

Es evidente que el mapeo de observabilidad es el mismo que para el caso libre
de falla. Por lo tanto, la Suposición 5.2 y Suposición 5.1 se satisfacen. Entonces, el
observador σ = 1 toma la siguiente forma:


˙̄x11(t)
˙̄x12(t)
˙̄x13(t)
˙̄x14(t)

 =


x̄12(t)

−
k1 + k2
m1

x̄11(t) +
k2
m1

x̄13(t)

x̄14(t)
k2
m2

x̄11(t) −
k2 + k3
m2

x̄13(t) −
b
m2

tanh(x̄14(t))

+


0
0.1
m1
0

0

u(t)

+

(
∂Φ1(x̄1)

∂x̄1

)−1

ν1(t),

ȳ1(t) =
[
x̄11(t) x̄13(t)

]T
,

con condiciones iniciales x̄1(0) = [0.1 0.1 0.1 0.1]T . Los términos de corrección se
diseñan con r1 = r2 = 2, y las ganancias M1,f∆,1 = 1 y M2,f∆,1 = 0.5 tales que la
5.3 se satisface para cada salida.

5.8 observador falla en actuador + componente

Considere el caso en el que, adicional a la falla en actuador, ocurre una falla
en componentes (σ = 2), correspondiente a la perdida del efecto del resorte 1, i.e.
F2(x)ω2 = Ba1u+∆2f2(x). Así, la dinámica del sistema toma la siguiente forma:


ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)

 =


x2(t)

−
k2
m1

x1(t) +
k2
m1

x3(t)

x4(t)
k2
m2

x1(t) −
k2 + k3
m2

x3(t) −
b
m2

tanh(x4(t))

+


0
0.1
m1
0

0

u(t).
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El mapeo de observabilidad es el mismo que para el caso libre de falla. De este
modo, la Suposición 5.2 y Suposición 5.1 se satisfacen de igual forma. Entonces,
el observador σ = 2 toma la siguiente forma:


˙̄x21(t)
˙̄x22(t)
˙̄x23(t)
˙̄x24(t)

 =


x̄22(t)

−
k2
m1

x̄21(t) +
k2
m1

x̄23(t)

x̄24(t)
k2
m2

x̄21(t) −
k2 + k3
m2

x̄23(t) −
b
m2

tanh(x̄24(t))

+


0
0.1
m1
0

0

u(t)

+

(
∂Φ1(x̄2)

∂x̄2

)−1

ν2(t),

ȳ2(t) =
[
x̄21(t) x̄23(t)

]T
,

con condiciones iniciales x̄2(0) = [0.1 0.1 0.1 0.1]T . Los términos de corrección se
diseñan con r1 = r2 = 2, y las ganancias M1,B∆,2 = 1 y M2,B∆,2 = 0.5 tales que la
5.3 se satisface para cada salida. Los resultados se muestran en la Figura 5.2.

Para mostrar el desempeño del esquema de FDI frente a incertidumbres en el
modelo, considere el siguiente sistema MRA incierto:


ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)

 =


x2(t)

−
k1 + k2
m1

x1(t) +
k2
m1

x3(t)

x4(t)
k2
m2

x1(t) −
k2 + k3
m2

x3(t) −
b
m2

tanh(x4(t))

+


0
1

m1
0

0

u(t)

+


0 0 0 0

20 0 10 0

0 0 0 0

10 0 20 2

 x(t),

donde el último término representa incertidumbre. Para esta simulación las ga-
nancias de los observadores se eligen como: M01 = 10 y M02 = 5 para el caso
libre de falla; M1,f∆,1 = 10 y M2,f∆,1 = 5, para falla en actuador; M1,B∆,2 = 10

y M2,B∆,2 = 5 para el caso de actuador + componente. La constante del filtro
τσ = 0.06 para cada observador, y ∆T = 0.1. Los resultados se presentan en la
Figura 5.2d.

5.9 conclusiones

Para resolver el problema de FDI en una clase de SNL se ha propuesto una
combinación de observadores HOSM y un esquema multi-modelo. Bajo condicio-
nes estructurales del sistema, y haciendo uso de las propiedades principales de
los observadores HOSM; el valor de la inyección equivalente es usado para cons-
truir residuos que permiten la detección de ciertas fallas actuando en el sistema.
Para el problema de FI se propone un esquema multi-modelo que permite aislar
dichas fallas. El método proporciona una rápida detección y aislamiento de fallas
en actuadores y en componentes, además; se ha estudiado el problema conside-
rando ruido en la medición. La eficiencia del método propuesto queda ilustrada
por medio de simulaciones.
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Figura 5.2: Esquema de FDI. En la Figura 5.2a se presenta la salida con un ruido generado
por la suma de sinusoides de alta frecuencia y amplitud 3 × 10−3. La Figura 5.2b
muestra los residuos y el criterio de detección con la constante de tiempo del filtro
(2.54), Subsección 2.5.3, τσ = 0.06 para σ = 0, 1, 2; y el parámetro correspondiente
a la venta de tiempo de los residuos ∆T = 0.01. En la Figura 5.2c se presentan los
residuos y el criterio de detección para τσ = 0.0775 para σ = 0, 1, 2 (la mejora en el
criterio de detección es evidente). Finalmente, el caso con incertidumbres se muestra en
la Figura 5.2d. Es evidente que el esquema propuesto puede funcionar para cierto tipo
de incertidumbres.



Sólo existe una persona capaz de librarnos
de las barreras que nos detienen,

esa persona es uno mismo.

— H.R.B.

Parte III

C O N C L U S I O N E S F I N A L E S

Se han presentado diferentes esquemas de observación para ciertas
clases de sistemas conmutados. Los esquemas propuestos basan su es-
timación del estado continuo en observadores HOSM y tipo-Luenberger,
mientras que el estado discreto es estimado a través de las propiedades
de la inyección equivalente, para la (conmutación no-autónoma), y de la
información del estado continuo para el caso de (conmutación autónoma).
Bajo ciertas propiedades estructurales del sistema, se puede conseguir
una estimación exacta y en tiempo finito del estado (continuo y dis-
creto). Finalmente, se proporcionan un par de soluciones al problema
de detección y aislamiento de fallas (en sistemas conmutados y sistemas
no-lineales), basadas en los esquemas de observación propuestos.





Parte IV

A P É N D I C E S





AC O N C E P T O S P R E L I M I N A R E S

En este apéndice se presentan los conceptos preliminares que se usaron a lo
largo de este trabajo. Se introducen algunas definiciones de observabilidad fuerte,
detectabilidad fuerte, ceros invariantes, grado relativo; para SL. Por otro lado,
en cuanto a SH; se introducen definiciones y conceptos acerca de autómatas
híbridos. Finalmente, se introducen un teorema que describe el comportamiento
del diferenciador HOSM en condiciones de ruido.

a.1 conceptos para sistema lineales

Considere el siguiente SLIT:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ew(t),

y = Cx(t), (A.1)

donde x(t) ∈ <n es el vector de estados, y(t) ∈ <m es la salida, w(t) ∈ <m

es la entrada desconocida, mientras que A, C y E son matrices conocidas con
dimensiones correspondientes. En este caso, sin perdida de generalidad, se puede
asumir que u(t) = 0.

Definición A.1 [59] El sistema (A.1) se dice fuertemente observable si para cualquier
condición inicial x(0) y para toda entrada desconocida w(t), la igualdad y(t) ≡ 0 ∀t > 0,
implica que x(t) ≡ 0 ∀t > 0.

Definición A.2 [59] El sistema (A.1) se dice fuertemente detectable si para cualquier
condición inicial x(0) y para toda entrada desconocida w(t), la igualdad y(t) ≡ 0 ∀t > 0,
implica que x(t)→ 0 cuando t→∞.

Definición A.3 [59] El número complejo s0 ∈ C se dice un cero invariante de la
tripleta (A,E,C), si rank(R(s0)) < n+ rank(E), donde R(s) representa la matriz de
Rosenbrock del sistema (A.1), i.e.

R(s) =

[
sI−A −E

C 0

]
.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes [34]:

i) El sistema (A.1) es fuertemente observable.

ii) La tripleta (A,E,C) no tiene ceros invariantes.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes [34]:

i) El sistema (A.1) es fuertemente detectbale.
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ii) El sistema (A.1) es de fase-mínima (i.e. los ceros invariantes de la tripleta
(A,E,C) satisfacen Re {s} < 0).

Con base en lo anterior, se pueden definir los ceros invariantes inestables del
sistema (A.1), como el conjunto de ceros invariantes de la tripleta (A,E,C) que
satisfacen Re {s} > 0. Más aún, si existen ceros invariantes inestables, entonces el
sistema (A.1) no es fuertemente detectable y es de fase-no mínima.

Para el caso E = 0, las nociones de observabilidad y detectabilidad fuerte, coinciden
con las de observabilidad y detectabilidad, respectivamente. Defina la matriz de
observabilidad, i.e.

O =
[
CT , (CA)T , · · · , (CAn−1)T

]T
.

El sistema (A.1) es observable, independientemente de la entrada desconocida;
si y sólo si rank(O) = n. El subespacio no-observable del par (C,A) se denota por
N y se define como N = ker(O).

Definición A.4 [59] El valor λ0 ∈ = se dice un eigenvalor (C,A)-no-observable si

rank

(
λ0I−A

C

)
< n.

Definición A.5 [59] Un punto x0 se dice débilmente no-observable si existe una
entrada w(t), tal que, la salida correspondiente satisface yw(t, x0) ≡ 0 ∀t > 0. El
conjunto de todos los puntos débilmente no-observables del sistema (A.1) se denotan
por V∗ y se denomina como el subespacio débilmente no-observable.

El subespacio débilmente no-observable satisface las siguientes relaciones:

AV∗ ⊂ V∗ ⊕ E, CV∗ = 0, (A.2)

donde E denota la imagen de E. Para cualquier subespacio (A,E)− invariante de
salida nula, existe un mapeo K̄ : X→W, tal que

(A+ EK̄)V∗ ⊂ V∗, CV∗ = 0. (A.3)

Definición A.6 [34] La salida y(t) se dice que tiene un vector de grado relativo (r1, . . . , rm),
con respecto a la entrada desconocida w(t), si

ciA
kE = 0, ∀k < ri − 1, (A.4)

ciA
ri−1E 6= 0, ∀i = 1, . . . ,m. (A.5)

y

Q =


c1A

r1−1E1 · · · c1A
r1−1Em

. . .

cmA
rm−1E1 · · · cmA

rm−1Em

 , detQ 6= 0, (A.6)

donde ci es el i− ésimo renglón de la matriz C, y Ej es la j− ésima columna de la
matriz E.
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Ahora, se presenta una transformación para descomponer el sistema en sus
partes fuertemente observable, no-fuertemente observable e no-observable (ver e.g. [47]
y [34]).

Primeramente, se busca una base del subespacio débilmente no-observable V∗

por medio del calculo de las matrices Mi definidas por el siguiente algoritmo
recursivo de B. P. Molinari [47]:1

Mi+1 = N⊥⊥i+1Ni+1, M1 = C,

Ni+1 = Gi

(
C

MiA

)
, Gi =

(
0p×q

MiE

)⊥
.

El algoritmo termina una vez que rank(Mi+1) = rank(Mi). Por lo tanto, es
posible definir Mn = Mn−1 = . . . = Mi. En [47] ha sido probado que V∗ =

ker(Mn). De este modo, defina nV := rank(Mn) con Mn ∈ <nV×n. Entonces, se
forma la matriz V ∈ <n×(n−nV), cuyas columnas forman una base de V∗.

Asumiendo que el sistema (A.1) satisface la Definición A.6, es posible formar
la siguiente matriz U ∈ <nV×n

U =
[
cT1 , (c1A)

T , · · · , (c1A
r1−1)T , · · · ,

cTm, (cmA)
T , · · · , (cmA

rm−1)T
]T

. (A.7)

Es fácil ver que rank(U) = nV. Ahora, de la matriz U, forme las siguientes
matrices U1 ∈ <nV−m×n y U2 ∈ <m×n

U1 =
[
cT1 , (c1A)

T , · · · , (c1A
r1−2)T , · · · ,

cTm, (cmA)
T , · · · , (cmA

rm−2)T
]T

, (A.8)

U2 =
[
(c1A

r1−1)T , · · · , (cmA
rm−1)T

]T
. (A.9)

Finalmente, forme la matrizN, cuyas columnas forman una base del subespacio
no-observable N. Es claro, por la Definición A.5 que N ⊂ V∗. Entonces, es posible
seleccionar una matriz con rango columna completo V , formando una base de V∗

adaptada a|N, i.e.

V =
[
VN̄, N

]
. (A.10)

Defina nN = dim(N). Entonces, VN̄ ∈ <n×(n−nV−nN) and N ∈ <n×nN . Más
aún, la matriz V satisface las siguientes igualdades:

AV + EK∗ = VQ ⇔ (A+ EK̄∗)V = VQ, (A.11)

CV = 0, (A.12)

para algunas matrices K̄∗ ∈ <m×n, K∗ ∈ <m×(n−nV) y Q ∈ <(n−nV)×(n−nV).
Note que (A.11)-(A.12) son representaciones matriciales del mapeo (A.3), y que
V+V = I implica K̄∗ = K∗V+, satisfaciendo (A.11).

1 La matrizN⊥⊥i+1 se introduce para excluir los términos linealmente independientesNi+1. Por lo tanto,
Mi+1 tiene rango renglón completo (ver [11]).
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De este modo, se define la siguiente transformación no-singular:

T :=
[
UT1 , UT2 , (VN̄

+)T , (N+)T
]T

. (A.13)

La transformación x̄(t) = Tx(t), lleva al sistema (A.1) a la siguiente forma:
·
x̄11(t)
·
x̄12(t)
·
x̄21(t)
·
x̄22(t)

 =


A11 A12 0 0

A21 A22 0 0

A31 A32 A33 0

A41 A42 A43 A44



x̄11(t)

x̄12(t)

x̄21(t)

x̄22(t)

+


B1

B2

B3

B4

u(t) +


0

E12

E21

E22

 w̄(t), (A.14)

y(t) = C1

[
x̄11(t)

T , x̄12(t)
T
]T

, (A.15)

w̄(t) = w(t) −K∗1x̄21(t), (A.16)

donde x̄11(t) ∈ <nV−m, x̄12(t) ∈ <m, x̄21(t) ∈ <n−nV−nN , x̄22(t) ∈ <nN ,
K∗1 ∈ <m×(n−nV−nN) y

A11 A12 0 0

A21 A22 0 0

A31 A32 A33 0

A41 A42 A43 A44

 = T(A+ EK̄∗)T−1,


0

E12

E21

E22

 = TE,

C1 = C
[
(U+
1 )
T , (U+

2 )
T
]T

,

K∗ =
[
K∗1, 0

]
,
[
BT1 , BT2 , BT3 , BT4

]T
= TB.

Es posible demostrar que el conjunto de ceros invariantes, del sistema (A.14)-
(A.16), que no pertenecen al subespacio no-observable N, es igual al conjunto
de eigenvalores de la matriz A33, y que el conjunto de ceros invariantes que sí
pertenecen al subespacio no-observable, es igual al conjunto de eigenvalores de
la matriz A44 (ver, e.g. [12]).

a.2 conceptos para autómatas híbridos

Denote U como un subconjunto de un espacio topológico, P(U) denota el con-
junto de todos los subespacios de U, y TU denota el fibrado tangente (tangent
bundle) de U.El tangent bundle es una

unión disjunta de espacios
tangentes. Definición A.7 [44] Un autómata híbrido H es una colección H = (Q,X, f, Init,D,E,

G,R), donde Q es un conjunto finito de variables discretas; X es un conjunto finito de
variables continuas; f : Q×X→ TX es un campo vectorial; Init ⊆ Q×X es el conjunto
de condiciones iniciales; D : Q→ P(X) es el dominio; E ⊆ Q×Q es el conjunto de bordes;
G : E → P(X) es la condición de guardia, y R : E×X → P(X) es el mapeo de re-inicio
(ver Figura A.1 y Figura A.2).
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Figura A.1: Ejemplo de la dinámica de un Autómata Híbrido. En este caso la condición de
guardia G determina las conmutaciones del sistema.

De acuerdo con la Definición A.7, los sistemas analizados en el Capítulo 2 y Ca-
pítulo 3 representan casos particulares de un autómata híbrido, con las siguientes
propiedades:

Q ∈ Q = {1, . . . ,q},

X ∈ X =
⋃
σ∈Q

Xσ con Xσ = {x | H(x) ∈ Hσ},

fσ : Xσ → TσXσ ⊆ <n,

Init = {Q×X},

D =
⋃
σ∈Q

Dσ, con Dσ = {x | x ∈ Xσ},

E = {(κ, ι) | κ, ι = 1, 2, . . . ,q; ∀κ 6= ι},

G = H(x) : X→ H ⊆ <, donde

H =
⋃
σ∈Q

Hσ,

Hκ ∩Hι = ∅, ∀κ, ι = 1, . . . ,q, κ 6= ι,
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Figura A.2: Ejemplo de la dinámica de un Autómata Híbrido Controlado. En este caso los
conjuntos Ci denotan subespacios donde la conmutación es controlada.

R(κ, ι, x) = x, i.e. el mapeo identidad para x.

Para el caso de conmutación no-autónoma la condición de guardia no depende
del estado continuo, sino de una señal exógena.

Definición A.8 [44] Una trayectoria de tiempo híbrida es una secuencia finita o infinita
de intervalos τ = {I}Nσ=0, tales que:

Iσ = [τ1, τ ′σ], para toda σ < N;

si N <∞, entonces IN = [τN, τ ′N], o IN = [τN, τ ′N);

τσ 6 τ ′σ = τσ+1 para toda σ.

En otras palabras, una trayectoria de tiempo híbrida es una secuencia de inter-
valos de una línea real, cuyos puntos finales se traslapan. Para una trayectoria
τ = {Iσ}

N
σ=0, defina 〈τ〉 como el conjunto {1, . . . ,N} si N es finita, y {1, 2, . . .} si

N =∞; y |τ| =
∑
σ∈〈τ〉(τ

′
σ − τσ).

Definición A.9 [41] El Tiempo Mínimo es un número Tδ > 0, tal que las clases de
señales de conmutación admisibles, satisfacen la propiedad de que los tiempo de conmuta-
ción t1, t2, . . . cumplen la desigualdad ti+1 − ti > Tδ para toda i.
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En todo este trabajo se estudian sistemas cuyas trayectorias de tiempo híbridas
satisfacen la Definición A.9.

Definición A.10 [44] Una ejecución de H es una colección ξ = (τ,q, x), donde τ es
una trayectoria de tiempo híbrida, q : 〈τ〉 → Q es un mapeo, y x = {xσ : σ ∈ 〈τ〉} es
una colección de mapeos diferenciales xσ : Iσ → X, tales que:

(q(0), x0(0)) ∈Init ;

para todo t ∈ [τσ, τ ′σ), ẋσ(t) = fq(σ)(xσ(t)) y xσ(t) ∈ X;

para toda σ ∈ 〈τ〉\{N}, e = (q(σ),q(σ+ 1)) ∈ E, xσ(τ ′σ) ∈ G(e), y xσ+1(τσ+1)
∈ R(e, xσ(τ ′σ)).

La ejecución de un autómata híbrido es similar al concepto de solución de
un sistema dinámico continuo. Note que para cualquier ejecución infinita es ne-
cesario que |τ| = ∞. Esta condición la satisfacen los sistemas analizados en el
Capítulo 2 y Capítulo 3, i.e. ejecuciones tipo Zeno no son permitidas. Es claro que
el zeno phenomena puede ser descrito como una ejecución infinita con |τ| < ∞, o,
equivalentemente; si esta toma un número infinito de transiciones discretas en
una cantidad de tiempo finita.

Considere la siguiente siguiente representación de un autómata híbrido:

ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) + Eσ(t)w(t),

y(t) = hσ(t)(x(t)),
(A.17)

La siguiente definición de observabilidad es adaptada de [37].

Definición A.11 Considere el sistema (A.17) y la variable x = x(t, x). Sea x(t, x1) la
trayectoria de un autómata H con una trayectoria de tiempo híbrida TN y 〈TN〉. Suponga
que cualquier trayectoria (t, x2) de H con la misma trayectoria de tiempo híbrida TN
y 〈TN〉, la igualdad y(t, x1) = y(t, x2), a.e. en [tini, tend] implica que x(t, x1) =

x(t, x2), a.e. en [tini, tend], entonces, x = x(t, x) es Z(TN) observable a lo largo de la
trayectoria x(t, x1).

a.3 diferenciador hosm con ruido

Los resultados aquí presentados deben de entenderse en un sentido component-
wise. Para estimar la derivada de una señal y(t) con base en la medición de
otra señal ψ(t) = y(t) + n(t), donde n(t) es una señal acotada en el sentido
de Lebesgue; se introduce el siguiente diferenciador HOSM [39]:

ϑ̇1 = ϑ2 −α1M
1
r dϑ1 −ψ(t)c

r−1
r ,

ϑ̇i = ϑi+1 −αiM
1

r−i+1
⌈
ϑi − ϑ̇i−1

⌋ r−i
r−i+1 , i = 2, . . . , r− 1,

ϑ̇r = −αrM
⌈
ϑr − ϑ̇r−1

⌋0 , (A.18)

donde M es una cota superior de y(r)(t), y el conjunto de parámetros {αk}
r
k=1

se eligen de forma recursiva y suficientemente grandes. En particular, de acuerdo
con A. Levant [39], una opción es α6 = 1.1, α5 = 1.5, α4 = 2, α3 = 3, α2 = 5,
α1 = 8 (para el caso r 6 6). El siguiente teorema [6], describe las propiedades del
diferenciador HOSM en presencia de ruido y tiempo de muestreo.
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Teorema A.1 Considere el diferenciador HOSM (A.18) de orden r− 1, con unos pará-
metros αk adecuados. Sea∣∣∣y(r)(t)∣∣∣ < M, |n(t)| 6 κvMγ

r, (A.19)

donde γ es un parámetro positivo. Suponga que ψ es muestreada con un tiempo de mues-
treo, posiblemente variable; τs > 0, y τs 6 κτγ, con κv, κτ siendo algunas constantes
positivas. Entonces, para cualesquiera constantes positivas ξ1, ξ2, . . . , ξr, y cualquier κψ,
0 < κψ < ξ1, existe κv, κτ, ξt > 0, tal que la desigualdad:

|ϑ1 −ψ(t)| 6 κψMγ
r, (A.20)

se satisface para todos los instantes de muestro dentro del intervalo de tiempo finito ξtξ.
De ese modo, desde el inicio de dicho intervalo, las siguientes desigualdades:∣∣∣ϑk − y(k−1)(t)∣∣∣ 6 ξkMγr−k+1, k = 1, . . . , r, (A.21)

se satisfacen y se mantienen para todo tiempo futuro. 4

Nota Importante A.1 El diferenciador HOSM (A.18) proporciona la mejor precisión
asintótica posible en presencia de ruido [39]. Las estimaciones correspondientes sólo están
disponibles después de un transitorio de tiempo finito γtγ. En ausencia de ruido y tiempo
de muestreo, el diferenciador HOSM proporciona una estimación exacta de las derivadas
en tiempo finito.

De este modo, el diferenciador HOSM (A.18) estima las derivadas hasta el or-

den r− 1, por medio del vector ϑ, i.e. [ϑ1 ϑ2 . . . ϑr]
T =

[
ŷ(t) ˙̂y(t) . . . ŷ(r−1)(t)

]T
,

donde
{
ŷ(k)
}r−1
k=0

son las derivadas estimadas.
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