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Resumen

El muestreo sistemático puede generar estimaciones de la media o del total pobla-

cional más precisas que el muestreo aleatorio simple, sin embargo su eficiencia de-

penderá de las propiedades de la población y el orden de la misma. En este trabajo

se obtuvieron dos resultados de investigación. El primero de ellos se refiere a tres

condiciones suficientes para que la varianza del estimador del total bajo muestreo

sistemático de una población fija sea nula. En el segundo resultado se derivó una ex-

presión para la varianza del muestreo sistemático y del aleatorio simple, considerando

una superpoblación que tiene una distribución uniforme.

En el contexto de poblaciones fijas y finitas, las condiciones suficientes, aunque

no necesarias, para que la varianza sea cero son: i) el tamaño de muestra y el de la

población deben de ser pares, ii) la población esté ordenada de manera equilibrada,

como aqúı se denomina y iii) los valores ordenados de la población sean simétricos con

respecto a su media. En el caso de una población continua o función, se encontraron

condiciones análogas para que la integral de la función en un intervalo cerrado

se estime sin error. El conjunto de muestras posibles bajo muestreo sistemático,

cuando la población se ordena como en ii, es el mismo que se obtendŕıa bajo lo

que se denomina muestreo sistemático equilibrado (del inglés balanced systematic

sampling) cuando la población se ordena de manera creciente.

El segundo resultado se obtuvo siguiendo el enfoque de superpoblaciones, suponien-

do una distribución uniforme. Se derivó la expresión de la varianza total del pre-

dictor del total bajo a) muestro sistemático considerando una población ordenada

de manera equilibrada, b) muestreo sistemático considerando un orden creciente y

c) muestreo aleatorio simple. Demostrándose que la varianza del primer diseño es

menor que la del segundo diseño y ésta a su vez menor que la del muestreo aleatorio

simple. Mediante simulaciones, se mostró que lo anterior también se cumple para las
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distribuciones de Laplace y normal, aśı como para diferentes valores que se conside-

raron del parámetro de forma de la distribución normal generalizada, cuya función

de densidad es simétrica con respecto a la media.

En la práctica, las condiciones i y ii se podŕıan controlar, la tercera está dada y

es dif́ıcil que se cumpla; por ello se comparó emṕıricamente la eficiencia del muestreo

sistemático, con respecto a la del aleatorio simple usando cinco conjuntos de datos.

En cuatro de las cinco poblaciones analizadas, el muestreo sistemático cuando la

población se ordenó de manera equilibrada fue más preciso, que cuando la población

se ordenó de forma creciente; en la quinta población esto también sucedió para

tamaños de muestra pequeños, mientras que para la mayoŕıa de los tamaños de

muestra grandes, el muestreo sistemático bajo el orden creciente fue más preciso que

el orden equilibrado. Ambos diseños fueron más eficientes que el aleatorio simple.

Bajo muestreo sistemático no existen estimadores insesgados de la varianza, u-

sando los cinco conjuntos de datos, se compararon tres estimadores que se sugieren

en la literatura, no se observó un mejor estimador en términos del sesgo.

Palabras clave: Estad́ısticas de orden, fraccionador suave, muestreo sistemático

equilibrado, orden de la población, población simétrica, superpoblación, varianza.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El muestreo sistemático es un método de selección que consiste en muestrear puntos

igualmente espaciados a lo largo de una secuencia de elementos, o bien de un dominio

continuo, iniciando en un punto determinado de forma aleatoria. En este trabajo

sólo se tratará el caso del muestreo sistemático unidimensional y no se abordará el

muestreo sistemático en más dimensiones.

Este diseño se usa tanto en poblaciones finitas, como por ejemplo las poblaciones

humanas, aśı como también en poblaciones continuas, como por ejemplo un tumor o

la materia gris de un cerebro humano, en cuyo caso puede ser de interés la estimación

del volumen o el área.

Una población finita de N elementos se denota por el conjunto U = {u1, . . . , uN},
donde ui corresponde al i−ésimo elemento, por simplicidad ui generalmente se re-

presenta sólo por su etiqueta i, por lo que la población finita queda como U =

{1, . . . , N}; el valor de la variable de intéres y del i−ésimo elemento se representa

por yi, i = 1, . . . , N . En este tipo de poblaciones puede ser de interés estimar, con

base en una muestra, la suma o total poblacional

t =
N∑
i=1

yi =
∑
i∈U

yi.

La forma básica de seleccionar una muestra sistemática de una población finita

consiste en elegir, con probabilidad 1/T , un elemento r entre los primeros T de la

población, y a partir de éste, tomar a los elementos situados cada T unidades. Al

número r se le denomina arranque aleatorio y a T ∈ N se le conoce como salto o
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intervalo muestral, con N = nT + c y c un entero que satisface 0 ≤ c < T . Bajo este

esquema de selección, la muestra queda determinada por las unidades etiquetadas

como

sr = {r, r + T, . . . , r + (ns − 1)T} ,

donde ns es una variable aleatoria que toma los valores n+1 si r ≤ c ó n si c < r ≤ T

y corresponde al tamaño de la muestra.

Cuando la población es continua, la caracteŕıstica de interés toma un valor en

cada punto del espacio muestral y por ende se puede tratar como una función f . En

este caso, un parámetro de interés puede ser la integral de la función,

t =

∫
R
f(x)dx,

donde f : R 7→ R+, es una función acotada no aleatoria, de cuadrado integrable en

un intervalo A = [a, b], esto es
∫
A
|f(x)|2 dx <∞, y fuera de A es cero.

Si t se estima con base en una muestra sistemática sr, f(x) se observará en

aquellos puntos tales que x ∈ sr, con

sr = {r + (j − 1)T, j ∈ Z} ∩ A,

donde r es una realización de una variable uniforme en [0, T ] y el tamaño de muestra

ns es una variable aleatoria.

En la práctica, el muestreo sistemático es atractivo principalmente por dos ra-

zones: i) por su simplicidad operativa, y ii) porque, para cierta clase de poblaciones,

genera estimadores más eficientes que el muestreo aleatorio simple. Su eficiencia de-

pende de las propiedades de la población y del orden de la misma. Algunas veces el

muestreo sistemático es más preciso, ya que refleja cualquier estratificación impĺıci-

ta que exista en el orden del marco de muestreo, sin embargo, es necesario tener

información sobre la estructura de la población para usarlo de manera eficiente. La

primer investigación al respecto fue hecha por Madow y Madow [34] quienes obtu-

vieron expresiones para la varianza del muestreo sistemático que dependen de las

autocorrelaciones entre los valores de la población.

Como lo han señalado Cochran [6], Yates [60] e Iachan [25], la desventaja princi-

pal del muestreo sistemático es que no existe una expresión anaĺıtica, basada en una
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sola muestra y sin algún supuesto sobre la población de la cual se extrajo, para esti-

mar la varianza del estimador del total de manera insesgada. No obstante, algunas

de las aproximaciones propuestas en la literatura, para estimar la varianza a partir

de una muestra de una población finita, se han obtenido bajo el enfoque de super-

poblaciones, suponiendo que los valores de la población y1, y2, . . . , yN provienen o

son realizaciones de una superpoblación de variables aleatorias Y1, Y2, . . . , YN .

El enfoque de superpoblaciones también se usa para hacer comparaciones teóricas

de la varianza del muestreo sistemático respecto a otros esquemas de selección. Uno

de los trabajos en este sentido, y que constituyó la base para desarrollos posteriores,

corresponde a Cochran [6], en el que se supone que los elementos de la población

están correlacionados. Generalizaciones al modelo que considera Cochran se encuen-

tran en art́ıculos como Quenouille [44], Gautschi [15], Hájek [23] e Iachan [26]. Otro

tipo de poblaciones muy estudiadas en la literatura son aquellas que presentan ten-

dencia, ver por ejemplo Cochran [7], Gautschi [15], Singh, Jindal y Garg [51], Bell-

house y Rao [2], aśı como Bartolucci y Montanari [1].

En el caso de poblaciones continuas, uno de los primeros trabajos se debe a

Yates [60], quien usa el muestreo sistemático para a) estimar el área bajo la función

de densidad gaussiana o normal, y b) estimar la proporción de una ĺınea que posee

cierto atributo, la ĺınea está divida en secciones, algunas de éstas poseen el atributo y

el resto no. Con base en el planteamiento de Yates, Moran [38] obtiene una expresión

exacta para la varianza de estimador del área cuando se conoce la función a integrar.

Posteriormente, Matheron [35], [36] con sus métodos transitivos, proporciona una

alternativa para derivar aproximaciones de la varianza del muestreo sistemático, aun

cuando la función no se conoce precisamente. Reexaminando la teoŕıa de Matheron,

Souchet [52], Kiêu [32], Kiêu et al. [33] y Garćıa-Fiñana y Cruz-Orive [14] derivan

expresiones para la varianza del estimador que dependen de la suavidad de la función,

suponiendo que ésta es suave a trozos.

Con la finalidad de reducir el error de muestreo, autores como Sethi [48, 49],

Murthy [39], Sampath et al. [46], han propuesto el uso de una variante del muestreo

sistemático: el muestreo sistemático equilibrado (BSS del inglés balanced systematic

sampling). Sethi [48, 49] demostró que cuando se eligen dos unidades mediante BSS

de una población ordenada de manera creciente, la varianza del estimador del total
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es la mı́nima, en comparación con cualquier otra manera de elegir dos unidades.

También para reducir varianza, Gundersen [20] describe un algoritmo de selección

llamado el fraccionador suave (del inglés smooth fractionator), el cual consiste en

fraccionar un objeto en unidades, ordenarlas de manera equilibrada y aplicar un

muestreo sistemático. El conjunto de muestras que se obtiene bajo este algoritmo

es el mismo que el que se obtiene bajo BSS cuando las unidades están ordenadas de

manera creciente.

La historia de esta tesis es como sigue. Inicialmente se queŕıa estimar la varianza

del estimador del total en el muestreo sistemático, por lo que además de explorar los

estimadores ya existentes en el caso de poblaciones finitas, usando algunos conjuntos

de datos, se analizó una aproximación que se usa en la Estereoloǵıa, en el contexto

de poblaciones continuas. Esto nos llevó al orden simétrico de la población que

se propone en el fraccionador suave, y por consiguiente, al muestreo sistemático

equilibrado. Primero fue de interés encontrar la varianza del estimador del área

de la inversa de la función de distribución normal, debido a la importancia de esta

distribución; haciendo algunos supuestos, se encontró que la varianza era cero, lo cual

nos guió para encontrar condiciones para que la varianza del muestreo sistemático,

a partir de una población fija, sea nula. Siguiendo con esta manera de ordenar a la

población, mediante el enfoque de superpoblaciones, se derivó la varianza suponiendo

una distribución uniforme. Se intentó lo mismo para las distribuciones normal y de

Laplace, pero como las expresiones involucradas en la varianza son muy complicadas,

el comportamiento de la varianza se analizó mediante aproximaciones, aśı como a

través de un estudio de simulación.

Los resultados de investigación obtenidos en este trabajo están contenidos en los

caṕıtulos 4 y 5. La tesis en su conjunto está organizada de la siguiente manera. En el

caṕıtulo 2 se describen con mayor precisión los principales resultados de los trabajos

citados en esta introducción. En el caṕıtulo 3 se describe el muestreo sistemático a

partir de una población finita, se presenta el estimador de Horvitz-Thompson del

total de la población, aśı como su varianza; también se presenta la descomposición de

la variación total en la población. En el caso de una población continua, se describe

el algoritmo de selección y se da el estimador del área bajo el gráfico de una función

continua, acotada y fija, aśı como la varianza del estimador; por último, se describe el

muestreo sistemático equilibrado. En el caṕıtulo 4 se proporcionan tres condiciones
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suficientes bajo las cuales la estimación del total en el caso de una población finita,

o bien del área, en el caso continuo, tienen varianza cero. En el caṕıtulo 5 se obtiene

expĺıcitamente, o por simulación, la varianza del predictor del total bajo muestreo

sistemático desde el enfoque de superpoboblaciones, suponiendo tres modelos que

pertenecen a la familia de la distribución normal generalizada: uniforme, Laplace

y normal o gaussiana, aśı como dos órdenes: el equilibrado y el creciente, que se

usa frecuentemente en la práctica del muestreo porque se supone que existe una

relación entre la variable de interés y y la variable auxiliar x, que se usa para ordenar

la población. En el caṕıtulo 6 se presentan tres de las aproximaciones propuestas

en la literatura para estimar la varianza del sistemático. Estos tres estimadores se

comparan emṕıricamente en el caṕıtulo 7 usando cinco conjuntos de datos, también

se evalúa emṕıricamente la eficiencia del muestreo sistemático en relación con la

del aleatorio simple. En el caṕıtulo 8 se ofrecen algunas conclusiones, aśı como

futuras ĺıneas de investigación. Finalmente, en el anexo se presenta la demostración

más detallada de la varianza bajo muestreo equilibrado suponiendo la distribución

uniforme.

Se sometió un art́ıculo (Tinajero et al. [57]) relacionado con el trabajo del caṕıtulo

4, el cual ya fue aceptado, en el que en la Proposición 1 se da una condición suficiente

para que la varianza del estimador bajo muestreo sistemático sea cero en el contexto

de poblaciones continuas. En el caso de poblaciones discretas, suponiendo que el

tamaño de muestra y de poblacion son pares y el intervalo muestral es entero, en

la Proposición 3 se establece una condición análoga; en el Corolario 3 se demuestra

que la condición que se proporciona es equivalente a las que se encontraron en la

Proposición 4.1 de esta tesis.

Es muy importante aclarar que todas las proposiciones que se presentan corres-

ponden a contribuciones de carácter original y por ello se ofrecen las demostraciones

respectivas.
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Caṕıtulo 2

Antecedentes

El enfoque de superpoblaciones se ha usado en el muestreo sistemático para i) com-

parar las varianzas del estimador usado en este diseño con las de estimadores usados

en otros esquemas, y ii) aproximar la varianza del sistemático, al no existir un es-

timador insesgado de la misma. Uno de los primeros trabajos que considera una

superpoblación se debe a Cochran [6], donde se supone un modelo en el que los ele-

mentos de la población están correlacionados serialmente y se compara la varianza

del muestreo sistemático con otros esquemas de selección. Posteriormente, Que-

nouille [44] y Hájek [23] generalizan el modelo planteado por Cochran. Gautschi [15]

e Iachan [26] también parten del trabajo de Cochran y comparan el muestreo sis-

temático de varios arranques aleatorios con el de uno solo.

Poblaciones que presentan una tendencia también han sido estudiadas. Por ejem-

plo Cochran [7] considera tres modelos para la tendencia y proporciona en cada caso

un estimador de la varianza. Gautschi [15] supone un modelo lineal y obtiene la va-

rianza bajo muestreo sistemático, estratificado y aleatorio simple. Singh, Jindal y

Garg [51] comparan la varianza del muestreo sistemático, el sistemático modificado

y el aleatorio simple considerando una tendencia lineal. Bellhouse y Rao [2] tam-

bién suponen que la población presenta una tendencia lineal, comparan el muestreo

sistemático con el sistemático modificado, el sistemático equilibrado, el sistemático

centrado y un ajuste en el estimador de la media. Bartolucci y Montanari [1] supo-

nen un modelo lineal y descomponen la varianza del muestreo sistemático en una

parte que dependende del componente sistemático del modelo y otra que depende

del componente estocástico del mismo. Suponiendo una superpoblación que presenta
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una tendencia parabólica, Sampath et al [46] comparan tres estrategias de muestreo:

sistemático, sistemático equilibrado y sistemático modificado, cambiando el peso que

tienen cuatro unidades en la muestra en el estimador del total.

En el caso de poblaciones continuas, un trabajo pionero se debe a Yates [60],

quien trata el muestreo sistemático aplicado a la función de densidad gaussiana y

una ĺınea dividida en secciones. Moran [38] encuentra una expresión para la varianza

del estimador del área cuando se conoce la función a integrar. Matheron [35], [36]

deriva aproximaciones de la varianza del muestreo sistemático, aunque se desconoz-

ca la función. Souchet [52], Kiêu [32], Kiêu et al. [33] y Garćıa-Fiñana y Cruz-

Orive [14] encuentran expresiones para la varianza del estimador bajo condiciones

más generales.

Gundersen [20], describe un procedimiento de selección que denomina el frac-

cionador suave. Las muestras que se obtienen son las mismas que bajo lo que

Sethi [48] llama muestreo sistemático equilibrado. Sethi [48], [49] demostró que este

es el método óptimo de selección si n = 2.

A continuación se presentan los resultados de los trabajos citados anteriormente.

Cochran [6] estudió poblaciones cuyos elementos están correlacionados serial-

mente, donde la correlación entre Yi y Yi+u, ρu, es una función positiva monótona

decreciente que depende sólo de u. Expĺıcitamente, supone que los elementos de la

población finita yi, i = 1, 2, . . . , N = nT con T ∈ N son generados de una super-

población Y1, . . . , YN bajo el modelo m según el cual

a) Em(Yi) = µ

b) Vm(Yi) = σ2

c) Em(Yi − µ)(Yi+u − µ) = σ2ρu,

donde 0 ≤ ρv ≤ ρu con v > u, Em(·) y Vm(·) denotan el valor esperado y la varianza

bajo el modelo, respectivamente. Encontró que el valor esperado de la varianza de

la media bajo muestreo sistemático está dado por

σ2
SY = Em [VSY (ȳ)]

=
σ2

n

(
1− 1

T

)[
1− 2

N(T − 1)

N−1∑
u=1

(N − u)ρu +
2T

n(T − 1)

n−1∑
u=1

(n− u)ρTu

]
,
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donde ȳ =
∑

i∈sr yi/n es el estimador de la media poblacional, sr denota la muestra

seleccionada, n = ns es el tamaño de muestra, el cual es fijo en este caso, y VSY (ȳ)

es la varianza de ȳ bajo muestreo sistemático.

Análogamente, derivó expresiones para el valor esperado de la varianza cuando

se considera un muestreo estratificado, donde se elige una unidad en cada uno de

los n estratos en los que se divide la población, σ2
ST , y para el valor esperado de la

varianza bajo un muestreo aleatorio simple con tamaño de muestra n, σ2
SI , las cuales

también son funciones lineales de las correlaciones:

σ2
ST = Em [VST (ȳ)] =

σ2

n

(
1− 1

T

)[
1− T

T (T − 1)

T−1∑
u=1

(T − u)ρu

]
,

σ2
SI = Em [VSI (ȳ)] =

σ2

n

(
1− 1

T

)[
1− 2

N(N − 1)

N−1∑
u=1

(N − u)ρu

]
.

Mostró que no se puede establecer un resultado general acerca de la eficiencia relativa

del muestreo sistemático respecto a los otros dos diseños, a menos que se hagan

supuestos adicionales sobre la forma espećıfica de la población. Demostró que si

además se supone que el correlograma es convexo (cóncavo hacia arriba), esto es,

ρi−1 + ρi+1 − 2ρi ≥ 0 con i = 2, . . . , nT − 2,

entonces σ2
SY ≤ σ2

ST ≤ σ2
SI .

Obtuvo una expresión para σ2
SY cuando la correlación ρu es de tipo lineal y

exponencial. Finalmente señala que en el caso exponencial, ρu = e−λu, si n y T son

grandes una estimación de σ2
SY = n−1σ2 [1− 2/(Tλ) + 2/ exp(Tλ− 1)] se obtiene

usando la varianza muestral en lugar de σ2, estimando ρT , u = T , mediante la co-

rrelación entre los elementos en la muestra y despejando para obtener una estimación

de λ.

Quenouille [44] señala que las expresiones para las varianzas que encontró Cochran

[6] se pueden obtener bajo las condiciones más generales. Supone un modelo en dos

etapas en el que cada yi es una muestra de una superpoblación que satisface:

a) Em(Yi) = µi y Vm(Yi) = σ2
i , i = 1, . . . , N

b) Em(µi) = µ y Vm(µi) = σ2, i = 1, . . . , N
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c) Em(µi − µ)(µj − µ) = σ2ρij, i, j = 1, . . . , N con i 6= j

d) ρu = 1
N−u

N−u∑
i=1

ρi,i+u.

En este caso las varianzas que obtuvo Cochran [6], σ2
SY , σ2

ST y σ2
SI , aumentan en la

cantidad (nN)−1 (1− 1/T )
N∑
i=1

σ2
i . También extiende los resultados para el muestreo

en dos dimensiones, obtiene expresiones para la precisión del muestreo sistemático,

del muestreo estratificado y del muestreo aleatorio simple, o bien combinaciones de

dos de estos diseños, por ejemplo sistemático en una dirección y estratificado en la

otra.

Hájek [23] consideró un modelo más general que el de Cochran [6], que incorpora

una variable auxiliar xi, i = 1, . . . , N , cuya especificación es la siguiente

a) Em(Yi) = µxi

b) Em(Yi − µxi)2 = σ2x2
i

c) Em(Yi − µxi)(Yi+u − µxi+u) = σ2xixi+uρu,

donde ρu es una función convexa que depende de u. Mostró que bajo muestreo

sistemático con probabilidad proporcional a la medida de tamaño xi y tamaño de

muestra fijo, el estimador de Horvitz-Thompson t̂π =
∑

i∈s yi/πi tiene varianza

mı́nima, donde πi = nxi/(x1 + x2 + · · · + xN), i = 1, . . . , N , corresponde a la

probabilidad de inclusión del i−ésimo elemento en la muestra.

Gautschi [15] compara el muestreo sistemático cuando se eligen k arranques

aleatorios, con el muestreo sistemático con un arranque aleatorio, ambos diseños

con el mismo tamaño de muestra, n = kl con k, l ∈ N. Si σ2
SY (k) denota el valor

esperado de la varianza de la media bajo un muestreo sistemático con k arranques

aleatorios, demuestra que σ2
SY ≤ σ2

SY (k) tanto en el caso de una población con

tendencia lineal, como en el de una población cuya correlación entre elementos es

una función decreciente y convexa, como la que supone Cochran [6].

Iachan [26] considera que la población proviene de un proceso estacionario de

segundo orden, espećıficamente, supone que los valores de la población son observa-

ciones en i = 1, . . . , N generados de un proceso Y (i) tal que

a) Em[Y (i)] = 0
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b) Em[Y (i)Y (i+ u)] = σ2ρu, i, u ∈ R.

Demuestra que si se cumplen

i)
∑∞

u=1 |ρu| <∞

ii) ρu ≥ ρv con u < v,

entonces, σ2
SY (k) ≤ σ2

SI para todo k ≥ 1 cuando N → ∞. La condición sobre

convexidad de ρu, que se supone en Cochran [6], no es necesaria para que el muestreo

sistemático con k arranques aleatorios sea más preciso que el muestreo aleatorio

simple. Si además de las dos condiciones anteriores, se cumple que

iii) ρu es convexa,

iv) ρu es continuamente diferenciable en (0,∞), con derivada ρ′u, y
∑∞

u=1 |uρ′u| <
∞,

entonces σ2
SY (k1) ≤ σ2

SY (k2) si k1 ≤ k2.

Otra clase de poblaciones son aquéllas que presentan cierta tendencia. En Cochran

[7] §8.11, se presentan tres modelos para superpoblaciones que suponen una tenden-

cia más un efecto aleatorio:

Yi = µi + εi, i = 1, . . . , N,

donde µi es una función de i, E(εi) = 0, E(ε2i ) = σ2
i y E(εiεj) = 0 (i 6= j).

El primer modelo corresponde a la población en orden aleatorio, en cuyo caso

µi = µ es una constante; el segundo se refiere a efectos de estratificación, en el cual µi

es constante dentro de cada estrato de T unidades; el tercero supone una tendencia

lineal, µi = µ + βi. Para cada uno se proporciona el estimador de la varianza de la

media de una población finita.

Gautschi[15] supone que Y1, . . . , YN son variables no correlacionadas cuyos va-

lores esperados cambian linealmente con i, espećıficamente para i = 1, . . . , N se

supone que:

a) Em(Yi) = µ+ βi

b) Vm(Yi) = σ2
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c) Cm(Yi, Yj) = 0 con i 6= j.

Considerando este modelo obtiene que

σ2
SY =

β2(T 2 − 1)

12
+
T − 1

nT
σ2,

σ2
ST =

β2(T 2 − 1)

12n
+
T − 1

nT
σ2,

σ2
SI =

β2(T − 1)(nT + 1)

12
+
T − 1

nT
σ2.

Entonces, σ2
ST ≤ σ2

SY ≤ σ2
SI . La igualdad se cumple sólo si n = 1.

En el trabajo publicado por Singh et al. [51], se propone el muestreo sistemático

modificado (MSS del inglés modified systematic sampling), el cual consiste en se-

leccionar unidades que son equidistantes del inicio y del fin de la población. Las

unidades en muestra serán las etiquetadas por r + iT , N + 1 − r − iT con i =

0, 1, . . . , n/2 − 1 si n es par; si n es impar, la muestra estará conformada por las

unidades r+ iT , N + 1− r− iT y r+ (n−1)T/2, i = 0, 1, . . . , (n−1)/2−1. Cuando

la población presenta una tendencia lineal, como la que supone Cochran [7], en-

contraron que el muestreo sistemático modificado es el de menor varianza, le sigue

el muestreo sistemático y el de mayor varianza corresponde al muestreo aleatorio

simple, esto es, σ2
MSS ≤ σ2

SY ≤ σ2
SI .

Bellhouse y Rao [2] comparan el valor esperado del error cuadrático medio del

estimador de la media bajo cinco métodos, uno de ellos corresponde al muestreo

sistemático y los otros cuatro a modificaciones de este. Los métodos modificados

consisten en lo siguiente.

a) Ajustar el estimador de la media asignándole un peso diferente a las observa-

ciones de los extremos, ȳ′ = ȳ + [2(n− 1)T ]−1(2r − T − 1)(yr − yr+(n−1)T ).

b) Usar el muestreo sistemático modificado (MSS) propuesto por Singh et al. [51].

c) Usar el muestreo sistemático equilibrado (BSS del inglés balanced systematic

sampling), el cual consiste en seleccionar los elementos r+2Ti y 2T (i+1)−r+1

con i = 0, 1, . . . , n/2−1 si n es par, o bien los elementos r+2Ti, 2T (i+1)−r+1

y r+(n−1)T con i = 0, 1, . . . , (n−1)/2−1 si n es impar. Este método coincide

con el MSS cuando n = 2.
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d) Usar el muestreo sistemático centrado (CSS del inglés centred systematic sam-

pling) , que consiste en usar el muestreo sistemático con r = (T + 1)/2 si T es

impar o elegir con probabilidad 1/2 entre r = T/2 ó r = T/2 + 1 si T es par.

Bajo el supuesto que la superpoblación presenta una tendencia lineal, como el de

Gautshi[15], los autores encuentran que los métodos modificados dan lugar a un error

cuadrático medio menor con respecto al muestreo sistemático. También consideran

otros modelos:

a) Tendencia lineal y variación periódica, Em(Yi) = µ + βi + xi donde xi es una

función periódica de i, i = 1, . . . , N .

b) Tendencia parabólica, Em(Yi) = µ+ β1i+ β2i
2.

En ambos casos Vm(Yi) = σ2 y Cm(Yi, Yj) = 0 con i 6= j.

c) Autocorrelación serial, como el estudiado por Cochran [6].

En el primer caso, el muestreo sistemático fue el menos eficiente y el más eficiente

el que usa el estimador ȳ′. En el caso de la tendencia parabólica el más eficiente

fue el CSS si n es impar, seguido por el muestreo sistemático estimando la media

mediante ȳ′. Cuando los elementos están correlacionados serialmente, el método de

menor varianza fue el CSS, le siguen el muestreo sistemático, el MSS y por último el

BSS. La varianza de ȳ′ resultó similar a la del muestreo sistemático sin modificación

alguna.

Bartolucci y Montanari [1] suponen que la población finita es una realización de

una superpoblación que sigue el modelo lineal

Yi = α + β1x1i + β2x2i + · · ·+ βpxpi + εi, i = 1, . . . , N,

donde el error ε tiene las siguientes propiedades

Em(εi) = 0 y Em(εiεj) = σ2
ij.

Encuentran que bajo este modelo,

Em [VSY (ȳ)] = Em
[
V t
SY (ȳ)

]
+ Em [V s

SY (ȳ)] ,
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esto es, el valor esperado de la varianza del estimador de la media puede descompo-

nerse en el valor esperado de V t
SY (·), la varianza debida al componente sistemático

del modelo, α + β1x1i + β2x2i + · · · + βpxpi, y la debida al componente estocástico

εi, V
s
SY (·).

Cuando Em(εiεj) = 0, Em(ε2i ) = σ2, p = 1 y x1i = i se tiene el modelo con

tendencia lineal mencionado anteriormente, Yi = α + βi+ εi, en este caso

Em
[
V t
SY (ȳ)

]
=
β2(T 2 − 1)

12
y

Em [V s
SY (ȳ)] =

T − 1

nT
σ2.

También proponen dos estimadores insesgados bajo el modelo, para estimar la parte

de la varianza debida al componente sistemático del modelo, uno de ellos se basa en

promedios móviles y el otro en polinomios locales.

Sampath et al. [46] consideran el problema de la estimación del total en presencia

de una tendencia parabólica, bajo tres diseños: muestreo sistemático, BSS y MSS y

el siguiente modelo de superpoblación

Yi = µ+ β1i+ β2i
2 + εi, i = 1, . . . , N,

donde Em(εi) = 0, Vm(εi) = σ2ig con g una constante predeterminada y Cm(εi, εj) =

0 con i 6= j, (i = 1, . . . , N).

Derivan el estimador del total, modificando los pesos de cuatro de las unidades

seleccionadas, en el sistemático y MSS estas unidades corresponden a la más cercana

del inicio, la más cercana del fin y las dos más cercanas al centro; en el BSS las

unidades en muestra del primer bloque de 2T elementos y las dos seleccionadas en

el último bloque. Obtienen el error cuadrático medio de los estimadores con los pesos

modificados. Señalan que debido a la complejidad de las expresiones encontradas,

la comparación de las tres estrategias se hace por medio de un estudio numérico,

eligiendo diferentes valores de n, N , T y g. Concluyen que el menor error cuadrático

medio corresponde a: i) muestreo sistemático si g = 0, ii) BSS si g = 2, 3 y iii) BSS

si g = 1 siempre y cuando n sea muy grande en comparación con T , en otro caso, el

sistemático es mejor.
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En el caso de poblaciones continuas, uno de los trabajos pioneros corresponde al

de Yates [60], quien analiza dos ejemplos:

a) Una ĺınea dividida en secciones, algunas de las cuales poseen cierto atributo. Se

desea estimar la proporción de la ĺınea que posee el atributo. Si se considera

sólo una sección de longitud c que posee el atributo, se puede representar

mediante la función

f(x) =

{
1 si 0 ≤ x ≤ c

0 en otro caso.

b) La función de densidad normal o gaussiana, f(x) = (2πσ2)−1/2 exp(−x2/(2σ2)).

Se quiere estimar el area bajo la curva.

En el primer caso, obtiene que la varianza de la proporción bajo muestreo sis-

temático, depende de la relación entre la longitud de la sección, c, y el intervalo

muestral T . Si c es pequeña comparada con T , entonces la eficiencia del muestreo

estratificado con una unidad por estrato de longitud T es muy similar a la del

muestreo sistemático; cuando c > T , el muestreo sistemático es más eficiente que

el muestreo estratificado; el autor comenta que el caso c cercano a T no se hab́ıa

analizado en detalle, pero se esperaba en general lo mismo. Cuando la función co-

rresponde a la densidad gaussiana, de manera numérica, encuentra que el error al

estimar la integral es muy pequeño, menor al 1.5 %.

En su trabajo, Yates también trata el problema de la estimación de la varianza

para poblaciones finitas, propone dividir la muestra en segmentos, que denomina

muestras sistemáticas parciales, para obtener comparaciones independientes y con

ellas una estimación de la varianza. A partir de la comparación entre diferentes

estimadores aplicados a diferentes poblaciones, concluye que no es posible establecer

una estimación del error confiable de manera general.

En el tema de integración numérica, Moran [38] con base en el problema plantea-

do por Yates [60], obtiene la varianza al estimar la integral t =
∫
R f(x)dx mediante

la suma de los valores que toma la función cuando se muestrea sistemáticamente

sobre el espacio muestral:

t̂ = T
∞∑

j=−∞

f(r + jT ), (2.1)
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donde r sigue una distrubución uniforme en el intervalo [0, T ] y f(x) es una fun-

ción de variación acotada y Lebesgue integrable en −∞ < x < ∞. Moran [38]

encontró que la varianza de (2.1) está dada por

VSY
(
t̂
)

= T
∞∑

j=−∞

∫
R
f(r)f(r + jT )dr − t2. (2.2)

Ya que la expresión (2.2) sólo se puede evaluar directamente en casos particulares,

encuentra una expresión equivalente en términos de la transformada de Fourier

VSY
(
t̂
)

=
∞∑

j=−∞

∣∣∣∣F ( jT
)∣∣∣∣2 − t2 = 2

∞∑
j=1

∣∣∣∣F ( jT
)∣∣∣∣2 , (2.3)

donde F (w) =
∫
R exp(−2πiwx)f(x)dx corresponde a la transformada de Fourier de

la función f .

Deriva expresiones para VSY
(
t̂
)

considerando tres funciones espećıficas:

a) La función de densidad normal f(x) = (2π)−1/2 exp(−x2/2)

b) La función rectangular f(x) = 1/` si −`/2 ≤ x ≤ `/2

c) La función de densidad de Cauchy f(x) = [π(1 + x2)]
−1

.

Posteriormente, motivada por las aplicaciones en el área de Geoestad́ıstica, surgió la

teoŕıa transitiva de G. Matheron [35], [36]. Los métodos basados en esta teoŕıa son

no paramétricos y asintóticos, constituyen una alternativa para estimar la varianza

del muestreo sistemático. Un área en la que estos métodos han sido una herramienta

muy importante es en la Estereoloǵıa, ciencia que trata de la teoŕıa y metodoloǵıa

del muestreo geométrico (Gual-Arnau y Cruz-Orive [19]).

Como lo señala Cruz-Orive [8], la teoŕıa de Matheron tiene ventajas prácticas,

ya que se puede usar para integrales de funciones arbitrarias y las aproximaciones

de la varianza se pueden calcular a partir de los datos; por el contrario, para evaluar

la varianza obtenida por Moran (ecuación (2.3)) se debe de conocer expĺıcitamente

la función.

Matheron [35] muestra que |F (w)|2 corresponde a la transformada de Fourier

G(w) del covariograma g(h) =
∫
R f(x)f(x + h)dx asociado a la función f . Obtiene
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(p. 72) la siguiente expresión alternativa para la varianza

VSY
(
t̂
)

= 2
∞∑
j=1

G

(
j

T

)
. (2.4)

El covariograma g(h) es una función positiva definida en todo su soporte, esto es,

para cualquier conjunto de puntos λ1, . . . , λK ∈ C y de números reales h1, . . . , hK

se cumple que∑
i

∑
j

λiλjg(hi − hj) ≥ 0.

Como consecuencia de esta propiedad también se tiene que g(0) ≥ 0, |g(h)| ≤ g(0)

y g(−h) = g(h). Matheron usa aproximaciones adecuadas de g cerca del origen y

las aplica a la expresión (2.4) para aproximar la varianza VSY
(
t̂
)
.

Una expresión equivalente a (2.2) está dada por (ver Matheron [35], p. 73)

VSY
(
t̂
)

= T
∞∑

j=−∞

g(jT )−
∫
R
g(h)dh, (2.5)

la cual puede verse como el error al aproximar la integral del covariograma por medio

de una suma. Intuitivamente, esta fórmula muestra que la varianza del estimador

sólo depende de T y del covariograma g, la varianza es más pequeña conforme T

decrece o bien conforme f , y por lo tanto g, es menos irregular. Matheron [36] (p.

27), menciona que los modelos teóricos de covariogramas tienen irregularidades cerca

de cero, de b − a y de a − b. Señala que es posible demostrar que si T es pequeño,

la varianza (2.5) puede expresarse como la suma de:

a) El término de extensión, que depende del comportamiento de g(h) cerca del

origen.

b) El término Zitterbewegung que depende de g(h) cerca de b− a, el cual fluctúa

alrededor de cero.

Propone que para calcular la varianza se use sólo el término de extensión, argu-

menta que aunque el Zitterbewegung puede no ser despreciable, fluctúa alrededor de

cero, y por ello se puede ignorar, además no se puede calcular con una sola muestra.

Para estimar la varianza, propone que se use un modelo téorico para g, por ejemplo
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un modelo polinomial, el cual debe de ser una función positiva definida y debe de

aproximarse al covariograma experimental o de los datos

g∗(kT ) = T
∞∑

j=−∞

f(r + jT )f(r + jT + kT ).

En el área de la Estereoloǵıa, Souchet [52] y Kiêu [32] reexaminaron los resultados de

Matheron y derivan una versión refinada de la fórmula estándar de Euler-MacLaurin,

que proporciona una expansión del error al aproximar la integral de una función por

datos discretos. Para ello suponen que la función es integrable, con soporte acotado

en R y suave a trozos. A la función f integrable y con soporte acotado la refieren

como la función de medida.

Bajo estos supuestos Kiêu [32], p. 43, y Kiêu et al. [33], p. 269, obtienen la

varianza del estimador de t. Señalan que cuando T es suficientemente pequeño, el

término de extensión, VE(t̂), es una aproximación de VSY (t̂) ya que representa la

tendencia de la varianza,

VE(t̂) = (−1)qT 2q+2,TP2q+2(0)
∑

v∈Df (q)
[Sf (q)(v)]2, (2.6)

donde

q es el orden de la primera derivada de f no continua,

Pl(0) = Bl(0)/l! con Bl(0) el l−ésimo número de Bernoulli,

Sf (q)(x) := ĺımy→x+ f
(q)(y) − ĺımy→x− f

(q)(y), x ∈ R, es la amplitud del salto

de la q−ésima derivada de f , f (q),

Df (q) =
{
x : Sf (q)(x) 6= 0

}
es el soporte de Sf (q).

Garćıa-Fiñana y Cruz-Orive [14] proponen una generalización de la varianza an-

terior, la cual se deriva relajando el supuesto de que los saltos de la función de

medida son finitos, en este caso q ya no necesariamente es un entero no negativo.

La aproximación se obtiene a través de un refinamiento de la fórmula de Euler-

MacLaurin usando herramientas de cálculo fraccional. La expresión anaĺıtica de-

pende del parámetro de suavización q ∈ [0, 1], que generalmente se desconoce y
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habrá que estimarlo o bien suponerlo. La varianza de extensión con q ∈ [0, 1] es muy

similar a (2.6) donde se suma sobre las singularidades vi de f (q):

VE(t̂) =
T 2q+2P2q+2,T (0)

cos(πq)

∑
vi

[Sf (q)(vi)]
2.

También en el campo de la Estereoloǵıa, Gundersen [20] propone un algoritmo

de selección llamado el fraccionador suave (del inglés smooth fractionator), el cual

consiste en aplicar un muestreo sistemático a unidades f́ısicamente separadas, cada

una de las cuales tiene asociada una medición (variable auxiliar) relacionada con

la variable de interés. Esta población se ordena simétricamente, con un pico en

el centro y saltos mı́nimos entre unidades, de acuerdo a la información auxiliar.

Su nombre proviene de la idea de fraccionar un objeto en N unidades o piezas y

después ordenarlas de manera tal que la diferencia en la variable auxiliar entre una

unidad y la siguiente sea lo más pequeña posible. La eficiencia del esquema la ilustra

mediante seis ejemplos, uno con datos simulados y cinco con datos reales. Señala

que para tamaños de muestra iguales o mayores a diez unidades, la varianza del

estimador bajo el fraccionador suave es muy pequeña. Menciona que los aspectos

importantes para la eficiencia del diseño, en orden de importancia, son a) la garant́ıa

de simetŕıa y de que haya una sola moda, y b) los saltos mı́nimos; el sesgo potencial

y el ruido de la variable auxiliar son menos relevantes, aunque entre mayor sea

la relación entre las variables auxiliar y la de interés, mayor será la eficiencia del

fraccionador suave.

Las muestras sistemáticas que se obtienen a partir de la población ordenada como

en el fraccionador suave, son las mismas que se obtienen bajo el muestreo sistemático

equilibrado (BSS) aplicado una población ordenada de manera creciente. Gundersen

refiere el trabajo de Murthy [39], quien además señala que este esquema de selección

fue usado en la Encuesta Nacional de la India desde 1955 para propósitos de estudios

especiales y refiere el trabajo de Sethi [49].

Sethi [48, 49] demostró que si una población con un número par de elementos,

N , se ordena de manera creciente de acuerdo a la caracteŕıstica de interés, entonces

la manera óptima de elegir un par de unidades, es hacerlo mediante BSS con n = 2.

La elección es óptima porque mı́nimiza cualquier función de pérdida que sea no

decreciente y cóncava hacia abajo, en particular minimiza la varianza. En el Caṕıtulo

3 se precisará el resultado de Sethi.
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Caṕıtulo 3

Muestreo sistemático de una

población fija

Una estrategia de muestreo es la combinación del método de selección y de esti-

mación. Existen tres clases de estrategias: basada en el diseño, basada en el modelo

y asistida por el modelo; cuya diferencia radica en la fuente de aleatoriedad que

utilizan para dar una estructura estocástica.

En la que se basa en el diseño, los valores y1, y2, . . . , yN de la variable de interés, o

bien la función f(x), se consideran fijos pero desconocidos; la fuente de aleatoriedad

se halla en la selección de la muestra, por lo que las probabilidades de selección

introducidas con el diseño se usan para determinar valores esperados, varianzas y

sesgos de los estimadores. En el muestreo sistemático por ejemplo, el estimador de la

media es una variable aleatoria porque generalmente vaŕıa de muestra en muestra.

La segunda clase de estrategia se basa en el modelo, en la cual los valores

y1, . . . , yN asociados con la población de N elementos, se ven como una posible

realización de variables aleatorias Y1, . . . , YN . Las propiedades de los estimadores

dependen de la función de densidad de probabilidad conjunta fY1,...,YN (y1, . . . , yN ;µ)

de las N variables aleatorias, la cual tiene el vector de parámetros desconocidos

µ. El modelo de la superpoblación o simplemente el modelo, denotado por m, se

referirá a las condiciones asociadas con la clase de distribuciones a la que pertenece

fY1,...,YN (y1, . . . , yN ;µ). Por ejemplo, un modelo m podŕıa enunciar que Y1, . . . , YN

son variables aleatorias idénticamente distribuidas con media µ, varianza σ2 y co-

varianza entre Yi y Yj dada por σ2 exp(−λ(j − i)), i < j.
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Existen diferentes razones que justifican alguno de estos enfoques. En favor del

basado en el diseño, que se aplica ampliamente en la práctica para la estimación

de parámetros de poblaciones finitas, se argumenta que en muchos casos se conoce

muy poco acerca de la población como para establecer algún modelo y se conocen

las propiedades estad́ısticas de los estimadores como su valor esperado y varianza,

las cuales no dependen de un modelo. Adicionalmente, la aleatorización en la selec-

ción protege contra un sesgo de selección y las muestras aleatorias son vistas como

objetivas (Särndal et al. [54], §1.10).

En la aproximación basada en el modelo se argumenta (Hannan [41]) que aunque

la información auxiliar se usa para la estimación, por ejemplo en el estimador de

razón o para el diseño de muestreo, como en la estratificación, su uso se justifica

formalmente hasta que se supone algún modelo que relacione la variable auxiliar x

con la de interés y. El uso de información proveniente de encuestas por muestreo

para propósitos anaĺıticos no se puede hacer sólo en el marco basado en el diseño.

La controversia que inicialmente existió entre ambos enfoques, en la que se véıan

como extremos, se ha suavizado considerablemente en las últimas dos décadas, hasta

que actualmente la teoŕıa y práctica del muestreo también se basa en una combi-

nación de ambos. Aśı, una tercera estrategia, en la que la teoŕıa del muestreo se

apoya en modelos, es el muestreo asistido por el modelo (del inglés model assisted

survey sampling); un ejemplo es suponer un modelo para la no respuesta o errores

de medición, reconociendo el diseño muestral. Este enfoque es el adoptado en el libro

de texto de Särndal et al. [54]. Algunas notas sobre el desarrollo histórico de estos

enfoques se pueden consultar en Särndal [53], en donde además se proporcionan

varias referencias.

A continuación se presenta el estimador del total y su precisión bajo el muestreo

sistemático desde el enfoque basado en el diseño, primero se considera una población

finita y después una población continua; puesto que el número de elementos en el

primer caso es finito, y en el segundo infinito, es necesario hacer algunas distinciones

entre ambas poblaciones en aspectos como la selección y el error de estimación. En

el Caṕıtulo 5 se trata la varianza del muestreo sistemático suponiendo superpobla-

ciones.
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3.1. Estimador del total de una población finita y

su varianza

La mayor parte de la teoŕıa clásica del muestreo, motivada por censos y encuestas

a poblaciones humanas, trata de la selección y estimación a partir de una muestra

proveniente de una población finita y fija.

Sea yi el valor de la variable de interés para la i−ésima unidad de la población,

ui, i = 1, . . . , N . Cuando se elige el número aleatorio r con igual probabilidad del

conjunto {1, . . . , T}, la muestra sistemática consiste en el subconjunto de unidades

sr = {ui : i = r + (j − 1)T ≤ N ; j = 1, 2, . . . , ns} ,

donde T ∈ N es el salto o intervalo muestral y corresponde a la parte entera de N/n,

con N = nT +c y c un entero que satisface 0 ≤ c < T ; ns es el tamaño de la muestra

o cardinalidad de sr y es una variable aleatoria tal que

ns =

{
n+ 1 si r ≤ c

n en otro caso.

El valor esperado y varianza del tamaño de muestra son E(ns) = N/T y V (ns) =

(N/T − [N/T ]) (1−N/T + [N/T ]), respectivamente; aqúı [N/T ] denota la parte en-

tera de N/T y sólo se usará esta notación cuando aśı se indique.

Gráficamente este método de selección puede representarse como sigue

b b b s b b b b s b b b b s b b b b s b ` ` ` b b b s b b b
r

T

r + T

2T

r + 2T

3T

r + (n− 1)T

nT

Figura 3.1: Selección de una muestra sistemática de una población finita. Los ćırculos

negros indican las unidades seleccionadas, ns = n.

Cuando no haya ambigüedad sr se denotará también por s y por simplicidad el

i−ésimo elemento sólo se representará por la etiqueta i, por lo que la muestra

está dada por

sr = {r, r + T, . . . , r + (ns − 1)T} .
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El conjunto de T muestras posibles s1, s2, . . . , sT es una partición de la población,

esto es U =
T⋃
r=1

sr. Entonces el total poblacional t =
N∑
i=1

yi puede reescribirse como:

t =
T∑
r=1

tsr

donde tsr =
∑
i∈sr

yi.

El muestreo sistemático es equivalente a seleccionar, con igual probabilidad, uno

de T conglomerados con n ó n + 1 unidades cada uno. Esto se esquematiza en el

Cuadro 3.1, cuando c = 0, en el que cada conglomerado está representado por una

columna y cada una de las T columnas tiene la misma probabilidad de ser escogida

como la muestra. Otra manera de visualizar el muestreo sistemático es dividir a la

población en n grupos, en este caso los renglones de la tabla y luego seleccionar el

r−ésimo elemento de cada renglón o grupo.

Cuadro 3.1: Posibles muestras bajo muestreo sistemático

Muestra

s1 · · · sr · · · sT

Valores y1 · · · yr · · · yT

de y yT+1 · · · yT+r · · · y2T

...
...

...

y(n−1)T+1 · · · y(n−1)T+r · · · yN

Total muestral ts1 · · · tsr · · · tsT

En los caṕıtulos 4 y 5 se supondrá que T = N/n ∈ N, o equivalentemente c = 0,

porque el tamaño de muestra queda fijo, simplificando el problema. Otras ventajas

de que T ∈ N son que la media muestral es un estimador insesgado de la media

poblacional y la probabilidad de que la unidad i pertenezca a la muestra es la

misma para todo i = 1, . . . , N .

Si N/n no es un entero, la media muestral es un estimador sesgado de yU , sin

embargo el sesgo es pequeño y puede despreciarse si el tamaño de muestra es grande,

Cochran [7] señala que probablemente este sesgo sea despreciable si n > 50, y que

no se espera que sea grande si n es pequeña.
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Además, si N/n /∈ N, la condición T ∈ N podŕıa llevar a un tamaño de muestra

muy diferente al deseado en algunas situaciones. Por ejemplo si N = 160 y se desea

seleccionar 60 unidades, entonces si T = 2 se elegiŕıan 80 unidades, mientras que si

T = 3 se elegiŕıan 53 ó 54. Si N es grande comparado con n, la diferencia es menor.

En la práctica, cuando se requiere un tamaño de muestra n y N/n /∈ N, se puede

optar por alguna de las siguientes alternativas (ver Särndal et al. [54], p. 77):

Se eliminan c unidades al azar de la población, de tal manera que N = Tn.

Estas c unidades se pueden considerar en un estrato, o bien dejarse fuera de

la selección.

Se usa un muestreo sistemático circular. En este caso se elige un número aleato-

rio r entre 1 y N como punto de inicio, las siguientes unidades en la muestra

serán r+ (j− 1)T si r+ (j− 1)T ≤ N ó r+ (j− 1)T −N si r+ (j− 1)T > N ,

con j = 1, . . . , n y T el entero más cercano a N/n.

Se usa un intervalo fraccional. Sean T = N/n y r ∼ U(0, T ), la muestra

consistirá en aquellos elementos k que cumplen k − 1 < r + (j − 1)T ≤ k con

j = 1, . . . , n.

Al muestreo sistemático Murthy [39] también lo llama muestreo sistemático lineal

para distinguirlo de algunas modificaciones al mismo, como el muestreo sistemático

circular, en este trabajo por simplicidad se le referirá como muestreo sistemático.

En correspondencia con el algoritmo de selección, se encuentra el proceso de

estimación del parámetro de interés. Un parámetro µ es una caracteŕıstica de la

población y generalmente es desconocido. Este puede verse como una función de los

valores y1, y2, . . . , yN , esto es,

µ = f(y1, . . . , yN).

Su valor exacto puede obtenerse si se mide la población completa, si no hay errores

de medición, ni tampoco no respuesta. Algunos parámetros de interés son el total

de una variable de estudio, la media, la mediana y el coeficiente de correlación entre

dos variables.

Un estimador de µ es una función de los valores de la muestra,

µ̂ = f(yi1 , . . . , yin) con ij ∈ s.
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Por ejemplo, un estimador de la media poblacional, yU =
N∑
i=1

yi/N , es la media

muestral

y =
1

n

∑
i∈s

yi,

y un estimador de la varianza poblacional s2
U =

N∑
i=1

(yi − yU)2 /(N−1) es la varianza

muestral

s2 =
1

n− 1

∑
i∈s

(yi − y)2 .

Un estimador es lineal si se trata de una combinación lineal de los valores yi i ∈ s,

µ̂ =
∑
i∈s

αiyi, αi ∈ R (3.1)

con αi (i ∈ s) constantes. El estimador y es lineal; en cambio, el estimador s2 no es

lineal. Otra propiedad importante es la insesgadez. Un estimador es insesgado si

E(µ̂) = µ.

Horvitz y Thompson [24] derivaron un estimador del total poblacional, t =
∑
i∈U

yi, en

el caso de una muestra aleatoria sin reemplazo de un universo finito. Encontraron

que en la clase de los estimadores lineales de la forma dada en (3.1), donde αi es

usado como un peso para el elemento i siempre que este haya sido seleccionado en

la muestra, el único, y por lo tanto el mejor estimador linealmente insesgado es

t̂π =
∑
i∈s

yi
πi
, (3.2)

donde πi se denomina probabilidad de inclusión de primer orden, corresponde a la

probabilidad de que la unidad i pertenezca a la muestra y se obtiene a partir de lo

que en la literatura se denomina diseño muestral, ver por ejemplo Särndal et al. [54].

Un diseño muestral, denotado por p(s), es una función tal que p(sr) es la pro-

babilidad de elegir la muestra sr bajo el esquema de selección usado. Esta función

va del conjunto de todas las muestras de U , L = {s1, s2, . . . , s2N}, a un conjunto de

probabilidades {p(s1), p(s2), . . . , p(s2N )}, esto es,

p(s) : {s1, s2, . . . , s2N} → {p(s1), p(s2), . . . , p(s2N )} .
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Como p(s) es una distribución de probabilidades en L, se tiene que

p(s) ≥ 0 ∀ s ∈ L y
∑
s∈L

p(s) = 1.

El subconjunto de L compuesto de aquellas muestras s para las cuales p(s) > 0

constituye el conjunto de muestras posibles.

La probabilidad πi se determina como sigue

πi = Pr(i ∈ s) =
∑
s3i

p(s),

aqúı s 3 i denota que se suma sobre aquellas muestras s que contienen al elemento

i. Análogamente, la probabilidad de que los elementos i y j sean incluidos en la

muestra, llamada probabilidad de inclusión de segundo orden, está dada por

πij = Pr(i&j ∈ s) =
∑
s3i&j

p(s).

Al estimador (3.2) se le ha llamado de Horvitz-Thompson, en Särndal et al. [54]

también se le refiere como estimador-π. Si πi > 0 para toda i ∈ U , entonces la

varianza del estimador-π está dada por

V
(
t̂π
)

=
∑
U

∑
U

(
πij − πiπj
πiπj

)
yiyj =

∑
U

∑
U

πij
πiπj

yiyj −

(∑
U

yi

)2

. (3.3)

Horvitz y Thompson [24] también proporcionan un estimador insesgado de V
(
t̂π
)

si πij > 0 para toda i, j ∈ U ,

V̂
(
t̂π
)

=
∑
s

∑
s

(
πij − πiπj
πijπiπj

)
yiyj. (3.4)

Yates y Grundy [62] encontraron una expresión alternativa para la varianza dada

en (3.3) cuando el tamaño de muestra es fijo:

V
(
t̂π
)

= −1

2

∑
U

∑
U

(πij − πiπj)
(
yi
πi
− yj
πj

)2

.

Un estimador insesgado de esta varianza si πij > 0 para toda i, j ∈ U es

V̂
(
t̂π
)

= −1

2

∑
s

∑
s

(
πij − πiπj

πij

)(
yi
πi
− yj
πj

)2

.
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El estimador Horvitz-Thompson también puede usarse en el muestreo con reemplazo

para estimar el total poblacional de manera insesgada, en este caso la probabilidad de

inclusión πi es la probabilidad de que el i−ésimo elemento sea seleccionado al menos

una vez. En el caso de selección con reemplazo, existe otro estimador insesgado de

t debido a Hansen y Hurwitz (ver Särndal et al. [54], resultado 2.9.1):

t̂pwr =
1

m

m∑
i=1

yki
pki
, (3.5)

donde m es el número de extracciones, ki corresponde al elemento seleccionado en

la i−ésima extracción y pk denota la probabilidad de seleccionar el elemento k en

la i−ésima extracción, como el muestreo es con reemplazo pki = pk ∀i = 1, . . . ,m.

No se puede generalizar cuál de los dos estimadores tiene menor varianza, ésta

dependerá de los valores y1, . . . , yN .

En el caso del muestreo sistemático, las probabilidades de inclusión de primer y

segundo orden son:

πi = n/N = 1/T con i = 1, . . . , N

πij =

{
n/N = 1/T si i, j ∈ sr, r = 1, . . . , T

0 si i ∈ sr y j ∈ sl con r 6= l .

En consecuencia, el estimador del total (3.2) y su varianza (3.3) se reducen a las

expresiones siguientes (Särndal et al. [54], resultado 3.4.1)

t̂π = t̂sr = T
∑
i∈sr

yi = Ttsr , (3.6)

VSY
(
t̂π
)

= T

T∑
r=1

(
tsr −

t

T

)2

=
1

T

T∑
r=1

(Ttsr − t)
2 . (3.7)

Sin embargo, ya que no se cumple la condición πij > 0 para toda i, j ∈ U , la

ecuación (3.4) no puede usarse para estimar la varianza, por lo que se han obtenido

aproximaciones haciendo algunos supuestos sobre la estructura de la población, u-

sando algún método de remuestreo o bien modificando el esquema de selección. En

el caṕıtulo 6 se darán tres de estas aproximaciones.
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3.2. Orden de la población y eficiencia

La eficiencia del muestreo sistemático también depende de la manera en que la

población está ordenada. De acuerdo con la expresión (3.7), la varianza VSY
(
t̂π
)

tiende a cero si los totales muestrales tsr son aproximadamente iguales, es decir, si

el orden de los N elementos de la población es tal que las T muestras sistemáticas

tienen totales similares.

Esto también puede observarse al descomponer la variación total, o suma total

de cuadrados (SST , SS del inglés sum of squares y T de total), en la variación

dentro de la muestra sistemática (SSW , W del inglés within) y la variación entre

muestras sistemáticas (SSB, B del inglés between), esto es,

SST = (N − 1)s2
U =

N∑
i=1

(yi − yU)2 =
T∑
r=1

∑
i∈sr

(
yi − ysr

)2
+ n

T∑
r=1

(
ysr − yU

)2

=
T∑
r=1

∑
i∈sr

(
yi − ysr

)2
+

1

N

∑T
r=1 (Ttsr − t)

2

T

= SSW + SSB,

donde ysr =
∑

i∈sr yi/n = tsr/n es la media de la muestra r (ver Särndal et al. [54],

p. 78). Nótese que VSY
(
t̂π
)

= N × SSB.

Como la varianza poblacional s2
U es fija, a medida que las muestras son más

heterogéneas al interior, entonces SSW aumenta y SSB disminuye, por lo que el

muestreo sistemático es más eficiente. La heterogeneidad dentro de las muestras

sistemáticas puede lograrse si los n grupos en los que se dividió la población son

homogéneos al interior. Murthy [39], §5.5, señala que un buen arreglo debeŕıa ase-

gurar que unidades similares con respecto a yi estén juntas, lo cual sugiere que un

posible orden es el creciente, en contraparte, una cŕıtica al orden creciente es que

las primeras muestras subestiman al total poblacional y las últimas muestras lo

sobreestiman.

La variable de interés yi (i = 1, . . . , N) generalmente se desconoce, en este caso la

población se puede ordenar de acuerdo con alguna variable auxiliar xi (i = 1, . . . , N),

es deseable que la información auxiliar tenga la mayor relación posible con la de

interés para que este diseño sea eficiente.

Con la finalidad de mostrar cómo la varianza del muestreo sistemático depende
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51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

tsr 460 470 480 490 500 510 520 530 540 550

Figura 3.2: Muestras posibles de la población con valores 1, 2, . . . , 100 ordenada de

manera creciente. VSY
(
t̂π
)

= 82,500, SSW = 82,500 y SSB = 825.

del orden de la población, se presenta el siguiente ejemplo que se basa en el Ejemplo

3.4.2 de Särndal et al. [54] y en Muzquiz [40] §3.1.

Ejemplo 3.2.1. Supónga una población con valores 1, 2, . . . , 100 y se desea estimar

el total, t =
∑100

i=1 yi =
∑100

i=1 i = 5050. Para ello se eligen muestras sistemáticas de

tamaño n = 10 y se comparan seis órdenes de la población, los tres primeros fueron

tomados de Särndal et al. [54] y los restantes de Muzquiz [40]:

a) Creciente

b) Alternando de manera creciente y decreciente por bloques

c) Creciente dentro de bloques
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Figura 3.3: Muestras posibles de la población con valores 1, 2, . . . , 100 ordenada

alternando de manera creciente y decreciente por bloques. VSY
(
t̂π
)

= 0, SSW =

83,325 y SSB = 0.

d) Triangular

e) Decreciente y creciente

f) Triangular dentro de bloques.

En las Figuras 3.2 a 3.7 se muestra la población ordenada por cada uno de los seis

criterios y los valores de yi para las T = 10 muestras posibles según el orden.

La varianza del estimador del total, según el orden de la población, se presenta

en el Cuadro 3.2. Como puede observarse el mejor orden no es único, hay cuatro

casos donde la varianza es cero: b) alternar de manera creciente y decreciente por
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Figura 3.4: Muestras posibles de la población con valores 1, 2, . . . , 100 ordenada de

manera creciente dentro de bloques. VSY
(
t̂π
)

= 8,250,000, SSW = 825 y SSB =

82,500.

bloques, d) triangular, e) decreciente y creciente y f) triangular dentro de bloques.

Los dos arreglos de la población que generaron una varianza del estimador po-

sitiva fueron el orden creciente y el orden creciente dentro de bloques. Cuando la

población se ordena de manera creciente las primeras muestras, s1, . . . , s5, subesti-

man el total y las muestras s6, . . . , s10, sobreestiman el total poblacional. La vari-

anza del estimador del total bajo el orden creciente fue de 82,500, dando lugar a

un coeficiente de variación del total de 5.7 %, la varianza del estimador bajo el or-

den creciente dentro de bloques fue de 8,250,000 y el coeficiente de variación del
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Figura 3.5: Muestras posibles de la población con valores 1, 2, . . . , 100 ordenada de

manera triangular. VSY
(
t̂π
)

= 0, SSW = 83,325 y SSB = 0.

total de 56.9 %. Si en lugar de efectuar un muestreo sistemático se selecciona una

muestra aleatoria simple sin reemplazo (SI por sampling irrestricted) del mismo

tamaño, la varianza correspondiente seŕıa 757,500, es decir, 9.18 veces la varian-

za del muestreo sistemático aplicado al orden creciente. Como ya se mencionó, el

muestreo sistemático no siempre es más eficiente que el muestreo aleatorio simple,

en este caso, cuando la población se ordenó de manera creciente dentro de bloques

la varianza fue casi 11 veces la del aleatorio simple.

Muzquiz [40] además de encontrar que los órdenes dados en los incisos b, d, e, y

f tienen varianza cero, calculó la varianza bajo muestreo sistemático para otras seis
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Figura 3.6: Muestras posibles de la población con valores 1, 2, . . . , 100 ordenada

decreciente y creciente. VSY
(
t̂π
)

= 0, SSW = 83,325 y SSB = 0.

maneras de acomodar la población de este ejemplo, incluyendo el orden creciente.

Encontró que todas tuvieron varianza positiva pero menor a la del SI. Entre estas

seis formas, cuando la población ordenada quedó como {100, 98, . . . , 2, 99, 97, . . . , 1}
generó una varianza mayor a la del orden creciente; cuando la población ordenada

quedó como {50, 49, . . . , 1, 100, 99, . . . , 51} la varianza del estimador es igual a la del

orden creciente. Para este ejemplo, el orden que induce a una varianza cero no es

único, más aun, no se encontró cuál es el número de formas de ordenar a las unidades

que llevan a este resultado.

En la siguiente sección se describirá una variante del muestreo sistemático que coinci-
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Figura 3.7: Muestras posibles de la población con valores 1, 2, . . . , 100 ordenada de

manera triangular dentro de bloques. VSY
(
t̂π
)

= 0, SSW = 83, 325 y SSB = 0.

de con el muestreo sistemático cuando la población se ordena de manera equilibrada,

como aqúı se llama, y que corresponde al orden triangular en el ejemplo anterior.

3.3. Muestreo sistemático equilibrado

El muestreo sistemático equilibrado (BSS) probablemente fue denominado aśı por

Sethi al describir el método óptimo para seleccionar un par de unidades, con dife-

rentes probabilidades, ordenadas de manera creciente o decreciente. Sethi [48] §9.4

señala “this method of selection shall be called Balanced Systematic Sampling (of

size two)”.



36 3. Muestreo sistemático de una población fija

Cuadro 3.2: Varianza del estimador del total t =
∑100

i=1 i, según tipo de orden

Orden VSY
(
t̂π
)

VSI
(
t̂π
)

SSW SSB SST

a) Creciente 82,500 757,500 82,500 825 83,325

b) Alternando por bloques 0 757,500 83,325 0 83,325

c) Creciente dentro de bloques 8,250,000 757,500 825 82,500 83,325

d) Triangular 0 757,500 83,325 0 83,325

e) Decreciente y creciente 0 757,500 83,325 0 83,325

f) Triangular dentro de bloques 0 757,500 83,325 0 83,325

Es Murthy [39], p. 165, quien describe esta técnica de muestreo para n > 2,

la cual consiste en dividir la población en n/2 grupos de 2T unidades cada uno

y seleccionar de cada grupo un par de unidades equidistantes del inicio y del fin

del grupo de manera sistemática. Si r se elige con igual probabilidad del conjunto

{1, . . . , T}, en el primer grupo de 2T unidades, las unidades en la muestra serán

las etiquetadas por r y 2T − r + 1; en el segundo grupo las unidades en muestra

corresponderán a r+ 2T y 4T − r+ 1, y aśı sucesivamente. Entonces, la muestra s′r

constará de las unidades

r + 2Ti y 2T (i+ 1)− r + 1 con i = 0, 1, . . . , n/2− 1 si n es par, o bien

r + 2Ti, 2T (i + 1)− r + 1 y r + (n− 1)T con i = 0, 1, . . . , (n− 1)/2− 1 si n

es impar.

Por otra parte, Gundersen [20] en lo que él denomina el fraccionador suave (del

inglés smooth fractionator), propone aplicar un muestreo sistemático a unidades

acomodadas simétricamente con el objetivo de tener un diseño eficiente. La población

se ordena simétricamente o de manera equilibrada, como aqúı se le referirá, de la

siguiente manera:

y(1), y(3), . . . , y(N−3), y(N−1), y(N), y(N−2), . . . , y(4), y(2) si N es par,

y(1), y(3), . . . , y(N−2), y(N), y(N−1), y(N−3), . . . , y(4), y(2) si N es impar

donde y(1) ≤ y(2) ≤ · · · ≤ y(N). La población del Ejemplo 3.2.1 está acomodada de

esta manera en el orden llamado triangular.
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Cuando la población se ordena de manera equilibrada, se obtiene el mismo con-

junto de muestras sistemáticas, {s1, s2, . . . , sT}, que cuando se aplica muestreo sis-

temático equilibrado a una población ordenada de manera creciente, {s′1, s′2, . . . , s′T},
es decir, son dos algoritmos de selección distintos que producen el mismo conjunto

de muestras. Adicionalmente, p(sr) = p(s′r) = 1/T (r = 1, . . . , T ), entonces ambos

algoritmos corresponden al mismo diseño. Esto se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.3.1. Suponga que se tiene una población con N = 20 elementos y

se seleccionará una muestra de tamaño n = 4 mediante BSS, donde la población

está ordenada de manera creciente, esto es

y(1), y(2), . . . , y(19), y(20).

Entonces, las posibles muestras y los respectivos valores que toma y para cada una

de estas son los siguientes.

Muestra Valores de y

s′1 = {1, 10, 11, 20} y(1), y(10), y(11), y(20)

s′2 = {2, 9, 12, 19} y(2), y(9), y(12), y(19)

s′3 = {3, 8, 13, 18} y(3), y(8), y(13), y(18)

s′4 = {4, 7, 14, 17} y(4), y(7), y(14), y(17)

s′5 = {5, 6, 15, 16} y(5), y(6), y(15), y(16).

Si la población está ordenada de manera equilibrada, esto es

y(1), y(3), . . . , y(17), y(19), y(20), y(18), . . . , y(4), y(2),

y se selecciona una muestra sistemática, las posibles muestras y los valores de y son

Muestra Valores de y

s1 = {1, 11, 20, 10} y(1), y(11), y(20), y(10)

s2 = {3, 13, 18, 8} y(3), y(13), y(18), y(8)

s3 = {5, 15, 16, 6} y(5), y(15), y(16), y(6)

s4 = {7, 17, 14, 4} y(7), y(17), y(14), y(4)

s5 = {9, 19, 12, 2} y(9), y(19), y(12), y(2).

Como puede verse en este ejemplo {s1, s2, s3, s4, s5} = {s′1, s′2, s′3, s′4, s′5}, con p(sr) =

p(s′r) = 1/5 (r = 1, . . . , 5).
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Murthy [39], p. 165, señala que el BSS reduce la varianza del estimador de la

media cuando la población presenta una tendencia lineal. Demuestra que en una

población hipotética cuyos valores de interés siguen una progresión aritmética, yi =

a + bi, i = 1, . . . , N , si N y n son pares, entonces la varianza del estimador de la

media es igual a cero si la muestra se obtiene usando BSS.

Sethi [48, 49] demostró que si una población de N elementos, con N par, se

ordena de manera creciente de acuerdo a la caracteŕıstica de interés, es decir, y1 ≤
y2 ≤ · · · ≤ yN , y si L es una función de pérdida que para todo |u| ≤ |u′| satisface:

L(|A+ u′|) + L(|A− u′|) ≥ L(|A+ u|) + L(|A− u|), con A, u, u′ ∈ R, (3.8)

entonces la manera óptima de elegir una muestra de tamaño 2, o un par óptimo

como él lo llama, es elegir a las unidades equidistantes del inicio y del fin del arreglo,

etiquetadas por r y N + 1− r, donde r se elige con probabilidad 2/N del conjunto

{1, . . . , N/2}, este algoritmo de selección corresponde al caso del BSS con n = 2.

Esta elección es óptima en el sentido que mı́nimiza cualquier función de pérdida

como L. Sethi señala que en particular, la varianza del estimador del total o de la

media la cumple.

Para demostrar lo anterior, Sethi propone dos conjuntos de muestras posibles ` y

`′. Entre las N/2 muestras posibles, ` contiene las muestras s1 = (1, i) y s2 = (j,N),

mientras que `′ contiene las muestras s′1 = (1, N) y s′2 = (i, j), el resto de las

muestras son las mismas en ambos conjuntos.

Sea eij el error absoluto de la estimación del total basada en el par (i, j), esto es,

eij =

∣∣∣∣N2 (yi + yj)− t
∣∣∣∣ .

Si se elige s1 el error absoluto está dado por

e1i =

∣∣∣∣N2 (y1 + yi)− t
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣N4 (y1 + yi + yj + yN)− t− N

4
[(yj + yN)− (y1 + yi)]

∣∣∣∣
= |A− e1|

donde A = N
4

(y1 + yi + yj + yN)− t y e1 = N
4

[(yj + yN)− (y1 + yi)].
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Análogamente, el error absoluto para cada uno de los pares en s2, s
′
1, s
′
2 se puede

escribir como sigue,

ejN = |A+ e1|

e1N = |A− e2|

eij = |A+ e2|

donde e2 = N
4

[(y1 + yN)− (yi + yj)].

Como puede verse |e2| < |e1|. Entonces, si la función de pérdida L cumple la

condición (3.8), se tiene que

L(|A+ e1|) + L(|A− e1|) ≥ L(|A+ e2|) + L(|A− e2|),

o equivalentemente,

L(|ejN |) + L(|e1i|) ≥ L(|eij|) + L(|e1N |).

Por lo tanto, la función de pérdida para el conjunto `′ es menor que para el conjunto

`. Siguiendo este procedimiento repetidamente se llega a que el conjunto con todos

los pares de unidades equidistantes, `0 = {(r,N + 1− r), r = 1, . . . , N/2}, es el

conjunto óptimo para cualquier función de pérdida que satisfaga (3.8). Señala que

las funciones no decrecientes y cóncavas hacia abajo satisfacen la condición (3.8).

Este es el caso de L(e) = ke2 y por lo tanto de la varianza del estimador del total o

de la media. Entonces, `0 lleva a una varianza mı́nima.

Sethi [49], p. 317, menciona que para n = 2, la varianza del estimador será igual a

cero si la población es simétrica, textualmente “... if the population were symmetrical

the risk would reduce to zero.”

Como se vió en §3.1, el muestreo sistemático es equivalente a seleccionar uno de

T conglomerados con n unidades cada uno. Bajo esta nomenclatura, el problema del

par óptimo analizado por Sethi, corresponde a formar T conglomerados de tamaño

2 y elegir uno de ellos aleatoriamente. También analiza la mejor manera de formar

conglomerados con n > 2 unidades.

A través de un ejemplo en el que compara dos poblaciones ordenadas de manera

creciente, con N = 6 elementos cada una y n = 3, muestra que la manera óptima
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de seleccionar las dos muestras posibles es diferente entre ambas poblaciones. Los

valores que toma la variable de interés y para cada una de las poblaciones hipotéticas

se presentan en el Cuadro 3.3.

Cuadro 3.3: Poblaciones hipotéticas, ejemplo Sethi [49] ,§6

Población y1 y2 y3 y4 y5 y6

I 1 2 4 8 16 32

II 1 2 3 4 5 6

En la población I, la manera óptima de formar los dos conglomerados es s1 =

{u1, u2, u6} y s2 = {u3, u4, u5}. Esta no es la mejor manera de elegir las dos muestras

en la población II. Concluye que para n > 2 se deberán de hacer otras consideraciones

además del orden de la población para obtener una manera de formar conglomerados

óptima.

Describe un método para obtener lo que define como un arreglo de conglomera-

dos cercano al óptimo como sigue. Supóngase que hay u1, u2, . . . , uTn unidades en la

población y ésta se divide en T conglomerados de n unidades cada una, sean dos de

los conglomerados que tienen los siguientes valores de la caracteŕıstica y.

Conglomerado i, Ci : yi1 ≤ yi2 ≤ · · · ≤ yin

Conglomerado i′, Ci : yi′1 ≤ yi′2 ≤ · · · ≤ yi′n.

Si sucede que

yi1 < yi′j j = 1, 2, . . . , n, (3.9)

entonces intercambiando uij con ui′j en los dos conglomerados llevará a una re-

ducción de la varianza. Un arreglo de conglomerados que no satisface la condición

(3.9) será denominado arreglo de conglomerados cercano al óptimo (del inglés nearly

optimum clustering).

Señala que una manera simple de obtener un arreglo de conglomerados cercano

al óptimo es la siguiente:

i. Ordenar las unidades en orden creciente de acuerdo a la caracteŕıstica de

interés.
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ii. Dividirlas en n estratos homogéneos de T unidades cada uno. Las primeras T

unidades forman el primer estrato, las segundas T el segundo y aśı sucesiva-

mente.

iii. Tomar los estratos en pares. El arreglo sugerido tiene conglomerados que in-

cluyen un par óptimo de unidades de cada uno de los pares de estratos.

Hay un gran número de maneras de formar un arreglo de conglomerados cercano al

óptimo, dependiendo de los pares de estratos que se formen. Uno de ellos es

Ci : u2kT+i, u2(k+1)T+1−i donde k = 0, 1, . . . toma los valores para los cuales

exista una unidad en la población.

Es importante señalar que el BSS corresponde a este último arreglo de conglomera-

dos.

Murthy [39], p. 167, señala que una mejor manera de seleccionar una muestra de

n = 2m elementos, m ∈ Z+, a partir de una población con un número de elementos

N , múltiplo de 2m, puede ser formando las N/2 posibles muestras de tamaño n = 2

bajo BSS, luego usar esos N/2 pares para formar N/4 muestras de n = 4 unidades,

ordenando los N/2 pares de manera creciente de acuerdo al total de la caracteŕıstica

de interés y tomando esos pares de una manera equilibrada. Siguiendo el proce-

dimiento anterior sucesivamente, se pueden formar todas las posibles muestras de

tamaño 2, 4, 8, . . . , y finalmente tomar una de las muestras con igual probabilidad.

A continuación se presenta un ejemplo en el que se sigue el método anterior y se

compara con el BSS.

Ejemplo 3.3.2. Sea una población hipotética de N = 20 elementos y se desea

seleccionar una muestra de n = 4 = 22 elementos. Los valores yi (i = 1, . . . , 20) que

toma la variable de interés, ordenados de manera creciente son los siguientes:

{1, 2, 5, 6, 6, 7, 8, 8, 9, 10, 10, 12, 13, 15, 15, 18, 19, 20, 22, 25}

Aplicando el método señalado por Murthy, los 10 pares óptimos y su respectivo total

son como sigue.
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r Par óptimo Total r Par óptimo Total

1 (1, 25) 26 6 (7, 15) 22

2 (2, 22) 24 7 (8, 15) 23

3 (5, 20) 25 8 (8, 13) 21

4 (6, 19) 25 9 (9, 12) 21

5 (6, 18) 24 10 (10, 10) 20

Los pares ordenados de manera creciente son

Orden Par óptimo Total Orden Par óptimo Total

1 (10, 10) 20 6 (6, 18) 24

2 (8, 13) 21 7 (2, 22) 24

3 (9, 12) 21 8 (5, 20) 25

4 (7, 15) 22 9 (6, 19) 25

5 (8, 15) 23 10 (1, 25) 26

Aplicando nuevamente el BSS a estos 10 pares, finalmente se tienen las siguientes

muestras posibles

Muestra Valores yi, i ∈ sr Total muestral, tsr

s1 {10, 10, 1, 25} 46

s2 {8, 13, 6, 19} 46

s3 {9, 12, 5, 20} 46

s4 {7, 15, 2, 22} 46

s5 {8, 15, 6, 18} 47

Bajo BSS los valores de y en cada una de las muestras posibles y su respectivo total

muestral son

Muestra Valores yi, i ∈ sr Total muestral, tsr

s1 {1, 10, 10, 25} 46

s2 {2, 9, 12, 22} 45

s3 {5, 8, 13, 20} 46

s4 {6, 8, 15, 19} 48

s5 {6, 7, 15, 18} 46

La varianza del estimador del total bajo el primer método es VMUR

(
t̂π
)

= 4 y bajo

BSS es VBSS
(
t̂π
)

= 24. Como se esperaba, el método sugerido por Murthy es más



3.4. Estimador de la integral de una función acotada y su varianza 43

eficiente que el BSS, sin embargo, una desventaja del método es que el tamaño de

muestra debe de satisfacer n = 2m. Hay T = N/n muestras posibles, al igual que en

el BSS.

No debe de confundirse el muestreo sistemático equilibrado con otro método

de selección denominado muestreo equilibrado (del inglés balanced sampling), el

cual no es objeto de estudio de este trabajo. Uno de los primeros trabajos en los

que se menciona este método corresponde a Yates [61], §3.13, quien propone un

método para seleccionar muestras equilibradas. De acuerdo con la definición dada

en Tillé [56], el muestreo equilibrado es un método aleatorio de selección de unidades

de una población, que genera una muestra tal que los estimadores Horvitz-Thompson

de los totales de las p variables auxiliares, son iguales a los verdaderos totales de

la población, esto es, un diseño muestral es equilibrado en las variables auxiliares

X1, . . . , Xp si y sólo si satisface las ecuaciones∑
i∈s

xij
πi

=
∑
i∈U

xij

para toda s ∈ {s1, s2, . . . , sM} tal que p(s) > 0 y para toda j = 1, . . . , p.

3.4. Estimador de la integral de una función aco-

tada y su varianza

El muestreo sistemático también se aplica en áreas como integración numérica,

Geoestad́ıstica, análisis de imágenes y Estereoloǵıa, en donde la población de in-

terés puede estar definida en un dominio continuo, por ejemplo un tumor, un corte

de tejido, un campo agŕıcola o un bosque. En esta situación la variable de estudio se

puede expresar como una función f y un parámetro de interés puede ser la integral

de la función t =
∫
R f(x)dx, que en muchas situaciones corresponde al área. En esta

sección se verá el estimador de t y su varianza cuando la función cumple ciertas

condiciones.

Sea f : R 7→ R una función acotada y fija, de cuadrado integrable en un intervalo

A = [a, b], esto es
∫
A
|f(x)|2 dx < ∞, y fuera de A es cero. Cuando se realiza un

muestreo sistemático con un intervalo muestral T > 0, f(x) se observa en la muestra

s = sr = {r + (j − 1)T, j ∈ Z}∩A con r ∼ U(0, T ), el tamaño de muestra ns es una
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variable aleatoria. Gráficamente se tiene que

r r + T r + (ns − 1)T` ` `
� -T� -A

f(x)
?

Figura 3.8: Selección sistemática de una población continua. Las unidades seleccionadas

corresponden a r, r + T, . . . , r + (ns − 1)T .

Un estimador de t, análogo al estimador (3.6), es:

t̂ = T
∑
x∈sr

f(x). (3.10)

El estimador anterior es insesgado, como se demuestra a continuación, tomando

como base la dada por Cruz-Orive [8].

E
[
t̂
]

= E

[
T
∑
x∈sr

f(x)

]

= E

[
T
∑
j∈Z

f(r + [j − 1]T )

]
,

puesto que f(x) se observa en un número finito de puntos:

E
[
t̂
]

= T
∑
j∈Z

E [f(r + [j − 1]T )]

= T
∑
j∈Z

∫ T

0

f(r + [j − 1]T )
1

T
dr

=
∑
j∈Z

∫ jT

(j−1)T

f(v)dv

=

∫
R
f(x)dx = t. �

Una representación muy conocida de la varianza de (3.10) está dada por la expresión

(ver Matheron [35], p. 73)

VSY
(
t̂
)

= T

∞∑
k=−∞

g(kT )−
∫
R
g(h)dh
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donde g(h) =
∫
R f(x)f(x + h)dx es el covariograma de la función f . Esta varianza

puede verse como el error al aproximar la integral del covariograma por la suma

T
∑
g(kT ).

Kiêu [32] y Kiêu et al. [33] suponen que la función f es suave a trozos de orden

(q, 1), donde q el orden de la primera derivada de f no continua. Si f (k) denota la

k−ésima derivada de f , la amplitud de su salto está dado por

Sf (k)(x) := ĺım
y→x+

f (k)(y)− ĺım
y→x−

f (k)(y), x ∈ R, k = 0, 1, 2, ...,

siempre que el ĺımite exista. Su soporte es el conjunto Df (k) =
{
x : Sf (k)(x) 6= 0

}
.

Una función f de soporte acotado es suave a trozos (q, s), q, s ∈ N ∪ {0}, si

a) Df (k) = ∅, k = 0, 1, ..., q − 1 y Df (q) 6= ∅ y

b) f (k) tiene un número finito de saltos y estos son finitos, k = q, q + 1, ..., q + s.

Con base en la teoŕıa transitiva de Matheron, estos autores derivan una expresión

para VSY
(
t̂
)
:

VSY (t̂) = (−1)qT 2q+2P2q+2,T (0)
∑

v∈Df (q)
(Sf (q)(v))2

+ (−1)qT 2q+2
∑

u,v∈Df(q),
v−u6=0

P2q+2,T (v − u)Sf (q)(u)Sf (q)(v) + o(T 2q+2),
(3.11)

donde

Pl,T (x) = Pl
(
x
T
−
[
x
T

])
es el polinomio modificado de Bernoulli de orden l, [x]

denota la parte entera de x. Este polinomio es una función con peŕıodo T que

se define por Pl(x) = Bl(x)/l! con Bl(x) el l−ésimo polinomio de Bernoulli,

l ≥ 1.

La ecuación (3.11) se representa también de la siguiente manera

VSY (t̂) = VE(t̂) + Z(T ) + o(T 2q+2),

donde
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i. VE(t̂) = (−1)qT 2q+2P2q+2,T (0)
∑

v∈Df (q)(Sf
(q)(v))2 es el llamado término de

extensión y sólo depende de las amplitudes de las transiciones de f (q).

ii. Z(T ) = (−1)qT 2q+2
∑

u,v∈Df(q),
v−u6=0

P2q+2,T (v−u)Sf (q)(u)Sf (q)(v) es el denominado

Zitterbewegung y corresponde a los sumandos con t − s 6= 0, lo cual depende

tanto de las amplitudes de las transiciones como de su distribución en el eje

muestral. Es una función oscilante de T .

iii. o(T 2q+2) es una función tal que ĺımT→0 o(T
2q+2)/T 2q+2 = 0.

Cuando T es suficiente pequeño, VE(t̂) constituye una buena aproximación de VSY (t̂)

ya que representa la tendencia de la varianza.
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Figura 3.9: Término de extensión, VE(t̂) = T 4/90 y Zitterbewegung, Z(T ) =

−T 4B4 (2/T − [2/T ]) /3 del estimador del área bajo la función f(x) = 2x− x2, x ∈ [0, 2].

La ĺınea - - - corresponde a VE(t̂) y la ĺınea —– a VE(t̂) + Z(T ).

Ejemplo 3.4.1. Sea f(x) = 2x−x2 con x ∈ [0, 2] y t =
∫ 2

0
f(x)dx. En este caso q = 1

ya que f (q)(x) no es continua en x = 0 y x = 2; luego, las transiciones son Sf (1)(0) =

2 y Sf (1)(2) = 2. Entonces, VE(t̂) = T 4/90 y Z(T ) = −T 4B4 (2/T − [2/T ]) /3, donde

B4(x) = x2(x− 1)2 − 1/30.

El término de extensión y la suma de este más el Zitterbewegung se muestran en

la Figura 3.9. En ella se observa que si se ignoran los términos de orden superior
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o(T 4), VE (ĺınea punteada) corresponde a la tendencia de VSY (t̂); el comportamiento

ondulatorio que se observa en la ĺınea continua, VE+Z(T ), se debe al Zitterbewegung.

Souchet [52] y Kiêu [32] demuestran que si la función f es suave a trozos (q, s),

entonces su covariograma g es suave a trozos (2q + 1, s) y que existe una relación

entre las transiciones del covariograma y las transiciones de la función

Sg(2q+1)(c) = −(−1)q
∑

u,v∈Df(q),
v−u=c

Sf (q)(u)Sf (q)(v).

Como el covariograma tiene la propiedad de que g(h) = g(−h), las transiciones del

covariograma alrededor del origen se pueden expresar en términos del covariograma,

Sg(2q+1)(0) = 2g(2q+1)(0+). Por lo tanto, en términos del covariograma el término de

extensión puede escribirse como

VE(t̂) = − 2B2q+2

(2q + 2)!
T 2q+2g(2q+1)(0+) (3.12)

donde

g(2q+1)(0+) = −(−1)q

2

∑
t∈Df (q) Sf

(q)(t).

Bl = Bl(0) es el l−ésimo número de Bernoulli. Los primeros números de

Bernoulli son: B0 = 1, B1 = −1/2, B2 = 1/6, B4 = −1/30 y los números

impares son igual a cero, B3 = B5 = B7 = · · · = 0.

Como puede apreciarse, la varianza del estimador depende de q, el orden de la

primera derivada de f no continua, aśı como de la magnitud de sus saltos o tran-

siciones. Si T es pequeña, la tasa de convergencia de la varianza de t̂ es de orden

T 2q+2, esto es, VSY (t̂) ≤ cT 2q+2 con c una constante. Entonces, en el peor de los

casos, cuando f no es continua (q = 0), la convergencia es de orden T 2, mientras

que en el muestreo aleatorio simple es de orden T .

Si la varianza del estimador se aproxima mediante el término de extensión, para

obtener un estimador de la varianza es necesario conocer q el grado de suavidad de la

función, aśı como tener una estimación de la 2q+1−ésima derivada del covariograma

cerca del origen. Ya que generalmente g(2q+1)(0+) se desconoce, se puede suponer un

modelo, Kiêu [32] obtiene una aproximación del covariograma usando la fórmula de

Taylor, como se verá en el Caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 4

Condiciones suficientes para que la

varianza del estimador sea cero

La varianza del estimador del total de una población finita VSY
(
t̂π
)

dada en la expre-

sión (3.7) depende del orden de la población, aśı también la varianza del estimador

del área bajo una función, VSY
(
t̂
)
, proporcionada en la ecuación (3.11) depende de

la suavidad de la función. Para saber si el muestreo sistemático es más eficiente que

el aleatorio simple es necesario tener información sobre la estructura de la población.

En el desarrollo de este trabajo se encontraron tres condiciones, aunque no nece-

sarias al menos suficientes, bajo las cuales la varianza del muestreo sistemático es

cero. La primera se refiere al tamaño de la muestra y al tamaño de la población, o

bien al intervalo muestral, la segunda al orden de la población y la tercera a una

propiedad de simetŕıa en la variable de interés. Estas condiciones se establecen de

manera precisa en la proposición 4.1, en el caso de una población finita, y en la

proposición 4.2, en el caso de una población continua.

4.1. Total de una población finita

Como se mencionó anteriormente, Sethi [49] señala que la varianza del estimador

del total será igual a cero si la población es simétrica, si tiene un número N par de

unidades, se ordena de manera creciente y se seleccionan dos unidades equidistantes

del inicio y del fin de este orden, r y N + 1 − r, donde r es una realización de la

distribución uniforme discreta, con r = 1, . . . , N/2. Murthy [39] §5.9d muestra que



50 4. Condiciones suficientes para que la varianza del estimador sea cero

en una población de N elementos, con yi = a+ bi (i = 1, . . . , N) y N par, si se elige

una muestra de tamaño n par mediante muestreo sistemático equilibrado (BSS),

entonces la varianza del estimador de la media es cero.

Sethi no contempla el caso n > 2 y la población que considera Murthy es muy

espećıfica. Como se verá en el siguiente ejemplo, estos resultados sobre la varianza

nula se pueden extender a tamaños de muestra pares y otras poblaciones.

Ejemplo 4.1.1. Un conjunto hipotético de 20 datos. Suponga una población de

N = 20 unidades cuyos valores yi, i = 1, . . . , 20, una vez ordenados (ver figura 4.1),

son los siguientes :

{1, 6, 12, 26, 32, 38, 43, 53, 65, 71, 73, 68, 62, 48, 42, 36, 31, 21, 9, 3} .
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Figura 4.1: Valores yi, i = 1, . . . , 20, del Ejemplo 4.1.1, ordenados de manera

equilibrada. Si n = 2 o n = 4, entonces VSY
(
t̂π
)

= 0.

Hay cinco posibles muestras sistemáticas de tamaño n = 4, los valores observados

en cada una de ellas y el total muestral se presentan en el Cuadro 4.1. Como el

estimador del total t̂sr = 740, r = 1, . . . , 5, entonces VSY
(
t̂π
)

= 0. Es fácil verificar

que si n = 2, el estimador del total t̂sr = 740, r = 1, . . . , 10, entonces la varianza del

estimador es cero.

En este ejemplo, el total se estima sin error por varias razones: a) la población

hipotética tiene la caracteŕıstica de que es simétrica con respecto a su media, esto

es, la distancia entre yU − y(i) es la misma que entre y(N−i+1) − yU , i = 1, . . . , 10,
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b) la manera como se ordenó la población, c) N y n son números pares y d) se

eligió una muestra sistemática. Estas condiciones se establecen de manera formal en

la siguiente proposición.

Cuadro 4.1: Valores yi en las cinco muestras sistemáticas del ejemplo 4.1.1

Muestra Valores yi, i ∈ sr Total muestral, tsr t̂π

s1 {1, 38, 73, 36} 148 5(148)

s2 {6, 43, 68, 31} 148 5(148)

s3 {12, 53, 62, 21} 148 5(148)

s4 {26, 65, 48, 9} 148 5(148)

s5 {32, 71, 42, 3} 148 5(148)

Proposición 4.1. Sea yi, i = 1, . . . , N , el valor de la variable de interés para la

i−ésima unidad en una población con N unidades, n el tamaño de muestra y T el

intervalo muestral. Si se satisface que:

i) N y n son números pares y T = N/n ∈ Z+.

ii) La población se ordena de manera equilibrada, esto es,

y(1), y(3), . . . , y(N−1), y(N), . . . , y(4), y(2), donde y(1) ≤ y(2) ≤ · · · ≤ y(N). (4.1)

iii) Los valores ordenados y(i) son simétricos respecto a la media poblacional yU ,

esto es, cumplen

y(N−i+1) − yU = yU − y(i), i = 1, . . . , N/2 (4.2)

donde yU =
∑N

i=1 yi/N .

Entonces, bajo muestreo sistemático, el estimador del total poblacional t̂π = T
∑

i∈sr yi

tiene varianza cero, es decir, VSY
(
t̂π
)

= 0.

Demostración. Considerando muestreo sistemático y que la población se ordena de

acuerdo con (4.1), los elementos en la muestra son:

sr ={2r − 1, 2r − 1 + 2T, . . . , 2r − 1 + 2(n/2− 2)T, 2r − 1 + 2(n/2− 1)T,

2(n/2)T − 2r + 2, 2(n/2− 1)T − 2r + 2, . . . , 4T − 2r + 2, 2T − 2r + 2}.
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donde r representa el arranque aleatorio y se eligió con probabilidad 1/T del conjunto

{1, . . . , T}.

Suponiendo (4.2) se tiene que

t̂π = T
∑
i∈sr

y(i)

= T

n/2∑
i=1

y(2r−1+2[i−1]T ) + T

n/2∑
i=1

y(2[n/2−i+1]T−2r+2)

= T

n/2∑
i=1

y(2r−1+2[i−1]T ) + T

n/2∑
i=1

y(N−2[i−1]T−2r+2)

= T

n/2∑
i=1

y(2r−1+2[i−1]T ) + T

n/2∑
i=1

[
2yU − y(2[i−1]T+2r−1)

]
= T2yU

n

2
= t.

Por lo tanto, VSY
(
t̂π
)

= 0. �

La proposición anterior también se cumple si en lugar de ordenar a la población

de acuerdo con (4.1) se ordena de cualquiera de las siguientes maneras

y(2), y(4), . . . , y(N), y(N−1), . . . , y(3), y(1),

y(N), y(N−2), . . . , y(2), y(1), . . . , y(N−3), y(N−1), donde y(1) ≤ y(2) ≤ · · · ≤ y(N).

Sin embargo, existen otros órdenes que también producen una varianza cero, como

se establece en el Corolario 4.1.

Como se mostró en §3.3, cuando la población está ordenada de manera creciente, el

BSS corresponde al mismo diseño que el muestreo sistemático cuando la población

está ordenada de manera equilibrada, y(1), y(3), . . . , y(N−1), y(N), . . . , y(4), y(2), en-

tonces,

VSY
(
t̂π
)

= VBSS
(
t̂π
)

= 0,

esto es, si en lugar de ordenar la población siguiendo la condición ii), se ordena

de manera creciente y se mantienen las otras dos condiciones, el total se estima de

manera exacta bajo muestreo sistemático equilibrado.
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Corolario 4.1. Si se mantienen las condiciones i) y iii) de la Proposición 4.1, la

varianza del estimador, VSY
(
t̂π
)
, será nula para cualquier orden tal que si y(i) ∈ sr,

y(N+1−i) también pertenecerá a la muestra.

Demostración. De la condición iii) se tiene que y(i) +y(N−i+1) = 2yU y como y(i) ∈ sr
y y(N+1−i) ∈ sr, entonces

t̂π = T
∑
i∈sr

y(i)

= T
n

2
2yU = t.

Por lo tanto, VSY
(
t̂π
)

= 0. �

A continuación se da otro ejemplo que cumple con las condiciones de la Proposi-

ción 4.1.

Ejemplo 4.1.2. Los primeros N números naturales. Sea una población con

valores 1, 2, . . . , N , con N par, n el tamaño de muestra y T = N/n ∈ N el in-

tervalo muestal, donde la población se ordena de manera equilibrada como en la

condición (4.1) (ver Figura 4.2 (a)). Si se selecciona una muestra bajo muestreo

sistemático con n par, entonces VSY
(
t̂π
)

= 0.
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(a) Orden equilibrado
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Figura 4.2: Población con valores 1, 2, . . . , N , según orden.

Antes de verificar las condiciones de la proposición, suponga que N = 20 y n = 4.

Los valores yi en cada una de las cinco posibles muestras son s1 : {1, 11, 20, 10},
s2 : {3, 13, 18, 8}, s3 : {5, 15, 16, 6}, s4 : {7, 17, 14, 4} y s5 = {9, 19, 12, 2}. Como
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t̂π = t = 210 para todas las muestras, la varianza del estimador es cero. Se puede

probar que esto es cierto en general, con T = N/n ∈ N, N y n números pares.

Para mostrar que la varianza es cero, por medio de la proposición, sólo falta

verificar la condición (4.2). Como yU = (N + 1)/2, entonces

y(N−i+1) − yU = N − i+ 1− N + 1

2
=
N + 1

2
− i = yU − y(i), i = 1, 2, . . . , N.

Por lo tanto, VSY
(
t̂π
)

= 0.

Como puede verse en el ejemplo 3.2.1 en el que N = 100, los órdenes dados en

b), e) y f) también producen una varianza igual a cero. En estos casos no se cumple

la condición (4.1), que se refiere al orden equilibrado de la población, sin embargo,

estos órdenes cumplen la condición dada en el Corolario 4.1.

Por otra parte, si la población se ordena de manera creciente, como se muestra

en la Figura 4.2 (b), entonces

t̂π = t̂sr = T
∑
i∈sr

yi

= T
n∑
i=1

[r + T (i− 1)] = N

[
r +

N

2

(
n− 1

n

)]
.

La varianza del estimador depende de r y por lo tanto VSY
(
t̂π
)
> 0.

Otro ejemplo hipotético en el que la varianza del estimador es cero y no se

cumplen las condiciones (4.1) y (4.2), es el siguiente. Supóngase una población que

toma los valores {1, 3, 2, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 7, 6, 6, 8, 7, 13, 11, 12, 9, 9}, si se selecciona

una muestra sistemática de n = 4 elementos, se puede ver fácilmente que t̂π = t̂sr =

125, r = 1, . . . , 5 y por ende VSY
(
t̂π
)

= 0.

4.2. Área bajo una función

De manera análoga a las condiciones que se establecieron en la Proposición 4.1

para que la varianza del estimador del total de una población finita sea nula, en la

Proposición 4.2 se darán las condiciones para que el área bajo el gráfico de la función

f se estime de manera exacta, antes se considera un ejemplo.
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Ejemplo 4.2.1. Área de un triángulo isósceles. Sea f(x) la función (ver Figu-

ra 4.3) definida por

f(x) =

{
2x si x ∈ [0, 1/2]

2− 2x si x ∈ [1/2, 1].

Si se selecciona una muestra bajo muestreo sistemático con n par y T = 1/n, en-

tonces el área del triángulo, t =
∫ 1

0
f(x)dx, se estima de manera exacta, como se

verá en seguida.

El estimador de t está dado por

t̂ = T
∑
xi∈sr

f(xi)

= T

n/2∑
i=1

f (r + (i− 1)T ) + T
n∑

i=n/2+1

f (r + (i− 1)T )

= T

n/2∑
i=1

2 [r + (i− 1)T ] + T
n∑

i=n/2+1

{2− 2 [r + (i− 1)T ]} .
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Figura 4.3: Triángulo isósceles. Si T = 1/n y n es par, t̂ estima de manera

exacta el área del triángulo.

Haciendo un cambio de variable en los ĺımites de la segunda suma

t̂ = T

n/2∑
i=1

2 [r + (i− 1)T ] + T

n/2∑
i=1

{2− 2 [r + (i− 1 + n/2)T ]}

= 2T
n

2
− 2T 2n

2

n

2
=

1

2
= t.
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Por lo tanto, el área bajo f(x) se estima de manera exacta, esto es, VSY
(
t̂
)

= 0. Este

ejemplo se presenta en Mattfeldt [37], donde se compara la precisión del muestreo

sistemático de seis modelos geométricos de f(x), uno de los cuales corresponde al

triángulo isósceles.

Las condiciones para que la integral de f(x) se estime sin error se refieren al

tamaño de muestra, al intervalo muestral y a dos tipos de simetŕıas. La primera de

estas simetŕıas corresponde a que la función debe de ser simétrica con respecto a

la recta vertical que pasa por el punto medio del intervalo A = [a, 2b − a] (rango

de integración); un ejemplo se muestra en la Figura 4.4 (b), en la que la gráfica es

simétrica con respecto a la recta y = b. Si la función es simétrica con respecto al eje

de las ordenadas, se trata de una función par.

La segunda trata de que la función sea simétrica en [a, b] con respecto al punto

(x0 = (a+ b)/2, f(x0)); en la Figura 4.4 (c) se presenta una función simétrica con

respecto al punto x0, en donde puede verse que la distancia entre f(x0 + ε) y f(x0)

es la misma que entre f(x0 − ε) y f(x0). Un caso particular corresponde a una

función impar la cual es simétrica con respecto al origen, (x0 = 0, f(x0) = 0). Estos

requerimientos se precisan a continuación.

Proposición 4.2. Sean f(x) una función que es de cuadrado integrable en un in-

tervalo A = [a, 2b−a] y fuera de A es cero, n el tamaño de muestra y T el intervalo

muestral. Si se satisface que:

i) n es un número par y T = 2(b− a)/n, con a < b.

ii) La función tiene la forma siguiente

f(x) =

{
w(x) si x ∈ [a, b]

w(2b− x) si x ∈ [b, 2b− a].
(4.3)

iii) Para x ∈ [a, b], w(x) es simétrica respecto al punto (x0 = (a+ b)/2, w(x0)),

esto es,

w (x0 + ε)− w (x0) = w (x0)− w (x0 − ε) (4.4)

para todo ε tal que 0 ≤ ε ≤ (b− a)/2.
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Entonces, bajo muestreo sistemático, t̂ = T
∑

x∈sr f(x) estima el área t =
∫
R f(x)dx

sin error, esto es, VSY
(
t̂
)

= 0.

Demostración. Como la función es de cuadrado integrable, el área t y la varianza

del estimador t̂ existen. La muestra está formada por las unidades

sr = {xi = a+ r + (i− 1)T ; i = 1, . . . , n}

donde r es un número que se elige con igual probabilidad en el intervalo [0, T ].

Entonces

t̂ = T
∑
xi∈sr

f(xi)

= T

n/2∑
i=1

f (a+ r + (i− 1)T ) + T
n∑

i=n/2+1

f (a+ r + (i− 1)T ) .

(4.5)

El segundo sumando de la última igualdad en (4.5) se puede reescribir como

n∑
i=n/2+1

f (a+ r + (i− 1)T ) =
n∑

i=n/2+1

w (2b− a− r − (i− 1)T )

=

n/2∑
i=1

w (2b− a− r − (i+ n/2− 1)T )

=

n/2∑
i=1

w (b− (r + (i− 1)T )) .

Como la condición de simetŕıa dada en (4.4) es equivalente a w (2x0 − x) = 2w (x0)−
w (x), entonces

n/2∑
i=1

w (b− (r + (i− 1)T )) =

n/2∑
i=1

w (a+ b− (a+ r + (i− 1)T ))

=

n/2∑
i=1

[
2w

(
a+ b

2

)
− w (a+ r + (i− 1)T )

]

= nw

(
a+ b

2

)
−

n/2∑
i=1

w (a+ r + (i− 1)T ) .

(4.6)
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Sustituyendo la última igualdad de (4.6) en la ecuación (4.5) se tiene

t̂ = T

n/2∑
i=1

w (a+ r + (i− 1)T ) + Tnw

(
a+ b

2

)
− T

n/2∑
i=1

w (a+ r + (i− 1)T )

= Tnw

(
a+ b

2

)
.

A partir de la condición iii) se obtiene que w(xo) = [w (x0 + ε) + w (x0 − ε)] /2,

tomando ε = (b− a)/2 se tiene que w ([a+ b]/2) = [w(a) + w(b)]/2, luego

t̂ = (b− a) [w(a) + w(b)] = t.

Es decir, el parámetro de interés t se estima de manera exacta para cualquier muestra

sr, r = 1, . . . , T , esto es

VSY
(
t̂
)

= 0. �

De la definición de f(x) y la condición (4.4), la función w(2b− x) con x ∈ [b, 2b− a]

también será simétrica con respecto al punto (x0 = (3b− a)/2, w(x0)). Los supuestos

dados en (4.1) y (4.3) se refieren a simetŕıa en el orden de la población, lo que aqúı se

refiere como orden equilibrado, mientras que las condiciones (4.2) y (4.4) suponen

simetŕıa con respecto a un punto. En el caso continuo, en la Figura 4.4 (a) se muestra

una función que cumple las condiciones (4.3) y (4.4), en el panel (b) se presenta una

función que sólo cumple la condición dada en (4.3) y en el panel (c) una función que

sólo cumple la dada en (4.4).

A continuación se dan dos ejemplos en los que el área bajo la función se estima

de manera exacta.

Ejemplo 4.2.2. Función triangular. Sea f(x) la función que se define como

f(x) =

{
m(x− c1) + c2 si x ∈ [a, b]

m(2b− x− c1) + c2 si x ∈ [b, 2b− a],

donde m, c1 y c2 son constantes (ver Figura 4.5 (a)). Entonces el área bajo f(x)

se estima de manera exacta cuando se elige una muestra sistemática con n par y

T = 2(b− a)/n.
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x0 2b - a

w(x0+e) -w(x0)

w(x0)-w (x0-e)

f(x)

x0+ex0-e ba

(a) Función que cumple las condi-

ciones (4.3) y (4.4).

 

x0 ba 2b - a

w(x0+e) -w(x0)

w(x0)-w (x0-e)

f(x)

b

w(x0+e) -w(x0)

w(x0)-w (x0-e)

f(x)

x0+ex0-e

(b) Función que cumple la condición (4.3),

pero no la (4.4) .

 

x0a

w(x0+e) -w(x0)

b

w(x0)-w (x0-e)

f(x)

x0+ex0-e

(c) Función que cumple la condición (4.4),

pero no la (4.3).

Figura 4.4: Ejemplos de funciones para ilustrar las condiciones de la Proposi-

ción 4.2.

La condición dada en (4.3) se cumple por definición de f(x), enseguida se verifica

que el supuesto dado en (4.4) también se cumple. Sea x ∈ [a, b] y 0 ≤ ε ≤ (b− a)/2,

entonces

w (x0 + ε)− w (x0) = m (x0 + ε− c1) + c2 −m (x0 − c1)− c2 = mε,

w (x0)− w (x0 − ε) = m (x0 − c1) + c2 −m (x0 − ε− c1)− c1 = mε.
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Como se verifican las condiciones, entonces VSY
(
t̂
)

= 0. El Ejemplo 4.2.1 es un caso

particular con m = 2, a = 0, b = 1/2, c1 = 0 y c2 = 0.

 
xa b 2b-a

f (x)=m(x-c1)+c2

f (x)=m(2b-x-c1)+c2

(a) Función triangular, donde m, c1 y c2 son con-

stantes.

 
x1-aa 2-3a

f (x) = F-1(x) + |F-1(a)|

f (x) = F-1(2 - x) + |F-1(a)|

(b) Inversa de la función de distribución de una

variable aleatoria continua y simétrica Φ−1(x).

Para fines ilustrativos se graficó la inversa de la

distribución normal.

Figura 4.5: Funciones señaladas en los ejemplos 4.2.2 y 4.2.3 en los que

VSY
(
t̂
)

= 0 si n es par, T = 2(b− a)/n en el panel (a) y T = 2(1− 2a)/n en

el panel (b).

Ejemplo 4.2.3. Inversa de la función de distribución de una variable
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aleatoria. Sea Z una variable aleatoria continua y simétrica con función de densidad

dada por fZ(z) y sea f(x) la función definida mediante

f(x) =

{
Φ−1(x) + |Φ−1(a)| si 0 < a ≤ x ≤ 1− a
Φ−1(2− 2a− x) + |Φ−1(a)| si 1− a ≤ x ≤ 2− 3a

donde Φ−1(x) denota la inversa de la función de distribución de la variable aleatoria

Z para el cuantil x, es decir, x =
∫ z
−∞ fZ(s)ds con z = Φ−1(x) (ver Figura 4.5 (b)).

Si se selecciona una muestra sistemática con n par y T = 2(1 − 2a)/n, entonces t̂

estima de manera exacta el área t = 2(1− 2a) |Φ−1(a)|, esto es, VSY
(
t̂
)

= 0.

El supuesto dado en (4.3) se cumple por definición de f(x). Falta verificar que el

supuesto de que w(x) es simétrica con respecto al punto (x0 = 1
2
, w(x0)) se satisface.

Sea x ∈ [a, 1− a] y 0 ≤ ε ≤ (1− 2a)/2, entonces

w (x0 + ε)− w (x0) = Φ−1 (x0 + ε) +
∣∣Φ−1(a)

∣∣− Φ−1 (x0)−
∣∣Φ−1(a)

∣∣
= Φ−1

(
1

2
+ ε

)
, y

w (x0)− w (x0 − ε) = Φ−1 (x0) +
∣∣Φ−1(a)

∣∣− Φ−1 (x0 − ε)−
∣∣Φ−1(a)

∣∣
= −Φ−1

(
1

2
− ε
)

= Φ−1

(
1

2
+ ε

)
.

Por lo tanto, VSY
(
t̂π
)

= 0.

Es importante mencionar que los resultados dados en las proposiciones 4.1 y 4.2

sólo constituyen una gúıa teórica porque involucran el conocimiento de la variable

de interés y, para toda la población, o bien de la función f(x) en el intervalo de

integración, en cuyo caso el parámetro de interés se podŕıa calcular de manera exacta

sin necesidad de seleccionar una muestra.

Adicionalmente, si se sabe que la población finita es simétrica respecto a su

media, o que la función es simétrica respecto al punto medio del intervalo [a, b], el

parámetro de interés puede calcularse de manera exacta, sin necesidad de seleccionar

una muestra, si se conocen y1 y yN en el caso discreto, f(a) y f(b) o bien f ((a+ b)/2)

en el caso continuo. No obstante, si estos puntos se desconocen, pero se conocen y2 y
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yN−1 o f(a+∆) y f(b−∆), también se puede calcular de manera exacta el parámetro.

En general, lo mismo sucede para cualquier muestra bajo BSS con n = 2.

Sin embargo, seleccionar una muestra de un número par de unidades a partir de

una población finita con un número de elementos múltiplo del tamaño de muestra, o

bien, de una población continua con un intervalo muestral igual a 2(b−a)/n, podŕıa

ayudar a disminuir la varianza del estimador del total bajo muestreo sistemático,

aunque esto no necesariamente se cumple en todos los casos. En el siguiente caṕıtulo

se demuestra que esta estrategia funciona en el caso de la distribución uniforme que

es una variable aleatoria simétrica y en el caṕıtulo 7, usando cinco conjuntos de

datos, se muestra que la estrategia también funciona en la mayoŕıa de los casos.



Caṕıtulo 5

Varianza del muestreo sistemático

suponiendo una superpoblación

El enfoque basado en una superpoblación constituye una herramienta importante en

el desarrollo de la teoŕıa y práctica del muestreo. El concepto de superpoblación tiene

diferentes usos (ver por ejemplo Cassel et al. [5]), entre los que se encuentra utilizarlo

simplemente como un instrumento matemático, no asociado con algún proceso f́ısico

o creencia subjetiva, para hacer derivaciones teóricas expĺıcitas. En este caṕıtulo se

obtiene la varianza del muestreo sistemático, o una aproximación de ésta, suponiendo

cuatro modelos de superpoblación espećıficos, y se compara respecto al muestreo

aleatorio simple. Los resultados de carácter original se presentan y demuestran en

las proposiciones respectivas.

Bajo esta estrategia, la muestra puede verse como un proceso en dos etapas, cada

una de las cuales contribuye a la aleatoriedad: por una parte los valores observados

y1, . . . , yN son realizaciones de las variables Y1, . . . , YN , las cuales siguen un modelo

de superpoblación m, y por la otra, la muestra s es seleccionada de acuerdo con el

diseño de muestreo p(·).

El modelo m supone que Y1, . . . , YN son variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas con función de densidad conjunta fY1,...,YN (y1, . . . , yN ;µ) =∏N
i=1 fYi(yi;µ), donde µ es el vector de parámetros de fY1,...,YN (·). Se consideran cu-

atro distribuciones para Yi (i = 1, . . . , N): uniforme, Laplace, normal y normal

generalizada.
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El diseño p(·) corresponde al muestreo aleatorio simple, o bien, al muestreo sis-

temático. Como en este último diseño el orden de la población es importante, se

supondrán dos órdenes: equilibrado y creciente. Por esta razón es necesario intro-

ducir las estad́ısticas de orden, como se explica a continuación.

Si los valores de la población finita y1, . . . , yN se consideran realizaciones de la

función de densidad fY1,...,YN (·) y si y(1) ≤ y(2) ≤ · · · ≤ y(N) son las observaciones

ordenadas de manera creciente, entonces el valor de y(i) cambiará en cada población

finita; a la variable aleatoria Y(i) correspondiente a y(i) se le conoce como la i−ésima

estad́ıstica de orden, i = 1, . . . , N . Formalmente, las estad́ısticas de orden se definen

como sigue.

Definición 5.1. Sean Y1, . . . , YN variables aleatorias reales. Sean Y(1) ≤ · · · ≤ Y(N)

que denotan los valores ordenados de Y1, . . . , YN . Entonces Y(1), . . . , Y(N) son lla-

madas las estad́ısticas de orden de Y1, . . . , YN .

5.1. Predictor de Horvitz-Thompson

Bajo el esquema de superpoblaciones la suma o total, θ =
N∑
i=1

Yi, es una variable

aleatoria, a diferencia de los caṕıtulos 3 y 4, en los que el total t es una cantidad

fija. Cuando se elige una muestra sistemática, el predictor de Horvitz-Thompson de

θ es

θ̂π = θ̂sr = T
∑
i∈sr

Yi,

donde T es el intervalo muestral, N corresponde al tamaño de la población, n es

el tamaño de muestra y s = sr denota la muestra seleccionada. Por las razones

señaladas en el caṕıtulo 4, primera parte, se supondrá que T = N/n ∈ N.

Fuller [12] §2.9, señala que el término predictor se emplea en algunas áreas de la

estad́ıstica para denotar una función de observaciones que aproxima una cantidad

aleatoria desconocida, en este caso θ, y se usa el término estimador cuando aproxima

una cantidad fija desconocida, y que algunos autores usan el término estimador en

ambos casos. Aqúı θ̂π denota el predictor de la suma de las variables aleatorias y t̂π

el estimador de la suma o total de las observaciones; en términos de las variables

aleatorias Y1, . . . , YN , t̂π es condicional a Yi = yi, i = 1, . . . , N .
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Suponiendo que la población está ordenada bajo un criterio espećıfico, entonces

el predictor de Horvitz-Thompson puede escribirse como

θ̂π = θ̂sr = T
∑
i∈sr

Y(i), (5.1)

donde Y(1), Y(2), . . . , Y(N) denotan las estad́ısticas de orden de las variables aleatorias

Y1, Y2, . . . , YN .

Como se verá en §5.3, para obtener la varianza de este predictor, se necesitan el

valor esperado y la covarianza de las estad́ısticas de orden bajo el modelo m.

El valor esperado de la i−ésima estad́ıstica de orden de Y1, Y2, . . . , YN variables

aleatorias independientes, con función de distribución FY (y), es

µi = E
[
Y(i)

]
= Ci,N

∫ 1

0

F−1(u)ui−1(1− u)N−idu, i = 1, . . . , N

donde Ci,N = N !/ [(i− 1)!(N − i)!] y u = FY (y) es absolutamente continua. La

covarianza de Y(i) y Y(j), i ≤ j ≤ N , se obtiene mediante

µij = C
[
Y(i), Y(j)

]
= Ci,j,N

∫ 1

0

∫ v

0

[
F−1(u)− µ(i)

] [
F−1(v)− µ(j)

]
ui−1(v − u)j−i−1(1− v)N−jdudv,

donde Ci,j,N = N !/ [(i− 1)!(j − i− 1)!(N − j)!], ver por ejemplo David y Nagara-

ja [10], §3.

5.2. Modelos de superpoblación y órdenes consi-

derados

Los modelos que se suponen corresponden a la distribución uniforme, Laplace, nor-

mal y normal generalizada. Se trabajó con estas distribuciones porque sus fun-

ciones de densidad son simétricas, caracteŕıstica similar a la tercera condición de

las proposiciones 4.1 y 4.2, para que la varianza del estimador sea cero en el caso de

una población fija.

Inicialmente, era de interés la distribución normal o gaussiana, dada la importan-

cia que tiene en la estad́ıstica; sin embargo, como lo señalan David y Nagaraja [10]



66 5. Varianza del muestreo sistemático suponiendo una superpoblación

(p. 40), los primeros momentos de las estad́ısticas de orden se pueden obtener de

manera expĺıcita sólo para distribuciones muy simples como la uniforme y la ex-

ponencial. Por ello, se trabajó con la distribución uniforme, cuyas expresiones son

cerradas y sencillas. Posteriormente, se consideró la distribución de Laplace; en este

caso, se utilizaron aproximaciones de la media y la covarianza de las estad́ısticas de

orden, porque las expresiones exactas son complicadas y no fue posible simplificar

la expresión de la varianza de θ̂π. Después, se retomó la distribución normal usan-

do también aproximaciones. Finalmente, por medio de un estudio de simulación, la

varianza del predictor se comparó suponiendo la distribución normal generalizada.

Se suponen dos maneras de ordenar la población: equilibrada y creciente. La

primera se eligió porque autores como Sethi [49] (para n = 2), Murthy [39], aśı co-

mo Gundersen [20], encontraron que es una manera de reducir varianza. La segun-

da manera se usa comúnmente en la práctica porque para reducir la varianza del

muestreo sistemático, se deben de colocar unidades similares juntas, y ésta es una

manera de hacerlo; también se podŕıa usar un orden decreciente y se obtendŕıan

resultados análogos.

a) Orden equilibrado. Las variables aleatorias Y1, Y2, . . . , YN , con N par, orde-

nadas de manera equilibrada quedan de la siguiente manera

Y(1), Y(3), . . . , Y(N−3), Y(N−1), Y(N), Y(N−2), . . . , Y(4), Y(2).

donde Y(i), i = 1, . . . , N denota la i−ésima estad́ıstica de orden. También se

podŕıan ordenar de manera inversa, esto es,

Y(2), Y(4), . . . , Y(N−2), Y(N), Y(N−1), Y(N−3), . . . , Y(3), Y(1).

Un ejemplo se muestra en la Figura 5.1 (a) en la que los valores y1, y2, . . . , yN

se generaron a partir de una distribución normal y se ordenaron de manera

equilibrada.

Bajo el orden equilibrado y muestreo sistemático, las estad́ısticas de orden en

la muestra cuando el arranque aleatorio es r = 1, 2, . . . , T son

Y(2r−1), Y(2r−1+2T ), . . . , Y(2r−1+2(n/2−2)T ), Y(2r−1+2(n/2−1)T ),

Y(2(n/2)T−2r+2), Y(2(n/2−1)T−2r+2), . . . , Y(4T−2r+2), Y(2T−2r+2).
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Por lo tanto, la muestra resultante sr consta de las estad́ısticas de orden eti-

quetadas mediante

sr ={2r − 1, 2r − 1 + 2T, . . . , 2r − 1 + 2(n/2− 2)T, 2r − 1 + 2(n/2− 1)T,

2(n/2)T − 2r + 2, 2(n/2− 1)T − 2r + 2, . . . , 4T − 2r + 2, 2T − 2r + 2}.

Si por ejemplo N = 20, n = 4 y r = 2 entonces la muestra queda conformada

por las estad́ısticas de orden Y(3), Y(13), Y(18), Y(8), o equivalentemente por las

Y(i), i ∈ sr donde sr = {3, 13, 18, 8}. Puesto que el muestreo sistemático equi-

librado bajo un orden creciente y el muestreo sistemático cuando la población

está ordenada de manera equilibrada, corresponden al mismo diseño, en lo

sucesivo al muestreo sistemático bajo el orden equilibrado se le denotará de

manera abreviada por BSS.

 

0

300

600

900

1200

1500

1800

2100

1 801 1601 2401 2080 1280 480

y(i)

i

(a) Orden equilibrado, y(1), y(3), . . . , y(4), y(2)
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(b) Orden creciente, y(1), y(2), . . . , y(N)

Figura 5.1: Valores y1, y2, . . . , yN generados de una distribución normal con media µ = 850

y varianza σ2 = 75,625, N = 2640, según orden donde y(1) ≤ · · · ≤ y(N).

b) Orden creciente. El conjunto de variables aleatorias Y1, Y2, . . . , YN ordenadas

en forma creciente queda como

Y(1), Y(2), . . . , Y(N).

En la Figura 5.1 (b) se muestran los valores y1, y2, . . . , yN generados de una

distribución normal, ordenados en forma creciente.
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Bajo el orden creciente y muestreo sistemático, las variables en la muestra son

Y(r), Y(r+T ), . . . , Y(r+(n−1)T ),

es decir, las estad́ısticas de orden en la muestra están identificadas por

sr = {r, r + T, r + 2T, . . . , r + (n− 1)T}.

Retomando el ejemplo donde N = 20, n = 4 y r = 2 entonces las estad́ısticas

de orden en la muestra son Y(2), Y(7), Y(12), Y(17), o equivalentemente por las

Y(i), i ∈ sr donde sr = {2, 7, 12, 17}.

En adelante al muestreo sistemático bajo el orden creciente se le denotará de

manera abreviada por SYC. No hay que confundir esta notación con la que

algunos autores dan al muestreo sistemático circular o bien al sistemático

centrado.

5.3. Varianza total bajo el modelo y el diseño

Como hay dos etapas de aleatoriedad, la debida al modelo y la debida al diseño, el

operador esperanza se puede aplicar de manera conjunta bajo ambas etapas o bien

bajo sólo una de ellas. En lo sucesivo Ep(·) denotará el valor esperado y Vp(·) la

varianza bajo el diseño p, mientras que Em(·) y Vm(·) referirán al valor esperado y

la varianza bajo el modelo m.

El valor esperado bajo el diseño y el modelo conjuntamente, denominado valor

esperado total, puede expresarse como

Ep,m(·) = Ep [Em(·|s)] .

De manera análoga, la varianza total o conjunta bajo el modelo y el diseño, deno-

minada por Isaki y Fuller [28] varianza anticipada, está dada por

Vp,m (·) = Ep,m [(·)− Ep,m (·)]2

= Ep [Vm (·|s)] + Vp [Em (·|s)] .
(5.2)

Si los momentos bajo el modelo para la superpoblación son finitos, como en el caso

de las distribuciones uniforme, Laplace y normal, y el muestreo es no informativo,
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es decir, las probabilidades de selección son independientes de la variable de interés,

entonces se puede intercambiar el orden del operador esperanza, por lo que el valor

esperado y la varianza total también pueden expresarse como

Ep,m(·) = Em,p(·) = Em [Ep(·)] ,

Vp,m (·) = Vm,p (·) = Em [Vp (·)] + Vm [Ep (·)] . (5.3)

Se encontró que en el caso del muestreo sistemático la varianza conjunta del predic-

tor θ̂π se reduce a una expresión que, además de ciertas cantidades fijas, contiene

el valor esperado del producto de estad́ısticas de orden, como se establece en la

Proposición 5.3.1; mientras que cuando se efectua un muestreo aleatorio simple, la

varianza conjunta depende únicamente de una cantidad fija como se demuestra en

la Proposición 5.3.2.

Proposición 5.3.1. Sean Y1, Y2, . . . , YN variables aleatorias independientes e idénti-

camente distribuidas con media µ y varianza σ2. Sean Y(1), . . . , Y(N) las estad́ısticas

de orden de las N variables aleatorias, n el tamaño de muestra y T = N/n. Con-

sidérese además que la población está ordenada por algún criterio. Entonces, la

varianza total del predictor de θ =
N∑
i=1

Yi bajo muestreo sistemático corresponde a

VSY,m

(
θ̂π

)
= T

Nσ2 + (N −Nn)µ2 +
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Em
[
Y(i)Y(j)

] . (5.4)

Demostración. Usando la expresión (5.3) cuando el muestreo es sistemático, p = SY,

la varianza total del predictor es

VSY,m

(
θ̂π

)
= Em

[
VSY

(
θ̂π

)]
+ Vm

[
ESY

(
θ̂π

)]
. (5.5)

A continuación se obtienen cada uno de los componentes de la varianza total. El

valor esperado bajo el diseño del predictor θ̂π está dado por

ESY

(
θ̂π

)
=

∑T
r=1 θ̂sr
T

=
T∑
r=1

∑
i∈sr

Y(i)

=
N∑
i=1

Y(i) =
N∑
i=1

Yi = θ.
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Tomando la varianza con respecto al modelo

Vm

[
ESY

(
θ̂π

)]
= Vm

(
N∑
i=1

Yi

)

=
N∑
i=1

V (Yi) = Nσ2.

(5.6)

Por otra parte, calculando el primer sumando de la varianza total,

VSY

(
θ̂π

)
=

∑T
r=1

(
θ̂sr − θ

)2

T
=

∑T
r=1 θ̂

2
sr

T
− θ2

= T
T∑
r=1

(∑
i∈sr

Y(i)

)2

−
N∑
i=1

Y 2
i − 2

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

YiYj

= T
T∑
r=1

∑
i∈sr

Y 2
(i) +

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Y(i)Y(j)

− N∑
i=1

Y 2
i − 2

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

YiYj.

Encontrando el valor esperado con respecto al modelo

Em

[
VSY

(
θ̂π

)]
=T

T∑
r=1

∑
i∈sr

Em
[
Y 2

(i)

]
+
∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Em
[
Y(i)Y(j)

]
−

N∑
i=1

Em
(
Y 2
i

)
− 2

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

Em (YiYj)

=T

 N∑
i=1

Em
[
Y 2

(i)

]
+

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Em
[
Y(i)Y(j)

]
−

N∑
i=1

Em
(
Y 2
i

)
− 2

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

Em (YiYj)

=T

Nσ2 +Nµ2 +
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Em
[
Y(i)Y(j)

]
−Nσ2 −Nµ2 − 2µ2

[
N(N − 1)

2

]

=T

Nσ2 + (N −Nn)µ2 +
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Em
[
Y(i)Y(j)

]−Nσ2.

(5.7)
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Sustituyendo (5.6) y (5.7) en la varianza total (5.5) finalmente se llega al resultado

propuesto. �

En términos de las covarianzas la expresión (5.4) es equivalente a

VSY,m

(
θ̂π

)
=T

Nσ2 + (N −Nn)µ2 +
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Cm
[
Y(i), Y(j)

]
+ T

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Em
[
Y(i)

]
Em
[
Y(j)

]
.

(5.8)

Es importante señalar que la expresión (5.4) es válida para un orden dado, cualquiera

que este sea, como puede verse en la demostración. Ahora bien, si Y1, . . . , YN son

variables aleatorias simétricas con respecto a su media, µ, n es un número par y

el orden es equilibrado, entonces la suma de productos de valores esperados dada

en (5.8) puede simplificarse como sigue

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i6=j

Em
[
Y(i)

]
Em
[
Y(j)

]
= Tn2µ−

N∑
i=1

E2
m

[
Y(i)

]
. (5.9)

Para verificar la igualdad anterior, considérese que en el caso de una variable aleato-

ria simétrica, con respecto a su media, se cumple que

Em
[
Y(i)

]
− µ = −Em

[
Y(N+1−i)

]
+ µ,

luego

Em
[
Y(i)

]
+ Em

[
Y(N+1−i)

]
= 2µ.

Bajo BSS si i ∈ sr, también N + 1− i ∈ sr, entonces

nµ =
∑
i∈sr

Em
[
Y(i)

]
,

n2µ2 =

{∑
i∈sr

Em
[
Y(i)

]}2

=
∑
i∈sr

E2
m

[
Y(i)

]
+
∑∑
i,j∈sr
i6=j

Em
[
Y(i)

]
Em
[
Y(j)

]
,
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sumando sobre las muestras posibles se tiene

Tn2µ2 =
T∑
r=1

∑
i∈sr

E2
m

[
Y(i)

]
+

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Em
[
Y(i)

]
Em
[
Y(j)

]
,

despejando en la igualdad anterior se llega a la expresión (5.9).

Proposición 5.3.2. Sean Y1, Y2, . . . , YN variables aleatorias independientes e idénti-

camente distribuidas con media µ y varianza σ2, i = 1, . . . , N . Sean n el tamaño de

muestra y T = N/n ∈ N el intervalo muestral. Entonces, bajo muestreo aleatorio

simple (SI), la varianza total del predictor θ̂π es

VSI,m

(
θ̂π

)
= TNσ2. (5.10)

Demostración. La varianza total del predictor θ̂π está dada por

VSI,m

(
θ̂π

)
= ESI

[
Vm

(
θ̂π|s

)]
+ VSI

[
Em

(
θ̂π|s

)]
.

Puesto que se selecciona una muestra con muestreo aleatorio simple, entonces θ̂π

puede escribirse como

θ̂π = T
∑
i∈sr

Yi.

Luego, el valor esperado bajo el modelo es

Em

(
θ̂π|s

)
= Em

(
T
∑
i∈s

Yi|s

)
= T

∑
i∈s

Em(Yi) = Tnµ = Nµ.

Calculando la varianza bajo el diseño de la expresión anterior

VSI

[
Em

(
θ̂π|s

)]
= VSI [Nµ] = 0. (5.11)

Por otro lado, la varianza bajo el modelo es

Vm

(
θ̂π|s

)
= Vm

(
T
∑
i∈s

Yi|s

)
= T 2

∑
i∈s

Vm (Yi)

= T 2nσ2 = TNσ2.
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Tomando el promedio sobre las muestras posibles

ESI

[
Vm

(
θ̂π|s

)]
= ESI

[
TNσ2

]
= TNσ2.

(5.12)

Finalmente, sumando (5.11) y (5.12) se obtiene el resultado dado en (5.10). �

A partir de las ecuaciones (5.4) y (5.10), es fácil ver que

VSY,m

(
θ̂π

)
− VSI,m

(
θ̂π

)
= T (N −Nn)µ2 + T

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Em
[
Y(i)Y(j)

]
.

Si se cumple la desigualdad

(N −Nn)µ2 < −
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i6=j

Em
[
Y(i)Y(j)

]
,

entonces el muestreo sistemático es más eficiente que el aleatorio simple. A conti-

nuación se comparan las varianzas del BSS, SYC y SI suponiendo una distribución

uniforme para la superpoblación.

5.4. Modelo de superpoblación uniforme

En este apartado se deriva la varianza del predictor de la suma de N variables

aleatorias bajo el modelo y el diseño. Se supone la distribución uniforme y que la

población se ordena de forma equilibrada, o de manera creciente. En las siguientes

secciones se consideran las distribuciones de Laplace, normal y normal generalizada.

Para distinguir entre los cuatro modelos, en lugar del sub́ındice m se usará ξ para

el modelo que supone la distribución uniforme, δ para la distribución de Laplace, λ

para la distribución normal y Λ para la distribución normal generalizada. Para dife-

renciar los diseños, en lugar del sub́ındice p, BSS denotará el muestreo sistemático

cuando la población se ordena de manera equilibrada, SYC al muestreo sistemático

cuando la población se ordena de manera creciente y SI al muestreo aleatorio simple.

Se dice que la variable aleatoria continua Y tiene una distribución uniforme en

el intervalo [u1, u2], también denotada por Y ∼ U(u1, u2), si su función de densidad
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está dada por:

fY (y) =
1

u1 − u2

, y ∈ [u1, u2].

El valor esperado y la varianza de Y son

E(Y ) =
u1 + u2

2
, V (Y ) =

(u2 − u1)2

12
.

Es fácil ver que Y ∼ U(µ−
√

3σ, µ+
√

3σ) tiene función de densidad

fY (y) =
1

2
√

3σ
, y ∈ [µ−

√
3σ, µ+

√
3σ]

con E(Y ) = µ y V (Y ) = σ2.

A la variable Y ∼ U(0, 1) se le llama distribución uniforme estándar, en este

caso E(Y ) = 1/2 y V (Y ) = 1/12.

Una caracteŕıstica de las estad́ısticas de orden de la distribución uniforme es que

sus valores esperados, varianzas y covarianzas poseen expresiones cerradas.

Proposición 5.4.1. Sea ξ el modelo bajo el cual Y1, . . . , YN son variables aleato-

rias independientes con distribución uniforme en el intervalo [µ −
√

3σ, µ +
√

3σ].

Sean n y N números pares que denotan el tamaño de muestra y el de la población,

respectivamente, y T = N/n ∈ N el intervalo muestral. Si se selecciona una mues-

tra sistemática de la población ordenada de manera equilibrada (BSS), entonces la

varianza total del predictor θ̂π = T
∑

i∈sr Y(i) es igual a

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
σ2. (5.13)

Demostración. La demostración se presenta de manera resumida, para mayor detalle

puede consultarse el Anexo. Sin pérdida de generalidad suponga que Y1, Y2, . . . , YN

∼ U(0, 1) son variables independientes y Xi = Y(i) denota la i−ésima estad́ıstica de

orden de las N variables, entonces el valor esperado, la varianza y la covarianza bajo

el modelo son respectivamente (ver por ejemplo Hastings [22]):

Eξ [Xi] =
i

N + 1
, Vξ [Xi] =

i(N + 1− i)
(N + 1)2(N + 2)

y
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Cξ [Xi, Xj] =
i(N + 1− j)

(N + 1)2(N + 2)
si i < j.

La varianza total del predictor θ̂π es

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
= EBSS

[
Vξ

(
θ̂π|s

)]
+ VBSS

[
Eξ

(
θ̂π|s

)]
. (5.14)

La varianza condicional del predictor bajo el modelo, si se considera que la muestra

está fija, está dada por

Vξ

(
θ̂π|s

)
= Vξ

(
T
∑
i∈sr

Y(i) |sr

)

= T 2

{∑
i∈sr

Vξ
[
Y(i) |sr

]
+
∑
i 6=j∈sr

Cξ
[
Y(i), Y(j) |sr

]}

= T 2


n/2∑
i=1

Vξ
(
X2r−1+2(i−1)T

)
+

n∑
i=n/2+1

Vξ
(
X−2r+2+2(n−i+1)T

)
+ 2

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , X2r−1+2(j−1)T

)
+ 2

n/2∑
i=1

n∑
j=n/2+1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , X−2r+2+2(n−j+1)T

)

+2
n−1∑

i=n/2+1

n∑
j=i+1

Cξ
(
X−2r+2+2(n−i+1)T , X−2r+2+2(n−j+1)T

) .

Cambiando los ĺımites de las sumas para que el sub́ındice i corra desde uno,

Vξ

(
θ̂π|s

)
= T 2


n/2∑
i=1

Vξ
(
X2r−1+2(i−1)T

)
+

n/2∑
i=1

Vξ
(
XN−2r+2+2(1−i)T

)
+ 2

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , X2r−1+2(j−1)T

)
+ 2

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , XN−2r+2+2(1−j)T

)
+2

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ
(
XN−2r+2+2(1−i)T , XN−2r+2+2(1−j)T

) .

(5.15)
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Haciendo a = 2r−1−2T , b = N−2r+2+2T = N+1−a y c = [(N + 1)2(N + 2)]
−1

y sustituyendo las expresiones para Eξ [Xi], Vξ [Xi] y Cξ [Xi, Xj] se tiene que

n/2∑
i=1

Vξ
(
X2r−1+2(i−1)T

)
= c

abn
2

+ (2Tb− 2Ta)

n/2∑
i=1

i− 4T 2

n/2∑
i=1

i2

 (5.16)

n/2∑
i=1

Vξ
(
XN−2r+2+2(1−i)T

)
= c

abn
2

+ (2Tb− 2Ta)

n/2∑
i=1

i− 4T 2

n/2∑
i=1

i2

 (5.17)

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , X2r−1+2(j−1)T

)
=

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ (Xa+2iT , Xa+2jT )

luego,

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ (Xa+2iT , Xa+2jT ) = c

{
ab
n2

4
− abn

2
− Tan

2

(n
2

+ 1
)(n

2
− 1
)

+
[
−ab+ Ta+ Tbn− T 2n

(n
2

+ 1
)] n/2−1∑

i=1

i

+
[
Ta− 2Tb+ 2T 2

] n/2−1∑
i=1

i2 + 2T 2

n/2−1∑
i=1

i3


(5.18)

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ
(
XN−2r+2+2(1−i)T , XN−2r+2+2(1−j)T

)
=

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ (Xb−2iT , Xb−2jT )

=

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ (Xa+2iT , Xa+2jT ) .

Debido a que Cξ (Xi, Xj) es válida si i < j, para calcular la suma de covarianzas

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , XN−2r+2+2(1−j)T

)
=

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) , (5.19)

se consideran cuatro casos y se desarrollan cada uno de ellos: i) T par con r ≤ T/2,

ii) T par y r ≥ T/2 + 1, iii) T impar con r ≤ (T + 1)/2 y iv) T impar con

r ≥ (T + 1)/2 + 1.
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i) Sea T par y r ≤ T/2

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) =a2n
2

4
+ a2n

2
+ Ta

n3

8
+ Ta

3n2

4
+ Tan

+

[
−a2 − Ta+ T 2n

2

2
+ 3T 2n+ 4T 2

] n/2∑
i=1

i

+
[
−Ta− 6T 2 − 2T 2n

] n/2∑
i=1

i2 + 2T 2

n/2∑
i=1

i3

+
2

4
Tbn2 + Tbn− b2n

2

+
[
b2 − Tb− 2T 2n− Tbn− 4T 2

] n/2∑
i=1

i

+
[
−Tb+ 2nT 2 + 6T 2

] n/2∑
i=1

i2 − 2T 2

n/2∑
i=1

i3.

(5.20)

Sustituyendo los resultados obtenidos en (5.16), (5.17), (5.18) y (5.20) en la expre-

sión (5.15) y simplificando se obtiene

Vξ

(
θ̂π|sr

)
=

2N2

(N + 1)(N + 2)n

[
Nn

24
− N

6n
+
n

8
− 3

4
+ r

]
.

ii) Sea T par y r ≥ T/2 + 1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) =a2n
2

4
+ Ta

n3

8
+ Ta

n2

4

+

[
−a2 − Ta+ T 2n

2

2
+ T 2n

] n/2∑
i=1

i

+
[
−Ta− 2T 2 − 2T 2n

] n/2∑
i=1

i2 + 2T 2

n/2∑
i=1

i3

+
(
b2 − Tb− Tbn

) n/2∑
i=1

i− 2T 2

n/2∑
i=1

i3

+
[
−Tb+ 2nT 2 + 2T 2

] n/2∑
i=1

i2.

(5.21)

Sustituyendo las expresiones halladas en (5.16), (5.17), (5.18) y (5.21) en la ecuación (5.15),

y simplificando se obtiene
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Vξ

(
θ̂π|sr

)
=

2N2

(N + 1)(N + 2)n

[
Nn

24
+

5N

6n
+
n

8
+

3

4
− r
]
.

Luego, el valor esperado bajo el diseño es

EBSS

[
Vξ

(
θ̂π|s

)]
=

1

T

T∑
r=1

Vξ

(
θ̂π|sr

)

=
1

T


T/2∑
r=1

Vξ

(
θ̂π|sr

)
+

T∑
r=T/2+1

Vξ

(
θ̂π|sr

)
=

N2

12(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
.

(5.22)

Obteniendo el segundo término de la varianza total

Eξ

(
θ̂π|s

)
= Eξ

[
T
∑
i∈sr

Y(i)

]
= T

∑
i∈sr

Eξ
[
Y(i)

]
= T

n

2
=
N

2
,

como se esperaba.

Como Eξ

(
θ̂π|s

)
es una constante, entonces el segundo término de la varianza

total (5.14) es cero, esto es

VBSS

[
Eξ

(
θ̂π|s

)]
= 0. (5.23)

Y reemplazando (5.22) y (5.23) en (5.14) se obtiene la expresión de la varianza total

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

12(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
. (5.24)

Cuando T es impar, las expresiones para la suma de covarianzas en (5.19) son las

mismas que las halladas cuando T es par, como se muestra en el anexo. Por lo tanto,

la varianza total para cualquier T ∈ N está dada por la ecuación (5.24).

Cuando Y ∗i ∼ U(0, 1), entonces E(Y ∗i ) = 1/2 y V (Y ∗i ) = 1/12. Si se supone

Yi ∼ U(µ −
√

3σ, µ +
√

3σ), E(Yi) = µ y V (Yi) = σ2. Es fácil ver que en términos

de Y ∗i , Yi = µ−
√

3σ + 2
√

3σY ∗i con V (Yi) = 12σ2V (Y ∗i ).
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Finalmente, la varianza total considerando una media µ y varianza σ2 es

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
σ2. �

Si además se considera un tamaño de población lo suficientemente grande para

suponer que N ≈ N + 3, entonces la expresión anterior se reduce a

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
≈ N

[
1 +

2

n2

]
σ2. (5.25)

Proposición 5.4.2. Sea ξ el modelo bajo el cual Y1, . . . , YN son variables aleato-

rias independientes con distribución uniforme en el intervalo [µ −
√

3σ, µ +
√

3σ].

Sean n y N números pares que denotan el tamaño de muestra y el de la población,

respectivamente, y T = N/n ∈ N el intervalo muestral. Si se selecciona una mues-

tra sistemática de la población ordenada de manera creciente (SYC), entonces la

varianza total del predictor θ̂π = T
∑

i∈sr Y(i) es igual a

VSY C,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

(N + 1)

[
1 +

N

n2

]
σ2. (5.26)

Demostración. La varianza total del predictor θ̂π es

VSY C,ξ

(
θ̂π

)
= ESY C

[
Vξ

(
θ̂π|s

)]
+ VSY C

[
Eξ

(
θ̂π|s

)]
.

A continuación se derivan expresiones para cada una de esas varianzas y valores

esperados cuando Yi ∼ U(0, 1).

Vξ

(
θ̂π|s

)
= Vξ

(
T
∑
i∈sr

Y(i) |sr

)

= T 2

[∑
i∈sr

Vξ
[
Y(i) |sr

]
+
∑
i 6=j∈sr

Cξ
[
Y(i), Y(j) |sr

]]

= T 2

[
n∑
i=1

Vξ
(
Xr+(i−1)T

)
+ 2

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Cξ
(
Xr+(i−1)T , Xr+(j−1)T

)]
(5.27)

donde Xi = Y(i). Haciendo a = r − T , b = N + 1 − r + T = N + 1 − a y c =

[(N + 1)2(N + 2)]
−1

, el primer sumando de la ecuación (5.27) se puede reescribir
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como

n∑
i=1

Vξ
(
Xr+(i−1)T

)
=

n∑
i=1

Vξ (Xa+iT )

= c

n∑
i=1

(a+ iT )(b− iT )

= c

(
abn− aT

n∑
i=1

i+ bT

n∑
i=1

i− T 2

n∑
i=1

i2

)
.

(5.28)

Sustituyendo a, b y c en el segundo sumando de (5.27) se tiene

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Cξ
(
Xr+(i−1)T , Xr+(j−1)T

)
=

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Cξ (Xa+iT , Xa+jT )

=c
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(a+ iT )(b− jT )

=c

{
abn(n− 1)− aT

2
n(n+ 1)(n− 1)

+

[
−ab+

aT

2
+ bTn− T 2

2
n(n+ 1)

] n−1∑
i=1

i

+

[
aT

2
− bT +

T 2

2

] n−1∑
i=1

i2 +
T 2

2

n−1∑
i=1

i3

}
.

(5.29)

Sustituyendo las expresiones (5.28) y (5.29) en (5.27) y simplificando se obtiene

Vξ

(
θ̂π|sr

)
=T 2c

{
−T

2n2(n+ 1)2

4
− 2Ta

3
n(n+ 1)

(
n− 1

4

)
+
Tb

3
n

(
n+

1

2

)
(n+ 1) + abn2

}
=T 2c

{
N(n+ 1)

6

[
−6N(n+ 1)

4
− 4a

(
n− 1

4

)
+ 2b

(
n+

1

2

)]
+ abn2

}
.

(5.30)

Obteniendo el valor esperado bajo el diseño

ESY C(a) = ESY C(r − T ) =
T + 1

2
− T =

1− T
2
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ESY C(b) = ESY C(N + 1− a) = N + 1− 1− T
2

= N + 1 +
T − 1

2

ESY C(ab) = ESY C
(
−NT − T − T 2 + (N + 1 + 2T )r − r2

)
= −NT − T − T 2 + (N + 1 + 2T )

T + 1

2
− 2T 2 + 3T + 1

6

=
3N(1− T ) + 2(1− T 2)

6
.

Entonces, el valor esperado bajo el modelo de la varianza que se obtuvo en (5.30) es

ESY C

[
Vξ

(
θ̂π|sr

)]
= T 2c

{
N(n+ 1)

6

[
−6N(n+ 1)

4
− 4ESY C (a)

(
n− 1

4

)
+2ESY C (b)

(
n+

1

2

)]
+ ESY C (ab)n2

}
= T 2c

{
N(n+ 1)

6

[
−6N(n+ 1)

4
− 4

(
1− T

2

)(
n− 1

4

)
+2

(
N + 1 +

T − 1

2

)(
n+

1

2

)]
+

3N(1− T ) + 2(1− T 2)

6
n2

}
.

Efectuando operaciones se llega a

ESY C

[
Vξ

(
θ̂π|sr

)]
=

N2

12(N + 1)2

[
N + 2 +

N

n2

]
. (5.31)

Por otro lado, el valor esperado del predictor, bajo el modelo, es

Eξ

(
θ̂π|s

)
= Eξ

(
T
∑
i∈sr

Y(i) |sr

)

= T
n∑
i=1

Eξ
(
Xr+(i−1)T

)
= T

n∑
i=1

r + (i− 1)T

N + 1

=
N

2n(N + 1)
[2rn+Nn−N ] ,

VSY C

[
Eξ

(
θ̂π|s

)]
= VSY C

[
N

2n(N + 1)
[2rn+Nn−N ]

]
=

N2

4n2(N + 1)2
4n2VSY C(r)

=
N2

(N + 1)2

(
T 2 − 1

12

)
=

N2

12(N + 1)2

(
N2

n2
− 1

)
.

(5.32)
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A partir de los resultados (5.31) y (5.32) se obtiene la varianza total

VSY C,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

12(N + 1)

[
1 +

N

n2

]
.

Finalmente, considerando que Eξ(Yi) = µ y Vξ(Yi) = σ2 se tiene la expresión dada

en (5.26). �

Si el tamaño de la población es lo suficientemente grande para suponer que N ≈
N + 2, la expresión anterior se simplifica quedando de la siguiente manera

VSY C,ξ

(
θ̂π

)
≈ N

[
1 +

N

n2

]
σ2. (5.33)

Por otra parte, de acuerdo con lo establecido en la Proposición 5.3.2, bajo el modelo

ξ y muestreo aleatorio simple la varianza del predictor es

VSI,ξ

(
θ̂π

)
=
N2

n
σ2. (5.34)

A partir de las fórmulas (5.25), (5.33) y (5.34), se observa claramente que VBSS,ξ <

VSY C,ξ < VSI,ξ, es decir, el muestreo sistemático cuando la población se ordena de

forma equilibrada, es más eficiente que el muestreo sistemático cuando la población

se ordena de manera creciente y éste es más eficiente que el muestreo aleatorio

simple.

Si CV 2
p,ξ = Vp,ξ

(
θ̂π

)
/E2

p,ξ

(
θ̂π

)
denota el coeficiente de variación al cuadrado, en

términos de la notación de Landau, es fácil ver que CV 2
BSS,ξ = O(1/N), CV 2

SY C,ξ =

O(1/n2) y CV 2
SI,ξ = O(1/n), esto es, CV 2

BSS,ξ es de orden 1/N , CV 2
SY C,ξ es de orden

1/n2 y CV 2
SI,ξ es de orden 1/n. Por lo que conforme n aumenta, CV 2

BSS,ξ y CV 2
SY C,ξ

serán parecidos.

A partir de las varianzas totales dadas en las expresiones (5.13), (5.26) y (5.34),

es sencillo demostrar que si n = N , entonces VBSS,ξ = VSY C,ξ = VSI,ξ, como se

esperaba, y que la desigualdad se cumple para cualesquiera n < N y N pares, tales

que T = N/n ∈ N, como se demuestra en la Proposición 5.4.3 en el Anexo.

A manera de ejemplo, en los Cuadros 5.1 y 5.2 se presenta Vp,ξ

(
θ̂π

)
para pobla-

ciones de N = 120 unidades y de N = 1, 200, ambas con µ = 0 y σ2 = 1; no

se presentan todos los tamaños de muestra posibles, tales que T ∈ N, porque no

aportan información adicional. En los cuadros puede observarse que:
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a) La varianza del muestreo sistemático, orden equilibrado, es mucho menor que

la de los otros dos diseños, sobre todo cuando el tamaño de muestra es pequeño.

En el caso de una población con N = 120 elementos, la eficiencia relativa del

BSS con respecto al SI oscila entre 2 y 40; cuando N = 1200, la eficiencia vaŕıa

entre 2 y 400. La eficiencia relativa del SYC con respecto al SI cambia entre 2

y 6 si N = 120, en el caso de N = 1200, la eficiencia está entre 2 y 17.

b) La varianza del BSS es muy parecida para cualquier tamaño de muestra a

partir de 6 u 8 unidades.

Cuadro 5.1: Varianza total del predictor, bajo el diseño y el modelo ξ :

Y1, . . . , YN tienen distribución uniforme con µ = 0 y σ2 = 1, N = 120

n
N × 100 n VBSS,ξ

(
θ̂π

)
VSY C,ξ

(
θ̂π

)
VSI,ξ

(
θ̂π

)
1.67 2 178.5 3689.3 7200

3.33 4 134.6 1011.6 3600

5.00 6 126.5 515.7 2400

6.67 8 123.6 342.1 1800

8.33 10 122.3 261.8 1440

16.67 20 120.6 154.7 720

25.00 30 120.2 134.9 480

33.33 40 120.1 127.9 360

50.00 60 120.0 123.0 240

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
= N2

(N+1)(N+2)

[
N + 3 + 2 N

n2

]
,

VSY C,ξ

(
θ̂π

)
= N2

(N+1)

[
1 + N

n2

]
y VSI,ξ

(
θ̂π

)
= N2

n .

En presencia de una tendencia lineal, los T posibles valores estimados de la media

siguen un comportamiento monótono. Autores como Bellhouse y Rao [2] y Singh

et al. [51] comparan el estimador de la media, bajo alguna variante del muestreo

sistemático o bien del estimador, suponiendo que la superpoblación sigue el modelo

lineal Yi = a+bi+εi con E(εi) = 0, E(ε2i ) = σ2
εi

y E(εiεj) = 0 ∀i 6= j, i, j = 1, . . . , N .

Bellhouse y Rao obtienen que la varianza del estimador del muestreo sistemático

equilibrado es menor que la del sistemático con un orden creciente. Singh et al.

obtienen que el muestreo sistemático con un orden creciente es más eficiente que el
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muestreo aleatorio simple. El modelo que aqúı se plantea, es decir, que la población

sigue una distribución uniforme y se ordena de manera creciente, es similar al modelo

anterior pero sin el supuesto que los errores son no correlacionados. Esto puede verse

si la i−ésima estad́ıstica de orden se reescribe como:

Y(i) = Y(i−1) + εi, i = 1, . . . , N,

donde ε1, . . . , εN son variables aleatorias no negativas. Es fácil demostrar que los

errores no son independientes ya que Em (εiεi−1) = 12σ2(N + 1)−1(N + 2)−1 y

Em (εi)Em (εi−1) = 12σ2(N + 1)−2.

Cuadro 5.2: Varianza total del predictor, bajo el diseño y el modelo ξ :

Y1, . . . , YN tienen distribución uniforme con µ = 0 y σ2 = 1, N = 1200

n
N × 100 n VBSS,ξ

(
θ̂π

)
VSY C,ξ

(
θ̂π

)
VSI,ξ

(
θ̂π

)
0.17 2 1798.50 360899.3 720000

0.33 4 1349.62 91124.1 360000

0.50 6 1266.50 41165.7 240000

0.67 8 1237.40 23680.3 180000

0.83 10 1223.94 15587.0 144000

1.67 20 1205.98 4796.0 72000

3.33 40 1201.49 2098.3 36000

5.00 60 1200.66 1598.7 24000

6.67 80 1200.37 1423.8 18000

8.33 100 1200.24 1342.9 14400

16.67 200 1200.06 1235.0 7200

25.00 300 1200.02 1215.0 4800

33.33 400 1200.01 1208.0 3600

50.00 600 1200.00 1203.0 2400

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
= N2

(N+1)(N+2)

[
N + 3 + 2 N

n2

]
,

VSY C,ξ

(
θ̂π

)
= N2

(N+1)

[
1 + N

n2

]
y VSI,ξ

(
θ̂π

)
= N2

n .

5.5. Modelo de superpoblación Laplace

En esta sección se obtiene la varianza del predictor del total suponiendo que la

población tiene una distribución doble exponencial, la cual fue descubierta por Pierre
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Laplace en 1774 y por ello también se le conoce como distribución de Laplace; recibe

otros nombres como distribución exponencial de dos colas, exponencial bilateral o

primera ley del error de Poisson. Su función de densidad, expresada en función de

su media µ y su desviación estándar σ, es

fY (y) =
1√
2σ

exp

(
−
√

2 |y − µ|
σ

)
, y ∈ R.

La forma estándar se obtiene si µ = 0 y σ2 = 2, quedando

fY (y) =
1

2
exp (− |y|) .

Existen expresiones exactas para los primeros dos momentos y productos de las

estad́ısticas de orden de esta distribución (consultar por ejemplo Govindarajulu [17],

p. 250 o bien en Johnson [29], p. 170-171):

E
[
Y(k)

]
=

1

2N

{
k−1∑
i=0

(
N

i

)
S1(k − i, N − i)−

N∑
i=k

(
N

i

)
S1(i− k + 1, i)

}
, 1 ≤ k ≤ N

(5.35)

E
[
Y 2

(k)

]
=

1

2N

{
k−1∑
i=0

(
N

i

)
S2(k − i, N − i) +

N∑
i=k

(
N

i

)
S2(i− k + 1, i)

}
, 1 ≤ k ≤ N

(5.36)

E
[
Y(k)Y(l)

]
=

1

2N

{
k−1∑
i=0

(
N

i

)
S3(k − i, l − i, N − i)

−
l−1∑
i=k

(
N

i

)
S1(i− k + 1, i)S1(l − i, N − i)

+
N∑
i=l

(
N

i

)
S3(i− l + 1, i− l + 1, i)

}
, 1 ≤ k < l ≤ N

(5.37)

donde

S1(k,N) =
N∑

i=N−k+1

1

i
, S2(k,N) =

N∑
i=N−k+1

1

i2
+ [S1(k,N)]2 y
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S3(k, l, N) =
N∑

i=N−k+1

1

i2
+ S1(k,N)S1(l, N).

Usando las expresiones anteriores Govindarajulu [17] tabuló los valores de la media,

varianza y covarianzas de las estad́ısticas de orden de la distribución de Laplace para

N ≤ 20 unidades. Debido a la complejidad de las fórmulas (5.35), (5.36) y (5.37),

aunque la expresión para Vp,m

(
θ̂π

)
es cerrada, no nos fue posible encontrar una

expresión simplificada o simple.

Para encontrar una expresión más sencilla para la varianza total Vp,m

(
θ̂π

)
se

usaron aproximaciones asintóticas de los primeros momentos de las estad́ısticas de

orden. Éstas se obtuvieron siguiendo Hastings, et al. [22], quien señala que si fY (y)

es la función de densidad de la variable aleatoria Y , una expresión asintótica para

la media mi de la i−ésima estad́ıstica de orden de una muestra de tamaño N , se

obtiene resolviendo la siguiente ecuación para mi∫ mi

−∞
f(y)dy =

i

N + 1
.

Análogamente, la varianza asintótica mii está dada por

mii =
i(N + 1− i)

N(N + 1)2 [f(mi)]
2 ,

y la covarianza asintótica mij entre Y(i) y Y(j) es

mij =
i(N + 1− j)

N(N + 1)2f(mi)f(mj)
, con i ≤ j.

Obsérvese que como hay dos etapas de aleatoriedad, N corresponde al tamaño de la

población o número de elementos que se eligen de la superpoblación, mientras que n

denotará el tamaño de muestra o número de elementos que se eligen de la población.

En el caso de la distribución de Laplace estas ecuaciones toman formas cerradas

como se establece en la siguiente proposición.

Proposición 5.5.1. Sean Y(1), . . . , Y(N) las estad́ısticas de orden de Y1, . . . , YN varia-

bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con función de densidad
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fY (y) = 2−1 exp (− |y|) y N par. Entonces una aproximación asintótica para E
[
Y(i)

]
,

(i = 1, . . . , N), es

mi =

 ln
(

2i
N+1

)
si 1 ≤ i ≤ N/2

− ln
(

2(N+1−i)
N+1

)
si N/2 + 1 ≤ i ≤ N,

(5.38)

y una expresión asintótica para la covarianza entre Y(i) y Y(j) está dada por

mij =


N+1−j
Nj

si i ≤ j ≤ N/2
i

N(N+1−i) si N/2 + 1 ≤ i ≤ j
1
N

si i ≤ N/2 < j.

(5.39)

Demostración. Para encontrar mi se debe de resolver

1

2

∫ mi

−∞
exp (− |y|) dy =

i

N + 1
.

Si i ≤ N/2 se tiene que

1

2
exp (mi) =

i

N + 1
,

despejando

mi = ln

(
2i

N + 1

)
.

Si i ≥ N/2 + 1 entonces

1− 1

2
exp (−mi) =

i

N + 1

luego,

mi = − ln

(
2(N + 1− i)

N + 1

)
.

Una aproximación para la covarianza se encuentra evaluando

mij =
i(N + 1− j)

N(N + 1)2f(mi)f(mj)
si i ≤ j.

Si i ≤ j ≤ N/2

mij =
i(N + 1− j)

N(N + 1)2 1
2

exp
[
ln
(

2i
N+1

)]
1
2

exp
[
ln
(

2j
N+1

)]
=
N + 1− j

Nj
,



88 5. Varianza del muestreo sistemático suponiendo una superpoblación

si N/2 + 1 ≤ i ≤ j

mij =
i(N + 1− j)

N(N + 1)2 1
2

exp
[
ln
(

2(N+1−i)
N+1

)]
1
2

exp
[
ln
(

2(N+1−j
N+1

)]
=

i

N(N + 1− i)
,

si i ≤ N/2 < j

mij =
i(N + 1− j)

N(N + 1)2 1
2

exp
[
ln
(

2(N+1−j)
N+1

)]
1
2

exp
[
ln
(

2i
N+1

)]
=

1

N
.

Por lo tanto, mi y mij están dadas por (5.38) y (5.39), respectivamente. �

La aproximación de E
[
Y(i)

]
es mejor para las estad́ısticas de orden cercanas al

centro, es decir, para i cercana a N/2, que para las de los extremos, por ello se

encontró una fórmula recurrente para mi en términos de mN/2.

Proposición 5.5.2. Sean Y(1), . . . , Y(N) las estad́ısticas de orden de Y1, . . . , YN va-

riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con función de densi-

dad fY (y) = 2−1 exp (− |y|) y N par. Entonces, otra aproximación asintótica para

E
[
Y(i)

]
, m

′
i (i = 1, . . . , N), es

m
′

i = mN/2 −
N/2−i∑
k=1

1

N/2− k
si 1 ≤ i ≤ N/2,

análogamente, para las estad́ısticas de orden mayores a N/2, se tiene que

m
′

N/2+i = −mN/2 +
i−1∑
k=1

1

N/2− k
, si 1 ≤ i ≤ N/2,

donde mN/2 = ln [N/(N + 1)].

Demostración. Sea i > N/2, entonces

mi+1 = − ln

(
2(N − i)
N + 1

)
= − ln

(
2

N + 1

)
− ln(N − i).
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De la expresión
∑N

k=1N
−1 = ln(N)+γ+(2N)−1+O(N−2), donde γ es la constante de

Euler-Mascheroni, γ = ĺımk→∞

(∑k
i=1 i

−1 − ln k
)

(ver por ejemplo Sedgewick [47],

p.28), es fácil ver que ln(N + 1 − i) ≈ ln(N − i) + [2(N + 1− i)]−1 + [2(N − i)]−1.

Sustituyendo esta aproximación en la última igualdad se tiene que

mi+1 ≈ − ln

(
2

N + 1

)
−
[
ln(N + 1− i)− 1

2(N − i)
− 1

2(N + 1− i)

]
≈ − ln

(
2

N + 1

)
−
[
ln(N + 1− i)− 1

(N − i)

]
= mi +

1

(N − i)
.

Empleando esta relación de manera recurrente se tiene

mN/2+2 ≈ mN/2+1 +
1

N/2− 1

mN/2+3 ≈ mN/2+1 +
1

N/2− 1
+

1

N/2− 2
...

mN/2+i ≈ mN/2+1 +
1

N/2− 1
+ · · ·+ 1

N/2− (i− 1)
.

Por lo tanto

m
′

N/2+i = mN/2+1 +
i−1∑
k=1

1

N/2− k
, con i = 1, . . . , N/2.

Puesto que la función de densidad de Laplace es simétrica, entonces mN/2+1 =

−mN/2. Luego

m
′

N/2+i = −mN/2 +
i−1∑
k=1

1

N/2− k
, con i = 1, . . . , N/2. (5.40)

Por el mismo argumento de simetŕıa m
′
i = −m′N+1−i, luego si 1 ≤ i ≤ N/2 y usando

la ecuación (5.40)

m
′

i = −m′N/2+N/2+1−i

= mN/2 −
N/2−i∑
k=1

1

N/2− k
, con i = 1, . . . , N/2. �
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Figura 5.2: Valor esperado • E
[
Y(i)

]
y aproximaciones • mi = − ln

(
2(N+1−i)
N+1

)
con i =

11, . . . , 20 y • m′N/2+i = −mN/2 +
∑i−1

k=1
1

N/2−k con i = 1, . . . , 10 donde Y(1), . . . , Y(N),

N = 20, son las estad́ısticas de orden de Y1, . . . , YN con distribución de Laplace, µ = 0 y

σ2 = 2.

En la Figura 5.2 se comparan las dos aproximaciones y el valor esperado, este último

tomado de Govindarajulu [17], para una población de N = 20 unidades. Como puede

observarse, la segunda aproximación m
′
i es mejor que mi, sobre todo cuando i se

acerca a N ; aunque no se graficó, lo mismo sucede para las estad́ısticas de orden

con i ≤ N/2, conforme i se acerca a 1, la aproximación m
′
i es más cercana al valor

esperado exacto.

Usando las dos aproximaciones anteriores, se obtuvo la varianza total, bajo el diseño

y el modelo Laplace, como se establece en las siguientes dos proposiciones.

Proposición 5.5.3. Sea δ el modelo bajo el cual Y1, . . . , YN son variables aleato-

rias independientes con función de densidad fY (y) = (
√

2σ)−1 exp
(
−
√

2 |y − µ| /σ
)
.

Sean n y N números pares que denotan el tamaño de muestra y el de la población,

respectivamente, y T = N/n ∈ N el intervalo muestral. Si se selecciona una mues-

tra sistemática de la población ordenada de manera equilibrada (BSS), entonces una
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aproximación de la varianza total del predictor θ̂π = T
∑

i∈sr Y(i) está dada por

VBSS,δ

(
θ̂π

)
≈(N + 1)σ2

[(
1− 1

N

)
ln
(n

2

)
− 2

n
ln
((n

2

)
!
)

+
1

N

(
1− γ − 1

n

)]
+
N

n
σ2

[
ln

(
N

2
− 1

)
−
Nm2

N/2

2
+ (N − 2)mN/2 +

1

N − 2
+ γ +

5

2

]
=V aprox

BSS,δ

(
θ̂π

)
(5.41)

donde γ = ĺımk→∞

(∑k
i=1 i

−1 − ln k
)
≈ 0.5772156649 es la constante de Euler-

Mascheroni y mN/2 = ln [N/(N + 1)].

Demostración. A partir de la ecuación de la varianza total (5.8) se tiene que

VBSS,δ

(
θ̂π

)
=T

Nσ2 + (N −Nn)µ2 +
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i6=j

Cδ
[
Y(i), Y(j)

]
+ T

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i6=j

Eδ
[
Y(i)

]
Eδ
[
Y(j)

]
.

(5.42)

En seguida se obtienen la suma de covarianzas y productos de medias usando las

aproximaciones asintóticas bajo δ. Por simplicidad en la notación se usará Xi = Y(i)

con i = 1, 2, . . . , N y sin pérdida de generalidad se supone que Eδ(Yi) = µ = 0 y

Vδ(Yi) = σ2 = 2.

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

Cδ (Xi, Xj) ≈
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

mij

=
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr

i<j≤N/2

mij +
∑∑
i,j∈sr

N/2+1≤i<j

mij +
∑∑
i,j∈sr

i≤N/2<j

mij


= 2

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr

i<j≤N/2

mij +
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr

i≤N/2<j

mij

= 2
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr

i<j≤N/2

N + 1− j
Nj

+
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr

i≤N/2<j

1

N

=
2(N + 1)

N

n/2−1∑
i=1

T∑
j=1

i

iT + j
− Tn

2N

(n
2
− 1
)

+
Tn2

4N
.
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Usando la aproximación
∑k

i=1 i
−1 ≈ ln k + (2k)−1 + γ donde γ es la constante de

Euler-Mascheroni, = ĺımk→∞

(∑k
i=1 i

−1 − ln k
)
≈ 0.5772156649, y simplificando se

llega a

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

Cδ (Xi, Xj) ≈
N + 1

N

[
n

(
1− 1

N

)
ln
(n

2

)
− 2 ln

((n
2

)
!
)

+
n

N
(1− γ)− 1

N

]
+

1

2
.

(5.43)

Como se vio en la expresión (5.9), en el caso del muestreo sistemático, orden equi-

librado, y tomando en cuenta que la distribución es simétrica con µ = 0, se tiene

que

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Eδ (Xi)Eδ (Xj) = −
N∑
i=1

[Eδ(Xi)]
2 = −2

N∑
i=N/2+1

[Eδ(Xi)]
2 .

Luego,

−
N∑

i=N/2+1

[Eδ(Xi)]
2 ≈ −

N/2∑
i=1

[
m
′

N/2+i

]2

= −
N/2∑
i=1

[
−mN/2 +

i−1∑
k=1

1

N/2− k

]2

= −
Nm2

N/2

2
+ 2

(
N

2
− 1

)
mN/2 −

N/2−1∑
i=1

1

i
− 2

N/2−2∑
i=1

i

i+ 1

= −
Nm2

N/2

2
+ 2

(
N

2
− 1

)
mN/2 −

N/2−1∑
i=1

1

i
− 2

N/2−2∑
i=1

(
1− 1

i+ 1

)
≈ −

Nm2
N/2

2
+ (N − 2)mN/2 −N + ln

(
N

2
− 1

)
+

1

N − 2
+ 2 + γ.

(5.44)
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Sustituyendo (5.43) y (5.44) en (5.42) se tiene que

VBSS,δ

(
θ̂π

)
≈ 2T

{
N +

(
N + 1

N

)[
n

(
1− 1

N

)
ln
(n

2

)
− 2 ln

((n
2

)
!
)]}

+ 2T

{(
N + 1

N

)[
+
n

N
(1− γ)− 1

N

]
+

1

2
−+

N

2
m2
N/2

}
+ 2T

{
(N − 2)mN/2 −N + ln

(
N

2
− 1

)
+

1

N − 2
+ 2 + γ

}
= 2(N + 1)

[(
1− 1

N

)
ln
(n

2

)
− 2

n
ln
((n

2

)
!
)

+
1

N

(
1− γ − 1

n

)]
+
N

n

[
2 ln

(
N

2
− 1

)
−Nm2

N/2 + 2(N − 2)mN/2 +
2

N − 2
+ 2γ + 5

]
.

(5.45)

Si en lugar de Eδ(Yi) = 0 y Vδ(Yi) = 2 se tiene que Eδ(Yi) = µ y Vδ(Yi) = σ2,

entonces a partir de (5.45) se llega finalmente al resultado

VBSS,δ

(
θ̂π

)
≈ (N + 1)σ2

[(
1− 1

N

)
ln
(n

2

)
− 2

n
ln
((n

2

)
!
)

+
1

N

(
1− γ − 1

n

)]
+
N

n
σ2

[
ln

(
N

2
− 1

)
−
Nm2

N/2

2
+ (N − 2)mN/2 +

1

N − 2
+ γ +

5

2

]
= V aprox

BSS,δ

(
θ̂π

)
. �

Si el tamaño de la población es tal que N ≈ N + 1, entonces la expresión anterior

se reduce a la siguiente

VBSS,δ

(
θ̂π

)
≈ Nσ2 ln

(n
2

)
+
N

n
σ2

[
ln

(
N

2

)
− 2 ln

((n
2

)
!
)

+NmN/2 + γ + 2.5

]
.

(5.46)

Proposición 5.5.4. Sea δ el modelo bajo el cual Y1, . . . , YN son variables aleato-

rias independientes con función de densidad fY (y) = (
√

2σ)−1 exp
(
−
√

2 |y − µ| /σ
)
.

Sean n y N números pares que denotan el tamaño de muestra y el de la población,

respectivamente, y T = N/n ∈ N el intervalo muestral. Si se selecciona una mues-

tra sistemática de la población ordenada de manera creciente (SYC), entonces una



94 5. Varianza del muestreo sistemático suponiendo una superpoblación

aproximación de la varianza total del predictor θ̂π = T
∑

i∈sr Y(i) está dada por

VSY C,δ

(
θ̂π

)
≈ (N + 1)σ2

[(
1− 1

N

)
ln
(n

2

)
− 2

n
ln
((n

2

)
!
)

+
1

N

(
1− γ − 1

n

)]
+
N

n
σ2

[
N − c0 ln

(
N

2
− 1

)
− 2c0 ln

((
N

2
− 1

)
!

)
− Nc2

0

2
− c0

N − 2

− γc0 +
1

2
−

N/2−1∑
i=1

c2(i) +
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

c(r + iT − T − 1)

2

−
T∑
r=1

n/2∑
i=1

c(r + iT − T − 1)

n/2∑
i=1

c(N/2− r − iT + T )


= V aprox

SY C,δ

(
θ̂π

)
(5.47)

donde c0 = mN/2 − ln (N/2− 1) − (N − 2)−1, c(0) = 0, c(i) = ln i + (2i)−1 si

1 ≤ i ≤ N/2 − 1 y γ = ĺımk→∞

(∑k
i=1 i

−1 − ln k
)
≈ 0.5772156649 es la constante

de Euler-Mascheroni.

Demostración. A partir de la ecuación(5.8) se tiene que

VSY C,δ

(
θ̂π

)
=T

Nσ2 +N(1− n)µ2 + 2
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

Cδ
[
Y(i), Y(j)

]
+ 2T

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

Eδ
[
Y(i)

]
Eδ
[
Y(j)

]
.

(5.48)

A continuación se encuentran la suma de covarianzas y productos de medias usando

las aproximaciones asintóticas bajo δ. Por simplicidad en la notación se usará Xi =

Y(i) con i = 1, 2, . . . , N y sin pérdida de generalidad se supone que Eδ(Yi) = µ = 0

y Vδ(Yi) = σ2 = 2.
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T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

Cδ (Xi, Xj) ≈
T∑
r=1

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

mr+(i−1)T,r+(j−1)T

=
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=i+1

mr+(i−1)T,r+(j−1)T

+
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n∑
j=n/2+1

mr+(i−1)T,r+(j−1)T

+
T∑
r=1

n−1∑
i=n/2+1

n∑
j=i+1

mr+(i−1)T,r+(j−1)T

=2
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=i+1

mr+(i−1)T,r+(j−1)T

+
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n∑
j=n/2+1

mr+(i−1)T,r+(j−1)T

=2
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=i+1

N + 1− [r + (j − 1)T ]

N [r + (j − 1)T ]
+

T∑
r=1

n/2∑
i=1

n∑
j=n/2+1

1

N

=2
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=i+1

[
N + 1

N

1

r + (j − 1)T
− 1

N

]
+

T∑
r=1

n/2∑
i=1

n∑
j=n/2+1

1

N

=
2(N + 1)

N

T∑
r=1

n/2−1∑
i=1

i

iT + r
− 2

N

T∑
r=1

n/2∑
i=1

(n
2
− i
)

+
n

4
.

Usando la aproximación
∑k

i=1 i
−1 ≈ ln k + (2k)−1 + γ y simplificando se llega a

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

Cδ (Xi, Xj) ≈
N + 1

N

[
n

(
1− 1

N

)
ln
(n

2

)
− 2 ln

((n
2

)
!
)

+
n

N
(1− γ)− 1

N

]

+
1

2
.

(5.49)
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Por otra parte,

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

Eδ (Xi)Eδ (Xj) ≈
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

m
′

im
′

j

=
T∑
r=1

n/2−1∑
i=1

m
′

r+(i−1)T

n/2∑
j=i+1

m
′

r+(j−1)T

+
T∑
r=1

n/2∑
i=1

m
′

r+(i−1)T

n∑
j=n/2+1

m
′

r+(j−1)T

+
T∑
r=1

n−1∑
i=n/2+1

m
′

r+(i−1)T

n∑
j=i+1

m
′

r+(j−1)T

=2
T∑
r=1

n/2−1∑
i=1

m
′

r+(i−1)T

n/2∑
j=i+1

m
′

r+(j−1)T

+
T∑
r=1

n/2∑
i=1

m
′

r+(i−1)T

n∑
j=n/2+1

m
′

r+(j−1)T

=
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

m
′

r+(i−1)T

2

−
N/2∑
i=1

(m
′

i)
2

−
T∑
r=1

n/2∑
i=1

m
′

r+(i−1)T

n/2∑
i=1

m
′
N
2

+1−r−(i−1)T
.

(5.50)

Usando la proposición 5.5.2 se tiene que para i = 1, . . . , N/2

m
′

i = mN/2 −
N/2−i∑
k=1

1

N/2− k
≈ c0 + c(i− 1).

donde c0 = −mN/2− ln (N/2− 1)− (N−2)−1, c(i) = ln i+(2i)−1 si 1 ≤ i ≤ N/2−1

y c(0) = 0.

Sustituyendo esta aproximación en la última igualdad de (5.50),

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

m
′

im
′

j ≈
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

[c0 + c(r + iT − T − 1)]

2

−
T∑
r=1

n/2∑
i=1

[c0 + c(r + iT − T − 1)]

n/2∑
i=1

[
c0 + c

(
N

2
− r − iT + T

)]

−
N/2∑
i=1

[c0 + c(i− 1)]2 .
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Efectuando operaciones

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i<j

m
′

im
′

j ≈−
N

2
c2

0 − 2c0

{
ln

((
N

2
− 1

)
!

)
+

1

2

[
ln

(
N

2
− 1

)
+ γ +

1

N − 2

]}

−
N/2−1∑
i=1

c2(i) +
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

c(r + iT − T − 1)

2

−
T∑
r=1

n/2∑
i=1

c(r + iT − T − 1)

n/2∑
i=1

c(N/2− r − iT + T ).

(5.51)

Sustituyendo (5.49) y (5.51) en (5.48) se obtiene

VSY C,δ

(
θ̂π

)
≈2(N + 1)

[(
1− 1

N

)
ln
(n

2

)
− 2

n
ln
((n

2

)
!
)

+
1

N

(
1− γ − 1

n

)]
+

2N

n

[
N − c0 ln

(
N

2
− 1

)
− 2c0 ln

((
N

2
− 1

)
!

)
− Nc2

0

2

− c0

N − 2
− γc0 +

1

2
−

N/2−1∑
i=1

c2(i) +
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

c(r + iT − T − 1)

2

−
T∑
r=1

n/2∑
i=1

c(r + iT − T − 1)

n/2∑
i=1

c(N/2− r − iT + T )

 .
Si en lugar de Eδ(Yi) = 0 y Vδ(Yi) = 2 se tiene que Eδ(Yi) = µ y Vδ(Yi) = σ2,

finalmente se llega al resultado proporcionado en (5.47). �

Si además se considera N grande para poder suponer que N − 1 ≈ N , entonces

VSY C,δ

(
θ̂π

)
≈Nσ2

[
ln
(n

2

)
− 2

n
ln
((n

2

)
!
)]

+ σ2

(
1− γ − 1

n

)
+
N

n
σ2

[
N − c0 ln

(
N

2
− 1

)
− 2c0 ln

((
N

2
− 1

)
!

)
− Nc2

0

2

− c0

N − 2
− γc0 +

1

2
−

N/2−1∑
i=1

c2(i) +
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

c(r + iT − T − 1)

2

−
T∑
r=1

n/2∑
i=1

c(r + iT − T − 1)

n/2∑
i=1

c(N/2− r − iT + T )

 .
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A diferencia del modelo uniforme en el que se encontró que el coeficiente de variación

del predictor del total es de orden O(1/N), O(1/n2) y O(1/n) bajo BSS, SYC y SI,

respectivamente, tanto en el caso del modelo normal como en el de la distribución de

Laplace, no fue posible determinar el orden. Con la finalidad de ilustrar la eficiencia

de los tres diseños, aśı como de explorar el grado de aproximación de la varianza

numérica, ésta se comparó con la obtenida mediante un estudio de simulación para

poblaciones de N = 120 y N = 1200 elementos.

Como se tiene en la expresión (5.2)

Vp,m

(
θ̂π

)
= Ep,m

[
θ̂π − Ep,m

(
θ̂π

)]2

.

Si Y1, . . . , YN tienen media µ, entonces

Ep,m

[
θ̂π

]
=Em

[
Ep

(
θ̂π

)]
= TEm

[
Ep

(∑
i∈sr

Y(i)

)]
.

En el caso del muestreo sistemático

Ep,m

[
θ̂π

]
=Em

(
N∑
i=1

Y(i)

)
= Em

(
N∑
i=1

Yi

)
= Nµ.

Por lo tanto,

Vp,m

(
θ̂π

)
= Ep,m

[
θ̂π −Nµ

]2

.

Para el estudio de simulación se generaron K = 10, 000 poblaciones de tamaño N ,

120 y 1200, cada una bajo el modelo δ con µ = 0 y σ2 = 1, la varianza simulada se

calculó usando V sim
p,δ

(
θ̂π

)
como sigue.

Vp,δ

(
θ̂π

)
= Ep,δ

[
θ̂π

]2

≈ 1

K

K∑
k=1

1

T

T∑
r=1

(
Ttksr

)2
= V sim

p,δ

(
θ̂π

)
donde p se refiere al diseño: BSS ó SYC, la muestra sr es la obtenida según el

diseño p y tksr =
∑

i∈sr y
k
i corresponde al total de la r−ésima muestra en la k−ésima

población generada.

En los Cuadros 5.3 y 5.4 se presentan los resultados numéricos. Se observa lo

siguiente.
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a) Existen diferencias entre las varianzas simuladas y las aproximadas por fórmu-

la. En el caso del BSS, la diferencia entre ambas varianzas es menor al 9 %

de la varianza simulada. En el caso del SYC, la diferencia entre la varianza

simulada y la aproximación es menor al 4 % de la varianza simulada. Esta

diferencia se debe al efecto de la aproximación y al de la simulación, ambos

efectos están confundidos y se desconoce si éstos son aditivos.

b) La varianza bajo muestreo sistemático es menor cuando la población se ordena

de manera equilibrada en comparación con un orden creciente.

c) La varianza del muestreo sistemático bajo cualquiera de los dos órdenes es

menor que la del muestreo aleatorio simple. La eficiencia relativa del BSS con

respecto al SI vaŕıa entre 2 y 21 si N = 120 y entre 2 y 150 si N = 1200.

La eficiencia relativa del SYC con respecto al SI está entre 1.2 y 3 cuando

N = 120 y entre 1.2 y 6 cuando N = 1200.

d) La varianza del muestreo sistemático bajo el orden equilibrado se estabiliza

para n ≥ 20 (en el caso de N = 120) y n ≥ 40 (en el caso de N = 1200).

Cuadro 5.3: Varianza total del predictor, bajo el diseño y el modelo δ : Y1, . . . , YN

tienen distribución de Laplace con µ = 0 y σ2 = 1, N = 120

n V sim
BSS,δ(θ̂π) V aprox

BSS,δ(θ̂π) V sim
SY C,δ(θ̂π) V aprox

SY C,δ(θ̂π) VSI,δ(θ̂π)
Diferenciaa/

BSS SYC

2 341.6 371.2 5,910.3 5,954.1 7,200 8.7 0.7

4 212.4 227.0 2,203.5 2,226.0 3,600 6.9 1.0

6 174.2 183.6 1,230.9 1,245.8 2,400 5.4 1.2

8 156.6 163.3 820.9 832.8 1,800 4.3 1.4

10 146.7 151.8 606.0 616.5 1,440 3.5 1.7

20 129.5 131.0 267.7 275.4 720 1.2 2.9

30 124.9 125.0 189.8 196.5 480 0.1 3.5

40 122.9 122.3 159.4 165.5 360 0.5 3.8

60 121.2 120.1 135.7 140.9 240 0.9 3.8

a/ Corresponde a la diferencia relativa
|V aproxp,δ −V simp,δ |

V simp,δ

× 100, p : BSS, SYC.
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Cuadro 5.4: Varianza total del predictor, bajo el diseño y el modelo δ : Y1, . . . , YN

tienen distribución de Laplace con µ = 0 y σ2 = 1, N = 1200

n V sim
BSS,δ(θ̂π) V aprox

BSS,δ(θ̂π) V sim
SY C,δ(θ̂π) V aprox

SY C,δ(θ̂π) VSI,δ(θ̂π)
Diferenciaa/

BSS SYC

2 4,806.2 5,085.4 593,113.5 592,479.0 720,000 5.8 0.1

4 2,822.0 2,958.5 217,413.3 217,159.4 360,000 4.8 0.1

6 2,204.6 2,296.5 118,013.0 117,866.1 240,000 4.2 0.1

8 1,914.3 1,981.0 75,864.6 75,795.2 180,000 3.5 0.1

10 1,745.8 1,798.8 53,691.5 53,646.6 144,000 3.0 0.1

20 1,435.9 1,458.0 18,314.8 18,294.3 72,000 1.5 0.1

40 1,298.8 1,307.3 6,576.6 6,574.6 36,000 0.7 0.0

60 1,259.1 1,262.5 3,883.3 3,889.4 24,000 0.3 0.2

80 1,241.3 1,241.8 2,828.5 2,834.1 18,000 0.0 0.2

100 1,231.1 1,230.1 2,299.5 2,305.7 14,400 0.1 0.3

200 1,213.5 1,209.0 1,514.5 1,519.9 7,200 0.4 0.4

300 1,208.7 1,202.9 1,346.5 1,351.0 4,800 0.5 0.3

400 1,206.7 1,200.1 1,282.8 1,287.0 3,600 0.5 0.3

600 1,205.0 1,200.0 1,234.6 1,237.9 2,400 0.4 0.3

a/ Corresponde a la diferencia relativa
|V aproxp,δ −V simp,δ |

V simp,δ

× 100, p : BSS, SYC.

5.6. Modelo de superpoblación normal

En este apartado se obtendrá una aproximación para la varianza conjunta cuan-

do la superpoblación tiene una distribución normal. La función de densidad de la

distribución normal con media µ y varianza σ2 está dada por

fY (y) =
1√
2πσ

exp

(
−(y − µ)2

σ2

)
, y ∈ R,

su forma estándar corresponde a µ = 0 y σ2 = 1, en cuyo caso la función de densidad

queda como sigue

fY (y) =
1√
2π

exp

(
−y

2

2

)
.

El cálculo de la varianza total Vp,m

(
θ̂π

)
, depende de las varianzas y covarianzas de

las estad́ısticas de orden bajo el modelo. Las estad́ısticas de orden de la distribución
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normal han sido estudiadas ampliamente en la literatura, sin embargo, no existe una

expresión cerrada para sus momentos.

Autores como Jones [30] y Godwin [16] han derivado expresiones o cantidades

numéricas exactas para los primeros dos momentos cuando el tamaño de la población

es menor o igual a 10. Para tamaños de población mayores se han encontrado apro-

ximaciones dif́ıciles de manipular de manera algebraica, por ejemplo, Blom [4] pro-

pone aproximar el valor esperado de la i−ésima estad́ıstica de orden de N variables

aleatorias mediante

E
[
Y(i)

]
≈ Φ−1

(
i− α

N − 2α + 1

)
,

donde Φ(z) = (2π)−1/2
∫ z
−∞ exp (−z2/2) dz es la función de distribución de la normal

estándar y α es un parámetro que hace más o menos precisa la aproximación. Blom

tabuló el valor de α requerido para que la aproximación genere el valor exacto de

E
[
Y(i)

]
para diferentes valores de i y N , hace la conjetura que α ∈ (0.33, 0.5) y

sugiere usar α = 3/8 = 0.375.

Otra parte importante del trabajo que se ha realizado para N > 10 es numérico:

se han tabulado valores esperados con cierta precisión, por ejemplo, Teichroew [55]

generó tablas con el valor esperado y productos de las estad́ısticas de orden para

N ≤ 20 con 10 decimales, Harter [21] tabuló el valor esperado para N ≤ 400 con

5 decimales. Royston [45] proporciona un algoritmo para calcular el valor esperado;

Davis y Stephens [11], aśı como Shea y Scallon [50] publicaron algoritmos para

aproximar la matriz de varianza-covarianza de las estad́ısticas de orden.

De manera alternativa, al igual que en el modelo de Laplace, en este trabajo

se obtuvieron aproximaciones de la media, varianza y covarianza de las estad́ısticas

de orden siguiendo la aproximación asintótica señalada en Hastings et al. [22]. Para

aproximar la distribución normal estándar se tomó como base la dada por Polya [43],

que es una expresión simple y muy precisa para estimar la función de distribución

acumulada de esta variable aleatoria.

Proposición 5.6.1. Sean Y(1), . . . , Y(N) las estad́ısticas de orden de Y1, . . . , YN varia-

bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con función de densidad
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fY (y) = (2π)−1/2 exp (−y2/2). Una aproximación asintótica para E
[
Y(i)

]
, mi, es

mi =

{
−
[
−π

2
ln(4piqi)

] 1
2 si 0 < pi <

1
2[

−π
2

ln(4piqi)
] 1

2 si 1
2
≤ pi < 1,

donde pi = i/(N + 1) y qi = 1 − pi. Una expresión asintótica para la covarianza

entre Y(i) y Y(j) (i ≤ j), mij, está dada por

mij =
2π(N + 1)π

2πN(N + 1)2

i1−
π
4

j
π
4

(N + 1− j)1−π
4

(N + 1− i)π4
, (5.52)

y la aproximación asintótica para la varianza de la i−ésima estad́ıstica de orden,

mii, es

mii =
2π(N + 1)π

2πN(N + 1)2
i1−

π
2 (N + 1− i)1−π

2 .

Demostración. La aproximación mi debe de satisfacer

Φ(mi) =
1√
2π

∫ mi

−∞
exp

(
−y

2

2

)
dy =

i

N + 1
= pi.

No existe una expresión cerrada para esta integral, en la literatura se pueden encon-

trar varias aproximaciones, algunas son más precisas para valores de mi cercanos a

0, otras para valores en las colas, algunas son complicadas y otras más simples. En

este caso se usará la expresión derivada por Polya [43], que es simple y muy precisa:

p = Φ(z) ≈ 1

2

{
1 +

[
1− exp

(
−2z2

π

)] 1
2

}
si z ≥ 0,

el autor señala que el error en la estimación de Φ(z) es menor a 0.71 % de la integral

aproximada. Despejando z se llega a

z = Φ−1(p) ≈
[
−π

2
ln(4pq)

] 1
2

si
1

2
≤ p < 1.

A partir de esta última ecuación es fácil ver que

mi =

{
−
[
−π

2
ln(4piqi)

] 1
2 si 0 < pi ≤ 1

2[
−π

2
ln(4piqi)

] 1
2 si 1

2
≤ pi < 1,
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evaluando la función de densidad de probabilidad de la normal estándar en mi se

tiene que

f(mi) =
1√
2π

(4piqi)
π
4 si 0 < pi < 1.

La aproximación para la covarianza está dada por

mij =
i(N + 1− j)

N(N + 1)2f(mi)f(mj)
si i ≤ j.

Sustituyendo f(mi)

mij =
i(N + 1− j)

N(N + 1)2 (4piqi)
π
4√

2π

(4pjqj)
π
4√

2π

=
2π

2πN(N + 1)2
i(N + 1− j)

[
i

N + 1

N + 1− i
N + 1

j

N + 1

N + 1− j
N + 1

]−π
4

=
2π(N + 1)π

2πN(N + 1)2

i1−
π
4

j
π
4

(N + 1− j)1−π
4

(N + 1− i)π4
si i ≤ j.

Haciendo j = i en la aproximación para mij se tiene

mii =
2π(N + 1)π

2πN(N + 1)2

i1−
π
4

i
π
4

(N + 1− i)1−π
4

(N + 1− i)π4
=

2π(N + 1)π

2πN(N + 1)2
i1−

π
2 (N + 1− i)1−π

2 �

Usando estas aproximaciones se derivó una expresión para la varianza total de θ̂π,

como se establece en las dos proposiciones siguientes.

Proposición 5.6.2. Sea λ el modelo bajo el cual Y1, . . . , YN son variables aleato-

rias independientes con función de densidad fY (y) = (
√

2πσ)−1 exp
[
− (y − µ)2 /σ2

]
.

Sean n y N números pares que denotan el tamaño de muestra y el de la población,

respectivamente, y T = N/n ∈ N el intervalo muestral. Si se selecciona una mues-

tra sistemática de la población ordenada de manera equilibrada (BSS), entonces una
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aproximación de la varianza conjunta del predictor θ̂π = T
∑

i∈sr Y(i) está dada por

VBSS,λ

(
θ̂π

)
≈ Tσ2 2π(N + 1)π

2πN(N + 1)2

{
N∑
i=1

i1−
π
2 (N + 1− i)1−π

2

+ 4
T∑
r=1

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ 2
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(2r + 2jT + a)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ 2
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

+ 2
T∑

r=T ′/2+1

n/2∑
i=1

[
(−2r + 2iT + 2)1−π

4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r − 2iT +N − 1)
π
4

− (2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r + 2iT + 2)
π
4

(2r − 2iT +N − 1)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

]}
=V aprox

BSS,λ

(
θ̂π

)

(5.53)

donde a = −2T − 1, b = N + 2 + 2T = N + 1− a y T ′ =

{
T si T es par

T + 1 si T es impar.

Demostración. La varianza conjunta de θ̂ es igual a

VBSS,λ

(
θ̂π

)
= EBSS

[
Vλ

(
θ̂π|s

)]
+ VBSS

[
Eλ

(
θ̂π|s

)]
. (5.54)

En seguida se aproximan cada una de estos términos. Sin pérdida de generalidad,

supóngase que Eλ[Yi] = 0, Vλ[Yi] = 1 y Xi = Y(i) denota la i−ésima estad́ıstica de

orden, entonces

Vλ

(
θ̂π|s

)
= Vλ

(
T
∑
i∈sr

Yi |sr

)

= T 2

{∑
i∈sr

Vλ
[
Y(i) |sr

]
+
∑
i 6=j∈sr

Cλ
[
Y(i), Y(j) |sr

]}
.

(5.55)

La suma de varianzas es aproximadamente∑
i∈sr

Vλ
(
Y(i) |sr

)
≈ k

∑
i∈sr

i1−
π
2 (N + 1− i)1−π

2
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donde k = 2π(N + 1)π/ [2πN(N + 1)2]. Desarrollando la suma de covarianzas dada

en (5.55)

∑
i 6=j∈sr

Cλ
[
Y(i), Y(j) |sr

]
=2

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cλ
(
X2r−1+2(i−1)T , X2r−1+2(j−1)T

)
+ 2

n/2∑
i=1

n∑
j=n/2+1

Cλ
(
X2r−1+2(i−1)T , X−2r+2+2(n−j+1)T

)
+ 2

n−1∑
i=n/2+1

n∑
j=i+1

Cλ
(
X−2r+2+2(n−i+1)T , X−2r+2+2(n−j+1)T

)
=2

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cλ
(
X2r−1+2(i−1)T , X2r−1+2(j−1)T

)
+ 2

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cλ
(
X2r−1+2(i−1)T , XN−2r+2+2(1−j)T

)
+ 2

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cλ
(
XN−2r+2+2(1−i)T , XN−2r+2+2(1−j)T

)
.

Haciendo a = −2T−1, b = N+2+2T = N+1−a en la primera suma de covarianzas

y usando la aproximación dada en (5.52) se tiene que

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cλ (X2r+2iT+a, X2r+2jT+a)

≈k
n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

(N + 1− 2r − 2jT − a)1−π
4

(N + 1− 2r − 2iT − a)
π
4

=k

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

.

(5.56)

Análogamente, sustituyendo a y b en la tercera suma de covarianzas y usando la

aproximación para mij,

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cλ (X−2r−2iT+b, X−2r−2jT+b)

≈k
n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

(N + 1 + 2r + 2iT − b)1−π
4

(N + 1 + 2r + 2jT − b)π4
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= k

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

. (5.57)

Sustituyendo a, b y usando la aproximación para mij en la segunda suma de cova-

rianzas, cuando T es par y r ≤ T/2, se tiene que

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cλ (X2r+2iT+a, X−2r−2jT+b)

=

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

Cλ (X2r+2iT+a, X−2r−2jT+b)

+

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

Cλ (X2r+2iT+a, X−2r−2jT+b)

≈k
n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(N + 1 + 2r + 2jT − b)1−π
4

(N + 1− 2r − 2iT − a)
π
4

+ k

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(N + 1− 2r − 2iT − a)1−π
4

(N + 1 + 2r + 2jT − b)π4
,

luego,

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cλ (X2r+2iT+a, X−2r−2jT+b)

≈k
n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(2r + 2jT + a)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ k

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

.

(5.58)

Si T es par y r ≥ T/2 + 1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cλ (X2r+2iT+a, X−2r−2jT+b)

=

n/2∑
i=1

n/2−i∑
j=1

Cλ (X2r+2iT+a, X−2r−2jT+b)

+

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+1

Cλ (X2r+2iT+a, X−2r−2jT+b)
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≈k
n/2∑
i=1

n/2−i∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(N + 1 + 2r + 2jT − b)1−π
4

(N + 1− 2r − 2iT − a)
π
4

+ k

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+1

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(N + 1− 2r − 2iT − a)1−π
4

(N + 1 + 2r + 2jT − b)π4

=k

n/2∑
i=1

n/2−i∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(2r + 2jT + a)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ k

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+1

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

.

(5.59)

Tomando el valor esperado bajo el diseño

EBSS

[
Vλ

(
θ̂π|s

)]
=

1

T

T∑
r=1

[
T 2
∑
i∈sr

Vλ
[
Y(i) |sr

]
+ T 2

∑
i 6=j∈sr

Cλ
[
Y(i), Y(j) |sr

]]
.

Sustituyendo las aproximaciones obtenidas en (5.56), (5.57), (5.58) y (5.59)

EBSS

[
Vλ

(
θ̂π|s

)]
≈Tk

[
N∑
i=1

i1−
π
2 (N + 1− i)1−π

2

+ 4
T∑
r=1

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ 2

T/2∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(2r + 2jT + a)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ 2

T/2∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

+ 2
T∑

r=T/2+1

n/2∑
i=1

n/2−i∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(2r + 2jT + a)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ 2
T∑

r=T/2+1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+1

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

 .
Por otra parte, para calcular el segundo término de la expresión (5.54), primero se

tiene que derivar el valor esperado bajo el modelo,

Eλ

(
θ̂π|s

)
= Eλ

(
T
∑
i∈sr

Y(i)

)
= T

∑
i∈sr

Eλ
[
Y(i)

]
= 0



108 5. Varianza del muestreo sistemático suponiendo una superpoblación

Como la varianza de una constante es cero, entonces VBSS

[
Eλ

(
θ̂π|s

)]
= 0. Por lo

tanto,

VBSS,λ

(
θ̂π

)
=EBSS

[
Vλ

(
θ̂π|s

)]
≈T 2π(N + 1)π

2πN(N + 1)2

{
N∑
i=1

i1−
π
2 (N + 1− i)1−π

2

+ 4
T∑
r=1

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ 2
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(2r + 2jT + a)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ 2
T∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

+ 2
T∑

r=T/2+1

n/2∑
i=1

[
(−2r + 2iT + 2)1−π

4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r − 2iT +N − 1)
π
4

− (2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r + 2iT + 2)
π
4

(2r − 2iT +N − 1)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

]}
.

(5.60)

Cuando T es impar, las expresiones (5.56) y (5.57) se mantienen. La aproximación

dada en (5.58) se cumple si r ≤ (T + 1)/2 y la aproximación (5.59) es válida si

r ≥ (T + 1)/2 + 1, luego

EBSS

[
Vλ

(
θ̂π|s

)]
=

1

T

T∑
r=1

[
T 2
∑
i∈sr

Vλ
[
Y(i) |sr

]
+ T 2

∑
i 6=j∈sr

Cλ
[
Y(i), Y(j) |sr

]]

Tk

[
N∑
i=1

i1−
π
2 (N + 1− i)1−π

2

+ 4
T∑
r=1

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ 2

(T+1)/2∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(2r + 2jT + a)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4
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≈+ 2

(T+1)/2∑
r=1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

+ 2
T∑

r=(T+1)/2+1

n/2∑
i=1

n/2−i∑
j=1

(2r + 2iT + a)1−π
4

(−2r − 2jT + b)
π
4

(2r + 2jT + a)1−π
4

(−2r − 2iT + b)
π
4

+ 2
T∑

r=(T+1)/2+1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+1

(−2r − 2jT + b)1−π
4

(2r + 2iT + a)
π
4

(−2r − 2iT + b)1−π
4

(2r + 2jT + a)
π
4

 .

Considerando que VBSS

[
Eλ

(
θ̂π|s

)]
= 0, para T impar se tiene que VBSS,λ

(
θ̂π

)
se aproxima por una expresión similar a la dada en (5.60) (T par), pero con r =

(T + 1)/2 + 1, . . . , T en el último sumando.

Finalmente, si Eλ[Yi] = µ y Vλ[Yi] = σ2 en lugar de media cero y varianza

unitaria, se tiene el resultado de la proposición. �

Proposición 5.6.3. Sea λ el modelo bajo el cual Y1, . . . , YN son variables aleatorias

independientes con función de densidad fY (y) = (
√

2πσ)−1 exp
(
− (y − µ)2 /σ2

)
.

Sean n y N números pares que denotan el tamaño de muestra y el de la población,

respectivamente, y T = N/n ∈ N el intervalo muestral. Si se selecciona una mues-

tra sistemática de la población ordenada de manera creciente (SYC), entonces una

aproximación de la varianza conjunta del predictor θ̂π = T
∑

i∈sr Y(i) está dada por

VSY C,λ

(
θ̂π

)
≈Tσ2

{
N + 2k

T∑
r=1

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

[r + iT − T ]1−
π
4

[r + jT − T ]
π
4

[−r − jT + d]1−
π
4

[−r − iT + d]
π
4

+ 2
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(r + iT − T )(−r − iT + d)]

} 1
2

2

− 2
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(r + iT − T )(−r − iT + d)]

} 1
2

n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(−r − iT + e) (r + iT + f)]

} 1
2


+ π

[
N

2
ln 4−N ln(N + 1) + ln(N !)

]}
=V aprox

SY C,λ

(
θ̂π

)

(5.61)
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donde c = −π/2 ln [4/(N + 1)2], d = N + 1 + T , e = N/2 + 1 + T y f = N/2− T .

Demostración. Como se señaló en la ecuación (5.8), la varianza total está dada por

VSY C,λ

(
θ̂π

)
=T

N + (N −Nn)µ2 +
T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i6=j

Cλ
[
Y(i), Y(j)

]
+

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Eλ
[
Y(i)

]
Eλ
[
Y(j)

]
.

(5.62)

Usando la notación Xi = Y(i) y suponiendo que Eλ[Yi] = 0 y Vλ[Yi] = 1, la suma de

covarianzas se aproxima mediante

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i6=j

Cλ (Xi, Xj) =2
T∑
r=1

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Cλ
(
Xr+(i−1)T , Xr+(j−1)T

)

≈2
T∑
r=1

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

mr+(i−1)T,r+(j−1)T .

Sustituyendo el valor de mij, la suma anterior queda como

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Cλ (Xi, Xj) ≈2k
T∑
r=1

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

[r + (i− 1)T ]1−
π
4

[r + (j − 1)T ]
π
4

[N + 1− r − (j − 1)T ]1−
π
4

[N + 1− r − (i− 1)T ]
π
4

=2k
T∑
r=1

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

[r + iT − T ]1−
π
4

[r + jT − T ]
π
4

[−r − jT + d]1−
π
4

[−r − iT + d]
π
4

,

(5.63)

donde d = N + 1 + T . La suma de productos de valores esperados es

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i6=j

Eλ (Xi)Eλ (Xj) =2
T∑
r=1

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Eλ
(
Xr+(i−1)T

)
Eλ
(
Xr+(j−1)T

)

≈2
T∑
r=1

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

mr+(i−1)Tmr+(j−1)T

=2
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

mr+(i−1)T

2

− 2

N/2∑
i=1

m2
i

− 2
T∑
r=1

n/2∑
i=1

mr+(i−1)T

n/2∑
i=1

mN
2

+1−r−(i−1)T .
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Se demostró que si 0 < pi ≤ 1/2 la aproximación asintótica del valor esperado bajo

el modelo es mi = − [−π/2 ln(4piqi)]
1/2 = −{c− π/2 ln[i(N + 1− i)]}1/2 donde

c = −π/2 ln [4/(N + 1)2], entonces

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i 6=j

Eλ (Xi)Eλ (Xj)

≈2
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(r + iT − T )(N + 1− r − iT + T )]

} 1
2

2

− 2

N/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [i(N + 1− i)]

}
− 2

T∑
r=1

n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(r + iT − T )(N + 1− r − iT + T )]

} 1
2

n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln

[(
N

2
+ 1− r − iT + T

)(
N

2
+ r + iT − T

)]} 1
2

Haciendo d = N + 1 + T , e = N/2 + 1 + T , f = N/2− T y simplificando el segundo

sumando

T∑
r=1

∑∑
i,j∈sr
i6=j

Eλ (Xi)Eλ (Xj)

≈ 2
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(r + iT − T )(−r − iT + d)]

} 1
2

2

+ π

[
N

2
ln 4−N ln(N + 1) + ln(N !)

]
− 2

T∑
r=1

n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(r + iT − T )(−r − iT + d)]

} 1
2

n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(−r − iT + e) (r + iT + f)]

} 1
2
.

(5.64)
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Sustituyendo (5.63) y (5.64) en la varianza total (5.62) se llega a

VSY C,λ

(
θ̂π

)
≈T

{
N + 2k

T∑
r=1

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

[r + iT − T ]1−
π
4

[r + jT − T ]
π
4

[−r − jT + d]1−
π
4

[−r − iT + d]
π
4

+ 2
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(r + iT − T )(−r − iT + d)]

} 1
2

2

− 2
T∑
r=1

 n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(r + iT − T )(−r − iT + d)]

} 1
2

n/2∑
i=1

{
c− π

2
ln [(−r − iT + e) (r + iT + f)]

} 1
2


+ π

[
N

2
ln 4−N ln(N + 1) + ln(N !)

]}
.

Por último, considerando que Eλ[Yi] = µ y Vλ[Yi] = σ2 en lugar de media cero y

varianza unitaria, se obtiene la aproximación dada en (5.61). �

Las expresiones de las varianzas (5.53) y (5.61) se evaluaron numéricamente para

poblaciones de tamaño N = 120 y 1200, estos cálculos se compararon con la varianza

simulada V sim
p,λ

(
θ̂π

)
. Análogamente al caso de la distribución de Laplace, la varianza

total, es

Vp,λ

(
θ̂π

)
= Ep,λ

[
θ̂π −Nµ

]2

.

Entonces, la varianza por simulación se obtuvo generando K = 10, 000 poblaciones

de tamaño N bajo la distribución normal con µ = 0 y σ2 = 1 y calculando:

V sim
p,λ

(
θ̂π

)
=

1

K

K∑
k=1

1

T

T∑
r=1

(
Ttksr

)2
,

donde p : BSS, SYC. La muestra sr es la obtenida según el diseño p y tksr =
∑

i∈sr y
k
i

corresponde al total de la r−ésima muestra en la k−ésima población generada si-

guiendo el modelo λ.
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Cuadro 5.5: Varianza total, bajo el diseño y el modelo λ : Y1, . . . , YN tienen distribu-

ción normal con µ = 0 y σ2 = 1, N = 120

n V sim
BSS,λ(θ̂π) V aprox

BSS,λ(θ̂π) V sim
SY C,λ(θ̂π) V aprox

SY C,λ(θ̂π) VSI,λ(θ̂π)
Diferenciaa/

BSS SYC

2 208.4 188.1 4,904.0 4,968.3 7,200 9.8 1.3

4 153.7 142.3 1,630.2 1,708.9 3,600 7.4 4.8

6 139.0 130.4 870.6 942.4 2,400 6.2 8.3

8 132.5 125.6 572.6 636.0 1,800 5.2 11.1

10 129.0 122.8 424.2 480.1 1,440 4.7 13.2

12 127.0 121.3 338.7 388.8 1,200 4.5 14.8

20 123.5 118.7 205.2 239.8 720 3.8 16.9

24 122.8 118.5 180.3 210.1 600 3.5 16.6

30 122.1 117.8 158.9 183.8 480 3.5 15.6

40 121.5 117.7 141.8 160.8 360 3.2 13.4

60 121.1 117.1 128.9 141.5 240 3.3 9.8

a/ Corresponde a la diferencia relativa
|V aproxp,λ −V simp,λ |

V simp,λ

× 100, p : BSS, SYC.

Los resultados se presentan en los Cuadros 5.5 y 5.6, en éstos se aprecia lo siguiente:

a) Cuando la población se ordena de manera equilibrada, la varianza aproximada

es menor que la varianza obtenida cuando se simula. La diferencia entre la

varianza simulada y la aproximada oscila entre el 3 y 15 % de la simulada.

b) Cuando la población se ordena de manera creciente, la varianza aproximada es

mayor que la obtenida mediante simulación. La diferencia entre ambas varian-

zas oscila entre el 1 y 31 % de la simulada. Como se mencionó en la distribución

de Laplace, la diferencia entre las varianzas se debe a dos efectos confundidos:

al efecto de la aproximación de las medias y covarianzas de las estad́ısticas de

orden y al efecto de la simulación.

c) La varianza del muestreo aleatorio simple es mayor que la del BSS y la del

SYC. La varianza del SI es al menos dos veces la del muestreo sistemático

cuando la población se ordena de manera equilibrada y al menos 1.5 veces

cuando la población se ordena de manera creciente. Si N = 120, la varianza

del aleatorio simple es a lo más 35 veces la del BSS y 4 veces la del SYC. Si
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N = 1200, la varianza del aleatorio es a lo más 306 veces la del BSS y 10 veces

la del SYC.

d) En el caso del BSS, la varianza se estabiliza para n ≥ 20.

Cuadro 5.6: Varianza total, bajo el diseño y el modelo λ : Y1, . . . , YN tienen distribu-

ción normal con µ = 0 y σ2 = 1, N = 1200

n V sim
BSS,λ(θ̂π) V aprox

BSS,λ(θ̂π) V sim
SY C,λ(θ̂π) V aprox

SY C,λ(θ̂π) VSI,λ(θ̂π)
Diferenciaa/

BSS SYC

2 2,348.8 1,989.0 486,471.4 489,194.4 720,000 15.3 0.6

4 1,675.8 1,472.6 156,155.6 160,242.2 360,000 12.1 2.6

6 1,483.4 1,334.1 79,133.9 82,955.4 240,000 10.1 4.8

8 1,398.1 1,274.5 48,703.2 52,131.8 180,000 8.8 7.0

10 1,351.6 1,242.7 33,434.4 36,505.0 144,000 8.1 9.2

20 1,271.3 1,190.2 10,692.7 12,656.6 72,000 6.4 18.4

40 1,240.2 1,171.6 3,934.7 5,061.4 36,000 5.5 28.6

60 1,231.9 1,167.0 2,512.7 3,296.0 24,000 5.3 31.2

80 1,228.2 1,165.2 1,979.7 2,575.5 18,000 5.1 30.1

100 1,226.2 1,164.2 1,721.0 2,198.8 14,400 5.1 27.8

200 1,222.9 1,162.6 1,354.2 1,579.3 7,200 4.9 16.6

300 1,222.0 1,162.3 1,280.4 1,415.4 4,800 4.9 10.5

400 1,221.7 1,162.2 1,253.4 1,342.0 3,600 4.9 7.1

600 1,221.4 1,162.0 1,233.5 1,274.6 2,400 4.9 3.3

a/ Corresponde a la diferencia relativa
|V aproxp,λ −V simp,λ |

V simp,λ

× 100, p : BSS, SYC.

Para los tres modelos de superpoblación que se consideraron: uniforme, Laplace y

normal, se mostró que el BSS y el SYC son más eficientes que el SI; también se

observó que al ordenar la población de manera equilibrada, se reduce la varianza

del predictor del total en comparación con un orden creciente. Esto se cumple si el

tamaño de muestra es un número par y si T = N/n es un entero; si N/n no es un

entero entonces la varianza total tendŕıa otro componente debido a la varianza del

tamaño de muestra que seŕıa una variable aleatoria; bajo BSS si n es un número

impar, no se eliminaŕıa el segundo término de la varianza total, VBSS

[
Em(θ̂π |s)

]
,

como sucede cuando n es par.
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Además del orden de la población, otra condición importante para la mayor

eficiencia del BSS es que las variables aleatorias sean simétricas, como las tres an-

teriores. Aunque no se demostró que VBSS,m

(
θ̂π

)
< VSY C,m

(
θ̂π

)
para cualquier

variable aleatoria simétrica, en la siguiente sección se mostrará por medio de simu-

laciones que esta condición se cumple para la distribución normal generalizada.

5.7. Modelo de superpoblación normal generali-

zada

En esta sección se supone que la variable de interés tiene una distribución más

general: la distribución normal generalizada. La uniforme, Laplace y normal, vistas

en las secciones anteriores, son casos particulares de esta distribución.

Una variable aleatoria Y sigue una distribución normal generalizada si su función

de densidad está dada por

fY (y) =
1

2Γ(1 + 1/ω)A(ω, σ)
exp

{
−
∣∣∣∣ y − µA(ω, σ)

∣∣∣∣ω} , y ∈ R, ω > 0, σ > 0 y µ <∞

(5.65)

donde A(ω, σ) = [σ2Γ(1/ω)/Γ(3/ω)]
2

y Γ(·) denota la función gamma. En este

modelo el parámetro µ denota la media y σ2 denota la varianza de la variable

aleatoria, el parámetro de forma ω es una medida relacionada con la curtosis de

la función de densidad. La distribución de Laplace o doble exponencial es un caso

particular cuando ω = 1, ω = 2 corresponde a la distribución normal y el caso ĺımite

ω →∞ converge a la distribución uniforme en el intervalo [µ−
√

3σ, µ+
√

3σ].

En la Figura 5.3 se presenta esta función de densidad para cinco valores del

parámetro ω, en la que se observa que conforme ω aumenta la curva se va haciendo

más plana.

Con excepción de casos particulares como la distribución de Laplace, ω = 1, y la

uniforme, ω →∞, no se tienen expresiones cerradas para la varianza y la covarianza

de las estad́ısticas de orden de la distribución normal generalizada, para cualquier

valor de ω. Por esta razón la varianza total Vp,Λ

(
θ̂π

)
se aproximó por simulación.

Sea Λ el modelo bajo el cual Y1, . . . , YN son variables aleatorias independientes
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con función de densidad dada por (5.65), con parámetros µ = 0, σ = 1 y ω =

1, 2, 3, 10. Para cada valor de ω se generaron K = 10, 000 poblaciones bajo el modelo

Λ con N = 1, 200 unidades cada una. La varianza total se aproximó mediante

Vp,Λ

(
θ̂π

)
= Ep,Λ

[
θ̂π − Ep,Λ

(
θ̂π

)]2

,

como Ep,Λ

(
θ̂π

)
= Nµ = 0, entonces

Vp,Λ

(
θ̂π

)
≈ 1

K

K∑
k=1

1

T

T∑
r=1

(
Ttksr

)2
=

1

K

K∑
k=1

1

T

T∑
r=1

(
Ttksr

)2
= V sim

p,Λ

(
θ̂π

)

donde tksr =
∑

i∈sr y
k
i corresponde al total de la r−ésima muestra obtenida según

el diseño, en la k−ésima población generada bajo el modelo Λ. En §5.4 se obtuvo

la varianza para la distribución uniforme, es decir, cuando ω → ∞. El diseño p

corresponde al muestreo sistemático con un orden equilibrado (BSS) y al muestreo

sistemático con un orden creciente (SYC).
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Figura 5.3: Función de densidad de la variable aleatoria normal generalizada

con parámetros µ = 0, σ = 1 y ω = 1 (Laplace), ω = 2 (normal), ω = 3,

ω = 10 y ω →∞ (uniforme).

Los resultados de la simulación se muestran en la Figura 5.4 (a) y (b). En ambas

gráficas se aprecia lo siguiente.
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(a) Muestreo sistemático, orden equilibrado (BSS)
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(b) Muestreo sistemático, orden creciente (SYC)

Figura 5.4: Varianza V sim
p,Λ

(
θ̂π

)
según valor de ω y varianza Vp,ξ

(
θ̂π

)
para ω →∞ donde

p : BSS, SY C; ω = 1 corresponde a la distribución de Laplace, ω = 2 a la normal y

ω →∞ a la uniforme; N = 1200.

a) Para n fijo, conforme el valor de ω aumenta, la varianza del predictor dismi-

nuye; la menor varianza corresponde a la distribución uniforme y la mayor a

la distribución de Laplace.

b) Para un valor de ω fijo, conforme el tamaño de muestra aumenta, la varianza

disminuye, el menor cambio es a partir de n = 20 unidades.
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c) Al comparar la varianza entre los dos diseños, se encontró que el muestreo

sistemático y un orden equilibrado es más eficiente que el muestreo sistemático

y un orden creciente, esto se cumple para cualquier tamaño de muestra y valor

del parámetro de forma ω. La eficiencia del BSS es menor conforme el tamaño

de muestra aumenta (ver Cuadro 5.7); por ejemplo, si N = 1200 y ω = 3, la

eficiencia relativa del BSS respecto al SYC vaŕıa entre 221.9 si n = 2 y 1.01 si

n = 600.

Cuadro 5.7: Eficiencia relativa del muestreo sistemático equilibrado, respecto al sis-

temático y orden creciente, N = 1200

Tamaño de Eficiencia relativa /a

n
N × 100 muestra Laplace normal uniforme

n ω = 1 ω = 2 ω = 3 ω = 10 ω →∞
0.2 2 123.41 207.12 221.87 207.63 200.67

0.3 4 77.04 93.18 89.92 73.20 67.52

0.5 6 53.53 53.35 48.24 36.42 32.50

0.7 8 39.63 34.83 30.33 21.87 19.14

0.8 10 30.75 24.74 21.02 14.76 12.74

1.0 12 24.66 18.61 15.56 10.75 9.20

1.3 16 17.13 11.87 9.74 6.63 5.64

1.7 20 12.75 8.41 6.85 4.67 3.98

2.5 30 7.40 4.64 3.79 2.67 2.33

3.3 40 5.06 3.17 2.63 1.96 1.75

4.2 50 3.82 2.45 2.08 1.62 1.48

5.0 60 3.08 2.04 1.77 1.43 1.33

6.7 80 2.28 1.61 1.44 1.25 1.19

8.3 100 1.87 1.40 1.29 1.16 1.12

12.5 150 1.42 1.19 1.13 1.07 1.05

16.7 200 1.25 1.11 1.08 1.04 1.03

25.0 300 1.11 1.05 1.03 1.02 1.01

33.3 400 1.06 1.03 1.02 1.01 1.01

50.0 600 1.02 1.01 1.01 1.00 1.00

Modelo Λ : Y1, . . . , YN son variables aleatorias independientes con función

de distribución normal generalizada y parámetros µ = 0, σ2 = 1 y

ω = 1, 2, 3, 10 y ω →∞.

a/ Eficiencia relativa = V simSY C,Λ

(
θ̂π

)
/V simBSS,Λ

(
θ̂π

)
si ω = 1, 2, 3, 10

Eficiencia relativa = VSY C,ξ

(
θ̂π

)
/VBSS,ξ

(
θ̂π

)
si ω →∞.
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Cuadro 5.8: Eficiencia relativa del muestreo sistemático, orden equilibrado, respecto

al aleatorio simple, N = 1200

Tamaño de Eficiencia relativa /a

n
N × 100 muestra Laplace normal uniforme

n ω = 1 ω = 2 ω = 3 ω = 10 ω →∞
0.2 2 149.8 306.5 364.1 400.2 400.3

0.3 4 127.6 214.8 244.0 265.4 266.7

0.5 6 108.9 161.8 177.3 188.6 189.5

0.7 8 94.0 128.7 138.4 144.8 145.5

0.8 10 82.5 106.5 113.1 117.3 117.7

1.0 12 73.2 90.6 95.4 98.4 98.6

1.3 16 59.6 69.8 72.7 74.3 74.4

1.7 20 50.1 56.6 58.6 59.6 59.7

2.5 30 35.8 38.4 39.4 39.9 39.9

3.3 40 27.7 29.0 29.7 29.9 30.0

4.2 50 22.6 23.3 23.8 24.0 24.0

5.0 60 19.1 19.5 19.9 20.0 20.0

6.7 80 14.5 14.7 14.9 15.0 15.0

8.3 100 11.7 11.7 11.9 12.0 12.0

12.5 150 7.9 7.8 8.0 8.0 8.0

16.7 200 5.9 5.9 6.0 6.0 6.0

25.0 300 4.0 3.9 4.0 4.0 4.0

33.3 400 3.0 2.9 3.0 3.0 3.0

50.0 600 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

Modelo Λ : Y1, . . . , YN son variables aleatorias independientes con función

de distribución normal generalizada y parámetros µ = 0, σ2 = 1 y

ω = 1, 2, 3, 10 y ω →∞.

a/ Eficiencia relativa = VSI,Λ

(
θ̂π

)
/V simBSS,Λ

(
θ̂π

)
si ω = 1, 2, 3, 10

Eficiencia relativa = VSI,ξ

(
θ̂π

)
/VBSS,ξ

(
θ̂π

)
si ω →∞.

En términos de la eficiencia relativa del BSS con respecto al muestreo aleatorio

simple, en el Cuadro 5.8 puede verse lo siguiente

a) La eficiencia disminuye conforme el tamaño de muestra aumenta.

b) La ganancia de este tipo de muestreo es notablemente mayor cuando el tamaño

de muestra es pequeño, n < 10.

c) Si n ≥ 20, la eficiencia para diferentes valores del parámetro ω es muy parecida,
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siendo mayor la correspondiente a la distribución uniforme.

d) La menor eficiencia para los diferentes valores de ω y tamaños de muestra

considerados fue de 2 y la mayor de 400.

Cuadro 5.9: Eficiencia relativa del muestreo sistemático, orden creciente, respecto al

aleatorio simple, N = 1200

Tamaño de Eficiencia relativa /a

n
N × 100 muestra Laplace normal uniforme

n ω = 1 ω = 2 ω = 3 ω = 10 ω →∞
0.2 2 1.2 1.5 1.6 1.9 2.0

0.3 4 1.7 2.3 2.7 3.6 4.0

0.5 6 2.0 3.0 3.7 5.2 5.8

0.7 8 2.4 3.7 4.6 6.6 7.6

0.8 10 2.7 4.3 5.4 7.9 9.2

1.0 12 3.0 4.9 6.1 9.2 10.7

1.3 16 3.5 5.9 7.5 11.2 13.2

1.7 20 3.9 6.7 8.6 12.8 15.0

2.5 30 4.8 8.3 10.4 14.9 17.2

3.3 40 5.5 9.1 11.3 15.3 17.2

4.2 50 5.9 9.5 11.5 14.8 16.2

5.0 60 6.2 9.6 11.2 13.9 15.0

6.7 80 6.4 9.1 10.3 12.0 12.6

8.3 100 6.3 8.4 9.3 10.4 10.7

12.5 150 5.5 6.6 7.0 7.5 7.6

16.7 200 4.8 5.3 5.6 5.8 5.8

25.0 300 3.6 3.7 3.9 3.9 4.0

33.3 400 2.8 2.9 2.9 3.0 3.0

50.0 600 1.9 1.9 2.0 2.0 2.0

Modelo Λ : Y1, . . . , YN son variables aleatorias independientes con función

de distribución normal generalizada y parámetros µ = 0, σ2 = 1 y

ω = 1, 2, 3, 10 y ω →∞.

a/ Eficiencia relativa = VSI,Λ

(
θ̂π

)
/V simSY C,Λ

(
θ̂π

)
si ω = 1, 2, 3, 10

Eficiencia relativa = VSI,ξ

(
θ̂π

)
/VSY C,ξ

(
θ̂π

)
si ω →∞.

La eficiencia relativa del SYC con respecto al muestreo aleatorio simple se presenta

en el Cuadro 5.9. Se observa que
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a) La eficiencia relativa muestra un patrón en forma de “U” invertida, es decir,

creciente hasta llegar a cierta n y decreciente a partir de este punto; el punto

de cambio vaŕıa según el valor de ω: cuando ω = 1 el patrón cambia en n = 80

y disminuye hasta llegar a n = 30 o n = 40 para la distribución uniforme.

b) Al igual que en el BSS, la mayor eficiencia se obtiene cuando la población tiene

una distribución uniforme.

c) La menor eficiencia fue de 1.2 y la mayor de 17.
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Caṕıtulo 6

Aproximaciones de la varianza del

estimador del total

La desventaja principal del muestreo sistemático es que no existe un estimador inses-

gado de la varianza del estimador del total basado en una sola muestra y cualquier

estimación depende de los supuestos que se hagan sobre la forma de la población

muestreada. En la literatura se han desarrollado varias aproximaciones, mismas

que se pueden agrupar en a) modificar el esquema de selección al elegir más de un

arranque aleatorio, b) utilizar algún método de remuestreo y c) hacer algún supuesto

sobre la estructura de la población de interés.

El primer tipo de aproximación consiste en seleccionar k réplicas de muestras

sistemáticas de tamaño n′ = n/k cada una, lo cual implica seleccionar k arranques

aleatorios de manera independiente. A estas réplicas se les conoce como muestras

sistemáticas interpenetrantes. Este método genera un estimador insesgado de la

varianza, pero tiene la desventaja de que se pierde precisión si el número de replicas

es pequeño (por ejemplo 2 ó 3) o si el número de réplicas se aumenta dejando el

tamaño total de muestra fijo n (Iachan [25], Gautschi [15]).

Si se tienen k submuestras, el estimador de la varianza corresponde al de un

muestreo aleatorio simple de k conglomerados de un total de T , con n′ elementos

cada uno, esto es,

vkSY
(
t̂π
)

= N2
(

1− n

N

) 1

k

k∑
α=1

(ȳα − ȳ)2

k − 1
,

donde ȳα es la media muestral de la α−ésima submuestra sistemática y ȳ es la media
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muestral basada en n = n′k elementos.

La varianza también se ha aproximado usando métodos de remuestreo como

jackknife, bootstrap y grupos aleatorios. Estos procedimientos se han vuelto comunes

en los últimos años ya que se ha demostrado su utilidad en diseños muestrales como el

muestreo estratificado bietápico, aśı como para estimadores lineales. El uso de estos

métodos se ha incrementado en la práctica debido al desarrollo y disponibilidad de

programas computacionales.

Uno de los métodos más usados es el de jackknife, cuyas propiedades teóricas han

sido estudiadas y ha revelado un buen comportamiento en diversos estudios emṕıri-

cos. Este procedimiento fue introducido por Quenouille en 1949 como un método

para reducir el sesgo de un estimador en el contexto de poblaciones infinitas y Tukey

en 1958 sugirió esta técnica para estimar varianza, Durbin en 1959 considera esta

técnica en el caso de poblaciones finitas (Wolter [59], §4.1).

La estimación de la varianza se hace considerando diferentes submuestras o répli-

cas de la muestra completa, calculando la varianza del estimador a partir de la varia-

bilidad entre las estimaciones del parámetro de interés para las diferentes réplicas.

En el caso del muestreo sistemático cada submuestra se obtiene al eliminar un grupo

de unidades de la muestra total, una práctica común consiste en quitar una unidad

a la vez, por ello el número de submuestras posibles es n. Existen varios estimadores

de varianza jackknife (ver por ejemplo Särndal [54], §11.5), uno de ellos corresponde

al siguiente

vJAC
(
t̂π
)

=
n− 1

n

∑
i∈sr

(
t̂π(i) − t̂π

)2
,

donde t̂π(i) es el estimador de Horvitz-Thompson del total poblacional excluyendo

la i−ésima unidad.

Otro tipo de aproximación de la varianza se ha obtenido al hacer algún supuesto

sobre la estructura de la población de interés. Cochran [6] por ejemplo, al suponer

una superpoblación en la cual la correlación entre dos unidades separadas u unidades

es una función exponencial, ρu = e−λu, obtiene que si n y T son grandes, una

estimación de la varianza es vSY
(
t̂π
)

= s2
[
1− 2(Tλ)−1 + 2(eTλ − 1)−1

]
/n donde se

estima ρT con la muestra y se despeja para obtener una estimación de λ.

Berger [3] propone un estimador de varianza para un muestreo sistemático basado
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en regresión. Estima una regresión en donde la variable de interés es la dependiente

y las independientes corresponden a variables correlacionadas con la variable de

interés, el estimador considera los residuos de la regresión, el coeficiente de regresión

ponderado y la matriz de varianza-covarianza de las variables independientes.

Opsomer et al. [42] proponen un estimador de la varianza bajo un modelo no

paramétrico, usando regresión polinomial local como el método de estimación. El

modelo para la superpoblación que consideran es

Yi = m(xi) + v(xi)
1/2ei, i = 1, . . . , N

donde m(·) y v(·) son funciones continuas y acotadas. Los errores ei (i = 1, . . . , N)

son variables aleatorias independientes con media cero y varianza unitaria. Para

estimar las funciones m y v usan una regresión polinomial local.

Dependiendo de los supuestos sobre la población se han obtenido diferentes es-

timadores de la varianza del muestreo sistemático, que son en general insesgados

bajo el modelo de superpoblación que se supone, Iachan [25]. Wolter [58, 59] com-

para ocho estimadores sesgados que en su experiencia son representativos de los que

resultan útiles en la práctica:

a) Tratar la muestra sistemática como una muestra aleatoria simple sin reempla-

zo.

b) Estimar la varianza con base en diferencias sucesivas entre los valores mues-

trales.

c) Suponer que la muestra sistemática proviene de un muestreo aleatorio estra-

tificado con dos unidades seleccionadas de cada estrato de 2T unidades.

d) Considerar la diferencia de segundo orden entre los datos en la muestra.

e) Suponer que la correlación entre dos elementos separados u unidades es de

tipo exponencial.

f) Considerar diferencias de observaciones sucesivas hasta de orden 4.

g) Considerar diferencias hasta de orden 8.

h) Hacer una partición de la muestra en k submuestras de tamaño n/k.

El autor analiza las propiedades emṕıricas de estos estimadores, aśı como algunas de

sus propiedades teóricas suponiendo cinco modelos de superpoblaciones: aleatorio,

tendencia lineal, efectos de estratificación, autocorrelacionado de orden uno y efectos

periódicos. Sugiere que si no se puede suponer algún modelo para la población, se
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usen los estimadores señalados en b) y c), los cuales parecen ser buenas aproxima-

ciones para diferentes clases de poblaciones.

A continuación se precisan tres de las aproximaciones encontradas en la literatura

y que se usarán en la comparación emṕırica que se hará en el caṕıtulo siguiente.

Se eligieron estos tres estimadores por dos razones: i) autores como Wolter [58]

los recomiendan y ii) tuvieron menor sesgo en una comparación efectuada en el

desarrollo de esta tesis con algunos conjuntos de datos reales. Los primeros dos

se derivaron en el muestreo de poblaciones finitas y el tercero en el contexto de

poblaciones continuas.

i. Estimador que toma la primera diferencia entre los datos (FDI del inglés first

differences). Se basa en diferencias sucesivas de los valores muestrales.

vFDI
(
t̂π
)

= N2
(

1− n

N

) 1

n

n∑
i=2

(yi − yi−1)2

2(n− 1)
, (6.1)

donde n/N = 1/T es la fracción de muestreo. Cuando no haya lugar a dudas

y para simplificar la notación se usará indistintamente i ∈ sr o i = 1, 2, . . . , n

para denotar que la unidad i pertenece a la muestra.

Fuller [13], resultado 5.3.5, señala que este estimador resulta de suponer un

modelo local en el que dos observaciones adyacentes tienen la misma media,

es decir, Yi = µj + ei, i ∈ [j, j + 1], con E(ei) = 0, E(e2
i ) = σ2

i y E(eiej) = 0

(i 6= j). Corresponde al estimador que se basa en diferencias sucesivas del

trabajo de Wolter [58].

ii. Estimador que se basa en la diferencia de segundo orden entre los datos mues-

trales (SDI del inglés second differences)

vSDI
(
t̂π
)

= N2
(

1− n

N

) 1

n

n∑
i=3

(yi − 2yi−1 + yi−2)2

6(n− 2)
. (6.2)

Cochran [7] señala que este estimador resulta de suponer un modelo lineal

para la población, es decir, Yi = µ + bi + ei con E(ei) = 0, E(e2
i ) = σ2

i

y E(eiej) = 0 (i 6= j). Además, es uno de los estimadores que Wolter [58]

recomienda. Fuller [13], resultado 5.3.7, propone un estimador muy similar:

vSDI′
(
t̂π
)

= N2
(

1− n

N

) 1

n

[
n∑
i=3

(yi − 2yi−1 + yi−2)2

6n
+

(y1 − y2)2 + (yn−1 − yn)2

2n

]
.
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iii. Estimador basado en el covariograma (COV). Como se vio en §3.4, cuando se

quiere estimar el área bajo una función f en el intervalo A, t =
∫
A
f(x)dx, una

aproximación de la varianza del estimador, si T es suficientemente pequeño,

está dada por el término de extensión señalado en la ecuación (3.12). Haciendo

βT,2q+1 = T 2q+1g(2q+1)(0+)/(2q + 1)!, VE(t̂) se puede reescribir como

VE(t̂) = − B2q+2

(q + 1)
TβT,2q+1 (6.3)

donde q ∈ Z+ ∪ {0} es el orden de la primera derivada de la función f que

presenta saltos, Bl es el l−ésimo número de Bernoulli y g(2q+1) es la (2q +

1)−ésima derivada del covariagrama de f .

Para estimar el término de extensión, Kiêu [32] obtiene una aproximación del

covariograma cerca del origen, g(2q+1)(0+). Esta aproximación a) considera que

las estimaciones del covariograma están disponibles en un conjunto discreto

de valores, b) usa la fórmula de Taylor y c) aplica el método de mı́nimos

cuadrados para estimar los coeficientes involucrados en la expansión de Taylor.

El estimador resultante tiene la forma

vE(t̂) = − B2q+2

(q + 1)
T
∑
k

λkCk (6.4)

donde Ck =
n−k∑
i=1

yiyi+k.

Posteriormente, Garćıa-Fiñana y Cruz-Orive [14] generalizan la ecuación (6.4)

para q ∈ [0, 1]

vE
(
t̂
)

= α(q) [3C0 − 4C1 + C2]T 2

donde α(q) = Γ(2q + 2)ζ(2q + 2) cos(qπ)/ [(2π)2q+2(1− 22q−1)], ζ(w) =
∞∑
k=1

k−w

denota la función Zeta de Riemann y q es una constante o parámetro de

suavización que se puede estimar mediante

q̂ =
1

2 ln k
ln

(
3C0 − 4Ck + C2k

3C0 − 4C1 + C2

)
− 1

2
. (6.5)

No existe una gúıa para el valor apropiado de k = 2, 3, . . . , pero los autores

recomiendan k = 2, 4.



128 6. Aproximaciones de la varianza del estimador del total

En el caso de un conjunto de datos discretos, la función f no es continua,

por lo que puede suponerse que q = 0 y por ende α(0) = 1/12. Si además

se considera la corrección por finitud, (1− n/N), el estimador toma la forma

siguiente

vCOV
(
t̂π
)

= N2
(

1− n

N

) 1

n2

[3C0 − 4C1 + C2]

12
. (6.6)

Como lo señala Wolter [59], p. 302, el factor de corrección por finitud no es un

componente necesario en los estimadores de la varianza, pues la expresión de la

varianza no incluye de manera expĺıcita el factor de corrección por finitud. No

obstante, si n/N es pequeña, el factor tendrá un efecto pequeño en la varianza,

si por otra parte n/N se acerca a uno, la varianza tenderá a cero. En el caso

del enfoque basado en el covariograma, aproximaciones que arrojan varianza

cero cuando el tamaño muestral se acerca al de la población se obtienen en

Cruz-Orive y Gual Arnau [18] y en Cruz-Orive [9].

En el próximo caṕıtulo, usando cinco conjuntos de datos, se comparan las tres

aproximaciones de la varianza señaladas arriba, aśı como la varianza del estimador,

considerando tres diseños: BSS, SYC y SI.



Caṕıtulo 7

Evaluación emṕırica de la varianza

del muestreo sistemático

En este caṕıtulo se hace un análisis emṕırico usando cinco conjuntos de datos, cuatro

reales y uno simulado. Los objetivos del análisis son i) comparar la eficiencia relativa

del muestreo sistemático, considerando dos órdenes de la población: equilibrado y

creciente, con respecto al aleatorio simple y ii) comparar los tres estimadores de la

varianza que se señalan en §6.1 en términos de su sesgo.

Entre los estimadores existentes en la literatura se utilizan vFDI
(
t̂π
)

dado en la

expresión (6.1), vSDI
(
t̂π
)

en la expresión (6.2) y vCOV
(
t̂π
)

en la expresión (6.6).

Como el grado de simetŕıa de la población juega un papel importante en la

eficiencia del sistemático (orden simétrico), para cada conjunto de datos se calculó el

siguiente coeficiente de asimetŕıa

γ3 =
1
N

∑N
i=1(yi − yU)3[

1
N

∑N
i=1(yi − yU)2

]3/2

donde yi es el valor de la variable de interés para el i−ésimo elemento y yU es la

media poblacional. En general un coeficiente de asimetŕıa de la variable Y se define

mediante (ver Kendall [31], p. 88):

γ
′

3 =
µ3

σ3
=

E
[
(Y − µ)3]{

E
[
(Y − µ)2]}3/2

En el caso de una distribución simétrica, como la normal generalizada, γ
′
3 = 0.
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Los cinco conjuntos de datos son independientes y diferentes en cuanto a la varia-

ble de interés, fuente de información y tamaño de población. De los cinco ejemplos

dos tienen un número de unidades pequeño, un poco más de 100 elementos, otros dos

un número de elementos más grande, alrededor de 2,500 y el quinto tiene N = 32,000

unidades. Estos se describen con mayor detalle a continuación.
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Figura 7.1: Datos simulados de una distribución normal. Población ordenada de acuerdo

con yi, yi : i−ésimo valor generado (i = 1, . . . , N), N = 108. Coeficiente de asimetŕıa γ3 =

-0.08.

a) Datos simulados de una distribución normal con N = 108. En este caso no

se cuenta con información auxiliar y la variable de interés yi corresponde al

i−ésimo dato generado (i = 1, 2, . . . , N) bajo una distribución normal. En la

Figura 7.1 (a) se presenta esta población ordenada de manera equilibrada con

respecto a yi, y en el panel (b) se presentan los datos ordenados de forma

creciente. El coeficiente de asimetŕıa de la población, γ3, fue de -0.08, valor

muy cercano a cero que es el valor que toma en una población simétrica.

b) La población correspondiente a N = 128 aldeas comprendidas en un tehsil

(unidad administrativa que comprende aldeas y pueblos) en el estado de Madras,

India. La información aparece en el libro de Murthy [39], la cual fue recolec-

tada durante los Censos de 1951 y 1961, en §5.8e y §5.9f esta información

se usa para comparar el desempeño de dos estimadores, uno de los cuales es

vFDI , aśı como para comparar la eficiencia de diferentes tipos de muestreo sis-
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temático: BSS (equilibrado), CSS (centrado) y LSS (lineal), este último es al

que aqúı simplemente se ha llamado sistemático. En este ejercicio la variable

auxiliar para ordenar las unidades, xi, fue la población en 1951 en la i−ésima

aldea y la variable de interés yi corresponde a la población en 1961 en la aldea

i, i = 1, 2, . . . , N . En la Figura 7.2 (a) se muestra la gráfica de este conjunto

de datos ordenado de manera equilibrada con respecto a xi y en (b) ordenado

de manera creciente. El coeficiente de asimetŕıa es γ3 = 1.03.
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Figura 7.2: Población en aldeas comprendidas en un tehsil en el estado de Madras, India.

Información ordenada de acuerdo con xi, yi : población en 1960 en la i−ésima aldea, xi :

población en 1950 en la i−ésima aldea (i = 1, . . . , N), N = 128. Coeficiente de asimetŕıa

γ3 = 1.03.

c) El número de niños entre 5 y 13 años de edad que asisten a la escuela, N =

2, 400. La información proviene de la muestra censal del XII Censo General de

Población y Vivienda 2000 [27] recolectada en México por el Instituto Nacional

de Estad́ıstica y Geograf́ıa (INEGI), misma que se proporciona a nivel de

individuo (un poco más de 10 millones de registros) y para fines del ejercicio se

agregó a nivel municipal (2,400 municipios). El INEGI proporciona la condición

de asistencia o no a la escuela para cada uno de los integrantes de 5 años y

más del hogar seleccionado, la variable yi se construyó contando el número

de niños entre 5 y 13 años que asisten a la escuela en el municipio i (i =

1, 2, . . . , N). También con la muestra censal se formó la variable auxiliar xi

que corresponde a la población en el i−ésimo municipio, i = 1, 2, . . . , N . Para
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fines del ejercicio la información anterior constituye la población, la variable

de interés se presenta en la Figura 7.3 (a) ordenada de forma equilibrada de

acuerdo con xi y en (b) ordenada de manera creciente. La población no es

simétrica puesto que el coeficiente de asimetŕıa es γ3 = 3.63.
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Figura 7.3: Niños entre 5 y 13 años que asisten a la escuela en el año 2000. Valores

ordenados de acuerdo con xi, yi : número de niños entre 5 y 13 años que asisten a la

escuela en el i−ésimo municipio, xi : población en el municipio i (i = 1, . . . , N), N = 2, 400.

Coeficiente de asimetŕıa γ3 = 3.63.

d) El número de votantes que acudieron a expresar su preferencia electoral en

el estado de Michoacán, N = 2, 640. La información se tomó del Programa

de Resultados Preliminares (PREP2000) y corresponde a las elecciones para

Presidente de la República Mexicana que se llevaron a cabo en el año 2000. La

variable auxiliar xi que se usó para ordenar la población fue la lista nominal

en la sección electoral i y la variable de interés yi fue el total de votos en

la i−ésima sección, i = 1, 2, . . . , N . Este total de votos comprende además

de los votos obtenidos por cada partido poĺıtico, los votos por los candidatos

no registrados y los votos anulados. La lista nominal en la sección se refiere

al número de ciudadanos debidamente registrados en el Padrón Electoral a

quienes ya se les ha entregado su credencial para votar y está vigente. En la

figura 7.4 (a) se muestra la población ordenada de manera equilibrada por la

variable auxiliar xi (i = 1, . . . , N), en el panel (b) se presenta la población

ordenada de manera creciente. En este ejemplo el coeficiente de asimetŕıa fue
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de 0.56.
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Figura 7.4: Número de votos en la elección Presidencial del 2000 en el estado de Mi-

choacán. Población ordenada de acuerdo con xi, yi : número de votos para Presidente en

las elecciones del año 2000 en la i−ésima sección, xi : lista nominal en la i−ésima sección

(i = 1, . . . , N), N = 2, 640. Coeficiente de asimetŕıa γ3 = 0.56.

e) El ingreso de personas de 12 años y más en el estado de Aguascalientes, con

N = 32, 000 elementos. La información base también fue recopilada en la

muestra censal del XII Censo General de Población y Vivienda 2000 [27]. La

variable de interés, yi, se refiere al ingreso total de la i−ésima persona que tiene

al menos 12 años de edad, i = 1, 2, . . . , N . Este ingreso considera el ingreso por

trabajo, pensión, ayuda de familiares, ayuda de procampo o progresa y otro

tipo de ingresos como beca, renta e intereses bancarios. En ese ejercicio no se

usó información auxiliar por lo que la población se ordenó según el ingreso del

individuo, como se muestra en la Figura 7.5. Entre los ejemplos considerados

fue la población más asimétrica con respecto a su media, γ3 = 4.19.
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Figura 7.5: Ingreso de personas de 12 años y más en el estado de Aguascalientes. Población

ordenada de acuerdo con yi, yi : ingreso total de la i−ésima persona (i = 1, . . . , N),

N = 32, 000. Coeficiente de asimetŕıa γ3 = 4.19.

Con estas cinco poblaciones se calcularon las varianzas bajo BSS, SYC y SI, los

resultados se presentan en la sección siguiente.

7.1. Eficiencia relativa

Cuando la población es simétrica respecto a su media y se ordena de manera equi-

librada, la varianza del estimador del total bajo muestreo sistemático es cero si N

y n son pares y T = N/n es entero, como se demostró en la Proposición 4.1. Adi-

cionalmente, de acuerdo con lo que se mostró en el caṕıtulo 5, para distribuciones

simétricas como la uniforme, normal y Laplace, la varianza de muestreo bajo BSS

es menor que la del SYC y ésta que la del SI.

En las poblaciones reales la condición de simetŕıa con respecto a la media dif́ıcil-

mente se cumple, como sucede con las cinco poblaciones mencionadas al inicio del

caṕıtulo, por ello en esta sección se evalua la eficiencia del muestreo sistemático

usando esos datos.

Para ello se calcularon la varianza del muestreo sistemático cuando la población

se ordena de manera equilibrada, la del sistemático bajo un orden creciente y la

del muestreo aleatorio simple, denotadas por VBSS
(
t̂π
)
, VSY C

(
t̂π
)

y VSI
(
t̂π
)
, re-
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spectivamente, las primeras dos están dadas por la expresión (3.7) y la tercera por

VSI
(
t̂π
)

= (1− n/N)s2
U/n.

La comparación entre los diseños se hizo usando tres cocientes de varianzas como

indicador de la eficiencia:

i) La eficiencia relativa del muestreo sistemático equilibrado con respecto al

aleatorio simple,
VSI(t̂π)
VBSS(t̂π)

.

ii) La eficiencia del sistemático cuando la población se ordena de manera creciente

en relación con el aleatorio simple,
VSI(t̂π)
VSY C(t̂π)

.

iii) La eficiencia del sistemático equilibrado, respecto al sistemático bajo un orden

creciente,
VSY C(t̂π)
VBSS(t̂π)

.

Los resultados se muestran en los cuadros 7.1 a 7.5 para la mayoŕıa de los tamaños de

muestra tales que T = N/n ∈ N, no se incluyen algunos tamaños de muestra porque

no aportan información adicional. Lo que se observa en éstos se puede resumir como

sigue.

En los cinco ejercicios que se realizaron, el muestreo sistemático bajo un or-

den equilibrado fue más eficiente que el muestreo aleatorio simple. Esto se

cumplió inclusive para las variables que se alejan de la simetŕıa como el ingre-

so. La mı́nima eficiencia relativa del BSS respecto al SI fue de 1.8; para los

casos en que n ≥ 10 la mı́nima eficiencia fue de 3.9.

En las cinco poblaciones, cuando cada una de estas se ordenó de manera cre-

ciente, el muestreo sistemático también fue más eficiente que el aleatorio sim-

ple. La menor eficiencia del SYC respecto al SI fue de 1.2 y 2.3 considerando

n ≥ 10.

En cuatro de los conjuntos de datos analizados, la varianza del estimador para

una muestra sistemática fue menor cuando la población se ordenó de manera

equilibrada que cuando se ordenó de manera creciente. La excepción fue la

población referente al número de votos, donde el BSS resultó más eficiente que

el SYC cuando n < 40, si n ≥ 40 el resultado se invierte siendo más eficiente

el SYC, con excepción de n = 264 y n = 528.
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Cuadro 7.1: Eficiencia relativa. Valores simulados de una distribución normal, N =

108

Tamaño de Eficiencia relativa

muestra
VSI(t̂π)
VBSS(t̂π)

VSI(t̂π)
VSY C(t̂π)

VSY C(t̂π)
VBSS(t̂π)

2 101.5 1.4 71.0

4 93.4 2.5 37.2

6 139.4 2.9 48.9

12 156.0 6.5 24.1

18 261.8 7.4 35.6

36 144.9 10.1 14.3

54 212.4 17.3 12.3

Cuadro 7.2: Eficiencia relativa. Población (1961) en aldeas en un tehsil, N = 128

Tamaño de Eficiencia relativa

muestra
VSI(t̂π)
VBSS(t̂π)

VSI(t̂π)
VSY C(t̂π)

VSY C(t̂π)
VBSS(t̂π)

2 5.7 1.3 4.2

4 7.5 2.1 3.5

8 20.3 3.8 5.4

16 69.7 5.9 11.8

32 209.8 17.0 12.3

64 108,633.5 9.6 11,316.8

En el caso de los datos simulados de la distribución normal, el de la población

en aldeas que pertenecen a un tehsil y el ingreso en el estado de Aguascalientes,

la eficiencia del SYC respecto al SI aumenta conforme aumenta el tamaño de

muestra, sólo dos tamaños de muestra no siguieron este patrón: n = 64 en el

ejemplo de la población y n = 800 en el del ingreso. Sólo en el ejemplo de

la población en el tehsil la eficiencia del BSS respecto al SI mostró el patrón

anterior.

En la población generada a partir de la distribución normal la eficiencia del

BSS respecto al SYC resultó mayor a 93 para todos los tamaños de muestra,
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situación que se esperaba puesto que los datos se generaron de una distribución

simétrica, γ3 = -0.08. El hecho de que la población se ordenara con respecto a

la variable de interés también contribuyó a la eficiencia del sistemático.

En los datos sobre el ingreso, la eficiencia del BSS (ó SYC) respecto al SI es

mayor a 146 para tamaños de muestra grandes, n ≥ 200 en el caso del BSS y

n ≥ 1, 600 en el caso del SYC. Este resultado sorprende un poco debido a que

el coeficiente de asimetŕıa de esta población fue el más alto, entre las cinco

que se analizaron; pero hay que recordar que la población se ordenó respecto

a la variable de interés.

Cuadro 7.3: Eficiencia relativa. Niños entre 5 y 13 años que asisten a la escuela,

N = 2, 400

Tamaño de Eficiencia relativa

muestra
VSI(t̂π)
VBSS(t̂π)

VSI(t̂π)
VSY C(t̂π)

VSY C(t̂π)
VBSS(t̂π)

2 1.9 1.2 1.7

4 2.2 1.4 1.6

6 2.8 1.7 1.7

8 3.4 2.0 1.7

10 4.1 2.3 1.8

20 8.2 3.7 2.2

40 17.7 5.4 3.3

60 21.0 7.3 2.9

80 19.9 8.4 2.4

100 27.9 12.8 2.2

160 24.3 14.3 1.7

200 28.0 19.8 1.4

300 57.5 25.8 2.2

400 24.0 19.5 1.2

480 21.5 18.5 1.2

600 40.9 105.5 0.4

800 11.1 9.2 1.2

1200 52.5 136.4 0.4

Llama la atención que la eficiencia del BSS respecto al SI, en el ejemplo de la
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población en el tehsil cuando n = 64, es alt́ısima (mayor a 100,000), lo mismo

sucede en el ejemplo del ingreso cuando n = 8000, 16000; la posible explicación

a esto es que el total casi se estima de manera exacta bajo BSS, por lo que

VBSS
(
t̂π
)

es muy pequeña, menor a un d́ıgito en ambos casos.

De acuerdo con las observaciones anteriores, el diseño con menor varianza fue el

BSS siguiéndole el SYC, salvo algunos tamaños de muestra; en todos los casos el

diseño de mayor varianza fue el SI. Ahora surge la interrogante ¿cómo estimar la

varianza del BSS o del SYC puesto que no existe un estimador insesgado de ella?

En la siguiente sección se comparan la aproximación propuesta y tres tomadas de

la literatura, para los cinco conjuntos de datos.

Cuadro 7.4: Eficiencia relativa. Número de votos en el estado de Michoacán, N =

2, 640

Tamaño de Eficiencia relativa

muestra
VSI(t̂π)
VBSS(t̂π)

VSI(t̂π)
VSY C(t̂π)

VSY C(t̂π)
VBSS(t̂π)

2 6.4 1.4 4.4

4 6.3 1.9 3.3

6 6.8 2.6 2.7

10 7.0 3.5 2.0

20 7.5 4.8 1.6

30 7.4 5.5 1.3

40 6.1 6.3 1.0

60 6.5 9.3 0.7

80 6.4 7.1 0.9

110 7.6 9.9 0.8

176 4.7 4.8 1.0

220 5.3 19.1 0.3

264 8.9 5.1 1.8

330 8.7 14.3 0.6

440 3.1 21.2 0.1

528 11.4 2.7 4.2

660 4.4 12.1 0.4

880 2.9 10.1 0.3

1320 2.3 471.7 <0.1
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Cuadro 7.5: Eficiencia relativa. Ingreso en el estado de Aguascalientes, N = 32, 000

Tamaño de Eficiencia relativa

muestra
VSI(t̂π)
VBSS(t̂π)

VSI(t̂π)
VSY C(t̂π)

VSY C(t̂π)
VBSS(t̂π)

2 1.8 1.2 1.6

4 2.4 1.4 1.6

8 3.4 2.0 1.8

10 3.9 2.3 1.7

20 6.6 3.2 2.1

40 12.9 4.8 2.7

64 21.0 6.4 3.3

80 33.0 7.9 4.2

100 52.3 9.1 5.7

200 152.8 17.9 8.5

320 216.9 29.6 7.3

400 2,953.3 35.5 83.2

500 1,209.0 44.3 27.3

640 669.0 58.6 11.4

800 3,328.0 54.3 61.3

1000 2,740.5 80.7 34.0

1600 1,921.1 146.1 13.1

2000 3,357.5 199.4 16.8

3200 29,970.3 261.1 114.8

4000 8,634.2 311.6 27.7

6400 28,839.9 553.0 52.2

8000 113,960.1 593.8 191.9

16000 258,481.4 962.3 268.6

7.2. Varianza estimada

En esta sección se compara la varianza exacta del estimador bajo muestreo sis-

temático, VBSS
(
t̂π
)

ó VSY C
(
t̂π
)

dependiendo del orden de la población, con los tres

estimadores de la varianza señalados en el caṕıtulo 6, para cada uno de las cinco

universos.

Espećıficamente para cada población, estimador y tamaño de muestra se cal-
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culó el promedio de las varianzas estimadas como sigue,

vα
(
t̂π
)

=

∑T
r=1 vα

(
t̂sr
)

T
. (7.1)

donde α es igual a

FDI, diferencia de orden uno entre los datos en la muestra

SDI, diferencias de orden dos entre los datos en la muestra

COV, covariograma.

La población se ordena de forma equilibrada o creciente según la variable auxiliar

xi, o bien la variable de interés yi, i = 1, . . . , N , según se indicó en la primera sección

de este caṕıtulo.

En la descripción de los resultados también se hará referencia al sesgo del esti-

mador, esto es,

vα
(
t̂π
)
− VBSS

(
t̂π
)

en el caso del BSS y

vα
(
t̂π
)
− VSY C

(
t̂π
)

en el caso del SYC.

Es importante mencionar que todas las variables de interés se estandarizaron de

tal manera que tienen media cero y varianza unitaria, esto es, yU =
N∑
i=1

yi/N = 0

y s2
U =

N∑
i=1

(yi − yU)2 /(N − 1) = 1. Los resultados se muestran en las Figuras 7.6

a 7.10 y una descripción de ellos se da a continuación.

En la Figura 7.6 (a) se presentan los resultados para las 108 observaciones gen-

eradas de la distribución normal ordenados de manera equilibrada. Se observa

que para la mayoŕıa de los tamaños de muestra, en promedio, el estimador

vSDI
(
t̂sr
)

es el más cercano al valor exacto VBSS
(
t̂π
)
. En promedio, los tres

estimadores sobreestiman la varianza exacta.

En la Figura (b) se observa que cuando la población se ordena de manera

creciente, vFDI
(
t̂π
)

y vCOV
(
t̂π
)

son los más próximos a la varianza exacta.

Con excepción de n = 2, en promedio, los estimadores subestiman la varianza

del SYC.
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En la Figura 7.7 (a) y (b) se grafican los cálculos referentes a la población en

1961 en 128 villas comprendidas en un tehsil, según el orden. En promedio, el

estimador con menor sesgo corresponde a vCOV
(
t̂sr
)
; cuando n = 64 el sesgo

de los tres estimadores es grande, en este caso VBSS
(
t̂π
)

es muy cercana a

cero. Como puede verse en el panel (a) los tres estimadores sobreestiman la

varianza del BSS.

En el caso del SYC (ver panel (b)), los estimadores vFDI
(
t̂sr
)

y vCOV
(
t̂sr
)

son

los de menor sesgo. Las tres la subestiman para la mayoŕıa de los tamaños de

muestra.

Como puede apreciarse en la Figura 7.8 (a), que se basa en el número de niños

que asiste a la escuela, vCOV
(
t̂π
)

es el más cercano a la varianza exacta si

n < 200, cuando n ≥ 200, vFDI
(
t̂π
)

y vSDI
(
t̂π
)

son los más próximos. Con

excepción de algunos tamaños de muestra, vFDI
(
t̂sr
)

y vSDI
(
t̂sr
)

sobreestiman

la varianza del BSS.

En el panel (b) de la misma figura se observa que vFDI
(
t̂sr
)

es el de menor

sesgo. En promedio, las tres aproximaciones subestiman la varianza del SYC

para casi todos los tamaños de muestra.

En la Figura 7.9 (a) se presenta el promedio de las varianzas usando la informa-

ción sobre el número de votos, en esta se observa que vFDI
(
t̂sr
)

y vSDI
(
t̂sr
)

son los de menor sesgo. Estos dos estimadores sobreestiman la varianza del

BSS, con excepción de algunos tamaños de muestra.

Respecto al SYC (ver panel (b)), si n ≤ 176 los estimadores vFDI
(
t̂sr
)

y

vSDI
(
t̂sr
)

son los de menor sesgo, mientras que si n ≥ 220 en promedio

vCOV
(
t̂sr
)

es el más cercano. Este último subestima la varianza, con excepción

n = 1320; vFDI
(
t̂sr
)

y vSDI
(
t̂sr
)

la subestiman si n ≤ 40 y la sobreestiman

para casi todo n ≥ 60.

En la Figura 7.10 se presentan los cálculos para los datos referentes al ingreso.

Cuando la población se ordena equilibradamente (ver panel (a)) vCOV
(
t̂π
)

es

el más cercano a la varianza del BSS. Para la mayoŕıa de los tamaños de

muestra, las tres aproximaciones son mayores a la varianza exacta.

El promedio de las estimaciones cuando la población se ordena de manera

creciente se muestran en la gráfica (b), como puede observarse, vCOV
(
t̂π
)

es
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el más cercano a la varianza del SYC. Los tres estimadores subestiman la

varianza en la mayoŕıa de los casos.

Como ya lo han señalado diversos autores, no existe un mejor estimador para todas

las situaciones, sin embargo, los estimadores vSDI
(
t̂π
)

y vCOV
(
t̂π
)

tuvieron menor

sesgo cuando la población se ordena de manera equilibrada. Si la población se ordena

en forma creciente, vFDI
(
t̂π
)

y vCOV
(
t̂π
)

son los que tuvieron un menor sesgo.

Si se desea una estimación conservadora de la varianza, en el caso del BSS los

tres estimadores sobreestiman la varianza en tres poblaciones, en las otras dos la

sobreestiman vFDI
(
t̂π
)

y vSDI
(
t̂π
)
. En el caso del SYC, las tres aproximaciones

subestiman la varianza en la mayoŕıa de las situaciones.

La elección del estimador debe hacerse considerando las propiedades de la población

muestreada, es recomendable usar algún estimador como los aqúı señalados en lu-

gar del que supone un muestreo aleatorio simple, pues como puede notarse en la

eficiencia relativa, la varianza de este último es mayor que la varianza del muestreo

sistemático.

Se obtuvieron resultados análogos usando los sesgos relativos
vα(t̂π)−VBSS(t̂π)

VBSS(t̂π)
y

vα(t̂π)−VSY C(t̂π)
VSY C(t̂π)

, los cuales se presentan en los cuadros 7.6 a 7.10. También puede

observarse que en algunos casos el sesgo relativo crece conforme el tamaño de muestra

aumenta, esto se puede explicar porque cada estimador supone que la variable de

interés tiene cierta estructura, si esta variable se aleja de los supuestos, el sesgo

puede aumentar. Para mayor referencia al respecto puede consultarse Wolter [58, 59],

en donde se proporciona el sesgo relativo esperado de ocho diferentes estimadores

suponiendo cuatro modelos de población.
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Figura 7.6: Varianzas del estimador del total bajo muestreo sistemático, calculadas con

N = 108 observaciones generadas de una distribución normal. Cada ĺınea punteada repre-

senta el promedio vα =
∑T
r=1 vα(t̂sr)

T , según el tamaño de muestra; se presentan ĺıneas en

lugar de puntos para una mejor visualización.
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Figura 7.7: Varianzas del estimador del total bajo muestreo sistemático, calculadas con

la población de N = 128 aldeas comprendidas en un tehsil en el estado de Madras,

India. Cada ĺınea punteada representa el promedio vα =
∑T
r=1 vα(t̂sr)

T , según el tamaño de

muestra; se presentan ĺıneas en lugar de puntos para una mejor visualización.
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Figura 7.8: Varianzas del estimador del total bajo muestreo sistemático, calculadas con el

número de niños entre 5 y 13 años que asisten a la escuela en N = 2, 400 municipios. Cada

ĺınea punteada representa el promedio vα =
∑T
r=1 vα(t̂sr)

T , según el tamaño de muestra; se

presentan ĺıneas en lugar de puntos para una mejor visualización.
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Figura 7.9: Varianzas del estimador del total bajo muestreo sistemático, calculadas con

el número de votantes que acudieron a votar en N = 2, 640 secciones del estado de Mi-

choacán. Cada ĺınea punteada representa el promedio vα =
∑T
r=1 vα(t̂sr)

T , según el tamaño

de muestra; se presentan ĺıneas en lugar de puntos para una mejor visualización.
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Figura 7.10: Varianzas del estimador del total bajo muestreo sistemático, calculadas con

el ingreso de N = 32, 000 personas de 12 años y más en el estado de Aguascalientes. Cada

ĺınea punteada representa el promedio vα =
∑T
r=1 vα(t̂sr)

T , según el tamaño de muestra; se

presentan ĺıneas en lugar de puntos para una mejor visualización.
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Cuadro 7.6: Sesgo relativo. Valores simulados de una distribución normal, N = 108

Tamaño de Orden equilibrado a/ Orden creciente b/

muestra FDI SDI COV FDI SDI COV

2 201.0 0.9

4 102.7 62.8 0.0 -0.9

6 85.0 36.5 18.4 -0.4 -1.0 -0.7

12 32.8 8.1 10.2 -0.4 -0.9 -0.5

18 31.7 7.4 13.4 -0.7 -1.0 -0.6

36 5.2 0.1 3.4 -0.8 -1.0 -0.7

54 3.9 -0.2 3.3 -0.8 -0.9 -0.6

Sesgo relativo: a/ vα(t̂π)−VBSS(t̂π)
VBSS(t̂π)

, α : FDI, SDI, COV

b/ vα(t̂π)−VSY C(t̂π)
VSY C(t̂π)

.

Cuadro 7.7: Sesgo relativo. Población (1961) en aldeas en un tehsil, N = 128

Tamaño de Orden equilibrado a/ Orden creciente b/

muestra FDI SDI COV FDI SDI COV

2 9.3 0.7

4 8.4 6.9 0.0 -0.8

8 10.7 7.6 1.6 -0.2 -0.8 -0.6

16 17.5 11.0 3.2 -0.3 -0.7 -0.5

32 26.1 17.6 5.7 0.1 -0.3 -0.2

64 7691.3 5719.3 2010.0 -0.5 -0.5 -0.7

Sesgo relativo: a/ vα(t̂π)−VBSS(t̂π)
VBSS(t̂π)

, α : FDI, SDI, COV

b/ vα(t̂π)−VSY C(t̂π)
VSY C(t̂π)

.
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Cuadro 7.8: Sesgo relativo. Niños 5 - 13 años que asisten a la escuela, N = 2, 400

Tamaño de Orden equilibrado a/ Orden creciente b/

muestra FDI SDI COV FDI SDI COV

2 1.8 0.3

4 2.0 2.3 -0.2 -0.7

6 1.9 2.1 -0.4 -0.3 -0.8 -0.7

8 2.0 2.1 -0.4 -0.2 -0.8 -0.6

10 2.3 2.3 -0.3 -0.2 -0.8 -0.6

20 3.6 3.2 0.0 -0.2 -0.8 -0.5

30 5.8 4.9 0.4 -0.3 -0.8 -0.5

40 4.8 3.7 0.2 -0.4 -0.8 -0.5

50 3.8 2.6 -0.1 -0.4 -0.8 -0.5

60 3.6 2.3 -0.1 -0.4 -0.8 -0.5

80 2.2 1.2 -0.4 -0.4 -0.8 -0.5

100 2.7 1.5 -0.3 -0.2 -0.7 -0.3

160 1.2 0.6 -0.6 -0.4 -0.7 -0.4

200 1.0 0.5 -0.6 -0.3 -0.6 -0.3

240 0.5 0.0 -0.7 -0.6 -0.7 -0.7

300 1.8 1.0 -0.5 -0.3 -0.4 -0.5

400 -0.1 -0.3 -0.8 -0.5 -0.6 -0.7

480 -0.2 -0.4 -0.8 -0.5 -0.6 -0.7

600 0.3 0.0 -0.7 1.7 1.4 0.7

800 -0.7 -0.7 -0.9 -0.8 -0.8 -0.9

1200 0.5 0.4 -0.6 2.7 2.5 0.2

Sesgo relativo: a/ vα(t̂π)−VBSS(t̂π)
VBSS(t̂π)

, α : FDI, SDI, COV

b/ vα(t̂π)−VSY C(t̂π)
VSY C(t̂π)

.
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Cuadro 7.9: Sesgo relativo. Número de votos en el estado de Michoacán, N = 2, 640

Tamaño de Orden equilibrado a/ Orden creciente b/

muestra FDI SDI COV FDI SDI COV

2 10.7 0.9

4 6.3 4.1 -0.1 -0.7

6 3.8 1.8 0.0 -0.2 -0.6 -0.7

8 2.0 0.8 -0.3 -0.3 -0.6 -0.7

10 1.9 0.9 -0.3 -0.2 -0.5 -0.6

20 0.8 0.4 -0.5 -0.1 -0.3 -0.6

30 0.5 0.3 -0.6 -0.1 -0.2 -0.6

40 0.1 0.0 -0.7 -0.1 -0.1 -0.6

60 0.1 0.0 -0.7 0.3 0.3 -0.5

80 0.0 0.0 -0.7 0.0 0.0 -0.7

110 0.1 0.1 -0.7 0.4 0.4 -0.6

176 -0.3 -0.3 -0.8 -0.3 -0.4 -0.8

220 -0.3 -0.3 -0.8 1.7 1.7 -0.2

264 0.3 0.3 -0.7 -0.3 -0.3 -0.8

330 0.2 0.2 -0.7 1.0 1.0 -0.4

440 -0.6 -0.6 -0.9 1.9 1.9 -0.2

528 0.6 0.6 -0.6 -0.6 -0.6 -0.9

660 -0.4 -0.4 -0.8 0.7 0.7 -0.5

880 -0.6 -0.6 -0.9 0.4 0.4 -0.6

1320 -0.7 -0.7 -0.9 66.9 67.5 16.5

Sesgo relativo: a/ vα(t̂π)−VBSS(t̂π)
VBSS(t̂π)

, α : FDI, SDI, COV

b/ vα(t̂π)−VSY C(t̂π)
VSY C(t̂π)

.
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Cuadro 7.10: Sesgo relativo. Ingreso en el estado de Aguascalientes, N = 32, 000

Tamaño de Orden equilibrado a/ Orden creciente b/

muestra FDI SDI COV FDI SDI COV

2 1.6 0.3

4 2.3 2.7 -0.2 -0.7

8 2.2 2.3 -0.3 -0.3 -0.8 -0.6

10 2.2 2.1 -0.3 -0.3 -0.8 -0.6

20 2.6 2.3 -0.2 -0.4 -0.9 -0.6

40 3.4 2.6 -0.1 -0.4 -0.9 -0.5

64 4.1 3.1 0.0 -0.4 -0.9 -0.5

80 5.8 4.5 0.4 -0.4 -0.9 -0.4

100 7.9 6.0 0.8 -0.5 -0.9 -0.4

160 11.1 7.6 1.2 -0.5 -0.9 -0.4

200 12.3 8.1 1.4 -0.5 -0.9 -0.3

320 9.6 5.3 0.6 -0.5 -0.9 -0.2

400 108.9 60.4 15.3 -0.6 -1.0 -0.2

500 32.4 16.7 3.7 -0.6 -1.0 -0.2

640 11.7 5.0 0.7 -0.7 -1.0 -0.1

800 44.3 18.2 4.4 -0.8 -1.0 -0.4

1000 25.3 8.9 1.8 -0.8 -1.0 -0.3

1280 3.1 0.3 -0.6 -0.8 -0.9 -0.1

1600 7.3 1.4 -0.2 -0.8 -0.9 -0.1

2000 9.7 2.6 0.1 -0.8 -0.9 0.1

3200 48.9 22.1 6.1 -0.8 -0.9 -0.2

4000 9.5 3.8 0.5 -0.9 -0.9 -0.3

6400 16.7 6.6 1.5 -0.9 -1.0 -0.2

8000 48.9 19.4 6.1 -0.9 -1.0 -0.3

16000 38.4 13.9 5.0 -1.0 -1.0 -0.4

Sesgo relativo: a/ vα(t̂π)−VBSS(t̂π)
VBSS(t̂π)

, α : FDI, SDI, COV

b/ vα(t̂π)−VSY C(t̂π)
VSY C(t̂π)

.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

Los principales resultados de investigación de este trabajo se refieren a condiciones

bajo las cuales el muestreo sistemático es más eficiente que el muestreo aleatorio

simple. Éstos pueden resumirse como sigue:

En el caso de poblaciones fijas, finitas o continuas, se encontraron tres condi-

ciones suficientes bajo las cuales la varianza del muestreo sistemático es cero.

Cuando la población es finita estas condiciones son i) N y n sean pares y

T = N/n ∈ N, ii) la población se ordene de manera equilibrada y iii) los

valores ordenados de la variable de interés sean simétricos respecto a la media

poblacional. Cuando se trata de una función acotada en [a, 2b − a], si i) n es

par y T = 2(b− a)/n, ii) la función es simétrica respecto a la recta x = b y iii)

es simétrica con respecto al punto
(
x0 = a+b

2
, f(x0)

)
para x ∈ [a, b], entonces el

área bajo f(x) se estima sin error. Es importante subrayar que las condiciones

señaladas son suficientes pero no son necesarias, esto es, puede ser que no se

cumplan y que la varianza sea cero.

En el caso de superpoblaciones, suponiendo que la población sigue una dis-

tribución uniforme, se derivó la expresión de la varianza del predictor del total,

bajo el modelo y el diseño, considerando tres diseños: muestreo sistemático ba-

jo un orden equilibrado de la población (BSS), muestreo sistemático bajo un

orden creciente de la población (SYC) y muestreo aleatorio simple (SI); se de-

mostró que la varianza del muestreo sistemático es menor cuando la población

se ordena de manera equilibrada que en forma creciente, y ésta a su vez es

menor que la del muestreo aleatorio simple. Mediante simulaciones esto mismo



154 8. Conclusiones y trabajo futuro

se mostró para otros dos modelos: la distribución de Laplace y la distribución

normal. También se encontraron aproximaciones a la varianza del predictor

del total suponiendo estas distribuciones.

Suponiendo la distribución normal generalizada, cuya función de densidad es

simétrica y que tiene como casos particulares las distribuciones uniforme, nor-

mal y Laplace, mediante simulaciones se mostró que entre los valores que se

consideraron del parámetro de forma, ω, la varianza del modelo de Laplace

fue la mayor y la varianza de la uniforme la menor. Al comparar entre los

tres diseños, el más eficiente corresponde al muestreo sistemático bajo el or-

den equilibrado, le sigue el sistemático bajo un orden creciente y por último

el muestreo aleatorio simple.

Estos resultados son teóricos puesto que involucran el conocimiento de la variable

de interés para toda la población o de la distribución que tiene la misma. No obstante,

a partir de ellos, se puede sugerir que el BSS es más eficiente que el SYC y éste que

el SI si la población es simétrica.

Entonces, ¿qué sucede si la variable de interés no es simétrica con respecto a su

media, o bien, si la población se ordena usando información auxiliar? En este trabajo

se compararon las varianzas del BSS, SYC y SI usando cinco conjuntos de datos,

que son diferentes en cuanto al número de elementos, naturaleza de la información y

disponibilidad de información auxiliar. Aunque las cinco poblaciones tienen diferente

grado de simetŕıa, medida por el coeficiente de asimetŕıa de la variable de interés, en

cuatro de ellas la varianza del sistemático fue menor cuando la población se ordenó de

manera equilibrada que cuando se ordenó de manera creciente. En los cinco ejercicios

ambos diseños fueron más eficientes que el aleatorio simple; la menor eficiencia del

BSS con respecto al SI fue de 1.8 y la menor del SYC con respecto al SI fue de 1.2.

Análogamente, en el caso de la distribución normal generalizada, para los valores

de ω y de n que se consideraron, la menor eficiencia del BSS con respecto al SI fue

de 2 y la menor eficiencia del SYC con respecto al SI fue de 1.2.

En la práctica, lo anterior lleva a sugerir que si el tamaño de muestra n y el

de población N son pares, se puede tener un intervalo muestral T = N/n entero y

se dispone de una variable auxiliar para ordenar la población, entonces se prefiera
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muestrear sistemáticamente a la población ordenada de manera equilibrada, aunque

no se garantiza que esto funcione en todas las poblaciones.

Un problema práctico del uso del muestreo sistemático es que no existe un esti-

mador insesgado de la varianza. De forma exploratoria, en este trabajo se compara-

ron tres aproximaciones existentes en la literatura, usando cinco conjuntos de datos,

no se encontró un mejor estimador en términos del sesgo.

En los cinco ejercicios, aśı como en las superpoblaciones analizadas, la varian-

za del muestreo aleatorio simple es mayor que la del sistemático, en consecuencia,

usar la estimación de la varianza del aleatorio simple como aproximación de la del

sistemático puede llevar a una sobreestimación, por lo que se recomienda elegir una

aproximación de las existantes usando el conocimiento que se tiene sobre la estruc-

tura de la población. Sin embargo, no se debe de olvidar que existen poblaciones

como la del Ejemplo 3.2.1, ordenada de manera creciente dentro de bloques, en las

cuales la varianza del muestreo sistemático es mayor a la del aleatorio simple.

Se considera que los hallazgos de este trabajo pudieran servir de partida para

investigaciones posteriores, como las siguientes:

1. Demostrar si para cualquier superpoblación cuya función de densidad sea

simétrica, se cumple que el BSS es más eficiente que el SYC y este más efi-

ciente que el SI. Esto se demostró para la distribución uniforme y mediante

simulaciones se mostró para la normal y Laplace.

2. Analizar el desempeño del muestreo sistemático equilibrado en la estimación

de áreas bajo funciones que no satisfacen completamente las condiciones de

la proposición 4.2, por ejemplo la función inversa de la distribución de una

variable aleatoria no simétrica como la ji-cuadrada.

3. Encontrar condiciones necesarias para que la varianza del muestreo sistemático

de una población fija sea cero o menor que la de otros diseños, por ejemplo el

aleatorio simple.

4. Caracterizar las formas de ordenar a la población que ayuden a reducir la

varianza del muestreo sistemático, de manera equilibrada es una de ellas.

5. En este trabajo no se abordó el muestreo sistemático con probabilidades de-

siguales, seŕıa de interés generalizar las condiciones para que este diseño tenga
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una varianza mı́nima.



Anexo

Proposición 5.4.1. Sea ξ el modelo bajo el cual Y1, . . . , YN son variables aleato-

rias independientes con distribución uniforme en el intervalo [µ −
√

3σ, µ +
√

3σ].

Sean n y N números pares que denotan el tamaño de muestra y el de la población,

respectivamente, y T = N/n ∈ N el intervalo muestral. Si se selecciona una mues-

tra sistemática de la población ordenada de manera equilibrada (BSS), entonces la

varianza total del predictor θ̂π = T
∑

i∈sr Y(i) es igual a

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
σ2.

Demostración. Sin pérdida de generalidad suponga que Y1, Y2, . . . , YN ∼ U(0, 1) son

variables aleatorias independientes y Xi = Y(i) denota la i-ésima estad́ıstica de orden

de las N variables, entonces el valor esperado, la varianza y la covarianza bajo el

modelo son respectivamente:

Eξ [Xi] =
i

N + 1

Vξ [Xi] =
i(N + 1− i)

(N + 1)2(N + 2)

Cξ [Xi, Xj] =
i(N + 1− j)

(N + 1)2(N + 2)
si i < j.

La varianza total del predictor θ̂π es

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
= EBSS

[
Vξ

(
θ̂π|s

)]
+ VBSS

[
Eξ

(
θ̂π|s

)]
. (8.1)

A continuación se encontrarán expresiones para cada una de esas varianzas y valores

esperados.
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Vξ

(
θ̂π|s

)
= Vξ

(
T
∑
i∈sr

Y(i) |sr

)

= T 2

{∑
i∈sr

Vξ
[
Y(i) |sr

]
+
∑
i 6=j∈sr

Cξ
[
Y(i), Y(j) |sr

]}

= T 2


n/2∑
i=1

Vξ
(
X2r−1+2(i−1)T

)
+

n∑
i=n/2+1

Vξ
(
X−2r+2+2(n−i+1)T

)
+ 2

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , X2r−1+2(j−1)T

)
+ 2

n/2∑
i=1

n∑
j=n/2+1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , X−2r+2+2(n−j+1)T

)

+2
n−1∑

i=n/2+1

n∑
j=i+1

Cξ
(
X−2r+2+2(n−i+1)T , X−2r+2+2(n−j+1)T

)
= T 2


n/2∑
i=1

Vξ
(
X2r−1+2(i−1)T

)
+

n/2∑
i=1

Vξ
(
XN−2r+2+2(1−i)T

)
+ 2

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , X2r−1+2(j−1)T

)
+ 2

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , XN−2r+2+2(1−j)T

)
+2

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ
(
XN−2r+2+2(1−i)T , XN−2r+2+2(1−j)T

) .

(8.2)

Haciendo a = 2r − 1 − 2T , b = N − 2r + 2 + 2T = N + 1 − a y c = 1
(N+1)2(N+2)

y

desarrollando el primer término de la última igualdad se tiene que

n/2∑
i=1

Vξ
(
X2r−1+2(i−1)T

)
=

n/2∑
i=1

Vξ (Xa+2iT )

= c

n/2∑
i=1

(a+ 2iT )(N + 1− a− 2iT )

= c

n/2∑
i=1

(a+ 2iT )(b− 2iT )
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= c

abn
2

+ (2Tb− 2Ta)

n/2∑
i=1

i− 4T 2

n/2∑
i=1

i2

 . (8.3)

Del segundo término de la última igualdad en (8.2)

n/2∑
i=1

Vξ
(
XN−2r+2+2(1−i)T

)
=

n/2∑
i=1

Vξ (Xb−2iT )

= c

n/2∑
i=1

(b− 2iT )(a+ 2iT )

= c

abn
2

+ (2Tb− 2Ta)

n/2∑
i=1

i− 4T 2

n/2∑
i=1

i2

 .

Como puede verse Vξ
(
X2r−1+2(i−1)T

)
= Vξ

(
XN−2r+2+2(1−i)T

)
. Por otro lado, susti-

tuyendo a, b y c en la primer covarianza de (8.2) se tiene que

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , X2r−1+2(j−1)T

)
=

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ (Xa+2iT , Xa+2jT )

efectuando operaciones,

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ (Xa+2iT , Xa+2jT ) =

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(a+ 2iT )(N + 1− a− 2jT )

(N + 1)2(N + 2)

= c

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(a+ 2iT )(b− 2jT )

= c

{
ab
n2

4
− abn

2
− Tan

2

(n
2

+ 1
)(n

2
− 1
)

+
[
−ab+ Ta+ Tbn− T 2n

(n
2

+ 1
)] n/2−1∑

i=1

i

+
[
Ta− 2Tb+ 2T 2

] n/2−1∑
i=1

i2 + 2T 2

n/2−1∑
i=1

i3

 .

(8.4)
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Sustituyendo a, b y c y desarrollando la tercer covarianza de (8.2) se tiene lo siguiente

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

Cξ (Xb−2iT , Xb−2jT ) =

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(b− 2jT )(N + 1− b+ 2iT )

(N + 1)2(N + 2)

= c

n/2−1∑
i=1

n/2∑
j=i+1

(b− 2jT )(a+ 2iT )

= c

{
ab
n2

4
− abn

2
− Tan

2

(n
2

+ 1
)(n

2
− 1
)

+
[
−ab+ Ta+ Tbn− T 2n

(n
2

+ 1
)] n/2−1∑

i=1

i

+
[
Ta− 2Tb+ 2T 2

] n/2−1∑
i=1

i2 + 2T 2

n/2−1∑
i=1

i3

 .

(8.5)

Ya que Cξ (Xi, Xj) es válida para i < j, para derivar la covarianza

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ
(
X2r−1+2(i−1)T , XN−2r+2+2(1−j)T

)
=

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) , (8.6)

se consideran cuatro casos: i) T par con r ≤ T
2
, ii) T par y r ≥ T

2
+ 1, iii) T impar

con r ≤ T+1
2

y iv) T impar con r ≥ T+1
2

+ 1.

i) Sea T par y r ≤ T
2

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) =

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT )

+

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT )

= c

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

(a+ 2iT )(a+ 2jT )

+ c

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

(b− 2jT )(b− 2iT )
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= c

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

(
a2 + 2aTj + 2aT i+ 4T 2ij

)
+ c

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

(
b2 − 2bT i− 2bT j + 4T 2ij

)
= a2n

2

4
+ a2n

2
+ Ta

n3

8
+ Ta

3n2

4
+ Tan

+

[
−a2 − Ta+ T 2n

2

2
+ 3T 2n+ 4T 2

] n/2∑
i=1

i

+
[
−Ta− 6T 2 − 2T 2n

] n/2∑
i=1

i2 + 2T 2

n/2∑
i=1

i3

+
2

4
Tbn2 + Tbn− b2n

2

+
[
b2 − Tb− 2T 2n− Tbn− 4T 2

] n/2∑
i=1

i

+
[
−Tb+ 2nT 2 + 6T 2

] n/2∑
i=1

i2 − 2T 2

n/2∑
i=1

i3.

(8.7)

Sustituyendo los resultados encontrados en (8.3), (8.4), (8.5) y (8.7) en la última

igualdad de (8.2) y simplificando se obtiene

Vξ

(
θ̂π|sr

)
= 2T 2c (a+ b)n

[
(a+ b)

n

8
− (b− a)

1

4
− T

12
(n+ 2) (n− 5)

]
.

Ya que a + b = N + 1 y b − a = N + 4T + 3 − 4r la ecuación anterior se puede

escribir como

Vξ

(
θ̂π|sr

)
= 2T 2c (N + 1)n

[
(N + 1)

n

8
− (N + 4T + 3− 4r)

1

4
− T

12
(n+ 2) (n− 5)

]
= 2T 2c (N + 1)n

[
Nn

24
− N

6n
+
n

8
− 3

4
+ r

]
,

sustituyendo c = 1
(N+1)2(N+2)

finalmente se llega a

Vξ

(
θ̂π|sr

)
=

2N2

(N + 1)(N + 2)n

[
Nn

24
− N

6n
+
n

8
− 3

4
+ r

]
si T es par y r ≤ T

2
.
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ii) Sea T par y r ≥ T
2

+ 1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) =

n/2∑
i=1

n/2−i∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT )

+

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT )

= c

n/2∑
i=1

n/2−i∑
j=1

(
a2 + 2aTj + 2aT i+ 4T 2ij

)
+ c

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+1

(
b2 − 2bT i− 2bT j + 4T 2ij

)
= a2n

2

4
+ Ta

n3

8
+ Ta

n2

4

+

[
−a2 − Ta+ T 2n

2

2
+ T 2n

] n/2∑
i=1

i

+
[
−Ta− 2T 2 − 2T 2n

] n/2∑
i=1

i2 + 2T 2

n/2∑
i=1

i3

+
(
b2 − Tb− Tbn

) n/2∑
i=1

i+
[
−Tb+ 2nT 2 + 2T 2

] n/2∑
i=1

i2

− 2T 2

n/2∑
i=1

i3.

(8.8)

Sustituyendo (8.3), (8.4), (8.5) y (8.8) en la última igualdad de (8.2) y simplificando

se obtiene

Vξ

(
θ̂π|sr

)
= 2T 2c (a+ b)n

[
(a+ b)

n

8
+ (b− a)

1

4
− T

12
(n+ 2) (n+ 1)

]
.

Puesto que a+ b = N + 1 y b− a = N + 4T + 3− 4r la ecuación anterior se puede

escribir como

Vξ

(
θ̂π|sr

)
= 2T 2c (N + 1)n

[
(N + 1)

n

8
+ (N + 4T + 3− 4r)

1

4
− T

12
(n+ 2) (n+ 1)

]
.

Sustituyendo c = 1
(N+1)2(N+2)

y efectuando operaciones

Vξ

(
θ̂π|sr

)
=

2N2

(N + 1)(N + 2)n

[
Nn

24
+

5N

6n
+
n

8
+

3

4
− r
]

si T es par y r ≥ T

2
+1.
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Luego, el valor esperado sobre el diseño es

EBSS

[
Vξ

(
θ̂π|s

)]
=

1

T

T∑
r=1

Vξ

(
θ̂π|sr

)

=
1

T


T/2∑
r=1

Vξ

(
θ̂π|sr

)
+

T∑
r=T/2+1

Vξ

(
θ̂π|sr

)
=

1

T

2N2

(N + 1)(N + 2)n


T/2∑
r=1

[
Nn

24
− N

6n
+
n

8
− 3

4
+ r

]

+
T∑

r=T/2+1

[
Nn

24
+

5N

6n
+
n

8
+

3

4
− r
]

=
N2

12(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
. (8.9)

Encontrando el segundo término de la varianza total

Eξ

(
θ̂π|s

)
= Eξ

[
T
∑
i∈sr

Y(i)

]
= T

∑
i∈sr

Eξ
[
Y(i)

]
= T

n

2

=
N

2
.

(8.10)

Ya que Eξ

(
θ̂π|s

)
es una constante, entonces

VBSS

[
Eξ

(
θ̂π|s

)]
= 0. (8.11)

Por lo tanto, reemplazando (8.9) y (8.11) en (8.1) se tiene que la varianza total es

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

12(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
. (8.12)

Cuando T es impar, las expresiones para (8.6) son las mismas que las halladas
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cuando T es par, como se verá a continuación. Si r ≤ T+1
2

se tiene que

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) =

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) +

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT )

= c

n/2∑
i=1

n/2−i+1∑
j=1

(
a2 + 2aTj + 2aT i+ 4T 2ij

)
+ c

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+2

(
b2 − 2bT i− 2bT j + 4T 2ij

)
en donde la última igualdad está dada por (8.7). Análogamente, si r ≥ T+1

2
+ 1

n/2∑
i=1

n/2∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) =

n/2∑
i=1

n/2−i∑
j=1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT ) +

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+1

Cξ (Xa+2iT , Xb−2jT )

= c

n/2∑
i=1

n/2−i∑
j=1

(
a2 + 2aTj + 2aT i+ 4T 2ij

)
+ c

n/2∑
i=1

n/2∑
j=n/2−i+1

(
b2 − 2bT i− 2bT j + 4T 2ij

)
.

Los términos de esta última igualdad corresponden a los dados en la expresión (8.8).

El valor esperado bajo el diseño de la varianza bajo el modelo en el caso en que T

es impar es igual al caso de T par como se verá enseguida

EBSS

[
Vξ

(
θ̂π|s

)]
=

1

T

T∑
r=1

Vξ

(
θ̂π|sr

)

=
1

T


T+1
2∑

r=1

Vξ

(
θ̂π|sr

)
+

T∑
r=T+1

2
+1

Vξ

(
θ̂π|sr

)
=

1

T

2N2

(N + 1)(N + 2)n


T+1
2∑

r=1

[
Nn

24
− N

6n
+
n

8
− 3

4
+ r

]

+
T∑

r=T+1
2

+1

[
Nn

24
+

5N

6n
+
n

8
+

3

4
− r
]

=
N2

12(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
.

Por lo tanto, la varianza anticipada para cualquier T ∈ Z+ está dada por la ecuación

(8.12). Cuando Y ∗i ∼ U(0, 1), entonces E(Y ∗i ) = 1/2 y V (Y ∗i ) = 1/12, si se supone
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Yi ∼ U(µ −
√

3σ, µ +
√

3σ), entonces E(Yi) = µ y V (Yi) = σ2. Es fácil ver que

en términos de la distribución uniforme estándar Yi = µ −
√

3σ + 2
√

3σY ∗i y por

ende V (Yi) = 12σ2V (Y ∗i ). Finalmente, la varianza total considerando una media µ

y varianza σ2 es

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
σ2. �

Proposición 5.4.3. Sean N y n números pares, tales que T = N/n ∈ N, entonces

se cumple que

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
≤ VSY C,ξ

(
θ̂π

)
≤ VSI,ξ

(
θ̂π

)
.

Demostración. Primero se demostrará que si n = 2, 4, . . . , N/2, el BSS es más preciso

que el SYC.

N

n
>1

N2

n2
>1(

N

N + 2

N

n2

)
>

1

N + 2(
1− 2

N + 2

)
N

n2
>

1

N + 2

N

n2
>

1

N + 2
+

(
2

N + 2

)
N

n2

1 +
N

n2
>1 +

1

N + 2
+

(
2

N + 2

)
N

n2

1 +
N

n2
>

1

N + 2

(
N + 3 +

2N

n2

)
N2

N + 1

(
1 +

N

n2

)
>

N2

(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 +

2N

n2

]
N2

N + 1

(
1 +

N

n2

)
σ2 >

N2

(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 +

2N

n2

]
σ2

Por lo tanto,

VSY C,ξ

(
θ̂π

)
> VBSS,ξ

(
θ̂π

)
.
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Ahora se demostrará la segunda parte de la desigualdad

N +
N2

n2
<
N2

n2

⇒ N

(
1 +

N

n2

)
<
N2

n2

⇒ N

(
1 +

N

n2

)
σ2 <

N2

n2
σ2

Luego,

VSY C,ξ

(
θ̂π

)
< VSI,ξ

(
θ̂π

)
.

Por otra parte, sustituyendo n = N en las expresiones

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

(N + 1)(N + 2)

[
N + 3 + 2

N

n2

]
σ2,

VSY C,ξ

(
θ̂π

)
=

N2

(N + 1)

[
1 +

N

n2

]
σ2,

VSI,ξ

(
θ̂π

)
=
N2

n
σ2,

se tiene que

VBSS,ξ

(
θ̂π

)
= VSY C,ξ

(
θ̂π

)
= VSI,ξ

(
θ̂π

)
= Nσ2,

con lo cual se completa la demostración. �
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2000, México, 2001. Disco compacto.

[28] C. T. Isaki and W. A. Fuller. Survey design under the regression superpopu-

lation model. Journal of the American Statistical Association, 77(377):89–96,

1982.

[29] N. Johnson, S. Kotz, and N. Balakrishnan. Continuous univariate distributions,

Vol. I. John Wiley and Sons, 1994.

[30] H. L. Jones. Exact lower moments of order statistics in small samples from

a normal distribution. The Annals of Mathematical Statistics, 19(2):270–273,

1948.

[31] M. G. Kendall and A. Stuart. The advanced theory of Statisticis. Volume 1.

Distribution theory. Griffin, 1977.
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École Nationale Supérieure des Mines de Paris, Fontainebleau, 1971.

[37] T. Mattfeldt. The accuracy of one-dimensional systematic sampling. Journal

of Microscopy, 153:301–313, 1989.

[38] P. A. P. Moran. Numerical integration by systematic sampling. Proc. Camb.

Phil. Soc., 46:111–115, 1950.

[39] M. N. Murthy. Sampling Theory and Methods. Statistical Publishing Society,

Calcutta, 1967.

[40] C. Muzquiz Fragoso. Eficiencia relativa del muestreo sistemático bajo diversos
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[41] G. Nathan. Superpopulation models in survey sampling. In M. Lovric, editor,

International Encyclopedia of Statistical Science, pages 1575–1577. Springer-

Verlag, 2011.

[42] J. D. Opsomer, M. Francisco-Fernández, and X. Li. Model-based non-

parametric variance estimation for systematic sampling. Scandinavian Journal

of Statistics, 39(3):528–542, 2012.

[43] G. Polya. Remarks on computing the probability integral in one and two di-

mensions. In J. Neyman, editor, Proceedings of the Berkeley Symposium on

Mathematical Statistics and Probability, pages 63–78. University of Press, 1946.

[44] M. H. Quenouille. Problems in plane sampling. The Annals of Mathematical

Statistics, 20(3):355–375, 1949.

[45] J. P. Royston. Algorithm AS 177: Expected normal order statistics (exact and

approximate). Applied Statistics, 31(2):161–165, 1982.

[46] S. Sampath, V. Varalakshmi, and R. Geetha. Estimation under systematic

sampling schemes for parabolic populations. Journal of Applied Statistics,

36(11):1281–1292, 2009.



BIBLIOGRAFÍA 171
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