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Introduccion

Uno de los grandes logros de los métodos directos en el calculo de variaciones ha sido
la solucién del problema de Plateau, nombrado asi en honor al fisico belga J.A.F. Plateau.
El problema original puede expresarse en la siguiente pregunta: Dada una curva de Jordan
cerrada, I, ;Erxiste una superficie de drea minima cuya frontera sea I'?

En su articulo ”Statique expérimentale et théorétique de liquides soumis auzx seules
forces moléculaires”, de 1873, Plateau noté que todo contorno hecho de un solo alam-
bre cerrado, cualquiera que fuera su forma, sostenia una pelicula de jabén. El modelo
matematico de un alambre delgado es una curva de Jordan de longitud finita. Ademas,
los objetos matematicos que modelan peliculas de jabén son superficies en R?, cada una
de estas superficies (peliculas de jabén) alcanza una energia potencial que es proporcional
al area de la superficie. Entonces, por el principio de trabajo virtual de Johann Bernoulli,
las peliculas de jabén en estado de equilibrio corresponden a superficies de area minima.

El parrafo anterior hace razonable el pensar que cualquier curva cerrada de Jordan
rectificable es la frontera de, al menos, una superficie de drea minima, ya que siempre hay
una pelicula de jabén. Sin embargo, como bien dijo R. Courant:

FEvidencia empirica jamds podrd establecer existencia matemdtica. Solo una
prueba matemadtica de existencia puede asequrar que la descripcion matemdtica
del fenomeno fisico es adecuada.

El problema matematico, arriba expuesto como el problema de Plateau, fue un gran
desafio para los matematicos. Durante el siglo XIX fue resuelto para algunos contornos
especiales, I', pero una solucién lo suficientemente general se obtuvo hasta 1930/31 por J.
Douglas! y, simultdneamente, por T. Radé?. Tiempo después R. Courant e, independien-
temente, L. Tonelli dieron una solucion simplificando los métodos utilizados por Douglas
y Rado6. Aqui presentaremos el enfoque de Courant-Tonelli para resolver el problema de
Plateau.

Mucho antes de que Douglas y Radé dieran una solucién al problema de Plateau,
Lagrange observé que si una superficie S minimiza el drea para una frontera fija I' (i.e. es
de drea minima), entonces, S es un punto critico del funcional de drea y, necesariamente,
S tiene que ser una superficie minima3. Sin embargo, es importante notar que una super-
ficile minima (un punto critico del funcional de drea), en general, no es de drea minima.
Partiendo de esto es posible formular una versiéon mas general del problema de Plateau:
Dada una curva de Jordan cerrada y rectificable I, encontrar una superficie minima cuya

Véase [8].
2Vease [16].
3Una superficie es minima si su curvatura media es cero en todos sus puntos.
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v INTRODUCCION

frontera sea T'. Entonces, el problema de drea minima para I' es mas sofisticado que el
segundo problema de Plateau arriba planteado: el primero pide encontrar una superficie
que minimice el drea mientras que el segundo tiene que ver con los puntos criticos del
funcional de &rea.

A partir de las ideas expuestas en el parrafo anterior se ha trazado el desarrollo de
este trabajo. Comenzaremos resolviendo un problema menos exigente, i.e., empezaremos
encontrando una superficie minima (punto critico del funcional de drea) para, posterior-
mente, verificar que la superficie minima encontrada también es de drea minima (lo cual
no sucede siempre).

Cuando uno trata de formular y resolver el problema de Plateau muchas dificultades
salen a la luz. Una de éstas es el hecho de que existen soluciones matematicas al problema
de Plateau que no pueden crearse haciendo experimentos con pompas de jabon. Esto es lo
que se espera de los puntos criticos que no minimizan el area, ya que éstos corresponden
a peliculas de jabon inestables, éstas serian las peliculas que se destruyen por la mas
pequena perturbacién provocada, digamos, por un pequeno movimiento del alambre o
por una ligera corriente de aire. También podria ocurrir que las soluciones (matematicas)
del problema de Plateau tengan puntos rama (i.e. VX = 0, lo que no permite que haya un
plano tangente) y que no sean inyectivas (i.e. que haya auto-intersecciones). Sin embargo,
ambos fendmenos no se dan en el caso fisico, esto es una consecuencia de las tres leyes que
postulé Plateau* después de realizar sus famosos experimentos. Posteriormente Osserman
exhibio, dando una prueba matematica, que una solucién del problema de Plateau, que
ademas minimice el area, no puede tener puntos rama. Estos resultados de regularidad
estan fuera de los alcances de esta tesis, sin embargo, se mencionan para que le lector se
dé una idea de los alcances que tiene este problema.

En términos del desarrollo de capitulos los pasos a seguir serén los siguientes. Comen-
zaremos este trabajo observando la relacion entre las superficies minimas y el funcional de
area, verificaremos lo que ya hemos mencionado: una superficie minima es un punto critico
del funcional de drea. Parametrizando esta superficie minima con coordenadas isotermas

‘XU|2 = ‘Xv|2a <Xu>Xv> =0
la condicién de ser una superficie minima se traducira en que
AX =0.

En el capitulo siguiente empezaremos a estudiar el ya mencionado problema de Plateau.
Con base en las ideas expuestas arriba nos enfocaremos en resolver el problema de Plateau
mas general, i.e., encontrar una superficie de area minima, un problema menos exigente.
Luego haremos un analisis del funcional de Dirichlet y su relacién con el funcional de area,
este analisis arrojara como resultado que las soluciones a nuestro problema de Plateau

4Primera ley: Tres superficies de jabdn se intersectan a lo largo de una linea. El dngulo formado por
los planos tangenciales a dos superficies que se intersectan, en cualquier punto a lo largo de la linea de
interseccion de las tres superficies, es de 120°.
Segunda ley: Cuatro lineas, todas formadas por la interseccion de tres superficies, se intersectan en un
punto y el angulo formado por cada par de ellas es de 109°28’.
Tercera ley: Una pelicula de jabon que puede moverse libremente sobre una superficie la intersecta en un
dangulo de 90°.
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son los minimos del funcional de Dirichlet. Posteriormente nuestra tarea sera minimizar el
funcional de Dirchlet, aqui daremos dos métodos de minimizacién: uno sera construyendo
una sucesion minimizante de funciones armoénicas y otro mediante el uso de resultados
clasicos del célculo de variaciones. Cabe recalcar que ambos métodos se basan en el Lema
de Courant-Lebesgue, un resultado crucial para este trabajo.

Para finalizar, en el ultimo capitulo, verificaremos que la superficie minima que encon-
tramos al minimizar el funcional de Dirichlet es, en efecto, una superficie de area minima.
Esto es una consecuencia de la intima relaciéon del funcional de Dirichlet y el funcional
de area. Primero exhibiré una prueba del lema de e-conformalidad de Morrey, en reali-
dad mostraré un caso especial del lema, sin embargo, la prueba de este caso especial y la
prueba del caso general son, en esencia, bastante parecidas. La inclusion de esta prueba se
debe a que el lema de Morrey es una referencia clasica del tema y por lo bastante singular
que resulta su prueba. Debido a que el lema de Morrey no sera suficiente para probar lo
que deseamos, daré otra prueba del resultado utilizando los métodos desarrollados en el
Capitulo 2. Esto concluira nuestra bisqueda de una superficie de area minima.
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Capitulo 1

Superficies Minimas y el Funcional
de Area

Iniciaremos este capitulo recordando algunos conceptos basicos de Geometria Diferen-
cial. Nuestro primer objetivo es presentar la teoria necesaria para entender el concepto
de curvatura media, este concepto es fundamental para poder estudiar a las superficies
minimas y la relacién que tienen éstas con las superficies de area minima.

Definicién 1.1. Un subconjunto S C R? es una superficie regular si, para cada p € S,
eziste una vecindad V en R® y una funcion X : U — V NS de un conjunto abierto
U CR? sobre VNS CR? tal que

1. X es diferenciable (i.e. X € C=(U,R?)).

2. X es invertible.

3. Para cada q € U, la diferencial VX, : R* — R? es inyectiva.

La condicién 3 es equivalente a pedir que las dos columnas (X,, X,) de la matriz VX,
sean linealmente independientes 0, equivalentemente, que el vector X, A X, # 0. Mas
adelante lidiaremos, esencialmente, con superficies que pueden ser descritas sélo por una
parametrizacién X : U C R?> — R3. Para fines practicos, en algunos momentos, identi-
ficaremos a las superficies con su parametrizacion, i.e., diremos que X es una superficie.
Esperamos que esto no confunda al lector.

El trabajar con superficies regulares nos permite definir el concepto de plano tangente.

Definicién 1.2. El plano tangente a la superficie regular S en el punto p es el
conjunto

T,(S) :== {&/(0) | o : (—€,€) — S C R®, a diferenciable y (0) = p}

No es dificil demostrar que el conjunto 7,,(.S) es un espacio vectorial. Aun mads, 7,(.5)
es un plano perpendicular al vector X, A X, que pasa por el punto p y que, ademas,
{X,, X, } es una base de este plano.

Véase, por ejemplo: [7].



) CAPITULO 1. SUPERFICIES MINIMAS Y EL FUNCIONAL DE AREA

Definicién 1.3. Sea S una superficie reqular. La forma cuadrdtica I, : T,(S) — R, tal
que
L(w) = (w,w) = [w]* > 0

se llama la primera forma fundamental de la superficie S C R3, en el puntop € S.

Es posible expresar la primera forma fundamental en términos de la base { X, X, }, del
plano tangente, asociada a una parametrizacion X (u,v) en p, esto de la siguiente manera:
Un elemento w € T,,(S) es un vector tangente a una curva parametrizada a(t) = X (u(t), v(t)),
t € (—e,¢); tal que, p = (0) = X (ug, vp), asi, obtenemos que

L(w) = I,(a/(0)) = (/(0), &/ (0)) = (X,u' + X0, Xu' + X,0)
= ()3 (X, X)) + 20" (X, X)) + (v)A(X,, Xy)
= (u)*E 4+ 2uV'F + (v')*G
donde
E = (X, X, = |X.J% F:=(X,,X,) v G:=(X,X,)=|X,?

son los coeficientes de la forma cuadratica (primera forma fundamental) en la base { X, X, }
de T,(S).

Definicién 1.4. Sea S una superficie reqular. Una region regular, R, de S es un sub-
conjunto abierto y conexo de S tal que su frontera, OR, es la imagen de un difeomorfismo
reqular (i.e., la diferencial no es cero) excepto en un nimero finito de puntos, cuyo do-
manio es el circulo.

Tomando en cuenta la definicién anterior y notando que la funcién | X, A X,| propor-
ciona el area del paralelogramo generado por los vectores X, vy X,, podemos intuir la
siguiente definicién (para ver una justificacién véase, por ejemplo: [5] 6 [7]).

Definicién 1.5. S una superficie reqular. Sea R C S una region reqular acotada contenida
en una vecindad coordenada de la parametrizacion X : U C R? — S. El niimero positivo

/ | Xy A X,|dudv =: A(R), Q=X '(R)
Q

es el darea de R.

Ahora, la siguiente formula
| X0 A X2 4 (X, X0)2 = [ X2 X2 (1.1)

nos lleva a que

A(R) ://|Xu/\XU|dudv:// VX2 X2 - <XU,XU>2dudv://\/EG—FQdud’u
Q Q Q

La férmula (1.1) se verifica desarrollando cada término. En el caso en que S C R? sea una
region regular acotada y S se pueda cubrir con una sola parametrizaciéon X : U C R? —
S denotaremos el area de la superficie por A(X).

Antes de comenzar nuestro andlisis del funcional de drea introduciremos los siguientes
conceptos, los cuales son de gran importancia.



Definicién 1.6. Una superficie reqular, S, es orientable si admite un campo diferen-
ciable de vectores unitarios en toda la superficie, i.e., si el campo

X, N X,
Np:N(IU)'

= Dy pe S
,XHAXU’(p) p

es diferenciable.

N, es conocido como el mapeo de Gauss. No es dificil observar que IV, es diferenciable.
La diferencial, dN,, de N en p es un mapeo lineal de T,(S) en T, (S?). Dado que T,(S)
v Tn(p)(S?) son planos paralelos, dN, puede considerarse como un mapeo de 7,(S) en
T,(S). La transformacién lineal dN,, : T,(S) — T,,(S) opera de la siguiente manera:

Para cada curva parametrizada a(t) en S tal que a(0) = p, consideremos la curva
parametrizada N o a(t) =: N(t) en S?, i.e., restringimos el vector normal N a la curva
a(t). Luego, el vector tangente N'(0) = dN,(a/(0)) es un vector en T,(5). Este vector
indica como varfa N restringido a a(t), en t = 0; i.e., dN,, mide como se aleja N de N(p)
en una vecindad de p. En el caso de curvas esta medida estd dada por un nimero (la
curvatura), en el caso de superficies esta caracterizada por un mapeo lineal.

Proposicién 1.1. La diferencial dN, : T,(S) — T,(S) del mapeo de Gauss es un
operador lineal auto-adjunto?®.

El hecho de que dN, sea un operador auto-adjunto nos permite asociarle a dN, la
siguiente forma cuadratica.

Definicién 1.7. La forma cuadrdtica 11, : T,(S) — R, tal que
I (w) = —({dN,(w), w)
se llama la segunda forma fundamental de S en p.

Para obtener una interpretacion geométrica de esta forma cuadratica necesitaremos
de la siguiente definicion.

Definicién 1.8. Sea S una superficie reqular y C' una curva reqular en S que pasa por un
puntop € S, i.e., p€ C C S. Sea k la curvatura® de de C' en p y 0 tal que cos(d) = (n, N,
donde n es el vector normal a C' en p y N es el vector normal a S en p. El nimero
kn ==k cos(0) se denomina la curvatura normal de C' en p. (En otras palabras, k,, es
la longitud de la proyeccion del vector k, sobre el vector normal a la superficie en p; con
un signo dado por la orientacion de S en p.)

Para dar una interpretacién a la segunda forma fundamental, /7, consideremos una
curva regular C' C S parametrizada por «a(s) y tal que «(0) = p, aqui s es la longitud

2La prueba puede verse, por ejemplo, en : [7].
3Si C es una curva regular, parametrizada por «a(t), su curvatura se define como:

ko= o (t)].
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de arco de C'. Si denotamos por N(s) la restricciéon del vector normal N a la curva a(s),
tenemos que:

Por lo tanto

Q.
/-\
\_/
S~
E
—~

(=]
N—
—~

[an]
~~
~

I11,(/(0)) = —(dN,(a'(0)
= (N(0),a"(0)) =
= kn(p)

2
§

En otros términos, el valor de la segunda forma fundamental, /1, evaluada en un
vector unitario v € T,(5) es igual a la curvatura normal de una curva regular que pasa
por p y es tangente a v.

Una consecuencia mas de que el operador dN, sea autoadjunto es que para cada
p € S existe una base ortonormal {ey, es} de T,,(S) tal que dNy(e1) = —kie1 y dN,y(ez) =
—kges. Ademas, k1 v ko son el maximo y el minimo, respectivamente, de la segunda forma
fundamental, /1, restringida al circulo unidad de 7},(5); es decir, son los valores extremos
de la curvatura normal en p. Esto motiva las siguiente definiciones.

Definicién 1.9. La curvatura normal maxima, ki, y la curvatura normal minima, ks,
se denominan las curvaturas principales en p. Las direcciones correspondientes, es
decir, las direcciones dadas por los vectores propios ey y es, se denominan las direcciones
principales en p.

Definicién 1.10. Sea S una superficie reqular. Sip € S y dN, : T,(S) — T,(S) es la
diferencial del mapeo de Gauss. Se define a la curvatura media, H, de S en p como

el negativo de un medio de la traza de la matriz asociada a dN, (i.e. H = —Etmza(de)).

Analicemos un poco la definicién anterior. La matriz asociada a dNV,, en la base {e1, e}

de vectores propios es
—ki1 O
0 —ko

luego, el negativo de un medio de la traza, i.e., la curvatura media, es H = %(/{:1 + ko).
He aqui por que se le llama curvatura media, ya que sélo es el promedio de la curvatura
normal méxima y la curvatura normal minima. Recordemos que la traza de una matriz
es invariante bajo cambios de base.

La definicién de curvatura media arriba expuesta resulta un poco dificil de manejar en
situaciones generales, sin embargo, es posible dar una expresion para la curvatura media
en coordenadas locales. Primero examinemos como luce la segunda forma fundamental en
coordenadas locales:

Sea a(t) = X (u(t),v(t)) una curva parametrizada sobre una superficie S, entonces,

o(t) = Xou' + X0



y, notando que dN,(X,) = N, y dN,(X,) = N,, se tiene que
dN (') = N'(u(t),v(t)) = Nu' + N’
Como N, y N, pertenecen a T,(5), éstos son de la forma

Nu - allXu + aQIXU .
Nv = a12Xu —+ QQQXU. (13)
Por lo tanto,
dN,(a') = (anu’ + a120") Xy + (an v’ + axv') X,

es decir, en la base {X,, X, }, la matriz de coeficientes asociada a dN,, es

AN — apnn a2 _
Q21 A22
Por otro lado, haciendo algo similar a lo hecho arriba con la primera forma funda-

mental, y dado que dN, es autoadjunto, podemos dar una expresiéon de la segunda forma
fundamental en términos de la base {X,, X, }, i.e.,

I1,(a’(0)) = —(dN,p(c/(0)), ' (0)) = (&')*(N, Xy) + 200 (N, Xop) + (0)(N, Xo)
= (u) e+ 22UV f + (v')%g
donde

Para consultar los detalles véase [7].

Con esta informacién podemos obtener a las entradas, a;;, de la matriz d/N en funcién
de los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental. De las ecuaciones (1.2) y
(1.3) tenemos que

—e= (N, Xy) =anFE +anF
—f = (Nu, Xo) = ann F + anG
—f = (Ny, Xy) = a12E + ag F
—g = (N,, Xy) = a2 F + anG

Estas ecuaciones se pueden poner en forma matricial, i.e.,
. € f o a1 Q91 FE F
fg a12 Qg2 F G
ann an \ _ (e f E F\'
(12 (g2 f g F G '

de donde
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Por lo tanto

fF—eG
MTEG_F?
= IE=1C
EG— F?
el — fE
T EG_F
JF—gE
2T B

Estas expresiones nos permiten escribir a la curvatura media en funcién de los coefi-
cientes de la primera y segunda forma fundamental, a saber:

1 1(fF—eG+fF—gE)

H—_- __t
sl tan) ==\ ge—m+t 5g
es decir,

1eG—2fF +gE

2 EG-F? (1.7)

Con esta expresion para la curvatura media estamos en condiciones de estudiar las
superficies minimas y su conexion con el funcional de area.

Definicién 1.11. Una superficie reqular parametrizada, S, es minima si su curvatura
media es cero en todos sus puntos (i.e., H(p) =0 Vpe€ S).

Para entender porqué usamos la palabra “minima” para este tipo de superficies sera nece-
sario introducir la nocién de variaciones normales. Sea X : U C R? — R? una superficie
regular parametrizada. Escojamos un dominio acotado D C U y una funcién diferenciable
h: D — R. La variacién normal de X (D), determinada por h, es el mapeo

¢: D x (—¢, e) — R? tal que

o(u,v,€) = X(u,v) + eh(u,v)N(u,v), (u,v) € D, € € (—e€g, €)
Ahora, para cada € € (—¢p, €y), el mapeo
X.:D—R?
tal que
XE(’”‘? U) = QS(U’ ,U7 6)
es una superficie parametrizada tal que

0X,
ou

0X,
ov

=X, +¢eh,N +¢ehN,

= X, + eh,N + ¢hN,.



Luego, si denotamos por E, F. y G, a los coeficientes de la primera forma fundamental
de X,, obtenemos:

0X, 0X
E, = (=5 ==
<8u ou
= E + ehy(Xy, N) + €h(X,, N,) + eh (N, X,) + €2h2 (N, N)
+ Ehhy (N, N,) + €h(N,, X,,) + €hh,(N,, N) + €h*(N,, N,)

> = (X, + eh N + ehN,, X, + €h, N + €hN,)

Partiendo de aqui, recordando que {X,, X,,} L N, pues N es la normal a la superficie,
y también que
dN,(X,) = N, € T,(S)

dN,(X,) = N, € T,(S)

(Véase [7]) obtenemos las siguientes igualdades (haciendo un calculo andlogo al de arriba
para Gy F):

E. = E 4 2¢h(X,, N,) + €h*(N,, N,) + €2h?

F.=F +eh ({Xy, N,) + (Xy, N,)) + €h*(Ny, N,) + €2h,h,
G. =G +2¢h(X,, N,) + €h*(N,, N,) + €*h?
(1.

Ahora, utilizando las relaciones (1.4), (1.5), (1.6) y (1.7); llegamos a que:

E.G.— F? = (E — 2¢he + €h*(N,, N,) + 2h2)(G — 2¢ehg + €h*(N,, N,) + €*h?)
— (F — 2¢hf + €h*(N,, N,)e*h,h,)?
= EG — 2¢hgE — 2¢heG — F? + 4ehfF + o(e)
= EG — F? — 2¢h(gE — 2fF + eG) + o(¢)
= (EG — F*)(1 — 4ehH) + o(e)
donde o(e) es tal que,
- o(e)
lim —=

e—0 €

=0

y H es la curvatura media. El calculo anterior nos permite expresar el area de la superficie
X, i.e.,

Ale) = A(Xe)://\/EeGe—Ffdudv:/ V(EG — F2)(1 — 4ehH) + o(e) du dv

Luego, la siguiente diferencia

A(e)—A(O):/ \/(EG—FQ)(l—4€hH)+O(€)dudU—/ VEG — F?dudv

/ / [4ehH(EG — F?) + o(e)] wd
V(EG — F2)(1 — 4ehH) + o(€) + VEG — F2
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nos permite concluir que la funcién

A(): (—€g,€0) —> R

es diferenciable en ¢ = 0 y ademas

A'(0) = =2 // hHNEG — F? du dv (1.8)

Con lo expuesto arriba estamos en condiciones de justificar el uso de la palabra “minima”
para nombrar a las superficies cuya curvatura media es cero (i.e., H = 0).

Proposicién 1.2. Sea X : U — R? una superficie reqular parametrizada y sea D C U
un dominio acotado. Entonces X es minima si y solo si A'(0) = 0 para cualquier D y

cualquier variacion normal de X (D).

Prueba: Si H =0, la relacién (1.8) implica que A’(0) = 0.

Por otro lado, supongamos que existe ¢ € D tal que H(q) # 0. Sea h : D — R,

diferenciable, tal que h(q) = H(q) y h = 0 fuera de una vecindad, W, de ¢. Entonces,

A’(0) < 0 para la variacién determinada por h, pues, h y H tienen el mismo signo en W.
g.e.d.

La proposicién anterior asegura que cualquier regién acotada, X (D), de una super-
ficie minima, es un punto critico del funcional de area para cualquier variacion
normal de X (D). Dado que el punto critico puede no ser un minimo, la palabra “minima”
parece un tanto inadecuada. Empero, esta definicién permanece hasta nuestros dias en

honor a J.L. Lagrange, quien la introdujo en el ano 1760.

Para finalizar con nuestro analisis del funcional de drea y su relacién con las superficies
minimas sera conveniente introducir, para una superficie regular parametrizada, el vector
de curvatura media, que se define de la siguiente forma:

H:=HN
donde H es la curvatura media y N es el vector normal unitario a la superficie.

El significado geométrico de la direcciéon de H puede adquirirse de la ecuacién (1.8),
procediendo asi: escogemos h = H, luego, para esta variacién particular

A'(0) = —2 //(H,H)mdudv <0.

esto significa que si deformamos X (D) en la direccién del vector H, el area, en principio,
no crece.
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1.1. Coordenadas Isotermas y Mapeo Conforme

El vector H definido arriba tiene otra interpretacién bastante importante que es muy
utilizada en la teoria de superficies minimas y que sera fundamental para nosotros.

Definicién 1.12. Una superficie reqular parametrizada, X (u,v), es isoterma si y solo

S
|Xu|2 = |Xv|2 ) <Xu7Xv> = 0.

Proposicién 1.3. Sea X = X(u,v) una superficie reqular parametrizada. Supongamos

que X es isoterma. Entonces,
AX = 2\*H

donde \? := | X, |> = | X,|* y AX = Xy + X
Prueba: Por hipotesis
(Xus Xu) = (X0, Xo) y (X Xy) =0
derivando estas expresiones, tenemos que
(X, Xuw) = (Xou, Xo)

<Xuv7Xv> + <Xu7 va> =0

luego,
<XU7qu> - <XUU7XU> - _<XU7XUU>

de aqui deducimos que
(X, Xow + Xow) =0 (1.9)

y analogamente se deduce que
<Xva qu + va> =0. (110)

Las ecuaciones (1.9) y (1.10) indican que el vector X, + X, es paralelo a N. Como X
es isoterma, la férmula (1.7) se reduce a

1(e+g)

H=-
2 A2

luego, por (1.4) y (1.6)
2N H = g+e= (N, Xoyu + Xp).

Por lo tanto
Xow 4+ Xow = 2\2H

yva que X,, + X,, es paralelo a N.
g.e.d.

De aqui se desprende el siguiente Corolario que es crucial para el desarrollo de esta
tesis.
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Corolario 1.1. Sea X (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) una superficie reqular parametriza-
da. Supongamos que X es isoterma. Entonces X es minima si y solo si AX = 0.

Para finalizar este capitulo estudiaremos la relaciéon entre un mapeo conforme y una
parametrizaciéon en coordenadas isotermas, esto sera de utilidad mas adelante.

Definicién 1.13. Sean S y S’ superficies requlares. Un difeomorfismo ¢ : S — S’ se
llama conforme si para todo p € S y cualesquiera vy, vy € T,(S), se tiene que

(dop(v1), dpy(ve)) = )\2(19) (v1,v2)
donde \* es una funcién diferenciable en S y tal que \*(p) #0 Vp e S.

La interpretacién geométrica de la anterior definicién es que los angulos se preservan
bajo mapeos conformes. Veamos, sean o« : [ — Sy f: I — S dos curvas en S que
se intersectan, digamos, en t = 0 (sin pérdida de generalidad podemos suponer que estan
parametrizadas con el mismo pardmetro). El déngulo, 6, en t = 0 estd dado por

_ (e 8)
|a/[]5)
Ahora, un mapeo conforme, ¢ : S — §’, transforma « y 3 en las curvas poa : [ —> 5’

y ¢pop: 1 — 5 respectivamente. Estas curvas se intersectan en ¢ = 0 y el dngulo, ¢,
entre ellas esta dado por:

cos(0)

= cos(0).

cos(01) = (A A0 _ Ve, 7)
(@) [d6(F)] ~ Nll5

Lo anterior muestra que las curvas ¢ o y ¢ o 3, se intersectan con un angulo idéntico al
de las curvas a y f.

Proposicion 1.4. Un difeomorfismo, ¢ : S — S’, es un mapeo conforme si y solo si
para todo p € S y para todo v € T,(S) se cumple

Ly (dp(v)) = )\2Ip(v)
donde I es la primera forma fundamental.

Prueba: Si¢ es conforme, tomando v; = v, en la definicién, llegamos a que Iy (dop(v1)) =
N2, (vy).

Por otro lado, supongamos que Iy (dd,(v)) = AI,(v) para toda v € T,(S). Sean
v1,v9 € T(S). Claramente se tiene la siguiente identidad (recordemos que 7,(S) es un
espacio vectorial):

Ty (dop(v1 +v2)) = L) (ddy(v1) + dp(v2))
= L) (dop(v1)) + 2(ddy(v1), dep(va)) + L) (ddp(v2))

es decir,
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Loy (dp(v1 + ) = Loy (dy(v1)) = 2(ddp(v1), dpy(v2)) — Lo)(dp(v2)) = 0. (1.11)

Anélogamente,
[p<’U1 + U2) — [p(vl) — 2<Ul,’02> — [p(?]g) =0. (112)

Multiplicando (1.12) por A2, igualando con (1.11) y utilizando nuestra hipétesis (i.e.,
Ty (ddy(v)) = N2I,(v)), concluimos que:

(dop(v1), doy(v2)) = N (1, v2).

g.e.d.

Proposicién 1.5. Sean X : U — S y X : U — S parametrizaciones tales que E =
NE, F = XNF yG = NG enU; donde \* es una funcion diferenciable en U, tal que
N(p) #0 VpeU. Entonces, el mapeo ¢ :== X o X~ 1: X(U) — S es conforme.

Prueba: Seap € X(U)y w € T,(S5). Sabemos que w es tangente a una curva X («(t)),
en t = 0, donde a(t) = (u(t),v(t)) es una curva parametrizada en U, luego, w puede
escribirse como

w= X,u + X, (t=0).

Ahora, también sabemos que el vector de,(w) es tangente a la curva X (a(t)),t = 0, luego
dop(w) = X' + X, (t=0).
Entonces, como

L(w) = (W)*E + 2u'v'F + (v')*G

Lyp)(dp(w)) = (u')*E + 2uV'F + (v')*G
podemos concluir que
Ly (dop(w)) = N1, (w)  Vpe S Vwe TyS).

Por lo tanto, ¢ es conforme.
g.e.d.

Corolario 1.2. Sea X : U C R? — S una superficie reqular parametrizada. Si X es
isoterma, entonces, X es un mapeo conforme.

Prueba: Sea Y : U C R? — U C R3, el mapeo inclusién. Claramente, Y, es una
superficie regular parametrizada. Notemos que

Ey:]_, FYZO Yy Gyzl

1
Definamos \?(p) := m, A2 estd bien definida, porque X es una superficie regular
p

(Xu #0). Ademds, X isoterma implica que

Ey = N’E, Fy=MF y Gy =)\G.
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Por 1ltimo, utilizando la proposiciéon anterior llegamos a que
X=XoY 1:U—S

es un mapeo conforme.
g.e.d.

Entonces, cada vez que hablemos de una parametrizacion isoterma estaremos hablan-
do, también, de un mapeo conforme.



Capitulo 2

El Problema de Plateau

A continuacién nos disponemos a resolver el Problema de Plateau. Empezaremos ar-
gumentando por qué le llamaremos solucién del problema de Plateua a una superficie
minima. Después expondremos el principio variacional que nos llevarad a encontrar una
solucién, del Problema de Plateau, mediante la minimizaciéon de un funcional. Para fi-
nalizar verificaré que la superficie minima que encontramos también es de drea minima.

2.1. Formulacion del problema

Una primera aproximacion al problema de Plateau nos llevaria a tratar de minimizar
el funcional de area

AX) = / / X A X, | dudy = / / KPR = (X Ko dudo
B B

en la clase de superficies’ X € C(B;R?) que, restringidas a la frontera, son un homeo-
morfismo de 0B en I'. Sin embargo, este método produce, literalmente, soluciones con
cabellos. Esto se puede ver de la siguiente manera. Supongamos que I' C R? es un circulo
contenido en el plano (z,y), es decir

F:{(x,y,z)€R3]w2+y2:1,z:0}

ysea K(T') = {(z,y,2) € R*|2”+y* < 1,2 = 0} el disco acotado por I'. Como consecuen-
cia del principio del méximo, la inica superficie minima, X, de clase C'(B,R3)NC?(B;R3)
que mapea 0B sobre I' (como homeomorfismo) y que, en B, satisface

AX =0 (2.1)

y
‘X’UP = ‘X’U|27 <Xu7Xv> =0 (22)

es un mapeo conforme?; regular, de B sobre K(T). B
Por otro lado, entre los minimos del funcional de drea A(X), hay mapeos, X : B — R3,

LA partir de aqui sélo consideraremos el caso en que las superficies pueden cubrirse con una tnica
parametrizacion
2Revisar el Teorema 1.2.

13
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Figura 2.1: Superficie con un cabello.

que parametrizan conjuntos que se pueden ver como discos con cabellos acotados por I'.
Por ejemplo, consideremos el conjunto

donde K(I') es el disco definido arriba e I es el cabello
I={(r,y,2) eR*|r=y=00<2<1}

que crece en el centro de K(I"), Figura 2.1.
Ahora, no es dificil notar que K*(T") puede parametrizarse por el mapeo X € C=(B,R?),
dado por:
(0,0, ¢(r)) si0<r< %

donde r = Vu? + v2,

1

o(r) = Al-mm) b(r) = AGi).

Notemos que la superficie X (u,v) no es regular’ para 0 < r < %, lo cual es evidente por el
hecho de que todo el disco 0 < r < % es mapeado en el cabello I. Auin mas, esta superfi-
cie minimiza el funcional de area, ya que el cabello I no contribuye al area de la superficie.

En consecuencia, si quisiéramos utilizar el problema variacional de encontrar un minimo
de A(X) sobre la clase C'(B,R?), nos encontrarfamos con estas soluciones nada agrada-
bles. Con el fin de encontrar una solucién razonable que satisfaga las ecuaciones (2.1) y
(2.2), tenemos que deshacernos de estas soluciones con cabellos. Una forma de hacer esto

3En el sentido de la Definicién 1.1.
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se deriva de la relacion que tienen los puntos criticos del funcional de Dirichlet en dos

dimensiones
1 1
D(X) = 5// (| X + [ X,]?) dudv = 5//|VX|2dudv
B B
y el funcional de drea A(X). Esta relacién puede notarse observando que

1
\/|X’LL|2|Xv|2 - (Xu ' Xv>2 < V |Xu|2|Xv|2 < §<|XU|2 + ’Xv|2|>

de aqui que A(X) < D(X). Ain maés, la igualdad se obtiene si las relaciones conformes
(2.2) se cumplen, i.e.,

A(X)=D(X) siysélosi |X,|* =X, =0=X, X,. (2.3)

Es decir, los valores del funcional de drea y del funcional de Dirichlet coinciden exacta-
mente cuando se evalian en una superficie, X, parametrizada con coordenadas isotermas
(conformes) y, en general, la integral de Dirichlet es mayor que el funcional de drea.

Esta observacién hace que la idea de que los minimos de D(X) sean también minimos
de A(X) parezca plausible. De hecho, esta percepcion es correcta, sélo hay que plantear el
problema de minimizacién en una clase adecuada (la cual definiremos a detalle més ade-
lante). Nuestro andlisis del problema partira de esta idea, es decir, minimizaremos D(X)
en vez de A(X) y, después de hacer esto, probaremos que los minimos de D(X) en cierta
clase, C, son superficies minimas que también minimizan el funcional de drea. Algunas de
las ventajas de utilizar la integral de Dirichlet, D(X), en el proceso de minimizacién son
las siguientes:

= No es conveniente llevar a cabo el proceso de minimizacién sobre superficies re-
gulares, esto debido a que esta clase no es cerrada con respecto a la convergencia
uniforme o con respecto a la convergencia en H' (el espacio de Sobolev de funciones
en L? con derivadas débiles de cuadrado integrable) y, por esto, la convergencia
de sucesiones minimizantes en esta clase serd muy dificil (o incluso imposible) de
obtener. Sin embargo, si admitimos superficies mas generales para la minimizacion,
la superficies con cabellos pueden aparecer cuando tratemos de minimizar a A(X).
Estas superficies con cabellos serian excluidas si, en vez de A(X), tratamos de mini-
mizar a D(X).

» Las sucesiones minimizantes de D(X) tienen mejores propiedades de compacidad
que las de A(X).

Las afirmaciones que se hacen en los puntos anteriores se basan en que la expresion
|p|2 +]q|* se anula sélo si p = 0 y ¢ = 0, mientras que |pAg| se anula para cualquier par de
vectores colineales p y q. Ademéds, A(X) es invariante bajo cualquier cambio de pardamet-
ros* mientras que D(X) permanece invariante s6lo bajo reparametrizaciones conformes,
es decir, el grupo de simetrias para el funcional de Dirichlet es considerablemente mas
pequeno, pues, la relacién D(X og) = D(X) s6lo se da para difeomorfismos conformes de
B.

Veéase [7].
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Proposicién 2.1. Sea Q C R? un dominio acotado. Sea ¢(u,v) = (Mu,v), u(u,v)) un
difeomorfismo conforme de Q en €Y. Sea X € HY(Q;R?) y Y := X o ¢. Entonces

/ / (Yl + [Ys[2) dudo = / / (5 + X, dAdu
Q Q7

Prueba: Por la regla de la cadena para derivadas débiles (podemos usarla, ya que ¢ :
Q2 — Q' es difeomorfismo; ver por ejemplo: [2]), tenemos:

Yu = X/\)\u + Xu,uu

Yv = X)\)\v + Xu,uv

de aqui que:
Yal* = (Yu, Ya) = NoIX0 + 20 (X, Xp) + g | X[ (2.4)

Yol? = (¥, Vo) = NI+ 200X, X, + 2] X, (25)
Como ¢ es conforme, debe de cumplir las ecuaciones de Cauchy-Riemman:
A=y A = —fly
Esto, aunado a (2.4) y (2.5), nos lleva a que:
Yol + [Yol* = (A% + A + (g + 1) [ Xl = (107 + X (0 + A7)

luego,

//<|yu|2+|yv|2) du dv = //(|XA|2+|XM|2)()@+)\3)dudv _ //(|XA|2+|XM|2)det(V¢) du dv
Q Q

Q
_ //(|XA|2 ©IX,[?) dAdp.
Q/

Esta ultima igualdad se tiene por el teorema de cambio de variable para la integral de
Lebesgue (el teorema puede verse en [2]).
g.e.d.

Con base a lo expuesto arriba nos disponemos a definir a qué le llamaremos una
solucién del problema de Plateau. Primero recordemos qué es una curva de Jordan. Sea

B = {(u,v) € R?| v’ +v* < 1}.

Definicién 2.1. Una curva de Jordan cerrada, I', en R"™ es un subconjunto de R"
(T C R") que es homeomorfo a OB. Distinguiendo un homeomorfismo fijo v: 0B — T’
equipamos a I' con una orientacion (i.e. I' estd orientada por ).

Nota: A partir de aqui al mencionar el conjunto B nos referiremos a la bola unitaria
con centro en el origen, como arriba.
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Definicién 2.2 (Solucién al problema de Plateau). Dada una curva cerrada de
Jordan, T' C R3, decimos que X : B — R3 es una solucién al problema de Plateau
para la curva de frontera 1", si cumple las siguientes 3 condiciones:

X e CUB;RHYNC*B;R?) y AX =0 (2.6)
X P=1X* v Xo- X, =0 enB (2.7)
La restriccion X|,5 es un homeomorfismo de 0B en I (2.8)

Ya estd, nuestra definicién de soluciéon al problema no es mas que encontrar una
superficie minima, parametrizada con coordenadas isotermas®, que tenga como frontera a
la curva I'. Recordemos que las superficies minimas son puntos criticos del funcional de
area, entonces, a primera vista, parece que nuestra definicion de solucién al problema de
Plateau puede que no sea de area minima, sin embargo, como se vera méas adelante, debido
a los métodos utilizados para encontrar una solucién a este problema, la solucién que
encontraremos también serd de drea minima. Esto se observard en capitulos posteriores.

Para proseguir nuestro analisis, en la siguiente seccién, estudiaremos la relacién de
esta definicién con los minimos del funcional de Dirichlet.

2.2. El principio variacional

Con el fin de relacionar los minimos de la integral de Dirichlet, D(X), y la Defini-
cién (2.2) verificaremos ciertos principios variacionales que cumple D(X). Para que estos
principios funcionen sera necesario introducir una clase de funciones admisibles apropiada
para llevar a cabo el proceso de minimizacién. Empezaremos esta seccién definiendo la
clase de funciones sobre la que minimizaremos el funcional D(X).

Primero, el espacio natural para llevar a cabo estos procesos de minimizacién es
H'(B;R3) el espacio de Sobolev de funciones en L?*(B; R?) con derivadas débiles de cuadra-
do integrable, este espacio es muy conveniente debido a sus propiedades de convergencia,
pues, recordemos que el producto escalar

<X,Y)H1://(X-Y—I—XU-YU—I—XU-Yv)dudv://(X-Y+VX-VY)dudv
B

induce la norma
X0 = [ [OXP + 1VXP)dudo = [[ (XP 4+ X + Vi) dude
B B

con la cual H'(B;R?) es completo. Aqui

D,x D,z
VX=| Dy Dy | =(X. | Xu).
D,z D,z

5Recordar el Corolario 1.1.
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D, y D, denotan a las derivadas débiles con respecto a u y v, respectivamente.

Ahora, necesitamos considerar la condicién de frontera (2.8), de la Definicién 2.2,
esta condicién es equivalente a pedir que X |sp sea una funcién continua y estrictamente
mondtona (i.e. inyectiva) de B en I'. Sin embargo, esta condicién no es cerrada bajo la
convergencia uniforme (ni bajo la convergencia en H') en 9B, ya que el limite uniforme de
funciones estrictamente monoétonas, en general, no es una funcién estrictamente monétona.
Lo que si se puede asegurar es que el limite es una funcién débilmente monétona. Para
ser mas precisos consideremos la siguiente

Definicién 2.3. Supongamos que I es una curva cerrada de Jordan en R™ y que estd orien-
tada por un homeomorfismo v : 0B — I'. Entonces, una funcion continua y suprayectiva,
¢ : OB — T', es débilmente mondtona si y sélo si existe una funcion continua y no
decreciente, T : [0,27] — R, tal que 7(2m) = 7(0) + 27 y () = v(e™®).

En otras palabras, ¢ es débilmente mondtona si las imagenes ¢(w) se mueven sobre I’
en una direccién constante cuando w se mueve sobre 0B en una direcciéon constante. Las
imégenes pueden quedarse fijas pero nunca moverse en sentido contrario si w se mueve
mondtonamente en 0B. Ademds, ¢(w) recorre I' s6lo una vez si w atraviesa 0B s6lo una
vez.

Lema 2.1. Sea I' una curva cerrada de Jordan y {¢,} una sucesion de funciones débil-
mente mondtonas (continuas y suprayectivas) de OB sobre I'. Supongamos que las fun-
ciones ¢, convergen uniformemente en 0B a una funcion ¢ : 0B — R™. Entonces, ¢ es
una funcion continua y débilmente mondtona de OB en T.

Prueba: La convergencia uniforme implica la continuidad de ¢. Veamos que ¢ es débil-
mente mondtona.

Para cada ¢, existe 7, que cumple la definicién de arriba. Sin perdida de generalidad,
podemos suponer que

7,(0) =0 VneN.
Si este no fuera el caso reemplazamos 7,,(6) por
Tn(0) := 1,(0) — 7,(0).
Claramente 7,, es continua y no decreciente, ademds 7,,(0) =0y

7, (27) = 1,,(27) — 7,(0) = 7,,(0) + 27 — 7,,(0)
= 7,(0) + 2.
Con esta eleccién de 7,, y considerando la funcién arg(re) = 6 con la rama 6 € (0, 27),
tenemos que

0 sifd=0

Fo=1¢ arg(y Y (én(e?))) si e (0,2m)

21 sif =27
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luego, la convergencia uniforme de ¢, implica que
70(0) — 7 :=arg(y " (¢(e"))) uniformemente en [0, 27]
ademas, 7 es continua, no decreciente y

Be’) = 1m g (e) = ltm 7(e®) = 5(e"®).

n—o0 n—oo

g.e.d.

Esta convergencia, de las funciones débilmente mondtonas, nos motiva a que la mono-
tonia débil tenga que ser la condicion de frontera de nuestra clase de funciones admisibles.
Antes de definir la clase, recordemos que cualquier funcién en H'(B;R?3) posee una fun-
cién traza® X|sp € L?(0B;R?) (El problema es que dB tiene medida cero, respecto a B,
luego, hablar de X |yp -en el sentido usual -no tiene mucho sentido. La nocién de operador
traza resuelve este inconveniente).

Definicién 2.4. Dada una curva cerrada de Jordan, I C R®, diremos que la funcidén
X : B — R3 es de clase C(I'), respecto a una orientacion fija vy : 0B — T si X €
HY(B;R3) y su traza X |p, puede ser representada por una funcion continua, suprayectiva
y débilmente mondtona ¢ : 0B — T.

Es decir,
CT)={X € H(B;R?) | X|sp € C(0B;R?) es una parametrizaciéon deb. monétona de I'} .

Ahora estamos en condiciones de establecer nuestros principios variacionales, éstos quedaran
establecidos en los siguientes lemas.

Lema 2.2. X € C(T") cumple la condicion (2.6) si y sdlo si

iD(X + €o)

=0 V HY(B:R"
T ¢ € Hy(B;R")

e=0

Prueba: Antes que nada notemos que

d 1
—D(X +ep)| =lim— / |VX+€V¢|2dudv—/ VX |? du dv
de o €02
B B
1
= lim o //(|VX|2+26(VX-V¢)+e2|V¢>|2) dudv—//|VX|2dudv
L B

[ v

=é/<xu~¢u+xv~¢v>dudv-

6Véase el Apéndice A.
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d
Esto nos permite observar que si X satisface d—D(X + €9) =0 V¢ € Hjy(B;R")
€ e=0

entonces, X es una solucién débil” del problema
AX =0 enB
P
(P) { Xlop =T
El teorema de representacién de Riez nos permite encontrar una solucién débil al problema
(P) (ver por ejemplo: [2], [10] 6 el Apéndice B). Ademés, gracias a algunos muy conocidos
resultados de regularidad®, esta solucién débil es una solucién cldsica (ya que B = {w €

C : |w| < 1} es bastante regular), por lo tanto X satisface la condicion (2.6).
g.e.d.

Lema 2.3. X € C(I"). Supongamos que

d
—D(X og " B,) =0

de J
para cualquier familia de difeomorfismos {ge}e<ecos 9e : B — Be ( aqui Be := g.(B)) que
dependen diferenciablemente del pardmetro € y tal que go = id. Entonces, X cumple la
condicion (2.7).

Para poder demostrar este lema necesitaremos de los siguientes resultados.

Lema 2.4 (Fundamental del cdlculo de variaciones). Sea 2 C R" abierto y u €
L) tal que

/u(a:)qb(x)dx =0

Q
para toda ¢ € C§°(Q). Entonces u =0 en L*(Q).

Prueba: Sabemos que
@ = 12(9)
(Véase, por ejemplo: [11], Corolario 19.24) entonces, dado € > 0 existe ¢ € C§°(Q2) tal
que
Hu - '1/1HL2(Q) < €.

Utilizando la desigualdad de Holder tenemos que

1] 2y = / W (x)di = / (6(z) — u(x)(e))de = / w()(u(x) — (z))de
Q Q Q
1/2 1/2

< u?(z)dx (u(z) — ¥(z))*dr
[#o) A

= [|ul| 2 || — V|| 20

< elful|r20)

"Véase B.2, Apéndice B.
8Ver Lema B.1, Apéndice B.



2.2. EL PRINCIPIO VARIACIONAL 21

Como ¢ es arbitrario, tenemos que ||ul|r2(q) = 0. Por lo tanto u = 0 en L*(Q).

g.e.d.
Corolario 2.1. Si u,v € L*(Q) son tales que
@) + )iz =0 Yo.u e Cr@
Q
entonces, u=0 yv =0 en L*(Q).
Prueba: Tomando 1) = 0, tenemos que
/u(x)qb(a:)dx =0 Vo¢eCy ()
Q
entonces, por el Lema 2.4, u = 0 luego
/U(:B)w(a:)dx =0 Ve Q).
Q
Por lo tanto v = 0.
g.e.d.

Lema 2.5. Sea B C R? abierto. Si g € CY(B; B') es biyectiva y localmente invertible’,
entonces, g es un difeomorfismo.

Prueba: La hipdtesis de biyectividad, automaticamente, nos permite construir una fun-
cién inversa global. La diferenciabilidad de la inversa se sigue del Teorema de la funcion
inversa, ya que para cada z € B se tiene Vg(z) # 0 (recordemos que la diferenciabilidad
es una propiedad local).

g.e.d.

Prueba (Lema 2.3): Sea 7 € C*(B;R?) y para los € € R tales que |e|||V7|[z~ < 1
consideremos los mapeos

ge :=1id+er : B — B, := g.(B).

Notemos que
Vg =1id+ eVT

esto, junto a la condicién |e|||VT||r~ < 1, nos lleva a que g. es localmente invertible,
pues,
(Vg) t = (id +eVT) ' =id — VT + €V — EVE + vt — (2.9)

9Una funcién g es localmente invertible si det(Vg) # 0 para toda = en el dominio. Recordemos que en
este escrito Vg denota a la matriz jacobiana.
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esta serie converge uniformemente por la eleccion de €, luego, Vg, es invertible, entonces,
det(Vg.) # 0, por lo tanto g, es localmente invertible. Ademads, la funcién g, es biyectiva (la
inyectividad se tiene por que g, es solo una perturbacion de la identidad; la suprayectividad
se tiene por definicién). Entonces, por el Lema 2.5, g, es un difeomorfismo de B en B,
(el difeomorfismo de B en B, que nos da el Lema 2.5 se extiende a la frontera, ya que
7 € CY(B;R?)). Ahora, por la regla de la cadena para derivadas débiles:

1 1
D(Xogs_l;Bg):5//‘V(Xog€_1)‘2dw=5//|((VX)095_1)'V96_1‘2dW
Be B,

= %// IVX((Vg ") oge)’2det(Vg€) du dv

Observemos que g. ! o g. = id, entonces,
(Vg ' 0 9)Vge = id
luego, la relacién (2.9) nos lleva a que
(Vg tog) = (Vg) ' =id — eVt + 0(e) (2.10)
donde o(e) es tal que

lim @

ce—0 €

=0.
Digamos que 7 = (u, \), entonces, tenemos que
ge(u,v) = (u+ eu(u,v),v + e(u,v))
y que
o (h )

luego,
det(Vge) = 14 €(pu + Ay) + 0(€) (2.11)

Considerando a X = (x,y, z), se tiene

Tu To
VX = Yu Yo
Z’LL Z’U

donde las entradas de esta tultima matriz son derivadas débiles. Ahora, utilizando la
relacion (2.10), podemos calcular que
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[VX((Vg:") 0 90" = VX (id — €97 + ofe))

Ty Ty < 1 — ey +0(e)  —€pty + 0(€) )

- ?éu ZU —e\, +0(e) 1 —eX, +o0(e)

2

Ty (1 — €1y) — €xy Ay +0(€) (1 — €N,) — exypiy, + 0(€)
= Yu(l = €pu) — eyuru +0(€) Yol — €Xy) — €yupin + o(e)
2u(1 — €ty) — €2yhy +0(€) 2z, (1 — €N,) — €zy iy + 0(€)
= (zu(1 — €pu) — €xv>‘U> + (Yu(1 — €epu) — Eyv)‘u)z
+ (2u(1 = €pty) — €20A0) + (2, (1 — €Xy) — €Ty piy)?
+ (Y1 = eXy) = eyupto)” + (20(1 = €Xy) — ezup1)* + 0(e)
= 22(1 — €pin)? — 2emy T A (1 — €pt,) + yu(l — €lty)?
— 2eyuYo (1 — €pty) + 22(1 — €pt)? — 2z, 20 M (1 — €ty
+ 22(1 — eAy)? — 2@y ptn (1 — €Xy) + 12 (1 — eXy)?
— 2eYuYulto (1 — €Xy) + 22(1 — eXy)? — 2€zy 2010 (1 — €Xy) + 0(€)
=22+ Y2+ 22 = 2eu, (22 + Y2+ 22) — 2eX(TuTy + Yuly + Zu2y)
+ 22+ g2+ 22— 260 (22 + Y2+ 22) — 26, (TuTy + Yol + 2uz0) + 0(e)
= [Xu? + X0 = 2€(pu] Xul? + A X P + (N + 1) (X - X5))

es decir,
|VX((Vg€_1) © gE)|2 = |VX|2 - 26(”u|XU|2 + >‘v|Xv|2 + (Au + o) (X - Xy)) (2.12)

Entonces, por (2.11) y (2.12) llegamos a la siguiente relacién:

1
D(Xog B = [[[9X(Va ) o) det(Va,) duds

1
_ 5/ (VX2 = 26(pta] X2+ Al Xul + O + 120)(Xo - X)) + €(pta + M) [ VX + 0(e)] dudo

Esto nos permite ver que la funcién € — D(X og-!; B.) es diferenciable en ¢ = 0 y adem4s

d
ED@baﬂﬂhﬂ

- _% // [Q(MU|XU|2 + )\U|Xv|2 + ()‘u + Nv)(Xu ’ Xv)) - (:uu + /\v)(|XU|2 + |XU|2)] du dv
= —1/ |X |2 - A )—|-|Xu|2()\v_,uu)_2()‘u+,uv)(XU'XU)} du dv

-2 / [ 180 = AP = PP+ 20 + 1) (X, X)) dudy
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Es decir,

d
%D(Xog; e=o0 = ——// D (1 Xul? = [Xu?) 4+ 2N + 110) (X - Xo)] dudv

Luego, por hipdtesis tenemos que

——// (X=X ) 2Nt 1) (X X)) dudv =0 Y7 = (1, \) € C'(B; R?)

pues, dado 7 construimos una familia de difeomorfismos {gc}|cj<¢, que cumple las hipétesis.
Ahora, tomando dos funciones ¢, 1 € C;°(B), consideremos los problemas

Ah=¢ enB Ak=1 enB
<P1){ h=0 endB <P2){ k=0 endB

(Py) y (P,) tienen solucién h y k respectivamente, atin mas, h,k € C*(B) (los proble-
mas pueden resolverse de la siguiente manera: primero los formulamos débilmente!?, asf,
habra una solucion débil gracias al teorema de representacion de Riez y, por los resulta-
dos de regularidad citados anteriormente -[10]-, esta solucién débil pertenece a la clase
C*(B); otra forma serfa utilizando la funcién de Green, véase [10]).

A continuacién, definamos las funciones

W= hy, + k, y A=k, — h,

de esta forma pu, A € C=(B), luego, 7 := (u, \) € C1(B;R?). También se satisfacen las
siguientes relaciones:

Py — Ay = @ y Py + Ay =

de aqui que

N | —

JIOUXP = X2+ 2006, Xl duwdo =0 .0 € G5 (B)
B

luego, por el corolario del Lema 2.4, llegamos a que

X >-|X,P=0=X,-X, enB

Los Lemas 2.2 y 2.3 indican que, si X € C(I'), X cumple la condiciones (2.6) y (2.7)
de la Definicién 2.2 si X es un punto critico de D(X) en el siguiente sentido:

1. %D(X%—eqb) =0 V¢e HY(B;RY
e=0

0vVéase (B.3), Apéndice B.
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d
2. d—D(X og- ' B.) = 0 para cualquier familia de difeomorfismos {gc}ej<ey, e :
€ e=0

B — B,, que dependen diferenciablemente del pardmetro € y tal que gy = id.

Para entender mejor el parrafo anterior notemos que las variaciones del tipo 1 pueden
ser consideradas como variaciones de las variables dependientes, i.e., variaciones de la
superficie X; mientras que las variaciones del tipo 2 corresponden a variaciones de las
variables independientes, i.e., variaciones de la parametrizacion. Para clarificar el segundo
punto, observemos que en la prueba del Lema 2.3 consideramos el siguiente cambio de
coordenadas:

(u,v) — (u + eu(u,v),v + eX(u,v))

i.e., sOlo perturbamos el espacio de pardmetros. Entonces, variar las superficies y encontrar
un punto critico es encontrar una superficie armoénica. Ademas, variar la parametrizacion
y encontrar un punto critico, en este sentido, es encontrar un mapeo conforme.

Para proseguir en nuestra busqueda por relacionar los minimos del funcional de Dirich-
let y las soluciones al problema de Plateau sera de gran ayuda el siguiente resultado:

Lema 2.6. Si X es un minimo de D(X) en C(I'), entonces, Xy es un punto critico de
D(X) (i.e., Xo cumple 1. y 2.)

Prueba: Claramente X cumple la condicién 1, esto no es mas que le principio de Dirich-
let. Para probar la condicién 2 procederé por reduccion al absurdo. Supongamos que existe
una familia de difeomorfismos {gc}¢<¢, tal que

d
—D(Xgo0 ge_l; B.) #0 (2.13)
de 0

donde B, := g.(B). Considerando a f : (—¢p, €9) — R como
e— D(Xoo g, "5 Be) = f(e)

la condicién (2.13) puede escribirse como

d
&f@ #0

e=0

entonces, o bien, f(€) es creciente en 0, o bien, f(€) es decreciente en 0; en cualquiera de
los dos casos existe € # 0 tal que f(e) < f(0), i.e.,

D(X.; B.) < D(Xy; B)

donde X, := Xjyo0g-'. Ahora, como B, es la imagen de B bajo un difeomorfismo, tenemos
que, en particular, B, es simplemente conexo, luego, existe un mapeo conforme 7, : B —
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B, (por el teorema de Riemman existe 7 : B — B, conforme, este mapeo se puede
extender a la frontera)!'!, asi, obtenemos que

(Xco Te)|aB

es débilmente mondtona, esto porque tanto g. como 7. son biyectivas en la frontera. Por
lo tanto

X.:=X.or. € C(I)
luego, por la Proposicién (2.1), se cumple:
D(X.) = D(X¢; B.) < D(Xo) = min{D(X)|X € C(I')}

esto ultimo representa una contradiccién.
g.e.d.

Teorema 2.2. Si X es un minimo de D(X) en C(I"), entonces, X es solucidn al problema
de Plateau, i.e., X cumple la Definicion 2.2, a saber:

= X € COB;R*)NC?*(B;R?) y AX =0.
» | X P= X2y Xu- Xy =0 enB.

» La restriccion X|,5 es un homeomorfismo de OB en T

Prueba: Por los Lemas 2.2, 2.3 y 2.6, X cumple (2.6) y (2.7) de la Definicién 2.2. Basta
probar (2.8).

Como X € C(I), entonces, X|gp es débilmente monétona, de aqui que X|yp es continua
y suprayectiva. P.D. X|sp es inyectiva.

Supongamos que X |sp 1o es inyectiva, entonces, dado que X|gp es débilmente monétona,
podemos encontrar un arco

C’::{ew|91<9<02}
que es mapeado a un solo punto 0 € I' C R?, i.e.,
X(@ia) = (_) Vo e (01,92)

Ahora, por el principio de reflexién de Schwarz, podemos extender X (w) como una funcién
armonica en una vecindad (simplemente conexa), W, de C' (para los detalles de esta
extension véase el Apéndice B, Corolario B.4 y Corolario B.5).

Esta extension a la frontera se puede hacer por medio del Teorema de Osgood - Caratheodory.

Teorema 2.1 (Osgood - Caratheodory). Si Ay y Ay son regiones acotadas y simplemente conexas cuyas
fronteras v, y 2, respectivamente, son curvas simples cerradas y continuas, entonces, cualquier biyeccion
conforme de A1 en As puede extenderse a una funcidn continua y biyectiva de Ay U~y en As Uys.

Los detalles pueden verse en [13].
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Sea X la funcién extendida, i.e.,

~ B X(w) siweBRB
X(w) —{ _X(2) siwé¢ B

|w]?

Primero notemos que la funcion
F=X,-1iX,

es analitica en B, pues, X es armonica en B. Por la misma razon la funcion

F(w):= X, —iX,
es analitica en W (C C W). Ademés, F' = F en B. Aun més
X = [ X,)*=0=X,-X, enC (2.14)

esta ultima igualdad se obtiene por la naturaleza de la extensién (i.e. la extensién es C*
en B). De hecho (2.14) también se cumple en todo W, basta con utilizar la regla de la
cadena para comprobarlo.

Por otro lado, sabemos que X (€?) = 0 en C, entonces

9 iy
%X(e )=0 enC (2.15)

Ahora, . 3 3 . . .
Xu - X99u + XrTu y Xv - XQGU + Xr'rv

luego, por (2.15), tenemos que
X, = X,r, y X, = X, 1y en C' (2.16)
y por (2.14), podemos concluir que:

X, 2(r2 = r2) = | Xu? = | X,)*=0 enC (2.17)

|XT|2TUTU =X, X,=0 enC. (2.18)

La condicién (2.17) nos lleva a los siguientes casos:
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Caso 1: |X,|> =0, entonces, X, = 0y, por (2.16), se tiene que X, =0 = X, en C.

Caso 2: |X,|* # 0, entonces, 72 — r2 = 0, i.e., 72 = r2. Por (2.18), tenemos que r,r, = 0,
multiplicando por r, se tiene que rirv~: 0, luego, r3 = 0, entonces, 7, = 0. Por lo
tanto, por (2.16) y (2.17), tengo que X, =0 = X, en C.

Resumiendo, las relaciones conformes (2.14) aunadas a que X(¢) = 0 en C, implican
que
X, =0=X, enC

por lo tanto

F=0 enC(CW).
Ahora, como F es analitica en W, entonces, F=0en W (pues, los ceros de las funciones
analiticas son aislados). Entonces X = cte = 0 en W, luego

X=cte=0 en B

(yaque F = F =0en WNB C B), lo cual nos lleva a una contradiccién, pues, X € C(I),
i.e., X|op (la traza de X') no es constante en 0B.
g.e.d.

El Teorema 2.2 nos muestra el camino para resolver el problema de Plateau, ya que
los minimos de D(X) sobre C(I') van a ser soluciones del problema de Plateau. En el
siguiente capitulo nos enfocaremos en el problema de minimizar a D(X).

Antes de comenzar nuestro proceso de minimizaciéon debemos asegurarnos de que
C(T") # 0, pues, si C(I') fuera vacio el problema de minimizar D(X) sobre C'(I") no
tendria solucién. A continuacién estudiaremos algunos casos en los que C(I") # 0.

Empezaremos estudiando el caso en el que I' puede ser vista como la grafica de una
funcién continua restringida al circulo unitario.

Proposicién 2.2. Sea f € C(B;R) y supongamos que
F={(z,y,2) eR| ?+y’ =1yz=f(z,9)}.
Entonces C(T') # (.

Prueba: Primero notemos que la parametrizacion

¢(37,y) = (x,yaf(-flﬁ,y)) (ﬂf,y) € 0B

es débilmente mondtona. Claramente es continua y biyectiva, de aqui se sigue la monotonia
débil.

Ahora, consideremos el problema
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Sabemos que la funcién

) [ e e B
OB
u(w) =
f(w) siw e 0B
es solucién al problema (P). Dado que C?(B) C H'(B), tenemos que la superficie
X*(z,y) = (z,y,u(z,y)) € H' (B;R?)
y, ademas
Xop (z,y) = (z,y, f(z,y)) =T
Por lo tanto, X* € C(I), i.e., C(T') # 0.
g.e.d.

En general es suficiente pedir que I' sea rectificable. A continuacién haré un esbozo
del argumento'?. Sea ¢ : B — I' una orientacién de I', entonces, su representacién en
serie de Fourier

A

N
Pp(e”) = 35 + ;[An cos(nf) + By, sen(nb)] (2.19)
Ay, B, € R3, converge en L*([0,27],R3). Siw = pe? € By
X(w) := % + Z p"[An cos(nd) + By, sen(nf)] (2.20)
n=1

entonces, la convergencia uniforme de (2.19) implica la convergencia uniforme de esta
ultima serie. De hecho, se sabe que la serie converge a

27
1 ; 1— p?
X(w) = %/qﬁ(e ’) 1+ p? —2pcos(d — ¢)d¢
0

Este mapeo es arménico® en B y se extiende continuamente a B, con X |gp(w) = ¢(w).
Ademas, utilizando la convergencia uniforme de (2.20), no es dificil calcular que

> n(lAu® +1Ba%).

n=1

D(X) =

N[N

Por lo tanto, el mapeo X : B — R3 pertenece a H'(B;R?) si y sélo si

> n(|Auf +[Bal) < 0. (2.21)
n=1
Es decir, si (2.21) se cumple, entonces, C(I") # ). Por tltimo, utilizando la representacion
(2.19), se puede demostrar que si ¢ es rectificable, entonces, se satisface (2.21). Asi,
teniendo en mente el esbozo expuesto arriba, podemos concluir el siguiente lema.

Lema 2.7. Si T es rectificable, entonces, C(I') # 0.

12Para ver los detalles y/o un argumento diferente ver: [6] y [18]
13Véase, por ejemplo: [3].
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2.3. Solucién del problema

En la presente seccion nos enfocaremos a resolver el problema de minimizar el funcional
D(X) sobre la clase C(I'), pues, gracias al Teorema 2.2, ésta es una forma de resolver
lo que arriba llamamos el problema de Plateau. De hecho, el objetivo de esta seccién es
probar el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Si I' € R" es una curva cerrada de Jordan tal que C(I') # 0, entonces,
existe X € C(I") tal que 3
D(X) = inf D(X).
o)

A continuaciéon presentaremos dos pruebas de este resultado, una prueba serd por
medio de un teorema clasico del cédlculo de variaciones y la segunda prueba sera gracias
a las propiedades de convergencia que tienen las funciones armoénicas. Incluimos ambas
pruebas con el fin de entender mejor el proceso de minimizacion y por el hecho de que las
dos se basan en los siguientes Lemas.

2.3.1. Lema de Courant-Lebesgue y sus consecuencias
Lema 2.8 (Courant-Lebesgue). Para cualesquiera X € H'(B;R"), w € B yd € (0,1),
existe p € [5, \/3} , tal que, si s denota la longitud de arco en C, = C,(w) := 0B,(w) N B
(B,(w) es la bola con centro en w y radio p), se tiene que X, € L*(C,) y
8D(X
/ X, 2ds < PO
pllog(p)l

P

Prueba: Por el teorema de Fubini (para la integral de Lebesgue) se tiene que
X, € L*(C,;R™).
Ahora
V6 02(p)

1
2D(X) = // IVX|? dudv > // VX |? du dv :/ (|X,ﬂ|2 + ?|X9|2> pdfdp
B 19

(B, /5(w) \Bs(w))nNB 01(p)

£



2.3. SOLUCION DEL PROBLEMA 31

Como s representa la longitud de arco en C,, tenemos que s = pf, ds = pdf y

1
?|X9|2 = |*Xs|2
entonces,
V6 62(p) ) V8 pb2(p) \/51
/ (|Xp|2+;|xe|2) pivdo= [ [ (P + 1) dsdp = [ [ plx.dsp
5 01(p) 5 pbi(p) 6 G
\/51
~ [Srwdo donde fip)i= [ gl s
5 Cp
Luego,
v v
2mm>/fﬂyz>(mffm)/@
—Jp P 6<p<Ve P P
5 5
Ahora, para todo p € [6, Ve ] se cumple que
Vs
V5
1 1 1
/%zmw =m<%§=—§M®=§MM2yMWL
5

Como f es continua, existe pg € [5, \/5], tal que pg es un minimo de f, entonces

5<p<Vs

.
2D<X>z( fuf f<p>) / Ci)p>f([)0)—|ln([)o)|:—|1n o)l / ool X 2ds.
0

Po

Por lo tanto
P0| ln(ﬂo)’

g.e.d.

Maés adelante, durante nuestro proceso de minimizacién, tendremos que encontrar una
sucesion minimizante, { Xy}, cuyos valores en la frontera, Xy |sp, contengan una subsuce-
siéon que converja uniformemente en 0B. Para poder encontrar una sucesion con estas
caracteristicas, deberemos modificar un poco nuestro dominio C(I'), imponiendo la si-
guiente condicion de los tres puntos:

Sean P; = ei%, 7 =1,2,3. y @1, @2, Q3 una tercia orientada de puntos en I'. Defi-
namos

CH(I) == {X € C(T)| X(P)) =Q;, j=1,2,3} (2.22)
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Al trabajar en esta nueva clase obtendremos la compacidad necesaria para minimizar
D(X) sobre C*(I'). Esto, aunado a que tenemos la igualdad

ér(lpf)D(X) = leﬁfﬂ) D(X) (2.23)

nos llevara a resolver el problema de minimizacion.
En este momento, la inclusiéon de la clase C*(I') puede parecer un poco artificial, sin
embargo, en paginas subsecuentes quedara més claro el porqué de su insercion y, también,
expondré la demostracién de la relacién (2.23).

El definir esta nueva clase nos lleva al siguiente resultado crucial.

Lema 2.9. La inclusion C*(T') — C°(0B;R3) es compacta, i.e., subconjuntos D-acotados
de C*(T') son equicontinuos en C°(OB;R3).

Para demostrar este resultado recurriremos al Teorema de Arzela-Ascoli y a el muy
importante lema de Courant-Lebesgue.

Definicién 2.5. Sea H un espacio métrico. A C H es relativamente compacto si y
solo si A es compacto.

Teorema 2.4 (Arzela-Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto. Un subconjunto F
de C°(K;R") (F C C°(K;R")) es relativamente compacto en C°(K;R") si y sdlo si F
es equicontinuo y acotado en C°(K;R").

La prueba puede verse en [2].

Lema 2.10. Sea I' € R" una curva cerrada de Jordan. Dado € > 0, existe €; > 0, tal
que, st z,y € T' y |z — y| < €1, entonces, hay un sub-arco, I' C T' con extremos en = y y
contenido en alguna bola de radio € en R3.

Prueba: Supongamos que no existe €; que cumpla la propiedad. Entonces, existen suce-
siones de puntos {z,,}, {ym} C T, tales que,

|Tm — Ym| —> O siom— o0 (2.24)

y cualquier sub-arco, [, C T, con extremos en z, Y Ym, debe de intersectar a 0B.(x,,),
pues I',, no se queda contenido en cualquier bola con radio €, en particular no se queda
contenido en la bola que tiene centro en x,,. Entonces, para toda m € N

3 2m € T N OB () # 0.

Luego, por la compacidad de I' y dado que {2, }, {¥m}, {zm} C I, s.p.g., podemos suponer
que existen z,y, 2z € I, tales que

Ty —— X Ym — Y Zm — 2.

Ademas, |x — z| = €, pues, |z, — z,| = € para todo m € N. Entonces, existen 6,0, y 05
(0 <01 <0y <05 < 2m), tales que, si 7y es una orientacién de T,

Ve =a, )=z y () =y
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pues, z,, siempre estd entre y,, y &, esto, aunado a (2.24), implica que existen wy, wy €
0B, wy # wy, tales que

Y(wi) =2 =y = y(ws)

esta tultima igualdad implica una contradiccion, ya que v es un homeomorfismo.
g.e.d.

Estos lemas seran de gran ayuda para demostrar el Lema 2.9

Prueba (Lema 2.9): Primero notemos que la inclusion C*(T') < C%(9B;R?) es cerra-
da, esto por el Lema 2.1.
Observemos que si

Xl < M

entonces,

D(X)<M

la prueba tinicamente depende de que D(X) esté acotado.

Notemos también que, si X € C*(I"), entonces, X (0B) = I', de aqui que cualquier subcon-
junto de C*(T) estd uniformemente acotado en C°(9B;R?). Para concluir que la inclusién
es compacta basta demostrar que subconjuntos D-acotados de C*(I") son equicontinuos
(por el Teorema de Arzela-Ascoli).

Sean € > 0, wy € OB y % C C*(I), tales que,
DX)<M VXeZ#, MecR

Sea € > 0, queremos demostrar que existe 6 > 0 (que sélo depende de €, M, T, Q;), tal
que, para toda w € 0B se cumple

| X (w) — X(wp)| <2¢  si lw—wo| <d VXeZF.

Sea dg, tal que, cualquier bola de radio /8y contiene a lo mds uno de los P;’s (los
que aparecen en la definicién de C*(I")). Sea ¢, tal que, cualquier bola de radio €y, en
R3, contiene a lo mds uno de los @;’s. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
€ < €.

Ahora, escojamos €1 > 0, tal que, €; < ey, para cualesquiera z,y € T tales que |[x—y| < €,
existe un sub-arco, I' C T, con extremos en z y y, contenido en alguna bola de radio e.
Esto lo podemos hacer por el Lema 2.10.

Nota: Por la eleccién de €y, para z,y € T, tales que |z — y| < €1, el sub-arco fz,y cr
que se queda en alguna bola de radio € (¢ < €y), es tinico y estd caracterizado por el hecho
de que T contiene a lo mds uno de los Q;’s.

Tomemos la § mas grande tal que 0 < § < dy y

16w M S 167D(X)

2 = 2
€1 €1

[ In(d)[ = VX e Z.
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Sea X € .%, entonces, por el lema de Courant-Lebesgue, existe p € [5, \/5], tal que

/|X5|2ds <
o

C,=0C)(w):=0B,(w)NB

Sean wy, wy la interseccion de C, con 0B, i.e., {wy,ws} = C,NIB. Sea

8D(X)
plIn(p)|

Cp = 0BnN Bp(UJO)

ie., é’p es el sub-arco de OB que va de w; a w», el cual, contiene a lo mas uno de los
P’s (va que, p < V6 < /). Sean X; := X(wy), Xy := X(wy) y I' C T el sub-arco
con extremos X; y X3 que contiene a lo més uno de los );’s, lo ultimo se cumple por la
monotonia débil de X|gp.

También, por la monotonia débil

X(C,) =T.

Atn mas, si X = (z,y, 2), parametrizando a C,(w) por longitud de arco (respecto a wy),
se tiene que: wy; = pfy, wo = pby y, utilizando la desigualdad de Hoélder

pO2 2

X.ds
pb1

pO2 2 pO2 2 P02 2
= (/ xsds> + (/ ysds) + </ zsds>
pb1 pb1 pb1
002 P02 po2
< 2pm </ r2ds —|—/ y2ds —|—/ z?ds)
po1 po1 pb1

167D(X
_ zm/ X, s < 27PX)
| In(p)]

< 167 M
~ [In(d)]

<€

X1 — Xo|? = | X (w1) — X(ws)]* =




2.3. SOLUCION DEL PROBLEMA 35

ie.,

‘Xl — X2| < €1.

Por la eleccién de ey, T" estd contenido en una bola de radio €, I' C B, (por la nota expuesta
arriba, sabemos que, efectivamente, I" es el sub-arco, i.e., I contiene a lo més un Q);).

Luego, si w € 0B N Bs(wy) C C’p, ie., |lw—wy| <9, entonces
X(w) € X(0B N B;s(wy)) € X(C,) =T C B.
por lo tanto
| X (w) — X (wp)| < 2e.

Observemos que ¢ sélo depende de M y €;; mientras que esta iltima depende de ¢, " y de
los Q;’s.
g.e.d.

Ahora, con los Lemas expuestos arriba, estamos en condiciones de probar el Teorema
2.3.

2.3.2. Primera prueba

Empezaremos por dar una prueba que utiliza un teorema clasico del Célculo de Varia-
ciones.

Definicién 2.6. Sea H un espacio de Hilbert. Diremos que la sucesion {x,} C H converge
débilmente'* a x en H (v, — x) si y sélo si
(n,y) — (z,y) VyeH.
Por ejemplo, si H = H'(B;R?), entonces, X,, — X si y s6lo si

//(Xn~Y+VXn-VY) dudv—>//(X—Y+VX-VY) dudv VY € H'(B;R?)
B B

Definicién 2.7. Sea H un espacio de Hilbert, M C H. Una funcion E : M — R es
débilmente semicontinua inferiormente (d.s.i.) en M si y solo si cada vez que
T, — x débilmente en M, entonces,

E(z) <liminf E(z,)

n—o0

Definicién 2.8. Una funcion, E : M — R, es coerciva si y solo si para cualquier
sucesion {x,} € M tal que |z, | — oo, entonces, E(x,) — oo, si n — 0.

Teorema 2.5. Sea H un espacio de Hilbert separable, M C H débilmente cerrado'® en
H. Sea E: M — R d.s.i. y coerciva. Entonces, existe un minimizador xo € M tal que

E(zo) = mf E(z) = min E(z)

14Una definicién més general se da en el Apéndice A.

15Un conjunto es débilmente cerrado si es cerrado respecto a la topologia débil, i.e., M es débilmente
cerrado si y sélo si para toda sucesién {x,,} C M débilmente convergente a = (x,, — ), se tiene que
reM.
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= { > - .

Consideremos una sucesién minimizante {z,,} C M tal que E(z,) — ay cuando n — oo.
Ahora, como FE es coercivo, {x,} estd acotada en H, luego, existe una subsucesién débil-
mente convergente (ver por ejemplo: [2]), i.e., existe xy € H tal que z, — o débilmente
en H. Entonces, como M es débilmente cerrado, se tiene que xqg € M. Dado que F es
d.s.i. tenemos que

ag < E(zg) < liminf E(z,) = ag

n—oo

Por lo tanto E(zg) = ay. q.e.d.

Nuestro objetivo es utilizar el Teorema 2.5 para encontrar un minimo de D(X). Para
verificar que D cumple las hipotesis seran de gran ayuda las siguientes proposiciones.

Proposicién 2.3. Sean H un espacio de Hilbert y a: H x H — R una funcion bilineal,
continua y simétrica, tal que a(x,x) >0 Va € H. Entonces, la funcion E(z) = a(x,x)
es débilmente semicontinua inferiormente.
Prueba: Supongamos que x,, — = débilmente en H. Entonces
0<a(xy, —x,2m —2) < a(Tm, Tm) + a(z,2) — 2a(x, x) + a(z, ) — oz, )
= a(zm, Tm) — oz, x) + 20(T — Ty, )

N 0 < E(zn) — E(z)+ 2a(x — zp, ). (2.25)

Dado que z es fijo y a(z,-) es una funcién lineal y continua en H, por el teorema de
representacion de Riesz, existe un tnico y € H tal que

alz,x —xy) = (y,x — ) — 0 cuando m — o0
pues, z,, — x débilmente en H. Por lo tanto, tomando el limite en (2.25), obtenemos

E(z) < liminf E(z,,).

m—0o0

Lema 2.11. La funcién D : H'(B;R3) x H(B;R3) — R tal que

D(X,Y):%//(V)CVY)dudv:%//(XU-YU+XU~Yu)dudU
B B

es bilineal, continua y simétrica.
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Prueba: Claramente D(X,Y) es bilineal y simétrica. Para demostrar que es continua en
HY(B;R3) x H'(B;R3), notemos que,

DX, V)| < %//]VX-VY\dudv < %//!VXHVY]dudv
B B

N]]
V]

1 1
<sUfwxe) {Jfive] < gt
B

B

Esto prueba la continuidad de la forma bilineal D(X,Y). q.e.d.

Corolario 2.2. FEl funcional

D(X) = %//\VX]Qdudv
B

es débilmente semicontinuo inferiormente.

Prueba: La demostracion es automatica, utilizando la Proposiciéon 2.3 y el Lema 2.11.
g.e.d.

Para poder demostrar la coercividad de D(X) utilizaremos el siguiente teorema, la
prueba puede verse en [19] (también se pone un esbozo de ésta en el Apéndice A).

Teorema 2.6 (Desigualdad generalizada de Sobolev). Para cualquier dominio aco-
tado, Q, de clase C', existe una constante ¢ = ¢(Q), tal que, para cualquier funcidn

u € HY(Q), se tiene
//|u|2d:17 <c //|Vu|2dx+/|u|2d0
0 o0

Q

Nota: Cabe recalcar que en la integral / |u|?do, el integrando es la traza de u.

o0

Corolario 2.3. El funcional

D(X) = %//|VX|2dudv
B

es coercivo en C(T').
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Prueba: Si X € H'(B;R?), entonces, por el Teorema 2.6:

//|X\2dudv§c //|VX|2dudv+/|X|2do <2 (DX) + 1X| o)
B OB

B

luego, para X € C(T'), se tiene que
X2 = // (1XP + |VXP) dudo = // X[2dudv + 2D(X) < ¢ (D(X) + a(I"))
B B

donde a(T") es una constante que depende de la curva I'. De esta tltima desigualdad se
obtiene la coercividad.
q.e.d.

Para utilizar el Teorema 2.5 sobre el funcional D(X), D : C(I') — R, bastaria probar
que C(T') es débilmente cerrado en H'(B;R?), sin embargo, el resultado no es cierto, ésto
debido a la accién del grupo de mapeos conformes del disco en si mismo

a+w
1+ aw

G::{g(w):ei‘b aE(C,|a|<1,q§€R}.

y a la invariancia de D(X) bajo difeomorfismos conformes (véase la Proposicién 2.1).

Proposicién 2.4. Sean X € C(I') y X oG :={X og| g € G} la orbita conforme de X.
Entonces, para cualquier X, la cerradura débil de X o G contiene un mapeo constante.

Prueba: Consideremos primero el caso en que ¢ € C1(B;R3) N C(T). Sea

( ) Ay + W
m\W) ‘= —————
g 1+ apw

donde, a,, € C, |a,| <1y a, — 1 si m — co. Claramente {g, }men € Gy
gm(w) — 1 uniformemente en B\{—1}

entonces,
Gm =0 gn — O(1) si m — o0

puntualmente en B. Ahora, por la invariancia conforme de D(X) tenemos que

D(¢m) = D(¢) <00y |dm|re = [§]ree < 00

argumentando de la misma forma que en la prueba del Corolario 2.3, tenemos que {¢,,}
estd acotada en H'(B;R3), esto implica la existencia de una subsucesién débilmente
convergente en H'(B;R3), i.e., s.p.g.

Gm — ¢o = ¢(1) = cte  débilmente en H'(B;R?) (2.26)

por lo tanto, {¢,,} se acumula (débilmente) a una funcién constante.
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Ahora, para X € C(T), definamos X,, := X og. !, claramente X,, € C(T') y, una vez més,
por la invariancia conforme de D y el Teorema 2.6, tenemos que

1 Xmll* < &(D(Xm) +a(I) = &(D(X) + a(I))

esto implica que {X,,} estd acotada en H'(B;R?) y, por esto, podemos extraer una
sucesién débilmente convergente, i.e., existe Xo € H'(B;R?) tal que X,,, — X, débilmente
en H'(B;R3). Para demostrar que X, = cte es suficiente probar que

/ VXo-Vodudv=0 V¢ CY(B;R?.

B

Sea ¢ € C*(B;R) y ¢,,, como arriba. Por la invariancia conforme de D y la convergencia
débil de X,,, tenemos

// VXV dudv =2D(Xy,¢) =2 lim D(X,,, ®)
m—0o0
B
=2 1lim D(Xog, ' ¢)=2 lim D(X,¢og,)

=2 lim D(X, ép) =0

m—0o0

ya que ¢, — ¢(1) = cte débilmente en H'(B;R3). Por lo tanto, X, = cte en H'(B;R?).
g.e.d.

La proposicién anterior indica que C(T') no es débilmente cerrado en H'(B;R?). Sin
embargo, la invariancia de D respecto a GG nos permite «factorizar» el grupo simétrico, G.
La manera mas conveniente de hacer ésto es imponiendo una «condicién de tres puntos»
en las funciones admisibles.

Proposicién 2.5. Dadas cualesquiera tercias (¢1, p2, ¢3), (U1, 19, 103) tales que 0 < ¢y <
Py < P53 <21 y 0 < Py < g < g < 2m; existe un unico g € G tal que

g(e™i) = % j=1,2.3.

Prueba: La prueba es inmediata notando que cualquier transformacién de Mobius queda
determinada por su valor en tres puntos'¢. g.e.d.

La proposicién anterior sugiere normalizar las funciones admisibles, i.e., la clase C'(I"),
como se hizo arriba -ver (2.22) -es decir, al definir la clase

C*(T) = {X € C(T) | X(P) = Q. j = 1,2,3)

como arriba, factorizamos el grupo conforme Gy, ain méas, C*(I") si va a ser débilmente
cerrado en H'(B;R?).

Proposicion 2.6. C*(T) es débilmente cerrado en H'(B;R?).

16V éase, por ejemplo, [3].
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Prueba: Sea {X,,} C C*(I), tal que, X,,, = X débilmente en H'(B;R?). Por la conver-
gencia débil {X,,} estd acotada, ademds

D(X,) < ||Xmll <¢  ¥meN.

Por el Lema 2.9, existe una subsucesién tal que (s.p.g) X,,, — X uniformemente en 0B,

luego, por el Lema 2.1, X|sp es débilmente monétona y, por la convergencia uniforme,

X(P) =Q;, 1=1,2,3. Por lo tanto X € C*(I'), i.e., C*(I") es débilmente cerrado.
g.e.d.

Ya que hemos probado este resultado tenemos una prueba del Teorema 2.3, el cual se
puede reformular de la siguiente forma:

Teorema 2.7. Sea I' una curva cerrada de Jordan en R3, tal que, C(T) # 0. Entonces,
existe una solucion al problema de Plateau, i.e., eriste X : B — R?® que satisface la
Definicion 2.2.

Prueba: Sean ()1, Q2 y Q3 tres distintos puntos en I', con esta tripleta, definimos C*(T")
como arriba. Dado que D es coercivo (Corolario 2.3), débilmente semicontinuo inferior-
mente (Corolario 2.2) y, ademds, C*(T') C H'(B;R?) es débilmente cerrado (Proposicién
2.6); el Teorema 2.5 asegura que existe Xy € C*(I") tal que
D(Xy) = inf D(X).
(Xo) = fnf D(X)
Ahora, para cada X € C(I'), la Proposicién 2.5 afirma que existe un tinico difeomorfismo

conforme g € G, tal que
Xog=X"eC" ).

Por la invariancia de D bajo difeomorfismos conformes D(X’) = D(X). Luego, si
A={XeC"D)]|3IXeCT)ygeGtalque Xog= X'} CC*I)

tenemos que

imf D(X)> inf D(X)=inf D(X") > inf D(X).
c*(T) o(n) A CH(T)

Por lo tanto
D(Xy) = inf D(X) = inf D(X
(Xo) le%r) (X) cl*r(lr) (X)

entonces, por el Lema 2.2, X es una solucion del problema de Plateau.

2.3.3. Una prueba utilizando funciones armodnicas

A continuacién mostraremos otra forma de minimizar el funcional de Dirichlet, D(X)
sobre la clase C'(I"). Esta prueba utiliza las propiedades de compacidad de las funciones
armonicas.
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Prueba (Teorema 2.3): Sea {X;} C C*(I') una sucesién minimizante, i.e., una suce-
sién tal que
lim D(X;) = inf D(X) =:d*(I).

n—oo C’*(l")
Esta sucesion existe, pues, 0 < D(X).

Afirmacion: Podemos considerar X € C(B;R") N C?*(B;R") tales que AX}, = 0.
Si X} no cumpliera estas condiciones, reemplazamos X} por la solucion del problema

AZ,=0 enB
Zk:Xk en 0B

Esta solucién, Zj, pertenece a C(B;R") N C?(B;R") (véase Teorema B.3). Adema4s, es

bien sabido que esta solucién, Z, minimiza'”™ D(Z) sobre los Z € H'(B;R3) tales que

Z — X € Hy(B;R"™) (recordemos que H}(Q) es la cerradura de C5°(Q2) en H*(Q)).
Como consecuencia de esta tltima observacion tenemos que

D(%) < D(Xp)
y ademés, por construccién, Z, € C*(I'), luego,
d*(T) < D(Zy).
Esto nos lleva a que
d*(I') < D(Zy) < D(Xy) — d*(I)
por lo tanto

lfm D(Z;) = d*(T). (2.27)

n—o0

Hemos construido una sucesién minimizante en C*(I') de mapeos arménicos que son
continuos en B, tal y como afirmamos arriba.
Ahora, la relacién (2.27) implica que existe un nimero M > 0 tal que

D(Z)<M VneN

luego, por el Lema 2.9, existe una subsucesion de {Zy|sp}, la cual denotaré de la misma
forma, y una funcién ¢ € C'(0B;R"), tales que

Zrlop — ¢ uniformemente en 0B (2.28)

Esta tltima convergencia nos garantiza que existe una funcién, Z € C(B) N C%(B),
armonica en B, tal que
Z, — Z uniformemente en B

(ver el Teorema B.6, Apéndice 2). También, por le Lema 2.1 y (2.28), sabemos que

Zlop = ¢

ITEsto no es més que el principio de Dirichlet. Los minimos del funcional de Dirichlet son soluciones
débiles de la ecuacion de Laplace, ver la prueba del Lema 2.6.
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es débilmente monétona. Luego, Z € C*(I") y, por lo tanto,
(') < Z.

Por otro lado, si denotamos a

D,(Z) = // IVZ|*dx
B,(0)

el Teorema B.2, Apéndice B, implica que para todo p < 1,
D,(Z)= lim D,(Z;) < lim D(Z)=d*(T).
k—o0 k— o0

Luego, si p — 1, tenemos que

D(Z) < d*(D).

Por lo tanto,
D(Z)=d(T).

Utilizando el mismo argumento de la prueba del Teorema 2.7, concluimos que

D(2) = &*(T) = inf D(X).

g.e.d.

Una de las ventajas de esta prueba es que, dado que minimizamos sobre funciones
armonicas, el minimo que encontramos, a priori, es diferenciable y tal que AX = 0.



Capitulo 3

La Solucion del Problema de Plateau
es de Area Minima

Hasta ahora hemos probado que si C'(I") # (), entonces, existe al menos una superficie
minima (i.e. de curvatura media igual a cero) en la clase C(I'). Ademas, esta solucién
del problema de Plateau se obtuvo minimizando D(X) en C(I'). Para cerrar el arco
argumental de este escrito ain faltaria demostrar que

inf A(X) = inf D(X). 3.1

if A(X) = inf DCY) @)
es decir, la superficie minima que encontramos minimiza el funcional de area en la clase
C(I"). Aunque cualquier minimo de D(X) satisface

D(X) = A(X)

no es nada claro que el minimo de la integral de Dirichlet sobre C(I') también sea un
minimo del funcional de area sobre C(I'). El objetivo de este capitulo es verificar la
relacién (3.1). Empezaremos por esbozar una prueba del lema de e-conformalidad de
Morrey, el cual es una referencia clésica en la literatura para dar una prueba de (3.1).
Después daremos un esquema de una prueba “méas moderna’, de (3.1), la cual utiliza los
métodos empleados en el capitulo anterior para encontrar un minimo de D(X).

3.1. Lema de e-conformalidad de Morrey

Definicién 3.1. Sea X = X (u,v), (u,v) € B, una parametrizacién de una superficie S.
Diremos que X = X (u,v) es una parametrizacion e-conforme (¢ > 0) si y sélo si

D(X) < A(X) +«.

A grandes rasgos, el lema de e-conformalidad de Morrey dice que uno puede introducir
una parametrizacién e-conforme si consideramos un tipo especial de parametrazaciones
de una superficie.

Lema 3.1. Sea X = X (x,y) € C*°(B;R™) una parametrizacion de una superficie reqular
S. Entonces, para cada € > 0, S posee una parametrizacion e-conforme. Es decir, existe
X, tal que

D(X,) < A(X) +e=A(X) +e

43
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La prueba serd expuesta mas adelante, antes daré un resultado necesario y algunos
comentarios.

Lema 3.2. Sean a,b,c € C%(B) tales que
lal, |bl, || <My ac—b*=1. (3.2)

Entonces eziste una transformacion continua e inyectiva (&(x,y),n(x,y)) de B en B tal
que:

i) La transformacion (&(x,y),n(x,y)) pertenece a C*(B) y es invertible, (x(&,n), (&,1))
es la transformada inversa.

1) Las funciones £(x,y) y n(x,y) satisfacen las siguientes relaciones:

Ne = _(bgm + Céy) Ty = al, + bgy

Prueba: Por el Corolario C.1, Apéndice C, sabemos que el problema

2 (au, + buy) + 8% (buy +cuy) =0 en B
(P) =
u=2x en 0B

tiene una solucién u € C*°(B). Ademas, se sabe que las primeras derivadas, de la solu-
cién al problema (P), no se anulan simultdneamente! (i.e., si u,(zg,yo) = 0, entonces,
uy(z0,y0) # 0y si uy(z0,y0) = 0, entonces, u,(xo, yo) # 0)?, esto es una consecuencia de
la condiciéon u = x en 0B.
También existe una conjugada eliptica®, v(x,y), que satisface la misma ecuacién que u y
las siguientes relaciones:

vy = —(buy + cuy)

Uy = AUy + bu,,.

Lo primero a notar es que la transformacion

T(x,y) = (u(z,y),v(z,y))

!Este resultado no se probaré en este trabajo, cabe recalcar que no es un problema sencillo. Para
obtener bibliografia al respecto, véase: [14], [15] o [12].

2Esta condicién también puede escribirse como uy(z,y)? + uy (2, y)? > 0 para todo (z,y) € B.

3Esta funcién se construye igual que la conjugada arménica, en el caso en el que Au = 0. La funcién
v queda definida por la siguiente férmula:

x

v(z,y) = / [au (0, s) + buy (0, s)] ds — / [bux (s, y) + cuy(s, y)] ds.
0 0
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es invertible. Basta verificar que el determinante de la matriz jacobiana es diferente de
cero. En efecto:

Uz Vy — UyVy = Uy (QUy + buy) + uy(buy, + cuy)
= a(uy)? + 2bugu, + c(u,)?
> Xo(ul + uy)

la desigualdad se tiene ya que el problema (P) es un problema eliptico (véase Definicién
C.1, Apéndice C) y esta tltima cantidad es diferente de cero, ya que u? + “5 > 0.

Si la imagen de la transformacion 7' fuera B, ya habriamos acabado, sin embargo, esto es
algo que no podemos asegurar. Lo que si sabemos es que, debido a la continuidad de T,
T'(B) es simplemente conexo. Consideremos el mapeo conforme (y analitico), dado por el
Teorema de Riemann

G:T(B)— B
tal que
G(u’ U) = (f(uv U)? 77(“? U))

Entonces el mapeo
GoT:B—B

tal que
(z,y) — (E(ulz, ), v(z, ), n(ulz,y),v(z,y)))
es invertible. Veamos que satisface las relaciones requeridas. Como G es conforme se
satisface
Cu=1 Y &= T

luego?,

a&y + by = a(§utts + §uva) + b(Sutty + &uvy)
= (auy + buy)&, + (avy + buy)E,
= vy&u — Uy
= UyTly + Uy
=1,

y también

b€ + &y = b(Eutty + ) + c(Sutty + &)
= (bux + Cuy)gu + (bvx + va)fv
= Uz — Uz,

= _77I

Por lo tanto, G o T es el mapeo buscado.

4Utilizando las relaciones asociadas

Uy =buz +cvy ¥y uy = —(avy + buy).
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Prueba (Lema 3.1): Sea ¢ > 0. Con base en E, F'y G, los coeficientes de la primera
forma fundamental de X, definimos:

- 1 - ~ 1
E::E—l—ﬁG, F:=F, G::G—i—ﬁE (3.3)

donde n es tal que se satisface la siguiente desigualdad

//\/EG—Fdedy://\/EG—F2+%(E2+G2)+%Ededy

B B

<//\/EG—F2da:dy+e/2
B

= A(X) +¢€/2

Definamos, también,

H:= (EG — F?)'/2 = \/EG —F? 4 %(EQ + G?) + %EG.

Es sencillo notar que H se anula siy sélo si F'y G se anulan simultdneamente. La hipétesis
de que X sea una superficie regular implica que £ y G no se anulan simultdneamente
(pues, | Xu|? + | X,|?> > 0 en una superficie regular), i.e., H # 0 en B. Esta observacién
nos permite definir

; ~F
S

a =

E
7 =g =g
Claramente a,b,c € C*®(B) y estan acotadas, pues X € C*®(B) y el denominador se
anula si y sélo si X no es regular en ese punto. Ain mas, por construccion

ac — b = 1.

(3.4)

Luego, por el Lema 3.2, existe una transformacién, (u(z,y),v(z,y)) € C*(B;B) (con
inversa z(u, v),y(u, v))tal que

vy = —(buy + cuy) (3.5)
vy = auy + bu, (3.6)
Uz Uy — UyVy 7 0. (3.7)
Derivando y realizando el dlgebra necesaria, es claro que X (u,v) = X (u(x,y),v(z,y)) es
una reparametrizacion de X, que cumple:
J = ugvy — uyvy = au? + 2bu,u, + cuz = av? + 2bv,v, + cvi +0 (3.8)
Ev? — 2Fv,v, + Gv?
¢ =|X,|* =Y — Y x
J
Eu? — 2Fu,u, + Gu?
® = |Xy|2 — Y - Y T
J
§o (X, X,) = —Eu,v, + F(uxvg;— UyVy) — Gug vy
J
EG — F?
EB —F = ———

32
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Definamos €, § y ® en términos de E, F y G con las mismas férmulas de arriba, es
decir,

8 Ev? — 2Fv,v, + Gu?

¢ = 52 (3.9)
&. E~u§ — 2F§;uy + Gui (3.10)
F.oo —Euyvy + F(uxiii;;L Uy Uy ) — Gu,v, (3.11)
E6 —F = # (3.12)

De aqui podemos deducir las siguientes relaciones:
Primero, dado que £ < E 'y G < G se tiene que

E<CE y <6, (3.13)
Luego, utilizando las relaciones (3.4), (3.8), (3.9) y (3.10); deducimos que

¢ =&. (3.14)

También, usando (3.4), (3.5) y (3.6); observamos que

= —Euyvy + F(uxvy + uyvy) — Gu,v,
§:= 3
_ i —cuy(au, + buy) — bug(au, + buy) + buy,(bu, + cuy) + au, (bu, + cuy)
32
=0
Es decir, .
F=0. (3.15)

Por 1ltimo, de (3.14) y (3.15), deducimos que

1 /- - S
5 (€+®> — /&6 — 3. (3.16)
Para finalizar, recordando que J es el jacobiano de la transformacién u(z,y), v(z,y)

y utilizando (3.12), (3.13) y (3.16), verifiquemos que X (u,v) = X (u(x,y),v(z,y)) es la
reparametrizacion buscada:

D(X;u,v) //Qf—l—@ dudv<//€—|—@5 ) du dv
_2// (€6 —F%) 1/2dudv—2//(EG—F’2)1/2dxdy

<2//(EG—F2)1/2da:dy+e

B
=2A(X) +e
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Por lo tanto X (u,v) es nuestra parametrizacién e-conforme y X = X (u,v) € C*(B).
g.e.d.

Si
CF(B;R") := { X € C~(B; Rm)} X es una superficie regular }

nuestra version del lema de e-conformalidad de Morrey nos permite probar que

inf D(X) = inf A(X)
C(T)NCE (B;R™) C(T)NC¥ (B;R™)

ya que, para empezar, la desigualdad

inf AX) < inf D(X)

C(DNCF (B;R™) C(DNCE (B;R™)
siempre se cumple. Por otro lado, si X € C(I') N CF (E_; R™), entonces, por el Lema 3.1
existe 7, : B — B tal que X,, ;=X o7, € C(I') NC¥(B;R") y

1
inf D(X)<D(X,) <AX)+-— VneN,
C(T)NCse (BiR™) n

luego,
mf  D(X) < AX)
C(DNCE (B;R™)

y de aqui se sigue la desigualdad faltante.

En su articulo, [15], Morrey prueba el Lema 3.1 con hipdtesis més débiles, sélo pide
que X sea una parametrizacién en H'(B;R3) N C(B;R?), algunos de los motivos por los
cuales expongo el resultado con hipotesis mas fuertes son los siguientes:

= Primero, suponer que X es una superficie regular se justifica por el hecho de que los
minimos de D(X) son superficies regulares®.

= La prueba que aqui presento es, esencialmente, la misma prueba que Morrey expone.
Basicamente el autor prueba lo que nosotros y luego lo extiende a su caso, esta
extensién del resultado definitivamente no es trivial®.

= La demostracion de Morrey, al igual que la exhibida aqui, resulta insatisfactoria
para nuestro caso. Ya que sélo podriamos concluir que
inf D(X) = inf A(X).
C(I)NCO(B;R3) C(T)NCO(B;R3)
Incluimos la prueba por ser una referencia clasica del tema y por su, muy singu-
lar, argumento (jLa reparametrizacion se construye con la solucién de un problema

eliptico!). En la siguiente seccién incluimos una prueba de (3.1) completamente sat-
isfactoria.

5Nos referimos al siguiente resultado de regularidad:
Si X minimiza D en C(T'), entonces, VX (w) # 0 para toda w € B.

Esto implica que el minimo de D es una superficie regular. Los detalles pueden verse en [18], Teorema
5.8.
6Véase [14] y[15].
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3.2. Una prueba moderna

En esta seccion daremos una prueba completa de la relacién

ér(lrf) AX) = ér(lrf) D(X). (3.17)

Al probar esta igualdad podremos concluir que la solucién, que ya encontramos, del pro-
blema de Plateau (Definicién 2.2) también es una superficie de drea minima.

Para obtener este resultado introduciremos el funcional
AY(X) = (1 —e)A(X) + eD(X).

Al tratar de minimizarlo sobre la clase C'(I") encontraremos una superficie, en C(I"), que
simultdneamente minimiza el funcional de drea, A(X), y la integral de Dirichlet, D(X).
Para esto sera necesario el siguiente resultado.

Lema 3.3. El funcional A: H'(B;R3) — R, tal que

A(X>=// \/|Xu|2|Xu|2—(Xu-XU)Qdudvz//lXu/\Xv|dudv
B B

es débilmente semicontinuo inferiormente, i.e., si {X,} C H'(B;R3), tal que, X,, = X
débilmente en H'(B;R?), entonces
A(X) <liminf A(X,). (3.18)

n—o0

Prueba (Esbozo): Primero, se puede notar que
A(Z) = sup //¢ (Zu N Zy) dudv | ¢ € C(B;R%), || < 1 (3.19)
B

esto es una consecuencia de que C°(B;R?) es denso en L?(B;R?).
Ahora, es suficiente demostrar que

lim //¢.(Xn,uAXn,v)dudU://qs-(XHAXv)dudu (3.20)
B B

n—oo
para toda ¢ € C°(B;R3) tal que |¢| < 1, ya que (3.19) y (3.20) implican que

é/cb.(XuAXv)dudv: fm é/¢'<Xn,u/\Xn,v)dudv

n—o0

< lim inf {sup {// Y- (Xpu A Xny) dudv
B

n—oo

= liminf A(X,,)

n—oo

b e CoBRY, [y < 1}]
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Luego, tomando el supremo sobre todas las ¢ € C°(B;R?) tal que |¢| < 1, concluimos
(3.18).
Para probar (3.20) se considera Z € C?(B;R?), entonces, para ¢ € C°(B;R?) tenemos

q

ue7
//gzﬁ-(Zu/\Zv)dudvz —%//B [pu - (Z NZy) + by - (Zy N Z)] dudv (3.21)

luego, por densidad, es posible extender (3.21) para Z € H'(B;R?).

Por dltimo, si X,, — X débilmente en H!(B;R3), entonces, {X,} estd acotada. Luego,
por el Teorema de Rellich (ver Apéndice A, Teorema A.5) y el Teorema A.7, tenemos que
X, — X (converge en norma) en L?(B;R?), esto, junto con la identidad (3.21), implica
la relacion (3.20).

g.e.d.
Corolario 3.1. El funcional A°: H*(B;R?) — R, tal que
AY(X) = (1 —eA(X) +eD(X) 0<e<l1
es débilmente semicontinuo inferiormente.
Prueba: Es una consecuencia inmediata del Lema 3.3 y el Corolario 2.2.
g.e.d.

Ahora, consideremos el problema de minimizar A€ sobre la clase C(T"), con € € (0, 1].
Como A€ es invariante bajo difeomorfismos conformes (pues, A es invariante bajo cualquier
difeomorfismo y D bajo los conformes), podemos encontrar una subsucesién minimizante

{X,} CC*I') C C(I'), tal que

A(X,) — ale) := cl*Ig“)A (X) = ér(lrf)A (X)

entonces,

(1 -e)A(X,) +eD(X,) = A(X,) <ale) +1
si n es suficientemente grande. Por este motivo, existe ¢ € R tal que
D(X,)<c¢ VneN

Luego, utilizando la desigualdad generalizada de Sobolev (Teorema A.8, Apéndice A)
observamos que { X, } estd acotada en H'(B;R?), entonces, existe® una subsuceciéon {X,,, }
que converge débilmente en H'(B;R3), i.e., existe X¢ € H'(B;R3), tal que

X, = X© si j— 00

"Después de utilizar la primera férmula de Green

//vAuder//Dlevdx:/v@ds
on
Q Q

o0

y recordando que ai(X ND) =X NZ+XNZ,.
U
8Ver Lema A.2, Apéndice A.
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pero, {X,} C C*(I") y C*(I") es débilmente cerrado (Proposicién 2.6), entonces, X¢ €
C*(T"), luego, por el Corolario 3.1

a(e) < AY(X) <liminf A°(X,,,) = a(e).

Por lo tanto,

ACXY) =ale) = fnf A(X) = inf A(X)

Ahora, dado que X€ es un minimo de A€ en C(I"), tenemos que

d

——AY(X0g,:B,)| =0
du H K =0
para cualquier familia de difeomorfismos {gnm } <o+ 9u B — B, que dependen diferen-
ciablemente de p y tal que gy = id (esto por las mismas razones que se exponen en el

Lema 2.6). Ademéds, como A es invariante bajo difeomorfismos, tenemos:

d € € - d € — € -
TA(X 0 g B) = 1 [(1- AKX 0 g} B) + eD(X 04 )]
d € € —
= @ [(1 —e)A(X) +eD(X o gul; BM)]
d .
= @ED(X o gul;BM).
d . . - :
Por lo tanto, @D(X cog. By) = 0 para cualquier familia de difeomorfismos {g,}
©n=0

como arriba. Luego, el Lema 2.3, asegura que
Xl =Xy (X5, XG) =0
Asi, hemos demostrado el siguiente lema.

Lema 3.4. Dado € € (0,1], existe X¢ € C(I") tal que A°(X°) = cl*r(lrf) AY(X) y, ademds,

(Xl =Xy (X5, X5) =0

El lema anterior y la relacién (2.3), implican que A(X€) = D(X°¢), luego,
AY(X) = A(XS) = D(X°) si 0<e<l. (3.22)
También, dado que A(X) < D(X) y que X¢ es un minimo, tenemos
AY(X) < A(X) = (1 —eAX) +eD(X) < D(X) VX e C(I') Vee (0,1] (3.23)

Ahora, tomando ¢ € (0,1], existe X¢ € C(I') (minimo de A¢). Por (3.22) y (3.23),
tenemos que

D(X¢) = A9(X®) < D(XY) Ve, € €(0,1] yaque X eC().
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Por lo tanto,
AY(X) = A(XC) = D(X°) = cte Ve € (0,1] (3.24)
Counsideremos

o) == g,r(lrf)A(X) y B(I):= g?Ff)D(X)

entonces, para toda €, ¢ € (0, 1]
al) < A(XE) = A9(X9) = A9(X) < A9(X) VX ecl)
tomando el limite cuando ¢ — 40, tenemos
al) < A(X°) < A(X) VX e C(). (3.25)
Por otro lado
B(T) < D(X?) = A°(X%) < A(X) < D(X) VX € C(I)

es decir,

B(I) < D(XY) < D(X) VX e O(I). (3.26)

Para finalizar, las relaciones (3.25) y (3.26), implican que

a(l) = A(XY) Vee (0,1]

B(T) = D(X9) Vee (0,1]

entonces, por (3.24) tenemos que

Por lo tanto, hemos probado que

inf D(X) = inf A(X)
o) o)

es decir, los minimos de D(X), los cuales son soluciones del problema de Plateau, son
superficies de drea minima.



Capitulo 4

Aproximacion a algunos problemas
concretos

En capitulos anteriores se ha explicado la teoria necesaria para probar la existencia
de una superficie de drea minima cuya frontera es una curva fija. Sin embargo, en la
practica este problema es bastante complicado. Por ejemplo, que tal si queremos encontrar
explicitamente la superficie cuya frontera es la grafica de la funcién

flr,y) =2 — ¢ (x,y) € S".

., Cémo procederia el lector? La idea de encontrar una sucesion minimizante, utilizada
anteriormente en este trabajo, parece no ser la indicada para este problema concreto. Por
otro lado, en el caso de que el lector crea saber cual es la superficie que minimiza el area
;como lo comprobaria?. Uno podria empezar (siguiendo las ideas de este trabajo) com-
probando si la superficie es minima, i.e., una vez dada una parametrizacion X, comprobar
que

AX =0, [ X,/ =X v X. -X,=0 (4.1)

ademas de la condicién de frontera, claro estd. En el caso en que la parametrizacion
propuesta no cumpla estas ecuaciones y el lector siga convencido de que la superficie
propuesta es la que minimiza el area, el lector tendria que encontrar una parametrizacion
de la superficie, digamos Y, tal que Y cumpla las ecuaciones (4.1) junto con la condicién
de frontera. Este problema para Y es bastante complejo y, por ahora, esta fuera del alcance
del autor de esta tesis.

4.1. Una aproximacién grafica

El problema expuesto arriba fue uno de los tantos con los que tuve que lidiar al
llevar a cabo este escrito, lamentablemente no pude encontrar ésta y otras soluciones
a algunos problemas concretos. Sin embargo, me fue posible encontrar un software el
cual representa un modelo computacional del proceso de evolucién (de una superficie)
via el vector de curvatura media —recordemos que el proceso de wvariar una superficie
en la direccion del vector de curvatura media hace que el darea no crezca. El software
mencionado arriba fue desarrollado por Ken Brakke, que pertenece al departamento de
matematicas de la Universidad de Susquehanna. El programa tiene por nombre Surface
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FEvolver, cabe recalcar que no tiene costo y puede conseguirse en la siguiente direccién
electrénica: http://www.susqu.edu/brakke/evolver/evolver.html

Sin entrar mucho en detallas, lo que hace el programa es lo siguiente: Las superfi-
cies son representadas como complejos simpliciales (este puede pensarse como una unién
de triangulos), el usuario tiene que definir una superficie inicial. El software simula la
evolucion de la superficie a una de energia minima mediante el método del descenso mas
rapido (la evolucién va en la direccién del gradiente). Esto es equivalente a la evolucién
via curvatura media, ya que el gradiente y el vector de curvatura media son paralelos.

A continuacién se expondran algunas observaciones hechas con la ayuda de este soft-
ware.

4.1.1. Condicién de frontera: f(z,y) = 2> —y?, (x,y) € St

La siguiente secuencia de figuras representa la evolucién de una superficie por curvatura
media. La ultima figura nos da una idea de como se ve la superficie minima con esta
condicién de frontera.
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Figura 4.1: Superficie inicial. Los puntos en la frontera estan sobre la grafica de la funcion
flz,y) =2® -y
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Figura 4.2: Superficie después de una iteracién del método del descenso mas
Area=5.66449714185223.

Figura 4.3: Superficie después de 100 iteraciones

. Area=5.30558525585561

rapido.
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Figura 4.4: Superficie después de 500 iteraciones. Area=5.28587733778402. Tanto el drea
como la grafica de la superficie no sufren gran cambio aplicando maés iteraciones.

4.1.2. Condicién de frontera: f(f) = cos(6) sen(26)

Aqui incluimos otro caso de evoluciéon por curvatura media.

R
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Figura 4.5: Superficie inicial. Los puntos en la frontera estan sobre la grafica de la funcion

f(6) = cos(0) sen(20).
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Figura 4.6: Superficie después de una iteracién. Area=4.60794111411690.
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Figura 4.7: Superficie después de 10 iteraciones. Area=4.44020198100606.

Figura 4.8: Superficie después de 500 iteraciones. Area=4.31907763074954. Tanto el drea
como la grafica de la superficie no sufren gran cambio aplicando maés interaciones.

Un dltimo comentario. Analizando un poco las graficas expuestas arriba, parece que
las superficies de area minima que se van a alcanzar son localmente planas, esto es algo
que se puede esperar de la condicién de que tienen que ser superficies minimas, .i.e., su
curvatura media se anula en todos los puntos.



58 CAPITULO 4. APROXIMACION A ALGUNOS PROBLEMAS CONCRETOS



Capitulo 5

Conclusiones

Algunos conceptos de la geometria diferencial y el andlisis matematico fueron la base
para el desarrollo de esta tesis. Comenzamos definiendo lo que son las superficies minimas
y probando que estas son puntos criticos del funcional de area. En seguida definimos la
clase C'(I"), observamos que la clase es no vacia si la curva I' es rectificable y que, so-
bre esta clase, los minimos del funcional de Dirichlet son superficies parametrizadas con
coordenadas isotermas y que satisfacen la ecuacién de Laplace, es decir, son superficies
minimas. Nuestra primera conclusion fue que los minimos del Funcional de Dirichlet, so-
bre la clase C(I"), son puntos criticos del funcional de area.

Con esta idea en mente, se procedié a demostrar la existencia de un minimo del fun-
cional de Dirichlet sobre la clase C*(I') C C(I'), posteriormente se comprob6 que los
minimos sobre C*(I') también son minimos sobre C(I'). Esto nos permite concluir que
el funcional de Dirichlet tiene, al menos, un minimo sobre la clase C(I"). La eleccién de
minimizar sobre la nueva clase, C*(I'), se debe a que la clase original no es débilmente
cerrada. Para probar que la clase C*(I") si es débilmente cerrada fue necesario demostrar
que la inclusién C*(T') < C°(0B;R?) es compacta.

Para finalizar, una vez demostrado que el funcional de Dirchlet tiene un minimo y que
este minimo es un punto critico del funcional de area, se prob6 que cualquier minimo del
funcional de Dirichlet, sobre la clase C(I"), también es un minimo del funcional de érea,
sobre C(T"). Es decir, el punto critico del funcional de drea (que sabiamos que existia) es,
en efecto, un minimo del funcional de drea. Esto nos permite concluir el objetivo de esta
tesis, a saber, se demostroé la existencia de una superficie, con condicién de frontera dada
por I', que minimiza el area.

Pese a que se demostro la existencia de la superficie en cuestion, algunas dudas quedan
abiertas. Por ejemplo, dada una curva de Jordan, cerrada y rectificable, en R? lo expuesto
en esta tesis nos permite concluir que existe una superficie que tiene como frontera a esta
curva y que es de area minima. Sin embargo, el método que se utilizo para probar la
existencia no nos permite decir quién es la superficie que afirmamos que existe, es decir,
no conocemos alguna parametrizacion explicita de esta superficie, no sabemos cual es la
"forma”de la superficie, cémo se ve.
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Encontrar una parametrizacién (explicita) para esta superficie es un problema bastante
complejo, empero, si lo que queremos es darnos una idea de la apariencia de esta superficie
podemos recurrir a alternativas como la presentada en el capitulo 4 o, mejor aun, recurrir
a los experimentos con burbujas de jabon que se mencionaron en la introduccion. Es decir,
el lector puede hacerse de un alambre cerrado, moldearlo como la curva que le interese,
sumergirlo en agua con abundante jabdén y, al retirar el alambre del agua, la pompa de
jabon que se crea es la imagen de la superficie buscada.



Apéndice A

Trazas y desigualdad generalizada de
Sobolev

En este apéndice discutiré brevemente la posibilidad de asignarle “valores en la fron-

tera” a una funcién v € WHP(Q), asumiendo que Q es de clase C*, de tal forma que si
u € C(), entonces, u asume valores en 92 de la forma habitual.
El problema subyacente es que una funcién u € WH?(Q), en general, no es continua y, de
hecho, sélo esta definida para casi todo x € Q. Como 0f) tiene medida cero (respecto a
la medida de ), no tiene mucho sentido hablar de “u restringido a 9€”. La nocién del
operador traza resuelve este problema.

Antes de definir este operador, daré algunos resultados y definiciones.

A.1. El operador Traza

Definicién A.1. Q C R” es de clase C* si y sélo si para cada xo € OS) existe r > 0 y
una funcion v € C*(R" 1, R) tal que (después de reordenar y renombrar a los ejes, si es
necesario)

QN B(zg,r) ={x € B(xo,7) | s > y(21,...,T0n1)}

Maés adelante sera necesario cambiar de coordenadas en una vecindad de un punto
o € 0N) de tal forma que “aplanemos” la frontera. Para ser mas especificos, si xq € 052,
Q) de clase C*, entonces, existen r y v como arriba. Con esta informacién definimos

Dz, .., xn) = (21, Tp1, Ty — Y(21, . T 1)) (A.1)

\Ij(yla cee 7yn) = (y17 o Yn—1,Yn + 7(y17 s 7yn—1))- (AQ)

Claramente ® = U~!. Aun més, el mapeo
r— O(x) =y
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“aplana” a 02 cerca de g y

10 0 -V
01 0 Y,
Vo = : :
0 0 I =,
00 - 0 1
entonces,
det VO =1 =det VU (A.3)

El siguiente resultado es la base para construir el operador traza, la demostracién
puede verse, por ejemplo, en [9].

Teorema A.1. Supongamos que Q C R™ es acotado, de clase C* y que u € WkP(Q),1 <

p < 00. Entonces, existe {u,} C C*(2) tal que

Uy —> u  en WHP(Q)

Teorema A.2. Supongamos que 2 C R" es acotado y de clase C'. Entonces, existe un
operador lineal y acotado
T:WH(Q) — LP(09)

tal que

i) Tu=uly siu€WH(Q)NCQ).

i) [|Tul| ooy < Cllullyrsg para cadaw € WHP(Q)
donde C' es una constante que depende solo de p y de €.

Prueba: Primero supongamos que u € C*°(2). Supongamos también que zq € 92 y que
0 es “plano” en una vecindad de xg, i.e., 92 esté contenido en el plano {x € R"| z,, = 0}
cerca de xy. Sea r tal que, si B = B(zy, ), entonces

Bt :=Bn{zeR" z,>0}CN

BT :=Bn{zreR" 2z, <0} CR"\Q

esto se tiene porque 02 es “plano” cerca de x. R
Elijamos una funcién § € Cg°(B) tal que { > 0en By { =1 en B := B(xg, 5) C B. Sea

F:z@QﬁBQ{QfERﬂ x, =0}

y denotemos
a’ = (xlv"wxn—l) € Rn_l = {33 S Rn’ Ty = 0}
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Entonces, utilizando el teorema de la divergencia! y la desigualdad de Young?, obtenemos

que:
ﬂwm<(/§WWE—ﬂ@W»w

{zn=0}NB

/ P, +phu (sign(w)us, €] do

/‘hmmA+mmw%mm

. -1 p/p=1
//@%muw el EZ I ) o
<c//mv+wwv

Ahora, si xg € €1, pero 0f2 no es “plano” cerca de x, utilizando la funcién ® definida
n (A.1) “aplanamos” 02 cerca de xy y deducimos la estimacién anterior. Luego, por
(A.3) y aplicando un cambio de variable llegamos a que

/\u|pds < c//(|u|p+ Vul?) da
T Q

donde I' es un subconjunto abierto de 92 que contiene a z.
Como 052 es compacto existe un ntimero finito de puntos xf, € 9Q y de subconjuntos
abiertos I'; C 09 (i =1,...,N) tales que

N
o0 = U T,
=1

[lullzr ey < Cllullwrz@)

Luego, si escribimos

Tu = uly
tenemos que
| Tul|zr o) < Cllullwrre) (A.4)
'E] teorema dice que
//div(F)dx = /F~nds.
Q o0
Nétese que utilizamos el campo F : R® — R™, tal que F = (0,0,...,0,£|ul?) y que la normal unitaria

exterior al plano {z, = 0} es (0,0,...,0,—1).
1 P B
?Desigualdad de Young: Sia,b >0y — + — =1, entonces, ab < “ + —
p p q
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donde C' es una constante que no depende de u.

Hasta ahora hemos probado (A.4) para funciones u € C$°(Q). Si u € WHP(Q), existe

{um} € C§°(N2) tal que
Uy — u  en WHP(Q).

Aun més, por (A.4) se tiene que
||Tum — TukHLp(aQ) < CHum — ukHWLp(Q) (A.5)
es decir, {T'u,,} es de Cauchy en LP(£2), luego, definimos

lim Tu,, =: Tu € LP(0N).

m—ro0

Notemos que, por densidad, T'u satisface (A.4).

Veamos que la definicién de Tu no depende de la eleccién de {u,, }, es decir, no depende
de la eleccion de las funciones suaves que se aproximan a u. Esto se observa de la siguiente

manera: Supongamos que {v,,} € C5°(2) es otra sucesion tal que
Lp
U —> u en WHP(Q).
Consideremos la sucesion {z; = uy, 20 = vy, 23 = Ug, 24 = Vs, ... }, luego, por (A.5),

HTZm - TZkHLp(aQ) < CHZm - ZkHWLp(Q) < C (Hzm — UHWLp(Q) + Hu - ZkHWLP(Q))
entonces, {T'z,,} es de Cauchy, luego,

Tz := lim Tz,,.
m—0o0

Por lo tanto

lim Tu,, = lim Tz, = lim Tz, = lim Tv,.
m—0o0 m—0o0 m—0o0 m—r0o0

Por tltimo, es una consecuencia de la prueba® del Teorema A.1 que la sucesién {u,,}
que converge a u en W1P(Q)) también converge a u uniformemente en (2, de aqui que
Tu= ’u’aQ.

g.e.d.

Definicién A.2. Diremos que Tu es la traza de u en 0S), donde T es el operador traza
definido arriba.

El siguiente Teorema explica como son las funciones cuya traza es cero, véase [9].
Teorema A.3. Supongamos que  es acotado, de clase C' y que v € WP(Q). Entonces,
Tu=0endQ siysolosi ueWyP(Q).

(Aqui, Wy (Q) es la cerradura de C3°(Q) en WHP(Q)).

3Véase, por ejemplo, [9].
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A.2. Desigualdad generalizada de Sobolev

Como lo menciona el titulo de esta seccién, nuestro propdsito es dar una general-
izacién de la desigualdad (cldsica) de Sobolev. No estd demds recordar este resultado,
para consultar una prueba véase, por ejemplo, en [2], [9] 6 [10].

Teorema A.4. Supongamos que 2 C R" es acotado y que u € HJ () (recordemo, en-
tonces, existe una constante C' = C(n, Q) tal que

//]u|2dm < C’//|Vu|2dx (A.6)
Q Q

Antes de generalizar este resultado para funciones u € H'(2), serd necesario recordar
algunos resultados.

Teorema A.5 (Rellich-Kondrachov). Supongamos que Q@ C R™ es acotado y de clase
Cl. Entonces, el encaje

HY(Q) = L*(Q) (A7)
es compacto.

El Teorema (A.2) indica que H'(2) se encaja en L?(95), pero no sélo pasa esto, de
hecho el encaje es compacto, esto es lo que afirma el siguiente teorema.

Teorema A.6. Supongamos que 0 C R™ es acotado y de clase C*. Entonces, el encaje
HY(Q) — L*(09) (A.8)
es compacto®.

Definicién A.3. Sea B un espacio de Banach. Diremos que x, converge débilmente
az en B (r, —x en B) siy sdlo si para cualquier funcion lineal y acotada

l:B—R"

se cumple que
l(x,) — l(x) en R"

Si B fuera un espacio de Hilbert, entonces, por el teorema de representacién de Riesz,
T, =z siysdlosi (z,,y) — (r,y)Vye B (A.9)
La prueba de los siguientes resultados puede encontrarse en [17].
Lema A.1. Cualquier sucesion débilmente convergente es acotada.

Lema A.2. Sea H un espacio de Hilbert. Si{x,} C H es acotada, entonces, {x,} contiene
una subsucecion débilmente convergente.

1Véase, por ejemplo, [1] y [19]
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Teorema A.7. Sean B y V dos espacios de Banach, T : B — V lineal, continuo y
compacto. Supongamos que x,, — x débilmente en B, entonces, Tx, — Tz en V. (i.e.,
un operador compacto manda sucesiones débilmente convergentes en sucesiones conver-
gentes).

Prueba: Supongamos que x,, — x débilmente en B. Por el Lema anterior sabemos que
||z,|| estd acotada. Sea y, := Tz, entonces,

Wyn) —ly)=(loT)x, — (loT)x VIlineal y continua
luego,
Yn — y débilmente en V'

pues [ o T es lineal y continua.
Supongamos que ¥, no converge a y (en norma), entonces, existe € > 0 y una subsucesién

{Yn } € {yn} tal que
[y, — yl| > €

Como {z,, } estd acotada y T es compacto, {yn, } contiene una subsucesién convergente
(que denotaré por y,, ), i.e.,
Yny — (] # Yy en V.

Aun maés, {y,,} debe de converger débilmente a g, lo cual es una contradiccién, pues el
limite débil es tinico. Por lo tanto y, converge a y en norma.
g.e.d.

Teorema A.8 (Desigualdad generalizada de Sobolev). Si Q@ C R" es acotado y de
clase C1, entonces, existe una constante C' = C(Q) tal que para cualquier uw € H'(Q) se

cumple:
/ ufdz < C / \vu|2dx+/|u|2ds
o0

Q Q

Prueba (Esbozo): Se procede por contradiccién. Supongamos que para toda m € N
existe u,, € H'(Q2) tal que

[ ey > 10 (11t + [l B0y ) - (A.10)
Por homogeneidad se puede suponer que
l|uml||r2) =1 VmeN
luego, por (A.10), {u,,} estd acotada en H'(Q), entonces, existe® u € H*(f) tal que
Uy, — u débilmente en H'(€).

Recordando que los encajes
H'(Q) — L*(Q)

5Recordemos que las bolas cerradas en espacios de Hilbert son débilmente compactas, véase, por
ejemplo: [2] 6 [17]
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HY(Q) = L09)

son compactos y el Teorema (A.7), sabemos que

U, — u en L*(Q)

Un|po — U, en L*(09)

donde u,|,, es la traza de la funcién w,. Aun maés, utilizando (A.10) concluimos que

Vi, — 0 en L3(Q)

Uy, — 0 en L?(092).

Es decir, ulsgg = 0 y Vu = 0. Ahora, el Teorema (A.3) implica que u € H} (), luego,
podemos utilizar el Teorema (A.6) y obtener que u = 0 en L*(), sin embargo,

0= [fullzz@ = Hm_[ful3(©) = 1

esto ultimo es una muy clara contradiccion.
g.e.d.



68 APENDICE A. TRAZAS Y DESIGUALDAD GENERALIZADA DE SOBOLEV



Apéndice B

Funciones armonicas

B.1. Resultados Clasicos

A continuacion se presentaran varios resultados sobre funciones armonicas, algunos de
estos son considerados como “clasicos”, asi que nos ahorraremos las demostraciones, si el
lector desea consultarlas véase, por ejemplo, [10].

Definicién B.1. Q C R". Una funcidn u € C*(2) es armdnica en Q si y s6lo si Au =0
en €.

Teorema B.1 (Propiedad del Valor Promedio). Q@ C R". Si u € C?*(Q) es armdnica en
2, entonces, para cualquier bola B =: Br(y) CC 0, se cumplen las siguientes relaciones:

1

OB
1
u(y) = N //uda:
B

donde w,, es el volumen de la bola unitaria de dimension n.

Teorema B.2 (Principio del miximo). Sea u € C*(Q) N C(Q) tal que Au = 0 en Q.
Entonces, si ) es acotado,

infu <wu(x) <supu x € Q.
o0 a0
Aun mas, si existe y € € tal que

u(y) = supu
Q
entonces u es constante.

Teorema B.3. Sea B = Br(0) y ¢ una funcién continua en OB. Entonces, la funcion

R2—|z|? .

nwan‘ 8{3 |x¢_(ZTn dSy six € B

ule) = (B.1)
P(z) st x € 0B

pertenece a C?(2) N C(Q) y satisface Au = 0.

69



70 APENDICE B. FUNCIONES ARMONICAS

Corolario B.1. Sea ¢ una funcion continua en 0B. Si u es una solucion al problema

Au=0 enB
u=¢ endB

Entonces, u € C*(B).

Prueba: Claramente u es de la forma (B.1) y de esta expresion se sigue el resultado.
q.e.d.

En base a los tltimos dos teoremas podemos dar el resultado converso del Teorema
B.1, es decir:

Teorema B.4. Sea u € C(Q2). Supongamos que
o d
u(y) = o
OB
para toda B := Bg(y) CC Q). Entonces, u es armdnica en §).

Ya que estamos en esto serd conveniente recordar la formulacién débil (o formulacién
variacional) del problema de Dirichtlet para la ecuacién de Laplace y de Poisson.

Definicién B.2. Una funcion v € H'(Q) es una solucion débil de la ecuacion de

Laplace (Au=0) si y sdlo si
//Vu-szO (B.2)
0

Definicién B.3. Sea f € L*(Q). Una funcién u € H*(Q) se llama una soluciéon débil
de la ecuacion de Poisson (Au = f) si y sélo si para toda v € H}(Q) se cumple que

[[zesrs [[rooms o

Q

para toda v € H} ().

Una forma de encontrar una solucién débil a la ecuacion (B.3) es la siguiente:
Si g es el valor en la frontera de f (i.e., f — g € H}(Q))!, haciendo w := u — g € H} ()
buscamos una solucion a

4/Vw.VU:—//f.v—/Q/Vg.VU B4)

Q

para toda v € H}(Q2). Ahora la desigualdad (A.6), implica que

(a1, ) ;://vu-w

'Esto puede quedar més claro si el lector consulta el Apéndice A, Teorema A.3.
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es un producto escalar equivalente en H}(Q). Aun més

/ f-o < [fllealollze < el fll 2|Vl 2.

Lv::—é/f-v—é/Vg-Vv

defina un funcional lineal y acotado en H}(f2). Luego, la ecuacién que queremos resolver
se traduce en

De aqui que

(w,v) =Lv Vv € Hy(Q).

Para finalizar, el teorema de representaciéon de Riez indica que existe una tnica w que
satisface la ecuacién (B.4).

Claramente cualquier funcién arménica cumple (B.2) y una funcién v € C*(€2) que cumple
la ecuacién de Poisson (en el sentido cldsico) va a satisfacer (B.3). Por otro lado, al
encontrar una solucién débil a estos problemas uno se pregunta si estas soluciones son
soluciones cléasicas, en algunos casos esto es cierto. Por ejemplo, tenemos el siguiente
resultado de regularidad?.

Lema B.1. Siu € H(Q) es una solucién débil de Au = f con f € C>(R), entonces,
ue C™(Q).

B.2. Teoremas de convergencia

Teorema B.5. Sea {up}reny € C?*(), tal que Aup, = 0 para toda k € N. Si up, — u

uniformemente en ), entonces, Au =0 en €.

Prueba: Por el Teorema B.4 es suficiente probar que

1
oB
Por hipétesis, y el Teorema B.1 cada u,, satisface la propiedad del valor promedio. Ahora,

dado € > 0, por la convergencia uniforme, existe k tal que

1

u(y) — W

/uds < |u(y) — w(y)| + W / lu(s) —uk(s)|ds < e.
OB

0B

g.e.d.
Corolario B.2. Si A :={u € C(Q) N C*Q)| Au=0} C C(Q). Entonces A es completo

(con la topologia de la convergencia uniforme).

Prueba: El teorema anterior asegura que A es cerrado. C'(£2) es completo (con la topologia
de la convergencia uniforme). Esto asegura que A es completo. g.e.d.

2La prueba puede consultarse en [?].
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Teorema B.6. Sea Q C R" acotado. Sea {ur} € C*(Q) N C(Q) tal que Au, = 0 en
Q y uklyg = o —> ¢ uniformemente en 09, si k — oo. Entonces, eziste u € C*(Q)
armdnica tal que ux — u uniformemente en Q y u|spg = ¢

Prueba: Por el principio del maximo sabemos que
sup [up(z) — u;(z)] < max|éx(r) — ¢;(x)].

Por hipdtesis sabemos que {¢;} es de Cauchy, esto, junto con la desigualdad anterior,
implica que {uy} también es de Cauchy. Luego, por el Corolario B.2, existe u € C?() tal
que u, — u uniformemente en 2. Claramente u|sn = ¢.

q.e.d.

Teorema B.7. Sea Q C R"™, u armdénica en Q y Q' un compacto tal que ' C Q. Entonces

sup [Vu| < 2 sup Ju]
o d o

donde d := dist(Q,09).

Prueba: Sea y € , elijamos R tal que Br(y) CC 2. Como u es arménica, entonces, Vu
es armoénico; utilizando la propiedad del valor promedio y el teorema de la divergencia

([[ divwdz = [ w-nds, con n el normal unitario) sobre los campos u; = ue;, j = 1,...,n.
B OB
obtenemos que
1

1
Vu(y):w 7 /Vudx:w Rn/unds.
B

oB

Entonces

Vu()| < Tsuplul VR < dy = dist(y, 09).
Q
Pasando al caso limite llegamos a que

Vu(y)| < dﬁsgpmr < gsgpwr Vyeq
Y

y por la compacidad de €' podemos concluir que existe y* € €' tal que
. n
sup |V = [Vuly')] < 2 sup u
o Q

g.e.d.

Corolario B.3. Sea {uy} C C*(Q) tal que u, —> u uniformemente en 0 y ademds
Auy, = 0, entonces, para todo ) C  compacto se cumple que Vur, — Vu uniformemente
en §2.

Prueba: Por el Teorema B.5 sabemos que u es armoénica, entonces, u, — u es armonica
en §2. Luego, por el teorema anterior

sup |Vuy, — Vu| = sup |V(u, — u)| < %sup\uk—u| —0 si k— o0
o o Q
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Teorema B.8. Sea {ux} C C?*(Q) tal que ux — u uniformemente en 0 y ademds
Auy, = 0, entonces, para todo ' C Q compacto,

DQ/ (Uk) — DQ/ (u)

donde Dq(u) es el funcional de Dirichlet sobre el dominio V. Es decir,

//|Vuk<x)|d$—>//|Vu(x)|dx.

Prueba: Notemos que

| Doy (ug) — Doy (u)| < // |[Vug(2)]* = |[Vu(@)?| de < Vol()sup |[Vuy > — [Vul?| — 0
Q/
Q/

La convergencia a 0 se sigue por el corolario anterior y dado que la norma es una funcion
continua.
g.e.d.

B.3. Principio de reflexiéon de Schwarz en el circulo

Empezaremos recordando el principio de reflexién de Schwarz (en el plano), este es un
resultado cldsico de Anélisis Complejo (Véase [?7] 6 [13]).

Teorema B.9 (Principio de reflexién de Schwarz). Sea A una region en R cuya
frontera, 052, intersecta al eje real en el intervalo |a,b]®. Sea f analitica en A y continua
en AU (a,b). Sea

A:={z€eC|ze A}

la reflexion de A. Si f es real en (a,b), entonces la funcion

f(z) size AU (a,b)

fe)=q N
f@) size A

es analitica en AU (a,b) U A (y es la unica continuacion analitica de f en AU (a,b)UA).

Es posible extender este principio de reflexion a circulos, reemplazando la conjugacién
compleja por la reflexién en el circulo. Considerando a las rectas como circulos de radio
infinito, el teorema anterior seria un caso especial de esta reflexiéon.

Para poder probar este principio generalizado sera necesario recordar como es la reflexion
en el circulo y su relacién con las transformaciones de Mobius. La reflexiéon en el circulo
queda establecida por la siguiente proposicion.

Proposiciéon B.1. Sea C un circulo (o una linea recta) y z un punto fuera de C (i.e.
z ¢ C). Entonces, todos los circulos que pasan por z y que intersectan a C' ortogondlmente

se intersectan en un sélo punto Z (si z es el centro de C, entonces, Z es el punto al
infinito)*.

SR? = {(z,y) € R?| y > 0}
Véase [13]
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Definicién B.4. Sea C' un circulo, o una linea recta, y z un punto fuera de C. El unico
punto Z que se obtiene en la Proposicion (B.1) se llama la reflexion de z en C. Si
z € C, tomamos z = z.

Observacion: Si C es el eje real, entonces, Z = Z.

Proposicién B.2. Si G es una transformacion de Mébius y C' es un circulo (o una linea
recta), entonces, g manda la reflexion de z en C a la reflexion de g(z) en g(C), es decir,

Prueba: Como g manda circulos en circulos y es conforme, la familia de circulos que
pasa por z y es ortogonal a C' es mapeada a la familia de circulos que pasa por g(z) y
es ortogonal a g(C'). Entonces, la intersecciéon de la primera familia, que es Z, debe ser
mapeada a la interseccién de la segunda familia, que es [g(z)]~

g.e.d.

De hecho, dado el centro y el radio del circulo, C'; podemos saber quién es la reflexion

de z en C, esto es lo que afirma la siguiente proposicién®.

Teorema B.10. Si C' es un circulo (o una recta) el mapeo z — Z es una composicion
de transformaciones de Mdbius y conjugaciones complejas, es decir, si C' es un circulo de

radio R y centro zy, entonces,
N 202 + R? — | z|?
z =
Z— 20

Claramente, si C' es el circulo unitario con centro en el origen, entonces,

QN
I
I
|

RES

Teorema B.11 (Principio de reflexién de Schwarz en el circulo). Sea A una region
acotada en el interior o exterior de un circulo Cy (o en algin lado de una linea), tal que
parte de su frontera es un arco en Cy (i.e. v := OANCy # 0). Supongamos que f es
analitica en A, continua en AU~ y que f(v) es un arco I' de otro circulo (o linea) Cs.
Sea

A::{ZGC|EGA}
la reflexion de A en Cy. Entonces, la funcion

f(z) size AUy
9(z) = N
f(2) sizeA

(la segunda™ denota la reflexion en Cy) es analitica en AUYUA (y es la inica continuacion
analitica de fen AU~y UA).

SVéase [13].
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Prueba: Supongamos que A estd en el interior de Cy y que f(A) estd en el interior de
(s, los otros casos son analogos. Sea T, i = 1, 2. la transformacién de Mébius que manda
C; en el eje real y el interior de C; al semiplano superior (R2). Ahora, si w € T7(A) C R3,
definimos

h:Ti(A) — Ta(f(A))

tal que

h(w) = To(f(T7 ' (w)))
la cual es analitica y, por el principio de reflexién de Schwarz, W es la continuacion
analitica de h en T7(A). Luego, utilizando el hecho de que T; preserva la reflexién en
circulos v que la conjugacién compleja es la reflexion en el eje real, tenemos que si z € A,
entonces, 117 = Tyz € T1(A), luego,

hTiz) € Tx(f(A))
y por lo tanto
f2) =T (WT(2))).
de estd ultima expresion se obtiene la analiticidad.
g.e.d.

Con base en este teorema podemos extender el principio de reflexion a las funciones
armonicas.

Corolario B.4 (Principio de reflexién de Schwarz en el circulo para funciones
armonicas). Sea A una region acotada y simplemente conexa en el interior o exterior de
un circulo Cy (o en algin lado de una linea), tal que parte de su frontera es un arco en
Cy (i.e. v := 0ANCy # (). Supongamos que u es armdnica en A, continua en AU~ y
que u(y) = 0. Sea

A::{Z€C|§€A}
la reflexion de A en Cy. Entonces, la funcion
u(z) size AUy

U(z) = )
—u(z) sizeA

es armdnica en AU~y U A.

Prueba: Como u es armonica y A simplemente conexo sabemos que u es la parte imagi-
naria de una funcién analitica® , f, en A (i.e., u = I'm(f) con f analitica en A). La funcién
analitica

f=t+1u
cumple las hipotesis del teorema anterior, donde Cs es el eje real y T5 la funcion identidad,
luego, recordando que la reflexion en el eje real es la conjugacién compleja, la funcion

f(z) size AU~y

9(z) =¢ i
f(2) sizeA

6Véase, por ejemplo: [13], Capitulo 2, Proposicién 2.5.8.
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es analitica en AU~ U A. Por lo tanto, la parte imaginaria de ¢ es arménica en AU~y U A,
es decir,
u(z) size AUy

Im(g) = .
—u(zZ) sizeA

es armoénica en AU~y U A
g.e.d.

Como un caso especial, en el circulo unitario, tenemos el siguiente corolario.

Corolario B.5. 5i €y = 9B es el circulo unitario, 7 un subarco de Cy y u € C*(B)N
C(B) una funcion armdnica en B tal que u(y) = 0, entonces, eziste una vecindad, W,
(simplemente coneza) de vy, tal que la funcion

u(z) stz € BUvy
U(z) :=
—u(@) size W —B

es armonica en B UW.

La prueba es una consecuencia inmediata del Corolario B.4 y el Teorema B.10.



Apéndice C
Operadores Elipticos

En esta seccion se presentara una breve introduccién al estudio de los operadores
diferenciales lineales elipticos de la forma

n

Lu:= Y a"(x)Dyu(z) + Z b (2)Dyu(z) + c(x)u(z) (C.1)

i,j=1
donde x € Q CR™; u,a,b,c: Q — R" y a¥(x) = a’i(z).

Definicién C.1. Diremos que el operador L es eliptico en x € ) si y solo si la matriz
simétrica A := [a"(z)] es positiva ((AL, &) >0 VE € R™\{0}), es decir, si \(z) y Ax)
denotan el menor y mayor valor propio de la matriz [a"(z)], respectivamente, entonces

0 < A@)[g]* < (4€,€) <A(@)lg*  v¢ e R"\{0}.

Dado que A es una matriz simétrica, tiene sentido hablar del menor, y el mayor, valor
propio de la matriz A, ya que sus valores propios son reales. Notemos también que es
suficiente pedir que A(x), el menor valor propio, sea positivo para que el operador sea
eliptico. Esto justifica la siguiente definicion.

Definicién C.2. L es eliptico en () si el menor valor propio de la matriz A es positivo
para toda x € 0, i.e., si A= Ax) >0 en Q.

Definicién C.3. L es estrictamente eliptico en () si existe \g > 0 tal que A\ =
A(x) > Ao > 0 para toda x € Q.

Tal vez el operador eliptico méas simple que podemos encontrar es el operador de
Laplace, Au, y algunas de sus propiedades también lo son de los operadores elipticos,

como lo muestra es siguiente Teorema!.

Teorema C.1 (Principio del méximo). Sea 2 C R™ un dominio acotado y L eliptico
en Q. Supongamos que Lu >0 (<0) yc=0 en Q, conu € C*(Q) NC(Q). Entonces, el
mdzimo (minimo) de u en ) se alcanza en 0N2, es decir,

supu = supu (infu = inf u).
up up (i infu)

'Para consultar la prueba de este Teorema, y la del Teorema C.2, véase [10].
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Gracias al Teorema anterior es posible deducir una estimacion para funciones, u, que
son soluciones del problema no homogéneo, Lu = f, en dominios acotados. Esta desigual-
dad sera de gran importancia mas adelante.

Teorema C.2. Sea Q C R™ un dominio acotado. Supongamos que L es eliptico en () y
tal que Lu = f en Q, c <0 yu € C(Q) N C?(Q). Entonces

sup lu| < sup lu| + Ksup /]

donde \ es el valor propio mas pequeno de la matriz A (como arriba) y K es una constante

que depende sélo del didmetro de Q y de B := sup - i (b= (by,...,b,)).

C.1. Espacios de Holder

El operador (C.1) presenta algunas propiedades interesantes si se consideran a su
dominio e imagen como espacios de Holder.

Definicién C.4. Sea Q@ C R" acotado, xg € 2, f: Q2 — R y a € (0,1). Diremos que f
es Holder continua con exponente o en xy si y solo si
|f(x) = f(x0)]

= <
[l Sup 00

Definicién C.5. Q, a y f como arriba. Diremos que f es Holder continua con
exponente o en () si y solo si

[flag = SL;E% |f(|z)__y‘]|eiy>| < 00

Ahora, podemos definir los espacios de Holder de la siguiente manera:

C*(Q) = C"*(Q) = {f € C°(Q)| f es Holder continua con exp. « en Q} (C.2)
Ch(Q) = {f € C*Q)| Dif € C*(Q),|j| = k} (C.3)

El siguiente paso es_dotar a los espacios C*%(Q) de una norma. Dado que, si u € C*((),
entonces, u € C*~12(Q) (k > 1), las siguientes expresiones no carecen de sentido.

lullcx@y = Z . sup sup |DPu) (C4)
k
ullera@y = Juller@) + Z Zl‘lp [Du) a0 (C.5)
Jj= —o 18I=

Por ejemplo, cuando k = 2 tenemos que

[lulle2(@) = sup [u] + sup{sup [u[, sup |u, [} + sup{sup [uze|, sup [y[, sup fuy, |}
Q Q Q Q Q Q

lullc2.e@) = [lulle2@) + [UWao + sup{[uzlan, [uylan} + sup{{tes]a:; [tayla:; [Uyylao}
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Teorema C.3. Los espacios C*(Q) y C**(Q) equipados con las normas (C.4) y (C.5),
respectivamente, son espacios de Banach.

Lema C.1. Siu,v € C*(Q), entonces, uv € C*(Q) y |[uv||ca@) < [|ullce@lv]loa@)-

Lema C.2. Supongamos que L : C**(Q) — C*(Q) es de la forma (C.1), es estricta-
mente eliptico en Q y que a”,V,c € C%(Q). Entonces, L es acotado, i.e.,

Lu a ()

weC2:0(f) [l ’Cla(ﬁ)
u#0

Prueba: Por hipétesis podemos suponer que |[a”||ca@y, |[V]|ce @) [lcllca@ < M, con
M una constante positiva. Utilizando el Lema C.1, tenemos que

| Lullga@) _ 2ty |0 Dijullca@) + 3751 16 Djullca@) + lleulloe )

)
lulleze@ — |ullcze @)
_ i a7l oa @[ Digullea @) + 227 [Pl low@l 1 Dsulloa) + [lellca @ lulloa@y
B [[ull .00
_ > e M Dijull ey + [Dijulan) + 325 M(||Djulle@) + [Djulan)
N [[ul| 2o @)
N M(|lulle@) + [ulag)

HUHCM(Q)
< WQM(SUPW\:Q [ Dgul|c@) + Sup|51=2 [Dpu]asn)

||U|\o27a(s‘z)
n nM(SUp|ﬁ|=1 ||D5U||C(Q) + SUP\5|=1[DBU]04;Q)

||U||c2,a(§z)
M(|[ulle@) + [tan)
||U’|o2»c«(s‘z)
<n*M =:C

esta dltima desigualdad se tiene por (C.4) y (C.5).
q.e.d.

Definicién C.6. Un dominio acotado, 2 C R”, es de clase C**, 0 < o < 1, si para
cada punto xq € 0S) existe una bola B = B(xg) y una funcion biyectiva v : B — D C R"
tal que

i) $(BNQ) CRY
i) Y(BN oK) C IR"
i) ¢ € CH*(B) y ¢~ € C**(D)
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Para este tipo de espacios y dominios, tenemos el siguiente resultado para el operador
L2

Teorema C.4. Sea Q C R", tal que, Q es de clase C**, f € C(Q), ¢ € C?(Q).
Supongamos que u € C**(Q) es una solucion de Lu = f en Q, u = ¢ en 0Q, y que los
coeficientes de L son tales que

MEP® < (Ag,6) Vo € Q.6 €R™ (C.6)

‘|ainCa(Q)7 HijC“(Q)7 llelca@y < A (C.7)
donde A y A son constantes positivas. Entonces,
[ull 2@y < Cl[ulle@ + |9llcze@) + | fllca@) (C.8)

donde C' = C(n,a, A\, A\, Q) es una constante.

C.2. El problema de Dirichlet

Mas adelante daremos condiciones suficientes para que el problema de Dirichlet, Lu =
f, tenga solucién. Para esto nos valdremos del teorema de punto fijo de Banach.

Definicién C.7. Sea V' un espacio vectorial normado. Una funcionT : V — V' es una
contraccion si y solo si existe 6 € (0,1) tal que

| Tz =Tyl < Ol|lx —y|| Vo,yeV.

Teorema C.5 (Punto fijo de Banach). Sea B un espacio de Banach y T : B — B
una contraccion. Entonces, T tiene un unico punto fijo, i.e., existe una unica solucion de
la ecuacion Tx = x.

Prueba: Dado xy € B definimos z,, :=T"xy € V, n € N. Si n > m tenemos que

|20 = Zml| < |20 — Tpall + |21 — Tnall + - + [[Tmi1 — Til|
= |[|T" Yoy — T || 4+ || T 2y — T 2| + - - - + [Ty — T™ 0|
< 0" M|y — wo|| + 0" 2|2y — wo| - -+ O™||T1 — 20|
=0 0"+ 0|2 — w0l

O e~ ol
=—||lt1 —x

]_—6) 1 0

< . 9||x1—:1co||—>0, sim — oo

Por lo tanto {x,} es de Cauchy, luego, como B es de Banach, existe z € B tal que z,, — x
en B, entonces, dado que T es continua,

Tr = lim Tz, = lim x,,; = x.
n—oo n—o0

ZVéase [10].
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Esto implica que x es un punto fijo.
Para probar la unicidad supongamos que existen x,y € B tales que Tx = x y Ty = v,
entonces

1Tz —Ty|| < 0|z —yl| = 0[|[Tx — Tyl

la desigualdad anterior se satisface si y sélo si 6 = 1, esto es una contradiccién, pues
6 € (0,1).
qg.e.d.

A continuacion consideraremos el problema de Dirichlet para Lu = f en un dominio
acotado,
) C R™. El procedimiento para resolver este problema con coeficientes variables sera el
de reducirlo al caso de coeficientes constantes. A grandes rasgos, el método que uti-
lizaré (conocido como método de continuidad) consiste en tomar una solucién al problema
Au = f y, de aqui, llegar a una soluciéon de Lu = f mediante soluciones de una familia
continua de ecuaciones que “conectan” a Au = f con Lu = f.

Teorema C.6. Sea Q C R” un dominio acotado de clase C*“ y L un operador estricta-
mente eliptico en Q tal que a™,b',c € C*(Q) y ¢ < 0. Si el problema de Dirichlet para la
ecuacion de Poisson

{ Au=f en(

u=¢ en 0f)

tiene una solucion u € C**(Q) para cualesquiera f € C*() y ¢ € C**(Q). Entonces, el

problema
J Lu=f enQ
(P)= { u=¢ en Of)

tiene una (inica) solucion u € C**(Q) para cualesquiera f € C*(Q) y ¢ € C**(Q2). Aun
mds, si a™’ b c e C®(Q) y Q es de clase C*, entonces, u € C*(Q)3.
Prueba: Antes que nada consideremos las siguiente observaciones

= Notemos que es suficiente considerar el caso en el que u = 0 en 052, pues, resolver
el problema (P) es equivalente a resolver el problema

Lv=f—Lo en(
v=20 en 0f2.

= Por hipdtesis sabemos que

la"?

oy, 1V ]| caqays llellca@) < M (C.9)
y que, por la elipticidad de L, existe A tal que

MNEP? < (Aig,6) VEeR z e (C.10)

3La ltima afirmacién, con respecto a la regularidad, puede consultarse en [?], Teorema 6.17 y Teorema
8.14. La teoria de regularidad esta mas alla de los propdsitos de este escrito, por esto no inculuimos este
resultado aqui.
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donde A; es la matriz de coeficientes, [a*/ ()], asociada a el operador L. Consider-
emos la siguiente familia de operadores

Ly :=tLu+ (1 —t)Au 0<t<1

Notemos que Ly = Ay L; = L. Ademas, el operador L; cumple (C.10), pues, dado
que L y A son elipticos, sabemos que

<A0§7§> > |€|2 y <Alf>€> > )\1|£|2 >0

donde Ay y Ay son las matrices asociadas a Lo = A y a L; = L, respectivamente.
Luego, por la linealidad del producto escalar,

(A€, 6) = (AL + (1 = 1) Ag)&, ) = t{A1E, &) + (1 — £)(Ao&, &) > [th + (1 = )] [¢[?

> |€|2 si )\121
)\1‘5’2 sil> N

es decir,
<At£7 £> 2 ml/n()‘la 1)‘5’2

por lo tanto, el operador L; cumple (C.10).
Ahora, si consideramos a L; como un operador tal que
Lt : Bl — BQ

donde By := {u € C?*(Q) |u=0en 90} y By := C%(Q), entonces, L, estd acotado
para toda t € [0, 1] (esto es una consecuencia del Lema C.2).
Notemos que, por el Teorema C.2, cualquier solucién, u;, del problema

Liu=f enQ
{ u=0 en 0N (C.11)

cumple que
uel|c@) = Slglzp || < OS?ZP Lf1 < Ol fllcaa)

donde C' so6lo depende de 2 y \;. Luego, utilizando esta tultima desigualdad y el
Teorema C.4, concluimos que

[[uel|c2o(@) < C‘HfHCa(Q)

es decir, 3
uellczo@) < CllLug|| oy (C.12)

donde C' = C(n,a, \1, M, Q).

Por 1ltimo, recordemos que encontrar una solucién al problema (C.11) es equivalente
a que el mapeo
Lt B — By

sea suprayectivo.



C.2. EL PROBLEMA DE DIRICHLET 83

Después de todas las observaciones hechas arriba, procederemos a probar el teorema:
Supongamos que, para s € [0, 1], existe una solucién, u,, del problema (C.11), es decir,
Ly es sobre. Ademas, us cumple (C.12) por lo que L; es inyectivo, por lo tanto podemos
invertir el mapeo Ly, i.e., existe

L' By — B

el operador inverso de L. Sea t € [0, 1], entonces, la ecuacién
Ltu = f
es equivalente a la ecuacion

Lou=f+ (Ls— Ly)u
= f+4+sLiu+ (1 —s)Lou —tLyu— (1 —t)Lou
=f+(t—s)Lou— (t—s)Liu

y, por la linealidad del operador L esta tltima ecuacion es equivalente a
u= L'y + (t—s)L; (Lo — L1)u.

Definiendo el mapeo
T Bl — Bl

CcOo1mo

Tu:= L'y + (t —s)L; (Lo — L1)u

obtenemos que encontrar una funcion, u, que resuelva Lyu = f es equivalente a resolver
la ecuacién u = Tu, i.e., es equivalente a encontrar un punto fijo de 7. Luego, por el
Teorema del punto fijo de Banach es suficiente probar que 7' es una contracciéon. Notemos
que

1Tw = Tol|p, = |t = s| [|L5" (Lo = Lo)u — L (Lo = Ly)ol|,
<t = sIIL NI (Lo — Lo)(w = 0)l |5,
< |t = s|M||Lo — L] ||u — v||p,
<t = s| M(IIZoll + [|LalDllw — 0],

Las ultimas desigualdades tienen sentido pues, por el Teorema (C.2), Lo = Ay Ly = L
estan acotados. Luego, por la desigualdad de arriba, T' es una contraccion si

[t —s| < 0= [M(||Loll + [|La[])] -

Es decir L; es sobre para toda t € [0, 1], tal que |t — s| < §. Dividiendo el intervalo [0, 1]
en sub-intervalos de longitud menor que 9, y repitiendo el argumento anterior (un nimero
finito de veces), podemos concluir que L; es suprayectiva para todo ¢ € [0, 1] suponiendo
que lo es para una s € [0, 1], fija. En particular para s = 0.
Es decir, hemos demostrado que si, para una s fija, existe una solucién us del problema
Lsu = f, entonces, para todo t € [0, 1], existe una solucién al problema L; = f. Esto
concluye la prueba, pues sabemos que hay una solucion para s = 0.

g.e.d.
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Corolario C.1. Sean a,b,c € CY*(B) (B es la bola unitaria), tales que |al, |b|,|c| < M,
a >0 yac—b®>=1. Entonces, el problema

L (aug + buy) + 8% (buy +cuy) =0 en B

(P) =
U=z en OB

tiene una (inica) solucion w. Aun mds, si a™,b' c € C*(Q), entonces, u € C*().
Prueba: Dado que el problema

{Au—O en B

u=2x endB

tiene una (unica) solucién, de hecho esta solucién es u = x en B, es suficiente probar que
(P) es estrictamente eliptico.
Reescribiendo la ecuacién de arriba como

gy + 20Uz + CUyy + (az + by)uy + (by + cy)uy =0

entonces, la matriz de coeficientes asociada al problema (P) es

a b
(50
luego, utilizando que ac — b? = 1, los valores propios de A son:

AM=a+c—+/(a+c)?—4

AM=a+c++/(a+c)?—4

Primero notemos que estos valores son reales, esto se obtiene porque ac — b> = 1 implica
que ac > 1, luego,
(a+c)?

4

1<ac<

es decir,
0<(a+c)—4.

Claramente ambos valores propios son positivos.
Solo falta demostrar que existe A > 0 tal que Ay > A > 0. Notemos que

M=a+c—+/(a+c)2—4=+/(a+c)?2—/(a+c)?—4
4 4 2

> =
(a+e)?+/(a+c)>—4 " 2¢/(a+c¢)? a+tc

Por lo tanto el problema (P) es estrictamente eliptico, el resultado se sigue del Teorema
C.6.
qg.e.d.
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