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Introducción

Uno de los grandes logros de los métodos directos en el cálculo de variaciones ha sido
la solución del problema de Plateau, nombrado aśı en honor al f́ısico belga J.A.F. Plateau.
El problema original puede expresarse en la siguiente pregunta: Dada una curva de Jordan
cerrada, Γ, ¿Existe una superficie de área mı́nima cuya frontera sea Γ?

En su art́ıculo ”Statique expérimentale et théorétique de liquides soumis aux seules
forces moléculaires”, de 1873, Plateau notó que todo contorno hecho de un solo alam-
bre cerrado, cualquiera que fuera su forma, sosteńıa una peĺıcula de jabón. El modelo
matemático de un alambre delgado es una curva de Jordan de longitud finita. Además,
los objetos matemáticos que modelan peĺıculas de jabón son superficies en R3, cada una
de estas superficies (peĺıculas de jabón) alcanza una enerǵıa potencial que es proporcional
al área de la superficie. Entonces, por el principio de trabajo virtual de Johann Bernoulli,
las peĺıculas de jabón en estado de equilibrio corresponden a superficies de área mı́nima.

El párrafo anterior hace razonable el pensar que cualquier curva cerrada de Jordan
rectificable es la frontera de, al menos, una superficie de área mı́nima, ya que siempre hay
una peĺıcula de jabón. Sin embargo, como bien dijo R. Courant:

Evidencia emṕırica jamás podrá establecer existencia matemática. Sólo una
prueba matemática de existencia puede asegurar que la descripción matemática
del fenómeno f́ısico es adecuada.

El problema matemático, arriba expuesto como el problema de Plateau, fue un gran
desaf́ıo para los matemáticos. Durante el siglo XIX fue resuelto para algunos contornos
especiales, Γ, pero una solución lo suficientemente general se obtuvo hasta 1930/31 por J.
Douglas1 y, simultáneamente, por T. Radó2. Tiempo después R. Courant e, independien-
temente, L. Tonelli dieron una solución simplificando los métodos utilizados por Douglas
y Radó. Aqúı presentaremos el enfoque de Courant-Tonelli para resolver el problema de
Plateau.

Mucho antes de que Douglas y Radó dieran una solución al problema de Plateau,
Lagrange observó que si una superficie S minimiza el área para una frontera fija Γ (i.e. es
de área mı́nima), entonces, S es un punto cŕıtico del funcional de área y, necesariamente,
S tiene que ser una superficie mı́nima3. Sin embargo, es importante notar que una super-
ficie mı́nima (un punto cŕıtico del funcional de área), en general, no es de área mı́nima.
Partiendo de esto es posible formular una versión más general del problema de Plateau:
Dada una curva de Jordan cerrada y rectificable Γ, encontrar una superficie mı́nima cuya

1Véase [8].
2Vease [16].
3Una superficie es mı́nima si su curvatura media es cero en todos sus puntos.
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iv INTRODUCCIÓN

frontera sea Γ. Entonces, el problema de área mı́nima para Γ es más sofisticado que el
segundo problema de Plateau arriba planteado: el primero pide encontrar una superficie
que minimice el área mientras que el segundo tiene que ver con los puntos cŕıticos del
funcional de área.

A partir de las ideas expuestas en el párrafo anterior se ha trazado el desarrollo de
este trabajo. Comenzaremos resolviendo un problema menos exigente, i.e., empezaremos
encontrando una superficie mı́nima (punto cŕıtico del funcional de área) para, posterior-
mente, verificar que la superficie mı́nima encontrada también es de área mı́nima (lo cual
no sucede siempre).

Cuando uno trata de formular y resolver el problema de Plateau muchas dificultades
salen a la luz. Una de éstas es el hecho de que existen soluciones matemáticas al problema
de Plateau que no pueden crearse haciendo experimentos con pompas de jabón. Esto es lo
que se espera de los puntos cŕıticos que no minimizan el área, ya que éstos corresponden
a peĺıculas de jabón inestables, éstas seŕıan las peĺıculas que se destruyen por la más
pequeña perturbación provocada, digamos, por un pequeño movimiento del alambre o
por una ligera corriente de aire. También podŕıa ocurrir que las soluciones (matemáticas)
del problema de Plateau tengan puntos rama (i.e. ∇X = 0, lo que no permite que haya un
plano tangente) y que no sean inyectivas (i.e. que haya auto-intersecciones). Sin embargo,
ambos fenómenos no se dan en el caso f́ısico, esto es una consecuencia de las tres leyes que
postuló Plateau4 después de realizar sus famosos experimentos. Posteriormente Osserman
exhibió, dando una prueba matemática, que una solución del problema de Plateau, que
además minimice el área, no puede tener puntos rama. Estos resultados de regularidad
están fuera de los alcances de esta tesis, sin embargo, se mencionan para que le lector se
dé una idea de los alcances que tiene este problema.

En términos del desarrollo de caṕıtulos los pasos a seguir serán los siguientes. Comen-
zaremos este trabajo observando la relación entre las superficies mı́nimas y el funcional de
área, verificaremos lo que ya hemos mencionado: una superficie mı́nima es un punto cŕıtico
del funcional de área. Parametrizando esta superficie mı́nima con coordenadas isotermas

|Xu|2 = |Xv|2, 〈Xu, Xv〉 = 0

la condición de ser una superficie mı́nima se traducirá en que

∆X = 0.

En el caṕıtulo siguiente empezaremos a estudiar el ya mencionado problema de Plateau.
Con base en las ideas expuestas arriba nos enfocaremos en resolver el problema de Plateau
más general, i.e., encontrar una superficie de área mı́nima, un problema menos exigente.
Luego haremos un análisis del funcional de Dirichlet y su relación con el funcional de área,
este análisis arrojará como resultado que las soluciones a nuestro problema de Plateau

4Primera ley: Tres superficies de jabón se intersectan a lo largo de una ĺınea. El ángulo formado por
los planos tangenciales a dos superficies que se intersectan, en cualquier punto a lo largo de la ĺınea de
intersección de las tres superficies, es de 120o.
Segunda ley: Cuatro ĺıneas, todas formadas por la intersección de tres superficies, se intersectan en un
punto y el ángulo formado por cada par de ellas es de 109o28’.
Tercera ley: Una peĺıcula de jabón que puede moverse libremente sobre una superficie la intersecta en un
ángulo de 90o.
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son los mı́nimos del funcional de Dirichlet. Posteriormente nuestra tarea será minimizar el
funcional de Dirchlet, aqúı daremos dos métodos de minimización: uno será construyendo
una sucesión minimizante de funciones armónicas y otro mediante el uso de resultados
clásicos del cálculo de variaciones. Cabe recalcar que ambos métodos se basan en el Lema
de Courant-Lebesgue, un resultado crucial para este trabajo.

Para finalizar, en el último caṕıtulo, verificaremos que la superficie mı́nima que encon-
tramos al minimizar el funcional de Dirichlet es, en efecto, una superficie de área mı́nima.
Esto es una consecuencia de la ı́ntima relación del funcional de Dirichlet y el funcional
de área. Primero exhibiré una prueba del lema de ε-conformalidad de Morrey, en reali-
dad mostraré un caso especial del lema, sin embargo, la prueba de este caso especial y la
prueba del caso general son, en esencia, bastante parecidas. La inclusión de esta prueba se
debe a que el lema de Morrey es una referencia clásica del tema y por lo bastante singular
que resulta su prueba. Debido a que el lema de Morrey no será suficiente para probar lo
que deseamos, daré otra prueba del resultado utilizando los métodos desarrollados en el
Caṕıtulo 2. Esto concluirá nuestra búsqueda de una superficie de área mı́nima.
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Caṕıtulo 1

Superficies Mı́nimas y el Funcional
de Área

Iniciaremos este caṕıtulo recordando algunos conceptos básicos de Geometŕıa Diferen-
cial. Nuestro primer objetivo es presentar la teoŕıa necesaria para entender el concepto
de curvatura media, este concepto es fundamental para poder estudiar a las superficies
mı́nimas y la relación que tienen éstas con las superficies de área mı́nima.

Definición 1.1. Un subconjunto S ⊆ R3 es una superficie regular si, para cada p ∈ S,
existe una vecindad V en R3 y una función X : U −→ V ∩ S de un conjunto abierto
U ⊆ R2 sobre V ∩ S ⊆ R3 tal que

1. X es diferenciable (i.e. X ∈ C∞(U,R3)).

2. X es invertible.

3. Para cada q ∈ U , la diferencial ∇Xq : R2 −→ R3 es inyectiva.

La condición 3 es equivalente a pedir que las dos columnas (Xu, Xv) de la matriz ∇Xq

sean linealmente independientes ó, equivalentemente, que el vector Xu ∧ Xv 6= 0. Más
adelante lidiaremos, esencialmente, con superficies que pueden ser descritas sólo por una
parametrización X : U ⊆ R2 −→ R3. Para fines prácticos, en algunos momentos, identi-
ficaremos a las superficies con su parametrización, i.e., diremos que X es una superficie.
Esperamos que esto no confunda al lector.

El trabajar con superficies regulares nos permite definir el concepto de plano tangente.

Definición 1.2. El plano tangente a la superficie regular S en el punto p es el
conjunto

Tp(S) := {α′(0)
∣∣α : (−ε, ε) −→ S ⊆ R3, α diferenciable y α(0) = p}

No es dif́ıcil demostrar que el conjunto Tp(S) es un espacio vectorial. Aun más, Tp(S)
es un plano perpendicular al vector Xu ∧ Xv que pasa por el punto p y que, además,
{Xu, Xv} es una base de este plano1.

1Véase, por ejemplo: [7].

1



2 CAPÍTULO 1. SUPERFICIES MÍNIMAS Y EL FUNCIONAL DE ÁREA

Definición 1.3. Sea S una superficie regular. La forma cuadrática Ip : Tp(S) −→ R, tal
que

Ip(w) = 〈w,w〉 = |w|2 ≥ 0

se llama la primera forma fundamental de la superficie S ⊆ R3, en el punto p ∈ S.

Es posible expresar la primera forma fundamental en términos de la base {Xu, Xv}, del
plano tangente, asociada a una parametrización X(u, v) en p, esto de la siguiente manera:
Un elemento w ∈ Tp(S) es un vector tangente a una curva parametrizada α(t) = X(u(t), v(t)),
t ∈ (−ε, ε); tal que, p = α(0) = X(u0, v0), aśı, obtenemos que

Ip(w) = Ip(α
′(0)) = 〈α′(0), α′(0)〉 = 〈Xuu

′ +Xvv
′, Xuu

′ +Xvv
′〉

= (u′)2〈Xu, Xu〉+ 2u′v′〈Xu, Xv〉+ (v′)2〈Xv, Xv〉
= (u′)2E + 2u′v′F + (v′)2G

donde

E := 〈Xu, Xu〉 = |Xu|2, F := 〈Xu, Xv〉 y G := 〈Xv, Xv〉 = |Xv|2

son los coeficientes de la forma cuadrática (primera forma fundamental) en la base {Xu, Xv}
de Tp(S).

Definición 1.4. Sea S una superficie regular. Una región regular, R, de S es un sub-
conjunto abierto y conexo de S tal que su frontera, ∂R, es la imagen de un difeomorfismo
regular (i.e., la diferencial no es cero) excepto en un número finito de puntos, cuyo do-
minio es el ćırculo.

Tomando en cuenta la definición anterior y notando que la función |Xu ∧Xv| propor-
ciona el área del paralelogramo generado por los vectores Xu y Xv, podemos intuir la
siguiente definición (para ver una justificación véase, por ejemplo: [5] ó [7]).

Definición 1.5. S una superficie regular. Sea R ⊆ S una región regular acotada contenida
en una vecindad coordenada de la parametrización X : U ⊆ R2 −→ S. El número positivo∫∫

Q

|Xu ∧Xv| du dv =: A(R), Q = X−1(R)

es el área de R.

Ahora, la siguiente fórmula

|Xu ∧Xv|2 + 〈Xu, Xv〉2 = |Xu|2|Xv|2 (1.1)

nos lleva a que

A(R) =

∫∫
Q

|Xu∧Xv| du dv =

∫∫
Q

√
|Xu|2|Xv|2 − 〈Xu, Xv〉2 du dv =

∫∫
Q

√
EG− F 2 du dv

La fórmula (1.1) se verifica desarrollando cada término. En el caso en que S ⊆ R3 sea una
región regular acotada y S se pueda cubrir con una sola parametrización X : U ⊆ R2 −→
S denotaremos el área de la superficie por A(X).

Antes de comenzar nuestro análisis del funcional de área introduciremos los siguientes
conceptos, los cuales son de gran importancia.
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Definición 1.6. Una superficie regular, S, es orientable si admite un campo diferen-
ciable de vectores unitarios en toda la superficie, i.e., si el campo

Np = N(p) :=
Xu ∧Xv

|Xu ∧Xv|
(p), p ∈ S

es diferenciable.

Np es conocido como el mapeo de Gauss. No es dif́ıcil observar que Np es diferenciable.
La diferencial, dNp, de N en p es un mapeo lineal de Tp(S) en TN(p)(S2). Dado que Tp(S)
y TN(p)(S2) son planos paralelos, dNp puede considerarse como un mapeo de Tp(S) en
Tp(S). La transformación lineal dNp : Tp(S)→ Tp(S) opera de la siguiente manera:

Para cada curva parametrizada α(t) en S tal que α(0) = p, consideremos la curva
parametrizada N ◦ α(t) =: N(t) en S2, i.e., restringimos el vector normal N a la curva
α(t). Luego, el vector tangente N ′(0) = dNp(α

′(0)) es un vector en Tp(S). Este vector
indica como vaŕıa N restringido a α(t), en t = 0; i.e., dNp mide como se aleja N de N(p)
en una vecindad de p. En el caso de curvas esta medida está dada por un número (la
curvatura), en el caso de superficies está caracterizada por un mapeo lineal.

Proposición 1.1. La diferencial dNp : Tp(S) −→ Tp(S) del mapeo de Gauss es un
operador lineal auto-adjunto2.

El hecho de que dNp sea un operador auto-adjunto nos permite asociarle a dNp la
siguiente forma cuadrática.

Definición 1.7. La forma cuadrática IIp : Tp(S) −→ R, tal que

IIp(w) = −〈dNp(w), w〉

se llama la segunda forma fundamental de S en p.

Para obtener una interpretación geométrica de esta forma cuadrática necesitaremos
de la siguiente definición.

Definición 1.8. Sea S una superficie regular y C una curva regular en S que pasa por un
punto p ∈ S, i.e., p ∈ C ⊂ S. Sea k la curvatura3 de de C en p y θ tal que cos(θ) = 〈n,N〉,
donde n es el vector normal a C en p y N es el vector normal a S en p. El número
kn := k cos(θ) se denomina la curvatura normal de C en p. (En otras palabras, kn es
la longitud de la proyección del vector kn sobre el vector normal a la superficie en p; con
un signo dado por la orientación de S en p.)

Para dar una interpretación a la segunda forma fundamental, IIp, consideremos una
curva regular C ⊂ S parametrizada por α(s) y tal que α(0) = p, aqúı s es la longitud

2La prueba puede verse, por ejemplo, en : [7].
3Si C es una curva regular, parametrizada por α(t), su curvatura se define como:

k := |α′′(t)|.
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de arco de C. Si denotamos por N(s) la restricción del vector normal N a la curva α(s),
tenemos que:

〈N(s), α′(s)〉 = 0.

Por lo tanto

〈N(s), α′′(s)〉 = −〈N ′(s), α′(s)〉

y

IIp(α
′(0)) = −〈dNp(α

′(0), α′(0)〉 = −〈N ′(0), α′(0)〉
= 〈N(0), α′′(0)〉 = 〈N, kn〉(p)
= kn(p).

En otros términos, el valor de la segunda forma fundamental, IIp, evaluada en un
vector unitario v ∈ Tp(S) es igual a la curvatura normal de una curva regular que pasa
por p y es tangente a v.

Una consecuencia más de que el operador dNp sea autoadjunto es que para cada
p ∈ S existe una base ortonormal {e1, e2} de Tp(S) tal que dNp(e1) = −k1e1 y dNp(e2) =
−k2e2. Además, k1 y k2 son el máximo y el mı́nimo, respectivamente, de la segunda forma
fundamental, IIp, restringida al ćırculo unidad de Tp(S); es decir, son los valores extremos
de la curvatura normal en p. Esto motiva las siguiente definiciones.

Definición 1.9. La curvatura normal máxima, k1, y la curvatura normal mı́nima, k2,
se denominan las curvaturas principales en p. Las direcciones correspondientes, es
decir, las direcciones dadas por los vectores propios e1 y e2, se denominan las direcciones
principales en p.

Definición 1.10. Sea S una superficie regular. Si p ∈ S y dNp : Tp(S) −→ Tp(S) es la
diferencial del mapeo de Gauss. Se define a la curvatura media, H, de S en p como

el negativo de un medio de la traza de la matriz asociada a dNp (i.e. H = −1

2
traza(dNp)).

Analicemos un poco la definición anterior. La matriz asociada a dNp en la base {e1, e2}
de vectores propios es (

−k1 0
0 −k2

)
luego, el negativo de un medio de la traza, i.e., la curvatura media, es H = 1

2
(k1 + k2).

He aqúı por que se le llama curvatura media, ya que sólo es el promedio de la curvatura
normal máxima y la curvatura normal mı́nima. Recordemos que la traza de una matriz
es invariante bajo cambios de base.

La definición de curvatura media arriba expuesta resulta un poco dif́ıcil de manejar en
situaciones generales, sin embargo, es posible dar una expresión para la curvatura media
en coordenadas locales. Primero examinemos como luce la segunda forma fundamental en
coordenadas locales:

Sea α(t) = X(u(t), v(t)) una curva parametrizada sobre una superficie S, entonces,

α′(t) = Xuu
′ +Xvv

′
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y, notando que dNp(Xu) = Nu y dNp(Xv) = Nv, se tiene que

dN(α′) = N ′(u(t), v(t)) = Nuu
′ +Nvv

′.

Como Nu y Nv pertenecen a Tp(S), éstos son de la forma

Nu = a11Xu + a21Xv (1.2)

Nv = a12Xu + a22Xv. (1.3)

Por lo tanto,
dNp(α

′) = (a11u
′ + a12v

′)Xu + (a21u
′ + a22v

′)Xv

es decir, en la base {Xu, Xv}, la matriz de coeficientes asociada a dNp es

dN =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Por otro lado, haciendo algo similar a lo hecho arriba con la primera forma funda-
mental, y dado que dNp es autoadjunto, podemos dar una expresión de la segunda forma
fundamental en términos de la base {Xu, Xv}, i.e.,

IIp(α
′(0)) = −〈dNp(α

′(0)), α′(0)〉 = (u′)2〈N,Xuu〉+ 2u′v′〈N,Xuv〉+ (v′)2〈N,Xvv〉

= (u′)2e+ 2u′v′f + (v′)2g

donde

e : = 〈N,Xuu〉 = −〈Nu, Xu〉 (1.4)

f : = 〈N,Xuv〉 = 〈N,Xvu〉 = −〈Nv, Xu〉 = −〈Nu, Xv〉 (1.5)

g : = 〈N,Xvv〉 = −〈Nv, Xv〉. (1.6)

Para consultar los detalles véase [7].
Con esta información podemos obtener a las entradas, aij, de la matriz dN en función

de los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental. De las ecuaciones (1.2) y
(1.3) tenemos que

−e = 〈Nu, Xu〉 = a11E + a21F

−f = 〈Nu, Xv〉 = a11F + a21G

−f = 〈Nv, Xu〉 = a12E + a22F

−g = 〈Nv, Xv〉 = a12F + a22G

Estas ecuaciones se pueden poner en forma matricial, i.e.,

−
(
e f
f g

)
=

(
a11 a21

a12 a22

)(
E F
F G

)
de donde (

a11 a21

a12 a22

)
= −

(
e f
f g

)(
E F
F G

)−1

.
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Por lo tanto

a11 =
fF − eG
EG− F 2

a12 =
gF − fG
EG− F 2

a21 =
eF − fE
EG− F 2

a22 =
fF − gE
EG− F 2

.

Estas expresiones nos permiten escribir a la curvatura media en función de los coefi-
cientes de la primera y segunda forma fundamental, a saber:

H = −1

2
(a11 + a22) = −1

2

(
fF − eG
EG− F 2

+
fF − gE
EG− F 2

)
es decir,

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
. (1.7)

Con esta expresión para la curvatura media estamos en condiciones de estudiar las
superficies mı́nimas y su conexión con el funcional de área.

Definición 1.11. Una superficie regular parametrizada, S, es mı́nima si su curvatura
media es cero en todos sus puntos (i.e., H(p) = 0 ∀p ∈ S).

Para entender porqué usamos la palabra “mı́nima” para este tipo de superficies será nece-
sario introducir la noción de variaciones normales. Sea X : U ⊆ R2 −→ R3 una superficie
regular parametrizada. Escojamos un dominio acotado D ⊆ U y una función diferenciable
h : D −→ R. La variación normal de X(D), determinada por h, es el mapeo

φ : D × (−ε0, ε0) −→ R3 tal que

φ(u, v, ε) = X(u, v) + εh(u, v)N(u, v), (u, v) ∈ D, ε ∈ (−ε0, ε0)

Ahora, para cada ε ∈ (−ε0, ε0), el mapeo

Xε : D −→ R3

tal que
Xε(u, v) = φ(u, v, ε)

es una superficie parametrizada tal que

∂Xε

∂u
= Xu + εhuN + εhNu

∂Xε

∂v
= Xv + εhvN + εhNv.
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Luego, si denotamos por Eε, Fε y Gε a los coeficientes de la primera forma fundamental
de Xε, obtenemos:

Eε =

〈
∂Xε

∂u
,
∂Xε

∂u

〉
= 〈Xu + εhuN + εhNu , Xu + εhuN + εhNu〉

= E + εhu〈Xu, N〉+ εh〈Xu, Nu〉+ εhu〈N,Xu〉+ ε2h2
u〈N,N〉

+ ε2hhu〈N,Nu〉+ εh〈Nu, Xu〉+ ε2hhu〈Nu, N〉+ ε2h2〈Nu, Nu〉

Partiendo de aqúı, recordando que {Xu, Xv}⊥N , pues N es la normal a la superficie,
y también que

dNp(Xu) = Nu ∈ Tp(S)

dNp(Xv) = Nv ∈ Tp(S)

(Véase [7]) obtenemos las siguientes igualdades (haciendo un cálculo análogo al de arriba
para G y F ):

Eε = E + 2εh〈Xu, Nu〉+ ε2h2〈Nu, Nu〉+ ε2h2
u

Fε = F + εh (〈Xu, Nv〉+ 〈Xv, Nu〉) + ε2h2〈Nu, Nv〉+ ε2huhv

Gε = G+ 2εh〈Xv, Nv〉+ ε2h2〈Nv, Nv〉+ ε2h2
v

Ahora, utilizando las relaciones (1.4), (1.5), (1.6) y (1.7); llegamos a que:

EεGε − F 2
ε = (E − 2εhe+ ε2h2〈Nu, Nu〉+ ε2h2

u)(G− 2εhg + ε2h2〈Nv, Nv〉+ ε2h2
v)

− (F − 2εhf + ε2h2〈Nu, Nv〉ε2huhv)2

= EG− 2εhgE − 2εheG− F 2 + 4εhfF + o(ε)

= EG− F 2 − 2εh(gE − 2fF + eG) + o(ε)

= (EG− F 2)(1− 4εhH) + o(ε)

donde o(ε) es tal que,

ĺım
ε→0

o(ε)

ε
= 0

y H es la curvatura media. El cálculo anterior nos permite expresar el área de la superficie
Xε, i.e.,

A(ε) := A(Xε) =

∫∫
D

√
EεGε − F 2

ε du dv =

∫∫
D

√
(EG− F 2)(1− 4εhH) + o(ε) du dv

Luego, la siguiente diferencia

A(ε)− A(0) =

∫∫
D

√
(EG− F 2)(1− 4εhH) + o(ε) du dv −

∫∫
D

√
EG− F 2 du dv

= −
∫∫
D

[4εhH(EG− F 2) + o(ε)]√
(EG− F 2)(1− 4εhH) + o(ε) +

√
EG− F 2

du dv
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nos permite concluir que la función

A(·) : (−ε0, ε0) −→ R
ε 7−→ A(ε) := A(Xε)

es diferenciable en ε = 0 y además

A′(0) = −2

∫∫
D

hH
√
EG− F 2 du dv (1.8)

Con lo expuesto arriba estamos en condiciones de justificar el uso de la palabra “mı́nima”
para nombrar a las superficies cuya curvatura media es cero (i.e., H ≡ 0).

Proposición 1.2. Sea X : U −→ R3 una superficie regular parametrizada y sea D ⊆ U
un dominio acotado. Entonces X es mı́nima si y sólo si A′(0) = 0 para cualquier D y
cualquier variación normal de X(D).

Prueba: Si H ≡ 0, la relación (1.8) implica que A′(0) = 0.
Por otro lado, supongamos que existe q ∈ D tal que H(q) 6= 0. Sea h : D −→ R,
diferenciable, tal que h(q) = H(q) y h ≡ 0 fuera de una vecindad, W , de q. Entonces,
A′(0) < 0 para la variación determinada por h, pues, h y H tienen el mismo signo en W .

q.e.d.

La proposición anterior asegura que cualquier región acotada, X(D), de una super-
ficie mı́nima, es un punto cŕıtico del funcional de área para cualquier variación
normal de X(D). Dado que el punto cŕıtico puede no ser un mı́nimo, la palabra “mı́nima”
parece un tanto inadecuada. Empero, esta definición permanece hasta nuestros d́ıas en
honor a J.L. Lagrange, quien la introdujo en el año 1760.

Para finalizar con nuestro análisis del funcional de área y su relación con las superficies
mı́nimas será conveniente introducir, para una superficie regular parametrizada, el vector
de curvatura media, que se define de la siguiente forma:

H := HN

donde H es la curvatura media y N es el vector normal unitario a la superficie.
El significado geométrico de la dirección de H puede adquirirse de la ecuación (1.8),
procediendo aśı: escogemos h = H, luego, para esta variación particular

A′(0) = −2

∫∫
D

〈H,H〉
√
EG− F 2 du dv ≤ 0.

esto significa que si deformamos X(D) en la dirección del vector H, el área, en principio,
no crece.
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1.1. Coordenadas Isotermas y Mapeo Conforme

El vector H definido arriba tiene otra interpretación bastante importante que es muy
utilizada en la teoŕıa de superficies mı́nimas y que será fundamental para nosotros.

Definición 1.12. Una superficie regular parametrizada, X(u, v), es isoterma si y sólo
si

|Xu|2 = |Xv|2 y 〈Xu, Xv〉 = 0.

Proposición 1.3. Sea X = X(u, v) una superficie regular parametrizada. Supongamos
que X es isoterma. Entonces,

∆X = 2λ2H

donde λ2 := |Xu|2 = |Xv|2 y ∆X = Xuu +Xvv.

Prueba: Por hipótesis

〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉 y 〈Xu, Xv〉 = 0

derivando estas expresiones, tenemos que

〈Xu, Xuu〉 = 〈Xvu, Xv〉

〈Xuv, Xv〉+ 〈Xu, Xvv〉 = 0

luego,
〈Xu, Xuu〉 = 〈Xvu, Xv〉 = −〈Xu, Xvv〉

de aqúı deducimos que
〈Xu, Xuu +Xvv〉 = 0 (1.9)

y análogamente se deduce que

〈Xv, Xuu +Xvv〉 = 0. (1.10)

Las ecuaciones (1.9) y (1.10) indican que el vector Xuu + Xvv es paralelo a N . Como X
es isoterma, la fórmula (1.7) se reduce a

H =
1

2

(e+ g)

λ2

luego, por (1.4) y (1.6)
2λ2H = g + e = 〈N,Xuu +Xvv〉.

Por lo tanto
Xuu +Xvv = 2λ2H

ya que Xuu +Xvv es paralelo a N .
q.e.d.

De aqúı se desprende el siguiente Corolario que es crucial para el desarrollo de esta
tesis.
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Corolario 1.1. Sea X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) una superficie regular parametriza-
da. Supongamos que X es isoterma. Entonces X es mı́nima si y sólo si ∆X = 0.

Para finalizar este caṕıtulo estudiaremos la relación entre un mapeo conforme y una
parametrización en coordenadas isotermas, esto será de utilidad más adelante.

Definición 1.13. Sean S y S ′ superficies regulares. Un difeomorfismo φ : S −→ S ′ se
llama conforme si para todo p ∈ S y cualesquiera v1, v2 ∈ Tp(S), se tiene que

〈dφp(v1), dφp(v2)〉 = λ2(p)〈v1, v2〉

donde λ2 es una función diferenciable en S y tal que λ2(p) 6= 0 ∀p ∈ S.

La interpretación geométrica de la anterior definición es que los ángulos se preservan
bajo mapeos conformes. Veamos, sean α : I −→ S y β : I −→ S dos curvas en S que
se intersectan, digamos, en t = 0 (sin pérdida de generalidad podemos suponer que están
parametrizadas con el mismo parámetro). El ángulo, θ, en t = 0 está dado por

cos(θ) =
〈α′, β′〉
|α′||β′|

Ahora, un mapeo conforme, φ : S −→ S ′, transforma α y β en las curvas φ ◦ α : I −→ S ′

y φ ◦ β : I −→ S ′, respectivamente. Estas curvas se intersectan en t = 0 y el ángulo, θ′,
entre ellas está dado por:

cos(θ′) =
〈dφ(α′), dφ(β′)〉
|dφ(α′)||dφ(β′)|

=
λ2〈α′, β′〉
λ2|α′||β′|

= cos(θ).

Lo anterior muestra que las curvas φ ◦ α y φ ◦ β, se intersectan con un ángulo idéntico al
de las curvas α y β.

Proposición 1.4. Un difeomorfismo, φ : S −→ S ′, es un mapeo conforme si y sólo si
para todo p ∈ S y para todo v ∈ Tp(S) se cumple

Iφ(p)(dφp(v)) = λ2Ip(v)

donde I es la primera forma fundamental.

Prueba: Si φ es conforme, tomando v1 = v2 en la definición, llegamos a que Iφ(p)(dφp(v1)) =
λ2Ip(v1).
Por otro lado, supongamos que Iφ(p)(dφp(v)) = λ2Ip(v) para toda v ∈ Tp(S). Sean
v1, v2 ∈ Tp(S). Claramente se tiene la siguiente identidad (recordemos que Tp(S) es un
espacio vectorial):

Iφ(p)(dφp(v1 + v2)) = Iφ(p)(dφp(v1) + dφp(v2))

= Iφ(p)(dφp(v1)) + 2〈dφp(v1), dφp(v2)〉+ Iφ(p)(dφp(v2))

es decir,
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Iφ(p)(dφp(v1 + v2))− Iφ(p)(dφp(v1))− 2〈dφp(v1), dφp(v2)〉 − Iφ(p)(dφp(v2)) = 0. (1.11)

Análogamente,
Ip(v1 + v2)− Ip(v1)− 2〈v1, v2〉 − Ip(v2) = 0. (1.12)

Multiplicando (1.12) por λ2, igualando con (1.11) y utilizando nuestra hipótesis (i.e.,
Iφ(p)(dφp(v)) = λ2Ip(v)), conclúımos que:

〈dφp(v1), dφp(v2)〉 = λ2〈v1, v2〉.

q.e.d.

Proposición 1.5. Sean X : U −→ S y X : U −→ S parametrizaciones tales que E =
λ2E, F = λ2F y G = λ2G en U ; donde λ2 es una función diferenciable en U , tal que
λ2(p) 6= 0 ∀p ∈ U . Entonces, el mapeo φ := X ◦X−1 : X(U) −→ S es conforme.

Prueba: Sea p ∈ X(U) y w ∈ Tp(S). Sabemos que w es tangente a una curva X(α(t)),
en t = 0, donde α(t) = (u(t), v(t)) es una curva parametrizada en U , luego, w puede
escribirse como

w = Xuu
′ +Xvv

′ (t = 0).

Ahora, también sabemos que el vector dφp(w) es tangente a la curva X(α(t)), t = 0, luego

dφp(w) = Xuu
′ +Xvv

′ (t = 0).

Entonces, como
Ip(w) = (u′)2E + 2u′v′F + (v′)2G

e
Iφ(p)(dφp(w)) = (u′)2E + 2u′v′F + (v′)2G

podemos concluir que

Iφ(p)(dφp(w)) = λ2Ip(w) ∀p ∈ S ∀w ∈ Tp(S).

Por lo tanto, φ es conforme.
q.e.d.

Corolario 1.2. Sea X : U ⊆ R2 −→ S una superficie regular parametrizada. Si X es
isoterma, entonces, X es un mapeo conforme.

Prueba: Sea Y : U ⊆ R2 ↪→ U ⊆ R3, el mapeo inclusión. Claramente, Y , es una
superficie regular parametrizada. Notemos que

EY = 1, FY = 0 y GY = 1.

Definamos λ2(p) :=
1

E(p)
, λ2 está bien definida, porque X es una superficie regular

(Xu 6= 0). Además, X isoterma implica que

EY = λ2E, FY = λ2F y GY = λ2G.
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Por último, utilizando la proposición anterior llegamos a que

X = X ◦ Y −1 : U −→ S

es un mapeo conforme.
q.e.d.

Entonces, cada vez que hablemos de una parametrización isoterma estaremos hablan-
do, también, de un mapeo conforme.



Caṕıtulo 2

El Problema de Plateau

A continuación nos disponemos a resolver el Problema de Plateau. Empezaremos ar-
gumentando por qué le llamaremos solución del problema de Plateua a una superficie
mı́nima. Después expondremos el principio variacional que nos llevará a encontrar una
solución, del Problema de Plateau, mediante la minimización de un funcional. Para fi-
nalizar verificaré que la superficie mı́nima que encontramos también es de área mı́nima.

2.1. Formulación del problema

Una primera aproximación al problema de Plateau nos llevaŕıa a tratar de minimizar
el funcional de área

A(X) =

∫∫
B

|Xu ∧Xv| du dv =

∫∫
B

√
|Xu|2|Xv|2 − 〈Xu, Xv〉2 du dv

en la clase de superficies1 X ∈ C(B;R3) que, restringidas a la frontera, son un homeo-
morfismo de ∂B en Γ. Sin embargo, este método produce, literalmente, soluciones con
cabellos. Esto se puede ver de la siguiente manera. Supongamos que Γ ⊆ R3 es un ćırculo
contenido en el plano (x, y), es decir

Γ = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 = 1, z = 0}

y sea K(Γ) = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 +y2 ≤ 1, z = 0} el disco acotado por Γ. Como consecuen-
cia del principio del máximo, la única superficie mı́nima, X, de clase C(B,R3)∩C2(B;R3)
que mapea ∂B sobre Γ (como homeomorfismo) y que, en B, satisface

∆X = 0 (2.1)

y
|Xu|2 = |Xv|2, 〈Xu, Xv〉 = 0 (2.2)

es un mapeo conforme2, regular, de B sobre K(Γ).
Por otro lado, entre los mı́nimos del funcional de área A(X), hay mapeos, X : B −→ R3,

1A partir de aqúı sólo consideraremos el caso en que las superficies pueden cubrirse con una única
parametrización

2Revisar el Teorema 1.2.

13
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Figura 2.1: Superficie con un cabello.

que parametrizan conjuntos que se pueden ver como discos con cabellos acotados por Γ.
Por ejemplo, consideremos el conjunto

K∗(Γ) = K(Γ) ∪ I

donde K(Γ) es el disco definido arriba e I es el cabello

I = {(x, y, z) ∈ R3 |x = y = 0, 0 ≤ z ≤ 1}

que crece en el centro de K(Γ), Figura 2.1.

Ahora, no es dif́ıcil notar queK∗(Γ) puede parametrizarse por el mapeoX ∈ C∞(B,R3),
dado por:

X(u, v) =


(0, 0, φ(r)) si 0 ≤ r ≤ 1

2

(ψ(r) cos(θ), ψ(r) sen(θ), 0) si 1
2
≤ r ≤ 1

donde r =
√
u2 + v2,

φ(r) := e
4
(

1− 1
1−4r2

)
y ψ(r) := e

4
(

1
3
− 1

4r2−1

)
.

Notemos que la superficie X(u, v) no es regular3 para 0 ≤ r ≤ 1
2
, lo cual es evidente por el

hecho de que todo el disco 0 ≤ r ≤ 1
2

es mapeado en el cabello I. Aún más, esta superfi-
cie minimiza el funcional de área, ya que el cabello I no contribuye al área de la superficie.

En consecuencia, si quisiéramos utilizar el problema variacional de encontrar un mı́nimo
de A(X) sobre la clase C(B,R3), nos encontraŕıamos con estas soluciones nada agrada-
bles. Con el fin de encontrar una solución razonable que satisfaga las ecuaciones (2.1) y
(2.2), tenemos que deshacernos de estas soluciones con cabellos. Una forma de hacer esto

3En el sentido de la Definición 1.1.
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se deriva de la relación que tienen los puntos cŕıticos del funcional de Dirichlet en dos
dimensiones

D(X) =
1

2

∫∫
B

(
|Xu|2 + |Xv|2

)
du dv =

1

2

∫∫
B

|∇X|2 du dv

y el funcional de área A(X). Esta relación puede notarse observando que√
|Xu|2|Xv|2 − (Xu ·Xv)2 ≤

√
|Xu|2|Xv|2 ≤

1

2
(|Xu|2 + |Xv|2|)

de aqúı que A(X) ≤ D(X). Aún más, la igualdad se obtiene si las relaciones conformes
(2.2) se cumplen, i.e.,

A(X) = D(X) si y sólo si |Xu|2 − |Xv|2 = 0 = Xu ·Xv. (2.3)

Es decir, los valores del funcional de área y del funcional de Dirichlet coinciden exacta-
mente cuando se evalúan en una superficie, X, parametrizada con coordenadas isotermas
(conformes) y, en general, la integral de Dirichlet es mayor que el funcional de área.

Esta observación hace que la idea de que los mı́nimos de D(X) sean también mı́nimos
de A(X) parezca plausible. De hecho, esta percepción es correcta, sólo hay que plantear el
problema de minimización en una clase adecuada (la cual definiremos a detalle más ade-
lante). Nuestro análisis del problema partirá de esta idea, es decir, minimizaremos D(X)
en vez de A(X) y, después de hacer esto, probaremos que los mı́nimos de D(X) en cierta
clase, C, son superficies mı́nimas que también minimizan el funcional de área. Algunas de
las ventajas de utilizar la integral de Dirichlet, D(X), en el proceso de minimización son
las siguientes:

No es conveniente llevar a cabo el proceso de minimización sobre superficies re-
gulares, esto debido a que esta clase no es cerrada con respecto a la convergencia
uniforme o con respecto a la convergencia en H1 (el espacio de Sobolev de funciones
en L2 con derivadas débiles de cuadrado integrable) y, por esto, la convergencia
de sucesiones minimizantes en esta clase será muy dif́ıcil (o incluso imposible) de
obtener. Sin embargo, si admitimos superficies más generales para la minimización,
la superficies con cabellos pueden aparecer cuando tratemos de minimizar a A(X).
Estas superficies con cabellos seŕıan excluidas si, en vez de A(X), tratamos de mı́ni-
mizar a D(X).

Las sucesiones minimizantes de D(X) tienen mejores propiedades de compacidad
que las de A(X).

Las afirmaciones que se hacen en los puntos anteriores se basan en que la expresión
|p|2 + |q|2 se anula sólo si p = 0 y q = 0, mientras que |p∧q| se anula para cualquier par de
vectores colineales p y q. Además, A(X) es invariante bajo cualquier cambio de parámet-
ros4 mientras que D(X) permanece invariante sólo bajo reparametrizaciones conformes,
es decir, el grupo de simetŕıas para el funcional de Dirichlet es considerablemente más
pequeño, pues, la relación D(X ◦ g) = D(X) sólo se da para difeomorfismos conformes de
B.

4Véase [7].
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Proposición 2.1. Sea Ω ⊆ R2 un dominio acotado. Sea φ(u, v) = (λ(u, v), µ(u, v)) un
difeomorfismo conforme de Ω̄ en Ω̄′. Sea X ∈ H1(Ω′;R3) y Y := X ◦ φ. Entonces∫∫

Ω

(|Yu|2 + |Yv|2) du dv =

∫∫
Ω′

(|Xλ|2 + |Xµ|2)dλdµ

Prueba: Por la regla de la cadena para derivadas débiles (podemos usarla, ya que φ :
Ω̄→ Ω̄′ es difeomorfismo; ver por ejemplo: [2]), tenemos:

Yu = Xλλu +Xµµu

Yv = Xλλv +Xµµv

de aqúı que:
|Yu|2 = 〈Yu, Yu〉 = λ2

u|Xλ|2 + 2λuµu〈Xλ, Xµ〉+ µ2
u|Xµ|2 (2.4)

|Yv|2 = 〈Yv, Yv〉 = λ2
v|Xλ|2 + 2λvµv〈Xλ, Xµ〉+ µ2

v|Xµ|2 (2.5)

Como φ es conforme, debe de cumplir las ecuaciones de Cauchy-Riemman:

λu = µv λv = −µu

Esto, aunado a (2.4) y (2.5), nos lleva a que:

|Yu|2 + |Yv|2 = (λ2
u + λ2

v)|Xλ|2 + (µ2
u + µ2

v)|Xµ|2 = (|Xλ|2 + |Xµ|2)(λ2
u + λ2

v)

luego,∫∫
Ω

(|Yu|2+|Yv|2) du dv =

∫∫
Ω

(|Xλ|2+|Xµ|2)(λ2
u+λ

2
v) du dv =

∫∫
Ω

(|Xλ|2+|Xµ|2) det(∇φ) du dv

=

∫∫
Ω′

(|Xλ|2 + |Xµ|2) dλ dµ.

Esta última igualdad se tiene por el teorema de cambio de variable para la integral de
Lebesgue (el teorema puede verse en [2]).

q.e.d.

Con base a lo expuesto arriba nos disponemos a definir a qué le llamaremos una
solución del problema de Plateau. Primero recordemos qué es una curva de Jordan. Sea

B := {(u, v) ∈ R2
∣∣ u2 + v2 < 1}.

Definición 2.1. Una curva de Jordan cerrada, Γ, en Rn es un subconjunto de Rn

( Γ ⊆ Rn) que es homeomorfo a ∂B. Distinguiendo un homeomorfismo fijo γ : ∂B → Γ
equipamos a Γ con una orientación (i.e. Γ está orientada por γ).

Nota: A partir de aqúı al mencionar el conjunto B nos referiremos a la bola unitaria
con centro en el origen, como arriba.
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Definición 2.2 (Solución al problema de Plateau). Dada una curva cerrada de
Jordan, Γ ⊆ R3, decimos que X : B → R3 es una solución al problema de Plateau
para la curva de frontera Γ, si cumple las siguientes 3 condiciones:

X ∈ C0(B̄;R3) ∩ C2(B;R3) y ∆X = 0 (2.6)

|Xu|2 = |Xv|2 y Xu ·Xv = 0 en B (2.7)

La restricción X|∂B es un homeomorfismo de ∂B en Γ (2.8)

Ya está, nuestra definición de solución al problema no es más que encontrar una
superficie mı́nima, parametrizada con coordenadas isotermas5, que tenga como frontera a
la curva Γ. Recordemos que las superficies mı́nimas son puntos cŕıticos del funcional de
área, entonces, a primera vista, parece que nuestra definición de solución al problema de
Plateau puede que no sea de área mı́nima, sin embargo, como se verá más adelante, debido
a los métodos utilizados para encontrar una solución a este problema, la solución que
encontraremos también será de área mı́nima. Ésto se observará en caṕıtulos posteriores.

Para proseguir nuestro análisis, en la siguiente sección, estudiaremos la relación de
esta definición con los mı́nimos del funcional de Dirichlet.

2.2. El principio variacional

Con el fin de relacionar los mı́nimos de la integral de Dirichlet, D(X), y la Defini-
ción (2.2) verificaremos ciertos principios variacionales que cumple D(X). Para que estos
principios funcionen será necesario introducir una clase de funciones admisibles apropiada
para llevar a cabo el proceso de minimización. Empezaremos esta sección definiendo la
clase de funciones sobre la que minimizaremos el funcional D(X).

Primero, el espacio natural para llevar a cabo estos procesos de minimización es
H1(B;R3) el espacio de Sobolev de funciones en L2(B;R3) con derivadas débiles de cuadra-
do integrable, este espacio es muy conveniente debido a sus propiedades de convergencia,
pues, recordemos que el producto escalar

〈X, Y 〉H1 =

∫∫
B

(X · Y +Xu · Yu +Xv · Yv) du dv =

∫∫
B

(X · Y +∇X · ∇Y ) du dv

induce la norma

‖X‖2
H1 =

∫∫
B

(|X|2 + |∇X|2) du dv =

∫∫
B

(
|X|2 + |Xu|2 + |Yu|2

)
du dv

con la cual H1(B;R3) es completo. Aqúı

∇X =

 Dux Dvx
Duy Dvy
Duz Dvz

 =
(
Xu | Xv

)
.

5Recordar el Corolario 1.1.
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Du y Dv denotan a las derivadas débiles con respecto a u y v, respectivamente.

Ahora, necesitamos considerar la condición de frontera (2.8), de la Definición 2.2,
esta condición es equivalente a pedir que X|∂B sea una función continua y estrictamente
monótona (i.e. inyectiva) de ∂B en Γ. Sin embargo, esta condición no es cerrada bajo la
convergencia uniforme (ni bajo la convergencia en H1) en ∂B, ya que el ĺımite uniforme de
funciones estrictamente monótonas, en general, no es una función estrictamente monótona.
Lo que śı se puede asegurar es que el ĺımite es una función débilmente monótona. Para
ser más precisos consideremos la siguiente

Definición 2.3. Supongamos que Γ es una curva cerrada de Jordan en Rn y que está orien-
tada por un homeomorfismo γ : ∂B → Γ. Entonces, una función continua y suprayectiva,
φ : ∂B → Γ, es débilmente monótona si y sólo si existe una función continua y no
decreciente, τ : [0, 2π]→ R, tal que τ(2π) = τ(0) + 2π y φ(eiθ) = γ(eiτ(θ)).

En otras palabras, φ es débilmente monótona si las imágenes φ(w) se mueven sobre Γ
en una dirección constante cuando w se mueve sobre ∂B en una dirección constante. Las
imágenes pueden quedarse fijas pero nunca moverse en sentido contrario si w se mueve
monótonamente en ∂B. Además, φ(w) recorre Γ sólo una vez si w atraviesa ∂B sólo una
vez.

Lema 2.1. Sea Γ una curva cerrada de Jordan y {φn} una sucesión de funciones débil-
mente monótonas (continuas y suprayectivas) de ∂B sobre Γ. Supongamos que las fun-
ciones φn convergen uniformemente en ∂B a una función φ : ∂B → Rn. Entonces, φ es
una función continua y débilmente monótona de ∂B en Γ.

Prueba: La convergencia uniforme implica la continuidad de φ. Veamos que φ es débil-
mente monótona.
Para cada φn existe τn que cumple la definición de arriba. Sin perdida de generalidad,
podemos suponer que

τn(0) = 0 ∀n ∈ N.

Si este no fuera el caso reemplazamos τn(θ) por

τ̃n(θ) := τn(θ)− τn(0).

Cláramente τ̃n es continua y no decreciente, además τ̃n(0) = 0 y

τ̃n(2π) = τn(2π)− τn(0) = τn(0) + 2π − τn(0)

= τ̃n(0) + 2π.

Con esta elección de τ̃n, y considerando la función arg(reiθ) = θ con la rama θ ∈ (0, 2π),
tenemos que

τ̃n =


0 si θ = 0

arg(γ−1(φn(eiθ))) si θ ∈ (0, 2π)

2π si θ = 2π
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luego, la convergencia uniforme de φn implica que

τn(θ) −→ τ := arg(γ−1(φ(eiθ))) uniformemente en [0, 2π]

además, τ es continua, no decreciente y

φ(eiθ) = ĺım
n→∞

φn(eiθ) = ĺım
n→∞

γ(eiτ̃n(θ)) = γ(eiτ(θ)).

q.e.d.

Esta convergencia, de las funciones débilmente monótonas, nos motiva a que la mono-
tońıa débil tenga que ser la condición de frontera de nuestra clase de funciones admisibles.
Antes de definir la clase, recordemos que cualquier función en H1(B;R3) posee una fun-
ción traza6 X|∂B ∈ L2(∂B;R3) (El problema es que ∂B tiene medida cero, respecto a B,
luego, hablar de X|∂B -en el sentido usual -no tiene mucho sentido. La noción de operador
traza resuelve este inconveniente).

Definición 2.4. Dada una curva cerrada de Jordan, Γ ⊆ R3, diremos que la función
X : B −→ R3 es de clase C(Γ), respecto a una orientación fija γ : ∂B −→ Γ si X ∈
H1(B;R3) y su traza X|∂B puede ser representada por una función continua, suprayectiva
y débilmente monótona φ : ∂B −→ Γ.

Es decir,

C(Γ) = { X ∈ H1(B;R3)
∣∣X|∂B ∈ C(∂B;R3) es una parametrización deb. monótona de Γ

}
.

Ahora estamos en condiciones de establecer nuestros principios variacionales, éstos quedarán
establecidos en los siguientes lemas.

Lema 2.2. X ∈ C(Γ) cumple la condición (2.6) si y sólo si

d

dε
D(X + εφ)

∣∣∣∣
ε=0

= 0 ∀φ ∈ H1
0 (B;Rn)

Prueba: Antes que nada notemos que

d

dε
D(X + εφ)

∣∣∣∣
ε=0

= ĺım
ε→0

1

2ε

∫∫
B

|∇X + ε∇φ|2 du dv −
∫∫
B

|∇X|2 du dv


= ĺım

ε→0

1

2ε

∫∫
B

(
|∇X|2 + 2ε(∇X · ∇φ) + ε2|∇φ|2

)
du dv −

∫∫
B

|∇X|2 du dv


=

∫∫
B

(∇X · ∇φ) du dv

=

∫∫
B

(Xu · φu +Xv · φv) du dv.

6Véase el Apéndice A.
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Esto nos permite observar que si X satisface
d

dε
D(X + εφ)

∣∣∣∣
ε=0

= 0 ∀φ ∈ H1
0 (B;Rn)

entonces, X es una solución débil7 del problema

(P )

{
∆X = 0 en B
X|∂B = Γ

El teorema de representación de Riez nos permite encontrar una solución débil al problema
(P ) (ver por ejemplo: [2], [10] ó el Apéndice B). Además, gracias a algunos muy conocidos
resultados de regularidad8, esta solución débil es una solución clásica (ya que B = {w ∈
C : |w| < 1} es bastante regular), por lo tanto X satisface la condición (2.6).

q.e.d.

Lema 2.3. X ∈ C(Γ). Supongamos que

d

dε
D(X ◦ g−1

ε ;Bε)

∣∣∣∣
ε=0

= 0

para cualquier familia de difeomorfismos {gε}|ε|<ε0, gε : B → Bε ( aqúı Bε := gε(B)) que
dependen diferenciablemente del parámetro ε y tal que g0 = id. Entonces, X cumple la
condición (2.7).

Para poder demostrar este lema necesitaremos de los siguientes resultados.

Lema 2.4 (Fundamental del cálculo de variaciones). Sea Ω ⊆ Rn abierto y u ∈
L2(Ω) tal que ∫

Ω

u(x)φ(x)dx = 0

para toda φ ∈ C∞0 (Ω). Entonces u ≡ 0 en L2(Ω).

Prueba: Sabemos que

C∞0 (Ω)
L2(Ω)

= L2(Ω)

(Véase, por ejemplo: [11], Corolario 19.24) entonces, dado ε > 0 existe ψ ∈ C∞0 (Ω) tal
que

||u− ψ||L2(Ω) < ε.

Utilizando la desigualdad de Hölder tenemos que

||u||2L2(Ω) =

∫
Ω

u2(x)dx =

∫
Ω

(u2(x)− u(x)ψ(x))dx =

∫
Ω

u(x)(u(x)− ψ(x))dx

≤

∫
Ω

u2(x)dx

1/2∫
Ω

(u(x)− ψ(x))2dx

1/2

= ||u||L2(Ω)||u− ψ||L2(Ω)

≤ ε||u||L2(Ω)

7Véase B.2, Apéndice B.
8Ver Lema B.1, Apéndice B.
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Como ε es arbitrario, tenemos que ||u||L2(Ω) = 0. Por lo tanto u ≡ 0 en L2(Ω).
q.e.d.

Corolario 2.1. Si u, v ∈ L2(Ω) son tales que∫
Ω

(u(x)φ(x) + v(x)ψ(x))dx = 0 ∀φ, ψ ∈ C∞0 (Ω)

entonces, u ≡ 0 y v ≡ 0 en L2(Ω).

Prueba: Tomando ψ ≡ 0, tenemos que∫
Ω

u(x)φ(x)dx = 0 ∀φ ∈ C∞0 (Ω)

entonces, por el Lema 2.4, u ≡ 0 luego∫
Ω

v(x)ψ(x)dx = 0 ∀ψ ∈ C∞0 (Ω).

Por lo tanto v ≡ 0.
q.e.d.

Lema 2.5. Sea B ⊆ R2 abierto. Si g ∈ C1(B;B′) es biyectiva y localmente invertible9,
entonces, g es un difeomorfismo.

Prueba: La hipótesis de biyectividad, automáticamente, nos permite construir una fun-
ción inversa global. La diferenciabilidad de la inversa se sigue del Teorema de la función
inversa, ya que para cada x ∈ B se tiene ∇g(x) 6= 0 (recordemos que la diferenciabilidad
es una propiedad local).

q.e.d.

Prueba (Lema 2.3): Sea τ ∈ C1(B;R2) y para los ε ∈ R tales que |ε| ||∇τ ||L∞ < 1
consideremos los mapeos

gε := id+ ετ : B → Bε := gε(B).

Notemos que
∇gε = id+ ε∇τ

esto, junto a la condición |ε| ||∇τ ||L∞ < 1, nos lleva a que gε es localmente invertible,
pues,

(∇gε)−1 = (id+ ε∇τ)−1 = id− ε∇τ + ε2∇τ 2 − ε3∇τ 3 + ε4∇τ 4 − ... (2.9)

9Una función g es localmente invertible si det(∇g) 6= 0 para toda x en el dominio. Recordemos que en
este escrito ∇g denota a la matriz jacobiana.
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esta serie converge uniformemente por la elección de ε, luego, ∇gε es invertible, entonces,
det(∇gε) 6= 0, por lo tanto gε es localmente invertible. Además, la función gε es biyectiva (la
inyectividad se tiene por que gε es solo una perturbación de la identidad; la suprayectividad
se tiene por definición). Entonces, por el Lema 2.5, gε es un difeomorfismo de B en Bε

(el difeomorfismo de B en Bε que nos da el Lema 2.5 se extiende a la frontera, ya que
τ ∈ C1(B;R2)). Ahora, por la regla de la cadena para derivadas débiles:

D(X ◦ g−1
ε ;Bε) =

1

2

∫∫
Bε

∣∣∇(X ◦ g−1
ε )
∣∣2 dω =

1

2

∫∫
Bε

∣∣((∇X) ◦ g−1
ε ) · ∇g−1

ε

∣∣2 dω

=
1

2

∫∫
B

∣∣∇X((∇g−1
ε ) ◦ gε)

∣∣2 det(∇gε) du dv

Observemos que g−1
ε ◦ gε = id, entonces,

(∇g−1
ε ◦ gε)∇gε = id

luego, la relación (2.9) nos lleva a que

(∇g−1
ε ◦ gε) = (∇gε)−1 = id− ε∇τ + o(ε) (2.10)

donde o(ε) es tal que

ĺım
ε→0

o(ε)

ε
= 0.

Digamos que τ = (µ, λ), entonces, tenemos que

gε(u, v) = (u+ εµ(u, v), v + ελ(u, v))

y que

∇gε =

(
1 + εµu εµv
ελu 1 + ελv

)
luego,

det(∇gε) = 1 + ε(µu + λv) + o(ε) (2.11)

Considerando a X = (x, y, z), se tiene

∇X =

 xu xv
yu yv
zu zv


donde las entradas de esta última matriz son derivadas débiles. Ahora, utilizando la
relación (2.10), podemos calcular que
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∣∣∇X((∇g−1
ε ) ◦ gε)

∣∣2 = |∇X(id− ε∇τ + o(ε))|2

=

∣∣∣∣∣∣
 xu xv

yu yv
zu zv

( 1− εµu + o(ε) −εµv + o(ε)
−ελu + o(ε) 1− ελv + o(ε)

)∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
 xu(1− εµu)− εxvλu + o(ε) xv(1− ελv)− εxuµv + o(ε)

yu(1− εµu)− εyvλu + o(ε) yv(1− ελv)− εyuµv + o(ε)
zu(1− εµu)− εzvλu + o(ε) zv(1− ελv)− εzuµv + o(ε)

∣∣∣∣∣∣
2

= (xu(1− εµu)− εxvλu)2 + (yu(1− εµu)− εyvλu)2

+ (zu(1− εµu)− εzvλu)2 + (xv(1− ελv)− εxuµv)2

+ (yv(1− ελv)− εyuµv)2 + (zv(1− ελv)− εzuµv)2 + o(ε)

= x2
u(1− εµu)2 − 2εxuxvλu(1− εµu) + y2

u(1− εµu)2

− 2εyuyvλu(1− εµu) + z2
u(1− εµu)2 − 2εzuzvλu(1− εµu)

+ x2
v(1− ελv)2 − 2εxuxvµv(1− ελv) + y2

v(1− ελv)2

− 2εyuyvµv(1− ελv) + z2
v(1− ελv)2 − 2εzuzvµv(1− ελv) + o(ε)

= x2
u + y2

u + z2
u − 2εµu(x

2
u + y2

u + z2
u)− 2ελu(xuxv + yuyv + zuzv)

+ x2
v + y2

v + z2
v − 2ελv(x

2
v + y2

v + z2
v)− 2εµv(xuxv + yuyv + zuzv) + o(ε)

= |Xu|2 + |Xv|2 − 2ε(µu|Xu|2 + λv|Xv|2 + (λu + µv)(Xu ·Xv))

es decir,

|∇X((∇g−1
ε ) ◦ gε)|2 = |∇X|2 − 2ε(µu|Xu|2 + λv|Xv|2 + (λu + µv)(Xu ·Xv)) (2.12)

Entonces, por (2.11) y (2.12) llegamos a la siguiente relación:

D(X ◦ g−1
ε ;Bε) =

1

2

∫∫
B

|∇X((∇g−1
ε ) ◦ gε)|2 det(∇gε) du dv

=
1

2

∫∫
B

[
|∇X|2 − 2ε(µu|Xu|2 + λv|Xv|2 + (λu + µv)(Xu ·Xv)) + ε(µu + λv)|∇X|2 + o(ε)

]
du dv

Esto nos permite ver que la función ε 7→ D(X ◦g−1
ε ;Bε) es diferenciable en ε = 0 y además

d

dε
D(X ◦ g−1

ε ;Bε)|ε=0

= −1

2

∫∫
B

[
2(µu|Xu|2 + λv|Xv|2 + (λu + µv)(Xu ·Xv))− (µu + λv)(|Xu|2 + |Xv|2)

]
du dv

= −1

2

∫∫
B

[
|Xu|2(µu − λv) + |Xv|2(λv − µu)− 2(λu + µv)(Xu ·Xv)

]
du dv

= −1

2

∫∫
B

[
(µu − λv)(|Xu|2 − |Xv|2) + 2(λu + µv)(Xu ·Xv)

]
du dv
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Es decir,

d

dε
D(X ◦ g−1

ε ;Bε)|ε=0 = −1

2

∫∫
B

[
(µu − λv)(|Xu|2 − |Xv|2) + 2(λu + µv)(Xu ·Xv)

]
du dv

Luego, por hipótesis tenemos que

−1

2

∫∫
B

[(µu−λv)(|Xu|2−|Xv|2)+2(λu+µv)(Xu·Xv)] du dv = 0 ∀ τ = (µ, λ) ∈ C1(B;R2)

pues, dado τ construimos una familia de difeomorfismos {gε}|ε|<ε0 que cumple las hipótesis.
Ahora, tomando dos funciones φ, ψ ∈ C∞0 (B), consideremos los problemas

(P1)

{
∆h = φ en B
h = 0 en ∂B

(P2)

{
∆k = ψ en B
k = 0 en ∂B

(P1) y (P2) tienen solución h y k respectivamente, aún más, h, k ∈ C∞(B) (los proble-
mas pueden resolverse de la siguiente manera: primero los formulamos débilmente10, aśı,
habrá una solución débil gracias al teorema de representación de Riez y, por los resulta-
dos de regularidad citados anteriormente -[10]-, esta solución débil pertenece a la clase
C∞(B); otra forma seŕıa utilizando la función de Green, véase [10]).
A continuación, definamos las funciones

µ := hu + kv y λ := ku − hv

de esta forma µ, λ ∈ C∞(B), luego, τ := (µ, λ) ∈ C1(B;R2). También se satisfacen las
siguientes relaciones:

µu − λv = φ y µv + λu = ψ

de aqúı que

−1

2

∫
B

[φ(|Xu|2 − |Xv|2) + 2ψ(Xu ·Xv)] du dv = 0 ∀φ, ψ ∈ C∞0 (B)

luego, por el corolario del Lema 2.4, llegamos a que

|Xu|2 − |Xv|2 = 0 = Xu ·Xv en B

q.e.d.

Los Lemas 2.2 y 2.3 indican que, si X ∈ C(Γ), X cumple la condiciones (2.6) y (2.7)
de la Definición 2.2 si X es un punto cŕıtico de D(X) en el siguiente sentido:

1.
d

dε
D(X + εφ)

∣∣∣∣
ε=0

= 0 ∀φ ∈ H1
0 (B;R3)

10Véase (B.3), Apéndice B.
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2.
d

dε
D(X ◦ g−1

ε ;Bε)

∣∣∣∣
ε=0

= 0 para cualquier familia de difeomorfismos {gε}|ε|<ε0 , gε :

B → Bε, que dependen diferenciablemente del parámetro ε y tal que g0 = id.

Para entender mejor el párrafo anterior notemos que las variaciones del tipo 1 pueden
ser consideradas como variaciones de las variables dependientes, i.e., variaciones de la
superficie X; mientras que las variaciones del tipo 2 corresponden a variaciones de las
variables independientes, i.e., variaciones de la parametrización. Para clarificar el segundo
punto, observemos que en la prueba del Lema 2.3 consideramos el siguiente cambio de
coordenadas:

(u, v) 7−→ (u+ εµ(u, v), v + ελ(u, v))

i.e., sólo perturbamos el espacio de parámetros. Entonces, variar las superficies y encontrar
un punto cŕıtico es encontrar una superficie armónica. Además, variar la parametrización
y encontrar un punto cŕıtico, en este sentido, es encontrar un mapeo conforme.

Para proseguir en nuestra búsqueda por relacionar los mı́nimos del funcional de Dirich-
let y las soluciones al problema de Plateau será de gran ayuda el siguiente resultado:

Lema 2.6. Si X0 es un mı́nimo de D(X) en C(Γ), entonces, X0 es un punto cŕıtico de
D(X) (i.e., X0 cumple 1. y 2.)

Prueba: Claramente X0 cumple la condición 1, esto no es más que le principio de Dirich-
let. Para probar la condición 2 procederé por reducción al absurdo. Supongamos que existe
una familia de difeomorfismos {gε}|ε|<ε0 tal que

d

dε
D(X0 ◦ g−1

ε ;Bε)

∣∣∣∣
ε=0

6= 0 (2.13)

donde Bε := gε(B). Considerando a f : (−ε0, ε0) −→ R como

ε 7−→ D(X0 ◦ g−1
ε ;Bε) =: f(ε)

la condición (2.13) puede escribirse como

d

dε
f(ε)

∣∣∣∣
ε=0

6= 0

entonces, o bien, f(ε) es creciente en 0, o bien, f(ε) es decreciente en 0; en cualquiera de
los dos casos existe ε 6= 0 tal que f(ε) < f(0), i.e.,

D(Xε;Bε) < D(X0;B)

donde Xε := X0 ◦g−1
ε . Ahora, como Bε es la imagen de B bajo un difeomorfismo, tenemos

que, en particular, Bε es simplemente conexo, luego, existe un mapeo conforme τε : B →
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Bε (por el teorema de Riemman existe τ : B → Bε conforme, este mapeo se puede
extender a la frontera)11, aśı, obtenemos que

(Xε ◦ τε)|∂B

es débilmente monótona, esto porque tanto gε como τε son biyectivas en la frontera. Por
lo tanto

X̃ε := Xε ◦ τε ∈ C(Γ)

luego, por la Proposición (2.1), se cumple:

D(X̃ε) = D(Xε;Bε) < D(X0) = mı́n{D(X)|X ∈ C(Γ)}

esto último representa una contradicción.
q.e.d.

Teorema 2.2. Si X es un mı́nimo de D(X) en C(Γ), entonces, X es solución al problema
de Plateau, i.e., X cumple la Definición 2.2, a saber:

X ∈ C0(B̄;R3) ∩ C2(B;R3) y ∆X = 0.

|Xu|2 = |Xv|2 y Xu ·Xv = 0 en B.

La restricción X|∂B es un homeomorfismo de ∂B en Γ.

Prueba: Por los Lemas 2.2, 2.3 y 2.6, X cumple (2.6) y (2.7) de la Definición 2.2. Basta
probar (2.8).
Como X ∈ C(Γ), entonces, X|∂B es débilmente monótona, de aqúı que X|∂B es continua
y suprayectiva. P.D. X|∂B es inyectiva.

Supongamos que X|∂B no es inyectiva, entonces, dado que X|∂B es débilmente monótona,
podemos encontrar un arco

C := {eiθ | θ1 < θ < θ2}

que es mapeado a un solo punto 0̄ ∈ Γ ⊆ R3, i.e.,

X(eiθ) = 0̄ ∀ θ ∈ (θ1, θ2)

Ahora, por el principio de reflexión de Schwarz, podemos extender X(w) como una función
armónica en una vecindad (śımplemente conexa), W , de C (para los detalles de esta
extensión véase el Apéndice B, Corolario B.4 y Corolario B.5).

11Esta extensión a la frontera se puede hacer por medio del Teorema de Osgood - Caratheodory.

Teorema 2.1 (Osgood - Caratheodory). Si A1 y A2 son regiones acotadas y simplemente conexas cuyas
fronteras γ1 y γ2, respectivamente, son curvas simples cerradas y continuas, entonces, cualquier biyección
conforme de A1 en A2 puede extenderse a una función continua y biyectiva de A1 ∪ γ1 en A2 ∪ γ2.

Los detalles pueden verse en [13].
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B
C

Sea X̃ la función extendida, i.e.,

X̃(w) =

{
X(w) si w ∈ B
−X( w

|w|2 ) si w /∈ B

Primero notemos que la función
F := Xu − iXv

es anaĺıtica en B, pues, X es armónica en B. Por la misma razón la función

F̃ (w) := X̃u − iX̃v

es anaĺıtica en W (C ⊆ W ). Además, F = F̃ en B. Aun más

|X̃u|2 − |X̃v|2 = 0 = X̃u · X̃v en C (2.14)

esta última igualdad se obtiene por la naturaleza de la extensión (i.e. la extensión es C1

en B). De hecho (2.14) también se cumple en todo W , basta con utilizar la regla de la
cadena para comprobarlo.
Por otro lado, sabemos que X̃(eiθ) = 0 en C, entonces

∂

∂θ
X̃(eiθ) = 0 en C (2.15)

Ahora,
X̃u = X̃θθu + X̃rru y X̃v = X̃θθv + X̃rrv

luego, por (2.15), tenemos que

X̃u = X̃rru y X̃v = X̃rrv en C (2.16)

y por (2.14), podemos concluir que:

|X̃r|2(r2
u − r2

v) = |X̃u|2 − |X̃v|2 = 0 en C (2.17)

y
|X̃r|2rurv = X̃u · X̃v = 0 en C. (2.18)

La condición (2.17) nos lleva a los siguientes casos:
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Caso 1: |X̃r|2 = 0, entonces, X̃r = 0 y, por (2.16), se tiene que X̃u = 0 = X̃v en C.

Caso 2: |X̃r|2 6= 0, entonces, r2
u − r2

v = 0, i.e., r2
u = r2

v. Por (2.18), tenemos que rurv = 0,
multiplicando por ru se tiene que r2

urv = 0, luego, r3
v = 0, entonces, rv = 0. Por lo

tanto, por (2.16) y (2.17), tengo que X̃v = 0 = X̃u en C.

Resumiendo, las relaciones conformes (2.14) aunadas a que X̃(eiθ) = 0 en C, implican
que

X̃v = 0 = X̃u en C

por lo tanto

F̃ ≡ 0 en C(⊆ W ).

Ahora, como F̃ es anaĺıtica en W , entonces, F̃ ≡ 0 en W (pues, los ceros de las funciones
anaĺıticas son aislados). Entonces X̃ ≡ cte = 0̄ en W , luego

X ≡ cte = 0 en B

(ya que F = F̃ = 0 en W ∩B ⊆ B), lo cual nos lleva a una contradicción, pues, X ∈ C(Γ),
i.e., X|∂B (la traza de X) no es constante en ∂B.

q.e.d.

El Teorema 2.2 nos muestra el camino para resolver el problema de Plateau, ya que
los mı́nimos de D(X) sobre C(Γ) van a ser soluciones del problema de Plateau. En el
siguiente caṕıtulo nos enfocaremos en el problema de minimizar a D(X).

Antes de comenzar nuestro proceso de minimización debemos asegurarnos de que
C(Γ) 6= ∅, pues, si C(Γ) fuera vaćıo el problema de minimizar D(X) sobre C(Γ) no
tendŕıa solución. A continuación estudiaremos algunos casos en los que C(Γ) 6= ∅.

Empezaremos estudiando el caso en el que Γ puede ser vista como la gráfica de una
función continua restringida al ćırculo unitario.

Proposición 2.2. Sea f ∈ C(B;R) y supongamos que

Γ =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣ x2 + y2 = 1 y z = f(x, y)

}
.

Entonces C(Γ) 6= ∅.

Prueba: Primero notemos que la parametrización

φ(x, y) := (x, y, f(x, y)) (x, y) ∈ ∂B

es débilmente monótona. Claramente es continua y biyectiva, de aqúı se sigue la monotońıa
débil.
Ahora, consideremos el problema

(P )

{
∆u = 0 en B
u = f en ∂B
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Sabemos que la función

u(w) =


(1−|w|2)

2π

∫
∂B

f(z)
|w−z|2dsy si w ∈ B

f(w) si w ∈ ∂B

es solución al problema (P ). Dado que C2(B) ⊆ H1(B), tenemos que la superficie

X∗(x, y) := (x, y, u(x, y)) ∈ H1(B;R3)

y, además
X∗|∂B (x, y) = (x, y, f(x, y)) = Γ.

Por lo tanto, X∗ ∈ C(Γ), i.e., C(Γ) 6= ∅.
q.e.d.

En general es suficiente pedir que Γ sea rectificable. A continuación haré un esbozo
del argumento12. Sea φ : ∂B −→ Γ una orientación de Γ, entonces, su representación en
serie de Fourier

φ(eiθ) =
A0

2
+
∞∑
n=1

[An cos(nθ) +Bn sen(nθ)] (2.19)

An, Bn ∈ R3, converge en L2([0, 2π],R3). Si w = ρeiθ ∈ B y

X(w) :=
A0

2
+
∞∑
n=1

ρn[An cos(nθ) +Bn sen(nθ)] (2.20)

entonces, la convergencia uniforme de (2.19) implica la convergencia uniforme de esta
última serie. De hecho, se sabe que la serie converge a

X(w) =
1

2π

2π∫
0

φ(eiψ)
1− ρ2

1 + ρ2 − 2ρ cos(θ − ψ)
dψ.

Este mapeo es armónico13 en B y se extiende continuamente a B, con X|∂B(w) = φ(w).
Además, utilizando la convergencia uniforme de (2.20), no es dif́ıcil calcular que

D(X) =
π

2

∞∑
n=1

n(|An|2 + |Bn|2).

Por lo tanto, el mapeo X : B −→ R3 pertenece a H1(B;R3) si y sólo si

∞∑
n=1

n(|An|2 + |Bn|2) <∞. (2.21)

Es decir, si (2.21) se cumple, entonces, C(Γ) 6= ∅. Por último, utilizando la representación
(2.19), se puede demostrar que si φ es rectificable, entonces, se satisface (2.21). Aśı,
teniendo en mente el esbozo expuesto arriba, podemos concluir el siguiente lema.

Lema 2.7. Si Γ es rectificable, entonces, C(Γ) 6= ∅.
12Para ver los detalles y/o un argumento diferente ver: [6] y [18]
13Véase, por ejemplo: [3].
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2.3. Solución del problema

En la presente sección nos enfocaremos a resolver el problema de minimizar el funcional
D(X) sobre la clase C(Γ), pues, gracias al Teorema 2.2, ésta es una forma de resolver
lo que arriba llamamos el problema de Plateau. De hecho, el objetivo de esta sección es
probar el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Si Γ ⊆ Rn es una curva cerrada de Jordan tal que C(Γ) 6= ∅, entonces,
existe X̃ ∈ C(Γ) tal que

D(X̃) = ı́nf
C(Γ)

D(X).

A continuación presentaremos dos pruebas de este resultado, una prueba será por
medio de un teorema clásico del cálculo de variaciones y la segunda prueba será gracias
a las propiedades de convergencia que tienen las funciones armónicas. Incluimos ambas
pruebas con el fin de entender mejor el proceso de minimización y por el hecho de que las
dos se basan en los siguientes Lemas.

2.3.1. Lema de Courant-Lebesgue y sus consecuencias

Lema 2.8 (Courant-Lebesgue). Para cualesquiera X ∈ H1(B;Rn), w ∈ B y δ ∈ (0, 1),

existe ρ ∈
[
δ,
√
δ
]
, tal que, si s denota la longitud de arco en Cρ = Cρ(w) := ∂Bρ(w) ∩B

(Bρ(w) es la bola con centro en w y radio ρ), se tiene que Xs ∈ L2(Cρ) y∫
Cρ

|Xs|2ds ≤
8D(X)

ρ| log(ρ)|
.

Prueba: Por el teorema de Fubini (para la integral de Lebesgue) se tiene que

Xs ∈ L2(Cρ;Rn).

Ahora

2D(X) =

∫∫
B

|∇X|2 du dv ≥
∫∫

(B√δ(w) \Bδ(w))∩B

|∇X|2 du dv =

√
δ∫

δ

θ2(ρ)∫
θ1(ρ)

(
|Xr|2 +

1

ρ2
|Xθ|2

)
ρ dθ dρ
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Como s representa la longitud de arco en Cρ, tenemos que s = ρθ, ds = ρdθ y

1

ρ2
|Xθ|2 = |Xs|2

entonces,

√
δ∫

δ

θ2(ρ)∫
θ1(ρ)

(
|Xρ|2 +

1

ρ2
|Xθ|2

)
ρdθdρ =

√
δ∫

δ

ρθ2(ρ)∫
ρθ1(ρ)

(
|Xρ|2 + |Xs|2

)
dsdρ ≥

√
δ∫

δ

1

ρ

∫
Cρ

ρ|Xs|2dsdρ

=

√
δ∫

δ

1

ρ
f(ρ)dρ donde f(ρ) :=

∫
Cρ

ρ|Xs|2ds.

Luego,

2D(X) ≥

√
δ∫

δ

1

ρ
f(ρ)dρ ≥

(
ı́nf

δ≤ρ≤
√
δ
f(ρ)

) √
δ∫

δ

dρ

ρ

Ahora, para todo ρ ∈
[
δ,
√
δ
]
, se cumple que

√
δ∫

δ

dρ

ρ
= ln(ρ)

∣∣∣∣∣∣∣
√
δ

δ

= ln

(√
δ

δ

)
= −1

2
ln(δ) =

1

2
| ln(δ)| ≥ 1

2
| ln(ρ)|.

Como f es continua, existe ρ0 ∈
[
δ,
√
δ
]
, tal que ρ0 es un mı́nimo de f , entonces

2D(X) ≥
(

ı́nf
δ≤ρ≤

√
δ
f(ρ)

) √
δ∫

δ

dρ

ρ
≥ f(ρ0)

1

2
| ln(ρ0)| = 1

2
| ln(ρ0)|

∫
Cρo

ρ0|Xs|2ds.

Por lo tanto ∫
Cρo

|Xs|2ds ≤
4D(X)

ρ0| ln(ρ0)|
.

q.e.d.

Más adelante, durante nuestro proceso de minimización, tendremos que encontrar una
sucesión minimizante, {Xk}, cuyos valores en la frontera, Xk|∂B, contengan una subsuce-
sión que converja uniformemente en ∂B. Para poder encontrar una sucesión con estas
caracteŕısticas, deberemos modificar un poco nuestro dominio C(Γ), imponiendo la si-
guiente condición de los tres puntos :

Sean Pj = ei
2πj
3 , j = 1, 2, 3. y Q1, Q2, Q3 una tercia orientada de puntos en Γ. Defi-

namos
C∗(Γ) := {X ∈ C(Γ) | X(Pj) = Qj, j = 1, 2, 3.} (2.22)
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Al trabajar en esta nueva clase obtendremos la compacidad necesaria para minimizar
D(X) sobre C∗(Γ). Esto, aunado a que tenemos la igualdad

ı́nf
C(Γ)

D(X) = ı́nf
C∗(Γ)

D(X) (2.23)

nos llevará a resolver el problema de minimización.
En este momento, la inclusión de la clase C∗(Γ) puede parecer un poco artificial, sin
embargo, en páginas subsecuentes quedará más claro el porqué de su inserción y, también,
expondré la demostración de la relación (2.23).

El definir esta nueva clase nos lleva al siguiente resultado crucial.

Lema 2.9. La inclusión C∗(Γ) ↪→ C0(∂B;R3) es compacta, i.e., subconjuntos D-acotados
de C∗(Γ) son equicontinuos en C0(∂B;R3).

Para demostrar este resultado recurriremos al Teorema de Arzela-Ascoli y a el muy
importante lema de Courant-Lebesgue.

Definición 2.5. Sea H un espacio métrico. A ⊆ H es relativamente compacto si y
sólo si A es compacto.

Teorema 2.4 (Arzela-Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto. Un subconjunto F
de C0(K;Rn) (F ⊆ C0(K;Rn)) es relativamente compacto en C0(K;Rn) si y sólo si F
es equicontinuo y acotado en C0(K;Rn).

La prueba puede verse en [2].

Lema 2.10. Sea Γ ⊆ Rn una curva cerrada de Jordan. Dado ε > 0, existe ε1 > 0, tal
que, si x, y ∈ Γ y |x − y| < ε1, entonces, hay un sub-arco, Γ̃ ⊆ Γ con extremos en x y y
contenido en alguna bola de radio ε en R3.

Prueba: Supongamos que no existe ε1 que cumpla la propiedad. Entonces, existen suce-
siones de puntos {xm}, {ym} ⊆ Γ, tales que,

|xm − ym| −→ 0 si m→∞ (2.24)

y cualquier sub-arco, Γ̃m ⊆ Γ, con extremos en xm y ym, debe de intersectar a ∂Bε(xm),
pues Γ̃m no se queda contenido en cualquier bola con radio ε, en particular no se queda
contenido en la bola que tiene centro en xm. Entonces, para toda m ∈ N

∃ zm ∈ Γ̃m ∩ ∂Bε(xm) 6= ∅.

Luego, por la compacidad de Γ y dado que {xm}, {ym}, {zm} ⊆ Γ, s.p.g., podemos suponer
que existen x, y, z ∈ Γ, tales que

xm −→ x ym −→ y zm −→ z.

Además, |x− z| = ε, pues, |xm − zm| = ε para todo m ∈ N. Entonces, existen θ1, θ2 y θ3

(0 ≤ θ1 < θ2 ≤ θ3 < 2π), tales que, si γ es una orientación de Γ,

γ(eiθ1) = x, γ(eiθ2) = z y γ(eiθ3) = y
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pues, zm siempre está entre ym y xm, esto, aunado a (2.24), implica que existen w1, w2 ∈
∂B, w1 6= w2, tales que

γ(w1) = x = y = γ(w2)

esta última igualdad implica una contradicción, ya que γ es un homeomorfismo.
q.e.d.

Estos lemas serán de gran ayuda para demostrar el Lema 2.9

Prueba (Lema 2.9): Primero notemos que la inclusión C∗(Γ) ↪→ C0(∂B;R3) es cerra-
da, esto por el Lema 2.1.
Observemos que si

||X||H1 ≤M

entonces,

D(X) ≤M

la prueba únicamente depende de que D(X) esté acotado.
Notemos también que, si X ∈ C∗(Γ), entonces, X(∂B) = Γ, de aqúı que cualquier subcon-
junto de C∗(Γ) está uniformemente acotado en C0(∂B;R3). Para concluir que la inclusión
es compacta basta demostrar que subconjuntos D-acotados de C∗(Γ) son equicontinuos
(por el Teorema de Arzela-Ascoli).

Sean ε > 0, w0 ∈ ∂B y F ⊆ C∗(Γ), tales que,

D(X) ≤M ∀X ∈ F , M ∈ R.

Sea ε > 0, queremos demostrar que existe δ > 0 (que sólo depende de ε,M,Γ, Qi), tal
que, para toda w ∈ ∂B se cumple

|X(w)−X(w0)| < 2ε si |w − w0| < δ ∀ X ∈ F .

Sea δ0, tal que, cualquier bola de radio
√
δ0 contiene a lo más uno de los Pi’s (los

que aparecen en la definición de C∗(Γ)). Sea ε0, tal que, cualquier bola de radio ε0, en
R3, contiene a lo más uno de los Qi’s. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
ε < ε0.
Ahora, escojamos ε1 > 0, tal que, ε1 < ε y, para cualesquiera x, y ∈ Γ tales que |x−y| < ε1,
existe un sub-arco, Γ̃ ⊆ Γ, con extremos en x y y, contenido en alguna bola de radio ε.
Esto lo podemos hacer por el Lema 2.10.

Nota: Por la elección de ε0, para x, y ∈ Γ, tales que |x− y| < ε1, el sub-arco Γ̃x,y ⊆ Γ
que se queda en alguna bola de radio ε (ε < ε0), es único y está caracterizado por el hecho
de que Γ̃ contiene a lo más uno de los Qi’s.

Tomemos la δ más grande tal que 0 < δ ≤ δ0 y

| ln(δ)| ≥ 16πM

ε21
≥ 16πD(X)

ε21
∀X ∈ F .
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Sea X ∈ F , entonces, por el lema de Courant-Lebesgue, existe ρ ∈
[
δ,
√
δ
]
, tal que∫

Cρ

|Xs|2ds ≤
8D(X)

ρ| ln(ρ)|

Cρ = Cρ(w) := ∂Bρ(w) ∩B

Sean w1, w2 la intersección de Cρ con ∂B, i.e., {w1, w2} = Cρ ∩ ∂B. Sea

C̃ρ := ∂B ∩Bρ(w0)

i.e., C̃ρ es el sub-arco de ∂B que va de w1 a w2, el cual, contiene a lo más uno de los

Pi’s (ya que, ρ ≤
√
δ ≤

√
δ0). Sean X1 := X(w1), X2 := X(w2) y Γ̃ ⊆ Γ el sub-arco

con extremos X1 y X2 que contiene a lo más uno de los Qi’s, lo último se cumple por la
monotońıa débil de X|∂B.

También, por la monotońıa débil

X(C̃ρ) = Γ̃.

Aún más, si X = (x, y, z), parametrizando a Cρ(w0) por longitud de arco (respecto a w0),
se tiene que: w1 = ρθ1, w2 = ρθ2 y, utilizando la desigualdad de Hölder

|X1 −X2|2 = |X(w1)−X(w2)|2 =

∣∣∣∣∫ ρθ2

ρθ1

Xsds

∣∣∣∣2
=

(∫ ρθ2

ρθ1

xsds

)2

+

(∫ ρθ2

ρθ1

ysds

)2

+

(∫ ρθ2

ρθ1

zsds

)2

≤ 2ρπ

(∫ ρθ2

ρθ1

x2
sds+

∫ ρθ2

ρθ1

y2
sds+

∫ ρθ2

ρθ1

z2
sds

)
= 2ρπ

∫
Cρ

|Xs|2ds ≤
16πD(X)

| ln(ρ)|

≤ 16πM

| ln(δ)|
≤ ε21
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i.e.,
|X1 −X2| < ε1.

Por la elección de ε1, Γ̃ está contenido en una bola de radio ε, Γ̃ ⊆ Bε (por la nota expuesta
arriba, sabemos que, efectivamente, Γ̃ es el sub-arco, i.e., Γ̃ contiene a lo más un Qi).

Luego, si w ∈ ∂B ∩Bδ(w0) ⊆ C̃ρ, i.e., |w − w0| < δ, entonces

X(w) ∈ X(∂B ∩Bδ(w0)) ⊆ X(C̃ρ) = Γ̃ ⊆ Bε

por lo tanto
|X(w)−X(w0)| < 2ε.

Observemos que δ sólo depende de M y ε1; mientras que esta última depende de ε,Γ y de
los Qi’s.

q.e.d.

Ahora, con los Lemas expuestos arriba, estamos en condiciones de probar el Teorema
2.3.

2.3.2. Primera prueba

Empezaremos por dar una prueba que utiliza un teorema clásico del Cálculo de Varia-
ciones.

Definición 2.6. Sea H un espacio de Hilbert. Diremos que la sucesión {xn} ⊂ H converge
débilmente14 a x en H (xn ⇀ x) si y sólo si

〈xn, y〉 −→ 〈x, y〉 ∀ y ∈ H.

Por ejemplo, si H = H1(B;R3), entonces, Xn ⇀ X si y sólo si∫∫
B

(Xn · Y +∇Xn · ∇Y ) du dv −→
∫∫
B

(X · Y +∇X · ∇Y ) du dv ∀Y ∈ H1(B;R3)

Definición 2.7. Sea H un espacio de Hilbert, M ⊆ H. Una función E : M → R es
débilmente semicontinua inferiormente (d.s.i.) en M si y sólo si cada vez que
xn ⇀ x débilmente en M , entonces,

E(x) ≤ ĺım inf
n→∞

E(xn)

Definición 2.8. Una función, E : M → R, es coerciva si y sólo si para cualquier
sucesión {xn} ⊆M tal que |xn| → ∞, entonces, E(xn) −→∞, si n→∞.

Teorema 2.5. Sea H un espacio de Hilbert separable, M ⊆ H débilmente cerrado15 en
H. Sea E : M → R d.s.i. y coerciva. Entonces, existe un minimizador x0 ∈M tal que

E(x0) = ı́nf
x∈M

E(x) = mı́n
x∈M

E(x)

14Una definición más general se da en el Apéndice A.
15Un conjunto es débilmente cerrado si es cerrado respecto a la topoloǵıa débil, i.e., M es débilmente

cerrado si y sólo si para toda sucesión {xm} ⊆ M débilmente convergente a x (xm ⇀ x), se tiene que
x ∈M .
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Prueba: Sea

a0 = ı́nf
x∈M

E(x) ≥ −∞.

Consideremos una sucesión minimizante {xn} ⊆M tal que E(xn) −→ a0 cuando n→∞.
Ahora, como E es coercivo, {xn} está acotada en H, luego, existe una subsucesión débil-
mente convergente (ver por ejemplo: [2]), i.e., existe x0 ∈ H tal que xn ⇀ x0 débilmente
en H. Entonces, como M es débilmente cerrado, se tiene que x0 ∈ M . Dado que E es
d.s.i. tenemos que

a0 ≤ E(x0) ≤ ĺım inf
n→∞

E(xn) = a0

Por lo tanto E(x0) = a0. q.e.d.

Nuestro objetivo es utilizar el Teorema 2.5 para encontrar un mı́nimo de D(X). Para
verificar que D cumple las hipótesis serán de gran ayuda las siguientes proposiciones.

Proposición 2.3. Sean H un espacio de Hilbert y α : H ×H → R una función bilineal,
continua y simétrica, tal que α(x, x) ≥ 0 ∀x ∈ H. Entonces, la función E(x) := α(x, x)
es débilmente semicontinua inferiormente.

Prueba: Supongamos que xm ⇀ x débilmente en H. Entonces

0 ≤ α(xm − x, xm − x) ≤ α(xm, xm) + α(x, x)− 2α(xm, x) + α(x, x)− α(x, x)

= α(xm, xm)− α(x, x) + 2α(x− xm, x)

i.e.,

0 ≤ E(xm)− E(x) + 2α(x− xm, x). (2.25)

Dado que x es fijo y α(x, ·) es una función lineal y continua en H, por el teorema de
representación de Riesz, existe un único y ∈ H tal que

α(x, x− xm) = 〈y, x− xm〉 −→ 0 cuando m→∞

pues, xm ⇀ x débilmente en H. Por lo tanto, tomando el ĺımite en (2.25), obtenemos

E(x) ≤ ĺım inf
m→∞

E(xm).

q.e.d.

Lema 2.11. La función D : H1(B;R3)×H1(B;R3) −→ R tal que

D(X, Y ) =
1

2

∫∫
B

(∇X · ∇Y ) du dv =
1

2

∫∫
B

(Xu · Yu +Xu · Yu) du dv

es bilineal, continua y simétrica.
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Prueba: Claramente D(X, Y ) es bilineal y simétrica. Para demostrar que es continua en
H1(B;R3)×H1(B;R3), notemos que,

|D(X, Y )| ≤ 1

2

∫∫
B

|∇X · ∇Y | du dv ≤ 1

2

∫∫
B

|∇X||∇Y | du dv

≤ 1

2

∫∫
B

|∇X|2
 1

2
∫∫

B

|∇Y |2
 1

2

≤ 1

2
||X||H1||Y ||H1

Esto prueba la continuidad de la forma bilineal D(X, Y ). q.e.d.

Corolario 2.2. El funcional

D(X) =
1

2

∫∫
B

|∇X|2 du dv

es débilmente semicontinuo inferiormente.

Prueba: La demostración es automática, utilizando la Proposición 2.3 y el Lema 2.11.
q.e.d.

Para poder demostrar la coercividad de D(X) utilizaremos el siguiente teorema, la
prueba puede verse en [19] (también se pone un esbozo de ésta en el Apéndice A).

Teorema 2.6 (Desigualdad generalizada de Sobolev). Para cualquier dominio aco-
tado, Ω, de clase C1, existe una constante c = c(Ω), tal que, para cualquier función
u ∈ H1(Ω), se tiene

∫∫
Ω

|u|2dx ≤ c

∫∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
∂Ω

|u|2do

 .

Nota: Cabe recalcar que en la integral

∫
∂Ω

|u|2do, el integrando es la traza de u.

Corolario 2.3. El funcional

D(X) =
1

2

∫∫
B

|∇X|2 du dv

es coercivo en C(Γ).
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Prueba: Si X ∈ H1(B;R3), entonces, por el Teorema 2.6:

∫∫
B

|X|2 du dv ≤ c

∫∫
B

|∇X|2 du dv +

∫
∂B

|X|2do

 ≤ c̃
(
D(X) + ||X||2L∞(∂B)

)
luego, para X ∈ C(Γ), se tiene que

||X||2 =

∫∫
B

(
|X|2 + |∇X|2

)
du dv =

∫∫
B

|X|2 du dv + 2D(X) ≤ ĉ (D(X) + a(Γ))

donde a(Γ) es una constante que depende de la curva Γ. De esta última desigualdad se
obtiene la coercividad.

q.e.d.

Para utilizar el Teorema 2.5 sobre el funcional D(X), D : C(Γ)→ R, bastaŕıa probar
que C(Γ) es débilmente cerrado en H1(B;R3), sin embargo, el resultado no es cierto, ésto
debido a la acción del grupo de mapeos conformes del disco en śı mismo

G :=

{
g(w) = eiφ

a+ w

1 + āw

∣∣∣∣ a ∈ C, |a| < 1, φ ∈ R
}
.

y a la invariancia de D(X) bajo difeomorfismos conformes (véase la Proposición 2.1).

Proposición 2.4. Sean X ∈ C(Γ) y X ◦G := {X ◦ g | g ∈ G} la órbita conforme de X.
Entonces, para cualquier X, la cerradura débil de X ◦G contiene un mapeo constante.

Prueba: Consideremos primero el caso en que φ ∈ C1(B;R3) ∩ C(Γ). Sea

gm(w) :=
am + w

1 + āmw

donde, am ∈ C, |am| < 1 y am −→ 1 si m→∞. Claramente {gm}m∈N ⊆ G y

gm(w)→ 1 uniformemente en B\{−1}

entonces,
φm := φ ◦ gm −→ φ(1) si m→∞

puntualmente en B. Ahora, por la invariancia conforme de D(X) tenemos que

D(φm) = D(φ) <∞ y |φm|L∞ = |φ|L∞ <∞

argumentando de la misma forma que en la prueba del Corolario 2.3, tenemos que {φm}
está acotada en H1(B;R3), esto implica la existencia de una subsucesión débilmente
convergente en H1(B;R3), i.e., s.p.g.

φm ⇀ φ0 ≡ φ(1) = cte débilmente en H1(B;R3) (2.26)

por lo tanto, {φm} se acumula (débilmente) a una función constante.
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Ahora, para X ∈ C(Γ), definamos Xm := X ◦g−1
m , claramente Xm ∈ C(Γ) y, una vez más,

por la invariancia conforme de D y el Teorema 2.6, tenemos que

||Xm||2 ≤ c̃ (D(Xm) + a(Γ)) = c̃ (D(X) + a(Γ))

esto implica que {Xm} está acotada en H1(B;R3) y, por esto, podemos extraer una
sucesión débilmente convergente, i.e., existe X0 ∈ H1(B;R3) tal que Xm ⇀ X0 débilmente
en H1(B;R3). Para demostrar que X0 ≡ cte es suficiente probar que∫∫

B

∇X0 · ∇φ du dv = 0 ∀φ ∈ C1(B;R3).

Sea φ ∈ C1(B;R) y φm como arriba. Por la invariancia conforme de D y la convergencia
débil de Xm, tenemos∫∫

B

∇X0 · ∇φ du dv = 2D(X0, φ) = 2 ĺım
m→∞

D(Xm, φ)

= 2 ĺım
m→∞

D(X ◦ g−1
m , φ) = 2 ĺım

m→∞
D(X,φ ◦ gm)

= 2 ĺım
m→∞

D(X,φm) = 0

ya que φm ⇀ φ(1) ≡ cte débilmente en H1(B;R3). Por lo tanto, X0 ≡ cte en H1(B;R3).
q.e.d.

La proposición anterior indica que C(Γ) no es débilmente cerrado en H1(B;R3). Sin
embargo, la invariancia de D respecto a G nos permite ((factorizar)) el grupo simétrico, G.
La manera más conveniente de hacer ésto es imponiendo una ((condición de tres puntos))
en las funciones admisibles.

Proposición 2.5. Dadas cualesquiera tercias (φ1, φ2, φ3), (ψ1, ψ2, ψ3) tales que 0 ≤ φ1 <
φ2 < φ3 < 2π y 0 ≤ ψ1 < ψ2 < ψ3 < 2π; existe un único g ∈ G tal que

g(eiψj) = eiφj j = 1, 2, 3.

Prueba: La prueba es inmediata notando que cualquier transformación de Möbius queda
determinada por su valor en tres puntos16. q.e.d.

La proposición anterior sugiere normalizar las funciones admisibles, i.e., la clase C(Γ),
como se hizo arriba -ver (2.22) -es decir, al definir la clase

C∗(Γ) := {X ∈ C(Γ) | X(Pj) = Qj, j = 1, 2, 3.}

como arriba, factorizamos el grupo conforme G y, aún más, C∗(Γ) śı va a ser débilmente
cerrado en H1(B;R3).

Proposición 2.6. C∗(Γ) es débilmente cerrado en H1(B;R3).

16Véase, por ejemplo, [3].
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Prueba: Sea {Xm} ⊆ C∗(Γ), tal que, Xm ⇀ X débilmente en H1(B;R3). Por la conver-
gencia débil {Xm} está acotada, además

D(Xm) ≤ ||Xm|| < c ∀m ∈ N.

Por el Lema 2.9, existe una subsucesión tal que (s.p.g) Xm −→ X uniformemente en ∂B,
luego, por el Lema 2.1, X|∂B es débilmente monótona y, por la convergencia uniforme,
X(Pi) = Qi, i = 1, 2, 3. Por lo tanto X ∈ C∗(Γ), i.e., C∗(Γ) es débilmente cerrado.

q.e.d.

Ya que hemos probado este resultado tenemos una prueba del Teorema 2.3, el cual se
puede reformular de la siguiente forma:

Teorema 2.7. Sea Γ una curva cerrada de Jordan en R3, tal que, C(Γ) 6= ∅. Entonces,
existe una solución al problema de Plateau, i.e., existe X : B → R3 que satisface la
Definición 2.2.

Prueba: Sean Q1, Q2 y Q3 tres distintos puntos en Γ, con esta tripleta, definimos C∗(Γ)
como arriba. Dado que D es coercivo (Corolario 2.3), débilmente semicontinuo inferior-
mente (Corolario 2.2) y, además, C∗(Γ) ⊆ H1(B;R3) es débilmente cerrado (Proposición
2.6); el Teorema 2.5 asegura que existe X0 ∈ C∗(Γ) tal que

D(X0) = ı́nf
C∗(Γ)

D(X).

Ahora, para cada X ∈ C(Γ), la Proposición 2.5 afirma que existe un único difeomorfismo
conforme g ∈ G, tal que

X ◦ g =: X ′ ∈ C∗(Γ).

Por la invariancia de D bajo difeomorfismos conformes D(X ′) = D(X). Luego, si

A := {X ′ ∈ C∗(Γ)| ∃X ∈ C(Γ) y g ∈ G tal que X ◦ g = X ′} ⊆ C∗(Γ)

tenemos que

ı́nf
C∗(Γ)

D(X) ≥ ı́nf
C(Γ)

D(X) = ı́nf
A
D(X ′) ≥ ı́nf

C∗(Γ)
D(X).

Por lo tanto

D(X0) = ı́nf
C∗(Γ)

D(X) = ı́nf
C(Γ)

D(X)

entonces, por el Lema 2.2, X0 es una solución del problema de Plateau.
q.e.d.

2.3.3. Una prueba utilizando funciones armónicas

A continuación mostraremos otra forma de minimizar el funcional de Dirichlet, D(X)
sobre la clase C(Γ). Esta prueba utiliza las propiedades de compacidad de las funciones
armónicas.
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Prueba (Teorema 2.3): Sea {Xk} ⊆ C∗(Γ) una sucesión minimizante, i.e., una suce-
sión tal que

ĺım
n→∞

D(Xk) = ı́nf
C∗(Γ)

D(X) =: d∗(Γ).

Esta sucesión existe, pues, 0 ≤ D(X).

Afirmación: Podemos considerar Xk ∈ C(B̄;Rn) ∩ C2(B;Rn) tales que ∆Xk = 0.
Si Xk no cumpliera estas condiciones, reemplazamos Xk por la solución del problema{

∆Zk = 0 en B
Zk = Xk en ∂B

.

Esta solución, Zk, pertenece a C(B̄;Rn) ∩ C2(B;Rn) (véase Teorema B.3). Además, es
bien sabido que esta solución, Zk, minimiza17 D(Z) sobre los Z ∈ H1(B;R3) tales que
Z −Xk ∈ H1

0 (B;Rn) (recordemos que H1
0 (Ω) es la cerradura de C∞0 (Ω) en H1(Ω)).

Como consecuencia de esta última observación tenemos que

D(Zk) ≤ D(Xk)

y además, por construcción, Zk ∈ C∗(Γ), luego,

d∗(Γ) ≤ D(Zk).

Esto nos lleva a que
d∗(Γ) ≤ D(Zk) ≤ D(Xk) −→ d∗(Γ)

por lo tanto
ĺım
n→∞

D(Zk) = d∗(Γ). (2.27)

Hemos construido una sucesión minimizante en C∗(Γ) de mapeos armónicos que son
continuos en B̄, tal y como afirmamos arriba.
Ahora, la relación (2.27) implica que existe un número M > 0 tal que

D(Zk) ≤M ∀ n ∈ N

luego, por el Lema 2.9, existe una subsucesion de {Zk|∂B}, la cual denotaré de la misma
forma, y una función φ ∈ C(∂B;Rn), tales que

Zk|∂B −→ φ uniformemente en ∂B (2.28)

Esta última convergencia nos garantiza que existe una función, Z ∈ C(B̄) ∩ C2(B),
armónica en B, tal que

Zk −→ Z uniformemente en B

(ver el Teorema B.6, Apéndice 2). También, por le Lema 2.1 y (2.28), sabemos que

Z|∂B = φ

17Esto no es más que el principio de Dirichlet. Los mı́nimos del funcional de Dirichlet son soluciones
débiles de la ecuación de Laplace, ver la prueba del Lema 2.6.
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es débilmente monótona. Luego, Z ∈ C∗(Γ) y, por lo tanto,

d∗(Γ) ≤ Z.

Por otro lado, si denotamos a

Dρ(Z) :=

∫∫
Bρ(0)

|∇Z|2dx

el Teorema B.2, Apéndice B, implica que para todo ρ < 1,

Dρ(Z) = ĺım
k−→∞

Dρ(Zk) ≤ ĺım
k−→∞

D(Zk) = d∗(Γ).

Luego, si ρ→ 1, tenemos que
D(Z) ≤ d∗(Γ).

Por lo tanto,
D(Z) = d∗(Γ).

Utilizando el mismo argumento de la prueba del Teorema 2.7, concluimos que

D(Z) = d∗(Γ) = ı́nf
C(Γ)

D(X).

q.e.d.

Una de las ventajas de esta prueba es que, dado que minimizamos sobre funciones
armónicas, el mı́nimo que encontramos, a priori, es diferenciable y tal que ∆X = 0.



Caṕıtulo 3

La Solución del Problema de Plateau
es de Área Mı́nima

Hasta ahora hemos probado que si C(Γ) 6= ∅, entonces, existe al menos una superficie
mı́nima (i.e. de curvatura media igual a cero) en la clase C(Γ). Además, esta solución
del problema de Plateau se obtuvo minimizando D(X) en C(Γ). Para cerrar el arco
argumental de este escrito aún faltaŕıa demostrar que

ı́nf
C(Γ)

A(X) = ı́nf
C(Γ)

D(X). (3.1)

es decir, la superficie mı́nima que encontramos minimiza el funcional de área en la clase
C(Γ). Aunque cualquier mı́nimo de D(X) satisface

D(X) = A(X)

no es nada claro que el mı́nimo de la integral de Dirichlet sobre C(Γ) también sea un
mı́nimo del funcional de área sobre C(Γ). El objetivo de este caṕıtulo es verificar la
relación (3.1). Empezaremos por esbozar una prueba del lema de ε-conformalidad de
Morrey, el cual es una referencia clásica en la literatura para dar una prueba de (3.1).
Después daremos un esquema de una prueba “más moderna”, de (3.1), la cual utiliza los
métodos empleados en el caṕıtulo anterior para encontrar un mı́nimo de D(X).

3.1. Lema de ε-conformalidad de Morrey

Definición 3.1. Sea X = X(u, v), (u, v) ∈ B̄, una parametrización de una superficie S.
Diremos que X = X(u, v) es una parametrización ε-conforme (ε > 0) si y sólo si

D(X) < A(X) + ε.

A grandes rasgos, el lema de ε-conformalidad de Morrey dice que uno puede introducir
una parametrización ε-conforme si consideramos un tipo especial de parametrazaciones
de una superficie.

Lema 3.1. Sea X = X(x, y) ∈ C∞(B̄;Rm) una parametrización de una superficie regular
S. Entonces, para cada ε > 0, S posee una parametrización ε-conforme. Es decir, existe
Xε tal que

D(Xε) < A(Xε) + ε = A(X) + ε.

43
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La prueba será expuesta más adelante, antes daré un resultado necesario y algunos
comentarios.

Lema 3.2. Sean a, b, c ∈ C∞(B̄) tales que

|a|, |b|, |c| ≤M y ac− b2 = 1. (3.2)

Entonces existe una transformación continua e inyectiva (ξ(x, y), η(x, y)) de B en B tal
que:

i) La transformación (ξ(x, y), η(x, y)) pertenece a C∞(B) y es invertible, (x(ξ, η), (ξ, η))
es la transformada inversa.

ii) Las funciones ξ(x, y) y η(x, y) satisfacen las siguientes relaciones:

ηx = −(bξx + cξy) ηy = aξx + bξy

Prueba: Por el Corolario C.1, Apéndice C, sabemos que el problema

(P ) =


∂
∂x

(aux + buy) + ∂
∂y

(bux + cuy) = 0 en B

u = x en ∂B

tiene una solución u ∈ C∞(B). Además, se sabe que las primeras derivadas, de la solu-
ción al problema (P ), no se anulan simultáneamente1 (i.e., si ux(x0, y0) = 0, entonces,
uy(x0, y0) 6= 0 y si uy(x0, y0) = 0, entonces, ux(x0, y0) 6= 0)2, esto es una consecuencia de
la condición u = x en ∂B.
También existe una conjugada eĺıptica3, v(x, y), que satisface la misma ecuación que u y
las siguientes relaciones:

vx = −(bux + cuy)

vy = aux + buy.

Lo primero a notar es que la transformación

T (x, y) := (u(x, y), v(x, y))

1Este resultado no se probará en este trabajo, cabe recalcar que no es un problema sencillo. Para
obtener bibliograf́ıa al respecto, véase: [14], [15] o [12].

2Esta condición también puede escribirse como ux(x, y)2 + uy(x, y)2 > 0 para todo (x, y) ∈ B.
3Esta función se construye igual que la conjugada armónica, en el caso en el que ∆u = 0. La función

v queda definida por la siguiente fórmula:

v(x, y) :=

y∫
0

[aux(0, s) + buy(0, s)] ds−
x∫

0

[bux(s, y) + cuy(s, y)] ds.
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es invertible. Basta verificar que el determinante de la matriz jacobiana es diferente de
cero. En efecto:

uxvy − uyvx = ux(aux + buy) + uy(bux + cuy)

= a(ux)
2 + 2buxuy + c(uy)

2

≥ λ0(u2
x + u2

y)

la desigualdad se tiene ya que el problema (P ) es un problema eĺıptico (véase Definición
C.1, Apéndice C) y esta última cantidad es diferente de cero, ya que u2

x + u2
y > 0.

Si la imagen de la transformación T fuera B, ya habŕıamos acabado, sin embargo, esto es
algo que no podemos asegurar. Lo que śı sabemos es que, debido a la continuidad de T ,
T (B) es simplemente conexo. Consideremos el mapeo conforme (y anaĺıtico), dado por el
Teorema de Riemann

G : T (B) −→ B

tal que
G(u, v) = (ξ(u, v), η(u, v)).

Entonces el mapeo
G ◦ T : B −→ B

tal que
(x, y) 7−→ (ξ(u(x, y), v(x, y)), η(u(x, y), v(x, y)))

es invertible. Veamos que satisface las relaciones requeridas. Como G es conforme se
satisface

ξu = ηv y ξv = −ηu
luego4,

aξx + bξy = a(ξuux + ξvvx) + b(ξuuy + ξvvy)

= (aux + buy)ξu + (avx + bvy)ξv

= vyξu − uyξv
= vyηv + uyηu

= ηy

y también

bξx + cξy = b(ξuux + ξvvx) + c(ξuuy + ξvvy)

= (bux + cuy)ξu + (bvx + cvy)ξv

= −vxηv − uxηu
= −ηx

Por lo tanto, G ◦ T es el mapeo buscado.

q.e.d.

4Utilizando las relaciones asociadas

ux = bvx + cvy y uy = −(avx + bvy).
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Prueba (Lema 3.1): Sea ε > 0. Con base en E,F y G, los coeficientes de la primera
forma fundamental de X, definimos:

Ẽ := E +
1

n
G, F̃ := F, G̃ := G+

1

n
E (3.3)

donde n es tal que se satisface la siguiente desigualdad∫∫
B

√
ẼG̃− F̃ 2 dx dy =

∫∫
B

√
EG− F 2 +

1

n
(E2 +G2) +

1

n2
EGdx dy

<

∫∫
B

√
EG− F 2 dx dy + ε/2

= A(X) + ε/2

Definamos, también,

H̃ := (ẼG̃− F̃ 2)1/2 =

√
EG− F 2 +

1

n
(E2 +G2) +

1

n2
EG.

Es sencillo notar que H̃ se anula si y sólo si E y G se anulan simultáneamente. La hipótesis
de que X sea una superficie regular implica que E y G no se anulan simultáneamente
(pues, |Xu|2 + |Xv|2 > 0 en una superficie regular), i.e., H̃ 6= 0 en B. Esta observación
nos permite definir

a :=
G̃

H̃
, b :=

−F̃
H̃

, c :=
Ẽ

H̃
. (3.4)

Claramente a, b, c ∈ C∞(B) y están acotadas, pues X ∈ C∞(B) y el denominador se
anula si y sólo si X no es regular en ese punto. Aún más, por construcción

ac− b2 = 1.

Luego, por el Lema 3.2, existe una transformación, (u(x, y), v(x, y)) ∈ C∞(B;B) (con
inversa x(u, v), y(u, v))tal que

vx = −(bux + cuy) (3.5)

vy = aux + buy (3.6)

uxvy − uyvx 6= 0. (3.7)

Derivando y realizando el álgebra necesaria, es claro que X(u, v) = X(u(x, y), v(x, y)) es
una reparametrización de X, que cumple:

J : = uxvy − uyvx = au2
x + 2buxuy + cu2

y = av2
x + 2bvxvy + cv2

y 6= 0 (3.8)

E : = |Xx|2 =
Ev2

y − 2Fvxvy +Gv2
x

J2

G : = |Xy|2 =
Eu2

y − 2Fuxuy +Gu2
x

J2

F : = 〈Xu, Xv〉 =
−Euyvy + F (uxvy + uyvx)−Guxvx

J2

EG− F2 =
EG− F 2

J2
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Definamos Ẽ, F̃ y G̃ en términos de Ẽ, F̃ y G̃ con las mismas fórmulas de arriba, es
decir,

Ẽ : =
Ẽv2

y − 2F̃ vxvy + G̃v2
x

J2
(3.9)

G̃ : =
Ẽu2

y − 2F̃ uxuy + G̃u2
x

J2
(3.10)

F̃ : =
−Ẽuyvy + F̃ (uxvy + uyvx)− G̃uxvx

J2
(3.11)

ẼG̃− F̃2 =
ẼG̃− F̃ 2

J2
(3.12)

De aqúı podemos deducir las siguientes relaciones:
Primero, dado que E ≤ Ẽ y G ≤ G̃ se tiene que

E ≤ Ẽ y G ≤ G̃. (3.13)

Luego, utilizando las relaciones (3.4), (3.8), (3.9) y (3.10); deducimos que

Ẽ = G̃. (3.14)

También, usando (3.4), (3.5) y (3.6); observamos que

F̃ : =
−Ẽuyvy + F̃ (uxvy + uyvx)− G̃uxvx

J2

= H̃

[
−cuy(aux + buy)− bux(aux + buy) + buy(bux + cuy) + aux(bux + cuy)

J2

]
= 0

Es decir,
F̃ = 0. (3.15)

Por último, de (3.14) y (3.15), deducimos que

1

2

(
Ẽ + G̃

)
=

√
ẼG̃− F̃2. (3.16)

Para finalizar, recordando que J es el jacobiano de la transformación u(x, y), v(x, y)
y utilizando (3.12), (3.13) y (3.16), verifiquemos que X(u, v) = X(u(x, y), v(x, y)) es la
reparametrización buscada:

2D(X;u, v) =

∫∫
B

(E + G) du dv ≤
∫∫
B

(Ẽ + G̃) du dv

= 2

∫∫
B

(ẼG̃− F̃2)1/2 du dv = 2

∫∫
B

(ẼG̃− F̃ 2)1/2 dx dy

< 2

∫∫
B

(EG− F 2)1/2 dx dy + ε

= 2A(X) + ε
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Por lo tanto X(u, v) es nuestra parametrización ε-conforme y X = X(u, v) ∈ C∞(B).
q.e.d.

Si
C∞R (B;Rn) :=

{
X ∈ C∞(B̄;Rm)

∣∣ X es una superficie regular
}

nuestra versión del lema de ε-conformalidad de Morrey nos permite probar que

ı́nf
C(Γ)∩C∞R (B;Rn)

D(X) = ı́nf
C(Γ)∩C∞R (B;Rn)

A(X)

ya que, para empezar, la desigualdad

ı́nf
C(Γ)∩C∞R (B;Rn)

A(X) ≤ ı́nf
C(Γ)∩C∞R (B;Rn)

D(X)

siempre se cumple. Por otro lado, si X ∈ C(Γ) ∩ C∞R (B;Rn), entonces, por el Lema 3.1
existe τn : B̄ −→ B̄ tal que Xn := X ◦ τn ∈ C(Γ) ∩ C∞R (B;Rn) y

ı́nf
C(Γ)∩C∞R (B;Rn)

D(X) ≤ D(Xn) ≤ A(X) +
1

n
∀n ∈ N,

luego,
ı́nf

C(Γ)∩C∞R (B;Rn)

D(X) ≤ A(X)

y de aqúı se sigue la desigualdad faltante.

En su art́ıculo, [15], Morrey prueba el Lema 3.1 con hipótesis más débiles, sólo pide
que X sea una parametrización en H1(B;R3) ∩ C(B;R3), algunos de los motivos por los
cuales expongo el resultado con hipótesis más fuertes son los siguientes:

Primero, suponer que X es una superficie regular se justifica por el hecho de que los
mı́nimos de D(X) son superficies regulares5.

La prueba que aqúı presento es, esencialmente, la misma prueba que Morrey expone.
Básicamente el autor prueba lo que nosotros y luego lo extiende a su caso, esta
extensión del resultado definitivamente no es trivial6.

La demostración de Morrey, al igual que la exhibida aqúı, resulta insatisfactoria
para nuestro caso. Ya que sólo podŕıamos concluir que

ı́nf
C(Γ)∩C0(B;R3)

D(X) = ı́nf
C(Γ)∩C0(B;R3)

A(X).

Incluimos la prueba por ser una referencia clásica del tema y por su, muy singu-
lar, argumento (¡La reparametrización se construye con la solución de un problema
eĺıptico!). En la siguiente sección incluimos una prueba de (3.1) completamente sat-
isfactoria.

5Nos referimos al siguiente resultado de regularidad:

Si X minimiza D en C(Γ), entonces, ∇X(ω) 6= 0 para toda ω ∈ B.

Esto implica que el mı́nimo de D es una superficie regular. Los detalles pueden verse en [18], Teorema
5.8.

6Véase [14] y[15].
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3.2. Una prueba moderna

En esta sección daremos una prueba completa de la relación

ı́nf
C(Γ)

A(X) = ı́nf
C(Γ)

D(X). (3.17)

Al probar esta igualdad podremos concluir que la solución, que ya encontramos, del pro-
blema de Plateau (Definición 2.2) también es una superficie de área mı́nima.

Para obtener este resultado introduciremos el funcional

Aε(X) := (1− ε)A(X) + εD(X).

Al tratar de minimizarlo sobre la clase C(Γ) encontraremos una superficie, en C(Γ), que
simultáneamente minimiza el funcional de área, A(X), y la integral de Dirichlet, D(X).
Para esto será necesario el siguiente resultado.

Lema 3.3. El funcional A : H1(B;R3) −→ R, tal que

A(X) =

∫∫
B

√
|Xu|2|Xv|2 − (Xu ·Xv)2 du dv =

∫∫
B

|Xu ∧Xv| du dv

es débilmente semicontinuo inferiormente, i.e., si {Xn} ⊆ H1(B;R3), tal que, Xn ⇀ X
débilmente en H1(B;R3), entonces

A(X) ≤ ĺım inf
n→∞

A(Xn). (3.18)

Prueba (Esbozo): Primero, se puede notar que

A(Z) = sup


∫∫
B

φ · (Zu ∧ Zv) du dv

∣∣∣∣∣∣ φ ∈ C∞c (B;R3), |φ| ≤ 1

 (3.19)

esto es una consecuencia de que C∞c (B;R3) es denso en L2(B;R3).
Ahora, es suficiente demostrar que

ĺım
n→∞

∫∫
B

φ · (Xn,u ∧Xn,v) du dv =

∫∫
B

φ · (Xu ∧Xv) du dv (3.20)

para toda φ ∈ C∞c (B;R3) tal que |φ| ≤ 1, ya que (3.19) y (3.20) implican que∫∫
B

φ · (Xu ∧Xv) du dv = ĺım
n→∞

∫∫
B

φ · (Xn,u ∧Xn,v) du dv

≤ ĺım inf
n→∞

[
sup

{∫∫
B

ψ · (Xn,u ∧Xn,v) du dv

∣∣∣∣ ψ ∈ C∞c (B;R3), |ψ| ≤ 1

}]
= ĺım inf

n→∞
A(Xn)
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Luego, tomando el supremo sobre todas las φ ∈ C∞c (B;R3) tal que |φ| ≤ 1, concluimos
(3.18).
Para probar (3.20) se considera Z ∈ C2(B;R3), entonces, para φ ∈ C∞c (B;R3) tenemos
que7 ∫∫

B

φ · (Zu ∧ Zv) du dv = −1

2

∫∫
B

[φu · (Z ∧ Zv) + φv · (Zu ∧ Z)] du dv (3.21)

luego, por densidad, es posible extender (3.21) para Z ∈ H1(B;R3).
Por último, si Xn ⇀ X débilmente en H1(B;R3), entonces, {Xn} está acotada. Luego,
por el Teorema de Rellich (ver Apéndice A, Teorema A.5) y el Teorema A.7, tenemos que
Xn −→ X (converge en norma) en L2(B;R3), esto, junto con la identidad (3.21), implica
la relación (3.20).

q.e.d.

Corolario 3.1. El funcional Aε : H1(B;R3) −→ R, tal que

Aε(X) = (1− ε)A(X) + εD(X) 0 ≤ ε ≤ 1

es débilmente semicontinuo inferiormente.

Prueba: Es una consecuencia inmediata del Lema 3.3 y el Corolario 2.2.
q.e.d.

Ahora, consideremos el problema de minimizar Aε sobre la clase C(Γ), con ε ∈ (0, 1].
Como Aε es invariante bajo difeomorfismos conformes (pues, A es invariante bajo cualquier
difeomorfismo y D bajo los conformes), podemos encontrar una subsucesión minimizante
{Xn} ⊆ C∗(Γ) ⊆ C(Γ), tal que

Aε(Xn) −→ a(ε) := ı́nf
C∗(Γ)

Aε(X) = ı́nf
C(Γ)

Aε(X)

entonces,
(1− ε)A(Xn) + εD(Xn) = Aε(Xn) ≤ a(ε) + 1

si n es suficientemente grande. Por este motivo, existe c ∈ R tal que

D(Xn) ≤ c ∀n ∈ N.

Luego, utilizando la desigualdad generalizada de Sobolev (Teorema A.8, Apéndice A)
observamos que {Xn} está acotada en H1(B;R3), entonces, existe8 una subsuceción {Xnj}
que converge débilmente en H1(B;R3), i.e., existe Xε ∈ H1(B;R3), tal que

Xnj ⇀ Xε si j →∞
7Después de utilizar la primera fórmula de Green∫∫

Ω

v∆udx+

∫∫
Ω

Du ·Dvdx =

∫
∂Ω

v
∂u

∂n
ds

y recordando que
∂

∂u
(X ∧ Z) = Xu ∧ Z +X ∧ Zu.

8Ver Lema A.2, Apéndice A.
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pero, {Xn} ⊆ C∗(Γ) y C∗(Γ) es débilmente cerrado (Proposición 2.6), entonces, Xε ∈
C∗(Γ), luego, por el Corolario 3.1

a(ε) ≤ Aε(Xε) ≤ ĺım inf Aε(Xnj) = a(ε).

Por lo tanto,
Aε(Xε) = a(ε) = ı́nf

C∗(Γ)
Aε(X) = ı́nf

C(Γ)
Aε(X)

Ahora, dado que Xε es un mı́nimo de Aε en C(Γ), tenemos que

d

dµ
Aε(Xε ◦ g−1

µ ;Bµ)

∣∣∣∣
µ=0

= 0

para cualquier familia de difeomorfismos {gm}|µ|<µ0 , gµ : B → Bµ, que dependen diferen-
ciablemente de µ y tal que g0 = id (esto por las mismas razones que se exponen en el
Lema 2.6). Además, como A es invariante bajo difeomorfismos, tenemos:

d

dµ
Aε(Xε ◦ g−1

µ ;Bµ) =
d

dµ

[
(1− ε)A(Xε ◦ g−1

µ ;Bµ) + εD(Xε ◦ g−1
µ ;Bµ)

]
=

d

dµ

[
(1− ε)A(Xε) + εD(Xε ◦ g−1

µ ;Bµ)
]

=
d

dµ
εD(Xε ◦ g−1

µ ;Bµ).

Por lo tanto,
d

dµ
D(Xε ◦ g−1

µ ;Bµ)

∣∣∣∣
µ=0

= 0 para cualquier familia de difeomorfismos {gµ}

como arriba. Luego, el Lema 2.3, asegura que

|Xε
u|2 = |Xε

v|2 y 〈Xε
u, X

ε
v〉 = 0.

Aśı, hemos demostrado el siguiente lema.

Lema 3.4. Dado ε ∈ (0, 1], existe Xε ∈ C(Γ) tal que Aε(Xε) = ı́nf
C(Γ)

Aε(X) y, además,

|Xε
u|2 = |Xε

v|2 y 〈Xε
u, X

ε
v〉 = 0.

El lema anterior y la relación (2.3), implican que A(Xε) = D(Xε), luego,

Aε(Xε) = A(Xε) = D(Xε) si 0 < ε ≤ 1. (3.22)

También, dado que A(X) ≤ D(X) y que Xε es un mı́nimo, tenemos

Aε(Xε) ≤ Aε(X) = (1− ε)A(X) + εD(X) ≤ D(X) ∀X ∈ C(Γ) ∀ε ∈ (0, 1] (3.23)

Ahora, tomando ε′ ∈ (0, 1], existe Xε′ ∈ C(Γ) (mı́nimo de Aε
′
). Por (3.22) y (3.23),

tenemos que

D(Xε) = Aε(Xε) ≤ D(Xε′) ∀ε, ε′ ∈ (0, 1] ya que Xε′ ∈ C(Γ).
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Por lo tanto,
Aε(Xε) = A(Xε) = D(Xε) ≡ cte ∀ε ∈ (0, 1] (3.24)

Consideremos
α(Γ) := ı́nf

C(Γ)
A(X) y β(Γ) := ı́nf

C(Γ)
D(X)

entonces, para toda ε, ε′ ∈ (0, 1]

α(Γ) ≤ A(Xε) = Aε(Xε) = Aε
′
(Xε′) ≤ Aε

′
(X) ∀X ∈ C(Γ)

tomando el ĺımite cuando ε′ → +0, tenemos

α(Γ) ≤ A(Xε) ≤ A(X) ∀X ∈ C(Γ). (3.25)

Por otro lado

β(Γ) ≤ D(Xε) = Aε(Xε) ≤ Aε(X) ≤ D(X) ∀X ∈ C(Γ)

es decir,
β(Γ) ≤ D(Xε) ≤ D(X) ∀X ∈ C(Γ). (3.26)

Para finalizar, las relaciones (3.25) y (3.26), implican que

α(Γ) = A(Xε) ∀ ε ∈ (0, 1]

y
β(Γ) = D(Xε) ∀ ε ∈ (0, 1]

entonces, por (3.24) tenemos que

β(Γ) = D(Xε) = A(Xε) = α(Γ) ∀ε ∈ (0, 1].

Por lo tanto, hemos probado que

ı́nf
C(Γ)

D(X) = ı́nf
C(Γ)

A(X)

es decir, los mı́nimos de D(X), los cuales son soluciones del problema de Plateau, son
superficies de área mı́nima.



Caṕıtulo 4

Aproximación a algunos problemas
concretos

En caṕıtulos anteriores se ha explicado la teoŕıa necesaria para probar la existencia
de una superficie de área mı́nima cuya frontera es una curva fija. Sin embargo, en la
práctica este problema es bastante complicado. Por ejemplo, que tal si queremos encontrar
expĺıcitamente la superficie cuya frontera es la gráfica de la función

f(x, y) = x2 − y2, (x, y) ∈ S1.

¿Cómo procedeŕıa el lector? La idea de encontrar una sucesión minimizante, utilizada
anteriormente en este trabajo, parece no ser la indicada para este problema concreto. Por
otro lado, en el caso de que el lector crea saber cual es la superficie que minimiza el área
¿como lo comprobaŕıa?. Uno podŕıa empezar (siguiendo las ideas de este trabajo) com-
probando si la superficie es mı́nima, i.e., una vez dada una parametrización X, comprobar
que

∆X = 0, |Xu|2 = |Xv|2 y Xu ·Xv = 0 (4.1)

además de la condición de frontera, claro está. En el caso en que la parametrización
propuesta no cumpla estas ecuaciones y el lector siga convencido de que la superficie
propuesta es la que minimiza el área, el lector tendŕıa que encontrar una parametrización
de la superficie, digamos Y , tal que Y cumpla las ecuaciones (4.1) junto con la condición
de frontera. Este problema para Y es bastante complejo y, por ahora, está fuera del alcance
del autor de esta tesis.

4.1. Una aproximación gráfica

El problema expuesto arriba fue uno de los tantos con los que tuve que lidiar al
llevar a cabo este escrito, lamentablemente no pude encontrar ésta y otras soluciones
a algunos problemas concretos. Sin embargo, me fue posible encontrar un software el
cual representa un modelo computacional del proceso de evolución (de una superficie)
v́ıa el vector de curvatura media —recordemos que el proceso de variar una superficie
en la dirección del vector de curvatura media hace que el área no crezca. El software
mencionado arriba fue desarrollado por Ken Brakke, que pertenece al departamento de
matemáticas de la Universidad de Susquehanna. El programa tiene por nombre Surface

53
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Evolver, cabe recalcar que no tiene costo y puede conseguirse en la siguiente dirección
electrónica: http://www.susqu.edu/brakke/evolver/evolver.html

Sin entrar mucho en detallas, lo que hace el programa es lo siguiente: Las superfi-
cies son representadas como complejos simpliciales (este puede pensarse como una unión
de triángulos), el usuario tiene que definir una superficie inicial. El software simula la
evolución de la superficie a una de enerǵıa mı́nima mediante el método del descenso más
rápido (la evolución va en la dirección del gradiente). Esto es equivalente a la evolución
v́ıa curvatura media, ya que el gradiente y el vector de curvatura media son paralelos.

A continuación se expondrán algunas observaciones hechas con la ayuda de este soft-
ware.

4.1.1. Condición de frontera: f(x, y) = x2 − y2, (x, y) ∈ S1.

La siguiente secuencia de figuras representa la evolución de una superficie por curvatura
media. La última figura nos da una idea de cómo se ve la superficie mı́nima con esta
condición de frontera.

Figura 4.1: Superficie inicial. Los puntos en la frontera están sobre la gráfica de la función
f(x, y) = x2 − y2.
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Figura 4.2: Superficie después de una iteración del método del descenso más rápido.
Área=5.66449714185223.

Figura 4.3: Superficie después de 100 iteraciones. Área=5.30558525585561.
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Figura 4.4: Superficie después de 500 iteraciones. Área=5.28587733778402. Tanto el área
como la gráfica de la superficie no sufren gran cambio aplicando más iteraciones.

4.1.2. Condición de frontera: f(θ) = cos(θ) sen(2θ)

Aqúı incluimos otro caso de evolución por curvatura media.

Figura 4.5: Superficie inicial. Los puntos en la frontera están sobre la gráfica de la función
f(θ) = cos(θ) sen(2θ).
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Figura 4.6: Superficie después de una iteración. Área=4.60794111411690.

Figura 4.7: Superficie después de 10 iteraciones. Área=4.44020198100606.

Figura 4.8: Superficie después de 500 iteraciones. Área=4.31907763074954. Tanto el área
como la gráfica de la superficie no sufren gran cambio aplicando más interaciones.

Un último comentario. Analizando un poco las gráficas expuestas arriba, parece que
las superficies de área mı́nima que se van a alcanzar son localmente planas, esto es algo
que se puede esperar de la condición de que tienen que ser superficies mı́nimas, .i.e., su
curvatura media se anula en todos los puntos.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Algunos conceptos de la geometŕıa diferencial y el análisis matemático fueron la base
para el desarrollo de esta tesis. Comenzamos definiendo lo que son las superficies mı́nimas
y probando que estas son puntos cŕıticos del funcional de área. En seguida definimos la
clase C(Γ), observamos que la clase es no vaćıa si la curva Γ es rectificable y que, so-
bre esta clase, los mı́nimos del funcional de Dirichlet son superficies parametrizadas con
coordenadas isotermas y que satisfacen la ecuación de Laplace, es decir, son superficies
mı́nimas. Nuestra primera conclusión fue que los mı́nimos del Funcional de Dirichlet, so-
bre la clase C(Γ), son puntos cŕıticos del funcional de área.

Con esta idea en mente, se procedió a demostrar la existencia de un mı́nimo del fun-
cional de Dirichlet sobre la clase C∗(Γ) ⊆ C(Γ), posteriormente se comprobó que los
mı́nimos sobre C∗(Γ) también son mı́nimos sobre C(Γ). Esto nos permite concluir que
el funcional de Dirichlet tiene, al menos, un mı́nimo sobre la clase C(Γ). La elección de
minimizar sobre la nueva clase, C∗(Γ), se debe a que la clase original no es débilmente
cerrada. Para probar que la clase C∗(Γ) śı es débilmente cerrada fue necesario demostrar
que la inclusión C∗(Γ) ↪→ C0(∂B;R3) es compacta.

Para finalizar, una vez demostrado que el funcional de Dirchlet tiene un mı́nimo y que
este mı́nimo es un punto cŕıtico del funcional de área, se probó que cualquier mı́nimo del
funcional de Dirichlet, sobre la clase C(Γ), también es un mı́nimo del funcional de área,
sobre C(Γ). Es decir, el punto cŕıtico del funcional de área (que sab́ıamos que exist́ıa) es,
en efecto, un mı́nimo del funcional de área. Esto nos permite concluir el objetivo de esta
tesis, a saber, se demostró la existencia de una superficie, con condición de frontera dada
por Γ, que minimiza el área.

Pese a que se demostró la existencia de la superficie en cuestión, algunas dudas quedan
abiertas. Por ejemplo, dada una curva de Jordan, cerrada y rectificable, en R3 lo expuesto
en esta tesis nos permite concluir que existe una superficie que tiene como frontera a esta
curva y que es de área mı́nima. Sin embargo, el método que se utilizó para probar la
existencia no nos permite decir quién es la superficie que afirmamos que existe, es decir,
no conocemos alguna parametrización expĺıcita de esta superficie, no sabemos cual es la
”forma”de la superficie, cómo se ve.
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Encontrar una parametrización (expĺıcita) para esta superficie es un problema bastante
complejo, empero, si lo que queremos es darnos una idea de la apariencia de esta superficie
podemos recurrir a alternativas como la presentada en el caṕıtulo 4 o, mejor aun, recurrir
a los experimentos con burbujas de jabón que se mencionaron en la introducción. Es decir,
el lector puede hacerse de un alambre cerrado, moldearlo como la curva que le interese,
sumergirlo en agua con abundante jabón y, al retirar el alambre del agua, la pompa de
jabón que se crea es la imagen de la superficie buscada.



Apéndice A

Trazas y desigualdad generalizada de
Sobolev

En este apéndice discutiré brevemente la posibilidad de asignarle “valores en la fron-
tera” a una función u ∈ W 1,p(Ω), asumiendo que Ω es de clase C1, de tal forma que si
u ∈ C(Ω̄), entonces, u asume valores en ∂Ω de la forma habitual.
El problema subyacente es que una función u ∈ W 1,p(Ω), en general, no es continua y, de
hecho, sólo está definida para casi todo x ∈ Ω. Como ∂Ω tiene medida cero (respecto a
la medida de Ω), no tiene mucho sentido hablar de “u restringido a ∂Ω”. La noción del
operador traza resuelve este problema.
Antes de definir este operador, daré algunos resultados y definiciones.

A.1. El operador Traza

Definición A.1. Ω ⊆ Rn es de clase Ck si y sólo si para cada x0 ∈ ∂Ω existe r > 0 y
una función γ ∈ Ck(Rn−1;R) tal que (después de reordenar y renombrar a los ejes, si es
necesario)

Ω ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r) |xn > γ(x1, . . . , xn−1)}

Más adelante será necesario cambiar de coordenadas en una vecindad de un punto
x0 ∈ ∂Ω de tal forma que “aplanemos” la frontera. Para ser más espećıficos, si x0 ∈ ∂Ω,
Ω de clase Ck, entonces, existen r y γ como arriba. Con esta información definimos

Φ(x1, . . . , xn) := (x1, . . . , xn−1, xn − γ(x1, . . . , xn−1)) (A.1)

y

Ψ(y1, . . . , yn) := (y1, . . . , yn−1, yn + γ(y1, . . . , yn−1)). (A.2)

Claramente Φ = Ψ−1. Aun más, el mapeo

x 7−→ Φ(x) = y
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“aplana” a ∂Ω cerca de x0 y

∇Φ =


1 0 · · · 0 −γx1

0 1 · · · 0 −γx2

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · 1 −γxn−1

0 0 · · · 0 1


entonces,

det∇Φ = 1 = det∇Ψ (A.3)

El siguiente resultado es la base para construir el operador traza, la demostración
puede verse, por ejemplo, en [9].

Teorema A.1. Supongamos que Ω ⊆ Rn es acotado, de clase C1 y que u ∈ W k,p(Ω), 1 ≤
p <∞. Entonces, existe {un} ⊆ C∞(Ω̄) tal que

um −→ u en W k,p(Ω)

Teorema A.2. Supongamos que Ω ⊆ Rn es acotado y de clase C1. Entonces, existe un
operador lineal y acotado

T : W 1,p(Ω) −→ Lp(∂Ω)

tal que

i) Tu = u|∂Ω si u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω̄).

ii) ||Tu||Lp(∂Ω) ≤ C ||u||W 1,p(Ω) para cada u ∈ W 1,p(Ω)

donde C es una constante que depende sólo de p y de Ω.

Prueba: Primero supongamos que u ∈ C∞(Ω̄). Supongamos también que x0 ∈ ∂Ω y que
∂Ω es “plano” en una vecindad de x0, i.e., ∂Ω está contenido en el plano {x ∈ Rn|xn = 0}
cerca de x0. Sea r tal que, si B = B(x0, r), entonces

B+ := B ∩ {x ∈ Rn| xn ≥ 0} ⊆ Ω̄

y

B− := B ∩ {x ∈ Rn| xn ≤ 0} ⊆ Rn\Ω

esto se tiene porque ∂Ω es “plano” cerca de x0.
Elijamos una función ξ ∈ C∞0 (B) tal que ξ ≥ 0 en B y ξ ≡ 1 en B̂ := B(x0,

r
2
) ⊆ B. Sea

Γ := ∂Ω ∩ B̂ ⊆ {x ∈ Rn| xn = 0}

y denotemos

x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 ∼= {x ∈ Rn| xn = 0} .
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Entonces, utilizando el teorema de la divergencia1 y la desigualdad de Young2, obtenemos
que: ∫

Γ

|u|pdx′ ≤
∫

{xn=0}∩B

ξ|u|pdx′ = −
∫∫
B+

(ξ|u|p)xndx

= −
∫∫
B+

[
|u|pξxn + p|u|p−1(sign(u))uxnξ

]
dx

≤
∫∫
B+

(
|u|p|ξxn|+ p|u|p−1|uxn||ξ|

)
dx

≤
∫∫
B+

(
||ξxn||L∞ |u|

p +
|uxn|p

p
+

(p− 1)|pξ|p/p−1

p
|u|p
)
dx

≤ C

∫∫
B+

(|u|p + |∇u|p) dx

Ahora, si x0 ∈ ∂Ω, pero ∂Ω no es “plano” cerca de x0, utilizando la función Φ definida
en (A.1) “aplanamos” ∂Ω cerca de x0 y deducimos la estimación anterior. Luego, por
(A.3) y aplicando un cambio de variable llegamos a que∫

Γ

|u|pds ≤ C

∫∫
Ω

(|u|p + |∇u|p) dx

donde Γ es un subconjunto abierto de ∂Ω que contiene a x0.
Como ∂Ω es compacto existe un número finito de puntos xi0 ∈ ∂Ω y de subconjuntos
abiertos Γi ⊆ ∂Ω (i = 1, . . . , N) tales que

∂Ω =
N⋃
i=1

Γi

y

||u||Lp(Γi) ≤ C||u||W 1,p(Ω).

Luego, si escribimos

Tu := u|∂Ω

tenemos que

||Tu||Lp(∂Ω) ≤ C||u||W 1,p(Ω) (A.4)

1El teorema dice que ∫∫
Ω

div(F )dx =

∫
∂Ω

F · nds.

Nótese que utilizamos el campo F : Rn −→ Rn, tal que F = (0, 0, . . . , 0, ξ|u|p) y que la normal unitaria
exterior al plano {xn = 0} es (0, 0, . . . , 0,−1).

2Desigualdad de Young: Si a, b ≥ 0 y
1

p
+

1

q
= 1, entonces, ab ≤ ap

p
+
bq

q



64 APÉNDICE A. TRAZAS Y DESIGUALDAD GENERALIZADA DE SOBOLEV

donde C es una constante que no depende de u.

Hasta ahora hemos probado (A.4) para funciones u ∈ C∞0 (Ω̄). Si u ∈ W 1,p(Ω), existe
{um} ⊆ C∞0 (Ω̄) tal que

um −→ u en W 1,p(Ω).

Aun más, por (A.4) se tiene que

||Tum − Tuk||Lp(∂Ω) ≤ C||um − uk||W 1,p(Ω) (A.5)

es decir, {Tum} es de Cauchy en Lp(Ω), luego, definimos

ĺım
m→∞

Tum =: Tu ∈ Lp(∂Ω).

Notemos que, por densidad, Tu satisface (A.4).

Veamos que la definición de Tu no depende de la elección de {um}, es decir, no depende
de la elección de las funciones suaves que se aproximan a u. Esto se observa de la siguiente
manera: Supongamos que {vm} ⊆ C∞0 (Ω̄) es otra sucesión tal que

vm −→ u en W 1,p(Ω).

Consideremos la sucesión {z1 = u1, z2 = v1, z3 = u2, z4 = v2, . . . }, luego, por (A.5),

||Tzm − Tzk||Lp(∂Ω) ≤ C||zm − zk||W 1,p(Ω) ≤ C
(
||zm − u||W 1,p(Ω) + ||u− zk||W 1,p(Ω)

)
entonces, {Tzm} es de Cauchy, luego,

Tz := ĺım
m→∞

Tzm.

Por lo tanto
ĺım
m→∞

Tum = ĺım
m→∞

Tz2m = ĺım
m→∞

Tz2m+1 = ĺım
m→∞

Tvm.

Por último, es una consecuencia de la prueba3 del Teorema A.1 que la sucesión {um}
que converge a u en W 1,p(Ω) también converge a u uniformemente en Ω̄, de aqúı que
Tu = u|∂Ω.

q.e.d.

Definición A.2. Diremos que Tu es la traza de u en ∂Ω, donde T es el operador traza
definido arriba.

El siguiente Teorema explica como son las funciones cuya traza es cero, véase [9].

Teorema A.3. Supongamos que Ω es acotado, de clase C1 y que u ∈ W 1,p(Ω). Entonces,

Tu = 0 en ∂Ω si y sólo si u ∈ W 1,p
0 (Ω).

(Aqúı, W 1,p
0 (Ω) es la cerradura de C∞0 (Ω) en W 1,p(Ω)).

3Véase, por ejemplo, [9].
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A.2. Desigualdad generalizada de Sobolev

Como lo menciona el t́ıtulo de esta sección, nuestro propósito es dar una general-
ización de la desigualdad (clásica) de Sobolev. No está demás recordar este resultado,
para consultar una prueba véase, por ejemplo, en [2], [9] ó [10].

Teorema A.4. Supongamos que Ω ⊆ Rn es acotado y que u ∈ H1
0 (Ω) (recordemo, en-

tonces, existe una constante C = C(n,Ω) tal que∫∫
Ω

|u|2dx ≤ C

∫∫
Ω

|∇u|2dx (A.6)

Antes de generalizar este resultado para funciones u ∈ H1(Ω), será necesario recordar
algunos resultados.

Teorema A.5 (Rellich-Kondrachov). Supongamos que Ω ⊆ Rn es acotado y de clase
C1. Entonces, el encaje

H1(Ω) ↪→ L2(Ω) (A.7)

es compacto.

El Teorema (A.2) indica que H1(Ω) se encaja en L2(∂Ω), pero no sólo pasa esto, de
hecho el encaje es compacto, esto es lo que afirma el siguiente teorema.

Teorema A.6. Supongamos que Ω ⊆ Rn es acotado y de clase C1. Entonces, el encaje

H1(Ω) ↪→ L2(∂Ω) (A.8)

es compacto4.

Definición A.3. Sea B un espacio de Banach. Diremos que xn converge débilmente
a x en B (xn ⇀ x en B) si y sólo si para cualquier función lineal y acotada

l : B −→ Rn

se cumple que

l(xn) −→ l(x) en Rn

Si B fuera un espacio de Hilbert, entonces, por el teorema de representación de Riesz,

xn ⇀ x si y sólo si 〈xn, y〉 −→ 〈x, y〉 ∀ y ∈ B (A.9)

La prueba de los siguientes resultados puede encontrarse en [17].

Lema A.1. Cualquier sucesión débilmente convergente es acotada.

Lema A.2. Sea H un espacio de Hilbert. Si {xn} ⊆ H es acotada, entonces, {xn} contiene
una subsuceción débilmente convergente.

4Véase, por ejemplo, [1] y [19]
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Teorema A.7. Sean B y V dos espacios de Banach, T : B ↪→ V lineal, continuo y
compacto. Supongamos que xn ⇀ x débilmente en B, entonces, Txn −→ Tx en V . (i.e.,
un operador compacto manda sucesiones débilmente convergentes en sucesiones conver-
gentes).

Prueba: Supongamos que xn ⇀ x débilmente en B. Por el Lema anterior sabemos que
||xn|| está acotada. Sea yn := Txn, entonces,

l(yn)− l(y) = (l ◦ T )xn − (l ◦ T )x ∀ l lineal y continua

luego,
yn ⇀ y débilmente en V

pues l ◦ T es lineal y continua.
Supongamos que yn no converge a y (en norma), entonces, existe ε > 0 y una subsucesión
{ynk} ⊆ {yn} tal que

||ynk − y|| ≥ ε.

Como {xnk} está acotada y T es compacto, {ynk} contiene una subsucesión convergente
(que denotaré por ynk), i.e.,

ynk −→ ȳ 6= y en V.

Aun más, {ynk} debe de converger débilmente a ȳ, lo cual es una contradicción, pues el
ĺımite débil es único. Por lo tanto yn converge a y en norma.

q.e.d.

Teorema A.8 (Desigualdad generalizada de Sobolev). Si Ω ⊆ Rn es acotado y de
clase C1, entonces, existe una constante C = C(Ω) tal que para cualquier u ∈ H1(Ω) se
cumple: ∫∫

Ω

|u|2dx ≤ C

∫∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
∂Ω

|u|2ds


Prueba (Esbozo): Se procede por contradicción. Supongamos que para toda m ∈ N
existe um ∈ H1(Ω) tal que

||um||2L2(Ω) > m
(
||∇um||2L2(Ω) + ||um||2L2(∂Ω)

)
. (A.10)

Por homogeneidad se puede suponer que

||um||L2(Ω) = 1 ∀m ∈ N

luego, por (A.10), {um} está acotada en H1(Ω), entonces, existe5 u ∈ H1(Ω) tal que

um ⇀ u débilmente en H1(Ω).

Recordando que los encajes
H1(Ω) ↪→ L2(Ω)

5Recordemos que las bolas cerradas en espacios de Hilbert son débilmente compactas, véase, por
ejemplo: [2] ó [17]
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y
H1(Ω) ↪→ L2(∂Ω)

son compactos y el Teorema (A.7), sabemos que

un −→ u en L2(Ω)

y
un|∂Ω −→ u|∂Ω en L2(∂Ω)

donde un|∂Ω es la traza de la función un. Aun más, utilizando (A.10) concluimos que

∇um −→ 0 en L2(Ω)

y
um −→ 0 en L2(∂Ω).

Es decir, u|∂Ω = 0 y ∇u = 0. Ahora, el Teorema (A.3) implica que u ∈ H1
0 (Ω), luego,

podemos utilizar el Teorema (A.6) y obtener que u = 0 en L2(Ω), sin embargo,

0 = ||u||L2(Ω) = ĺım
m→∞

||um||2L(Ω) = 1

esto último es una muy clara contradicción.
q.e.d.
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Apéndice B

Funciones armónicas

B.1. Resultados Clásicos

A continuación se presentarán varios resultados sobre funciones armónicas, algunos de
estos son considerados como “clásicos”, aśı que nos ahorraremos las demostraciones, si el
lector desea consultarlas véase, por ejemplo, [10].

Definición B.1. Ω ⊆ Rn. Una función u ∈ C2(Ω) es armónica en Ω si y sólo si ∆u = 0
en Ω.

Teorema B.1 (Propiedad del Valor Promedio). Ω ⊆ Rn. Si u ∈ C2(Ω) es armónica en
Ω, entonces, para cualquier bola B =: BR(y) ⊂⊂ Ω, se cumplen las siguientes relaciones:

u(y) =
1

nωnRn−1

∫
∂B

u ds

u(y) =
1

ωnRn

∫∫
B

u dx

donde ωn es el volumen de la bola unitaria de dimensión n.

Teorema B.2 (Principio del máximo). Sea u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) tal que ∆u = 0 en Ω.
Entonces, si Ω es acotado,

ı́nf
∂Ω
u ≤ u(x) ≤ sup

∂Ω
u x ∈ Ω.

Aún más, si existe y ∈ Ω tal que
u(y) = sup

Ω
u

entonces u es constante.

Teorema B.3. Sea B = BR(0) y φ una función continua en ∂B. Entonces, la función

u(x) =


R2−|x|2
nωnR

∫
∂B

φ(y)
|x−y|n dsy si x ∈ B

φ(x) si x ∈ ∂B
(B.1)

pertenece a C2(Ω) ∩ C(Ω̄) y satisface ∆u = 0.
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Corolario B.1. Sea φ una función continua en ∂B. Si u es una solución al problema{
∆u = 0 en B
u = φ en ∂B

Entonces, u ∈ C∞(B).

Prueba: Claramente u es de la forma (B.1) y de esta expresión se sigue el resultado.
q.e.d.

En base a los últimos dos teoremas podemos dar el resultado converso del Teorema
B.1, es decir:

Teorema B.4. Sea u ∈ C(Ω). Supongamos que

u(y) =
1

nωnRn−1

∫
∂B

u ds

para toda B := BR(y) ⊂⊂ Ω. Entonces, u es armónica en Ω.

Ya que estamos en esto será conveniente recordar la formulación débil (o formulación
variacional) del problema de Dirichtlet para la ecuación de Laplace y de Poisson.

Definición B.2. Una función u ∈ H1(Ω) es una solución débil de la ecuación de
Laplace (∆u = 0) si y sólo si ∫∫

Ω

∇u · ∇v = 0 (B.2)

para toda v ∈ H1
0 (Ω).

Definición B.3. Sea f ∈ L2(Ω). Una función u ∈ H1(Ω) se llama una solución débil
de la ecuación de Poisson (∆u = f) si y sólo si para toda v ∈ H1

0 (Ω) se cumple que∫∫
Ω

∇u · ∇v +

∫∫
Ω

f · v = 0 (B.3)

Una forma de encontrar una solución débil a la ecuación (B.3) es la siguiente:
Si g es el valor en la frontera de f (i.e., f − g ∈ H1

0 (Ω))1, haciendo w := u − g ∈ H1
0 (Ω)

buscamos una solución a∫∫
Ω

∇w · ∇v = −
∫∫
Ω

f · v −
∫∫
Ω

∇g · ∇v (B.4)

para toda v ∈ H1
0 (Ω). Ahora la desigualdad (A.6), implica que

〈u, v〉 :=

∫∫
Ω

∇u · ∇v

1Esto puede quedar más claro si el lector consulta el Apéndice A, Teorema A.3.
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es un producto escalar equivalente en H1
0 (Ω). Aun más∫∫

Ω

f · v ≤ ||f ||L2||v||L2 ≤ c||f ||L2||∇v||L2 .

De aqúı que

Lv := −
∫∫
Ω

f · v −
∫∫
Ω

∇g · ∇v

defina un funcional lineal y acotado en H1
0 (Ω). Luego, la ecuación que queremos resolver

se traduce en
〈w, v〉 = Lv ∀ v ∈ H1

0 (Ω).

Para finalizar, el teorema de representación de Riez indica que existe una única w que
satisface la ecuación (B.4).
Claramente cualquier función armónica cumple (B.2) y una función u ∈ C2(Ω) que cumple
la ecuación de Poisson (en el sentido clásico) va a satisfacer (B.3). Por otro lado, al
encontrar una solución débil a estos problemas uno se pregunta si estas soluciones son
soluciones clásicas, en algunos casos esto es cierto. Por ejemplo, tenemos el siguiente
resultado de regularidad2.

Lema B.1. Si u ∈ H1(Ω) es una solución débil de ∆u = f con f ∈ C∞(Ω), entonces,
u ∈ C∞(Ω).

B.2. Teoremas de convergencia

Teorema B.5. Sea {uk}k∈N ⊆ C2(Ω), tal que ∆uk = 0 para toda k ∈ N. Si uk → u
uniformemente en Ω, entonces, ∆u = 0 en Ω.

Prueba: Por el Teorema B.4 es suficiente probar que

u(y) =
1

nωnRn−1

∫
∂B

u ds ∀B = BR(y) ⊂⊂ Ω.

Por hipótesis, y el Teorema B.1 cada un satisface la propiedad del valor promedio. Ahora,
dado ε > 0, por la convergencia uniforme, existe k tal que∣∣∣∣∣∣u(y)− 1

nωnRn−1

∫
∂B

u ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ |u(y)− uk(y)|+ 1

nωnRn−1

∫
∂B

|u(s)− uk(s)| ds < ε.

q.e.d.

Corolario B.2. Si A :=
{
u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω)

∣∣ ∆u = 0
}
⊆ C(Ω). Entonces A es completo

(con la topoloǵıa de la convergencia uniforme).

Prueba: El teorema anterior asegura queA es cerrado. C(Ω) es completo (con la topoloǵıa
de la convergencia uniforme). Esto asegura que A es completo. q.e.d.

2La prueba puede consultarse en [?].



72 APÉNDICE B. FUNCIONES ARMÓNICAS

Teorema B.6. Sea Ω ⊆ Rn acotado. Sea {uk} ⊆ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) tal que ∆uk = 0 en
Ω y uk|∂Ω =: φk −→ φ uniformemente en ∂Ω, si k → ∞. Entonces, existe u ∈ C2(Ω)
armónica tal que uk −→ u uniformemente en Ω y u|∂Ω = φ

Prueba: Por el principio del máximo sabemos que

sup
Ω
|uk(x)− uj(x)| ≤ máx

∂Ω
|φk(x)− φj(x)|.

Por hipótesis sabemos que {φk} es de Cauchy, esto, junto con la desigualdad anterior,
implica que {uk} también es de Cauchy. Luego, por el Corolario B.2, existe u ∈ C2(Ω) tal
que uk −→ u uniformemente en Ω. Claramente u|∂Ω = φ.

q.e.d.

Teorema B.7. Sea Ω ⊆ Rn, u armónica en Ω y Ω′ un compacto tal que Ω′ ⊂ Ω. Entonces

sup
Ω′
|∇u| ≤ n

d
sup

Ω
|u|

donde d := dist(Ω′, ∂Ω).

Prueba: Sea y ∈ Ω, elijamos R tal que BR(y) ⊂⊂ Ω. Como u es armónica, entonces, ∇u
es armónico; utilizando la propiedad del valor promedio y el teorema de la divergencia
(
∫∫
B

divw dx =
∫
∂B

w·n ds, con n el normal unitario) sobre los campos uj = uej, j = 1, ..., n.

obtenemos que

∇u(y) =
1

ωnRn

∫∫
B

∇u dx =
1

ωnRn

∫
∂B

un ds.

Entonces
|∇u(y)| ≤ n

R
sup

Ω
|u| ∀ R < dy := dist(y, ∂Ω).

Pasando al caso ĺımite llegamos a que

|∇u(y)| ≤ n

dy
sup

Ω
|u| ≤ n

d
sup

Ω
|u| ∀ y ∈ Ω′

y por la compacidad de Ω′ podemos concluir que existe y∗ ∈ Ω′ tal que

sup
Ω′
|∇u| = |∇u(y∗)| ≤ n

d
sup

Ω
|u|

q.e.d.

Corolario B.3. Sea {uk} ⊆ C2(Ω) tal que uk −→ u uniformemente en Ω y además
∆uk = 0, entonces, para todo Ω′ ⊂ Ω compacto se cumple que ∇uk −→ ∇u uniformemente
en Ω′.

Prueba: Por el Teorema B.5 sabemos que u es armónica, entonces, uk − u es armónica
en Ω. Luego, por el teorema anterior

sup
Ω′
|∇uk −∇u| = sup

Ω′
|∇(uk − u)| ≤ n

d
sup

Ω
|uk − u| −→ 0 si k →∞

q.e.d.
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Teorema B.8. Sea {uk} ⊆ C2(Ω) tal que uk −→ u uniformemente en Ω y además
∆uk = 0, entonces, para todo Ω′ ⊂ Ω compacto,

DΩ′(uk) −→ DΩ′(u)

donde DΩ′(u) es el funcional de Dirichlet sobre el dominio Ω′. Es decir,∫∫
Ω′

|∇uk(x)| dx −→
∫∫
Ω′

|∇u(x)| dx.

Prueba: Notemos que

|DΩ′(uk)−DΩ′(u)| ≤
∫∫
Ω′

∣∣|∇uk(x)|2 − |∇u(x)|2
∣∣ dx ≤ V ol(Ω′) sup

Ω′

∣∣|∇uk|2 − |∇u|2∣∣ −→ 0

La convergencia a 0 se sigue por el corolario anterior y dado que la norma es una función
continua.

q.e.d.

B.3. Principio de reflexión de Schwarz en el ćırculo

Empezaremos recordando el principio de reflexión de Schwarz (en el plano), este es un
resultado clásico de Análisis Complejo (Véase [?] ó [13]).

Teorema B.9 (Principio de reflexión de Schwarz). Sea A una región en R2
+ cuya

frontera, ∂Ω, intersecta al eje real en el intervalo [a, b]3. Sea f anaĺıtica en A y continua
en A ∪ (a, b). Sea

A := {z ∈ C| z ∈ A}
la reflexión de A. Si f es real en (a, b), entonces la función

f̃(z) :=


f(z) si z ∈ A ∪ (a, b)

f(z) si z ∈ A

es anaĺıtica en A∪ (a, b)∪A (y es la única continuación anaĺıtica de f en A∪ (a, b)∪A).

Es posible extender este principio de reflexión a ćırculos, reemplazando la conjugación
compleja por la reflexión en el ćırculo. Considerando a las rectas como ćırculos de radio
infinito, el teorema anterior seŕıa un caso especial de esta reflexión.
Para poder probar este principio generalizado será necesario recordar como es la reflexión
en el ćırculo y su relación con las transformaciones de Möbius. La reflexión en el ćırculo
queda establecida por la siguiente proposición.

Proposición B.1. Sea C un ćırculo (o una ĺınea recta) y z un punto fuera de C (i.e.
z /∈ C). Entonces, todos los ćırculos que pasan por z y que intersectan a C ortogonálmente
se intersectan en un sólo punto z̃ (si z es el centro de C, entonces, z̃ es el punto al
infinito)4.

3R2
+ :=

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ y > 0
}

4Véase [13]
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Definición B.4. Sea C un ćırculo, o una ĺınea recta, y z un punto fuera de C. El único
punto z̃ que se obtiene en la Proposición (B.1) se llama la reflexión de z en C. Si
z ∈ C, tomamos z̃ = z.

Observación: Si C es el eje real, entonces, z̃ = z.

Proposición B.2. Si G es una transformación de Möbius y C es un ćırculo (o una ĺınea
recta), entonces, g manda la reflexión de z en C a la reflexión de g(z) en g(C), es decir,

g(z̃) = [g(z)]̃

Prueba: Como g manda ćırculos en ćırculos y es conforme, la familia de ćırculos que
pasa por z y es ortogonal a C es mapeada a la familia de ćırculos que pasa por g(z) y
es ortogonal a g(C). Entonces, la intersección de la primera familia, que es z̃, debe ser
mapeada a la intersección de la segunda familia, que es [g(z)]̃ .

q.e.d.

De hecho, dado el centro y el radio del ćırculo, C, podemos saber quién es la reflexión
de z en C, esto es lo que afirma la siguiente proposición5.

Teorema B.10. Si C es un ćırculo (o una recta) el mapeo z 7−→ z̃ es una composición
de transformaciones de Möbius y conjugaciones complejas, es decir, si C es un ćırculo de
radio R y centro z0, entonces,

z̃ =

(
z0z +R2 − |z0|2

z − z0

)

Claramente, si C es el ćırculo unitario con centro en el origen, entonces,

z̃ =
1

z
=

z

|z|2

Teorema B.11 (Principio de reflexión de Schwarz en el ćırculo). Sea A una región
acotada en el interior o exterior de un ćırculo C1 (o en algún lado de una ĺınea), tal que
parte de su frontera es un arco en C1 (i.e. γ := ∂A ∩ C1 6= ∅). Supongamos que f es
anaĺıtica en A, continua en A ∪ γ y que f(γ) es un arco Γ de otro ćırculo (o ĺınea) C2.
Sea

Ã := {z ∈ C| z̃ ∈ A
}

la reflexión de A en C1. Entonces, la función

g(z) :=


f(z) si z ∈ A ∪ γ

f(z̃)̃ si z ∈ Ã

(la segunda˜denota la reflexión en C2) es anaĺıtica en A∪γ∪Ã ( y es la única continuación
anaĺıtica de f en A ∪ γ ∪ Ã).

5Véase [13].
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Prueba: Supongamos que A está en el interior de C1 y que f(A) está en el interior de
C2, los otros casos son análogos. Sea Ti, i = 1, 2. la transformación de Möbius que manda
Ci en el eje real y el interior de Ci al semiplano superior (R2

+). Ahora, si w ∈ T1(A) ⊆ R2
+,

definimos
h : T1(A) −→ T2(f(A))

tal que
h(w) = T2(f(T−1

1 (w)))

la cual es anaĺıtica y, por el principio de reflexión de Schwarz, h(w) es la continuación
anaĺıtica de h en T1(A). Luego, utilizando el hecho de que Ti preserva la reflexión en
ćırculos y que la conjugación compleja es la reflexión en el eje real, tenemos que si z ∈ Ã,
entonces, T1z̃ = T1z ∈ T1(A), luego,

h(T1z) ∈ T2(f(A))

y por lo tanto

f(z̃)̃ = T−1
2 (h(T1(z))).

de está última expresión se obtiene la analiticidad.
q.e.d.

Con base en este teorema podemos extender el principio de reflexión a las funciones
armónicas.

Corolario B.4 (Principio de reflexión de Schwarz en el ćırculo para funciones
armónicas). Sea A una región acotada y simplemente conexa en el interior o exterior de
un ćırculo C1 (o en algún lado de una ĺınea), tal que parte de su frontera es un arco en
C1 (i.e. γ := ∂A ∩ C1 6= ∅). Supongamos que u es armónica en A, continua en A ∪ γ y
que u(γ) = 0. Sea

Ã := {z ∈ C| z̃ ∈ A
}

la reflexión de A en C1. Entonces, la función

U(z) :=


u(z) si z ∈ A ∪ γ

−u(z̃) si z ∈ Ã

es armónica en A ∪ γ ∪ Ã.

Prueba: Como u es armónica y A simplemente conexo sabemos que u es la parte imagi-
naria de una función anaĺıtica6 , f , en A (i.e., u = Im(f) con f anaĺıtica en A). La función
anaĺıtica

f = û+ iu

cumple las hipótesis del teorema anterior, donde C2 es el eje real y T2 la función identidad,
luego, recordando que la reflexión en el eje real es la conjugación compleja, la función

g(z) :=


f(z) si z ∈ A ∪ γ

f(z̃) si z ∈ Ã
6Véase, por ejemplo: [13], Caṕıtulo 2, Proposición 2.5.8.



76 APÉNDICE B. FUNCIONES ARMÓNICAS

es anaĺıtica en A∪ γ ∪ Ã. Por lo tanto, la parte imaginaria de g es armónica en A∪ γ ∪ Ã,
es decir,

Im(g) =


u(z) si z ∈ A ∪ γ

−u(z̃) si z ∈ Ã

es armónica en A ∪ γ ∪ Ã
q.e.d.

Como un caso especial, en el ćırculo unitario, tenemos el siguiente corolario.

Corolario B.5. Si C1 = ∂B es el ćırculo unitario, γ un subarco de C1 y u ∈ C2(B) ∩
C(B) una función armónica en B tal que u(γ) = 0, entonces, existe una vecindad, W ,
(simplemente conexa) de γ, tal que la función

U(z) :=


u(z) si z ∈ B ∪ γ

−u( z
|z|2 ) si z ∈ W −B

es armónica en B ∪W .

La prueba es una consecuencia inmediata del Corolario B.4 y el Teorema B.10.



Apéndice C

Operadores Eĺıpticos

En esta sección se presentará una breve introducción al estudio de los operadores
diferenciales lineales eĺıpticos de la forma

Lu :=
n∑

i,j=1

aij(x)Diju(x) +
n∑
i=1

bi(x)Diu(x) + c(x)u(x) (C.1)

donde x ∈ Ω ⊆ Rn; u, a, b, c : Ω −→ Rn y aij(x) = aji(x).

Definición C.1. Diremos que el operador L es eĺıptico en x ∈ Ω si y sólo si la matriz
simétrica A := [aij(x)] es positiva (〈Aξ, ξ〉 > 0 ∀ξ ∈ Rn\{0}), es decir, si λ(x) y Λ(x)
denotan el menor y mayor valor propio de la matriz [aij(x)], respectivamente, entonces

0 < λ(x)|ξ|2 ≤ 〈Aξ, ξ〉 ≤ Λ(x)|ξ|2 ∀ξ ∈ Rn\{0}.

Dado que A es una matriz simétrica, tiene sentido hablar del menor, y el mayor, valor
propio de la matriz A, ya que sus valores propios son reales. Notemos también que es
suficiente pedir que λ(x), el menor valor propio, sea positivo para que el operador sea
eĺıptico. Esto justifica la siguiente definición.

Definición C.2. L es eĺıptico en Ω si el menor valor propio de la matriz A es positivo
para toda x ∈ Ω, i.e., si λ = λ(x) > 0 en Ω.

Definición C.3. L es estrictamente eĺıptico en Ω si existe λ0 > 0 tal que λ =
λ(x) ≥ λ0 > 0 para toda x ∈ Ω.

Tal vez el operador eĺıptico más simple que podemos encontrar es el operador de
Laplace, ∆u, y algunas de sus propiedades también lo son de los operadores eĺıpticos,
como lo muestra es siguiente Teorema1.

Teorema C.1 (Principio del máximo). Sea Ω ⊆ Rn un dominio acotado y L eĺıptico
en Ω. Supongamos que Lu ≥ 0 (≤ 0) y c = 0 en Ω, con u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄). Entonces, el
máximo (mı́nimo) de u en Ω̄ se alcanza en ∂Ω, es decir,

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u (́ınf

Ω
u = ı́nf

∂Ω
u).

1Para consultar la prueba de este Teorema, y la del Teorema C.2, véase [10].
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78 APÉNDICE C. OPERADORES ELÍPTICOS

Gracias al Teorema anterior es posible deducir una estimación para funciones, u, que
son soluciones del problema no homogéneo, Lu = f , en dominios acotados. Esta desigual-
dad será de gran importancia más adelante.

Teorema C.2. Sea Ω ⊆ Rn un dominio acotado. Supongamos que L es eĺıptico en Ω y
tal que Lu = f en Ω, c ≤ 0 y u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω). Entonces

sup
Ω
|u| ≤ sup

∂Ω
|u|+K sup

Ω

|f |
λ

donde λ es el valor propio más pequeño de la matriz A (como arriba) y K es una constante

que depende sólo del diámetro de Ω y de β := sup
|bbb|
λ

(bbb := (b1, . . . , bn)).

C.1. Espacios de Hölder

El operador (C.1) presenta algunas propiedades interesantes si se consideran a su
dominio e imagen como espacios de Hólder.

Definición C.4. Sea Ω ⊂ Rn acotado, x0 ∈ Ω, f : Ω −→ R y α ∈ (0, 1). Diremos que f
es Hölder continua con exponente α en x0 si y sólo si

[f ]α,x0 := sup
Ω

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|α

<∞.

Definición C.5. Ω, α y f como arriba. Diremos que f es Hölder continua con
exponente α en Ω si y sólo si

[f ]α;Ω := sup
x,y∈Ω

x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

<∞.

Ahora, podemos definir los espacios de Hölder de la siguiente manera:

Cα(Ω̄) = C0,α(Ω̄) := {f ∈ C0(Ω̄)
∣∣ f es Hölder continua con exp. α en Ω

}
(C.2)

Ck,α(Ω̄) :=
{
f ∈ Ck(Ω̄)

∣∣Dif ∈ Cα(Ω̄), |j| = k
}

(C.3)

El siguiente paso es dotar a los espacios Ck,α(Ω̄) de una norma. Dado que, si u ∈ Ck(Ω̄),
entonces, u ∈ Ck−1,α(Ω̄) (k ≥ 1), las siguientes expresiones no carecen de sentido.

||u||Ck(Ω̄) :=
n∑
k=0

sup
|β|=k

sup
Ω
|Dβu| (C.4)

||u||Ck,α(Ω̄) := ||u||Ck(Ω̄) +
k∑
j=0

sup
|β|=k

[Dβu]α;Ω (C.5)

Por ejemplo, cuando k = 2 tenemos que

||u||C2(Ω̄) = sup
Ω
|u|+ sup{sup

Ω
|ux|, sup

Ω
|uy|}+ sup{sup

Ω
|uxx|, sup

Ω
|uxy|, sup

Ω
|uyy|}

||u||C2,α(Ω̄) = ||u||C2(Ω̄) + [u]α;Ω + sup{[ux]α;Ω, [uy]α;Ω}+ sup{[uxx]α;Ω, [uxy]α;Ω, [uyy]α;Ω}
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Teorema C.3. Los espacios Ck(Ω̄) y Ck,α(Ω̄) equipados con las normas (C.4) y (C.5),
respectivamente, son espacios de Banach.

Lema C.1. Si u, v ∈ Cα(Ω̄), entonces, uv ∈ Cα(Ω̄) y ||uv||Cα(Ω̄) ≤ ||u||Cα(Ω̄)||v||Cα(Ω̄).

Lema C.2. Supongamos que L : C2,α(Ω̄) −→ Cα(Ω̄) es de la forma (C.1), es estŕıcta-
mente eĺıptico en Ω̄ y que aij, bj, c ∈ Cα(Ω̄). Entonces, L es acotado, i.e.,

||L|| = sup
u∈C2,α(Ω̄)

u6=0

||Lu||Cα(Ω̄)

||u||C2,α(Ω̄)

<∞.

Prueba: Por hipótesis podemos suponer que ||aij||Cα(Ω̄), ||bj||Cα(Ω̄), ||c||Cα(Ω̄) ≤ M , con
M una constante positiva. Utilizando el Lema C.1, tenemos que

||Lu||Cα(Ω̄)

||u||C2,α(Ω̄)

≤
∑n

i,j=1 ||aijDiju||Cα(Ω̄) +
∑n

j=1 ||bjDju||Cα(Ω̄) + ||cu||Cα(Ω̄)

||u||C2,α(Ω̄)

≤
∑n

i,j=1 ||aij||Cα(Ω̄)||Diju||Cα(Ω̄) +
∑n

j=1 ||bj||Cα(Ω̄)||Dju||Cα(Ω̄) + ||c||Cα(Ω̄)||u||Cα(Ω̄)

||u||C2,α(Ω̄)

≤
∑n

i,j=1M(||Diju||C(Ω̄) + [Diju]α;Ω) +
∑n

j=1M(||Dju||C(Ω̄) + [Dju]α;Ω)

||u||C2,α(Ω̄)

+
M(||u||C(Ω̄) + [u]α,Ω)

||u||C2,α(Ω̄)

≤
n2M(sup|β|=2 ||Dβu||C(Ω̄) + sup|β|=2[Dβu]α;Ω)

||u||C2,α(Ω̄)

+
nM(sup|β|=1 ||Dβu||C(Ω̄) + sup|β|=1[Dβu]α;Ω)

||u||C2,α(Ω̄)

+
M(||u||C(Ω̄) + [u]α,Ω)

||u||C2,α(Ω̄)

≤ n2M =: C

esta última desigualdad se tiene por (C.4) y (C.5).
q.e.d.

Definición C.6. Un dominio acotado, Ω ⊆ Rn, es de clase Ck,α, 0 < α ≤ 1, si para
cada punto x0 ∈ ∂Ω existe una bola B = B(x0) y una función biyectiva ψ : B −→ D ⊆ Rn

tal que

i) ψ(B ∩ Ω) ⊆ Rn
+

ii) ψ(B ∩ ∂Ω) ⊆ ∂Rn
+

iii) ψ ∈ Ck,α(B) y ψ−1 ∈ Ck,α(D)
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Para este tipo de espacios y dominios, tenemos el siguiente resultado para el operador
L 2.

Teorema C.4. Sea Ω ⊆ Rn, tal que, Ω es de clase C2,α, f ∈ Cα(Ω̄), φ ∈ C2,α(Ω̄).
Supongamos que u ∈ C2,α(Ω̄) es una solución de Lu = f en Ω, u = φ en ∂Ω, y que los
coeficientes de L son tales que

λ|ξ|2 ≤ 〈Aξ, ξ〉 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn (C.6)

y
||aij||Cα(Ω̄), ||bj||Cα(Ω̄), ||c||Cα(Ω̄) ≤ Λ (C.7)

donde λ y Λ son constantes positivas. Entonces,

||u||C2,α(Ω̄) ≤ C(||u||C(Ω̄) + ||φ||C2,α(Ω̄) + ||f ||Cα(Ω̄)) (C.8)

donde C = C(n, α, λ,Λ,Ω) es una constante.

C.2. El problema de Dirichlet

Más adelante daremos condiciones suficientes para que el problema de Dirichlet, Lu =
f , tenga solución. Para esto nos valdremos del teorema de punto fijo de Banach.

Definición C.7. Sea V un espacio vectorial normado. Una función T : V −→ V es una
contracción si y sólo si existe θ ∈ (0, 1) tal que

||Tx− Ty|| ≤ θ||x− y|| ∀x, y ∈ V.

Teorema C.5 (Punto fijo de Banach). Sea B un espacio de Banach y T : B −→ B
una contracción. Entonces, T tiene un único punto fijo, i.e., existe una única solución de
la ecuación Tx = x.

Prueba: Dado x0 ∈ B definimos xn := T nx0 ∈ V , n ∈ N. Si n ≥ m tenemos que

||xn − xm|| ≤ ||xn − xn−1||+ ||xn−1 − xn−2||+ · · ·+ ||xm+1 − xm||
= ||T n−1x1 − T n−1x0||+ ||T n−2x1 − T x−2x0||+ · · ·+ ||Tmx1 − Tmx0||
≤ θn−1||x1 − x0||+ θn−2||x1 − x0||+ · · ·+ θm||x1 − x0||
= (θn−1 + θn−2 + · · ·+ θm)||x1 − x0||

=
θm − θn−1

1− θ
||x1 − x0||

≤ θm

1− θ
||x1 − x0|| −→ 0, si m→∞

Por lo tanto {xn} es de Cauchy, luego, como B es de Banach, existe x ∈ B tal que xn → x
en B, entonces, dado que T es continua,

Tx = ĺım
n→∞

Txn = ĺım
n→∞

xn+1 = x.

2Véase [10].
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Esto implica que x es un punto fijo.
Para probar la unicidad supongamos que existen x, y ∈ B tales que Tx = x y Ty = y,
entonces

||Tx− Ty|| ≤ θ||x− y|| = θ||Tx− Ty||

la desigualdad anterior se satisface si y sólo si θ = 1, esto es una contradicción, pues
θ ∈ (0, 1).

q.e.d.

A continuación consideraremos el problema de Dirichlet para Lu = f en un dominio
acotado,
Ω ⊆ Rn. El procedimiento para resolver este problema con coeficientes variables será el
de reducirlo al caso de coeficientes constantes. A grandes rasgos, el método que uti-
lizaré (conocido como método de continuidad) consiste en tomar una solución al problema
∆u = f y, de aqúı, llegar a una solución de Lu = f mediante soluciones de una familia
continua de ecuaciones que “conectan” a ∆u = f con Lu = f .

Teorema C.6. Sea Ω ⊆ Rn un dominio acotado de clase C2,α y L un operador estŕıcta-
mente eĺıptico en Ω tal que ai,j, bi, c ∈ Cα(Ω̄) y c ≤ 0. Si el problema de Dirichlet para la
ecuación de Poisson {

∆u = f en Ω
u = φ en ∂Ω

tiene una solución u ∈ C2,α(Ω̄) para cualesquiera f ∈ Cα(Ω̄) y φ ∈ C2,α(Ω̄). Entonces, el
problema

(P ) =

{
Lu = f en Ω
u = φ en ∂Ω

tiene una (única) solución u ∈ C2,α(Ω̄) para cualesquiera f ∈ Cα(Ω̄) y φ ∈ C2,α(Ω̄). Aun
más, si ai,j, bi, c ∈ C∞(Ω̄) y Ω es de clase C∞, entonces, u ∈ C∞(Ω̄)3.

Prueba: Antes que nada consideremos las siguiente observaciones

Notemos que es suficiente considerar el caso en el que u = 0 en ∂Ω, pues, resolver
el problema (P ) es equivalente a resolver el problema{

Lv = f − Lφ en Ω
v = 0 en ∂Ω.

Por hipótesis sabemos que

||ai,j||Cα(Ω̄), ||bj||Cα(Ω̄), ||c||Cα(Ω̄) ≤M (C.9)

y que, por la elipticidad de L, existe λ tal que

λ|ξ|2 ≤ 〈A1ξ, ξ〉 ∀ξ ∈ R2, x ∈ Ω (C.10)

3La última afirmación, con respecto a la regularidad, puede consultarse en [?], Teorema 6.17 y Teorema
8.14. La teoŕıa de regularidad está más allá de los propósitos de este escrito, por esto no inculúımos este
resultado aqúı.
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donde A1 es la matriz de coeficientes, [ai,j(x)], asociada a el operador L. Consider-
emos la siguiente familia de operadores

Ltu := tLu+ (1− t)∆u 0 ≤ t ≤ 1

Notemos que L0 = ∆ y L1 = L. Además, el operador Lt cumple (C.10), pues, dado
que L y ∆ son eĺıpticos, sabemos que

〈A0ξ, ξ〉 ≥ |ξ|2 y 〈A1ξ, ξ〉 ≥ λ1|ξ|2 > 0

donde A0 y A1 son las matrices asociadas a L0 = ∆ y a L1 = L, respectivamente.
Luego, por la linealidad del producto escalar,

〈Atξ, ξ〉 = 〈(tA1 + (1− t)A0)ξ, ξ〉 = t〈A1ξ, ξ〉+ (1− t)〈A0ξ, ξ〉 ≥ [tλ1 + (1− t)]|ξ|2

≥
{
|ξ|2 si λ1 ≥ 1
λ1|ξ|2 si 1 > λ1

es decir,
〈Atξ, ξ〉 ≥ mı́n(λ1, 1)|ξ|2

por lo tanto, el operador Lt cumple (C.10).

Ahora, si consideramos a Lt como un operador tal que

Lt : B1 −→ B2

donde B1 := {u ∈ C2,α(Ω̄) |u = 0 en ∂Ω} y B2 := Cα(Ω̄), entonces, Lt está acotado
para toda t ∈ [0, 1] (esto es una consecuencia del Lema C.2).
Notemos que, por el Teorema C.2, cualquier solución, ut, del problema{

Ltu = f en Ω
u = 0 en ∂Ω

(C.11)

cumple que
||ut||C(Ω̄) = sup

Ω
|ut| ≤ C sup

Ω
|f | ≤ C||f ||Cα(Ω̄)

donde C sólo depende de Ω y λ1. Luego, utilizando esta última desigualdad y el
Teorema C.4, conclúımos que

||ut||C2,α(Ω̄) ≤ C̃||f ||Cα(Ω̄)

es decir,
||ut||C2,α(Ω̄) ≤ C̃||Lut||Cα(Ω̄) (C.12)

donde C̃ = C̃(n, α, λ1,M,Ω).

Por último, recordemos que encontrar una solución al problema (C.11) es equivalente
a que el mapeo

Lt : B1 −→ B2

sea suprayectivo.
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Después de todas las observaciones hechas arriba, procederemos a probar el teorema:
Supongamos que, para s ∈ [0, 1], existe una solución, us, del problema (C.11), es decir,
Ls es sobre. Además, us cumple (C.12) por lo que Ls es inyectivo, por lo tanto podemos
invertir el mapeo Ls, i.e., existe

L−1
s : B2 −→ B1

el operador inverso de Ls. Sea t ∈ [0, 1], entonces, la ecuación

Ltu = f

es equivalente a la ecuación

Lsu = f + (Ls − Lt)u
= f + sL1u+ (1− s)L0u− tL1u− (1− t)L0u

= f + (t− s)L0u− (t− s)L1u

y, por la linealidad del operador Ls esta última ecuación es equivalente a

u = L−1
s y + (t− s)L−1

s (L0 − L1)u.

Definiendo el mapeo
T : B1 −→ B1

como
Tu := L−1

s y + (t− s)L−1
s (L0 − L1)u

obtenemos que encontrar una función, u, que resuelva Ltu = f es equivalente a resolver
la ecuación u = Tu, i.e., es equivalente a encontrar un punto fijo de T . Luego, por el
Teorema del punto fijo de Banach es suficiente probar que T es una contracción. Notemos
que

||Tu− Tv||B1 = |t− s| ||L−1
s (L0 − L1)u− L−1

s (L0 − L1)v||B1

≤ |t− s| ||L−1
s || ||(L0 − L1)(u− v)||B2

≤ |t− s|M ||L0 − L1|| ||u− v||B1

≤ |t− s|M(||L0||+ ||L1||)||u− v||B1 .

Las últimas desigualdades tienen sentido pues, por el Teorema (C.2), L0 = ∆ y L1 = L
están acotados. Luego, por la desigualdad de arriba, T es una contracción si

|t− s| < δ := [M(||L0||+ ||L1||)]−1.

Es decir Lt es sobre para toda t ∈ [0, 1], tal que |t− s| < δ. Dividiendo el intervalo [0, 1]
en sub-intervalos de longitud menor que δ, y repitiendo el argumento anterior (un número
finito de veces), podemos concluir que Lt es suprayectiva para todo t ∈ [0, 1] suponiendo
que lo es para una s ∈ [0, 1], fija. En particular para s = 0.
Es decir, hemos demostrado que si, para una s fija, existe una solución us del problema
Lsu = f , entonces, para todo t ∈ [0, 1], existe una solución al problema Lt = f . Esto
concluye la prueba, pues sabemos que hay una solución para s = 0.

q.e.d.
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Corolario C.1. Sean a, b, c ∈ C1,α(B) (B es la bola unitaria), tales que |a|, |b|, |c| ≤ M ,
a > 0 y ac− b2 = 1. Entonces, el problema

(P ) =


∂
∂x

(aux + buy) + ∂
∂y

(bux + cuy) = 0 en B

u = x en ∂B

tiene una (única) solución u. Aun más, si ai,j, bi, c ∈ C∞(Ω̄), entonces, u ∈ C∞(Ω̄).

Prueba: Dado que el problema {
∆u = 0 en B
u = x en ∂B

tiene una (única) solución, de hecho esta solución es u = x en B, es suficiente probar que
(P ) es estrictamente eĺıptico.
Reescribiendo la ecuación de arriba como

auxx + 2buxy + cuyy + (ax + by)ux + (bx + cy)uy = 0

entonces, la matriz de coeficientes asociada al problema (P ) es

A =

(
a b
b c

)
luego, utilizando que ac− b2 = 1, los valores propios de A son:

λ1 = a+ c−
√

(a+ c)2 − 4

λ2 = a+ c+
√

(a+ c)2 − 4.

Primero notemos que estos valores son reales, esto se obtiene porque ac− b2 = 1 implica
que ac ≥ 1, luego,

1 ≤ ac ≤ (a+ c)2

4
es decir,

0 ≤ (a+ c)2 − 4.

Claramente ambos valores propios son positivos.
Sólo falta demostrar que existe λ > 0 tal que λ1 ≥ λ > 0. Notemos que

λ1 = a+ c−
√

(a+ c)2 − 4 =
√

(a+ c)2 −
√

(a+ c)2 − 4

=
4√

(a+ c)2 +
√

(a+ c)2 − 4
≥ 4

2
√

(a+ c)2
=

2

a+ c

≥ 1

M

Por lo tanto el problema (P ) es estrictamente eĺıptico, el resultado se sigue del Teorema
C.6.

q.e.d.
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