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Resumen

El entrelazamiento es la propiedad méas importante en las dreas de manejo de informacién cudntica y
encriptacién cudntical. Este fenémeno se caracteriza por la inseparabilidad de estados que interactian en
algiin momento, lo que lleva a generar nuevos estados que pueden almacenar (procesar) més informacién
en menor tiempo.

En este trabajo estudiamos la generacion de estados entrelazados utilizando el formalismo de segunda
cuantizacién para describir el sistema de un electrén atrapado en un punto cudntico bidimensional (2D-
QD) con interaccién espin-6rbita (IEO) tipo Rashba. Este sistema correlaciona cuanticamente dos grados
de libertad distintos que son el espin del electrén y los niveles de energia del punto (érbitas). Encontramos
que un 2D-QD es apropiado por la posibilidad de habilitar IEO y estudiar entrelazamiento entre distintos
grados de libertad (o hibrido), lo cual no estd reportado en la literatura. La IEO es el medio ideal para el
estudio de entrelazamiento hibrido y es intrinseco a sistemas con distintos grados de libertad. Supusimos
que el 2D-QD se encuentra bajo un campo magnético a lo largo del eje z y en condiciones tales que en todo
momento hay un sélo electron confinado. Al estudiar la dindmica del sistema analizamos las propiedades
de los coeficientes de Schmidt, la Entropia de Entrelazamiento y las probabilidades de encontrar el espin
abajo (]})) o arriba(|1)) para un modo |n,m), es decir, un sistema con tres grados de libertad, uno de
espin y dos espaciales, donde n y m representan los estados de ocupacién del 2D-QD.

Las investigaciones realizadas se han restringido a dos casos:

(a) Aproximacién de onda rotante (RWA): Bajo esta condicién, el sistema se puede estudiar en un
espacio de Hilbert reducido Ho ® H,, donde el primer subespacio corresponde a dos estados del espin
y al segundo subespacio le corresponden n modos de Landau.

(b) Método de transformaciones canénicas (MTC): En este caso se trabaja con un esquema perturbado
del sistema completo, i.e., con tres grados de libertad Ho ® H,, ® H,, correspondientes al espin
y confinamiento bidimensional, donde n y m representan la cantidad de estados disponibles en el
sistema.

En cada caso estudiamos tres condiciones iniciales: (1) Estado Base. El electrén se encuentra completa-
mente polarizado hacia arriba o abajo y localizado en el estado base. (2) Estado Superpuesto. El electrén
se encuentra distribuido con la misma probabilidad sobre todos los estados de ocupacion disponibles en el
sistema. (3) Estado Coherente. El electrén se encuentra distribuido sobre los estados de ocupacién bajo
una distribucién de Poisson.

Para la condicién (a) utilizando Coeficientes de Schmidt, encontramos que la condicién inicial que
genera estados con maximo entrelazamiento es la tipo (1). Los estados generados son tipo Bell(con fases
complejas). La condicién inicial (2) muestra una pobre generacién de estados maximamente entrelazados.
Mientras que la condicién (3) genera estados con alto grado de entrelazamiento, los cuales poseen una
estructura que acopla pares de estados distribuidos en una mayor cantidad de estados.

Para la condicién (b) estudiamos la entropia de entrelazamiento del sistema. Encontramos que, en
general, se comporta de manera similar al caso RWA, pero la estructura es mas compleja (2 x n x m).

1Los avances mds prominentes en estas dos dreas se han dado con Optica y Resonancia Magnética Nuclear, sin embargo,
es bien sabido que un procesador de informacién cuantica tiene que provenir del Estado Sélido.



Resumen 4

Para comprender la estructura de los estados generados, utilizamos graficos de densidad que muestran a
los estados con mayor entrelazamiento. Encontramos que la condicién (1) es la que al evolucionar genera
estados con maximo nivel de entrelazamiento, e.g, |[¢)) = %(H, 0,0) + €“ |1,1,1)). La condicién (2)
genera estados con mucha coherencia y entrelazamiento (nunca méximo), esto se aprecia en los graficos
de densidad como patrones de interferencia. La condicién (3) genera alto entrelazamiento, donde los
graficos de densidad muestran una estructura tipo modo gaussiano aplastado correspondiente al espin
arriba y abajo. Otros estados que se generan tienen una estructura tipo Laguerre-Gauss.

En ambos casos (a) y (b) encontramos que los estados que poseen méximo entrelazamiento son aquellos
que tienen la forma: |[¢) = %(H, 0) + e [1,1) v [v) = %(H, 0,0) + € |1,1,1)), donde ¢ es una fase
real, estos dos estados son claramente tipo Bell. También encontramos que otro tipo de estados con
entrelazamiento alto, son los que poseen una estructura que acopla pares de estados en una estructura
no separable pero distribuidos en una cantidad mayor de estados. Podemos imaginarlos como escaleras
de estados de ocupacién entrelazados (e.g., |0) con |1), |2) con |3), |4) con |5), etc.), que también estan
compuestos por estados separables, lo que no permite obtener un maximo entrelazamiento.



Abstract

Entanglement is the most important phenomena in the fields of quantum information and quantum
computation?. This phenomena is characterized by the imposibility of describing independently two states
that interact at certain time, which lead us to new quantum states that can store (compute) more
information in less time.

In this work we studied the generation of entangled states on the 2nd quatization approach to describe
an electron trapped in a bidimensional quantum dot (2D-QD) with Rashba spin-orbit coupling (SOC).
The system described before correlate two diferent quantum degrees of freedom, one is the electron spin
and the other are the energy levels of the dot. We found appropiate to use a 2D-QD because it enables
SOC and study the degree of entanglement between the two degrees of freedom (or hybrid), which is
barely reported in the literature. The SOC is ideal for the study of hybrid entanglement and it is intrinsic
of systems with different degrees of freedom. We assume that 2D-QD was under an external magnetic
field along the z-axis and in conditions such that there is only one traped electron. We analyze the Schmit
coefficients, entanglement entropy and the probabilities of finding the spin up or down on the dynamics
of the system , i.e., a system with three degrees of freedom, one of spin and two spatial.

All the research has been put in two scenarios:

(a) Rotating wave approximation (RWA): Under this condition, the system can be seen as if it were on
a reduced Hilbert space Ho ® H,, where the two spin states belong to the first subspace and the
second subspace is made of the n Landau modes.

(b) Canonical Transformation Method (MTC): In this case we work with an approximation of the whole
system, i.e., three degrees of freedom Ho ® H,, ® H,, which are the spin space and bidimensinal
confinement, where n and m are the states availables in the system.

In each case we work with three initial conditions: (1) Base state: the electron can be found entirely
polarized upward or downward and confined to the ground state. (2) Superposition state: the electron
can be found in all the available energy levels with the same probability. (3) Coherent state: the electron
can be found under a Poisson distribution over the energy levels.

For the condition (a) using Schmidt Coefficients, we found that the initial condition that evolve into
maximally entangled states are the ones of the type (1). The entangled states are Bell-like states. Initial
condition (2) Shows really poor generation of maximally entangled states. Meanwhile the condition (3)
evolves into states with a high degree of entanglement, those have a distributed entanglement of several
pairs of states.

For the condition (b) we studied the entanglement entropy of the system, and we found that the whole
system behaves quite similar as the RWA. However, it is a more complex structure (2 X n xm), as a way to
understand the structure of the states being made over time We also use density plots to show the states
with higher entanglement. The condition (1) is the one that evolves into states of maximum entanglement,
e.g., |Y) = %(H, 0,0) + €“ |1,1,1)). The condition (2) generates states with a lot of quantum coherence

2Most prominent advances in those fields has been through Optics and NMR, however it is well known that a processor
of quantum information has to come from the Solid State.



and entanglement, but never maximum. This can be seen on the density plots as diffraction pattern. The
condition (3) generates high entanglement, where the density plots shows a spin squeezed gaussian mode
stucture, and the other states that possess a Laguerre-Gauss strucutre.

In both cases (a) and (b) we found that the maximally entangled states are those with the structure
lY) = %(H, 0) + e |1, 1)y |[¢) = %(H, 0,0) + €™ |1, 1,1)), where ¢ is a real phase, this two states are
clearly Bell states. We also found another kinds of states with high entanglement, those that entangle
pairs of states but distributed in several energy levels. We can think of them as a stair of entangled energy
states (e.g., |0) con |1), |2) con |3), |4) with |5), etc.), which also possess separable superpositions that
leads to a non maximum entanglement.
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Capitulo 1

Introduccion.

El manejo de informacién dia a dia demanda una mayor cobertura de procesamiento en tiempos
casi instantaneos y ademads con recursos moderados. A partir de la miniaturalizacién de dispositivos
electrénicos es claro ver que estamos llegando a un umbral importante donde la electrénica habitual ya
no se rige por las mismas reglas, sino que aparecen efectos propios de la Mecdnica Cuantica que gobierna
a escalas nanométricas, y aunado a eso, cambia el manejo de la informacién misma. Este nuevo manejo
de informacioén recibe el nombre de computacién cuantica.

En 1982 Richard Feynman fue pionero al presentar una publicacién donde muestra que es necesario
utilizar un sistema cuantico para describir algunos procesos cuanticos, ya que este podria actuar como un
fiel simulador de tales procesos.|[1]

Para 1985 David Deutsch se dio cuenta de que la idea de Feynman era aplicable para una computadora
cuantica de uso mas general que solo simular procesos cudnticos y con esta idea publicé un articulo en
donde, adema&s de mencionar el hecho de que fuera factible simular procesos cuanticos en esa maquina,
mostrdé que esta tendria capacidades que irian mas alld de cualquier computadora tradicional. En ese
mismo articulo publicé el primer algoritmo hecho para una computadora cudntica.[2]

No fue sino hasta 1994 que el término computaciéon cuantica tomé importancia con la publicacion
de Peter Shor (Shor 94-97)[3, 4], donde se compara la eficiencia entre una computadora cudntica y una
computadora clasica, mostrando que la primera podria factorizar nimeros grandes mas rdapido que su
homologo cldsico.! En términos de criptografia este resultado es critico ya que los mejores cédigos de
encriptacién se resguardan bajo largos tiempos de factorizacién de nimeros para poder ser desencriptados.

De existir una computadora cuantica se decodificarian todos los c6digos conocidos en cuestion de minutos.

!Cuando decimos grande nos referimos a nimeros con més de 80 digitos de longitud.
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La computacién cudntica necesita de elementos primarios para procesar informacién, llamados qubits,?
que es la unidad minima de almacenamiento de informacién. Las posibles representaciones de un Qubit
en sistemas fisicos pueden ser: espin (electrones[5, 6, 7], dtomos, nucleos[8, 9]), puntos cudnticos (niveles
de energia) [10, 60], fotones, estados comprimidos (squeezed states) [12] y en superconductores (carga,
flujo y fase).[4, 13] En este trabajo nos enfocamos en un sistema de un punto cudntico.

Para realizar computacién cuantica son necesarios cientos y hasta miles de qubits, estos por su natu-
raleza cuantica interactian con sus vecinos de tal manera que entre ellos comparten informacién, a esta
interaccion se le llama Entrelazamiento. La propiedad de entrelazamiento es pieza clave en el manejo de
informacién, y es utilizada actualmente como motor primario de protocolos de encriptacién de datos, por
ejemplo: para transmitir un paquete de informacién se requiere enviar estados entrelazados, los cuales
no pueden ser clonados, dado que por su naturaleza registran cambios cudnticos si algiin usuario externo
intenta acceder a esa informacién. Esta propiedad hace de la computacién cudntica una poderosa herra-
mienta de encriptacién natural.[3, 13, 39] El entrelazamiento es una propiedad cuéntica, que ocurre por
la interaccién de distintos qubits o estados fisicos. Esta interaccién se manifiesta no sélo en estados con
el mismo grado de libertad, e.g., espin-espin, fotén-fotén, sino también para estados ortogonales o bien
sistemas fisicos con distintos grados de libertad, e.g., espin-érbita, espin-fonén. El entrelazamiento entre
distintos grados de libertad recibe el nombre de entrelazamiento hibrido, reportado principalmente en la
interaccion entre la luz (fotones) y algunas cavidades electromagnéticas.[46, 47, 48, 49, 36]

En la literatura estd bien documentado el hecho de que los puntos cudnticos (estructuras metalicas
o semiconductoras que varian del orden de micras) presentan interaccién espin-érbita. En particular nos
enfocamos en este trabajo en la interaccién del tipo Rashbal62, 63]. Existen multiples trabajos orientados
al estudio del transporte de carga en sistemas de puntos cuanticos en presencia de un campo magnético,
el cual “ activa ” la interaccién espin-6érbita. Muestran que la presencia de tal interaccién llega a jugar un
papel dominante en la dindmica del sistema. Algunos ejemplos o propuestas de aplicaciones a este aspecto
son los trabajos de Fal’ko [80], Perel [57], Romo y Ulloa [65], Tarusha [79], Debald [78].

Recientemente, en estudios de sistemas bipartitos Hoxy,, como lo son la interaccién atomo-cavidad y
dos modos de estados comprimidos (two-mode squeezed state), se reporta que estos pueden ser tratados
como dos subsistemas ortogonales en los que se busca la generacién de entrelazamiento [35, 36]. En
otros trabajos se reporta la generalizacién de los sistemas anteriores, utilizando sistemas tripartitos de

dimensiones Hoxpnxm O incluso sistemas H,xnxm logrando unicamente una clasificacion de los estados

2Este termino es un acrénimo en ingles de Quantum Bit y podemos entenderlo como una representacién de un estado
cuantico.
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generados. Resulta muy complicado conocer todos los estados entrelazados en este tipo de sistemas[37,
83, 84, 85, 86, 87, 88, 93, 90, 91, 92, 93, 94]. En ambos casos se utiliza la descomposicién de Schmidt como
mecanismo de medicién del grado de entrelazamiento. Esta descomposicién consiste en realizar trazas
parciales sobre los subsistemas. A grandes rasgos la informacién del grado de mezcla o entrelazamiento
queda englobada dentro de los eigenvalores del sistema que son llamados coeficientes de Schmidst.

A lo largo de este trabajo se detalla la caracterizacion del entrelazamiento utilizando la descomposicién
de Schmidt como herramienta primaria.

En este trabajo de tesis se estudia la dindmica de entrelazamiento® y el papel que juegan las condiciones
iniciales del sistema en la generacién de entrelazamiento, tales como polarizacién de espin, estados de
ocupacioén en el punto cuantico y parametros de frecuencia de transicién de estados orbitales, espin y
espin-6rbita (hibridacién).

Conocer la condiciones que propician una mejor correlacién cuéntica (entrelazamiento) nos orienta al
area de ingenieria de sistemas (o ambientes), sistemas en los cuales se mantengan las condiciones propicias
que ayuden a llevar acabo un manejo de informacion cudntica estable.

A lo largo del siguiente capitulo se hace una recopilaciéon de las herramientas necesarias para estudiar

el fenémeno de entrelazamiento.

3La dindmica del entrelazamiento se estudia a traveés de los coeficientes de Schmidt en un modelo de un punto cuéntico
bidimensional (2D-QD) pensado inicialmente como un sistema tipo bipartito y posteriormente como uno tipo tripartito
restringido (perturbado).



Capitulo 2

Antecedentes.

2.1. Coherencia Cuantica.

Desde un punto de vista filos6fico podemos argumentar que la coherencia cuantica traza un linea
divisoria entre el mundo cuantico y el cldsico. En Fisica el término coherencia se refiere a la propiedad de
las ondas de interferir, mostrando el bien conocido patrén de interferencial.

Por ejemplo tomemos dos ondas que dependan de su fase relativa, pueden producir interferencia
constructiva o destructiva, pero solo la fase relativa hace la diferencia. Para ser precisos debiéramos
hablar acerca de coherencia de fase de estados cuanticos, y por estados cuanticos nos referimos a estados
de un sistema cudntico, que a la vez puede ser constituido por mas de un objeto cudntico.[29]?

A continuacién se definira a los estados cuanticos como qubits, y se vera el hecho de que para que dos

estados cudnticos estén correlacionados cudnticamente (entrelazados) necesitan tener una fase coherente?.

2.1.1. Qubit

Un Qubit al igual que un bit cldsico tiene dos estados primarios (|0) y |1)), solo que sus propiedades
no lo limitan a estar en solo una de esas dos opciones, sino que puede estar en una combinacién, decimos
entonces los estados estan en superposicion.

Por ejemplo, un sistema en principio de dos estados, puede llegar a incrementar su ntimero de posibles
estados al superponerlos entre si[4, 13]; una manera de representar una superposicién es: [¢) = %(\@ +

|1)), que muestra la misma probabilidad de estar en cualquiera de los dos estados.

1Una definicién vaga seria decir que un proceso es coherente si esta caracterizado por la existencia de alguna relacién de
fase determinista bien definida[28].

2En lo que respecta a este trabajo entenderemos al estado como un sistema fisico descrito por un estado ket definido |c).

3NOTA: viceversa no se cumple, un estado coherente no necesariamente es un estado entrelazado.
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En general una superposicion para un solo qubit la podemos representar de la siguiente manera
lp) = «]0) + 5 ]1) donde ae A B son niimeros complejos que estan caracterizados por la fase relativa. De la
mecénica cudntica sabemos que |a? es la probabilidad de obtener |0), y |8]? la de |1), ademas cumplen
la propiedad de normalizacién |a|* + |3]* = 1.

Consideremos ahora un registro compuesto por dos bits clasicos. Cualquier registro de este tipo puede
almacenar en algin momento dado solo una de cuatro posibles configuraciones tales como 00, 01, 10, 11.
Por otro lado un registro cuantico compuesto de dos qubits puede almacenar en cierto momento los cuatro
valores en una superposicién cuantica.

La representacién del estado general de un sistema de dos qubits es de la forma:

[9) = a00[0) [0)5 + 01 [0); [1)g + 10 [1); [0)g + a1 [1); [1), - (2.1)

Donde «; ; € C son las amplitudes de probabilidad de cada uno de los estados? y los subsistemas que
lo generan. La capacidad de almacenamiento de un conjunto de qubits es sorprendente ya que “n” qubits
pueden almacenar hasta 2" valores a la vez [20].

Por ejemplo, imaginemos 254 qubits, esto quiere decir que podemos almacenar y/o procesar hasta
~2.89x 1070 valores en una sola instruccién.

Existe un fenémeno que se da entre la interaccién de qubits, a esta propiedad se le llama entrelaza-

miento la cudl se describe en la siguiente seccién.

2.2. Entrelazamiento.

El entrelazamiento es una propiedad puramente cudntica y sabemos de ella gracias a la interaccién
no local entre particulas y/o estados cuédnticos. Ya que estos comparten informacién entre si. De tal
manera que una vez que se separan, cada uno contiene informacién del otro. Asi si uno se ve modificado,
inmediatamente [30] el otro también se vera afectado [25].

La propiedad de entrelazamiento cudntico se ha discutido desde hace mas de 70 anos (Schrodinger

1935)°, y hoy es una de las piedras angulares que impulsa al desarrollo de la tecnologia y el manejo de la

4Los subindices estdn para diferenciar entre el primer y segundo estado, aunque su uso es potestativo.

5 . e 7. . 7 . ’ . ’ .

°Erwin Schrédinger fue quizé el primero en hablar de el fenémeno de entrelazamiento cudntico en 1935. Artur Ekert lo
definié de la siguiente manera:

“Cuando dos sistemas, de los cuales conocemos los estados por sus respectivas caracteristicas, entran en una interaccion
fisica entre ellos debido a fuerzas conocidas, y después de un cierto tiempo de mutua influencia los sistemas se separan de
nuevo, entonces estos ya no pueden describirse de la misma manera que antes, uno puede ver que cada uno de ellos acabo con
algo representativo de si mismo. Yo no llamaria a esto un rasgo mds sino el rasgo caracteristico de la mecanica cudntica, la
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informacién, otorgando a cada uno de estos rubros una contraparte cudntica.

El fenémeno de entrelazamiento fue uno de los temas més criticados durante la formulacion de la
mecénica cudntica, ya que en apariencia viola el principio de incertidumbre de Heisenberg[31]. Esta pa-
radoja se logré aclarar utilizando la desigualdad de Bell[32], que nos dice que una teorfa cuédntica serd in-
completa si se cumplen ciertas propiedades, en caso contrario esta estard bien fundamentada. A partir de
esta desigualdad ha sido posible desarrollar experimentos que muestran la existencia del entrelazamiento,
usando principalmente fotones y atomos.

Un arreglo convencional que permite comprobar este fendmeno es el que se muestra en la figura 2.1.
En este sistema, se hace pasar un fotén polarizado por un semi-espejo, separando al fotén en dos fotones
entrelazados, los cuales viajan a través de fibras Opticas separadas con distintos extremos. Para cada
fibra habra dos funciones de onda que representan cierta probabilidad de tener al estado inicial del fotén
primario polarizado. En un extremo, hay un aparato de medicién, en la imagen son los APD (Avalanche
PhotoDiode), y en el otro hay un polarizador, en la imagen son -A y el circulo gris. Cuando un fotén
llega al polarizador inmediatamente después, en el otro extremo se realiza la medicién del segundo foton.
El resultado de este experimento fue que el fotén que se mide tiene esta nueva polarizacién, no habiendo
manera de que el fotén polarizado le transmitiera informacion al electrén sin polarizar a menos que se
viole uno de los principios de la teoria de la relatividad[32, 33]. A esta interaccién se le identificé como el

entrelazamiento descrito por Schrodinger.

Figura 2.1: Tomada de Gisin, et. al.,[33] Esquema del experimento realizado para observar el fenémeno de entrelazamiento
desde un punto de vista relativista y no relativista. En el caso no relativista una componente del fotén se encuentra primero
con el polarizador -A y posteriormente se realiza una medicién en el detector APD4. Para el caso relativista se tiene que una
componente del fotén es primero observada (polarizada) en movimiento que es el circulo gris que se aprecia en la figura que gira
con una velocidad V = 100m/s y posteriormente medida en el detector APD3. Los detectores APD1 y APD2 se utilizan para
calibrar el sistema con una precisiéon de +5ps

Hoy dia se ha mostrado que la mecédnica cuéntica es una teoria bien fundamentada [25], con experi-
mentos que muestran la no localidad de los fendmenos cuédnticos [25, 33], la cual es una propiedad que es

explotada en otras areas ademas del manejo de informacion.

cual refuerza su entera separacion de las lineas cldsicas de pensamiento. Por la interaccion de dos caracteristicas (los estados
cudnticos) decimos que se han entrelazado”[20]
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El principal problema que se tiene para manipular los sistemas cuénticos (en nuestro caso qubits) es su
interaccion con el medio que los rodea. Ya que no existen sistemas totalmente aislados. A este fenémeno
de interaccién se le llama decoherencia y podemos decir que es la pérdida de estados entrelazados debido
al colapso de estados. Producido por las mediciones continuas del ambiente que les rodea. La decoherencia
es un parametro que se debe de considerar en todo experimento y hay que buscar nuevas estrategias para
minimizarlo en gran medida o bien aprovecharlo.

En el caso de una computadora cuantica seria ideal que no hubiese decoherencia. Ya que esta complica
la manipulacién en arreglos de qubits, es por eso que hasta el dia de hoy las computadoras cuanticas 1tiles
no superan los 6 qubits, con un tiempo de coherencia muy corto. Los algoritmos que existen hasta ahora

se han hecho para una manipulacién méxima de hasta 8 qubits [21].

2.2.1. Matriz de densidad.

Imaginemos que existe un entorno que consistird de muchas particulas en movimiento aleatorio efectivo,
sus posiciones y movimientos los consideramos practicamente no-observables. Existe un procedimiento
matematico bien definido para manejar un sistema de este tipo, en el que hay una carencia de conocimiento
sobre los estados involucrados: Lo que hace uno es una “suma sobre” los estados desconocidos del entorno
y obtiene un objeto matematico conocido como matriz de densidad, que describe el estado fisico en
consideracion.

La matriz de densidad combina en una expresiéon lo que parecieran ser dos nociones diferentes de
probabilidad, una clésica y otra cudntica, y no distingue un tipo de otro. [69]

Por una parte, tenemos los nimeros p, g, ..., s, que son las probabilidades clasicas ordinarias para los
estados alternativos [¢), |¢), ... , |x), mientras que, por otro lado, tenemos las probabilidades cuénticas

obtenidas por la condicién de normalizacién:

“+oo —+00

1] = (ble) = / de (o) = / da (@)(z) = 1 (2.2)

—00 —00

Un estado puro por definicién es una coleccién de sistemas fisicos tal que cada miembro es caracteri-
zado por el mismo ket |¢). En contraste, en un estado mezclado, una fraccién de los miembros con una
poblacion relativa wq estan caracterizados por |1/)(1)>, otra fraccion con poblacién relativa we, por |¢(2)>, y
asi sucesivamente. En términos generales, un estado mezclado puede ser visto como una mezcla estadistica

de estados puros.[22]
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Matriz Densidad de estados puros y el Operador Traza

El Operador densidad se define:

p= 1) (Wl (2.3)

|) := estado puro®

Si expresamos ) como una superposicién de estados base |1;)

) = Z ci [vi) (24)
= = ¥) (V] =D [wi) (1. (2.5)

los términos i # j acarrean la coherencia cuédntica entre las distintas componentes [¢);), y usualmente se
llaman términos de interferencia, o términos fuera de la diagonal.”

La operacion traza se define:

tr(A)

> (dil Ale) (2.6)

(]
donde A es algin operador, y se escoge una base ortonormal |¢;) en el espacio de Hilbert H. El operador

A es lineal e independiente de la base que se tome

tr(A + B) = tr(A) + tr(B). (2.7)

Si aplicamos esta operacién a un operador A= ﬁ@, con p una matriz densidad de estados puros y O

un operador Hermitiano representando una observable

32 (0l (1) ()0 |03)
> 0i{Oilh)(¥]0;)

= 22 0:(0:i|¥)(O54h)”

= Yo l(Oilw)?,

= tr(p0)

(2.8)

SEstrictamente hablando, la matriz densidad se refiere a la representacién matricial del operador de densidad en una base
particular, el uso de “Matriz de Densidad” para el operador j es una terminologia ampliamente utilizada.

"Es importante no llegar a una conclusién errénea como lo es pensar que la ausencia de términos fuera de la diagonal
(términos interferencia) implica que el sistema no tiene propiedades cudnticas o se comporta cldsicamente.
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donde [(O;]1h)|* es la probabilidad de Born de la resultante o;. Aqui tr(pO) representa el promedio de
todas los posibles eigenvalores o; de esta medicion, pesado por las correspondientes probabilidades de
Born. Este promedio es el valor esperado <O> de la observable O.

La regla de la traza.

(0) = tr(pO). (2.9)

Si elegimos O = I = tr(ﬁ@) =1 (positividad). Este resultado refleja el hecho de que los estados puros
estan normalizados, id est, |(¢]y)]* = 1.

La regla de Born, supone que un sistema es descrito por un estado puro [1). Ademés suponiendo que
una observable es representada por un operador Hermitiano O, con eigenestados |O;) y correspondientes
eigenvalores o; (asumiendo un espectro discreto para O)

Si el estado puro es medido en el sistema, entonces:

1. Los estados |O;) y sus eigenvalores o; son las inicas posibles resultantes al realizar una medicién.

Esto es el tercer postulado de la Mecénica Cuéntica (ver Apéndice A).

2. La probabilidad de encontrar al sistema en el estado |O;) después de la medicién esta dado por

(Oil )

Matrices de Densidad de Estados-Mezclados.

Los estados mezclados son netamente estadisticos, y corresponden a un experimento con cambios
aleatorios en sus pardmetros. A diferencia de los estados puros los estados mezclados pueden ser descritos
como combinaciones lineales de estados, también pueden ser descritos por matrices de densidad. Cuando
realizamos una medicién, el resultado es descrito generalmente por una distribucién de probabilidad.

Podemos decir que un estado mezclado expresa informacién insuficiente acerca del estado del sistema,
en el sentido de que el sistema esta (antes de la medicién) en uno de los estados puros |¢)) (el cual no
necesita ser ortogonal) pero el observador simplemente no sabe cual. Esto ultimo sin importar el origen
fisico del elemento probabilistico del estado mezclado, id est, el conjunto resultante de estados puros |1);)
con probabilidades asociadas p;, representa un “ensamble clasico”. Con esto nos referimos a que el origen
de las probabilidades es netamente clésico.

Imagine que un observador describe la estadistica de las mediciones realizadas en un sistema definido
por un estado mezclado; generalizando las reglas de valor esperado (O) = (¢ O |1) o (O) = tr(pO) con

p = |¢¥) (¢| una matriz de densidad de estados puros) combinando la probabilidad clésica, que estd presente
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debido la ignorancia del observador acerca de la combinacién de estados puros en que se preparé el sistema
y las probabilidades intrinsecas de la mecanica cuantica, dadas por el “colapso” en un eigenestado de un

estado cudntico de la observable medida. Se obtiene un valor esperado de la forma:

<O>mez = Zpi <¢z! O ‘¢z> , (2.10)

con p; := la probabilidad clésica y (1] O |1);) := valor esperado cuéntico.

La Matriz de Densidad de un Estado se define:

p= sz‘ [vi) (Wil , (2.11)

la matriz de densidad de un estado-puro corresponde a todos los p; igual a cero excepto uno, digamos
p1 = 1. Esto significa que no hay “ignorancia” acerca del estado del sistema en esta situacion. Si decrece
p1, entonces la condicién de normalizacién para las probabilidades ) p; = 1, nos dice que debe de haber
otro p; # p1 # 0, por lo que podemos decir que incrementa nuestro grado de “ignorancia’ ya que no
sabemos con certeza en que estado puro se ha preparado inicialmente el sistema.

Ahora, el valor esperado del observable O puede ser calculado utilizando la regla de la traza (2.9), al
igual que los estados puros. De manera similar obedece condiciones de normalizacién trp = 1, usando el

hecho de que Y, p; =1

tr(p) = D pitr(jebi) (Wil) = 3 pi = 1. (2.12)

Dos subsistemas estdn entrelazados entre si, si el sistema compuesto estd descrito por una matriz
densidad (de un estado puro o mezclado) que no puede ser descrito con un producto tensorial p = g1 ® go,
donde p; y po son matrices de densidad pertenecientes a cada subsistema individual.

Para evitar confusién entre una superposicion de estados y un estado mezclado escribimos a este

ultimo de la forma:

) =D Vi v (2.13)

i
en donde todos los estados que componen a [1);) estan presentes simultdneamente.

La matriz de densidad correspondiente al estado anterior es:
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p= )Wl = 22, vPipj [¥i) (5
= Dimy il (Wil + 252 /DiD (i) (5] -

(2.14)

El segundo termino de (2.14) representa la interferencia entre los distintos estados |i;).

Cuantificando el Grado de Mezcla.

Se sabe que una matriz de densidad de estados puros (2.3) es idempotente si cumple con la propiedad

P =, (2.15)

lo cual constituye una condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea considerado como un estado

puro. Supongamos que el sistema no estd en un estado puro

= 7 =Y ipj [s) (s ((iley)) (2.16)
(2]
en general (1;]1);) # 0 para i # j, y aun si (¢;]1;) = 0 no se cumple la propiedad (2.15)

— p7 =Y pipy [i) (sl # b= piln) (8] - (2.17)

,J 7

Existen dos medidas para cuantificar el grado de mezcla:

s Pureza de la Matriz Densidad

¢ = tr(p?), (2.18)

si p representa una matriz densidad de estados puros = ¢ = 1, de cualquier otra manera

N
s=>_p, (2.19)
i=1

suponemos que los estados {|¢;)} forman una base ortonormal en un espacio de Hilbert de N-
dimensiones. Decimos que la matriz densidad esta maximamente mezclada cuando p; = % Vi=
1,...,N.

= Entropia de von Neumann.

Puede ser vista como una adaptacion de la entropia en mecanica estadistica clasica, aplicada al caso
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de operadores de densidad mecanico cudnticos, y se expresa por la forma:

S(p) = —tr(plogyp) = — Z Ailogo A, (2.20)

donde \; representa los eigenvalores de la matriz de densidad p.

Por convencién, para el caso A\; = 0 se define Olog,(0) = 0, de tal manera que los estados ausentes
de una mezcla no se consideren en el valor de la entropia. Si p es puro = toda A; = 0 excepto
por una = S(p) = 0, es decir, un estado puro se caracteriza por tener un valor cero en la entropia
de von Neumann. Por otro lado un estado maximamente mezclado corresponde a la ignorancia
completa acerca de cual estado puro |¢;), i = 1,..., N de la exclusividad® mutua (y ortogonal) ha

sido preparada, teniendo \; = p; = %

= S(p) = logy(N). (2.21)

La entropia de von Neumann se relaciona con la entropia clasica (i.e., termodindmica), en el sentido
que la entropia es una medicién de la cantidad de informacién, u opuestamente de la ignorancia,

acerca del estado del sistema. De aqui en adelante sera llamada info-entropia de von Neumann.

La base de Matrices de Densidad de Estados-Mezclados.

Podemos decir que una matriz de densidad de estados mezclados representa una “ignorancia interpre-
table” de una mezcla de estados puros.
Cualquier matriz de densidad impura (no pura) puede ser escrita en muchas formas distintas, para

ilustrar esto tltimo consideramos lo siguiente:

b= %(|oz> (0] + [1.) (1.]), (2.22)

donde |0,) y |1.) son eigenestados de o, esto los podemos representar con los eigenestados de o,

como:

|02> = 12(|0m> + |1w>)a
|1z> = \/§(|0m> - |1x>)

(2.23)

- Sl

8Por exclusividad entiéndase que se habla de estados no degenerados.
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= p = 5(]05) (0z] + 1) (14]) v de la misma forma la matriz de densidad también puede ser descrita

en términos de |0,) y |1,) los eigenestados de oy,.

2.2.2. Matrices de Densidad Reducidas.

La motivacién basica de utilizar el concepto de una matriz de densidad reducida esta en la descripcién
de un sistema A que estd entrelazado con un sistema B. El objeto matemaético adecuado en el forma-
lismo cudntico que contiene exhaustiva y correctamente, toda informacién (i.e., todas las mediciones

estadisticas) que se pueden extraer por la observacién del sistema A es la matriz de densidad reducida:

pA = trBp, (2.24)

el subindice “B” significa que la traza debe de realizarse usando la base ortonormal del espacio de Hilbert
Hp de B solamente.

“trg”:= Traza parcial sobre B y debe ser interpretada como un “promedio” sobre los grados de libertad
del sistema no observado B. “En pocas palabras, las matrices de densidad reducida proveen un método

elegante para representar la medicién estadistica del sistema.”[70, 71]

2.2.3. Estados de Bell.

Los estados de Bell son aquellos estados del sistema de dos grados de libertad que tienen entrelaza-
miento maximo. Definidos como estados distintos que provienen de una misma interaccién, cada uno de
los estados posee informacién correspondiente a los demads estados, asi que no se puede expresar como un
estado independiente. En general cada sistema tiene su propia forma de representar estados maximamente

entrelazados y esto depende del nimero de qubits que tenga.
Por ejemplo en el espacio de dos qubits los estados de Bell los podemos representar? como las combi-
naciones:

1 1

Bhn) = 7500 10); + 1)1 11) = —=(100) + [11); (2.25)
[®pa) = %uom 05 — 1)y [1)5) = %qom —h): (2.26)
W) = %uox 1), + 1), [0)5) = %uow + [10)); (2.27)

9La representacién esta hecha sobre la base computacional utilizando notacién de Dirac, los subindices sirven para repre-
sentar al estado al que pertenecen, sin embargo podemos prescindir de ellos sin ninguna complicacién.
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W) = %uom 1), — 1), [0),) = %uow ~1o)). (2.28)

Como ya se dijo estos estados tienen entrelazamiento maximo y se caracterizan por ser no separables,
esto es, no se pueden describir como un producto de estados:

1

\/§(|00> +[11)) # (a1 [0); + B1 (1)) @ (a2 [0)5 + B2 [1)5). (2.29)

Una propiedad de estos estados es que una vez hecha una medicién sobre alguno de los subsiste-
mas, intrinsecamente se estd fijando un valor para la pareja de componentes entrelazados. Por ejemplo,
imaginemos que generamos un estado de Bell (2.27), entonces realizamos una medicién sobre el primer
subsistema y obtenemos que |0); es el valor de la medicién o colapso (ver Postulado 3 del Apéndice A),
esto implica que el segundo subsistema solo lo podemos encontrar en el estado |1),, id est, al colapsar un

estado de un subsistema estamos fijando el valor de su pareja entrelazada.

2.2.4. Entrelazamiento Hibrido.

El entrelazamiento como se mencioné con anterioridad suele ser estudiado entre dos mismos grados
de libertad, e.g., espin-espin, érbita-érbita, fotén-fotén y al entrelazamiento de estados con dos distintos
grados de libertad, como: electrén-fonén, atomo-fotén, espin-érbita, se le llama entrelazamiento de estados
hibridos[46, 47, 48, 49] o hiper-entrelazamiento[50, 51, 52]

La ventaja de un estado hibrido sobre un estado normal radica en el tiempo de decoherencia maximo
que tiene uno sobre el otro, es decir, algunos estados hibridos han mostrado mayor tiempo de vida
entrelazada que algunos sistemas puros, ademas de algunas propiedades de evolucién del entrelazamiento
en el sistema de tal manera que si se llega a perder el entrelazamiento (parcialmente) este puede recuperarse
después de cierto tiempo. Esto ultimo se mostrard detalladamente en los resultados.

En los dltimos anos se ha venido estudiando la hibridacién de estados y se han encontrando aplicaciones
como los ebit que se utilizan en canales de informacién cuédntica [46], mostrando cémo se pueden hacer
hibridaciones entre fotones aislados y un estado coherente [49]. Poco después se mostré que también se
podia trabajar con fonones y estados internos iénicos[48], y recientemente se ha estudiado la generacién
de estados entrelazados en un sistema de un doble punto cudntico (similar al nuestro) interceptado por
un campo de cavidad cudntizado [47]. En este tltimo trabajo se indica que el estado inicial del campo de

cavidad puede controlar y manipular la dindmica del entrelazamiento.
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2.3. Caracterizacion del Entrelazamiento.

En esta seccién se presentan tres propiedades usadas para medir el grado de entrelazamiento, con-
currencia, coeficientes de Schmidt y Entropia de entrelazamiento. Estas son robustas en su estructura,
pero como tal no son observables fisicas. Estos objetos cuanticos nos ayudan a monitorear el fenémeno

del entrelazamiento hasta ahora exclusivo de la Mecéanica Cuéntica.

2.3.1. Concurrencia.

Una manera de medir el entrelazamiento es a través de lo que se le llama concurrencia, representado
por la letra “C”, que es un valor de la info-entropia de von Neumann (ver seccién 2.2.1) y su rango esta
entre cero y uno.

Si el sistema se encuentra en un entrelazamiento maximo decimos que su grado de concurrencia es uno
y si tiene un grado de entrelazamiento nulo entonces su concurrencia es cero [34, 35]. La unica limitante

de esta propiedad es que no se puede aplicar para sistemas de méds de dos estados.

Concurrencia de estados puros:

Matemaéaticamente, la concurrencia se define como la proyeccion de estados en qubits de particulas

indivisibles.
C = [(T]D)], (2.30)

donde a ¥ se define de la siguiente manera

|¥) =0y @y [TF),

aqui o, es la matriz de Pauli (ver Apéndice A) y ¥* es el conjugado de W.

Para los estados de Bell (2.25, 2.26, 2.27, 2.28), la concurrencia es C' = 1. Para cada uno de los
elementos de la base computacional: |00),|01),]10),|11), la concurrencia es C' = 0. Asi para calcular la
concurrencia (de un estado puro) de una funcién de onda general que se encuentra en la base computacional

de dos qubits y que tiene la forma:

|¥) = a]00) +b|01) + ¢|10) + d|[11), (2.31)
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La representacién vectorial de cada uno de los elementos de la base computacional es:

1 0 0 0

0 1 0 0
|00) = ;01) = ;10) = ;1) =

0 0 1 0

0 0 0 1

Entonces |¢)) queda expresado:

y |1/~1> después de hacer la multiplicaciéon queda como:

Ahora calculando la concurrencia

C() = |—a*d* + b*c* + c'b* — d*a’|
= O() = 2|b"c" — a*d*|.

Que es lo mismo que expresarla:
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C(v) =2bc — ad| . (2.32)

Para estados puros podemos considerar un sistema de bipartito S8 en el cual sus subsistemas o
bien no estan correlacionados o estan entrelazados. Denotaremos la info-entropia del sistema compuesto
como S(pap) (ver (2.20)) y las info-entropias de los subsistemas como S(p4) y S(pp) definidas por los
operadores de densidad reducidos (2.24),

S(pas) = S(pa) = ~tr(palogspa) = (2.33)
= S(p) = —tr(pslogapn)
Si tomamos a (2.31), lo evaluamos en (2.33) y utilizamos de la Teoria de Informacién la funcién de

entropia binaria

h(z) := —[zlogyx + (1 — x) logy (1 — )], (2.34)

encontramos que la info-entropia obtiene una forma

S(pa) = h <1 e CW) (2.35)
donde C(1) es (2.32).

Concurrencia de estados mezclados:

Para estados mezclados la info-entropia tiene la misma estructura que (2.35) solo que para estados
mezclados no tomamos la ecuacién (2.32), sino que utilizamos el Lema de [34] que nos permite escribir

explicitamente a la concurrencia como

C(pa) = max{0, A1 — A2 — A3 — A¢}, (2.36)

donde )\; son las raices cuadradas de la matriz Rag = pappan.-'°
Si bien la Concurrencia estd mateméticamente bien fundamentada, su talén de Aquiles es que estd uni-

camente definida para sistemas de dos qubits.

Ypara mas detalles consultar [39]
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2.3.2. Coeficientes de Schmidt.

Imaginemos dos subsistemas U y V, los cuales estan asociados a los espacios de estado H, y Ho, v €l
espacio de producto tensorial H, ® H, con el sistema compuesto U + V.

Algunos vectores de estado del sistema compuesto pueden ser descompuestos en un producto tensorial
de dos vectores, uno describiendo el estado del subsistema U y el otro describiendo el estado del subsistema

V,eg.:

) = [u) @ [v), (2.37)

sin embargo, si se piensa que los dos subsistemas no fueron preparados independientemente y aislados to-
talmente uno respecto al otro, en general es imposible hacer tal descomposicién. Por ejemplo: consideremos

el estado |¥) de el sistema compuesto tal que

() = c1lur) ® [v1) + 2 |u) ® |vg) (2.38)

donde
e[ + Jeof® =1, (2.39)
C1, C2 75 0. (2.40)

Claramente en este caso ningun vector de estado puede ser asignado al subsistema U o V. Decimos
entonces que estos dos subsistemas estan entrelazados. El ejemplo més famoso de un estado entrelazado
de dos particulas es el estado EPR o estado de Bell ver seccién 2.2.3.

El estado cudntico de un subsistema de un par entrelazado (independientemente del estado de su
companero) tiene que ser descrito por un operador de densidad. El operador de densidad como ya se

mencioné con anterioridad es un operador lineal p en H tal que:
= p sea Hermitiano;
» p sea positivo definido, esto es, (¢|p |¢) > 0 para cualquier |¢) € H;
= Positividad trp = 1.

Para el caso particular de un estado descrito por el vector de estado |¥) € H, el operador densidad es

un operador de proyeccion sobre ese estado
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p=) (v, (2.41)

y como cualquier operador de proyeccién, es Hermitiano e idempotente p? = p.

Un operador de densidad puede ser asociado con cualquier subsistema, sin importar la existencia de
un vector de estado asociado a tal subsistema.

Si se considera que los conjuntos {|a;),i = 1,2,3,---} v {|b;),j = 1,2,3,---} formen una base
ortonormal para los subsistemas U y V, respectivamente. Cualquier estado |¥) € H, el cual es un estado

de un sistema compuesto, puede ser escrito como:

U) = > cijlai) ®[bs). (2.42)

1,j=1

El operador densidad para el sistema compuesto puede ser expresado en forma matricial en esta base

p=1W) (W] =32 5k CigChylai) (ar| @ [bs) (bi] =
it Pisiiet |ai) {ar] @ |bs) (bi] -

(2.43)

Supongamos que sélo uno de los subsistemas es observado y deseamos describir las propiedades de
este subsistema a pesar del estado del otros subsistemas sin observar.
Podemos asignar operadores de densidad p, v p, a los subsistemas U y V tomando la traza parcial

del operador densidad p,

pu=trop=>_ ;| plb)) =D pijislai) ax| (2.44)
i

i7j7k

po=trup = {ailplai) = pijitlbs) (bi] - (2.45)

i i,

Es claro de la definicién anterior que la operacién de traza parcial puede ser aplicada a cualquier
operador densidad p del sistema compuesto. Como en nuestro caso particular al operador de proyeccion
dado en la ecuacién (2.41).

Para cualquier estado del sistema total descrito por p y cualquier subsistema U o V', podemos asignar
unicamente el operador de densidad que describa el estado de ese subsistema tomando las trazas parciales

sobre todos los otros subsistemas que conforman el sistema total. Esto tltimo nos permite calcular todas

las predicciones fisicas de los subsistemas bajo consideracién.
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El valor promedio de cualquier observable U perteneciente a el subsistema U siendo el estado especi-

ficado por p, estd dado por

< U >=tr(p,U). (2.46)

La descomposicién de Schmidt.
Ya hemos mencionado que cualquier estado |V) € H = H, ® H,, el cual es el estado del sistema

compuesto, puede ser escrito como:

©) =Y cijlas) @ |by) (2.47)

ij=1
o de forma alterna, utilizando el operador densidad, como (2.43).
Mostraremos que cada |¥) puede ser representado por una suma de términos biortogonales llamada
descomposicién de Schmidt.
Teorema: Si el sistema compuesto estd en un estado puro descrito por un operador de proyeccion

p = V) (¥| entonces existe una base ortonormal {|u;) € Hu} y {|vj) € Ho}, tal que

W) = Zgz- Jui) ® [vg) (2.48)

o en términos del operador de densidad p para el sistema entero,

p =" gigk lus) (ur|  [vs) (vil, (2.49)
ik

donde Y, |gi|* = 1.
Demostracién: Permitdmonos elegir {|u;)} tal que p sea diagonal en esta base y la dimensién de
H,, no sea mayor que la dimensién de H,. Tomemos también a {|v})} como una base arbitraria en H,,

entonces p puede ser escrito como

p=10) U] = cichy lus) (wg] @ |of) (v (2.50)
i7j7k7l

Sin embargo, p =3, cijcy; [ui) (uk| tiene que ser diagonal, por lo que p =, ¢;jck; = s d; ;- Esta
condicién nos permite cambiarnos a cualquier otra base ortonormal en H,,. Para cada |g;| # 0 y para cada

|u;) podemos definir el estado relativo
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) =3 () 1. (251)

j |9i]
donde ¢ = 1,2,3,--- , N, y N no es mayor que la dimensién de H,. El operador de densidad para el

sistema compuesto p puede ser escrito de la siguiente manera:

p= a9 lgwl lua) (] @ (23 log) (of] (1) =

=ik 19il gl [wi) (k| @ [vi) (vg

(2.52)

donde N vectores base {|v;)} de H, son suficientes para expresar el vector de estado del operador de
densidad del sistema compuesto, y con esto culmina la demostracion. Hl

Notemos las siguientes caracteristicas de la descomposicién de Schmidt.

(1) La descomposicién de Schmidt pertenece a un estado especifico del sistema compuesto.
Para cada estado puro existe la descomposicién, no obstante, para dos estados diferentes |¥) y |¥”)
tenemos dos descomposiciones de Schmidt distintas.

(2) La suma sobre un sélo indice en la descomposicién de Schmidt nos lleva a la dimensionalidad maés
pequena de los dos espacios de Hilbert H, v H,.
Por ejemplo, cuando un subsistema de dos estados estd entrelazado con un sistema de n-estados
(n > 2) la descomposicién de Schmidt tiene solo dos términos.

(3) La descomposicién de Schmidt de algin estado cuéntico dado no es tdnica.

La construccién presentada aqui emplea solo los valores absolutos de g; dejando las fases arbitra-
rias. Més aun, si tenemos multiples |g;| iguales los vectores correspondientes |u;) ® |v;) pueden ser

reemplazados por combinaciones lineales de ambos.

Por ejemplo: tomemos un estado de Bell bajo simetria esférica, puede ser descrito de las siguientes

formas alternativas:

(Mol - e 1)
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#le)®=) —1=2) ®1))
N &N =N ®N))

LU @) ) ® L)

N

Las flechas indican las diferentes orientaciones posibles del vector de espin, mostrando claramente
que la descomposicion de Schmidt no es uinica. Este hecho causa problemas con la teoria de medicion

cuéntica.

La descomposicion de Schmidt no se puede extender en general a mas de dos subsistemas. Hay un
trabajo en el que se trata de mostrar la generalizacion de la descomposicién de Schmidt pero tnica-

mente obtiene casos particulares [37]. Para estados mezclados no existe andlogo a la descomposicién

de Schmidt.[36]

En las bases elegidas para la descomposicién de Schmidt ambos j, y p, son diagonales y poseen el
mismo espectro positivo, por lo que cualquier funcién del operador de densidad que dependa sdélo

del espectro del operador, por ejemplo: la entropia de von Neumann, tendra el mismo valor para p,

Y Pu-

Los vectores {|u;)} y {|v;)} definen dos observables U = 37, s [u;) (us| y V= 32, v; i) (v;| (donde
1i y v; son eigenvalores) las cuales estdan perfectamente correlacionadas en un estado |¥). Cada que
U sea medido en U y como resultado obtengamos p;, entonces las medidas subsecuentes de VenV

nos daran, con certeza, un valor v, llamamos a U y V las observables de Schmidst.

A grandes rasgos la descomposicién consiste en realizar una traza parcial sobre el operador de la

matriz densidad (2.24), recordamos que la traza parcial de p sobre B se interpreta como un “promedio”

sobre los grados de libertad del sistema no observado B. Una vez realizada la traza parcial sobre el

operador densidad se calculan los eigenvalores de esta matriz reducida, y los coeficientes encontrados dan

informacién sobre el grado de entrelazamiento entre los subsistemas;

det|trgp — M|, (2.53)

los coeficientes A son llamados coeficientes de Schmidt.

Para caracterizar el grado de entrelazamiento:

Si todos los coeficientes son iguales decimos que la funcién de onda esta maximamente entrelazada.
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= Si hubiera al menos uno distinto puede haber entrelazamiento entre los subsistemas, pero no es

maximo.
= Si todos los coeficientes son nulos salvo uno decimos que el entrelazamiento es nulo.

Por ejemplo, calculemos el coeficiente de Schmidt para un estado de Bell, que sabemos es maximamente

entrelazado, tomemos el estado

1

’¢Eell> = _2(‘00> + ’11>)7 (254)
Pyt = When) (Ve (2.55)

1 0 0 1

) 0 0 0O
Pyt = 3 ) (2.56)

0 0 0 O

1 0 0 1

tomando la traza parcial ({A4;|0),|1)}) sobre el operador de densidad

tralpas) = tralpys) = XA (o] pyy n) =

(2.57)
= <I®0|,0¢+ |0®I>+<I®1|p¢+|1®l>,
1[ 10 1[0 0
0 0 01

Vemos que ambos coeficientes son iguales (%), por lo tanto el estado de Bell (2.54) es un estado maxima-
mente entrelazado.

Tomemos ahora un estado generado por la combinacién lineal de todos los estados de Bell:

V) =« |¢E6u> + 8 |w§ell> + |¢7§e”> +0 |¢Egeu> ; (2.59)
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(Whenl + B [W5en) Wpenl + v [When) (Dfenl + 00" [ hey) (Spen! +
+ B0 g Whenl + 181 W pen) el + BV [ pen) (Oheul + B0 [0 pen) (Dpeul +
+ @ S Wheoul + 98 1Shen) Wpeul + V7 168e) (DBl + 76" 10hen) (Denl +
+ 0" (S} (Dbl + 8% [Dpen) Wpen! + 07 10pen) (Sl + 161" 1950) (D5l -

py = o [¥ha)
) (2.60)

Matricialmente py, se expresa:

lal? + aB* + Ba* + B> va* 448 +8a% + 58  ya¥ +4B* —da* —68"  |a|? —ap” + Ba* — |82
1| av™ +ad™ 4+ 8y + 88 |2 H1812+48" + v [v% = 8] — 48" + 87" ar* 4 ad* — By* — B5* (2.61)
oy = — .
VT2 ant —ad 4 By — 86 2 182 448 — 6yt 21612 — 48" — 5" av® —aé® — By + B

la|? + aB* — Ba* — B2 ~ya® —yB* +8a* — 68"  yat —4B* —da* + 8%  |al? — af* — Ba* + 8|2

1 ( a2 + 1812 + |712 + 812 + 2Re(aB” — 76™) (v + &) (@ + B%) + (a — B)(v* — &) >
tralpy) = Py * * * * 2 2 2 2 * * (2.62)
(a+B)(v*" +38%) + (v = 8)(a™ = B%) la|® +[B]% + [v]" 4+ [6]° + 2Re(v6™ — aB™)
Ahora solo falta calcular los eigenvalores, ayudandonos de la siguiente propiedad:
det[A — MI] = A2 — Atr(A) + det(A) = 0 <= AeMyyo, (2.63)
A= laf® + 812 + [y + 10 £ 2Re(aB* — 707), (2.64)

(2.64) son los coeficientes de Schmidt para un estado que es combinacién lineal de todos los estados de

Bell (2.59).

2.3.3. Entropia de Entrelazamiento.

La idea central es utilizar la entropia de subsistemas como medida del entrelazamiento. Si se consideran

11

Unicamente estados puros, siempre tendremos un méaximo de informacién'* acerca del estado compuesto

S(AB) =0

, en un producto de estados, la informacién maxima de los estados de cada subsistema se representa como

HRecuerde que un méximo de informacién corresponde a un conocimiento total del estado en el que se encuentra el sistema,
por ejemplo, los estados de la base computacional |00), |01), |10}, |11), sabemos con certeza que elementos individuales son
los que lo componen.
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Por otro lado, recuerde que la matriz densidad de los estados de Bell tiene la forma

1
= = —I[
PA = PB 9

decimos que estos estados estan completamente sin estructura. Los subsistemas de estos estados se en-

cuentran méximamente mezclados y maximamente indeterminados!?

Entre mayor sea la entropia de los subsistemas, es mas fuerte la correlacién de estados puros en un sistema
compuesto y por lo tanto entrelazado.
Para obtener una expresion de la entropia de entrelazamiento, se toma para un estado puro de un

sistema compuesto [¢AB) el valor E(1)) de la entropfa de los subsistemas,

0< E®):=S(A)=SB) <1, (2.65)

como una medida del entrelazamiento del estado. F (1) es llamado también Entropia de Entrelazamiento.

Ahora si se toma una descomposicion espectral de la matriz de densidad

N N
p= sz' i) (il = Z i i) (il (2.66)

donde [1);) son eigenestados de alguna observable con eigenvalores p;.

Utilizando a la entropia de Shannon [38]

d
S(A) == AilogA; >0, (2.67)

i=1
de [YaB) = Zﬁzl /D [, 7Y utilizando una base ortonormal |[nd) y un vector ortonormal particular

|A) de p4 y la expandimos como:

pa="_ vl Gl (2.68)
n=1

2Decir maximamente indeterminados corresponde a tener un minimo de informacién respecto al estado generado en ese
momento, en el caso de los estados de Bell se sabe que se encuentran en combinaciones no separables de estados de la base
computacional. Un minimo de informacién se refiere a una ignorancia sobre el estado fijo (de la base computacional) el cual
esta siendo generado en algiin momento, un estado en superposicién no separable es el que posee menor informacién, esto
permanece asi hasta que se realiza una medicién en alguno de los subsistemas, y se colapsa sobre un solo estado de la base
computacional, es decir, ordenamos el sistema.
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con p, >0, —Y % _, p, =1, se obtiene que para el entrelazamiento

k
E(l/}) = - an lnpm (269)
n=1

donde p,, son los coeficientes de Schmidt.

Esta medicién cuantitativa del entrelazamiento, se sostiene sélo para qubits de estados puros. La
entropia de entrelazamiento depende sélo de los coeficientes de Schmidt, ademéas es independiente de
la base y no cambia bajo transformaciones locales unitarias. Para un estado primado [¢8) = UA ®
UB |4 45), se tiene que la entropia es E(1)') = E(¢). Para estados que pertenecen al espacio de Hilbert
Haq® Hg, para los cuales E()) = log d donde se aplica que d = dimH, son llamados estados méximamente

entrelazados, por ejemplo los estados de Bell.

2.3.3.1. Entrelazamiento de formacion.

Hasta ahora se ha hablado de estados puros, pero para mezclas estadisticas de estados, ;Comé se
calcula la entropia de entrelazamiento?. La respuesta es la cantidad E(pap) que ademds de ser una
generalizaciéon matemadtica, esta también representa una medida fisica razonable para el entrelazamiento
de mezclas.

Para responder formalmente lo anterior, se sabe que cada matriz de densidad p 45 puede ser represen-

tada como una matriz de densidad de un ensamble de estados puros |1;) (como se observé anteriormente)

pas =Y mi|i") (W'"). (2.70)
l

El entrelazamiento promedio de el estado p 45 se encuentra como el valor promedio de el entrelazamiento
E(wlAB ) de estados puros en la forma plE(l/JlAB ). El entrelazamiento de formacién de pap esta definido
como el valor minimo del entrelazamiento promedio, si uno considera todas las posibles descomposiciones
de pan

Ef(pag) = min Y pEWF). (2.71)
!

Si se prepara el estado como una mezcla estadistica, entonces al menos el entrelazamiento de formacion
E¢(pas) debe ser producido en promedio. E(pap) puede ser interpretado operacionalmente como una

medida fisica razonable del entrelazamiento para estados mezclados.'

13Esta seccién fue elaborada en base a [39]
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2.4. Interaccién Espin-orbita.

Los electrones ademas de masa y carga eléctrica presentan otra propiedad llamada espin que es el
momento intrinseco del electrén (hipotesis de Goudsmit y Uhlenbeck)[53].

La propiedad de espin se puede representar vectorialmente en un espacio de Hilbert de 2 estados (Hz),
decimos que la componente z del espin apunta hacia arriba, se representa como [1), o si el espin apunta
hacia abajo |{).

En un circuito eléctrico ordinario (macroscépico) cada uno de los electrones sobre las conexiones
(e.g.,cables) tiene un espin asociado, orientado aleatoriamente, y no tienen efecto alguno sobre el flujo de
corriente[55]. El operador de espin es S = %0', donde o = (0,;0y;0,) representan las matrices de Pauli.

El acoplamiento espin-orbita es una manifestacién de la relatividad especial, por ejemplo en el marco
de referencia de un electrén en movimiento, los campos eléctricos se transforman en campos magnéticos,
los cuales interaccionan con el espin del electréon generando una perdida o degeneracion de los estados de
espin. Por ejemplo: un electréon que se mueve en un campo eléctrico, se ve afectado por un campo magnético
efectivo en su marco de referencia, el cual interactua con el espin del electrén. El campo magnético efectivo
depende de la érbita que ocupa el electrén, luego entonces se tiene que el espin y la érbita estén acoplados.
La naturaleza relativista de este acoplamiento se puede entender por una aproximacion a bajas velocidades
de la ecuacién de Dirac[54]. Esta aproximacién produce, con algunas correcciones de estructura fina a la

ecuacion de Schrodinger no-relativista, el término de interaccién espin-érbita de Pauli

= #p (o x VV(r)), (2.72)

donde my es la masa del electrén libre, ¢ es la velocidad de la luz, o = (0,,0,,0;) es el vector de las
matrices de Pauli y V() es el potencial electrostatico en el cual el electrén se propaga con momento p. En
fisica atémica V (r) es el potencial Coulombiano del niicleo atémico. En presencia de un campo magnético
externo B = V x A, el momento candnico p es reemplazado por el momento cinético P = p + eA, donde
A es el potencial vectorial.[29]

En semiconductores con estructura cristalina zinc-blenda (e.g. GaAs, InAs), la cual carece de un centro
de inversién espacial, el campo cristalino correspondiente posee una asimetria de inversion en el cristal
en bulto (bulk inversion asymemitry BIA)[56]. En puntos cuédnticos y heteroestructuras bidimensionales,
el potencial que confina al electrén en alguna direccién espacial puede generar una asimetria de inversiéon

estructural (structure inversion asymetry SIA)[57]. El efecto de tales potenciales asimétricos en el espin
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del electrén estd dado por la ecuacién de Pauli'. El término de Pauli es calculado en dos publicaciones
clésicas del estado sélido Dresselhaus para el caso de BIA y Bychkov-Rashba para STA. [59]

Para determinar cual es la interaccién dominante en un sistema (BIA o SIA), depende de la estructura
de bandas del material, la densidad electrénica y la geometria de la muestra bajo investigacion.

La diferencia conceptual entre los dos términos es que BIA es esencialmente fijo para una muestra
dada, mientras que el término SIA depende de los voltajes microscépicos y por lo tanto puede ser cambiado
en instancias por compuertas externas.

Los estudios de la interaccién espin-érbita habitualmente se llevan acabo en Puntos Cudnticos (QD,
Quantum Dot), que son una estructura metalica o semiconductora que tiene dimensiones de micras y
que confina desde miles de electrones hasta uno solo, es por eso que se les llama atomos artificiales
[11, 61]. Otras estructuras que estdn teniendo gran importancia para esta interaccién son los Dobles
Puntos Cuénticos (DQD, Double Quantum Dot), que para fines practicos son solo dos puntos cuédnticos

separados por una barrera de potencial que los acopla.

2.4.1. Bychkov-Rashba

Como ya mencionamos que en heteroestructuras del tipo GaAs/AlGaAs se da una asimetria del
potencial de confinamiento también se rompe la simetria de inversion, llevando a este tipo de interaccién
espin-érbita debida a una asimetrAa de inversién estructural.[62, 63] En un confinamiento del campo
eléctrico en la direccién z, el Hamiltoniano Bychkov-Rashba es

A~

Hp = aozky — oyks). (2.73)

2.4.2. Dresselhaus.

El estudio de sistemas con campos tipo Dresselhaus utilizado en problemas de barrera de potencial fue
introducido por Perel, et.al. (2003). En el trabajo de Perel, et.al., se mostré el desarrollo de un modelo de
la dependencia del espin a través de tunelaje [57] y para el afio 2005 Romo y Ulloa presentan un estudio de
la dindmica de polarizacién sobre el espin que esté presente en el tunelaje (interaccién espin-orbita, en un
sistema de una doble barrera de potencial) presentando a este sistema como un mecanismo de filtracién

de espines [65].

11,a ecuacién de Pauli proviene del Hamiltoniano de interaccién espin-érbita, para més informacién consultar [58] pag.61
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El Hamiltoniano que describe a un sistema con una barrera, es el propuesto por G. Dresselhaus ya

hace mas de 50 afios [64]. También se le conoce como termino k% Dresselhaus:

I:IDT =7 [O-ka (kg - k«'g) + O'yk?y (k’g — k’g) + o,k, (k’g — k’;)] . (274)

Donde 04—y . son las matrices de Pauli, v es una constante del material y los ejes coordenados
x,y, z se asume que son paralelos a los ejes cristalograficos cibicos [100], [010], [001] respectivamente[57].
Restringiendo el movimiento a lo largo del eje z y considerando un momento en el plano Ozy podemos
considerar el término k, en el Hamiltoniano como un operador —i% . Si asumimos que la energia cinética
de los electrones sea substancialmente menor que la barrera de potencial, entonces el hamiltoniano se

simplifica a:

2

Hp, = ’Y(U:ckx - Uyky)@- (275)
Vemos que a primer orden es similar a (2.73). En representacién matricial tiene la forma:
1) 1)
€ y (ki + k) L ) (2.76)
HDr = 2 .
v (ke —iky) 7 € )

Lo que se estd representando en cada uno de sus elementos es la energia de cambio del momento
orbital intrinseco del electron, i.e., la energia de cambio de espin debida al tunelaje, si suponemos que
el sistema esta aislado. Si el electron no presenta tunelaje entonces no hay cambio de espin, por lo que
los elementos de la diagonal son €, que es la energia intrinseca de confinamiento de estado base para un
electrén, dicho de otra manera no hay un cambio de energia para dejar el electron en el mismo estado con
el mismo espin. En cambio si el electrén presentara tunelaje, la energia necesaria para realizar el cambio
de espin es la que se muestra en los elementos fura de la diagonal.

Hay que tener bien presente que BIA domina en GaAs mientras que SIA prevalece en InAs o en general
se sabe que el mecanismo Dresselhaus (Rashba) domina en los sistemas semiconductores de brecha ancha

(brecha ajustada).
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2.5. Puntos cuanticos.

Los puntos cuanticos son estructuras que se forman en la superficie de metales o en semiconductores
a escala nanométrica, que confinan el movimiento, en las tres dimensiones espaciales, de electrones de
la banda de conduccién, o bien, huecos de la banda de valencia, o excitones (pares de enlaces entre
electrones de conduccién de banda y de huecos de banda de valencia). Debido a las restricciones en las
tres dimensiones se dice que los puntos cuanticos tienen dimensién cero 0D. El modelo teérico de un punto
cuantico se asemeja mucho al de un pozo de potencial, de esto se puede decir que sus estados energéticos
estdn cudntizados como lo vemos también en un dtomo.[61]. Las dimensiones de un punto cudntico varian
de algunos nanémetros hasta algunas micras. Dentro de estos puede haber desde un electrén hasta miles
de ellos. El tamano y forma de estas estructuras e inclusive el numero de electrones que estas pueden

llegar a contener puede ser controlado precisamente. [66]

Figura 2.2: Micrografia de SEM de puntos cudnticos en forma de pilares con distintas formas. Estos tienen anchuras de

aproximadamente 0,5um. Tomada de [67]

La fisica de los puntos cudnticos muestra muchos paralelismos con el comportamiento que ocurre en
la naturaleza de sistemas cuanticos en fisica atomica y nuclear. Una diferencia a notar con los puntos
cudnticos es que estos se pueden conectar a electrodos, a diferencia de un dtomo, esto los convierte en
herramientas ideales para el estudio de propiedades atémicas, ya que para un atomo el campo de flujo
magnético necesario debe de ser del orden de 1 x 1057 mientras que para un punto cuantico los campos
son del orden de 1 x 107, lo cual los hace experimentalmente accesibles.

Al tener dimensionalidad cero los puntos cudnticos poseen una densidad de estados mas pequena con
respecto a estructuras de dimensiones mas altas y como consecuencia de esto presentan un transporte
electronico superior. Son estudiados por sus propiedades 6pticas de emisién de fotones, algunas investiga-
ciones de su uso se han hecho en diodos laser [68], amplificadores y sensores biolégicos [11]. Esto debido
a su alto rendimiento cudntico (quantum yield) esto es una medida de eficiencia cudntica al momento de
recibir un grupo de fotones y estos produzcan algun efecto, como ser absorbidos y reemitidos con otra
longitud de onda. En electrénica se ha probado que funcionan como un transistor de un sélo electrén y

se ha mostrado el efecto de bloqueo Coulombiano [66].
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Los puntos cuanticos han sido propuestos como qubits implementados en el procesamiento de informa-
cién cuantica [10]. El presente trabajo parte de esta propuesta como premisa, a continuacién se describe

el modelo que se trabajé.



Capitulo 3

Modelo.

A lo largo de este capitulo se presenta un desarrollo analitico y no disipativo de un 2D-QD, con la
finalidad de fijar un punto de partida a los resultados numéricos presentes en el capitulo de resultados.
A grandes rasgos, se construye el Hamiltoniano que nos permitirda hacer una descripcién de las inter-

acciones espin-érbita. Este Hamiltoniano lo estudiamos en los siguientes casos:

a) Una descripcién del sistema reducido es pensarlo como si fuese un sistema unidimensional para

estudiar la dindmica de entrelazamiento a través de los coeficientes Schmidt.

b) Hacer una descripcién del sistema completo para lo cual recurrimos a la teoria de perturbaciones,
en este caso ya no es posible estudiar la dindmica del entrelazamiento del sistema con los coefi-
cientes de Schmidt (restringidos a sistemas unidimensionales), por lo que utilizamos la entropia de

entrelazamiento para llevar acabo esta tarea.

Analicemos a detalle la dindmica de un 2D-QD con un electrén bajo la influencia de un campo

magnético e interaccién espin-orbita tipo Rashba.

3.1. 2D-QD

El potencial lateral en puntos cudnticos (2D-QD) es habitualmente aproximado por un potencial
parabdlico [76], como el que se muestra en la figura 3.1.

Partiendo de la Teoria de Fock-Darwin [78] un electrén en un gas bidimensional 2DEG de confina-
miento parabdlico y con energia fiwg, en presencia de un campo magnético perpendicular (B = Bé,), se

describe por el Hamiltoniano

32
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b)

Sumidero|  PUNto

Compuerta lateral
Fuente

Figura 3.1: Esquemas de Puntos cuédnticos bidimensionales, a) Representacién de un punto cudntico lateral como un potencial
parabdlico, tomada de [77], b) Esquema de un punto cudntico bidimensional lateral, tomado de [67]

(p+ %A)2 m o

Hy = + 5“’0(952 + yz), (3.1)

2m

donde m es la masa efectiva del electrén, p = —iAV su momento candnico, A el potencial vectorial, e la
carga del electron, c la velocidad de la luz, y wq la frecuencia de confinamiento.
Si elegimos la norma simétrica para el potencial vectorial A = (—y,x,0)B/2, sustituimos en el Hamil-

toniano y se escribe de la siguiente manera:

eB

1 ) 2 mwg 2 2
Hy = 5 <—th + 50 (—y,x,0)> + T(m +y°), (3.2)

desarrollamos un poco y lo llevamos a la forma:

h? [ 02 0? e?B?  mw? 9 . oy, —theB (z0 y0
HO—%<@+6—¢>+<—8mcz+—z >($ Ut S <a—y‘%> (3:3)
_ eB

identificamos a w. = 7= como la frecuencia de ciclotrén, entonces nuestro Hamiltoniano queda:

h? [ 9 0? mw?  mw? 9 o —thw. (xz0 yO0
o= o (o) + (5 ) e T2 () o

2

2
. . ~ w . o1 » . .
consideremos una frecuencia de la forma @? = w2+ =, lo cual nos permite reescribir nuestro Hamiltoniano:

2 2 2
D Dy mw* , o 9 We
go_Pi Py “e (upy — up,) . 3.5
0=5-+ 5+ (@ +y) + 5 (2P, —yp.) (3.5)
e ., C e g A 1 - . N 1 ~ .

Utilizando los operadores de creacién y aniquilacién a, = —— (m@x+ipy), al = m(mwx—sz),
ay = 2727%3 (may +ipy), &L = \/ﬁ(mdzy —ipy) y recordando que el conmutador [a, all =aat —ata =1

podemos escribir al Hamiltoniano en la notacién de segunda cuantizacion es
Hy = hao(ala, + azay + 1) + —(ayal — amaz) (3.6)
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Introduciendo ay = 27/ 2(a, + ia,) nos ayuda a desacoplar el sistema en eigenvalores de frecuencia

wir = @+ w./2, reducimos a nuestro Hamiltoniano como la suma de dos osciladores arménicos con

frecuencias caracteristicas wy
(3.7)

Ho = hwyalay +hw_ala_.

Ahora consideramos la interaccion IEO Bychkov-Rashba
(3.8)

@ e
o= {(p+Ca) xo) |
2 & z
donde o es el vector de matrices de Pauli y la constante de acoplamiento espin-6rbita Rashba ‘@’ esté rela-
cionada a lo que podemos interpretar como la longitud de precesién del espin: ls, = h%/2ma. Si escribimos

la IEO en funcién de a4 y al, e introducimos los proyectores de espin o4 = %(O'x + 0y) obtenemos:

Q@
Hio = 5 {rs(as0s +alo) =70 +alo,) | (3.9)
7 h 1 (1) I
donde | = /=, los coeficientes v+ =1+ 5 <E> , con la longitud magnética Ig = mo’%
Recordamos que un Hamiltoniano Zeeman tiene la forma:
1
H, = §Ezaz, (3.10)

donde la energia de Zeeman es F, = |297|$ (ll—g), con m, la masa del electrén.
Sumando Hyg + H,, + H,, obtenemos:

(3.11)

Po) —yilaro + aiff+) )

1 hi?
H= hw+a1a+ + hw_al a_ + ZE,0, + —2 [7_ (a_oy +a
2 2l

donde [y = 1/%% es la longitud de confinamiento del punto.
Utilizamos la representacién de un solo electrén motivados por la buena relaciéon que hay entre la

teoria Fock-Darwin y experimentos en casos sin espin-6rbita[79], ademds de estudios que muestran que

los efectos de muchos cuerpos en QD, juegan un rol muy pequeiio con respecto a los campos magnéticos

aplicados.[80, 81, 82]
El Hamiltoniano da la base para la descripcion dindmica del sistema, ya que estd descrito en funcién
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de un confinamiento parabdlico Hy, en presencia de un campo magnético lo que incita a considerar el
efecto Zeeman H, e integramos el Hamiltoniano de interaccién espin-érbita tipo Rashba.

Todo lo anterior descrito bajo notacién de segunda cuantizacién, podemos observar que existen tran-
siciones de los estados de nuestra cavidad (2D-QD) con frecuencias wy ademads de transiciones de estados
de espin ligadas a transiciones de estados en la cavidad (IEO).

Es necesario hacer una descripcién de la dindmica en base a las eigenfunciones y eigenenergias del
sistema, o bien algin otro procedimiento como es el caso de los coeficientes de Schmidt y Entropia de
Entrelazamiento que nos describen la dindamica de entrelazamiento.

Resolver este Hamiltoniano presenta complicaciones, por lo que en las siguientes secciones se muestran
dos enfoques para aproximarnos a soluciones parciales a este sistema fisico, que sean objetivas, congruentes

y plausibles.

3.1.1. Aproximacién del tipo Onda Rotante (RWA).

Utilizada en Optica atomica y resonancia magnética, basicamente en esta aproximacién se desprecian
los términos de un Hamiltoniano que posean rapidas oscilaciones. Esta es una aproximacion valida cuan-
do la radiacion electromagnética aplicada tiene una resonancia cercana con la resonancia atomica y la
intensidad es baja.

En el estado sélido podemos aplicar directamente la aproximacién de onda rotante bajo la premisa de
que nuestro sistema contiene oscilaciones de menor frecuencia que la de la luz, o bien que el acoplamiento
espin-érbita es pequeiio comparado con el confinamiento.

Tenemos que derivando una forma aproximada del Hamiltoniano (3.11) en la cual los términos pro-
cedentes de 4 rotan en direccién opuesta y son entonces despreciados bajo la aproximacion de onda
rotante, la restricciéon que estamos considerando es que no hay transiciones de estados de ocupacién con
modo w, y estados de espin.!

Luego entonces cuando el acoplamiento espin-6rbita es pequeno comparado con el confinamiento, esto
desacopla el modo w4 del resto del sistema en el Hamiltoniano total (3.11), dando:

hi2

1
H= hw+a3_a+ + hw_al a_ + §EZUZ + BT [’y_(a_mr + aT_a_)] , (3.12)

SO

reescribiendo este Hamiltoniano en la forma

INOTA: Es importante enfatizar que a lo largo de esta subseccién estamos considerando un sistema tipo bipartito (H2®@Hn)
o bien decimos que estamos trabajando con un punto cudntico bidimensional reducido, este nos ayuda a hacer una descripcién
aproximada del sistema que queremos resolver.



CAPITULO 3. MODELO. 36

H = hwyny + Hyc, (3.13)

donde identificamos a la componente H ;o como el Modelo de Jaynes-Cummings (JCM por sus siglas en

ingles Jaynes-Cummings Model) de la éptica cudntica,?

2

hlg~y—
Hjo =hw_a' a_ + E,o, + 2;17 (a_oy +a' o), (3.14)

SO

este es completamente integrable, tiene un estado base [{,0) con energia Eg = —F,/2 independiente del

acoplamiento. El resto del espacio de Hilbert del JCM se descompone en subespacios bidimensionales

{t,n),[4,n+1);n=0,1,2,...}.

La diagonalizacién en cada subespacio nos da las energias:

Ef =(n+1/2w_ £ R,/2, (3.15)

con un defasamiento del modo de transiciéon de estado y el desdoblamiento Zeeman § = w_ — F,, ademas

2
con R, = \/ 62 +4¢%(n+1) donde g_ = ;‘}77, si § = 0 entonces se logra a una condiciéon de resonancia
entre el modo w_ y la energia de Zeeman.
Los eigenestados del JCM son?:
[5) = sen, |, n) +cosby, [t,n+1), (3.16)
[, ) = cosO,|,n) —senb, |t,n+1), (3.17)

A

donde tan6,, = 22 6"“, 0 <6, <y los coeficientes descritos en funcién de los parametros anteriores

son:

R, -0

: (3.18)
\/(Rn —0)2+4g%(n+1)

cos 0, =

2A partir de aqui consideramos que sélo H ;¢ nos define la dindmica del sistema ya que el componente w a1a+ podemos

interpretarlo como un desplazamiento del Hamiltoniano por lo que no afecta el despreciarlo en la descripciéon subsecuente.
3Para ver detalles de como obtener los eigenvalores y eigenvectores de esta seccién consultar el Apéndice B.



CAPITULO 3. MODELO. 37

2g_vn+1
\/(Rn —0)? +4g2(n+1)

(3.19)

sen 6, =

3.1.1.1. Propiedades de funcién de onda estacionaria.

Antes de hacer el analisis dindmico encontramos las eigenfunciones y eigenenergias estacionarias.
Supongamos que nuestro sistema se encuentra bajo un estado inicial separable con probabilidad de espin

a, b y probabilidad de ocupacion Cj,

[(0)) = aCy |4, n) +bCy [1,1)

reescribiendo los estados ||, n) y [1,n) en funcién de los eigenestados del JCM (3.16),(3.17):

[}.n) = sen by [¢r7) + cos O [¢hy;)

(3.20)
|T7 ’I’L> = COs en—l |7;[)74L_—1> — sen Hn—l |¢r:—1> 5
reescribiendo nuestro estado inicial en funcién de los estados 3.20 obtenemos
= [9(0)) = >, aCy(senb, |[{F) + cos by, |1y, )+ (3.21)
4+ bCh(cosbOp_1 [t ) —senbn_1 |, 1)),
3.1.1.2. Funcién de onda dinamica.
La evolucién en el tiempo de (3.21) la obtenemos de aplicar el operador de evolucién temporal (e~ 1t/
descrito en la eigenbase
() = 3, e M [aCy(sen 0y, [1) + cos O 1)+ (32
+  bCp(cosbp_1 |7/):L-—1> —senf, 1 |¢;—1>)] )
sustituyendo las energias del sistema (3.15)
S [0(1) = X, |aCulsen b Br/m k) cos e Bt [g))+ (323

+ bC),(cos 9n_1e_iE:*1t/h ]1/1:{_1> — sen Hn_le_"E;lt/h ]1/1;_1>)] ,

donde las energias podemos compactarlas un poco més proponiendo
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n

Ef= A(n+1/2)w_ i)

(3.24)
Q(n)
Por lo tanto los factores temporales quedan expresados
e—iE?ft/h — UM FiRnt/2, (3.25)
si escribimos la identidad de la siguiente forma
eFifnt/2 = cog <%> Fisen <%>,
(3.26)

Cn) S(n)

donde identificamos a R,, como la frecuencia de oscilaciones de Rabi del electrén dentro de la cavidad. Estas

frecuencias tienen su representaciéon en funcién de los pardmetros del sistema (R,, = \/ 82 +4g% (n + 1)),
por lo que varian en cada estado energético del sistema.

Finalmente la funcién de onda expresada en la eigenbase es:

() = Do, [aCn(sen b, (Cy — iSmy) 1) +
+¢08 0, (Clny +Smy) U5, ))e —iQ(n)t 4

(3.27)
+0Cy (€08 01 (Cr—1) — iS(n—1)) |¢:Lr_1> _
— sen 9n—1(C(n_1) +iS(n-1)) Wﬁ_ﬁ)e_m("_l)t],
encontramos la misma funcion escrita en la base de ocupacion
[o(t) =3, [aCn(C(n) + i(cos? 6, — sen? @ n)S(n))e —if(n H, n)+
+bC(Clpy1y — i(cos2 Op_1 — sen? 0,_1)S(,_1))e U=t 14 ) 4
(Cn—) — i 1 1)Sm-1)) [, ) .

—1aCp Sy (2sen 6, cos O )e —t |4 1) —
—1bCpS(n—1y(2sen 6,1 cos Op_1)e =D | n —1)];

2g,\/n+

con cos 26,, = cos? 6, —sen? §,, = —2 ~ Y sen 20, = 2sen6,, cosl,, = compactamos mas la funcién

de onda
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V() =22, [aChCry +iSy)(aCy, cos 20, — bC;, 11 sen 29n)]e_i9(")t |4, n) + (3.20)

[bChCy—1) — iS(n—1)(aCr—15en20p_1 — bCh, cos 20, _1)]e = =D |4 )

Para expresar la funcién de onda temporal en funcién de los estados de ocupacién y espin ||, n) A [T, n),

definimos:

an(t) := [aCyCyy + iS() (aCy cos 20, — bCy 41 sen 20n)]e_m(")t; (3:30)
bn(t) == [bCrCp—1) — iS(n—1)(aCp—1 sen 26,1 — bC,, cos 26,,_1)]e~ =D,

entonces reescribimos (3.29)

() = _a(t)|l.n) +b(t) [t,n) . (3.31)

n

3.1.1.3. Dindmica de entrelazamiento (Coeficientes de Schimdt).

Consideremos que a un tiempo ¢ = 0 la funcién de onda se encuentra en un estado [¢)(0)), vemos que

su evolucién en el tiempo esta dada por la siguiente funcién de onda:

[$(0)) = (a[b) +b11) D enln) — [(8) = D (an(t) b, 1) + ba(t) [1,1)), (3.32)
n=0 n=0

con los coeficientes a,,(t) y b, (t) dependientes de los pardmetros iniciales definidos en (3.30).

Ya que tenemos esta funcién de onda, podemos cotejar la evolucion del entrelazamiento. Esto lo
logramos aplicando una traza parcial con respecto al espacio de ocupacién en el operador de densidad
p(t). O bien calculando los coeficientes de Schmidt. Sabemos que solo serdn dos coeficientes por reducirse
al subsistema de espin.

Primero escribamos al operador de densidad de nuestro sistema:

pt) = 2on(an(t) Ln) +0n(t) [1,1))(an,(8) (4, | + 0, (2) (T, nl) =
= 2pan(t)ap(t) [L,n) (ol + bu(t)as, (t) [1,0) (L n|+ (3.33)
+ an(D)b (1) [ n) (10| + b (0)b7,(2) [T,72) (1,7

Aplicando la descomposicién de Schmidt (realizar una traza parcial):
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trn(ﬁ(t)) = ﬁn’(t)7 (334)

una vez hecha la traza parcial sumamos sobre todos los estados de la cavidad y obtenemos al operador

de densidad en representaciéon matricial:

2 *
() = 2onlan(® 32, an(t)by(1) ’ (3.35)

> ba(B)an(t) 3, [ba(t)]
podemos parametrizar al operador de densidad en funcién de las componentes de Bloch:
. 1
pn(t) = 5(1 +S- 0-); o = {Um,O'y,O'z}; (3'36)

donde definimos a las componentes como

Salt) = tr(Saplt)]. (3:37)
con o = x,y, 2.

Obtenemos la componente S, usando S, = (Y (t)] "””T@[ |1(t)), aplicando el operador sobre el ket (3.31)
tenemos:

|—Zan ) [1) @ [n) + by [4) @ |0, (3.38)

desarrollando el bra y juntando ambas sumas:

Sa(t) = Xon—o 3 (al () (L@ (/| + 0}, (t) (1@ |n))
(an(t) [1) @ [n) +bn(t) 1) @ 1)) ,

(3.39)

desarrollando un poco lo anterior

Se(t) = ap, (Han(@) (L | 1) @ (n|n) + a7, (O)ba ()} [ 1) @ (n'[n)+
+ 0L ()an)(T [ 1) @ (n'|n) + 0, (Oba(O)(T | 1) @ (n'|n),

(3.40)

lo cual podemos simplificar invocando la propiedad de ortogonalidad de los estados de espin para final-

mente obtener:
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o0

D (an(®B}(8) + ba(t)as, (1); (3.41)

n=0

5u(t) =

llevamos acabo un procedimiento similar al anterior para encontrar la componente S, = (¢ (t)| Jy2®ﬂ [(t)),

aplicando el operador sobre el ket (3.31) tenemos:

o0

Sy(t) = 5 Y (an()b;,(t) = ba(t)as, (1)) (3.42)

n=0
de la misma forma la componente S, = (¥(t)] "ZT@[ |1(t)), aplicando el operador sobre el ket (3.31)

tenemos:

52(0) = 3 D lan (O — b (1) (3.43)
n=0

Ahora que tenemos las componentes del vector de Bloch, encontramos que los coeficientes de Schmidt
para un sistema compuesto de dos subsistemas estan dados por los eigenvalores de la matriz de densidad

y al ser esta 2 x 2 (3.35) sabemos que estos tienen la forma:
1
2 (3.44)
1
2

Para realizar nuestros cdlculos consideremos la diferencia de los eigenvalores (coeficientes de Schmidt)
y observemos que esta diferencia se reduce a:

1

= M= Ao = S (14 [8)) — 21— |S]) = |3], (3.5)

)
con |S| = /52 + SZ + 52, por lo que, si deseamos analizar los coeficientes de Schmidt bastard con estudiar
el comportamiento de la norma de los vectores de Bloch.

En el capitulo de resultados, vamos a utilizar indistintamente a |S| como los coeficientes de Schmidt,

de tal manera que cuando esta tenga su valor minimo encontraremos un estado maximamente entrelazado.
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3.1.2. Meétodo de transformaciones canonicas.

En estd seccién se trabaja con el método de aproximaciéon de transformaciones canénicas de Bogolyu-
bov,* el cual consiste en pasar del problema no perturbado al problema perturbado mediante una trans-
formacién unitaria. Con esto justificamos el hecho de aplicar una perturbacién con un orden energético
similar al del sistema sin perturbar.

El sistema bajo estudio ya no es un sistema tipo bipartito (como el tratado en la seccién anterior), sino
que se toma en cuenta un segundo subespacio de ocupacién. Por lo que ahora se habla de un sistema tipo
tripartito (He ® H,, @ Hyy,), donde H,, ® H,, caracteriza todo el espacio del punto cuédntico bidimensional

. ;1
y Ha representa el espacio de espin 3.

3.1.2.1. Construccién del método.

Primero que nada hablemos de los estados que describen nuestro sistema. Estos tienen la forma
|s,n_,n4), cons={1,]}, donde el primer término corresponde al estado de espin y |n_,n, ) corresponden
a los estados de ocupacion del punto cuantico bidimensional.

Partiendo del Hamiltoniano (3.11), consideramos que el Hamiltoniano sin perturbar es (3.14) y recor-

damos que los vectores que conforman la base no perturbada son

O, On_

’QOgLO,);lL—+> = sen 77 H,, n_,n+> + cos T H\a n_ + 17 Tl+> ) (346)
Or, On_

|90£LO,);+> = COS 77 |\l/7 n—, 7’L+> — sen T |T7 n— + 17 7’L+> ) (347)

identificamos a estos como los eigenvectores del JCM pero pensado en un sistema tipo tripartito, donde

los estados del sistema estan descritos en la base de espin-érbita como:

0, O _
[V, n—,ny) = sen N |{F, )+ cos N S (3.48)

9n7_1 0 Hn,—l 0)—
[toneyng) = cos o= oL, ) —sen <o 90T, ) (3.49)

Entonces suponemos que existe un operador unitario S que transforma la base no perturbada ycpS?,)ii L)

4A grandes rasgos se busca una forma alterna de hacer el desarrollo de perturbaciones pequefias Rayleigh-Schrédinger
(ver el apéndice C)
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en la perturbada |\Ifin+>, esto es,

A continuacién se presenta una descripcién en la base de espin-Orbita, méas adelante se aplica la misma
metodologia a los eigenvectores tipo JCM.

De la ecuacién de Schodringer notamos que

<(10m m+|H0+>‘V|\Ijn n+> Er:i: n+<(10m m+|\Iln n+> (351)

donde EF . es la eigenenergia perturbada, desarrollando lo anterior, tenemos

+
es decir,
N, VI, ) = (B, — W% ) (0%, 1) (3.53)

donde Eﬁ,?’j, . es la eigenenergia no perturbada.

+

0+ ) = ]cpleEN+>, tenemos

Al poner que \gogn,n”

MAVE N VIwE, ) = (B, - BOE ) (008, 195 ,,). (3.54)

Pn’ny n_ny

Lo cual implica que la diferencia de energias esta descrita por

Ef  —EO* :A<(’D *' i +>. (3.55)

n—n
i * < n n+|\I’n n+>

Nos lleva inmediatamente a:

<w$€;|V3|59*>

Ey o, — BV = (3.56)
! ! <‘Pn n+‘S“Pn n+>
Aplicando el operador de proyeccion y utilizando la condicién de cerradura, tenemos
<‘Pn n+| 14 |‘Pk k > <‘Pk k |S|‘Pn n+>
Ef, —BUE =x)° - - : (3.57)

k_ky <‘Pn n+‘5’90n n+>
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Reescribiendo esta ultima ecuacién obtenemos una expresién para calcular la energia perturbada

Er:i: ny EV(L)”++)‘<(:OW nJJV‘SDn n+>+

(WOF 151005 (3.58)
+ )‘Zk;én«pn "+|V| >< (k())i |S| (0) +>'

Por otro lado, si se tiene que |<,0 - +> # |<,0n n+> de (3.53), se sigue que

0)x+ > 0)x+
A i (o |V ok ) (05 1 8 L0,y + -

(3.59)
+ 0 + +
Mo |V Lo ) (o | S o) = (Bt — B ) (685, | S 103, )
A SV S lpnZi) =+
St (Pl | V ok, ) (0, | S 1ot ) (3.60)

= (BE 0y — BNy — Mo |V 10350 0) (o s | S 105, )

Mediante el uso iterativo de (3.58) y (3.60) es posible encontrar la correcciones a la energia y los
elementos de matriz de S.

Para obtener E,_,, a primer orden en A basta con poner S=1en (3.58), lo que da:

+ (0)+ 0t (P 1ot n,)
B o= B+ A (0 V ol h ) St
+ * k7 * kb O o) (3.61)
0)+
+ Al Vo)
+ _ :I:
Expandiendo a S en potencias de A, S=1+\S +-- , 1o sustituimos en (3.60) y obtenemos
0)+ & 1 (0)£
A o (P e | V ol ) (0l |14 ASu bV, ) = 5.63)
0)+ '
(Er:i: ny Eﬁn),mJF - A <(Pm7m+‘ V ’@571),M+>) <()0m m+‘ 1+ )\Sl ‘Spn n+>
concentrdndonos solo en el miembro de la izquierda, removiendo a ., [k) (k[, tenemos

Ml | V(14 AS1) loii,) =

(3.64)

0
= M |V 105y + A2 (0% VS ol )

aplicando el operador de proyeccién, la ecuacion anterior nos da
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A? Zk;ﬁm <‘Pm m+|V|‘Pk k+><90k k+|Sl|‘Pn n+>+

A (3.65)
MO e |V o) = (BE . = EE L Mo 81 le8%,)

donde la energfa perturbada esta descrita por B, ,, = EDZ, LA (cpsg),im |V ]cpgg),im ), entonces po-

demos escribir a los elementos de matriz del operador S; de la siguiente forma

(% VoV

. (3.66)
(E%—N+ - E$7m+)

(G051 61160%,) = A

Observamos que a primer orden en A tenemos que:

E:I: E:I: — E(O):I: _E(O):I:

n_ny m_m4 n_ny m_m4
como en la teorfa de perturbaciones de Rayleigh-Schrodinger (ver Apéndice C).

3.1.2.2. Propiedades estaticas.

En estd seccién aplicamos el método de transformaciones candnicas a los eigenestados del sistema sin
perturbar, que son los estados del JCM (3.46) y (3.47), para obtener los eigenestados y eigenenergias

perturbadas. Si pensamos que el Hamiltoniano de perturbacién tiene una forma

V= —gi(aro- +aley), (3.67)

B+
donde gy = 20171

Basados en que conocemos las eigenfunciones y eigenvalores del JCM, basta considerar una pertur-
bacién como la mencionada en (3.67), y asi poder aproximarnos al Hamiltoniano que contiene todas las

interacciones de nuestro sistema (3.11). Continuamos nuestra descripcién bajo la segunda cuantizacién

con los operadores de transicion de estados

1
at+ = —(dm + idy).
V2

Cada uno de estos operadores tiene frecuencias de transicion wy = @ & %¢; donde % = wg —|— es una

componente que incluye a wg que es la frecuencia natural de transicién de estados del sistema y w, = %5;
es la frecuencia de ciclotrén.

Definimos las siguientes componentes para englobar términos dentro del Hamiltoniano v+ = 1 +
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=N 2 ~
1 l _ [/ _h .
2 (lB) con | = maw’

identificamos a las siguientes cantidades:

Ip = 1/77%6 Longitud magnética.
lp = ,/miwo Longitud de confinamiento del punto.
2
E, = lglm <1ﬁ> Energia de Zeeman.

2Mme lo
En la interaccién epin-6rbita la constante de acoplamiento “a” estd relacionada a lo que podemos

nombrar como una longitud de precesién del espin:

h2
- 2mao

lSO

Recordemos también que los operadores de cambio de espin o4+ estdn definidos como

y actian de la siguiente manera 64 [L) = |1), 6_|1) = |{) y o4+ |1) =) = |0).

Consideramos al Hamiltoniano de perturbacion que actia sobre los estados de la forma:

Vibnosng) = =gi (VAg [0,y = 1)+ Vg + 110y + 1)) (3.68)

V |T,’I’L_,’I’L+> = —g+ (Vn-l- |\l,,’I’L_,7'L+ - 1> + V ny + 1 |0,’I’L_,7’L+ + 1>) (369)

Note que el Hamiltoniano de perturbacién (3.67) es justo la componente que despreciamos al hacer la
aproximacion tipo onda rotante en la seccién anterior, ahora ademéds de esta perturbacién consideramos
tres subespacios de Hilbert correspondientes a: espin (|J) A[1)) y las dos componentes orbitales o bien de
carga (|n—) ® [ny)).

Si |®, ) =S ‘¢g02n+> y le multiplicamos por la izquierda un estado (cpSSlnu |, se tiene

(P iy |Prny) = (O | S 10, ) - (3.70)

Expandiendo a S en potencias de A
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S:1+AS1+A2S2+"'

Tomando la aproximacién a primer orden la ecuacién (3.70) es descrita

(O e [Py ) = (2D (L4 ASD) [0, ) (3.711)
o bien escribimos
<(pm m4 ’(I)n—n > <()01(0(7],),m+ ’(p1(10,)n+> + A <(p£2),m+‘ 511 ’(p1(10,)n+> ’ (372)

utilizamos (3.66) y reescribimos la ecuacién anterior como

<90m MJJV‘SDH n+>
(En n4 _Em m+)

<(pm m+’<pn—n > <()0m m+‘(pn n+> +)‘2 . (373)

Lo cual implica que el eigenvector en la base perturbada puede ser representado a primer orden como:

> 0)+

OE) )~ 0% ) 4 N2 : 3.74
| n,n+> |(101’L71’L+> + (Ev1/:'|1:7n+ _ E$7m+) ( )
Sabemos que las eigenenergias de la base no perturbada son
1 1 Ay
E,(,g)jﬁn+ = (m-+ §)w_ + (m4 + §)w_ + — (3.75)
donde A,,_ = \/ 52 +4g% (m_ + 1). Entonces las eigenenergfas perturbadas quedan descritas por
By = B + M0 1V 1n QL) (3.76)
sustituyendo (3.75) en (3.76) se obtiene
1 1 A,
EQE, = (n_+ S+ (0 + oy + ~2= + M (0% | V60 ), (3.77)

ahora sélo falta por determinar (90%07)35 N Vv |901(103:1|; )
Primero haciendo operar el Hamiltoniano de perturbacion sobre el eigenestado del JCM, i.e., 1% ]cpglo)n R
se observa como opera sobre los distintos estados \gon n+> y ’(Pn ny) por separado. Para el estado \gpn n +>

se tiene:
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Vet ) =

14 !cpS?)M = —g+(y/ny cos ——

(0)— )

Por otro lado para el caso de |op 'n )

V|90n n+> =

V‘(pn n+> = _g-i-(_

+
definimos ”Hwn ny

H = —g+(

ign_ny

H,n +1,ny — 1)+

0
n+sen%\¢,n_+1,n+ -1)+

= (@D V108,

b JATI0nmy — 1) +
Ve Tt no,ny +1)+
/g [bne +1ng — 1)+
+COST*m|O,n_+1,n+—|—1>)

g (sen

O
+sen ——

6
ny + 1sen% Ityn_,ny +1)).

—g+(cos G”T*\/ﬁm,n_,mr - 1)+
e A T[T+ 1) —
o AT ln +1ng —1)—
—sen %T*mw,n_ +1,ny + 1)),

-+ cos

— sen

|\L,7'L +17’L+—1>+

<(pz] ‘ T,Tl_,n+ + 1>)

o cos &= (902]

+ynr ¥

después de un poco de desarrollo se encuentra que

0

0;
H;;n ny = —g+( n+cos%sen 5zn +10jn, — 1—|-\/n+—|—1sen—cos

ahora calculando H;;,, . - (90”

Hijn n, = —9+(

luego de un poco de desarrollo

0;
2

|V |‘Pn n+>

<(pz] ‘\1’777‘ +1 TL+—1>
+Vn++1COS <(107,] | T?n—7n++]‘>)

ny sen =

0
ny + 1cos % ’T,n_,n_,_ + 1>)7

5z+1,n, 5j,n++1)7

48

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)
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_ 0, 0; 0;
Hijn_n+ = g+ (y/n+sen 7 cos — 51 4101+ /gy +1 cos —— sen — 5 it Sjni+1), (3.85)

finalmente obtenemos el valor de las energias perturbadas a primer orden sustituyendo el valor de

<<Pn n+| 1% |g0n n+) en la ecuacién (3.76):

Ef .= (n_+1/2w_+ (ny + 1/2)w+ Ny

On 0, 1 (3.86)
- Agt (\/ N4 COS —5— sen 2ty vng +1 sen 2= cos 5 )

On On_ —
+ g+ <‘/n+ sen —— cos N Tcos 2= sen 5 1)

En la figura 3.2 se plasman las energias perturbadas Eff_ donde se aprecian los valores de frecuencias

ni4o
del punto cuantico para los cuales se produce la transicién entre estados.
En la seccién de resultados se observara que bajo los parametros mencionados en el pie de la figura

3.2 es donde se propicia una generacién de estados maximamente entrelazados.

Energia Energia

Figura 3.2: (a) Primeros seis niveles de energia perturbada a segundo orden para un caso donde el espin del electrén se
encuentra polarizado inicialmente hacia abajo y se encuentra confinado en el estado base. Las energias estdn representadas
como funcién de las frecuencias de transicién de los estados n— (w—) y nt (w4). Podemos argumentar que bajo la condicién
inicial con § = 0 la condicién de resonancia puede ser observada en la grafica, justo donde se acercan mas los niveles de energia.
Podemos adelantar que el entrelazamiento se manifiesta mayoritariamente en las transiciones de energia de los estados del
sistema, ademas si hiciéramos un corte sobre el plano que cruza por w4 = 0 nos encontramos justo con la figura 4.2 del capitulo
de resultados, que es la grafica de energfa sin perturbar de un sistema bipartito. (b) Ampliacién de los primeros dos estados de
energia donde se aprecia el acercamiento de estados (curvatura de ambos planos de energia).

Falta por calcular los eigenestados perturbados |®;" estos los encontramos sustituyendo los valores

n_ n+>
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de las energés (3.86) y (3.87), asi como los estados (3.79) y (3.81) en la ecuacién (3.74), reescribiendo esta

dltima ecuacién observamos como toma las siguientes dos formas:

0)+

_+1, (0)+ On_+1, (0)—
On_ sen —5—o, "y, _q)Fcos —5—lop” Ly, 1)
— Mg, [/ny cos = t —t 4
+
[ 2 (En ny En +17L+ 1)

On_—1 O+ - )

6
)—sen —=

0, COS— P 1, +1 “Pn —1lny+1
Ve - + +
+ n4 + 1sen 35 (E+ BT ) ]
n_ng n_—lny+1
|q);,n+> = |‘Pn ny) =
On_+1, (0)+ On_+1, (0)—
2 Gn, sen ‘ 7L,+1n+71>+cos 2 ‘SD7L,+1TL+71>
— Mgy ly/nysen —— = - +
(En7n+ _En7+1n+71)
9, cos £| (0)+1 +1>—50n9n7—7\g0(0)71 )
n_ 2 Pn_— n4 2 n_—lng
+ /ny +1Tcos — . B ) ]
+ n_—lny +1

donde las diferencias de las eigenenergias estan dadas por:

+ + _ An—Ani
En,n+ - En,+1n+71 - —W— +(1J+ + %“F

9n,+1 971,«#2 en, Qn,fl
+ g+ (w/n+—1cos s—sen —5— — /N4 + Isen —— cos — );

+ + _ An—Ap_q
E’!L ny E7L,717L++1 = W- — w4 + 2 +
)\ 971,71 9n,72 On 9n,+1 .
+ g+ (Vn+ + 2sen 35— COs —5 N4 COS —5— sen —; ;
_ _ - 1—A,
Ep oni =By j1p, 1= —w-twr+ 7n+ +
On _ On_ —1 On_ 41 On_ 42
+  Ag+ (\/n+ + Tcos 5 sen —— — /n4 — 1sen —5— cos —; ) ;
— — _ An—17A71
E’!L ny E7L,717L++1 = W- — w4 + 2 +

On _ On_ 41 On_ 1 O0p_—2
+ )\g+( Ny sen —— cos —5 —\/n++QCosTsen 3 )

Podemos reescribir los estados perturbados en la base de los estados de ocupacién como sigue:

On On,
0500 = sen 5 nesme) oo S fn L) =

— (nf cos 2= — |4, n- +1,ng — 1) + kT sen 2= = |t n_,ny + 1))

@7 )= cos = [hno,ny) —sen 2= [, n + 1,ny) —

On On
— (—/{; senT* ono+1,np — 1) + kg COST* [T, n—,ny + 1)) .

donde /iit y /iét estan descritos por:

+_ Ngy/ix

+ +
En7n+ - E —F+1lny—1

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)
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K

Nging +1
= vyt (3.97)

- +
E"*"vL - En,—1n++l

)\2
- G4++/M+ (3.98)

M TR
n-n4 n_+lny—1
ANgivne +1
Ky = Gyt (3.99)

Enny =B, _1nn1
3.1.2.3. Evolucién temporal (Dindmica)

Supongamos que el sistema posee una condicién inicial descrita en la base de espin-érbita por los

estados perturbados de |}, n_,ny) (3.48) y [T,n_,ny) (3.49), entonces el estado inicial tiene la forma

60) = 3 [acn,m(l + A8 [ ny) + bCh i, (14 AS)) ]T,n_,n+>] , (3.100)

n_ny
donde los coeficientes a y b representan la probabilidad inicial de encontrar al electrén con polarizacién

hacia arriba o abajo respectivamente, los coeficientes C,,_,, representan la probabilidad de ocupacién de

n+

o . . .7 2 2 _ 2 _
estados. En ambos casos se cumplen las condiciones de normalizacién a“ 4+ b* =1y Zn,m Cpnon, =1

Aplicando el operador de evolucién temporal

|6(1)) = e $(0)), (3.101)

desarrollando en funcién de la eigenbase del JCM perturbada (3.79) y (3.81) obtenemos

On _ —iH
|¢(t)> = 277,777,+ G/C’n,nJr (SEH — € Hit/h |(I);t7 n+> -+
On —iHt/h —
cos 27 € He/h |(Pn7n+> + )‘29+ vV N+ + 1 |T7 n—,n4 + 1>)+

+
on 1 o (3.102)
+ bcn, n4 (COS 7T671Ht/ﬁ |(I)I, 71n+> -
On_ — —iH 3 —
- SenTle sHe/R |¢n,71n+> +)‘29+\/n+ |~|/7 n—,n4 — 1>)7
el operador de evolucién temporal actia de la siguiente forma en la eigenbase perturbada
On_ —iBY | t/h) 4 On_ —iBE . t/h o _
|¢(t)> = Zn7n+ aC”—"H» (Sen Te -t |¢)7L,7L+> + cos Te -t |(I)7L,7L+>)+
On_ — —iE} g On_ — —iE 1 —
bC'_n, (cos ’Tle Fn_—any H |®f 71n+> — sen *Tle i M0 |<I>n771n+))—|—
(3.103)

On_  —iET h On_ —iBE, h
+ aCn_n, <A2g+\/n+ +1 {sen2 —e non L o2 —e nongt/ } [T, n—,ny + 1>) +

2 9n,71
2

—iEt t/h Opn_ 1 —iE t/h
+ bCh_n, <A2g+1/n+ {cos Lo = T gen? "Te no—ing b/ [,n_yny —1) |,
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describiendo lo anterior en funcién de las eigenenergias perturbadas descritas por (3.86) y (3.87), obtene-

mos que la funciéon de onda en el tiempo esta descrita por el estado:

On_  —i(wn_n, +oF Yt/h —iA, t/2h
() = 3, n, ACn_ny sen—gme o TIn W TA N gk )
On_—1 —i(wn_—1n, +9, /R oin t/2h | % —
— — + n_—1n n_—1
+ aCn_—1n, cos —5—e + e 1, 1)+
On_  —i(wn_n, +95 _t/h —iA, t/2h
+ bCh_tin, cos e e Sl [ S B

On_ 1 efi(wn, —iny t9, ,lu,l)t/hemh,lt/% B

— an7,1n+sen 5

On_ —
+ aCh_n, <)\2g+\/n+ +1 {sen2 ——e

9 0n_—1 —iE
2

';, 717L+> +

On,

Fohs t/h
Wyt + cos?

+ en — —iE_
+ 6O, (”gﬂ/m {COS Lot o sen® 2 E"’l"*t/h] |¢7n77n+—1>>,

donde wy,_n, = (n— +1/2)w_ + (ny + 1/2)wy, y los términos gim estdn dados por:

2 0
gim = FAgs < Ny Cos % sen n;rl

O
+ /Ny + 1COSTSGH

Finalmente reescribiendo todo en la base de espin-6rbita tenemos el estado®:

~ 0 gt On i—
[6(8) = 3, (L4 AS1)[aCr_p, {(sen? Z=e™Forns /M 4 cos? Zme ™ Enns /My || n_ )+
+ sen —— cos (e Bt/ _ o= iBnni /My 10 41 ) b
en -~ en B it ] i
+ bCh_p, {cos —5—sen —5— (e B im0 ZE":1"+t/h) h,no —1,nq) +
en _ st en _ i
+  (cos? ’Tle By P gen? — le ZEL*”J/&) It n_,ny)}],

compactamos la funcién de onda a:

6(1)) = Y an_ny ()1 +AS1) [ n— ) + bp_n, ()1 +AS) [T,n-,ny)

n_ni

donde definimos a los coeficientes temporales como:

On_ —iBF , t/h On_ —4iB- . t/h
— 2 Yn_ T _ 2 Un_ B
an_n, (t) == aCn_n, (sen® S—e ~"-"+7" 4 cos® S=e -+ )4+
ne o Ono o —iBL L t/h Bl t/h
+ bC’!L7+ln+ COs —5— sen — (6 -"+ —e —ny )7

J _
2 0n_—1 e*ZE n_—lng

t/h 0n_—1 —iE
ot Py sen? 1=t

bn_n, (t) ;= bCh_n, (cos

S -
01 0, _1 (eszn771n+t/h 71En771n+t/h)

+ aCn7,1n+sen 5— COS —5

N [——

enf—l

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

Note que si se anula el término de perturbacién (A = 0) y consideramos una representacién en el

espacio de Hilbert reducido podemos regresar al caso de la aproximacién tipo onda rotante.

5 . s 7. e sz 7 .
°para realizar los calculos numéricos utilizamos la ecuacién mostrada en el apéndice D
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3.1.2.4. Dindmica de Entrelazamiento (Entropia de entrelazamiento)

Se observo la dindmica de entrelazamiento del sistema haciendo una descripcién de la matriz de
densidad del sistema, a traveés de esta calcularemos como evoluciona la entropia de entrelazamiento del
sistema en el espacio de Hilbert tipo tripartito. Partimos de la definicién de matriz de densidad (2.3),
donde el estado que describe nuestro sistema a lo largo del tiempo es (3.107), sin embargo, encontramos
conveniente hacer una descripcién de la matriz de densidad en términos del estado (3.103) para después

hacer una correcta descripcién de la entropia de entrelazamiento. Escribimos pues la matriz de densidad

pt) = [o(8)) {o(t)] = (3.109)
p®) = A, ,, aCn_ny (sen 9n2— LBy t/R 9% )+ cos 97;7 Bt/ @7 0
gt .
+  bCn_ny (cos 9n§71 e oy |27 _1n,) —sen R 10 _1ny DF

2
0 —iBf t/h [}
+ a07177l+ A2g+m |:sen2 "2* e n_ny + cos? n2,

eiiE;””t/h} [T, n_,ny + 1>>}

0, _1 —iET t/h 6, _1 —iE_ _ t/h
+ bCn_py | N2gpymy fcos? So—e TP psen? e TR TInt Ln_,ngy —1) |}
On_ +iB}F t/h On_ +iBE t/h (3'110)
{Zn,nJr aCn_ny (sen —5—e "4 (@iin+\+cos 5 n—n+ <<I>n7n+\)+
o+ -
On_—1 +iEF | t/h On_—1 +iBE, . t/h
+ bCn_ny(cos —5—e "TTF <<I)I, —1ny | —sen —5—e -7 (@ _ —1ing D+

—iE On

+ t/h —iE; t/h
n_ny / + cos? e Fn_ny / (n_ ng + 11}

6.
+ aC'nin+ /\29+1/n++1|:scn2%e
t/ 1 —iE

0, + h 0 - t/h
- -1 n -1
cos? —e " 4 + sen? ——e " n+ Gyn_yngy —1[]3,

+  8Cn_ny | Nopymr

donde inmediatamente identificamos a |®;} ,, ) como (3.94) y |®,, . ) como (3.95).

Aplicamos dos trazas parciales sucesivas®

una con respecto al subsistema de los |n) y el otro para el
subsistema |n_). Entonces tenemos una matriz de densidad reducida expresada en el subsistema de espin,
es decir, se reduce la dinamica del sistema a un espacio de 2 x 2, donde en cada elemento de la matriz se

encuentran embebidas todas las interacciones de los subsistemas de ocupacién.

try_[trn, [P(0)]] = trn_[fn, ()] = pn_n, (1), (3.111)

o bien,

= | M OB WOl ) ..

(M hnny @) ) (T onny (8) 1)

asi pues tenemos que los elementos de la matriz de densidad reducida tienen las formas:

5Sabemos que si aplicamos una traza parcial reducimos el sistema matricial.
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(M hn_n () 11) =
S (08, 0+ 800, ) (a0, (0 + 85, () +
(e 0+ 820, ) (a7, 0+ 825, ) +

+ (3, @+ 80, ) (W5, O + 00, ) +

+ (W ny 0+ 600 0+ 20, ) (5500, 0 + 6%, 0 + 25, )],

(Hbn_ny () I1) =
Sy (0820, ® + B0, ) (V25 0 + 820, )],

(Hon_ny () ) =
S (W 0+ 020, ) (a5, 0+ 805, ),

(Hhn_ny () I1) =
S (0, 0+ 820, ) (a0, 0+ 825, ) +
(a2, @+ 80y O+, ) (080, O+ 805, 0 + 0, 1) +
+ (12 @+ 020, ) (K25, O + 625, ) +
+ (W =6 ) (W0 0 =820, )],

donde los términos de las sumas en los elementos de matriz son:

On
an M(t)—rasen 5
On
al? n+(t)—racos -,
O
aTL 'I’L+(t TaK/l COS 2 3
(

) =
On
an ny (t) = ra,%Q sen —5—,

donde ro = aCy_p, sen ——e Uon_ny+gn_ny)t/ho=iln_t/2

1 On_
B, () = g cos =,

2 On_
B, (1) = —rgsen 2=,
3 — On_
$ 0 (1) = —rphT sen S,

_ On
57(1Ai)n+ (t) = rghy cos ——,

6 s — .
donde rg = aC,_p, cos ——e Uon_ni+gn_ny Jt/hgiln_t/2h

7,(11)”+ (t) = rysen 0”571 ,
'y,(f’)m (t) = ryk] cos 0”*271 ,
7,(147),“ (t) = r,y/ﬁ; sen enT*l,

o4

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)
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- + .
On_ 1 e—l(w'n, —1ng +9, —lng )t/he—ZAn7 ,1t/2ﬁ7

donde 7., = bCi,_ 15, cos —5

On_
5£L1,)n+ (t) = rs cos — L
en —1
5(2,) t) = —rgsen ——,
: ) N (3.120)
— n_—1
57(1,)n+ (t) = —rsky sen —5—,
_ O
5£4Bn+ (t) = rsky cos — L
On_ -1 —i n_—1n " — 3 _
donde rs = bCy,_ 15, sen — Loyt WA A, 1’5/2”/,
0 P 0 o
Egzl,)m (t) = aCp_n, Mg, vno+1 (sen2 %e_ZE”*“t/h + cos? %e_ZE”“t/h) ) (3.121)
@) 9 9 On 1 —iEZ . t/h 9 On_—1 —iEF | t/n
En,n+(t) = an,nJr/\ g+/N— | Sen Te - + cos Te - . (3122)

Recordemos que para hacer una descripcion de la dindmica de entrelazamiento bajo este sistema (tipo
tripartito) ya no es posible utilizar a los Coeficientes de Schmidt explicitamente, por lo que es necesario
invocar a la entropfa de entrelazamiento.”

De la seccién 2.3.3 tenemos que la entropia de entrelazamiento es:

k
E@) ==Y palnpn, (3.123)
n=1

donde p,, son los coeficientes de Schmidt. Si bien es cierto que los coeficientes de Schmidt como tal no
definen la dindmica de entrelazamiento, pero observamos como estos aparecen dentro de la entropia de
entrelazamiento.

Utilizamos pues el método que tenemos para calcular los coeficientes y bastard con aplicarlo a (3.111)
encontrar los coeficientes y efectuar las operaciones restantes en (3.123). Las componentes de Bloch que
describen este sistema se encuentran en el drea de Anadlisis Niimerico de un espacio tripartito.

Sabemos que un estado maximamente entrelazado es aquel que posea un alto grado de desorden
(mezcla), es decir, aquellos estados para los cuales nos sea imposible hacer una descripcién de estados
independientes (estados no separables, e.g., edos. de Bell y combinaciones entre ellos) entonces decimos

que el sistema tiene un méximo de entropia en nuestro caso E(1) = 1 (normalizado), luego entonces nos

"La entropia de entrelazamiento nos da cualitativamente el grado de entrelazamiento del sistema.
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enfocaremos a cotejar los maximos de esta propiedad, entendiendo que justo en estos maximos se estan

generando estados con mayor correlaciéon cuantica.



Capitulo 4

Resultados.

En este capitulo se encuentra un anélisis numérico y resultados obtenidos para el modelo de un
punto cuantico bidimensional de InGaAs, con interaccién espin-érbita tipo Rashba con intensidad o =
1 x 107'2eVm e inmerso en un campo magnético externo B'. Consideramos un desdoblamiento Zeeman
en las energias de los estados de ocupacion del punto, ademads de distintas configuraciones iniciales donde
variamos la cantidad de estados disponibles en el sistema.

Se presentan dos secciones;

e La primera dedicada al tratamiento del sistema bajo una aproximacién de onda rotante, donde se
considera al sistema (restringido) con sélo dos grados de libertad uno para el espin y uno para los

estados de ocupacién.

e La segunda seccién considera al sistema completo, es decir, un sistema con tres grados de libertad,

el correspondiente al espin y los dos grados de los estados de ocupacién (por ser un 2DQD).

4.1. Tratamiento tipo RWA con espacio de Hilbert reducido.

A lo largo de esta seccidén se presenta un desarrollo numeérico del analisis tedrico mostrado en el capitulo
anterior referente a un sistema tipo bipartito (espacio de Hilbert reducido de nuestro sistema), por lo que
consideramos Hs ® H.,,. Identificamos a cada uno de los subsistemas (espin (Hq) y 6rbita (H,)), y se hace
un desarrollo coherente a través de la RWA. A continuacién presentamos algunos casos particulares que

nos dan informacién respecto a la medicién de entrelazamiento.

! Consideramos un campo magnético fijo en By = 90mT, para garantizar un condicién de resonancia en la transicién de
estados 6 =w_ — E, =0)

o7
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Caso: Ho ® Ho

Tomamos un sistema que se encuentra bajo una condicién de resonancia del sistema ¢ = 0, entre el
modo de transicién de estado energético permitido w_ y la energia Zeeman FE,.
Sabemos que la dependencia temporal de la funcién de onda proviene de los coeficientes (3.30), por lo

que hay que calcularlos. Tenemos las siguientes expresiones para los dngulos dobles

cos(26,,) = R = 0, (4.1)

29 vn+1

sen(26,,) 7

L, (4.2)

donde R,, = \/ 82 +4g% (n + 1), ahora si reducimos los coeficientes de evolucién temporal (3.30) a

an(t) := [aCyp cos(g_v/n + 1t) — ibCh, 41 sen(g_v/n + 1t)]e);
bn(t) := [bCy, cos(g_+/nt) — iaCy_1 sen(g_+/nt)]e =1,

(4.3)

recordando que los vectores de Bloch justo estan expresados en funcion de los valores promedio del

operador de espin, y en términos de a,(t) y b,(t) quedan como

o

Sut) = 5 D (@ (0) + bult)ar (1) (4.4
n=0
Sy(0) =+ S (@n(O5(1) — ba0)as (1)) (4.5)
n=0
5.0) = 3 Y lan(®) ~ a0 (16)
n=0

Ahora, consideremos una condicién inicial donde el electrén se encuentre confinado en el estado base

del punto cudntico con espin hacia abajo (a = 1)

[vo) = [, 0),

y solo participan dos niveles de energia permitidos ¢y = 1, ¢; = 0. La funcién de onda es entonces:
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1

) = (@n(®) 4,0) + ba(t) [1,7)) - (4.7)

n=0

Desarrollando la suma

W)(t» = aO(t) |~L7 0> + bO |T7 0> + al(t) |~L7 1> + bl(t) |T7 1> s (48)

encontramos inmediatamente que la funcion se reduce a

Ryt ) Ryt
(1)) = cos == |1,0) — isen = [1,1). (4.9)
Para calcular los coeficientes de Schmidt bajo esta condicién encontramos que S, = S, = 0, quedando

sélo por calcular la componente z de los vectores de Bloch

2 . 2
%| — |isen %| _ cos(Rot) (4.10)
2 2 |

los coeficientes de Schmidt son: Ay = 3 [1 +4/S2+ 82+ 82| = L1 +19]1,

Ao =1 [1 —\/S2+S2+ Sg} = £[1—|S|]. Ahora haciendo una diferencia de los coeficientes de Schmidt

_|cos

Sz

obtenemos

1

M = do = S (14 1S]) — 51— I8]) = IS (4.11)

2
Este tltimo resultado es muy importante, ya que a partir de él realizamos todos los calculos ntmericos.
Por lo tanto la magnitud del vector de Bloch solo depende de la componentes z.

cos(Ryt)

S(t)] = =5 (4.12)

Observemos que los minimos de esta funcién se dan cuando R,t = =, para n = 2i + 1, i € Z, esto es,
los valores con mayor grado de entrelazamiento se generan cuando los coeficientes de Schmidt tienen un

minimo |S| = 0, por lo que el valor que encontramos para el vector de Bloch nos informa que a lo largo

21

del tiempo se generan estados maximamente entrelazados con un periodo de #7%5.
n

Aprovechando que en esta condicién el sistema, sélo tiene cuatro estados disponibles podemos calcular
concurrencia y compararla con los coeficientes de Schmidt. Utilizando la expresién de la concurrencia para

estados puros (2.32), expresamos nuestra funcién de onda como funcién de los cuatro estados disponibles:
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W) = a|l, 5% b |l 1) + |t 5% d|t, st 1) (4.13)

Sustituyendo los factores a, b, ¢ y d en la ecuacion que describe la concurrencia:

C= 2[-(=C)iSn))l =

= 2, /0(20)5(20) = (4.14)
= sen(Ryt)

Podemos observar para este caso en particular que existe una relacién del tipo inversa entre Concu-
rrencia y Coeficientes de Schmidt del tipo C? + 15—;1 = 1. Haciendo un grafico de estos pardmetros bajo
esta condicién y ajustando ese factor en la medida de los coeficientes de Schmidt obtenemos la figura 4.1.

Un segundo caso donde se cumple esta relacion entre la Concurrencia y los Coeficientes de Schmidt,
corresponde al caso en que inicialmente se tiene la probabilidad de encontrar al espin totalmente pola-
rizado, y también de encontrarlo en cualquiera de los dos niveles de energia disponibles con la misma

probabilidad, este estado es:

1
o) = 4, E(O +1)).

Vemos que tanto la Concurrencia como los coeficientes de Schmidt bajo este sistema en resonancia nos
proporcionan informacién casi idéntica, y ahora generalicemos a casos donde la concurrencia no aplica.

Estos son en donde hay mas de dos estados disponibles a lo largo del punto y sin condicién de resonancia.

Cylsl

1.0

>

-

08

0.6

0.4

0.2

=S=Toroo)

(a)a:Lb:O,Cl:LC’g:O

Figura 4.1: Evolucién de la concurrencia(azul continua) y los coeficientes de Schmidt(rojo punteado), donde podemos observar
que bajo la condicién resonante 6 = 0 estos dos pardmetro se comportan de manera similar, o bien, presentan una correspondencia
cercana al punto por punto, a) condicién inicial estado base del pozo de potencial y espin hacia arriba, b) condicién inicial de
un estado separable, espin fijo y estado de ocupacién separable. En ambos casos limitamos los estados disponibles al base y el
primer estado excitado.
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En la figura 4.2 podemos observar en un diagrama de las energias que hay informacién sobre la

transicion de estados de ocupacion cuando se grafica como funcién de la frecuencia de transiciéon w.

€n

e
05 10 1.5 2.0 2.5 3.0 C()]_

Figura 4.2: Niveles de energia para el caso aqui tratado como funcién de la frecuencia de transicién de estados, bajo la

condicin inicial con § = 0 que es la condicién de resonancia mencionada en el texto puede ser observada en la grafica justo donde

se acercan mas los niveles de energia, podemos decir que el entrelazamiento se manifiesta justo en las transiciones de energia de

los estados del sistema.

Continuando en este caso, consideremos condiciones donde variamos el paramétro . Supongamos que
el pozo de potencial solo tiene dos estados disponibles y el espin del electrén esté orientado hacia abajo. El
estado inicial que se genera posee un entrelazamiento nulo; sin embargo, conforme evoluciona en el tiempo,
fluctia de un estado sin entrelazamiento a uno con entrelazamiento maximo, como se puede observar en
la figura 4.3.

Encontramos que ademas de la fuerte dependencia de las condiciones iniciales con las que se prepara al
sistema que, la frecuencia de transicion de estados § = E, —w_ juega un papel importante al momento de
generar estados entrelazados, ya que al aumentar el campo magnético externo diluimos el entrelazamiento
como se observa en la progresion de figuras 4.3. Tenemos dos posibles escenarios no excluyentes, visto
desde el punto de vista de los estados disponibles de energia podemos pensar que el desdoblamiento de las
bandas distribuye la probabilidad de los estados de méaximo entrelazamiento, y en segunda instancia un
campo magnético intenso afectaria de tal forma al espin del electréon que lo mantendria bajo una misma
polarizacién durante todo el experimento. En otras palabras el estado de espin no evolucionaria como se
observa en la grafica 4.3(e).

En la figura 4.3 podemos observar que en intervalos intermitentes de tiempo se genera un estado maxi-
mamente entrelazado, sin embargo, esta condicién inicial genera una serie de cuatro estados maximamente
entrelazados distintos, cada uno generado a intervalos de tiempo distintos pero todos recurrentes a lo largo
del tiempo, los estados estan senalados en 4.3(a) con dobles flechas, los estados por orden de aparicién

son:
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RESULTADOS.

Cyls|

Cylsl

Cylsl

Cyls|

05

10

08l

06

04
2

(c) £6 =2

Cylsl

) +6 =100

(e

1 estado

4n inicia

7

Evolucién de la concurrencia(rojo punteado) y los coeficientes de Schmidt(azul). Bajo una condici
base del pozo de potencial y espin hacia abajo. En cada grafica (a), (b), (c), (d) se muestra una progresién de § = E, — w_

Figura 4.3

medida que se incrementa el campo magnético externo el entrelazamiento se ve diluido y para campos muy grandes (e) podemos

y como se puede observar el entrelazamiento se diluye conforme mayor sea esta cantidad, esto lo podemos entender ya que a
decir que no existe una coherencia cudntica.

to)) = s+ Hltn+1),

(

[T (t1)) = 5 |4 n) +
[O(t2)) = 5[4 n)
W (ts)) = J5 b ) —

| ¥

(4.15)

Tn+1),
[Tn+1),

ﬁ

G

[tTn+1).

\%
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Estos estados nos recuerdan mucho a los estados de Bell, pero presentan fases complejas en los estados
con espin hacia arriba. Adn con esas fases podemos asegurar que son estados méaximamente entrelazados
del sistema.

En particular este caso nos permite hacer una comparacion cualitativa de la Concurrencia y los Coe-
ficientes de Schmidt. Hay que recordar que la concurrencia no estd definida para sistemas de més de dos

estados; sin embargo, el sistema estd restringido, por lo que hablar de Concurrencia es aplicable.

4.1.1. Otras condiciones iniciales.

FEn las siguientes secciones se veran tres casos recurrentes con variaciones en la cantidad de estados
disponibles en el punto cuantico, ademas, consideramos como condicién inicial espin fijo y espin super-

puesto.

= Estado Base.
= Estado Superpuesto.

= Estado Coherente.

En el primero (Estado Base) nos referimos al estado que tiene al electrén confinado en el primer estado
del punto cudntico (el estado base de ocupacién). En el segundo (Estado Superpuesto) estudiamos una
superposicion en los estados de ocupacién del punto cudntico, suponiendo que inicialmente todos los
estado de ocupacién disponibles tienen la misma probabilidad de alojar el electrén. En el tercero (Estado
Coherente) estudiamos un estado cuya distribucién de probabilidad de ocupacién estd dada por

2
jof? Ja ™

Co = (nla)* = e )

n!

con esto tratamos de representar algo similar a los estados coherentes de la 6ptica cudntica. Identificamos

a la ecuacién anterior como la distribucién de Poisson, centrada en n ~ |a|? con ancho |al.

También presentamos los resultados en forma de histogramas, con los cuales intentamos describir cual
estado o bien qué clase de estado se estd generando. Es decir, podria tratarse de un estado entrelazado con
la probabilidad distribuida en todos los estados de ocupacién disponibles, o bien la probabilidad confinada
a sélo algunos estados. El cédigo de colores y lineas en las barras? del histograma corresponden a:

= Coeficientes de ay, con espin |]) color: gris (continua)

= Coeficientes de by, con espin |1) color: verde (discontinua)

2La magnitud de las barras nos indica cual es el valor de los coeficientes correspondientes a cada estado de ocupacién. Es
posible corroborar la normalizacion de los coeficientes haciendo una suma de las amplitudes de todas las barras involucradas
para cualquier tiempo fijo.
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Caso: Hy ® Hs.

En esta subseccion se estudia el comportamiento del sistema con tinicamente tres estados disponibles

en todo el punto (n = 3). Se supuso que siempre se encuentra bajo condicién de resonancia (6 = 0).

Estado Base

Consideremos un estado donde el electrén se encuentra localizado en el estado base de ocupacion del

punto cudntico (Cy = 1) con una polarizacién de espin totalmente hacia abajo (a =1 b= 0),

[0) = [4,0)

La dindmica de entrelazamiento la observamos en la figura 4.4, donde inmediatamente se ve una
similitud del comportamiento mostrado en la evolucién de los coeficientes de Schmidt |S| de 4.4.(a) con
los del caso base de la seccién anterior mostrado en la grafica azul de la figura 4.1.a), encontramos que los
primeros cuatro minimos de los coeficientes de Schmidt se generan a los tiempos t; =0.1963, to =0.5890,
ts =0.9817, t4 =1.3744. Las otras dos figuras en 4.4.(a) son las probabilidades de encontrar al espin con
polarizacién hacia arriba (P, ) y abajo (P,,) donde claramente se observa el desfase que posee cada
uno y céomo este desfasamiento propicia en intervalos regulares la generacién de estados maximamente
entrelazados (minimos en [S]).

Para aclarar esto ultimo anexamos el histograma de la figura 4.4.(b) donde se muestra la probabilidad
de encontrar al estado con polarizacién hacia arriba (verde, discontinua) o hacia abajo (gris, continua) al
tiempo fijo t; =0.1963. El estado que se forma a este tiempo es: |[1)(t1)) = % I4,0) — ﬁ I, 1), que es un
estado de Bell.

Ahora bajo el mismo estado consideremos que la polarizacién del espin se encuentra inicialmente

diluida en los dos estados posibles, es decir, se encuentra en una superposicién

1
V2

La evolucién de esta condicién se muestra en la figura 4.5.(a), inmediatamente se aprecia que ya no

o) = | = +1),0).

se generan maximos de entrelazamiento (minimos en los coeficientes de Schmidt |S|) y esto lo podemos
extraemos de las graficas de las probabilidades, ya que mientras que la probabilidad de encontrar al espin

hacia arriba realiza oscilaciones de amplitud % la de espin hacia abajo realiza media oscilacion %, lo que
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Figura 4.4: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|S]|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia abajo
(Pa,,) o arriba (P, ) como funcién del tiempo, la gréfica muestra a un electrén inicialmente en el mismo estado con espin hacia
abajo y localizado en el estado base del punto cudntico, se considera que hay 3 estados disponibles en el punto cuéntico y se
encuentra en condicién de resonancia ¢ = 0. (b) Histograma del primer estado maximamente entrelazado generado al tiempo
t1 =0.1963, donde la barra gris (continua) corresponde a la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo (Pa,, ),
mientras que la barra verde (discontinua) corresponde a la probabilidad de encontrar al electrén con espin hacia arriba (P, )
en los 3 estados disponibles.

lleva a estados separables o escasamente entrelazados, por ejemplo: como se muestra en el histograma
4.5.(b) el cual corresponde al primer minimo en |S| al tiempo ¢; =0.1952. Aqui observemos que el estado
generado que tiene la forma | (t1)) = % IT,0)+ ﬁ(u, 0)+|1,1)), podemos pensar en cierto momento que
hay un poco de entrelazamiento entre los estados |],0) y [1, 1), sin embargo, el mayor peso probabilistico

lo tiene un tercer estado totalmente separable |1,0).
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Figura 4.5: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|.S]) y las probabilidades de encontrar al espin hacia abajo
(Pa,,) o arriba (P, ) como funcién del tiempo, la grafica muestra a un electén inicialmente con espin superpuesto hacia arriba
1 1

b= ﬁ) y abajo (a = ﬁ) y localizado en el estado base del punto cudntico, se considera que hay 3 estados disponibles en el

punto cuéntico y se encuentra en condicién de resonancia ¢ = 0. (b) Histograma del primer estado méximamente entrelazado
generado al tiempo ¢1 =0.1963, donde la barra gris (continua) corresponde a la probabilidad de encontrar el electrén con espin
hacia abajo (Pa, ), mientras que la barra verde (discontinua) corresponde a la probabilidad de encontrar al electrén con espin
hacia arriba (P, ) en los 3 estados disponibles.
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Estado Superpuesto

Bajo esta condicién inicial suponemos que la amplitud de probabilidad de ocupacién de los tres estados

es la misma (C), = %) mientras que la polarizacién de espin estd fija hacia abajo (a =1, b = 0),

o) = Z \/m

La evolucién de entrelazamiento bajo este estado se muestra en la figura 4.6.(a). Analizando la estruc-
tura de la gréafica de |S| vemos cémo sobre el tiempo posee una envolvente que la lleva a generar estados
con alta coherencia cuantica, aunque no maximamanete entrelazados.

Observemos también que la evolucién de los estados de espin hacia arriba (b,) y abajo (a,) tienen
una estructura similar, con oscilaciones repentinas bien marcadas sin repeticién aparente.

Para observar el tipo de estados que se generan nos apoyamos en el par de histogramas: el primero,
imagen 4.6.(b), muestra el estado que se genera a un tiempo t; =4.7550. Salta a la vista el hecho de
que haya un entrelazamiento (|S| ~0.0117) entre estados que no son inmediatos, esto es, el estado base
(]0)) y el segundo estado excitado (|2)). El estado generado tiene una forma |¢(t1)) ~ v/0.3237(|],0) +
[1,2)); el segundo, figura 4.6.(c), muestra el estado generado al tiempo to =26.2429 (|S| ~0.0135). Este
estado posee contribuciones de los tres estados disponibles obteniendo la forma |1 (t2)) =~ /0.2656 ||, 0) +
V0.1686 |1, 1) + v0.3107 1, 1) + v/0.2842 |, 2) + V0.1706 |1, 2).

Los estados que se generan ya no poseen una estructura sencilla como en la seccién anterior, vemos que
la informacién temporal que aportan a, y b, ya no es suficiente para evidenciar los estados generados ya
que estos se distribuyen rapidamente entre los estados de ocupacién. Hay que notar que el entrelazamiento
al tiempo t1 sucede entre dos estados de ocupacion no inmediatos, lo cual evidencia un acoplamiento entre
estados energéticos no inmediatos.

Estudiemos la misma condicién inicial pero con el espin del electrén superpuesto,

[vo) =

(|downarrow|

N=2
f )+ M) @ Z Ji
Podemos observar su evolucién en la figura 4.7 donde una vez més no se generan estados con maximo
entrelazamiento como se puede ver en la figura 4.7.(a).
Notemos el hecho de que la amplitud de probabilidad de encontrar al espin hacia arriba b,, se mantenga
constante en %, mientras que la probabilidad de encontrar al espin con polarizaciéon hacia abajo se mantiene

oscilante a lo largo del tiempo, vemos que la informacién que arrojan estos dos comportamientos ya no
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Figura 4.6: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|S]|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia abajo
(Pa,,) o arriba (P, ) como funcién del tiempo, la gréfica muestra a un electrén inicialmente el mismo estado con espin hacia
abajo y localizado en el estado base del punto cudntico, se considera que hay 3 estados disponibles en el punto cuéntico y se
encuentra en condicién de resonancia ¢ = 0. (b) Histograma un primer estado entrelazado, generado al tiempo ¢, =4.7550 y (c)
Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =26.2429, donde las barras grises (continuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo (P, ), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar al electrén con espin hacia arriba (P, ) en los 3 estados disponibles.

es suficiente para concluir sobre los estados entrelazados ya que se pierde la nocion sobre los estados en
los cuales se encuentra el electrén con estas polarizaciones®.

Concentrémonos ahora en el histograma de la figura 4.7.(b) que corresponde al estado generado al
tiempo t1=6.2954 (|S| ~0.0229). Este tiene una forma |t)(t1)) ~ %(H) ®(]0)+ 1) +1]2))) + %(H) ®(]0) +
1)) ++/0.1452 |}, 2), o bien, para que sea evidente la forma mostrada en la figura 4.7.(a), reescribimos el

estado anterior como [¢(t1)) ~ Lz M ® %(\O} +11)+12)) + %(H} ® (]0y+1))) +v/0.1452 |}, 2). Ahora es

claro ver que esta condicién arroja estados semi-entrelazados a lo largo de los tres estados de ocupacion.

3Si solo poseemos la gréfica 4.7.(a), podriamos concluir que los resultados numericos son falaces, ya que al no haber
variacién en el tiempo de uno de los estados implica separabilidad en todo momento (es decir, no entrelazamiento), sin
embargo hay que recordar que esto es la probabilidad total y ademds no es nula por lo que estd puede estar distribuida en
los tres estados disponibles sin ningin problema
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Finalmente estudiemos el estado generado al tiempo t2=25.9088 (|S| ~0.04386) mostrado en la figura

4.7.(b), este estado tiene una forma muy similar al anterior, que es de esperarse ya que se mantiene la

polarizacién de espin hacia arriba constante a lo largo del tiempo, [¢(t2)) ~ == 1) ® %(!(D +1]1) +12)) +

V2
L (1) @ (10) + 1)) + VOIITT |1.2).
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Figura 4.7: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|.S]) y las probabilidades de encontrar al espin hacia abajo
(Pa,,) o arriba (Pp,) como funcién del tiempo, la gréifica muestra a un electrén inicialmente con espin superpuesto hacia arriba

b= \}5) y abajo (a = %) y localizado en el estado base del punto cudntico, se considera que hay 3 estados disponibles en

el punto cuédntico y se encuentra en condicién de resonancia § = 0. (b) Histograma un primer estado entrelazado, generado al
tiempo t1 =6.2954 y (c) Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =25.9088, donde las barras grises
(continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo (Pq,, ), mientras que las barras verdes
(discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrén con espin hacia arriba (P, ) en los 3 estados disponibles.
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Estado Coherente

Imaginemos ahora un estado inicial bajo una distribucién tipo Poisson y con el espin del electrén

polarizado totalmente hacia abajo,

‘ =e ‘a|2 Z H,,

La evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|.S|) se muestra en la figura 4.8.(a). A lo largo
del tiempo genera estados con alto grado de entrelazamiento.

Una vez mas los histogramas ayudan para observar los estados generados. El primero, mostrado en
la figura 4.8.(b) son las probabilidades* de encontrar al espin hacia arriba o abajo en cada uno de los
estados de ocupacion.

Tenemos que al tiempo t1=18.6719 (|S| ~0.1300) se genera un estado de la forma [¢(¢;)) =~ 1/0.3492 |}, 0)+
v0.2576 [1) @ (|1) +12)) ++/0.0459 ||, 1) +1/0.0624 ||, 2). Como se aprecia, posee una contribucién de cada
estado de ocupacién y observamos que una parte del estado generado es separable con respecto al espin
hacia arriba.

Un segundo histograma (figura 4.8.(c)) corresponde al estado generado en t9=26.8629 (|S| ~0.0080).
Este tiene una forma |1 (t2)) &~ v/0.3904 |}, 0)4++/0.2164 |1, 1)++/0.0491 ||, 1)++/0.2563 |1, 2)++/0.0438 ||, 2),
y encontramos una contribucién en cada uno de los estados de ocupacion.

Probemos ahora con la condicién inicial del espin superpuesto (a = b = %)

—la\
¥(0)) = f(|¢| +11) @Z

En la figura 4.9.(a) se aprecia la evolucién de los coeficientes de Schmidt (|S|) para este estado. Bajo
esta condicién no se generan estados méaximamente entrelazados, pero notamos la presencia de fases
complejas en los coeficientes para encontrar al espin hacia abajo (a,) o arriba (b,) lo que complementa a
nuestro histograma de la figura 4.9.(b) que nos muestra que el estado generado en ¢;=17.2638 (|S| ~0.2565)

tiene la forma

4Para mantener la normalizacién de los estados de ocupacién, utilizamos el pardmetro de repeticién de evento como
3-2 _ 1

="
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Figura 4.8: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|S]|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia abajo
(Pa,,) o arriba (P, ) como funcién del tiempo, la gréfica muestra a un electrén inicialmente el mismo estado con espin hacia
abajo y localizado en el estado base del punto cudntico, se considera que hay 3 estados disponibles en el punto cuéntico y se
encuentra en condicién de resonancia § = 0. (b) Histograma un primer estado entrelazado, generado al tiempo t; =18.6719 y (c)
Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =26.8629, donde las barras grises (continuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo (P, ), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar al electrén con espin hacia arriba (P, ) en los 3 estados disponibles.

[Y(t1)) ~

—(0.3962 + i0.4073) |, 0) + (—0.3850 + 0.3922) |1, 0) +

4+ (—0.2354 +0.2968) |1, 1) — (0.2493 + i0.2999) |1, 1) +

+(0.1288) |1, 2) + (—0.0618 + i0.2044) |1, 2) .

En general se aprecia el hecho de que al incrementar un solo estado al sistema, amplia la gama de

estados entrelazados que se generan, siendo estados tipo Bell los de mayor entrelazamiento cuantico (hasta

ahora).
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Figura 4.9: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y los coeficientes para encontrar al espin hacia abajo
(an) o arriba (bn) como funcién del tiempo, la grafica muestra a un electén inicialmente distribuido en los estados de ocupacién
del punto con espin diluido hacia abajo (a = 1 ) y arriba (b = i), se considera que hay 3 estados disponibles en el punto

V2 V2

cuédntico y se encuentra en condicién de resonancia § = 0. (b) Histograma un estado entrelazado generado al tiempo t; =17.2638
donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo (Pq,, ), mientras
que las barras verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrén con espin hacia arriba (P, ) en los
3 estados disponibles.

Caso: Hy ® Hsg.

Proseguimos con el estudio de este sistema para las mismas condiciones presentadas anteriormente

pero ahora incrementando el nimero de estados disponibles en el punto cuantico a treinta.

Estado Base.

Nuestro caso base sucede cuando el electrén se encuentra localizado en el estado base del punto

cudntico con una polarizacién totalmente abajo,

Y0) = [1,0) .

Observamos en la figura 4.10.(a) el mismo comportamiento que analizamos en la seccién anterior, por
lo que podemos concluir inmediatamente que no importa el nimero de estados disponibles en el punto
cudntico, siempre que partamos de el estado base, el sistema no tiene energia suficiente para pasar mas
alla del primer estado excitado, este salto lo podemos atribuir al desdoblamiento de energias que como
tal propicia un entrelazamiento hibrido entre los primeros estados del punto y el espin del electron.

Como los coeficientes de Schmidt no proporcionan informacién sobre los estados que se estan gene-
rando, podemos inferir en base al histograma 4.10.(b) que el estado que se genera posee las caracteristicas

de un estado de Bell, o sea, el sistema se comporta como si sélo tuviera dos estados disponibles en todo
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Figura 4.10: a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia
abajo (Py,,) o arriba (P, ), como funcién del tiempo, la gréfica muestra a un electén inicialmente en un estado con espin hacia
abajo y localizado en el estado base del punto cuéntico, se considera que hay 30 estados disponibles en el punto cudntico y se
encuentra en condicién de resonancia § = 0. Hay que notar que no existe diferencia entre el comportamiento del entrelazamiento
para el sistema restringido a dos estados disponibles en el punto cudntico con respecto a que hay 30 estados disponibles en
el mismo, podemos entender esto como que no hay mecanismo de transicién de estados superiores en el sistema, id est, no
hay fluctuaciones en la energia del sistema. b) Histograma del primer estado méximamente entrelazado, generado al tiempo
t1=0.19634 donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo
en los 30 estados disponibles Pg,,, mientras que las barras verdes (discontinua) corresponden a la probabilidad de encontrar al
electrén con esin hacia arriba en los 30 estados disponibles Py, .

el sistema. Al tiempo t; =0.1963 se genera el estado

1 i
V2l Ve

Realizamos el mismo andlisis para los siguientes minimos del la figura 4.10(a) y encontramos histogra-

W)(tl» ~ H/v 0> |T71> :

mas idénticos, lo cual no significa que siempre se genera el mismo estado entrelazado, sino que pudieran
generarse otros con fases complejas, que de hecho son los mismos que se generan en la figura 4.3 de la
seccion Ho ® Ho.

Continuando con el andlisis de un estado inicial similar al anterior, donde inicialmente el electrén se
encuentra localizado en el estado base del punto cudntico pero esta vez el espin de electrén se encuentra
diluido en =
V2’

1
V2

Tenemos el estado base ocupado en la figura 4.11.(a). Observemos que bajo la condicién de resonancia

o) = | = +1),0).

§ = 0 encontramos que los coeficientes de Schmidt |S|? se mantienen confinados cerca del maximo, esto
es, no se generan estados con fuerte entrelazamiento.

Encontramos del histograma presentado en 4.11.(b) que el estado que se genera en uno de los minimos
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Figura 4.11: (a) Evolucién de los coeficientes de polarizacién de espin existe uno dominante a lo largo del tiempo (|1)) lo que
no propicia una generacién de estados plenamente entrelazados, pese a estar bajo la condicién de resonancia, que es lo que nos
indican los coeficientes de Schmidt |S|. (b) El histograma muestra que pese a haber 30 estados disponibles la probabilidad de

ocupacion solo se confina a los primeros dos estados.

de los coeficientes de Schimidt al tiempo t; =0.1957 tiene la forma:

[Y(t1)) =~

L
Vi

(!¢,0>—NT,1>)+%\T,0>-

Si nos concentramos en el primer término vemos que el sistema posee un ligero entrelazamiento, pero

se ve apantallado por la componente separable de mayor peso |1,0).

En general podemos decir que existe una ligera transferencia de informacion entre los primeros dos

estados. La dindmica de entrelazamiento bajo esta condicién (n=30) es la misma que si estuviéramos

hablando del sistema de dos estados disponibles (n=2).
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Estado Superpuesto.

La figura 4.12.(a) corresponde a la evolucién de un estado inicial con la probabilidad de ocupacién

diluida en todos los estados disponibles del punto C), donde existen 30 estados disponibles en el

\/_7

punto:

N=29

Zm

Observamos que bajo una condicién de resonancia, 6 = 0, los coeficientes de Schmidt |S| muestran

[Y0) =

un comportamiento de muerte y anabiosis® de entrelazamiento inicialmente con largos periodos de poca
coherencia cudntica y conforme evolucionan los estados, su nivel de entrelazamiento incrementa.

La rapida transicion de estados la podemos entender como una consecuencia de que el sistema inicial-
mente estuviese en una superposicién de estados de ocupacién.

En las figuras 4.12.(b),(c) presentamos histogramas para describir los estados con mayor grado de
entrelazamiento que se estdn formando bajo esta condiciéon. Observamos que el histograma 4.12.(b) co-
rresponde a un estado generado al tiempo ¢; =0.2116. Como bien se ve participan los 30 estados involu-
crados, ademés de fases imaginarias. El estado generado se encuentra en el apéndice DS, De igual manera
se describe en el apéndice el estado generado al tiempo t2=7.2649, que es el estado correspondiente al
histograma 4.12.(c).

Con ayuda de los histogramas observamos que donde hay oscilaciones de probabilidad para encontrar
al electrén con espin hacia arriba o abajo 4.12.(a) (e.g., en el rango de tiempo 5-10) es necesario un desfase
en las magnitudes de espin hacia arriba y abajo para proveer un alto entrelazamiento.

Consideramos ahora una condicién inicial similar al anterior en los estados de ocupacién, pero con el

espin del electrén diluido en una superposicién de polarizacién arriba y abajo con la misma probabilidad

(a=8=2),

[vo) =

En la figura 4.13.(a) podemos ver cémo los coeficientes de Schmidt presentan oscilaciones muy répi-
das sujetas a una envolvente que toma valores minimos de |S|, lo que implica que conforme evoluciona

este estado incrementa su coherencia cudntica; sin embargo, no se genera un estado con un maximo

°En la literatura: death and revival of entanglement.
5Se omite en esta parte del texto por su magnitud.
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Figura 4.12: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia
abajo (P, ) o arriba (P, ), como funcién del tiempo, la gréfica muestra a un electén inicialmente con espin hacia abajo y
distribuido con la misma probabilidad de localizacién en todo el punto cuantico, se considera que hay 3 estados disponibles en
el punto cudntico y se encuentra en condicién de resonancia § = 0. (b) Histograma un primer estado entrelazado, generado
al tiempo ¢t1 =0.2116 y (c) Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =7.2649, donde las barras
grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo (Pa,, ), mientras que las barras
verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrén con espin hacia arriba (P, ) en los 30 estados
disponibles.

entrelazamiento.

Si determinamos el estado que se genera en el minimo de la figura correspondiente al tiempo t; =27.1434,
obtenemos el histograma mostrado en 4.13.(b). La probabilidad de encontrar el espin polarizado esté dis-
tribuida en todos los estados de ocupacién.”

Lo que llama la atencién de la evolucion de este estado es la probabilidad estacionaria del estado
de espin hacia arriba a lo largo de todo el tiempo. Esto ya lo habiamos tratado en la seccién anterior

y sabemos, con ayuda del histograma, que la probabilidad de estar con espin hacia arriba se encuentra

distribuida sobre todos y cada uno de los estados.

"El estado generado se muestra en el apéndice D por su extension.
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Sin embargo si analizamos un poco mas el estado (ver apéndice D) encontramos que también posee

fases complejas que contribuyen a dar esta apariencia de estado estacionario a lo largo del tiempo.
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Figura 4.13: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia abajo
(Pa,,) o arriba (Pp, ) como funcién del tiempo, la grafica muestra a un electrén inicialmente en un estado superpuesto en espin
y distribuido con la misma probabilidad de localizacién en todo el punto cuédntico y encontrandose en condicién de resonancia
6 = 0. (b) Histograma un estado entrelazado generado al tiempo ¢; =27.1434, donde las barras grises (continuas) corresponden a
la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo (Pa,, ), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar al electrén con espin hacia arriba (P, ) en los 30 estados disponibles.

Bajo esta condicién inicial, el hecho de aparecer el espin con polarizacion fija o superpuesta, afec-
ta a los estados generados, siendo el caso de espin fijo el que genera estados con alto entrelazamiento

cuantico con mayor frecuencia, mientras que el estado con espin superpuesto genera estados con mediano

entrelazamiento durante intervalos de tiempo largos.
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Estado Coherente

Estudiemos ahora al sistema en un estado coherente, id est, los primeros treinta estados disponibles
se encuentran bajo una distribucién tipo Poisson y con el espin del electrén polarizado totalmente hacia

abajo.

N=29 n
a2
(0)) = e7l°" Y 7 M)
n=0 n:
Observamos un caso donde la variable aleatoria de Poisson «, = N\/—)\Ar, esto es, hacemos que converja

a una distribucion normal para valores grandes de A,, donde N es el niimero de estados de ocupacién, y
Az es un valor arbitrario que asignamos para normalizar nuestra distribucion, en este caso elegimos sea
Az = 27. Bajo estos pardmetros encontramos los resultados de la condicién inicial en la figura 4.14.(a).
La evolucion de los coeficientes de Schmidt es aleatoria y sin patrén aparente, pero genera un minimo
en los coeficientes de Schmidt. Este es un estado quasi-maximamente entrelazado. Al tiempo t; =2.5003
(|S] =0.0092), encontramos el estado que se genera en el histograma 4.14.(b), en este no participan més

que los primeros 6 estados disponibles del sistema. Este tiene la forma:

[0(t)) ~  (—0.2222 +0.6750) ||, 0) + (0.4391 + i0.1418) |1, 1) +

0.2809 + i0.4009) |1, 2) + (—0.0190 — i0.0122) |1, 3) +

(
+
+  (—0.0067 +1i0.1963) |1, 3) + (—0.0367 + i0.0450) |1, 4) +
4+ (—0.0054) |1, 5) .

En este mismo esquema, imaginemos que estamos bajo nuestra distribucién normal y pensemos que

tenemos el espin del electron superpuesto con la misma probabilidad de encontrarlo hacia arriba o hacia

abajo (¢ = b = ). En la figura 4.15.(a) se muestra la evolucién de los coeficientes de Schmidt bajo

V2
esta condicién. Se observa cierta frecuencia de generacién de minimos relativos. En la figura 4.15.(b) se
presenta un histograma de un estado generado al tiempo ¢; =14.9616 (|S| =0.4510). En particular este

estado tiene la forma:

1(t1)) ~  (—0,1593 4 i0,5710) |1, 0) + (0,1888 + i0,5604) |1, 0) +
+ (0,3160 —i0,1168) |1, 1) + (—0,0159 4 i0,3426) |1, 1) +
+ (=0,1301 — i0,0371) |1, 2) + (0,1514) |1, 2) .
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Figura 4.14: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia
abajo (P, ) o arriba (P, ) como funcién del tiempo, la grifica muestra a un electrén inicialmente con espin hacia abajo y
bajo una distribucién de Poisson a lo largo de los estados del punto cuantico, se considera que hay 30 estados disponibles en
el punto cudntico y se encuentra en condicién de resonancia § = 0. (b) Histograma un estado entrelazado generado al tiempo
t1 =2.50038, donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo
(Pa,,), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrén con espin hacia
arriba (P, ) en los 30 estados disponibles.
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Figura 4.15: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|.S|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia abajo

(Pa,,) o abajo (P, ), como funcién del tiempo, la gréfica muestra a un electén inicialmente el mismo estado con espin en una

superposicién y bajo una distribucién de Poisson a lo largo de los estados del punto cudntico de forma normal a = 3(3/;%7, se

considera que hay 30 estados disponibles en el punto cudntico y se encuentra en condicién de resonancia é = 0. (b) Histograma un
primer estado entrelazado, generado al tiempo ¢t1 =14.9616, donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de
encontrar el electrén con espin hacia abajo (P, ), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad
de encontrar al electrén con espin hacia arriba (Pp,, ) en los 30 estados disponibles.

Una vez mas se aprecia que bajo la condicién resonante normalizada, la distribucién confina en los
primeros estados de ocupacién.

El grado de entrelazamiento de los estados generados a lo largo del tiempo es muy bajo como se puede
observar en la figura 4.15.(b).

A continuacién estudiemos de nuevo el caso base con espin totalmente polarizado, sélo que con la
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variable aleatoria de Poisson fija en @ = 3. Esto no garantiza una normalizacién completa de los estados
de ocupacién, pero podriamos decir que es una buena aproximacién (con un error del 2.77x1076 %). La
razon de elegir ese valor en particular, es por que es bastante recurrente en la literatura (también o = 4).

Encontramos en la figura 4.16.(a) que la evolucién de los coeficientes de Schmidt es muy diferente a
nuestra condicién normalizada. Esta tltima presenta una serie de oscilaciones envolventes y justo en los
graficos de las probabilidades de encontrar al espin hacia arriba y hacia abajo, encontramos las oscilaciones
caracteristicas bajo condiciones similares encontradas en la literatura, solo que en este caso encontramos
las oscilaciones en las probabilidades de polarizacién del espin (a diferencia de la literatura que se presentan
en polarizacién de luz) y la distribucién inicial se considera sobre los estados de ocupacion.

Para estudiar el estado generado, nos apoyamos en el histograma de la figura 4.16.(b). Al tiempo
t1 =4.12026 (]S| =0.0602), el estado generado se omite por brevedad, pero se encuentra una descripcién
grafica en el apéndice D. De la misma forma, encontramos un estado con mayor grado de entrelazamiento
a un tiempo to =11.1919 (|.S| =0.0114), mostrado en la figura 4.16.(c).

Note que la cantidad de estados involucrados para la generacién de estos estados es mucho mayor que
el caso normalizado.

Si fijamos la variable aleatoria de Poisson @ = 3 bajo una condicién similar pero ahora con el espin
superpuesto, encontramos el comportamiento en la figura 4.17. Observamos que conforme pasa el tiempo
el sistema tiende a generar estados con alto grado de entrelazamiento, por ejemplo: un estado generado
al tiempo t; =14.9616 (|S]| =0.3509), encontramos que participan todas las componentes disponibles del
sistema. En el apéndice D, se muestra el histograma del estado con mayor entrelazamiento generado al

tiempo ¢ =29.945 (|.S| =0.0227).

4.1.2. Resumen RWA.

Los coeficientes de Schmidt y la probabilidad de polarizacién del espin probaron ser herramientas
suficientes para encontrar estados entrelazados y su forma respectivamente.

Un requisito para que exista entrelazamiento es que se posea acoplamiento entre pares. Ya sabemos
que los estados de Bell cumplen y son los que poseen mayor grado de entrelazamiento en nuestro sistema;
sin embargo, hay casos en los que participan més de dos estados de ocupacién apareados y también es

posible que quede alguno separable con un peso de probabilidad muy pequeno, por ejemplo:

6(0) = —=(14.0) + ¢ [1,1)) + =

3 \/E(H, 1) +11,2).
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Figura 4.16: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|.S|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia abajo
(Pa,,) o arriba (P, ) como funcién del tiempo, la gréfica muestra a un electrén inicialmente el mismo estado con espin hacia
abajo y bajo una distribucién de Poisson a lo largo de los estados del punto cuédntico, se considera que hay 30 estados disponibles
en el punto cudntico y se encuentra en condicién de resonancia § = 0. (b) Histograma de un primer estado entrelazado, generado
al tiempo t1 =4.121026 y (c) Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =11.1919, donde las barras
grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrén con espin hacia abajo (Pa,, ), mientras que las barras
verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrén con espin hacia arriba (P, ) en los 30 estados
disponibles.

Como se puede apreciar, el primer par de estados se encuentra en superposicién tipo Bell con la pro-
babilidad atenuada y el ultimo par esta en una superposicién separable. Los estados con entrelazamiento
encontrados aqui poseen una estructura semejante a la del ejemplo.

Es posible encontrar el estado que se esté generando, siempre y cuando sea valida la aproximaciéon de
onda rotante. En caso contrario en la siguiente seccion mostramos como trabajar con el sistema completo,

es decir, sin haber despreciado el término de interaccon.
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Figura 4.17: (a) Evolucién temporal de los coeficientes de Schmidt (|.S|) y las probabilidades de encontrar al espin hacia abajo
(Pa,,) 0 abajo (P, ) como funcién del tiempo, la grafica muestra a un electrén inicialmente con espin en una superposicién y bajo
una distribucién de Poisson a lo largo de los estados del punto cuantico con o = 3, se considera que hay 30 estados disponibles
en el punto cudntico y se encuentra en condicién de resonancia § = 0. (b) Histograma de un primer estado entrelazado, generado
al tiempo t; =14.9616, donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrén con espin
hacia abajo (P, ), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrén con

espin hacia arriba (P, ) en los 30 estados disponibles.

4.2.

Tratamiento de un espacio Ho ® H,, & H,,.

En esta seccion nos enfocamos en los resultados obtenidos con el Método de Transformaciones Candni-

cas. Partimos del estado del sistema (3.103) y encontramos para este estado que la componente del vector

de Bloch en x es

donde o, es una matriz de Pauli y |¢(t)) es el estado del sistema, que al sustituirlo obtenemos

la componente y es

donde o, es una matriz de Pauli y |¢(t)) es el estado del sistema, que al sustituirlo obtenemos

la componente z es

Sx(t) =

Se(t) =
1)

+ (anln () +8

Sy(t) =
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(4.18)

(4.19)
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S:(t) = 5 {¢(t)] 6= @ T 1|g(t)), (4.20)

N —

donde o, es una matriz de Pauli y |¢(t)) es el estado del sistema, que al sustituirlo obtenemos

ot + B )@, + B ) -
a4+ B )@, + B0 )+
al oy + B )@, + B ) -
@ 4B+ e ) (@D, + 895, +eDn, )

Se(t) = 3§20 a1 (
(
(
(o

+ (w;”nﬁa“) 5, #8050, )—
(
(n
(

—+

(4.21)

P 87 )+ 87 )+

(3) (3) (2) ) (3)* —&—(5(3)* (2)= )—

—ny nn++6n ny Yn_ ny nn++6n ny

Yony 80 n ) mny + 6600,
donde los coeficientes estan dados por ozgi)m (3.117), flk,)m (3.118), m(Lk)m (3.119) y 5&)% (3.120), con
k=1,2,3,4, que representan las combinaciones formadas al aplicar la perturbacion.

Ahora para obtener una descripcién de la dindmica de entrelazamiento en el sistema perturbado necesi-
tamos calcular la entropia de entrelazamiento que la podemos describir en funcién de las tres componentes

del vector de Bloch,

B(t) = A4 (t) logy My (£) — A_(t) logy A_ (1), (4.22)

donde Ay (t) = 3 (1 + |\/SeS5 + Sy Sy + S5.5%|). Lo que implica que si normalizamos E(t) = 1 = un
estado con entrelazamiento maximo, mientras que E(t) = 0 = entrelazamiento nulo o bien un estado
completamente separable.

En las siguientes secciones consideramos solo las siguientes condiciones iniciales:
» Estado Base (con espin fijo y superpuesto)
» Estado Superpuesto (con espin fijo y superpuesto)

» Estado Coherente (con espin fijo y superpuesto)

Recordemos que se hizo la perturbacién expandiendo en potencias de un parametro que llamamos A.

Primero comparemos nuestros resultados perturbados considerando una perturbacién nula.
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Regresando al caso sin perturbar.

Entonces, si consideramos el caso donde el pardmetro de perturbacion es nulo regresamos a nuestro
caso sin perturbar.

En la figura 4.18 se muestra el efecto de considerar una condicién inicial con A = 0 y un solo electrén
localizado en el estado base del punto cudntico bidimensional, cuando tinicamente existen dos estados

disponibles en el el punto.
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Figura 4.18: Evolucién temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S]?) y la entropia de entrelazamiento E(t) como

funcién del tiempo, para un estado inicial sin perturbar (A = 0) del punto cuédntico, con la probabilidad de encontrar al espin

con polarizacién hacia abajo (a = 1, b = 0) y situado en el estado base de ocupacién, se supuso que existen sélo 2 estados de
ocupacién disponibles en el punto.

Observamos que nuestro estado con el término de perturbacién nulo produce resultados idénticos a
los ya obtenidos anteriormente (sin perturbar), por lo que los estados generados deben ser los mismos (o
muy parecidos).

Recordemos que ahora estamos en en sistema tipo tripartito, pero consideramos un estado de ocupacién
por cada par de grados de libertad |n,m). La otra variante es el cdlculo de la entropia de entrelazamiento

E(t), donde los méximos corresponden a estados con mayor entrelazamiento. Si hacemos una inspeccién

mas cercana, podemos ver cémo es muy parecido a un desfase de |S| en el eje temporal.

Estado Base Perturbado y espin fijo.

Analizaremos el caso con una perturbacion A =0.1, donde el electrén se encuentra localizado en el

estado base

|¢0> = |\L)0a 0>a
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observemos como el sistema evoluciona en la figura 4.19.a) donde se grafica la magnitud del vector de
Bloch (|S]) o bien el coeficiente de Schmidt y la Entropia de entrelazamiento (E). |S| y E presentan
un comportamiento complementario; sin embargo, la entropia de entrelazamiento se ve atenuada y hace
parecer que el sistema genera estados entrelazados durante un periodo continuo. Pero esto no es asi, en la
figura se aprecia que el sistema genera estados con alto entrelazamiento (E = 0, i.e., minimos relativos en
|S] y maximos relativos en E). Sabemos que el sistema se mantiene confinado en los primeros dos estados
disponibles del sistema (base y excitado), recordamos que ahora son dos grados de libertad de ocupacion,

por lo que es claro que se trata de un estado tipo Bell de la forma

p(t)) = % (1420 00 + € [, 1, 1)) -

Un resultado similar al obtenido en la secciéon RWA. Pero ahora se puede ver como la perturbacién

propicia a que los estados que no estdn maximamente entrelazados mantengan un valor elevado de esta

propiedad conforme evoluciona en el tiempo.
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Figura 4.19: Evolucién temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S]2) y la entropia de entrelazamiento E(t) como
funcién del tiempo, para un estado inicial perturbado (A =0.1) del punto cudntico con la probabilidad de encontrar al espin
con polarizacién hacia abajo (a = 1, b = 0) y situado en el estado base, se supuso que existen n = 30 estados de ocupacién
disponibles en el punto.

Estado Base Perturbado y espin diluido.

Continuando el anélisis de un estado inicial similar (electrén localizado en el estado base del punto)
bajo una perturbacién (A =0.1). Pero esta vez el espin del electrén se encuentra diluido con probabilidades

b:i):

iguales (a = 7

1
V2’
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o) = [—=(1 +1),0,0).

L
V2
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Seguimos suponiendo que hay 30 estados de ocupacién disponibles en el punto. Observamos en la

figura 4.20 un comportamiento similar en la entropia de entrelazamiento y coeficientes de Schmidt (una

es una reflexién de la otra). En general la dindmica posee mayor grado de correlaciéon cuédntica que la

anterior ya que la entropia de entrelazamiento no llega a ser uno (El caso maximo E =~ .99). Esto ltimo

debido a la naturaleza de nuestro modelo, una ausencia de energia externa que propicie transicién entre

estados con mayor energia. Es decir, los estados que se generan, se encuentran confinados a los primeros

dos estados de ocupacion.

Comparando con los resultados de la condiciéon anterior se aprecia que los estados que no estan

maximamente entrelazados poseen en mayor medida menor grado de entrelazamiento.

Una vez mas los estados generados poseen la estructura:
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Figura 4.20: a) Evolucién temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|?) y la entropia de entrelazamiento E(t) como
funcién del tiempo, para un estado inicial perturbado (A =0.1) del punto cudntico con la probabilidad de encontrar al espin

con polarizacién superpuesta (a = L b=

\/§7
disponibles en el punto.

Estado Superpuesto Perturbado

y espin fijo.

%) y situado en el estado base, se supuso que existen 30 estados de ocupacién

Estudiemos ahora la evolucién del entrelazamiento bajo un estado inicial con la probabilidad de

ocupacién distribuida en todos los estados disponibles del punto C), ,, =

1 .
N Supongamos que existen
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30 estados disponibles en el punto y se encuentran bajo una perturbacién A =0.1, el estado inicial tiene
la forma

N,M=29

o) =1 @ Y

m,n=0

1
VN +1)(M+1)

(In,m)).

En la figura 4.21.(a) se muestra la evolucién temporal de los estados entrelazados. Observamos una vez
mas una reflexion de los coeficientes de Schmidt con respecto a la entropia de entrelazamiento, pero
esta dltima se encuentra desplazada y con amplitud atenuada. En general este estado inicial propicia un
alto grado de entrelazamiento, ya que después de los primeros 2 ciclos (temporales), mantiene una alta
estabilidad en el grado de entrelazamiento.

En los gréficos de densidad 4.21.(b), (c¢) y (d) observamos tres estados a distintos tiempos, los primeros
to =0.0001 y t; =1.2022 estan en el area de las oscilaciones con mayor amplitud. Note como las franjas
son una el negativo de la otra (como debe de ser). Es atin méas notable el hecho de que se formen franjas
bien definidas, lo que indica que al menos en los primeros dos ciclos el grado de libertad m mantiene
la superposicién en la que se inicia. Pero después se estabiliza en estados del tipo 4.21.(d) los cuales se
aprecian un tanto mas intrincados, este presenta oscilaciones que representan los estados cuyo coeficiente
de Schmidt es |S| ~0.25 o bien una entropia de entrelazamiento E ~0.95, mientras que en 4.21.(b) se
genera un estado con F ~0.58 y en 4.21.(c) E ~0.90.

La rapida transicién entre estados (con respecto a las condiciones anteriores) la podemos entender como

una consecuencia de que el sistema inicialmente estuviese en una superposicién de estados de ocupacién.
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Figura 4.21: a) Evolucién temporal de la magnitud del vector de Bloch (]S|?) y la Entropia de Entrelazamiento F(t) como
funcién del tiempo, para un estado inicial perturbado (A = 1) del punto cudntico con la probabilidad de encontrar al espin con
polarizacién hacia abajo (a = 1, b = 0) y bajo un estado superpuesto de todos los estados de ocupacién, todos con la misma
probabilidad, se supuso que existen n = 30 estados disponibles en el punto. b) Diagrama de densidad de un estado generado a
un tiempo tg =0.0001, ¢) Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo ¢; =1.2022, d) Diagrama de densidad de
un estado generado a un tiempo to =6.6123. En los diagramas las regiones claras corresponden a la probabilidad de encontrar
el espin con polarizaciéon hacia abajo y las obscuras hacia arriba.

87
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Estado Superpuesto Perturbado espin superpuesto.

Estudiemos un caso similar al anterior pero con el espin del electrén superpuesto, el estado inicial es

N,M=29

1

Z VN +1)(M +1)

(In, m}).

|tho) = \f (H+1))

En la figura 4.22.(a) observamos un comportamiento similar al anterior pero con una mayor frecuencia
en la transicién de estados. En general el sistema permanece con largos periodos de alto entrelazamiento,
como se infiere de ver la entropia de entrelazamiento y los coeficientes de Schmidt, estos poseen una ligera
curvatura a lo largo del tiempo (tipo envolvente) en el intervalo temporal [6,8] justo en una serie de
oscilaciones pronunciadas.

Una vez mas podemos asociar la rapida transicion de estados a el hecho de estar en una superposicion
de los estados de ocupacién, como se observa en las figuras 4.22.b), ¢) y d) que son graficos de densidad
que muestran los estados generados a los tiempos tg =0.2123, t; =6.6899 y to =7.6190 respectivamente,
en general vemos que los estados generados tienen una participacén de los 30 estados de ocupacion e
inicialmente (t9 =0.2123) estan estas franjas bien pronunciadas, pero después de un tiempo justo antes de
entrar a la segunda zona de batimiento a t; =6.6899 encontramos un estado muy similar al presentado en el
caso anterior (4.21.d), y al tiempo to =7.6190 que es dentro de la segunda zona de batimiento encontramos
un estado muy parecido pero desplazado a lo largo del grado de libertad m por una configuracién de franjas
cuasi rectas.

Esta vez los estados generados poseen ain mayor entrelazamiento cuantico con una entropia de en-
trelazamiento F ~0.995, i.e., casi médxima y con una participaciéon de todos los estados disponibles en el

punto cuantico.
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Estado Coherente Perturbado y espin fijo.

Imaginemos ahora que tenemos un estado coherente, es decir, las componentes de ocupacién se en-
cuentran bajo una distribucion tipo Poisson y con el espin del electron polarizado totalmente hacia abajo,

simbdlicamente el estado inicial es

N,M=29

() =e o 3y 2

n,m=0

n-+m

n'm' |\l/7 n? m> )

donde o« = 3 y existen treinta estados de ocupacion.

Observamos en la figura 4.23.(a) que la dindmica de entrelazamiento bajo esta condicién inicialmente
se encuentra en un estado de minimo entrelazamiento (E ~ 0). Inmediatamente en cuanto evoluciona se
generan otros estados con maximos relativos de entrelazamiento (todos los estados poseen en promedio
un valor de E ~0.995).

Se observan las oscilaciones caracteristicas de un estado coherente y pareciera que la simetria del
sistema ademd&s de propiciar una elevada frecuencia transicién de estados también induce oscilaciones
cuya envolvente parece ser una Gaussiana. Estas se observan en el intervalo de tiempo [0,1] y [4,6]. En el
grafico de densidad 4.23.(b) se presenta el estado generado al tiempo tg =0.7050 (E ~0.995), note como
en este instante no participan més de 15 estados de ocupacién (m,n) centrados en el punto (7,, 7).

Al analizar otros dos estados, uno antes de entrar en la zona de oscilaciones caracteristicas 4.23.(c) a
to =3.5093 (E ~0.995), y el otro ya adentrado en la segunda zona de oscilaciones 4.23.(d) a tg =6.2196
(E ~0.995),8 el sistema muestra una serie de estados con méxima entropfa de entrelazamiento y en general
posee alto entrelazamiento a lo largo del tiempo. Como se aprecia en los gréficos de densidad 4.23.(b),
4.23.(c) y 4.23.(d), los estados que participan se encuentran en una regién de radio r = 8 y centrada en

(~ 8,7 8).

8Elegimos este estado dltimo por ser un minimo en los coeficientes de Schmidt.
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Estado Coherente Perturbado y espin superpuesto.

Analizando otra condicién inicial similar, una distribucién tipo Poisson y con el espin del electrén en

una superposicion de su polarizaciéon hacia arriba y abajo iguales, simbdlicamente el estado inicial es

6(0)) = e~ (11 + 1)) NM229 o — [n,m).
\/7 n,m=0

Como se observa en la figura 4.24.(a) bajo esta condicién inicial la evolucién de los coeficientes de
Schmidt y la entropia de entrelazamiento muestran un comportamiento similar a la condicién inicial
pasada cuando el espin del electrén se encuentra fija. Salvo por las pequenas gaussianas que se forman en
las oscilaciones caracteristicas del estado pasado.

Analizamos los estados generados a los tiempos tg =0.5145 (E =0.8994), t; =4.8648 (£ =0.9201) y
to =9.8466 (E =0.9476) correspondientes a las figuras 4.24.(b), (c¢) y (d). Para el tiempo ty encontramos
pequenos modos gaussianos achatados centrados en (8, 8,,) para el caso de espin hacia arriba, y (10, 10,,)
abajo. Los siguientes estados muestran una diferencia bastante marcada, como se aprecia de los coeficientes
de Schmidt los estados generados poseen alto entrelazamiento, sin embargo, no es tanto como el presentado
por el caso anterior. La estructura que presentan estos ultimos dos estados (c) y (d), se asemeja a lo que
podemos visualizar como medio modo Laguerre-Gauss centrado en (10, 10,,) para ambos coeficientes de
espin arriba y abajo.

Al comparar los gréaficos de densidad de esta seccién con la anterior observamos que en ambos se
genera algo similar al caso anterior pero esta vez en la regién del estado coherente oscilaciones de espin
localizadas en (=~ 9,,,~ 9;,). Entendemos que esto se debe a la eleccién de un valor fijo de . Si deseamos

que los estados generados se encuentren centrados en algtin otro punto bastara variar este pardmetro.
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4.2.1. Resumen MTC.

Por medio del uso de la Entropia de entrelazamiento nos ayudamos a encontrar los estados con
mayor entrelazamiento; sin embargo, la estructura de los mismos no fue posible plasmarla explicitamente.
Optamos por plasmar los estados en diagramas de densidad de ocupacién. A partir de estos diagramas
podemos inferir el nimero de estados que participan para formar estados entrelazados.

En la primer condicién inicial sélo participan dos estados de ocupacién por lo que los estados poseen
una estructura similar a los casos sin perturbar.

Para la condicidén inicial de un estado superpuesto. Se aprecia una participacién de todos los estados
en todo momento. Aqui se aprecian estados con alta coherencia y nulo o muy poco entrelazamiento.

En cambio para la condicén inicial coherente. Se observa una estructura diferente para estados alta-
mente entrelazados. Esta presenta confinamiento en un radio de dieciséis estados de ocupacién centrados

en ( 9,, 9,) y con una distribucién similar a modos Gaussianos.

4.3. Discusién.

Si comparamos los estado iniciales confinados con respecto a los extendidos dan mayor entrelazamiento,
siendo ideales para generacion de entrelazamiento.

Pareciera que los estados con alto grado de entrelazamiento son aquellos que mantienen correlaciones
complejas entre pares de estados inmediatos.

También encontramos que algunos de los estados entrelazados que se estan generando en el sistema
involucran superposicéon entre estados de ocupaciéon no inmediatos, e.g., superposiciones entre el tercer
estado y el décimo sexto estado de ocupacion.

En general sabemos que los estados iniciales determinan la dindmica del sistema, ademads existe una

relaciéon por determinar entre el entrelazamiento y la magnetizacion intrinseca.
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Figura 4.22: Evolucién temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|2), sus componentes y la Entropia de Entrelazamiento
E(t), como funcién del tiempo, para un estado inicial perturbado (A =0.1) en un punto cudntico con la probabilidad de encontrar
al espin en una superposicién (a = %, b= L) bajo un estado superpuesto en todos los estados de ocupacién todos la misma

2
probabilidad, se supuso que existen n = 30 o\g;ados disponibles en el punto. b)Diagrama de densidad de un estado generado a
un tiempo tg =0.2123. ¢) Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo ¢t; =6.6899. d) Diagrama de densidad de
un estado generado a un tiempo tp =7.6190. En los diagramas las regiones claras corresponden a la probabilidad de encontrar
el espin con polarizacién hacia abajo y las obscuras hacia arriba.
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Figura 4.23: Evolucién temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|?) y la Entropia de Entrelazamiento E(t) como
funcién del tiempo, para un estado inicial perturbado (A =0.1) en un punto cudntico con la probabilidad de encontrar al espin
con polarizacién hacia abajo (e = 1, b = 0) bajo un estado de ocupacién coherente, se supuso que existen n = 30 estados
de ocupacién disponibles en el punto. b)Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo tg =0.7050. ¢) Diagrama
de densidad de un estado generado a un tiempo t; =3.5093. d) Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo
ta =6.2196. En los diagramas las regiones claras corresponden a la probabilidad de encontrar el espin con polarizacién hacia

abajo y las obscuras hacia arriba.

(d) t2 =6.2196
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Figura 4.24: Evolucién temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|?), sus componentes y la Entropfa de Entrelazamiento
E(t) como funcién del tiempo, para un estado inicial perturbado (A = 1) del punto cuédntico con la probabilidad de encontrar
al espin con polarizacién superpuesta (a = %, b= L) bajo un estado de ocupacién coherente, se supuso que existen n = 30

V2

estados de ocupacién disponibles en el punto. b)Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo to =0.5145. c)
Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo t1 =4.8648. d) Diagrama de densidad de un estado generado a un
tiempo t2 =9.8466. En los diagramas las regiones claras corresponden a la probabilidad de encontrar el espin con polarizacién
hacia abajo y las obscuras hacia arriba.



Capitulo 5

Conclusion.

Hemos estudiado el modelo de un punto cudntico bidimensional que confina un solo electrén con
interacciéon espin-orbita, enfocindonos en el grado de entrelazamiento que se da entre los grados de
libertad espin y Orbita.

Llevamos acabo dos lineas de trabajo. En la primera estudiamos la dindmica del sistema bajo una
aproximaciéon de onda rotante; para ésto, el sistema que originalmente esta en un espacio de Hilbert
de Hognem lo reducimos a uno de Haog,. Para la segunda estudiamos el sistema completo utilizando el

método de transformaciones candnicas que es un método de perturbaciones.

a) Para la aproximacién de onda rotante.

Encontramos que la funcién de onda que produce méximo entrelazamiento bajo un estado inicial
es |¢) = ||,0), que es el electrén confinado en el estado base y con polarizacién hacia abajo.
Los estados generados bajo esta condicién son estados de Bell. La condicién inicial del estado de
ocupacién superpuesto muestra una pobre generacién de estados méximamente entrelazados. La
condicién de estados coherentes genera estados con alto grado de entrelazamiento. Estos poseen una

estructura que acopla pares de estados diluidos en una mayor cantidad de estados.

Bajo esta aproximacion encontramos una sensibilidad en cuanto a la evolucién del sistema debida
a los estados iniciales, i.e., encontramos una fuerte dependencia de los parametros iniciales sobre
los estados que puede generar el sistema. Como se ve en el capitulo anterior, ligeras variaciones nos

dan acceso a nuevos estados de ocupacién y por ende potencialmente entrelazables.

Al trabajar los coeficientes de Schmidt en funcién de los vectores de Bloch, nos da indicios de una

posible relaciéon entre el grado de entrelazamiento y la magnetizacién intrinseca del sistema. Esta
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hipétesis es plausible ya que los vectores de Bloch los podemos considerar como vectores de estado

de espin.

b) Para el Método de transformaciones candnicas.

Tenemos un sistema con tres grados de libertad (2 x n x m). Notemos que ain cuando ahora la
portadora del sentido fisico de nuestro sistema es la entropia de entrelazamiento. La entropia es
dependiente de los coeficientes de Schmidt. Por lo que es plausible seguir describiendo la dindmica

de entrelazamiento de sistemas similares pero con méas de dos grados libertad.

Encontramos que la condicién inicial del electrén completamente polarizado y confinado al primer
estado base es la que al evolucionar genera estados con maximo nivel de entrelazamiento,e.g, |[¢)) =
%(M, 0,0) + € [1,1,1)). En el caso de la condicién inicial superpuesta genera estados con mucha
coherencia y poco entrelazamiento, esto se aprecia en los graficos de densidad como patrones de
interferencia. Mientras que la condicién inicial de estados coherentes genera alto entrelazamiento.
En los gréficos de densidad observamos una estructura gaussiana aplastada correspondiente al espin

arriba y abajo. Otros estados que se generan tienen una estructura tipo Laguerre-Gauss.

Bajo el esquema perturbado tenemos que los estados generados se ven afectados por contribuciones

de todos los estados en el punto cuantico y atin asi presentar un alto grado de entrelazamiento.



Apéndice A

Postulados de la Mecanica Cuantica.

Las bases de mecanica cudntica que se requieren para comprender los procesos de la computacién
cuantica se pueden resumir en 4 postulados, dentro de estos postulados se esta asumiendo que el espacio
en donde se representan es en un espacio de Hilbert de dimensién finita.!

Postulado 1. Se asocia a cualquier sistema fisico aislado que es un espacio vectorial complejo con
producto interno (que es, un espacio de Hilbert) conocido como el espacio de estados de el sistema. Este
estado del sistema esta completamente descrito por un vector unitario en este espacio.

Los qubits son el ejemplo de tal sistema. En su realizacién fisica como la polarizacién de un fotén
tenemos dos vectores base: |1) y ||) representando vertical y horizontal respectivamente. En este vector
base polarizado a un dngulo 6 puede ser expresado como cos(8 [<)) — sen(6(7)).

Una propiedad importante de un sistema cudntico es que al multiplicar un estado cuéntico por un
factor unitario complejo (ew) nos arroja el mismo estado complejo. Entonces e 1) v |1) representan
esencialmente el mismo estado.

Notacidén 1. El estado y se denota por |x) es un vector columna, e.g.,

1/2

~.
= %

|X>T = (x| denota el conjugado transpuesto de |x). A partir del ejemplo anterior obtendriamos el

IToda la seccién de Postulados de la Mecénica Cuéntica, se ha tomado de las notas del curso de Computacién Cudntica
en el Departamento de Matematicas del MIT (2003).
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siguiente vector:
< 1/2 %3 0 > :
Es facil verificar que (x|x) = 1 y en general (z|y) < 1.

Postulado 2. La evolucién de un sistema cudntico cerrado esta descrita por una transformacién
unitaria. Si |1)) es un estado a tiempo t y [¢)') es el de un tiempo t’, entonces la relacién entre ambos
estados esta dada por: [¢') = U |¢) para algiin operador unitario U que depende solo de ¢ y t'.

Definiciéon 1. Un operador unitario es un operador lineal que va de vectores unitarios a vectores
unitarios. Para cada v, ()| UTU|¢)) = 1 y con UTU = 1. Donde A' lo denotamos como el operador
adjunto de A, que es el operador que satisface ((az\ AT)T = A|z) para toda x.

Definicién 2. Un operador Hermitiano es un operador que satisface AT = A. Los operadores comtinmen-
te usados sobre qubits son: la matriz identidad (I), matrices de Pauli (0, 0y, o) y la transformada de

Hadamard (Hpq), todas estas descritas como sigue.

01
Oy = Mapea : 10) — [1) A1) — |0);

10
0 —

oy = ( Mapea : 10) — i|1) A1) — —i|0);

t 0

1 0

o, = Mapea : 10) — 0) A1) — —[1);
0 -1

1 L 1 1

Hpoa = 5 o Mapea : 0) = —5(10) + 1)) A1) = 5(10) = [1));

A todos estos operadores mencionados se les conoce también como Compuertas Cuanticas.

El segundo postulado proviene de la ecuaciéon de Shrodinger para sistemas fisicos,

L dlp)

donde H es un operador hermitiano fijo, conocido como el Hamiltoniano de un sistema cerrado.
Postulado 3. Las medidas en mecénica cudntica estdn descritas por una coleccién {M,,} de opera-

dores de medicion. Estos son operadores actuando en un estado del sistema a ser medido. El subindice
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m se refiere a los resultados de medicién que pueden ocurrir en el experimento. Si el estado del sistema
cuéntico es |¢) inmediatamente antes de la medicién, entonces la probabilidad de que resulte m esta dada

por:
M |9)

(] Mk My, 1)

El operador de mediciones satisface la ecuacién de completez,

> MM, =1.
m

La ecuacion de completez expresa el hecho de que la suma de probabilidades sea uno:

S p(m) =3 (] M, My, [) = 1.

m

Podemos ver los siguientes tipos de mediciones. Supongamos que |v1), |v2),...,|4) forman una base orto-

normal. Entonces {M; = |v;) (5|} es una medicién cuantica. Del estado |¢) en esta medicién obtenemos:

|vi) (vil)

|{vil)]

con probabilidad |(v;]4)|%.

Definiciéon 3. Un proyector es una matriz Hermitiana con eigenvalores 0 y 1. El subespacio con
eigenvalor 1 es el subespacio asociado con este operador.

Suponga que S1,S59,...,Sk son subespacios ortogonales que atraviesan el estado. Entonces {F;} es una
medicién cudntica donde P; es el proyector de S;. Podemos escribir |¢)) = aq [11) + ag [the) + - - - + ag |1,
donde |¢)) € S;. Entonces esta medida lleva [¢) a [;) con probabilidad |a;|>.

Postulado 4. El espacio del estado de un sistema cuantico compuesto es el producto tensorial de los
estados de la componente de estado de los sistemas fisicos. Por otra parte, si tenemos sistemas numerados
del 1 hasta n, y el sistema ndmero i esta preparado en el estado [i);), entonces el estado unién del total
de sistemas es [t1) ® [19) @ -+ ® |1hy,).

Definicién 4. Sean S; y S espacios de Hilbert con bases |e1),...,lex) ¥ |f1),---,| fi) respectivamente.
Entonces el producto tensorial de Sy y Sy (denotado por S;®S2) es un espacio de dimensién kl conformado
de todas las combinaciones lineales de todos lo posibles pares de los elementos de las bases originales,

esto es, de {le;) ® |fj)}<p i< ([v) @ [w) se simplifica a menudo |v) [w) o Jvw)). Con una representacién
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matricial mas concreta el producto tensorial de dos vectores es el producto de Kronecker de vectores, por

ejemplo

ot
»%w
%)

|
S

®

4L sk
[N) | L V)
Gl Ul
|
w

kS

El producto tensorial satisface la propiedad de que el producto de dos vectores unitarios es un vector
unitario. Esto se verifica como sigue. Sean |v1) = > a;le;) v |r2) = > bj|fj) dos vectores unitarios,

entonces:
) @ [va) =D aile) @Y bilf;) =Y aibjlei) | f5) -

De aqui entonces,

) @ o) = D bl =Y~ laa® Y 1os1* = o) [[w2)

Otra importante propiedad del espacio del producto tensorial es que contiene vectores que no son

producto tensorial entre ellos. Por ejemplo, puede ser facilmente verificado que el vector

% (lex) If2) — lea) [ £1))

no es un producto tensorial en si mismo. Estos vectores se les llaman “Entrelazados”.



Apéndice B

Analisis del modelo Jaynes-Cummings.

Partimos de tener un dtomo acoplado a un solo modo cuantizado del campo. Sabemos que el Hamil-

toniano de interaccion entre un dtomo y un campo clasico en la aproximacién dipolar esta dado por:

U:—e?.ﬁ,

donde —e 7 es el operador de momento dipolar atéomico y E es el campo eléctrico.

Para un modo del campo Hs = hQs(alas + 1/2) el Hamiltoniano de interaccién se convierte:

v =ha+a)(gor +g°-),

0 1 0 0
donde o4 = yo_ = son las matrices u operadores de cambio de espin (No-

0 0 10

Hermitianos), donde el elemento de matriz del dipolo eléctrico es:

_ bea sen k
g oh 2
Entonces el Hamiltoniano total atomo-campo
1
H= ihw% + hQa'a + hg(aoy +alo_) (B.1)

donde el primer término de la derecha %hwaz corresponde a un Hamiltoniano del sistema de dos niveles

sin perturbar con una frecuencia de transicién w. El segundo término #Qa’a es la energfa de un modo de
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campo con frecuencia © (Hamiltoniano de campo libre sin energfa de punto cero), = iQ(afa + 1/2) ya
que si apagamos el campo 2 = 0 el atomo deja de ser afectado y tiene su energia caracteristica. El tercer

término corresponde a un Hamiltoniano de interaccion o acoplamiento dtomo-campo; donde tenemos que:

» aoy := absorcién de un fotén y excitacién del dtomo del estado base |b) al estado superior |a).

» a'o_ := emisién de un fotén y des-excitacién del dtomo.

Sin pérdida de generalidad para sistemas de dos niveles en reposo, podemos elegir el eje de cuantizacién
atomica tal que el elemento de matriz g € R.

Explicitamente los términos en el Hamiltoniano que oscilen con frecuencias wy, + wg son despreciadas,
mientras que los términos que oscilan con frecuencias wy, — wy se conservan, donde wy, es la frecuencia de
la luz y wqg es la frecuencia de transicion.

El Hamiltoniano toma su forma en el esquema de interacciones, como en cierto sentido en el esquema
de interacciones se puede pensar como si rotara con el Ket del sistema, sdlo aquella parte de la onda elec-
tromagnética que co-rote aproximadamente es conservada; la componente contra-rotada es despreciable.

Sin embargo, estos argumentos no son enteramente validos en el estado sélido, para esto hay que
considerar la evolucién libre (¢ = 0) de los operadores acy y a'o, en el esquema de Heisenberg. Los

operadores de creacién y aniquilacién tienen la dependencia temporal de:

1
a(t) = —=(Qq + ip)e”“*;
() = g (e +p)
al = ;(Qq — ip)etit,
2182

Similarmente los operadores de cambio de espin tienen dependencia temporal de Heisenberg:

o1 (t) = 04 (0)e
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= Evolucionan a Frecuencias 6pticas.

Varian poco en resonancia cercana.

Por lo tanto ao_ y a'o son despreciables en la aproximacién de onda rotante.

Bajo la premisa anterior el Hamiltoniano (B.1) se reduce a:

1
H = Ehwaz + hQa'a 4 hglaoy 4+ a'o_)
| —

Ho Ho (B.Q)
Hamiltonano sin  Hamiltoniano de

perturbar. interaccion.

Del Hamiltoniano sin perturbar vemos que satisface las ecuaciones de eigenvalores:

Ho |¥) = Ep |V)

Hola,n) = (3hwo. + hQala) |a,n) =
1 0 a 10 a
= 1hw ® |n) + hQn ® |n) =
0 -1 0 01 0

— K(% +Qn) |a,n)

Ho |b,n) = (3hwo, + hQala) |b,n) =

[an}
[en}

) 1 0 0 1
= 5w ® |n) + hQdn ® |n) =
0 -1 b 0

—_
S

= h(=2 + Qn)|b,n)
La energia de interaccién H,, acopla los estados del sistema dtomo-campo |a,n) y |b,n + 1) para cada
valor de n, pero no acopla |a,n) y |b,n — 1). Entonces podemos considerar la interaccién atomo-campo
para cada variedad! e, = {|a,n),|b,n + 1)} independientemente y escribir el Hamiltoniano total como:

H =), Hn, donde H,, actia solo sobre la variedad &,.

!variedad: objeto geométrico esténdar que generaliza la nocién intuitiva de una curva (1-variedad) y de superficie (2-
variedad) a cualquier dimensién y sobre cuerpos variados, no necesariamente R
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Veamos como actua el Hamiltoniano de interaccién con los estados:

H, = hglao, +a'o_) (B.3)

sabemos que a|n) = \/nln—1), @' |n) = Vn+1|n+1), 64 la) = |0), 6_|a) = |b), 64 [b) = |a),

d_ |b) = |0), entonces:

hg(acy +afo_)|b,n+1) = hglacy |b,n+1) +alo_|bn+1)) =
=hg(vn+1lan)+v/n+20,n+2)) =
= hgv/n + 1la,n)

De manera matricial podemos escribir los estados

1 1
|a) = ;o n) =

0 0
b) = In+1) =

1 1

entonces:
1 0 0
0 1 0
la,n) = ;o lbyn) = ;o lbn+1) = ;

0 0 0
0 0 1

por lo tanto:

00 0 0
00 0 0
Hy = hg(ao 4 +a'6_)|a,n) (a,n| = hgvn+ 1 |b,n +1) (a,n| = hgv/n+ 1 0o o o (B.4)
1 0 0 0
Ho = hglass +af6_)|bn+1) (b,n+1] = hgvn+1|a,n) (bn+1| =
0 0 0 1
B.
= figyn+1 000 (B.5)
00 0 0
00 0 0



APENDICE B. ANALISIS DEL MODELO JAYNES-CUMMINGS. 105

1 0 0 0
w w 0 0 0 0
Hz = h(E +nQ) la,n) (a,n| = h(E +nQ) v oo e (B.6)
0 0 0 0
0 0 0 0
—w —w 0 0 0 0
Hi= b+ D) b+ 1) yn+ 1] = (2 + ) | 00 (B.7)
0 0 0 1
h($ +n2) 0 0 hgvn + 1
0 0 0 0
S H=> Hy= (B.8)
n 0 0 0 0
hgyn+1 0 0 A(=2+ (n+1)Q)
que la podemos reescribir como:
1 0 00 ) 0 0 2gvn—+1
1 0 00O A 0 0 0 0
H=h(n+ 5)9 + 5 (B.9)
0 00O 0 0 0 0
0 0 01 2gvn+1 0 0 =
donde § = w — (.
Calculando sus eigenvalores:
AMn+3)Q+54-Xx 0 0 hgvn+1
0 -2 0 0
det(H — Al) = =0 (B.10)
0 0 =X 0
hgyv/n + 1 0 0 hn+3H2-55—
Donde rédpidamente observamos que las energias (eigenvalores) son:
1 h
Eyn = hn+ 5)2+ 5\/52 +4g2(n+1) (B.11)
1 h
Epn = hin+ 5)Q — 5\/52 +4g2(n +1) (B.12)

Introduciendo la frecuencia de transicién entre estados (frecuencia de Rabi)
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R, = /62 +4g2(n + 1). (B.13)

Entonces, las eigenenergias quedan descritas por:

1 h
Ef = h(n+ )2+ SR (B.14)
Ahora calculemos los eigenvectores de H
1 oh
H = h(n+ §)Q]I + EK, (B.15)
1 0 0 2avnil

donde K =

)
0 00 0
(B.16)

0

0 00
WAt 0 0 -1

A partir de (B.15) vemos que H y K tienen los mismos eigenvectores, sean entonces W estos vectores:

H|Vi) = B |Wy)

(B.17)
KWy) = kit [P)
De (B.15) podemos concluir que:
1 oh

Finalmente la primera matriz que aparece al lado derecho de la ecuacién (B.9) juega un rol menor;
podremos hacerla desaparecer escogiendo el origen de los eigenvalores en A(n + %)Q

Sean tan 6, = 24vyntl V5"+1 con 0 <6, <m,

1 0 0 tand,
A 0 00 0
0 00 0
tan6, 0 0 -1
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k2 =1+ tan?6,,

cos? 0,k? = cos? 0,, + sen’ 6,

9 1

cos26,’

Lo que implica que los eigenvalores en funciéon del angulo 6,, sean

1
=4
= cos 0,
Calculamos los eigenvectores como sigue:
(A—- &)V =0,
1 0 0 tané, a
0 0 0 0 b 1
= =
0 00 0 c | cosbn
tan#, 0 0 —1 d
1
a(l— >+dtan9n:0,
cos 0,
)
= d = atan —.
2
Sia:cos%” = d:sen%”.
Recordemos que
1 0
0 0
la,n) = A lbn+1) =
0 0
0 1
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(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)
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Por lo que el primer eigenvector es:

n 971
|¥) = cos % la,n) + sen —- |b,n+1)

Para calcular el segundo partimos de la siguiente expresién

<1+ L >a—|—dtan6n =0,
cos 0,

0
=a= —dtan?"

Sid:cos%" :>a:—sen%",

On On
|w_) = —sen —- la,n) + cos 5 lb,n+ 1)
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(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)



Apéndice C

Perturbacion Rayleigh-Schrodinger.

Para esta seccién consideramos un sistema tipo tripartito (Ho @ H, @ H,y) , donde H,, ® H,,, caracteriza

todo el espacio del punto cudntico bidimensional y Hs representa el espacio de espin.

Propiedades estaticas.

Primero que nada hablemos de los estados que describen nuestro sistema, estos tienen la forma |s, n, m),
con s = {1,!}, donde el primer termino corresponde al estado de espin y los siguientes dos corresponden
a los estados de ocupacién del punto cudntico bidimensional.

Utilizaremos la teoria de perturbaciones cuantica habitual, partiendo de nuestro Hamiltoniano (3.11),

consideramos que nuestro Hamiltoniano sin perturbar es (3.14), entonces la perturbacién tiene una forma:

H =—gi(ayo- +aloy); (C.1)

dond _ 1(2)“/+
onde g+ = oy

Basados en que conocemos las eigenfunciones y eigenvalores del JCM, basta considerar una pertur-
bacién como la mencionada en (C.1), y asi poder aproximarnos al Hamiltoniano que contiene todas las
interacciones de nuestro sistema (3.11).

Continuamos nuestra descripcién bajo la segunda cuantizacién con los operadores de transiciéon de

estados:

1
iy = —(a, F z‘dy),
V2

2

. . . e ~ . ~ w,
asociamos a estos operadores frecuencias de transicion wy = @ £ %¢; donde o = Wi + - €s una

109
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componente que incluye a wg que es la frecuencia natural de transicion entre estados del sistema y

We = fn—Bc es la frecuencia de ciclotrén.
Definimos las siguientes componentes para englobar términos dentro del Hamiltoniano v+ = 1 +
=\ 2 -

1 (1 _ J_h.

3 (E) con | =4/ -=;

E identificamos a las siguientes cantidades:

Ip = 1/77%6 Longitud magnética.
lp = ,/miwo Longitud de confinamiento del punto.
2
E, = lgim <Iﬁ> Energia de Zeeman.

2me lo

En la interaccion epin-érbita la fuerza de acoplamiento constante “a” estd relacionada a la longitud

de precesién del espin:

h2

l. =
0 Ima

Recordemos también que los operadores de rotacion del espin son o4 , definidos como:

y actian de la siguiente manera 64 |L) = [1), 6_ 1) = [}) y 64 |1) =6_[|) =0).

Consideramos al Hamiltoniano de perturbacion que actia sobre los estados de la forma:

f{/ |¢,n,m> = —9+ (\/ﬁ|07n_17m> + Vn+1|T7n+17m>) (C2)
H'[tn+1,m) = gy (Valln—1m)+vVn+1(0,n+1,m)) (C3)

Entonces actuando sobre los estados que describen el sistema sin perturbar (eigenestados del JCM)

0O my = —g, ( O T T hon 4 Lm) 4 sen 22| — L + 1>> (C.4)
g — ) On On
H V" 'm) = —g, ( cos 7\/n+1\T,n+l,m>+sen7\/ﬁu,n—1,m+1> (C.5)

Sabemos que los elementos de matriz del Hamiltoniano de perturbacion tiene la forma:
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HE

iynm

— (O G HWEO ) (C.6)

Explicitamente para nuestro caso los encontramos haciendo un ligero desarrollo, primero encontremos

H:T

iynm*

Hijun = =0+ (con% (L gl 4 sen (1i+1.1)

(C.7)
X (cos%\/m—k 1[t,n,m+1) +sen%\/ﬁu,n+ 1,m— 1>)
el cual se puede escribir utilizando propiedades de ortogonalidad como:
H’+ _ 0; 0 0; 0,
ijnm = —9+ | sen 5 cos ?\/m + 165 m+1,i41,n + COS o sen 7\/%5]-7,,1_17@-7”“ (C.8)
Ahora H Z’]_nm tiene una formas:
Higm = =94 (= sen % (1,3, j| + cos § (1,0 + 1,j]) x )
X (—Sen%\/m+ 11t n,m+1) +cos%"\/ﬁ|¢,n+ 1,m — 1))
utilizando propiedades de ortogonalidad lo reescribimos como:
Him = —9+ | —sen 5 Cos 7\/%5]'7”1_172'7”4_1 — cos 5 sen 7Vm + 10 m+1,i+1,n (C.10)

Calculamos ahora la correccién a primer orden de la funcién de onda, recordemos que esta dada por:

A~

Hin, im
RO j 0)

0 _ 07
iztn,jm Enm — Eij (C.11)
A
Entonces la correccién a primer orden para los estados |¥;F) y [¥; ) son:
_ On—1 (g On /]
|\P,J{(1),m> = 975 Aczs,ﬁnjlnﬂ <cos 6”2’1 [4,m —1,m+ 1) +sen 9"2*1 |t,n,m+ 1)) -
w— —t;}:j;iz (0.12)

[
—g4 Cos —5— sen F/m

Ap—A
w+_w7+nf’”+1

_l’_

(COSO"T“M,n—i—l,m— 1>+sen6”%ﬁ,n+2,m—1>)
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7L+1 On
o,V )y = grsen fj’jl 0 (—sen B (44 1m — 1)+ cos 252 [0+ 2,m — 1)) +
e e X (C.13)
4 ia 56271 A":Jr (— sen ‘Q”T* l4,m —1,m+ 1) + cos 9"2*1 T, n,m+ 1>)
w— —w++f
La correccion a primer orden de la energia es nula, por lo que tenemos:
EE =E:0) (C.14)
Eigenestados perturbados a segundo orden.
Calculando las energias a segundo orden.
+ _ £(0) ’ nz m]’
i#n,j#m Lmm ij
El elemento de matriz ya lo conocemos (C.6), ahora solo hace falta calcular los elementos |H; m]\2,
que descritos ya utilizando propiedades de ortogonalidad son:
2 0 1 0 0 1 0
]H:;nm\ = gi <sen2 "T cos? En(m + 1)0i+1,n,5,m+1 + cos? % sen? §m517n+1,j7m_1 (C.16)
0 1 9 0 -1 0
| Unm| gi <sen2 "2+ cos? 5 md; 1 jm—1 + cos? "2 sen? §m5i+17n,j7m+1> (C.17)

Ahora sustituyendo y evaluando los elementos (C.16) y (C.17) en el segundo termino de (C.15) obte-

nemos las dos energias caracteristicas del sistema :

Ef, =m+3) e+ (M+3)wy + 52+

1 g2 sen? Q”Tl cos? h(m—i—l) n cos? ”TH sen? 0Tnm (018)
I+ w*_w++w w+—w,+7A"72A"+1
B = (n 4o+ (M + sy — 34
+ o [ sen? 0”% cos? GT”m cos? enT*l sen? %(m—l—l) (019)
9% w+—wi+w “*‘wﬁrw

Para la correciéon de segundo orden en la energia vemos que la correcién entre niveles nm e ¢j es

importante y si Ei(j(-]) > ET(L%, la energia E = desciende, mientras que si EZ-(]Q) < E,g%, EE  asciende
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0 . . , ,
respecto a E,(m)17 en ambos casos los niveles E,,, y E;; tienden a separarse mds, a este fenémeno se le

conoce como repulsion de niveles.

En la figura C.1 grificamos estas energias para un caso particular, donde podemos apreciar que
existen valores para los cuales los planos de transicion de energia son muy cercanos, es decir, se propicia
la transicién de un estado de energia siguiente o viceversa bajo condiciones peculiares. Méas adelante
veremos que justo bajo estos pardametros es donde se propicia la generacién de estados maximamente

entrelazados.

Figura C.1: Primeros seis niveles de energia perturbada a segundo orden para un caso donde el espin del electrén se encuentra
polarizado inicialmente hacia abajo y se encuentra confinado en el estado base, las energias estan representadas como funcién de
las frecuencias de transicién de los estados n (w1 = w—) y m (w2 = w4 ), podemos argumentar que bajo la condicién inicial con
6 = 0 la condicién de resonancia puede ser observada en la gréafica; justo donde se acercan mas los niveles de energia, podemos
adelantar que el entrelazamiento se manifiesta mayoritariamente en las transiciones de energia de los estados del sistema, ademas
si hiciéramos un corte sobre el plano que cruza por we = 0 nos encontramos justo con la figura 4.2 del capitulo de resultados.

Eigenvectores perturbados a segundo orden.

Recordamos que para calcular la perturbacién de nuestra funciéon de onda a segundo orden necesitamos

de:

VikCl) = Vam = VDO o)

(2) — Z C.20
Son - (0) (0) 7 0 ( . )
kn,l En” — E
donde C',(lll) = ﬁ, reescribiendo lo anterior en la notaciéon usada hasta ahora, este ultimo termino
A~ " - l
es C’Sq)%ij = %, entonces (C.20) se expresa:
nm=— ij

1 Vik = Vin . (Vi = Var) Vi
_ 0 1) ik — Vin = Vam) Vin | (0)
EY — B k;,z Y -9 pO_g® |

Recordemos que el elemento de matriz del Hamiltoniano de perturbacién es:
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HE = (WFEO G 0RO )

ijnm

— / . — / . / / —
Entonces Vi, = Hik’jl, Vin = H,m’lm, Vii — Van H”M Hypovom Vim =

/
in,jm:®
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(C.22)

Haciendo las correspondientes sustituciones y después de algunas manipulaciones obtenemos las ei-

genfunciones del sistema perturbado:

ot mY = [ @ m) —

+(0) +(0)
O wnf 7m+1> O+ W}n ) >
—g+ |sen 5 L cos 02" m+1 | lAn,A%l 2 b /m +1An 3,0 +
wo—wit——5— W —w—+ 2n
+(0)
9 On_o O ¥,y m+2)
T3 |sen =5 T cos B (m + 1)< B ) (ERD B >+
n—1,m+41 n—2,m-+2
+(0
6n+2 0n+1 %(m) |wn~(‘f2)7 > +
4 oen s (G | G iy
+(0)
2 €n+1 97L+1 9n _ 2 97L+1 97L+2 €n+1 _ |wn+2’ >
+ (COS 5+ sen 5+ sen 2+ (m) — sen® ~5H cos 5 cos 5+ (m — 1) <E+(0) ) >2+
,m—2
+(0)
2 On—1 On—1 0 2 On—1 On—2 On—1 ‘wn 2 7m+2>
+ <sen 5 o cos 3+ (m + 1) — cos® = sen =52 sen —5—+(m + 2) g )
(E”l’"l En 2 m+2)

_ —©
\wn,m>=1wn”,m>+
(0)
= \¢n+1¥%+cos€2 sen &/m + 1 Yo 1&]"‘

A
w+—w,+ n+t w_—wi+ 5

2 O Ons1 0 Yty m—2)
+g+ sen 2+2 2 L cos 2”( )( —(0) —(0) +2)<E7”5§))_E7(o) )+

En'm _En+1 m—1

n+2,m—2
(0)
n—2 On_1 On ( W’n 2 ,m+2)
2 (m+ 1) —( —(© 0 0 +
2 2 (-5, 1) (B0 B, D)
(0)
_ _ o — g sTM+2
+ (cos? =2 On1 O (m 4 1) — sen? Ot oog dn=2 g fnmt (m+2) o ) s+
2 2 2 2 2 (Bl0-2,,...,)
nm n—2,m+2

2 Ony1 On G_n( ) _ 2 Ont1 On2 9n+1( + 1) W’nJ(roz)v 2)

+ [ sen 2 2 COS 2 m COS 2 Sen 3 Sen 2 m © © 5
(E En+2 m— 2)

(C.23)

(C.24)

Falta por conocer algunos de los denominadores (las diferencias entre eigenenergias) los cuales los

calculamos a partir de:

EXD =w_(n+1/2) +wyp(m+1/2) £ ="

Las cuales encontramos que son:

(C.25)
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Bl = Bp ) (B = B2 s) = (- —wy £ Bnmpnst) (2w — 2wy & Snmpnsz) 2
(550~ 520, ) (550~ 52O, ) = (s —wm &S] (s, g0y 4 Su=Basn),

(50 - 529 2)2 (204 — 20 % A"’QA"“)Z;

(Eg:(o) E;}(%):u)z <2w7 oy & An,§n72)2 (C.27)



Apéndice D

Estado Temporal (Numérico)

Este es el estado temporal, que se utilizé para los cdlculos numéricos es:

(2)

(1) =t (&) [bano,ng) + oD, (8) [T+ 1ng) +
+ af) n+(t)|¢,n t1ny — D +aln, () 1o ne + 1)+
+ B O s ng) + B, () ons + 1ng) +
+ BY ) e+ Lng — 1)+ B8 (8) [1yn ny + 1) +
W (O e = L) + 92, () [ ns ) +
+ n+<t)\ g = 1)+ () [fns —Lng + 1)+
0D () e = L) + 020, () 1n e +
0 () Mansy e — 1)+ 60 () on — Loy + 1) +
+ e, (Ot s ne + 1) + e n, () [Lne g — 1)

Estados en Superposicién (Hs @ Hsg)

El estado |1(t1)) corresponde a la condicién inicial de la seccién 4.1.1 al tiempo ¢; =0.2116:
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(1)) ~ (0,2110 — §0,0080) |, 0) + (0,0

0,1425 — i0,0546) |1, 6
0,1282 — i0,0224) |1, 7

)
0,1228 4 i0,0026) |1, 8
)
)

+ o+ o+ o+

)
)
)
)+ (0

(

(

(
0,0977 +i0,0170) | 1,9) + (
0,0726 +i0,0331) |1, 10) + (
0,0331 4 40,0331) |1, 11) + (
0,0242 4+ i0,0260) |1, 12) + (0,
0,0062 + 40,0098) |1, 13) + (
0,
0,1609 — 0,0564) ||, 16
0,1407 — i0,0797) |4, 17

(
(
(
(
0,0815 — 0,1210) |4, 19) + (
(

) )+
) )+
) )+
0,1102 — i0,1049) ||, 18) +
) )+
0,0475 — i0,1210) ||, 20) +

) )+

0,0206 — i0,1210) |1, 21) + (—
i0,0941) |1, 22) + (—0,1282
0,0349 — i0,0887) ||, 23

)
0,0385 — i0,0636) |, 24)
)
)

+ o+ o+ o+

)
)
0,0421 — §0,0421) |1, 25
0,0403 — i0,0152) ||, 26
0,0367 — 0,0170) |1, 27) +

(

(=

(=

(=

(=

(=

(=

(=

(=

(=

(=

(=

(

(=

(0,1748 — i0,0246) ||, 15
(

(

(

(

(

(

(=

(=

(=

(=

(=

(=

(—0,0331) |4, 28) + (—0,0762) |
(=

+ 4+ + + + + + + F + + + o+ o+ o+ +

0,0349 + i1694) |1,29) .

0,0511 — 40,1587) |1,2) + (—
0,0815 — i0,1515) |1,3) + (—
0,1192 — i0,1264) |1, 4) + (—
0,0313 4 1049) ||, 6) + (-0,

0,
0,

—0,0044 — 0,0385) |1, 16
—0,0116 — 0,0582) |1,17
—0,0331 — 0,0654) |1, 18

)

)

—0,0564 — 0,0636) |1, 19

—0,0797 — i0,0546) |1, 20
)

(
(
(_
(
(

636) |4, 1) +

0,098 — 0,1353) |1, 1) 4 (0,0170) |1, 2) +

0,0170 + 40,0116) ||, 3) +
0,0349 + i0,0439) ||, 4) +
0,0313 + 40,0815) ||, 5) +
1300 — 0,0959) |1, 5) +

i0,1300) |4, 7) +

0349 + i0,1461) |1, 8) +
0708 + i0,1443) |1, 9) +
1049 +§1371) |4, 10) +
0,1353 + i0,1120) ||, 11) +
0,1587 + 0,0833) |1, 12) +
1748 +i0,0511) |{,13) +
0,1802 + 0,0098) ||, 14) +
0026 — §0,0242) |1, 15) +

)+
)+
)+
)+
)+
)+

0,1049 — i0,0403) |1, 21

—i0,0152) |1,22) +

—0,1425 +40,0026) |1, 23
—0,1497 +40,0331) | 1,24

)[1,23) +
)I1,24) +
0,1407 + 0,0744) |1, 25) +
—0,1282 + 0,1049) |1, 26) +

)11,27) +

—0,1049 + i0,1389) |1, 27
1,28) +
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En el histograma D.1 se muestra la distribucién que presentan los estados de ocupacién del espin al
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instante ¢t =0.2116.

0.4

0.2}

0.0H—++

a, &b,

—-0.2+

—0.4}

Figura D.1: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo ¢1 =0.2116, donde las barras grises (continuas) corres-
ponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrén con espin hacia abajo, mientras que las barras azules (discontinua
delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del coeficiente
real para encontrar el electrén con espin hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde a la parte
imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupacién disponibles.

Analizando el mismo estado, pero a un tiempo ulterior t; =7.2649, encontramos una participacién de

todos los estados de ocupacién en el punto mostrados en el histograma D.2.

0.4}

—0.4}

Figura D.2: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t2 =7.2649, donde las barras grises (continuas) corres-

ponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrén con espin hacia abajo, mientras que las barras azules (discontinua

delgada) corresponden a la parte imaginaria (ar), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del coeficiente

real para encontrar el electrén con espin hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde a la parte

imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupacién disponibles.

Bajo la misma condicién inicial solo que con el espin del electrén en una superposicion arriba y abajo,
encontramos en el histograma D.3 que el estado posee una vez mas contribuciones de todos los estados

de ocupacion disponibles en el punto, por lo que solo mostramos un histograma similar al anterior para

ver el comportamiento del espin con todo y fases.



APENDICE D. ESTADO TEMPORAL (NUMERICO) 119

0.4

0.2}

—0.4}

Figura D.3: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t2 =7.2649, donde las barras grises (continuas) corres-
ponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrén con espin hacia abajo, mientras que las barras azules (discontinua
delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del coeficiente
real para encontrar el electrén con espin hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde a la parte
imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupacién disponibles.

Estados Coherentes (H, ® Hszp)

Las graficas D.4 y D.5 corresponden a dos estados enetrelazados, generados a partir de una condicién

inicial de estados de ocupacién bajo una distribucén de Poisson, con el espin del electrén fijo.
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Figura D.4: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t1 =4.1202, donde las barras grises (continuas) corres-
ponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrén con espin hacia abajo, mientras que las barras azules (discontinua
delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del coeficiente
real para encontrar el electrén con espin hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde a la parte
imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupacién disponibles.

La siguiente grafica D.6 corresponde a una condicién similar a la anterior con la diferencia que ahora

el espin del electrén se encuentra en una superposicién.
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Figura D.5: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t2 =11.1919, donde las barras grises (continuas)
corresponden al valor del coeficiente real para encontrar el electréon con espin hacia abajo, mientras que las barras azules
(discontinua delgada) corresponden a la parte imaginaria (ax ), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del
coeficiente real para encontrar el electrén con espin hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde
a la parte imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupacién disponibles.
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Figura D.6: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t1 =29.045 (|S| =0.0227), donde las barras grises
(continuas) corresponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrén con espin hacia abajo, mientras que las barras
azules (discontinua delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al
valor del coeficiente real para encontrar el electrén con espin hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada)
corresponde a la parte imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupacién disponibles.



Apéndice E

Condicion A =0 MTC.

En este apéndice se presenta el desarrollo dlgebraico para mostrar que una condicién de perturbacién
nula A = 0 bajo el Método de Transformaciones Candnicas conduce al caso analizado en la seccién 3 de
esta tesis, es decir, el caso sin perturbar.

Partimos del estado perturbado (3.107), donde es inmediato ver que bajo A = 0 tenemos los estados

iniciales deseados, ahora solo falta revisar los coeficientes que los acompanan

6(0) = 37 g (L +AS1) Whny ) + by, ()1 +AS1) [hon, ), (E1)

n_ni

recordamos que los coeficientes de espin temporales son:

2] _JET t/h ) iE- t/h
— 2 Yn_ (2 _ 9 On_ -
an,n+ (t) = G/C7L7n+ (sen 5 e n_mny + cos 5 e n_ny )+
On_ On_ , —iBf . t/h  —iBy . t/h
+ bCh_yin, cos ——sen ——(e "=t —e T4
uoct BT U0 o o By
= 2 n_—1 W —in 2 Yn_—1 n_—1n
bn_n, (t):= bCn_n, (cos™ —5—e +77 +sen® —5—e + M+
On_—1 On_ 1 BT t/h 3B t/h
+ acn,71n+ sen ) CcOoS — (e n_—1lng —e n_—lny )

En primer lugar analicemos las eigenenergias, tenemos que tomar en cuenta que junto con la pertur-
bacién agregamos un grado de libertad més dentro del punto (para hacerlo bidimensional) por lo que
ahora, suprimimos este grado de libertad considerando que su frecuencia de transiciéon de estados es nula,

es decir, wy = 0, luego entonces las eigenenergias tienen la forma:

Ay,
2

Bt =w-(no+3) +wathy + )+ = (E:3)

por lo que el coeficiente de espin hacia abajo cambia a:
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o, ) 1o, Anl
an_n, (t):= aCn_n, (sen? T’e*’(‘*’*(”*Jr%H 7 It/
An7
T cos? e"lT—efi(w,(n,ﬁ»%)f > )t/h)_|_
o o (E.4)
+  0Cn_+1n, cOS —5—sen —— X

Ap An_

« (efi(w,(n,+%)+ 27)t/h_€7i(w,(n,+%)f > )t/h)y

si escribimos una parte de las exponenciales en la notaciéon de Euler, tenemos:

An_t A, t A, t
et = cos ;i; + isen ;,;

y ademads consideramos que —iw_(n_+ %)t /h, entonces reescribimos al coeficiente de espin hacia abajo

como:

4 0 Ap_t
an_ny (t) = aCn_n, [(sen® == + cos® —5=) cos ——+
0 0 N
+ (sen® == — cos® =) sen ;ﬁ’t]eﬂ(")—t- (E.5)
O O Ap_t B Ap_t a(n)
+ bCn_t1n, cos ——sen ——(e 2n —e 2n )M,

con ayuda de un par de identidades trigonométricas y reagrupando en contribuciones reales y complejas

tenemos que el coeficiente para espin abajo es:

A, t A, t
an_n, (t) = {aCnn+ cos —— +isen ——[aCy,_p, cosb,_ — bCy_11p, sen Hn]} ). (E.6)

2h 2h

Utilizando los mismos argumentos e identidades podemos ver como cambia el coeficiente de espin

hacia arriba cuando suprimimos la perturbacion

A,
bn_ny (t) = {I)C’nn+ cos 27771 + isen T[bC’mn+ costh,__1—aCy,__1,, sen 9n_1]} SUn=1)

(E.7)
Si comparamos (E.6) y (E.7) con (3.30) vemos que son totalmente equivalentes (por no decir iguales)

On

ya que en los calculos sin perturbacién consideramos que —— = 0,,_.
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