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Resumen

El entrelazamiento es la propiedad más importante en las áreas de manejo de información cuántica y
encriptación cuántica1. Este fenómeno se caracteriza por la inseparabilidad de estados que interactúan en
algún momento, lo que lleva a generar nuevos estados que pueden almacenar (procesar) más información
en menor tiempo.

En este trabajo estudiamos la generación de estados entrelazados utilizando el formalismo de segunda
cuantización para describir el sistema de un electrón atrapado en un punto cuántico bidimensional (2D-
QD) con interacción esṕın-órbita (IEO) tipo Rashba. Este sistema correlaciona cuánticamente dos grados
de libertad distintos que son el esṕın del electrón y los niveles de enerǵıa del punto (órbitas). Encontramos
que un 2D-QD es apropiado por la posibilidad de habilitar IEO y estudiar entrelazamiento entre distintos
grados de libertad (o h́ıbrido), lo cual no está reportado en la literatura. La IEO es el medio ideal para el
estudio de entrelazamiento h́ıbrido y es intŕınseco a sistemas con distintos grados de libertad. Supusimos
que el 2D-QD se encuentra bajo un campo magnético a lo largo del eje z y en condiciones tales que en todo
momento hay un sólo electrón confinado. Al estudiar la dinámica del sistema analizamos las propiedades
de los coeficientes de Schmidt, la Entroṕıa de Entrelazamiento y las probabilidades de encontrar el esṕın
abajo (|↓〉) o arriba(|↑〉) para un modo |n,m〉, es decir, un sistema con tres grados de libertad, uno de
esṕın y dos espaciales, donde n y m representan los estados de ocupación del 2D-QD.

Las investigaciones realizadas se han restringido a dos casos:

(a) Aproximación de onda rotante (RWA): Bajo esta condición, el sistema se puede estudiar en un
espacio de Hilbert reducido H2⊗Hn donde el primer subespacio corresponde a dos estados del esṕın
y al segundo subespacio le corresponden n modos de Landau.

(b) Método de transformaciones canónicas (MTC): En este caso se trabaja con un esquema perturbado
del sistema completo, i.e., con tres grados de libertad H2 ⊗ Hn ⊗ Hm correspondientes al esṕın
y confinamiento bidimensional, donde n y m representan la cantidad de estados disponibles en el
sistema.

En cada caso estudiamos tres condiciones iniciales: (1) Estado Base. El electrón se encuentra completa-
mente polarizado hacia arriba o abajo y localizado en el estado base. (2) Estado Superpuesto. El electrón
se encuentra distribuido con la misma probabilidad sobre todos los estados de ocupación disponibles en el
sistema. (3) Estado Coherente. El electrón se encuentra distribuido sobre los estados de ocupación bajo
una distribución de Poisson.

Para la condición (a) utilizando Coeficientes de Schmidt, encontramos que la condición inicial que
genera estados con máximo entrelazamiento es la tipo (1). Los estados generados son tipo Bell(con fases
complejas). La condición inicial (2) muestra una pobre generación de estados máximamente entrelazados.
Mientras que la condición (3) genera estados con alto grado de entrelazamiento, los cuales poseen una
estructura que acopla pares de estados distribuidos en una mayor cantidad de estados.

Para la condición (b) estudiamos la entroṕıa de entrelazamiento del sistema. Encontramos que, en
general, se comporta de manera similar al caso RWA, pero la estructura es más compleja (2 × n ×m).

1Los avances más prominentes en estas dos áreas se han dado con Óptica y Resonancia Magnética Nuclear, sin embargo,
es bien sabido que un procesador de información cuántica tiene que provenir del Estado Sólido.
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Resumen 4

Para comprender la estructura de los estados generados, utilizamos gráficos de densidad que muestran a
los estados con mayor entrelazamiento. Encontramos que la condición (1) es la que al evolucionar genera
estados con máximo nivel de entrelazamiento, e.g, |ψ〉 = 1√

2
(|↓, 0, 0〉 + eiϕ |↑, 1, 1〉). La condición (2)

genera estados con mucha coherencia y entrelazamiento (nunca máximo), esto se aprecia en los gráficos
de densidad como patrones de interferencia. La condición (3) genera alto entrelazamiento, donde los
gráficos de densidad muestran una estructura tipo modo gaussiano aplastado correspondiente al esṕın
arriba y abajo. Otros estados que se generan tienen una estructura tipo Laguerre-Gauss.

En ambos casos (a) y (b) encontramos que los estados que poseen máximo entrelazamiento son aquellos
que tienen la forma: |ψ〉 = 1√

2
(|↓, 0〉 + eiϕ |↑, 1〉) y |ψ〉 = 1√

2
(|↓, 0, 0〉 + eiϕ |↑, 1, 1〉), donde ϕ es una fase

real, estos dos estados son claramente tipo Bell. También encontramos que otro tipo de estados con
entrelazamiento alto, son los que poseen una estructura que acopla pares de estados en una estructura
no separable pero distribuidos en una cantidad mayor de estados. Podemos imaginarlos como escaleras
de estados de ocupación entrelazados (e.g., |0〉 con |1〉, |2〉 con |3〉, |4〉 con |5〉, etc.), que también están
compuestos por estados separables, lo que no permite obtener un máximo entrelazamiento.



Abstract

Entanglement is the most important phenomena in the fields of quantum information and quantum
computation2. This phenomena is characterized by the imposibility of describing independently two states
that interact at certain time, which lead us to new quantum states that can store (compute) more
information in less time.

In this work we studied the generation of entangled states on the 2nd quatization approach to describe
an electron trapped in a bidimensional quantum dot (2D-QD) with Rashba spin-orbit coupling (SOC).
The system described before correlate two diferent quantum degrees of freedom, one is the electron spin
and the other are the energy levels of the dot. We found appropiate to use a 2D-QD because it enables
SOC and study the degree of entanglement between the two degrees of freedom (or hybrid), which is
barely reported in the literature. The SOC is ideal for the study of hybrid entanglement and it is intrinsic
of systems with different degrees of freedom. We assume that 2D-QD was under an external magnetic
field along the z-axis and in conditions such that there is only one traped electron. We analyze the Schmit
coefficients, entanglement entropy and the probabilities of finding the spin up or down on the dynamics
of the system , i.e., a system with three degrees of freedom, one of spin and two spatial.

All the research has been put in two scenarios:

(a) Rotating wave approximation (RWA): Under this condition, the system can be seen as if it were on
a reduced Hilbert space H2 ⊗ Hn where the two spin states belong to the first subspace and the
second subspace is made of the n Landau modes.

(b) Canonical Transformation Method (MTC): In this case we work with an approximation of the whole
system, i.e., three degrees of freedom H2 ⊗ Hn ⊗ Hm which are the spin space and bidimensinal
confinement, where n and m are the states availables in the system.

In each case we work with three initial conditions: (1) Base state: the electron can be found entirely
polarized upward or downward and confined to the ground state. (2) Superposition state: the electron
can be found in all the available energy levels with the same probability. (3) Coherent state: the electron
can be found under a Poisson distribution over the energy levels.

For the condition (a) using Schmidt Coefficients, we found that the initial condition that evolve into
maximally entangled states are the ones of the type (1). The entangled states are Bell-like states. Initial
condition (2) Shows really poor generation of maximally entangled states. Meanwhile the condition (3)
evolves into states with a high degree of entanglement, those have a distributed entanglement of several
pairs of states.

For the condition (b) we studied the entanglement entropy of the system, and we found that the whole
system behaves quite similar as the RWA. However, it is a more complex structure (2×n×m), as a way to
understand the structure of the states being made over time We also use density plots to show the states
with higher entanglement. The condition (1) is the one that evolves into states of maximum entanglement,
e.g., |ψ〉 = 1√

2
(|↓, 0, 0〉+ eiϕ |↑, 1, 1〉). The condition (2) generates states with a lot of quantum coherence

2Most prominent advances in those fields has been through Optics and NMR, however it is well known that a processor
of quantum information has to come from the Solid State.
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and entanglement, but never maximum. This can be seen on the density plots as diffraction pattern. The
condition (3) generates high entanglement, where the density plots shows a spin squeezed gaussian mode
stucture, and the other states that possess a Laguerre-Gauss strucutre.

In both cases (a) and (b) we found that the maximally entangled states are those with the structure
|ψ〉 = 1√

2
(|↓, 0〉+ eiϕ |↑, 1〉) y |ψ〉 = 1√

2
(|↓, 0, 0〉+ eiϕ |↑, 1, 1〉), where ϕ is a real phase, this two states are

clearly Bell states. We also found another kinds of states with high entanglement, those that entangle
pairs of states but distributed in several energy levels. We can think of them as a stair of entangled energy
states (e.g., |0〉 con |1〉, |2〉 con |3〉, |4〉 with |5〉, etc.), which also possess separable superpositions that
leads to a non maximum entanglement.

i



Índice general

1. Introducción. 1

2. Antecedentes. 4
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Caṕıtulo 1

Introducción.

El manejo de información d́ıa a d́ıa demanda una mayor cobertura de procesamiento en tiempos

casi instantáneos y además con recursos moderados. A partir de la miniaturalización de dispositivos

electrónicos es claro ver que estamos llegando a un umbral importante donde la electrónica habitual ya

no se rige por las mismas reglas, sino que aparecen efectos propios de la Mecánica Cuántica que gobierna

a escalas nanométricas, y aunado a eso, cambia el manejo de la información misma. Este nuevo manejo

de información recibe el nombre de computación cuántica.

En 1982 Richard Feynman fue pionero al presentar una publicación donde muestra que es necesario

utilizar un sistema cuántico para describir algunos procesos cuánticos, ya que este podŕıa actuar como un

fiel simulador de tales procesos.[1]

Para 1985 David Deutsch se dio cuenta de que la idea de Feynman era aplicable para una computadora

cuántica de uso más general que solo simular procesos cuánticos y con esta idea publicó un articulo en

donde, además de mencionar el hecho de que fuera factible simular procesos cuánticos en esa máquina,

mostró que esta tendŕıa capacidades que iŕıan mas allá de cualquier computadora tradicional. En ese

mismo art́ıculo publicó el primer algoritmo hecho para una computadora cuántica.[2]

No fue sino hasta 1994 que el término computación cuántica tomó importancia con la publicación

de Peter Shor (Shor 94-97)[3, 4], donde se compara la eficiencia entre una computadora cuántica y una

computadora clásica, mostrando que la primera podŕıa factorizar números grandes más rápido que su

homólogo clásico.1 En términos de criptograf́ıa este resultado es cŕıtico ya que los mejores códigos de

encriptación se resguardan bajo largos tiempos de factorización de números para poder ser desencriptados.

De existir una computadora cuántica se decodificaŕıan todos los códigos conocidos en cuestión de minutos.

1Cuando decimos grande nos referimos a números con más de 80 d́ıgitos de longitud.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 2

La computación cuántica necesita de elementos primarios para procesar información, llamados qubits,2

que es la unidad mı́nima de almacenamiento de información. Las posibles representaciones de un Qubit

en sistemas f́ısicos pueden ser: esṕın (electrones[5, 6, 7], átomos, nucleos[8, 9]), puntos cuánticos (niveles

de enerǵıa) [10, 60], fotones, estados comprimidos (squeezed states) [12] y en superconductores (carga,

flujo y fase).[4, 13] En este trabajo nos enfocamos en un sistema de un punto cuántico.

Para realizar computación cuántica son necesarios cientos y hasta miles de qubits, estos por su natu-

raleza cuántica interactúan con sus vecinos de tal manera que entre ellos comparten información, a esta

interacción se le llama Entrelazamiento. La propiedad de entrelazamiento es pieza clave en el manejo de

información, y es utilizada actualmente como motor primario de protocolos de encriptación de datos, por

ejemplo: para transmitir un paquete de información se requiere enviar estados entrelazados, los cuales

no pueden ser clonados, dado que por su naturaleza registran cambios cuánticos si algún usuario externo

intenta acceder a esa información. Esta propiedad hace de la computación cuántica una poderosa herra-

mienta de encriptación natural.[3, 13, 39] El entrelazamiento es una propiedad cuántica, que ocurre por

la interacción de distintos qubits o estados f́ısicos. Esta interacción se manifiesta no sólo en estados con

el mismo grado de libertad, e.g., esṕın-esṕın, fotón-fotón, sino también para estados ortogonales o bien

sistemas f́ısicos con distintos grados de libertad, e.g., esṕın-órbita, esṕın-fonón. El entrelazamiento entre

distintos grados de libertad recibe el nombre de entrelazamiento h́ıbrido, reportado principalmente en la

interacción entre la luz (fotones) y algunas cavidades electromagnéticas.[46, 47, 48, 49, 36]

En la literatura está bien documentado el hecho de que los puntos cuánticos (estructuras metálicas

o semiconductoras que vaŕıan del orden de micras) presentan interacción esṕın-órbita. En particular nos

enfocamos en este trabajo en la interacción del tipo Rashba[62, 63]. Existen múltiples trabajos orientados

al estudio del transporte de carga en sistemas de puntos cuánticos en presencia de un campo magnético,

el cual “ activa ” la interacción esṕın-órbita. Muestran que la presencia de tal interacción llega a jugar un

papel dominante en la dinámica del sistema. Algunos ejemplos o propuestas de aplicaciones a este aspecto

son los trabajos de Fal’ko [80], Perel [57], Romo y Ulloa [65], Tarusha [79], Debald [78].

Recientemente, en estudios de sistemas bipartitos H2×n, como lo son la interacción átomo-cavidad y

dos modos de estados comprimidos (two-mode squeezed state), se reporta que estos pueden ser tratados

como dos subsistemas ortogonales en los que se busca la generación de entrelazamiento [35, 36]. En

otros trabajos se reporta la generalización de los sistemas anteriores, utilizando sistemas tripartitos de

dimensiones H2×n×m o incluso sistemas Hn×n×m logrando únicamente una clasificación de los estados

2Este termino es un acrónimo en ingles de Quantum Bit y podemos entenderlo como una representación de un estado
cuántico.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 3

generados. Resulta muy complicado conocer todos los estados entrelazados en este tipo de sistemas[37,

83, 84, 85, 86, 87, 88, 93, 90, 91, 92, 93, 94]. En ambos casos se utiliza la descomposición de Schmidt como

mecanismo de medición del grado de entrelazamiento. Esta descomposición consiste en realizar trazas

parciales sobre los subsistemas. A grandes rasgos la información del grado de mezcla o entrelazamiento

queda englobada dentro de los eigenvalores del sistema que son llamados coeficientes de Schmidt.

A lo largo de este trabajo se detalla la caracterización del entrelazamiento utilizando la descomposición

de Schmidt como herramienta primaria.

En este trabajo de tesis se estudia la dinámica de entrelazamiento3 y el papel que juegan las condiciones

iniciales del sistema en la generación de entrelazamiento, tales como polarización de esṕın, estados de

ocupación en el punto cuántico y parámetros de frecuencia de transición de estados orbitales, esṕın y

esṕın-órbita (hibridación).

Conocer la condiciones que propician una mejor correlación cuántica (entrelazamiento) nos orienta al

área de ingenieŕıa de sistemas (o ambientes), sistemas en los cuales se mantengan las condiciones propicias

que ayuden a llevar acabo un manejo de informaćıon cuántica estable.

A lo largo del siguiente caṕıtulo se hace una recopilación de las herramientas necesarias para estudiar

el fenómeno de entrelazamiento.

3La dinámica del entrelazamiento se estudia a traveés de los coeficientes de Schmidt en un modelo de un punto cuántico
bidimensional (2D-QD) pensado inicialmente como un sistema tipo bipartito y posteriormente como uno tipo tripartito
restringido (perturbado).



Caṕıtulo 2

Antecedentes.

2.1. Coherencia Cuántica.

Desde un punto de vista filosófico podemos argumentar que la coherencia cuántica traza un linea

divisoria entre el mundo cuántico y el clásico. En F́ısica el término coherencia se refiere a la propiedad de

las ondas de interferir, mostrando el bien conocido patrón de interferencia1.

Por ejemplo tomemos dos ondas que dependan de su fase relativa, pueden producir interferencia

constructiva o destructiva, pero solo la fase relativa hace la diferencia. Para ser precisos debiéramos

hablar acerca de coherencia de fase de estados cuánticos, y por estados cuánticos nos referimos a estados

de un sistema cuántico, que a la vez puede ser constituido por más de un objeto cuántico.[29]2

A continuación se definirá a los estados cuánticos como qubits, y se verá el hecho de que para que dos

estados cuánticos estén correlacionados cuánticamente (entrelazados) necesitan tener una fase coherente3.

2.1.1. Qubit

Un Qubit al igual que un bit clásico tiene dos estados primarios (|0〉 y |1〉), solo que sus propiedades

no lo limitan a estar en solo una de esas dos opciones, sino que puede estar en una combinación, decimos

entonces los estados están en superposición.

Por ejemplo, un sistema en principio de dos estados, puede llegar a incrementar su número de posibles

estados al superponerlos entre śı[4, 13]; una manera de representar una superposición es: |ψ〉 = 1√
2
(|0〉 +

|1〉), que muestra la misma probabilidad de estar en cualquiera de los dos estados.

1Una definición vaga seria decir que un proceso es coherente si esta caracterizado por la existencia de alguna relación de
fase determinista bien definida[28].

2En lo que respecta a este trabajo entenderemos al estado como un sistema f́ısico descrito por un estado ket definido |α〉.
3NOTA: viceversa no se cumple, un estado coherente no necesariamente es un estado entrelazado.

4
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En general una superposición para un solo qubit la podemos representar de la siguiente manera

|ϕ〉 = α |0〉+ β |1〉 donde α∧ β son números complejos que están caracterizados por la fase relativa. De la

mecánica cuántica sabemos que |α|2 es la probabilidad de obtener |0〉, y |β|2 la de |1〉, además cumplen

la propiedad de normalización |α|2 + |β|2 = 1.

Consideremos ahora un registro compuesto por dos bits clásicos. Cualquier registro de este tipo puede

almacenar en algún momento dado solo una de cuatro posibles configuraciones tales como 00, 01, 10, 11.

Por otro lado un registro cuántico compuesto de dos qubits puede almacenar en cierto momento los cuatro

valores en una superposición cuántica.

La representación del estado general de un sistema de dos qubits es de la forma:

|φ〉 = α00 |0〉1 |0〉2 + α01 |0〉1 |1〉2 + α10 |1〉1 |0〉2 + α11 |1〉1 |1〉2 . (2.1)

Donde αi,j ∈ C son las amplitudes de probabilidad de cada uno de los estados4 y los subsistemas que

lo generan. La capacidad de almacenamiento de un conjunto de qubits es sorprendente ya que “n” qubits

pueden almacenar hasta 2n valores a la vez [20].

Por ejemplo, imaginemos 254 qubits, esto quiere decir que podemos almacenar y/o procesar hasta

≈2.89×1076 valores en una sola instrucción.

Existe un fenómeno que se da entre la interacción de qubits, a esta propiedad se le llama entrelaza-

miento la cuál se describe en la siguiente sección.

2.2. Entrelazamiento.

El entrelazamiento es una propiedad puramente cuántica y sabemos de ella gracias a la interacción

no local entre part́ıculas y/o estados cuánticos. Ya que estos comparten información entre śı. De tal

manera que una vez que se separan, cada uno contiene información del otro. Aśı si uno se ve modificado,

inmediatamente [30] el otro también se verá afectado [25].

La propiedad de entrelazamiento cuántico se ha discutido desde hace más de 70 años (Schrödinger

1935)5, y hoy es una de las piedras angulares que impulsa al desarrollo de la tecnoloǵıa y el manejo de la

4Los sub́ındices están para diferenciar entre el primer y segundo estado, aunque su uso es potestativo.
5Erwin Schrödinger fue quizá el primero en hablar de el fenómeno de entrelazamiento cuántico en 1935. Artur Ekert lo

definió de la siguiente manera:
“Cuando dos sistemas, de los cuales conocemos los estados por sus respectivas caracteŕısticas, entran en una interacción

f́ısica entre ellos debido a fuerzas conocidas, y después de un cierto tiempo de mutua influencia los sistemas se separan de
nuevo, entonces estos ya no pueden describirse de la misma manera que antes, uno puede ver que cada uno de ellos acabo con
algo representativo de si mismo. Yo no llamaŕıa a esto un rasgo más sino el rasgo caracteŕıstico de la mecánica cuántica, la
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información, otorgando a cada uno de estos rubros una contraparte cuántica.

El fenómeno de entrelazamiento fue uno de los temas más criticados durante la formulación de la

mecánica cuántica, ya que en apariencia viola el principio de incertidumbre de Heisenberg[31]. Esta pa-

radoja se logró aclarar utilizando la desigualdad de Bell[32], que nos dice que una teoŕıa cuántica será in-

completa si se cumplen ciertas propiedades, en caso contrario esta estará bien fundamentada. A partir de

esta desigualdad ha sido posible desarrollar experimentos que muestran la existencia del entrelazamiento,

usando principalmente fotones y átomos.

Un arreglo convencional que permite comprobar este fenómeno es el que se muestra en la figura 2.1.

En este sistema, se hace pasar un fotón polarizado por un semi-espejo, separando al fotón en dos fotones

entrelazados, los cuales viajan a través de fibras ópticas separadas con distintos extremos. Para cada

fibra habrá dos funciones de onda que representan cierta probabilidad de tener al estado inicial del fotón

primario polarizado. En un extremo, hay un aparato de medición, en la imagen son los APD (Avalanche

PhotoDiode), y en el otro hay un polarizador, en la imagen son -A y el circulo gris. Cuando un fotón

llega al polarizador inmediatamente después, en el otro extremo se realiza la medición del segundo fotón.

El resultado de este experimento fue que el fotón que se mide tiene esta nueva polarización, no habiendo

manera de que el fotón polarizado le transmitiera información al electrón sin polarizar a menos que se

viole uno de los principios de la teoŕıa de la relatividad[32, 33]. A esta interacción se le identificó como el

entrelazamiento descrito por Schrödinger.

Figura 2.1: Tomada de Gisin, et. al.,[33] Esquema del experimento realizado para observar el fenómeno de entrelazamiento
desde un punto de vista relativista y no relativista. En el caso no relativista una componente del fotón se encuentra primero
con el polarizador -A y posteriormente se realiza una medición en el detector APD4. Para el caso relativista se tiene que una
componente del fotón es primero observada (polarizada) en movimiento que es el circulo gris que se aprecia en la figura que gira
con una velocidad V = 100m/s y posteriormente medida en el detector APD3. Los detectores APD1 y APD2 se utilizan para
calibrar el sistema con una precisión de ±5ps

Hoy d́ıa se ha mostrado que la mecánica cuántica es una teoŕıa bien fundamentada [25], con experi-

mentos que muestran la no localidad de los fenómenos cuánticos [25, 33], la cual es una propiedad que es

explotada en otras áreas además del manejo de información.

cual refuerza su entera separación de las ĺıneas clásicas de pensamiento. Por la interacción de dos caracteŕısticas (los estados
cuánticos) decimos que se han entrelazado”[20]
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El principal problema que se tiene para manipular los sistemas cuánticos (en nuestro caso qubits) es su

interacción con el medio que los rodea. Ya que no existen sistemas totalmente aislados. A este fenómeno

de interacción se le llama decoherencia y podemos decir que es la pérdida de estados entrelazados debido

al colapso de estados. Producido por las mediciones continuas del ambiente que les rodea. La decoherencia

es un parámetro que se debe de considerar en todo experimento y hay que buscar nuevas estrategias para

minimizarlo en gran medida o bien aprovecharlo.

En el caso de una computadora cuántica seŕıa ideal que no hubiese decoherencia. Ya que esta complica

la manipulación en arreglos de qubits, es por eso que hasta el d́ıa de hoy las computadoras cuánticas útiles

no superan los 6 qubits, con un tiempo de coherencia muy corto. Los algoritmos que existen hasta ahora

se han hecho para una manipulación máxima de hasta 8 qubits [21].

2.2.1. Matriz de densidad.

Imaginemos que existe un entorno que consistirá de muchas part́ıculas en movimiento aleatorio efectivo,

sus posiciones y movimientos los consideramos prácticamente no-observables. Existe un procedimiento

matemático bien definido para manejar un sistema de este tipo, en el que hay una carencia de conocimiento

sobre los estados involucrados: Lo que hace uno es una “suma sobre” los estados desconocidos del entorno

y obtiene un objeto matemático conocido como matriz de densidad, que describe el estado f́ısico en

consideración.

La matriz de densidad combina en una expresión lo que parecieran ser dos nociones diferentes de

probabilidad, una clásica y otra cuántica, y no distingue un tipo de otro. [69]

Por una parte, tenemos los números p, q, ..., s, que son las probabilidades clásicas ordinarias para los

estados alternativos |ψ〉, |φ〉, ... , |χ〉, mientras que, por otro lado, tenemos las probabilidades cuánticas

obtenidas por la condición de normalización:

||ψ|| = 〈ψ|ψ〉 =
∫ +∞

−∞
dx |ψ(x)|2 =

∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)ψ(x) = 1 (2.2)

Un estado puro por definición es una colección de sistemas f́ısicos tal que cada miembro es caracteri-

zado por el mismo ket |ψ〉. En contraste, en un estado mezclado, una fracción de los miembros con una

población relativa w1 están caracterizados por |ψ(1)〉, otra fracción con población relativa w2, por |ψ(2)〉, y

aśı sucesivamente. En términos generales, un estado mezclado puede ser visto como una mezcla estad́ıstica

de estados puros.[22]
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Matriz Densidad de estados puros y el Operador Traza

El Operador densidad se define:

ρ̂ ≡ |ψ〉 〈ψ| ; (2.3)

|ψ〉 := estado puro6

Si expresamos |ψ〉 como una superposición de estados base |ψi〉

|ψ〉 =
∑

i

ci |ψi〉 (2.4)

⇒ ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| =
∑

i,j

cic
∗
j |ψi〉 〈ψj | , (2.5)

los términos i 6= j acarrean la coherencia cuántica entre las distintas componentes |ψi〉, y usualmente se

llaman términos de interferencia, o términos fuera de la diagonal.7

La operación traza se define:

tr(Â) ≡
∑

i

〈φi| Â |φi〉 , (2.6)

donde Â es algún operador, y se escoge una base ortonormal |φi〉 en el espacio de Hilbert H. El operador

Â es lineal e independiente de la base que se tome

tr(Â+ B̂) = tr(Â) + tr(B̂). (2.7)

Si aplicamos esta operación a un operador Â = ρ̂Ô, con ρ̂ una matriz densidad de estados puros y Ô

un operador Hermitiano representando una observable

⇒ tr(ρ̂Ô) =
∑

i 〈Oi| (|ψ〉 〈ψ|)Ô |Oi〉

=
∑

i oi〈Oi|ψ〉〈ψ|Oi〉

=
∑

i oi〈Oi|ψ〉〈Oi|ψ〉∗

=
∑

i oi |〈Oi|ψ〉|2 ,

(2.8)

6Estrictamente hablando, la matriz densidad se refiere a la representación matricial del operador de densidad en una base
particular, el uso de “Matriz de Densidad” para el operador ρ̂ es una terminoloǵıa ampliamente utilizada.

7Es importante no llegar a una conclusión errónea como lo es pensar que la ausencia de términos fuera de la diagonal
(términos interferencia) implica que el sistema no tiene propiedades cuánticas o se comporta clásicamente.
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donde |〈Oi|ψ〉|2 es la probabilidad de Born de la resultante oi. Aqúı tr(ρ̂Ô) representa el promedio de

todas los posibles eigenvalores oi de esta medición, pesado por las correspondientes probabilidades de

Born. Este promedio es el valor esperado 〈Ô〉 de la observable Ô.

La regla de la traza.

〈Ô〉 = tr(ρ̂Ô). (2.9)

Si elegimos Ô = Î ⇒ tr(ρ̂Ô) = 1 (positividad). Este resultado refleja el hecho de que los estados puros

están normalizados, id est, |〈ψ|ψ〉|2 = 1.

La regla de Born, supone que un sistema es descrito por un estado puro |ψ〉. Además suponiendo que

una observable es representada por un operador Hermitiano Ô, con eigenestados |Oi〉 y correspondientes

eigenvalores oi (asumiendo un espectro discreto para Ô).

Si el estado puro es medido en el sistema, entonces:

1. Los estados |Oi〉 y sus eigenvalores oi son las únicas posibles resultantes al realizar una medición.

Esto es el tercer postulado de la Mecánica Cuántica (ver Apéndice A).

2. La probabilidad de encontrar al sistema en el estado |Oi〉 después de la medición esta dado por

|〈Oi|ψ〉|2

Matrices de Densidad de Estados-Mezclados.

Los estados mezclados son netamente estad́ısticos, y corresponden a un experimento con cambios

aleatorios en sus parámetros. A diferencia de los estados puros los estados mezclados pueden ser descritos

como combinaciones lineales de estados, también pueden ser descritos por matrices de densidad. Cuando

realizamos una medición, el resultado es descrito generalmente por una distribución de probabilidad.

Podemos decir que un estado mezclado expresa información insuficiente acerca del estado del sistema,

en el sentido de que el sistema esta (antes de la medición) en uno de los estados puros |ψ〉 (el cual no

necesita ser ortogonal) pero el observador simplemente no sabe cual. Esto último sin importar el origen

f́ısico del elemento probabiĺıstico del estado mezclado, id est, el conjunto resultante de estados puros |ψi〉

con probabilidades asociadas pi, representa un “ensamble clásico”. Con esto nos referimos a que el origen

de las probabilidades es netamente clásico.

Imagine que un observador describe la estad́ıstica de las mediciones realizadas en un sistema definido

por un estado mezclado; generalizando las reglas de valor esperado 〈Ô〉 = 〈ψ| Ô |ψ〉 o 〈Ô〉 = tr(ρ̂Ô) con

ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| una matriz de densidad de estados puros) combinando la probabilidad clásica, que está presente
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debido la ignorancia del observador acerca de la combinación de estados puros en que se preparó el sistema

y las probabilidades intŕınsecas de la mecánica cuántica, dadas por el “colapso” en un eigenestado de un

estado cuántico de la observable medida. Se obtiene un valor esperado de la forma:

〈Ô〉mez =
∑

i

pi 〈ψi| Ô |ψi〉 , (2.10)

con pi := la probabilidad clásica y 〈ψi| Ô |ψi〉 := valor esperado cuántico.

La Matriz de Densidad de un Estado se define:

ρ̂ =
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| , (2.11)

la matriz de densidad de un estado-puro corresponde a todos los pi igual a cero excepto uno, digamos

p1 = 1. Esto significa que no hay “ignorancia” acerca del estado del sistema en esta situación. Si decrece

p1, entonces la condición de normalización para las probabilidades
∑

i pi = 1, nos dice que debe de haber

otro pi 6= p1 6= 0, por lo que podemos decir que incrementa nuestro grado de “ignorancia” ya que no

sabemos con certeza en que estado puro se ha preparado inicialmente el sistema.

Ahora, el valor esperado del observable Ô puede ser calculado utilizando la regla de la traza (2.9), al

igual que los estados puros. De manera similar obedece condiciones de normalización trρ̂ = 1, usando el

hecho de que
∑

i pi = 1

tr(ρ̂) =
∑

i

pitr(|ψi〉 〈ψi|) =
∑

i

pi = 1. (2.12)

Dos subsistemas están entrelazados entre śı, si el sistema compuesto está descrito por una matriz

densidad (de un estado puro o mezclado) que no puede ser descrito con un producto tensorial ρ̂ = ρ̂1⊗ ρ̂2,

donde ρ̂1 y ρ̂2 son matrices de densidad pertenecientes a cada subsistema individual.

Para evitar confusión entre una superposición de estados y un estado mezclado escribimos a este

último de la forma:

|ψ〉 =
∑

i

√
pi |ψi〉 , (2.13)

en donde todos los estados que componen a |ψi〉 están presentes simultáneamente.

La matriz de densidad correspondiente al estado anterior es:
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ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| = ∑

i,j
√
pipj |ψi〉 〈ψj |

=
∑

i=j pi |ψi〉 〈ψi|+
∑

i6=j
√
pipj |ψi〉 〈ψj | .

(2.14)

El segundo termino de (2.14) representa la interferencia entre los distintos estados |ψi〉.

Cuantificando el Grado de Mezcla.

Se sabe que una matriz de densidad de estados puros (2.3) es idempotente si cumple con la propiedad

ρ̂2 = ρ̂, (2.15)

lo cual constituye una condición necesaria y suficiente para que el sistema sea considerado como un estado

puro. Supongamos que el sistema no está en un estado puro

⇒ ρ̂2 =
∑

i,j

pipj |ψi〉 〈ψj | (〈ψi|ψj〉) , (2.16)

en general 〈ψi|ψj〉 6= 0 para i 6= j, y aún si 〈ψi|ψj〉 = 0 no se cumple la propiedad (2.15)

→ ρ̂2 =
∑

i,j

pipj |ψi〉 〈ψj | 6= ρ̂ =
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| . (2.17)

Existen dos medidas para cuantificar el grado de mezcla:

Pureza de la Matriz Densidad

ς ≡ tr(ρ̂2), (2.18)

si ρ̂ representa una matriz densidad de estados puros ⇒ ς = 1, de cualquier otra manera

ς =
N∑

i=1

p2i , (2.19)

suponemos que los estados {|ψi〉} forman una base ortonormal en un espacio de Hilbert de N-

dimensiones. Decimos que la matriz densidad esta máximamente mezclada cuando pi =
1
N ∀ i =

1, ..., N .

Entroṕıa de von Neumann.

Puede ser vista como una adaptación de la entroṕıa en mecánica estad́ıstica clásica, aplicada al caso
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de operadores de densidad mecánico cuánticos, y se expresa por la forma:

S(ρ̂) ≡ −tr(ρ̂log2ρ̂) ≡ −
∑

i

λilog2λi, (2.20)

donde λi representa los eigenvalores de la matriz de densidad ρ̂.

Por convención, para el caso λi = 0 se define 0log2(0) = 0, de tal manera que los estados ausentes

de una mezcla no se consideren en el valor de la entroṕıa. Si ρ̂ es puro ⇒ toda λi = 0 excepto

por una ⇒ S(ρ̂) = 0, es decir, un estado puro se caracteriza por tener un valor cero en la entroṕıa

de von Neumann. Por otro lado un estado máximamente mezclado corresponde a la ignorancia

completa acerca de cual estado puro |ψi〉, i = 1, ..., N de la exclusividad8 mutua (y ortogonal) ha

sido preparada, teniendo λi = pi =
1
N

⇒ S(ρ̂) = log2(N). (2.21)

La entroṕıa de von Neumann se relaciona con la entroṕıa clásica (i.e., termodinámica), en el sentido

que la entroṕıa es una medición de la cantidad de información, u opuestamente de la ignorancia,

acerca del estado del sistema. De aqúı en adelante será llamada info-entroṕıa de von Neumann.

La base de Matrices de Densidad de Estados-Mezclados.

Podemos decir que una matriz de densidad de estados mezclados representa una “ignorancia interpre-

table” de una mezcla de estados puros.

Cualquier matriz de densidad impura (no pura) puede ser escrita en muchas formas distintas, para

ilustrar esto último consideramos lo siguiente:

ρ̂ =
1

2
(|0z〉 〈0z|+ |1z〉 〈1z|), (2.22)

donde |0z〉 y |1z〉 son eigenestados de σz, esto los podemos representar con los eigenestados de σx

como:

|0z〉 = 1√
2
(|0x〉+ |1x〉),

|1z〉 = 1√
2
(|0x〉 − |1x〉).

(2.23)

8Por exclusividad entiéndase que se habla de estados no degenerados.
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⇒ ρ̂ = 1
2 (|0x〉 〈0x|+ |1x〉 〈1x|) y de la misma forma la matriz de densidad también puede ser descrita

en términos de |0y〉 y |1y〉 los eigenestados de σy.

2.2.2. Matrices de Densidad Reducidas.

La motivación básica de utilizar el concepto de una matriz de densidad reducida está en la descripción

de un sistema A que está entrelazado con un sistema B. El objeto matemático adecuado en el forma-

lismo cuántico que contiene exhaustiva y correctamente, toda información (i.e., todas las mediciones

estad́ısticas) que se pueden extraer por la observación del sistema A es la matriz de densidad reducida:

ρ̂A = trBρ̂, (2.24)

el subindice “B” significa que la traza debe de realizarse usando la base ortonormal del espacio de Hilbert

HB de B solamente.

“trB”:= Traza parcial sobre B y debe ser interpretada como un “promedio” sobre los grados de libertad

del sistema no observado B. “En pocas palabras, las matrices de densidad reducida proveen un método

elegante para representar la medición estad́ıstica del sistema.”[70, 71]

2.2.3. Estados de Bell.

Los estados de Bell son aquellos estados del sistema de dos grados de libertad que tienen entrelaza-

miento máximo. Definidos como estados distintos que provienen de una misma interacción, cada uno de

los estados posee información correspondiente a los demás estados, aśı que no se puede expresar como un

estado independiente. En general cada sistema tiene su propia forma de representar estados máximamente

entrelazados y esto depende del número de qubits que tenga.
Por ejemplo en el espacio de dos qubits los estados de Bell los podemos representar9 como las combi-

naciones:

|Φ+
Bell〉 =

1√
2
(|0〉1 |0〉2 + |1〉1 |1〉2) =

1√
2
(|00〉+ |11〉); (2.25)

|Φ−
Bell〉 =

1√
2
(|0〉1 |0〉2 − |1〉1 |1〉2) =

1√
2
(|00〉 − |11〉); (2.26)

|Ψ+
Bell〉 =

1√
2
(|0〉1 |1〉2 + |1〉1 |0〉2) =

1√
2
(|01〉+ |10〉); (2.27)

9La representación esta hecha sobre la base computacional utilizando notación de Dirac, los sub́ındices sirven para repre-
sentar al estado al que pertenecen, sin embargo podemos prescindir de ellos sin ninguna complicación.
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|Ψ−
Bell〉 =

1√
2
(|0〉1 |1〉2 − |1〉1 |0〉2) =

1√
2
(|01〉 − |10〉). (2.28)

Como ya se dijo estos estados tienen entrelazamiento máximo y se caracterizan por ser no separables,

esto es, no se pueden describir como un producto de estados:

1√
2
(|00〉+ |11〉) 6= (α1 |0〉1 + β1 |1〉1)⊗ (α2 |0〉2 + β2 |1〉2). (2.29)

Una propiedad de estos estados es que una vez hecha una medición sobre alguno de los subsiste-

mas, intŕınsecamente se está fijando un valor para la pareja de componentes entrelazados. Por ejemplo,

imaginemos que generamos un estado de Bell (2.27), entonces realizamos una medición sobre el primer

subsistema y obtenemos que |0〉1 es el valor de la medición o colapso (ver Postulado 3 del Apéndice A),

esto implica que el segundo subsistema solo lo podemos encontrar en el estado |1〉2, id est, al colapsar un

estado de un subsistema estamos fijando el valor de su pareja entrelazada.

2.2.4. Entrelazamiento Hı́brido.

El entrelazamiento como se mencionó con anterioridad suele ser estudiado entre dos mismos grados

de libertad, e.g., esṕın-esṕın, órbita-órbita, fotón-fotón y al entrelazamiento de estados con dos distintos

grados de libertad, como: electrón-fonón, átomo-fotón, esṕın-órbita, se le llama entrelazamiento de estados

h́ıbridos[46, 47, 48, 49] o hiper-entrelazamiento[50, 51, 52]

La ventaja de un estado h́ıbrido sobre un estado normal radica en el tiempo de decoherencia máximo

que tiene uno sobre el otro, es decir, algunos estados h́ıbridos han mostrado mayor tiempo de vida

entrelazada que algunos sistemas puros, además de algunas propiedades de evolución del entrelazamiento

en el sistema de tal manera que si se llega a perder el entrelazamiento (parcialmente) este puede recuperarse

después de cierto tiempo. Esto último se mostrará detalladamente en los resultados.

En los últimos años se ha venido estudiando la hibridación de estados y se han encontrando aplicaciones

como los ebit que se utilizan en canales de información cuántica [46], mostrando cómo se pueden hacer

hibridaciones entre fotones aislados y un estado coherente [49]. Poco después se mostró que también se

pod́ıa trabajar con fonones y estados internos iónicos[48], y recientemente se ha estudiado la generación

de estados entrelazados en un sistema de un doble punto cuántico (similar al nuestro) interceptado por

un campo de cavidad cuántizado [47]. En este último trabajo se indica que el estado inicial del campo de

cavidad puede controlar y manipular la dinámica del entrelazamiento.
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2.3. Caracterización del Entrelazamiento.

En esta sección se presentan tres propiedades usadas para medir el grado de entrelazamiento, con-

currencia, coeficientes de Schmidt y Entroṕıa de entrelazamiento. Estas son robustas en su estructura,

pero como tal no son observables f́ısicas. Estos objetos cuánticos nos ayudan a monitorear el fenómeno

del entrelazamiento hasta ahora exclusivo de la Mecánica Cuántica.

2.3.1. Concurrencia.

Una manera de medir el entrelazamiento es a través de lo que se le llama concurrencia, representado

por la letra “C”, que es un valor de la info-entroṕıa de von Neumann (ver sección 2.2.1) y su rango esta

entre cero y uno.

Si el sistema se encuentra en un entrelazamiento máximo decimos que su grado de concurrencia es uno

y si tiene un grado de entrelazamiento nulo entonces su concurrencia es cero [34, 35]. La única limitante

de esta propiedad es que no se puede aplicar para sistemas de más de dos estados.

Concurrencia de estados puros:

Matemáticamente, la concurrencia se define como la proyección de estados en qubits de part́ıculas

indivisibles.

C = |〈Ψ|Ψ̃〉| , (2.30)

donde a Ψ̃ se define de la siguiente manera

|Ψ̃〉 = σy ⊗ σy |Ψ∗〉 ,

aqúı σy es la matriz de Pauli (ver Apéndice A) y Ψ∗ es el conjugado de Ψ.

Para los estados de Bell (2.25, 2.26, 2.27, 2.28), la concurrencia es C = 1. Para cada uno de los

elementos de la base computacional: |00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉 , la concurrencia es C = 0. Aśı para calcular la

concurrencia (de un estado puro) de una función de onda general que se encuentra en la base computacional

de dos qubits y que tiene la forma:

|ψ〉 = a |00〉+ b |01〉+ c |10〉+ d |11〉 , (2.31)
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en donde

σy ⊗ σy =




0 −i

i 0



⊗




0 −i

i 0



 =












0 0 0 −1

0 0 1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0












.

La representación vectorial de cada uno de los elementos de la base computacional es:

|00〉 =












1

0

0

0












; |01〉 =












0

1

0

0












; |10〉 =












0

0

1

0












; |11〉 =












0

0

0

1












.

Entonces |ψ〉 queda expresado:

|ψ〉 =












a

b

c

d












,

y |ψ̃〉 después de hacer la multiplicación queda como:

|ψ̃〉 =












−d∗

c∗

b∗

−a∗












.

Ahora calculando la concurrencia

C(ψ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(

a∗ b∗ c∗ d∗
)












−d∗

c∗

b∗

−a∗












∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

C(ψ) = |−a∗d∗ + b∗c∗ + c∗b∗ − d∗a∗|

⇒ C(ψ) = 2 |b∗c∗ − a∗d∗| .

Que es lo mismo que expresarla:
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C(ψ) = 2 |bc− ad| . (2.32)

Para estados puros podemos considerar un sistema de bipartito SAB en el cual sus subsistemas o

bien no estan correlacionados o están entrelazados. Denotaremos la info-entroṕıa del sistema compuesto

como S(ρ̂AB) (ver (2.20)) y las info-entroṕıas de los subsistemas como S(ρ̂A) y S(ρ̂B) definidas por los

operadores de densidad reducidos (2.24),

S(ρ̂AB) = S(ρ̂A) = −tr(ρ̂Alog2ρ̂A) =

= S(ρ̂B) = −tr(ρ̂Blog2ρ̂B)
. (2.33)

Si tomamos a (2.31), lo evaluamos en (2.33) y utilizamos de la Teoŕıa de Información la función de

entroṕıa binaria

h(x) := −[x log2 x+ (1− x) log2(1− x)], (2.34)

encontramos que la info-entroṕıa obtiene una forma

S(ρ̂A) = h

(

1 +
√

1− C(ψ)2

2

)

(2.35)

donde C(ψ) es (2.32).

Concurrencia de estados mezclados:

Para estados mezclados la info-entroṕıa tiene la misma estructura que (2.35) solo que para estados

mezclados no tomamos la ecuación (2.32), sino que utilizamos el Lema de [34] que nos permite escribir

explicitamente a la concurrencia como

C(ρ̂AB) = max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, (2.36)

donde λi son las ráıces cuadradas de la matriz RAB = ρ̂AB ˜̂ρAB.10

Si bien la Concurrencia está matemáticamente bien fundamentada, su talón de Aquiles es que está úni-

camente definida para sistemas de dos qubits.

10para mas detalles consultar [39]
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2.3.2. Coeficientes de Schmidt.

Imaginemos dos subsistemas U y V , los cuales están asociados a los espacios de estado Hu y Hv, y el

espacio de producto tensorial Hu ⊗Hv con el sistema compuesto U + V .

Algunos vectores de estado del sistema compuesto pueden ser descompuestos en un producto tensorial

de dos vectores, uno describiendo el estado del subsistema U y el otro describiendo el estado del subsistema

V , e.g.:

|Ψ〉 = |u〉 ⊗ |v〉 , (2.37)

sin embargo, si se piensa que los dos subsistemas no fueron preparados independientemente y aislados to-

talmente uno respecto al otro, en general es imposible hacer tal descomposición. Por ejemplo: consideremos

el estado |Ψ〉 de el sistema compuesto tal que

|Ψ〉 = c1 |u1〉 ⊗ |v1〉+ c2 |u2〉 ⊗ |v2〉 , (2.38)

donde

|c1|2 + |c2|2 = 1, (2.39)

c1, c2 6= 0. (2.40)

Claramente en este caso ningún vector de estado puede ser asignado al subsistema U o V . Decimos

entonces que estos dos subsistemas están entrelazados. El ejemplo más famoso de un estado entrelazado

de dos part́ıculas es el estado EPR o estado de Bell ver sección 2.2.3.

El estado cuántico de un subsistema de un par entrelazado (independientemente del estado de su

compañero) tiene que ser descrito por un operador de densidad. El operador de densidad como ya se

mencionó con anterioridad es un operador lineal ρ̂ en H tal que:

ρ̂ sea Hermitiano;

ρ̂ sea positivo definido, esto es, 〈φ| ρ̂ |φ〉 ≥ 0 para cualquier |φ〉 ∈ H;

Positividad trρ̂ = 1.

Para el caso particular de un estado descrito por el vector de estado |Ψ〉 ∈ H, el operador densidad es

un operador de proyección sobre ese estado
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ρ̂ = |Ψ〉 〈Ψ| , (2.41)

y como cualquier operador de proyección, es Hermitiano e idempotente ρ̂2 = ρ̂.

Un operador de densidad puede ser asociado con cualquier subsistema, sin importar la existencia de

un vector de estado asociado a tal subsistema.

Si se considera que los conjuntos {|ai〉 , i = 1, 2, 3, · · · } y {|bj〉 , j = 1, 2, 3, · · · } formen una base

ortonormal para los subsistemas U y V , respectivamente. Cualquier estado |Ψ〉 ∈ H, el cual es un estado

de un sistema compuesto, puede ser escrito como:

|Ψ〉 =
∑

i,j=1

ci,j |ai〉 ⊗ |bj〉 . (2.42)

El operador densidad para el sistema compuesto puede ser expresado en forma matricial en esta base

ρ̂ = |Ψ〉 〈Ψ| =
∑

i,j,k,l ci,jc
∗
k,l |ai〉 〈ak| ⊗ |bj〉 〈bl| =

∑

i,j,k,l ρ̂i,j,k,l |ai〉 〈ak| ⊗ |bj〉 〈bl| .
(2.43)

Supongamos que sólo uno de los subsistemas es observado y deseamos describir las propiedades de

este subsistema a pesar del estado del otros subsistemas sin observar.

Podemos asignar operadores de densidad ρ̂u y ρ̂v a los subsistemas U y V tomando la traza parcial

del operador densidad ρ̂,

ρ̂u = trvρ̂ =
∑

j

〈bj | ρ̂ |bj〉 =
∑

i,j,k

ρij,kj |ai〉 〈ak| , (2.44)

ρ̂v = truρ̂ =
∑

i

〈ai| ρ̂ |ai〉 =
∑

i,j,l

ρij,il |bj〉 〈bl| . (2.45)

Es claro de la definición anterior que la operación de traza parcial puede ser aplicada a cualquier

operador densidad ρ̂ del sistema compuesto. Como en nuestro caso particular al operador de proyección

dado en la ecuación (2.41).

Para cualquier estado del sistema total descrito por ρ̂ y cualquier subsistema U o V , podemos asignar

únicamente el operador de densidad que describa el estado de ese subsistema tomando las trazas parciales

sobre todos los otros subsistemas que conforman el sistema total. Esto último nos permite calcular todas

las predicciones f́ısicas de los subsistemas bajo consideración.
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El valor promedio de cualquier observable Û perteneciente a el subsistema U siendo el estado especi-

ficado por ρ̂u está dado por

< Û >= tr(ρ̂uÛ). (2.46)

La descomposición de Schmidt.

Ya hemos mencionado que cualquier estado |Ψ〉 ∈ H = Hu ⊗ Hv, el cual es el estado del sistema

compuesto, puede ser escrito como:

|Ψ〉 =
∑

i,j=1

ci,j |ai〉 ⊗ |bj〉 (2.47)

o de forma alterna, utilizando el operador densidad, como (2.43).

Mostraremos que cada |Ψ〉 puede ser representado por una suma de términos biortogonales llamada

descomposición de Schmidt.

Teorema: Si el sistema compuesto está en un estado puro descrito por un operador de proyección

ρ̂ = |Ψ〉 〈Ψ| entonces existe una base ortonormal {|ui〉 ∈ Hu} y {|vj〉 ∈ Hv}, tal que

|Ψ〉 =
∑

i

gi |ui〉 ⊗ |vi〉 (2.48)

o en términos del operador de densidad ρ̂ para el sistema entero,

ρ̂ =
∑

i,k

gig
∗
k |ui〉 〈uk| ⊗ |vi〉 〈vk| , (2.49)

donde
∑

i |gi|2 = 1.

Demostración: Permitámonos elegir {|ui〉} tal que ρ̂ sea diagonal en esta base y la dimensión de

Hu no sea mayor que la dimensión de Hv. Tomemos también a {|v′j〉} como una base arbitraria en Hv,

entonces ρ̂ puede ser escrito como

ρ̂ = |Ψ〉 〈Ψ| =
∑

i,j,k,l

ci,jc
∗
k,l |ui〉 〈uk| ⊗ |v′j〉 〈v′l| . (2.50)

Sin embargo, ρ̂ =
∑

ijk cijc
∗
kj |ui〉 〈uk| tiene que ser diagonal, por lo que ρ̂ =

∑

j cijc
∗
kj = |gi|2 δi,k. Esta

condición nos permite cambiarnos a cualquier otra base ortonormal en Hv. Para cada |gi| 6= 0 y para cada

|ui〉 podemos definir el estado relativo
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|vi〉 =
∑

j

(
cij
|gi|

)

|v′j〉 , (2.51)

donde i = 1, 2, 3, · · · , N , y N no es mayor que la dimensión de Hu. El operador de densidad para el

sistema compuesto ρ̂ puede ser escrito de la siguiente manera:

ρ̂ =
∑

i,j,k,l |gi| |gk| |ui〉 〈uk| ⊗
(
cij
|gi|

)

|v′j〉 〈v′l|
(
c′kl
|gk|

)

=

=
∑

i,k |gi| |gk| |ui〉 〈uk| ⊗ |vi〉 〈vk| ,
(2.52)

donde N vectores base {|vj〉} de Hv son suficientes para expresar el vector de estado del operador de

densidad del sistema compuesto, y con esto culmina la demostración. �

Notemos las siguientes caracteŕısticas de la descomposición de Schmidt.

(1) La descomposición de Schmidt pertenece a un estado especifico del sistema compuesto.

Para cada estado puro existe la descomposición, no obstante, para dos estados diferentes |Ψ〉 y |Ψ′〉

tenemos dos descomposiciones de Schmidt distintas.

(2) La suma sobre un sólo indice en la descomposición de Schmidt nos lleva a la dimensionalidad más

pequeña de los dos espacios de Hilbert Hu y Hv.

Por ejemplo, cuando un subsistema de dos estados está entrelazado con un sistema de n-estados

(n > 2) la descomposición de Schmidt tiene solo dos términos.

(3) La descomposición de Schmidt de algún estado cuántico dado no es única.

La construcción presentada aqúı emplea sólo los valores absolutos de gi dejando las fases arbitra-

rias. Más aún, si tenemos múltiples |gi| iguales los vectores correspondientes |ui〉 ⊗ |vi〉 pueden ser

reemplazados por combinaciones lineales de ambos.

Por ejemplo: tomemos un estado de Bell bajo simetŕıa esférica, puede ser descrito de las siguientes

formas alternativas:

1√
2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↓〉 ⊗ |↑〉)
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1√
2
(|←〉 ⊗ |→〉 − |→〉 ⊗ |←〉)

1√
2
(|տ〉 ⊗ |ց〉 − |ց〉 ⊗ |տ〉)

1√
2
(|ր〉 ⊗ |ւ〉 − |ւ〉 ⊗ |ր〉).

Las flechas indican las diferentes orientaciones posibles del vector de esṕın, mostrando claramente

que la descomposición de Schmidt no es única. Este hecho causa problemas con la teoŕıa de medición

cuántica.

(4) La descomposición de Schmidt no se puede extender en general a más de dos subsistemas. Hay un

trabajo en el que se trata de mostrar la generalización de la descomposición de Schmidt pero única-

mente obtiene casos particulares [37]. Para estados mezclados no existe análogo a la descomposición

de Schmidt.[36]

(5) En las bases elegidas para la descomposición de Schmidt ambos ρ̂u y ρ̂v son diagonales y poseen el

mismo espectro positivo, por lo que cualquier función del operador de densidad que dependa sólo

del espectro del operador, por ejemplo: la entroṕıa de von Neumann, tendrá el mismo valor para ρ̂u

y ρ̂v.

(6) Los vectores {|ui〉} y {|vj〉} definen dos observables Û =
∑

i µi |ui〉 〈ui| y V̂ =
∑

i νi |vi〉 〈vi| (donde

µi y νi son eigenvalores) las cuales están perfectamente correlacionadas en un estado |Ψ〉. Cada que

Û sea medido en U y como resultado obtengamos µj, entonces las medidas subsecuentes de V̂ en V

nos darán, con certeza, un valor νk, llamamos a Û y V̂ las observables de Schmidt.

A grandes rasgos la descomposición consiste en realizar una traza parcial sobre el operador de la

matriz densidad (2.24), recordamos que la traza parcial de ρ̂ sobre B se interpreta como un “promedio”

sobre los grados de libertad del sistema no observado B. Una vez realizada la traza parcial sobre el

operador densidad se calculan los eigenvalores de esta matriz reducida, y los coeficientes encontrados dan

información sobre el grado de entrelazamiento entre los subsistemas;

det|trBρ̂− λÎ|, (2.53)

los coeficientes λ son llamados coeficientes de Schmidt.

Para caracterizar el grado de entrelazamiento:

Si todos los coeficientes son iguales decimos que la función de onda esta máximamente entrelazada.
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Si hubiera al menos uno distinto puede haber entrelazamiento entre los subsistemas, pero no es

máximo.

Si todos los coeficientes son nulos salvo uno decimos que el entrelazamiento es nulo.

Por ejemplo, calculemos el coeficiente de Schmidt para un estado de Bell, que sabemos es máximamente

entrelazado, tomemos el estado

|ψ+
Bell〉 =

1√
2
(|00〉+ |11〉), (2.54)

ρψ+ = |ψ+
Bell〉 〈ψ+

Bell| , (2.55)

ρψ+ = 1
2












1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1












, (2.56)

tomando la traza parcial ({A; |0〉 , |1〉}) sobre el operador de densidad

trA(ρAB) = trA(ρψ+) =
∑min(A)

n 〈n| ρψ+ |n〉 =

= 〈I ⊗ 0| ρψ+ |0⊗ I〉+ 〈I ⊗ 1| ρψ+ |1⊗ I〉 ,
(2.57)

⇒ tr(ρψ+) =
1

2






1 0

0 0




+

1

2






0 0

0 1




 . (2.58)

Vemos que ambos coeficientes son iguales (12 ), por lo tanto el estado de Bell (2.54) es un estado máxima-

mente entrelazado.

Tomemos ahora un estado generado por la combinación lineal de todos los estados de Bell:

|ψ〉 = α |ψ+
Bell〉+ β |ψ−

Bell〉+ γ |φ+Bell〉+ δ |φ−Bell〉 ; (2.59)
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ρψ = |α|2 |ψ+
Bell〉 〈ψ+

Bell|+ αβ∗ |ψ+
Bell〉 〈ψ−

Bell|+ αγ∗ |ψ+
Bell〉 〈φ+Bell|+ αδ∗ |ψ+

Bell〉 〈φ−Bell|+

+ βα∗ |ψ−
Bell〉 〈ψ+

Bell|+ |β|
2 |ψ−

Bell〉 〈ψ−
Bell|+ βγ∗ |ψ−

Bell〉 〈φ+Bell|+ βδ∗ |ψ−
Bell〉 〈φ−Bell|+

+ γα∗ |φ+Bell〉 〈ψ+
Bell|+ γβ∗ |φ+Bell〉 〈ψ−

Bell|+ |γ|
2 |φ+Bell〉 〈φ+Bell|+ γδ∗ |φ+Bell〉 〈φ−Bell|+

+ δα∗ |φ−Bell〉 〈φ+Bell|+ δβ∗ |φ−Bell〉 〈ψ−
Bell|+ δγ∗ |φ−Bell〉 〈φ+Bell|+ |δ|

2 |φ−Bell〉 〈φ−Bell| .

(2.60)

Matricialmente ρψ se expresa:

ρψ =
1

2

















|α|2 + αβ∗ + βα∗ + |β|2 γα∗ + γβ∗ + δα∗ + δβ∗ γα∗ + γβ∗ − δα∗ − δβ∗ |α|2 − αβ∗ + βα∗ − |β|2

αγ∗ + αδ∗ + βγ∗ + βδ∗ |γ|2 + |δ|2 + γδ∗ + δγ∗ |γ|2 − |δ|2 − γδ∗ + δγ∗ αγ∗ + αδ∗ − βγ∗ − βδ∗

αγ∗ − αδ∗ + βγ∗ − βδ∗ |γ|2 − |δ|2 + γδ∗ − δγ∗ |γ|2 + |δ|2 − γδ∗ − δγ∗ αγ∗ − αδ∗ − βγ∗ + βδ∗

|α|2 + αβ∗ − βα∗ − |β|2 γα∗ − γβ∗ + δα∗ − δβ∗ γα∗ − γβ∗ − δα∗ + δβ∗ |α|2 − αβ∗ − βα∗ + |β|2

















(2.61)

trA(ρψ) =
1

2





|α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 + 2Re(αβ∗ − γδ∗) (γ + δ)(α∗ + β∗) + (α − β)(γ∗ − δ∗)

(α + β)(γ∗ + δ∗) + (γ − δ)(α∗ − β∗) |α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 + 2Re(γδ∗ − αβ∗)



 (2.62)

Ahora solo falta calcular los eigenvalores, ayudándonos de la siguiente propiedad:

det[A− λI] = λ2 − λtr(A) + det(A) = 0⇐⇒ AǫM2×2, (2.63)

λ = |α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 ± 2Re(αβ∗ − γδ∗), (2.64)

(2.64) son los coeficientes de Schmidt para un estado que es combinación lineal de todos los estados de

Bell (2.59).

2.3.3. Entroṕıa de Entrelazamiento.

La idea central es utilizar la entroṕıa de subsistemas como medida del entrelazamiento. Si se consideran

únicamente estados puros, siempre tendremos un máximo de información11 acerca del estado compuesto

S(AB) = 0

, en un producto de estados, la información máxima de los estados de cada subsistema se representa como

S(A) = S(B) = 0.

11Recuerde que un máximo de información corresponde a un conocimiento total del estado en el que se encuentra el sistema,
por ejemplo, los estados de la base computacional |00〉, |01〉, |10〉, |11〉, sabemos con certeza que elementos individuales son
los que lo componen.
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Por otro lado, recuerde que la matriz densidad de los estados de Bell tiene la forma

ρA = ρB =
1

2
I,

decimos que estos estados están completamente sin estructura. Los subsistemas de estos estados se en-

cuentran máximamente mezclados y máximamente indeterminados12

S(A) = S(B) = 1.

Entre mayor sea la entroṕıa de los subsistemas, es más fuerte la correlación de estados puros en un sistema

compuesto y por lo tanto entrelazado.

Para obtener una expresión de la entroṕıa de entrelazamiento, se toma para un estado puro de un

sistema compuesto |ψAB〉 el valor E(ψ) de la entroṕıa de los subsistemas,

0 ≤ E(ψ) := S(A) = S(B) ≤ 1, (2.65)

como una medida del entrelazamiento del estado. E(ψ) es llamado también Entroṕıa de Entrelazamiento.

Ahora si se toma una descomposición espectral de la matriz de densidad

ρ̂ =

N∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| =
N∑

i

λi |i〉 〈i| , (2.66)

donde |ψi〉 son eigenestados de alguna observable con eigenvalores pi.

Utilizando a la entroṕıa de Shannon [38]

S(λ̃) = −
d∑

i=1

λi log λi ≥ 0, (2.67)

de |ψAB〉 =
∑k

n=1
√
pn |uAn ,wA

n 〉 utilizando una base ortonormal |nA〉 y un vector ortonormal particular

|ψA
n 〉 de ρ̂A y la expandimos como:

ρ̂A =

a∑

n=1

pn |uAn 〉 〈uAn | , (2.68)

12Decir máximamente indeterminados corresponde a tener un mı́nimo de información respecto al estado generado en ese
momento, en el caso de los estados de Bell se sabe que se encuentran en combinaciones no separables de estados de la base
computacional. Un mı́nimo de información se refiere a una ignorancia sobre el estado fijo (de la base computacional) el cual
esta siendo generado en algún momento, un estado en superposición no separable es el que posee menor información, esto
permanece aśı hasta que se realiza una medición en alguno de los subsistemas, y se colapsa sobre un solo estado de la base
computacional, es decir, ordenamos el sistema.
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con pn ≥ 0, −∑a
n=1 pn = 1, se obtiene que para el entrelazamiento

E(ψ) = −
k∑

n=1

pn ln pn, (2.69)

donde pn son los coeficientes de Schmidt.

Esta medición cuantitativa del entrelazamiento, se sostiene sólo para qubits de estados puros. La

entroṕıa de entrelazamiento depende sólo de los coeficientes de Schmidt, además es independiente de

la base y no cambia bajo transformaciones locales unitarias. Para un estado primado |ψAB′〉 = UA ⊗

UB |ψAB〉, se tiene que la entroṕıa es E(ψ′) = E(ψ). Para estados que pertenecen al espacio de Hilbert

Hd⊗Hd, para los cuales E(ψ) = log d donde se aplica que d = dimH, son llamados estados máximamente

entrelazados, por ejemplo los estados de Bell.

2.3.3.1. Entrelazamiento de formación.

Hasta ahora se ha hablado de estados puros, pero para mezclas estad́ısticas de estados, ¿Comó se

calcula la entroṕıa de entrelazamiento?. La respuesta es la cantidad E(ρ̂AB) que además de ser una

generalización matemática, esta también representa una medida f́ısica razonable para el entrelazamiento

de mezclas.

Para responder formalmente lo anterior, se sabe que cada matriz de densidad ρ̂AB puede ser represen-

tada como una matriz de densidad de un ensamble de estados puros |ψl〉 (como se observó anteriormente)

ρ̂AB =
∑

l

pl |ψAB
l 〉 〈ψAB

l | . (2.70)

El entrelazamiento promedio de el estado ρ̂AB se encuentra como el valor promedio de el entrelazamiento

E(ψAB
l ) de estados puros en la forma

∑

l plE(ψAB
l ). El entrelazamiento de formación de ρ̂AB está definido

como el valor mı́nimo del entrelazamiento promedio, si uno considera todas las posibles descomposiciones

de ρ̂AB

Ef (ρ̂AB) = min
∑

l

plE(ψAB
l ). (2.71)

Si se prepara el estado como una mezcla estad́ıstica, entonces al menos el entrelazamiento de formación

Ef (ρ̂AB) debe ser producido en promedio. E(ρ̂AB) puede ser interpretado operacionalmente como una

medida f́ısica razonable del entrelazamiento para estados mezclados.13

13Esta sección fue elaborada en base a [39]
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2.4. Interacción Esṕın-órbita.

Los electrones además de masa y carga eléctrica presentan otra propiedad llamada esṕın que es el

momento intŕınseco del electrón (hipotesis de Goudsmit y Uhlenbeck)[53].

La propiedad de esṕın se puede representar vectorialmente en un espacio de Hilbert de 2 estados (H2),

decimos que la componente z del esṕın apunta hacia arriba, se representa como |↑〉, o si el esṕın apunta

hacia abajo |↓〉.

En un circuito eléctrico ordinario (macroscópico) cada uno de los electrones sobre las conexiones

(e.g.,cables) tiene un esṕın asociado, orientado aleatoriamente, y no tienen efecto alguno sobre el flujo de

corriente[55]. El operador de esṕın es Ŝ = ~

2σ, donde σ = (σx;σy;σz) representan las matrices de Pauli.

El acoplamiento esṕın-órbita es una manifestación de la relatividad especial, por ejemplo en el marco

de referencia de un electrón en movimiento, los campos eléctricos se transforman en campos magnéticos,

los cuales interaccionan con el esṕın del electrón generando una perdida o degeneración de los estados de

esṕın. Por ejemplo: un electrón que se mueve en un campo eléctrico, se ve afectado por un campo magnético

efectivo en su marco de referencia, el cual interactua con el esṕın del electrón. El campo magnético efectivo

depende de la órbita que ocupa el electrón, luego entonces se tiene que el esṕın y la órbita estén acoplados.

La naturaleza relativista de este acoplamiento se puede entender por una aproximación a bajas velocidades

de la ecuación de Dirac[54]. Esta aproximación produce, con algunas correcciones de estructura fina a la

ecuación de Schrödinger no-relativista, el término de interacción esṕın-órbita de Pauli

H =
~

4m2
0c

2
p · (σ ×∇V (r)), (2.72)

donde m0 es la masa del electrón libre, c es la velocidad de la luz, σ = (σx, σy, σz) es el vector de las

matrices de Pauli y V (r) es el potencial electrostático en el cual el electrón se propaga con momento p. En

f́ısica atómica V (r) es el potencial Coulombiano del núcleo atómico. En presencia de un campo magnético

externo B = ∇×A, el momento canónico p es reemplazado por el momento cinético P = p+ eA, donde

A es el potencial vectorial.[29]

En semiconductores con estructura cristalina zinc-blenda (e.g. GaAs, InAs), la cual carece de un centro

de inversión espacial, el campo cristalino correspondiente posee una asimetŕıa de inversión en el cristal

en bulto (bulk inversion asymemtry BIA)[56]. En puntos cuánticos y heteroestructuras bidimensionales,

el potencial que confina al electrón en alguna dirección espacial puede generar una asimetŕıa de inversión

estructural (structure inversion asymetry SIA)[57]. El efecto de tales potenciales asimétricos en el esṕın
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del electrón está dado por la ecuación de Pauli14. El término de Pauli es calculado en dos publicaciones

clásicas del estado sólido Dresselhaus para el caso de BIA y Bychkov-Rashba para SIA. [59]

Para determinar cual es la interacción dominante en un sistema (BIA o SIA), depende de la estructura

de bandas del material, la densidad electrónica y la geometŕıa de la muestra bajo investigación.

La diferencia conceptual entre los dos términos es que BIA es esencialmente fijo para una muestra

dada, mientras que el término SIA depende de los voltajes microscópicos y por lo tanto puede ser cambiado

en instancias por compuertas externas.

Los estudios de la interacción esṕın-órbita habitualmente se llevan acabo en Puntos Cuánticos (QD,

Quantum Dot), que son una estructura metálica o semiconductora que tiene dimensiones de micras y

que confina desde miles de electrones hasta uno solo, es por eso que se les llama átomos artificiales

[11, 61]. Otras estructuras que están teniendo gran importancia para esta interacción son los Dobles

Puntos Cuánticos (DQD, Double Quantum Dot), que para fines prácticos son solo dos puntos cuánticos

separados por una barrera de potencial que los acopla.

2.4.1. Bychkov-Rashba

Como ya mencionamos que en heteroestructuras del tipo GaAs/AlGaAs se da una asimetŕıa del

potencial de confinamiento también se rompe la simetŕıa de inversión, llevando a este tipo de interacción

esṕın-órbita debida a una asimetrÃa de inversión estructural.[62, 63] En un confinamiento del campo

eléctrico en la dirección z, el Hamiltoniano Bychkov-Rashba es

ĤR = α(σxky − σykx). (2.73)

2.4.2. Dresselhaus.

El estudio de sistemas con campos tipo Dresselhaus utilizado en problemas de barrera de potencial fue

introducido por Perel, et.al. (2003). En el trabajo de Perel, et.al., se mostró el desarrollo de un modelo de

la dependencia del esṕın a través de tunelaje [57] y para el año 2005 Romo y Ulloa presentan un estudio de

la dinámica de polarización sobre el esṕın que está presente en el tunelaje (interacción esṕın-orbita, en un

sistema de una doble barrera de potencial) presentando a este sistema como un mecanismo de filtración

de espines [65].

14La ecuación de Pauli proviene del Hamiltoniano de interacción esṕın-órbita, para más información consultar [58] pag.61
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El Hamiltoniano que describe a un sistema con una barrera, es el propuesto por G. Dresselhaus ya

hace mas de 50 años [64]. También se le conoce como termino k3 Dresselhaus:

ĤDr = γ
[
σxkx

(
k2y − k2z

)
+ σyky

(
k2z − k2x

)
+ σzkz

(
k2x − k2y

)]
. (2.74)

Donde σα=x,y,z son las matrices de Pauli, γ es una constante del material y los ejes coordenados

x, y, z se asume que son paralelos a los ejes cristalográficos cúbicos [100], [010], [001] respectivamente[57].

Restringiendo el movimiento a lo largo del eje z y considerando un momento en el plano 0xy podemos

considerar el término kz en el Hamiltoniano como un operador −i ∂∂z . Si asumimos que la enerǵıa cinética

de los electrones sea substancialmente menor que la barrera de potencial, entonces el hamiltoniano se

simplifica a:

ĤDr = γ(σxkx − σyky)
d2

dz2
. (2.75)

Vemos que a primer orden es similar a (2.73). En representación matricial tiene la forma:

|↑〉 |↓〉

HDr =






ǫ γ (kx + iky)
d2

dz2

γ (kx − iky)
d2

dz2
ǫ






|↑〉

|↓〉
.

(2.76)

Lo que se está representando en cada uno de sus elementos es la enerǵıa de cambio del momento

orbital intŕınseco del electrón, i.e., la enerǵıa de cambio de esṕın debida al tunelaje, si suponemos que

el sistema esta aislado. Si el electrón no presenta tunelaje entonces no hay cambio de esṕın, por lo que

los elementos de la diagonal son ǫ, que es la enerǵıa intŕınseca de confinamiento de estado base para un

electrón, dicho de otra manera no hay un cambio de enerǵıa para dejar el electrón en el mismo estado con

el mismo esṕın. En cambio si el electrón presentara tunelaje, la enerǵıa necesaria para realizar el cambio

de esṕın es la que se muestra en los elementos fura de la diagonal.

Hay que tener bien presente que BIA domina en GaAs mientras que SIA prevalece en InAs o en general

se sabe que el mecanismo Dresselhaus (Rashba) domina en los sistemas semiconductores de brecha ancha

(brecha ajustada).
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2.5. Puntos cuánticos.

Los puntos cuánticos son estructuras que se forman en la superficie de metales o en semiconductores

a escala nanométrica, que confinan el movimiento, en las tres dimensiones espaciales, de electrones de

la banda de conducción, o bien, huecos de la banda de valencia, o excitones (pares de enlaces entre

electrones de conducción de banda y de huecos de banda de valencia). Debido a las restricciones en las

tres dimensiones se dice que los puntos cuánticos tienen dimensión cero 0D. El modelo teórico de un punto

cuántico se asemeja mucho al de un pozo de potencial, de esto se puede decir que sus estados energéticos

están cuántizados como lo vemos también en un átomo.[61]. Las dimensiones de un punto cuántico vaŕıan

de algunos nanómetros hasta algunas micras. Dentro de estos puede haber desde un electrón hasta miles

de ellos. El tamaño y forma de estas estructuras e inclusive el numero de electrones que estas pueden

llegar a contener puede ser controlado precisamente. [66]

Figura 2.2: Micrograf́ıa de SEM de puntos cuánticos en forma de pilares con distintas formas. Estos tienen anchuras de
aproximadamente 0,5µm. Tomada de [67]

La f́ısica de los puntos cuánticos muestra muchos paralelismos con el comportamiento que ocurre en

la naturaleza de sistemas cuánticos en f́ısica atómica y nuclear. Una diferencia a notar con los puntos

cuánticos es que estos se pueden conectar a electrodos, a diferencia de un átomo, esto los convierte en

herramientas ideales para el estudio de propiedades atómicas, ya que para un átomo el campo de flujo

magnético necesario debe de ser del orden de 1× 106T mientras que para un punto cuántico los campos

son del orden de 1× 10T , lo cual los hace experimentalmente accesibles.

Al tener dimensionalidad cero los puntos cuánticos poseen una densidad de estados más pequeña con

respecto a estructuras de dimensiones más altas y como consecuencia de esto presentan un transporte

electrónico superior. Son estudiados por sus propiedades ópticas de emisión de fotones, algunas investiga-

ciones de su uso se han hecho en diodos láser [68], amplificadores y sensores biológicos [11]. Esto debido

a su alto rendimiento cuántico (quantum yield) esto es una medida de eficiencia cuántica al momento de

recibir un grupo de fotones y estos produzcan algún efecto, como ser absorbidos y reemitidos con otra

longitud de onda. En electrónica se ha probado que funcionan como un transistor de un sólo electrón y

se ha mostrado el efecto de bloqueo Coulombiano [66].
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Los puntos cuánticos han sido propuestos como qubits implementados en el procesamiento de informa-

ción cuántica [10]. El presente trabajo parte de esta propuesta como premisa, a continuación se describe

el modelo que se trabajó.



Caṕıtulo 3

Modelo.

A lo largo de este caṕıtulo se presenta un desarrollo anaĺıtico y no disipativo de un 2D-QD, con la

finalidad de fijar un punto de partida a los resultados numéricos presentes en el caṕıtulo de resultados.

A grandes rasgos, se construye el Hamiltoniano que nos permitirá hacer una descripción de las inter-

acciones esṕın-órbita. Este Hamiltoniano lo estudiamos en los siguientes casos:

a) Una descripción del sistema reducido es pensarlo como si fuese un sistema unidimensional para

estudiar la dinámica de entrelazamiento a través de los coeficientes Schmidt.

b) Hacer una descripción del sistema completo para lo cual recurrimos a la teoŕıa de perturbaciones,

en este caso ya no es posible estudiar la dinámica del entrelazamiento del sistema con los coefi-

cientes de Schmidt (restringidos a sistemas unidimensionales), por lo que utilizamos la entroṕıa de

entrelazamiento para llevar acabo esta tarea.

Analicemos a detalle la dinámica de un 2D-QD con un electrón bajo la influencia de un campo

magnético e interacción esṕın-órbita tipo Rashba.

3.1. 2D-QD

El potencial lateral en puntos cuánticos (2D-QD) es habitualmente aproximado por un potencial

parabólico [76], como el que se muestra en la figura 3.1.

Partiendo de la Teoŕıa de Fock-Darwin [78] un electrón en un gas bidimensional 2DEG de confina-

miento parabólico y con enerǵıa ~ω0, en presencia de un campo magnético perpendicular (B = Bêz), se

describe por el Hamiltoniano

32
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Fuente

Sumidero
Punto

Compuerta lateral

a) b)

Figura 3.1: Esquemas de Puntos cuánticos bidimensionales, a) Representación de un punto cuántico lateral como un potencial
parabólico, tomada de [77], b) Esquema de un punto cuántico bidimensional lateral, tomado de [67]

H0 =
(p + e

cA)2

2m
+
m

2
ω2
0(x

2 + y2), (3.1)

donde m es la masa efectiva del electrón, p = −i~∇ su momento canónico, A el potencial vectorial, e la

carga del electrón, c la velocidad de la luz, y ω0 la frecuencia de confinamiento.

Si elegimos la norma simétrica para el potencial vectorial A = (−y, x,0)B/2, sustituimos en el Hamil-

toniano y se escribe de la siguiente manera:

H0 =
1

2m

(

−i~∇+
eB

2c
(−y, x, 0)

)2

+
mω2

0

2
(x2 + y2), (3.2)

desarrollamos un poco y lo llevamos a la forma:

H0 =
~
2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

+

(
e2B2

8mc2
+
mω2

0

2

)

(x2 + y2) +
−i~eB
2mc

(
x∂

∂y
− y∂

∂x

)

, (3.3)

identificamos a ωc ≡ eB
mc como la frecuencia de ciclotrón, entonces nuestro Hamiltoniano queda:

H0 =
~
2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

+

(
mω2

c

8
+
mω2

0

2

)

(x2 + y2) +
−i~ωc

2

(
x∂

∂y
− y∂

∂x

)

, (3.4)

consideremos una frecuencia de la forma ω̃2 = ω2
0+

ω2
c
4 , lo cual nos permite reescribir nuestro Hamiltoniano:

H0 =
p2
x

2m
+

p2
y

2m
+
mω̃2

2
(x2 + y2) +

ωc
2

(
xpy − ypx

)
. (3.5)

Utilizando los operadores de creación y aniquilación âx = 1√
2m~ω̃

(mω̃x+ipx), â
†
x = 1√

2m~ω̃
(mω̃x−ipx),

ây =
1√

2m~ω̃
(mω̃y+ ipy), â

†
y =

1√
2m~ω̃

(mω̃y− ipy) y recordando que el conmutador [â, â†] = ââ†− â†â = 1

podemos escribir al Hamiltoniano en la notación de segunda cuantización es

H0 = ~ω̃(â†xâx + â†yây + 1) +
~ωc
2i

(âyâ
†
x − âxâ†y). (3.6)
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Introduciendo â± = 2−1/2(âx ± iây) nos ayuda a desacoplar el sistema en eigenvalores de frecuencia

ω± = ω̃ ± ωc/2, reducimos a nuestro Hamiltoniano como la suma de dos osciladores armónicos con

frecuencias caracteŕısticas ω±

H0 = ~ω+â
†
+â+ + ~ω−â

†
−â−. (3.7)

Ahora consideramos la interacción IEO Bychkov-Rashba

Hso = −
α

2

{(

p+
e

c
A
)

× σ
}

z
, (3.8)

donde σ es el vector de matrices de Pauli y la constante de acoplamiento esṕın-órbita Rashba ‘α’ está rela-

cionada a lo que podemos interpretar como la longitud de precesión del esṕın: lso ≡ ~
2/2mα. Si escribimos

la IEO en función de â± y â†±, e introducimos los proyectores de esṕın σ± = 1
2(σx ± σy) obtenemos:

Hso =
α

l̃

{

γ+(a+σ+ + a†+σ−)− γ−(a−σ− + a†−σ+)
}

(3.9)

donde l̃ ≡
√

~

mω̃ , los coeficientes γ± ≡ 1± 1
2

(
l̃
lB

)2
, con la longitud magnética lB ≡

√
~

mωc
.

Recordamos que un Hamiltoniano Zeeman tiene la forma:

Hz =
1

2
Ezσz, (3.10)

donde la enerǵıa de Zeeman es Ez =
|g|m
2me

(
lB
l0

)

, con me la masa del electrón.

Sumando H0 +Hso +Hz, obtenemos:

H = ~ω+a
†
+a+ + ~ω−a

†
−a− +

1

2
Ezσz +

~l20
2l̃lso

[

γ−(a−σ+ + a†−σ−)− γ+(a+σ− + a†+σ+)
]

, (3.11)

donde l0 =
√

~

mω0
es la longitud de confinamiento del punto.

Utilizamos la representación de un solo electrón motivados por la buena relación que hay entre la

teoŕıa Fock-Darwin y experimentos en casos sin esṕın-órbita[79], además de estudios que muestran que

los efectos de muchos cuerpos en QD, juegan un rol muy pequeño con respecto a los campos magnéticos

aplicados.[80, 81, 82]

El Hamiltoniano da la base para la descripción dinámica del sistema, ya que está descrito en función
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de un confinamiento parabólico H0, en presencia de un campo magnético lo que incita a considerar el

efecto Zeeman Hz e integramos el Hamiltoniano de interacción esṕın-órbita tipo Rashba.

Todo lo anterior descrito bajo notación de segunda cuantización, podemos observar que existen tran-

siciones de los estados de nuestra cavidad (2D-QD) con frecuencias ω± además de transiciones de estados

de esṕın ligadas a transiciones de estados en la cavidad (IEO).

Es necesario hacer una descripción de la dinámica en base a las eigenfunciones y eigenenerǵıas del

sistema, o bien algún otro procedimiento como es el caso de los coeficientes de Schmidt y Entroṕıa de

Entrelazamiento que nos describen la dinámica de entrelazamiento.

Resolver este Hamiltoniano presenta complicaciones, por lo que en las siguientes secciones se muestran

dos enfoques para aproximarnos a soluciones parciales a este sistema f́ısico, que sean objetivas, congruentes

y plausibles.

3.1.1. Aproximación del tipo Onda Rotante (RWA).

Utilizada en Óptica átomica y resonancia magnética, básicamente en esta aproximación se desprecian

los términos de un Hamiltoniano que posean rápidas oscilaciones. Esta es una aproximación válida cuan-

do la radiación electromagnética aplicada tiene una resonancia cercana con la resonancia átomica y la

intensidad es baja.

En el estado sólido podemos aplicar directamente la aproximación de onda rotante bajo la premisa de

que nuestro sistema contiene oscilaciones de menor frecuencia que la de la luz, o bien que el acoplamiento

esṕın-órbita es pequeño comparado con el confinamiento.

Tenemos que derivando una forma aproximada del Hamiltoniano (3.11) en la cual los términos pro-

cedentes de γ+ rotan en dirección opuesta y son entonces despreciados bajo la aproximación de onda

rotante, la restricción que estamos considerando es que no hay transiciones de estados de ocupación con

modo ω+ y estados de esṕın.1

Luego entonces cuando el acoplamiento esṕın-órbita es pequeño comparado con el confinamiento, esto

desacopla el modo ω+ del resto del sistema en el Hamiltoniano total (3.11), dando:

H = ~ω+a
†
+a+ + ~ω−a

†
−a− +

1

2
Ezσz +

~l20
2l̃lso

[

γ−(a−σ+ + a†−σ−)
]

, (3.12)

reescribiendo este Hamiltoniano en la forma

1NOTA: Es importante enfatizar que a lo largo de esta subsección estamos considerando un sistema tipo bipartito (H2⊗Hn)
o bien decimos que estamos trabajando con un punto cuántico bidimensional reducido, este nos ayuda a hacer una descripción
aproximada del sistema que queremos resolver.
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H = ~ω+n+ +HJC , (3.13)

donde identificamos a la componente HJC como el Modelo de Jaynes-Cummings (JCM por sus siglas en

ingles Jaynes-Cummings Model) de la óptica cuántica,2

HJC = ~ω−a
†
−a− + Ezσz +

~l20γ−
2l̃lso

(a−σ+ + a†−σ−), (3.14)

este es completamente integrable, tiene un estado base |↓, 0〉 con enerǵıa EG = −Ez/2 independiente del

acoplamiento. El resto del espacio de Hilbert del JCM se descompone en subespacios bidimensionales

{|↑, n〉 , |↓, n + 1〉 ;n = 0, 1, 2, ...}.

La diagonalización en cada subespacio nos da las enerǵıas:

E±
n = (n + 1/2)ω− ±Rn/2, (3.15)

con un defasamiento del modo de transición de estado y el desdoblamiento Zeeman δ ≡ ω−−Ez, además

con Rn =
√

δ2 + 4g2−(n + 1) donde g− =
l20γ−
2l̃lso

, si δ = 0 entonces se logra a una condición de resonancia

entre el modo ω− y la enerǵıa de Zeeman.

Los eigenestados del JCM son3:

|ψ+
n 〉 = sen θn |↓, n〉+ cos θn |↑, n + 1〉 , (3.16)

|ψ−
n 〉 = cos θn |↓, n〉 − sen θn |↑, n + 1〉 , (3.17)

donde tan θn = 2g
√
n+1
δ , 0 ≤ θn ≤ π y los coeficientes descritos en función de los parámetros anteriores

son:

cos θn =
Rn − δ

√

(Rn − δ)2 + 4g2−(n+ 1)
, (3.18)

2A partir de aqúı consideramos que sólo HJC nos define la dinámica del sistema ya que el componente ω+a
†
+a+ podemos

interpretarlo como un desplazamiento del Hamiltoniano por lo que no afecta el despreciarlo en la descripción subsecuente.
3Para ver detalles de como obtener los eigenvalores y eigenvectores de esta sección consultar el Apéndice B.
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sen θn =
2g−
√
n+ 1

√

(Rn − δ)2 + 4g2−(n+ 1)
, (3.19)

3.1.1.1. Propiedades de función de onda estacionaria.

Antes de hacer el análisis dinámico encontramos las eigenfunciones y eigenenerǵıas estacionarias.

Supongamos que nuestro sistema se encuentra bajo un estado inicial separable con probabilidad de esṕın

a, b y probabilidad de ocupación Cn

|ψ(0)〉 =
∑

n

aCn |↓, n〉+ bCn |↑, n〉 ,

reescribiendo los estados |↓, n〉 y |↑, n〉 en función de los eigenestados del JCM (3.16),(3.17):

|↓, n〉 = sen θn |ψ+
n 〉+ cos θn |ψ−

n 〉

|↑, n〉 = cos θn−1 |ψ+
n−1〉 − sen θn−1 |ψ−

n−1〉 ,
(3.20)

reescribiendo nuestro estado inicial en función de los estados 3.20 obtenemos

⇒ |ψ(0)〉 = ∑

n aCn(sen θn |ψ+
n 〉+ cos θn |ψ−

n 〉)+

+ bCn(cos θn−1 |ψ+
n−1〉 − sen θn−1 |ψ−

n−1〉),
(3.21)

3.1.1.2. Función de onda dinámica.

La evolución en el tiempo de (3.21) la obtenemos de aplicar el operador de evolución temporal (e−iHt/~)

descrito en la eigenbase

|ψ(t)〉 = ∑

n e
−iHt/~ [aCn(sen θn |ψ+

n 〉+ cos θn |ψ−
n 〉)+

+ bCn(cos θn−1 |ψ+
n−1〉 − sen θn−1 |ψ−

n−1〉)
]
,

(3.22)

sustituyendo las enerǵıas del sistema (3.15)

→ |ψ(t)〉 = ∑

n

[

aCn(sen θne
−iE+

n t/~ |ψ+
n 〉+ cos θne

−iE−
n t/~ |ψ−

n 〉)+

+ bCn(cos θn−1e
−iE+

n−1t/~ |ψ+
n−1〉 − sen θn−1e

−iE−
n−1t/~ |ψ−

n−1〉)
]

,
(3.23)

donde las enerǵıas podemos compactarlas un poco más proponiendo
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E±
n = ~((n+ 1/2)ω−

︸ ︷︷ ︸
±Rn

2 ).

Ω(n)

(3.24)

Por lo tanto los factores temporales quedan expresados

e−iE
±
n t/~ = e−iΩ(n)te∓iRnt/2, (3.25)

si escribimos la identidad de la siguiente forma

e∓iRnt/2 = cos

(
Rnt

2

)

︸ ︷︷ ︸

∓ i sen
(
Rnt

2

)

︸ ︷︷ ︸

,

C(n) iS(n)

(3.26)

donde identificamos aRn como la frecuencia de oscilaciones de Rabi del electrón dentro de la cavidad. Estas

frecuencias tienen su representación en función de los parámetros del sistema (Rn =
√

δ2 + 4g2−(n+ 1)),

por lo que vaŕıan en cada estado energético del sistema.

Finalmente la función de onda expresada en la eigenbase es:

|ψ(t)〉 = ∑

n[aCn(sen θn(C(n) − iS(n)) |ψ+
n 〉+

+cos θn(C(n) + iS(n)) |ψ−
n 〉)e−iΩ(n)t+

+bCn(cos θn−1(C(n−1) − iS(n−1)) |ψ+
n−1〉−

− sen θn−1(C(n−1) + iS(n−1)) |ψ−
n−1〉)e−iΩ(n−1)t],

(3.27)

encontramos la misma función escrita en la base de ocupación

|ψ(t)〉 =∑n [aCn(C(n) + i(cos2 θn − sen2 θn)S(n))e
−iΩ(n)t |↓, n〉+

+bCn(C(n−1) − i(cos2 θn−1 − sen2 θn−1)S(n−1))e
−iΩ(n−1)t |↑, n〉+

−iaCnS(n)(2 sen θn cos θn)e−iΩ(n)t |↑, n+ 1〉−

−ibCnS(n−1)(2 sen θn−1 cos θn−1)e
−iΩ(n−1)t |↓, n − 1〉];

(3.28)

con cos 2θn = cos2 θn− sen2 θn = − δ
Rn

y sen 2θn = 2 sen θn cos θn = 2g−
√
n+1

Rn
compactamos más la función

de onda
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|ψ(t)〉 =∑n [aCnC(n) + iS(n)(aCn cos 2θn − bCn+1 sen 2θn)]e
−iΩ(n)t |↓, n〉+

[bCnC(n−1) − iS(n−1)(aCn−1 sen 2θn−1 − bCn cos 2θn−1)]e
−iΩ(n−1)t |↑, n〉 .

(3.29)

Para expresar la función de onda temporal en función de los estados de ocupación y esṕın |↓, n〉∧|↑, n〉,

definimos:

an(t) := [aCnC(n) + iS(n)(aCn cos 2θn − bCn+1 sen 2θn)]e
−iΩ(n)t;

bn(t) := [bCnC(n−1) − iS(n−1)(aCn−1 sen 2θn−1 − bCn cos 2θn−1)]e
−iΩ(n−1)t,

(3.30)

entonces reescribimos (3.29)

|ψ(t)〉 =
∑

n

a(t) |↓, n〉+ b(t) |↑, n〉 . (3.31)

3.1.1.3. Dinámica de entrelazamiento (Coeficientes de Schimdt).

Consideremos que a un tiempo t = 0 la función de onda se encuentra en un estado |ψ(0)〉, vemos que

su evolución en el tiempo está dada por la siguiente función de onda:

|ψ(0)〉 = (a |↓〉+ b |↑〉)
∞∑

n=0

cn |n〉 −→ |ψ(t)〉 =
∞∑

n=0

(an(t) |↓, n〉+ bn(t) |↑, n〉), (3.32)

con los coeficientes an(t) y bn(t) dependientes de los parámetros iniciales definidos en (3.30).

Ya que tenemos esta función de onda, podemos cotejar la evolución del entrelazamiento. Esto lo

logramos aplicando una traza parcial con respecto al espacio de ocupación en el operador de densidad

ρ̂(t). O bien calculando los coeficientes de Schmidt. Sabemos que solo serán dos coeficientes por reducirse

al subsistema de esṕın.

Primero escribamos al operador de densidad de nuestro sistema:

ρ̂(t) =
∑

n(an(t) |↓, n〉+ bn(t) |↑, n〉)(a∗n(t) 〈↓, n|+ b∗n(t) 〈↑, n|) =

=
∑

n an(t)a
∗
n(t) |↓, n〉 〈↓, n|+ bn(t)a

∗
n(t) |↑, n〉 〈↓, n|+

+ an(t)b
∗
n(t) |↓, n〉 〈↑, n|+ bn(t)b

∗
n(t) |↑, n〉 〈↑, n| .

(3.33)

Aplicando la descomposición de Schmidt (realizar una traza parcial):
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trn(ρ̂(t)) = ρ̂n′(t), (3.34)

una vez hecha la traza parcial sumamos sobre todos los estados de la cavidad y obtenemos al operador

de densidad en representación matricial:

ρ̂n(t) =






∑

n |an(t)|2
∑

n an(t)b
∗
n(t)

∑

n bn(t)a
∗
n(t)

∑

n |bn(t)|2




 , (3.35)

podemos parametrizar al operador de densidad en función de las componentes de Bloch:

ρ̂n(t) =
1

2
(1 + S · σ); σ = {σx, σy, σz}; (3.36)

donde definimos a las componentes como

Sα(t) = tr[Sαρ(t)], (3.37)

con α = x, y, z.

Obtenemos la componente Sx usando Sx = 〈ψ(t)| σx⊗I

2 |ψ(t)〉, aplicando el operador sobre el ket (3.31)

tenemos:

Sx(t) = 〈ψ(t)|
1

2

∞∑

n=0

an(t) |↑〉 ⊗ |n〉+ bn |↓〉 ⊗ |n〉 , (3.38)

desarrollando el bra y juntando ambas sumas:

Sx(t) =
∑∞

n′,n=0
1
2

(
a∗n′(t) 〈↓| ⊗ 〈n′|+ b∗n′(t) 〈↑| ⊗ |n′〉

)

(an(t) |↑〉 ⊗ |n〉+ bn(t) |↓〉 ⊗ |n〉) ,
(3.39)

desarrollando un poco lo anterior

Sx(t) = a∗n′(t)an(t)〈↓ | ↑〉 ⊗ 〈n′|n〉+ a∗n′(t)bn(t)〈↓ | ↓〉 ⊗ 〈n′|n〉+

+ b∗n′(t)an(t)〈↑ | ↑〉 ⊗ 〈n′|n〉+ b∗n′(t)bn(t)〈↑ | ↓〉 ⊗ 〈n′|n〉,
(3.40)

lo cual podemos simplificar invocando la propiedad de ortogonalidad de los estados de esṕın para final-

mente obtener:
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Sx(t) =
1

2

∞∑

n=0

(an(t)b
∗
n(t) + bn(t)a

∗
n(t)); (3.41)

llevamos acabo un procedimiento similar al anterior para encontrar la componente Sy = 〈ψ(t)| σy⊗I

2 |ψ(t)〉,

aplicando el operador sobre el ket (3.31) tenemos:

Sy(t) =
i

2

∞∑

n=0

(an(t)b
∗
n(t)− bn(t)a∗n(t)); (3.42)

de la misma forma la componente Sz = 〈ψ(t)| σz⊗I

2 |ψ(t)〉, aplicando el operador sobre el ket (3.31)

tenemos:

Sz(t) =
1

2

∞∑

n=0

|an(t)|2 − |bn(t)|2 . (3.43)

Ahora que tenemos las componentes del vector de Bloch, encontramos que los coeficientes de Schmidt

para un sistema compuesto de dos subsistemas están dados por los eigenvalores de la matriz de densidad

y al ser esta 2× 2 (3.35) sabemos que estos tienen la forma:

λ1 =
1
2(1 + |S|),

λ2 =
1
2(1− |S|).

(3.44)

Para realizar nuestros cálculos consideremos la diferencia de los eigenvalores (coeficientes de Schmidt)

y observemos que esta diferencia se reduce a:

⇒ λ1 − λ2 =
1

2
(1 + |S|)− 1

2
(1− |S|) = |S| , (3.45)

con |S| =
√

S2
x + S2

y + S2
z , por lo que, si deseamos analizar los coeficientes de Schmidt bastará con estudiar

el comportamiento de la norma de los vectores de Bloch.

En el caṕıtulo de resultados, vamos a utilizar indistintamente a |S| como los coeficientes de Schmidt,

de tal manera que cuando esta tenga su valor mı́nimo encontraremos un estado máximamente entrelazado.
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3.1.2. Método de transformaciones canónicas.

En está sección se trabaja con el método de aproximación de transformaciones canónicas de Bogolyu-

bov,4 el cual consiste en pasar del problema no perturbado al problema perturbado mediante una trans-

formación unitaria. Con esto justificamos el hecho de aplicar una perturbación con un orden energético

similar al del sistema sin perturbar.

El sistema bajo estudio ya no es un sistema tipo bipartito (como el tratado en la sección anterior), sino

que se toma en cuenta un segundo subespacio de ocupación. Por lo que ahora se habla de un sistema tipo

tripartito (H2⊗Hn⊗Hm), donde Hn⊗Hm caracteriza todo el espacio del punto cuántico bidimensional

y H2 representa el espacio de esṕın 1
2 .

3.1.2.1. Construcción del método.

Primero que nada hablemos de los estados que describen nuestro sistema. Estos tienen la forma

|s, n−, n+〉, con s = {↑, ↓}, donde el primer término corresponde al estado de esṕın y |n−, n+〉 corresponden

a los estados de ocupación del punto cuántico bidimensional.

Partiendo del Hamiltoniano (3.11), consideramos que el Hamiltoniano sin perturbar es (3.14) y recor-

damos que los vectores que conforman la base no perturbada son

|ϕ(0)+
n−n+

〉 ≡ sen
θn−

2
|↓, n−, n+〉+ cos

θn−

2
|↑, n− + 1, n+〉 , (3.46)

|ϕ(0)−
n−n+

〉 ≡ cos
θn−

2
|↓, n−, n+〉 − sen

θn−

2
|↑, n− + 1, n+〉 , (3.47)

identificamos a estos como los eigenvectores del JCM pero pensado en un sistema tipo tripartito, donde

los estados del sistema están descritos en la base de esṕın-órbita como:

|↓, n−, n+〉 ≡ sen
θn−

2
|ϕ(0)+
n−n+

〉+ cos
θn−

2
|ϕ(0)−
n−n+

〉 , (3.48)

|↑, n−, n+〉 ≡ cos
θn−−1

2
|ϕ(0)+
n−−1n+

〉 − sen
θn−−1

2
|ϕ(0)−
n−−1n+

〉 . (3.49)

Entonces suponemos que existe un operador unitario Ŝ que transforma la base no perturbada |ϕ(0)±
n−n+〉

4A grandes rasgos se busca una forma alterna de hacer el desarrollo de perturbaciones pequeñas Rayleigh-Schrödinger
(ver el apéndice C)
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en la perturbada |Ψ±
n−n+

〉, esto es,

|Ψ±
n−n+

〉 = Ŝ |ϕ(0)±
n−n+

〉 . (3.50)

A continuación se presenta una descripción en la base de esṕın-órbita, más adelante se aplica la misma

metodoloǵıa a los eigenvectores tipo JCM.

De la ecuación de Schödringer notamos que

〈ϕ(0)±
m−m+

| Ĥ0 + λV̂ |Ψ±
n−n+

〉 = E±
n−n+

〈ϕ(0)±
m−m+

|Ψ±
n−n+

〉, (3.51)

donde E±
n−n+

es la eigenenerǵıa perturbada, desarrollando lo anterior, tenemos

〈ϕ(0)±
m−m+

| Ĥ0 |Ψ±
n−n+

〉+ 〈ϕ(0)±
m−m+

|λV̂ |Ψ±
n−n+

〉 = E±
n−n+

〈ϕ(0)±
m−m+

|Ψ±
n−n+

〉, (3.52)

es decir,

λ 〈ϕ(0)±
m−m+

| V̂ |Ψ±
n−n+

〉 =
(

E±
n−n+

−E(0)±
m−m+

)

〈ϕ(0)±
m−m+

|Ψ±
n−n+

〉 (3.53)

donde E
(0)±
m−m+ es la eigenenerǵıa no perturbada.

Al poner que |ϕ(0)±
m−m+〉 = |ϕ(0)±

n−n+〉, tenemos

λ 〈ϕ(0)±
n−n+

| V̂ |Ψ±
n−n+

〉 =
(

E±
n−n+

−E(0)±
n−n+

)

〈ϕ(0)±
n−n+

|Ψ±
n−n+

〉. (3.54)

Lo cual implica que la diferencia de enerǵıas esta descrita por

E±
n−n+

− E(0)±
n−n+

= λ
〈ϕ(0)±

n−n+ | V̂ |Ψ±
n−n+

〉
〈ϕ(0)±

n−n+ |Ψ±
n−n+〉

. (3.55)

Nos lleva inmediatamente a:

E±
n−n+

−E(0)±
n−n+

= λ
〈ϕ(0)±

n−n+ | V̂ Ŝ |ϕ(0)±
n−n+〉

〈ϕ(0)±
n−n+ | Ŝ |ϕ(0)±

n−n+〉
(3.56)

Aplicando el operador de proyección y utilizando la condición de cerradura, tenemos

E±
n−n+

− E(0)±
n−n+

= λ
∑

k−k+

〈ϕ(0)±
n−n+| V̂ |ϕ(0)±

k−k+
〉 〈ϕ(0)±

k−k+
| Ŝ |ϕ(0)±

n−n+〉
〈ϕ(0)±

n−n+| Ŝ |ϕ(0)±
n−n+〉

. (3.57)



CAPÍTULO 3. MODELO. 44

Reescribiendo esta última ecuación obtenemos una expresión para calcular la enerǵıa perturbada

E±
n−n+

= E
(0)±
n−n+ + λ 〈ϕ(0)±

n−n+| V̂ |ϕ(0)±
n−n+〉+

+ λ
∑

k 6=n 〈ϕ
(0)±
n−n+ | V̂ |ϕ(0)±

k−k+
〉
〈ϕ(0)±

k−k+
|Ŝ|ϕ(0)±

n−n+
〉

〈ϕ(0)±
n−n+

|Ŝ|ϕ(0)±
n−n+

〉
.

(3.58)

Por otro lado, si se tiene que |ϕ(0)±
m−m+〉 6= |ϕ(0)±

n−n+〉, de (3.53), se sigue que

λ
∑

k 6=m 〈ϕ
(0)±
m−m+ | V̂ |ϕ(0)±

k−k+
〉 〈ϕ(0)±

k−k+
| Ŝ |ϕ(0)±

n−n+〉+ · · ·

· · ·+ λ 〈ϕ(0)±
m−m+ | V̂ |ϕ(0)±

m−m+〉 〈ϕ(0)±
m−m+ | Ŝ |ϕ(0)±

n−n+〉 = (E±
n−n+

− E(0)±
m−m+) 〈ϕ(0)±

m−m+ | Ŝ |Ψ±
n−n+

〉
(3.59)

λ
∑

k 6=m 〈ϕ
(0)±
m−m+ | V̂ |ϕ(0)±

k−k+
〉 〈ϕ(0)±

k−k+
| Ŝ |ϕ(0)±

n−n+〉 = · · ·

· · · = (E±
n−n+

− E(0)±
m−m+ − λ 〈ϕ(0)±

m−m+ | V̂ |ϕ(0)±
m−m+〉) 〈ϕ(0)±

m−m+ | Ŝ |ϕ(0)±
n−n+〉

(3.60)

Mediante el uso iterativo de (3.58) y (3.60) es posible encontrar la correcciones a la enerǵıa y los

elementos de matriz de Ŝ.

Para obtener En−n+ a primer orden en λ basta con poner Ŝ = 1 en (3.58), lo que da:

E±
n−n+

= E
(0)±
n−n+ + λ

∑

k 6=n 〈ϕ
(0)±
n−n+ | V̂ |ϕ(0)±

k−k+
〉
〈ϕ(0)±

k−k+
|ϕ(0)±

n−n+
〉

〈ϕ(0)±
n−n+

|ϕ(0)±
n−n+

〉
+

+ λ 〈ϕ(0)±
n−n+ | V̂ |ϕ(0)±

n−n+〉
(3.61)

E±
n−n+

= E(0)±
n−n+

+ λ 〈ϕ(0)±
n−n+

| V̂ |ϕ(0)±
n−n+

〉 . (3.62)

Expandiendo a Ŝ en potencias de λ, Ŝ = 1 + λŜ1 + · · · , lo sustituimos en (3.60) y obtenemos

λ
∑

k 6=m 〈ϕ
(0)±
m−m+ | V̂ |ϕ(0)±

k−k+
〉 〈ϕ(0)±

k−k+
| 1 + λŜ1 |ϕ(0)±

n−n+〉 =

= (E±
n−n+

− E(0)±
m−m+ − λ 〈ϕ(0)±

m−m+ | V̂ |ϕ(0)±
m−m+〉) 〈ϕ(0)±

m−m+ | 1 + λŜ1 |ϕ(0)±
n−n+〉 ,

(3.63)

concentrándonos solo en el miembro de la izquierda, removiendo a
∑

k 6=m |k〉 〈k|, tenemos

λ 〈ϕ(0)±
m−m+ | V̂ (1 + λŜ1) |ϕ(0)±

n−n+〉 =

= λ 〈ϕ(0)±
m−m+ | V̂ |ϕ(0)±

n−n+〉+ λ2 〈ϕ(0)±
m−m+ | V̂ Ŝ1 |ϕ(0)±

n−n+〉 ,
(3.64)

aplicando el operador de proyección, la ecuación anterior nos da
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λ2
∑

k 6=m 〈ϕ
(0)±
m−m+ | V̂ |ϕ(0)±

k−k+
〉 〈ϕ(0)±

k−k+
| Ŝ1 |ϕ(0)±

n−n+〉+

+λ 〈ϕ(0)±
m−m+ | V̂ |ϕ(0)±

n−n+〉 = (E±
n−n+

− E±
m−m+)λ 〈ϕ

(0)±
m−m+ | Ŝ1 |ϕ(0)±

n−n+〉 ,
(3.65)

donde la enerǵıa perturbada esta descrita por E±
m−m+

≡ E
(0)±
m−m+ + λ 〈ϕ(0)±

m−m+ | V̂ |ϕ(0)±
m−m+〉, entonces po-

demos escribir a los elementos de matriz del operador Ŝ1 de la siguiente forma

〈ϕ(0)±
m−m+

| Ŝ1 |ϕ(0)±
n−n+

〉 = λ
〈ϕ(0)±

m−m+ | V̂ |ϕ(0)±
n−n+〉

(E±
n−n+ − E±

m−m+)
. (3.66)

Observamos que a primer orden en λ tenemos que:

E±
n−n+

−E±
m−m+

= E(0)±
n−n+

−E(0)±
m−m+

como en la teoŕıa de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger (ver Apéndice C).

3.1.2.2. Propiedades estáticas.

En está sección aplicamos el método de transformaciones canónicas a los eigenestados del sistema sin

perturbar, que son los estados del JCM (3.46) y (3.47), para obtener los eigenestados y eigenenerǵıas

perturbadas. Si pensamos que el Hamiltoniano de perturbación tiene una forma

V̂ = −g+(â+σ̂− + â†+σ̂+), (3.67)

donde g+ =
l20γ+

2l̃lso
.

Basados en que conocemos las eigenfunciones y eigenvalores del JCM, basta considerar una pertur-

bación como la mencionada en (3.67), y aśı poder aproximarnos al Hamiltoniano que contiene todas las

interacciones de nuestro sistema (3.11). Continuamos nuestra descripción bajo la segunda cuantización

con los operadores de transición de estados

â± =
1√
2
(âx ∓ iây).

Cada uno de estos operadores tiene frecuencias de transición ω± = ω̃± ωc
2 ; donde ω̃

2 = ω2
0 +

ω2
c
4 es una

componente que incluye a ω0 que es la frecuencia natural de transición de estados del sistema y ωc =
eB
mc

es la frecuencia de ciclotrón.

Definimos las siguientes componentes para englobar términos dentro del Hamiltoniano γ± = 1 ±
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1
2

(
l̃
lB

)2
con l̃ =

√
~

mω̃ ;

identificamos a las siguientes cantidades:

lB =
√

~

mωc
Longitud magnética.

l0 =
√

~

mω0
Longitud de confinamiento del punto.

Ez =
|g|m
2me

(
lB
l0

)2
Enerǵıa de Zeeman.

En la interacción eṕın-órbita la constante de acoplamiento “α” está relacionada a lo que podemos

nombrar como una longitud de precesión del esṕın:

lso =
~
2

2mα

Recordemos también que los operadores de cambio de esṕın σ± están definidos como

σ̂− =






0 1

0 0




 ; σ̂+ =






0 0

1 0




 ;

y actúan de la siguiente manera σ̂+ |↓〉 = |↑〉, σ̂− |↑〉 = |↓〉 y σ̂+ |↑〉 = σ̂ |↓〉 = |0〉.

Consideramos al Hamiltoniano de perturbación que actúa sobre los estados de la forma:

V̂ |↓, n−, n+〉 = −g+
(√

n+ |0, n−, n+ − 1〉+
√

n+ + 1 |↑, n−, n+ + 1〉
)

(3.68)

V̂ |↑, n−, n+〉 = −g+
(√

n+ |↓, n−, n+ − 1〉+
√

n+ + 1 |0, n−, n+ + 1〉
)

(3.69)

Note que el Hamiltoniano de perturbación (3.67) es justo la componente que despreciamos al hacer la

aproximación tipo onda rotante en la sección anterior, ahora además de esta perturbación consideramos

tres subespacios de Hilbert correspondientes a: esṕın (|↓〉 ∧ |↑〉) y las dos componentes orbitales o bien de

carga (|n−〉 ⊗ |n+〉).

Si |Φn−n+〉 = Ŝ |ϕ(0)
n−n+〉 y le multiplicamos por la izquierda un estado 〈ϕ(0)

m−m+ |, se tiene

〈ϕ(0)
m−m+

|Φn−n+〉 = 〈ϕ(0)
m−m+

| Ŝ |ϕ(0)
n−n+

〉 . (3.70)

Expandiendo a Ŝ en potencias de λ
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Ŝ = 1 + λŜ1 + λ2Ŝ2 + · · · .

Tomando la aproximación a primer orden la ecuación (3.70) es descrita

〈ϕ(0)
m−m+

|Φn−n+〉 ≃ 〈ϕ(0)
m−m+

| (1 + λŜ1) |ϕ(0)
n−n+

〉 (3.71)

o bien escribimos

〈ϕ(0)
m−m+

|Φn−n+〉 ≃ 〈ϕ(0)
m−m+

|ϕ(0)
n−n+

〉+ λ 〈ϕ(0)
m−m+

| Ŝ1 |ϕ(0)
n−n+

〉 , (3.72)

utilizamos (3.66) y reescribimos la ecuación anterior como

〈ϕ(0)
m−m+

|Φn−n+〉 ≃ 〈ϕ(0)
m−m+

|ϕ(0)
n−n+

〉+ λ2
〈ϕ(0)

m−m+ | V̂ |ϕ(0)
n−n+〉

(En−n+ − Em−m+)
. (3.73)

Lo cual implica que el eigenvector en la base perturbada puede ser representado a primer orden como:

|Φ(±)
n−n+

〉 ≃ |ϕ(0)±
n−n+

〉+ λ2
V̂ |ϕ(0)±

n−n+〉
(E±

n−n+ − E±
m−m+)

. (3.74)

Sabemos que las eigenenerǵıas de la base no perturbada son

E(0)±
m−m+

= (m− +
1

2
)ω− + (m+ +

1

2
)ω− ±

∆m−

2
, (3.75)

donde ∆m− =
√

δ2 + 4g2−(m− + 1). Entonces las eigenenerǵıas perturbadas quedan descritas por

E±
n−n+

= E±(0)
n−n+

+ λ 〈ϕ±(0)
n−n+

| V̂ |ϕ±(0)
n−n+

〉 , (3.76)

sustituyendo (3.75) en (3.76) se obtiene

E(0)±
n−n+

= (n− +
1

2
)ω− + (n+ +

1

2
)ω+ ±

∆n−

2
+ λ 〈ϕ(0)±

n−n+
| V̂ |ϕ(0)±

n−n+
〉 , (3.77)

ahora sólo falta por determinar 〈ϕ(0)±
n−n+ | V̂ |ϕ(0)±

n−n+〉.

Primero haciendo operar el Hamiltoniano de perturbación sobre el eigenestado del JCM, i.e., V̂ |ϕ(0)
n−n+〉,

se observa como opera sobre los distintos estados |ϕ(0)+
n−n+〉 y |ϕ(0)−

n−n+〉 por separado. Para el estado |ϕ(0)+
n−n+〉,

se tiene:
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V̂ |ϕ(0)+
n−n+〉 = −g+(sen

θn−
2

√
n+ |0, n−, n+ − 1〉+

+sen
θn−
2

√
n+ + 1 |↑, n−, n+ + 1〉+

+cos
θn−
2

√
n+ |↓, n− + 1, n+ − 1〉+

+cos
θn−
2

√
n+ + 1 |0, n− + 1, n+ + 1〉)

(3.78)

V̂ |ϕ(0)+
n−n+

〉 = −g+(
√
n+ cos

θn−

2
|↓, n− + 1, n+ − 1〉+

√

n+ + 1 sen
θn−

2
|↑, n−, n+ + 1〉). (3.79)

Por otro lado para el caso de |ϕ(0)−
n−n+〉:

V̂ |ϕ(0)−
n−n+〉 = −g+(cos

θn−
2

√
n+ |0, n−, n+ − 1〉+

+cos
θn−
2

√
n+ + 1 |↑, n−, n+ + 1〉−

− sen
θn−
2

√
n+ |↓, n− + 1, n+ − 1〉−

− sen
θn−
2

√
n+ + 1 |0, n− + 1, n+ + 1〉),

(3.80)

V̂ |ϕ(0)−
n−n+

〉 = −g+(−
√
n+ sen

θn−

2
|↓, n− + 1, n+ − 1〉+

√

n+ + 1 cos
θn−

2
|↑, n−, n+ + 1〉), (3.81)

definimos H+
ijn−n+

:= 〈ϕ(0)+
ij | V̂ |ϕ(0)+

n−n+〉,

H+
ijn−n+

= −g+( √n+ cos
θn−
2 〈ϕ

(0)+
ij | ↓, n− + 1, n+ − 1〉+

+
√
n+ + 1 sen

θn−
2 〈ϕ

(0)+
ij | ↑, n−, n+ + 1〉),

(3.82)

después de un poco de desarrollo se encuentra que

H+
ijn−n+

= −g+(
√
n+ cos

θn−

2
sen

θi
2
δi,n−+1δj,n+−1 +

√

n+ + 1 sen
θn−

2
cos

θi
2
δi+1,n−δj,n++1), (3.83)

ahora calculando H−
ijn−n+

:= 〈ϕ(0)−
ij | V̂ |ϕ(0)−

n−n+〉,

H−
ijn−n+

= −g+( −√n+ sen
θn−
2 〈ϕ

(0)−
ij | ↓, n− + 1, n+ − 1〉+

+
√
n+ + 1cos

θn−
2 〈ϕ

(0)−
ij | ↑, n−, n+ + 1〉),

(3.84)

luego de un poco de desarrollo
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H−
ijn−n+

= g+(
√
n+ sen

θn−

2
cos

θi
2
δi,n−+1δj,n+−1 +

√

n+ + 1 cos
θn−

2
sen

θi
2
δi+1,n−δj,n++1), (3.85)

finalmente obtenemos el valor de las enerǵıas perturbadas a primer orden sustituyendo el valor de

〈ϕ(0)±
n−n+ | V̂ |ϕ(0)±

n−n+〉 en la ecuación (3.76):

E+
n−n+

= (n− + 1/2)ω− + (n+ + 1/2)ω+ + ∆n
2 −

− λg+

(√
n+ cos

θn−
2 sen

θn−+1

2 +
√
n+ + 1 sen

θn−
2 cos

θn−−1

2

) (3.86)

E−
n−n+

= (n− + 1/2)ω− + (n+ + 1/2)ω+ − ∆n
2 +

+ λg+

(√
n+ sen

θn−
2 cos

θn−+1

2 +
√
n+ + 1cos

θn−
2 sen

θn−−1

2

) (3.87)

En la figura 3.2 se plasman las enerǵıas perturbadas E±
n−n+

, donde se aprecian los valores de frecuencias

del punto cuántico para los cuales se produce la transición entre estados.

En la sección de resultados se observará que bajo los parámetros mencionados en el pie de la figura

3.2 es donde se propicia una generación de estados máximamente entrelazados.

Energía

0

1

2

3
Ω-

0

1

2

3

Ω+

0

10

20

(a)

Energía

0

1

2

3
Ω-

0

1

2

3

Ω+

0

2

4

(b)

Figura 3.2: (a) Primeros seis niveles de enerǵıa perturbada a segundo orden para un caso donde el esṕın del electrón se
encuentra polarizado inicialmente hacia abajo y se encuentra confinado en el estado base. Las enerǵıas están representadas
como función de las frecuencias de transición de los estados n− (ω−) y n+ (ω+). Podemos argumentar que bajo la condición
inicial con δ = 0 la condición de resonancia puede ser observada en la gráfica, justo donde se acercan mas los niveles de enerǵıa.
Podemos adelantar que el entrelazamiento se manifiesta mayoritariamente en las transiciones de enerǵıa de los estados del
sistema, además si hiciéramos un corte sobre el plano que cruza por ω+ = 0 nos encontramos justo con la figura 4.2 del capitulo
de resultados, que es la gráfica de enerǵıa sin perturbar de un sistema bipartito. (b) Ampliación de los primeros dos estados de
enerǵıa donde se aprecia el acercamiento de estados (curvatura de ambos planos de enerǵıa).

Falta por calcular los eigenestados perturbados |Φ±
n−n+

〉, estos los encontramos sustituyendo los valores
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de las energás (3.86) y (3.87), aśı como los estados (3.79) y (3.81) en la ecuación (3.74), reescribiendo esta

última ecuación observamos como toma las siguientes dos formas:

|Φ+
n−n+

〉 ≃ |ϕ(0)+
n−n+〉−

− λ2g+[
√
n+ cos

θn−
2

sen
θn−+1

2
|ϕ(0)+

n−+1n+−1〉+cos
θn−+1

2
|ϕ(0)−

n−+1n+−1〉
(E+

n−n+
−E+

n−+1n+−1)
+

+
√
n+ + 1 sen

θn−
2

cos
θn−−1

2
|ϕ(0)+

n−−1n++1〉−sen
θn−−1

2
|ϕ(0)−

n−−1n++1〉
(E+

n−n+
−E+

n−−1n++1)
]

(3.88)

|Φ−
n−n+

〉 ≃ |ϕ(0)−
n−n+〉−

− λ2g+[
√
n+ sen

θn−
2

sen
θn−+1

2
|ϕ(0)+

n−+1n+−1〉+cos
θn−+1

2
|ϕ(0)−

n−+1n+−1〉
(E−

n−n+
−E−

n−+1n+−1)
+

+
√
n+ + 1 cos

θn−
2

cos
θn−−1

2
|ϕ(0)+

n−−1n++1〉−sen
θn−−1

2
|ϕ(0)−

n−−1n++1〉
(E−

n−n+
−E−

n−−1n++1)
]

(3.89)

donde las diferencias de las eigenenerǵıas están dadas por:

E+
n−n+

− E+
n−+1n+−1 = −ω− + ω+ +

∆n−∆n+1

2
+

+ λg+

(√
n+ − 1 cos

θn−+1

2
sen

θn−+2

2
−√

n+ + 1 sen
θn−

2
cos

θn−−1

2

)

;
(3.90)

E+
n−n+

− E+
n−−1n++1 = ω− − ω+ +

∆n−∆n−1

2
+

+ λg+

(√
n+ + 2 sen

θn−−1

2
cos

θn−−2

2
−√

n+ cos
θn−

2
sen

θn−+1

2

)

;
(3.91)

E−
n−n+

− E−
n−+1n+−1 = −ω− + ω+ +

∆n+1−∆n
2

+

+ λg+

(√
n+ + 1 cos

θn−

2
sen

θn−−1

2
−√

n+ − 1 sen
θn−+1

2
cos

θn−+2

2

)

;
(3.92)

E−
n−n+

− E−
n−−1n++1 = ω− − ω+ +

∆n−1−∆n
2

+

+ λg+

(√
n+ sen

θn−

2
cos

θn−+1

2
−√

n+ + 2 cos
θn−−1

2
sen

θn−−2

2

)

.
(3.93)

Podemos reescribir los estados perturbados en la base de los estados de ocupación como sigue:

|Φ+
n−n+

〉 = sen
θn−

2
|↓, n−, n+〉+ cos

θn−

2
|↑, n− + 1, n+〉−

−
(

κ+
1 cos

θn−

2
|↓, n− + 1, n+ − 1〉+ κ+

2 sen
θn−

2
|↑, n−, n+ + 1〉

)

.
(3.94)

|Φ−
n−n+

〉 = cos
θn−

2
|↓, n−, n+〉 − sen

θn−

2
|↑, n− + 1, n+〉−

−
(

−κ−
1 sen

θn−

2
|↓, n− + 1, n+ − 1〉+ κ−

2 cos
θn−

2
|↑, n−, n+ + 1〉

)

.
(3.95)

donde κ±1 y κ±2 están descritos por:

κ+1 =
λ2g+

√
n+

E+
n−n+ − E+

n−+1n+−1

(3.96)
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κ+2 =
λ2g+

√
n+ + 1

E+
n−n+ − E+

n−−1n++1

(3.97)

κ−1 =
λ2g+

√
n+

E−
n−n+ − E−

n−+1n+−1

(3.98)

κ−2 =
λ2g+

√
n+ + 1

E−
n−n+ − E−

n−−1n++1

(3.99)

3.1.2.3. Evolución temporal (Dinámica)

Supongamos que el sistema posee una condición inicial descrita en la base de esṕın-órbita por los

estados perturbados de |↓, n−, n+〉 (3.48) y |↑, n−, n+〉 (3.49), entonces el estado inicial tiene la forma

|φ(0)〉 =
∑

n−n+

[

aCn−n+(1 + λŜ1) |↓, n−, n+〉+ bCn−n+(1 + λŜ1) |↑, n−, n+〉
]

, (3.100)

donde los coeficientes a y b representan la probabilidad inicial de encontrar al electrón con polarización

hacia arriba o abajo respectivamente, los coeficientes Cn−n+ representan la probabilidad de ocupación de

estados. En ambos casos se cumplen las condiciones de normalización a2 + b2 = 1 y
∑

n−n+
C2
n−n+

= 1.

Aplicando el operador de evolución temporal

|φ(t)〉 = e−iHt/~ |φ(0)〉 , (3.101)

desarrollando en función de la eigenbase del JCM perturbada (3.79) y (3.81) obtenemos

|φ(t)〉 = ∑

n−n+
aCn−n+

(sen
θn−

2
e−iĤt/~ |Φ+

n−n+
〉+

+ cos
θn−

2
e−iĤt/~ |Φ−

n−n+
〉+ λ2g+

√
n+ + 1 |↑, n−, n+ + 1〉)+

+ bCn−n+
(cos

θn−−1

2
e−iĤt/~ |Φ+

n−−1n+
〉−

− sen
θn−−1

2
e−iĤt/~ |Φ−

n−−1n+
〉+ λ2g+

√
n+ |↓, n−, n+ − 1〉),

(3.102)

el operador de evolución temporal actúa de la siguiente forma en la eigenbase perturbada

|φ(t)〉 = ∑

n−n+
aCn−n+

(sen
θn−

2
e
−iE+

n−n+
t/~ |Φ+

n−n+
〉+ cos

θn−

2
e
−iE−

n−n+
t/~ |Φ−

n−n+
〉)+

bCn−n+
(cos

θn−−1

2
e
−iE+

n−−1n+
t/~ |Φ+

n−−1n+
〉 − sen

θn−−1

2
e
−iE−

n−−1n+
t/~ |Φ−

n−−1n+
〉)+

+ aCn−n+

(

λ2g+
√
n+ + 1

[

sen2 θn−

2
e
−iE+

n−n+
t/~

+ cos2
θn−

2
e
−iE−

n−n+
t/~

]

|↑, n−, n+ + 1〉
)

+

+ bCn−n+

(

λ2g+
√
n+

[

cos2
θn−−1

2
e
−iE+

n−−1n+
t/~

+ sen2 θn−−1

2
e
−iE−

n−−1n+
t/~

]

|↓, n−, n+ − 1〉
)

,

(3.103)
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describiendo lo anterior en función de las eigenenerǵıas perturbadas descritas por (3.86) y (3.87), obtene-

mos que la función de onda en el tiempo esta descrita por el estado:

|φ(t)〉 = ∑

n−n+
aCn−n+

sen
θn−

2
e
−i(ωn−n+

+g+n−n+
)t/~

e
−i∆n−

t/2~ |Φ+
n−n+

〉+

+ aCn−−1n+
cos

θn−−1

2
e
−i(ωn−−1n+

+g−n−−1n+
)t/~

e
i∆n−−1t/2~ |Φ−

n−−1n+
〉+

+ bCn−+1n+
cos

θn−

2
e
−i(ωn−n+

+g+n−n+−1
)t/~

e
−i∆n−

t/2~ |Φ+
n−n+

〉−

− bCn−−1n+
sen

θn−−1

2
e
−i(ωn−−1n+

+g−n−−1n+−1
)t/~

e
i∆n−−1t/2~ |Φ−

n−−1n+
〉+

+ aCn−n+

(

λ2g+
√
n+ + 1

[

sen2 θn−

2
e
−iE+

n−n+
t/~

+ cos2
θn−

2
e
−iE−

n−n+
t/~

]

|↑, n−, n+ + 1〉
)

+

+ bCn−n+

(

λ2g+
√
n+

[

cos2
θn−−1

2
e
−iE+

n−−1n+
t/~

+ sen2 θn−−1

2
e
−iE−

n−−1n+
t/~

]

|↓, n−, n+ − 1〉
)

,

(3.104)

donde ωn−n+ = (n− + 1/2)ω− + (n+ + 1/2)ω+, y los términos g±n−n+
están dados por:

g±n−n+
= ∓λg+

(√
n+ cos

θn−

2
sen

θn−+1

2
+
√

n+ + 1 cos
θn−

2
sen

θn−−1

2

)

. (3.105)

Finalmente reescribiendo todo en la base de esṕın-órbita tenemos el estado5:

|φ(t)〉 = ∑

n−n+
(1 + λŜ1)[aCn−n+{(sen2

θn−
2 e−iE

+
n−n+

t/~ + cos2
θn−
2 e−iE

−
n−n+

t/~) |↓, n−, n+〉+

+ sen
θn−
2 cos

θn−
2 (e−iE

+
n−n+

t/~ − e−iE
−
n−n+

t/~) |↑, n− + 1, n+〉}+

+ bCn−n+{cos
θn−−1

2 sen
θn−−1

2 (e
−iE+

n−−1n+
t/~ − e−iE

−
n−−1n+

t/~
) |↓, n− − 1, n+〉+

+ (cos2
θn−−1

2 e
−iE+

n−−1n+
t/~

+ sen2
θn−−1

2 e
−iE−

n−−1n+
t/~

) |↑, n−, n+〉}],

(3.106)

compactamos la función de onda a:

|φ(t)〉 =
∑

n−n+

an−n+(t)(1 + λŜ1) |↓, n−, n+〉+ bn−n+(t)(1 + λŜ1) |↑, n−, n+〉 (3.107)

donde definimos a los coeficientes temporales como:

an−n+
(t) := aCn−n+

(sen2 θn−

2
e
−iE+

n−n+
t/~

+ cos2
θn−

2
e
−iE−

n−n+
t/~

)+

+ bCn−+1n+
cos

θn−

2
sen

θn−

2
(e

−iE+
n−n+

t/~ − e
−iE−

n−n+
t/~

),

bn−n+
(t) := bCn−n+

(cos2
θn−−1

2
e
−iE+

n−−1n+
t/~

+ sen2 θn−−1

2
e
−iE−

n−−1n+
t/~

)+

+ aCn−−1n+
sen

θn−−1

2
cos

θn−−1

2
(e

−iE
+
n−−1n+

t/~ − e
−iE

−
n−−1n+

t/~
).

(3.108)

Note que si se anula el término de perturbación (λ = 0) y consideramos una representación en el

espacio de Hilbert reducido podemos regresar al caso de la aproximación tipo onda rotante.

5para realizar los cálculos numéricos utilizamos la ecuación mostrada en el apéndice D
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3.1.2.4. Dinámica de Entrelazamiento (Entroṕıa de entrelazamiento)

Se observo la dinámica de entrelazamiento del sistema haciendo una descripción de la matriz de

densidad del sistema, a traveés de esta calcularemos como evoluciona la entroṕıa de entrelazamiento del

sistema en el espacio de Hilbert tipo tripartito. Partimos de la definición de matriz de densidad (2.3),

donde el estado que describe nuestro sistema a lo largo del tiempo es (3.107), sin embargo, encontramos

conveniente hacer una descripción de la matriz de densidad en términos del estado (3.103) para después

hacer una correcta descripción de la entroṕıa de entrelazamiento. Escribimos pues la matriz de densidad

ρ̂(t) = |φ(t)〉 〈φ(t)| = (3.109)

ρ̂(t) = {∑
n−n+

aCn−n+
(sen

θn−
2

e
−iE+

n−n+
t/~

|Φ+
n−n+

〉 + cos
θn−

2
e
−iE−

n−n+
t/~

|Φ−
n−n+

〉)+

+ bCn−n+
(cos

θn−−1

2
e
−iE

+
n−−1n+

t/~
|Φ+
n−−1n+

〉 − sen
θn−−1

2
e
−iE

−
n−−1n+

t/~
|Φ−
n−−1n+

〉)+

+ aCn−n+

(

λ2g+
√

n+ + 1

[

sen2
θn−

2
e
−iE+

n−n+
t/~

+ cos2
θn−

2
e
−iE−

n−n+
t/~

]

|↑, n−, n+ + 1〉
)

}

+ bCn−n+



λ2g+
√

n+



cos2
θn−−1

2
e
−iE

+
n−−1n+

t/~
+ sen2

θn−−1

2
e
−iE

−
n−−1n+

t/~



 |↓, n−, n+ − 1〉



}

{∑
n−n+

aCn−n+
(sen

θn−
2

e
+iE+

n−n+
t/~

〈Φ+
n−n+

| + cos
θn−

2
e
+iE−

n−n+
t/~

〈Φ−
n−n+

|)+

+ bCn−n+
(cos

θn−−1

2
e
+iE

+
n−−1n+

t/~
〈Φ+
n−−1n+

| − sen
θn−−1

2
e
+iE

−
n−−1n+

t/~
〈Φ−
n−−1n+

|)+

+ aCn−n+

(

λ2g+
√

n+ + 1

[

sen2
θn−

2
e
−iE+

n−n+
t/~

+ cos2
θn−

2
e
−iE−

n−n+
t/~

]

〈↑, n−, n+ + 1|
)

}

+ bCn−n+



λ2g+
√

n+



cos2
θn−−1

2
e
−iE

+
n−−1n+

t/~
+ sen2

θn−−1

2
e
−iE

−
n−−1n+

t/~



 〈↓, n−, n+ − 1|



},

(3.110)

donde inmediatamente identificamos a |Φ+
n−n+

〉 como (3.94) y |Φ−
n−n+

〉 como (3.95).

Aplicamos dos trazas parciales sucesivas6 una con respecto al subsistema de los |n+〉 y el otro para el

subsistema |n−〉. Entonces tenemos una matriz de densidad reducida expresada en el subsistema de esṕın,

es decir, se reduce la dinámica del sistema a un espacio de 2× 2, donde en cada elemento de la matriz se

encuentran embebidas todas las interacciones de los subsistemas de ocupación.

trn− [trn+ [ρ̂(t)]] = trn− [ρ̂n+(t)] = ρ̂n−n+(t), (3.111)

o bien,

ρ̂n−n+(t) =






〈↓| ρ̂n−n+(t) |↓〉 〈↓| ρ̂n−n+(t) |↑〉

〈↑| ρ̂n−n+(t) |↓〉 〈↑| ρ̂n−n+(t) |↑〉




 , (3.112)

aśı pues tenemos que los elementos de la matriz de densidad reducida tienen las formas:

6Sabemos que si aplicamos una traza parcial reducimos el sistema matricial.
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〈↓| ρ̂n−n+
(t) |↓〉 =

∑

n−n+
[
(

α
(1)
n−n+

(t) + β
(1)
n−n+

(t)
) (

α
(1)∗
n−n+

(t) + β
(1)∗
n−n+

(t)
)

+
(

α
(3)
n−n+

(t) + β
(3)
n−n+

(t)
) (

α
(3)∗
n−n+

(t) + β
(3)∗
n−n+

(t)
)

+

+
(

γ
(1)
n−n+

(t) + δ
(1)
n−n+

(t)
) (

γ
(1)∗
n−n+

(t) + δ
(1)∗
n−n+

(t)
)

+

+
(

γ
(3)
n−n+

(t) + δ
(3)
n−n+

(t) + ǫ
(2)
n−n+

(t)
) (

γ
(3)∗
n−n+

(t) + δ
(3)∗
n−n+

(t) + ǫ
(2)∗
n−n+

(t)
)

],

(3.113)

〈↓| ρ̂n−n+
(t) |↑〉 =

∑

n−n+
[
(

α
(1)
n−n+

(t) + β
(1)
n−n+

(t)
) (

γ
(2)∗
n−n+

(t) + δ
(2)∗
n−n+

(t)
)

],
(3.114)

〈↑| ρ̂n−n+
(t) |↓〉 =

∑

n−n+
[
(

γ
(2)
n−n+

(t) + δ
(2)
n−n+

(t)
) (

α
(1)∗
n−n+

(t) + β
(1)∗
n−n+

(t)
)

],
(3.115)

〈↑| ρ̂n−n+
(t) |↑〉 =

∑

n−n+
[
(

α
(2)
n−n+

(t) + β
(2)
n−n+

(t)
) (

α
(2)∗
n−n+

(t) + β
(2)∗
n−n+

(t)
)

+
(

α
(4)
n−n+

(t) + β
(4)
n−n+

(t) + ǫ
(1)
n−n+

(t)
) (

α
(4)∗
n−n+

(t) + β
(4)∗
n−n+

(t) + ǫ
(1)∗
n−n+

(t)
)

+

+
(

γ
(2)
n−n+

(t) + δ
(2)
n−n+

(t)
) (

γ
(2)∗
n−n+

(t) + δ
(2)∗
n−n+

(t)
)

+

+
(

γ
(4)
n−n+

(t) − δ
(4)
n−n+

(t)
) (

γ
(4)∗
n−n+

(t) − δ
(4)∗
n−n+

(t)
)

],

(3.116)

donde los términos de las sumas en los elementos de matriz son:

α
(1)
n−n+(t) = rα sen

θn−
2 ,

α
(2)
n−n+(t) = rα cos

θn−
2 ,

α
(3)
n−n+(t) = rακ

+
1 cos

θn−
2 ,

α
(4)
n−n+(t) = rακ

+
2 sen

θn−
2 ,

(3.117)

donde rα = aCn−n+ sen
θn−
2 e−i(ωn−n++g+n−n+

)t/~e−i∆n− t/2~,

β
(1)
n−n+(t) = rβ cos

θn−
2 ,

β
(2)
n−n+(t) = −rβ sen

θn−
2 ,

β
(3)
n−n+(t) = −rβκ−1 sen

θn−
2 ,

β
(4)
n−n+(t) = rβκ

−
2 cos

θn−
2 ,

(3.118)

donde rβ = aCn−n+ cos
θn−
2 e−i(ωn−n++g−n−n+

)t/~ei∆n− t/2~,

γ
(1)
n−n+(t) = rγ sen

θn−−1

2 ,

γ
(2)
n−n+(t) = rγ cos

θn−−1

2 ,

γ
(3)
n−n+(t) = rγκ

+
1 cos

θn−−1

2 ,

γ
(4)
n−n+(t) = rγκ

+
2 sen

θn−1

2 ,

(3.119)
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donde rγ = bCn−−1n+ cos
θn−−1

2 e
−i(ωn−−1n++g+n−−1n+

)t/~
e−i∆n−−1t/2~,

δ
(1)
n−n+(t) = rδ cos

θn−−1

2 ,

δ
(2)
n−n+(t) = −rδ sen

θn−−1

2 ,

δ
(3)
n−n+(t) = −rδκ−1 sen

θn−−1

2 ,

δ
(4)
n−n+(t) = rδκ

−
2 cos

θn−−1

2 ,

(3.120)

donde rδ = bCn−−1n+ sen
θn−−1

2 e
−i(ωn−−1n++g−n−−1n+

)t/~
ei∆n−−1t/2~,

ǫ(1)n−n+
(t) = aCn−n+λ

2g+
√

n− + 1

(

sen2
θn−

2
e−iE

+
n−n+

t/~ + cos2
θn−

2
e−iE

−
n−n+

t/~

)

, (3.121)

ǫ(2)n−n+
(t) = bCn−n+λ

2g+
√
n−

(

sen2
θn−−1

2
e
−iE−

n−−1n+
t/~

+ cos2
θn−−1

2
e
−iE+

n−−1n+
t/~
)

. (3.122)

Recordemos que para hacer una descripción de la dinámica de entrelazamiento bajo este sistema (tipo

tripartito) ya no es posible utilizar a los Coeficientes de Schmidt expĺıcitamente, por lo que es necesario

invocar a la entroṕıa de entrelazamiento.7

De la sección 2.3.3 tenemos que la entroṕıa de entrelazamiento es:

E(ψ) = −
k∑

n=1

pn ln pn, (3.123)

donde pn son los coeficientes de Schmidt. Si bien es cierto que los coeficientes de Schmidt como tal no

definen la dinámica de entrelazamiento, pero observamos como estos aparecen dentro de la entroṕıa de

entrelazamiento.

Utilizamos pues el método que tenemos para calcular los coeficientes y bastará con aplicarlo a (3.111)

encontrar los coeficientes y efectuar las operaciones restantes en (3.123). Las componentes de Bloch que

describen este sistema se encuentran en el área de Análisis Númerico de un espacio tripartito.

Sabemos que un estado máximamente entrelazado es aquel que posea un alto grado de desorden

(mezcla), es decir, aquellos estados para los cuales nos sea imposible hacer una descripción de estados

independientes (estados no separables, e.g., edos. de Bell y combinaciones entre ellos) entonces decimos

que el sistema tiene un máximo de entroṕıa en nuestro caso E(ψ) = 1 (normalizado), luego entonces nos

7La entroṕıa de entrelazamiento nos da cualitativamente el grado de entrelazamiento del sistema.
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enfocaremos a cotejar los máximos de esta propiedad, entendiendo que justo en estos máximos se están

generando estados con mayor correlación cuántica.



Caṕıtulo 4

Resultados.

En este caṕıtulo se encuentra un análisis numérico y resultados obtenidos para el modelo de un

punto cuántico bidimensional de InGaAs, con interacción esṕın-órbita tipo Rashba con intensidad α =

1 × 10−12eVm e inmerso en un campo magnético externo B1. Consideramos un desdoblamiento Zeeman

en las enerǵıas de los estados de ocupación del punto, además de distintas configuraciones iniciales donde

variamos la cantidad de estados disponibles en el sistema.

Se presentan dos secciones;

• La primera dedicada al tratamiento del sistema bajo una aproximación de onda rotante, donde se

considera al sistema (restringido) con sólo dos grados de libertad uno para el esṕın y uno para los

estados de ocupación.

• La segunda sección considera al sistema completo, es decir, un sistema con tres grados de libertad,

el correspondiente al esṕın y los dos grados de los estados de ocupación (por ser un 2DQD).

4.1. Tratamiento tipo RWA con espacio de Hilbert reducido.

A lo largo de esta sección se presenta un desarrollo numérico del análisis teórico mostrado en el caṕıtulo

anterior referente a un sistema tipo bipartito (espacio de Hilbert reducido de nuestro sistema), por lo que

consideramos H2⊗Hn. Identificamos a cada uno de los subsistemas (esṕın (H2) y órbita (Hn)), y se hace

un desarrollo coherente a través de la RWA. A continuación presentamos algunos casos particulares que

nos dan información respecto a la medición de entrelazamiento.

1Consideramos un campo magnético fijo en B0 = 90mT, para garantizar un condición de resonancia en la transición de
estados δ = ω− − Ez = 0)

57
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Caso: H2 ⊗H2

Tomamos un sistema que se encuentra bajo una condición de resonancia del sistema δ = 0, entre el

modo de transición de estado energético permitido ω− y la enerǵıa Zeeman Ez.

Sabemos que la dependencia temporal de la función de onda proviene de los coeficientes (3.30), por lo

que hay que calcularlos. Tenemos las siguientes expresiones para los ángulos dobles

cos(2θn) = −
δ

Rn
= 0, (4.1)

sen(2θn) =
2g−
√
n+ 1

Rn
= 1, (4.2)

donde Rn =
√

δ2 + 4g2−(n + 1), ahora si reducimos los coeficientes de evolución temporal (3.30) a

an(t) := [aCn cos(g−
√
n+ 1t)− ibCn+1 sen(g−

√
n+ 1t)]eΩ(n);

bn(t) := [bCn cos(g−
√
nt)− iaCn−1 sen(g−

√
nt)]eΩ(n−1),

(4.3)

recordando que los vectores de Bloch justo están expresados en función de los valores promedio del

operador de esṕın, y en términos de an(t) y bn(t) quedan como

Sx(t) =
1

2

∞∑

n=0

(an(t)b
∗
n(t) + bn(t)a

∗
n(t)); (4.4)

Sy(t) =
i

2

∞∑

n=0

(an(t)b
∗
n(t)− bn(t)a∗n(t)); (4.5)

Sz(t) =
1

2

∞∑

n=0

|an(t)|2 − |bn(t)|2 . (4.6)

Ahora, consideremos una condición inicial donde el electrón se encuentre confinado en el estado base

del punto cuántico con esṕın hacia abajo (a = 1)

|ψ0〉 = |↓, 0〉 ,

y solo participan dos niveles de enerǵıa permitidos c0 = 1, c1 = 0. La función de onda es entonces:
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|ψ〉 =
1∑

n=0

(an(t) |↓, 0〉+ bn(t) |↑, n〉) . (4.7)

Desarrollando la suma

|ψ(t)〉 = a0(t) |↓, 0〉+ b0 |↑, 0〉+ a1(t) |↓, 1〉+ b1(t) |↑, 1〉 , (4.8)

encontramos inmediatamente que la función se reduce a

|ψ(t)〉 = cos
R0t

2
|↓, 0〉 − i sen R0t

2
|↑, 1〉 . (4.9)

Para calcular los coeficientes de Schmidt bajo esta condición encontramos que Sx = Sy = 0, quedando

sólo por calcular la componente z de los vectores de Bloch

Sz =
|cos R0t

2 |
2 − |i sen R0t

2 |
2

2
=

cos(R0t)

2
, (4.10)

los coeficientes de Schmidt son: λ1 =
1
2

[

1 +
√

S2
x + S2

y + S2
z

]

= 1
2 [1 + |S|],

λ2 =
1
2

[

1−
√

S2
x + S2

y + S2
z

]

= 1
2 [1−|S|]. Ahora haciendo una diferencia de los coeficientes de Schmidt

obtenemos

λ1 − λ2 =
1

2
(1 + |S|)− 1

2
(1− |S|) = |S| . (4.11)

Este último resultado es muy importante, ya que a partir de él realizamos todos los cálculos númericos.

Por lo tanto la magnitud del vector de Bloch solo depende de la componentes z.

|S(t)| = cos(Rnt)

2
. (4.12)

Observemos que los mı́nimos de esta función se dan cuando Rnt =
nπ
2 , para n = 2i + 1, i ∈ Z, esto es,

los valores con mayor grado de entrelazamiento se generan cuando los coeficientes de Schmidt tienen un

mı́nimo |S| = 0, por lo que el valor que encontramos para el vector de Bloch nos informa que a lo largo

del tiempo se generan estados máximamente entrelazados con un periodo de 2π
Rnt

.

Aprovechando que en esta condición el sistema sólo tiene cuatro estados disponibles podemos calcular

concurrencia y compararla con los coeficientes de Schmidt. Utilizando la expresión de la concurrencia para

estados puros (2.32), expresamos nuestra función de onda como función de los cuatro estados disponibles:
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|ψ〉 = a |↓,✚✚❃0
n〉+ b |↓,✚✚❃0

n+ 1〉+ c |↑,✚✚❃0
n〉+ d |↑,✚✚❃0

n+ 1〉 (4.13)

Sustituyendo los factores a, b, c y d en la ecuación que describe la concurrencia:

C = 2 |−(−C(0)iS(0))| =

= 2
√

C2
(0)S

2
(0) =

= sen(Rnt)

(4.14)

Podemos observar para este caso en particular que existe una relación del tipo inversa entre Concu-

rrencia y Coeficientes de Schmidt del tipo C2 + S2

1/4 = 1. Haciendo un gráfico de estos parámetros bajo

esta condición y ajustando ese factor en la medida de los coeficientes de Schmidt obtenemos la figura 4.1.

Un segundo caso donde se cumple esta relación entre la Concurrencia y los Coeficientes de Schmidt,

corresponde al caso en que inicialmente se tiene la probabilidad de encontrar al esṕın totalmente pola-

rizado, y también de encontrarlo en cualquiera de los dos niveles de enerǵıa disponibles con la misma

probabilidad, este estado es:

|ψ0〉 = |↓,
1√
2
(0 + 1)〉 .

Vemos que tanto la Concurrencia como los coeficientes de Schmidt bajo este sistema en resonancia nos

proporcionan información casi idéntica, y ahora generalicemos a casos donde la concurrencia no aplica.

Estos son en donde hay más de dos estados disponibles a lo largo del punto y sin condición de resonancia.
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(a) a = 1, b = 0, C1 = 1, C2 = 0
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(b) a = b = C1 = C2 = 1√
2

Figura 4.1: Evolución de la concurrencia(azul continua) y los coeficientes de Schmidt(rojo punteado), donde podemos observar
que bajo la condición resonante δ = 0 estos dos parámetro se comportan de manera similar, o bien, presentan una correspondencia
cercana al punto por punto, a) condición inicial estado base del pozo de potencial y esṕın hacia arriba, b) condición inicial de
un estado separable, esṕın fijo y estado de ocupación separable. En ambos casos limitamos los estados disponibles al base y el
primer estado excitado.
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En la figura 4.2 podemos observar en un diagrama de las enerǵıas que hay información sobre la

transición de estados de ocupación cuando se grafica como función de la frecuencia de transición ω.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 Ω1

5

10

15

ãn

Figura 4.2: Niveles de enerǵıa para el caso aqúı tratado como función de la frecuencia de transición de estados, bajo la
condiciń inicial con δ = 0 que es la condición de resonancia mencionada en el texto puede ser observada en la gráfica justo donde
se acercan mas los niveles de enerǵıa, podemos decir que el entrelazamiento se manifiesta justo en las transiciones de enerǵıa de
los estados del sistema.

Continuando en este caso, consideremos condiciones donde variamos el paramétro δ. Supongamos que

el pozo de potencial solo tiene dos estados disponibles y el esṕın del electrón está orientado hacia abajo. El

estado inicial que se genera posee un entrelazamiento nulo; sin embargo, conforme evoluciona en el tiempo,

fluctúa de un estado sin entrelazamiento a uno con entrelazamiento máximo, como se puede observar en

la figura 4.3.

Encontramos que además de la fuerte dependencia de las condiciones iniciales con las que se prepara al

sistema que, la frecuencia de transición de estados δ = Ez−ω− juega un papel importante al momento de

generar estados entrelazados, ya que al aumentar el campo magnético externo diluimos el entrelazamiento

como se observa en la progresión de figuras 4.3. Tenemos dos posibles escenarios no excluyentes, visto

desde el punto de vista de los estados disponibles de enerǵıa podemos pensar que el desdoblamiento de las

bandas distribuye la probabilidad de los estados de máximo entrelazamiento, y en segunda instancia un

campo magnético intenso afectaŕıa de tal forma al esṕın del electrón que lo mantendŕıa bajo una misma

polarización durante todo el experimento. En otras palabras el estado de esṕın no evolucionaŕıa como se

observa en la gráfica 4.3(e).

En la figura 4.3 podemos observar que en intervalos intermitentes de tiempo se genera un estado máxi-

mamente entrelazado, sin embargo, esta condición inicial genera una serie de cuatro estados máximamente

entrelazados distintos, cada uno generado a intervalos de tiempo distintos pero todos recurrentes a lo largo

del tiempo, los estados están señalados en 4.3(a) con dobles flechas, los estados por orden de aparición

son:
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Figura 4.3: Evolución de la concurrencia(rojo punteado) y los coeficientes de Schmidt(azul). Bajo una condición inicial estado
base del pozo de potencial y esṕın hacia abajo. En cada gráfica (a), (b), (c), (d) se muestra una progresión de δ = Ez − ω−
y como se puede observar el entrelazamiento se diluye conforme mayor sea esta cantidad, esto lo podemos entender ya que a
medida que se incrementa el campo magnético externo el entrelazamiento se ve diluido y para campos muy grandes (e) podemos
decir que no existe una coherencia cuántica.

|Ψ(t0)〉 = 1√
2
|↓ n〉+ i√

2
|↑ n+ 1〉 ,

|Ψ(t1)〉 = −1√
2
|↓ n〉+ i√

2
|↑ n+ 1〉 ,

|Ψ(t2)〉 = −1√
2
|↓ n〉 − i√

2
|↑ n+ 1〉 ,

|Ψ(t3)〉 = 1√
2
|↓ n〉 − i√

2
|↑ n+ 1〉 .

(4.15)
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Estos estados nos recuerdan mucho a los estados de Bell, pero presentan fases complejas en los estados

con esṕın hacia arriba. Aún con esas fases podemos asegurar que son estados máximamente entrelazados

del sistema.

En particular este caso nos permite hacer una comparación cualitativa de la Concurrencia y los Coe-

ficientes de Schmidt. Hay que recordar que la concurrencia no está definida para sistemas de más de dos

estados; sin embargo, el sistema está restringido, por lo que hablar de Concurrencia es aplicable.

4.1.1. Otras condiciones iniciales.

En las siguientes secciones se verán tres casos recurrentes con variaciones en la cantidad de estados

disponibles en el punto cuántico, además, consideramos como condición inicial esṕın fijo y esṕın super-

puesto.

Estado Base.

Estado Superpuesto.

Estado Coherente.

En el primero (Estado Base) nos referimos al estado que tiene al electrón confinado en el primer estado

del punto cuántico (el estado base de ocupación). En el segundo (Estado Superpuesto) estudiamos una

superposición en los estados de ocupación del punto cuántico, suponiendo que inicialmente todos los

estado de ocupación disponibles tienen la misma probabilidad de alojar el electrón. En el tercero (Estado

Coherente) estudiamos un estado cuya distribución de probabilidad de ocupación está dada por

Cn = |〈n|α〉|2 = e|α|
2 |α|2n
n!

,

con esto tratamos de representar algo similar a los estados coherentes de la óptica cuántica. Identificamos

a la ecuación anterior como la distribución de Poisson, centrada en n ≃ |α|2 con ancho |α|.
También presentamos los resultados en forma de histogramas, con los cuales intentamos describir cual

estado o bien qué clase de estado se está generando. Es decir, podŕıa tratarse de un estado entrelazado con

la probabilidad distribuida en todos los estados de ocupación disponibles, o bien la probabilidad confinada

a sólo algunos estados. El código de colores y lineas en las barras2 del histograma corresponden a:

Coeficientes de an con esṕın |↓〉 color: gris (continua)

Coeficientes de bn con esṕın |↑〉 color: verde (discontinua)

2La magnitud de las barras nos indica cual es el valor de los coeficientes correspondientes a cada estado de ocupación. Es
posible corroborar la normalización de los coeficientes haciendo una suma de las amplitudes de todas las barras involucradas
para cualquier tiempo fijo.
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Caso: H2 ⊗H3.

En esta subsección se estudia el comportamiento del sistema con únicamente tres estados disponibles

en todo el punto (n = 3). Se supuso que siempre se encuentra bajo condición de resonancia (δ = 0).

Estado Base

Consideremos un estado donde el electrón se encuentra localizado en el estado base de ocupación del

punto cuántico (C0 = 1) con una polarización de esṕın totalmente hacia abajo (a = 1 b = 0),

|ψ0〉 = |↓, 0〉

.

La dinámica de entrelazamiento la observamos en la figura 4.4, donde inmediatamente se ve una

similitud del comportamiento mostrado en la evolución de los coeficientes de Schmidt |S| de 4.4.(a) con

los del caso base de la sección anterior mostrado en la gráfica azul de la figura 4.1.a), encontramos que los

primeros cuatro mı́nimos de los coeficientes de Schmidt se generan a los tiempos t1 =0.1963, t2 =0.5890,

t3 =0.9817, t4 =1.3744. Las otras dos figuras en 4.4.(a) son las probabilidades de encontrar al esṕın con

polarización hacia arriba (Pbn) y abajo (Pan) donde claramente se observa el desfase que posee cada

uno y cómo este desfasamiento propicia en intervalos regulares la generación de estados máximamente

entrelazados (mı́nimos en |S|).

Para aclarar esto último anexamos el histograma de la figura 4.4.(b) donde se muestra la probabilidad

de encontrar al estado con polarización hacia arriba (verde, discontinua) o hacia abajo (gris, continua) al

tiempo fijo t1 =0.1963. El estado que se forma a este tiempo es: |ψ(t1)〉 = 1√
2
|↓, 0〉 − i√

2
|↑, 1〉, que es un

estado de Bell.

Ahora bajo el mismo estado consideremos que la polarización del esṕın se encuentra inicialmente

diluida en los dos estados posibles, es decir, se encuentra en una superposición

|ψ0〉 = |
1√
2
(↓ + ↑), 0〉 .

La evolución de esta condición se muestra en la figura 4.5.(a), inmediatamente se aprecia que ya no

se generan máximos de entrelazamiento (mı́nimos en los coeficientes de Schmidt |S|) y esto lo podemos

extraemos de las gráficas de las probabilidades, ya que mientras que la probabilidad de encontrar al esṕın

hacia arriba realiza oscilaciones de amplitud 1
2 la de esṕın hacia abajo realiza media oscilación 1

4 , lo que
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Figura 4.4: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia abajo
(Pan ) o arriba (Pbn ) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electrón inicialmente en el mismo estado con esṕın hacia
abajo y localizado en el estado base del punto cuántico, se considera que hay 3 estados disponibles en el punto cuántico y se
encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma del primer estado máximamente entrelazado generado al tiempo
t1 =0.1963, donde la barra gris (continua) corresponde a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo (Pan ),
mientras que la barra verde (discontinua) corresponde a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın hacia arriba (Pbn )
en los 3 estados disponibles.

lleva a estados separables o escasamente entrelazados, por ejemplo: como se muestra en el histograma

4.5.(b) el cual corresponde al primer mı́nimo en |S| al tiempo t1 =0.1952. Aqúı observemos que el estado

generado que tiene la forma |ψ(t1)〉 = 1√
2
|↑, 0〉+ 1√

4
(|↓, 0〉+ |↑, 1〉), podemos pensar en cierto momento que

hay un poco de entrelazamiento entre los estados |↓, 0〉 y |↑, 1〉, sin embargo, el mayor peso probabiĺıstico

lo tiene un tercer estado totalmente separable |↑, 0〉.
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Figura 4.5: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia abajo
(Pan ) o arriba (Pbn ) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electón inicialmente con esṕın superpuesto hacia arriba

(b = 1√
2
) y abajo (a = 1√

2
) y localizado en el estado base del punto cuántico, se considera que hay 3 estados disponibles en el

punto cuántico y se encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma del primer estado máximamente entrelazado
generado al tiempo t1 =0.1963, donde la barra gris (continua) corresponde a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın
hacia abajo (Pan ), mientras que la barra verde (discontinua) corresponde a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın
hacia arriba (Pbn ) en los 3 estados disponibles.
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Estado Superpuesto

Bajo esta condición inicial suponemos que la amplitud de probabilidad de ocupación de los tres estados

es la misma (Cn = 1√
3
) mientras que la polarización de esṕın está fija hacia abajo (a = 1, b = 0),

|ψ0〉 = |↓〉 ⊗
N=2∑

n=0

1
√

(N + 1)
(|n〉).

La evolución de entrelazamiento bajo este estado se muestra en la figura 4.6.(a). Analizando la estruc-

tura de la gráfica de |S| vemos cómo sobre el tiempo posee una envolvente que la lleva a generar estados

con alta coherencia cuántica, aunque no máximamanete entrelazados.

Observemos también que la evolución de los estados de esṕın hacia arriba (bn) y abajo (an) tienen

una estructura similar, con oscilaciones repentinas bien marcadas sin repetición aparente.

Para observar el tipo de estados que se generan nos apoyamos en el par de histogramas: el primero,

imagen 4.6.(b), muestra el estado que se genera a un tiempo t1 =4.7550. Salta a la vista el hecho de

que haya un entrelazamiento (|S| ≈0.0117) entre estados que no son inmediatos, esto es, el estado base

(|0〉) y el segundo estado excitado (|2〉). El estado generado tiene una forma |ψ(t1)〉 ≈
√
0.3237(|↓, 0〉 +

|↑, 2〉); el segundo, figura 4.6.(c), muestra el estado generado al tiempo t2 =26.2429 (|S| ≈0.0135). Este

estado posee contribuciones de los tres estados disponibles obteniendo la forma |ψ(t2)〉 ≈
√
0.2656 |↓, 0〉+

√
0.1686 |↓, 1〉+

√
0.3107 |↑, 1〉+

√
0.2842 |↓, 2〉+

√
0.1706 |↑, 2〉.

Los estados que se generan ya no poseen una estructura sencilla como en la sección anterior, vemos que

la información temporal que aportan an y bn ya no es suficiente para evidenciar los estados generados ya

que estos se distribuyen rápidamente entre los estados de ocupación. Hay que notar que el entrelazamiento

al tiempo t1 sucede entre dos estados de ocupación no inmediatos, lo cual evidencia un acoplamiento entre

estados energéticos no inmediatos.

Estudiemos la misma condición inicial pero con el esṕın del electrón superpuesto,

|ψ0〉 =
1√
2
(|downarrow|〉+ |↑〉)⊗

N=2
∑

n=0

1
√

(N + 1)
(|n〉).

Podemos observar su evolución en la figura 4.7 donde una vez más no se generan estados con máximo

entrelazamiento como se puede ver en la figura 4.7.(a).

Notemos el hecho de que la amplitud de probabilidad de encontrar al esṕın hacia arriba bn se mantenga

constante en 1
2 , mientras que la probabilidad de encontrar al esṕın con polarización hacia abajo se mantiene

oscilante a lo largo del tiempo, vemos que la información que arrojan estos dos comportamientos ya no
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Figura 4.6: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia abajo
(Pan ) o arriba (Pbn ) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electrón inicialmente el mismo estado con esṕın hacia
abajo y localizado en el estado base del punto cuántico, se considera que hay 3 estados disponibles en el punto cuántico y se
encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma un primer estado entrelazado, generado al tiempo t1 =4.7550 y (c)
Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =26.2429, donde las barras grises (continuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo (Pan), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın hacia arriba (Pbn ) en los 3 estados disponibles.

es suficiente para concluir sobre los estados entrelazados ya que se pierde la noción sobre los estados en

los cuales se encuentra el electrón con estas polarizaciones3.

Concentrémonos ahora en el histograma de la figura 4.7.(b) que corresponde al estado generado al

tiempo t1=6.2954 (|S| ≈0.0229). Este tiene una forma |ψ(t1)〉 ≈ 1√
6
(|↑〉⊗ (|0〉+ |1〉+ |2〉))+ 1√

6
(|↓〉⊗ (|0〉+

|1〉))+
√
0.1452 |↓, 2〉, o bien, para que sea evidente la forma mostrada en la figura 4.7.(a), reescribimos el

estado anterior como |ψ(t1)〉 ≈ 1√
2
|↑〉⊗ 1√

3
(|0〉+ |1〉+ |2〉)+ 1√

6
(|↓〉⊗ (|0〉+ |1〉))+

√
0.1452 |↓, 2〉. Ahora es

claro ver que esta condición arroja estados semi-entrelazados a lo largo de los tres estados de ocupación.

3Si solo poseemos la gráfica 4.7.(a), podriamos concluir que los resultados númericos son falaces, ya que al no haber
variación en el tiempo de uno de los estados implica separabilidad en todo momento (es decir, no entrelazamiento), sin
embargo hay que recordar que esto es la probabilidad total y además no es nula por lo que está puede estar distribuida en
los tres estados disponibles sin ningún problema
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Finalmente estudiemos el estado generado al tiempo t2=25.9088 (|S| ≈0.04386) mostrado en la figura

4.7.(b), este estado tiene una forma muy similar al anterior, que es de esperarse ya que se mantiene la

polarización de esṕın hacia arriba constante a lo largo del tiempo, |ψ(t2)〉 ≈ 1√
2
|↑〉 ⊗ 1√

3
(|0〉+ |1〉+ |2〉) +

1√
6
(|↓〉 ⊗ (|0〉 + |1〉)) +

√
0.1377 |↓, 2〉.
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Figura 4.7: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia abajo
(Pan ) o arriba (Pbn ) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electrón inicialmente con esṕın superpuesto hacia arriba

(b = 1√
2
) y abajo (a = 1√

2
) y localizado en el estado base del punto cuántico, se considera que hay 3 estados disponibles en

el punto cuántico y se encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma un primer estado entrelazado, generado al
tiempo t1 =6.2954 y (c) Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =25.9088, donde las barras grises
(continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo (Pan ), mientras que las barras verdes
(discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın hacia arriba (Pbn ) en los 3 estados disponibles.
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Estado Coherente

Imaginemos ahora un estado inicial bajo una distribución tipo Poisson y con el esṕın del electrón

polarizado totalmente hacia abajo,

|ψ(0)〉 = e−|α|2
N=2∑

n=0

αn√
n!
|↓, n〉 .

La evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) se muestra en la figura 4.8.(a). A lo largo

del tiempo genera estados con alto grado de entrelazamiento.

Una vez más los histogramas ayudan para observar los estados generados. El primero, mostrado en

la figura 4.8.(b) son las probabilidades4 de encontrar al esṕın hacia arriba o abajo en cada uno de los

estados de ocupación.

Tenemos que al tiempo t1=18.6719 (|S| ≈0.1300) se genera un estado de la forma |ψ(t1)〉 ≈
√
0.3492 |↓, 0〉+

√
0.2576 |↑〉⊗ (|1〉+ |2〉)+

√
0.0459 |↓, 1〉+

√
0.0624 |↓, 2〉. Como se aprecia, posee una contribución de cada

estado de ocupación y observamos que una parte del estado generado es separable con respecto al esṕın

hacia arriba.

Un segundo histograma (figura 4.8.(c)) corresponde al estado generado en t2=26.8629 (|S| ≈0.0080).

Este tiene una forma |ψ(t2)〉 ≈
√
0.3904 |↓, 0〉+

√
0.2164 |↑, 1〉+

√
0.0491 |↓, 1〉+

√
0.2563 |↑, 2〉+

√
0.0438 |↓, 2〉,

y encontramos una contribución en cada uno de los estados de ocupación.

Probemos ahora con la condición inicial del esṕın superpuesto (a = b = 1√
2
)

|ψ(0)〉 = e−|α|2 1√
2
(|↓ |〉+ |↑〉)⊗

N=2∑

n=0

αn√
n!
|n〉

En la figura 4.9.(a) se aprecia la evolución de los coeficientes de Schmidt (|S|) para este estado. Bajo

esta condición no se generan estados máximamente entrelazados, pero notamos la presencia de fases

complejas en los coeficientes para encontrar al esṕın hacia abajo (an) o arriba (bn) lo que complementa a

nuestro histograma de la figura 4.9.(b) que nos muestra que el estado generado en t1=17.2638 (|S| ≈0.2565)

tiene la forma

4Para mantener la normalización de los estados de ocupación, utilizamos el parámetro de repetición de evento como
α = 3−2√

2
= 1√

2
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Figura 4.8: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia abajo
(Pan ) o arriba (Pbn ) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electrón inicialmente el mismo estado con esṕın hacia
abajo y localizado en el estado base del punto cuántico, se considera que hay 3 estados disponibles en el punto cuántico y se
encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma un primer estado entrelazado, generado al tiempo t1 =18.6719 y (c)
Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =26.8629, donde las barras grises (continuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo (Pan), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın hacia arriba (Pbn ) en los 3 estados disponibles.

|ψ(t1)〉 ≈ −(0.3962 + i0.4073) |↓, 0〉+ (−0.3850 + i0.3922) |↑, 0〉+

+ (−0.2354 + i0.2968) |↓, 1〉 − (0.2493 + i0.2999) |↑, 1〉+

+ (0.1288) |↓, 2〉+ (−0.0618 + i0.2044) |↑, 2〉 .

En general se aprecia el hecho de que al incrementar un solo estado al sistema, amplia la gama de

estados entrelazados que se generan, siendo estados tipo Bell los de mayor entrelazamiento cuántico (hasta

ahora).
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Figura 4.9: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y los coeficientes para encontrar al esṕın hacia abajo
(an) o arriba (bn) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electón inicialmente distribuido en los estados de ocupación
del punto con esṕın diluido hacia abajo (a = 1√

2
) y arriba (b = 1√

2
), se considera que hay 3 estados disponibles en el punto

cuántico y se encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma un estado entrelazado generado al tiempo t1 =17.2638
donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo (Pan), mientras
que las barras verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın hacia arriba (Pbn ) en los
3 estados disponibles.

Caso: H2 ⊗H30.

Proseguimos con el estudio de este sistema para las mismas condiciones presentadas anteriormente

pero ahora incrementando el número de estados disponibles en el punto cuántico a treinta.

Estado Base.

Nuestro caso base sucede cuando el electrón se encuentra localizado en el estado base del punto

cuántico con una polarización totalmente abajo,

|ψ0〉 = |↓, 0〉 .

Observamos en la figura 4.10.(a) el mismo comportamiento que analizamos en la sección anterior, por

lo que podemos concluir inmediatamente que no importa el número de estados disponibles en el punto

cuántico, siempre que partamos de el estado base, el sistema no tiene enerǵıa suficiente para pasar más

allá del primer estado excitado, este salto lo podemos atribuir al desdoblamiento de enerǵıas que como

tal propicia un entrelazamiento h́ıbrido entre los primeros estados del punto y el esṕın del electrón.

Como los coeficientes de Schmidt no proporcionan información sobre los estados que se están gene-

rando, podemos inferir en base al histograma 4.10.(b) que el estado que se genera posee las caracteŕısticas

de un estado de Bell, o sea, el sistema se comporta como si sólo tuviera dos estados disponibles en todo
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Figura 4.10: a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia
abajo (Pan) o arriba (Pbn ), como función del tiempo, la gráfica muestra a un electón inicialmente en un estado con esṕın hacia
abajo y localizado en el estado base del punto cuántico, se considera que hay 30 estados disponibles en el punto cuántico y se
encuentra en condición de resonancia δ = 0. Hay que notar que no existe diferencia entre el comportamiento del entrelazamiento
para el sistema restringido a dos estados disponibles en el punto cuántico con respecto a que hay 30 estados disponibles en
el mismo, podemos entender esto como que no hay mecanismo de transición de estados superiores en el sistema, id est, no
hay fluctuaciones en la enerǵıa del sistema. b) Histograma del primer estado máximamente entrelazado, generado al tiempo
t1=0.19634 donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo
en los 30 estados disponibles Pan , mientras que las barras verdes (discontinua) corresponden a la probabilidad de encontrar al
electrón con eśın hacia arriba en los 30 estados disponibles Pbn .

el sistema. Al tiempo t1 =0.1963 se genera el estado

|ψ(t1)〉 ≈
1√
2
|↓, 0〉 − i√

2
|↑, 1〉 .

Realizamos el mismo análisis para los siguientes mı́nimos del la figura 4.10(a) y encontramos histogra-

mas idénticos, lo cual no significa que siempre se genera el mismo estado entrelazado, sino que pudieran

generarse otros con fases complejas, que de hecho son los mismos que se generan en la figura 4.3 de la

sección H2 ⊗H2.

Continuando con el análisis de un estado inicial similar al anterior, donde inicialmente el electrón se

encuentra localizado en el estado base del punto cuántico pero esta vez el esṕın de electrón se encuentra

diluido en 1√
2
,

|ψ0〉 = |
1√
2
(↓ + ↑), 0〉 .

Tenemos el estado base ocupado en la figura 4.11.(a). Observemos que bajo la condición de resonancia

δ = 0 encontramos que los coeficientes de Schmidt |S|2 se mantienen confinados cerca del máximo, esto

es, no se generan estados con fuerte entrelazamiento.

Encontramos del histograma presentado en 4.11.(b) que el estado que se genera en uno de los mı́nimos
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Figura 4.11: (a) Evolución de los coeficientes de polarización de esṕın existe uno dominante a lo largo del tiempo (|↑〉) lo que
no propicia una generación de estados plenamente entrelazados, pese a estar bajo la condición de resonancia, que es lo que nos
indican los coeficientes de Schmidt |S|. (b) El histograma muestra que pese a haber 30 estados disponibles la probabilidad de
ocupación solo se confina a los primeros dos estados.

de los coeficientes de Schimidt al tiempo t1 =0.1957 tiene la forma:

|ψ(t1)〉 ≈
1√
4
(|↓, 0〉 − i |↑, 1〉) + i√

2
|↑, 0〉 .

Si nos concentramos en el primer término vemos que el sistema posee un ligero entrelazamiento, pero

se ve apantallado por la componente separable de mayor peso |↑, 0〉.

En general podemos decir que existe una ligera transferencia de información entre los primeros dos

estados. La dinámica de entrelazamiento bajo esta condición (n=30) es la misma que si estuviéramos

hablando del sistema de dos estados disponibles (n=2).
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Estado Superpuesto.

La figura 4.12.(a) corresponde a la evolución de un estado inicial con la probabilidad de ocupación

diluida en todos los estados disponibles del punto Cn = 1√
n
, donde existen 30 estados disponibles en el

punto:

|ψ0〉 = |↓〉 ⊗
N=29∑

n=0

1
√

(N + 1)
(|n〉).

Observamos que bajo una condición de resonancia, δ = 0, los coeficientes de Schmidt |S| muestran

un comportamiento de muerte y anabiosis5 de entrelazamiento inicialmente con largos periodos de poca

coherencia cuántica y conforme evolucionan los estados, su nivel de entrelazamiento incrementa.

La rápida transición de estados la podemos entender como una consecuencia de que el sistema inicial-

mente estuviese en una superposición de estados de ocupación.

En las figuras 4.12.(b),(c) presentamos histogramas para describir los estados con mayor grado de

entrelazamiento que se están formando bajo esta condición. Observamos que el histograma 4.12.(b) co-

rresponde a un estado generado al tiempo t1 =0.2116. Como bien se ve participan los 30 estados involu-

crados, además de fases imaginarias. El estado generado se encuentra en el apéndice D6. De igual manera

se describe en el apéndice el estado generado al tiempo t2=7.2649, que es el estado correspondiente al

histograma 4.12.(c).

Con ayuda de los histogramas observamos que donde hay oscilaciones de probabilidad para encontrar

al electrón con esṕın hacia arriba o abajo 4.12.(a) (e.g., en el rango de tiempo 5-10) es necesario un desfase

en las magnitudes de esṕın hacia arriba y abajo para proveer un alto entrelazamiento.

Consideramos ahora una condición inicial similar al anterior en los estados de ocupación, pero con el

esṕın del electrón diluido en una superposición de polarización arriba y abajo con la misma probabilidad

(α = β = 1√
2
),

|ψ0〉 =
1√
2
(|↓ + ↑〉)⊗

N=29
∑

n=0

1
√

(N + 1)
(|n〉).

En la figura 4.13.(a) podemos ver cómo los coeficientes de Schmidt presentan oscilaciones muy rápi-

das sujetas a una envolvente que toma valores mı́nimos de |S|, lo que implica que conforme evoluciona

este estado incrementa su coherencia cuántica; sin embargo, no se genera un estado con un máximo

5En la literatura: death and revival of entanglement.
6Se omite en esta parte del texto por su magnitud.
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Figura 4.12: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia
abajo (Pan) o arriba (Pbn ), como función del tiempo, la gráfica muestra a un electón inicialmente con esṕın hacia abajo y
distribuido con la misma probabilidad de localización en todo el punto cuántico, se considera que hay 3 estados disponibles en
el punto cuántico y se encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma un primer estado entrelazado, generado
al tiempo t1 =0.2116 y (c) Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =7.2649, donde las barras
grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo (Pan ), mientras que las barras
verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın hacia arriba (Pbn ) en los 30 estados
disponibles.

entrelazamiento.

Si determinamos el estado que se genera en el mı́nimo de la figura correspondiente al tiempo t1 =27.1434,

obtenemos el histograma mostrado en 4.13.(b). La probabilidad de encontrar el esṕın polarizado está dis-

tribuida en todos los estados de ocupación.7

Lo que llama la atención de la evolución de este estado es la probabilidad estacionaria del estado

de esṕın hacia arriba a lo largo de todo el tiempo. Esto ya lo hab́ıamos tratado en la sección anterior

y sabemos, con ayuda del histograma, que la probabilidad de estar con esṕın hacia arriba se encuentra

distribuida sobre todos y cada uno de los estados.

7El estado generado se muestra en el apéndice D por su extensión.
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Sin embargo si analizamos un poco más el estado (ver apéndice D) encontramos que también posee

fases complejas que contribuyen a dar esta apariencia de estado estacionario a lo largo del tiempo.
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Figura 4.13: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia abajo
(Pan ) o arriba (Pbn ) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electrón inicialmente en un estado superpuesto en esṕın
y distribuido con la misma probabilidad de localización en todo el punto cuántico y encontrándose en condición de resonancia
δ = 0. (b) Histograma un estado entrelazado generado al tiempo t1 =27.1434, donde las barras grises (continuas) corresponden a
la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo (Pan ), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden
a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın hacia arriba (Pbn ) en los 30 estados disponibles.

Bajo esta condición inicial, el hecho de aparecer el esṕın con polarización fija o superpuesta, afec-

ta a los estados generados, siendo el caso de esṕın fijo el que genera estados con alto entrelazamiento

cuántico con mayor frecuencia, mientras que el estado con esṕın superpuesto genera estados con mediano

entrelazamiento durante intervalos de tiempo largos.
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Estado Coherente

Estudiemos ahora al sistema en un estado coherente, id est, los primeros treinta estados disponibles

se encuentran bajo una distribución tipo Poisson y con el esṕın del electrón polarizado totalmente hacia

abajo.

|ψ(0)〉 = e−|α|2
N=29∑

n=0

αn√
n!
|↓, n〉 .

Observamos un caso donde la variable aleatoria de Poisson αy =
N−λx√
λx

, esto es, hacemos que converja

a una distribución normal para valores grandes de λx, donde N es el número de estados de ocupación, y

λx es un valor arbitrario que asignamos para normalizar nuestra distribución, en este caso elegimos sea

λx = 27. Bajo estos parámetros encontramos los resultados de la condición inicial en la figura 4.14.(a).

La evolución de los coeficientes de Schmidt es aleatoria y sin patrón aparente, pero genera un mı́nimo

en los coeficientes de Schmidt. Este es un estado quasi-máximamente entrelazado. Al tiempo t1 =2.5003

(|S| =0.0092), encontramos el estado que se genera en el histograma 4.14.(b), en este no participan más

que los primeros 6 estados disponibles del sistema. Este tiene la forma:

|ψ(t1)〉 ≈ (−0.2222 + i0.6750) |↓, 0〉+ (0.4391 + i0.1418) |↑, 1〉+

+ (0.2809 + i0.4009) |↑, 2〉+ (−0.0190 − i0.0122) |↓, 3〉+

+ (−0.0067 + i0.1963) |↑, 3〉+ (−0.0367 + i0.0450) |↑, 4〉+

+ (−0.0054) |↑, 5〉 .

En este mismo esquema, imaginemos que estamos bajo nuestra distribución normal y pensemos que

tenemos el esṕın del electrón superpuesto con la misma probabilidad de encontrarlo hacia arriba o hacia

abajo (a = b = 1√
2
). En la figura 4.15.(a) se muestra la evolución de los coeficientes de Schmidt bajo

esta condición. Se observa cierta frecuencia de generación de mı́nimos relativos. En la figura 4.15.(b) se

presenta un histograma de un estado generado al tiempo t1 =14.9616 (|S| =0.4510). En particular este

estado tiene la forma:

|ψ(t1)〉 ≈ (−0,1593 + i0,5710) |↓, 0〉+ (0,1888 + i0,5604) |↑, 0〉+

+ (0,3160 − i0,1168) |↓, 1〉+ (−0,0159 + i0,3426) |↑, 1〉+

+ (−0,1301 − i0,0371) |↓, 2〉+ (0,1514) |↑, 2〉 .
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Figura 4.14: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia
abajo (Pan ) o arriba (Pbn ) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electrón inicialmente con esṕın hacia abajo y
bajo una distribución de Poisson a lo largo de los estados del punto cuántico, se considera que hay 30 estados disponibles en
el punto cuántico y se encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma un estado entrelazado generado al tiempo
t1 =2.50038, donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo
(Pan ), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın hacia
arriba (Pbn ) en los 30 estados disponibles.

0 5 10 15 20 25 30 35
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

|S
|

δ=0

0 5 10 15 20 25 30 35
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

|a n
|2

0 5 10 15 20 25 30 35
t

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

|b n
|2

(a) |ψ(0)〉 = e
−|α|2

2 | 1√
2
(↓ + ↑)〉 ⊗∑N=29

n=0
αn√
n!

|n〉

0 1 2 3 4 5
n

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

P
a
n
 &

 P
b n

(b) t1=14.9616

Figura 4.15: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia abajo
(Pan ) o abajo (Pbn ), como función del tiempo, la gráfica muestra a un electón inicialmente el mismo estado con esṕın en una

superposición y bajo una distribución de Poisson a lo largo de los estados del punto cuántico de forma normal α = 30−27√
27

, se

considera que hay 30 estados disponibles en el punto cuántico y se encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma un
primer estado entrelazado, generado al tiempo t1 =14.9616, donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de
encontrar el electrón con esṕın hacia abajo (Pan ), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad
de encontrar al electrón con esṕın hacia arriba (Pbn ) en los 30 estados disponibles.

Una vez más se aprecia que bajo la condición resonante normalizada, la distribución confina en los

primeros estados de ocupación.

El grado de entrelazamiento de los estados generados a lo largo del tiempo es muy bajo como se puede

observar en la figura 4.15.(b).

A continuación estudiemos de nuevo el caso base con esṕın totalmente polarizado, sólo que con la
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variable aleatoria de Poisson fija en α = 3. Esto no garantiza una normalización completa de los estados

de ocupación, pero podŕıamos decir que es una buena aproximación (con un error del 2.77×10−6 %). La

razón de elegir ese valor en particular, es por que es bastante recurrente en la literatura (también α = 4).

Encontramos en la figura 4.16.(a) que la evolución de los coeficientes de Schmidt es muy diferente a

nuestra condición normalizada. Esta última presenta una serie de oscilaciones envolventes y justo en los

gráficos de las probabilidades de encontrar al esṕın hacia arriba y hacia abajo, encontramos las oscilaciones

caracteŕısticas bajo condiciones similares encontradas en la literatura, solo que en este caso encontramos

las oscilaciones en las probabilidades de polarización del esṕın (a diferencia de la literatura que se presentan

en polarización de luz) y la distribución inicial se considera sobre los estados de ocupación.

Para estudiar el estado generado, nos apoyamos en el histograma de la figura 4.16.(b). Al tiempo

t1 =4.12026 (|S| =0.0602), el estado generado se omite por brevedad, pero se encuentra una descripción

gráfica en el apéndice D. De la misma forma, encontramos un estado con mayor grado de entrelazamiento

a un tiempo t2 =11.1919 (|S| =0.0114), mostrado en la figura 4.16.(c).

Note que la cantidad de estados involucrados para la generación de estos estados es mucho mayor que

el caso normalizado.

Si fijamos la variable aleatoria de Poisson α = 3 bajo una condición similar pero ahora con el esṕın

superpuesto, encontramos el comportamiento en la figura 4.17. Observamos que conforme pasa el tiempo

el sistema tiende a generar estados con alto grado de entrelazamiento, por ejemplo: un estado generado

al tiempo t1 =14.9616 (|S| =0.3509), encontramos que participan todas las componentes disponibles del

sistema. En el apéndice D, se muestra el histograma del estado con mayor entrelazamiento generado al

tiempo t =29.945 (|S| =0.0227).

4.1.2. Resumen RWA.

Los coeficientes de Schmidt y la probabilidad de polarización del esṕın probaron ser herramientas

suficientes para encontrar estados entrelazados y su forma respectivamente.

Un requisito para que exista entrelazamiento es que se posea acoplamiento entre pares. Ya sabemos

que los estados de Bell cumplen y son los que poseen mayor grado de entrelazamiento en nuestro sistema;

sin embargo, hay casos en los que participan más de dos estados de ocupación apareados y también es

posible que quede alguno separable con un peso de probabilidad muy pequeño, por ejemplo:

|φ(t)〉 = 1√
3
(|↓, 0〉+ e−iϕ |↑, 1〉) + 1√

6
(|↓, 1〉+ |↓, 2〉).
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Figura 4.16: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia abajo
(Pan ) o arriba (Pbn ) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electrón inicialmente el mismo estado con esṕın hacia
abajo y bajo una distribución de Poisson a lo largo de los estados del punto cuántico, se considera que hay 30 estados disponibles
en el punto cuántico y se encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma de un primer estado entrelazado, generado
al tiempo t1 =4.121026 y (c) Histograma de un segundo estado entrelazado generado al tiempo t2 =11.1919, donde las barras
grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın hacia abajo (Pan ), mientras que las barras
verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrón con esṕın hacia arriba (Pbn ) en los 30 estados
disponibles.

Como se puede apreciar, el primer par de estados se encuentra en superposición tipo Bell con la pro-

babilidad atenuada y el último par esta en una superposición separable. Los estados con entrelazamiento

encontrados aqúı poseen una estructura semejante a la del ejemplo.

Es posible encontrar el estado que se esté generando, siempre y cuando sea válida la aproximación de

onda rotante. En caso contrario en la siguiente sección mostramos cómo trabajar con el sistema completo,

es decir, sin haber despreciado el término de interaccón.
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Figura 4.17: (a) Evolución temporal de los coeficientes de Schmidt (|S|) y las probabilidades de encontrar al esṕın hacia abajo
(Pan ) o abajo (Pbn ) como función del tiempo, la gráfica muestra a un electrón inicialmente con esṕın en una superposición y bajo
una distribución de Poisson a lo largo de los estados del punto cuántico con α = 3, se considera que hay 30 estados disponibles
en el punto cuántico y se encuentra en condición de resonancia δ = 0. (b) Histograma de un primer estado entrelazado, generado
al tiempo t1 =14.9616, donde las barras grises (continuas) corresponden a la probabilidad de encontrar el electrón con esṕın
hacia abajo (Pan), mientras que las barras verdes (discontinuas) corresponden a la probabilidad de encontrar al electrón con
esṕın hacia arriba (Pbn ) en los 30 estados disponibles.

4.2. Tratamiento de un espacio H2 ⊗Hn ⊗Hm.

En esta sección nos enfocamos en los resultados obtenidos con el Método de Transformaciones Canóni-

cas. Partimos del estado del sistema (3.103) y encontramos para este estado que la componente del vector

de Bloch en x es

Sx(t) =
1

2
〈φ(t)| σ̂x ⊗ I⊗ I |φ(t)〉 , (4.16)

donde σx es una matriz de Pauli y |φ(t)〉 es el estado del sistema, que al sustituirlo obtenemos

Sx(t) =
1
2

∑∞
n=0((γ

(2)
n−n+

(t) + δ
(2)
n−n+

(t))(α
(1)∗
n−n+

(t) + β
(1)∗
n−n+

(t))

+ (α
(1)
n−n+

(t) + β
(1)
n−n+

(t))(γ
(2)∗
n−n+

(t) + δ
(2)∗
n−n+

(t))),
(4.17)

la componente y es

Sy(t) =
1

2
〈φ(t)| σ̂y ⊗ I⊗ I |φ(t)〉 , (4.18)

donde σy es una matriz de Pauli y |φ(t)〉 es el estado del sistema, que al sustituirlo obtenemos

Sy(t) =
i
2

∑∞
n=0(−(γ

(2)
n−n+

(t) + δ
(2)
n−n+

(t))(α
(1)∗
n−n+

(t)β
(1)∗
n−n+

(t))+

+ (α
(1)
n−n+

(t) + β
(1)
n−n+

(t))(γ
(2)∗
n−n+

(t) + δ
(2)∗
n−n+

(t))),
(4.19)

la componente z es
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Sz(t) =
1

2
〈φ(t)| σ̂z ⊗ I⊗ I |φ(t)〉 , (4.20)

donde σz es una matriz de Pauli y |φ(t)〉 es el estado del sistema, que al sustituirlo obtenemos

Sz(t) =
1
2

∑∞
n−,n+

[ (α
(1)
n−n+

+ β
(1)
n−n+

)(α
(1)∗
n−n+

+ β
(1)∗
n−n+

)−

− (α
(2)
n−n+

+ β
(2)
n−n+

)(α
(2)∗
n−n+

+ β
(2)∗
n−n+

)+

+ (α
(3)
n−n+

+ β
(3)
n−n+

)(α
(3)∗
n−n+

+ β
(3)∗
n−n+

)−

− (α
(4)
n−n+

+ β
(4)
n−n+

+ ǫ
(1)
n−n+

)(α
(4)∗
n−n+

+ β
(4)∗
n−n+

+ ǫ
(1)∗
n−n+

)−

+ (γ
(1)
n−n+

+ δ
(1)
n−n+

)((γ
(1)∗
n−n+

+ δ
(1)∗
n−n+

))−

− (γ
(2)
n−n+

+ δ
(2)
n−n+

)(γ
(2)∗
n−n+

+ δ
(2)∗
n−n+

)+

+ (γ
(3)
n−n+

+ δ
(3)
n−n+

+ ǫ
(2)
n−n+

)(γ
(3)∗
n−n+

+ δ
(3)∗
n−n+

+ ǫ
(2)∗
n−n+

)−

− (γ
(4)
n−n+

+ δ
(4)
n−n+

)(γ
(4)∗
n−n+

+ δ
(4)∗
n−n+

)],

(4.21)

donde los coeficientes están dados por α
(k)
n−n+(3.117), β

(k)
n−n+ (3.118), γ

(k)
n−n+ (3.119) y δ

(k)
n−n+ (3.120), con

k = 1, 2, 3, 4, que representan las combinaciones formadas al aplicar la perturbación.

Ahora para obtener una descripción de la dinámica de entrelazamiento en el sistema perturbado necesi-

tamos calcular la entroṕıa de entrelazamiento que la podemos describir en función de las tres componentes

del vector de Bloch,

E(t) = −λ+(t) log2 λ+(t)− λ−(t) log2 λ−(t), (4.22)

donde λ±(t) =
1
2

(
1± |√SxS∗

x + SyS∗
y + SzS∗

z |
)
. Lo que implica que si normalizamos E(t) = 1 ⇒ un

estado con entrelazamiento máximo, mientras que E(t) = 0 ⇒ entrelazamiento nulo o bien un estado

completamente separable.

En las siguientes secciones consideramos sólo las siguientes condiciones iniciales:

Estado Base (con esṕın fijo y superpuesto)

Estado Superpuesto (con esṕın fijo y superpuesto)

Estado Coherente (con esṕın fijo y superpuesto)

Recordemos que se hizo la perturbación expandiendo en potencias de un parámetro que llamamos λ.

Primero comparemos nuestros resultados perturbados considerando una perturbación nula.
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Regresando al caso sin perturbar.

Entonces, si consideramos el caso donde el parámetro de perturbación es nulo regresamos a nuestro

caso sin perturbar.

En la figura 4.18 se muestra el efecto de considerar una condición inicial con λ = 0 y un solo electrón

localizado en el estado base del punto cuántico bidimensional, cuando únicamente existen dos estados

disponibles en el el punto.
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Figura 4.18: Evolución temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|2) y la entroṕıa de entrelazamiento E(t) como
función del tiempo, para un estado inicial sin perturbar (λ = 0) del punto cuántico, con la probabilidad de encontrar al esṕın
con polarización hacia abajo (a = 1, b = 0) y situado en el estado base de ocupación, se supuso que existen sólo 2 estados de
ocupación disponibles en el punto.

Observamos que nuestro estado con el término de perturbación nulo produce resultados idénticos a

los ya obtenidos anteriormente (sin perturbar), por lo que los estados generados deben ser los mismos (o

muy parecidos).

Recordemos que ahora estamos en en sistema tipo tripartito, pero consideramos un estado de ocupación

por cada par de grados de libertad |n,m〉. La otra variante es el cálculo de la entroṕıa de entrelazamiento

E(t), donde los máximos corresponden a estados con mayor entrelazamiento. Si hacemos una inspección

más cercana, podemos ver cómo es muy parecido a un desfase de |S| en el eje temporal.

Estado Base Perturbado y esṕın fijo.

Analizaremos el caso con una perturbación λ =0.1, donde el electrón se encuentra localizado en el

estado base

|ψ0〉 = |↓, 0, 0〉 ,
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observemos como el sistema evoluciona en la figura 4.19.a) donde se grafica la magnitud del vector de

Bloch (|S|) o bien el coeficiente de Schmidt y la Entroṕıa de entrelazamiento (E). |S| y E presentan

un comportamiento complementario; sin embargo, la entroṕıa de entrelazamiento se ve atenuada y hace

parecer que el sistema genera estados entrelazados durante un periodo continuo. Pero esto no es aśı, en la

figura se aprecia que el sistema genera estados con alto entrelazamiento (E = 0, i.e., mı́nimos relativos en

|S| y máximos relativos en E). Sabemos que el sistema se mantiene confinado en los primeros dos estados

disponibles del sistema (base y excitado), recordamos que ahora son dos grados de libertad de ocupación,

por lo que es claro que se trata de un estado tipo Bell de la forma

|ψ(t)〉 = 1√
2

(
|↓, 0n, 0m〉+ eiϕ |↑, 1n, 1m〉

)
.

Un resultado similar al obtenido en la sección RWA. Pero ahora se puede ver como la perturbación

propicia a que los estados que no están máximamente entrelazados mantengan un valor elevado de esta

propiedad conforme evoluciona en el tiempo.
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(a) |ψ0〉 = |↓, 0, 0〉

Figura 4.19: Evolución temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|2) y la entroṕıa de entrelazamiento E(t) como
función del tiempo, para un estado inicial perturbado (λ =0.1) del punto cuántico con la probabilidad de encontrar al esṕın
con polarización hacia abajo (a = 1, b = 0) y situado en el estado base, se supuso que existen n = 30 estados de ocupación
disponibles en el punto.

Estado Base Perturbado y esṕın diluido.

Continuando el análisis de un estado inicial similar (electrón localizado en el estado base del punto)

bajo una perturbación (λ =0.1). Pero esta vez el esṕın del electrón se encuentra diluido con probabilidades

iguales (a = 1√
2
, b = 1√

2
):
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|ψ0〉 = |
1√
2
(↓ + ↑), 0, 0〉 .

Seguimos suponiendo que hay 30 estados de ocupación disponibles en el punto. Observamos en la

figura 4.20 un comportamiento similar en la entroṕıa de entrelazamiento y coeficientes de Schmidt (una

es una reflexión de la otra). En general la dinámica posee mayor grado de correlación cuántica que la

anterior ya que la entroṕıa de entrelazamiento no llega a ser uno (El caso máximo E ≈ .99). Esto último

debido a la naturaleza de nuestro modelo, una ausencia de enerǵıa externa que propicie transición entre

estados con mayor enerǵıa. Es decir, los estados que se generan, se encuentran confinados a los primeros

dos estados de ocupación.

Comparando con los resultados de la condición anterior se aprecia que los estados que no están

máximamente entrelazados poseen en mayor medida menor grado de entrelazamiento.

Una vez más los estados generados poseen la estructura:

|ψ(t)〉 = 1√
2

(
|↓, 0n, 0m〉+ eiϕ |↑, 1n, 1m〉

)
,
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Figura 4.20: a) Evolución temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|2) y la entroṕıa de entrelazamiento E(t) como
función del tiempo, para un estado inicial perturbado (λ =0.1) del punto cuántico con la probabilidad de encontrar al esṕın
con polarización superpuesta (a = 1√

2
, b = 1√

2
) y situado en el estado base, se supuso que existen 30 estados de ocupación

disponibles en el punto.

Estado Superpuesto Perturbado y esṕın fijo.

Estudiemos ahora la evolución del entrelazamiento bajo un estado inicial con la probabilidad de

ocupación distribuida en todos los estados disponibles del punto Cn,m = 1√
nm

. Supongamos que existen
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30 estados disponibles en el punto y se encuentran bajo una perturbación λ =0.1, el estado inicial tiene

la forma

|ψ0〉 = |↓〉 ⊗
N,M=29
∑

m,n=0

1
√

(N + 1)(M + 1)
(|n,m〉).

En la figura 4.21.(a) se muestra la evolución temporal de los estados entrelazados. Observamos una vez

más una reflexión de los coeficientes de Schmidt con respecto a la entroṕıa de entrelazamiento, pero

esta última se encuentra desplazada y con amplitud atenuada. En general este estado inicial propicia un

alto grado de entrelazamiento, ya que después de los primeros 2 ciclos (temporales), mantiene una alta

estabilidad en el grado de entrelazamiento.

En los gráficos de densidad 4.21.(b), (c) y (d) observamos tres estados a distintos tiempos, los primeros

t0 =0.0001 y t1 =1.2022 están en el área de las oscilaciones con mayor amplitud. Note como las franjas

son una el negativo de la otra (como debe de ser). Es aún más notable el hecho de que se formen franjas

bien definidas, lo que indica que al menos en los primeros dos ciclos el grado de libertad m mantiene

la superposición en la que se inicia. Pero después se estabiliza en estados del tipo 4.21.(d) los cuales se

aprecian un tanto más intrincados, este presenta oscilaciones que representan los estados cuyo coeficiente

de Schmidt es |S| ≈0.25 o bien una entroṕıa de entrelazamiento E ≈0.95, mientras que en 4.21.(b) se

genera un estado con E ≈0.58 y en 4.21.(c) E ≈0.90.

La rápida transición entre estados (con respecto a las condiciones anteriores) la podemos entender como

una consecuencia de que el sistema inicialmente estuviese en una superposición de estados de ocupación.
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(c) t1 =1.2022

0 5 10 15 20 25
n

0

5

10

15

20

25

m

anm(t)

0 5 10 15 20 25
n

0

5

10

15

20

25

m

bnm(t)

(d) t2 =6.6123

Figura 4.21: a) Evolución temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|2) y la Entroṕıa de Entrelazamiento E(t) como
función del tiempo, para un estado inicial perturbado (λ = 1) del punto cuántico con la probabilidad de encontrar al esṕın con
polarización hacia abajo (a = 1, b = 0) y bajo un estado superpuesto de todos los estados de ocupación, todos con la misma
probabilidad, se supuso que existen n = 30 estados disponibles en el punto. b) Diagrama de densidad de un estado generado a
un tiempo t0 =0.0001, c) Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo t1 =1.2022, d) Diagrama de densidad de
un estado generado a un tiempo t2 =6.6123. En los diagramas las regiones claras corresponden a la probabilidad de encontrar
el esṕın con polarización hacia abajo y las obscuras hacia arriba.
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Estado Superpuesto Perturbado esṕın superpuesto.

Estudiemos un caso similar al anterior pero con el esṕın del electrón superpuesto, el estado inicial es

|ψ0〉 =
1√
2
(|↓ + ↑〉)⊗

N,M=29
∑

n,m=0

1
√

(N + 1)(M + 1)
(|n,m〉).

En la figura 4.22.(a) observamos un comportamiento similar al anterior pero con una mayor frecuencia

en la transición de estados. En general el sistema permanece con largos periodos de alto entrelazamiento,

como se infiere de ver la entroṕıa de entrelazamiento y los coeficientes de Schmidt, estos poseen una ligera

curvatura a lo largo del tiempo (tipo envolvente) en el intervalo temporal [6, 8] justo en una serie de

oscilaciones pronunciadas.

Una vez más podemos asociar la rápida transición de estados a el hecho de estar en una superposición

de los estados de ocupación, como se observa en las figuras 4.22.b), c) y d) que son gráficos de densidad

que muestran los estados generados a los tiempos t0 =0.2123, t1 =6.6899 y t2 =7.6190 respectivamente,

en general vemos que los estados generados tienen una participacón de los 30 estados de ocupación e

inicialmente (t0 =0.2123) están estas franjas bien pronunciadas, pero después de un tiempo justo antes de

entrar a la segunda zona de batimiento a t1 =6.6899 encontramos un estado muy similar al presentado en el

caso anterior (4.21.d), y al tiempo t2 =7.6190 que es dentro de la segunda zona de batimiento encontramos

un estado muy parecido pero desplazado a lo largo del grado de libertadm por una configuración de franjas

cuasi rectas.

Esta vez los estados generados poseen aún mayor entrelazamiento cuántico con una entroṕıa de en-

trelazamiento E ≈0.995, i.e., casi máxima y con una participación de todos los estados disponibles en el

punto cuántico.
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Estado Coherente Perturbado y esṕın fijo.

Imaginemos ahora que tenemos un estado coherente, es decir, las componentes de ocupación se en-

cuentran bajo una distribución tipo Poisson y con el esṕın del electrón polarizado totalmente hacia abajo,

simbólicamente el estado inicial es

|ψ(0)〉 = e−|α|2
N,M=29
∑

n,m=0

αn+m√
n!m!

|↓, n,m〉 ,

donde α = 3 y existen treinta estados de ocupación.

Observamos en la figura 4.23.(a) que la dinámica de entrelazamiento bajo esta condición inicialmente

se encuentra en un estado de mı́nimo entrelazamiento (E ≈ 0). Inmediatamente en cuanto evoluciona se

generan otros estados con máximos relativos de entrelazamiento (todos los estados poseen en promedio

un valor de E ≈0.995).

Se observan las oscilaciones caracteŕısticas de un estado coherente y pareciera que la simetŕıa del

sistema además de propiciar una elevada frecuencia transición de estados también induce oscilaciones

cuya envolvente parece ser una Gaussiana. Estas se observan en el intervalo de tiempo [0, 1] y [4, 6]. En el

gráfico de densidad 4.23.(b) se presenta el estado generado al tiempo t0 =0.7050 (E ≈0.995), note como

en este instante no participan más de 15 estados de ocupación (m,n) centrados en el punto (7n, 7m).

Al analizar otros dos estados, uno antes de entrar en la zona de oscilaciones caracteŕısticas 4.23.(c) a

t0 =3.5093 (E ≈0.995), y el otro ya adentrado en la segunda zona de oscilaciones 4.23.(d) a t0 =6.2196

(E ≈0.995),8 el sistema muestra una serie de estados con máxima entroṕıa de entrelazamiento y en general

posee alto entrelazamiento a lo largo del tiempo. Como se aprecia en los gráficos de densidad 4.23.(b),

4.23.(c) y 4.23.(d), los estados que participan se encuentran en una región de radio r = 8 y centrada en

(≈ 8n,≈ 8m).

8Elegimos este estado último por ser un mı́nimo en los coeficientes de Schmidt.
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Estado Coherente Perturbado y esṕın superpuesto.

Analizando otra condición inicial similar, una distribución tipo Poisson y con el esṕın del electrón en

una superposición de su polarización hacia arriba y abajo iguales, simbólicamente el estado inicial es

|ψ(0)〉 = e−|α|2 1√
2
(|↓ + ↑〉)⊗

N,M=29
∑

n,m=0

αn+m√
n!m!

|n,m〉 .

Como se observa en la figura 4.24.(a) bajo esta condición inicial la evolución de los coeficientes de

Schmidt y la entroṕıa de entrelazamiento muestran un comportamiento similar a la condición inicial

pasada cuando el esṕın del electrón se encuentra fija. Salvo por las pequeñas gaussianas que se forman en

las oscilaciones caracteŕısticas del estado pasado.

Analizamos los estados generados a los tiempos t0 =0.5145 (E =0.8994), t1 =4.8648 (E =0.9201) y

t2 =9.8466 (E =0.9476) correspondientes a las figuras 4.24.(b), (c) y (d). Para el tiempo t0 encontramos

pequeños modos gaussianos achatados centrados en (8n, 8m) para el caso de esṕın hacia arriba, y (10n, 10m)

abajo. Los siguientes estados muestran una diferencia bastante marcada, como se aprecia de los coeficientes

de Schmidt los estados generados poseen alto entrelazamiento, sin embargo, no es tanto como el presentado

por el caso anterior. La estructura que presentan estos últimos dos estados (c) y (d), se asemeja a lo que

podemos visualizar como medio modo Laguerre-Gauss centrado en (10n, 10m) para ambos coeficientes de

esṕın arriba y abajo.

Al comparar los gráficos de densidad de esta sección con la anterior observamos que en ambos se

genera algo similar al caso anterior pero esta vez en la región del estado coherente oscilaciones de esṕın

localizadas en (≈ 9n,≈ 9m). Entendemos que esto se debe a la elección de un valor fijo de α. Si deseamos

que los estados generados se encuentren centrados en algún otro punto bastara variar este parámetro.
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4.2.1. Resumen MTC.

Por medio del uso de la Entroṕıa de entrelazamiento nos ayudamos a encontrar los estados con

mayor entrelazamiento; sin embargo, la estructura de los mismos no fue posible plasmarla explicitamente.

Optamos por plasmar los estados en diagramas de densidad de ocupación. A partir de estos diagramas

podemos inferir el número de estados que participan para formar estados entrelazados.

En la primer condición inicial sólo participan dos estados de ocupación por lo que los estados poseen

una estructura similar a los casos sin perturbar.

Para la condición inicial de un estado superpuesto. Se aprecia una participación de todos los estados

en todo momento. Aqúı se aprecian estados con alta coherencia y nulo o muy poco entrelazamiento.

En cambio para la condicón inicial coherente. Se observa una estructura diferente para estados alta-

mente entrelazados. Esta presenta confinamiento en un radio de dieciséis estados de ocupación centrados

en ( 9n, 9m) y con una distribución similar a modos Gaussianos.

4.3. Discusión.

Si comparamos los estado iniciales confinados con respecto a los extendidos dan mayor entrelazamiento,

siendo ideales para generación de entrelazamiento.

Pareciera que los estados con alto grado de entrelazamiento son aquellos que mantienen correlaciones

complejas entre pares de estados inmediatos.

También encontramos que algunos de los estados entrelazados que se están generando en el sistema

involucran superposicón entre estados de ocupación no inmediatos, e.g., superposiciones entre el tercer

estado y el décimo sexto estado de ocupación.

En general sabemos que los estados iniciales determinan la dinámica del sistema, ademaás existe una

relación por determinar entre el entrelazamiento y la magnetización intŕınseca.
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(c) t1 =6.6899
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(d) t2 =7.6190

Figura 4.22: Evolución temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|2), sus componentes y la Entroṕıa de Entrelazamiento
E(t), como función del tiempo, para un estado inicial perturbado (λ =0.1) en un punto cuántico con la probabilidad de encontrar
al esṕın en una superposición (a = 1√

2
, b = 1√

2
) bajo un estado superpuesto en todos los estados de ocupación todos la misma

probabilidad, se supuso que existen n = 30 estados disponibles en el punto. b)Diagrama de densidad de un estado generado a
un tiempo t0 =0.2123. c) Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo t1 =6.6899. d) Diagrama de densidad de
un estado generado a un tiempo t2 =7.6190. En los diagramas las regiones claras corresponden a la probabilidad de encontrar
el esṕın con polarización hacia abajo y las obscuras hacia arriba.
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(c) t1 =3.5093
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(d) t2 =6.2196

Figura 4.23: Evolución temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|2) y la Entroṕıa de Entrelazamiento E(t) como
función del tiempo, para un estado inicial perturbado (λ =0.1) en un punto cuántico con la probabilidad de encontrar al esṕın
con polarización hacia abajo (a = 1, b = 0) bajo un estado de ocupación coherente, se supuso que existen n = 30 estados
de ocupación disponibles en el punto. b)Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo t0 =0.7050. c) Diagrama
de densidad de un estado generado a un tiempo t1 =3.5093. d) Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo
t2 =6.2196. En los diagramas las regiones claras corresponden a la probabilidad de encontrar el esṕın con polarización hacia
abajo y las obscuras hacia arriba.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS. 94

0 2 4 6 8 10 12
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

|S
|2

δ=0

0 2 4 6 8 10 12

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

E
(t
)

(a) |ψ0〉 = e
−|α|2 | 1√

2
(↓ + ↑)〉 ⊗∑

N,M=29

n,m=0

αn+m
√

n!m!
|n,m〉

0 5 10 15 20 25
n

0

5

10

15

20

25

m

anm(t)

0 5 10 15 20 25
n

0

5

10

15

20

25

m

bnm(t)

(b) t =0.5145
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(c) t =4.8648
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(d) t =9.8466

Figura 4.24: Evolución temporal de la magnitud del vector de Bloch (|S|2), sus componentes y la Entroṕıa de Entrelazamiento
E(t) como función del tiempo, para un estado inicial perturbado (λ = 1) del punto cuántico con la probabilidad de encontrar
al esṕın con polarización superpuesta (a = 1√

2
, b = 1√

2
) bajo un estado de ocupación coherente, se supuso que existen n = 30

estados de ocupación disponibles en el punto. b)Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo t0 =0.5145. c)
Diagrama de densidad de un estado generado a un tiempo t1 =4.8648. d) Diagrama de densidad de un estado generado a un
tiempo t2 =9.8466. En los diagramas las regiones claras corresponden a la probabilidad de encontrar el esṕın con polarización
hacia abajo y las obscuras hacia arriba.



Caṕıtulo 5

Conclusión.

Hemos estudiado el modelo de un punto cuántico bidimensional que confina un solo electrón con

interacción esṕın-órbita, enfocándonos en el grado de entrelazamiento que se da entre los grados de

libertad esṕın y órbita.

Llevamos acabo dos lineas de trabajo. En la primera estudiamos la dinámica del sistema bajo una

aproximación de onda rotante; para ésto, el sistema que originalmente esta en un espacio de Hilbert

de H2⊗n⊗m lo reducimos a uno de H2⊗n. Para la segunda estudiamos el sistema completo utilizando el

método de transformaciones canónicas que es un método de perturbaciones.

a) Para la aproximación de onda rotante.

Encontramos que la función de onda que produce máximo entrelazamiento bajo un estado inicial

es |ψ〉 = |↓, 0〉, que es el electrón confinado en el estado base y con polarización hacia abajo.

Los estados generados bajo esta condición son estados de Bell. La condición inicial del estado de

ocupación superpuesto muestra una pobre generación de estados máximamente entrelazados. La

condición de estados coherentes genera estados con alto grado de entrelazamiento. Estos poseen una

estructura que acopla pares de estados diluidos en una mayor cantidad de estados.

Bajo esta aproximación encontramos una sensibilidad en cuanto a la evolución del sistema debida

a los estados iniciales, i.e., encontramos una fuerte dependencia de los parámetros iniciales sobre

los estados que puede generar el sistema. Como se ve en el caṕıtulo anterior, ligeras variaciones nos

dan acceso a nuevos estados de ocupación y por ende potencialmente entrelazables.

Al trabajar los coeficientes de Schmidt en función de los vectores de Bloch, nos da indicios de una

posible relación entre el grado de entrelazamiento y la magnetización intŕınseca del sistema. Esta
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hipótesis es plausible ya que los vectores de Bloch los podemos considerar como vectores de estado

de esṕın.

b) Para el Método de transformaciones canónicas.

Tenemos un sistema con tres grados de libertad (2 × n × m). Notemos que aún cuando ahora la

portadora del sentido f́ısico de nuestro sistema es la entroṕıa de entrelazamiento. La entroṕıa es

dependiente de los coeficientes de Schmidt. Por lo que es plausible seguir describiendo la dinámica

de entrelazamiento de sistemas similares pero con más de dos grados libertad.

Encontramos que la condición inicial del electrón completamente polarizado y confinado al primer

estado base es la que al evolucionar genera estados con máximo nivel de entrelazamiento,e.g, |ψ〉 =
1√
2
(|↓, 0, 0〉+ eiϕ |↑, 1, 1〉). En el caso de la condición inicial superpuesta genera estados con mucha

coherencia y poco entrelazamiento, esto se aprecia en los gráficos de densidad como patrones de

interferencia. Mientras que la condición inicial de estados coherentes genera alto entrelazamiento.

En los gráficos de densidad observamos una estructura gaussiana aplastada correspondiente al esṕın

arriba y abajo. Otros estados que se generan tienen una estructura tipo Laguerre-Gauss.

Bajo el esquema perturbado tenemos que los estados generados se ven afectados por contribuciones

de todos los estados en el punto cuántico y aún aśı presentar un alto grado de entrelazamiento.



Apéndice A

Postulados de la Mecánica Cuántica.

Las bases de mecánica cuántica que se requieren para comprender los procesos de la computación

cuántica se pueden resumir en 4 postulados, dentro de estos postulados se esta asumiendo que el espacio

en donde se representan es en un espacio de Hilbert de dimensión finita.1

Postulado 1. Se asocia a cualquier sistema f́ısico aislado que es un espacio vectorial complejo con

producto interno (que es, un espacio de Hilbert) conocido como el espacio de estados de el sistema. Este

estado del sistema esta completamente descrito por un vector unitario en este espacio.

Los qubits son el ejemplo de tal sistema. En su realización f́ısica como la polarización de un fotón

tenemos dos vectores base: |↑〉 y |↓〉 representando vertical y horizontal respectivamente. En este vector

base polarizado a un ángulo θ puede ser expresado como cos(θ |↔〉)− sen(θ |l〉).

Una propiedad importante de un sistema cuántico es que al multiplicar un estado cuántico por un

factor unitario complejo
(
eiθ
)
nos arroja el mismo estado complejo. Entonces eiθ |↑〉 y |↑〉 representan

esencialmente el mismo estado.

Notación 1. El estado χ se denota por |χ〉 es un vector columna, e.g.,









1/2

i
√
3
2

0









|χ〉† = 〈χ| denota el conjugado transpuesto de |χ〉. A partir del ejemplo anterior obtendŕıamos el

1Toda la sección de Postulados de la Mecánica Cuántica, se ha tomado de las notas del curso de Computación Cuántica
en el Departamento de Matematicas del MIT (2003).
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siguiente vector:
(

1/2 i
√
3
2 0

)

.

Es fácil verificar que 〈χ|χ〉 = 1 y en general 〈x|y〉 ≤ 1.

Postulado 2. La evolución de un sistema cuántico cerrado esta descrita por una transformación

unitaria. Si |ψ〉 es un estado a tiempo t y |ψ′〉 es el de un tiempo t′, entonces la relación entre ambos

estados esta dada por: |ψ′〉 = U |ψ〉 para algún operador unitario U que depende solo de t y t′.

Definición 1. Un operador unitario es un operador lineal que va de vectores unitarios a vectores

unitarios. Para cada ψ, 〈ψ|U †U |ψ〉 = 1 y con U †U = 1. Donde A† lo denotamos como el operador

adjunto de A, que es el operador que satisface
(
〈x|A†)† = A |x〉 para toda x.

Definición 2. Un operador Hermitiano es un operador que satisface A† = A. Los operadores comúnmen-

te usados sobre qubits son: la matriz identidad (I), matrices de Pauli (σx, σy, σz) y la transformada de

Hadamard (HHad), todas estas descritas como sigue.

σx =






0 1

1 0




 Mapea : |0〉 → |1〉 ∧ |1〉 → |0〉 ;

σy =






0 −i

i 0




 Mapea : |0〉 → i |1〉 ∧ |1〉 → −i |0〉 ;

σz =






1 0

0 −1




 Mapea : |0〉 → |0〉 ∧ |1〉 → − |1〉 ;

HHad =
1√
2






1 1

1 −1




 Mapea : |0〉 → 1√

2
(|0〉 + |1〉) ∧ |1〉 → 1√

2
(|0〉 − |1〉);

A todos estos operadores mencionados se les conoce también como Compuertas Cuánticas.

El segundo postulado proviene de la ecuación de Shrödinger para sistemas f́ısicos,

i~
d |ψ〉
dt

= H |ψ〉

donde H es un operador hermitiano fijo, conocido como el Hamiltoniano de un sistema cerrado.

Postulado 3. Las medidas en mecánica cuántica están descritas por una colección {Mm} de opera-

dores de medición. Estos son operadores actuando en un estado del sistema a ser medido. El sub́ındice
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m se refiere a los resultados de medición que pueden ocurrir en el experimento. Si el estado del sistema

cuántico es |ψ〉 inmediatamente antes de la medición, entonces la probabilidad de que resulte m esta dada

por:

Mm |ψ〉
√

〈ψ|M †
mMm |ψ〉

El operador de mediciones satisface la ecuación de completez,

∑

m

M †
mMm = I.

La ecuación de completez expresa el hecho de que la suma de probabilidades sea uno:

∑

m

p(m) =
∑

m

〈ψ|M †
mMm |ψ〉 = 1.

Podemos ver los siguientes tipos de mediciones. Supongamos que |ν1〉, |ν2〉,...,|νd〉 forman una base orto-

normal. Entonces {Mi = |νi〉 〈νi|} es una medición cuántica. Del estado |ψ〉 en esta medición obtenemos:

|νi〉 〈νi|ψ〉
|〈νi|ψ〉|

con probabilidad |〈νi|ψ〉|2.

Definición 3. Un proyector es una matriz Hermitiana con eigenvalores 0 y 1. El subespacio con

eigenvalor 1 es el subespacio asociado con este operador.

Suponga que S1,S2,...,Sk son subespacios ortogonales que atraviesan el estado. Entonces {Pi} es una

medición cuántica donde Pi es el proyector de Si. Podemos escribir |ψ〉 = α1 |ψ1〉+α2 |ψ2〉+ · · ·+αk |ψk〉,

donde |ψ〉 ∈ Si. Entonces esta medida lleva |ψ〉 a |ψi〉 con probabilidad |αi|2.

Postulado 4. El espacio del estado de un sistema cuántico compuesto es el producto tensorial de los

estados de la componente de estado de los sistemas f́ısicos. Por otra parte, si tenemos sistemas numerados

del 1 hasta n, y el sistema número i esta preparado en el estado |ψi〉, entonces el estado unión del total

de sistemas es |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉.

Definición 4. Sean S1 y S2 espacios de Hilbert con bases |e1〉,...,|ek〉 y |f1〉,...,|fl〉 respectivamente.

Entonces el producto tensorial de S1 y S2 (denotado por S1⊗S2) es un espacio de dimensión kl conformado

de todas las combinaciones lineales de todos lo posibles pares de los elementos de las bases originales,

esto es, de {|ei〉 ⊗ |fj〉}i≤k,j≤l (|v〉 ⊗ |w〉 se simplifica a menudo |v〉 |w〉 o |vw〉). Con una representación
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matricial mas concreta el producto tensorial de dos vectores es el producto de Kronecker de vectores, por

ejemplo






1√
2

−1√
2






⊗






3
5

4
5




 =












3
5
√
2

4
5
√
2

−3
5
√
2

−4
5
√
2












El producto tensorial satisface la propiedad de que el producto de dos vectores unitarios es un vector

unitario. Esto se verifica como sigue. Sean |ν1〉 =
∑
ai |ei〉 y |ν2〉 =

∑
bj |fj〉 dos vectores unitarios,

entonces:

|ν1〉 ⊗ |ν2〉 =
∑

ai |ei〉 ⊗
∑

bj |fj〉 =
∑

aibj |ei〉 |fj〉 .

De aqúı entonces,

||ν1〉 ⊗ |ν2〉|2 =
∑

|aibj |2 =
∑

|ai|2
∑

|bj |2 = ||ν1〉|2 ||ν2〉|2

Otra importante propiedad del espacio del producto tensorial es que contiene vectores que no son

producto tensorial entre ellos. Por ejemplo, puede ser fácilmente verificado que el vector

1√
2
(|e1〉 |f2〉 − |e2〉 |f1〉)

no es un producto tensorial en si mismo. Estos vectores se les llaman “Entrelazados”.



Apéndice B

Análisis del modelo Jaynes-Cummings.

Partimos de tener un átomo acoplado a un solo modo cuantizado del campo. Sabemos que el Hamil-

toniano de interacción entre un átomo y un campo clásico en la aproximación dipolar esta dado por:

υ = −e−→r �
−→
E ,

donde −e−→r es el operador de momento dipolar atómico y
−→
E es el campo eléctrico.

Para un modo del campo Hs = ~Ωs(a
†
sas + 1/2) el Hamiltoniano de interacción se convierte:

υ = ~(a+ a†)(gσ+ + g∗σ−),

donde σ+ =






0 1

0 0




 y σ− =






0 0

1 0




 son las matrices u operadores de cambio de esṕın (No-

Hermitianos), donde el elemento de matriz del dipolo eléctrico es:

g =
℘εΩ
2~

sen kz

.

Entonces el Hamiltoniano total átomo-campo

H =
1

2
~ωσz + ~Ωa†a+ ~g(aσ+ + a†σ−) (B.1)

donde el primer término de la derecha 1
2~ωσz corresponde a un Hamiltoniano del sistema de dos niveles

sin perturbar con una frecuencia de transición ω. El segundo término ~Ωa†a es la enerǵıa de un modo de

101
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campo con frecuencia Ω (Hamiltoniano de campo libre sin enerǵıa de punto cero), H = ~Ω(a†a+ 1/2) ya

que si apagamos el campo Ω = 0 el átomo deja de ser afectado y tiene su enerǵıa caracteŕıstica. El tercer

término corresponde a un Hamiltoniano de interacción o acoplamiento átomo-campo; donde tenemos que:

aσ+ := absorción de un fotón y excitación del átomo del estado base |b〉 al estado superior |a〉.

a†σ− := emisión de un fotón y des-excitación del átomo.

Sin pérdida de generalidad para sistemas de dos niveles en reposo, podemos elegir el eje de cuantización

átomica tal que el elemento de matriz g ∈ R.

Explicitamente los términos en el Hamiltoniano que oscilen con frecuencias ωL+ω0 son despreciadas,

mientras que los términos que oscilan con frecuencias ωL − ω0 se conservan, donde ωL es la frecuencia de

la luz y ω0 es la frecuencia de transición.

El Hamiltoniano toma su forma en el esquema de interacciones, como en cierto sentido en el esquema

de interacciones se puede pensar como si rotara con el Ket del sistema, sólo aquella parte de la onda elec-

tromagnética que co-rote aproximadamente es conservada; la componente contra-rotada es despreciable.

Sin embargo, estos argumentos no son enteramente válidos en el estado sólido, para esto hay que

considerar la evolución libre (g = 0) de los operadores aσ+ y a†σ+, en el esquema de Heisenberg. Los

operadores de creación y aniquilación tienen la dependencia temporal de:

q =

√

~

2Ω
(a(t) + a†(t)); p = −i

√

~Ω

2
(a(t) − a†(t))

a(t) =
1√
2~Ω

(Ωq + ip)e−iωt;

a† =
1√
2~Ω

(Ωq − ip)e+iωt.

Similarmente los operadores de cambio de esṕın tienen dependencia temporal de Heisenberg:

σ±(t) = σ±(0)e
±iωt
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⇒
a(t)σ−(t) = a(0)σ−(0)e−i(Ω+ω)t,

a(t)†σ+(t) = a†(0)σ+(0)ei(Ω+ω)t ,







Evolucionan a Frecuencias ópticas.

a(t)σ+(t) = a(0)σ+(0)e
−i(Ω−ω)t,

a(t)†σ−(t) = a†(0)σ−(0)ei(Ω−ω)t ,







Varian poco en resonancia cercana.

Por lo tanto aσ− y a†σ+ son despreciables en la aproximación de onda rotante.

Bajo la premisa anterior el Hamiltoniano (B.1) se reduce a:

H =
1

2
~ωσz + ~Ωa†a
︸ ︷︷ ︸

+ ~g(aσ+ + a†σ−)
︸ ︷︷ ︸

H0 Hυ
Hamiltonano sin Hamiltoniano de

perturbar. interacción.

(B.2)

Del Hamiltoniano sin perturbar vemos que satisface las ecuaciones de eigenvalores:

H0 |Ψ〉 = E0 |Ψ〉

H0 |a, n〉 = (12~ωσz + ~Ωa†a) |a, n〉 =

= 1
2~ω






1 0

0 −1











a

0




⊗ |n〉+ ~Ωn






1 0

0 1











a

0




⊗ |n〉 =

= ~(ω2 +Ωn) |a, n〉

H0 |b, n〉 = (12~ωσz + ~Ωa†a) |b, n〉 =

= 1
2~ω






1 0

0 −1











0

b




⊗ |n〉+ ~Ωn






1 0

0 1











0

b




⊗ |n〉 =

= ~(−ω2 +Ωn) |b, n〉

La enerǵıa de interacción Hυ acopla los estados del sistema átomo-campo |a, n〉 y |b, n+ 1〉 para cada

valor de n, pero no acopla |a, n〉 y |b, n − 1〉. Entonces podemos considerar la interacción átomo-campo

para cada variedad1 εn = {|a, n〉 , |b, n + 1〉} independientemente y escribir el Hamiltoniano total como:

H =
∑

nHn, donde Hn actúa solo sobre la variedad εn.

1variedad: objeto geométrico estándar que generaliza la noción intuitiva de una curva (1-variedad) y de superficie (2-
variedad) a cualquier dimensión y sobre cuerpos variados, no necesariamente R
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Veamos como actúa el Hamiltoniano de interacción con los estados:

Hυ = ~g(aσ+ + a†σ−) (B.3)

sabemos que â |n〉 = √n |n− 1〉, â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉, σ̂+ |a〉 = |0〉, σ̂− |a〉 = |b〉, σ̂+ |b〉 = |a〉,

σ̂− |b〉 = |0〉, entonces:

~g(aσ+ + a†σ−) |b, n + 1〉 = ~g(aσ+ |b, n+ 1〉+ a†σ− |b, n+ 1〉) =

= ~g(
√
n+ 1 |a.n〉+

√
n+ 2 |0, n + 2〉) =

= ~g
√
n+ 1 |a, n〉

De manera matricial podemos escribir los estados

|a〉 =






1

0




 ; |n〉 =






1

0






|b〉 =






0

1




 |n+ 1〉 =






0

1




 .

entonces:

|a, n〉 =












1

0

0

0












; |b, n〉 =












0

1

0

0












; |b, n + 1〉 =












0

0

0

1












;

por lo tanto:

H1 = ~g(âσ̂+ + â†σ̂−) |a, n〉 〈a, n| = ~g
√
n+ 1 |b, n+ 1〉 〈a, n| = ~g

√
n+ 1








0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0








(B.4)

H2 = ~g(âσ̂+ + â†σ̂−) |b, n+ 1〉 〈b, n+ 1| = ~g
√
n+ 1 |a, n〉 〈b, n+ 1| =

= ~g
√
n+ 1

















0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

















(B.5)
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H3 = ~(
ω

2
+ nΩ) |a, n〉 〈a, n| = ~(

ω

2
+ nΩ)








1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0








(B.6)

H4 = ~(
−ω
2

+ (n+ 1)Ω) |b, n + 1〉 〈b, n+ 1| = ~(
−ω
2

+ (n+ 1)Ω)








0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1








(B.7)

⇒H =
∑

n

Hn =












~(ω2 + nΩ) 0 0 ~g
√
n+ 1

0 0 0 0

0 0 0 0

~g
√
n+ 1 0 0 ~(−ω2 + (n+ 1)Ω)












(B.8)

que la podemos reescribir como:

H = ~(n +
1

2
)Ω












1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1












+
~

2












δ 0 0 2g
√
n+ 1

0 0 0 0

0 0 0 0

2g
√
n+ 1 0 0 −δ












(B.9)

donde δ = ω − Ω.

Calculando sus eigenvalores:

det(H− λI) =

~(n+ 1
2)Ω + ~

2δ − λ 0 0 ~g
√
n+ 1

0 −λ 0 0

0 0 −λ 0

~g
√
n+ 1 0 0 ~(n+ 1

2)Ω− ~

2δ − λ

= 0 (B.10)

Donde rápidamente observamos que las enerǵıas (eigenvalores) son:

E1n = ~(n+
1

2
)Ω +

~

2

√

δ2 + 4g2(n+ 1) (B.11)

E2n = ~(n+
1

2
)Ω− ~

2

√

δ2 + 4g2(n+ 1) (B.12)

Introduciendo la frecuencia de transición entre estados (frecuencia de Rabi)
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Rn =
√

δ2 + 4g2(n + 1). (B.13)

Entonces, las eigenenerǵıas quedan descritas por:

E±
n = ~(n+

1

2
)Ω ± ~

2
Rn (B.14)

Ahora calculemos los eigenvectores de H

H = ~(n+
1

2
)ΩI+

δ~

2
K, (B.15)

donde K =












1 0 0 2g
√
n+1
δ

0 0 0 0

0 0 0 0

2g
√
n+1
δ 0 0 −1












(B.16)

A partir de (B.15) vemos que H y K tienen los mismos eigenvectores, sean entonces Ψ± estos vectores:

H |Ψ±〉 = E±
n |Ψ±〉

K |Ψ±〉 = κ± |Ψ±〉
(B.17)

De (B.15) podemos concluir que:

E± = ~(n+
1

2
)Ω +

δ~

2
κ±. (B.18)

Finalmente la primera matriz que aparece al lado derecho de la ecuación (B.9) juega un rol menor;

podremos hacerla desaparecer escogiendo el origen de los eigenvalores en ~(n+ 1
2)Ω.

Sean tan θn = 2g
√
n+1
δ con 0 ≤ θn ≤ π,

⇒ K =
~

2












1 0 0 tan θn

0 0 0 0

0 0 0 0

tan θn 0 0 −1












(B.19)

A partir de det[K− κI] = κ2 − 1− tan2 θn = 0,



APÉNDICE B. ANÁLISIS DEL MODELO JAYNES-CUMMINGS. 107

κ2 = 1 + tan2 θn,

cos2 θnκ
2 = cos2 θn + sen2 θn,

∴ κ2 =
1

cos2 θn
.

Lo que implica que los eigenvalores en función del angulo θn sean

κ± = ± 1

cos θn
(B.20)

Calculamos los eigenvectores como sigue:

(A− κI)V = 0, (B.21)

⇒












1 0 0 tan θn

0 0 0 0

0 0 0 0

tan θn 0 0 −1























a

b

c

d












=
1

cos θn












a

b

c

d












, (B.22)

a

(

1− 1

cos θn

)

+ d tan θn = 0,

⇒ d = a tan
θn
2
.

Si a = cos θn2 ⇒ d = sen θn
2 .

Recordemos que

|a, n〉 =












1

0

0

0












∧ |b, n + 1〉 =












0

0

0

1












. (B.23)
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Por lo que el primer eigenvector es:

|Ψ+〉 = cos
θn
2
|a, n〉+ sen

θn
2
|b, n+ 1〉 (B.24)

Para calcular el segundo partimos de la siguiente expresión

(

1 +
1

cos θn

)

a+ d tan θn = 0, (B.25)

⇒ a = −d tan θn
2

(B.26)

Si d = cos θn2 ⇒ a = − sen θn
2 ,

|Ψ−〉 = − sen
θn
2
|a, n〉+ cos

θn
2
|b, n+ 1〉 (B.27)



Apéndice C

Perturbación Rayleigh-Schrödinger.

Para esta sección consideramos un sistema tipo tripartito (H2⊗Hn⊗Hm) , dondeHn⊗Hm caracteriza

todo el espacio del punto cuántico bidimensional y H2 representa el espacio de esṕın.

Propiedades estáticas.

Primero que nada hablemos de los estados que describen nuestro sistema, estos tienen la forma |s, n,m〉,

con s = {↑, ↓}, donde el primer termino corresponde al estado de esṕın y los siguientes dos corresponden

a los estados de ocupación del punto cuántico bidimensional.

Utilizaremos la teoŕıa de perturbaciones cuántica habitual, partiendo de nuestro Hamiltoniano (3.11),

consideramos que nuestro Hamiltoniano sin perturbar es (3.14), entonces la perturbación tiene una forma:

Ĥ ′ = −g+(â+σ̂− + â†+σ̂+); (C.1)

donde g+ =
l20γ+

2l̃lso
.

Basados en que conocemos las eigenfunciones y eigenvalores del JCM, basta considerar una pertur-

bación como la mencionada en (C.1), y aśı poder aproximarnos al Hamiltoniano que contiene todas las

interacciones de nuestro sistema (3.11).

Continuamos nuestra descripción bajo la segunda cuantización con los operadores de transición de

estados:

â± =
1√
2
(âx ∓ iây),

asociamos a estos operadores frecuencias de transición ω± = ω̃ ± ωc
2 ; donde ω̃

2 = ω2
0 + ω2

c
4 es una

109
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componente que incluye a ω0 que es la frecuencia natural de transición entre estados del sistema y

ωc =
eB
mc es la frecuencia de ciclotrón.

Definimos las siguientes componentes para englobar términos dentro del Hamiltoniano γ± = 1 ±
1
2

(
l̃
lB

)2
con l̃ =

√
~

mω̃ ;

E identificamos a las siguientes cantidades:

lB =
√

~

mωc
Longitud magnética.

l0 =
√

~

mω0
Longitud de confinamiento del punto.

Ez =
|g|m
2me

(
lB
l0

)2
Enerǵıa de Zeeman.

En la interacción eṕın-órbita la fuerza de acoplamiento constante “α” está relacionada a la longitud

de precesión del esṕın:

lso =
~
2

2mα

Recordemos también que los operadores de rotación del esṕın son σ± , definidos como:

σ̂− =






0 1

0 0




 ; σ̂+ =






0 0

1 0




 ;

y actúan de la siguiente manera σ̂+ |↓〉 = |↑〉, σ̂− |↑〉 = |↓〉 y σ̂+ |↑〉 = σ̂− |↓〉 = |0〉.

Consideramos al Hamiltoniano de perturbación que actúa sobre los estados de la forma:

Ĥ ′ |↓, n,m〉 = −g+
(√
n |0, n − 1,m〉+

√
n+ 1 |↑, n + 1,m〉

)
(C.2)

Ĥ ′ |↑, n + 1,m〉 = −g+
(√
n |↓, n − 1,m〉+

√
n+ 1 |0, n + 1,m〉

)
(C.3)

Entonces actuando sobre los estados que describen el sistema sin perturbar (eigenestados del JCM)

Ĥ ′ |Ψ+(0)
n ,m〉 = −g+

(

cos
θn
2

√
n+ 1 |↑, n + 1,m〉+ sen

θn
2

√
n |↓, n − 1,m+ 1〉

)

(C.4)

Ĥ ′ |Ψ−(0)
n ,m〉 = −g+

(

cos
θn
2

√
n+ 1 |↑, n + 1,m〉+ sen

θn
2

√
n |↓, n − 1,m+ 1〉

)

(C.5)

Sabemos que los elementos de matriz del Hamiltoniano de perturbación tiene la forma:
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H ,±
ijnm = 〈Ψ±(0)

i , j| Ĥ ′ |Ψ±(0)
n ,m〉 (C.6)

Explicitamente para nuestro caso los encontramos haciendo un ligero desarrollo, primero encontremos

H ,+
ijnm:

H ,+
ijnm = −g+

(

cos θi2 〈↓, i, j |+ sen θi
2 〈↑, i + 1, j|

)

×

×
(
cos θn2

√
m+ 1 |↑, n,m+ 1〉+ sen θn

2

√
m |↓, n + 1,m− 1〉

)
(C.7)

el cual se puede escribir utilizando propiedades de ortogonalidad como:

H ,+
ijnm = −g+

(

sen
θi
2
cos

θn
2

√
m+ 1δj,m+1,i+1,n + cos

θi
2
sen

θn
2

√
mδj,m−1,i,n+1

)

(C.8)

Ahora H ,−
ijnm tiene una forma:

H ,−
ijnm = −g+

(

− sen θi
2 〈↓, i, j |+ cos θi2 〈↑, i + 1, j|

)

×

×
(
− sen θn

2

√
m+ 1 |↑, n,m+ 1〉+ cos θn2

√
m |↓, n + 1,m− 1〉

)
(C.9)

utilizando propiedades de ortogonalidad lo reescribimos como:

H ,−
ijnm = −g+

(

− sen
θi
2
cos

θn
2

√
mδj,m−1,i,n+1 − cos

θi
2
sen

θn
2

√
m+ 1δj,m+1,i+1,n

)

(C.10)

Calculamos ahora la corrección a primer orden de la función de onda, recordemos que esta dada por:

ϕn = ϕ
(0)
n +

∑

i6=n,j 6=m

Ĥin,jm

E
(0)
nm − E(0)

ij

ϕ
(0)
i

︸ ︷︷ ︸

ϕ
(1)
n

(C.11)

Entonces la corrección a primer orden para los estados |Ψ+
n 〉 y |Ψ−

n 〉 son:

|Ψ+(1)
n ,m〉 = −g+ sen

θn−1
2

cos θn
2

√
m+1

ω−−ω++
∆n−∆n−1

2

(

cos θn−1

2 |↓, n − 1,m+ 1〉+ sen θn−1

2 |↑, n,m+ 1〉
)

−

+
−g+ cos

θn+1
2

sen θn
2

√
m

ω+−ω−+
∆n−∆n+1

2

(

cos θn+1

2 |↓, n + 1,m− 1〉+ sen θn+1

2 |↑, n + 2,m− 1〉
) (C.12)
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|Ψ−(1)
n ,m〉 = g+ sen

θn+1
2

cos θn
2

√
m

ω+−ω−+
∆n+1−∆n

2

(

− sen θn+1

2 |↓, n + 1,m− 1〉+ cos θn+1

2 |↑, n + 2,m− 1〉
)

+

+
g+ cos

θn−1
2

sen θn
2

√
m+1

ω−−ω++
∆n−1−∆n

2

(

− sen θn−1

2 |↓, n − 1,m+ 1〉+ cos θn−1

2 |↑, n,m+ 1〉
) (C.13)

La corrección a primer orden de la enerǵıa es nula, por lo que tenemos:

E,±nm = E±(0)
nm (C.14)

Eigenestados perturbados a segundo orden.

Calculando las enerǵıas a segundo orden.

E±
nm = E±(0)

nm +
∑

i6=n,j 6=m

|H ,±
ni,mj |2

E
±(0)
nm − E(0)

ij

(C.15)

El elemento de matriz ya lo conocemos (C.6), ahora solo hace falta calcular los elementos |H ,±
ni,mj |2,

que descritos ya utilizando propiedades de ortogonalidad son:

|H+,
ijnm|

2
= g2+

(

sen2
θn−1

2
cos2

θn
2
(m+ 1)δi+1,n,j,m+1 + cos2

θn+1

2
sen2

θn
2
mδi,n+1,j,m−1

)

(C.16)

|H−,
ijnm|

2
= g2+

(

sen2
θn+1

2
cos2

θn
2
mδi,n+1,j,m−1 + cos2

θn−1

2
sen2

θn
2
mδi+1,n,j,m+1

)

(C.17)

Ahora sustituyendo y evaluando los elementos (C.16) y (C.17) en el segundo termino de (C.15) obte-

nemos las dos enerǵıas caracteŕısticas del sistema :

E+
nm =

(
n+ 1

2

)
ω− +

(
M + 1

2

)
ω+ + ∆n

2 +

+g2+

(
sen2

θn−1
2

cos2 θn
2
(m+1)

ω−−ω++
∆n−∆n−1

2

+
cos2

θn+1
2

sen2 θn
2
m

ω+−ω−+
∆n−∆n+1

2

) (C.18)

E−
nm =

(
n+ 1

2

)
ω− +

(
M + 1

2

)
ω+ − ∆n

2 +

+g2+

(
sen2

θn+1
2

cos2 θn
2
m

ω+−ω−+
∆n−1−∆n

2

+
cos2

θn−1
2

sen2 θn
2
(m+1)

ω−−ω++
∆n−1−∆n

2

) (C.19)

Para la correción de segundo orden en la enerǵıa vemos que la correción entre niveles nm e ij es

importante y si E
(0)
ij > E

(0)
nm, la enerǵıa E±

nm desciende, mientras que si E
(0)
ij < E

(0)
nm, E±

nm asciende
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respecto a E
(0)
nm; en ambos casos los niveles Enm y Eij tienden a separarse más, a este fenómeno se le

conoce como repulsión de niveles.

En la figura C.1 gráficamos estas enerǵıas para un caso particular, donde podemos apreciar que

existen valores para los cuales los planos de transición de enerǵıa son muy cercanos, es decir, se propicia

la transición de un estado de enerǵıa siguiente o viceversa bajo condiciones peculiares. Más adelante

veremos que justo bajo estos parámetros es donde se propicia la generación de estados máximamente

entrelazados.

¨E¨

0 1 2 3

Ω1

0
1

2
3

Ω2

0

10

20

Figura C.1: Primeros seis niveles de enerǵıa perturbada a segundo orden para un caso donde el esṕın del electrón se encuentra
polarizado inicialmente hacia abajo y se encuentra confinado en el estado base, las enerǵıas están representadas como función de
las frecuencias de transición de los estados n (ω1 ≡ ω−) y m (ω2 ≡ ω+), podemos argumentar que bajo la condición inicial con
δ = 0 la condición de resonancia puede ser observada en la gráfica; justo donde se acercan mas los niveles de enerǵıa, podemos
adelantar que el entrelazamiento se manifiesta mayoritariamente en las transiciones de enerǵıa de los estados del sistema, además
si hiciéramos un corte sobre el plano que cruza por ω2 = 0 nos encontramos justo con la figura 4.2 del capitulo de resultados.

Eigenvectores perturbados a segundo orden.

Recordamos que para calcular la perturbación de nuestra función de onda a segundo orden necesitamos

de:

ϕ(2)
n =

∑

k 6=n,l

Vl,kC
(1)
n,k − (Vnm − Vll)C(1)

nl

E
(0)
n − E(0)

l

ϕ
(0)
i , (C.20)

donde C
(1)
n,l =

Vl,n

E
(0)
n −E(0)

l

, reescribiendo lo anterior en la notación usada hasta ahora, este ultimo termino

es C
(1)
nm,ij =

Ĥinjm

E
(0)
nm−E(0)

ij

, entonces (C.20) se expresa:

ϕnm = ϕ(0)
nm + ϕ(1)

nm +
1

E
(0)
n − E(0)

l




∑

k 6=n,l

Vlk − Vkn
E

(0)
n − E(0)

k

+
(Vll − Vnm)Vln
E

(0)
n − E(0)

l



ϕ
(0)
l (C.21)

Recordemos que el elemento de matriz del Hamiltoniano de perturbación es:
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H ,±
ijnm = 〈Ψ±(0)

i , j| Ĥ |Ψ±(0)
n ,m〉 ; (C.22)

Entonces Vlk ≡ H ′
ik,jl; Vkn ≡ H ′

kn,lm; Vll − Vnn ≡ H ′
ii,jj −H ′

nn,mm Vlm ≡ H ′
in,jm.

Haciendo las correspondientes sustituciones y después de algunas manipulaciones obtenemos las ei-

genfunciones del sistema perturbado:

|ψ+
n ,m〉 = |ψ+(0)

n ,m〉−

−g+
[

sen θn−1

2 cos θn2
√
m+ 1

|ψ+(0)
n−1 ,m+1〉

ω−−ω++
∆n−∆n−1

2

+ cos θn+1

2 sen θn
2

√
m

|ψ+(0)
n+1 ,m−1〉

ω+−ω−+
∆n−∆n+1]

2

]

+

+g2+

[

sen θn−2

2 sen θn−1

2 cos θn2 (m+ 1)
|ψ+(0)

n−2 ,m+2〉
(

E
+(0)
nm −E+(0)

n−1,m+1

)(

E
+(0)
nm −E+(0)

n−2,m+2

)+

+cos θn+2

2 sen θn+1

2 sen θn
2 (m)

|ψ+(0)
n+2 ,m−2〉

(

E
+(0)
nm −E+(0)

n+1,m−1

)(

E
+(0)
nm −E+(0)

n+2,m−2

)+

+
(

cos2 θn+1

2 sen θn+1

2 sen θn
2 (m)− sen2 θn+1

2 cos θn+2

2 cos θn+1

2 (m− 1)
) |ψ+(0)

n+2 ,m−2〉
(

E
+(0)
nm −E+(0)

n+2,m−2

)2+

+
(

sen2 θn−1

2 cos θn−1

2 cos θn2 (m+ 1)− cos2 θn−1

2 sen θn−2

2 sen θn−1

2 (m+ 2)
) |ψ+(0)

n−2 ,m+2〉
(

E
+(0)
nm −E+(0)

n−2,m+2

)2

]

(C.23)

|ψ−
n ,m〉 = |ψ

−(0)
n ,m〉+

+g+

[

sen θn+1

2 cos θn2
√
m

|ψ−(0)
n+1 ,m−1〉

ω+−ω−+
∆n+1−∆n

2

+ cos θn−1

2 sen θn
2

√
m+ 1

|ψ−(0)
n−1 ,m+1〉

ω−−ω++
∆n−1−∆n

2

]

+

+g2+

[

sen θn+2

2 sen θn+1

2 cos θn2 (m)
|ψ−(0)

n+2 ,m−2〉
(

E
−(0)
nm −E−(0)

n+1,m−1

)(

E
−(0)
nm −E−(0)

n+2,m−2

)+

+cos θn−2

2 sen θn−1

2 sen θn
2 (m+ 1)

|ψ−(0)
n−2 ,m+2〉

(

E
−(0)
nm −E−(0)

n−1,m+1

)(

E
−(0)
nm −E−(0)

n−2,m+2

)+

+
(

cos2 θn−1

2 sen θn−1

2 sen θn
2 (m+ 1)− sen2 θn−1

2 cos θn−2

2 cos θn−1

2 (m+ 2)
) |ψ−(0)

n−2 ,m+2〉
(

E
−(0)
nm −E−(0)

n−2,m+2

)2+

+
(

sen2 θn+1

2 cos θn+1

2 cos θn2 (m)− cos2 θn+1

2 sen θn+2

2 sen θn+1

2 (m+ 1)
) |ψ−(0)

n+2 ,m−2〉
(

E
−(0)
nm −E−(0)

n+2,m−2

)2

]

(C.24)

Falta por conocer algunos de los denominadores (las diferencias entre eigenenerǵıas) los cuales los

calculamos a partir de:

E±(0)
n,m = ω−(n+ 1/2) + ω+(m+ 1/2) ± ∆n

2
(C.25)

Las cuales encontramos que son:
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(

E
±(0)
nm −E

±(0)
n−1,m+1

)(

E
±(0)
nm − E

±(0)
n−2,m+2

)

=
(

ω− − ω+ ± ∆n−∆n−1

2

)(

2ω− − 2ω+ ± ∆n−∆n−2

2

)

;
(

E
±(0)
nm − E

±(0)
n+1,m−1

)(

E
±(0)
nm −E

±(0)
n+2,m−2

)

=
(

ω+ − ω− ± ∆n−∆n+1

2

)(

2ω+ − 2ω− ± ∆n−∆n+2

2

)

;
(C.26)

(

E
±(0)
nm −E

±(0)
n+2,m−2

)2
=

(

2ω+ − 2ω− ± ∆n−∆n+2

2

)2
;

(

E
±(0)
nm −E

±(0)
n−2,m+2

)2
=

(

2ω− − 2ω+ ± ∆n−∆n−2

2

)2
;

(C.27)



Apéndice D

Estado Temporal (Numérico)

Este es el estado temporal, que se utilizó para los cálculos numéricos es:

|Ψ(t)〉 = α
(1)
n−n+(t) |↓, n−, n+〉+ α

(2)
n−n+(t) |↑, n− + 1, n+〉+

+ α
(3)
n−n+(t) |↓, n− + 1, n+ − 1〉+ α

(4)
n−n+(t) |↑, n−, n+ + 1〉+

+ β
(1)
n−n+(t) |↓, n−, n+〉+ β

(2)
n−n+(t) |↑, n− + 1, n+〉+

+ β
(3)
n−n+(t) |↓, n− + 1, n+ − 1〉+ β

(4)
n−n+(t) |↑, n−, n+ + 1〉+

+ γ
(1)
n−n+(t) |↓, n− − 1, n+〉+ γ

(2)
n−n+(t) |↑, n−, n+〉+

+ γ
(3)
n−n+(t) |↓, n−, n+ − 1〉+ γ

(4)
n−n+(t) |↑, n− − 1, n+ + 1〉+

+ δ
(1)
n−n+(t) |↓, n− − 1, n+〉+ δ

(2)
n−n+(t) |↑, n−, n+〉+

+ δ
(3)
n−n+(t) |↓, n−, n+ − 1〉+ δ

(4)
n−n+(t) |↑, n− − 1, n+ + 1〉+

+ ǫ
(1)
n−n+(t) |↑, n−, n+ + 1〉+ ǫ

(2)
n−n+(t) |↓, n−, n+ − 1〉 .

(D.1)

Estados en Superposición (H2 ⊗H30)

El estado |ψ(t1)〉 corresponde a la condición inicial de la sección 4.1.1 al tiempo t1 =0.2116:

116



APÉNDICE D. ESTADO TEMPORAL (NUMÉRICO) 117

|ψ(t1)〉 ≈ (0,2110 − i0,0080) |↓, 0〉+ (0,0636) |↓, 1〉+

+ (−0,098 − i0,1353) |↑, 1〉+ (0,0170) |↓, 2〉+

+ (−0,0511 − i0,1587) |↑, 2〉+ (−0,0170 + i0,0116) |↓, 3〉+

+ (−0,0815 − i0,1515) |↑, 3〉+ (−0,0349 + i0,0439) |↓, 4〉+

+ (−0,1192 − i0,1264) |↑, 4〉+ (−0,0313 + i0,0815) |↓, 5〉+

+ (−0,0313 + i1049) |↓, 6〉+ (−0,1300 − 0,0959) |↑, 5〉+

+ (−0,1425 − i0,0546) |↑, 6〉+ (i0,1300) |↓, 7〉+

+ (−0,1282 − i0,0224) |↑, 7〉+ (0,0349 + i0,1461) |↓, 8〉+

+ (−0,1228 + i0,0026) |↑, 8〉+ (0,0708 + i0,1443) |↓, 9〉+

+ (−0,0977 + i0,0170) |↑, 9〉+ (0,1049 + i1371) |↓, 10〉+

+ (−0,0726 + i0,0331) |↑, 10〉+ (0,1353 + i0,1120) |↓, 11〉+

+ (−0,0331 + i0,0331) |↑, 11〉+ (0,1587 + i0,0833) |↓, 12〉+

+ (0,0242 + i0,0260) |↑, 12〉+ (0,1748 + i0,0511) |↓, 13〉+

+ (−0,0062 + i0,0098) |↑, 13〉+ (0,1802 + i0,0098) |↓, 14〉+

+ (0,1748 − i0,0246) |↓, 15〉+ (0,0026 − i0,0242) |↑, 15〉+

+ (0,1609 − i0,0564) |↓, 16〉+ (−0,0044 − i0,0385) |↑, 16〉+

+ (0,1407 − i0,0797) |↓, 17〉+ (−0,0116 − i0,0582) |↑, 17〉+

+ (0,1102 − i0,1049) |↓, 18〉+ (−0,0331 − i0,0654) |↑, 18〉+

+ (0,0815 − i0,1210) |↓, 19〉+ (−0,0564 − i0,0636) |↑, 19〉+

+ (0,0475 − i0,1210) |↓, 20〉+ (−0,0797 − i0,0546) |↑, 20〉+

+ (0,0206 − i0,1210) |↓, 21〉+ (−0,1049 − i0,0403) |↑, 21〉+

+ (−i0,0941) |↓, 22〉+ (−0,1282 − i0,0152) |↑, 22〉+

+ (−0,0349 − i0,0887) |↓, 23〉+ (−0,1425 + i0,0026) |↑, 23〉+

+ (−0,0385 − i0,0636) |↓, 24〉+ (−0,1497 + i0,0331) |↑, 24〉+

+ (−0,0421 − i0,0421) |↓, 25〉+ (−0,1407 + i0,0744) |↑, 25〉+

+ (−0,0403 − i0,0152) |↓, 26〉+ (−0,1282 + i0,1049) |↑, 26〉+

+ (−0,0367 − i0,0170) |↓, 27〉+ (−0,1049 + i0,1389) |↑, 27〉+

+ (−0,0331) |↓, 28〉+ (−0,0762) |↑, 28〉+

+ (−0,0349 + i1694) |↑, 29〉 .

En el histograma D.1 se muestra la distribución que presentan los estados de ocupación del esṕın al
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instante t1 =0.2116.
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Figura D.1: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t1 =0.2116, donde las barras grises (continuas) corres-
ponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrón con esṕın hacia abajo, mientras que las barras azules (discontinua
delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del coeficiente
real para encontrar el electrón con esṕın hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde a la parte
imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupación disponibles.

Analizando el mismo estado, pero a un tiempo ulterior t2 =7.2649, encontramos una participación de

todos los estados de ocupación en el punto mostrados en el histograma D.2.
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Figura D.2: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t2 =7.2649, donde las barras grises (continuas) corres-
ponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrón con esṕın hacia abajo, mientras que las barras azules (discontinua
delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del coeficiente
real para encontrar el electrón con esṕın hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde a la parte
imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupación disponibles.

Bajo la misma condición inicial solo que con el esṕın del electrón en una superposición arriba y abajo,

encontramos en el histograma D.3 que el estado posee una vez más contribuciones de todos los estados

de ocupación disponibles en el punto, por lo que solo mostramos un histograma similar al anterior para

ver el comportamiento del esṕın con todo y fases.
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Figura D.3: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t2 =7.2649, donde las barras grises (continuas) corres-
ponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrón con esṕın hacia abajo, mientras que las barras azules (discontinua
delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del coeficiente
real para encontrar el electrón con esṕın hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde a la parte
imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupación disponibles.

Estados Coherentes (H2 ⊗H30)

Las gráficas D.4 y D.5 corresponden a dos estados enetrelazados, generados a partir de una condición

inicial de estados de ocupación bajo una distribucón de Poisson, con el esṕın del electrón fijo.
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Figura D.4: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t1 =4.1202, donde las barras grises (continuas) corres-
ponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrón con esṕın hacia abajo, mientras que las barras azules (discontinua
delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del coeficiente
real para encontrar el electrón con esṕın hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde a la parte
imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupación disponibles.

La siguiente gráfica D.6 corresponde a una condición similar a la anterior con la diferencia que ahora

el esṕın del electrón se encuentra en una superposición.
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Figura D.5: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t2 =11.1919, donde las barras grises (continuas)
corresponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrón con esṕın hacia abajo, mientras que las barras azules
(discontinua delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al valor del
coeficiente real para encontrar el electrón con esṕın hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada) corresponde
a la parte imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupación disponibles.
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Figura D.6: Histograma de un estado entrelazado generado al tiempo t1 =29.045 (|S| =0.0227), donde las barras grises
(continuas) corresponden al valor del coeficiente real para encontrar el electrón con esṕın hacia abajo, mientras que las barras
azules (discontinua delgada) corresponden a la parte imaginaria (an), las barras verdes (discontinuas gruesa) corresponden al
valor del coeficiente real para encontrar el electrón con esṕın hacia arriba, mientas que las barras rojas (discontinuas delgada)
corresponde a la parte imaginaria (bn) en las 30 componentes de ocupación disponibles.



Apéndice E

Condición λ = 0 MTC.

En este apéndice se presenta el desarrollo álgebraico para mostrar que una condición de perturbación

nula λ = 0 bajo el Método de Transformaciones Canónicas conduce al caso analizado en la sección 3 de

esta tesis, es decir, el caso sin perturbar.

Partimos del estado perturbado (3.107), donde es inmediato ver que bajo λ = 0 tenemos los estados

iniciales deseados, ahora solo falta revisar los coeficientes que los acompañan

|φ(t)〉 =
∑

n−n+

an−n+(t)(1 + λŜ1) |↓, n−, n+〉+ bn−n+(t)(1 + λŜ1) |↑, n−, n+〉 , (E.1)

recordamos que los coeficientes de esṕın temporales son:

an−n+
(t) := aCn−n+

(sen2 θn−

2
e
−iE+

n−n+
t/~

+ cos2
θn−

2
e
−iE−

n−n+
t/~

)+

+ bCn−+1n+
cos

θn−

2
sen

θn−

2
(e

−iE+
n−n+

t/~ − e
−iE−

n−n+
t/~

),

bn−n+
(t) := bCn−n+

(cos2
θn−−1

2
e
−iE+

n−−1n+
t/~

+ sen2 θn−−1

2
e
−iE−

n−−1n+
t/~

)+

+ aCn−−1n+
sen

θn−−1

2
cos

θn−−1

2
(e

−iE+
n−−1n+

t/~ − e
−iE−

n−−1n+
t/~

).

(E.2)

En primer lugar analicemos las eigenenerǵıas, tenemos que tomar en cuenta que junto con la pertur-

bación agregamos un grado de libertad más dentro del punto (para hacerlo bidimensional) por lo que

ahora, suprimimos este grado de libertad considerando que su frecuencia de transición de estados es nula,

es decir, ω+ = 0, luego entonces las eigenenerǵıas tienen la forma:

E±
n−n+

= ω−(n− +
1

2
) +✟

✟✯ 0ω+(n+ +
1

2
)± ∆n−

2
(E.3)

por lo que el coeficiente de esṕın hacia abajo cambia a:
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an−n+
(t) := aCn−n+

(sen2 θn−

2
e−i(ω−(n−+ 1

2
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∆n−
2

)t/~+

+ cos2
θn−

2
e−i(ω−(n−+ 1

2
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2
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2
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2
×

× (e−i(ω−(n−+ 1
2
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∆n−
2

)t/~ − e−i(ω−(n−+ 1
2
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∆n−
2

)t/~),

(E.4)

si escribimos una parte de las exponenciales en la notación de Euler, tenemos:

e±i
∆n− t

2~ = cos
∆n−t

2~
± i sen ∆n−t

2~

y además consideramos que −iω−(n−+ 1
2)t/~, entonces reescribimos al coeficiente de esṕın hacia abajo

como:

an−n+
(t) := aCn−n+

[(sen2 θn−

2
+ cos2

θn−

2
) cos

∆n−
t

2~
+

+ (sen2 θn−

2
− cos2

θn−

2
) sen

∆n−
t

2~
]eΩ(n)+

+ bCn−+1n+
cos

θn−

2
sen

θn−

2
(e
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t

2~ − e
∆n−

t

2~ )eΩ(n),

(E.5)

con ayuda de un par de identidades trigonométricas y reagrupando en contribuciones reales y complejas

tenemos que el coeficiente para esṕın abajo es:

an−n+(t) =

{

aCn−n+ cos
∆n−t

2~
+ i sen

∆n−t

2~
[aCn−n+ cos θn− − bCn−+1n+ sen θn− ]

}

eΩ(n). (E.6)

Utilizando los mismos argumentos e identidades podemos ver como cambia el coeficiente de esṕın

hacia arriba cuando suprimimos la perturbación

bn−n+(t) =

{

bCn−n+ cos
∆n−−1t

2~
+ i sen

∆n−−1t

2~
[bCn−n+ cos θn−−1 − aCn−−1n+ sen θn−−1]

}

eΩ(n−1).

(E.7)

Si comparamos (E.6) y (E.7) con (3.30) vemos que son totalmente equivalentes (por no decir iguales)

ya que en los cálculos sin perturbación consideramos que
θn−
2 ≡ θn− .
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