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Gracias a mi mamá por su apoyo incondicional.
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1.5. Algunos lemas de topoloǵıa general . . . . . . . . . . . . . . . 23

2. Funciones de Whitney 27
2.1. Una nueva función de Whitney . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2. Más propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.3. Niveles y Propiedades de Whitney . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3. Bloques de Whitney 51
3.1. Modelos de bloques de Whitney . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2. Propiedades topológicas inducidas . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2.1. Arcoconexidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.2.2. Conexidad local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.2.3. Encadenabilidad por continuos . . . . . . . . . . . . . . 68
3.2.4. La propiedad de Kelley . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
3.2.5. Aposindesis I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.2.6. Aposindesis II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
3.2.7. Unicoherencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
3.2.8. Contractibilidad, retracto absoluto, suavidad por ar-

cos, ∞-conexo y la propiedad del punto fijo . . . . . . 157
3.2.9. Retracto de vecindad absoluto y contractibilidad local . 181
3.2.10. Métrica convexa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

V
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Introducción

Para una mejor lectura de esta tesis sugerimos tener en cuenta el libro
[12]. Hacemos referencia a varios de los resultados y ejercicios que aparecen
ah́ı. Comenzaremos recordando algunas definiciones y resultados básicos que
usamos en el desarrollo de este tema. Un continuo es un espacio métrico,
compacto, conexo y no vaćıo. Dado un continuo X , definimos el hiperespacio
de subcontinuos como: C(X) = {A ⊂ X : A es conexo, cerrado y no vaćıo}.
El hiperespacio de los singulares lo definimos como: F1(X) = {{x} : x ∈ X}.
Es conocido en la Teoŕıa de Hiperespacios que C(X) es un continuo. Una
prueba de esto se puede encontrar en el Corolario 6.13 de [12].

Desde el punto de vista topológico, una de las problemáticas más intere-
santes en esta área, es la de determinar qué propiedades topológicas le hereda
X al hiperespacio C(X) y viceversa. Este tema ha sido estudiado en la lite-
ratura especializada y muchos de estos resultados se pueden encontrar en los
libros [13] y [23].

Ha habido interés por abordar una problemática similar, pero conside-
rando no todo el hiperespacio C(X) sino solamente algunos subconjuntos de
C(X). Recientemente se han estudiado algunas vecindades, en C(X), de su
subconjunto F1(X) (el cual es isométrico a X). El trabajo pionero en esta
dirección es el art́ıculo [18] y aún queda mucho por hacer. Veamos una des-
cripción de este trabajo.

Dados un continuo X con métrica d y ε ≥ 0, definimos el hiperespacio de
los continuos de diámetro pequeño como: Cd,ǫ(X) = {A ∈ C(X) : diám(A) ≤
ǫ}, donde diám(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.

Más adelante, en el Teorema 7.0.10, probamos que Cd,ǫ(X) es un continuo.
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2 INTRODUCCIÓN

En el art́ıculo [18] se enfocan en las propiedades de conexidad de los hiperes-
pacios Cd,ǫ(X). También en ese mismo art́ıculo, se estudian las propiedades
topológicas que hereda X al hiperespacio Cd,ǫ(X) y viceversa.

Se ha mostrado que el hiperespacio de los continuos de diámetro pequeño
puede depender demasiado de la métrica d. Por ejemplo, E. L. McDowell
probó que existen, un continuo X localmente conexo, ǫ > 0 y una métrica d
tales que Cd,ǫ(X) no es localmente conexo y que el mismo X , para otra métri-
ca D tiene la propiedad de que CD,ǫ(X) es localmente conexo, ver [20]. E. L.
McDowell y B. E. Wilder mostraron que si X es un triodo simple, entonces
existen dos métricas d y D tales que para números ǫ pequeños, Cd,ǫ(X) no
es homeomorfo a CD,ǫ(X), ver [19].

Desde el punto de vista topológico esta dependencia de las métricas
nos parece inadecuada y hemos buscado unos subconjuntos del hiperespa-
cio C(X) que no presenten esta anomaĺıa. Como veremos más adelante, con
los bloques de Whitney (ver Definición 3.0.20), la situación es más estable y
es independiente de la métrica que se le dé a X .

Ahora veamos una función que no depende de la métrica, para introducir
un hiperespacio similar al hiperespacio de los continuos de diámetro pequeño
y con el que trabajaremos en lo que resta del tema. Una función continua
µ : C(X) → [0, 1] es una función de Whitney para C(X) si satisface las
siguientes propiedades: (a) µ({x}) = 0 para cada x ∈ X , (b) µ(A) < µ(B)
para cada A,B ∈ C(X) tales que A  B y (c) µ(X) = 1. Un resultado cono-
cido es que, dado un continuo X , existen funciones de Whitney para C(X).
Estas funciones han sido muy útiles en el estudio de los hiperespacios. Los
libros [13] y [23] ilustran muy bien el uso de ellas.

A continuación presentamos la definición del hiperespacio con la que tra-
bajamos a lo largo del desarrollo de este tema. Un bloque de Whitney de C(X)
es un conjunto de la forma µ−1([0, t]), donde µ es una función de Whitney
para C(X) y t ∈ (0, 1]. En el Lema 3.0.22, probamos que cada bloque de
Whitney es un continuo.

Los problemas que principalmente estudiamos, dada una propiedad topo-
lógica P , son los siguientes.
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Problema 0.0.1. ¿Si X tiene la propiedad P , entonces los bloques de Whit-
ney tienen la propiedad P ?

Problema 0.0.2. ¿Si los bloques de Whitney tienen la propiedad P , entonces
X tiene la misma propiedad P ?

Para plantear en forma precisa lo que significan los Problemas 0.0.1 y
0.0.2, en el Caṕıtulo 3 introducimos las definiciones de propiedades topológi-
cas inducidas, Definición 3.2.1, y damos respuesta a estas preguntas para
algunas propiedades topológicas.

Es natural hacer el estudio de los bloques de Whitney para el caso de un
arco o de una curva cerrada simple. Como resultado obtuvimos una caracte-
rización de éstos, la cual presentamos en el Caṕıtulo 4. En esta misma sección
hacemos un análisis más general de las gráficas finitas, este puede resumirse
de la siguiente manera: si todos los bloques de Whitney son homeomorfos
entre śı, entonces se trata de un n-odo o de una curva cerrada simple. Como
se ve en los Teoremas 4.1.2 y 4.1.4, los bloques de Whitney de un arco son
homeomorfos entre śı y lo mismo pasa para una curva cerrada simple. Con-
jeturamos que los bloques de Whitney para un n-odo, con n ≥ 3, también
son homeomorfos entre śı.

Como vemos en los Teoremas 4.1.2 y 4.1.4, para el caso en que X sea
un arco o una curva cerrada simple, los bloques de Whitney para C(X) son
homeomorfos a X × [0, 1]. A partir de aqúı nos podemos preguntar bajo
qué condiciones los bloques de Whitney para C(X) no son homeomorfos a
X × [0, 1]. Respondemos parcialmente a esta pregunta en el Caṕıtulo 5.

Nos podemos preguntar qué pasa con los bloques de Whitney para C(X),
cuando X es tipo arco o tipo circunferencia (ver Definiciones 6.1.1 y 6.2.1),
pensando en los Teoremas 4.1.2 y 4.1.4, podemos conjeturar que los bloques
serán tipo [0, 1] × [0, 1] o tipo S × [0, 1] (ver Definiciones 6.1.1 y 6.2.1). Esto
lo probamos en el Caṕıtulo 6.

Se dice que un continuo X es: (a) ćıclicamente conexo si cualesquiera dos
puntos distintos del continuo están contenidos en una curva cerrada simple
y (b) cerrado numerable aposindético si para cada subconjunto Z cerrado y
numerable de X y cada p ∈ X \ Z, existe un continuo M que contiene a p
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en su interior y tal que M ∩ Z = ∅.

Regresando a los hiperespacios de diámetro pequeño, las siguientes pre-
guntas fueron hechas por E. L. McDowell y B. E. Wilder:

(a) ¿Cε(X) \ Z será conexo cuando Z es cero dimensional? (Pregunta 3.10
de [18].)
(b) ¿Si X es un continuo localmente conexo, entonces Cε(X) será ćıclica-
mente conexo para cada ε > 0? (Pregunta 2 de [20].)
(c) ¿Para cuáles continuos X , será cierto que Cε(X) es cerrado numerable
aposindético para cada ε > 0? (Pregunta 3.3 de [18].)
(d) ¿Serán localmente conexos los hiperespacios de los continuos de diámetro
pequeño de un continuo hereditariamente localmente conexo? (Pregunta 1
de [20].)

Se estudiaron la preguntas (a)-(c), en colaboración con A. Illanes, y damos
respuestas a éstas en el Caṕıtulo 7, ver también [1]. La pregunta (d) queda
aún sin resolver.



Caṕıtulo 1

Conceptos básicos

Primero daremos algunas definiciones para después enfocarnos en resul-
tados básicos que utilizaremos a lo largo de la tesis. La mayor parte de los
resultados que presentamos en esta sección vienen como ejercicios en [12].

Si A es un subespacio de un espacio topológico Z, entonces clZ(A), frZ(A),
intZ(A) y extZ(A) denotan la cerradura de A en Z, la frontera de A en Z,
el interior de A en Z y el exterior de A en Z, respectivamente. Cuando
no haya confusión en el espacio topológico Z, los denotaremos simplemente
como cl(A), fr(A), int(A) y ext(A), respectivamente.

Definición 1.0.3. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no vaćıo.

A lo largo de este escrito, la letra X denotará un continuo no degenerado
con métrica d, tal que d(x, y) ≤ 1 para todo par de elementos x, y ∈ X .

Definición 1.0.4. El hiperespacio de cerrados de X , se define como:

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vaćıo}.

El hiperespacio de subcontinuos de X , se define como:

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}.

Se define el hiperesacio de singulares de X como:

F1(X) = {{x} ∈ 2X : x ∈ X}.

5



6 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS

Definición 1.0.5. Dados un número ε > 0, x ∈ X y A ∈ 2X , se definen:

Bd(ε, x) = {y ∈ X : d(x, y) < ε} y

N(ε, A) = {p ∈ X : existe x ∈ A tal que d(x, p) < ε}.

Estos conjuntos se llaman, respectivamente, la bola de radio ε centrada
en x y la nube de radio ε centrada en A. Notemos que N(ε, A) es un abierto
en X , para cada ε > 0 y toda A ∈ 2X .

Definición 1.0.6. Dado un subconjunto no vaćıo A de X , el diámetro de A
es denotado por diám(A) y está definido por:

diám(A) = sup{d(a, b) : a, b ∈ A}.

Definición 1.0.7. (Métrica de Hausdorff ) Dados A,B ∈ 2X , se define:

H(A,B) = ı́nf{δ > 0 : A ⊂ N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A)}.

En la Proposición 2.1 de [12] se verifica que H es métrica.

Definición 1.0.8. Dados un subconjunto no vaćıo C de X y un punto p ∈ X ,
se define la distancia de p a C como:

d(p, C) = ı́nf{d(p, c) : c ∈ C}.

Proposición 1.0.9. Sean U un subconjunto abierto y no vaćıo de X y A ∈
2X tales que A ⊂ U . Entonces existe un número δ > 0 tal que N(δ, A) ⊂ U .

Demostración. Si U = X , cualquier δ > 0 sirve. Supongamos entonces
que U 6= X . Sea

δ = ı́nf{d(a, x) : a ∈ A, x ∈ X \ U}.

Supongamos que δ = 0. Como d es una función continua y A × (X \ U) es
un cerrado en X × X , A × (X \ U) es compacto y no vaćıo, aśı que existe
un elemento (a, x) ∈ A × (X \ U) tal que d(a, x) = 0, por lo tanto a = x,
lo cual es una contradicción, ya que A y X \ U son ajenos. De este modo
hemos verificado que δ > 0. A continuación probaremos que N(δ, A) ⊂ U .
Consideremos un punto x ∈ N(δ, A). Entonces existe un elemento a ∈ A tal
que d(x, a) < δ. Si suponemos que x /∈ U tendŕıamos, por la definición de
δ, que δ ≤ d(a, x), lo cual nos lleva a una contradicción. Aśı obtenemos que
x ∈ U y, por tanto, N(δ, A) ⊂ U . �
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Proposición 1.0.10. Sean A y B elementos de 2X y ε > 0. Entonces
H(A,B) < ε si y sólo si A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A).

Demostración. Consideremos al conjunto:

E(A,B) = {δ > 0 : A ⊂ N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A)}.

(⇒) Como H(A,B) < ε, ı́nf E(A,B) < ε. Sea δ ∈ E(A,B) tal que
ı́nf E(A,B) ≤ δ < ε. Por definición, A ⊂ N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A). Como
δ < ε, sabemos que N(δ, B) ⊂ N(ε, B). Por tanto, A ⊂ N(ε, B). De manera
análoga se obtiene que B ⊂ N(ε, A).

(⇐) Probaremos que existe ρ ∈ (0, ε) tal que A ⊂ N(ρ, B) y B ⊂ N(ρ, A).
Primero veamos que el conjunto {N(δ, B) : δ ∈ (0, ε)} es una cubierta abierta
de A. Para esto consideremos un elemento a ∈ A. Tenemos que A ⊂ N(ε, B),
lo cual implica que existe un elemento b ∈ B tal que d(a, b) < ε. Tomemos
δ ∈ (0, ε) tal que d(a, b) < δ. Esto nos dice que a ∈ N(δ, B). Con esto tene-
mos que A ⊂ {N(δ, B) : δ ∈ (0, ε)}. Como A es compacto, podemos obtener
una subcubierta finita {N(δi, B) : δi ∈ (0, ε), i ∈ {1, 2, . . . , n})} de A. Sea
δ0 = máx{δ1, δ2, . . . , δn}. Entonces A ⊂ N(δ0, B).

De manera similar, existe η ∈ (0, ε) tal que B ⊂ N(η, A). Entonces
el número ρ = máx{δ0, η} satisface que ρ ∈ (0, ε) y que A ⊂ N(ρ, B) y
B ⊂ N(ρ, A), aśı que ρ ∈ E(A,B). Por tanto, H(A,B) ≤ ρ < ǫ. �

1.1. Subconjuntos y sucesiones de 2X

Proposición 1.1.1. Sea U un subconjunto abierto y no vaćıo de X. Entonces
el conjunto definido por:

C(U) = {B ∈ 2X : B ⊂ U}

es un abierto de 2X .

Demostración. Sea B ∈ C(U). Por definición, B ⊂ U . Por la Proposi-
ción 1.0.9, existe un número δ > 0 tal que N(δ, B) ⊂ U . A continuación mos-
traremos que BH(δ, B) ⊂ C(U). Consideremos un elemento C ∈ BH(δ, B).
Como H(C,B) < δ, por la Proposición 1.0.10, C ⊂ N(δ, B) ⊂ U . De esta
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manera resulta que C ∈ C(U). Con esto hemos visto que, dado un elemento
B ∈ C(U), existe el abierto BH(δ, B) de 2X que está contenido en C(U),
aśı que C(U) es un abierto de 2X . �

Proposición 1.1.2. Sea E ∈ 2X . Entonces el conjunto definido por:

D(E) = {B ∈ 2X : B ∩ E 6= ∅}

es un cerrado de 2X .

Demostración. Si E = X , entonces D(E) = 2X , el cual es cerrdo en 2X .
Supongamos que E 6= X . Como E es un cerrado de X , X \ E es un abierto
no vaćıo de X . Aplicando la Proposición 1.1.1, obtenemos que C(X \ E) es
un abierto de 2X , de modo que 2X \ C(X \E) es un cerrado de 2X . Notemos
que

C(X \ E) = {A ∈ 2X : A ⊂ X \ E}

= {A ∈ 2X : A ∩ E = ∅} = 2X \ {A ∈ 2X : A ∩ E 6= ∅} = 2X \ D(E).

Lo cual nos dice que D(E) = 2X \ C(X \ E) es un cerrado de 2X . Esto con-
cluye la demostración. �

Si {An}∞n=1 es una sucesión de elementos de 2X y A ∈ 2X , decimos que
ĺımAn = A si la sucesión {An}∞n=1 converge a A, con respecto a la métrica
de Hausdorff H .

Proposición 1.1.3. Sean {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1 sucesiones de elementos de
2X tales que ĺımAn = A y ĺımBn = B, donde A,B ∈ 2X , se cumplen las
siguientes afirmaciones:

(a) si An ⊂ Bn para toda n ∈ N, entonces A ⊂ B;

(b) ĺım(An ∪ Bn) = A ∪ B;

(c) si An ∩ Bn 6= ∅ para cada n ∈ N, entonces A ∩ B 6= ∅.
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Demostración. (a) Dado m ∈ N, existe Nm ∈ N tal que H(A,An) <
1

2m+1 y H(B,Bn) < 1
2m+1 para todo n ≥ Nm. Utilizando la Proposición 1.0.10,

tenemos que A ⊂ N( 1
2m+1 , ANm

) y BNm
⊂ N( 1

2m+1 , B). Por hipótesis, ANm
⊂

BNm
. Esto nos lleva a que ANm

⊂ N( 1
2m+1 , B).

Consideremos un elemento a ∈ A. Entonces, para cada m ∈ N, existen
elementos x ∈ ANm

y bm ∈ B tales que d(x, a) < 1
2m+1 y d(x, bm) < 1

2m+1 . Uti-
lizando la desigualdad triangular, tenemos que d(a, bm) < 1

2m
. De esta manera

tenemos la sucesión, {bm}∞m=1 de elementos de B, aśı formada, converge al
elemento a. Como B es cerrado concluimos que a ∈ B, aśı que A ⊂ B, lo
que queŕıamos probar.

(b) Sea ε > 0. Como ĺımAn = A y ĺımBn = B, existe un número N ∈ N
tal que H(A,An) < ε y H(B,Bn) < ε si n ≥ N .

Sea n ≥ N . Por la Proposición 1.0.10, A ⊂ N(ε, An) y B ⊂ N(ε, Bn). Por
tanto, A ∪ B ⊂ N(ε, An) ∪ N(ε, Bn) = N(ε, An ∪ Bn). De manera similar,
se obtiene que An ∪ Bn ⊂ N(ε, A ∪ B). Usando nuevamente la Proposi-
ción 1.0.10, se tiene que H(A ∪ B,An ∪ Bn) < ε. Con esto hemos probado
que ĺım(An ∪ Bn) = A ∪ B.

(c) Supongamos, por el contrario, que A ∩ B = ∅. Como X es normal,
existen dos abiertos ajenos de X , U y V , tales que A ⊂ U y B ⊂ V . Por
la Proposición 1.0.9, también existe un número δ > 0 tal que N(δ, A) ⊂ U
y N(δ, B) ⊂ V . Por la convergencia de las sucesiones {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1,
existe N ∈ N tal que H(A,An) < δ y H(B,Bn) < δ para cada n ≥ N . Por
la Propocisión 1.0.10, An ⊂ N(δ, A) y Bn ⊂ N(δ, B) para cada n ≥ N . Por
tanto An ∩ Bn ⊂ N(δ, A) ∩N(δ, B) ⊂ U ∩ V = ∅ para cada n ≥ N . Lo cual
nos lleva a una contradicción ya que, por hipótesis, An ∩ Bn 6= ∅ para toda
n ∈ N. Esta contradicción nació del hecho de suponer que A∩B = ∅. Por lo
tanto, A ∩B 6= ∅. �

Corolario 1.1.4. Sea {Bn}∞n=1 una sucesión de elementos de 2X tal que
ĺımBn = B, donde B ∈ 2X . Si A ∈ 2X , se cumplen las siguientes afirma-
ciones:

(a) si A ⊂ Bn para toda n ∈ N, entonces A ⊂ B;
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(b) ĺım(A ∪ Bn) = A ∪ B;

(c) si A ∩ Bn 6= ∅ para cada n ∈ N, entonces A ∩ B 6= ∅;

(d) si Bn ⊂ A para toda n ∈ N, entonces B ⊂ A.

Demostración. Basta aplicar la Proposición 1.1.3 a la sucesión constante
{A}∞n=1 y a la sucesión {Bn}∞n=1. �

Proposición 1.1.5. Sea F un cerrado no vaćıo de X. Entonces el subcon-
junto:

E(F ) = {B ∈ 2X : F ⊂ B}

es un cerrado en 2X .

Demostración. Sea {Bn}∞n=1 una sucesión de elementos de E(F ) que
converge a un elemento B ∈ 2X . Por la definición de E(F ), tenemos F ⊂ Bn

para cada n ∈ N. Por el Corolario 1.1.4 (a), F ⊂ B. De modo que B ∈ E(F ).
Por lo tanto E(F ), es un cerrado en 2X . �

Proposición 1.1.6. Sea E un cerrado no vaćıo de X. Entonces el subcon-
junto:

C(E) = {B ∈ 2X : B ⊂ E}

es un cerrado en 2X .

Demostración. Sea {Bn}∞n=1 una sucesión de elementos de C(E) que
converge a un elemento B ∈ 2X . Entonces Bn ⊂ E para toda n ∈ N. Apli-
cando el Corolario 1.1.4 (a), obtenemos que B ⊂ E. Aśı que B ∈ C(E), lo
cual nos dice que C(E) es un subconjunto cerrado de 2X . �

Proposición 1.1.7. Sea U un abierto no vaćıo de X. Entonces el subcon-
junto:

D(U) = {B ∈ 2X : B ∩ U 6= ∅}
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es abierto en 2X .

Demostración. La prueba es clara si U = X . Supongamos que U 6= X .
Como U es un abierto de X , X \ U es un cerrado no vaćıo de X . Aplicando
la Proposición 1.1.6, obtenemos que C(X \U) es un cerrado de 2X . Notemos
que

D(U) = {B ∈ 2X : B ∩ U 6= ∅} = 2X \ {B ∈ 2X : B ∩ U = ∅}

= 2X \ {B ∈ 2X : B ⊂ X \ U} = 2X \ C(X \ U).

Por tanto, D(U) es un abierto de 2X . �

Lema 1.1.8. Sean A un subconjunto de 2X y F un cerrado de X.

(a) Si A ∩ F 6= ∅, para cada A ∈ A, entonces cl2X (A) ⊂ D(F ).

(b) Si F ⊂ A, para cada A ∈ A, entonces cl2X (A) ⊂ E(F ).

(c) Si A ⊂ F , para cada A ∈ A, entonces cl2X (A) ⊂ C(F ).

Demostración. (a) Notemos que

A ⊂ {B ∈ 2X : A ∩ F 6= ∅} = D(F ).

Como F es un cerrado de X , la Proposición 1.1.2 nos dice que D(F ) también
es un cerrado. Por lo tanto cl2X (A) ⊂ D(F ). De manera similar se prueban
(b) y (c). �

Proposición 1.1.9. Sean {An}∞n=1 una sucesión en 2X y A ∈ 2X tales que
ĺımAn = A. Entonces a ∈ A si y sólo si existe una sucesión de puntos
{an}∞n=1 de X tal que an ∈ An para toda n ∈ N y ĺım an = a.

Demostración. (⇒) Para cada n ∈ N, fijemos an ∈ An tal que d(a, an) =
d(a, An) (el cual existe porque d es una función continua y An es compacto).
Sean ε > 0 y N ∈ N tales que H(A,An) < ε para toda n ≥ N . Dada n ≥ N ,
como a ∈ A y A ⊂ N(ε, An) (por la Proposición 1.0.10), existe x ∈ An tal
que d(a, x) < ε. Entonces d(a, an) = d(a, An) ≤ d(a, x) < ε para toda n ≥ N .
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Por tanto, ĺım an = a.

(⇐) Ahora consideremos una sucesión de puntos {an}∞n=1 de X tal que
an ∈ An para toda n ∈ N y que ĺım an = a. Por hipótesis, la sucesión {An}∞n=1

cumple que ĺımAn = A. Como {an} ⊂ An para toda n ∈ N, utilizamos la
Proposición 1.1.3 (a), para obtener que {a} = ĺım{an} ⊂ ĺımAn = A, aśı que
a ∈ A. �

Lema 1.1.10. Sea Z un subcontinuo de X. Si existe una sucesión de subcon-
tinuos {Zn}∞n=1 de X tales que Z =

⋂∞
n=1Zn, entonces C(Z) =

⋂∞
n=1C(Zn).

Demostración. Veamos que C(Z) ⊂ ⋂∞
n=1C(Zn). Consideremos A ∈

C(Z) y m ∈ N. Como A ⊂ Z =
⋂∞

n=1Zn ⊂ Zm, A ∈ C(Zm). Como m es un
número natural cualquiera, sucede que A ∈ ⋂∞

n=1C(Zn). Con esto probamos
que C(Z) ⊂ ⋂∞

n=1C(Zn).

Verifiquemos que
⋂∞

n=1C(Zn) ⊂ C(Z). Sea A ∈ ⋂∞
n=1C(Zn), entonces

A ∈ C(Zn) para todo n ∈ N. De manera que A ⊂ Zn para todo n ∈ N. Por
tanto, A ⊂ ⋂∞

n=1 Zn = Z, aśı que A ∈ C(Z). De este modo, concluimos que
C(Z) =

⋂∞
n=1C(Zn). �

Lema 1.1.11. Sean ε > 0, A ∈ 2X y x ∈ X. Entonces A ∈ BH(ε, {x}) si y
sólo si A ⊂ Bd(ε, x).

Demostración. Supongamos primero que A ∈ BH(ε, {x}). Utilizando la
Proposición 1.0.10, se obtiene inmediatamente que A ⊂ N(ε, {x}) = Bd(ε, x).
Supongamos ahora que A ⊂ Bd(ε, x) = N(ε, {x}). Consideremos un elemen-
to a0 ∈ A, entonces d(a0, x) < ε. Lo cual nos dice que {x} ⊂ N(ε, A).
Utilizando nuevamente la Proposición 1.0.10, obtenemos que H(A, {x}) < ε.
Con esto terminamos la prueba de nuestro lema. �

1.2. Funciones en hiperespacios

Proposición 1.2.1. Sea f : X → Y una función continua entre continuos.
Se define la función 2f : 2X → 2Y como:



1.2. FUNCIONES EN HIPERESPACIOS 13

2f (A) = f(A) = {f(a) : a ∈ A}.

Entonces

(a) 2f está bien definida;

(b) 2f es continua;

(c) 2f |C(X) : C(X) → C(Y );

(d) 2f es inyectiva si y sólo si f es inyectiva.

Demostración. (a) Tenemos que X y Y son continuos métricos, de modo
que X es compacto y Y es Hausdorff. Lo cual nos dice que f es una función
cerrada y, por lo tanto, f(A) ∈ 2Y .

(b) Sea ε > 0. Por la continuidad uniforme de f , existe un número δ > 0
tal que, si a, b ∈ X son tales d(a, b) < δ, entonces d(f(a), f(b)) < ε. Tome-
mos A,B ∈ 2X tales que H(A,B) < δ. Probaremos que H(f(A), f(B)) < ε.
Como H(A,B) < δ, la Proposición 1.0.10 nos dice que A ⊂ N(δ, B). Fijemos
a ∈ A. Entonces existe un elemento b ∈ B tal que d(a, b) < δ. Lo cual implica
que d(f(a), f(b)) < ε. De este modo hemos visto que f(A) ⊂ N(ε, f(B)). De
manera similar, obtenemos que f(B) ⊂ N(ε, f(A)). Utilizando nuevamente
la Proposición 1.0.10, resulta que H(A,B) < ε.

(c) Sea A ∈ C(X). La parte (a) de esta misma proposición nos dice que
f(A) es un cerrado. Por la continuidad de f , f(A) es un conexo, aśı que
f(A) ∈ C(Y ).

(d) Supongamos que 2f es inyectiva. Consideremos a, b ∈ X tales que
f(a) = f(b). Esto nos dice que

2f({a}) = {f(a)} = {f(b)} = 2f({b}).

Como 2f es inyectiva, {a} = {b}. De modo que a = b, lo cual nos dice que f
es inyectiva.

Ahora supongamos que f es inyectiva. Tomemos A, B ∈ 2X tales que
2f(A) = 2f(B). Lo cual nos conduce a que f(A) = f(B). Sea a ∈ A, en-
tonces f(a) ∈ f(A) = f(B). De manera que existe un elemento b ∈ B tal
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que f(a) = f(b). Como f es inyectiva, a = b. Aśı que a ∈ B. Por lo tanto,
A ⊂ B. De manera similar, se obtiene que B ⊂ A. Luego A = B, con lo que
terminamos la prueba de que 2f es inyectiva. �

La restricción 2f |C(X) : C(X) → C(Y ) la denotaremos por C(f).

Lema 1.2.2. Si f : X → Y es un homeomorfismo entre continuos, entonces
C(f) : C(X) → C(Y ) es un homeomorfismo y C(f−1) = C(f)−1.

Demostración. Como f es una función continua e inyectiva, podemos
aplicar la Proposición 1.2.1, para obtener que C(f) : C(X) → C(Y ) es una
función bien definida, continua e inyectiva. Observemos que

C(f−1)(A) = f−1(A) = {f−1(a) : a ∈ A}
es un continuo de X , para todo elemento A ∈ C(Y ), ya que f−1 : Y → X
también es una función continua (entre continuos). Además (por la misma
Proposición 1.2.1), C(f−1) : C(Y ) → C(X) es una función continua. Veri-
fiquemos que C(f−1) = C(f)−1. Sea A ∈ C(Y ). Cabe destacar que

C(f)
(

C(f−1)(A)
)

= C(f)({f−1(a) : a ∈ A}) = {f ◦ f−1(a) : a ∈ A} = A.

Por tanto, C(f) o C(f−1) es la identidad en C(Y ). De manera análoga se
tiene que C(f−1)◦ (C(f))−1 = idC(X). Esto muestra que (C(f))−1 = C(f−1).
Aśı que C(f) es una función continua e inyectiva con inversa continua, es
decir, es un homeomorfismo. �

Lema 1.2.3. Dado n ∈ N, consideremos a Rn con la métrica usual D. Sean
P y Q dos continuos de Rn, ε > 0 y una función continua f : P → Q tales
que D(x, f(x)) < ε para toda x ∈ P . Si A ∈ 2P , entonces H(A, 2f(A)) < ε.

Demostración. Como D(a, f(a)) < ε para cada a ∈ A, es claro que
A ⊂ N(ε, 2f(A)) y 2f(A) ⊂ N(ε, A). De modo que, la Proposición 1.0.10 nos
dice que H(A, 2f(A)) < ε. �

Definición 1.2.4. Dos subconjuntos E y F de un espacio topológico Z están
mutuamente separados si satisfacen que clZ(E) ∩ F = ∅ y E ∩ clZ(F ) = ∅.
Si Y ⊂ Z, escribimos Y = E | F si E y F son conjuntos no vaćıos, están
mutuamente separados y Y = E ∪ F . Diremos que E y F forman una sepa-
ración de Y .



1.2. FUNCIONES EN HIPERESPACIOS 15

El Corolario 6.13 de [12] nos dice que 2X es un continuo, aśı que 22X es el
hiperespacio de cerrados de 2X . Utilizamos este hiperespacio en la siguiente
proposición.

Proposición 1.2.5. Sea ∪ : 22X → 2X la función definida por:

∪(A) =
⋃{A : A ∈ A}.

Denotemos a ∪(A) simplemente como ∪A. Entonces:

(a) ∪ está bien definida.

(b) ∪ es continua. Más aún, dado un número ε > 0, si H(A,B) < ε,
entonces H(∪A,∪B) < ε. En donde H denota la métrica de Hausdorff
en 22X , inducida por H.

(c) Si A es un subconjunto conexo de 22X y A ∩ C(X) 6= ∅, entonces ∪A
es conexo.

Demostración. (a) Verifiquemos que ∪A es un cerrado. Sea x un punto
ĺımite de ∪A. Entonces existe una sucesión {xn}∞n=1 de elementos de ∪A tal
que x = ĺım xn. Aśı que, para cada n ∈ N, existe un elemento An ∈ A tal
que xn ∈ An. Como A es un compacto, existe una subsucesión convergente
{Ank

}∞k=1 de {An}∞n=1, supongamos que converge al elemento A ∈ A. Apli-
cando la Proposición 1.1.3 a las sucesiones {xnk

}∞k=1 y {Ank
}∞k=1 y teniendo

en cuenta que xnk
∈ Ank

para toda k ∈ N, obtenemos que x ∈ A. Como
A ∈ A, concluimos que x ∈ ∪A, aśı que ∪A es un cerrado. Como A es una
colección no vaćıa de subconjuntos no vaćıos, ∪A 6= ∅. Aśı, obtenemos que
∪A ∈ 2X .

(b) Sean ε > 0 y A,B ∈ 22X tales que H(A,B) < ε. Probaremos que
∪A ⊂ N(ε,∪B). Consideremos a ∈ ∪A. Entonces existe un elemento A ∈ A
tal que a ∈ A. Como H(A,B) < ε, la Proposición 1.0.10 nos dice que
A ⊂ N(ε,B). Por tanto, existe un elemento B ∈ B tal que H(A,B) < ε.
Utilizando nuevamente la Proposición 1.0.10, tenemos que A ⊂ N(ε, B).
Entonces existe un elemento b ∈ B tal que d(a, b) < ε. Como B ⊂ ∪B
concluimos que a ∈ Bd(ε, b) ⊂ N(ε, B) ⊂ N(ε,∪B). Con esto tenemos que
∪A ⊂ N(ε,∪B). De manera similar se obtiene que ∪B ⊂ N(ε,∪A). Por la
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Proposición 1.0.10, concluimos que H(∪A,∪B) < ε, lo que prueba la con-
tinuidad de la función ∪.

(c) Supongamos, por el contrario, que ∪A no es conexo, es decir que exis-
ten subconjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos H y K de X tal que ∪A =
H ∪ K. Por hipótesis, A ∩ C(X) 6= ∅. De manera que podemos elegir un
elemento A en esta intersección. Entonces A ⊂ ∪A = H ∪K. Como A es un
conjunto conexo podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A ⊂ H .
Definimos los siguientes conjuntos:

H = {B ∈ A : B ⊂ H} y

K = {B ∈ A : B ∩K 6= ∅}.

Veremos que éstos conjuntos forman una separación de A.

(i) Por las Proposiciones 1.1.6 y 1.1.2, sabemos que H y K son subcon-
juntos cerrados en A.

(ii) Estamos suponiendo que A ⊂ H , entonces H 6= ∅.

(iii) Veamos que K 6= ∅. Como K 6= ∅, podemos considerar un elemento
x ∈ K. Entonces existe B ∈ A tal que x ∈ B y, por lo tanto, B ∩ K 6= ∅.
Esto nos dice que B ∈ K ⊂ ∪A. De manera que K 6= ∅.

(iv) Ahora probemos que H ∩ K = ∅. Supongamos, por el contrario,
que existe un elemento C en esta intersección. Esto nos dice que C ⊂ H y
C ∩K 6= ∅. Lo que nos lleva a que ∅ 6= C ∩K ⊂ H ∩K, lo cual es una con-
tradicción ya que estamos suponiendo que H ∩K = ∅. Con esto concluimos
que H ∩K = ∅.

(v) Ahora veamos que A ⊂ H ∪ K. Consideremos B ∈ A. Entonces
B ⊂ ∪A = H ∪K. En el caso en que B ∩K 6= ∅, B ∈ K. Para el caso en que
B ∩K = ∅, B ⊂ H . Esto nos dice que B ∈ H. De esta manera hemos visto
que A ⊂ H ∪K y por tanto A = H ∪K.

Aśı tenemos que H y K dan una separación de A, que es un conjunto
conexo, lo cual es una contradicción que nació de suponer que ∪A no era
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conexo. De esta manera concluimos que ∪A es conexo. �

Proposición 1.2.6. Si se define D : 2X × 2X → [0,∞) como:

D(A,B) = máx{sup{d(a, B) : a ∈ A}, sup{d(b, A) : b ∈ B}},

entonces D(A,B) = H(A,B).

Demostración. Sea r = D(A,B). Supongamos que r 6= H(A,B).

Caso i. H(A,B) < r.

Por la Proposición 1.0.10, A ⊂ N(r, B) y B ⊂ N(r, A). Como A es
compacto y d es una función continua, sabemos que existe un elemento a0 ∈ A
tal que

d(a0, B) = sup{d(a, B) : a ∈ A}.

Como A ⊂ N(r, B), existe b0 ∈ B tal que d(a0, b0) < r. De modo que tenemos
lo siguiente:

sup{d(a, B) : a ∈ A} = d(a0, B) ≤ d(a0, b0) < r.

De manera similar obtenemos que sup{d(b, A) : b ∈ B} < r. Por definición,

D(A,B) = máx{sup{d(a, B) : a ∈ A}, sup{d(b, A) : b ∈ B}} < r = D(A,B).

Lo cual es una contradicción. Por lo tanto, este caso no se puede dar.

Caso ii. r < H(A,B).

En este caso tomemos un número s > 0 tal que r < s < H(A,B). Ve-
rifiquemos que A ⊂ N(s, B). Consideremos un elemento a ∈ A. Como B es
compacto, existe un elemento ba ∈ B tal que d(a, ba) = d(a, B). Por lo tanto,

d(a, ba) = d(a, B) ≤ sup{d(x,B) : x ∈ A} ≤ D(A,B) = r < s.

En resumen tenemos que, para el elemento a, existe un elemento ba ∈ B tal
que d(a, ba) < s. Esto nos dice que A ⊂ N(s, B). De manera similar se prue-
ba que B ⊂ N(s, A). Por la Proposición 1.0.10, H(A,B) < s. Lo cual es una
contradicción ya que el número s lo escogimos de manera que s < H(A,B).
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De manera que este caso tampoco se puede dar.

De modo que, si suponemos H(A,B) 6= r, llegamos a una contradicción.
Por lo tanto, H(A,B) = r, lo que queŕıamos probar. �

Proposición 1.2.7. Las funciones f, g : C([0, 1]) → [0, 1] dadas por

f([a, b]) = mı́n([a, b]) = a y

g([a, b]) = máx([a, b]) = b

son continuas.

Demostración. Sean [a, b] ∈ C([0, 1]) y ε > 0. Consideremos un ele-
mento [c, e] ∈ C([0, 1]) tal que H([a, b], [c, e]) < ε. Veamos que d(a, c) < ε.
De la Proposición 1.0.10, sabemos que (i) [a, b] ⊂ N(ε, [c, e]) y (ii) [c, e] ⊂
N(ε, [a, b]).

Caso (1). a ≤ c.

Por (i), existe un elemento x ∈ [c, e] tal que d(x, a) = x−a < ε. De modo
que c ∈ [a, x]. Por lo tanto, c− a ≤ (c− a) + (x− c) = x− a. Esto nos dice
que d(a, c) = c− a < ε, lo que queŕıamos probar.

Caso (2). c < a.

Por (ii), existe un elemento x ∈ [a, b] tal que d(x, c) = x− c < ε. Notemos
que a ∈ [c, x]. De manera que a − c ≤ (a − c) + (x − a) = x − c. Por tan-
to, d(a, c) = a−c < ε. Con esto queda probada la continuidad de la función f .

La continuidad de la función g se prueba de manera similar. �

1.3. Topoloǵıa de Vietoris

Definición 1.3.1. Sean S1, . . . , Sn subconjuntos de X . Definimos el subcon-
junto vietórico generado por S1, . . . , Sn como:
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〈S1, . . . , Sn〉 = {A ∈ 2X : A ⊂ ∪n
i=1Si y A ∩ Si 6= ∅ para cada i}.

Proposición 1.3.2. Sean U1, . . . , Un subconjuntos abiertos de X. Conside-
remos la familia de subconjuntos de 2X dada por:

B = {〈U1, . . . , Un〉 : n ∈ N y U1, . . . , Un son abiertos de X}.

Entonces B es una base para una topoloǵıa τV que se llama Topoloǵıa de
Vietoris. Además τV es la misma topoloǵıa que la dada por la métrica de
Hausdorff.

Demostración. Necesitamos probar varias afirmaciones.

Afirmación 1.
⋃B = 2X .

Dado A ∈ 2X , por definición de 2X , A ⊂ X . De manera que A ∈ 〈X〉.
Aśı que 2X ⊂ 〈X〉. Por tanto, tenemos las siguientes contenciones 2X ⊂
〈X〉 ⊂ ⋃B. Como B es un subconjunto de subconjuntos de 2X ,

⋃B ⊂ 2X .
De esta manera, concluimos que

⋃B = 2X .

Afirmación 2. Sean U = 〈U1, . . . , Un〉 y V = 〈V1, . . . , Vm〉 elementos de
B. Denotemos a

⋃n
i=1 Ui y a

⋃n
i=1 Vi por U y V , respectivamente. Entonces

U ∩ V = 〈U1 ∩ V, . . . , Un ∩ V, V1 ∩ U, . . . , Vm ∩ U〉.

Notemos que

U ∩ V = (U ∩ V1) ∪ · · · ∪ (U ∩ Vm) ∪ (V ∩ U1) ∪ · · · ∪ (V ∩ Un).

Fijemos j ∈ {1, . . . , m}. Si A ⊂ U y A ∩ Vj 6= ∅, entonces A ∩ Vj ⊂ U ∩ Vj.
Lo cual implica que A ∩ (U ∩ Vj) = A ∩ Vj . Por lo tanto A ∩ (U ∩ Vj) 6= ∅.
Si A ∩ (Vj ∩ U) 6= ∅, entonces A∩ Vj 6= ∅. De manera similar se prueba para
i ∈ {1, . . . , n} que, si A ⊂ V y A ∩ Ui 6= ∅, entonces A ∩ (V ∩ Ui) 6= ∅. Y si
A∩ (Ui∩V ) 6= ∅, entonces se tiene que A∩Ui 6= ∅. Por lo anterior, A ∈ U ∩V
si y sólo si A ∈ 〈U1 ∩ V, . . . , Un ∩ V, V1 ∩ U, . . . , Vm ∩ U〉.

La Afirmación 2 prueba que B es cerrada bajo intersecciones finitas. Las
Afirmaciones 1 y 2 muestran que B es base para una topoloǵıa τV en 2X .
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Afirmación 3. La topoloǵıa de Vietoris τV es equivalente a la topoloǵıa,
τH , generada por la métrica de Hausdorff en 2X .

Sea 〈U1, . . . , Un〉 un abierto básico de la topoloǵıa de Vietoris. Observemos
que

〈U1, . . . , Un〉 = C(
⋃n

i=1 Ui) ∩ (
⋂n

i=1D(Ui)).

En donde C(
⋃n

i=1 Ui) y D(Ui), para cada i ∈ {1, . . . , n}, son los conjuntos
definidos en las Proposiciones 1.1.1 y 1.1.7, respectivamente. Entonces las
mismas Proposiciones 1.1.1 y 1.1.7 nos dicen que C(

⋃n
i=1 Ui) y D(Ui), para

cada i ∈ {1, . . . , n}, son abiertos en 2X con la topoloǵıa τH . Por lo tanto,
〈U1, . . . , Un〉 también es un abierto con la topoloǵıa τH .

Consideremos un elemento A ∈ 2X y ε > 0. Como A es compacto, existen
a1, . . . , an ∈ A tales que

A ⊂ Bd(
ε
2
, a1) ∪ · · · ∪Bd(

ε
2
, an).

Notemos que A ∈ 〈Bd(
ε
2
, a1), . . . , Bd(

ε
2
, an)〉. Probemos que

〈Bd(
ε
2
, a1), . . . , Bd(

ε
2
, an)〉 ⊂ BH(ε, A).

Consideremos un elemento B ∈ 〈Bd(
ε
2
, a1), . . . , Bd(

ε
2
, an)〉. Por la definición

de los abiertos de la topoloǵıa de Vietoris,

B ⊂ Bd(
ε
2
, a1) ∪ · · · ∪Bd(

ε
2
, an),

lo cual implica que B ⊂ N(ε, A). Sea a ∈ A. De manera que existe j ∈
{1, . . . , n} tal que a ∈ Bd(

ε
2
, aj). Utilizando nuevamente la definición del

abierto 〈Bd(
ε
2
, a1), . . . Bd(

ε
2
, an)〉, tenemos que B∩Bd(

ε
2
, aj) 6= ∅. Elijamos un

elemento b ∈ B ∩ Bd(
ε
2
, aj). Por lo tanto,

d(a, b) ≤ d(a, aj) + d(aj, b) <
ε
2

+ ε
2

= ε.

De manera que A ⊂ N(ε, B). Utilizando la Proposición 1.0.10, obtenemos
que H(A,B) < ε, aśı que 〈Bd(

ε
2
, a1), . . . , Bd(

ε
2
, an)〉 ⊂ BH(ε, A). Con esto

hemos visto que los básicos de τH son abiertos en la topoloǵıa τV .

Aśı hemos probado que B es una familia de abiertos en 2X que genera la
misma topoloǵıa que la dada por la métrica de Hausdorff. �
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1.4. Algunas propiedades de I∞

Consideremos a I∞ =
∏∞

i=1[0, 1]i con la métrica dada por:

D((x1, x2, . . .), (y1, y2, . . .)) =
∑∞

i=1
1
2i
|xi − yi|.

Recordemos que el arco xy se define como:

xy = {(1 − r)x+ ry ∈ I∞ : 0 ≤ r ≤ 1}.

Lema 1.4.1. Sean x y y dos elementos distintos de I∞. Entonces el arco xy
es isométrico al intervalo cerrado [0, D(x, y)].

Demostración. Definimos la función f : xy → [0, D(x, y)] como

f((1 − r)x+ ry) = D(x, y)r.

Para r, s ∈ [0, 1], observemos que

D((1 − r)x+ ry, (1 − s)x+ sy) =
∑∞

i=1
|((1−r)xi+ryi)−((1−s)xi+syi)|

2i

=
∑∞

i=1
|(r−s)yi−(r−s)xi|

2i
= |r − s|∑∞

i=1
|yi−xi|

2i
= |r − s|D(x, y).

De modo que

D((1 − r)x + ry, (1 − s)x+ sy) = |r − s|D(x, y)

= |f((1 − r)x+ ry) − f((1 − s)x+ sy)|,

con lo cual obtenemos que f es una isometŕıa. �

Lema 1.4.2. Sean p ∈ I∞ y ε > 0. Entonces

clI∞(BD(ε, p)) = {x ∈ I∞ : D(x, p) ≤ ε}.

Demostración. Consideremos la función f : I∞ → [0,∞) dada por

f(x) = D(x, p).

Observamos que f es una función continua y, por tanto,

f−1([0, ε]) = {x ∈ I∞ : D(x, p) ≤ ε}
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es un conjunto cerrado. Como

BD(ε, p) ⊂ {x ∈ I∞ : D(x, p) ≤ ε},

clI∞(BD(ε, p)) ⊂ {x ∈ I∞ : D(x, p) ≤ ε}.

Sea x0 ∈ {x ∈ I∞ : D(x, p) ≤ ε}. En el caso en que D(x0, p) < ε, es claro
que x0 ∈ clI∞(BD(ε, p)). Supongamos que D(x0, p) = ε. Para cada n ∈ N,
definimos:

xn = 1
2n
p+ (1 − 1

2n
)x0.

Notamos que, para cada n ∈ N,

D(xn, p) =
∑∞

i=1
1
2i
|( 1

2n
− 1)pi + (1 − 1

2n
)x0i |

= (1 − 1
2n

)
∑∞

i=1
1
2i
|x0i − pi| = (1 − 1

2n
)D(x0, p) = (1 − 1

2n
)ε

y que

D(xn, x0) =
∑∞

i=1
1
2i
| 1
2n
x0i − 1

2n
pi|

= 1
2n

∑∞
i=1

1
2i
|x0i − pi| = 1

2n
D(x0, p) = 1

2n
ε.

De modo que xn ∈ BD(ε, p), para cada n ∈ N y, como ĺım 1
2n
ε = 0, obtene-

mos que ĺım xn = x0. Por lo tanto, x0 ∈ clI∞(BD(ε, p)). Aśı hemos obtenido
que

{x ∈ I∞ : D(x, p) ≤ ε} ⊂ clI∞(BD(ε, p)).

Con esto concluimos que

clI∞(BD(ε, p)) = {x ∈ I∞ : D(x, p) ≤ ε}.

De este modo terminamos la prueba de nuestro lema. �

Definición 1.4.3. Sea Z un espacio vectorial. Un subconjunto A de Z es
convexo si para cada par de elementos a, b ∈ A, se satisface que ab ⊂ A.

Lema 1.4.4. Sean p ∈ I∞ y ε > 0. Entonces BD(ε, p) y clI∞(BD(ε, p)) son
convexos y, como consecuencia, estos conjuntos son conexos.
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Demostración. Fijemos x y y dos elementos distintos de BD(ε, p). Ve-
remos que

xy = {(1 − r)x+ ry ∈ I∞ : 0 ≤ r ≤ 1} ⊂ BD(ε, p)

Sea r ∈ [0, 1]. Observemos que

D(p, (1 − r)x+ ry) = D((1 − r)p+ rp, (1 − r)x+ ry)

=
∑∞

i=1
1
2i
|(1 − r)pi + rpi − [(1 − r)xi + ryi]|

=
∑∞

i=1
1
2i
|(1 − r)(pi − xi) + r(pi − yi)|

≤ ∑∞
i=1

1
2i

((1 − r)|pi − xi| + r|pi − yi|)

= (1 − r)D(p, x) + rD(p, y) < (1 − r)ε+ rε = ε.

Por lo tanto, xy ⊂ BD(ε, p). Concluimos que BD(ε, p) es convexo.

La prueba de que clI∞(BD(ε, p)) es convexo (y, por lo tanto, conexo) se
hace de manera similar, teniendo en cuenta el Lema 1.4.2. �

1.5. Algunos lemas de topoloǵıa general

Definición 1.5.1. Un continuo X es localmente conexo en p si para todo
abierto U de X que tiene a p, existe un abierto conexo V tal que p ∈ V ⊂ U .
Decimos que X es localmente conexo si es localmente conexo en p, para todo
elemento p ∈ X .

Definición 1.5.2. Un continuo X es conexo en pequeño en un punto p ∈ X
si para todo abierto U de X que tiene a p, existe un conexo C de X tal que
p ∈ intX(C) ⊂ C ⊂ U . Decimos que X es conexo en pequeño si X es conexo
en pequeño en p, para todo p en X .

Definición 1.5.3. Dados un espacio topológico Y y un punto p ∈ Y , se
define la componente C(p) de p en Y como:
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C(p) =
⋃{D ⊂ Y : D es conexo y p ∈ D}.

Lema 1.5.4. Si X es conexo en pequeño, entonces X es localmente conexo.

Demostración. Veremos que las componentes de los abiertos son abier-
tas y con esto tendremos que X es localmente conexo (Teorema 4.2 del caṕıtu-
lo V de [6]). Sean U un abierto de X yK una componente de U . Consideremos
un elemento x ∈ K. Por la conexidad en pequeño de X , existe un conexo M
tal que x ∈ intX(M) ⊂ M ⊂ U . Como M es conexo de U y x ∈ K ∩M ,
M ⊂ K. De modo que x ∈ intX(M) ⊂M ⊂ K ⊂ U . En resumen, obtuvimos
x ∈ intX(M) ⊂ K, aśı que x ∈ intX(K). Por lo tanto, K es un abierto de
X . Con lo cual terminamos la prueba de que las componentes de los abiertos
son abiertos. De modo que, esto nos garantiza que X es localmente conexo. �

Lema 1.5.5. Si A es un subconjunto conexo de X y existen H y K sub-
conjuntos de X tales que X \ A = H | K, entonces H ∪ A y K ∪ A son
conexos.

Demostración. Supongamos, por el contrario, que H ∪A no es conexo.
Entonces existen subconjuntos D y E de X tales que H ∪A = D | E. Como
A es conexo y A ⊂ H ∪ A ⊂ D ∪ E, podemos suponer que A ⊂ D. Veamos
que E ⊂ H . Sea x ∈ E. Como E ⊂ H ∪ A y x /∈ D, x /∈ A. Aśı que x ∈ H ,
de modo que E ⊂ H . Notemos que

X = A ∪H ∪K = (D ∪ E) ∪K = E ∪ (D ∪K),

clX(E) ∩ (D ∪K) = (clX(E) ∩D) ∪ (clX(E) ∩K) ⊂

(clX(E) ∩D) ∪ (clX(H) ∩K) = ∅,

E ∩ clX(D ∪K) = (E ∩ clX(D)) ∪ (E ∩ clX(K)) ⊂

(E ∩ clX(D)) ∪ (H ∩ clX(K)) = ∅,

E 6= ∅ y D ∪K 6= ∅. Por lo tanto, X = E | (D ∪K), lo cual es un absurdo.
Aśı que H ∪ A es conexo. Se prueba de manera similar que K ∪ A también
es conexo. �
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Lema 1.5.6. Sea X localmente conexo. Si A ⊂ X y C es una componente
de A, entonces frX(C) ⊂ frX(A).

Demostración. Probemos que X \ frX(A) ⊂ X \ frX(C). Sea x ∈
X \ frX(A) = X \ (clX(A)∩ clX(X \A)). Entonces existe un abierto U de X
tal que x ∈ U y U ∩A = ∅ o U ∩ (X \ A) = ∅. De manera que U ⊂ X \ A o
U ⊂ A. En el caso en que U ⊂ X \A, como C ⊂ A, tenemos que U ⊂ X \C.
De modo que U ∩ C = ∅, lo cual nos lleva a que x ∈ X \ frX(C). En el
caso en que U ⊂ A, como X es localmente conexo, existe un abierto V de
X que es conexo y tal que x ∈ V ⊂ U . Si x ∈ C, como C es una com-
ponente de A, entonces x ∈ V ⊂ C. De modo que V ∩ (X \ C) = ∅, lo
cual nos lleva a que x ∈ X \ frX(C). Si x /∈ C, entonces V ∩ C = ∅ (de
lo contrario tendŕıamos que x ∈ V ⊂ C, lo cual es un absurdo). Aśı que
V ⊂ X \C. Por lo tanto, x ∈ X \ frX(C). Con esto terminamos la prueba de
que X \ frX(A) ⊂ X \ frX(C). �

Proposición 1.5.7. Sean X y Y continuos y f : X → Y una función.
Entonces f es continua si y sólo si para cada sucesión de puntos {pn}∞n=1 en
X que converge a un punto p ∈ X se tiene que, si ĺım f(pn) = q, entonces
q = f(p).

Demostración. Supongamos que f es continua. Consideremos una suce-
sión {pn}∞n=1 que converge a p ∈ X y cumple que ĺım f(pn) = q. La con-
tinuidad de f implica que ĺım f(pn) = f(p). De manera que q = f(p).

Ahora supongamos que para cada sucesión de puntos {pn}∞n=1 en X
que converge a un punto p ∈ X se tiene que si ĺım f(pn) = q, entonces
q = f(p). Consideremos un subconjunto A de X . Probemos que f(clX(A)) ⊂
clY (f(A)). Sea a ∈ clX(A). Entonces existe una sucesión {an}∞n=1 de ele-
mentos de A tal que ĺım an = a. Notemos que f(an) ∈ f(A) ⊂ clY (f(A))
para todo n ∈ N. Como clY (f(A)) es un compacto, existe una subsucesión
{f(ank

)}∞k=1 que converge a un punto x ∈ clY (f(A)). Como ĺım ank
= a, por

hipótesis, tenemos que x = f(a). De manera que f(a) ∈ clY (f(A)). Por lo
tanto f(clX(A)) ⊂ clY (f(A)), aśı que f es continua. �
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Caṕıtulo 2

Funciones de Whitney

Definamos el tipo de funciones que utilizaremos a lo largo de la tesis. Es-
tas funciones nos dan una manera de medir los tamaños de los elementos de
2X y es muy útil en el estudio de los hiperespacios. También veremos que las
restricciones de las funciones de Whitney nos sirven para definir funciones de
Whitney de manera natural.

Definición 2.0.8. Una función continua µ : 2X → [0, 1] es una función de
Whitney si satisface las siguientes propiedades:

µ({x}) = 0 para cada x ∈ X ;

µ(A) < µ(B) para cualesquiera A,B ∈ 2X tales que A  B;

µ(X) = 1.

Diremos que µ : C(X) → [0, 1] es una función de Whitney para C(X) si
ésta satisface las tres propiedades definidas anteriormente.

El siguiente resultado es conocido y la prueba se puede encontrar en el
Teorema 5.3 de [12].

Teorema 2.0.9. Si X es un continuo, entonces existen funciones de Whit-
ney.

27
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Lema 2.0.10. Sea µ : 2X → [0, 1] una función de Whitney. Dado un ele-
mento P ∈ C(X) \ F1(X), definimos la función ν : 2P → [0, 1] como:

ν(A) = µ(A)
µ(P )

.

Entonces ν es una función de Whitney para 2P .

Demostración. Es claro que ν es una función continua. Verifiquemos
que ésta satisface las propiedades de una función de Whitney.

(i) ν({p}) = 0 para cada p ∈ P .

Sea p ∈ P . Como p ∈ X y µ es una función de Whitney, µ({p}) = 0. De

modo que ν({p}) = µ({p})
µ(P )

= 0
µ(P )

= 0.

(ii) ν(A) < ν(B) si A  B.

Consideremos elementos A y B ∈ 2P tales que A  B. Como A y B ∈ 2X ,
aplicamos µ, que es una función de Whitney, para obtener µ(A) < µ(B). Por

lo tanto, ν(A) = µ(A)
µ(P )

< µ(B)
µ(P )

= ν(B).

(iii) ν(P ) = 1.

Por la definición de la función ν, ν(P ) = µ(P )
µ(P )

= 1.

Aśı concluimos que ν es una función de Whitney para 2P . �

2.1. Una nueva función de Whitney

A continuación daremos las herramientas necesarias para definir una fun-
ción de Whitney que nos auxiliará en la prueba del Teorema 3.2.94. Parte
del efecto que tendrá esta función se puede describir de la siguiente manera.
Consideremos a S×[0, 1]. Entonces S×{0} y S×{1} tienen la misma medida
y la medida de S×{r}, variando s de 0 a 1, va aumentando hasta la medida
de S × {1

2
} y luego disminuye.



2.1. UNA NUEVA FUNCIÓN DE WHITNEY 29

Proposición 2.1.1. Consideremos un elemento A ∈ C(X). Para un número
entero n ≥ 2, definimos λn : Fn(A) → [0,∞) de la siguiente manera: para
cada K ∈ Fn(A), supongamos que K = {a1, a2, . . . , an} (donde la numeración
no es uno a uno cuando |K| < n), entonces:

λn(K) = mı́n{d(ai, aj) : i 6= j}.

Ahora, para cada n ≥ 2, sea:

ωn(A) = sup{λn(K) : K ∈ Fn(A)}.

Finalmente, definimos ω : C(X) → [0,∞) como:

ω(A) =
∑∞

n=2 21−n · ωn(A)

Esta función satisface:

(i) ω({x}) = 0 para cada x ∈ X y

(ii) ω(A) < ω(B) para cada par A,B ∈ C(X) tales que A ( B.

Históricamente ésta fue la primera función satisfaciendo las propiedades
(i) y (ii), la prueba se encuentra en las páginas 275 y 276 de [26].

Proposición 2.1.2. Sean A y B ∈ C(X). Tomemos a ω como en la Proposi-
ción 2.1.1. Si existe una función suprayectiva f : A→ B tal que d(f(x), f(y))
≤ d(x, y) para cualesquiera x, y ∈ A, entonces ω(B) ≤ ω(A).

Demostración. Fijemos un número natural n tal que n ≥ 2. Sean λn y
ωn como en la Proposición 2.1.1. Probemos que ωn(B) ≤ ωn(A).

Consideremos un elemento M = {b1, b2, . . . , bn} ∈ Fn(B). Como f es
suprayectiva, existen elementos a1, a2, . . . , an ∈ A tales que f(ai) = bi, para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Definimos LM = {a1, a2, . . . , an} ∈ Fn(A). Si i0 6= j0,
entonces

λn(M) = mı́n{d(bi, bj) : i 6= j} ≤ d(bi0 , bj0) = d(f(ai0), f(aj0)) ≤ d(ai0, aj0).

Como i0 y j0 son ı́ndices cualesquiera en el conjunto {1, 2, . . . , n}, λn(M) ≤
λn(LM). Lo cual nos lleva a que
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ωn(B) = sup{λn(M) : M ∈ Fn(B)} ≤ sup{λn(LM) : M ∈ Fn(B)}.

Notemos que tenemos la siguiente contención de conjuntos

{λn(LM ) : M ∈ Fn(B)} ⊂ {λn(L) : L ∈ Fn(A)}.

De modo que

sup{λn(LM ) : M ∈ Fn(B)} ≤ sup{λn(L) : L ∈ Fn(A)} = ωn(A).

Por tanto, ωn(B) ≤ ωn(A).

Utilizando la definición de ω, obtenemos que

ω(B) =
∑∞

n=2 21−n · ωn(B) ≤ ∑∞
n=2 21−n · ωn(A) = ω(A),

con lo cual queda probada nuestra proposición. �

Proposición 2.1.3. Sean A y B ∈ C(X). Tomemos a ω como en la Proposi-
ción 2.1.1. Si A y B son isométricos, entonces ω(A) = ω(B).

Demostración. Por hipótesis, existe una isometŕıa f : A→ B, es decir,
f es un homeomorfismo y d(f(x), f(y)) = d(x, y) para cualesquiera x, y ∈ A.
Aplicando la Proposición 2.1.2, obtenemos que ω(B) ≤ ω(A).

Como f es una isometŕıa, usamos el argumento anterior con f−1 y obte-
nemos que ω(A) ≤ ω(B). De esta manera, ω(A) = ω(B). �

Proposición 2.1.4. Sea P ⊂ X no vaćıo. Definimos la función ρ : C(X) →
[0,∞) como:

ρ(A) = ı́nf{r > 0 : A ⊂ N(r, P )}.

Entonces ρ está bien definida y es continua. Además, satisface:

(i) ρ(A) ≤ ρ(B), si A,B ∈ C(X) son tales que A ⊂ B;

(ii) ρ(A) > 0, si A ∈ C(X) es tal que A 6⊂ P ;

(iii) ρ(A) = 0, si A ∈ C(X) es tal que A ⊂ P .
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Demostración. Consideremos un elemento A ∈ C(X). Notemos que
diám(X) + 1 ∈ {r > 0 : A ⊂ N(r, P )}, de modo que la función ρ está bien
definida. Ahora verifiquemos que ρ es continua. Sean ε > 0 y B ∈ BH( ε

4
, A).

Entonces existe s ∈ [ρ(A), ρ(A) + ε
2
) tal que A ⊂ N(s, P ). Verifiquemos que

B ⊂ N( ε
4

+ s, P ). Fijemos b ∈ B. Como H(A,B) < ε
4
, la Proposición 1.0.10

nos dice que B ⊂ N( ε
4
, A). Aśı que existe un elemento a ∈ A tal que d(a, b) <

ε
4
. Como A ⊂ N(s, P ), existe un elemento p ∈ P tal que d(a, p) < s. Por

tanto

d(b, p) ≤ d(b, a) + d(a, p) < ε
4

+ s,

con lo cual obtenemos la contención B ⊂ N( ε
4

+ s, P ). Esto nos conduce a
que ε

4
+ s ∈ {r > 0 : B ⊂ N(r, P )} y, por lo tanto,

ρ(B) = ı́nf{r > 0 : B ⊂ N(r, P )} ≤ ε
4

+ s < ε
2

+ s.

Aśı que ρ(B) − ε
2
< s. Como s < ρ(A) + ε

2
, ρ(B) − ρ(A) < ε. De manera

similar se prueba que ρ(A) − ρ(B) < ε. Por lo tanto, |ρ(A) − ρ(B)| < ε, con
esto concluimos que ρ es una función continua.

(i) Sea s ∈ {r > 0 : B ⊂ N(r, P )}. Notemos que tenemos las siguientes
contenciones: A ⊂ B ⊂ N(s, P ). De modo que s ∈ {r > 0 : A ⊂ N(r, P )}.
Entonces

{r > 0 : B ⊂ N(r, P )} ⊂ {r > 0 : A ⊂ N(r, P )}.

Considerando el ı́nfimo de ambos conjuntos obtenemos que

ρ(A) = ı́nf{r > 0 : A ⊂ N(r, P )} ≤ ı́nf{r > 0 : B ⊂ N(r, P )} = ρ(B),

lo que queŕıamos probar.

(ii) Como A 6⊂ P , existe un elemento a ∈ A\P . De manera que existe un
número ε > 0 tal que Bd(ε, a)∩ P = ∅. Esto nos lleva a que d(a, p) ≥ ε para
todo elemento p ∈ P , aśı que A 6⊂ N(ε, P ). Con esto hemos obtenido que
ε /∈ {r > 0 : A ⊂ N(r, P )}. Sea s ∈ {r > 0 : A ⊂ N(r, P )}. Probaremos que
ε < s. Supongamos, por el contrario, que s ≤ ε. Tenemos que A ⊂ N(s, P ),
con lo que llegamos a que A ⊂ N(ε, P ), lo cual no puede ser. De manera que
ε < s. Como s es un número cualquiera del conjunto {r > 0 : A ⊂ N(r, P )},
llegamos a que
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ε ≤ ı́nf{r > 0 : A ⊂ N(r, P )} = ρ(A).

Como ε > 0, 0 < ρ(A). Con esto queda probado este inciso de nuestra
proposición.

(iii) Sea s > 0. Entonces se cumple que A ⊂ P ⊂ N(s, P ). Aśı que
s ∈ {r > 0 : A ⊂ N(r, P )}. Como s es un número cualquiera mayor que cero,

ρ(A) = ı́nf{r > 0 : A ⊂ N(r, P )} = 0.

De este modo, terminamos la prueba de nuestra proposición. �

Proposición 2.1.5. Sea P ⊂ X no vaćıo. Consideremos la función ν :
C(X) → [0,∞) definida como:

ν(A) = ω(A)(1 + ρ(A)),

donde ω está definida como en la Proposición 2.1.1 y ρ está definida como en
la Proposición 2.1.4 para el conjunto P . Entonces ν es una función continua
que satisface:

(i) ν({x}) = 0 para cada x ∈ X;

(ii) si A,B ∈ C(X) son tales que A  B, entonces ν(A) < ν(B);

(iii) si A,B ∈ C(X) son isométricos y A,B ⊂ P , entonces ν(A) = ν(B);

(iv) si existe una función suprayectiva f : A→ B tal que d(f(x), f(y)) ≤
d(x, y) para x, y ∈ A y, además A 6⊂ P , B ⊂ P y A /∈ F1(X), entonces
ν(B) < ν(A).

Demostración. Es claro que la función ν es una función continua porque
es una composición de funciones continuas.

(i) La Proposición 2.1.1 (i) nos dice que ω({x}) = 0. Aplicando la función
ν a {x}, obtenemos lo siguiente:

ν({x}) = ω({x})(1 + ρ({x})) = 0(1 + ρ({x})) = 0.
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Aśı queda probado este inciso.

(ii) Por las Proposiciones 2.1.1 (ii) y 2.1.4 (i) tenemos, respectivamente,
que ω(A) < ω(B) y ρ(A) ≤ ρ(B). De manera que

ν(A) = ω(A)(1 + ρ(A)) < ω(B)(1 + ρ(B)) = ν(B),

lo queŕıamos probar.

(iii) Por la Proposición 2.1.3, ω(A) = ω(B). Por otro lado, como A,B ⊂
P , la Proposición 2.1.4 (iii) nos dice que ρ(A) = ρ(B) = 0. Aplicando la
definición de la función ν tenemos que

ν(A) = ω(A)(1 + ρ(A)) = ω(A) = ω(B) = ω(B)(1 + ρ(B)) = ν(B).

Aśı concluimos la prueba de esta parte.

(iv) Como f : A→ B es suprayectiva y d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) para x, y ∈
A, aplicamos la Proposición 2.1.2 para obtener que ω(B) ≤ ω(A). Notemos
que ω(A) > 0 ya que A /∈ F1(X). Por otro lado, tenemos A 6⊂ P y B ⊂ P .
Entonces la Proposición 2.1.4, partes (ii) y (iii), nos dice, respectivamente,
que ρ(A) > 0 y ρ(B) = 0. De aqúı que

ν(B) = ω(B)(1 + ρ(B)) = ω(B) ≤ ω(A) < ω(A)(1 + ρ(A)) = ν(A).

Con esto queda probado este inciso y, aśı, finalizamos la prueba de nuestra
proposición. �

Corolario 2.1.6. Sea P ⊂ X no vaćıo. Definimos la función µ : C(X) →
[0, 1] como:

µ(A) = ν(A)
ν(X)

,

en donde ν : C(X) → [0,∞) está definida como en la Proposición 2.1.5.
Entonces µ tiene las siguientes propiedades:

Propiedad 1. µ es una función de Whitney, es decir, µ es continua y
cumple (a) µ({x}) = 0 para cada x ∈ X, (b) µ(A) < µ(B), si A,B ∈ C(X)
son tales que A  B y (c) µ(X) = 1.
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Propiedad 2. Si A,B ∈ C(X) son isométricos y A,B ⊂ P , entonces
µ(A) = µ(B).

Propiedad 3. Si existe una función suprayectiva f : A → B tal que
d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) para x, y ∈ A y, además, A 6⊂ P , B ⊂ P y A /∈
F1(X), entonces µ(B) < µ(A).

Demostración. (1.a) De la Proposición 2.1.5 (i) tenemos que ν({x}) = 0.

De aqúı que µ({x}) = ν({x})
ν(X)

= 0
ν(X)

= 0.

(1.b) De la Proposición 2.1.5 (ii), sabemos que ν(A) < ν(B) si A  B.

Por lo tanto, µ(A) = ν(A)
ν(X)

< ν(B)
ν(X)

= µ(B).

(1.c) Observemos que µ(X) = ν(X)
ν(X)

= 1.

(2) Por la Proposićıon 2.1.5 (iii), sabemos que ν(A) = ν(B), si A,B ∈
C(X) son isométricos y A,B ⊂ P . De manera que µ(A) = ν(A)

ν(X)
= ν(B)

ν(X)
=

µ(B).

(3) La Proposición 2.1.5 (iv) nos dice que ν(B) < ν(A). De aqúı que

µ(B) = ν(B)
ν(X)

< ν(A)
ν(X)

= µ(A). Con esto concluimos la prueba de este coro-
lario. �

2.2. Más propiedades

En esta sección presentamos más propiedades que tienen las funciones
de Whitney. Veremos qué necesitamos pedirle a sus medidas para que dos
continuos estén cerca. Mostraremos qué necesitamos pedir a la medida de un
continuo si queremos que su diámetro sea pequeño. En esta sección veremos
la definición de arco ordenado y algunas de sus propiedades relacionadas con
las funciones de Whitney. Además probaremos que, dados varios elementos
que están alineados respecto a una función de Whitney, existe otra función
de Whitney que los desalinea.

Proposición 2.2.1. Sea µ una función de Whitney para C(X). Entonces,
para cada número ε > 0, existe un número δ > 0 tal que para cada par de
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elementos A,B ∈ C(X) que satisfacen µ(A) = µ(B) y B ⊂ N(δ, A), se tiene
que H(A,B) < ε.

Demostración. Supongamos que nuestra afirmación no es válida. En-
tonces existe un número ε > 0 tal que, para toda n ∈ N, existen dos elementos
An, Bn ∈ C(X) que satisfacen lo siguiente:

(a) µ(An) = µ(Bn);

(b) Bn ⊂ N( 1
n
, An);

(c) H(An, Bn) ≥ ε.

Como C(X) es un conjunto compacto (por el Corolario 4.3 de [12]), pode-
mos suponer que {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1 son sucesiones convergentes. Suponga-
mos que ĺımAn = A y ĺımBn = B, para algunos elementos A y B ∈ C(X).

Por la continuidad de la función µ, se tiene que ĺımµ(An) = µ(ĺımAn) =
µ(A) y ĺımµ(Bn) = µ(ĺımBn)) = µ(B). Por (a) sabemos que µ(An) = µ(Bn)
para cada n ∈ N, entonces µ(A) = µ(B).

Ahora veremos que la sucesión {clX(N( 1
n
, An))}∞n=1 converge al elemento

A en 2X . Consideremos η > 0. Por la convergencia de la sucesiones {An}∞n=1

y { 1
n
}∞n=1, existe un número N ∈ N tal que H(A,An) < η

2
y 1

n
< η

4
para toda

n ≥ N . Sea n ≥ N . Como

An ⊂ clX(N( 1
n
, An)) ⊂ N(η

2
, clX(N( 1

n
, An))) y

clX(N( 1
n
, An)) ⊂ N( 2

n
, An) ⊂ N(η

2
, An),

por la Proposición 1.0.10, concluimos que H(An, clX(N( 1
n
, An))) < η

2
. Uti-

lizando la desigualdad triangular, obtenemos que

H(A, clX(N( 1
n
, An))) ≤ H(A,An) +H(An, clX(N( 1

n
, An))) < η

2
+ η

2
= η.

Lo cual nos dice que ĺım clX(N( 1
n
, An)) = A.

Por la Proposición 1.1.3 (a), aplicada a las sucesiones {clX(N( 1
n
, An))}∞n=1

y {Bn}∞n=1, que satisfacen Bn ⊂ clX(N( 1
n
, An)), para cada n ∈ N concluimos
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que B ⊂ A.

Como H es una función continua y (c) nos dice que H(An, Bn) ≥ ε para
toda n ∈ N, H(A,B) ≥ ε. De manera que A 6= B. Utilizando lo probado en
el párrafo anterior, obtenemos que B ( A. Como µ es función de Whitney
sucede que µ(A) < µ(B), lo cual es una contradicción. De este modo con-
cluimos que nuestra proposición es verdadera. �

Proposición 2.2.2. Sea µ : 2X → [0, 1] una función de Whitney. Entonces
se cumple que, para toda ε > 0, existe η > 0 tal que, si A,B ∈ 2X , A ⊂ B y
µ(B) − µ(A) < η, entonces H(A,B) < ε.

Demostración. Supongamos, por el contrario, que existe un número
ε > 0 tal que, para toda n ∈ N, existen An, Bn ∈ 2X que satisfacen lo si-
guiente:

(a) An ⊂ Bn;

(b) µ(Bn) − µ(An) < 1
n
;

(c) H(An, Bn) ≥ ε.

Como 2X es compacto (por el Teorema 4.2 de [12]), podemos suponer que
las sucesiones {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1 son convergentes. De modo que ĺımAn = A
y ĺımBn = B para algunos elementos A y B ∈ 2X . Utilizando (a) y la
Proposición 1.1.3 (a), obtenemos que A ⊂ B. Por la continuidad de la fun-
ción µ y por (b), µ(B)−µ(A) ≤ 0. Como A ⊂ B y µ es función de Whitney,
µ(B) − µ(A) ≥ 0. De modo que µ(A) = µ(B). Si suponemos que A  B,
obtenemos que µ(A) < µ(B), lo cual no puede ser. De manera que A = B.
Por otro lado, utilizando (c) y la continuidad de la función H , H(A,B) ≥ ε,
lo cual es una contradicción ya que hab́ıamos obtenido que A = B. De esta
manera concluimos que nuestra proposición es verdadera. �

Lema 2.2.3. Sea µ : 2X → [0, 1] una función de Whitney. Si ε > 0, entonces
existe un número η > 0 tal que si µ(A) < η se satisface que diám(A) < ε.

Demostración. Por la Proposición 2.2.2, existe un número η > 0 tal que
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si A,B ∈ 2X son tales que A ⊂ B y µ(B)−µ(A) < η, entonces H(A,B) < ε
4
.

Sean A ∈ µ−1([0, η)) y a ∈ A. Como µ(A) − µ({a}) = µ(A) < η,
H(A, {a}) < ε

4
. La Proposición 1.0.10 nos dice que A ⊂ N( ε

4
, {a}) = Bd(

ε
4
, a).

Luego diám(A) ≤ diám(Bd(
ε
4
, a)) < ε. �

El siguiente resultado es el Lema 6.8 de [12]. Haremos referencia a él para
la prueba de varios resultados.

Lema 2.2.4. Si A y B son subcontinuos de X tales que A  B, µ : C(X) →
[0, 1] es una función de Whitney y t ∈ [µ(A), µ(B)], existe C ∈ C(X) tal que
A ⊂ C ⊂ B y µ(C) = t.

Definición 2.2.5. Dados A,B ∈ C(X) con A  B, diremos que una fun-
ción continua α : [0, 1] → C(X) es un arco ordenado de A a B en C(X), si
α(0) = A, α(1) = B y α(s)  α(t), cuando 0 ≤ s < t ≤ 1.

Lema 2.2.6. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Si α : [0, 1] →
C(X) es un arco ordenado de A a B, entonces µ(Imα) = [µ(A), µ(B)].

Demostración. Por las propiedades que tiene un arco ordenado, se tiene
que A = α(0) ⊂ α(r) ⊂ α(1) = B para cada r ∈ [0, 1]. Como µ es una función
de Whitney, se satisface que µ(A) ≤ µ(α(r)) ≤ µ(B) para cada r ∈ [0, 1]. De
manera que µ(Imα) ⊂ [µ(A), µ(B)]. Como Imα es un continuo y µ es una
función continua, µ(Imα) = [µ(A), µ(B)]. Con esto terminamos la prueba de
nuestro lema. �

El siguiente resultado es el Teorema 6.10 de [12] y haremos referencia a
él en la prueba de algunos resultados.

Teorema 2.2.7. Dados A,B ∈ C(X) con A  B, existe un arco ordenado
de A a B en C(X).

Utilizando el Teorema 2.2.7 y el Lema 2.2.6 obtenemos el siguiente resul-
tado.
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Corolario 2.2.8. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Dados
A,B ∈ C(X) con A  B, existe un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) de A a
B tal que µ(Imα) = [µ(A), µ(B)].

Lema 2.2.9. Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney, α : [0, 1] →
C(X) un arco ordenado y t ∈ (µ(α(0)), µ(α(1))). Entonces existe s ∈ (0, 1)
tal que α(r) ∈ µ−1(t).

Demostración. Utilizando la continuidad de la función µ ◦ α : [0, 1] →
[0, 1] y el Teorema del Valor Intermedio, existe r ∈ [0, 1] tal que µ ◦ α(r) =
µ(α(r)) = t. Por lo tanto α(r) ∈ µ−1(t). Si tuviéramos r = 0, obtendŕıamos
que µ(α(r)) = µ(α(0)) < t, lo cual no puede ser. Luego, r > 0. De manera
similar obtenemos que r < 1. Resulta que r ∈ (0, 1). Aśı finalizamos la prueba
de este lema. �

Lema 2.2.10. Sean µ, ν : C(X) → [0, 1] dos funciones de Whitney y t ∈
[0, 1] tales que µ−1(t) ⊂ ν−1(t). Entonces µ−1(t) = ν−1(t). Más aún, dado un
elemento A ∈ C(X), si µ(A) ≤ t, se satisface que ν(A) ≤ t y si t ≤ µ(A)
entonces t ≤ ν(A).

Demostración. Verifiquemos que ν−1(t) ⊂ µ−1(t). Sea C ∈ ν−1(t). Su-
pongamos por el contrario que µ(C) < t o t < µ(C). Por el Lema 2.2.4, existe
un elemento D ∈ µ−1(t) tal que C  D o D  C. Utilizando que ν es una
función de Whitney, obtenemos que t = ν(C) < ν(D) o ν(D) < ν(C) = t.
Por otra parte, por hipótesis, µ−1(t) ⊂ ν−1(t), aśı que D ∈ ν−1(t). De este
modo, tenemos un absurdo en los dos casos. Por lo tanto, µ−1(t) = ν−1(t).

Supongamos que µ(A) ≤ t. En el caso en que t = 1 el lema es claro.
Supongamos que t < 1. Veamos que ν(A) ≤ t. Supongamos, por el contrario,
que t < ν(A). Por el Lema 2.2.4, existe un elemento B ∈ ν−1(t) tal que
B  A. Utilizando los hechos de que µ−1(t) = ν−1(t) y que µ es una función
de Whitney, obtenemos que t = µ(B) < µ(A). Lo cual es un absurdo, ya que
µ(A) ≤ t. Esto demuestra que ν(A) ≤ t. De manera similar se obtiene el otro
caso. �

Utilizaremos el siguiente teorema que nos dice cuándo podemos extender
una función de Whitney. Una prueba puede verse en el Teorema 16.10 de [13].
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Teorema 2.2.11. Sea H un subconjunto cerrado y no vaćıo de 2X . Entonces
cada función de Whitney para H se puede extender a una función de Whitney
para 2X .

El siguiente lema nos dice que si tenemos m subcontinuos de X , no compa-
rables dos a dos, en un bloque abierto µ−1((t0, t1)), que pueden estar alineados
horizontalmente con respecto a la función de Whitney µ, entonces existe una
nueva función de Whitney ω en C(X), que respeta los bloques µ−1([0, t0]),
µ−1([t0, t1]) y µ−1([t1, 1]) y desalinea a los m continuos originalmente consi-
derados. Ver Figura 1.

X

ω−1(t1) µ−1(t1)

A1
µ−1(t)

A2
ω−1(s2)

ω−1(s1)

ω−1(t0) µ−1(t0)

F1(X)

Figura 1: ω y µ

Teorema 2.2.12. Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney, t0, t1 ∈
[0, 1] tales que t0 < t1 y m ∈ N\{1}. Fijemos A1, . . . , Am ∈ µ−1((t0, t1)) tales
que, si i 6= j, entonces Ai 6⊂ Aj. Entonces existe una función de Whitney
ν : C(X) → [0, 1] tal que
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ν−1([t1, 1]) = µ−1([t1, 1]),

ν−1([t0, t1]) = µ−1([t0, t1]),

ν−1([0, t0]) = µ−1([0, t0]) y

t0 < ν(A1) < · · · < ν(Am) < t1.

Demostración. Sea

K = F1(X) ∪ µ−1(t0) ∪ µ−1(t1) ∪ {A1, . . . , Am, X}.

Fijemos s1, . . . , sm ∈ (t0, t1) tales que s1 < · · · < sm. Definimos ω : K → [0, 1]
como:

ω(P ) =























1, si P = X ;
t1, si P ∈ µ−1(t1);
si, si P = Ai, i ∈ {1, . . . , m};
t0, si P ∈ µ−1(t0);
0, si P ∈ F1(X).

Ver Figura 1.

Verifiquemos que ω es una función de Whitney en K. Como ω es constante
en cada uno de los cerrados ajenos {X}, µ−1(t1), {A1}, . . . , {Am}, µ−1(t0) y
F1(X), ésta es una función continua. De la definición de ω, ω({x}) = 0 para
cada x ∈ X y ω(X) = 1. Consideremos E, F ∈ K, tales que E  F . Esto
nos dice que µ(E) < µ(F ), ya que µ es una función de Whitney. Analicemos
varios casos.

Caso (a). E ∈ F1(X).

Como 0 = µ(E) < µ(F ), es claro que F /∈ F1(X). Notemos que ω(P ) =
t1 > 0 para todo P ∈ µ−1(t1), mientras que ω(X), ω(A1), . . . , ω(Am) > 0. En
el caso en que t0 = 0, µ−1(t0) = F1(X). Aśı que, en este caso, se satisface que
ω(E) = 0 < ω(F ) para todo F ∈ µ−1(t1) ∪ {A1, . . . , Am, X}. En el caso en
que t0 > 0, observamos que ω(P ) = t0 > 0 para todo P ∈ µ−1(t0), de modo
que ω(E) = 0 < ω(F ) para todo F ∈ µ−1(t0) ∪ µ−1(t1) ∪ {A1, . . . , Am, X}.

Caso (b). E ∈ µ−1(t0) y t0 > 0.
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Utilizando que 0 < t0 = µ(E) < µ(F ), observamos que F /∈ F1(X) ∪
µ−1(t0). Aśı que, F ∈ µ−1(t1) ∪ {A1, . . . , Am, X} y, por lo tanto, ω(F ) ≥ s1.
De modo que ω(E) = t0 < s1 ≤ ω(F ).

Caso (c). E ∈ {A1, . . . , Am}.

Como 0 ≤ t0 < µ(E) < µ(F ), tenemos F /∈ F1(X) ∪ µ−1(t0). Por otra
parte, los elementos de {A1, . . . , Am} no son comparables dos a dos y E y F
son comparables. Luego F /∈ {A1, . . . , Am}. De modo que F ∈ µ−1(t1)∪{X},
lo cual nos lleva a que ω(F ) ≥ t1. Observamos que ω(E) ≤ sm < t1. Por tan-
to, ω(E) < ω(F ).

Caso (d). E ∈ µ−1(t1) y t1 < 1.

Utilizando que µ(Ai) < t1 para cada i ∈ {1, . . . , m} y 0 ≤ t0 < t1 =
µ(E) < µ(F ), observamos que F /∈ F1(X)∪{A1, . . . , Am}∪µ−1(t0)∪µ−1(t1).
Aśı que F = X . Por lo tanto ω(E) = t1 < 1 = ω(X).

Caso (e). E = X .

Como E  F ⊂ X obtenemos una contradicción, por lo que este caso no
es posible.

De este modo, hemos verificado que ω es una función de Whitney para
K. Por el Teorema 2.2.11, existe una función de Whitney ν : C(X) → [0, 1]
tal que ν|K = ω. Notemos, por la definición de ω, que µ−1(t0) ⊂ ω−1(t0) =
(ν|K)−1(t0) ⊂ ν−1(t0) y µ−1(t1) ⊂ ω−1(t1) = (ν|K)−1(t1) ⊂ ν−1(t1). Aśı que,
aplicando el Lema 2.2.10 las veces necesarias, obtenemos que ν−1([0, t0]) =
µ−1([0, t0]), ν

−1([t1, 1]) = µ−1([t1, 1]) y ν−1([t0, t1]) = µ−1([t0, t1]). De la
definición de ω y por la forma en que se eligieron los números s1, . . . , sm,
tenemos que se satisface que t0 < s1 = ν(A1) < · · · < sm = ν(Am) < t1. �

2.3. Niveles y Propiedades de Whitney

En esta sección mostraremos que los niveles de Whitney, restringidos a un
subcontinuo también son niveles de Whitney. Veremos algunas propiedades
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de Whitney, que nos serán útiles en el estudio de los bloques de Whitney.
Entre estas propiedades se encuentran ser arco, ser arcoconexo y ser local-
mente conexo. También probaremos algunos resultados acerca de los niveles
de Whitney que utilizaremos más adelante.

Recordemos que X es un continuo no degenerado.

Definición 2.3.1. Un nivel de Whitney es un conjunto de la forma µ−1(t),
donde µ : C(X) → [0, 1] es una función de Whitney y t ∈ [0, 1).

Cuando supongamos que A es un nivel de Whitney, entenderemos que
existen de antemano una función de Whitney µ : C(X) → [0, 1] y t ∈ [0, 1)
tales que A = µ−1(t).

El siguiente resultado es el Lema 8.4 de [12] y haremos referencia a él
para la prueba de varios resultados.

Lema 2.3.2. Los niveles de Whitney son continuos no degenerados.

Un resultado importante acerca de los niveles de Whitney es que éstos
son continuos, lo cual no siempre pasa en el caso en que µ : 2X → [0, 1]. Hay
un estudio amplio acerca de éstos que trata de las propiedades que X hereda
a los niveles de Whitney y viceversa. Una recopilación de éste se encuentra
en el Caṕıtulo VIII de [13]. Aqúı mencionamos los resultados acerca de los
niveles de Whitney que utilizamos en la demostración de algunos teoremas
de esta tesis.

Lema 2.3.3. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Si K /∈ F1(X)
y t < µ(K), entonces (µ|C(K))

−1(t) es un continuo no degenerado. Además
se da la siguiente igualdad de conjuntos:

(µ|C(K)

µ(K)

)−1
( t
µ(K)

) = (µ|C(K))
−1(t).

Demostración. Como K /∈ F1(X), por el Lema 2.0.10, la función
µ|C(K)

µ(K)
:

C(K) → [0, 1] es una función de Whitney. Teniendo en cuenta que t
µ(K)

< 1,
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por el Lema 2.3.2,
(µ|C(K)

µ(K)

)−1
( t
µ(K)

) es un continuo no degenerado. Notemos
que

(µ|C(K)

µ(K)

)−1
( t
µ(K)

) = {A ∈ C(K) : µ(A)
µ(K)

= t
µ(K)

}

= {A ∈ C(K) : µ(A) = t} = (µ|C(K))
−1(t).

Con esto finalizamos nuestra prueba. �

Lema 2.3.4. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Si A y B son
dos elementos diferentes tales que µ(A) = µ(B), entonces A 6⊂ B y B 6⊂ A.
Es decir, los elementos de un nivel no son comparables.

Demostración. Veamos que A 6⊂ B. Supongamos, por el contrario,
que A ⊂ B. Si tuviéramos que la contención es propia, llegaŕıamos a que
µ(A) < µ(B), lo cual no puede ser ya que µ(A) = µ(B). Lo que nos lleva a
que A = B, lo cual tampoco puede ser ya que A 6= B. De manera similar,
obtenemos que B 6⊂ A. �

Lema 2.3.5. Sean X y Y dos continuos homeomorfos entre śı. Consideremos
una función de Whitney µ : C(X) → [0, 1] y t ∈ [0, 1). Entonces existe una
función de Whitney ν : C(Y ) → [0, 1] tal que µ−1(t) es homeomorfo a ν−1(t)
y µ−1([0, t]) es homeomorfo a ν−1([0, t]).

Demostración. Fijemos un homeomorfismo f : X → Y . Por la Proposi-
ción 1.2.1, la función C(f) : C(X) → C(Y ) también es un homeomorfismo
y C(f)−1 = C(f−1) : C(Y ) → C(X). Definimos la función ν : C(Y ) → [0, 1]
como:

ν(P ) = µ(C(f)−1(P )).

Verifiquemos que ν es una función de Whitney para C(Y ). Consideremos
y ∈ Y . Entonces C(f)−1({y}) = f−1({y}) = {f−1(y)} ∈ F1(X), ya que f
es homeomorfismo, de modo que ν({y}) = µ(C(f)−1({y})) = 0. Tomemos
A,B ∈ C(Y ) tales que A  B. Como f es homeomorfismo,

C(f)−1(A) = f−1(A)  f−1(B) = C(f)−1(B).

Aplicando la función µ obtenemos
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ν(A) = µ(C(f)−1(A)) < µ(C(f)−1(B)) = ν(B).

Observemos que C(f)−1(Y ) = f−1(Y ) = X , de manera que

ν(Y ) = µ(C(f)−1(Y )) = µ(X) = 1.

Aśı, concluimos que ν es una función de Whitney.

Verifiquemos que µ−1(t) y µ−1([0, t]) son homeomorfos a ν−1(t) y ν−1([0, t]),
respectivamente. Definimos las funciones ϕ : µ−1(t) → ν−1(t) y ψ : µ−1([0, t])
→ ν−1([0, t]) como:

ϕ(D) = C(f)(D) y

ψ(E) = C(f)(E).

Notemos que ν(C(f)(P )) = µ(C(f)−1(C(f)(P ))) = µ(P ) para cada
P ∈ C(X). De modo que, si D ∈ µ−1(t) y E ∈ µ−1([0, t]), entonces ϕ(D) =
C(f)(D) ∈ ν−1(t) y ψ(E) = C(f)(E) ∈ ν−1([0, t]). De manera que ϕ y ψ
están bien definidas. Como ϕ = C(f)|µ−1(t) y ψ = C(f)|µ−1([0,t]), éstas son
funciones continuas e inyectivas.

Veamos que ϕ y ψ son funciones suprayectivas. Dados dos elementos M ∈
ν−1(t) y N ∈ ν−1([0, t]), como ν(Q) = µ(C(f)−1(Q)) para cada Q ∈ C(Y ),
se tiene que C(f)−1(M) ∈ µ−1(t) y C(f)−1(N) ∈ µ−1([0, t]). Observemos que

ϕ(C(f)−1(M)) = C(f)(C(f)−1(M)) = M y

ψ(C(f)−1(N)) = C(f)(C(f)−1(N)) = N .

Con esto hemos visto que ϕ y ψ son suprayectivas.

Por el Lema 2.3.2 y el Corolario 3.0.22, los conjuntos µ−1(t), ν−1(t),
µ−1([0, t]) y ν−1([0, t]) son continuos. Aśı que ϕ y ψ son funciones conti-
nuas, inyectivas y suprayectivas entre continuos, lo que nos lleva a que éstas
son homeomorfismos. Con esto concluimos la prueba de este lema. �

Por el Corolario 6.13 de [12], C(X) es un continuo. De manera que,
C(C(X)) es el hiperespacio de continuos de 2X .
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Lema 2.3.6. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Entonces la
función f : [0, 1] → C(C(X)) dada por f(t) = µ−1(t) es continua para cada
t ∈ [0, 1].

Demostración. Sea H la métrica de Hausdorff en C(C(X)) inducida por
H . Consideremos t ∈ [0, 1] y ε > 0. Por la Proposición 2.2.2, existe un número
η > 0 tal que si A,B ∈ C(X) satisfacen que A ⊂ B y µ(B) − µ(A) < η,
entonces H(A,B) < ε.

Tomemos s ∈ [0, 1] tal que |s− t| < η. Probemos que f(t) ⊂ N(ε, f(s)).

Caso (i). t ≤ s.

Sea A ∈ f(t). En el subcaso en que t = 1, observamos que A = X y
definimos B = X . De manera que H(A,B) = 0. En el subcaso en que t < 1,
notamos que A  X . Como t ≤ s ≤ 1, por el Lema 2.2.4, existe un elemento
B ∈ µ−1(s) tal que A ⊂ B. Como µ(B) − µ(A) = s− t < η, H(A,B) < ε.

Caso (ii). s < t.

Sea A ∈ f(t). Consideremos a ∈ A. En este caso, µ({a}) = 0 ≤ s < t =
µ(A). Entonces {a} ( A. Aplicamos el Lema 2.2.4 para obtener un elemento
B ∈ µ−1(s) tal que B ⊂ A. Como µ(A) − µ(B) = t− s < η, se satisface que
H(A,B) < ε.

Por tanto, f(t) ⊂ N(ε, f(s)). Por simetŕıa se tiene que f(s) ⊂ N(ε, f(t)).
Utilizando la Proposición 1.0.10, concluimos que H(f(t), f(s)) < ε. De ma-
nera que f es una función continua. �

Definición 2.3.7. A un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1], le
llamaremos arco.

Definición 2.3.8. Sea P una propiedad topológica. Entonces decimos que
P es una propiedad de Whitney si para cada continuo X con la propiedad P ,
para toda función de Whitney µ : C(X) → [0, 1] y para cada t ∈ (0, 1), se
tiene que µ−1(t) tiene la propiedad P .
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Lema 2.3.9. Sean µ : C([0, 1]) → [0, 1] una función de Whitney y t ∈ (0, 1).
Entonces si [a, b] y [x, y] son dos elementos diferentes de µ−1(t), se satisface
que a < x y b < y o bien x < a y y < b.

Demostración. (a) Si b = y y x 6= a, entonces [a, b]  [x, y] o bien
[x, y]  [a, b]. Aplicando µ, obtenemos que µ([a, b]) < µ([x, y]) o µ([x, y]) <
µ([a, b]), lo cual no puede ser, ya que [x, y], [a, b] ∈ µ−1(t). De modo que
x = a, aśı que [a, b] = [x, y], lo cual es absurdo. Por lo tanto, este caso no se
puede dar.

(b) Si b < y y x ≤ a, entonces [a, b]  [x, y]. Aplicando µ, obtenemos
la desigualdad µ([a, b]) < µ([x, y]), lo cual es una contradicción, ya que
[x, y], [a, b] ∈ µ−1(t). De manera que a < x. Por tanto a < x y b < y,
como queŕıamos.

(c) Si y < b y a ≤ x, entonces [x, y]  [a, b]. Por las propiedades de la
función µ, µ([x, y]) < µ([a, b]), lo cual es absurdo. Por tanto, y < b y x < a.
Con esto, terminamos la prueba de nuestro lema. �

Lema 2.3.10. Los niveles de Whitney para el intervalo [0, 1] son arcos.

Demostración. Sean µ : C([0, 1]) → [0, 1] una función de Whitney y
t ∈ (0, 1). Consideremos la función ϕ : µ−1(t) → [0, 1] dada por:

ϕ(A) = mı́n(A).

En donde mı́n : C([0, 1]) → [0, 1] es la función definida en la Proposi-
ción 1.2.7, en donde se probó que es continua. Por tanto ϕ = mı́n |µ−1(t) es
continua. Veamos que ϕ es inyectiva. Consideremos dos elementos diferentes
[a, b] y [x, y] de µ−1(t). Por el Lema 2.3.9, se cumple a < x o bien x < a. Lo
cual nos dice que ϕ([a, b]) < ϕ([x, y]) o ϕ([x, y]) < ϕ([a, b]). Aśı que ϕ es in-
yectiva. Como µ−1(t) es compacto, ϕ es un homeomorfismo sobre su imagen.
Por el Lema 8.4 de [12] sabemos que µ−1(t) es un continuo no degenerado. Lo
que implica que ϕ(µ−1(t)) es un subcontinuo no degenerado de [0, 1], aśı que
ϕ(µ−1(t)) es un arco. Por lo tanto µ−1(t) también es un arco. �

Corolario 2.3.11. Ser arco es una propiedad de Whitney.
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Demostración. Consideremos un arco X . De modo que X es homeo-
morfo al intervalo [0, 1]. Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney y
t ∈ (0, 1). Por el Lema 2.3.5, existe un nivel de Whitney B de C([0, 1]) que
es homeomorfo a µ−1(t). Por el Lema 2.3.10, B es un arco. Aśı, concluimos
que µ−1(t) también es un arco. �

Definición 2.3.12. Un continuo X es arcoconexo si para cualquier par de
puntos diferentes a, b ∈ X , existe un arco J con extremos a y b.

El siguiente lema nos será útil en la prueba de algunos resultados de esta
tesis. Éste es el Lema 8.2 de [12].

Lema 2.3.13. Sea A = µ−1(t) un nivel de Whitney. Supongamos que existen
A,B ∈ A tales que A∩B 6= ∅. Entonces existe una trayectoria γ : [0, 1] → A
que une a A con B y tal que γ(r) ⊂ A ∪ B, para cada r ∈ [0, 1]. Además, si
se elige un punto p ∈ A∩B, entonces se puede pedir que todos los elementos
de la trayectoria contengan al punto p.

Lema 2.3.14. Sea A un nivel de Whitney. Si A,B ∈ A son tales que A∩B =
∅ y existe un arco J en X tal que A∩ J 6= ∅ y B ∩ J 6= ∅, entonces existe un
arco L contenido en A con extremos A y B tal que ∪L ⊂ A ∪ J ∪B.

Demostración. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. µ(J) ≤ t.

Como J ∩ A 6= ∅, A ∪ J es un continuo. Veamos que J  A ∪ J . Supon-
gamos que J = J ∪ A. Como A  A ∪ J (ya que ∅ 6= B ∩ J ⊂ B ⊂ X \ A),
t = µ(A) < µ(A ∪ J) = µ(J), lo cual no puede ser ya que µ(J) ≤ t. Aśı que,
se satisface J  A∪ J . Como µ(J) ≤ t < µ(A∪ J), por el Lema 2.2.4, existe
un elemento M ∈ µ−1(t) tal que J ⊂ M ⊂ A∪ J . Como A∩ J ⊂ A ⊂ X \B
y B ∩ J ⊂ B ⊂ X \ A, J 6⊂ A y J 6⊂ B, aśı que M 6= A y M 6= B.
Entonces podemos aplicar dos veces el Lema 2.3.13 para obtener dos arcos
C y D contenidos en µ−1(t), uno con extremos A y M y otro con extremos
B y M , respectivamente, tales que ∪C ⊂ A ∪ M y ∪D ⊂ M ∪ B. Como
M ∈ C ∩ D, C ∪ D es un conjunto arcoconexo contenido en µ−1(t). Además,
se satisface que
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∪(C ∪ D) ⊂ A ∪M ∪B ⊂ A ∪ J ∪ B.

Por tanto, existe un arco L contenido en µ−1(t) con extremos A y B tal que
∪L ⊂ A ∪ J ∪B.

Caso 2. t < µ(J).

Sean a ∈ A ∩ J y b ∈ B ∩ J . Como {a}, {b}  J , aplicamos dos veces el
Lema 2.2.4 para obtener elementos M,N ∈ µ−1(t) tales que a ∈ M ⊂ J y

b ∈ N ⊂ J . Notemos, por el Lema 2.0.10, que
µ|C(J)

µ(J)
: C(J) → [0, 1] es una

función de Whitney y que t
µ(J)

< 1. Entonces, por el Corolario 2.3.11,

L =
(µ|C(J)

µ(J)

)−1( t
µ(J)

)

es un arco. Por el Lema 2.3.3, L = (µ|C(J))
−1(t). De modo que L ⊂ µ−1(t) y

M y N son elementos de L. Como M ∩ A 6= ∅ y N ∩ B 6= ∅, aplicamos dos
veces el Lema 2.3.13 para obtener dos arcos C y D contenidos en µ−1(t), uno
con extremos A y M y otro con extremos B y N , respectivamente, tales que
∪C ⊂ A ∪M y ∪D ⊂ N ∪ B. Como M ∈ C ∩ L y N ∈ D ∩ L, C ∪ L ∪ D es
un conjunto arcoconexo contenido en µ−1(t) que tiene a A y B. Además, se
satisface que

∪(C ∪ L ∪ D) ⊂ A ∪M ∪ J ∪N ∪B ⊂ A ∪ J ∪B.

Aśı que, existe un arco L contenido en µ−1(t) con extremos A y B tal que
∪L ⊂ A ∪ J ∪B. Con esto queda probado nuestro teorema. �

Teorema 2.3.15. Ser arcoconexo es una propiedad de Whitney.

Demostración. Sean X un continuo arcoconexo, µ una función de Whit-
ney para C(X) y t ∈ (0, 1). Tomemos dos elementos, A y B, de µ−1(t).

Caso 1. A ∩ B 6= ∅.

Por el Lema 2.3.13, existe un arco en µ−1(t) que une a A con B.

Caso 2. A ∩ B = ∅.
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Sean a ∈ A y b ∈ B. Como X es arcoconexo, existe un arco J con ex-
tremos a y b. De modo que podemos aplicar el Lema 2.3.14, para obtener un
arco contenido en µ−1(t) con extremos A y B. �

Los siguientes teoremas son los resultados 8.23 y 8.26 de [24].

Teorema 2.3.16. Un continuo localmente conexo y no degenerado es arco-
conexo.

Teorema 2.3.17. Cualquier abierto conexo de un continuo localmente conexo
es arcoconexo.

Proposición 2.3.18. Si X es un continuo localmente conexo, U es un abier-
to conexo de X y A es un nivel de Whitney para C(X), entonces

U = {C ∈ A : C ⊂ U}

es un abierto arcoconexo de A.

Demostración. Por la Proposición 1.1.1, U es un abierto de A. Supon-
gamos que U 6= ∅ y tomemos dos elementos distintos A y B ∈ U . Analicemos
dos casos para ver que U es arcoconexo.

Caso 1. A ∩ B 6= ∅.

Por el Lema 2.3.13, existe un arco L contenido en µ−1(t) con extremos
A y B y tal que ∪L ⊂ A∪B. Como A∪B ⊂ U , ∪L ⊂ U . Por lo tanto, L ⊂ U .

Caso 2. A ∩ B = ∅.

Tomemos a ∈ A y b ∈ B. La contención A∪B ⊂ U implica que a, b ∈ U .
Como X es localmente conexo y U es un abierto conexo de X , por el Teore-
ma 2.3.17, U es arcoconexo. Aśı que, existe un arco J con extremos a y b tal
que J ⊂ U . De manera que podemos aplicar el Lema 2.3.14 para obtener un
arco L contenido en µ−1(t) con extremos A y B y tal que ∪L ⊂ A ∪ J ∪ B.
Aśı que, ∪L ⊂ U , de modo que L ⊂ U . Aśı concluimos nuestra proposición. �
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Teorema 2.3.19. Ser localmente conexo es una propiedad de Whitney.

Demostración. Sean A un nivel de Whitney de un continuo X , A ∈ A
y ε > 0. Veremos que existe un abierto conexo V de A tal que A ∈ V ⊂
BH(ε, A). Por la Proposición 2.2.1, existe un número δ > 0 tal que, para
cada par de elementos B,C ∈ A que satisfacen que B ⊂ N(δ, C), se cumple
que H(B,C) < ε.

Tomemos a ∈ A. Como X es localmente conexo, existe un abierto conexo
Va de X tal que a ∈ Va ⊂ Bd(δ, a). Definimos el abierto

V =
⋃

a∈A Va.

Entonces

A ⊂ V ⊂ ⋃

a∈ABd(δ, a) = N(δ, A).

Observamos que el abierto V es conexo, ya que A∩Va 6= ∅ y A y Va, para cada
a ∈ A, son conexos. Como X es localmente conexo, por el Teorema 2.3.17,
V es arcoconexo. Definimos el conjunto:

V = {B ∈ A : B ⊂ V }.

Por la Proposición 2.3.18, V es un abierto arcoconexo de A. Por lo tanto,
es un conexo. Notemos que A ∈ V. Verifiquemos que V ⊂ BH(ε, A). Sea
B ∈ V. Entonces, por definición de V, B ⊂ V y, como, V ⊂ N(δ, A), tene-
mos que B ⊂ N(δ, A). Esto nos conduce a que B ∈ BH(ε, A) (por la manera
en que tomamos δ). Aśı que, V ⊂ BH(ε, A). Aśı, hemos visto que existe un
abierto conexo V tal que

A ∈ V ⊂ BH(ε, A).

Con esto terminamos la prueba de que A es localmente conexo. �



Caṕıtulo 3

Bloques de Whitney

En este caṕıtulo daremos la definición de bloques de Whitney, lo que
será nuestro objeto de estudio. Veremos que los bloques de Whitney, restringi-
dos a un subcontinuo del continuo original, también resultan ser bloques de
Whitney. Probaremos algunos resultados básicos utilizando este concepto, los
cuales nos servirán más adelante. En la Sección 3.1 daremos un par de mode-
los para los bloques de Whitney en los casos en que X = [0, 1] y X = S. En la
Sección 3.2 introducimos las de propiedades topológicas inducidas para dar
respuesta de manera parcial, a los Problemas 0.0.1 y 0.0.2 que planteamos
en la Introducción. Terminamos el caṕıtulo con un resumen.

Definición 3.0.20. Un bloque de Whitney de C(X) es un conjunto de la
forma µ−1([0, t]), donde µ es una función de Whitney para C(X) y t ∈ (0, 1).

Observación 3.0.21. Si A ⊂ µ−1([0, t]), entonces clC(X)(A) = clµ−1([0,t])(A).

Demostración. Como clµ−1([0,t])(A) es un cerrado de µ−1([0, t]), existe
un cerrado F de C(X) tal que clµ−1([0,t])(A) = F ∩ µ−1([0, t]). Debido a que
µ−1([0, t]) es un cerrado de C(X), F∩µ−1([0, t]) = clµ−1([0,t])(A) es un cerrado
de C(X). Por lo tanto clC(X)(A) = clµ−1([0,t])(A). �

Lema 3.0.22. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Si r, s son
tales que 0 ≤ r < s ≤ 1, entonces µ−1([r, s]) es un continuo no degenerado.

Demostración. Notemos que 0, 1 ∈ Im µ y como C(X) es un continuo
(por el Corolario 6.13 de [12]), µ(C(X)) = [0, 1]. Lo cual nos dice que µ es

51
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un función suprayectiva. Por lo tanto existen M ∈ µ−1(r) y N ∈ µ−1(s). De
modo que µ−1([r, s]) es no degenerado.

Por otra parte, como el intervalo [r, s] es cerrado y µ es una función con-
tinua, µ−1([r, s]) es un conjunto cerrado.

Veamos que µ−1([r, s]) es conexo. Tomemos A ∈ µ−1([r, s)). Como A ( X
(ya que µ(A) < s ≤ 1), por el Lema 2.2.4, existe un elemento B ∈
µ−1(s) tal que A  B. Por el Corolario 2.2.8, existe un arco ordenado
αA : [0, 1] → µ−1([µ(A), s]) de A a B. Como µ(A) ∈ [r, s], se satisface que
ImαA ⊂ µ−1([r, s]). Como αA(1) = B ∈ µ−1(s) se tiene ImαA ∩ µ−1(s) 6= ∅.
Utilizando el Teorema 8.3 de [12], para el caso en que s < 1, tenemos que
µ−1(s) es conexo. Para el caso en que s = 1, tenemos que µ−1(s) = {X}. De
modo que ImαA ∪ µ−1(s) también es un conexo.

Por lo probado en el párrafo anterior, tenemos la siguiente igualdad:

µ−1([r, s]) =
⋃

A∈µ−1([r,s))

(

ImαA ∪ µ−1(s)
)

.

Con esto concluimos que µ−1([r, s]) es un conexo y, por tanto, un conti-
nuo. �

Corolario 3.0.23. Cada bloque de Whitney es un continuo no degenerado.

Demostración. Tomando r = 0 en el Lema 3.0.22, µ−1([0, s]) es un con-
tinuo no degenerado para cada s ∈ (0, 1). �

Lema 3.0.24. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Si K /∈
F1(X) y 0 ≤ r < s ≤ µ(K), entonces (µ|C(K))

−1([r, s]) es un continuo no
degenerado. Además, se da la siguiente igualdad de conjuntos:

(µ|C(K))
−1([r, s]) =

(µ|C(K)

µ(K)

)−1([ r
µ(K)

, s
µ(K)

])

.

Demostración. Como K /∈ F1(X), por el Lema 2.0.10, la función
µ|C(K)

µ(K)
:

C(K) → [0, 1] es una función de Whitney. Debido a que 0 ≤ r < s ≤ µ(K),

0 ≤ r
µ(K)

< s
µ(K)

≤ 1. Aśı que, por el Lema 3.0.22,
(µ|C(K)

µ(K)

)−1([ r
µ(K)

, s
µ(K)

])

es un continuo no degenerado. Observemos que
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(µ|C(K)

µ(K)

)−1([ r
µ(K)

, s
µ(K)

])

=
{

A ∈ C(K) : r
µ(K)

≤ µ(A)
µ(K)

≤ s
µ(K)

}

= {A ∈ C(K) : r ≤ µ(A) ≤ s} = (µ|C(K))
−1([r, s]).

Con esto finalizamos nuestra demostración. �

Lema 3.0.25. Sean A un subconjunto de µ−1([0, t]) y F un cerrado de X.
(a) Si A ∩ F 6= ∅, para cada A ∈ A, entonces

clC(X)(A) ⊂ {B ∈ µ−1([0, t]) : B ∩ F 6= ∅} = D(F ) ∩ µ−1([0, t]).

(b) Si F ⊂ A, para cada A ∈ A, entonces

clC(X)(A) ⊂ {B ∈ µ−1([0, t]) : F ⊂ B} = E(F ) ∩ µ−1([0, t]).

(c) Si A ⊂ F , para cada A ∈ A, entonces

clC(X)(A) ⊂ {B ∈ µ−1([0, t]) : B ⊂ F} = C(F ) ∩ µ−1([0, t]).

Demostración. (a) Aplicando el Lema 1.1.8, obtenemos cl2X (A) ⊂ D(F ).
Por otra parte, como A ⊂ µ−1([0, t]) y µ−1([0, t]) es un cerrado de C(X),
clC(X)(A) ⊂ µ−1([0, t]). Como A ⊂ µ−1([0, t]) y µ−1([0, t]) es un cerra-
do de C(X), tenemos que cl2X (A) = clC(X)(A). Por lo tanto clC(X)(A) ⊂
D(F ) ∩ µ−1([0, t]). Aśı concluimos con la prueba de (a). De manera similar
se prueban (b) y (c). �

Proposición 3.0.26. Sean A = µ−1([0, t]) un bloque de Whitney de C(X)
y P ∈ C(X). Entonces el conjunto

M = {M ∈ A : M ∩ P 6= ∅}
es un subcontinuo de A.

Demostración. Sea M ∈ M. Entonces M ∩ P 6= ∅. Consideremos un
elemento p ∈ M ∩ P . En el caso en que M = {p}, definimos αM : [0, 1] →
µ−1([0, t]) como la función constante αM(r) = M para cada r ∈ [0, 1]. Ob-
servemos que ImαM ⊂ M. En el caso en que {p}  M , por el Corolario 2.2.8,
existe un arco ordenado αM : [0, 1] → µ−1([0, µ(M)]) de {p} a M . Como
µ(M) ≤ t, obtenemos ImαM ⊂ µ−1([0, t]). Como αM es arco ordenado, se
satisface que {p} = αM(0) ⊂ αM(r) para todo número r ∈ [0, 1]. De modo
que αM(r) ∩ P 6= ∅ para todo número r ∈ [0, 1]. Por lo tanto, ImαM ⊂ M.
Observemos que F1(P ) ⊂ M ya que µ({p}) = 0 y {z} ∩ P 6= ∅ para cada
z ∈ P . Por lo tanto, tenemos la siguiente igualdad



54 CAPÍTULO 3. BLOQUES DE WHITNEY

M =
⋃

M∈M(ImαM ∪ F1(P )).

Como ImαM y F1(P ) son dos conexos que se intersectan, ImαM ∪F1(P )
también es un conexo. Es decir, M es un conexo. Aśı que

⋃

M∈M(ImαM ∪
F1(P )) también es un conexo. Utilizando la Proposición 1.1.2, obtenemos que
M es un cerrado. Por lo tanto, M es un subcontinuo de A. �

Lema 3.0.27. Sea µ una función de Whitney para C(X). Si {tn}∞n=1 es una
sucesión de números de (0, 1] tal que ĺım tn = 0, entonces ĺımµ−1([0, tn]) =
F1(X).

Demostración. Como C(X) es un continuo (por el Corolario 6.13 de
[12]), tenemos (por el Corolario 4.3 de [12]) que C(C(X)) es compacto. De
modo que podemos suponer que la sucesión {µ−1([0, tn])}∞n=1 converge a un
elemento A ∈ C(C(X)). Verifiquemos que A = F1(X). Tomemos ε > 0. Ve-
remos que existe un natural N tal que H(F1(X), µ−1([0, tn])) < ε para cada
n ≥ N , en donde H es la métrica en C(C(X)). Por la Proposición 2.2.2, existe
un número η > 0 tal que si A,B ∈ C(X), A ⊂ B y µ(B)−µ(A) < η, entonces
H(A,B) < ε. Como ĺım tn = 0, existe un natural N tal que tn < η para cada
n ≥ N . Sea n ≥ N . Consideremos un elemento A ∈ µ−1([0, tn]). Fijemos
a ∈ A. Como µ(A) − µ({a}) = µ(A) − 0 = µ(A) ≤ tn < η, H(A, {a}) < ε.
Con lo cual obtenemos que A ∈ N(ε, F1(X)). De manera que µ−1([0, tn]) ⊂
N(ε, F1(X)). Por otro lado, F1(X) ⊂ µ−1([0, tn]) ⊂ N(ε, µ−1([0, tn])). Luego,
la Proposición 1.0.10, nos dice que H(µ−1([0, tn]), F1(X)) < ε. Con esto
hemos visto que ĺımµ−1([0, tn]) = F1(X), con lo cual finalizamos la prue-
ba de nuestro lema. �

3.1. Modelos de bloques de Whitney

Los modelos de hiperespacios son una vertiente atractiva del estudio de los
hiperespacios. Veamos un par de ejemplos de modelos de bloques de Whitney.

Ejemplo 3.1.1. Bloques de Whitney para X = [0, 1].

Sabemos que los subcontinuos de un intervalo cerrado son conjuntos de
un solo punto o intervalos cerrados. De modo que:
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C([0, 1]) = {A ⊂ [0, 1] : A es un punto o un intervalo cerrado}

= {[a, b] ⊂ [0, 1] : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}.

Definimos la función µ : C([0, 1]) → [0, 1] como:

µ([a, b]) = b− a.

Es sencillo verificar que ésta es una función de Whitney para C([0, 1]).
Tomemos t ∈ (0, 1). Veamos cómo es µ−1([0, t]). Notemos que:

µ−1([0, t]) = {[a, b] ⊂ [0, 1] : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 y 0 ≤ µ([a, b]) ≤ t}

= {[a, b] ⊂ [0, 1] : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 y 0 ≤ b− a ≤ t}.

Consideremos el conjunto:

T = {(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] : 0 ≤ x ≤ y ≤ 1 y 0 ≤ y − x ≤ t}.

Definimos la función φ : µ−1([0, t]) → T como:

φ([a, b]) = (a, b).

[0, 1]

t

Figura 2: µ−1([0, t])



56 CAPÍTULO 3. BLOQUES DE WHITNEY

Observemos que φ está bien definida. Utilizando la Proposición 1.2.7, ob-
tenemos que φ es una función continua. Es sencillo ver que φ es una biyección
y, como se define entre continuos, φ es un homeomorfismo. Aśı que, µ−1([0, t])
es una 2-celda. Ver Figura 2. �

Ejemplo 3.1.2. Bloques de Whitney para X = S.

Sea S la circunferencia unitaria en el plano. En este caso, sabemos que
los subcontinuos de S son conjuntos de un solo punto, arcos o el mismo S.
Denotamos por m(A) al punto medio de un subarco A de S o m({a}) = a
para el caso de un singular. Además, denotamos por l(A) a la longitud de
arco de un subarco A de S y l({a}) = 0 para el caso de un singular. Notemos
que cada subarco A de S está perfectamente determinado por m(A) y l(A).

Definimos µ : C(S) → [0, 1] como:

µ(A) = l(A)
2π

.

Es sencillo verificar que ésta es una función de Whitney para C(S). Veamos
cómo son los bloques de Whitney para C(S). Sea t ∈ (0, 1). Notemos que:

µ−1([0, t]) = {A ∈ C(S) : µ(A) ≤ t}
= {A ∈ C(S) : l(A)

2π
≤ t}.

Definimos φ : µ−1([0, t]) → S × [0, t] como:

φ(A) = (m(A), µ(A)).

S

t

Figura 3: µ−1([0, t])
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Como t < 1, l(A) < 2π. Aśı que φ está bien definida. Además, φ es una
función continua. Veamos que φ es inyectiva. Consideremos dos elementos,
A y B, tales que (m(A), µ(A)) = φ(A) = φ(B) = (m(B), µ(B)). Por la
definición de la función m, A ⊂ B o B ⊂ A. Como µ es una función de
Whitney, A = B. Verifiquemos que φ es suprayectiva. Tomemos (x, y) ∈
S × [0, t]. Notemos que 2πy < 2π ya que y ≤ t < 1. Sea A el arco que
tiene como punto medio a x y cuya longitud de arco es 2πy. De modo que
φ(A) = (m(A), µ(A)) = (x, 2πy

2π
) = (x, y). Por lo tanto, φ es una función

continua y biyectiva entre continuos, aśı que ésta es un homeomorfismo. Ver
Figura 3. �

3.2. Propiedades topológicas inducidas

Para dar respuesta a las Preguntas 0.0.1 y 0.0.2 (que indicamos en la in-
troducción) de una manera precisa introducimos las siguientes definiciones.
Después de esto empezamos el análisis de algunas propiedades topológicas.
Al final de este caṕıtulo hacemos un resumen de los resultados obtenidos en
una tabla.

Definición 3.2.1. Sea P una propiedad topológica, diremos que:

1. P es inducida a todos los bloques de Whitney si para cada continuo X
con la propiedad P , para cada función de Whitney µ : C(X) → [0, 1] y
para todo t ∈ (0, 1), se tiene que µ−1([0, t]) tiene la propiedad P .

2. P es inducida a los bloques pequeños de Whitney si para cada continuo
X con la propiedad P y para cada función de Whitney µ : C(X) →
[0, 1], existe s ∈ (0, 1) tal que, para todo t ≤ s, se tiene que µ−1([0, t])
tiene la propiedad P .

3. P es inducida débilmente a los bloques de Whitney si para cada continuo
X con la propiedad P , existe una función de Whitney µ : C(X) → [0, 1]
tal que para todo s ∈ (0, 1), existe t ∈ (0, s) tal que µ−1([0, t]) tiene la
propiedad P .
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4. P es inducida por los bloques de Whitney si para cada continuo X tal
que µ−1([0, t]) tiene la propiedad P , para alguna función de Whitney
µ : C(X) → [0, 1] y para algún t ∈ (0, 1), se tiene que X tiene la
propiedad P .

5. P es inducida fuertemente por los bloques de Whitney siempre que se
cumple la siguiente implicación: si existe una sucesión de bloques de
Whitney en C(X) que tienen la propiedad P y que convergen a F1(X),
entonces X tiene la propiedad P .

Observación 3.2.2. Destaquemos que:

(a) Una propiedad inducida a todos los bloques de Whitney es inducida
a los bloques pequeños de Whitney.

(b) Una propiedad inducida a todos los bloques de Whitney es inducida
débilmente a los bloques de Whitney.

(c) Una propiedad inducida a los bloques pequeños de Whitney es induci-
da débilmente a los bloques de Whitney.

(d) Una propiedad inducida por los bloques de Whitney es inducida
fuertemente por los bloques de Whitney.

Observación 3.2.3. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Supon-
gamos que {µ−1([0, tn])}∞n=1 es una sucesión de bloques de Whitney en C(X)
que converge a F1(X), entonces ĺım tn = 0.

Demostración. Tomemos ε > 0. Por la continuidad uniforme de µ,
existe δ > 0 tal que si A,B ∈ C(X) satisfacen que H(A,B) < δ, entonces
|µ(A) − µ(B)| < ε. Sea H la métrica de Hausdorff para C(C(X)). Como
ĺımµ−1([0, tn]) = F1(X), existe N ∈ N tal que H(F1(X), µ−1([0, tn])) < δ,
para cada n ≥ N . Por la Proposición 1.0.10, µ−1([0, tn]) ⊂ N(δ, F1(X)),
para cada n ≥ N . Sea m ≥ N . Consideremos un elemento Am ∈ µ−1(tm).
Debido a que µ−1(tm) ⊂ µ−1([0, tm]) ⊂ N(δ, F1(X)), existe xm ∈ X tal que
H(Am, {xm}) < δ. Por lo tanto tm = µ(Am) < ε. Con lo cual concluimos que
ĺım tn = 0. �
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3.2.1. Arcoconexidad

En esta subsección probaremos que ser arcoconexo (Definición 2.3.12)
es una propiedad inducida a todos los bloques de Whitney, aunque no es
inducida fuertemente por los bloques de Whitney. Para ver esto, utilizare-
mos el siguiente resultado. Conviene comparar su demostración con la del
Lema 2.3.14 para aśı apreciar la ventaja de trabajar con bloques de Whitney.

Lema 3.2.4. (M. E. Aguilera) Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de Whit-
ney, t ∈ (0, 1) y A y B dos elementos diferentes de µ−1([0, t]). Si A ∩B 6= ∅
o si existe un arco J ⊂ X tal que A∩ J 6= ∅ y B ∩ J 6= ∅, entonces existe un
arco contenido en µ−1([0, t]) que une a A y B.

Demostración. Sea a ∈ A. En el caso en que A 6= {a}, por el Coro-
lario 2.2.8, existe un arco ordenado αa : [0, 1] → µ−1([0, µ(A)]) de {a} a
A. Como A ∈ µ−1([0, t]), se satisface que Imαa ⊂ µ−1([0, t]). Para el caso
en que A = {a}, definimos αa : [0, 1] → µ−1([0, t]) como αa(r) = {a} para
todo r ∈ [0, 1]. Tomemos b ∈ B. De manera similar, tenemos una función
continua βb : [0, 1] → µ−1([0, t]) tal que, si {b} 6= B entonces βb es un ar-
co ordenado de {b} a B y, si {b} = B, entonces βb es la función constante {b}.

Notemos que, para cada (a, b) ∈ A × B, hemos construido las funciones
αa y βb como indicamos en el párrafo anterior.

Supongamos que A∩B 6= ∅. Fijemos x ∈ A∩B. Consideremos a αx y βx.
De manera que {x} ∈ Imαx ∩ Im βx, aśı que Imαx ∪ Im βx es un conjunto
arcoconexo contenido en µ−1([0, t]) y contiene a A y B. Por lo tanto, existe
un arco en µ−1([0, t]) que tiene por extremos a A y B.

Supongamos que A∩B = ∅ y que existe un arco J ⊂ X tal que A∩J 6= ∅
y B ∩ J 6= ∅. En este caso, fijemos x ∈ A ∩ J y y ∈ B ∩ J . Sean αx y
βy como se definieron en el primer párrafo de esta demostración. Observe-
mos que J es homeomorfo a J = F1(J). Notemos que {x}, {y} ∈ J . Como
{x} ∈ J ∩ Imαx y {y} ∈ J ∩ Im βy, Imαx ∪J ∪ Im βy es un conjunto arco-
conexo contenido en µ−1([0, t]) que contiene a A y B. De manera que, existe
un arco en µ−1([0, t]) que une a A con B. �
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Teorema 3.2.5. (M. E. Aguilera) La propiedad de ser arcoconexo es induci-
da a todos los bloques de Whitney.

Demostración. Sean X un continuo arcoconexo, µ : C(X) → [0, 1] una
función de Whitney y t ∈ (0, 1). Tomemos dos elementos diferentes A y B de
µ−1([0, t]). Si A ∩B 6= ∅, por el Lema 3.2.4 obtenemos un arco en µ−1([0, t])
que une a A con B. Supongamos que A ∩ B = ∅. Tomemos a ∈ A y b ∈ B.
Como X es arcoconexo, existe un arco J ⊂ X con extremos a y b. De manera
que J ∩ A 6= ∅ y J ∩ B 6= ∅. Por lo tanto podemos aplicar el Lema 3.2.4 de
nuevo, para obtener un arco contenido en µ−1([0, t]) que une a A y B. �

Definición 3.2.6. Dados un espacio topológico Y y un punto p ∈ Y , se
define la arco componente C(p) de p en Y como el conjunto:

C(p) =
⋃{D ⊂ Y : D es arcoconexo y p ∈ D}.

Observación 3.2.7. Para probar el Teorema 3.2.8 necesitamos un continuo
X que no sea arcoconexo y tal que sus bloques de Whitney śı sean arcoco-
nexos. Si X fuera localmente conexo, por el Teorema 2.3.16, tendŕıamos que
X es arcoconexo, lo cual no puede ser. Por lo tanto X no puede ser local-
mente conexo.

Teorema 3.2.8. (M. E. Aguilera) La propiedad de ser arcoconexo no es
inducida fuertemente por los bloques de Whitney.

Demostración. Describiremos al continuo dado en el Ejemplo 1 de [9].
Para cada n ∈ N ∪ {0}, definimos los siguientes subconjuntos de R2:

Ln = {( 2
(4n+1)π

, y) : 1 ≤ y ≤ 1 + 1
2n
},

Mn = {(x, 1 +
3+sen 1

x

2n+2 ) : 0 < x ≤ 2
(4n+1)π

} ∪ {(0, y) : 1 + 1
2n+1 ≤ y ≤ 1 + 1

2n
},

J = {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1},

M = J ∪ {(x, sen 1
x
) : 0 < x ≤ 2

π
},

K = {(0, y) : 1 ≤ y ≤ 2} y
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X = M ∪⋃∞
n=0(Ln ∪Mn).

−1

0

1

2

J

K

2
9π

2
5π

2
π

L0

L1
L2

M

M0

M1
M2

Figura 4: X

Notemos que M y Mn, para cada n ∈ N ∪ {0}, son homeomorfos al con-
tinuo sen 1

x
, y los subconjuntos K y Ln, para cada n ∈ N ∪ {0}, son arcos.

Es fácil ver que Ln ∩Mn = {( 2
(4n+1)π

, 1 + 1
2n

)}, Ln ∩M = {( 2
(4n+1)π

, 1)}, para

cada n ∈ N ∪ {0}, y K ∩ M = {(0, 1)}, de modo que X es un continuo.
Observemos que X no es arcoconexo, pues tiene dos arco componentes, a
saber, J ∪K y X \ (J ∪K). Ver Figura 4.

Consideremos una función de Whitney µ : C(X) → [0, 1]. Para cada
n ∈ N ∪ {0}, definimos los números tn = µ(Mn). Observemos que ĺımMn =
{(0, 1)}, aśı que ĺım tn = 0. Por el Lema 3.0.27, ĺımµ−1([0, tn]) = F1(X).

Afirmación. Para cada n ∈ N ∪ {0}, µ−1([0, tn]) es arcoconexo.

Sean n ∈ N∪{0} y A ∈ µ−1([0, tn]) tales que A 6= Mn. Veremos que existe
un arco en µ−1([0, tn]) que contiene a A y Mn. En el caso en que A∩Mn 6= ∅,
la existencia del arco se obtiene del Lema 3.2.4. Supongamos que A∩Mn = ∅.
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Analicemos los siguientes casos.

Caso (i). A ∩ (J ∪K) 6= ∅.

Como J ∪K es un arco, Mn ∩ (J ∪K) 6= ∅ y A ∩ (J ∪K) 6= ∅, podemos
aplicar el Lema 3.2.4 para obtener un arco contenido en µ−1([0, tn]) que une
a A y Mn.

Caso (ii). A ∩ (J ∪K) = ∅.

En este caso fijemos elementos v ∈Mn\(J∪K) y z ∈ A. Como X\(J∪K)
es arcoconexo, existe un arco J ⊂ X \ (J ∪K) que une a v y z. De mane-
ra que J ∩Mn 6= ∅ y J ∩ A 6= ∅. Aśı que, nuevamente podemos aplicar el
Lema 3.2.4 para obtener un arco en µ−1([0, tn]) que une a A y Mn. De esta
manera terminamos nuestra afirmación.

Por lo tanto, tenemos la sucesión {µ−1([0, tn])}∞n=1, donde cada elemento
es arcoconexo y ĺımµ−1([0, tn]) = F1(X). Como X no es arcoconexo, con-
cluimos que la propiedad de ser arcoconexo no es inducida fuertemente por
los bloques de Whitney. �

3.2.2. Conexidad local

En esta subsección trabajaremos con la propiedad de ser localmente co-
nexo. Probaremos, principalmente, que ésta es inducida a todos los bloques
de Whitney e inducida por los bloques de Whitney. Para demostrar el primer
resultado nos auxiliaremos del siguiente lema.

Lema 3.2.9. (M. E. Aguilera) Sean X localmente conexo y µ una función de
Whitney para C(X). Si A y B son dos elementos distintos de C(X) y U es
un abierto conexo de X que satisfacen A ∪ B ⊂ U y µ(B) ≤ µ(A), entonces
existe un elemento C ∈ µ−1(µ(A)) tal que B ⊂ C ⊂ U .

Demostración. Veamos que existe un elemento a ∈ A\B. Si suponemos
lo contrario, tendŕıamos que A ⊂ B. Como µ es una función de Whitney, se
tiene que µ(A) ≤ µ(B). Por hipótesis, sabemos que µ(B) ≤ µ(A), lo cual
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nos conduce a que µ(A) = µ(B). Como A ⊂ B y µ es una función de Whit-
ney, A = B. Lo cual es una contradicción ya que éstos son elementos distintos.

Sea a como en el párrafo anterior. Consideremos b ∈ B. Por el Teore-
ma 2.3.17, U es arcoconexo. Como a, b ∈ U , existe un arco J con extremos
a y b tal que J ⊂ U . Observemos que A ∪ B ∪ J es conexo. Como existe
a ∈ A \ B, B ( A ∪ B ∪ J . Como A ⊂ A ∪ J ∪ B y µ es una función
de Whitney, se satisface µ(A) ≤ µ(A ∪ J ∪ B). Por hipótesis tenemos que
µ(B) ≤ µ(A), luego µ(A) ∈ [µ(B), µ(A ∪B ∪ J)].

Por el Lema 2.2.4, existe C ∈ µ−1(µ(A)) tal que B ⊂ C ⊂ A ∪ B ∪ J .
Como A∪B∪J ⊂ U , C ⊂ U . Con esto queda probada nuestra proposición. �

Teorema 3.2.10. (M. E. Aguilera) La propiedad de ser localmente conexo
es inducida a todos los bloques de Whitney.

Demostración. Sean X un continuo localmente conexo, µ una función
de Whitney para C(X) y t ∈ (0, 1). Tomemos A ∈ µ−1([0, t]) y ε > 0. Veri-
fiquemos que existe un conexo que tiene en su interior, respecto a µ−1([0, t]),
a A y está contenido en BH(ε, A) ∩ µ−1([0, t]).

Por las Proposiciones 2.2.1 y 2.2.2, existe un número ρ > 0 tal que:

(1) para C y D ∈ C(X) tales que µ(C) = µ(D), si C ⊂ N(ρ,D), entonces
H(D,C) < ε

2
y

(2) para C y D ∈ C(X) tales que C ⊂ D y µ(D) − µ(C) < ρ, se tiene
que H(C,D) < ε

2
.

A continuación vamos a definir un abierto en µ−1([0, t]) que contiene a A.
Tomemos a ∈ A. Como X es localmente conexo, existe un abierto conexo Va
de X tal que a ∈ Va ⊂ Bd(ρ, a). Definimos el conjunto

V =
⋃

a∈A Va,

que es un abierto de X . Como A y Va se intersectan y éstos son conexos,
para cada a ∈ A, V también lo es. Notemos las siguientes contenciones:
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A ⊂ V ⊂ ⋃

a∈ABd(ρ, a) = N(ρ, A).

Definimos:

U = {B ∈ µ−1([0, t]) : B ⊂ V } ∩ µ−1((µ(A) − ρ, µ(A) + ρ)).

Por la Proposición 1.1.1 y por la continuidad de la función µ, U es un abierto
en µ−1([0, t]). Observemos que A ∈ U .

Probaremos ahora la siguiente afirmación: para cada elemento B ∈ U \
{A} existe un arco JB ⊂ µ−1([0, t]) ∩ BH(ε, A) que une a A y B. Tomemos
un elemento B ∈ U \ {A}. Por la definición de U , sabemos que µ(B) ≤ t,
B ⊂ V y |µ(A) − µ(B)| < ρ.

Caso (i). µ(B) ≤ µ(A).

Como X es localmente conexo, V es un abierto conexo de X y A∪B ⊂ V .
Por el Lema 3.2.9, existe un elemento C ∈ µ−1(µ(A)) tal que B ⊂ C ⊂ V .
Notemos que A,C ∈ {K ∈ µ−1(µ(A)) : K ⊂ V }. Teniendo en cuenta que
X es localmente conexo y que V es un abierto conexo, podemos aplicar el
Lema 2.3.18 para obtener que {K ∈ µ−1(µ(A)) : K ⊂ V } es arcoconexo. De
modo que, existe un arco

L ⊂ {K ∈ µ−1(µ(A)) : K ⊂ V }
que une a A y C. Por construcción, V ⊂ N(ρ, A). Por lo tanto, L ⊂ N(ρ, A)
para cada L ∈ L. Como µ(L) = µ(A), por (1), H(A,L) < ε

2
para todo L ∈ L.

Es decir

L ⊂ BH( ε
2
, A) ∩ µ−1(µ(A)) ⊂ BH( ε

2
, A) ∩ µ−1([0, t]).

En el caso en que B ( C, por el Corolario 2.2.8, existe un arco ordenado
β : [0, 1] → µ−1([0, µ(C)]) de B a C. Como µ(C) = µ(A) ≤ t, Im β ⊂
µ−1([0, t]). Consideremos r ∈ [0, 1]. Por las propiedades que tiene un arco
ordenado se satisface que B = β(0) ⊂ β(r) ⊂ β(1) = C. Como µ es una
función de Whitney, sabemos que µ(B) ≤ µ(β(r)) ≤ µ(C). Por lo tanto,

µ(C) − µ(β(r)) ≤ µ(C) − µ(B) = µ(A) − µ(B).

Como A,B ∈ U , µ(A)−µ(B) < ρ, lo cual nos lleva a que µ(C)−µ(β(r)) < ρ.
Por (2), concluimos que H(C, β(r)) < ε

2
. Utilizando la desigualdad triangular,

tenemos
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H(A, β(r)) ≤ H(A,C) +H(C, β(r)) < ε
2

+ ε
2

= ε.

Para el caso en que B = C, definimos β : [0, 1] → µ−1([0, t]) como β(r) = B
para todo r ∈ [0, 1]. Notemos que H(A, β(r)) = H(A,B) = H(A,C) < ε

2
. En

resumen, hemos obtenido una función continua β : [0, 1] → µ−1([0, µ(C)]) tal
que B,C ∈ Im β e Im β ⊂ BH(ε, A) ∩ µ−1([0, t]).

Como C ∈ L ∩ Im β, L ∪ Im β es un espacio arcoconexo contenido en
BH(ε, A) ∩ µ−1([0, t]). Observemos que A,B ∈ L ∪ Im β. Aśı que, existe un
arco JB contenido en L ∪ Im β que une a A y B. Por la construcción de
L ∪ Im β, JB ⊂ BH(ε, A) ∩ µ−1([0, t]).

Caso (ii). µ(A) < µ(B).

Consideremos un elemento b ∈ B. Como {b} ( B (ya que µ(B) > 0) y
µ(A) ∈ [0, µ(B)), podemos aplicar el Lema 2.2.4 para obtener un elemento
C ∈ µ−1(µ(A)) tal que {b} ⊂ C ⊂ B. Como µ(A) < µ(B) y µ(A) = µ(C),
µ(C) < µ(B). Esto último nos dice que C ( B. Por el Corolario 2.2.8, existe
un arco ordenado β : [0, 1] → µ−1([0, µ(B)]) de C a B. Tomemos r ∈ [0, 1].
Notemos que C = β(0) ⊂ β(r) ⊂ β(1) = B. Aplicando µ, obtenemos

µ(β(r)) − µ(C) ≤ µ(B) − µ(C) = µ(B) − µ(A).

Como A,B ∈ U , µ(B)−µ(A) < ρ. Esto nos conduce a que µ(β(r))−µ(C) < ρ.
Por (2), H(β(r), C) < ε

2
.

Como C ⊂ B y B ∈ U , tenemos las siguientes contenciones: C ⊂ B ⊂
V ⊂ N(ρ, A), de manera que C ⊂ N(ρ, A). Entonces, por (1), H(A,C) < ε

2
.

Sea r ∈ [0, 1]. Utilizando la desigualdad triangular tenemos

H(A, β(r)) ≤ H(A,C) +H(C, β(r)) ≤ ε
2

+ ε
2

= ε.

Como β : [0, 1] → µ−1([0, µ(B)]) y µ(B) ≤ t, concluimos esta parte diciendo
que Im β ⊂ BH(ε, A) ∩ µ−1([0, t]).

Notemos que C ∈ U . Como µ(A) = µ(C), podemos aplicar el caso (i)
para obtener un arco L ⊂ BH(ε, A) ∩ µ−1([0, t]) que une a A y C.

Como C ∈ L ∩ Im β, L ∪ Im β es arcoconexo. Como A,B ∈ L ∪ Im β,
existe un arco JB en L ∪ Im β con extremos a A y B. Observemos que
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B ∈ JB ⊂ BH(ε, A) ∩ µ−1([0, t]).

Por lo tanto, tenemos lo siguiente:

A ∈ U ⊂ ⋃

B∈U JB ⊂ BH(ε, A) ∩ µ−1([0, t]).

Donde
⋃

B∈U JB es conexo, ya que A ∈ JB para todo elemento B ∈ U .
Con esto hemos probado que µ−1([0, t]) es conexo en pequeño en el elemen-
to A. Como A es un elemento cualquiera de µ−1([0, t]), podemos concluir
que µ−1([0, 1]) es conexo en pequeño en todos sus elementos. Aśı que, por el
Lema 1.5.4, éste es localmente conexo. �

Teorema 3.2.11. (M. E. Aguilera) La propiedad de ser localmente conexo
es inducida por los bloques de Whitney.

Demostración. Sean X un continuo localmente conexo, µ una función
de Whitney para C(X) y t ∈ (0, 1) tales que µ−1([0, t]) es localmente conexo.
Probaremos que X también lo es.

Tomemos p ∈ X y U un abierto de X tal que p ∈ U . Mostraremos que
existe un conexo V de X tal que p ∈ intX(V ) ⊂ V ⊂ U . Por la Proposi-
ción 1.1.1, el conjunto

U = {A ∈ µ−1([0, t]) : A ⊂ U}
es un abierto de µ−1([0, t]). Notemos que {p} ∈ U . Por hipótesis, µ−1([0, t])
es localmente conexo y, por tanto, µ−1([0, t]) es conexo en pequeño en {p}.
Entonces, existe un conexo V de µ−1([0, t]) tal que

{p} ∈ intµ−1([0,t])(V) ⊂ clµ−1([0,t])(V) ⊂ U .

Como {p} ∈ intµ−1([0,t])(V), por la Proposición 1.3.2, existen abiertos W1,W2,
. . . ,Wn de X tales que

{p} ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉 ∩ µ−1([0, t]) ⊂ V.

Notemos que el conjunto ∩n
i=1Wi es un abierto en X y p ∈ ∩n

i=1Wi. Verifique-
mos las siguientes afirmaciones.

Afirmación 1. ∩n
i=1Wi ⊂ ∪(clµ−1([0,t])(V)).

Consideremos x ∈ ∩n
i=1Wi. Por lo tanto {x} ⊂ ∪n

i=1Wi, {x}∩Wi 6= ∅ para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n} y µ({x}) = 0. De modo que



3.2. PROPIEDADES TOPOLÓGICAS INDUCIDAS 67

{x} ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉 ∩ µ−1([0, t]).

Aśı que {x} ∈ V, lo cual nos conduce a que x ∈ ∪(clµ−1([0,t])(V)).

Afirmación 2. ∪(clµ−1([0,t])(V)) ⊂ U .

Sea x ∈ ∪(clµ−1([0,t])(V)). Por definición, existe B ∈ clµ−1([0,t])(V) tal que
x ∈ B. De modo que B ∈ U . Por la definición de U , B ⊂ U . Por lo tanto,
x ∈ U . De esta manera, obtenemos que ∪(clµ−1([0,t])(V)) ⊂ U .

Como {p} ∈ clµ−1([0,t])(V)∩C(X) y clµ−1([0,t])(V) es un subconjunto cerra-
do de µ−1([0, t]), podemos aplicar la Proposición 1.2.5, para obtener que el
conjunto ∪(clµ−1([0,t])(V)) es un conexo de X . En resumen, hemos obtenido
que

p ∈ ∩n
i=1Wi ⊂ ∪(clµ−1([0,t])(V)) ⊂ U ,

donde ∩n
i=1Wi es un abierto de X y ∪(clµ−1([0,t])(V)) es un conexo de X . Lo

cual nos dice que X es conexo en pequeño en el elemento p. Como p es un
elemento cualquiera de X (por el Lema 1.5.4), concluimos que X es local-
mente conexo. �

Para terminar esta subsección presentamos las siguientes preguntas acerca
de conexidad en pequeño (Definición 1.5.2), de las cuales todav́ıa no tenemos
la respuesta. Éstas fueron hechas por G. Acosta.

Problema 3.2.12. ¿La propiedad de ser conexo en pequeño en un punto
será inducida a todos los bloques de Whitney?

Problema 3.2.13. ¿La propiedad de ser conexo en pequeño en un punto
será inducida a los bloques pequeños de Whitney?

Problema 3.2.14. ¿La propiedad de ser conexo en pequeño en un punto
será inducida débilmente a los bloques de Whitney?

Problema 3.2.15. ¿La propiedad de ser conexo en pequeño en un punto
será inducida por los bloques de Whitney?
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Problema 3.2.16. ¿La propiedad de ser conexo en pequeño en un punto
será inducida fuertemente por los bloques de Whitney?

3.2.3. Encadenabilidad por continuos

En esta subsección nos enfocamos en la propiedad de ser encadenable por
continuos, probando que ésta es inducida a todos los bloques de Whitney e
inducida fuertemente por los bloques de Whitney. Nos apoyaremos de un par
de lemas.

Definición 3.2.17. Un continuo X es encadenable por continuos si para ca-
da cada ε > 0 y cada par de puntos x 6= y en X , existe una sucesión finita
de subcontinuos {A1, . . . , An} de X tal que diám(Ai) < ε, x ∈ A1, y ∈ An y
Ai ∩ Ai+1 6= ∅ para cada i < n.

Lema 3.2.18. Si X es arcoconexo, entonces X es encadenable por continuos.

Demostración. Sean x y y dos elementos distintos de X y ε > 0. Por
hipótesis existe una función f : [0, 1] → X que es continua e inyectiva y
tal que f(0) = x y f(1) = y. Como [0, 1] es compacto, f es uniformemente
continua. Por tanto, existe un número δ > 0 tal que, si |a− b| < δ, entonces
d(f(a), f(b)) < ε. Tomemos n ∈ N tal que 1

n
< δ.

Notemos que {[0, 1
n
], [ 1

n
, 2
n
], . . . , [n−1

n
, 1]} es una sucesión de subcontinuos

de [0, 1] que satisface diám([ i−1
n
, i
n
]) = 1

n
< δ, 0 ∈ [0, 1

n
], 1 ∈ [n−1

n
, 1] y

[ i−1
n
, i
n
] ∩ [ i

n
, i+1

n
] 6= ∅ para cada i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Veamos que {f([0, 1
n
]), f([ 1

n
, 2
n
]), . . . , f([n−1

n
, 1])} es la sucesión deseada.

Como [ i−1
n
, i
n
] es un subcontinuo de [0, 1] y f es una función continua entre

continuos, f([ i−1
n
, i
n
]) es un subcontinuo para cada i < n. Como diám([ i−1

n
, i
n
])

< δ, diám(f([ i−1
n
, i
n
])) < ε. Notemos que x = f(0) ∈ f([0, 1

n
]), y = f(1) ∈

f([n−1
n
, 1]) y que f([ i−1

n
, i
n
]) ∩ f([ i

n
, i+1

n
]) 6= ∅ para cada i ∈ {1, . . . , n − 1}.

Aśı concluimos la prueba de que X es encadenable por continuos. �
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Lema 3.2.19. Sean X y Y encadenables por continuos, donde X y Y son
subcontinuos de un continuo Z. Si X ∩ Y 6= ∅, entonces X ∪ Y también es
encadenable por continuos.

Demostración. Sean x y y ∈ X ∪ Y y ε > 0. El caso interesante es
cuando x ∈ X \ Y y y ∈ Y \ X . Fijemos un elemento q ∈ X ∩ Y . Note-
mos que q 6= x y q 6= y. Como x, q ∈ X , existen una sucesión finita de
subcontinuos {A1, . . . , An} de X tal que diám(Ai) < ε, x ∈ A1, q ∈ An y
Ai ∩ Ai+1 6= ∅ para cada i < n. Como q, y ∈ Y , también existe una sucesión
finita de subcontinuos {B1, . . . , Bm} de Y tal que diám(Bi) < ε, q ∈ B1,
y ∈ Bm y Bi ∩Bi+1 6= ∅ para cada i < m.

La cadena que buscamos es {C1, . . . , Cn+m}, donde Ci = Ai para cada
i ∈ {1, . . . , n} y Ci = Bi−n para i ∈ {n + 1, . . . , n + m}. Veamos que ésta
satisface las propiedades deseadas. Es claro que diám(Ci) < ε para cada
i < n + m, x ∈ C1 = A1 y y ∈ Cn+m = Bm. Si i ∈ {1, . . . , n − 1}, en-
tonces Ci ∩ Ci+1 = Ai ∩ Ai+1 6= ∅. Si i ∈ {n + 1, . . . , n − 1 + m}, entonces
Ci ∩ Ci+1 = Bi−n ∩ Bi−n+1 6= ∅. Si i = n, Cn ∩ Cn+1 = An ∩ B1. Como
q ∈ An ∩B1, Cn ∩Cn+1 6= ∅. Con esto terminamos de verificar que X ∪ Y es
encadenable por continuos. �

Teorema 3.2.20. (M. E. Aguilera) La propiedad de ser encadenable por
continuos es inducida a todos los bloques de Whitney.

Demostración. Sean X un continuo encadenable por continuos, µ una
función de Whitney para C(X) y t ∈ (0, 1). Mostraremos que µ−1([0, t]) es
encadenable por continuos. Tomemos P,Q ∈ µ−1([0, t]). Analicemos los tres
casos posibles.

Caso i. P,Q ∈ F1(X).

Este caso es sencillo ya que F1(X) es isométrico a X , que es encadenable
por continuos, y F1(X) ⊂ µ−1([0, t]).

Caso ii. P ∈ F1(X) y Q /∈ F1(X).

Fijemos un elemento q ∈ Q. Por el Corolario 2.2.8, existe un arco orde-
nado γ : [0, 1] → µ−1[0, µ(Q)] de {q} a Q. Notemos que Im γ ⊂ µ−1([0, t]) ya
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que µ(Q) ∈ [0, t]. Por el Lema 3.2.18, Im γ (que es un arco) es encadenable
por continuos. Como {q} ∈ Im γ ∩ F1(X), podemos utilizar el Lema 3.2.19
para obtener que Im γ∪F1(X) es encadenable por continuos. Por tanto, exis-
te la sucesión de subcontinuos de µ−1([0, t]) para los elementos P y Q, como
en la definición de ser encadenable por continuos.

Caso iii. P,Q /∈ F1(X).

Sean p ∈ P y q ∈ Q. Este caso se prueba de manera similar al anterior
utilizando F1(X) y dos arcos ordenados, uno de {p} a P y otro de {q} a Q.
Con esto terminamos nuestro teorema. �

Teorema 3.2.21. (M. E. Aguilera) La propiedad de ser encadenable por
continuos es inducida fuertemente por los bloques de Whitney.

Demostración. Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney y
{tn}∞n=1 una sucesión de números del intervalo (0, 1] tales que ĺım tn = 0 y
µ−1([0, tn]) es encadenable por continuos, para cada n ∈ N. Por el Lema 3.0.27,
ĺımµ−1([0, tn]) = F1(X). Verifiquemos que X es encadenable por continuos.
Tomemos a y b ∈ X tales que a 6= b y ε > 0. Tomemos δ > 0 tal que
δ < { ε

4
, d(a, b)}.

Afirmación 1. Existe un número t > 0 tal que si A ∈ µ−1([0, t)) entonces
diám(A) < δ.

Esta afirmación es una consecuencia del Lema 2.2.3.

Como ĺım tn = 0, existe un número N ∈ N tal que tN < t. Como {a} ( X ,
{b} ( X y tN ∈ [0, 1], por el Lema 2.2.4, existen subcontinuos A,B ∈ µ−1(tN )
tales que a ∈ A y b ∈ B.

Afirmación 2. A 6= B.

Supongamos, por el contrario, que A = B. Como µ(A) = tN < t, por
la Afirmación 1, se cumple que diám(A) < δ. Por otro lado, se tiene que
d(a, b) ≤ diám(A). De modo que estas dos desigualdades nos llevan a que
d(a, b) < δ, lo cual es una contradicción (ya que δ < d(a, b)) que nació de
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suponer que A = B. Por lo tanto, A 6= B.

Por hipótesis, µ−1([0, tN ]) es encadenable por continuos. De manera que,
existe una sucesión de subcontinuos {A1, . . . ,Am} de µ−1([0, tN ]) tal que
A ∈ A1, B ∈ Am, diám(Ai) <

ε
4

y Ai ∩ Ai+1 6= ∅, para cada i < m. Para
cada i ∈ {1, . . . , m}, definimos Ai = ∪Ai.

Afirmación 3. Ai ∈ C(X) para cada i ∈ {1, . . . , m}.

Tomemos i ∈ {1, . . . , m}. Como Ai es un conexo y Ai ∩ C(X) 6= ∅ (ya
que Ai ⊂ µ−1([0, tN ]) ⊂ C(X)), la Proposición 1.2.5 nos dice que ∪Ai = Ai

es un continuo.

Afirmación 4. a ∈ A1 y b ∈ Am.

Los subcontinuos A y B los elegimos de manera que a ∈ A y b ∈ B. Como
A ∈ A1 y B ∈ Am, por la definición de A1 y Am, se cumple que a ∈ A1 y
b ∈ Am.

Afirmación 5. Ai ∩Ai+1 6= ∅ para cada i ∈ {1, . . . , m− 1}.

Sea i < m. Tenemos que Ai ∩ Ai+1 6= ∅. Consideremos un elemen-
to D ∈ Ai ∩ Ai+1. Utilizando la definición de Ai y Ai+1, tenemos que
D ⊂ Ai ∩ Ai+1. Por lo tanto, obtenemos Ai ∩ Ai+1 6= ∅, lo que queŕıamos
probar.

Afirmación 6. diám(Ai) < ε para cada i ∈ {1, . . . , m}.

Consideremos i ∈ {1, . . . , m} y D ∈ Ai. Como Ai ⊂ µ−1([0, tN ]), µ(D) ≤
tN . Por la elección del número N , tN < t. Aśı que, µ(D) < t. Por la Afir-
mación 1, resulta que diám(D) < δ. Como δ < ε

4
, hemos obtenido que

diám(D) < ε
4
. Verifiquemos que diám(N( ε

4
, D)) ≤ 3ε

4
. Sean x, y ∈ N( ε

4
, D).

Entonces existen elementos p, q ∈ D tales que d(x, p) < ε
4

y d(y, q) < ε
4
.

Notemos que d(p, q) ≤ diám(D) < ε
4
. Utilizando la desigualdad triangular,

obtenemos que

d(x, y) ≤ d(x, p) + d(p, q) + d(q, y) < 3( ε
4
).
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Como x y y son elementos cualesquiera deD, concluimos que diám(N( ε
4
, D)) ≤

3ε
4

. Veamos ahora que Ai ⊂ N( ε
4
, D). Tomemos a ∈ Ai. Por la definición

de Ai, existe un elemento E ∈ Ai tal que a ∈ E. Como D,E ∈ Ai y
diám(Ai) <

ε
4
, se satisface que H(E,D) < ε

4
. La Proposición 1.0.10 nos dice

que E ⊂ N( ε
4
, D), por tanto, a ∈ N( ε

4
, D). Con esto hemos probado que

Ai ⊂ N( ε
4
, D). Luego,

diám(Ai) ≤ diám(N( ε
4
, D)) ≤ 3ε

4
< ε,

lo que queŕıamos probar.

Las Afirmaciones 3, 4, 5 y 6 nos dicen que la familia {A1, . . . , Am} es la
sucesión buscada. Con esto terminamos la prueba de que X es encadenable
por continuos. �

Terminamos esta subsección con la siguiente pregunta.

Problema 3.2.22. ¿La propiedad de ser encadenable por continuos será in-
ducida por los bloques de Whitney?

3.2.4. La propiedad de Kelley

Empezaremos esta subsección con la definición de tener la propiedad de
Kelley. Después veremos una equivalencia para esta definición. Uno de los
resultados principales de esta subsección es que esta propiedad es inducida
por los bloques de Whitney. Otro de los resultados es que esta propiedad no
es inducida débilmente a los bloques de Whitney y para probarlo nos auxi-
liaremos de un lema y de una observación.

Definición 3.2.23. Un continuo X tiene la propiedad de Kelley en un punto
p ∈ X si para toda sucesión de puntos {pn}∞n=1 en X tal que ĺım pn = p y
todo subcontinuo A de X tal que p ∈ A, existe una sucesión de subcontinuos
{An}∞n=1 de X tal que ĺımAn = A y pn ∈ An para cada n ∈ N. Un continuo
X tiene la propiedad de Kelley si tiene la propiedad de Kelley en p, para
todo elemento p ∈ X .
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Proposición 3.2.24. Un continuo tiene la propiedad de Kelley si y sólo si
para toda ε > 0, existe δ > 0 tal que si d(p, q) < δ y p ∈ A ∈ C(X), entonces
existe B ∈ C(X) tal que q ∈ B y H(A,B) < ε.

Demostración. (⇒) Supongamos, por el contrario, que existe un número
ε > 0 tal que para toda n ∈ N, podemos encontrar pn, qn ∈ X tales que
d(pn, qn) < 1

n
, existe An ∈ C(X) tal que pn ∈ An y, para todo elemento

B ∈ C(X) tal que qn ∈ B, se satisface que H(An, B) ≥ ε. Como X y C(X)
son compactos (el segundo por el Corolario 4.3 de [12]), podemos suponer
que las sucesiones {pn}∞n=1, {qn}∞n=1 y {An}∞n=1 son convergentes, de manera
que existen elementos p, q ∈ X y A ∈ C(X) tales que ĺım pn = p, ĺım qn = q
y ĺımAn = A. Utilizando la continuidad de la función d y teniendo en cuenta
que ĺım pn = p, ĺım qn = q y d(pn, qn) < 1

n
, para todo n ∈ N, d(p, q) = 0.

Es decir p = q. Por otro lado, teniendo en cuenta que pn ∈ An, ĺım pn = p
y ĺımAn = A, podemos aplicar la Proposición 1.1.3 (a) para obtener que
p = ĺım pn ∈ ĺımAn = A.

Por otra parte, como X tiene la propiedad de Kelley en el punto p y
ĺım qn = q = p, tenemos (por definición) que existe una sucesión {Kn}∞n=1 de
elementos de C(X) que converge al elemento A y tal que qn ∈ Kn para todo
n ∈ N.

Por la convergencia de las sucesiones {An}∞n=1 y {Kn}∞n=1, existe N ∈ N
tal que H(A,AN) < ε

2
y H(A,KN) < ε

2
. Utilizando la desigualdad triangular,

obtenemos que

H(AN , KN) ≤ H(AN , A) +H(A,KN) < ε
2

+ ε
2

= ε.

Notemos que, en particular, para el númeroN , se satisface que d(pN , qN) <
1
N

, pN ∈ AN y qN ∈ KN . Esto implica (por la propiedad que satisface el
número ε) que H(AN , KN) ≥ ε, lo cual es una contradicción. Aśı, concluimos
que para toda ε > 0, existe δ > 0 tal que si d(p, q) < δ y p ∈ A ∈ C(X),
entonces existe B ∈ C(X) tal que q ∈ B y H(A,B) < ε.

(⇐) Tomemos p ∈ X , A ∈ C(X) tales que p ∈ A y {pn}∞n=1 una sucesión
de elementos de X que converge a p. Para cada n ∈ N, sea

Bn = {B ∈ C(X) : pn ∈ B}.
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Como {pn} ∈ Bn, Bn 6= ∅ y, por la Proposición 1.1.5, Bn es compacto. Aśı que
existe Bn ∈ Bn tal que H(A,Bn) = mı́n{H(A,B) : B ∈ Bn}. Consideremos
la sucesión {Bn}∞n=1. Es claro que pn ∈ Bn para cada n ∈ N. Veamos que
ĺımBn = A. Sea ε > 0. Por hipótesis, existe un número δ > 0 tal que si
q ∈ X cumple d(p, q) < δ, entonces existe un elemento C ∈ C(X) tal que
q ∈ C y H(A,C) < ε. Como ĺım pn = p, existe N ∈ N tal que d(p, pn) < δ
si n ≥ N . Consideremos n ≥ N . Entonces d(p, pn) < δ. Aśı que existe un
elemento Cn ∈ C(X) tal que pn ∈ Cn y H(A,Cn) < ε. Notemos que Cn ∈ Bn.
Por lo tanto,

H(A,Bn) = mı́n{H(A,B) : B ∈ Bn} ≤ H(A,Cn) < ε.

Con esto hemos probado que la sucesión {Bn}∞n=1 converge y converge al el-
emento A. �

Teorema 3.2.25. (M. E. Aguilera) La propiedad de Kelley es inducida por
los bloques de Whitney.

Demostración. Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney y
t ∈ (0, 1) tales que µ−1([0, t]) tiene la propiedad de Kelley. Probaremos que X
también tiene esta propiedad. Tomemos ε > 0. Veremos que existe un número
δ > 0 tal que si d(a, b) < δ y a ∈ A ∈ C(X), entonces existe B ∈ C(X) tal
que b ∈ B y H(A,B) < ε.

Como µ−1([0, t]) tiene la propiedad de Kelley, por la Proposición 3.2.24,
existe δ > 0 tal que si H(E, F ) < δ y E ∈ E ∈ C(µ−1([0, t])), entonces existe
F ∈ C(µ−1([0, t])) tal que F ∈ F y H(E ,F) < ε, en donde H es la métrica
de Hausdorff en C(C(X)) inducida por la métrica de Hausdorff H en C(X).

Consideremos a, b ∈ X tales que d(a, b) < δ y A ∈ C(X) tal que
a ∈ A. Definimos el subcontinuo A = F1(A). Notemos que ∪A = A y
A ∈ C(µ−1([0, t])), ya que A = F1(A) ⊂ µ−1(0) ⊂ µ−1([0, t]). Observemos
que H({a}, {b}) = d(a, b) < δ y que {a} ∈ A, de manera que existe un ele-
mento B ∈ C(µ−1([0, t])) tal que {b} ∈ B y H(A,B) < ε. Definimos B = ∪B.
Como {b} ∈ B, b ∈ B. Por la Proposición 1.2.5 (b), H(A,B) < ε implica que
H(A,B) < ε. De modo que, utilizando la Proposición 3.2.24 concluimos que
X tiene la propiedad de Kelley. �
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Lema 3.2.26. Recordemos que la letra S denota a la circunferencia unitaria
en R2. Sean µ : C(S) → [0, 1] una función de Whitney y t ∈ (0, 1). Para
q0 = (1, 0), el conjunto definido por

E0 = clC(S)({A ∈ µ−1(t) : q0 /∈ A})

es un arco.

Demostración. Por el Ejemplo 8.6 de [12], sabemos que el nivel µ−1(t)
es homeomorfo a una circunferencia. Por el Teorema 8.8 de [12], el conjunto
dado por:

A = {A ∈ µ−1(t) : q0 ∈ A}

es un subcontinuo de µ−1(t). También sabemos que los subcontinuos de una
circunferencia son puntos, arcos o la misma circunferencia.

Veamos que A no es degenerado. Consideremos los arcos ordenados α, β :
[0, 1] → C(S) de {q0} a S definidos por:

α(u) = {exp(2πiv) : v ∈ [0, u]} y

β(u) = {exp(2πiv) : v ∈ [1 − u, 1]}.

Como µ(α(0)) = µ({q0}) = 0, µ(β(0)) = µ({q0}) = 0, µ(α(1)) = µ(S) = 1,
µ(β(1)) = µ(S) = 1 y t ∈ (0, 1), podemos aplicar el Lema 2.2.9 para asegu-
rar la existencia de números u0, u1 ∈ (0, 1) tales que α(u0), β(u1) ∈ µ−1(t).
Definimos A0 = α(u0) y B0 = β(u1). Si tuviéramos que A0 = B0, entonces
{exp(2πiv) : v ∈ [0, u0]} = {exp(2πiv) : v ∈ [1−u1, 1]}. Aśı que u0 = u1 = 1,
lo cual no puede ser. Con esto obtenemos que A0 y B0 son elementos distintos
de A.

Ahora veamos que A 6= µ−1(t). Consideremos el arco ordenado γ : [0, 1] →
C(S) dado por:

γ(u) = {exp(2πiv) : v ∈ [1
2
− u

2
, 1
2

+ u
2
]}.

Como µ(γ(0)) = µ({(−1, 0)}), µ(γ(1)) = µ(S) y t ∈ (0, 1), por el Lema 2.2.9,
existe un número u2 ∈ (0, 1) tal que γ(u2) ∈ µ−1(t). Utilizando la definición
de γ y suponiendo que q0 ∈ γ(u2), tendŕıamos que µ(γ(u2)) = µ(S) > t, lo
cual no puede ser. Entonces q0 /∈ γ(u2) y, por lo tanto, γ(u2) ∈ µ−1(t) \ A,
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aśı que A 6= µ−1(t). Lo cual nos dice que A no es una circunferencia.

De esta manera concluimos que A es un arco. Como µ−1(t) es una cir-
cunferencia, el conjunto definido por:

E0 = clC(S)(µ
−1(t) \ A)

también es un arco. Con esto queda probado el lema. �

Observación 3.2.27. Sean A0 y B0 como en la prueba del Lema 3.2.26.
Entonces el arco E0 también se puede expresar en la forma:

E0 = {A ∈ µ−1(t) y q0 /∈ A} ∪ {A0, B0}.

Además, A0 y B0 son los extremos de E0.

Demostración. (⊃) Para esta contención falta ver que A0 y B0 ∈ E0.
Como A0 no es degenerado y tiene por extremos a los puntos q0 y exp(2πiu0).
Sea ε > 0 tal que Bd(ε, q0) ∩ Bd(ε, exp(2πiu0)) = ∅. Veremos que

BH(ε, A0) ∩ {A ∈ µ−1(t) : q0 /∈ A} 6= ∅.

Por la Proposicón 2.2.2, existe un número η ∈ (0, t) tal que si A ⊂ B y
µ(B) − µ(A) < η, entonces H(A,B) < ε

2
.

Definimos el arco ordenado λ : [0, 1] → C(S) dado por

λ(u) = {exp(2πiv) : (1 − u)u0 ≤ v ≤ u0]}.

Destaquemos que µ(λ(0)) = 0 y µ(λ(1)) = µ(A0) = t. Entonces, por el
Lema 2.2.9, existe un número w0 ∈ (0, 1) tal que λ(w0) ∈ µ−1(t − η

2
).

Como λ es un arco ordenado λ(w0) ⊂ λ(1) = A0. Por otra parte, como
µ(A0) − µ(λ(w0)) = η

2
, H(A0, λ(w0)) <

ε
2
. Notemos que q0 /∈ λ(w0).

Ahora consideremos al arco ordenado σ : [0, 1] → C(S) dado por

σ(u) = {exp(2πiv) : (1 − w0)u0 ≤ v ≤ u0(1 − u) + u((1 − w0)u0 + 1)}.

Observemos que µ(σ(0)) = µ(λ(w0)) = t − λ
2

y µ(σ(1)) = µ(S) = 1 > t.
Aśı que, por el Lema 2.2.9, existe w1 ∈ (0, 1) tal que σ(w1) ∈ µ−1(t). Como
σ es un arco ordenado, σ(0) ⊂ σ(w1). Cabe destacar que
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µ(σ(w1)) − µ(σ(0)) = t− (t− η
2
) = η

2
.

De modo que H(σ(w1), σ(0)) < ε
2
. Luego,

H(A0, σ(w1)) ≤ H(A0, σ(0)) +H(σ(0), σ(w1)) =

H(A0, λ(w0)) +H(σ(0), σ(w1)) <
ε
2

+ ε
2

= ε.

Como λ(w0) ⊂ σ(w1) y H(σ(w1), σ(0)) < ε
2

y uno de sus extremos coin-
ciden, la distancia entre los otros extremos es menor que ε

2
. Por la elección

de ε, concluimos que q0 /∈ σ(w1). Por tanto, hemos obtenido que

BH(ε, A0) ∩ {A ∈ µ−1(t) : q0 /∈ A} 6= ∅,

terminando aśı la primera contención deseada.

(⊂) Tomemos M ∈ E0. Por la elección del número t, sabemos que M
es un arco, supongamos que éste tiene extremos p y r. Supongamos que
q0 ∈ M y q0 /∈ {p, r}. Veremos que M = A0 o M = B0. Existe un número
ǫ > 0 tal que las bolas Bd(ǫ, p), Bd(ǫ, q0) y Bd(ǫ, r) son ajenas dos a dos.
Consideremos un elemento N ∈ Bd(ǫ,M) ∩ µ−1(t), éste también es un arco.
Por la Proposición 1.0.10, M ⊂ N(ǫ, N) y, por lo tanto, existen elementos
x, y, z ∈ N tales que d(p, x) < ǫ, d(q0, y) < ǫ y d(r, z) < ǫ. Como las bolas
Bd(ǫ, p), Bd(ǫ, q0) y Bd(ǫ, r) son ajenas dos a dos, q0 ∈ N . Esto nos dice que

BH(ǫ,M) ∩ {A ∈ µ−1(t) : q0 /∈ A} = ∅,

aśı que M /∈ E0, lo cual es una contradicción. Aśı que q0 = p o q0 = r. En
este caso tenemos que M ⊂ A0 o M ⊂ B0. Como µ(M) = µ(A0) = µ(B0),
M = A0 o M = B0. De este modo terminamos nuestra observación. �

El siguiente ejemplo es de J. J. Charatonik and W. J. Charatonik y éste
fue estudiado en el art́ıculo [5].

Teorema 3.2.28. (M. E. Aguilera) La propiedad de Kelley no es inducida
débilmente a los bloques de Whitney.

Demostración. Sean:

S = {exp(iθ) : θ ∈ [0, 2π]},
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Σ1 = {(1 + 1
θ
) exp(iθ) : θ ∈ [1,∞)} y

Σ2 = {(1 − 1
θ
) exp(iθ) : θ ∈ [1,∞)}.

Consideremos a r0 = 1, q0 = (1, 0) y, para cada n ∈ N, definimos los
números rn = 1 + 1

2πn
, los puntos qn = (rn, 0) y las circunferencias:

Sn = {rn exp(iθ) : θ ∈ [0, 2π]}.

Σ1

Σ2

q0

q2 q1

S

S2

S1

Figura 5: X

Observamos que, para cada n ∈ N, Sn ∩ Σ1 = {qn}. Entonces Σ1 ∪
(
⋃

n∈N Sn) es un conexo, lo cual nos dice que clR2(Σ1 ∪ (
⋃

n∈N Sn)) = Σ1 ∪
(
⋃

n∈N Sn)∪S es un continuo. Como clR2(Σ2) = Σ2 ∪ S también es continuo,
el conjunto definido por

X = Σ1 ∪ Σ2 ∪ (
⋃

n∈N Sn) ∪ S
también lo es. Ver Figura 5.

Definimos la función f : X → S como f(r exp(iθ)) = exp(iθ).
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Veamos que el continuo X tiene la propiedad de Kelley. Sean x ∈ X ,
{xn}∞n=1 una sucesión de elementos de X que converge a x y K ∈ C(X) tal
que x ∈ K. Construiremos una sucesión {Kn}∞n=1 de elementos de C(X) tal
que xn ∈ Kn, para toda n ∈ N, y tal que ĺımKn = K. Para esto considera-
remos los siguientes casos.

Caso (i). x ∈ X \ S.

Como X es localmente conexo en x, X tiene la propiedad de Kelley en x
(Teorema 9.5 de [12]).

Caso (ii). x ∈ S.

Este caso lo dividimos en dos subcasos.

Caso (ii.a). S ⊂ K.

Tomemos n ∈ N e i ∈ {1, 2}. En el caso en que xn ∈ K, hacemos Kn = K.
Supongamos ahora que xn /∈ K. En el caso en que xn ∈ Σi, existe una subes-
piral que tiene a xn como su punto punto final; definimos Kn como la unión
de esta subespiral y de K. Si xn ∈ Sk para algún k ∈ N, existe una espiral
que es la unión de una subespiral de Σ1 y de un arco contenido en Sk que
tiene como punto final a xn y que intersecta a Σ1. Hacemos Kn igual a la
unión de esta subespiral y de K. Como ĺım xn = x se puede mostrar que
ĺımKn = K. De modo que, en este caso, hemos verificado que X tiene la
propiedad de Kelley en x.

Caso (ii.b). K ( S.

Como ĺım xn = x y f es una función continua, ĺım f(xn) = f(x). Aśı que,
podemos suponer que d(f(x), f(xn)) <

√
2, para cada n ∈ N. Consideremos

m ∈ N. En el caso en que f(x) 6= f(xm), existen dos arcos contenidos en S
con extremos f(x) y f(xm). Sea Em el arco de menor longitud con extremos
f(x) y f(xm). En el caso en que f(x) = f(xm), definimos Em = {f(x)}.
Notemos que ĺım diám(En) = 0. Para cada n ∈ N, sea Kn la componente de
f−1(K ∪En) que contiene a xn. Se puede mostrar que ĺımKn = K. Con esto
hemos terminado la prueba de que X tiene la propiedad de Kelley.
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Ahora veremos por qué los bloques pequeños de Whitney no tienen la
propiedad de Kelley. Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney y
C(f) : C(X) → C(S) la función inducida por f , la cual definimos en la
Proposición 1.2.1 .

Consideremos al conjunto

C = {D ∈ C(X) : C(f)(D) = S}.

Como C es cerrado y no vaćıo (ya que S ∈ C) y µ es una función continua, la
función µ|C : C → [0, 1] alcanza su mı́nimo; aśı que existe un elemento C0 ∈ C
tal que

t0 = mı́n{µ(D) : D ∈ C} = µ(C0).

Veamos que t0 > 0. Supongamos, por el contrario, que t0 = 0. Como µ es una
función de Whitney y µ(C0) = 0, existe un elemento c ∈ X tal que C0 = {c}.
Observamos que C(f)(C0) = C(f)({c}) = {f(c)} ∈ F1(S). Por otro lado,
como C0 ∈ C, C(f)(C0) = S. Lo cual es una contradicción. De manera que,
t0 > 0.

Tomemos t ∈ (0, t0). Veremos que µ−1([0, t]) no tiene la propiedad de
Kelley. Para esto probaremos varias afirmaciones. Definimos la función F :
µ−1([0, t]) → S como:

F (L) = m ◦ C(f)(L),

en donde m : C(S) \ {S} → S es la función punto medio. Notemos que
F está bien definida ya que t < t0, aśı que C(f)(L) 6= S para cada L ∈
µ−1([0, t]), de modo que C(f)(L) es un subarco de S o un conjunto de un
solo punto.

Afirmación 1. Si A es un subcontinuo de µ−1([0, t]) tal que A∩C(Σ2) 6=
∅ y A∩(C(X)\C(Σ2)) 6= ∅, entonces existe C ∈ A∩C(Σ2) tal que F (C) = q0.

Sean A ∈ A ∩ C(Σ2) y B ∈ A ∩ (C(X) \ C(Σ2)). Como A ⊂ Σ2, existen
números x, y ∈ [1,∞) tales que

A = {(1 − 1
θ
) exp(iθ) : x ≤ θ ≤ y}.
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Veamos que existe n ∈ N ∪ {0} tal que [x, y] ⊂ [2πn, 2π(n + 2)]. Suponga-
mos, por el contrario que, para toda l ∈ N ∪ {0}, se cumple que [x, y] 6⊂
[2πl, 2π(l + 2)]. Fijemos l0 ∈ N ∪ {0} tal que x ∈ [2πl0, 2π(l0 + 1)]. Como
[x, y] 6⊂ [2πl0, 2π(l0 + 2)], y ∈ (2π(l0 + 2),∞). Esto nos dice que [2π(l0 +
1), 2π(l0 + 2)] ⊂ [x, y]. Por lo tanto, C(f)(A) = S, lo cual es una contradic-
ción, por la definición de t0 y ya que µ(A) ≤ t < t0. Hemos probado que
existe n ∈ N ∪ {0} tal que [x, y] ⊂ [2πn, 2π(n+ 2)].

Definimos ϕ : X → [1, 2π(n+ 4)] como:

ϕ(r exp(iθ)) =

{

θ, si r exp(iθ) ∈ Σ2 y θ ≤ 2π(n+ 4);
2π(n+ 4), si r exp(iθ) ∈ Σ2 y θ ≥ 2π(n+ 4) o r exp(iθ) ∈ X \ Σ2.

Ésta es una función continua ya que está definida en dos subconjuntos ce-
rrados de X y en cada uno de estos subconjuntos ésta es una función continua.

Consideremos la composición de funciones m′ ◦ C(ϕ), en donde m′ :
C([1, 2π(n + 4)]) → [1, 2π(n + 4)] es la función punto medio. Veamos quién
es la imagen de A bajo esta composición: C(ϕ)(A) = [x, y] ya que [x, y] ⊂
[2πn, 2π(n+2)], por lo tanto m′◦C(ϕ)(A) = m′([x, y]) ∈ [2πn, 2π(n+2)]. Por
otra parte, como B ⊂ X \Σ2, se tiene que m′◦C(ϕ)(B) = m′({2π(n+4)}) =
2π(n+ 4). Como m′ ◦C(ϕ)(A) es un subcontinuo de [1, 2π(n+ 4)] que tiene
al elemento 2π(n+ 4) y que intersecta a [2πn, 2π(n+ 2)], existe un elemento
C ∈ A tal que m′◦C(ϕ)(C) = 2π(n+3). Por este último hecho y la definición
de t0, tenemos que C(ϕ)(C) ⊂ (2π(n+ 2), 2π(n+ 4)). Por la definición de ϕ,
podemos concluir que C ∈ C(Σ2). Por tanto,

C = {(1 − 1
θ
) exp(iθ) : z ≤ θ ≤ w},

donde [z, w] = [2π(n+ 3) +α, 2π(n+ 3)−α] para algún α ∈ (0, π). Entonces

F (C) = m({exp(iθ) : z ≤ θ ≤ w}) = exp(2πi(n+ 3)) = (1, 0) = q0,

con esto hemos probado la Afirmación 1.

Afirmación 2. Tomemos n ∈ N. El conjunto definido por:

En = clC(X)({A ∈ (µ|C(Sn))
−1(t) : qn /∈ A})

es un arco en (µ|C(Sn))
−1(t) y éste también se puede expresar de la forma
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En = {A ∈ (µ|C(Sn))
−1(t) : qn /∈ A} ∪ {An, Bn},

donde An = {rn exp(2πiv) : v ∈ [0, u0])} y Bn = {rn exp(2πiv) : v ∈ [u1, 1])},
para algunos u0, u1 ∈ (0, 1).

Por el Lema 2.0.10,
µ|C(Sn)

µ(Sn)
: C(Sn) → [0, 1] es una función de Whitney y,

como t
µ(Sn)

< 1, podemos aplicar el Lema 3.2.26 para obtener que el conjunto
dado por:

clC(Sn)({A ∈
(µ|C(Sn)

µ(Sn)

)−1( t
µ(Sn)

)

: qn /∈ A})

es un arco. Por el Lema 2.3.3, notemos que

clC(Sn)({A ∈
(µ|C(Sn)

µ(Sn)

)−1( t
µ(Sn)

)

: qn /∈ A})

= clC(Sn)({A ∈ (µ|C(Sn))
−1(t) : qn /∈ A}).

Como C(Xn) es un cerrado en C(X),

clC(Sn)({A ∈ (µ|C(Sn))
−1(t) : qn /∈ A})

= clC(X)({A ∈ (µ|C(Sn))
−1(t) : qn /∈ A}).

Aśı que En es un arco. La segunda parte de nuestra afirmación se obtiene del
Lema 3.2.26.

Afirmación 3. Sea n ∈ N. Definimos el conjunto:

Fn = {(1 + 1
2πθ

) exp(2πθ) : θ ∈ [n, n+ 1]} ∪An ∪Bn+1.

Entonces el conjunto dado por:

Fn = (µ|C(Fn))
−1(t)

es un arco.

Notemos que

{(1 + 1
2πθ

) exp(2πiθ) : θ ∈ [n, n+ 1]} ∩An = {qn} y

{(1 + 1
2πθ

) exp(2πiθ) : θ ∈ [n, n + 1]} ∩Bn+1 = {qn+1}.
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Entonces Fn es un arco. Por el Lema 2.0.10 ,
µ|C(Fn)

µ(Fn)
: C(Fn) → [0, 1] es

una función de Whitney. Como C(f)(Fn) = S, t < t0 ≤ µ(Fn), el Ejemplo

8.5 de [12] nos dice que
(µ|C(Fn)

µ(Fn)

)−1( t
µ(Fn)

)

es un arco. Por el Lema 2.3.3,

Fn =
(µ|C(Fn)

µ(Fn)

)−1( t
µ(Fn)

)

.

Afirmación 4. El conjunto definido por:

K = clC(X)(
⋃

n∈N(En ∪ Fn))

es un subcontinuo de µ−1(t).

Notemos que, para cada n ∈ N, En ∩ Fn = {An} y En+1 ∩ Fn = {Bn+1}.
Entonces

⋃

n∈N(En ∪ Fn) es conexo. Por lo tanto, K es un continuo. Como
En,Fn ⊂ µ−1(t), se tiene que K ⊂ µ−1(t).

Afirmación 5. Se satisface que F (K) 6= q0 para todo elemento K ∈ K.

Supongamos, por el contrario, que existe un elemento K0 ∈ K tal que
F (K0) = q0. En el caso en que K0 ∈ clC(X)

(
⋃

n∈N En
)

, existe una sucesión
{Kn}∞n=1, donde Kn ∈ Ein para cada n ∈ N, y tal que ĺımKn = K0. Sean
ε < 1

2
y N ∈ N tal que 1

2n
< ε para todo n ≥ N . Como F es una función

continua, ĺımF (Kn) = F (ĺımKn) = F (K0) = q0. Hagamos pn = F (Kn).
Como ĺım pn = q0, existe una sucesión creciente de naturales n1 < n2 < · · · ,
tal que d(q0, pnm

) < 1
4nm

, donde nm ≥ N para cada m ∈ N.

Tomemos m ∈ N. Verifiquemos que C(f)(Knm
) ⊂ clX(Bd(

1
2nm

, q0)). Por
la definición de Einm

, Knm
∈ C(Snm

) \ {Snm
}. Si Knm

∈ F1(Snm
), entonces

C(f)(Knm
) = {pnm

} y, por lo tanto, C(f)(Knm
) ⊂ Bd(

1
2nm

, q0). Supongamos
que Knm

/∈ F1(Snm
). Sea J un arco en S que contiene a pnm

y q0 y que
está contenido en Bd(

1
4nm

, q0). Teniendo en cuenta la definición de Einm
y el

hecho de que F (Knm
) = pnm

, obtenemos que uno de los extremos del arco
C(f)(Knm

) está en J . Llamemos x a este extremo. Notemos que d(x, pnm
) ≤

d(q0, pnm
), ya que el ángulo que subtiende al arco de q0 a x (que está contenido

en J) es menor o igual que el ángulo que subtiende al arco J . Como pnm
es

el punto medio del arco C(f)(Knm
), si y es el otro extremo de C(f)(Knm

),
tenemos que d(pnm

, x) = d(pnm
, y). De modo que

d(y, q0) ≤ d(y, pnm
) + d(pnm

, q0) ≤ d(x, pnm
) + d(pnm

, q0)
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≤ d(q0, pnm
) + d(q0, pnm

) ≤ 2
4nm

= 1
2nm

.

Como x, y ∈ Bd(
1

2nm
, q0), C(f)(Knm

) ⊂ Bd(
1

2nm
, q0). Por lo tanto, C(f)(Knm

)

⊂ clX(Bd(
1

2nm
, q0)).

Como {Knm
}∞m=1 es una subsucesión de {Kn}∞n=1, ĺımKnm

= K0. Uti-
lizando la continuidad de la función C(f), tenemos que

ĺımC(f)(Knm
) = C(f)(ĺımKnm

) = C(f)(K0).

Por otra parte, como se satisface que C(f)(Knm
) ⊂ clX(Bd(

1
2nm

, q0)) para
cada m ∈ N, por la Proposición 1.1.3 (a), se cumple que C(f)(K0) ⊂ {q0}.
Aśı que C(f)(K0) = {q0}. Por lo tanto, K0 ∈ F1(X), lo cual no puede ser ya
que K0 ∈ µ−1(t). De modo que F (K) 6= q0 para cada K ∈ clC(X)

(
⋃

n∈N En
)

.

El caso en que K ∈ clC(X)

(
⋃

n∈NFn

)

se analiza de manera similar al caso
anterior. Con esto terminamos la prueba de la Afirmación 5.

Para probar nuestro teorema, supongamos por el contrario que µ−1([0, t])
śı tiene la propiedad de Kelley.

Utilizando la Afirmación 5, que nos dice que F (L) 6= q0 para cada L ∈ K,
y el hecho de que F es una función cerrada, existe un número γ > 0 tal
que Bd(γ, q0) ∩ {F (A) : A ∈ K} = ∅. Como F : µ−1([0, t]) → S es una
función continua, existe un número ε > 0 tal que si H(A,B) < ε, entonces
d(F (A), F (B)) < γ. Podemos suponer que ε < r1−r0. Como µ−1([0, t]) tiene
la propiedad de Kelley, existe un número λ > 0 tal que si H(A,B) < λ y
A ∈ C(µ−1([0, t])) es tal que A ∈ A, entonces existe B ∈ C(µ−1([0, t])) tal
que B ∈ B y H(A,B) < ε, en donde H es la métrica de Hausdorff inducida
por H . Por la Proposición 2.2.2, existe un número η > 0 tal que si B ⊂ C y
µ(C)−µ(B) < η, entonces H(B,C) < λ

2
. Por la continuidad de la función µ,

existe un número ρ > 0 tal que si H(A,C) < ρ, entonces |µ(C)− µ(A)| < η.
Podemos elegir ρ de tal manera que ρ < λ

2
. Como X tiene la propiedad de

Kelley, existe δ > 0 tal que si d(x, y) < δ y A ∈ C(X) es tal que x ∈ A,
entonces existe C ∈ C(X) tal que y ∈ C y H(A,C) < ρ.

Para cada n ∈ N, fijemos un elemento Kn ∈ En. Como En ⊂ K y K es
un cerrado, podemos suponer que ĺımKn = K para algún K ∈ K. Notemos
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que ĺımSn = S. Teniendo en cuenta que Kn ⊂ Sn, para cada n ∈ N, pode-
mos aplicar la Proposición 1.1.3 (a) a las sucesiones {Kn}∞n=1 y {Sn}∞n=1 para
obtener K ⊂ S.

Consideremos x ∈ K y y ∈ Σ2 tales que d(x, y) < δ. Entonces existe
M ∈ C(X) tal que y ∈ M y H(K,M) < ρ. Notemos que |µ(K) − µ(M)| =
|t − µ(M)| < η. En el caso en que µ(M) ≥ t, aplicamos el Lema 2.2.4 para
obtener un elemento N ∈ µ−1(t) tal que y ∈ N ⊂ M . En el caso en que
µ(M) < t, aplicamos nuevamente el Lema 2.2.4 para obtener un elemento
N ′ ∈ µ−1(t) tal M ⊂ N ′. En resumen, existe un elemento L ∈ µ−1(t) tal que
y ∈ L y L ⊂ M o M ⊂ L. Observemos que |µ(M)−µ(L)| = |µ(M)− t| < η,
lo cual nos conduce a que H(M,L) < λ

2
. De manera que

H(K,L) ≤ H(K,L) +H(L,N) < ρ+ λ
2
< 2λ

2
= λ.

Como L ∩ Σ2 6= ∅ y t < t0, L ⊂ Σ2. Por la existencia de λ, existe L ∈
C(µ−1([0, t])) tal que L ∈ L y H(L,K) < ε. Por la Proposición 1.0.10,
K ⊂ N(ε,L) y L ⊂ N(ε,K). Recordemos que A1 es un punto extremo del
arco

E1 = clC(X)({A ∈ (µ|C(S1))
−1(t) : q1 /∈ A})

y que E1 ⊂ K. Como A1 ∈ K, existe un elemento Q ∈ L tal que H(A1, Q) < ε,
lo cual nos dice que Q 6⊂ S ∪ Σ2 ya que ε < r1 − r0. En resumen, tenemos
que L ∩ C(X \ Σ2) 6= ∅ y L ∩ C(Σ2) 6= ∅. De manera que, por la Afirmación
1, existe un elemento E ∈ L tal que F (E) = q0. Como L ⊂ NH(ε,K), existe
un elemento G ∈ K tal que H(E,G) < ε. Finalmente, por la elección del
número ε, tenemos que

d(q0, F (G)) = d(F (G), F (E)) < γ.

Lo cual es una contradicción ya que

Bd(γ, q0) ∩ {F (A) : A ∈ K} = ∅.

De este modo concluimos que µ−1([0, t]) no tiene la propiedad de Kelley.
Aśı que la propiedad de Kelley no es inducida débilmente a los bloques de
Whitney. �
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3.2.5. Aposindesis I

En esta subsección comenzaremos definiendo los conceptos de semiaposin-
desis y de m-aposindesis mutua. La idea de estos conceptos es la de separar
dos elementos con un continuo y separar m elementos con m continuos, res-
pectivamente. Enseguida trabajaremos con los continuos semiaposindéticos,
obteniendo como resultado que todos los bloques de Whitney son mutua-
mente aposindéticos. Luego veremos un lema en el que, si varios elementos
están en el interior de un bloque dado y pertenecen al mismo nivel, entonces
éstos se pueden separar mediante subcontinuos del interior del bloque. Este
lema nos auxiliará en las pruebas de que ser 3-mutuamente aposindético es
una propiedad inducida a todos los bloques de Whitney y ser m-mutuamente
aposindético no es inducida por los bloques de Whitney. Para trabajar con
este último resultado, primero describiremos un ejemplo para después traba-
jar con él, separando en casos para hacer claro nuestro teorema.

Definición 3.2.29. Un continuo X es semiaposindético, si para cualesquiera
p 6= q en X , existe un subcontinuo M de X tal que el interior, respecto a X ,
de M contiene a uno de los puntos p y q y X −M contiene al otro.

Definición 3.2.30. Un continuo X es m-mutuamente aposindético si para
cualesquiera m puntos distintos x1, . . . , xm ∈ X , existen m subcontinuos
K1, . . . , Km de X tales que x1 ∈ intX(K1), . . . , xm ∈ intX(Km) y son ajenos
dos a dos. Cuando m = 2 decimos que X es mutuamente aposindético.

Teorema 3.2.31. (M. E. Aguilera) Si X es semiaposindético, entonces los
bloques de Whitney son mutuamente aposindéticos.

Demostración. Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney, t > 0
y A y B dos elementos de µ−1([0, t]). Hacemos s0 = µ(A) y s1 = µ(B).
Supongamos, sin perder generalidad, que s0 ≤ s1. Dividiremos la prueba en
tres casos.

Caso (i). s0 < s1.

Definimos los conjuntos:
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A = µ−1([0, s0 + s1−s0
3

]) y

B = µ−1([s1 − s1−s0
3
, t]).

Por el Lema 3.0.22, A y B son subcontinuos de µ−1([0, t]). Es claro que estos
continuos ajenos A y B tienen a A y B en su interior, respecto a µ−1([0, t]),
respectivamente.

Notemos, en este caso, que no es importante la semiaposindesis de X . Es
decir, para todo t > 0, µ−1([0, t]) es mutuamente aposindético entre cuales-
quiera C,D ∈ µ−1([0, t]), con µ(C) < µ(D) o µ(D) < µ(C).

Caso (ii). 0 < s0 = s1.

Por el Lema 2.3.4, A 6⊂ B y B 6⊂ A. Elegimos a ∈ A \B y b ∈ B \A. Por
la semiaposindesis de X , existe M ∈ C(X) que contiene a uno de los puntos
a y b en su interior y X \M contiene al otro punto. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que a ∈ intX(M). Definimos el número

λ = 1
2

mı́n{s0, µ(M)}.

Notemos que 0 < λ < s0. Elijamos ε > 0 con las siguientes propiedades:

(a) Bd(ε, a) ⊂M ;

(b) clX(Bd(ε, b)) ∩M = ∅;

(c) clX(Bd(ε, b)) ∩ clX(N(ε, A)) = ∅;

(d) BH(ε, A) ∩ µ−1([0, λ]) = ∅.

Definimos los conjuntos:

U = BH(ε, A) ∩ µ−1([0, t]) y

V = BH(ε, B) ∩ µ−1([0, t]).

Observamos que estos conjuntos son abiertos en µ−1([0, t]) que contienen a
A y B, respectivamente.
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Vamos a definir un subcontinuo de µ−1([0, t]) que contiene a A en su inte-
rior en µ−1([0, t]). Consideremos un elemento C ∈ U . Por la definición de U ,
tenemos qu H(A,C) < ε. La Proposición 1.0.10 nos lleva a que A ⊂ N(ε, C),
lo que nos dice que existe un elemento c ∈ C tal que c ∈ Bd(ε, a). Por la
propiedad (a), {c} ( M . Sabemos que λ ∈ (µ({c}), µ(M)). Entonces pode-
mos aplicar el Lema 2.2.4 para obtener un subcontinuo NC ∈ µ−1(λ) tal que
{c} ⊂ NC ⊂ M . Por la propiedad (d), µ(C) > λ. Entonces podemos aplicar
nuevamente el Lema 2.2.4 para obtener un elemento LC ∈ µ−1(λ) tal que
{c} ⊂ LC ⊂ C. Como c ∈ LC ∩ NC y LC , NC ∈ µ−1(λ), por el Lema 2.3.13,
existe una trayectoria en µ−1(λ) que une a LC con NC y tal que cada elemen-
to de ella está contenido en NC ∪ LC . Como LC ( C, por el Corolario 2.2.8,
existe un arco ordenado de LC a C en µ−1([λ, t]). Por la definición de arco
ordenado, sabemos que cada elemento de dicho arco está contenido en C. De
manera que podemos obtener un arco JC en µ−1([λ, t]) que une a C con NC .
Además, si K ∈ JC , entonces K ⊂ NC ∪ LC ∪ C ⊂ M ∪ C. Cada elemen-
to C ∈ U tiene asociado un arco JC con las propiedades descritas. Como
M /∈ F1(X) y λ < µ(M), por el Lema 2.3.3, sabemos que (µ|C(M))

−1(λ) es
un continuo no degenerado. Definimos el conjunto:

A = (µ|C(M))
−1(λ) ∪ clC(X)(

⋃

C∈U JC).

Observamos que A es un continuo, ya que es la unión de (µ|C(M))
−1(λ),

que es un continuo, y la cerradura de la unión de los continuos JC que
intersectan a (µ|C(M))

−1(λ) (esto es porque NC ∈ JC ∩ (µ|C(M))
−1(λ) para

cada C ∈ U). Notemos que A es un subcontinuo de µ−1([0, t]). Por otra parte,
como C ∈ JC , para cada C ∈ U ,

A ∈ U ⊂ ⋃

C∈U JC ⊂ A.

De la definición de U , tenemos que éste es un abierto de µ−1([0, t]). Aśı que,
A ∈ intµ−1([0,t])(A).

Afirmación 1. Si K ∈ A, entonces K ⊂M ∪ clX(N(ε, A)).

Veamos que

clC(X)(
⋃

C∈U JC) ⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂M ∪ clX(N(ε, A))}.

Sea L ∈ ⋃

C∈U JC . Entonces existe un elemento C ∈ U tal que L ∈ JC . Por
construcción, L ⊂ M ∪ C. Por otro lado, como H(A,C) < ε, la Proposi-
ción 1.0.10 nos lleva a que C ⊂ N(ε, A). Por lo tanto, L ⊂ M ∪clX(N(ε, A)).
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Como M ∪ clX(N(ε, A)) es un cerrado, utilizando el Lema 3.0.25 (c), obte-
nemos la contención que queŕıamos probar.

Tomemos K ∈ A. Si K ∈ (µ|C(M))
−1(λ), entonces K ⊂ M . En el ca-

so en que K ∈ clC(X)(
⋃

C∈U JC), por lo probado en el párrafo anterior
K ⊂M ∪ clX(N(ε, A)). Con esto finalizamos la Afirmación 1.

Veamos que B /∈ A. Para esto, supongamos lo contrario, es decir que
B ∈ A. Entonces, por la Afirmación 1, B ⊂M ∪clX(N(ε, A)). Esto nos lleva
a que b ∈ M ∪ clX(N(ε, A)), lo cual es un absurdo por (b) y (c). Con esto
hemos visto que B /∈ A.

Afirmación 2. Si K ∈ A, entonces µ(K) > 0.

Si K ∈ (µ|C(M))
−1(λ), la afirmación es clara ya que λ > 0. En el caso

en que K ∈ clC(X)(
⋃

C∈U JC), por construcción, JC ⊂ µ−1([λ, t]). Por tanto,
K ∈ µ−1([λ, t]) y, como λ > 0, esto nos dice que µ(K) > 0. Aśı, la Afirmación
2 es cierta.

Construyamos ahora un subcontinuo de µ−1([0, t]) que tenga a B en su in-
terior en µ−1([0, t]). Recordemos que V = BH(ε, B) ∩ µ−1([0, t]). Sea D ∈ V.
Entonces H(D,B) < ε. Por la Proposición 1.0.10, B ⊂ N(ε,D). Aśı que,
existe un elemento x ∈ D tal que x ∈ Bd(ε, b). Si {x} ( D, por el Coro-
lario 2.2.8, existe un arco ordenado βD : [0, 1] → µ−1[0, t] de {x} a D. En el
caso en que D ∈ F1(X), definimos βD(r) = D para todo r ∈ [0, 1].

Definimos el siguiente conjunto:

B = F1(X) ∪ clC(X)(
⋃

D∈V Im βD).

Notemos que B es un continuo, ya que es la unión del continuo F1(X) y la
cerradura de una unión de continuos que intersectan a F1(X). Además, V es
un abierto en µ−1([0, t]) y B ∈ V ⊂ B, por lo que B es un subcontinuo de
µ−1([0, t]) tal que B ∈ intµ−1([0,t])(B).

Afirmación 3. Si K ∈ B, entonces K ∈ F1(X) o K ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅.

Veamos que
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clC(X)(
⋃

D∈V Im βD) ⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅}.

Sea L ∈ ⋃

D∈V Im βD. Entonces, existen D ∈ V y r ∈ [0, 1] tales que
L = βD(r). Por construcción, existe x ∈ D ∩ Bd(ε, b) tal que βD(0) = {x}.
Utilizando las propiedades que tiene un arco ordenado, obtenemos que {x} =
βD(0) ⊂ βD(r) = L. De manera que x ∈ L ∩ Bd(ε, b), lo cual nos dice que
L ∩ Bd(ε, b) 6= ∅. Por lo tanto, aplicando el Lema 3.0.25 (a), obtenemos la
contención que queŕıamos probar.

Sea K ∈ B. Si K ∈ F1(X) la afirmación es clara. En el caso en que K ∈
clC(X)(

⋃

D∈V Im βD), por lo probado anteriormente, K ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅.

Afirmación 4. A ∩ B = ∅.

Supongamos que existe un elemento K ∈ A ∩ B. Por la Afirmación 2,
sabemos que µ(K) > 0, aśı que K /∈ F1(X). Como K ∈ B, por la Afirmación
3, K ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅. Usando la Afirmación 1, llegamos a que K ⊂
M ∪ clX(N(ε, A)). Por lo tanto,

∅ 6= K ∩ clX(Bd(ε, b)) ⊂ (M ∪ clX(N(ε, A))) ∩ clX(Bd(ε, b)).

Por otro lado, las propiedades (b) y (c) que satisface el número ε implican
que

(M ∪ clX(N(ε, A))) ∩ clX(Bd(ε, b)) = ∅,

lo cual es una contradicción que nació de haber supuesto que A∩B 6= ∅. De
esta manera concluimos que los continuos A y B son ajenos. Esto termina la
prueba del Caso (ii).

Caso (iii). s0 = s1 = 0.

Tomemos M como en el caso (ii). En este caso, existen a, b ∈ X tales que
A = {a} y B = {b}. Elegimos un número ε > 0 que satisfaga las siguientes
propiedades:

(a) Bd(ε, a) ⊂M ;

(b) clX(Bd(ε, b)) ∩M = ∅;
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(c) clC(X)

(

BH(ε, {a}) ∪BH(ε, {b})
)

⊂ µ−1([0, t)).

Cabe destacar que la propiedad (c) será importante para probar que los
continuos construidos a continuación son ajenos y que la propiedad (a) im-
plica que M no es degenerado. Sean

U = BH(ε, {a}) y

V = BH(ε, {b}).

Definamos el continuo A que tendrá a {a} en su interior. Consideremos
C ∈ U . Por la definición de U , H({a}, C) < ε. Entonces, por el Lema 1.1.11,
C ⊂ Bd(ε, a). Fijemos un elemento c ∈ C, tal que d(a, c) < ε. Si C /∈ F1(X),
por el Corolario 2.2.8, existe un arco ordenado αC : [0, 1] → µ−1([0, t])
de {c} a C. Por las propiedades que tiene un arco ordenado, αC(r) ⊂
αC(1) = C para todo r ∈ [0, 1]. En el caso en que C ∈ F1(X) definimos
αC : [0, 1] → µ−1([0, t]) como αC(r) = C para todo r ∈ [0, 1]. De manera que
αC(r) ⊂ C ⊂ Bd(ε, a) para cada C ∈ U y cada r ∈ [0, 1]. De modo que, por
el Lema 1.1.11, H(αC(r), {a}) < ε. Aśı que, αC(r) ∈ BH(ε, {a}), para todo
r ∈ [0, 1].

Definimos:

A = F1(M) ∪ clC(X)(
⋃

C∈U ImαC).

Como {c} ∈ ImαC ∩F1(M) (ya que c ∈ Bd(ε, a) ⊂M) para cada C ∈ U ,
A es un continuo. Notemos que {a} ∈ U ⊂ A, aśı que {a} ∈ intµ−1([0,t])(A).
Utilizando (c) y el hecho de que F1(M) ⊂ µ−1([0, t]), obtenemos que A ⊂
µ−1([0, t]).

Afirmación 5. Si K ∈ A, entonces K ⊂ clX(Bd(ε, a)) ∪M y µ(K) < t.

Veamos que

clC(X)(
⋃

C∈U ImαC) ⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂ clX(Bd(ε, a))}.

Como αC(r) ⊂ clX(Bd(ε, a)) para todo elemento C ∈ U y todo r ∈ [0, 1],
por el Lema 3.0.25 (c) obtenemos la contención deseada. Por tanto, K ⊂
clX(Bd(ε, a)) ∪M , para todo K ∈ A.

Por otra parte, como αC(r) ∈ BH(ε, {a}) para todo C ∈ U y todo r ∈
[0, 1],
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⋃

C∈U ImαC ⊂ BH(ε, {a}).

Lo cual nos lleva a que

clC(X)(
⋃

C∈U ImαC) ⊂ clC(X)(BH(ε, {a})).

Por la propiedad (c), µ(K) < t para K ∈ clC(X)(
⋃

C∈U ImαC). En el caso en
que K ∈ F1(M), µ(K) = 0. De modo que µ(K) < t, para todo K ∈ A. Con
esto queda probada la Afirmación 5.

Definamos al continuo que contendrá en su interior a {b}. Tomemos
D ∈ V. Por la definición de V y la propiedad (c), µ(D) < t < 1 = µ(X).
Entonces podemos aplicar el Lema 2.2.4 para obtener un subcontinuo E ∈
µ−1(t) tal que D ( E ( X . Por el Corolario 2.2.8, existe un arco ordena-
do βD : [0, 1] → µ−1([0, t]) de D a E. Usando la definición de V, tenemos
que H(D, {b}) < ε. Por el Lema 1.1.11, D ⊂ Bd(ε, b). Fijemos un elemen-
to x ∈ D. Entonces x ∈ Bd(ε, b). Por las propiedades que tiene un arco
ordenado, x ∈ D = βD(0) ⊂ βD(r) para toda r ∈ [0, 1]. Por lo tanto,
βD(r) ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅ para toda r ∈ [0, 1].

Definimos:

B = µ−1(t) ∪ clC(X)(
⋃

D∈V Im βD).

Como Im βD ⊂ µ−1([0, t]), B ⊂ µ−1([0, t]). Por la construcción de los arcos
ordenados βD, Im βD ∩ µ−1(t) 6= ∅. De modo que B es un continuo. Notemos
que {b} ∈ intµ−1([0,t])(B), ya que {b} ∈ V ⊂ B.

Afirmación 6. Si K ∈ B, entonces K ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅ o µ(K) = t.

Verifiquemos que

clC(X)(
⋃

D∈V Im βD) ⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅}.

Como ya vimos, βD(r)∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅ para cada D ∈ V y cada r ∈ [0, 1].
Entonces, por el Lema 3.0.25 (a), obtenemos la contención deseada. De ma-
nera que, dado un elemento K ∈ B, K ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅ o µ(K) = t,
aśı concluimos la Afirmación 6.

Afirmación 7. A ∩ B = ∅.
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Supongamos que tenemos un elemento K ∈ A ∩ B. Como K ∈ A, por
la Afirmación 5, éste safisface que µ(K) < t y K ⊂ clX(Bd(ε, a)) ∪ M .
También tenemos que K ∈ B. De manera que, la Afirmación 6 nos lleva a
que K ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅. Por tanto, tenemos lo siguiente:

∅ 6= K ∩ clX(Bd(ε, b)) ⊂ clX(Bd(ε, a) ∪M) ∩ clX(Bd(ε, b)).

Por otra parte, utilizando (a) y el hecho de que M es un cerrado, tenemos
que clX(Bd(ε, a)) ⊂M . De manera que, por (b),

clX(Bd(ε, a)) ∩ clX(Bd(ε, b)) = ∅.

Teniendo en cuenta esto y la propiedad (b) que satisface ε, llegamos a que

clX(Bd(ε, a) ∪M) ∩ clX(Bd(ε, b)) = ∅.

Con lo cual obtenemos una contradicción. De manera que A∩B = ∅. Con lo
cual queda probado nuestro teorema. �

Corolario 3.2.32. La propiedad de ser mutuamente aposindético es inducida
a todos los bloques de Whitney.

Demostración. Basta con hacer notar que, si un continuo es mutua-
mente aposindético, entonces éste es semiaposindético y aśı, aplicamos el
Teorema 3.2.31 para obtener nuestro resultado. �

Corolario 3.2.33. La propiedad de ser semiaposindético es inducida a todos
los bloques de Whitney.

Demostración. Sea X semiaposindético, entonces el Teorema 3.2.31 nos
dice que los bloques de Whitney son mutuamente aposindéticos. Lo cual nos
lleva a que los bloques de Whitney también son semiaposindéticos. �

Lema 3.2.34. (M. E. Aguilera) Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de
Whitney, t, s, t0, t1 ∈ [0, 1) tales que 0 ≤ t0 < s < t1 ≤ t y m ∈ N \ {1}.
Si A1, . . . , Am son elementos distintos de µ−1(s), entonces existen subconti-
nuos A1, . . . ,Am de µ−1([t0, t1]) que son ajenos dos a dos y tales que Ai ∈
intµ−1([0,t])(Ai) para cada i ∈ {1, . . . , m}. Además, si existe un abierto conexo
U de X que es propio y tal que Ai ⊂ U para cada i ∈ {1, . . . , m}, existen
subcontinuos B1, . . . ,Bm de µ−1([t0, t1])∩C(clX(U)) que son ajenos dos a dos
y tales que Ai ∈ intC(U)∩µ−1([0,t])(Bi) para cada i ∈ {1, . . . , m}.
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Demostración. Notemos que, para i 6= j, Ai 6⊂ Aj ya que µ(Ai) =
µ(Aj), esto es por el Lema 2.3.4. Observemos que A1, . . . , Am ∈ µ−1(s) ⊂
µ−1((t0, t1)). Aśı que, aplicando el Teorema 2.2.12, existe una función de
Whitney ν : C(X) → [0, 1] tal que

ν−1([t1, 1]) = µ−1([t1, 1]),

ν−1([t0, t1]) = µ−1([t0, t1]),

ν−1([0, t0]) = µ−1([0, t0]) y

t0 < ν(A1) < · · · < ν(Am) < t1.

Sean r1 = t0 y r2m = t1. Fijemos r2, . . . , r2m−1 ∈ (t0, t1) tales que ν(A1) <
r2 < r3 < ν(A2) < r4 < · · · < r2m−3 < ν(Am−1) < r2m−2 < r2m−1 < ν(Am).
Definimos el conjunto

Ai = ν−1([r2i−1, r2i]),

para cada i ∈ {1, . . . , m}. Por el Lema 3.0.22, estos conjuntos son con-
tinuos. Es claro que estos continuos son ajenos dos a dos. Tomemos i ∈
{1, . . . , m}. Observemos que Ai ⊂ ν−1([t0, t1]) = µ−1([t0, t1]). Notemos que
Ai ∈ ν−1((r2i−1, r2i)) ⊂ Ai. Como ν es una función continua, ν−1((r2i−1, r2i))
es un abierto de C(X) y, además,

ν−1((r2i−1, r2i)) ⊂ Ai ⊂ µ−1([t0, t1]) ⊂ µ−1([0, t]).

De modo que Ai ∈ intµ−1([0,t])(Ai).

Supongamos ahora que Ai ⊂ U para cada i ∈ {1, . . . , m}. Consideremos
i ∈ {1, . . . , m}. Notemos que Ai ∈ C(clX(U)) ∩ ν−1([r2i−1, r2i]). Como Am  
clX(U), ν(Am) < ν(clX(U)). Aśı que, r2i−1 < ν(Am) < ν(clX(U)). Por el
Lema 3.0.24,

Bi = (ν|C(clX(U)))
−1([r2i−1, r2i])

es un continuo. Notemos que

Bi = C(clX(U)) ∩ ν−1([r2i−1, r2i]) = C(clX(U)) ∩ Ai.

Por lo visto en el párrafo anterior, Bi ⊂ C(clX(U)) ∩ µ−1([t0, t1]). Ob-
servemos, también por lo visto en el párrafo anterior, que
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Ai ∈ ν−1((r2i−1, r2i)) ∩ C(U) ∩ µ−1([0, t]) ⊂ Ai ∩ C(U) = Bi.

Aśı que Ai ∈ intC(U)∩µ−1([0,t])(Bi). Es claro que los continuos B1, . . . ,Bm son
ajenos dos a dos. De este modo concluimos nuestro lema. �

Teorema 3.2.35. (M. E. Aguilera) La propiedad de ser 3-mutuamente apo-
sindético es inducida a todos los bloques de Whitney.

Demostración. Sean X un continuo 3-mutuamente aposindético, µ una
función de Whitney para C(X) y t ∈ (0, 1). Consideraremos varios casos
para la prueba de este teorema. Tomemos A,B,C ∈ µ−1([0, t]) tres elemen-
tos diferentes.

Caso (i). µ(A) = µ(B) = µ(C) = 0.

En este caso, existen elementos a, b, c ∈ X tales que A = {a}, B = {b} y
C = {c}. Por hipótesis, existen subcontinuos ajenos M y N de X que con-
tienen a a y b en su interior, respectivamente, y tales que c /∈ M ∪N . Como
t > 0 y M y N son cerrados, existe un número ε > 0 que satisface lo siguiente:

(1) Bd(ε, a) ⊂M y Bd(ε, b) ⊂ N ;

(2) clX(Bd(ε, c)) ⊂ X \ (M ∪N);

(3) clC(X)(BH(ε, {a}) ∪ BH(ε, {b}) ∪BH(ε, {c})) ⊂ µ−1([0, t)).

Cabe destacar que (3) será usado para probar que los continuos que
construiremos a continuación son ajenos y que, en este caso, no se utiliza
fuertemente el hecho de que X es 3-mutuamente aposindético ya que sólo
usamos dos de los tres continuos que existen de esta definición. Constru-
yamos un subcontinuo de µ−1([0, t]) que contenga a {a} en su interior res-
pecto a µ−1([0, t]). Sea P ∈ BH(ε, {a}). Por la Proposición 1.0.10, tenemos
P ⊂ N(ε, {a}) = Bd(ε, a); entonces para todo x ∈ P sucede que d(x, a) < ε.
Fijemos un elemento p ∈ P , entonces d(p, a) < ε. Por (1), sabemos que
p ∈ M . En el caso en que {p}  P , por el Corolario 2.2.8, existe un arco
ordenado αP : [0, 1] → µ−1([0, t]) de {p} a P . En el caso en que P = {p}, de-
finimos αP : [0, 1] → C(X) como la función constante αP (r) = P . Tomemos
r ∈ [0, 1]. Observemos que αP (r) ⊂ α(1) = P (ya que αP es arco ordenado).
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Como P ⊂ Bd(ε, a), el Lema 1.1.11 nos lleva a que αP (r) ∈ BH(ε, {a}). Cabe
destacar que Bd(ε, a) ⊂M , de modo que αP (r) ⊂ Bd(ε, a) ⊂M . Definimos:

M = F1(M) ∪ clC(X)(
⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, {a})}).

Como αP (0) = {p} ∈ F1(M), ImαP ∩ F1(M) 6= ∅ para cada P ∈
BH(ε, {a}). Lo cual nos dice que

F1(M) ∪ (
⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, {a})})

es un conexo. Notemos que ImαP ⊂ BH(ε, {a}) ⊂ µ−1([0, t]) para cada
P ∈ BH(ε, {a}). Por tanto, M es un subcontinuo de µ−1([0, t]). Además,
como P ∈ ImαP para cada P ∈ BH(ε, {a})}), tenemos que

BH(ε, {a}) ⊂ ⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, {a})} ⊂ M.

Observemos que BH(ε, {a}) es un abierto de C(X) y que BH(ε, {a}) ⊂
µ−1([0, t]) (por (3)). Aśı que BH(ε, {a}) también es un abierto de µ−1([0, t]).
De manera que {a} está en el interior, relativo a µ−1([0, t]), de M.

Afirmación (4). Si K ∈ M, entonces K ⊂M y
[

K ∈ clC(X)(BH(ε, {a}))
o bien µ(K) = 0

]

.

Como αP (r) ∈ BH(ε, {a}) para todo P ∈ Bd(ε, {a}) y todo r ∈ [0, 1],
⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, {a})} ⊂ BH(ε, {a}).

Por tanto,

clC(X)(
⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, {a})}) ⊂ clC(X)(BH(ε, {a})).

Veamos ahora que

clC(X)(
⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, {a})}) ⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂M}.

Sabemos que αP (r) ⊂ M para todo P ∈ Bd(ε, {a}) y todo r ∈ [0, 1]. En-
tonces, por el Lema 3.0.25 (b), obtenemos la contención deseada. Por lo
tanto, dado un elemento K ∈ M, K ⊂M y

[

K ∈ clC(X)(BH(ε, {a})) o bien
µ(K) = 0

]

.

Con esto, terminamos la construcción del subcontinuo M de µ−1([0, t])
que tiene a {a} en su interior, respecto a µ−1([0, t]).
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De manera similar, se construye un subcontinuo N de µ−1([0, t]) que con-
tiene a {b} en su interior, respecto a µ−1([0, t]), y tal que:

Afirmación (5). Si K ∈ N , entonces K ⊂ N y
[

K ∈ clC(X)(BH(ε, {b}))
o bien µ(K) = 0

]

.

Afirmación (6). M∩N = ∅.

Sea E ∈ M. Entonces, por la Afirmación (4), E ⊂M . Si F ∈ N , utilizan-
do la Afirmación (5), obtenemos que F ⊂ N . Como M ∩N = ∅, M∩N = ∅.
Con lo cual concluimos esta afirmación.

Construyamos ahora un subcontinuo L de µ−1([0, t]) que contenga a {c}
en su interior, respecto a µ−1([0, t]), y que satisfaga lo siguiente.

Afirmación (7). Si K ∈ L, entonces K ∈ µ−1(t) o K∩clX(Bd(ε, c)) 6= ∅.

Consideremos Q ∈ BH(ε, {c}). Observemos que (por el Lema 1.1.11) Q ⊂
Bd(ε, c). Por otro lado, como Bd(ε, {c}) ⊂ µ−1([0, t)), µ(Q) < t y, por tanto,
Q  X . De modo que, por el Lema 2.2.4, existe un elemento R ∈ µ−1(t)
tal que Q  R. Aśı que (por el Corolario 2.2.8), existe un arco ordenado
γQ : [0, 1] → µ−1([0, t]) de Q a R. Definimos:

L = µ−1(t) ∪ clC(X)(
⋃{Im γQ : Q ∈ BH(ε, {c})}).

Notemos que Im γQ ⊂ µ−1([0, t]), de modo que L ⊂ µ−1([0, t]). Por el
Teorema 8.3 de [12], µ−1(t) es un continuo. Como Im γQ ∩ µ−1(t) 6= ∅ para
cada Q ∈ BH(ε, {c}),

µ−1(t) ∪ (
⋃{Im γQ : Q ∈ BH(ε, {c})})

es un conexo. Aśı que, L también es un conexo y, por lo tanto, un continuo.

Cabe destacar que Q ∈ Im γQ, para cada Q ∈ BH(ε, {c}). De manera que

BH(ε, {c}) ⊂ ⋃{Im γQ : Q ∈ BH(ε, {c})} ⊂ L.

Como BH(ε, {c}) es un abierto de C(X) y BH(ε, {c}) ⊂ µ−1([0, t]) (por (3)),
{c} ∈ intµ−1([0,t])(L).

Veamos que
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clC(X)(
⋃{Im γQ : Q ∈ BH(ε, {c})}) ⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅}.

Sea Q ∈ BH(ε, {c}). Entonces Q ⊂ Bd(ε, c). Por las propiedades que tiene
un arco ordenado, tenemos Q = γQ(0) ⊂ γQ(r) para todo r ∈ [0, 1]. Aśı que,
γQ(r) ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅. De modo que, por el Lema 3.0.25 (a) obtenemos
la conteción buscada. Aśı que, dado un elemento K ∈ L, se satisface que
K ∈ µ−1(t) o K ∩ clX(B(ε, c)) 6= ∅. Esto prueba la Afirmación 7.

Afirmación (8). L ∩M = ∅ y L ∩N = ∅.

Verifiquemos que L ∩ M = ∅. Supongamos que existe E ∈ L ∩ M.
De modo que, por la Afirmación (4), E ⊂ M y

[

E ∈ clC(X)(BH(ε, {a}))
o bien µ(E) = 0

]

. Por otro lado, como E ∈ L, por la Afirmación (7),
E ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅ o µ(E) = t > 0. Como clC(X)(BH(ε, {a}))∩ µ−1(t) = ∅
(por (3)), µ(E) 6= t. Por lo tanto, F ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅. Pero (2) nos dice
que clX(Bd(ε, c)) ∩M = ∅. Aśı llegamos a una contradicción. De modo que
L ∩M = ∅. De manera similar se obtiene que L ∩ N = ∅. Con esto termi-
namos la prueba de que los subcontinuos M, N y L son ajenos dos a dos y
concluimos nuestro primer caso.

Caso (ii). µ(A) = µ(B) = µ(C) = t.

En este caso, como A 6= B 6= C, tenemos, por el Lema 2.3.4, que estos tres
elementos no son comparables dos a dos. Aśı que existen elementos a ∈ A\B,
b ∈ B \ C y c ∈ C \A. Por hipótesis, existen M,N ∈ C(X) ajenos tales que
a ∈ intX(M), b ∈ intX(N) y c /∈ M ∪ N . Cabe destacar que en este caso,
no utilizamos fuertemente el concepto de 3-mutuamente aposindético, ya que
solamente usamos dos de los tres continuos de la definición. Fijemos s > 0
tal que

s < mı́n{t, µ(M), µ(N)}.

Tomemos ε > 0 tal que:

(9) Bd(ε, a) ⊂ M , Bd(ε, b) ⊂ N ;

(10) clX(Bd(ε, c)) ⊂ X \ (M ∪N);
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(11) clX(Bd(ε, a)) ∩ clX(N(ε, B)) = ∅, clX(Bd(ε, b)) ∩ clX(N(ε, C)) = ∅
y clX(Bd(ε, c)) ∩ clX(N(ε, A)) = ∅.

Construyamos un subcontinuo M de µ−1([0, t]) que contiene a A en su
interior, respecto a µ−1([0, t]), y, tal que, si K ∈ M, éste satisface:

Afirmación (12).
[

K ⊂ clX(N(ε, A)) ∪ M , K ∩ clX(Bd(ε, a)) 6= ∅ y
K ∈ µ−1([s, t])

]

o K ∈ (µ|C(M))
−1(s).

Consideremos P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t]). Por la Proposición 1.0.10, A ⊂
N(ε, P ) y P ⊂ N(ε, A). De manera que, existe un elemento p ∈ P tal
que p ∈ Bd(ε, a). Como {p}  P , aplicamos el Lema 2.2.4 para asegurar
que, existe un elemento QP ∈ µ−1(s) tal que p ∈ QP  P . Por el Coro-
lario 2.2.8, existe un arco ordenado αP : [0, 1] → µ−1([s, t]) de QP a P . Como
p ∈ Bd(ε, a) ⊂ M (por (9)), tenemos {p}  M . Teniendo en cuenta que
0 < s < µ(M), por el Lema 2.2.4, existe un elemento RP ∈ µ−1(s) tal que
p ∈ RP ⊂ M . De modo que, p ∈ QP ∩RP , aśı que, el Lema 2.3.13 nos asegura
que, existe una trayectoria fP : [0, 1] → µ−1(s) que une a QP con RP tal que
p ∈ fP (r) y fP (r) ⊂ QP ∪RP para cada r ∈ [0, 1].

Como M /∈ F1(X) y s < µ(M), el Lema 2.3.3 nos dice que (µ|C(M))
−1(s)

es un continuo no degenerado. Definimos:

M = (µ|C(M))
−1(s)∪ clC(X)(

⋃{ImαP ∪ Im fP : P ∈ BH(ε, A)∩µ−1((s, t])}).

Como QP ∈ ImαP ∩ Im fP y RP ∈ (µ|C(M))
−1(s) ∩ Im fP para cada

P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t]),

(µ|C(M))
−1(s) ∪ (

⋃{ImαP ∪ Im fP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])})

es un conexo y, por lo tanto, M es un continuo. Destaquemos que P ∈ ImαP

para cada P ∈ BH(ε, A)∩µ−1((s, t]) y que BH(ε, A)∩µ−1((s, t]) es un abierto
de µ−1([0, t]). Aśı que

BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t]) ⊂ ⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])} ⊂ M,

es decir, A ∈ intµ−1([0,t])(M).

Sea K ∈ M. Supongamos que

K ∈ clC(X)(
⋃{ImαP ∪ Im fP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])}) =



100 CAPÍTULO 3. BLOQUES DE WHITNEY

clC(X)(
⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])})∪

clC(X)(
⋃{Im fP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])}).

Como ImαP ∪ Im fP ⊂ µ−1([s, t]), se tiene que M ⊂ µ−1([0, t]).

Tomemos P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t]) y r ∈ [0, 1]. Por las propiedades que
tiene un arco ordenado, αP (r) ⊂ αP (1) = P y, como P ⊂ N(ε, A), obtenemos
que αP (r) ⊂ clX(N(ε, A)). Entonces, por el Lema 3.0.25(c),

clC(X)(
⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])})

⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂ clX(N(ε, A))}.

Por otro lado, tenemos que Bd(ε, a) ∩ QP 6= ∅. Utilizando nuevamente las
propiedades de un arco ordenado, obtenemos que QP ⊂ αP (r). De manera
que clX(Bd(ε, a)) ∩ αP (r) 6= ∅. Aśı que, por el Lema 3.0.25 (a),

clC(X)(
⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])})

⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ∩ clX(B(ε, a)) 6= ∅}.

Por otra parte, como αP (r) ∈ µ−1([s, t]), para cada P ∈ BH(ε, A) ∩
µ−1((s, t]) y cada r ∈ [0, 1],

⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])} ⊂ µ−1([s, t])

y, como consecuencia,

clC(X)(
⋃{ImαP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])}) ⊂ µ−1([s, t]).

Sean P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t]) y r ∈ [0, 1]. Ya elegimos un elemento
p ∈ P tal que p ∈ Bd(ε, a) ∩ fP (r). De modo que, Bd(ε, a) ∩ fP (r) 6= ∅. Por
lo tanto, aplicando el Lema 3.0.25 (a),

clC(X)(
⋃{Im fP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])})

⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ∩ clX(Bd(ε, a)) 6= ∅}.

Por otra parte, tenemos las siguientes contenciones:

fP (r) ⊂ QP ∪RP ⊂ P ∪M ⊂ clX(N(ε, A)) ∪M ,
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para cada P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t]) y cada r ∈ [0, 1]. Aśı que, por el
Lema 3.0.25 (c),

clC(X)(
⋃{Im fP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])})

⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂ clX(N(ε, A)) ∪M}.

Es claro que fP (r) ∈ µ−1(s), lo que nos lleva a que

clC(X)(
⋃{Im fP : P ∈ BH(ε, A) ∩ µ−1((s, t])}) ⊂ µ−1(s).

Por tanto, si K ∈ M entonces éste satisface la Afirmación 12.

De manera similar podemos obtener un subcontinuo N de µ−1([0, t]) que
contenga a B en su interior, respecto a µ−1([0, t]), y que cualquier elemento
K ∈ N satisfaga:

Afirmación (13).
[

K ⊂ clX(N(ε, B)) ∪ N , K ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅ y
K ∈ µ−1([s, t])

]

o K ∈ (µ|C(N))
−1(s).

Afirmación (14). Los continuos M y N son ajenos.

Supongamos que existe E ∈ M ∩ N . Entonces, por la Afirmación (12),
E ∩ clX(Bd(ε, a)) 6= ∅ o E ⊂ M . Como M ∩ N = ∅, E /∈ (µ|C(N))

−1(s). De
modo que E ⊂ clX(N(ε, B))∪N . Intersectando con clX(Bd(ε, a)), obtenemos
que

∅ 6= E ∩ clX(Bd(ε, a)) ⊂ clX(N(ε, B) ∩ clX(Bd(ε, a))) ∪ (N ∩ clX(Bd(ε, a)),

pero (por (9) y (11)) llegamos a que el lado derecho es vaćıo, lo cual es una
contradicción. Con lo cual, concluimos que M∩N = ∅ y aśı concluimos esta
afirmación.

Ahora definiremos un continuo L de µ−1([0, t]) que contiene a C en su
interior, respecto a µ−1([0, t]) y, para todo K ∈ L, se cumple:

Afirmación (15).
[

K ⊂ clX(N(ε, C)) y K ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅
]

o K ∈
F1(X).
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Consideremos P ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1((s, t]). Por la Proposición 1.0.10, C ⊂
N(ε, P ) y P ⊂ N(ε, C). Fijemos un elemento p ∈ P tal que p ∈ Bd(ε, c). De
modo que {p}  P . Aśı que, por el Corolario 2.2.8, existe un arco ordenado
γP : [0, 1] → µ−1([0, t]) de {p} a P . Definimos:

L = F1(X) ∪ clC(X)(
⋃{Im γP : P ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1((s, t])}).

Como Im γp ∩ F1(X) 6= ∅,

F1(X) ∪ (
⋃{Im γP : P ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1((s, t])})

es un conexo y, por lo tanto, L es un continuo. Notemos que P ∈ Im γP para
cada P ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1((s, t]). Aśı que

BH(ε, C) ∩ µ−1((s, t]) ⊂ ⋃{Im γP : P ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1((s, t])} ⊂ L.

Lo cual nos lleva a que C ∈ intµ−1([0,t])(C). Como Im γP ⊂ µ−1([0, t]) para
cada P ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1((s, t]) y F1(X) ⊂ µ−1([0, t]), L ⊂ µ−1([0, t]).

Probemos que

clC(X)(
⋃{Im γP : P ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1((s, t])})

⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅} y

clC(X)(
⋃{Im γP : P ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1((s, t])})

⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂ clX(N(ε, C))}.

Sean P ∈ BH(ε, C)∩µ−1((s, t]) y r ∈ [0, 1]. Como γP es un arco ordenado de
{p} a P , {p} = γP (0) ⊂ γP (r) ⊂ γP (1) = P . Por lo tanto, γP (r)∩Bd(ε, c) 6= ∅
y γP (r) ⊂ P ⊂ clX(N(ε, C)). Por el Lema 3.0.25, partes (a) y (c) respec-
tivamente, obtenemos las contenciones deseadas. Considerando un elemento
K ∈ L y teniendo en cuenta las contenciones que acabamos de probar, tene-
mos que K satisface la Afirmación (15).

Afirmación (16). M∩L = ∅ y N ∩ L = ∅.

Veamos que M∩ L = ∅. Sea E ∈ L. Entonces, por la Afirmación (15),
E ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅ o µ(E) = 0. Por (10) y (11), clX(Bd(ε, c)) ∩M = ∅
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y clX(Bd(ε, c)) ∩ clX(N(ε, A)) = ∅. Aśı que, E no puede satisfacer la Afir-
mación (12). Con esto, hemos visto que M ∩ L = ∅. De manera similar se
prueba que N ∩ L = ∅. Con esto, concluimos que este caso.

Caso (iii). µ(A) < µ(B) < µ(C).

Fijemos p, q, r, s ∈ (0, t) tales que µ(A) < p < q < µ(B) < r < s < µ(C).
Por el Lema 3.0.22,

A = µ−1([0, p]),

B = µ−1([q, r]) y

C = µ−1([s, t])

son continuos. Notemos que A ∈ µ−1([0, p)) ⊂ A, B ∈ µ−1((q, r)) ⊂ B y
C ∈ µ−1((s, t]) ⊂ C. Por lo tanto, A, B y C son subcontinuos de µ−1([0, t])
ajenos dos a dos y que contienen a A, B y C, respectivamente, en su interior,
respecto a µ−1([0, t]).

Caso (iv). 0 < µ(A) = µ(B) = µ(C) < t.

En este caso podemos aplicar el Lema 3.2.34 para obtener los continuos
deseados.

Caso (v). µ(A) = µ(B) < µ(C).

En este caso, fijamos r, s ∈ (µ(A), t) tales que µ(A) < r < s < µ(C).
Observemos que

C = µ−1([s, t])

es un subcontinuo (por el Lema 3.0.22) de µ−1([0, t]), contiene a C en su in-
terior en µ−1([0, t]) y, además, C ∩µ−1([0, r]) = ∅. Como X es 3-mutuamente
aposindético, X es semiaposindético. Por el Teorema 3.2.32, µ−1([0, r]) es mu-
tuamente aposindético. Aśı que, existen subcontinuos A y B de µ−1([0, r])
(y por lo tanto de µ−1([0, t])) ajenos que contienen a A y B en su in-
terior en µ−1([0, r]). Por lo tanto, existe un abierto U de C(X) tal que
A ∈ U ∩ µ−1([0, r]) ⊂ A. Como µ(A) < r, A ∈ U ∩ µ−1([0, r)) ⊂ A. Aśı que,
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A pertenece al interior, con respecto a µ−1([0, t]), de A. De manera similar,
se obtiene que B pertenece al interior de B con respecto a µ−1([0, t]). Es claro
que A ∩ C = ∅ y B ∩ C = ∅. Aśı, terminamos la prueba de este caso.

Caso (vi). µ(A) < µ(B) = µ(C) < t.

Tomemos r1, r2 ∈ (0, 1) tales que µ(A) < r1 < r2 < µ(B). Definimos

A = µ−1([0, r1]).

Por el Lema 3.0.22, sabemos que A es un continuo y, además, es claro que
A ⊂ µ−1([0, t]). Como µ es una función continua, µ−1([0, r1)) es un abierto
de C(X) y, como r1 < t, tenemos que también es un abierto de µ−1([0, t]).
Notemos que A ∈ µ−1([0, r1)) ⊂ A, aśı que, A ∈ intµ−1([0,t])(A). Por otra
parte, considerando t0 = r2, t1 = t y s = µ(B) y aplicando el Lema 3.2.34,
obtenemos dos subcontinuos B y C de µ−1([r2, t]) y, por tanto, de µ−1([0, t])
tales que B ∩ C = ∅, B ∈ intµ−1([0,t])(B) y C ∈ intµ−1([0,t])(C). Por la elección
de los números r1 y r2, A no intersecta a B ni a C. De este modo terminamos
con este caso.

Caso (vii). µ(A) < µ(B) = µ(C) = t.

Notemos que B 6⊂ A ya que µ(A) < µ(B). De modo que, existe un ele-
mento b ∈ B \ A. Como C, B ∈ µ−1(t), por el Lema 2.3.4, C 6⊂ B. Aśı que,
existe un elemento c ∈ C \ B. Por hipótesis, existe un subcontinuo N de X
tal que b ∈ intX(N) y c /∈ N . Observemos que N /∈ F1(X).

Subcaso (vii.1). µ(A) < µ(N).

Fijemos q, r, s ∈ (0, t) tales que µ(A) < q < r < s < mı́n{µ(N), t}.
Tomemos ε > 0 que satisfaga lo siguiente:

(a) Bd(ε, b) ⊂ N ;

(b) clX(Bd(ε, c)) ∩ clX(N(ε, B)) = ∅;

(c) clX(Bd(ε, c)) ∩N = ∅;
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(d) clC(X)(BH(ε, B) ∪BH(ε, C)) ⊂ µ−1((s, 1]).

Utilizando la primera parte de la demostración del caso (ii), obtenemos
un subcontinuo B de µ−1([0, t]) que contiene a B en su interior, respecto a
µ−1([0, t]), y si K ∈ B, entonces:

Afirmación (e).
[

K ⊂ clX(N(ε, B)) ∪ N , K ∩ clX(Bd(ε, b)) 6= ∅ y
K ∈ µ−1([s, t])

]

o K ∈ (µ|C(N))
−1(s).

Definamos un subcontinuo de µ−1([0, t]) que tiene en su interior, respecto
a µ−1([0, t]), a C. Sea D ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1([0, t]). Por la Proposición 1.0.10,
C ⊂ N(ε,D). Aśı que, existe un elemento x ∈ D tal que x ∈ Bd(ε, c). Como
D ∈ BH(ε, C) ⊂ µ−1([s, 1]), tenemos {x}  D. Notemos que r ∈ (0, µ(D)).
Entonces, por el Lema 2.2.4, existe un elemento ED ∈ µ−1(r) tal que x ∈
ED  D. Por el Corolario 2.2.8, existe un arco ordenado αD : [0, 1] →
µ−1([r, t]) de ED a D. Notemos que ImαD ∩ µ−1(r) 6= ∅. Consideremos u ∈
[0, 1]. Como αD es un arco ordenado, se satisface que ED = αD(0) ⊂ αD(u).
Como x ∈ ED, x ∈ αD(u). Aśı que αD(u) ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅. Como µ
es una función de Whitney, r = µ(ED) ≤ µ(αD(u)) ≤ µ(D) ≤ t. Aśı que
αD(u) ∈ µ−1([r, t]). Definimos:

C = µ−1(r) ∪ clC(X)

(
⋃{ImαD : D ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1([0, t])}

)

.

Como µ−1(r) es un conexo (por el Teorema 8.3 de [12]) e ImαD∩µ−1(r) 6= ∅,
para cada D ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1([0, t]),

µ−1(r) ∪⋃{ImαD : D ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1([0, t])}
también es un conexo; de esta manera, obtenemos que C es un continuo.
Notemos que, ImαD ⊂ µ−1([r, t]), para cada D ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1([0, t]), lo
cual nos lleva a que

clC(X)

(
⋃{ImαD : D ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1([0, t])}

)

⊂ µ−1([r, t])

y, por lo tanto, a que C ⊂ µ−1([r, t]). Observemos que éste tiene a C en su
interior con respecto a µ−1([0, t]). Veamos que, para un elemento K ∈ C, se
satisface que:

Afirmación (f). K ∈ µ−1(r) o
[

K ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅ y K ∈ µ−1([r, t])
]

.

Veamos que
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clC(X)

(
⋃{ImαD : D ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1([0, t])}

)

⊂ {E ∈ µ−1([0, t]) : E ∩ clX(Bd(ε, c)) 6= ∅}.

Sean D ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1([0, t]) y u ∈ [0, 1]. Como ya vimos, αD(u) ∩
clX(Bd(ε, c)) 6= ∅. Entonces, por el Lema 3.0.25 (a) obtenemos la contención
buscada. Por otra parte, ImαD ⊂ µ−1([r, t]). Lo cual nos conduce a que

clC(X)

(
⋃{ImαD : D ∈ BH(ε, C) ∩ µ−1([0, t])}

)

⊂ µ−1([r, t]).

Por lo tanto, si K ∈ C este satisface (f).

Definimos:

A = µ−1([0, q]),

el cual es un subcontinuo de µ−1([0, t]) (ya que q < t) y tiene a A en su in-
terior, respecto a µ−1([0, t]), porque A ∈ µ−1([0, q)) ⊂ A (ya que µ(A) < q).

Veamos que A ∩ B = ∅ y A ∩ C = ∅. Por (e), B ⊂ µ−1([s, t]) y, por (f),
C ⊂ µ−1([r, t]). Por la definición de A y teniendo en cuenta que q < r < s,
concluimos que A ∩ B = ∅ y A∩ C = ∅.

Verifiquemos que B ∩ C = ∅. Supongamos que existe un elemento K ∈
B∩C. Como K ∈ B, éste satisface (por (e)) que K ∈ µ−1([s, t]). Teniendo en
cuenta que r < s, obtenemos que K /∈ µ−1(r). Como K ∈ C, éste satisface
(f). Aśı que, K ∩Bd(ε, c) 6= ∅. Como K satisface (e), K ⊂ clX(N(ε, B))∪N .
Por lo tanto,

K ∩ Bd(ε, c) ⊂ (N(ε, B) ∩ Bd(ε, c)) ∪ (N ∩ Bd(ε, c)).

Por (b) y (c), el lado derecho es el conjunto vaćıo, lo cual nos lleva que
K ∩ Bd(ε, c) = ∅. Esto es una contradicción que nació de suponer que
B ∩ C 6= ∅, aśı que B ∩ C = ∅.

Subcaso (vii.2). µ(N) ≤ µ(A).

Como b ∈ N y b /∈ A, N 6⊂ A. Si tuviéramos que A ⊂ N , entonces
µ(A) ≤ µ(N). Lo cual nos llevaŕıa a que A = N , pero esto no puede ser
ya que N 6⊂ A. De modo que, A 6⊂ N . Como N /∈ F1(X), 0 < µ(N) y,
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como µ(A) < µ(B) = t, A, N ∈ µ−1((0, t)). Considerando t0 = 0 y t1 = t y,
aplicando el Teorema 2.2.12, existe una función de Whitney ν : C(X) → [0, 1]
tal que

ν−1([t, 1]) = µ−1([t, 1]),

ν−1([0, t]) = µ−1([0, t]), y

0 < ν(A) < ν(N) < t.

Observemos que

µ−1(t) = µ−1([0, t]) ∩ µ−1([t, 1]) = ν−1([0, t]) ∩ ν−1([t, 1]) = ν−1(t).

De modo que B, C ∈ ν−1(t). Por lo tanto, podemos aplicar el subca-
so (vii.1) para obtener subcontinuos A, B y C de ν−1([0, t]) = µ−1([0, t])
ajenos dos a dos y tales que contienen a A, B y C en su interior relativo a
ν−1([0, t]) = µ−1([0, t]), respectivamente.

Con este subcaso terminamos la prueba de que µ−1([0, t]) es 3-mutuamente
aposindético. �

El siguiente resultado es el Teorema 1.92 de [23].

Teorema 3.2.36. X es localmente conexo si y sólo si C(X) es localmente
conexo.

Ejemplo 3.2.37. (M. E. Aguilera) Un continuo X que no es m-mutuamente
aposindético para ninguna m ≥ 2. Con este ejemplo se trabajará en el Teo-
rema 3.2.41.

Para cada n ∈ N ∪ {0}, sea xn = 2
π(4n+1)

. Definimos los siguientes sub-

conjuntos de R2:

In = {(xn, y) : 1 ≤ y ≤ 2)}, para cada n ∈ N ∪ {0},

I = {(0, y) : 1 ≤ y ≤ 2},

J = {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1} y
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S = {(x, sen( 1
x
) : x ∈ (0, 1])}.

Definimos el conjunto:

X = S ∪ J ∪ I ∪
(
⋃

n≥0 In
)

.

−1

0

1

2

J

I I2 I1 I0

S

x2 x1 x0

Figura 6: X

Notemos que S ∪ J es el continuo sen 1
x

y I ∩ J 6= ∅. Como S ∩ In 6= ∅
para cada n ∈ N ∪ {0}, S ∪ (

⋃

n≥0 In) es conexo y su cerradura es X . Luego
X es un continuo. Ver Figura 6.

Observemos que los elementos (0,−1) y (0, 1) no se pueden separar me-
diante continuos ajenos que los contengan en su interior ya que si A,B ∈
C(X) son tales continuos con (0,−1) ∈ intX(A) y (0, 1) ∈ intX(B), entonces
{0} × [−1, 1] ⊂ A y {0} × [−1, 1] ⊂ B. Lo cual nos lleva a que A ∩ B 6= ∅,
aśı que X no es m-mutuamente aposindético para ninguna m ≥ 2.

Definiciones y observaciones 3.2.38. (Para los Lemas 3.2.39 y 3.2.40.)
Sean X como en el Ejemplo 3.2.37 y µ : C(X) → [0, 1] una función de Whit-
ney. Consideremos que π1 : X → [0, 1] y π2 : X → [−1, 2] son las proyec-
ciones en la primera y segunda coordenada, respectivamente. Recordemos
que C(π2) : C(X) → C([−1, 2]) es la función inducida por π2, la Proposi-
ción 1.2.1 nos dice que ésta es continua. La Proposición 1.2.7 nos dice que
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máx : C([−1, 2]) → [−1, 2] es una función continua. De modo que la función
ϕ : C(X) → [−1, 2] dada por:

ϕ(K) = máx(C(π2)(K))

es una función continua. Dado z ∈ [1, 2], definimos el siguiente subcontinuo
de X :

Xz = {p ∈ X : −1 ≤ π2(p) ≤ z}.

Dados un elemento D ∈ C(X) \ F1(X) y w ∈ (0, µ(D)), por el Lema 2.3.3,
(µ|C(D))

−1(w) es un continuo no degenerado. Definimos el continuo:

L(D,w) = (µ|C(D))
−1(w).

Definimos también:

W = X \ {(1, sen 1)},

el cual es un abierto de X .

A continuación veremos un par de lemas que nos auxiliarán en la de-
mostración del Teorema 3.2.41.

Lema 3.2.39. (M. E. Aguilera) Sean X y W como en el Ejemplo 3.2.37 y
en las Definiciones y observaciones 3.2.38, µ : C(X) → [0, 1] una función de
Whitney y t, t0 ∈ (0, 1) tales que t0 < t < µ(J). Si m,n ∈ N, A1, . . . , Am

son elementos distintos de F1(I ∪ J) \ F1(J) y B1, . . . , Bn son elementos
distintos de F1(J), entonces existen subcontinuos A1, . . . ,Am,B1, . . . ,Bn de
µ−1([0, t0]) que son ajenos dos a dos y que contienen, respectivamente, a
A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn en su interior relativo a µ−1([0, t]) ∩ C(W ).

Demostración. Tomemos A ∈ {A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn}. Consideramos
dos casos para construir los continuos deseados.

Caso 1. A ∈ F1(I ∪ J) \ F1(J).

En este caso, existe un elemento a ∈ (1, 2] tal que A = {(0, a)}. Sean
ε > 0 tal que 1 < a− ε y s ∈ (0, t0). Como J  Xa+ε, µ(J) < µ(Xa+ε). Por
lo tanto, s < t0 < t < µ(J) < µ(Xa+ε). Definimos el abierto:
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U = µ−1([0, s)) ∩ C(W ) ∩ 〈π−1
2 (a− ε, a+ ε)〉.

Notemos que A ∈ U y que U es un abierto de µ−1([0, t]) ∩ C(W ).

Consideremos B ∈ U . Como C(π2)(B) ⊂ (a − ε, a + ε), B ⊂ Xa+ε.
Además, B  Xa+ε ya que µ(B) < s < µ(Xa+ε). Aśı que, por el Lema 2.2.4,
existe un elemento CB ∈ µ−1(s) tal que B  CB  Xa+ε. Observemos que
CB ∈ L(Xa+ε, s). Consideremos un arco ordenado βB : [0, 1] → µ−1([0, s]) de
B a CB. De modo que Im βB ∩ L(Xa+ε, s) 6= ∅. Definimos:

A = A(a, ε, s) = L(Xa+ε, s) ∪ clC(X)(
⋃

B∈U Im βB).

Notemos que A es un continuo. De la definición de βB, B ∈ Im βB, para cada
B ∈ U . Aśı que

A ∈ U ⊂ ⋃

B∈U Im βB ⊂ A.

Luego, A contiene a A en su interior respecto a µ−1([0, t]) ∩ C(W ). Como
Im βB ⊂ µ−1([0, s]) ⊂ µ−1([0, t]), para todo B ∈ U , y L(Xa+ε, s) ⊂ µ−1(s) ⊂
µ−1([0, t]), A ⊂ µ−1([0, t]). Ver Figura 7.

F1(X)

B

A

C (J ∪ I) ∩ µ−1 ([0, t])

Figura 7: A ∩ C(J ∪ I) y B ∩ C(J ∪ I)
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Propiedad 1. Si K ∈ clC(X)(
⋃

B∈U Im βB), entonces ϕ(K) ∈ [a−ε, a+ε]
y µ(K) ≤ s.

Tomemos B ∈ U y r ∈ [0, 1]. Por las propiedades que tiene un arco
ordenado, se tiene B = βB(0) ⊂ βB(r) ⊂ βB(1) = CB y, como CB ⊂ Xa+ε,
ϕ(B) ≤ ϕ(βB(r)) ≤ ϕ(Xa+ε) = a+ ε. Como B ∈ U , se satisface que ϕ(B) >
a− ε. Por lo tanto, ϕ(βB(r)) ∈ [a− ε, a+ ε]. Lo cual nos lleva a que βB(r) ∈
ϕ−1([a− ε, a+ ε]). De modo que

⋃

B∈U Im βB ⊂ ϕ−1([a− ε, a+ ε]).

Como ϕ−1([a− ε, a+ ε]) es cerrado,

clC(X)(
⋃

B∈U Im βB) ⊂ ϕ−1([a− ε, a+ ε]).

Por otro lado, como Im βB ⊂ µ−1([0, s]) y µ−1([0, s]) es cerrado,

clC(X)(
⋃

B∈U Im βB) ⊂ µ−1([0, s]).

Por lo tanto si K ∈ clC(X)(
⋃

B∈U Im βB), se satisface que ϕ(K) ∈ [a−ε, a+ε]
y µ(K) ≤ s. Aśı, concluimos con esta propiedad.

Propiedad 2. Si K ∈ L(Xa+ε, s), entonces ϕ(K) ≤ a + ε y µ(K) = s.

Esto es claro de la definición de L(Xa+ε, s).

Utilizando las Propiedades 1 y 2 y el hecho de que s < t0, es claro que
A ⊂ µ−1([0, t0]). Aśı terminamos con la construcción del primer continuo.

Definiremos unos continuos y un número que nos servirán para el siguien-
te caso. Sean z0, z1 ∈ [−1, 2] tales que z0 < z1 y d(z0, z1) < 1 y L(z0, z1) =
{0}×[z0, z1]. Denotamos por {Ln(z0, z1)}∞n=1 a la sucesión de componentes de
π−1
2 ([z0, z1]) numeradas con el orden natural, de derecha a izquierda. Entonces
C(π2)(Ln(z0, z1)) = [z0, z1] para cada n ∈ N. Observemos que ĺımLn(z0, z1) =
L(z0, z1). Por la continuidad de la función µ, ĺımµ(Ln(z0, z1)) = µ(L(z0, z1)).
Tomemos δ ∈ (0, µ(L(z0, z1))). Por la convergencia de la sucesión, existe un
número N ∈ N tal que µ(Ln(z0, z1)) ∈ (µ(L(z0, z1))−δ, µ(L(z0, z1))+δ) para
toda n ≥ N . Ya que µ(Ln(z0, z1)) > 0 para toda n ∈ N, existe q(z0, z1) ∈
(0, 1) tal que

q(z0, z1) < mı́n{µ(L(z0, z1)) − δ, µ(L1(z0, z1)), . . . , µ(LN−1(z0, z1))}.
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Aśı que, q(z0, z1) < µ(Ln(z0, z1)), para todo n ∈ N, y q(z0, z1) < µ(L(z0, z1)).

Caso 2. A ∈ F1(J).

2

b

a+ ε
1

c
a

a− ε
0

−1

lB
D
E
LB

B
CB

Figura 8: Caso 2

L(Xb, r)

DImγBE

L(CB ∪ lB, q)

CB ImβB B

Figura 9: Caso 2
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Construyamos al continuo B que tiene a A en su interior respecto a
µ−1([0, t]). Para esto, se recomienda ver las Figuras 8 y 9. En este caso, exis-
te un elemento a ∈ [−1, 1] tal que A = {(0, a)}. Sean b ∈ (1, 2] y ε ∈ (0, 1

2
)

tales que a + ε < b. Tomemos r ∈ (0, t0). Como J  Xb, observamos que
r < t0 < t < µ(J) < µ(Xb). Consideremos a la sucesión {Ln(a− ε, a+ ε)}∞n=1

que converge al elemento L(a − ε, a + ε) y al número q = q(a − ε, a + ε);
además, podemos pedir que q < r. Definimos el abierto:

U = µ−1([0, q)) ∩ C(W ) ∩ 〈π−1
2 (a− ε, a+ ε)〉.

Observemos que A ∈ U y que U es un abierto de µ−1([0, t]) ∩ C(W ). Consi-
deremos B ∈ U . En el caso en que B ⊂ J ∪ I definimos LB = L(a− ε, a+ ε).
En el caso en que B 6⊂ J ∪ I, tomemos n ∈ N tal que B ⊂ Ln(a− ε, a+ ε),
definimos LB = Ln(a− ε, a+ ε). Notemos que, en cualquiera de los casos, se
satisface B ⊂ LB y LB ⊂ Xa+ε. Como µ(B) < q < µ(LB), B  LB. Entonces
(por el Lema 2.2.4) existe un elemento CB ∈ µ−1(q) tal que B  CB  LB.
Aśı que, podemos aplicar el Corolario 2.2.8 para obtener un arco ordenado
βB : [0, 1] → µ−1([0, q]) de B a CB. Notemos, por las propiedades que tiene un
arco ordenado, que para toda w ∈ [0, 1], B = βB(0) ⊂ βB(w) ⊂ βB(1) = CB.
Como CB ⊂ LB ⊂ Xa+ε, B ⊂ βB(w) ⊂ Xa+ε. Por lo tanto, B ⊂ βB(w) ⊂
Xa+ε. Lo cual nos lleva a que a− ε < ϕ(B) ≤ ϕ(βB(w)) ≤ ϕ(Xa+ε) = a+ ε.
Por lo tanto, ϕ(βB(w)) ∈ [a− ε, a+ ε] para toda w ∈ [0, 1].

Sea c = ϕ(CB). Notemos que −1 < c < b, ya que B  CB ⊂ LB y
c = ϕ(CB) ≤ ϕ(LB) = a+ ε < b. Sea lB la componente de π−1

2 ([c, b]) tal que
lB ∩ CB 6= ∅. De modo que, CB ∪ lB ∈ C(X) y q = µ(CB) < µ(CB ∪ lB).
Consideremos al continuo L(CB ∪ lB, q).

Tomemos x ∈ [0, 1] tal que (x, b) ∈ lB. Como 0 < q < µ(CB ∪ lB), existe
(por el Lema 2.2.4) un elemento D ∈ µ−1(q) tal que (x, b) ∈ D ⊂ CB ∪ lB.
Como µ(D) = q < r < µ(Xb), D  Xb. Aśı que, utilizando nuevamente el
Lema 2.2.4, existe un elemento E ∈ µ−1(r) tal que D  E  Xb. Por lo tanto
(por el Corolario 2.2.8), existe un arco ordenado γB : [0, 1] → µ−1([q, r]) de
D a E. Consideremos w ∈ [0, 1]. Por las propiedades de un arco ordenado,
D = γB(0) ⊂ γB(w) ⊂ γB(1) = E. Aśı que, (x, b) ∈ γB(w) ⊂ Xb, lo cual nos
lleva a que b ≤ ϕ(γB(w)) ≤ ϕ(Xb) = b. De modo que ϕ(γB(w)) = b.

Observemos que CB ∈ Im βB ∩ L(CB ∪ lB, q), D ∈ L(CB ∪ lB, q) ∩ Im γB
y E ∈ Im γB ∩ L(Xb, r). De modo que,
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Im βB ∪ L(CB ∪ lB, q) ∪ Im γB ∪ L(Xb, r)

es un continuo que contiene a B. Por tanto, el conjunto definido por:

B = B(a, b, ε, q, r) = L(Xb, r)∪ clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB ∪ L(CB ∪ lB, q) ∪ Im γB
)

es un continuo y contiene a A en su interior relativo a µ−1([0, t]) ∩ C(W ).

Propiedad 3. Si K ∈ clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB
)

, entonces ϕ(K) ∈ [a−ε, a+ε]
y µ(K) ∈ [0, q].

Sean B ∈ U y w ∈ [0, 1]. Como ya vimos, ϕ(βB(w)) ∈ [a − ε, a + ε].
Aśı que,

⋃

B∈U Im βB ⊂ ϕ−1([a− ε, a+ ε])

y, como ϕ−1([a− ε, a+ ε]) es cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB)
)

⊂ ϕ−1([a− ε, a+ ε]).

Por otra parte, como Im βB ⊂ µ−1([0, q]), para todo B ∈ U , y µ−1([0, q]) es
cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB
)

⊂ µ−1([0, q]).

Por lo tanto, si K ∈ clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB
)

, se satisface que ϕ(K) ∈ [a−ε, a+ε]
y µ(K) ∈ [0, q].

Propiedad 4. Si K ∈ clC(X)

(
⋃

B∈U L(CB ∪ lB, q)
)

, entonces ϕ(K) ∈
[a− ε, b] y µ(K) = q.

Tomemos B ∈ U y F ∈ L(CB ∪ lB, q). Como F ⊂ CB ∪ lB ⊂ LB ∪ lB y
π2(LB ∪ lB) = [a− ε, b], ϕ(F ) ∈ [a− ε, b]. Por lo tanto,

⋃

B∈U L(CB ∪ lB, q) ⊂ ϕ−1([a− ε, b])

y, como ϕ−1([a− ε, b]) es cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U L(CB ∪ lB, q)
)

⊂ ϕ−1([a− ε, b]).

Por otro lado, como L(CB ∪ lB, q) ⊂ µ−1(q), para cada B ∈ U , y µ−1(q) es
cerrado,
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clC(X)

(
⋃

B∈U L(CB ∪ lB, q)
)

⊂ µ−1(q).

De modo que, si K ∈ clC(X)

(
⋃

B∈U L(CB ∪ lB, q)
)

, se satisface que ϕ(K) ∈
[a− ε, b] y µ(K) = q. Aśı, concluimos la Propiedad 4.

Propiedad 5. Si K ∈ clC(X)

(
⋃

B∈U Im γB
)

, entonces ϕ(K) = b y µ(K) ∈
[q, r].

Consideremos B ∈ U y w ∈ [0, 1]. Como ya vimos, ϕ(γB(w)) = b. En-
tonces

⋃

B∈U Im γB ⊂ ϕ−1(b).

Como ϕ−1(b) es cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U Im γB
)

⊂ ϕ−1(b).

Los hechos de que Im γB ⊂ µ−1([q, r]), para cada B ∈ U , y µ−1([q, r]) es
cerrado, nos dicen que

clC(X)(
⋃

B∈U Im γB) ⊂ µ−1([q, r]).

De modo que, si clC(X)K ∈ (
⋃

B∈U Im γB), se satisface que ϕ(K) = b y
µ(K) ∈ [q, r].

Propiedad 6. Si K ∈ L(Xb, r), entonces ϕ(K) ≤ b y µ(K) = r.

Esto es claro de la definición de L(Xb, r).

Utilizando las Propiedades 3, 4, 5 y 6 y el hecho de que q < r < t0, es
claro que B ⊂ µ−1([0, t0]). Aśı, hemos obtenido un subcontinuo de µ−1([0, t0])
que contiene a A en su interior con respecto a µ−1([0, t])∩C(W ), con lo cual
terminamos este caso.

Ya estamos listos para probar nuestro lema. Tenemos que existen elemen-
tos a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ [−1, 2] tales que

A1 = {(0, a1)}, . . . , Am = {(0, am)},

B1 = {(0, b1)}, . . . , Bn = {(0, bn)}.
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Podemos suponer

b1 < · · · < bn < a1 < · · · < am.

Sean c1, . . . , cn ∈ (1, 2] y ε > 0 tales que

bn < c1 < · · · < cn < a1 y

b1 + ε < b2 − ε < · · · < bn−1 + ε < bn − ε < bn + ε < c1 < · · ·

< cn < a1 − ε < a1 + ε < a2 − ε < · · · < am−1 + ε < am − ε.

Tomemos q1, . . . , qn, r1, . . . , rn, s1, . . . , sm ∈ (0, t0) tales que

qn < · · · < q1 < r1 < · · · < rn < s1 < · · · < sm

y cada qi es menor que µ(L) para toda componente L de π−1
2 ([ai− ε, ai + ε]).

Aśı que, por lo probado en los párrafos anteriores, existen subcontinuos

A1 = A(a1, ε, s1), . . . ,Am = A(am, ε, sm) y

B1 = B(b1, c1, ε, q1, r1), . . . ,Bn = B(bn, cn, ε, qn, rn)

de µ−1([0, t0]) que tienen respectivamente a los elementos A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn

en su interior relativo a µ−1([0, t]) ∩ C(W ).

Verifiquemos que Ai ∩ Aj = ∅, para i < j. Consideremos K ∈ Aj, en-
tonces tenemos los dos casos siguientes.

Caso (a). µ(K) = sj .

Por la construcción del continuo Ai sabemos que Ai ⊂ µ−1([0, si]). Como
i < j, si < sj . Lo cual nos dice que K /∈ Ai.

Caso (b). ϕ(K) ∈ [aj − ε, aj + ε] y µ(K) ∈ [0, sj].

Si N ∈ Ai, éste satisface que ϕ(N) ∈ [0, ai+ε]. Por la elección del número
ε y como i < j, se tiene que ai + ε < aj − ε. Lo cual nos dice que K /∈ Ai.
Aśı, terminamos la prueba de que Ai ∩Aj = ∅.
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Veamos que Bi∩Bj = ∅, para i < j. Tomemos K ∈ Bj . Analicemos varios
casos, de acuerdo a la propiedad (3, 4, 5 o 6) que éste satisfaga.

Caso (c). µ(K) ≤ qj.

Si K ∈ Bi, como µ(K) ≤ qj < qi < ri, K sólo puede estar en el caso de
la Propiedad 3 (para i), aśı que, ϕ(K) ∈ [bi − ε, bi + ε], lo cual es un absurdo
pues ϕ(K) ∈ [bj − ε, bj + ε] y bi + ε < bj − ε. Por tanto K /∈ Bi.

Caso (d). ϕ(K) = cj y µ(K) ∈ [qj , rj].

Si N ∈ Bi, entonces éste satisface que ϕ(N) ∈ [0, ci]. Como i < j, se tiene
que ci < cj . Esto nos dice que K /∈ Bi.

Caso (e). ϕ(K) ≤ cj + ε y µ(K) = rj.

En este caso K /∈ Bi, ya que Bi ⊂ µ−1([0, ri]) y ri < rj.

De esta manera hemos probado que Bi ∩ Bj = ∅. Verifiquemos que
Aj ∩ Bi = ∅, para cada j ∈ {1, . . . , m} y cada i ∈ {1, . . . , n}, tomando
en cuenta los dos casos siguientes para un elemento K ∈ Aj.

Caso (f). ϕ(K) ∈ [0, aj + ε] y µ(K) = sj .

Por la construcción del continuo Bi, éste satisface que Bi ⊂ µ−1([0, ri]).
Como ri < sj , K /∈ Bi.

Caso (g). ϕ(K) ∈ [aj − ε, aj + ε] y µ(K) ∈ [0, sj].

Si N ∈ Bi, entonces ϕ(N) ∈ [0, ci]. Como ci < aj − ε, K /∈ Bi. Por lo
tanto, Aj ∩ Bi = ∅. Aśı terminamos la prueba de que los continuos construi-
dos son ajenos dos a dos y finalizamos con la demostración de nuestro lema. �

Lema 3.2.40. (M. E. Aguilera) Sean X y W como en el Ejemplo 3.2.37
y en las Definiciones y observaciones 3.2.38, µ : C(X) → [0, 1] una fun-
ción de Whitney y t, t0 ∈ (0, 1) tales que t0 < t < µ(J). Si m,n ∈ N,
A1, . . . , Am son elementos distintos de (µ−1(t)∩C(J∪I))\C(J) y B1, . . . , Bn
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son elementos distintos de µ−1(t) ∩ C(J). Entonces existen subcontinuos
A1, . . . , Am,B1, . . . ,Bn de µ−1([t0, t]) que son ajenos dos a dos y que con-
tienen, respectivamente, a A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn en su interior relativo a
µ−1([0, t]) ∩ C(W ).

Demostración. Tomemos A ∈ {A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn}. Consideramos
dos casos para la construcción de los continuos deseados.

Caso 1. A 6⊂ J .

Sea a = ϕ(A). Entonces a ∈ (1, 2]. Consideremos ε > 0 tal que 1 < a− ε.
Fijemos q ∈ (t0, t). Definimos el abierto (de µ−1([0, t]) ∩ C(W )):

U = µ−1((q, t]) ∩ C(W ) ∩ ϕ−1((a− ε, a+ ε)).

Observemos que A ∈ U . Sean B ∈ U y b = ϕ(B). Notemos que B ⊂ Xa+ε.
Como {b}  B y 0 < q < µ(B), por el Lema 2.2.4, existe un elemento
C ∈ µ−1(q) tal que {b}  C  B. Aśı que, aplicando el Corolario 2.2.8,
existe un arco ordenado βB : [0, 1] → µ−1([q, t]) de C a B. Como βB es un
arco ordenado se cumplen, para cada w ∈ [0, 1], las siguientes contenciones:
{b} ⊂ C = βB(0) ⊂ βB(w) ⊂ βB(1) = B. Por tanto, C ⊂ Xa+ε. Más aún, co-
mo µ(C) = q, C ∈ L(Xa+ε, q). Por lo tanto, C ∈ Im βB ∩L(Xa+ε, q) y, como
consecuencia, Im βB ∪L(Xa+ε, q) es un continuo que contiene al elemento B.
Por otra parte, observemos que b ≤ ϕ(βB(w)) ≤ ϕ(B) para cada w ∈ [0, 1].
De modo que ϕ(βB(w)) = b = ϕ(B) para cada w ∈ [0, 1].

De modo que el conjunto:

A = A(a, ε, q) = L(Xa+ε, q) ∪ clC(X)(
⋃

B∈U Im βB)

es un continuo que tiene a A en su interior respecto a µ−1([0, t])∩C(W ). Ver
Figura 10.
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F1(X)

A

B

C (J ∪ I) ∩ µ−1 ([0, t])

Figura 10: A∩ C(J ∪ I) y B ∩ C(J ∪ I)

Propiedad 1. Si K ∈ clC(X)(
⋃

B∈U Im βB), entonces ϕ(K) ∈ [a−ε, a+ε]
y µ(K) ∈ [q, t].

Tomemos B ∈ U y w ∈ [0, 1]. Como ya vimos, ϕ(βB(w)) = ϕ(B). De
modo que, ϕ(βB(w)) ∈ [a− ε, a+ ε], aśı que,

⋃

B∈U Im βB ⊂ ϕ−1([a− ε, a+ ε]).

Como ϕ−1([a− ε, a+ ε]) es cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB
)

⊂ ϕ−1([a− ε, a+ ε]).

Por otro lado, Im βB ⊂ µ−1([q, t]), para cada B ∈ U . De manera que,

⋃

B∈U Im βB ⊂ µ−1([q, t]).

Por lo tanto, como µ−1([q, t]) es cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB
)

⊂ µ−1([q, t]).

Resulta que, si K ∈ clC(X)(
⋃

B∈U Im βB), se satisface que ϕ(K) ∈ [a−ε, a+ε]
y µ(K) ∈ [q, t].

Propiedad 2. Si K ∈ A∩L(Xa+ε, q), entonces ϕ(K) ≤ a+ε y µ(K) = q.
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Esto es claro de la definición de K ∈ L(Xa+ε, q).

Utilizando las Propiedades 1 y 2 y el hecho de que t0 < q, tenemos que
A ⊂ µ−1([q, t]) ⊂ µ−1([t0, t]). De esta manera, terminamos con el primer caso.

Caso 2. A ⊂ J .

2

z

a+ ε
1
a
b

0

−1

lB
D
E
B
CB

Figura 11: Caso 2

L(Xz, r)

EImγBD

L(CB ∪ lB, s)

CBImβBB

Figura 12: Caso 2
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Construyamos el continuo B que tiene a A en su interior relativo a
µ−1([0, t]) ∩ C(W ). Se recomienda ver las Figuras 11 y 12. Sean a = ϕ(A),
ε > 0 y z ∈ (1, 2] tales que a + ε < z. Consideremos r, s ∈ (t0, t) tales que
r < s. Definimos el abierto (de µ−1([0, t]) ∩ C(W )):

U = µ−1((s, t]) ∩ C(W ) ∩ ϕ−1((a− ε, a+ ε)).

Notemos que A ∈ U . Consideremos un elemento B ∈ U . Sean b ∈ [−1, 2]
tal que b = ϕ(B) y y ∈ [0, 1] tal que (y, b) ∈ B. Como 0 < s < µ(B) y
{(y, b)}  B, por el Lema 2.2.4, existe un elemento CB ∈ µ−1(s) tal que
(y, b) ∈ CB  B. Aśı que, podemos aplicar el Corolario 2.2.8 para obtener
un arco ordenado βB : [0, 1] → µ−1([s, t]) de CB a B. Tomemos w ∈ [0, 1].
Por las propiedades de βB, que es un arco ordenado, CB = βB(0) ⊂ βB(w) ⊂
βB(1) = B y, como (y, b) ∈ CB, se satisface (y, b) ∈ βB(w) ⊂ B. Aśı que,
b ≤ ϕ(βB(w)) ≤ ϕ(B), lo cual nos dice que ϕ(βB(w)) = ϕ(B).

Observemos que ϕ(CB) = ϕ(B) > −1, ya que B /∈ F1(X). Sea lB la
componente de π−1

2 ([b, z]) tal que lB ∩ CB 6= ∅. Entonces CB ∪ lB ∈ C(X).
Si tuviéramos que z ∈ π2(CB), obtendŕıamos que a + ε < z ≤ ϕ(CB). Lo
cual no puede ser ya que, como CB ⊂ B, ϕ(CB) = ϕ(B) ≤ a + ε. Por
tanto, z ∈ π2(lB \ CB). Lo cual nos lleva a que CB  CB ∪ lB. Aśı que
s = µ(CB) < µ(CB ∪ lB). De modo que, de acuerdo a nuestra defini-
ción, el conjunto L(CB ∪ lB, s) es un continuo no degenerado. Notemos que
CB ∈ L(CB ∪ lB, s).

Consideremos x ∈ [0, 1] tal que (x, z) ∈ lB. Como 0 < s < µ(CB ∪ lB) y
{(x, z)}  CB ∪ lB, por el Lema 2.2.4, existe un elemento D ∈ µ−1(s) tal que
(x, z) ∈ D ⊂ CB ∪ lB. Notemos que D ∈ L(CB ∪ lB, s). Como {(x, z)}  D y
µ({(x, z)}) = 0 < r < s = µ(D), podemos utilizar el Lema 2.2.4 para garanti-
zar la existencia de un elemento E ∈ µ−1(r) tal que (x, z) ∈ E  D. Aśı que,
aplicando el Corolario 2.2.8, existe un arco ordenado γB : [0, 1] → µ−1([r, s])
de E a D. Sea w ∈ [0, 1]. Probemos que π2(γB(w)) = z. Como γB es ar-
co ordenado, se satisface que E = γB(0) ⊂ γB(w) ⊂ γB(1) = D. Como
(x, z) ∈ E, y D ⊂ CB ∪ lB, z ≤ π2(γB(w)) ≤ π2(CB ∪ lB) = z. Esto nos dice
que π2(γB(w)) = z, lo que queŕıamos probar.

Notemos las siguientes contenciones E  D ⊂ CB ∪ lB ⊂ Xz. Entonces
r = µ(E) < µ(Xz) y, de acuerdo a nuestra definición, tenemos que L(Xz, r)
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es un continuo no degenerado y, además, contiene al elemento E.

Como CB ∈ Im βB ∩ L(CB ∪ lB, s), D ∈ L(CB ∪ lB, s) ∩ Im γB y E ∈
Im γB ∩ L(Xz, r),

Im βB ∪ L(CB ∪ lB, s) ∪ Im γB ∪ L(Xz, r)

es un continuo que contiene a B. Por tanto, el conjunto dado por:

B = B(a, z, ε, r, s) = L(Xz, r)∪clC(X)

(
⋃

B∈U (Im βB∪L(CB∪ lB, s)∪ Im γB)
)

es un continuo que tiene a A en su interior respecto a µ−1([0, t]) ∩ C(W ).

Propiedad 3. Si K ∈ clC(X)(
⋃

B∈U Im βB), entonces ϕ(K) ∈ [a−ε, a+ε]
y µ(K) ∈ [s, t].

Sean B ∈ U y w ∈ [0, 1]. Por lo visto, ϕ(βB(w)) = ϕ(B), aśı que,
ϕ(βB(w)) ∈ [a− ε, a+ ε]. Lo cual nos conduce a que

⋃

B∈U Im βB ⊂ ϕ−1([a− ε, a+ ε]).

Como ϕ−1([a− ε, a+ ε]) es un conjunto cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB
)

⊂ ϕ−1([a− ε, a+ ε]).

Por otra parte, como Im βB ⊂ µ−1([s, t]), para todo B ∈ U ,

⋃

B∈U Im βB ⊂ µ−1([s, t])

y, como µ−1([s, t]) es un conjunto cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB
)

⊂ µ−1([s, t]).

De modo que, si K ∈ clC(X)(
⋃

B∈U Im βB), se satisface que ϕ(K) ∈ [a−ε, a+ε]
y µ(K) ∈ [s, t].

Propiedad 4. Si K ∈ clC(X)

(
⋃

B∈U L(CB ∪ lB, s)
)

, entonces ϕ(K) ∈
[a− ε, z] y µ(K) = s.

Verifiquemos que, dado K ∈ L(CB ∪ lB, s), entonces se cumple que
ϕ(K) ∈ [a−ε, z]. Si K ⊂ CB, tenemos que K = CB (ya que µ(CB) = µ(K)).
Entonces, en este caso, se cumple nuestra afirmación ya que ϕ(K) = ϕ(CB) ≤
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ϕ(B) ∈ [a−ε, a+ε] ⊂ [a−ε, z]. Verifiquemos nuestra afirmación en el caso en
que K 6⊂ CB. En este caso, K ∩ lB 6= ∅, lo cual nos lleva (por la definición de
lB) a que ϕ(K) ∈ [c, z] ⊂ [a− ε, z]. De esta manera, hemos probado nuestra
afirmación.

Por la afirmación del párrafo anterior, se satisface que

⋃

B∈U L(CB ∪ lB, s) ⊂ ϕ−1([a− ε, z])

y, como ϕ−1([a− ε, z]) es un conjunto cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U L(CB ∪ lB, s)
)

⊂ ϕ−1([a− ε, z]).

Por otra parte, como se satisface que L(CB ∪ lB, s) ⊂ µ−1(s), para cada
B ∈ U , y µ−1(s) es un conjunto cerrado,

clC(X)(
⋃

B∈U L(CB ∪ lB, s)) ⊂ µ−1(s).

Por lo tanto, si K ∈ clC(X)

(
⋃

B∈U L(CB ∪ lB, s)
)

, se cumple que ϕ(K) ∈
[a− ε, z] y µ(K) = s.

Propiedad 5. Si K ∈ clC(X)(
⋃

B∈U Im γB), entonces ϕ(K) = z y µ(K) ∈
[r, s].

Tomemos B ∈ U y w ∈ [0, 1]. Por lo visto anteriormente, ϕ(γB(w)) = z.
De manera que

⋃

B∈U Im βB ⊂ ϕ−1(z).

Como ϕ−1(z) es un conjunto cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U Im βB
)

⊂ ϕ−1(z).

Por otra parte, como Im γB ⊂ µ−1([r, s]), para cada B ∈ U , y µ−1([r, s]) es
un conjunto cerrado,

clC(X)

(
⋃

B∈U Im γB
)

⊂ µ−1([r, s]).

De manera que, si K ∈ clC(X)(
⋃

B∈U Im γB), se cumple que ϕ(K) = z y
µ(K) ∈ [r, s].
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Propiedad 6. Si K ∈ B ∩ L(Xz, r), entonces ϕ(K) ≤ z y µ(K) = r.

Esta propiedad es clara de la definición de L(Xz, r).

Utilizando las Propiedades 3, 4, 5 y 6 y el hecho de que t0 < r, obtenemos
que B ⊂ µ−1([r, t]) ⊂ µ−1([t0, t]).

Ya estamos listos para probar nuestro lema. Sean

a1 = ϕ(A1), . . . , am = ϕ(Am) y

b1 = ϕ(B1), . . . , bn = ϕ(Bn).

Supongamos que

b1 < · · · < bn < a1 < · · · < am.

Consideremos c1, · · · , cn ∈ (1, 2] y ε > 0 tales que

bn < c1 < · · · < cn < a1 y

b1 + ε < b2 − ε < · · · < bn−1 + ε < bn − ε < bn + ε < c1 < · · ·

< cn < a1 − ε < a1 + ε < a2 − ε < · · · < am−1 + ε < am − ε.

Tomemos q1, . . . , qm, r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ (t0, t) tales que

qm < · · · < q1 < rn < · · · < r1 < s1 < · · · < sn.

Por lo visto en los Casos 1 y 2, existen subcontinuos

A1 = A(a1, ε, q1), . . . ,Am = A(am, ε, qm) y

B1 = B(b1, c1, ε, r1, s1), . . . ,Bn = B(bn, cn, ε, rn, sn)

de µ−1([t0, t]) y que tienen, respectivamente, a A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn en su
interior relativo a µ−1([0, t]) ∩ C(W ).

Veamos que Ai∩Aj = ∅ para cada par de ı́ndices distintos i, j ∈ {1, . . . , m}.
Podemos suponer que i < j. Supongamos que existe K ∈ Ai ∩ Aj. Por las
Propiedades 1 y 2 para Ai, tenemos ϕ(K) ≤ ai + ε < aj − ε y qi ≤ µ(K), de
manera que K debe cumplir la Propiedad 2 para Aj, aśı que µ(K) = qj <
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qi ≤ µ(K). Por lo tanto, Ai ∩ Aj = ∅.

Verifiquemos que Bi ∩ Bj = ∅ para cada par de ı́ndices distintos i, j ∈
{1, . . . , n}. Podemos suponer que i < j. Supongamos que existe K ∈ Bi∩Bj .
Teniendo en cuenta las Propiedades 3, 4, 5 y 6 para Bi, tenemos ϕ(K) ≤ ci
y ri ≤ µ(K). Como ci < cj y rj < ri, K no satisface la Propiedad 5 ni la
6 para Bj . Entonces, por las Propiedades 3 y 4 para Bj , bj − ε ≤ ϕ(K) y
sj ≤ µ(K). Como si < sj , ϕ(K) ∈ (si, t]. Aśı que, K no satisface ninguna de
las Propiedades 4, 5 y 6 para Bi. De modo que K satisface la Propiedad 3 para
Bi y, por lo tanto, ϕ(K) ≤ bi + ε. Aśı, llegamos a que bj − ε ≤ ϕ(K) ≤ bi + ε,
lo cual es un absurdo ya que bi + ε < bj + ε (porque i < j). Por lo tanto
Bi ∩ Bj = ∅.

Probemos que Bi ∩ Aj = ∅ para cada par de ı́ndices i ∈ {1, . . . , n} y
j ∈ {1, . . . , m}. Supongamos, por el contrario, que existe K ∈ Bi ∩ Aj. Por
las Propiedades 3, 4, 5 y 6 para Bi, que satisface K, ϕ(K) ≤ ci y ri ≤ µ(K).
Por las Propiedades 1 y 2 para Aj, aj − ε < ϕ(K) o µ(K) = qj . Con esto
obtenemos que aj − ε < ci o ri ≤ qj , lo cual es un absurdo porque ci < aj − ε
y qj < ri. De este modo, Bi ∩ Aj = ∅.

Aśı, terminamos la prueba de que los continuos construidos son ajenos
dos a dos y con esto finalizamos nuestro lema. �

Teorema 3.2.41. (M. E. Aguilera) La propiedad de ser m-mutuamente apo-
sindético no es inducida fuertemente por los bloques de Whitney para ninguna
m ∈ N \ {1}.

Demostración. Sea X como en el Ejemplo 3.2.37, como ya vimos X
no es m-mutuamente aposindético para ninguna m ∈ N \ {1}. Tomemos
µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney, t < µ(J), m ∈ N \ {1} y
A1, . . . , Am elementos distintos de µ−1([0, t]\C(J). Veremos que existen sub-
continuos A1, . . . ,Am de µ−1([0, t]) ajenos dos a dos que contienen, respecti-
vamente, a A1, . . . , Am en su interior relativo a µ−1([0, t]).

Consideremos i ∈ {1, . . . , m}. Como t < µ(J), si Ai ∩ (J ∪ I) 6= ∅
y Ai ∩ (X \ (J ∪ I)) 6= ∅, se tiene que J ⊂ Ai. Esto nos lleva a que
t < µ(J) ≤ µ(Ai), lo cual no puede ser ya que Ai ∈ µ−1([0, t]). Por tan-
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to Ai ⊂ J ∪ I o Ai ⊂ X \ (J ∪ I).

Supongamos que tenemos números naturales n ≥ 3 y

2 ≤ m0 < m1 < · · · < mn+1 < m

que satisfacen

m1 −m0, m2 −m1, . . . , mn+1 −mn, m−mn+1 ≥ 2.

Supongamos que los elementos A1, . . . , Am cumplen lo siguiente:

•A1, . . . , Am0 ∈ C(X \ (J ∪ I)),
•Am0+1, . . . , Am1 ∈

(

µ−1(t1) ∩ C(J ∪ I)
)

\ C(J),
•Am1+1, . . . , Am2 ∈ µ−1(t1) ∩ C(J),
•Am2+1, . . . , Am3 ∈ µ−1(t2) ∩ C(J ∪ I),
...
•Amn−1+1, . . . , Amn

∈ µ−1(tn−1) ∩ C(J ∪ I),
•Amn+1, . . . , Amn+1 ∈

(

µ−1(tn) ∩ C(J ∪ I)
)

\ C(J),
•Amn+1+1, . . . , Am ∈ µ−1(tn) ∩ C(J),

en donde

0 = t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = t.

En caso de que no sea aśı, podemos añadir los elementos necesarios de
µ−1([0, t]) \ {A1, . . . , Am} para tener las condiciones deseadas.

Consideremos los elementos A1, . . . , Am0 ∈ C(X \ (J ∪ I)). Recordemos
que, en el Ejemplo 3.2.37, se definieron los números xn = 2

π(4n+1)
, para cada

n ∈ N ∪ {0}. Luego, existe un número N ∈ N tal que

xN < mı́n{mı́n(C(π1)(A1)), . . . ,mı́n(C(π1)(Am0))}.

Sean

Z = {(x, y) ∈ X : xN ≤ x} y

Z0 = {(x, y) ∈ X : xN < x}.

Notemos que Z es un continuo localmente conexo. En el caso en que µ(Z) ≤ t,
tenemos que
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C(Z) ∩ µ−1([0, t]) = C(Z),

el cual es un continuo localmente conexo ya que Z es localmente conexo (por
los conocidos resultados 4.3, 6.11 de [12] y el Teorema 3.2.36). Notemos que,

por el Lema 2.0.10,
µ|C(Z)

µ(Z)
: C(Z) → [0, 1] es una función de Whitney. En el

caso en que t < µ(Z), por el Lema 3.0.24 y el Teorema 3.2.10,

(µ|C(Z)

µ(Z)

)−1(
[0, t

µ(Z)
]
)

= (µ|C(Z))
−1([0, t])

también es un continuo localmente conexo. Notemos que

(µ|C(Z))
−1([0, t]) = C(Z) ∩ µ−1([0, t]).

En resumen, en ambos casos tenemos que C(Z) ∩ µ−1([0, t]) es un continuo
localmente conexo. Notemos que A1, . . . , Am0 ∈ C(Z0) ⊂ C(Z). Como Z0

es un abierto de X , por la Proposición 1.1.1, C(Z0) es un abierto de C(X).
Elegimos abiertos ajenos U1, . . . ,Um0 de C(X) tales que

U1, . . . ,Um0 ⊂ C(Z0),

A1 ∈ U1, . . . , Am0 ∈ Um0 y

clC(X)(Ui) ∩ clC(X)(Uj) = ∅ para cualesquiera i 6= j.

Tomemos i ∈ {1, . . . , m0}. Observemos que

Vi = Ui ∩ C(Z) ∩ µ−1([0, t])

es un abierto de C(Z) ∩ µ−1([0, t]). Entonces existen conexos Ai, para cada
i ∈ {1, . . . , m0}, tales que

Ai ∈ intC(Z)∩µ−1([0,t])(Ai) ⊂ Ai ⊂ Vi.

Sea i ∈ {1, . . . , m0}. Como Ai ∈ intC(Z)∩µ−1([0,t])(Ai), existe un abierto Wi de
C(X) tal que

Ai ∈ Wi ∩ C(Z) ∩ µ−1([0, t]) ⊂ Ai.

Como Ai ∈ Ui ⊂ C(Z0),

Ai ∈
(

Wi ∩ C(Z0)
)

∩ µ−1([0, t]) ⊂ Wi ∩ C(Z) ∩ µ−1([0, t]) ⊂ Ai.

Observamos que Wi ∩ C(Z0) es un abierto de C(X), aśı que,
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(

Wi ∩ C(Z0)
)

∩ µ−1([0, t])

es un abierto de µ−1([0, t]). Por tanto, existen los subcontinuos

clC(X)(A1), . . . , clC(X)(Am0)

de C(Z)∩µ−1([0, t]), que son ajenos dos a dos y que tienen, respectivamente,
a A1, . . . , Am0 en su interior relativo a µ−1([0, t]).

Sean W = X \ {(1, sen 1)} (como se definió en las Definiciones y observa-
ciones 3.2.38),

Y = {(x, y) ∈ X : x ≤ xN+1} y

Y0 = {(x, y) ∈ X : x < xN+1}.

Observemos que Y es homeomorfo a X , Y0 es homeomorfo a W , Y ∩ Z = ∅,
µ|C(Y )

µ(Y )
: C(Y ) → [0, 1] es una función de Whitney (por el Lema 2.0.10) y que

t
µ(Y )

< µ(J)
µ(Y )

. Tomemos s1 = 0 y s2n = t. Fijemos números s2, s3, . . . , s2n−1 ∈
(0, t) tales que

0 < s2 < s3 < t2 < s4 < s5 < · · · < s2n−3 < tn−1 < s2n−2 < s2n−1 < t.

Como Y0 es un abierto de X , por la Proposición 1.1.1, C(Y0) es un abierto
de C(X). Consideremos i ∈ {1, . . . , n}. Por los Lemas 2.3.3 y 3.0.24, para
cada i ∈ {1, 2, . . . , 2n},

(µ|C(Y )

µ(Y )

)−1(
[ s2i−1

µ(Y )
, s2i
µ(Y )

]
)

= (µ|C(Y ))
−1([s2i−1, s2i]) = C(Y ) ∩ µ−1([s2i−1, s2i]),

(µ|C(Y )

µ(Y )

)−1( si
µ(Y )

)

= C(Y ) ∩ µ−1(si) y

(µ|C(Y )

µ(Y )

)−1(
[0, t

µ(Y )
]
)

= C(Y ) ∩ µ−1([0, t]).

Cabe destacar que C(Y ) ∩ µ−1([s2i−1, s2i]) ⊂ C(Y ) ∩ µ−1([0, t]) para cada
i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Observemos que los elementos Am0+1, . . . , Am1 , Am1+1, . . . , Am2 pertenecen
a C(Y0). Como

Am0+1, . . . , Am1 ∈
(

µ−1(0) ∩ C(J ∪ I)
)

\ C(J) y
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Am1+1, . . . , Am2 ∈ µ−1(0) ∩ C(J),

podemos aplicar el Lema 3.2.39 para obtener subcontinuos Am0+1, . . . ,Am1,
Am1+1, . . . ,Am2, de C(Y )∩µ−1([0, s2]) que son ajenos dos a dos y que tienen,
respectivamente, a Am0+1, . . . , Am1 , Am1+1, . . . , Am2 en su interior relativo a
C(Y0)∩ µ−1([0, t]). Como C(Y0) es un abierto de C(X), Aj ∈ intµ−1([0,t])(Aj)
para cada j ∈ {m0 + 1, . . . , m1, m1 + 1, . . . , m2}.

Por otro lado, observemos que Amn+1, . . . , Amn+1 , Amn+1+1, . . . , Am ∈ C(Y0).
Como

Amn+1, . . . , Amn+1 ∈
(

µ−1(t) ∩ C(J ∪ I)
)

\ C(J) y

Amn+1+1, . . . , Am ∈ µ−1(t) ∩ C(J),

el Lema 3.2.40 nos dice que existen subcontinuos Amn+1, . . . ,Amn+1,Amn+1+1,
. . . ,Am de C(Y )∩ µ−1([s2n−1, t]) que son ajenos dos a dos y que tienen, res-
pectivamente, a Amn+1, . . . , Amn+1 , Amn+1+1, . . . , Am en su interior relativo
C(Y0)∩ µ−1([0, t]). Como C(Y0) es un abierto de C(X), Aj ∈ intµ−1([0,t])(Aj)
para cada j ∈ {mn + 1, . . . , mn+1, mn+1 + 1, . . . , m}.

Sea i ∈ {2, 3 . . . , n− 1}. Como

Ami+1, . . . , Ami+1
∈ µ−1(ti) ∩ C(J ∪ I) ∩ C(Y0)

y 0 < s2i−1 < ti < s2i < t, por el Lema 3.2.34, existen subcontinuos
Ami+1, . . . ,Ami+1

de C(Y ) ∩ µ−1([s2i−1, s2i]) que son ajenos dos a dos y
que tienen, respectivamente, a los elementos Ami+1, . . . , Ami+1

en su inte-
rior relativo a C(Y0) ∩ µ−1([0, t]). Como C(Y0) es un abierto de C(X), Aj ∈
intµ−1([0,t])(Aj) para cada j ∈ {mi + 1, . . . , mi+1}.

Por la elección de Y y Z, A1, . . . ,Am0 no intersectan a ninguno de los con-
tinuos Am0+1, . . . , Am1 ,Am1+1, . . . , Am2 ,Am2+1, . . . , Am3 , . . . , Amn−1+1, . . . ,
Amn

,Amn+1, . . . , Amn+1 ,Amn+1+1, . . . , Am. Por la elección de los números
s2, s3, . . . , s2n−1, los continuos contenidos en µ−1([s2i−1, s2i]) no intersectan a
los continuos contenidos en µ−1([s2j−1, s2j]) para cualesquiera ı́ndices distin-
tos i, j ∈ {1, . . . , n}.

Tomemos k ≥ 2. Notemos que la sucesión {µ−1([0, t
2n

])}∞n=1 de bloques
de Whitney es tal que µ−1([0, t

2n
]) es k-mutuamente aposindético para toda
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n ∈ N. Como ĺım t
2n

= 0, por el Lema 3.0.27, ĺımµ−1([0, t
2n

]) = F1(X). De-
bido a que X no es k-mutuamente aposindético, concluimos que la propiedad
de ser k-mutuamente aposindético no es inducida fuertemente por los bloques
de Whitney. �

Corolario 3.2.42. (M. E. Aguilera) La propiedad de ser semiaposindético
no es inducida fuertemente por los bloques de Whitney.

Demostración. Sea X como en el Ejemplo 3.2.37. Notemos que éste no
es semiaposindético, ya que todo continuo que contenga a uno de los puntos
(0, 1) o (0,−1) en su interior contiene al otro punto. Por el Teorema 3.2.41,
la sucesión {µ−1([0, t

2n
])}∞n=1 de bloques de Whitney es tal que µ−1([0, t

2n
])

es mutuamente aposindético y, por lo tanto, semiaposindético, para toda
n ∈ N. Como ĺım t

2n
= 0, por el Lema 3.0.27, ĺımµ−1([0, t

2n
]) = F1(X). De-

bido a que X no es semiaposindético, concluimos que la propiedad de ser
semiaposindético no es inducida fuertemente por los bloques de Whitney. �

Para terminar con esta subsección nos planteamos las siguientes pregun-
tas, acerca de estos conceptos de aposindesis, las cuales no hemos respondido
todav́ıa.

Problema 3.2.43. ¿La propiedad de ser m-mutuamente aposindético, para
m ≥ 4, será inducida a todos los bloques de Whitney?

Problema 3.2.44. ¿La propiedad de ser m-mutuamente aposindético, para
m ≥ 4, será inducida a los bloques pequeños de Whitney?

Problema 3.2.45. ¿La propiedad de ser m-mutuamente aposindético, para
m ≥ 4, será inducida débilmente a los bloques de Whitney?

3.2.6. Aposindesis II

En esta subsección definimos el concepto de cerrado cero dimensional
aposindético. Primero probaremos algunos resultados que nos auxiliaran para
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demostrar que los bloques de Whitney de cualquier continuo X son cerra-
dos cero dimensionales aposindéticos. Con este teorema obtendremos que la
propiedad de ser cerrado cero dimensional aposindético es inducida a todos
los bloques de Whitney y que no es inducida fuertemente por los bloques de
Whitney.

Definición 3.2.46. Un continuo X es unicoherente si cada vez que se toman
dos subcontinuos A y B de X tales que X = A ∪ B, se tiene que A ∩ B es
conexo.

Dados Y ⊂ Z espacios topológicos, recordemos (de la Definición 1.2.4)
que Y = E | F si E y F son conjuntos no vaćıos, E∩clZ(F ) = ∅, clZ(E)∩F =
∅ y Y = E ∪ F .

Definición 3.2.47. Si A, L y M son subconjuntos de X , entonces diremos
que A separa a L y M en X si existen dos subconjuntos E y F tales que
X \ A = E | F , L ⊂ E y M ⊂ F .

Teorema 3.2.48. Supongamos que X es un continuo localmente conexo y
unicoherente. Sean A y B subcontinuos ajenos de X y C un cerrado que
separa a A y B en X. Entonces existe un subcontinuo K de X tal que K ⊂ C
y K separa a A y B en X.

Demostración. Sea W la componente de X \C que contiene a A. Por el
Teorema 4.2 del caṕıtulo V de [6], como W es una componente de X \C, que
es abierto de X , y X es localmente conexo, obtenemos que W es un abierto
de X .

Afirmación 1. B ∩W = ∅.

Como C separa a A y B en X , existen subconjuntos M y N de X tales
que X \ C = M | N y A ⊂ M y B ⊂ N . Notemos que M ∩ W 6= ∅
ya que A ⊂ M ∩ W . Como W es un conexo, W ⊂ M . De modo que
B ∩W ⊂ N ∩M = ∅, aśı que B ∩W = ∅.

Por la afirmación anterior, B ⊂ X \W . Supongamos que
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X \W =
⋃{E : E es una componente de X \W}.

Sea E0 la componente de X \W que contiene a B. Observemos que

X \W = E0 ∪
(
⋃{E : E es una componente de X \W y E 6= E0}

)

.

Afirmación 2. clX(X \ E0) es un continuo.

Sea E una componente de X \W . Como W es conexo, por el Lema 1.5.5,
W ∪ E es conexo. De modo que,

X \ E0 = W ∪
(
⋃{E : E es componente de X \W y E 6= E0}

)

también es un conexo. Por tanto, clX(X \ E0) es un continuo.

Afirmación 3. E0 es un continuo.

Como W es un abierto de X , X \W es un cerrado de X . Teniendo en
cuenta que E0 es una componente de X \W , clX(E0) = E0. Por tanto, E0 es
un continuo.

Afirmación 4. frX(E0) ⊂ frX(W ) ⊂ frX(C).

Teniendo en cuenta que X es localmente conexo, como E0 es una com-
ponente de X \W y W es una componente de X \ C, por el Lema 1.5.6,
obtenemos que frX(E0) ⊂ frX(X \W ) y frX(W ) ⊂ frX(X \ C). Por lo tanto

frX(E0) ⊂ frX(X \W ) = frX(W ) ⊂ frX(X \ C) = frX(C).

Afirmación 5. Definimos K = frX(E0). Entonces K es un continuo y
está contenido en C.

Como E0 y clX(X \E0) son subcontinuos de X (por las Afirmaciones 2 y
3) tales que X = E0 ∪ clX(X \E0) y X es unicoherente, E0 ∩ clX(X \E0) =
frX(E0) es un continuo. Por la Afirmación 4, K ⊂ frX(C) y, como C es ce-
rrado, obtenemos que frX(C) ⊂ C. Por lo tanto, K ⊂ C.

Afirmación 6. K separa a A y B en X .
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Ya que B ⊂ E0, frX(E0) = K ⊂ C y B ∩ C = ∅, B ⊂ intX(E0). Co-
mo A ⊂ W , A ∩ E0 = ∅. Y como E0 es cerrado, A ⊂ extX(E0). Ya que
X \K = intX(E0) | extX(E0), concluimos que K separa a A y B en X . �

Definición 3.2.49. Definición de dimensión.

dim(Z) = −1 si y sólo si Z = ∅. Si dim(Z) ≤ −1 se entiende que
X = ∅.

Supongamos que, de manera inductiva, hemos definido dim(Y ) ≤ n−1
para algún entero n ≥ 0 y cualquier espacio Y . Entonces, para un
espacio Z y un punto p ∈ Z, definimos:

dimp(Z) ≤ n

si y sólo si p tiene una base de vecindades abiertas en Z cuyas fronteras
tienen dim ≤ n− 1.

dim(Z) ≤ n si y sólo si dimp(Z) ≤ n para todo p ∈ Z.

dim(Z) = n si y sólo si dim(Z) ≤ n y dim(Z) � n− 1.

dimp(Z) = n si y sólo si dimp(Z) ≤ n y dimp(Z) � n− 1.

Teorema 3.2.50. Si X es un continuo, entonces C(X) es unicoherente.

Éste es el Teorema 19.8 de [13].

Lema 3.2.51. Sean Y un espacio métrico separable y Z ⊂ Y tal que dim(Z) ≤
0. Si L y M son dos subconjuntos cerrados ajenos y no vaćıos de Y , entonces
existe un cerrado A de Y tal que A separa a L y M en Y y A ∩ Z = ∅.

Este resultado es conocido en la Teoŕıa de la Dimensión y es el Lema 8.1
de [25].
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Lema 3.2.52. Sea X un continuo. Entonces existen un continuo X0, que es
homeomorfo a X, y una sucesión {Xn}∞n=1 de continuos localmente conexos
contenidos en I∞, tales que X1 ⊃ X2 ⊃ · · · y X0 =

⋂∞
n=1Xn. Además, si Z

es un subcontinuo de X, existen un subcontinuo Z0 de X0, que es homeomor-
fo a Z, y una sucesión {Zn}∞n=1 de continuos localmente conexos contenidos
en I∞, tales que Z1 ⊃ Z2 ⊃ · · · , Z0 =

⋂∞
n=1 Zn y Zn ⊂ Xn para cada n ∈ N.

Demostración. Consideremos a I∞ =
∏∞

j=1[0, 1]j con su métrica usual.
Por el Teorema 1.2 de [12], existe un continuo X0, homeomorfo a X , tal que
X0 ⊂ I∞. Para cada n ∈ N, definimos:

Xn = clI∞(N( 1
n
, X0)).

Por la definición de estos conjuntos, observamos que satisfacen X1 ⊃ X2 ⊃ ...

Afirmación 1.
⋂∞

n=1Xn = X0.

Tomemos ε > 0 y N ∈ N que satisfacen que 1
N
< ε. Consideremos n ≥ N .

Verifiquemos que clI∞(N( 1
n+1

, X0)) ⊂ N(ε,X0). Sea x ∈ clI∞(N( 1
n+1

, X0)).

Por la definición de cerradura, existe y ∈ Bd(
1

n(n+1)
, x) ∩ N( 1

n+1
, X0). Por

lo tanto, existe un elemento x0 ∈ X0 tal que d(y, x0) <
1

n+1
. Utilizando la

desigualdad triangular, tenemos que

d(x, x0) ≤ d(x, y) + d(y, x0) <
1

n(n+1)
+ 1

n+1
= 1

n
< ε.

Esto nos dice que x ∈ N(ε,X0), aśı que, Xn = clI∞(N( 1
n+1

, X0)) ⊂ N(ε,X0).
Como X0 ⊂ Xn, para toda n ∈ N, es claro que X0 ⊂ N(ε,Xn) para toda
n ∈ N. Por la Proposición 1.0.10, H(Xn, X0) < ε para cada n ≥ N . Esto nos
dice que ĺımXn = X0.

Por otra parte, como X1, X2, X3, . . . es una sucesión de elementos de
2X tal que X1 ⊃ X2 ⊃ X3 ⊃ ..., podemos aplicar el Lema 4.1 de [12] para
asegurar que la sucesión converge en 2X y que ĺımXn =

⋂{Xn : n ∈ N}.
Como ĺımXn = X0 obtenemos la Afirmación 1.

Afirmación 2. Sea n ∈ N, entonces el conjunto Xn es un continuo local-
mente conexo.
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Por el Lema 1.4.4, Bd(
1
n
, x) es conexo para cada x ∈ X0. El hecho de que

x ∈ Bd(
1
n
, x)∩X0, nos dice que Bd(

1
n
, x)∪X0 también es un conexo. Lo cual

nos lleva a que
⋃{Bd(

1
n
, x) ∪X0 : x ∈ X0} =

⋃{Bd(
1
n
, x) : x ∈ X0} = N( 1

n
, X0)

también es conexo. De modo que, clI∞(N( 1
n
, X0)) es un continuo.

Probemos que Xn es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos.
Tomemos p ∈ Xn. Consideramos dos casos.

Caso (i). p ∈ N( 1
n
, X0).

Verifiquemos que Xn es localmente conexo en p. Sea ε > 0. Veamos que
existe un número δ > 0 tal que Bd(δ, p) ⊂ Bd(ε, p)∩Xn. Tenemos que existe
un elemento x0 ∈ X0 tal que d(p, x0) <

1
n
. Consideremos δ > 0 tal que

δ < mı́n{1
2
( 1
n
− d(p, x0)), ε}.

Observemos que Bd(δ, p) ⊂ Bd(ε, p). Veamos que se satisface que Bd(δ, p) ⊂
N( 1

n
, X0). Tomemos y ∈ Bd(δ, p). Notemos que

d(y, x0) ≤ d(y, p) + d(p, x0) < δ + d(p, x0)

< 1
2
( 1
n
− d(p, x0)) + d(p, x0) = 1

2n
+ d(p,x0)

2
< 1

2n
+ 1

2n
= 1

n
.

De modo que, y ∈ N( 1
n
, X0), aśı que, Bd(δ, p) ⊂ N( 1

n
, X0) ⊂ Xn. Esto nos

lleva a que Bd(δ, p) ⊂ Bd(ε, p)∩Xn. Por el Lema 1.4.4, {Bd(η, p) : 0 < η < δ}
es una base local en p, de abiertos conexos en N( 1

n
, X0). Aśı, hemos probado

que Xn es localmente conexo en p y, por lo tanto, Xn es conexo en pequeño
en p.

Caso (ii). p ∈ frI∞(Xn).

Para probar nuestra afirmación, en este caso, supongamos lo contrario,
que Xn no es conexo en pequeño en el punto p.

Observación 1. Existe un abierto U de Xn tal que p ∈ U y si C es un
conexo tal que p ∈ C ⊂ U , entonces p /∈ intXn

(C).
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Esta observación es inmediata de la definición de conexidad en pequeño.

Observación 2. Existe un número δ > 0 que tiene las siguientes propie-
dades:

(a) clI∞(Bd(δ, p)) ∩X0 = ∅,

(b) clI∞(Bd(δ, p)) ∩Xn ⊂ U y

(c) δ
8
< 1

n
.

Verifiquemos que clI∞(Bd(
1
2n
, p)) ∩ X0 = ∅. Si suponemos lo contrario,

existe un elemento x0 ∈ X0 tal que d(p, x0) ≤ 1
2n

. Lo cual nos lleva a que
p ∈ N( 1

n
, X0), aśı que p ∈ intI∞(Xn), lo cual es una contradicción. De modo

que clI∞(Bd(
1
2n
, p)) ∩X0 = ∅.

Tomemos δ > 0 tal que clI∞(Bd(δ, p)) ∩Xn ⊂ U y que δ < 1
2n

. Entonces
este número δ satisface las propiedades (a), (b) y (c).

Observación 3. Sea Cp la componente de clI∞(Bd(δ, p)) ∩ Xn que con-
tiene a p, entonces p ∈ frXn

Cp.

Utilizando la hipótesis de esta observación y la propiedad (b), que satis-
face el número δ, de la Observación 2, tenemos que

Cp ⊂ clI∞(Bd(δ, p)) ∩Xn ⊂ U .

Aśı que, la Observación 1 nos dice que, p /∈ intXn
(Cp). Como

Cp = intXn
(Cp) ∪ frXn

(Cp),

p ∈ frXn
(Cp), lo que queŕıamos probar.

Observación 4. Existe una sucesión {pm}∞m=1 de puntos de clI∞(Bd(δ, p))
∩ (Xn \ Cp) que converge a p y tal que, para cada m ∈ N, se tiene que
pm ∈ Bd(

δ
8
, p).

Sea m ∈ N. Como p ∈ frXn
(Cp), existe un elemento pm ∈ Bd(

δ
8m
, p) ∩

(Xn \ Cp). Es claro que ĺım pm = p. Como δ
8m

≤ δ
8
, pm ∈ Bd(

δ
8
, p). De modo
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que pm ∈ clI∞(Bd(δ, p))∩(Xn\Cp). Aśı, hemos obtenido la sucesión {pm}∞m=1

que satisface las condiciones deseadas.

Observación 5. Existe una sucesión {xm}∞m=1 de elementos de X0 tal
que diám(pmxm) ≤ 1

n
y pmxm ⊂ Xn para cada m ∈ N.

Tomemos m ∈ N. Como pm ∈ Xn = clI∞(N( 1
n
, X0)), existe un elemento

xm ∈ X0 tal que d(pm, xm) ≤ 1
n
. Esto nos dice que pm ∈ clI∞(Bd(

1
n
, xm)).

Por el Lema 1.4.4, sabemos que clI∞(Bd(
1
n
, xm)) es un convexo. Aśı que

pmxm ⊂ clI∞(Bd(
1
n
, xm)) ⊂ clI∞(N( 1

n
, X0)) = Xn.

Notemos que diám(pmxm) ≤ 1
n
. Aśı, hemos construido la sucesión {xm}∞m=1

de elementos de X0 con las condiciones pedidas. Como X0 es compacto pode-
mos suponer que esta sucesión converge. Sea x = ĺım xm.

Observación 6. Para toda m ∈ N, se satisface que diám(pmxm) ≥ 3δ
4

.

Supongamos que existe un número m ∈ N tal que diám(pmxm) < 3δ
4

.
Utilizando la desigualdad triangular y la Observación 4, tenemos lo siguien-
te:

d(p, xm) ≤ d(p, pm) + d(pm, xm) < δ
8

+ 3δ
4
< δ.

Esto nos lleva a que Bd(δ, p) ∩ X0 6= ∅, lo cual es una contradicción por la
propiedad (a), que satisface el número δ, de la Observación 2. De modo que
esta observación está probada.

Observación 7. Existe una sucesión {qm}∞m=1 de elementos de Xn tal
que qm ∈ pmxm y d(pm, qm) = δ

8
para cada m ∈ N.

Tomemos m ∈ N. Observemos que el arco pmxm es conexo. La Obser-
vación 6 nos dice que d(pm, xm) ≥ 3δ

4
y, como d(pm, pm) = 0, existe un elemen-

to qm ∈ pmxm tal que d(pm, qm) = δ
8
. Por la Observación 5, qm ∈ pmxm ⊂ Xn.

Por lo tanto, hemos obtenido la sucesión deseada.

Observación 8. Si m ∈ N, entonces

d(xm, qm) = d(xm, pm) − d(qm, pm) ≤ 1
n
− δ

8
.
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Esta observación resulta de que pmxm es isométrico al intervalo cerrado
[0, d(pm, xm)] (Lema 1.4.1).

Como Xn es un subconjunto compacto, podemos suponer que la sucesión
{qm}∞m=1 es convergente. Sea q = ĺım qm.

Observación 9. Sean m ∈ N y Cm la componente de clI∞(Bd(δ, p))∩Xn

que contiene a pm, entonces pmqm ⊂ Cm.

Por la Observación 5, pmxm ⊂ Xn y, como qm ∈ pmxm, obtenemos que
pmqm ⊂ Xn. Por otra parte, la Observación 4 nos dice que pm ∈ Bd(

δ
8
, p) y,

la Observación 7, que d(pm, qm) = δ
8
. Por tanto,

d(qm, p) ≤ d(qm, pm) + d(pm, p) <
δ
8

+ δ
8
< δ.

De manera que pm, qm ∈ Bd(
δ
8
, p). El Lemal 1.4.4 nos dice que Bd(δ, p) es

convexo. Aśı, pmqm ⊂ Bd(δ, p). Por tanto, pmqm ⊂ clI∞(Bd(δ, p))∩Xn. Como
pmqm es un conexo y pm ∈ pmqm∩Cm, pmqm ⊂ Cm, lo que queŕıamos probar.

Observación 10. pq ⊂ Cp.

Por la Observación 7, d(pm, qm) = δ
8
, para toda m ∈ N. Como ĺım pm = p

y ĺım qm = q, d(p, q) = δ
8
. Por lo tanto, pq ⊂ Bd(δ, p). Por otra parte, por

la Observación 8, d(xm, qm) ≤ 1
n
− δ

8
para toda m ∈ N. Como ĺım xm = x y

ĺım qm = q, d(x, q) ≤ 1
n
− δ

8
. Sea y ∈ pq. Entonces d(y, q) ≤ δ

8
. Utilizando la

desigualdad triangular, tenemos que

d(y, x) ≤ d(y, q) + d(q, x) ≤ δ
8

+ 1
n
− δ

8
= 1

n
.

Como x ∈ X0, y ∈ Xn = clI∞(N( 1
n
, X0)). Por lo tanto, pq ⊂ Xn. Aśı,

hemos obtenido que pq ⊂ clI∞(Bd(δ, p)) ∩ Xn. Como pq es un conexo de
clI∞(Bd(δ, p)) ∩Xn que contiene a p, concluimos que pq ⊂ Cp.

Observación 11. Bd(
δ
8
, q) ⊂ clI∞(Bd(δ, p)) ∩Xn.

Tomemos y ∈ Bd(
δ
8
, q). De la demostración de la Observación 10, tenemos

que d(p, q) = δ
8
. Aśı que,

d(y, p) ≤ d(y, q) + d(q, p) < δ
8

+ δ
8

= δ
4
.
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De manera que, y ∈ clI∞(Bd(δ, p)). De la demostración de la Observación 10,
tenemos que d(x, q) ≤ 1

n
− δ

8
. De modo que,

d(y, x) ≤ d(y, q) + d(q, x) < δ
8

+ 1
n
− δ

8
= 1

n
.

Como x ∈ X0, y ∈ Xn = clI∞(N( 1
n
, X0)). De esta manera, hemos obtenido

que Bd(
δ
8
, q) ⊂ clI∞(Bd(δ, p)) ∩Xn.

Como ĺım qm = q, existe un número N ∈ N tal que qN ∈ Bd(
δ
8
, q) ∩ Xn.

Observemos que Bd(
δ
8
, q) es un conexo contenido en clI∞(Bd(δ, p))∩Xn, por

la observación anterior y por el Lema 1.4.4. Por la Observación 10, q ∈ Cp.
De modo que, Bd(

δ
8
, q) ∩ Cp 6= ∅. Por otro lado, qN ∈ Bd(

δ
8
, q) ∩ CN . Como

Cp y CN son componentes de clI∞(Bd(δ, p)) ∩Xn que intersectan a Bd(
δ
8
, q),

Bd(
δ
8
, q) ⊂ Cp y Bd(

δ
8
, q) ⊂ CN . Aśı que, CN = Cp.

Como pN ∈ Xn \ Cp, hemos obtenido una contradicción que nació de
suponer que Xn no era conexo en pequeño en el punto p. Por lo tanto, Xn es
conexo en pequeño en el punto p.

Hemos probado que Xn es conexo en pequeño en p para todo p ∈ Xn.
Aśı que, por el Lema 1.5.4, Xn es localmente conexo.

Como Z ⊂ X y X0 es homeomorfo a X , existe un subcontinuo Z0 de X0

que es homeomorfo a Z0. Para cada n ∈ N, definimos

Zn = clI∞(N( 1
n
, Z0)).

Utilizando lo que acabamos de hacer es claro que {Zn}∞n=1 es una sucesión
de continuos localmente conexos contenidos en I∞, tales que Z1 ⊃ Z2 ⊃ · · ·
y Z0 =

⋂∞
n=1Zn. De la definición de Zn y Xn, obtenemos que Zn ⊂ Xn para

cada n ∈ N. De esta manera finalizamos la prueba de este lema. �

Lema 3.2.53. Supongamos que X =
⋂∞

n=1Xn, donde X1 ⊃ X2 ⊃ · · · y Xn

es un continuo localmente conexo para toda n ∈ N. Sean µ una función de
Whitney para C(X), r, s ∈ [0, 1] tales que r < s y Z un subconjunto de C(X)
que es cero dimensional. Supongamos que existe un subconjunto cerrado C0 de
C(X1) que separa a µ−1(r) y µ−1(s) en C(X1) y tal que C0∩Z = ∅. Entonces
existe un subcontinuo K de C(X) que satisface las siguientes propiedades:
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(a) Z ∩ K = ∅;

(b) K ⊂ C0 ∩ µ−1([0, s]);

(c) para cada subcontinuo L de C(X) tal que L∩µ−1(r) 6= ∅ y L∩µ−1(s) 6= ∅,
se cumple que L ∩ K 6= ∅.

Demostración. Por el Lema 1.1.10,

C(X) =
⋂∞

n=1C(Xn).

Por los Teoremas 3.2.50 y 3.2.36, sabemos que C(Xn) es unicoherente y
localmente conexo para toda n ∈ N. Definimos

M = µ−1(r) y

N = µ−1(s).

Las contenciones Z,M,N ⊂ C(X) ⊂ C(Xn) implican que Z, M y N
son subconjuntos de C(Xn) para cada n ∈ N. Notemos que M y N son
subcontinuos de C(X). Observemos que C(X1) ⊃ C(X2) ⊃ · · · ya que
X1 ⊃ X2 ⊃ · · · .

Utilizando el método de inducción construiremos una sucesión {Cn}∞n=1

de subcontinuos de C(X1) que satisface, para cada n ∈ N, Cn ⊂ C(Xn), Cn
separa a M y N en C(Xn) y Cn ∩ Z = ∅ y, además C1 ⊃ C2 ⊃ · · · .

Para n = 1. Como C0 es un subconjunto cerrado de C(X1) que sepa-
ra a M y N en C(X1), existen subconjuntos E y F de C(X1) tales que
C(X1) \ C0 = E | F , M ⊂ E y N ⊂ F . Como C(X1) es unicoherente y local-
mente conexo y M y N son continuos, podemos aplicar el Teorema 3.2.48
para obtener un subcontinuo C1 ⊂ C0 que separa a M y N en C(X1). Aśı que,
existen subconjuntos E1 y F1 tales que:

(a) C(X1) \ C1 = E1 | F1;

(b) M ⊂ E1 y N ⊂ F1.

Notemos que C1 ⊂ C0 ⊂ C(X1). Como C0 ∩ Z = ∅, obtenemos que:
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(c) C1 ∩ Z = ∅.

Trabajemos con n = 2. Probemos que C1∩C(X2) es un cerrado que separa
a M y N en C(X2). Para esto, veamos que

C(X2) \
(

C1 ∩ C(X2)
)

= E1 ∩ C(X2) | F1 ∩ C(X2),

M ⊂ E1 ∩ C(X2) y N ⊂ F1 ∩ C(X2).

Como C1 ⊂ C0 ⊂ C(X1), C1 es un cerrado de C(X1). Como C(X2) ⊂ C(X1),
C1 ∩ C(X2) es un subconjunto cerrado de C(X2).

Afirmación 1. M ⊂ E1 ∩ C(X2) y N ⊂ F1 ∩ C(X2).

Esta afirmación es sencilla de probar ya que M ⊂ E1, N ⊂ F1 y M,N ⊂
C(X2).

Afirmación 2. Los subconjuntos E1∩C(X2) y F1∩C(X2) son no vaćıos.

Como M y N son subconjuntos no vaćıos, por la Afirmación 1, E1∩C(X2)
y F1 ∩ C(X2) también son subconjuntos no vaćıos.

Afirmación 3. C(X2) \
(

C1 ∩ C(X2)
)

= (E1 ∩ C(X2)) ∪ (F1 ∩ C(X2)).

Esta afirmación se obtiene de los hechos de que C(X1) \ C1 = E1 ∪ F1 y
C(X2) ⊂ C(X1).

Afirmación 4. clC(X1)

(

E1∩C(X2)
)

∩
(

F1∩C(X2)
)

= ∅ y (E1∩C(X2))∩
clC(X1)(F1 ∩ C(X2)) = ∅.

Esto es claro de las siguientes contenciones:

clC(X1)

(

E1 ∩ C(X2)
)

∩
(

F1 ∩ C(X2)
)

⊂ clC(X1)(E1) ∩ F1 = ∅ y

(

E1 ∩ C(X2)
)

∩ clC(X1)

(

F1 ∩ C(X2)
)

⊂ E1 ∩ clC(X1)(F1) = ∅.

Como C(X2) es localmente conexo y unicoherente, M y N son subconti-
nuos ajenos y C1 ∩C(X2) es un cerrado que separa a M y N en C(X2) (por
las Afirmaciones 1, 2, 3 y 4), podemos aplicar el Lema 3.2.48 para obtener
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un subcontinuo C2 de C(X2) tal que C2 ⊂ C1 ∩ C(X2) y que separa a M
y N en C(X2). Aśı que, existen subconjuntos E2 y F2 de C(X2) tales que
C(X2) \ C2 = E2 | F2, M ⊂ E2, y N ⊂ F2. Como C2 ⊂ C1 y C1 ∩ Z = ∅,
C2 ∩ Z = ∅. Notemos que C2 ⊂ C(X2) y, como C(X2) ⊂ C(X1), obtenemos
que C2 ⊂ C(X1).

Tomemos n ≥ 3. Supongamos que hemos construido un subcontinuo Cn
de C(Xn) que está contenido en Cn−1 y que separa a M y N en C(Xn).
Entonces existen subconjuntos En y Fn de C(Xn) tales que:

(i) C(Xn) \ Cn = En | Fn,

(ii) M ⊂ En, N ⊂ Fn y

(iii) Cn ∩ Z = ∅.

Probaremos que existe un subcontinuo Cn+1 de C(Xn+1) que separa a M
y N y es tal que Cn+1 ⊂ Cn.

Afirmación 5. El subconjunto Cn ∩C(Xn+1) es un subconjunto cerrado
de C(Xn+1).

Como C(Xn+1) ⊂ C(Xn),

Cn ∩ C(Xn+1) ⊂ C(Xn) ∩ C(Xn+1) = C(Xn+1).

Sabemos que Cn y C(Xn+1) son cerrados de C(Xn), por lo tanto, Cn∩C(Xn+1)
es un subconjunto cerrado de C(Xn+1).

Afirmación 6. Se satisface que M ⊂ En ∩C(Xn+1), N ⊂ Fn ∩C(Xn+1)
y C(Xn+1) \ (Cn ∩ C(Xn+1)) = (En ∩ C(Xn+1)) | (Fn ∩ C(Xn+1)).

Esta afirmación se prueba como la Afirmación 2.

Por lo tanto, Cn∩C(Xn+1) es un cerrado que separa a M y N en C(Xn+1).
Como C(Xn+1) es localmente conexo y unicoherente, podemos aplicar el Teo-
rema 3.2.48 para obtener un subcontinuo Cn+1 ⊂ Cn ∩C(Xn+1) que separa a
M y N en C(Xn+1). Observamos que Cn+1 ⊂ Cn. El inciso (iii) nos dice que
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Cn ∩Z = ∅, por tanto, Cn+1 ∩Z = ∅. Notemos que Cn+1 ⊂ C(Xn+1) y, como
C(Xn+1) ⊂ C(X1), Cn+1 ⊂ C(X1).

De manera que tenemos una sucesión {Cn}∞n=1 de subcontinuos de C(X1)
tales que C1 ⊃ C2 ⊃ · · · , donde para toda n ∈ N, se satisface que:

(iv) Cn ⊂ C(Xn),

(v) Cn separa a M y N en C(Xn),

(vi) Cn ∩ Z = ∅.

Como Cn ⊂ C(X1), para cada n ∈ N, por el Corolario 4.4 de [12], el
conjunto

K =
⋂{Cn : n ∈ N}

es un subcontinuo de C(X1).

Afirmación 7. K ∩ Z = ∅.

Por (vi), sabemos que C1 ∩ Z = ∅. De manera que,

K ∩ Z = (
⋂{Cn : n ∈ N}) ∩ Z ⊂ C1 ∩ Z = ∅.

Aśı, obtenemos que K ∩ Z = ∅.

Afirmación 8. El continuo K es un subconjunto de C(X).

Por (iv), Cn ⊂ C(Xn), para cada n ∈ N, por lo tanto,

K =
⋂{Cn : n ∈ N} ⊂ ⋂{C(Xn) : n ∈ N} = C(X).

Afirmación 9. El continuo K es un subconjunto de C0 ∩ µ−1([0, s]).

Como K =
⋂{Cn : n ∈ N} ⊂ C1 y C1 ⊂ C0, es claro que K ⊂ C0. Por otra

parte, como C(X) es un subconjunto cerrado de C(X1) y µ es una función de
Whitney para C(X), aplicamos el Teorema 2.2.11 para obtener una función
de Whitney ω para C(X1) tal que ω|C(X) = µ.
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Si existiera un elemento B ∈ K \ µ−1([0, s]), entonces B ∈ µ−1((s, 1]) ⊂
ω−1((s, 1]). Supongamos que K ∩ ω−1(s) = ∅. De modo que

K ⊂ C(X1) \ ω−1(s) = ω−1([0, s)) ∪ ω−1((s, 1]).

Como K es un conexo y B ∈ K ∩ ω−1((s, 1]), K ⊂ ω−1((s, 1]). Aśı que, K ∈
〈ω−1((s, 1])〉. Por tanto, existe un número N ∈ N tal que CN ∈ 〈ω−1((s, 1])〉,
aśı que, CN ⊂ ω−1((s, 1]). Por (iv), CN ⊂ C(XN). De manera que,

(ω|C(XN ))
−1([0, s]) = C(XN) \ ω−1((s, 1]) ⊂ C(XN) \ CN .

Por (v), existen EN y FN tales que C(XN) \ CN = EN | FN , con N ⊂ EN y
M ⊂ FN . Sabemos que

M = µ−1(r) ⊂ (ω|C(XN ))
−1([0, s]) y

N = µ−1(s) ⊂ (ω|C(XN ))
−1([0, s]).

Notemos que
ω|C(XN )

ω(XN )
: C(XN) → [0, 1] es una función de Whitney y que

s < µ(X) = ω(X) < ω(XN), ya que X  XN . Entonces el Lema 3.0.24 nos
dice que el siguiente conjunto es un continuo:

(ω|C(XN )

ω(XN )
)−1([0, s

ω(XN )
]
)

= (ω|C(XN ))
−1([0, s]).

Por tanto, (ω|C(XN ))
−1([0, s]) es un subconjunto conexo de C(XN) \ CN que

intersecta a EN y a FN , lo cual es una contradicción. De manera que K ∩
ω−1(s) 6= ∅.

Por la Afirmación 8, K ⊂ C(X). De manera que

K ∩ ω−1(s) = K ∩ µ−1(s) = K ∩N 6= ∅.

Por tanto, existe un elemento C ∈ K ∩N ⊂ K ⊂ C1. Por otro lado, tenemos
que N ⊂ F1, aśı que C ∈ F1. Pero C(X1) \C1 = E1∪F1, lo cual nos dice que
C 6∈ C1. De esta manera llegamos a una contradicción, que nació de suponer
que K ∩ µ−1((s, 1]) 6= ∅. Aśı, concluimos que K ⊂ µ−1([0, s]).

Afirmación 10. Sea L un subconjunto conexo de C(X) tal que L∩M 6=
∅ y L ∩N 6= ∅. Entonces L ∩ K 6= ∅.
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Supongamos por el contrario que L ∩ K = ∅. Entonces existen abiertos
ajenos V y W de C(X1) tales que K ⊂ V y L ⊂ W. Aśı que, K ∈ 〈V〉. De
modo que, existe un número N ∈ N tal que CN ∈ 〈V〉, aśı que, CN ⊂ V.
Entonces L∩ CN = ∅, lo cual nos dice que L ⊂ C(XN) \ CN . Por (v), existen
EN y FN tales que C(XN) \ CN = EN | FN , M ⊂ EN y N ⊂ FN . Co-
mo L ∩ M 6= ∅ y L ∩ N 6= ∅, M ∪ L ∪ N es un subconjunto conexo de
C(XN) \ CN = EN | FN que intersecta a EN y FN , lo cual es una contradic-
ción. Por lo tanto, L ∩ K 6= ∅. De esta manera, hemos terminado la prueba
de nuestro lema. �

A continuación probaremos un teorema imitando una técnica desarrollada
por J. M. Mart́ınez-Montejano en [17].

Definición 3.2.54. Decimos que un continuo X es cerrado cero dimensional
aposindético si para cada p ∈ X y cada subconjunto cerrado cero dimensional
F de X tal que p /∈ F , existe un subcontinuo M de X tal que p ∈ intX(M)
y M ∩ F = ∅.

Teorema 3.2.55. (M. E. Aguilera) Sean µ una función de Whitney para
C(X) y t ∈ (0, 1). Entonces µ−1([0, t]) es cerrado cero dimensional aposin-
dético.

Demostración. Sean Z un subconjunto cerrado cero dimensional del
bloque µ−1([0, t]) y A ∈ µ−1([0, t]) \ Z. Como A /∈ Z y Z es un subconjunto
cerrado de µ−1([0, t]), y por lo tanto de C(X), existe un número ε > 0 tal que
clC(X)(BH(ε, A)) ∩ Z = ∅. Por la Proposición 2.2.2, existe un número ρ > 0
tal que si B,C ∈ C(X) satisfacen que B ⊂ C y µ(C) − µ(B) < ρ, entonces
H(B,C) < ε

2
.

Por el Lema 3.2.52, podemos suponer que X =
⋂∞

n=1Xn, donde Xn

es un subcontinuo de I∞ que es localmente conexo para toda n ∈ N y
X1 ⊃ X2 ⊃ · · · . Construyamos un subcontinuo de µ−1([0, t]) que tiene a
A en su interior, para esto consideramos dos casos.

Caso i. µ(A) < t.

Sean δ = mı́n{ρ, t−µ(A)
2

}, r = µ(A) + δ
4

y s = µ(A) + 3δ
4

. Definimos

M = µ−1(r) y
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N = µ−1(s).

Como Z,M,N ⊂ C(X) ⊂ C(X1), M ∩ N = ∅ y M y N son subconjun-
tos no vaćıos de C(X1), podemos aplicar el Lema 3.2.51 para obtener un
subconjunto cerrado C de C(X1) que separa a M y N en C(X1) y tal que
C ∩ Z = ∅. Entonces, por el Lema 3.2.53, existe un subcontinuo K de C(X)
que satisface las siguientes propiedades:

(a) Z ∩ K = ∅,

(b) K ⊂ C ∩ µ−1([0, s]) y

(c) para cada subcontinuo L de C(X) tal que L ∩M 6= ∅ y L ∩ N 6= ∅,
se cumple que L ∩ K 6= ∅.

Definimos el abierto

U = BH( ε
2
, A) ∩ µ−1((µ(A) − δ

4
, r)).

Tomemos D ∈ U . Entonces µ(D) < r < s < 1 = µ(X). Como D ( X , por
el Lema 2.2.4, existe E ∈ µ−1(s) tal que D ( E. Aśı que, podemos aplicar
el Corolario 2.2.8 para obtener un arco ordenado αD : [0, 1] → µ−1([0, s])
de D a E. Por las propiedades que tiene un arco ordenado, se satisface que
D = αD(0) ⊂ αD(w) ⊂ αD(1) = E para cada w ∈ [0, 1].

Afirmación 1. ImαD ∪ K es un continuo.

Por la definición de U , tenemos µ(D) < r y como r < s = µ(E),
obtenemos que µ(αD(0)) = µ(D) < r < s = µ(E) = µ(αD(1)). Luego,
[r, s] ⊂ ImαD. Por lo tanto, ImαD es un subcontinuo que intersecta a los
continuos M = µ−1(r) y N = µ−1(s). Por la propiedad (c), sabemos que
ImD ∩K 6= ∅, de modo que ImαD ∪ K es un continuo.

Afirmación 2. ImαD ⊂ BH(ε, A).

Sea w ∈ [0, 1]. Tenemos que D = αD(0) ⊂ αD(w) ⊂ αD(1) = E y, por la
definición de U , µ(A) − δ

4
< µ(D). De modo que

µ(αD(w))−µ(D) ≤ µ(E)−µ(D) < s−µ(D) < (µ(A)+ 3δ
4

)− (µ(A)− δ
4
) = δ.
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Por la elección del número δ, H(D,αD(w)) < ε
2
. Como D ∈ U , sabemos que

H(A,D) < ε
2
. Por lo tanto,

H(A, αD(w)) ≤ H(A,D) +H(D,αD(w)) < ε
2

+ ε
2

= ε.

Aśı que, αD(w) ∈ BH(ε, A). Por lo tanto, ImαD ⊂ BH(ε, A).

Afirmación 3. El conjunto definido por:

A = K ∪ clC(X)(
⋃

D∈U ImαD)

es un subcontinuo de µ−1([0, t]).

Consideremos D ∈ U . Por la Afirmación 1, ImD ∪K es un continuo. De
manera que,

clC(X)(K ∪ (
⋃

D∈U ImαD)) = K ∪ clC(X)(
⋃

D∈U ImαD) = A
también es un continuo. Como ImαD ⊂ µ−1([0, s]) para cada D ∈ U (por
construcción), K ⊂ µ−1([0, s]) (por la propiedad (b)) y s ≤ t, tenemos que
A ⊂ µ−1([0, t]).

Afirmación 4. A ∈ intµ−1([0,t])(A).

Esta afirmación es clara por las definiciones de U y A.

Afirmación 5. A ∩ Z = ∅.

Por la propiedad (a), sabemos que K∩Z = ∅. De la Afirmación 1, ImαD ⊂
BH(ε, A) para todo elemento D ∈ U . De manera que,

clC(X)(
⋃

D∈U ImαD) ∩ Z ⊂ clC(X)(BH(ε, A)) ∩ Z.

Por la elección del número ε, el lado derecho de esa expresión es vaćıa, lo
cual nos lleva a que el lado izquierdo también lo es. Aśı, obtenemos que

A ∩Z =
(

K ∪ clC(X)

(
⋃

D∈U ImαD

)

)

∩ Z = ∅.

De esta manera concluimos el caso (i).

Caso (ii). A ∈ µ−1(t).

Definimos los números δ = mı́n{ρ, t
2
}, s = t− δ

4
y r = t− 3δ

4
. Sean
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M = µ−1(r) y

N = µ−1(s).

Notemos que r, s ∈ [0, t]. Como Z,M,N ⊂ C(X) ⊂ C(X1), M∩N = ∅ y
M y N son subconjuntos cerrados no vaćıos de C(X1), podemos aplicar el
Lema 3.2.51 para obtener un subconjunto cerrado C de C(X1) que separa a
M y N en C(X1) y tal que C ∩ Z = ∅. Entonces, por el Lema 3.2.53, existe
un subcontinuo K de C(X) que satisface las siguientes propiedades:

(d) Z ∩K = ∅,

(e) K ⊂ C ∩ µ−1([0, s]) y

(f) para cada subcontinuo L de C(X) tal que L∩µ−1(r) 6= ∅ y L∩µ−1(s) 6=
∅, se cumple que L ∩ K 6= ∅.

Definimos el abierto

U = BH( ε
2
, A) ∩ µ−1((s, t]).

Tomemos D ∈ U y x ∈ D. Entonces µ({x}) = 0 < r < s < µ(D) ≤ t. Apli-
cando el Lema 2.2.4, aseguramos la existencia de un elemento E ∈ µ−1(r)
tal que E ( D. Por el Corolario 2.2.8, existe un arco ordenado αD : [0, 1] →
µ−1([r, t]) de E a D. Por las propiedades que tiene un arco ordenado, se sa-
tisface que D = αD(0) ⊂ αD(w) ⊂ αD(1) = E para cada w ∈ [0, 1].

Afirmación 6. El continuo ImαD intersecta al continuo K.

Como µ(αD(0)) = µ(E) = r < s < µ(D) = µ(αD(1)), sabemos que
[r, s] ⊂ ImαD. De modo que ImαD ∩M 6= ∅ y ImαD ∩N 6= ∅. Por lo tanto,
utilizando la propiedad (f), obtenemos que ImαD ∩ K 6= ∅.

Afirmación 7. ImαD ⊂ BH(ε, A).

Sea w ∈ [0, 1]. Sabemos que µ(D) ≤ t y µ(E) = r = t − 3δ
4

. Como
E ⊂ αD(w) ⊂ D, tenemos

µ(D) − µ(αD(w)) ≤ µ(D) − µ(E) ≤ t− (t− 3δ
4

) = 3δ
4
< δ.
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Por la elección del número δ, H(D,αD(w)) < ε
2
. Por la definición de U ,

sabemos que H(A,D) < ε
2
. Por lo tanto,

H(A, αD(w)) ≤ H(A,D) +H(D,αD(w)) < ε
2

+ ε
2

= ε.

Entonces αD(w) ∈ BH(ε, A). Con esto hemos visto que ImαD ⊂ BH(ε, A).

Afirmación 8. Definimos:

A = K ∪ clC(X)(
⋃

D∈U ImαD).

Entonces se satisface que A ∩Z = ∅.

Tomemos w ∈ [0, 1]. Por la afirmación anterior, ImαD ⊂ BH(ε, A).
Aśı que

clC(X)(
⋃

D∈U ImαD) ⊂ clC(X)(BH(ε, A)).

Por la elección ε,

clC(X)(
⋃

D∈U ImαD) ∩ Z = ∅.

Por otra parte, por la propiedad (d), K ∩ Z = ∅. Aśı, concluimos que
A ∩Z = ∅.

Afirmación 9. A ∈ intµ−1([0,t])(A).

De las definiciones de A y de U , se obtiene esta afirmación.

Afirmación 10. El subconjunto A es un subcontinuo de µ−1([0, t]).

Consideremos D ∈ U . Por la Afirmación 6, ImαD∩K 6= ∅. Aśı, obtenemos
que

(
⋃

D∈U ImαD

)

∪ K es un conjunto conexo. Por lo tanto, el subconjunto
A es un continuo. Como ImαD ⊂ µ−1([r, t]), para toda D ∈ U (por cons-
trucción), K ⊂ µ−1([0, s]) (por la propiedad (e)) y, como s < t, tenemos que
A ⊂ µ−1([0, t]).

En resumen hemos obtenido un subcontinuo de µ−1([0, t]) que contiene
a A en su interior y que no intersecta a Z para cada A ∈ µ−1([0, t]) \
Z. De esta manera concluimos que µ−1([0, t]) es cerrado cero dimensional
aposindético. �
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Corolario 3.2.56. (M. E. Aguilera) Ser cerrado cero dimensional aposindético
es una propiedad inducida a todos los bloques de Whitney.

Corolario 3.2.57. (M. E. Aguilera) Ser cerrado cero dimensional aposindético
no es una propiedad inducida fuertemente por los bloques de Whitney.

Demostración. Sea X el continuo sen 1
x
, ver Figura 13. Notemos que

el conjunto Z = {(0, 1)} es cerrado cero dimensional. Fijemos p = (0,−1).
Aśı que cualquier subcontinuo de X que tiene a p en su interior intersec-
ta a Z. Por lo tanto X no es cerrado cero dimensional aposindético. Por el
Teorema 3.2.55, µ−1([0, 1

2n
]) es cerrado cero dimensional aposindético para

cada n ∈ N. Como ĺım 1
2n

= 0, por el Lema 3.0.27, ĺımµ−1([0, 1
2n

]) = F1(X).
Concluimos que la propiedad de ser cerrado cero dimensional aposindético
no es inducida fuertemente por los bloques de Whitney. �

•

•

Z = {(0,−1)}

(0, 0)

p = (0, 1)

Figura 13: X

3.2.7. Unicoherencia

Recordemos que un continuo X es unicoherente si cada vez que se toman
dos subcontinuos A y B de X tales que X = A ∪ B, se tiene que A ∩ B es
conexo.

En esta subsección veremos algunos resultados que nos auxiliarán en la
prueba de que la propiedad de ser unicoherente es inducida a todos los blo-
ques de Whitney, para X localmente conexo. Enseguida probaremos que la
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propiedad de no ser unicoherente es inducida a los bloques pequeños de Whit-
ney.

Definición 3.2.58. Sean Z un espacio topológico conexo y S la circunferen-
cia unitaria en R2. Una función continua f : Z → S tiene un levantamien-
to, si existe una función continua h : Z → R tal que f = exp ◦h, donde
exp : R → S es la función definida por exp(it) = (cos(2πt), sen(2πt)). Un
espacio topológico conexo Z tiene la propiedad (b) si cada función continua
f : Z → S tiene un levantamiento.

El siguiente resultado es conocido en la Teoŕıa de Continuos, (ver Teorema
3 de [7] o Teorema 7.4 de [27]).

Teorema 3.2.59. Sea Z un espacio métrico y localmente conexo. Entonces
Z es unicoherente si y sólo si Z tiene la propiedad (b).

Definición 3.2.60. Sean Z un espacio topológico, A ⊂ Z un subespacio y
idA : A→ A la función identidad. Se dice que A es un retracto de Z si existe
una función continua r : Z → A tal que r|A = idA. A esta función se le llama
retracción.

Definición 3.2.61. Sean Z un espacio topológico y A ⊂ B ⊂ Z. Decimos
que A es un retracto por deformación de B en Z si la función identidad
idB : B → B es homotópica en Z a una retracción r : B → A.

El siguiente resultado es el Teorema 2.3 de [8].

Teorema 3.2.62. Sean Z un espacio topológico y f : Z → S una función
continua. Entonces f tiene un levantamiento si y sólo si f es homotópica a
una función constante.

Proposición 3.2.63. Sean Z un espacio topológico conexo y Y un retracto
por deformación de Z. Entonces Z tiene la propiedad (b) si y sólo si Y tiene
la propiedad (b).
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Demostración. Tenemos, por hipótesis, que existen una retracción r :
Z → Y y una función continua G : Z × [0, 1] → Z tal que G(z, 0) = z y
G(z, 1) = r(z) para cada z ∈ Z.

Supongamos que Z tienen la propiedad (b). Tomemos una función con-
tinua g : Y → S. Veamos que g es homotópica a una función constante.
Definimos la función f : Z → S como f(z) = g(r(z)) y observamos que
ésta es continua. Como Z tiene la propiedad (b), f tiene un levantamien-
to y, por el Teorema 3.2.62, f es homotópica a una función constante. De
manera que, existen p ∈ S y una función continua F : Z × [0, 1] → S tales
que F (z, 0) = f(z) = g(r(z)) y F (z, 1) = p para cada z ∈ Z. Notamos
que la función F |Y×[0,1] : Y × [0, 1] → S es continua y, para cada y ∈ Y ,
satisface que F |Y×[0,1](y, 0) = g(r(y)) = g(y) y F |Y×[0,1](y, 1) = p. Esto nos
dice que, g es homotópica a una función constante. De modo que, por el Teo-
rema 3.2.62, g tiene un levantamiento. Por lo tanto, Y tiene la propiedad (b).

Supongamos que Y tiene la propiedad (b). Sea g : Z → S una función
continua. Verifiquemos que ésta es homotópica a una función constante. Note-
mos que g|Y : Y → S es una función continua. Como Y tiene la propiedad
(b), g|Y tiene un levantamiento y, por el Teorema 3.2.62, ésta es homotópi-
ca a una función constante. Aśı que, existen p ∈ S y una función continua
F : Y × [0, 1] → S tales que F (y, 0) = g|Y (y) y F (y, 1) = p para cada y ∈ Y .
Definimos la función K : Z × [0, 1] → S como:

K(z, t) =

{

g(G(z, 2t)), si t ∈ [0, 1
2
];

F (r(z), 2t− 1), si t ∈ [1
2
, 1].

Observemos que

g(G(z, 21
2
)) = g(G(z, 1)) = g(r(z)) y

F (r(z), 21
2
− 1) = F (r(z), 0) = g|Y (r(z)) = g(r(z)).

Aśı que, K es una función continua. Tomemos z ∈ Z. Notemos que K(z, 0) =
g(G(z, 0)) = g(z) y K(z, 1) = F (r(z), 1) = p, lo que nos dice que g es ho-
motópica a una función constante. Aśı que, por el Teorema 3.2.62, g tiene un
levantamiento. Por lo tanto, Z tiene la propiedad (b). �

El siguiente es el Lema 2.3.5 de [2].
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Lema 3.2.64. Sean X un continuo localmente conexo, µ : C(X) → [0, 1]
una función de Whitney y t ∈ (0, 1). Entonces µ−1(t) es un retracto por de-
formación de µ−1([0, t]).

Corolario 3.2.65. (M. E. Aguilera) Sean Z un continuo localmente conexo,
µ : C(Z) → [0, 1] una función de Whitney y t ∈ (0, 1). Entonces µ−1(t) es
unicoherente si y sólo si µ−1([0, t]) es unicoherente.

Demostración. Notemos que Z localmente conexo implica, por los Teo-
remas 2.3.19 y 3.2.10, que µ−1(t) y µ−1([0, t]) también son localmente cone-
xos. Entonces, por el Teorema 3.2.59, µ−1(t) y µ−1([0, t]) son unicoherentes
si y sólo si éstos tienen la propiedad (b). Como Z es localmente conexo,
la Proposición 3.2.64 nos dice que µ−1(t) es retracto por deformación de
µ−1([0, t]). Aśı que, por la Proposición 3.2.63, µ−1(t) tiene la propiedad (b) si
y sólo si µ−1([0, t]) tiene la propiedad (b). Por lo tanto, µ−1(t) es unicoherente
si y sólo si µ−1([0, t]) es unicoherente. De esta manera terminamos la prueba
de este corolario. �

Como corolario al Teorema A de [11] se tiene lo siguiente.

Corolario 3.2.66. Ser unicoherente es una propiedad de Whitney para la
clase de los continuos localmente conexos.

Teorema 3.2.67. (M. E. Aguilera) Si X pertenece a la clase de los continuos
localmente conexos, entonces la propiedad de ser unicoherente es inducida a
todos los bloques de Whitney.

Demostración. Sean µ : C(X) → [0, 1] y t ∈ (0, 1). Como X es local-
mente conexo y unicoherente, por el Corolario 3.2.66, sabemos que µ−1(t)
es unicoherente. De modo que, el Corolario 3.2.65 nos lleva a concluir que
µ−1([0, t]) es unicoherente. �

Teorema 3.2.68. (M. E. Aguilera) La propiedad de no ser unicoherente es
inducida a los bloques pequeños de Whitney.

Demostración. Tomemos un continuo X que no sea unicoherente y una
función de Whitney µ : C(X) → [0, 1]. Sean A y B subcontinuos de X tales
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que X = A ∪ B y que A ∩ B no es conexo. Notemos que A y B no son
degenerados. Entonces existen subconjuntos cerrados H y K de X que son
ajenos y no vaćıos y satisfacen que A∩B = H∪K. Consideremos al conjunto:

D(H,K) = {E ∈ C(X) : E ∩H 6= ∅ y E ∩K 6= ∅}.

Por la Proposición 1.1.2, sabemos que D(H,K) es cerrado. Utilizando
esto y la continuidad de la función µ, existe un elemento E0 ∈ D(H,K) tal
que

µ(E0) = mı́n{µ(R) : R ∈ D(H,K)}.

Observemos que A,B ∈ D(H,K). Aśı que µ(E0) ≤ µ(A) y µ(E0) ≤ µ(B).

Ahora veremos que µ(E0) > 0. Supongamos, por el contrario, que µ(E0) =
0. Entonces, como µ es función de Whitney, E0 = {x} para algún x ∈ X .
Como E0 ∈ D(H,K), x ∈ H ∩K. Esto es una contradicción, ya que H y K
son ajenos. De esta manera concluimos que µ(E0) > 0.

Sea t ∈ (0, µ(E0)). Observemos que t < µ(E0) ≤ µ(A). Como A /∈ F1(X),
por el Lema 3.0.24, (µ|C(A))

−1([0, t]) es un continuo no degenerado. Definimos

C(A) = (µ|C(A))
−1([0, t]).

De manera que C(A) es un subcontinuo de µ−1([0, t]).

Por la Proposición 3.0.26, el conjunto

D(B) = {D ∈ µ−1([0, t]) : D ∩ B 6= ∅}
es un subcontinuo de µ−1([0, t]).

A continuación, veremos que µ−1([0, t]) ⊂ C(A) ∪ D(B). Consideremos
F ∈ µ−1([0, t]). Si F ⊂ A, entonces F ∈ C(A). Si F * A, existe x ∈ F \A. Co-
mo X = A∪B, x ∈ B y, por tanto, x ∈ F∩B. Lo cual nos dice que F∩B 6= ∅.
Con lo que tenemos que F ∈ D(B). Por la definición de los conjuntos C(A)
y D(B), concluimos que µ−1([0, t]) ⊂ C(A) ∪D(B). Como C(A) ⊂ µ−1([0, t])
y D(B) ⊂ µ−1([0, t]), obtenemos que µ−1([0, t]) = C(A) ∪ D(B).

Veamos que C(A) ∩ D(B) no es conexo. Definimos los conjuntos:
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H = {E ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂ A y E ∩H 6= ∅} y

K = {E ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂ A y E ∩K 6= ∅}.

Por las Proposiciones 1.1.6 y 1.1.2, estos conjuntos son cerrados.

Como H 6= ∅, podemos considerar x ∈ H . Observemos que {x} ⊂ A∩B ⊂
A y que µ({x}) = 0. Entonces {x} ∈ H, aśı que, H 6= ∅. De manera similar
se puede verificar que K 6= ∅.

Veamos que C(A) ∩ D(B) = H ∪ K. Tomemos E ∈ C(A) ∩ D(B). En-
tonces E ⊂ A y E ∩ B 6= ∅. Notemos que E ∩ B ⊂ A ∩ B = H ∪ K.
Por tanto, (E ∩ B) ∩ H 6= ∅ o (E ∩ B) ∩K 6= ∅. Con esto, obtenemos que
E ∩ H 6= ∅ o E ∩ K 6= ∅, aśı que, E ∈ H o E ∈ K. Hemos probado que
C(A) ∩ D(B) ⊂ H ∪K.

Probemos que H∪K ⊂ C(A)∩D(B). Sea E ∈ H∪K. Entonces E ∈ C(A).
Tenemos las siguientes contenciones de conjuntos:

E ∩H ⊂ E ∩ (H ∪K) = E ∩ A ∩ B ⊂ E ∩B.

Si E ∩ H 6= ∅, de modo que E ∩ B 6= ∅, aśı que E ∈ D(B). De manera
similar, si E ∩K 6= ∅, se obtiene que E ∈ D(B). Entonces E ∈ C(A)∩D(B).
Con lo cual, obtenemos que H ∪ K ⊂ C(A) ∩ D(B). Aśı, concluimos que
H ∪K = C(A) ∩ D(B).

Verifiquemos que H∩K = ∅. Supongamos, por el contrario, que existe un
elemento E ∈ H∩K. Entonces E∩H 6= ∅ y E∩K 6= ∅. Aśı que E ∈ D(H,K).
Como E ∈ µ−1([0, t]), sabemos que µ(E) ≤ t. Por la elección de t, sabemos
que t < µ(E0), lo cual nos dice que µ(E) < µ(E0). Esto es una contradicción,
ya que µ(E0) = mı́n{µ(R) : R ∈ D(H,K)}. Hemos probado que H ∩K = ∅.

Por tanto los conjuntos H y K son una separación de C(A) ∩ D(B), lo
que nos dice que C(A) ∩ D(B) no es conexo. �

Corolario 3.2.69. La propiedad de ser unicoherente es inducida fuertemente
por los bloques de Whitney.
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Demostración. Sean X un continuo, µ : C(X) → [0, 1] una función de
Whitney, {µ−1([0, tn])} una sucesión de bloques de Whitney en C(X) tal que
µ−1([0, tn]) es unicoherente para cada n ∈ N y ĺımµ−1([0, tn]) = tn. Notemos
que tn > 0 para cada n ∈ N. Supongamos que X no es unicoherente. Como
la propiedad de no ser unicoherente es inducida a los bloques pequeños de
Whitney, por el Teorema 3.2.68, existe s ∈ (0, 1) tal que µ−1([0, t]) no es
unicoherente para cada t ∈ (0, s]. Por otra parte, por la Observación 3.2.3,
ĺım tn = 0. Aśı que existe N ∈ N tal que tn < s para cada n ≥ N . De ma-
nera que µ−1([0, tn]) no es unicoherente para cada n ≥ N . Con esto hemos
obtenido una contradicción, aśı que X śı es unicoherente. �

Corolario 3.2.70. La propiedad de no ser unicoherente es inducida por los
bloques de Whitney para la clase de los continuos localmente conexos.

Demostración. Sean X localmente conexo, µ : C(X) → [0, 1] una fun-
ción de Whitney y t ∈ (0, 1) tales que µ−1([0, t]) no es unicoherente. Supon-
gamos que X no es unicoherente. El Teorema 3.2.67 nos dice que, para la
clase de los continuos localmente conexos, la propiedad de ser unicoherente
es inducida a todos los bloques de Whiney. De manera que µ−1([0, t]) es uni-
coherente. Lo cual es una contradicción. Por lo tanto X śı es unicoherente. �

En este tema faltan cosas por estudiar. Concluiremos esta subsección
planteando las siguientes preguntas, de las cuales todav́ıa no tenemos res-
puesta.

Problema 3.2.71. ¿Las propiedades de ser unicoherente y de no ser unico-
herente serán inducidas a todos los bloques de Whitney?

Problema 3.2.72. ¿La propiedad de ser unicoherente será inducida a los
bloques pequenõs de Whitney?

Problema 3.2.73. ¿La propiedad de ser unicoherente será inducida débil-
mente a los bloques de Whitney?
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Problema 3.2.74. ¿Las propiedad de ser unicoherente y no ser unicoherente
serán inducidas por los bloques de Whitney?

Problema 3.2.75. ¿La propiedad de no ser unicoherente será inducida
fuertemente por los bloques de Whitney?

3.2.8. Contractibilidad, retracto absoluto, suavidad por
arcos, ∞-conexo y la propiedad del punto fijo

En esta subsección primero veremos algunos resultados que nos ayudarán
en la prueba de nuestros teoremas principales. Después analizaremos un ejem-
plo para demostrar que las siguientes propiedades no son inducidas a los blo-
ques pequeños de Whitney: ser contráctil, ser un retracto absoluto, ser suave
por arcos, ser ∞-conexo y la propiedad del punto fijo. Enseguida veremos
que la propiedad de ser un retracto absoluto es inducida por los bloques de
Whitney.

Definición 3.2.76. Sea Z un espacio métrico compacto. Se dice que Z es
un retracto absoluto si es retracto de cualquier espacio métrico M que lo
contiene. Más precisamente, si h : Z →M es un encaje, entonces h(Z) es un
retracto de M .

El siguiente resultado es el Corolario 2.2 del caṕıtulo IV de [4].

Teorema 3.2.77. Si X es un continuo que es retracto absoluto y Y ⊂ X es
un retracto de X, entonces Y también es un retracto absoluto.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 7.1 del
caṕıtulo IV de [4].

Teorema 3.2.78. Cualquier n-celda es un retracto absoluto.

Corolario 3.2.79. Cualquier retracto de una n-celda es un retracto absoluto.
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El siguiente lemas es el resultado 8.17 [24].

Lema 3.2.80. Si X es un continuo localmente conexo, Y es un espacio Haus-
dorff y f : X → Y es una función continua y suprayectiva, entonces Y es un
continuo localmente conexo.

Lema 3.2.81. Si un continuo X es retracto absoluto, entonces X es local-
mente conexo.

Demostración. Por el Teorema 1.2 de [12], podemos suponer que X ⊂
[0, 1]∞. Como [0, 1] es localmente conexo, el resultado 4.3 del caṕıtulo V de
[6] nos dice que [0, 1]∞ también es localmente conexo. Como X es un re-
tracto absoluto, existe una retracción r : [0, 1]∞ → X . Tomando en cuenta
el Lema 3.2.80 y el hecho de que [0, 1]∞ es localmente conexo, tenemos que
r([0, 1]∞) = X también es localmente conexo. �

Definición 3.2.82. Un espacio topológico Z es contráctil si existen una
función continua F : Z × [0, 1] → Z y un punto z0 ∈ Z tales que, para
todo z ∈ Z, se satisfacen las siguientes condiciones: (a) F (z, 0) = z y (b)
F (z, 1) = z0.

Lema 3.2.83. Sean Y y Z espacios topológicos y g : Z → Y y h : Y → Z
funciones continuas tales que h ◦ g = idZ . Entonces, si Z no es contráctil, se
tiene que Y tampoco lo es.

Demostración. Supongamos que Y es contráctil. Aśı que, existen una
función continua F : Y × [0, 1] → Y y un elemento y0 ∈ Y que satisfacen
que F (y, 0) = y y F (y, 1) = y0 para todo y ∈ Y . Definimos la función
ϕ : Z × [0, 1] → Z como

ϕ = h ◦ F ◦ (g × id[0,1]).

Entonces ϕ es una función continua. Sea z ∈ Z. Observemos que ϕ(z, 0) =
h(F (g(z), 0)) = h(g(z)) = z y ϕ(z, 1) = h(F (g(z), 1)) = h(y0). Esto nos dice
que Z es contráctil. �
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Lema 3.2.84. Cualquier retracto de un espacio contráctil también es con-
tráctil.

Demostración. Sean Z un espacio topológico contráctil, Y ⊂ Z y r :
Z → Y una retracción. Como r◦ idZ|Y : Y → Y es la función identidad en Y ,
podemos aplicar el Lema 3.2.83 a las funciones idZ |Y : Y → Z y r : Z → Y .
De esta manera, obtenemos que Y es contráctil. �

Lema 3.2.85. Si X es un continuo que es retracto absoluto, entonces X es
contráctil.

Demostración. Por el Teorema 1.2 de [12], existe una función continua
f : X → [0, 1]∞ tal que f : X → f(X) es un homeomorfismo. Como X es
un retracto absoluto, existe una retracción r : [0, 1]∞ → f(X). Como [0, 1]∞

es contráctil (por el problema 1 de la sección 1 del caṕıtulo XV de [6]), el
Lema 3.2.84 nos dice que X también lo es. �

Definición 3.2.86. Sea p ∈ X . Entonces X es suave por arcos en p si existe
una función continua α : X → C(X) que satisface:

(a) α(p) = {p};

(b) para cada x ∈ X \ {p}, α(x) es un arco de p a x;

(c) si x ∈ α(y), entonces α(x) ⊂ α(y).

Un continuo X es suave por arcos si X es suave por arcos en algún punto.
(El arco α(x) será denotado por px.)

Proposición 3.2.87. Sean X un continuo suave por arcos en el punto p y
µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Consideremos una función α :
X → C(X) que satisface las condiciones de la Definición 3.2.86. Definimos
L : X → [0, 1] como:

L(x) = µ(α(x)) = µ(px),

y f : X × [0, 1] → X como:
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f(x, t) =

{

x, si L(x) ≤ t,
el único punto y ∈ px tal que L(y) = t, si L(x) ≥ t.

Entonces f tiene las siguientes propiedades:

(a) f es continua;

(b) f(x, 0) = p para todo x ∈ X;

(c) f(x, 1) = x para todo x ∈ X.

En particular, X es contráctil.

Demostración. Cabe destacar que, por la definición de suavidad por ar-
cos y por las propiedades de µ, L(p) = µ(α(p)) = µ({p}) = 0. Por otra parte,
como 0 = L(p) ≤ t para cada t ∈ [0, 1], por la definición de f , f(p, t) = p.

Veamos que f está bien definida. Tomemos (x, t) ∈ X × [0, 1]. Supon-
gamos que t ≤ L(x). Aśı, tenemos las desigualdades L(p) = 0 ≤ t ≤ L(x).
Como α(x) = px es un conjunto conexo y L|px : px → [0, 1] es una función
continua, existe un elemento y ∈ px, tal que L(y) = t. Vamos a probar que,
para cada x ∈ X , L|px es inyectiva. Sean y, z ∈ px tales que L(y) = L(z).
Aśı que

µ(py) = µ(α(y)) = L(y) = L(z) = µ(α(z)) = µ(pz).

Como py y pz son subarcos de px que contienen a p, py ⊂ pz o pz ⊂ py.
Suponiendo que py  pz, tendŕıamos que µ(py) < µ(pz), lo cual no puede
ser. De manera similar se obtiene que pz  py tampoco puede suceder. Por
lo tanto py = pz, aśı que y = z. Esto prueba que solo existe un punto y ∈ px
tal que L(y) = t.

En el caso en que L(x) = t, observamos que x es el único punto de px tal
que L(x) = t. Entonces f(x, t) = x. Aśı que las dos partes de la definición
de f coinciden en el conjunto {(x, t) ∈ X × [0, 1] : L(x) = t}. Con todo esto
hemos visto que la función f está bien definida.

(a) Verifiquemos que f es una función continua. Como f está definida
para dos subconjuntos cerrados de X × [0, 1] tales que en su intersección la
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definición de ésta coincide, sólo tenemos que ver que f es continua en cada
uno de estos cerrados. Notemos que f , definida en el conjunto

{(x, t) ∈ X × [0, 1] : L(x) ≤ t},

es la proyección a la primera coordenada, la cual es continua. Veamos que f
es continua en el conjunto

{(x, t) ∈ X × [0, 1] : L(x) ≥ t}.

Vamos a usar la Proposición 1.5.7. Sea {(xn, tn)}∞n=1 sucesión en X × [0, 1]
que converge a (x, t) y tal que L(xn) ≥ tn para cada n ∈ N. Supongamos
que ĺım f(xn, tn) = q, tenemos que probar que q = f(x, t). Para cada n ∈ N,
hacemos qn = f(xn, tn). De modo que qn ∈ α(xn) y L(qn) = tn. Entonces
q ∈ ĺımα(xn) = α(x) y L(q) = ĺım(L(qn)) = ĺım tn = t. Aśı que, f(x, t) = q.
Con esto concluimos que f es una función continua.

(b) Sea x ∈ X . Notemos que L(x) = µ(px) ≥ 0 y L(p) = µ({p}) = 0,
entonces por la definición de f obtenemos f(x, 0) = p.

(c) Tomemos x ∈ X . Observemos que L(x) = µ(px) ≤ 1, lo cual implica
(por la definición de f) que f(x, 1) = x. �

Definición 3.2.88. Se dice que X tiene la propiedad del punto fijo si para
toda función continua f : X → X , existe un punto x0 ∈ X tal que f(x0) = x0.

Lema 3.2.89. Sean Y y Z continuos. Si Z tiene la propiedad del punto fijo
y Y es retracto de Z, entonces Y tiene la propiedad del punto fijo.

Demostración. Tomemos una función continua f : Y → Y . Como Y es
retracto de Z, existe una retracción r : Z → Y . Sea i : Y → Z la inclusión.
Consideremos la función continua g : Z → Z dada por g(z) = i ◦ f ◦ r(z).
Como Z tiene la propiedad del punto fijo, existe un elemento p ∈ Z tal que
g(p) = p. Notemos que p = g(p) = i ◦ f ◦ r(p) = f ◦ r(p) ∈ Y . Esto dice que
p ∈ Y , por lo tanto, r(p) = p. De modo que p = f ◦ r(p) = f(p). Aśı, hemos
visto que existe el elemento p ∈ Y que satisface f(p) = p, esto termina la
prueba de que Y tiene la propiedad del punto fijo. �
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El siguiente resultado es conocido y su prueba se puede encontrar en la
página 341 de [6].

Teorema 3.2.90. (Teorema del punto fijo de Brouwer.) Cualquier n-celda
tiene la propiedad del punto fijo.

Corolario 3.2.91. Cualquier retracto de una n-celda tiene la propiedad del
punto fijo.

Definición 3.2.92. Sea n ∈ N. Recordemos que, para cada i ∈ N ∪ {0}, la
i esfera está dada por:

Si =
{

(x1, . . . , xi+1) ∈ Ri+1 :
√

x21 + . . .+ x2i+1 = 1
}

.

Un espacio métrico Y es n-conexo si, para cada i ∈ {0, 1, . . . , n}, se tiene que
cada función continua f : Si → Y es homotópica a una función constante.
Un espacio es ∞-conexo si éste es n-conexo para cada n ∈ N.

Proposición 3.2.93. Si X es un continuo contráctil, entonces X es ∞-
conexo.

Demostración. Sean n ∈ N, i ∈ {0, 1, . . . , n} y f : Si → X una función
continua. Probemos que f es homotópica a una función constante. Como X
es contráctil, existen una función continua F : X× [0, 1] → X y un elemento
x0 ∈ X tales que F (x, 0) = x y F (x, 1) = x0 para todo elemento x ∈ X .
Definimos la función G : Si × [0, 1] → X como

G(y, t) = F ◦ (f × id)(y, t),

en donde id : [0, 1] → [0, 1] es la función identidad. Notemos que G(y, 0) =
F (f(y), 0) = f(y) y G(y, 1) = F (f(y), 1) = x0, aśı que, f es homotópica a
la función constante h : Si → X dada por h(y) = x0. De este modo hemos
probado que X es ∞-conexo. �
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Teorema 3.2.94. (M. E. Aguilera) Las siguientes propiedades no son in-
ducidas a los bloques pequeños de Whitney:
(a) ser contráctil,
(b) ser un retracto absoluto,
(c) ser suave por arcos,
(d) la propiedad del punto fijo y
(e) ser ∞-conexo.

Demostración. Veremos que existen un continuo X , una función de
Whitney µ para C(X) y sucesión {sn}∞n=1 de números positivos que converge
a 0 tales que µ−1([0, sn]) que no tiene ninguna de las propiedades (a), (b), (c),
(d) y (e), para ninguna n ∈ N, pero que X śı satisface todas las propiedades
(a), (b), (c), (d) y (e). Supongamos que D y d son las métricas usuales para
R3 y R2, respectivamente. Sean {rn}∞n=1 una sucesión decreciente de números
del intervalo (0, 1) tal que ĺım rn = 0 y z0 ∈ [0, 1]. Definimos, los siguientes
subconjuntos de R2 y R3:

Qn = { 1
2n+2 exp(2πiθ) + ( 1

2n
, 0) : 0 ≤ θ ≤ 1}, para cada n ∈ N,

An = Qn × [0, rn], para cada n ∈ N,

An(z) = Qn × {z}, en donde z ∈ [0, rn], para cada n ∈ N,

X = (
⋃∞

n=1An) ∪ ([0, 1] × [−1
4
, 1
4
] × {0}) y

P =
⋃∞

n=1(An(0) ∪ An(rn)).

A1
A2

A3

· · ·

(

0,− 1
4
, 0
)

(

0, 0, 0
)

(

0, 1
4
, 0
)

(

1,− 1
4
, 0
)

(

1, 0, 0
)

(

1, 1
4
, 0
)

Figura 14: X
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Notemos que [0, 1] × [−1
4
, 1
4
] × {0} y An, para cada n ∈ N, son conexos.

Como An ∩ ([0, 1] × [−1
4
, 1
4
] × {0}) 6= ∅, para cada n ∈ N, X es un conexo.

Como clR3(X) = X , X es un continuo. Ver Figura 14.

Sea µ : C(X) → [0, 1] la función de Whitney definida en el Coro-
lario 2.1.6 para el conjunto P . Supongamos que π1 : R3 → R, π3 : X → R y
π1,2 : X → R2 son las proyecciones naturales a la primera, tercera y primeras
dos coordenadas, respectivamente.

Afirmación 1. Tomemos n ∈ N. Definimos sn = µ(An(0)). Entonces
µ(An(0)) = µ(An(rn)) = sn > 0.

Destaquemos que An(0) y An(rn) son isométricos, no degenerados y An(0),
An(rn) ⊂ P . De modo que, por la Propiedad 2 del Corolario 2.1.6, µ(An(0)) =
µ(An(rn)) > 0, lo que buscábamos probar.

Afirmación 2. Para n ∈ N, definimos el conjunto:

An = {A ∈ C(An) : π1,2(A) = Qn}.

Si A ∈ An \ {An(0), An(rn)}, entonces µ(A) > sn.

Definimos la función f : A → An(0) como f(u, s) = (u, 0). Notemos que
f es suprayectiva ya que π1,2(A) = Qn. Por otra parte, tenemos que

D(f(u, s), f(v, t)) = D((u, 0), (v, 0)) = d(u, v) ≤ D((u, s), (v, t)),

para cada (u, s), (v, t) ∈ A. Observemos que A 6⊂ P , An(0) ⊂ P y A /∈ F1(X).
De manera que, la Propiedad 3 del Corolario 2.1.6 nos dice que µ(An(0)) =
sn < µ(A).

Afirmación 3. Sean n ∈ N, θ ∈ [0, 1] y z ∈ (−1, 1). Entonces existe

un arco J(θ, z) contenido en An( rn(z+1)
2

) tal que µ(J(θ, z)) = sn y su punto

medio es
(

1
2n+2 · exp(2πiθ), rn(z+1)

2

)

+
(

1
2n
, 0, 0

)

.

Como z ∈ (−1, 1),

An( rn(z+1)
2

) ∈ An \ {An(0), An(rn)}.
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Por la Afirmación 2 sabemos que µ(An( rn(z+1)
2

)) > sn. Consideremos el arco

ordenado α : [0, 1] → C(An( rn(z+1)
2

)) dado por

α(x) = { 1
2n+2 exp(2πiσ) + ( 1

2n
, 0) : θ − x

2
≤ σ ≤ θ + x

2
} × { rn(z+1)

2
}.

Notemos que,

µ(α(0)) = µ({( 1
2n+2 exp(2πiθ) + ( 1

2n
, 0), rn(z+1)

2
)}) = 0

< sn < µ
(

An

(

rn(z+1)
2

))

= µ(α(1)).

De modo que, aplicando el Lema 2.2.9, existe x0 ∈ (0, 1) tal que α(x0) ∈
µ−1(sn). Hagamos J(θ, z) = α(x0). Observemos que J(θ, z) es un arco ya que

x0 ∈ (0, 1) y, además, tiene como punto medio a
(

1
2n+2 exp(2πiθ), rn(z+1)

2

)

+
(

1
2n
, 0, 0

)

.

Afirmación 4. Consideramos a S2 con la siguiente descripción:

S2 = {(0, 0, 1), (0, 0,−1)} ∪ {((1 − c2)
1
2 exp(2πiϑ), c) : 0 ≤ ϑ ≤ 1 y − 1 < c < 1}.

Para n ∈ N, definimos la función g : S2 → µ−1([0, sn]) como:

g(p) =







An(0), si p = (0, 0,−1);
An(rn), si p = (0, 0, 1);
J(ϑ, c), si p /∈ {(0, 0,−1), (0, 0, 1)}.

Entonces g es una función bien definida y continua.

Por las Afirmaciones 1 y 3, µ(An(0)) = µ(An(rn)) = µ(J(ϑ, c)) = sn,

donde ϑ ∈ [0, 1] y c ∈ (−1, 1) son tales que p = ((1 − c2)
1
2 exp(2πiϑ), c), esto

nos dice que g está bien definida. Tomemos u ∈ S2 y ε > 0. A continuación
daremos números que nos auxiliarán en la prueba de la continuidad de g.

(a) Por la Proposición 2.2.2, existe un número η > 0 tal que, si A,B ∈
C(X), A ⊂ B y µ(B) − µ(A) < η, entonces H(A,B) < ε

2
.

(b) Por la continuidad de la función µ, existe un número λ > 0 tal que, si
A,B ∈ C(X) y H(A,B) < λ, entonces |µ(A) − µ(B)| < η. Elijamos λ < ε

2
.
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Caso (i). u /∈ {(0, 0, 1), (0, 0,−1)}.

En este caso, existen θ ∈ [0, 1] y z ∈ (−1, 1) tales que u = ((1 −
z2)

1
2 exp(2πiθ), z). Observemos que la función τ : S2 \{(1, 0, 0), (−1, 0, 0)} →

An dada por:

τ(p) = ( 1
2n+2 · exp(2πiϑ), rn(c+1)

2
) + ( 1

2n
, 0, 0),

está bien definida y es una función continua, ya que es composición de fun-
ciones continuas:

τ(p) =
(

1
2n+2 · π1,2(p)

(1−(π3(p))2)
1
2
, rn(π3(p)+1)

2

)

+ ( 1
2n
, 0, 0).

(c) Por la continuidad de la función τ , existe un número δ > 0 tal que, si
p satisface que D(u, p) < δ, entonces D(τ(u), τ(p)) < λ

2
.

(d) Elijamos el número δ de tal manera que

BD(δ, u) ∩ {(0, 0, 1), (0, 0,−1)} = ∅.

Sea v ∈ BD(δ, u) ∩ S2. Como u, v /∈ {(0, 0, 1), (0, 0,−1)}, g(u) = J(θ, z)
y g(v) = J(ϕ,w), donde ϕ ∈ [0, 1] y w ∈ (−1, 1) son tales que v = ((1 −
w2)

1
2 exp(2πiϕ), w). Notemos que

τ(v) = ( 1
2n+2 · exp(2πiϕ), rn(w+1)

2
) + ( 1

2n
, 0, 0).

Como D(u, v) < δ, por (c), D(τ(u), τ(v)) < λ
2
. Notemos que

d( 1
2n+2 · exp(2πiθ), 1

2n+2 · exp(2πiϕ)) ≤ D(τ(u), τ(v)) < λ
2

y

| rn(w−z)
2

| ≤ D(τ(u), τ(v)) < λ
2
.

Definimos las funciónes ζ1 : An → An y ζ2 : An → Qn × [−2, 2] como

ζ1(
1

2n+2 · exp(ia), c) = ( 1
2n+2 · exp(i(a− θ + ϕ), c) y

ζ2(
1

2n+2 · exp(ia), c) = ( 1
2n+2 · exp(ia), c+ rn(w−z)

2
).

Notemos que éstas son una rotación y una traslación. Observemos que, para
todo ( 1

2n+2 · exp(ia), c) ∈ An, se cumple que

D(( 1
2n+2 · exp(ia), c), ζ1(

1
2n+2 · exp(ia), c))
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= D(( 1
2n+2 · exp(iθ), c), ζ1(

1
2n+2 · exp(iθ), c))

= D(( 1
2n+2 · exp(iθ), c), ( 1

2n+2 · exp(iϕ), c))

= d( 1
2n+2 · exp(iθ), 1

2n+2 · exp(iϕ)) < λ
2

y

D(( 1
2n+2 · exp(ia), c), ζ2(

1
2n+2 · exp(ia), c))

= D(( 1
2n+2 · exp(ia), c), ( 1

2n+2 · exp(ia), c+ rn(w−z)
2

))

= rn(w−z)
2

< λ
2
.

Sea A = C(ζ2) ◦ C(ζ1)(J(θ, z)). Luego, por el Lema 1.2.3,

H(J(θ, z), C(ζ1)(J(θ, z))) < λ
2

y

H(C(ζ1)(J(θ, z)), A)) < λ
2
.

Utilizando la desigualdad triangular, resulta que H(A, J(θ, z)) < λ. Apli-
cando (b), tenemos que |µ(A) − µ(J(θ, z))| < η, aśı que |µ(A) − sn| < η.

Notemos que A es un arco contenido en An( rn(w+1)
2

) con punto medio τ(v) =
( 1
2n+2 exp(2πiϕ), w+1

2
) + ( 1

2n
, 0, 0).

Por la definición de g, g(v) = J(ϕ,w) es un arco contenido en An( rn(w+1)
2

)
tal que su punto medio es ( 1

2n+2 exp(2πiϕ), z+1
2

) + ( 1
2n
, 0, 0) y µ(J(ϕ,w)) =

sn. De modo que se satisface A ⊂ J(ϕ,w) o J(ϕ,w) ⊂ A. Como |µ(A) −
µ(J(ϕ,w))| = |µ(A)−sn| < η, aplicando (a), tenemos que H(A, J(ϕ,w)) < ε

2
.

Por tanto, utilizando la desigualdad triangular, obtenemos que

H(g(u), g(v)) = H(J(θ, z), J(ϕ,w))

≤ H(J(θ, z), A) +H(A, J(ϕ,w))

< λ+ ε
2
< ε

2
+ ε

2
= ε.
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Con esto queda probado el caso (i).

Caso (ii). u = (0, 0,−1).

En este caso, consideremos v /∈ {(0, 0, 1), (0, 0,−1)} tal que v ∈ BD(λ, u)∩
S2. Entonces v = ((1 − w2)

1
2 exp(2πiϕ), w) para algunos valores ϕ ∈ [0, 1] y

w ∈ (−1, 1). Notemos que w + 1 = |w − (−1)| ≤ D(u, v) < λ. De modo que
rn(w+1)

2
< rn

λ
2
< λ. Definimos la función ζ : An → Qn × [−2, 2] como

ζ( 1
2n+2 · exp(ia), c) = ( 1

2n+2 · exp(ia), c + rn(w+1)
2

).

Observemos que C(ζ)(An(0)) = An( rn(w+1)
2

). Por el Lema 1.2.3, sabemos que

H(An(0), An( rn(w+1)
2

)) < λ y, por (b),

|µ(An( rn(w+1)
2

)) − µ(An(0))| = |µ(An( rn(w+1)
2

)) − sn| < η.

Por otra parte, tenemos que J(ϕ,w) es un arco contenido en An( rn(w+1)
2

)

tal que su punto medio es ( 1
2n+2 exp(2πiϕ), rn(w+1)

2
)+( 1

2n
, 0, 0) y µ(J(ϕ,w)) =

sn. De manera que J(ϕ,w) ⊂ An( rn(w+1)
2

) y

µ(An( rn(w+1)
2

)) − µ(J(ϕ,w))) = µ(An( rn(w+1)
2

)) − sn < η.

Luego, aplicando (a), obtenemos que H(An( rn(w+1)
2

), J(ϕ,w)) < ε
2
. Final-

mente, aplicando la desigualdad triangular, tenemos que

H(g(u), g(v)) = H(An(0), J(ϕ,w))

≤ H(An(0), An( rn(w+1)
2

)) +H(An( rn(w+1)
2

), J(ϕ,w))

< λ+ ε
2
< ε

2
+ ε

2
= ε.

Con esto concluimos el caso (ii).

Caso (iii). u = (0, 0, 1)

La continuidad para este caso se prueba de manera similar al caso (ii).
Con esto queda probada la Afirmación 4.
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Afirmación 5. La función g es inyectiva.

Sean u, v ∈ S2 tales que u 6= v.

Caso (i). u ∈ {(0, 0, 1), (0, 0,−1)}.

Supongamos que u = (0, 0, 1). Entonces tenemos g(u) = An(rn). Si
v = (0, 0,−1), entonces g(v) = An(0). Si v 6= (0, 0,−1), existen valores

ϕ ∈ [0, 1] y w ∈ (−1, 1) tales que v = ((1−w2)
1
2 exp(2πiϕ), w). Por la defini-

ción de g, tenemos g(v) ⊂ An( rn(w+1)
2

). Como w < 1, rn(w+1)
2

< rn. Lo que
nos dice que g(u) 6= g(v).

Caso (ii). u = ((1 − z2)
1
2 exp(2πiθ), z) y v = ((1 − w2)

1
2 exp(2πiϕ), w)

para algunos θ, ϕ ∈ [0, 1] y z, w ∈ (−1, 1).

Si z 6= w, tendŕıamos que rn(z+1)
2

6= rn(w+1)
2

. Por lo tanto, g(u) 6= g(v) ya

que g(u) ⊂ An( rn(z+1)
2

) y g(v) ⊂ An( rn(w+1)
2

).

Para el caso en que z = w, tenemos que exp(2πiθ) 6= exp(2πiϕ) y, por
tanto,

( 1
2n+2 exp(2πiθ), z+1

2
) + ( 1

2n
, 0, 0) 6= ( 1

2n+2 exp(2πiϕ), w+1
2

) + ( 1
2n
, 0, 0).

Por las definiciones de los arcos J(θ, z) y J(ϕ,w), sabemos que estos arcos
tienen punto medio ( 1

2n+2 exp(2πiθ), z+1
2

)+( 1
2n
, 0, 0) y ( 1

2n+2 exp(2πiϕ), w+1
2

)+
( 1
2n
, 0, 0), respectivamente. Si tuviéramos que J(θ, z) = J(ϕ,w) tendŕıamos

que sus puntos medios seŕıan iguales, aśı que,

( 1
2n+2 exp(2πiθ), z+1

2
) + ( 1

2n
, 0, 0) = ( 1

2n+2 exp(2πiϕ), w+1
2

) + ( 1
2n
, 0, 0),

lo cual es una contradicción. Con esto, concluimos la inyectividad de la fun-
ción g.

Afirmación 6. Sea n ∈ N. Definimos la función h : µ−1([0, sn]) → S2

como

h(K) =











(0, 0, 1), si K ⊂ An(rn);
(

2

rn
(crn − c2)

1

2 exp(2πiϑ), 2c

rn
− 1

)

, si K ⊂ Qn × (0, rn] y K 6⊂ An(rn);

(0, 0,−1), si K 6⊂ Qn × (0, rn].
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En donde, si K ⊂ Qn × (0, rn] y K 6⊂ An(rn), los valores c y ϑ son tales
que mı́n ◦C(π3)(K) = c ∈ (0, rn) y m◦C(π1,2)(K) = 1

2n+2 exp(2πiϑ)+( 1
2n
, 0).

En donde mı́n : C([0, 1]) → [0, 1] es la función definida en la Proposición 1.2.7
y m : C(S) \ {S} → S es la función punto medio, las cuales son continuas.
Aseguramos que h está bien definida y es continua.

Veamos que h está bien definida. Para el caso en que K ⊂ Qn × (0, rn] y
K 6⊂ An(rn), como c ∈ (0, rn), tenemos que 2c

rn
− 1 ∈ (−1, 1). Por otro lado,

tenemos que

1 − ( 2c
rn

− 1)2 = 1 − 4c2

r2n
+ 4c

rn
− 1 = −4c2

r2n
+ 4c

rn
,

por lo tanto,

(1 − ( 2c
rn

− 1)2)
1
2 = 2

rn
(rnc− c2)

1
2 .

De acuerdo a la descripción que dimos de S2, tenemos que

(

2
rn

(rnc− c2)
1
2 exp(2πiϑ), 2c

rn
− 1

)

∈ S2.

Con esto concluimos que h está bien definida.

Tomemos E ∈ µ−1([0, sn]) y ε ∈ (0, 1). Tenemos que las funciones C(π3) :
C(X) → C([0, 1]), C(π1,2) : C(X) → C([0, 1] × [−1

4
, 1
4
]), mı́n : C([0, 1]) →

[0, 1] y m : C(S) \ {S} → S son funciones continuas. Probaremos la con-
tinuidad de h analizando varios casos.

Caso i. E ⊂ An(rn).

Como la composición de las funciones mı́n ◦C(π3) : C(X) → [0, 1] es una
función continua, existe un número δ > 0 tal que si F ∈ µ−1([0, sn]) satisface
que H(E, F ) < δ, entonces

|mı́n ◦C(π3)(E) − mı́n ◦C(π3)(F )| < ε2r2n
8

.

Elijamos δ de tal manera que también cumpla que δ < rn.

Subcaso i.a. F ⊂ An(rn).
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Por la definición de h, h(E) = (0, 0, 1) = h(F ). Luego, D(h(E), h(F )) =
0 < ε.

Subcaso i.b. F ⊂ Qn × (0, rn] y F 6⊂ An(rn).

Sea z = mı́n ◦C(π3)(F ). Notemos que mı́n ◦C(π3)(E) = rn y que z ∈
(0, rn) ⊂ (0, 1). Entonces

rn − z = |mı́n ◦C(π3)(E) − mı́n ◦C(π3)(F )| < ε2r2n
8

.

Observemos que

4z
r2n

(rn − z) < 4z
r2n

· ε2r2n
8

= zε2

2
< ε2

2
.

Por otra parte, tenemos
(

1 −
(

2z
rn

− 1
)

)2

=
(

2(rn−z)
rn

)2

<
(

2
rn

· ε2r2n
8

)2

=
(

ε2rn
4

)2

<
(

ε2

4

)2

< ε2

2
.

Por tanto,

D(h(E), h(F ))2 = D
(

(0, 0, 1),
(

2
rn

(zrn − z2)
1
2 exp(πiθ), 2z

rn
− 1

))2

= 4
r2n

(zrn − z2) +
(

1 −
(

2z
rn

− 1
))2

< ε2

2
+ ε2

2
= ε2,

de modo que, D(h(E), h(F )) < ε.

Subcaso i.c. F 6⊂ Qn × (0, rn].

Veamos que, por la elección del número δ, este caso no se puede dar.
Como H(E, F ) < δ < rn, la Proposición 1.0.10 nos dice que F ⊂ N(rn, E).
Por otra parte, como E ⊂ An(rn),

N(rn, E) ⊂ N(rn, An(rn)) = Qn × (0, rn].

Por tanto, F ⊂ Qn × (0, rn], lo cual es una contradicción, porque F 6⊂
Qn × (0, rn]. De manera que este caso no se puede dar. Con esto termi-
namos la prueba del primer caso.

Caso ii. E ⊂ Qn × (0, rn] y E 6⊂ An(rn).

Como Qn× (0, rn] es abierto en X y An(rn) es cerrado en X , las Proposi-
ciones 1.1.1 y 1.1.6 nos llevan a que
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{K ∈ µ−1([0, sn]) : K ⊂ Qn × (0, rn]}
es abierto y

{K ∈ µ−1([0, sn]) : K ⊂ An(rn)}
es cerrado, de manera que

K = {K ∈ µ−1([0, sn]) : K ⊂ Qn × (0, rn] y K 6⊂ An(rn)}

= {K ∈ µ−1([0, sn]) : K ⊂ Qn × (0, rn]}∩
(

µ−1([0, sn]) \ {K ∈ µ−1([0, sn]) : K ⊂ An(rn)}
)

es abierto. Por otra parte, como h definida en K es composición de funciones
continuas, ésta es continua. Notemos que E ∈ K. Aśı que existe δ > 0 que
satisface lo siguiente:

(a) BH(δ, E) ∩ µ−1([0, sn]) ⊂ K y

(b) si F ∈ BH(δ, E) ∩ µ−1([0, sn]) entonces D(h(E), h(F )) < ε.

Por lo tanto, también h es continua para este caso.

Caso iii. E 6⊂ Qn × (0, rn].

Como mı́n ◦C(π3) : C(X) → [0, 1] es una función continua, existe δ > 0
tal que si F ∈ µ−1([0, sn]) satisface que H(E, F ) < δ, luego

|mı́n ◦C(π3)(E) − mı́n ◦C(π3)(F )| < ε2r2n
8

.

Elijamos δ de tal manera que también cumpla que δ < mı́n{rn, 1
2n+3}.

Subcaso iii.a. F ⊂ An(rn).

De manera similar al subcaso i.c, se prueba que este subcaso no se puede
dar.

Subcaso iii.b. F ⊂ Qn × (0, rn] y F 6⊂ An(rn).

Sea π1 : R3 → R la proyección a la primera coordenada. Consideremos
un elemento u ∈ N( 1

2n+3 , Qn × [0, rn]). Entonces
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1
2n

− 1
2n+2 − 1

2n+3 < π1(u) < 1
2n

+ 1
2n+2 + 1

2n+3 ,

aśı que π1(u) ∈
(

5
2n+3 ,

11
2n+3

)

.

Consideremos m 6= n. Veremos que u /∈ Am. Supongamos que u ∈ Am.
Entonces

1
2m

− 1
2m+2 ≤ π1(u) ≤ 1

2m
+ 1

2m+2 ,

aśı que π1(u) ∈
[

3
2m+2 ,

5
2m+2

]

. En el caso en que n < m, tenemos 2n+3 ≤ 2m+2

y, por tanto,

π1(u) ≤ 5
2m+2 ≤ 5

2n+3 < π1(u),

lo cual no puede ser. Si suponemos que m < n, tenemos 2m+2 ≤ 2n+1, de
modo que 12

2n+3 = 3
2n+1 ≤ 3

2m+2 y, por lo tanto,

π1(u) < 11
2n+3 <

3
2m+2 ≤ π1(u),

lo cual es una contradicción. Lo cual nos lleva a que n = m. De manera que
u /∈ ⋃

m6=nAm.

Aśı, obtenemos que u ∈ An ∪ ([0, 1] × [−1
4
, 1
4
] × {0}), aśı que,

N( 1
2n+3 , Qn × [0, rn] ⊂ An ∪ ([0, 1] × [−1

4
, 1
4
] × {0}).

Tenemos H(E, F ) < δ < 1
2n+3 . Entonces, por la Proposición 1.0.10, E ⊂

N( 1
2n+3 , F ). Como F ⊂ Qn × (0, rn],

N( 1
2n+3 , F ) ⊂ N( 1

2n+3 , Qn × [0, rn]).

De modo que,

E ⊂ An ∪ ([0, 1] × [−1
4
, 1
4
] × {0}).

Como E 6⊂ Qn × (0, rn], existe un elemento b ∈ E tal que b /∈ Qn × (0, rn].
Entonces π3(b) = 0. Aśı, obtenemos que mı́n ◦C(π3)(E) = 0.

Sea mı́n ◦C(π3)(F ) = z. Por lo tanto, el hecho de que H(E, F ) < δ
implica

z − 0 = mı́n ◦C(π3)(F ) − mı́n ◦C(π3)(E) < ε2r2n
8

.
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Lo cual nos lleva a que

2z
rn

− 1 − (−1) = z 2
rn
< ε2r2n

8
· 2
rn
< ε2

2
,

ya que rn
2
< 1. Teniendo en cuenta que rn, z ∈ (0, 1), sabemos que rn−z < 1.

Aśı, tenemos la siguiente desigualdad:

4
r2n
z(rn − z) < 4

r2n
· ε2r2n

8
· 1 = ε2

2
.

Por lo tanto,

D2(h(E), h(F )) = D2
(

(0, 0,−1),
(

2
rn

(zrn − z2)
1
2 exp(2πiθ), 2z

rn
− 1

)

)

= 4
r2n

(zrn − z2) +
(

2z
rn

− 1 − (−1)
)2
< ε2

2
+ ε2

2
= ε2

y, por lo tanto, D(h(E), h(F )) < ε.

Subcaso iii.c. F 6⊂ Qn × (0, rn].

Utilizando la definición de h, tenemos que h(E) = (0, 0,−1) = h(F ).
Aśı que, D(h(E), h(F )) = 0 < ε. Con esto, concluimos la prueba de con-
tinuidad de h.

Afirmación 7. Las funciones h y g satisfacen que h ◦ g = idS2 .

De las definiciones de las funciones h y g es claro que h(g(0, 0, 1)) =
(0, 0, 1) y h(g(0, 0,−1)) = (0, 0,−1). Tomemos u ∈ S2 \ {(0, 0, 1), (0, 0,−1)}.

Entonces u = ((1 − z2)
1
2 exp(2πiθ), z) para algunos valores z ∈ (−1, 1) y θ ∈

[0, 1]. Por la definición de g, sabemos que g(u) = J(θ, z) es un arco contenido

en An( rn
2

(z + 1)) tal que m(J(θ, z)) = ( 1
2n+2 exp(2πiθ), rn(z+1)

2
) + ( 1

2n
, 0, 0) y

µ(J(θ, z)) = sn.

Como z ∈ (−1, 1), rn(z+1)
2

∈ (0, rn). Aśı que, J(θ, z) ⊂ Qn × (0, rn] y

J(θ, z) 6⊂ An(rn). Observemos que mı́n ◦C(π3)(J(θ, z)) = rn(z+1)
2

. Por lo tan-
to,

π3(h(g(u))) = 2
rn

· rn(z+1)
2

− 1 = z.

Por otro lado tenemos que m ◦C(π1,2)(J(θ, z)) = 1
2n+2 exp(2πiθ) + ( 1

2n
, 0), de

manera que
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π1,2(h(g(u))) = 2
rn

(

rn(z+1)
2

· rn −
(rn(z+1)

2

)2
)

1
2

exp(2πiθ)

= 2
rn

· rn
(

1+z
2

(1 − 1+z
2

)
)

1
2 exp(2πiθ)

= 2(1+z
2

· 1−z
2

)
1
2 exp(2πiθ)

= (1 − z2)
1
2 exp(2πiθ).

Entonces

h(g(u)) = h(J(θ, z)) = ((1 − z2)
1
2 exp(2πiθ), z) = u.

Con esto terminamos la prueba de que h ◦ g = idS2.

Afirmación 8. El bloque µ−1([0, sn]) no es contráctil.

Por la afirmación anterior, sabemos que las funciones g : S2 → µ−1([0, sn])
y h : µ−1([0, sn]) → S2 cumplen que h ◦ g = idS2. Como S2 no es contráctil
(por los Corolarios 2.11 y 2.14 de [10]), podemos aplicar el Lema 3.2.83 para
obtener que µ−1([0, sn]) no es contráctil.

Afirmación 9. El bloque µ−1([0, sn]) no es un retracto absoluto.

Este resultado se obtiene aplicando la afirmación anterior y el Lema 3.2.85
que nos dice que un continuo que es retracto absoluto es contráctil.

Afirmación 10. El bloque µ−1([0, sn]) no es suave por arcos.

Si suponemos, por el contrario, que µ−1([0, sn]) es suave por arcos, la
Proposición 3.2.87 nos diŕıa que µ−1([0, sn]) es contráctil, lo cual es una con-
tradicción a la Afirmación 8. Aśı queda probada esta afirmación.

Afirmación 11. El bloque µ−1([0, sn]) no tiene la propiedad del punto
fijo.

Las Afirmaciones 4 y 5, que nos dicen que g es continua e inyectiva,
implican que g(S2) es homeomorfo a S2. Como S2 no tiene la propiedad del
punto fijo, existe una función continua f : g(S2) → g(S2) tal que f(A) 6= A
para todo A ∈ g(S2). Definimos la función ϕ : µ−1([0, sn]) → µ−1([0, sn])
como
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ϕ(A) = f ◦ g ◦ h(A).

Observamos que ϕ es continua. Verifiquemos que ϕ no tiene puntos fijos.
Consideremos un elemento A ∈ µ−1([0, sn]).

Caso (i). A /∈ g(S2).

Notemos que ϕ(B) = f(g(h(B))) ∈ g(S2), para cada B ∈ µ−1([0, sn]), ya
que f : g(S2) → g(S2). Por lo tanto, A 6= ϕ(A).

Caso (ii). A ∈ g(S2).

En este caso, existe un elemento u ∈ S2 tal que A = g(u). Teniendo en
cuenta la Afirmación 7, que nos dice que h ◦ g = idS2, obtenemos que

ϕ(A) = f(g(h(A))) = f(g(h(g(u)))) = f(g(u)) = f(A).

Como f no tiene puntos fijos, ϕ(A) = f(A) 6= A. De esta manera, concluimos
que ϕ no tiene puntos fijos.

Afirmación 12. El bloque µ−1([0, sn]) no esm-conexo para ningún número
m ≥ 2.

Supongamos, por el contrario, que µ−1([0, sn]) es m-conexo para alguna
m0 ≥ 2. Como 2 ∈ {0, 1, . . . , m0}, por definición, cualquier función continua
de S2 en µ−1([0, sn]) es homotópica a una función constante. Consideremos
a g : S2 → µ−1([0, sn]). Entonces existen G : S2 × [0, 1] → µ−1([0, sn]) y
un elemento A0 ∈ µ−1([0, sn]) tales que G(y, 0) = g(y) y g(y, 1) = A0. La
Afirmación 7 nos dice que h◦ g = idS2 , en donde idS2 : S2 → S2 es la función
identidad. Definimos la función F : S2 × [0, 1] → S2 como

F (y, t) = h ◦G(y, t).

Observamos que F (y, 0) = h(G(y, 0)) = h(g(y)) = y y F (y, 1) = h(G(y, 1)) =
h(A0), aśı que la función identidad es homotópica a una función constante.
Con esto, tenemos que S2 es contráctil, lo cual no puede ser. De modo que
nuestra afirmación es cierta.

Afirmación 13. El continuo X es suave por arcos.
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Definimos la función α : [0, 1] × [1
4
, −1

4
] × {0} → C([0, 1] × [1

4
, −1

4
] × {0})

como:

α(x, y, 0) = {(tx, ty, 0) ∈ R2 : t ∈ [0, 1]} = (0, 0, 0)(x, y, 0).

Entonces α es continua.

Tomemos (a, b, 0) ∈ [0, 1] × [1
4
, −1

4
] × {0} y ε > 0. Consideremos un

elemento (x, y, 0) ∈ BD(ε, (a, b, 0)). Sea t ∈ [0, 1]. Entonces (tx, ty, 0) ∈
(0, 0, 0)(x, y, 0) y (ta, tb, 0) ∈ (0, 0, 0)(a, b, 0). Notemos que

D((tx, ty, 0), (ta, tb, 0)) = ((tx− ta)2 + (ty − tb)2)
1
2

= tD((x, y, 0), (a, b, 0)) ≤ D((x, y, 0), (a, b, 0)) < ε.

Esto implica que

(0, 0, 0)(x, y, 0) ⊂ N(ε, (0, 0, 0)(a, b, 0)) y

(0, 0, 0)(a, b, 0) ⊂ N(ε, (0, 0, 0)(x, y, 0)).

Luego, aplicando la Proposición 1.0.10, obtenemos que

H(α(a, b, 0), α(x, y, 0)) = H
(

(0, 0, 0)(x, y, 0), (0, 0, 0)(a, b, 0)
)

< ε.

Aśı, hemos obtenido que α es una función continua.

Ahora definimos la función β : [0, 1]×[1
4
,−1

4
]×[0, 1] → C([0, 1]×[1

4
,−1

4
]×

[0, 1]) como:

β(x, y, z) = {(x, y, tz) ∈ R3 : t ∈ [0, 1]} = (x, y, 0)(x, y, z).

Veamos que ésta es continua. Consideremos (a, b, c) ∈ [0, 1]×[1
4
,−1

4
]×[0, 1]

y ε > 0. Tomemos un elemento (x, y, z) tal que D((a, b, c), (x, y, z)) < ε√
3
,

esto nos lleva a que

(a− x)2 ≤ (a− x)2 + (b− y)2 + (c− z)2 = D2((a, b, c), (x, y, z)) < ε2

3
;

de manera similar, obtenemos que (b − y)2 < ε2

3
y (c − z)2 < ε2

3
. Sea t ∈

[0, 1]. Notemos que (a, b, tc) ∈ (a, b, 0)(a, b, c) y (x, y, tz) ∈ (x, y, 0)(x, y, z).
La distancia entre estos dos elementos es
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D((a, b, tc), (x, y, tz)) = ((a− x)2 + (b− y)2 + t2(c− z)2)
1
2

< ((a− x)2 + (b− y)2 + (c− z)2)
1
2 < ( ε

2

3
+ ε2

3
+ ε2

3
)
1
2 = ε.

De esta manera, hemos verificado la continuidad de β.

Definimos la función γ : X → C(X) como:

γ(x, y, z) = α(x, y, 0) ∪ β(x, y, z).

Notemos que

γ(x, y, z) = (0, 0, 0)(x, y, 0)∪ (x, y, 0)(x, y, z).

Como (x, y, 0) ∈ (0, 0, 0)(x, y, 0) ∩ (x, y, 0)(x, y, z), γ(x, y, z) es un subconti-
nuo de X . Luego, γ está bien definida.

Para ver que γ es una función continua, tomemos una sucesión de puntos
{(xn, yn, zn)}∞n=1 de X tales que ĺım(xn, yn, zn) = (x, y, z), donde (x, y, z) ∈
X . Entonces ĺım xn = x, ĺım yn = y y ĺım zn = z. El hecho de que α
y β son funciones continuas nos dice que ĺımα(xn, yn, 0) = α(x, y, 0) y
ĺım β(xn, yn, zn) = β(x, y, z). Por la Proposición 1.1.3 (b),

ĺım
(

α(xn, yn, 0) ∪ β(xn, yn, zn)
)

= ĺımα(xn, yn, 0) ∪ ĺım β(xn, yn, zn)

= α(x, y, 0) ∪ β(x, y, z).

Aśı que ĺım γ(xn, yn, zn) = γ(x, y, z). Por tanto, utilizando la Proposición 1.5.7
tenemos que γ es continua.

Probemos que γ tiene las propiedades mencionadas en la Definición 3.2.86.

(a) Se verifica fácilmente que γ(0, 0, 0) = α(0, 0, 0) ∪ β(0, 0, 0) = (0, 0, 0).

(b) Tomemos (x, y, z) 6= (0, 0, 0). En el caso en que z = 0, tenemos que
γ(x, y, z) = α(x, y, 0) = (0, 0, 0)(x, y, 0), el cual es un arco. Supongamos
que z 6= 0. Notemos que (x, y, 0) ∈ (0, 0, 0)(x, y, 0) ∩ (x, y, 0)(x, y, z). Sea
(a, b, c) ∈ α(x, y, 0)∩β(x, y, z). Entonces existen números s, t ∈ [0, 1] tales que



3.2. PROPIEDADES TOPOLÓGICAS INDUCIDAS 179

(a, b, c) = (tx, ty, 0) = (x, y, sz). Por tanto s = 0, aśı que, (a, b, c) = (x, y, 0),
el cual es un punto extremo del arco (x, y, 0)(x, y, z). Notemos que, por
la definición de X , sus elementos no pueden ser de la forma (0, 0, p) con
p 6= 0. De manera, que x 6= 0 o y 6= 0. De modo que, (0, 0, 0)(x, y, 0) tam-
bién es un arco y (x, y, z) también es uno de sus extremos. De manera que
γ(x, y, z) = (0, 0, 0)(x, y, 0) ∪ (x, y, 0)(x, y, z) es la unión de dos arcos cuya
intersección es un punto que es extremo de cada uno de ellos, aśı que, tam-
bién es un arco.

(c) Consideremos (x, y, z) ∈ X y (a, b, c) ∈ γ(x, y, z) = (0, 0, 0)(x, y, 0) ∪
(x, y, 0)(x, y, z). Supongamos que (a, b, c) ∈ (0, 0, 0)(x, y, 0), entonces existe
t ∈ [0, 1] tal que (a, b, c) = (tx, ty, 0). Observemos que

γ(a, b, c) = γ(tx, ty, 0) = (0, 0, 0)(tx, ty, 0).

Como t ∈ [0, 1],

(0, 0, 0)(tx, ty, 0) ⊂ (0, 0, 0)(x, y, 0)∪ (x, y, 0)(x, y, z),

aśı que, γ(a, b, c) = γ(tx, ty, 0) ⊂ γ(x, y, z). Si (a, b, c) ∈ (x, y, 0)(x, y, z),
existe un elemento t ∈ [0, 1] tal que (a, b, c) = (x, y, tz). Notemos que

γ(a, b, c) = γ(x, y, tz) = (0, 0, 0)(x, y, 0)∪ (x, y, 0)(x, y, tz)

y, teniendo en cuenta que t ∈ [0, 1], obtenemos que

(0, 0, 0)(x, y, 0) ∪ (x, y, 0)(x, y, tz) ⊂ (0, 0, 0)(x, y, 0)∪ (x, y, 0)(x, y, z),

aśı que γ(a, b, c) ⊂ γ(x, y, z).

Aśı, hemos probado que X es suave por arcos.

Afirmación 14. El continuo X es contráctil, es ∞-conexo, tiene la
propiedad del punto fijo y es un retracto absoluto.

Por la afirmación anterior y la Proposición 3.2.87, que nos dice que un
continuo suave por arcos es contráctil, obtenemos que X es contráctil. Te-
niendo en cuenta la Proposición 3.2.93 (que nos dice que cualquier continuo
contráctil es ∞-conexo) tenemos que X es ∞-conexo. Se puede uno convencer
de que X es un retracto de [0, 1]3. Entonces el Corolario 3.2.91 nos dice que
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X tiene la propiedad del punto fijo. Como X es un retracto de [0, 1]3, apli-
camos el Corolario 3.2.79 para obtener que X es un retracto absoluto. Con
esto terminamos la prueba de que las propiedades de ser contráctil, ser un
retracto absoluto, ser suave por arcos, tener la propiedad del punto fijo y ser
∞-conexo no son inducidas a los bloques pequeños de Whitney. �

Definición 3.2.95. Sea P una propiedad topológica. Entonces decimos que
P es una propiedad reversible de Whitney si para cada continuo X tal que
µ−1(t) tiene la propiedad P , para todas las funciones de Whitney para C(X)
y para todo t ∈ (0, 1), se tiene que X tiene la propiedad P .

La prueba del siguiente teorema se puede encontrar en 30.6 del caṕıtulo
VIII de [13].

Teorema 3.2.96. Ser un retracto absoluto es una propiedad reversible de
Whitney.

Teorema 3.2.97. Ser un retracto absoluto es una propiedad inducida por
los bloques de Whitney.

Demostración. Sean µ una función de Whitney para C(X) y t ∈ (0, 1)
tales que µ−1([0, t]) es un retracto absoluto. Veremos que X es un retrac-
to absoluto. Por el Lema 3.2.81, µ−1([0, t]) es localmente conexo. Como el
Teorema 3.2.11 nos dice que la propiedad de ser localmente conexo es in-
ducida por los bloques de Whitney, obtenemos que X también es localmente
conexo. Lo cual implica, por la Proposición 3.2.64, que existe una retracción
r : µ−1([0, t]) → µ−1(t). Como µ−1([0, t]) es un retracto absoluto y r es una
retracción, el Teorema 3.2.77 nos lleva a que µ−1(t) también es un retrac-
to absoluto. Como la propiedad de ser un retracto absoluto es propiedad
reversible de Whitney (Teorema 3.2.96), concluimos que X es un retracto
absoluto. �

En estos temas falta mucho por hacer. Para concluir esta subsección
planteamos las siguientes preguntas:
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Problema 3.2.98. ¿Las propiedades de ser contráctil, ser un retracto abso-
luto, ser suave por arcos, ser ∞-conexo y la propiedad del punto fijo serán
inducidas débilmente a los bloques de Whitney?

Problema 3.2.99. ¿Las propiedades de ser contráctil, ser suave por arcos,
ser ∞-conexo y la propiedad del punto fijo serán inducidas por los bloques
de Whitney?

Problema 3.2.100. ¿Las propiedades de ser contráctil, ser suave por arcos,
ser ∞-conexo y la propiedad del punto fijo serán inducidas fuertemente por
los bloques de Whitney?

3.2.9. Retracto de vecindad absoluto y contractibili-

dad local

En esta subsección primero veremos algunos resultados acerca de los con-
ceptos de conexidad local, contractibilidad local, retracto absoluto y retracto
de vecindad absoluto. Estos los aplicaremos en el teorema que dice que las
propiedades de ser un retracto de vecindad absoluto y ser localmente con-
tráctil no son inducidas por los bloques de Whitney.

Definición 3.2.101. Sea Z un espacio métrico compacto. Se dice que Z es
un retracto de vecindad absoluto si para todo espacio métrico M que contiene
a Z como subespacio, se tiene que existen una vecindad U de Z en M y una
retracción r : U → Z.

Observación 3.2.102. Si X es un retracto absoluto, entonces X es un re-
tracto de vecindad absoluto.

En este caso la vecindad que existe es el mismo espacio métrico M .

Definición 3.2.103. Un espacio Z es localmente contráctil en un punto
p ∈ Z si para todo abierto U de Z tal que p ∈ U , existen un abierto V
de Z tal que p ∈ V ⊂ U , un elemento p0 ∈ V y una función continua
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G : V × [0, 1] → U tal que G(v, 0) = v y G(v, 1) = p0, para toda v ∈ V .

El siguiente resultado es el Corolario 3.3 del caṕıtulo IV de [4].

Lema 3.2.104. Si X es un continuo que es retracto de vecindad absoluto,
entonces X es localmente contráctil.

Teorema 3.2.105. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es un continuo localmente conexo;

2. C(X) es un retracto absoluto.

La prueba se puede encontrar en [28] (pág. 190-191).

Proposición 3.2.106. Si A ⊂ C(X) es un subcontinuo localmente conexo
tal que ∪B ∈ A, para todo subcontinuo B de A, entonces A es un continuo
que es retracto absoluto.

Demostración. Notemos que C(A) es un continuo (por el Corolario 6.11
de [12]). Definimos la función R : C(A) → F1(A), como

R(B) = {∪B}.

Por la Proposición 1.2.5, sabemos que R está bien definida y es continua. Sea
A ∈ A. Entonces

R({A}) = {∪{A}} = {A}.

Esto nos dice que R es una retracción. Utilizando el Teorema 3.2.105, ob-
tenemos que C(A) es un retracto absoluto, ya que A es localmente conexo
y, utilizando el Teorema 3.2.77, tenemos que F1(A) es un continuo que es
retracto absoluto, ya que F1(A) es un retracto de C(A). Como F1(A) es ho-
meomorfo a A, A también es un continuo que es retracto absoluto, lo que
queŕıamos probar. �

Lema 3.2.107. Si A,B ∈ C(X) son tales que A ⊂ B, entonces el conjunto
definido por
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C(A,B) = {C ∈ C(X) : A ⊂ C ⊂ B}

es localmente conexo. En particular,

C(A,X) = {C ∈ C(X) : A ⊂ C}

es localmente conexo.

Demostración. Sean U un abierto de C(A,B) y C una componente de
U . Probaremos que C es abierto en C(A,B) para después utilizar el hecho
de que un espacio es localmente conexo si y sólo si las componentes de los
abiertos son abiertas (Teorema 4.2 del caṕıtulo V de [6]). Tomemos C ∈ C y
ε > 0 tales que

BH(ε, C) ∩ C(A,B) ⊂ U .

Sea

V = BH(ε, C) ∩ C(A,B).

Probaremos que el abierto

W = BH( ε
2
, C) ∩ C(A,B)

de C(A,B) satisface que W ⊂ C.

Consideremos D ∈ W. Entonces H(C,D) < ε
2
. Por la Proposición 1.0.10,

sabemos que C y D satisfacen (a) C ⊂ N( ε
2
, D) y (b) D ⊂ N( ε

2
, C). Sea

D = C(C,C ∪D) ∪ C(D,C ∪D).

Consideremos un elemento E ∈ D. Por tanto, tenemos que (c) C ⊂ E ⊂
C∪D o (d) D ⊂ E ⊂ C∪D. En el caso (c), tenemos que C ⊂ N( ε

2
, E), ya que

C ⊂ E. En el caso (d), utilizamos (a) para obtener C ⊂ N( ε
2
, D) ⊂ N( ε

2
, E).

Como en ambos casos, (c) y (d), tenemos E ⊂ C ∪ D, utilizamos (b) para
obtener

E ⊂ C ∪D ⊂ C ∪N( ε
2
, C) ⊂ N( ε

2
, C).

De manera que, utilizando nuevamente la Proposición 1.0.10, concluimos que
H(E,C) < ε

2
. Como C,D ∈ C(A,B) y E satisface (c) o (d), obtenemos que

A ⊂ E ⊂ B, aśı que, E ∈ C(A,B). Por lo tanto, D ⊂ W ⊂ V.
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Veamos que D es conexo. Como U es un abierto de C(A,B) y C,D ∈
D ⊂ V, A ⊂ C y A ⊂ D. Aśı que, C∪D ∈ C(X). Consideremos un elemento
E ∈ D \ {C ∪ D}. Entonces E ( C ∪ D. De manera que podemos aplicar
el Teorema 2.2.7 para obtener un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) de E a
C ∪D. Tomemos r ∈ [0, 1]. Por las propiedades que tiene un arco ordenado,
E = α(0) ⊂ α(r) ⊂ α(1) = C∪D. En el caso en que E satisface (c), tenemos
que C ⊂ E ⊂ α(r) ⊂ C ∪ D, de manera que α(r) ∈ D. El caso en que E
satisface (d), se prueba de manera similar. Con esto hemos visto que D es
arcoconexo y, por tanto, conexo.

Como D es un conexo que contiene al elemento C y está contenido en U ,
D ⊂ C. Por tanto, D ∈ C. En resumen, obtuvimos que si D ∈ W, entonces
D ∈ C para todo D ∈ W. Entonces W ⊂ C. De manera que C, es abierto en
C(A,B), lo que queŕıamos probar. �

Teorema 3.2.108. Sean µ una función de Whitney, t ∈ (0, 1) y E ∈ C(X)
tales que µ(E) ≤ t. Entonces el conjunto

{A ∈ µ−1(t) : E ⊂ A}

es un continuo que es retracto absoluto.

Este teorema es el Teorema 66.4 de [13].

Lema 3.2.109. Sean µ una función de Whitney, t ∈ (0, 1) y E ∈ C(X) tal
que µ(E) ≤ t. Entonces el conjunto

{A ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂ A}

es un continuo que es retracto absoluto.

Demostración. Sea A un subcontinuo de {A ∈ C(X) : E ⊂ A}. Tenien-
do en cuenta la Proposición 1.2.5 y el hecho de que A ⊂ C(X), obtenemos
que ∪A ∈ C(X). Como E ⊂ A para todo A ∈ A, E ⊂ ∪A. Aśı que,
∪A ∈ {A ∈ C(X) : E ⊂ A}. Por el Lema 3.2.107, {A ∈ C(X) : E ⊂ A} es
localmente conexo. Por tanto, podemos aplicar la Proposición 3.2.106 para
obtener que {A ∈ C(X) : E ⊂ A} es un retracto absoluto.
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Por el Teorema 3.2.108, {A ∈ µ−1(t) : E ⊂ A} es un retracto absoluto,
de manera que, existe una retracción r : {A ∈ µ−1([t, 1]) : E ⊂ A} → {A ∈
µ−1(t) : E ⊂ A}. Definimos la función R : {A ∈ C(X) : E ⊂ A} → {A ∈
µ−1([0, t]) : E ⊂ A} como:

R(A) =

{

A, si A ∈ µ−1([0, t]),
r(A), si A ∈ µ−1([t, 1]).

Observemos que R es una retracción. Como {A ∈ C(X) : E ⊂ A} es un
retracto absoluto, por el Teorema 3.2.77, {A ∈ µ−1([0, t]) : E ⊂ A} es un
retracto absoluto. �

El siguiente lema es el resultado 6.1, partes i y ii, del caṕıtulo IV de [4].

Lema 3.2.110. Sean Z = Z1 ∪ Z2 y Z0 = Z1 ∩ Z2.

(a) Si Z0, Z1 y Z2 son retractos absolutos, entonces Z también es un
retracto absoluto.

(b) Si Z0, Z1 y Z2 son retractos de vecindad absolutos, entonces Z tam-
bién es un retracto de vecindad absoluto.

Lema 3.2.111. Sean Z = Z1 ∪ Z2 y Z0 = Z1 ∩ Z2. Si Z y Z0 son retractos
absolutos, entonces Z1 y Z2 también son retractos absolutos.

Demostración. Como Z0 es un retracto absoluto y Z0 ⊂ Z2, por defini-
ción, existe una retracción r2 : Z2 → Z0. Definimos la función r : Z → Z1

como:

r(A) =

{

z, si z ∈ Z1,
r2(z), si z ∈ Z2.

Notemos que si z ∈ Z1 ∩ Z2 = Z0, entonces r2(z) = z. Por tanto, r es
continua. Si z ∈ Z1, por definición, tenemos r(z) = z. De modo que, r es re-
tracción. Como Z es un retracto absoluto, por el Teorema 3.2.77, obtenemos
que Z1 también es un retracto absoluto. De manera análoga, obtenemos que
Z2 es un retracto absoluto. �

El siguiente teorema es el resultado 6.1 del caṕıtulo V de [4].
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Teorema 3.2.112. Si X es una dendrita, entonces X es un retracto abso-
luto.

Definición 3.2.113. Sean C una 2-celda y f : [0, 1]2 → C un homeomorfis-
mo. Definimos la orilla de C como:

Orilla(C) = f
(

([0, 1] × {0, 1}) ∪ ({0, 1} × [0, 1])
)

.

Lema 3.2.114. (M. E. Aguilera) Sean {En}∞n=1 una sucesión de 2-celdas
en un continuo X y p ∈ X tales que p ∈ Orilla(En), para cada n ∈ N,
En ∩ Em = {p} si n 6= m y ĺımEn = {p}. Entonces

E =
⋃

n∈NEn

es un retracto absoluto.

Demostración. Notemos que E es conexo, ya que p ∈ En para cada
n ∈ N. Como ĺımEn = {p}, E tiene a todos sus puntos de acumulación, de
modo que, E es un continuo. Supongamos que ρ es una métrica para E.

Sea n ∈ N. Definimos an = (3 − 3
2n−1 , 0),

An = {an + r exp(π
2
iθ) : r ∈ (0, 1

2n−1 ] y θ ∈ [1 − 1
2n+1 , 1]} ∪ {an} y

Bn = {r exp(π
2
iθ) : r ∈ (0, 1

2n−1 ] y θ ∈ [ 1
2n
, 3
2n+1 ]} ∪ {(0, 0)}.

A
A1

A2

A3

a1 a2 a3 a

B
B1

B2

B3
(0, 0) . . .

E E1

E2

E3

...

π

ϑ

ϕ

Figura 15: A, B y E



3.2. PROPIEDADES TOPOLÓGICAS INDUCIDAS 187

Sean a = (3, 0), A =
⋃

n∈NAn∪{a}, B =
⋃

n∈NBn y π : A→ B la función
natural que identifica a los puntos a, a1, a2, . . . en el punto (0, 0). Observemos
que A es cerrado, B es un continuo y que An y Bn son subconjuntos de R2

que son convexos con interior no vaćıo, aśı que, éstos son 2-celdas para cada
n ∈ N. Notemos que π(a) = (0, 0), π(an) = (0, 0), para cada n ∈ N, que

π|A\{a,a1,a2,...} : A \ {a, a1, a2, . . .} → B \ {(0, 0)}

es una función suprayectiva y que π|An
: An → Bn es un homeomorfismo tal

que π(an) = (0, 0). Ver Figura 15.

Consideremos n ∈ N. Como An y En son 2-celdas y an ∈ Orilla(An) y
p ∈ Orilla(En), existe un homeomorfismo hn : An → En tal que hn(an) = p.
Definimos ϕ : A→ E como:

ϕ(x) =

{

hn(x), si x ∈ An;
p, si x = a.

Veamos que ϕ es continua. Tomemos x ∈ A. Si existe m ∈ N tal que
x ∈ Am, como Am ∩ Aj = ∅ para cada j ∈ N, a /∈ Am y hm es continua,
tenemos que ϕ es continua en x. Supongamos que x = a, entonces ϕ(a) = p.
Sea ε > 0. Como ĺımEn = {p}, existe N ∈ N tal que En ∈ BH(ε, {p}) para
cada n ≥ N . Por el Lema 1.1.11, En ⊂ Bρ(ε, p), para cada n ≥ N . Definimos

U = {a} ∪⋃∞
i=N Ai.

Notemos que

U = A \ (A1 ∪ · · · ∪ AN−1),

aśı que, U es un abierto de A y, además, a ∈ U . Consideremos n ≥ N .
Utilizando la definición de ϕ y el hecho de que n ≥ N , obtenemos que
ϕ(An) = hn(An) = En ⊂ Bρ(ε, p). De modo que ϕ(U) ⊂ Bρ(ε, p). Con esto,
hemos visto que ϕ es una función continua. Observemos que ϕ es suprayectiva
y que

ϕ|A\{a,a1,a2...} : A \ {a, a1, a2 . . .} → E \ {p}

es inyectiva (ya que En ∩ Em = {p} si n 6= m).
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Sea y ∈ B. Veamos que ϕ es constante en π−1(y). En el caso en que
y 6= (0, 0), π−1(y) es un solo punto. Aśı que ϕ(π−1(y)) es constante. En el
caso en que y = (0, 0), π−1((0, 0)) = {a, a1, a2, . . .}. Por la definición de ϕ,
ϕ(a) = p y ϕ(an) = hn(an) = p, para cada n ∈ N. Aśı que ϕ(π−1((0, 0))) =
ϕ({a, a1, a2, . . .}) = {p}. Aśı que, en ambos casos, se satisface que ϕ es cons-
tante en π−1(y). Por tanto, utilizando el Teorema 3.2 del caṕıtulo VI de [6],
tenemos que la función ϑ : B → E dada por

ϑ(y) = ϕ(π−1(y))

es una función continua.

Como ϕ es suprayectiva, ϑ también es suprayectiva. Veamos que ϑ es
inyectiva. Sean y y z elementos distintos de B. En el caso en que y 6= (0, 0)
y z 6= (0, 0), como

π|A\{a,a1,a2,...} : A \ {a, a1, a2, . . .} → B \ {(0, 0)}

es una función suprayectiva, existen elementos distintos u, v ∈ A\{a, a1, a2, . . .}
tales que {u} = π−1(y) y {v} = π−1(z). Como

ϕ|A\{a,a1,a2...} : A \ {a, a1, a2 . . .} → E \ {p}

es inyectiva, ϑ(y) 6= ϑ(z). Veamos el caso en que y = (0, 0) y z 6= (0, 0). Es
claro que ϑ(y) = p. Por otra parte, existe m ∈ N tal que π−1(z) ∈ Am \{am},
aśı que, ϑ(z) ∈ Em \ {p}. De modo que ϑ(y) 6= ϑ(z).

Por lo tanto, ϑ : B → E es una función continua, inyectiva y suprayectiva
entre continuos, lo cual nos lleva a que ϑ es un homeomorfismo. De manera
que, podemos suponer que, E = B, p = (0, 0) y En = Bn para cada n ∈ N.
Para cada n ∈ N, definimos los siguientes subconjuntos de R2:

Dn = {r exp(π
2
iθ) : r ∈ (0, 1

2n−1 ] y θ ∈ [ 1
2n
, 1
2n−1 ]} ∪ {(0, 0)} y

Fn = {r exp(π
2
iθ) : r ∈ (0, 1

2n−1 ] y θ ∈ [ 3
2n+1 ,

1
2n−1 ]} ∪ {(0, 0)}.
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p

D1

D2

D3

F1

E1

F2

E2

. . .

Figura 16: D = E ∪ F

Como cada uno de estos subconjuntos de R2 es un convexo con interior
no vaćıo, éstos son 2-celdas. Notemos que Dn = En ∪ Fn para cada n ∈ N.
Definimos

D =
⋃

n∈NDn y

F =
⋃

n∈N Fn.

Es claro que D = E ∪ F . Notemos que D es una 2-celda y, por lo tanto, es
un retracto absoluto (por el Corolario 5.2 del caṕıtulo VII de [6]). Es fácil
ver que

E ∩ F =
⋃

n∈N{r exp( 3π
2·2n+1 ) : r ∈ (0, 1

2n−1 ]} ∪ {(0, 0)}

y que ésta es una dendrita con un punto de ramificación con una cantidad
numerable de arcos cuyo diámetro converge a cero. Ver Figura 16. De modo
que, por el Teorema 3.2.112, E ∩ F es un retracto absoluto. Por lo tanto,
podemos aplicar el Lema 3.2.111 para obtener que E es un retracto absolu-
to. �
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Teorema 3.2.115. (M. E. Aguilera) Las propiedades de ser un retracto de
vecindad absoluto y de ser localmente contráctil no son inducidas por los
bloques de Whitney.

Demostración. Sea X el arete hawaiano definido por: X =
⋃∞

n=1Xn,
donde Xn es la circunferencia en R2 con centro en (0, 1 − 2−n) y radio 2−n.
Ver Figura 17. Sean p = (0, 1), µ una función de Whitney para C(X) y
t ∈ (0, 1). Mostraremos que µ−1([0, t]) es un retracto de vecindad absoluto.

X1

X2

X3

X4

X5

...

p

Figura 17: X

Como ĺımXn = {p}, utilizando la continuidad de la función µ, tenemos
que ĺım(µ(Xn)) = µ(ĺımXn) = µ({p}) = 0. Por lo tanto, el conjunto

F = {n ∈ N : µ(Xn) > t}

es finito. Podemos suponer que F = {1, 2, . . . , l}. Definimos los siguientes
subconjuntos de µ−1([0, t]):

A =
⋃

n/∈F C(Xn),
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B = {B ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ B} y

Cn = (µ|C(Xn))
−1([0, t]), para cada n ∈ F .

Probaremos varias afirmaciones utilizando estos conjuntos.

Afirmación 1. µ−1([0, t]) = A ∪ B ∪ (
⋃

n∈F Cn).

Tomemos n /∈ F . Entonces µ(Xn) ≤ t. De modo que, C(Xn) ⊂ µ−1([0, t]),
lo cual nos lleva a que

A =
⋃

n/∈F C(Xn) ⊂ µ−1([0, t]).

Por otra parte, es claro que B ⊂ µ−1([0, t]) y Cn ⊂ µ−1([0, t]) para cada
n ∈ F . Por tanto

A ∪ B ∪ (
⋃

n∈F Cn) ⊂ µ−1([0, t]).

Sea A ∈ µ−1([0, t]). Si p ∈ A es claro que A ∈ B. Supongamos que p /∈ A.
Entonces A ⊂ Xn para algún n ∈ N. De manera que A ∈ A ∪ (

⋃

n∈F Cn). De
modo que,

µ−1([0, t]) ⊂ A ∪ B ∪ (
⋃

n∈F Cn).

Aśı hemos obtenido la igualdad de conjuntos deseada.

Afirmación 2. El conjunto A es un continuo que es retracto absoluto.

Sean n 6= m. Como Xn ∩ Xm = {p}, {p} ∈ C(Xn) ∩ C(Xm). Considere-
mos A ∈ C(Xn) ∩ C(Xm). De manera que A ⊂ Xn ∩Xm. Lo cual nos lleva
a que A = {p}. Por lo tanto, C(Xn) ∩ C(Xm) = {{p}}. Por otra parte, por
el Ejemplo 3.2 de [12], C(Xn) es una 2-celda para cada n ∈ N y, además,
{p} ∈ Orilla(C(Xn)) para cada n ∈ N.

Probemos que ĺımC(Xn) = {{p}}. Sea ε > 0. Veremos que existe un
natural N tal que H(C(Xn), {{p}}) < ε para cada n ≥ N , en donde H es
la métrica de Hausdorff inducida por H . Como ĺımXn = {p}, existe N ∈ N
tal que H(Xn, {p}) < ε para cada n ≥ N . Tomemos n ≥ N . Aplicando el
Lema 1.1.11, obtenemos que Xn ⊂ Bd(ε, p). Consideremos A ∈ C(Xn). En-
tonces A ⊂ Xn ⊂ Bd(ε, p), aśı que, aplicando nuevamente el Lema 1.1.11,
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tenemos que H(A, {p}) < ε, lo cual nos dice que C(Xn) ⊂ BH(ε, {p}). Uti-
lizando nuevamente el Lema 1.1.11, obtenemos que H(C(Xn), {{p}}) < ε.
Aśı, hemos visto que ĺımC(Xn) = {{p}}.

Por lo tanto A =
⋃

n/∈F C(Xn) satisface las hipótesis del Lema 3.2.114, lo
cual nos conduce a que A es un retracto absoluto.

Afirmación 3. El conjunto B es un continuo que es retracto absoluto.

El Lema 3.2.109 nos dice que B es un continuo que es retracto absoluto.

Afirmación 4. Para cada n ∈ F , el conjunto Cn es un continuo que es
retracto de vecindad absoluto.

Sea n ∈ F . Notemos que la función
µ|C(Xn)

µ(Xn)
: C(Xn) → [0, 1] es una función

de Whitney para C(Xn) (por el Lema 2.0.10). Como t < µ(Xn), t
µ(Xn)

< 1.

De manera que, por el Teorema 4.1.4,
(µ|C(Xn)

µ(Xn)

)−1(
[0, t

µ(Xn)
]
)

es homeomorfo

a S × [0, 1]. Por el Lema 3.0.24,

(µ|C(Xn)

µ(Xn)

)−1(
[0, t

µ(Xn)
]
)

= (µ|C(Xn))
−1([0, t]) = Cn.

De modo que, Cn es homeomorfo a S × [0, 1], el cual es un continuo que es
retracto de vecindad absoluto (por el Corolario 5.4 del caṕıtulo VII de [6]).
Por lo tanto, Cn es un retracto de vecindad absoluto.

Afirmación 5. A ∩ B es un retracto absoluto.

Notemos que

A ∩ B =
⋃

n/∈F
(

C(Xn) ∩ {A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A}
)

.

Sea m /∈ F . Teniendo en cuenta la desigualdad µ(Xm) ≤ t, observamos
que

C(Xm) ∩ {A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A} = {A ∈ C(Xm) : p ∈ A}.

Por el Ejemplo 3.2 de [12], sabemos que {A ∈ C(Xm) : p ∈ A} es una 2-celda.
Por otra parte, notemos que {p} ∈ Orilla

(

C(Xm) ∩ {A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈



3.2. PROPIEDADES TOPOLÓGICAS INDUCIDAS 193

A}
)

= Orilla
(

{A ∈ C(Xm) : p ∈ A}
)

para cada m /∈ F .

Consideremos m, l /∈ F tales que m 6= l. Consideremos un elemento M ∈
(

C(Xm) ∩ {A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A}
)

∩
(

C(Xl) ∩ {A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A}
)

⊂
C(Xm) ∩ C(Xl). De modo que M ⊂ Xm ∩Xl = {p}, lo cual nos lleva a que
M = {p}. Entonces

(

C(Xm)∩{A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A}
)

∩
(

C(Xl)∩{A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A}
)

= {{p}}.

En la prueba de la Afirmación 2, vimos que ĺımC(Xn) = {{p}}. Consi-
derando las sucesiones {C(Xn)∩{A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A}}∞n=1 y {C(Xn)}∞n=1

y teniendo en cuenta que C(Xn) ∩ {A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A} ⊂ C(Xn), para
cada n ∈ N, por la Proposición 1.1.3 (a), aseguramos que

ĺım
(

C(Xn) ∩ {A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A}
)

⊂ ĺımC(Xn) = {{p}},

aśı que,

ĺımC(Xn) ∩ {A ∈ µ−1([0, t]) : p ∈ A} = {{p}}.

Aśı que A∩B es la unión de 2-celdas tales que, dos a dos, se intersectan en
el punto {p} y que convergen a {{p}}, aśı que, por el Lema 3.2.114, sabemos
que A∩B es un continuo que es retracto absoluto. Aśı terminamos la prueba
de esta afirmación.

Afirmación 6. Para cada n ∈ F , se tiene que A ∩ Cn = {{p}}.

Sean n ∈ F y A ∈ A ∩ Cn. Entonces existe j /∈ F tal que A ⊂ Xj, de
manera que,A ⊂ Xj∩Xn. Como j 6= n, Xj∩Xn = {p} y, por tanto, A = {p}.
De manera que, A ∩ Cn = {{p}}.

Afirmación 7. Para cada n ∈ F , se tiene que

B ∩ Cn = {A ∈ (µ|C(Xn))
−1([0, t]) : p ∈ A}

es un retracto absoluto.

Tomemos n ∈ F . Como Xn /∈ F1(X) y t < µ(Xn), por el Lema 3.0.24,

B ∩ Cn = {A ∈
(µ|C(Xn)

µ(Xn)

)−1
([0, t

µ(Xn)
]) : p ∈ A}.
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Como
µ|C(Xn)

µ(Xn)
: C(Xn) → [0, 1] es una función de Whitney (por el Lema 2.0.10)

y µ({p})
µ(Xn)

= 0 < t
µ(Xn)

< 1, por el Lema 3.2.109,

{A ∈
(µ|C(Xn)

µ(Xn)

)−1
([0, t

µ(Xn)
]) : p ∈ A}

es un retracto absoluto.

Afirmación 8. Para n,m ∈ F , tales que n 6= m, Cn ∩ Cm = {{p}}.

Sean n,m dos elementos distintos de F . Consideremos un elemento A ∈
Cn ∩ Cm. De manera que, A ⊂ Xn ∩ Xm = {p} y, por lo tanto, A = {p}.
Entonces Cn ∩ Cm = {{p}}.

Afirmación 9. Consideremos n ∈ F . Si n = 1, se satisface que

(

A ∪ B
)

∩ C1 = B ∩ C1
y si n ≥ 2, entonces

(

A ∪ B ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cn−1

)

∩ Cn = B ∩ Cn.

En el caso en que n = 1, por las Afirmaciones 6 y 7, tenemos que A∩C1 =
{{p}} y B ∩ C1 = {A ∈ C(X1) : µ(A) ≤ t y p ∈ A}, respectivamente. De
manera que

(

A ∪ B
)

∩ C1 =
(

A ∩ C1
)

∪
(

B ∩ C1
)

= {{p}} ∪ {A ∈ C(X1) : µ(A) ≤ t y p ∈ A}

= {A ∈ C(X1) : µ(A) ≤ t y p ∈ A}

= B ∩ C1.

Veamos el caso n ≥ 2. Por las Afirmaciones 6, 7 y 8,

A∩ Cn = {{p}},

B ∩ Cn = {A ∈ C(Xn) : µ(A) ≤ t y p ∈ A} y

Ci ∩ Cn = {{p}} si i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.
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Por lo tanto,
(

A∪ B ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cn−1

)

∩ Cn

=
(

A ∩ Cn
)

∪
(

B ∩ Cn
)

∪
(

C1 ∩ Cn
)

∪ · · · ∪
(

Cn−1 ∩ Cn
)

= {{p}} ∪ {A ∈ C(Xn) : µ(A) ≤ t y p ∈ A}

= {A ∈ C(Xn) : µ(A) ≤ t y p ∈ A}

= B ∩ Cn.

Afirmación 10. A ∪ B y A ∪ B ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cn, para cada n ∈ F , son
retractos de vecindad absolutos.

Como A∩B es un retracto absoluto (por la Afirmación 5), el Lema 3.2.110
(a) nos dice que A∪B también es un retracto absoluto. La Afirmación 9 nos
dice que

(

A ∪ B
)

∩ C1 = B ∩ C1 y la Afirmación 7 nos dice que B ∩ C1 es un
retracto absoluto. Como C1 es un retracto de vecindad absoluto (por la Afir-
mación 4), podemos utilizar el Lema 3.2.110 (b), para obtener que A∪B∪C1
también es un retracto de vecindad absoluto.

Supongamos que, para n ∈ F tal que n ≥ 2, tenemos que

A∪ B ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cn−1

es un retracto de vecindad absoluto. Veremos que

A ∪ B ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cn
también es un retracto de vecindad absoluto. Notemos (por la Afirmación 9)
que

(

A ∪ B ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cn−1

)

∩ Cn = B ∩ Cn,

el cual, por la Afirmación 7, es un retracto absoluto. Como Cn es un retracto
de vecindad absoluto (por la Afirmación 4), podemos aplicar el Lema 3.2.110
para obtener que A ∪ B ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cn también es un retracto de vecindad
absoluto.

Por la Afirmación 1,
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µ−1([0, t]) = A ∪ B ∪ C1 ∪ · · · ∪ Cm.

Por la Afirmación 10, concluimos que éste es un retracto de vecindad ab-
soluto y, por el Lema 3.2.104, éste es localmente contráctil. Como µ es una
función de Whitney cualquiera, t es un número cualquiera de (0, 1) y X no es
localmente contráctil y, por lo tanto, tampoco es un retracto de vecindad ab-
soluto, obtenemos que las propiedades de ser un retracto de vecindad absolu-
to y ser localmente contráctil no son inducidas por los bloques de Whitney. �

A continuación planteamos algunas preguntas de las cuales todav́ıa no
tenemos respuesta.

Problema 3.2.116. ¿Las propiedades de ser un retracto de vecindad absolu-
to y ser localmente contráctil serán inducidas a todos los bloques de Whitney?

Problema 3.2.117. ¿Las propiedades de ser un retracto de vecindad abso-
luto y ser localmente contráctil serán inducidas a los bloques pequeños de
Whitney?

Problema 3.2.118. ¿Las propiedades de ser un retracto de vecindad abso-
luto y ser localmente contráctil serán inducidas débilmente a los bloques de
Whitney?

Problema 3.2.119. ¿Las propiedades de ser un retracto de vecindad abso-
luto y ser localmente contráctil serán inducidas fuertemente por los bloques
de Whitney?

3.2.10. Métrica convexa

En esta subsección veremos primero que, con la métrica usual d en el
[0, 1], se obtiene que, la métrica de Hausdorff H inducida por d no es con-
vexa en una sucesión de bloques de Whitney que converge a F1(X). Después
veremos que, si la métrica de Hausdorff H , inducida por una métrica d para
X , es convexa en una sucesión de bloques de Whitney que converge a F1(X),
entonces d es convexa en X .



3.2. PROPIEDADES TOPOLÓGICAS INDUCIDAS 197

Definición 3.2.120. Una métrica convexa, para un espacio Z es una métrica
d para Z que induce la misma topoloǵıa en Z y para la cual existen los puntos
medios, es decir, para dos puntos cualesquiera x, y ∈ Z, existe z ∈ Z tal que

d(x, z) = 1
2
d(x, y) = d(z, y).

La prueba del siguiente resultado puede encontrarse en 10.4 de [13].

Proposición 3.2.121. Sea X un continuo con métrica convexa d. Entonces
cualesquiera dos puntos, x y y de X pueden unirse mediante un arco, J , en
X tal que J es isométrico al intervalo cerrado [0, d(x, y)].

Teorema 3.2.122. (M. E. Aguilera) Existen una métrica convexa d para
[0, 1], una función de Whitney µ para C([0, 1]) y una sucesión {tn}∞n=1 ⊂ (0, 1)
que converge a 0 tales que la métrica de Hausdorff H inducida a µ−1([0, tn])
no es convexa para ningún n ∈ N.

Demostración. Consideraremos a d como la métrica usual. Definimos
f : [0, 3] → [0, 6] como:

f(x) =







x, si x ∈ [0, 1];
x2, si x ∈ [1, 2];
2x, si x ∈ [2, 3].

Notemos que esta función es continua, estrictamente creciente e inyectiva.

Definimos µ : C([0, 1]) → [0, 1] como:

µ([a, b]) = 1
6
(f(3b) − f(3a)).

Afirmación 1. La función µ es una función de Whitney.

(a) La continuidad de µ se obtiene de que ésta es la composición de fun-
ciones continuas.

(b) Si {a} ∈ F1([0, 1]), entonces µ({a}) = 1
6
(f(3a) − f(3a)) = 0.

(c) Sean [a, b], [x, y] ∈ C([0, 1]) tales que [a, b] ( [x, y]. Entonces x < a y
b ≤ y o b < y y x ≤ a. Analicemos el caso en que x < a y b ≤ y. Notemos
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que f(3b) ≤ f(3y). Como f es estrictamente creciente, f(3x) < f(3a). De
aqúı que f(3b) − f(3a) < f(3y) − f(3x), lo que nos lleva a que µ([a, b]) <
µ([x, y]). Para el caso en que b < y y x ≤ a se hace un análisis similar.

(d) µ([0, 1]) = 1
6
(f(3) − f(0)) = 1

6
(6) = 1.

En resumen, (a), (b), (c) y (d) nos dicen que µ es una función de Whitney.
De esta manera concluimos la prueba de la primera afirmación.

Para n ∈ N, definimos el número tn = 1
3·2n y los arcos

An =
[

0, 1
3·2n

]

y

Bn =
[

2
3
, 2
3

+ 1
3·2n

]

.

Afirmación 2. H(An, Bn) = 2
3
.

Aplicando la Proposición 1.2.6, obtenemos fácilmente esta afirmación.

Afirmación 3. An, Bn ∈ µ−1([0, tn]).

Teniendo en cuenta que 1
2n

∈ [0, 1] y aplicando la definición de µ a An,
tenemos que:

µ(An) = µ
([

0, 1
3·2n

])

= 1
6

(

f( 1
2n

) − f(0)
)

= 1
6

(

1
2n

− 0
)

= 1
6·2n = tn

2
.

De manera que An ∈ µ−1([0, tn]). Por otra parte, notemos que 2+ 1
2n

∈ [2, 3] y,
por tanto, f(2+ 1

2n
) = 2(2+ 1

2n
). Aplicando la definición de µ a Bn obtenemos:

µ(Bn) = µ
([

2
3
, 2
3

+ 1
3·2n

])

= 1
6

(

f
(

2 + 1
2n

)

− f(2)
)

= 1
6

(

4 + 2
2n

− 4
)

= 1
3·2n = tn.

De modo que, Bn ∈ µ−1([0, tn]). Aśı, concluimos la prueba de la Afirmación 3.

Supongamos que la métrica H , inducida a µ−1([0, tn]) por d, es convexa.
Entonces, por la Proposición 3.2.121, existe un arco J , en µ−1([0, tn]), que
une a An con Bn y tal que J es isométrico al intervalo cerrado [0, H(An, Bn)].

Afirmación 4. Existe un elemento Cn ∈ J de la forma Cn =
[

1
3
, x
]

,
donde x ∈

[

1
3
, 1
]

.
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Sea mı́n : C([0, 1]) → [0, 1] la función definida en la Proposición 1.2.7, en
donde se prueba que ésta es continua. Notemos que mı́n(An) = mı́n

([

0, 1
3·2n

])

= 0 y mı́n(Bn) = mı́n
([

2
3
, 2
3

+ 1
3·2n

])

= 2
3
. Como J es un subcontinuo de

C(X) y mı́n es una función continua, mı́n(J ) es un continuo. De modo que,
[

0, 2
3

]

⊂ mı́n(J ). Por tanto, 1
3
∈ mı́n(J ). Aśı que, existe un elemento Cn ∈ J

tal que mı́n(Cn) = 1
3
. De manera que, existe un elemento x ∈

[

1
3
, 1
]

tal que
Cn =

[

1
3
, x
]

. Con esto, hemos terminado la prueba de esta afirmación.

Afirmación 5. x ∈
[

1
3
, 1
3

√

1 + 1
2n−1

]

, en donde x es como en la Afirma-

ción 4.

Supongamos, por el contrario, que x > 1
3

√

1 + 1
2n−1 . Entonces se satisface

que 3x >
√

1 + 1
2n−1 . Como f es estrictamente creciente y

√

1 + 1
2n−1 ∈ [1, 2],

tenemos que:

f(3x) > f
(√

1 + 1
2n−1

)

=
(√

1 + 1
2n−1

)2

= 1 + 1
2n−1 .

Por lo tanto,

µ(Cn) = µ
([

1
3
, x
])

= 1
6
(f(3x) − f(1)) > 1

6
(1 + 1

2n−1 − 1) = 1
3·2n = tn.

Esto nos dice que µ(Cn) > tn. Lo cual contradice el hecho de Cn ∈ J ⊂
µ−1([0, tn]). De esta manera, hemos probado que x ∈

[

1
3
, 1
3

√

1 + 1
2n−1

]

.

Afirmación 6.
√

1 + 1
2n−1 < 1 + 1

2n
.

Notemos que

1 + 1
2n−1 < 1 + 1

2n−1 + 1
22n

= (1 + 1
2n

)2.

Lo cual nos lleva a que
√

1 + 1
2n−1 < 1 + 1

2n
.

Afirmación 7. H(An, Cn) = 1
3
.

Teniendo en cuenta las Afirmaciones 5 y 6, tenemos

x− 1
3·2n ≤ 1

3

√

1 + 1
2n−1 − 1

3·2n <
1
3
.
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Por la Proposición 1.2.6, H(An, Cn) = máx{1
3
, x− 1

3·2n} = 1
3
, lo que queŕıamos

probar.

Afirmación 8. H(Cn, Bn) = 2
3

+ 1
3·2n − x.

Aplicando la Proposición 1.2.6, obtenemos que

H(Cn, Bn) = máx{1
3
, 2
3

+ 1
3·2n − x}.

Utilizando, nuevamente, las Afirmaciones 5 y 6, tenemos

1
3
< 2

3
+ 1

3·2n − 1
3

√

1 + 1
2n−1 ≤ 2

3
+ 1

3·2n − x.

Por lo tanto H(Cn, Bn) = 2
3

+ 1
3·2n − x. Aśı terminamos con esta afirmación.

Tenemos que J es isométrico a [0, H(An, Bn)], de manera que

H(An, Bn) = H(An, Cn) +H(Cn, Bn).

Por las Afirmaciones 2, 7 y 8,

2
3

= H(An, Bn) = H(An, Cn) +H(Cn, Bn) = 1
3

+ 2
3

+ 1
3·2n − x = 1 + 1

3·2n − x.

De aqúı que x = 1
3

+ 1
3·2n . Esto es una contradicción, ya que la Afirmación 6

nos dice que

x ≤ 1
3

√

1 + 1
2n−1

y la Afirmación 5 nos dice que

1
3

√

1 + 1
2n−1 <

1
3

+ 1
3·2n .

Esta contradicción nació del hecho de suponer que H era convexa. Por lo
tanto, concluimos que H no es convexa. En resumen, existen una función de
Whitney µ para C([0, 1]) y una sucesión {tn}∞n=1 tales que ĺım tn = 0 y la
métrica inducida a µ−1([0, tn]) no es convexa para ningún n ∈ N. �

Teorema 3.2.123. (M. E. Aguilera) Sea X con métrica d. Supongamos
que existen una función de Whitney µ para C(X) y una sucesión {tn}∞n=1

de elementos de (0, 1] que converge a 0 tales que la métrica de Hausdorff
H, inducida por d, en µ−1([0, tn]) es convexa para todo n ∈ N. Entonces d
también es convexa.
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Demostración. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que tn ≤
1
2

para todo n ∈ N. Consideremos dos elementos x, y ∈ X . Mostraremos que
existe z ∈ X tal que

d(x, z) = d(y, z) = 1
2
d(x, y).

Sea n ∈ N. Como {x}, {y} ∈ µ−1([0, tn]) y H es convexa para µ−1([0, tn]),
tenemos por definición, que existe un elemento An ∈ µ−1([0, tn]) tal que

1
2
H({x}, {y}) = H({x}, An) = H({y}, An).

Aśı, hemos obtenido la sucesión {An}∞n=1, de elementos de µ−1([0, 1
2
]), que es

un compacto, por lo tanto, existe una subsucesión convergente {Ank
}∞k=1 de

{An}∞n=1. Supongamos que ĺımAn = A ∈ µ−1([0, 1
2
]).

Utilizando la continuidad de la función H tenemos que

ĺımH({x}, Ank
) = H({x}, ĺımAnk

) = H({x}, A) y

ĺımH({y}, Ank
) = H({y}, ĺımAnk

) = H({y}, A).

Notemos que

1
2
H({x}, {y}) = H({x}, Ank

) = H({y}, Ank
)

para toda k ∈ N, de manera que

1
2
H({x}, {y}) = H({x}, A) = H({y}, A).

Por otro lado, usando la continuidad de la función µ y el hecho de que
µ(Ank

) ≤ tnk
, para toda k ∈ N, obtenemos que

µ(A) = µ(ĺımAnk
) = ĺımµ(Ank

) ≤ ĺım tnk
= 0.

Por tanto, A ∈ F1(X). Aśı que, existe un elemento z ∈ X tal que A = {z}.

Luego,

H({x}, A) = H({x}, {z}) = d(x, z) y

H({y}, A) = H({y}, {z}) = d(y, z).

Entonces
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d(x, z) = d(y, z) = 1
2
H({x}, {y}) = 1

2
d(x, y).

Con esto termina la demostración de nuestro teorema. �

Para finalizar esta subsección nos planteamos lo siguiente.

Problema 3.2.124. Sea X con métrica d. Supongamos que existen una
función de Whitney µ para C(X) y t ∈ (0, 1) tales que la métrica de Hausdorff
H , inducida por d, en µ−1([0, t]) es convexa. ¿Será d una métrica convexa?

3.2.11. Irreducibilidad, propiedad cubriente, C∗-suavi-
dad absoluta y la Clase(W )

En esta subsección veremos que los bloques de Whitney para cualquier
continuo X nunca tienen ninguna de las siguientes propiedades: ser irre-
ducible, tener la propiedad cubriente, ser absolutamente C∗-suave y pertenecer
a la Clase(W ).

Definición 3.2.125. Un continuo X es irreducible respecto a un subconjunto
Z de X si ningún subcontinuo propio de X contiene a Z. Un continuo X es
irreducible si X es irreducible respecto a {p, q} para algunos p, q ∈ X , en
este caso se dice que X es irreducible entre p y q.

Proposición 3.2.126. (M. E. Aguilera) Sean µ : C(X) → [0, 1] una función
de Whitney y t ∈ (0, 1). Entonces µ−1([0, t]) no es irreducible.

Demostración. Sean A y B dos elementos distintos de µ−1([0, t]). Vere-
mos que existe un subcontinuo propio de µ−1([0, t]) que los contiene. Por el
Teorema 8.3 de [12],

A = µ−1(µ(A))

es un continuo.

Caso i. µ(A) = µ(B).

Es claro que A es un subcontinuo propio de µ−1([0, t]) y que éste contiene
a A y B.
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Caso ii. µ(B) < µ(A).

Como B  X , por el Lema 2.2.4, existe C ∈ A tal que B  C y, por el
Corolario 2.2.8, existe un arco ordenado α : [0, 1] → µ−1([µ(B), µ(A)]) de B
a C. Como C ∈ A∩Imα y A∪Imα ⊂ µ−1([0, t]), A∪Imα es un subcontinuo
de µ−1([0, t]). Por otra parte, por el Lema 8.4 de [12], µ−1(µ(B)) es un con-
tinuo no degenerado. De modo que, existe un elemento D ∈ µ−1(µ(B))\{B}.
Como µ(B) < µ(A), B /∈ A. Tomemos r ∈ (0, 1], entonces (utilizando las
propiedades de arco ordenado de α) B = α(0)  α(r). Aśı que µ(B) <
µ(α(r)), esto nos lleva a que D 6= α(r). En el caso en que r = 0, α(0) = B
y D 6= B. Por lo tanto, D /∈ Imα. Aśı, hemos probado que D /∈ A ∪ Imα,
de manera que A ∪ Imα es un subcontinuo propio de µ−1([0, t]) y contiene
a A y B. Con esto terminamos la prueba de que µ−1([0, t]) no es irreducible. �

Corolario 3.2.127. La propiedad de ser irreducible no es inducida débil-
mente a los bloques de Whitney.

Demostración. Es sencillo ver que X = [0, 1] es irreducible. Por la
Proposición 3.2.126, para toda función de Whitney µ : C(X) → [0, 1] y todo
t ∈ (0, 1

2
), µ−1([0, t]) no es irreducible. Aśı que, la propiedad de ser irreducible

no es inducida débilmente a los bloques de Whitney. �

Corolario 3.2.128. La propiedad de ser irreducible es inducida por los blo-
ques de Whitney.

Demostración. Como no existe un continuo X tal que µ−1([0, t]) sea irre-
ducible para alguna función de Whitney µ : C(X) → [0, 1] y algún t ∈ (0, 1),
esto por la Proposición 3.2.126, concluimos que la propiedad se ser irreducible
es inducida por los bloques de Whitney. �

Definición 3.2.129. Para un continuo X , definimos C∗ : C(X) → C(C(X))
como C∗(A) = C(A). Un continuo X es C∗-suave en A ∈ C(X) si la función
C∗ es continua en A. Un continuo X es C∗-suave si C∗ es continua en A para
todo A ∈ C(X). Un continuo X es absolutamente C∗-suave si cuando X es un
subcontinuo de un continuo Z, se tiene que la función C∗ : C(Z) → C(C(Z))
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es continua en X .

Definición 3.2.130. Una función continua y suprayectiva entre continuos
f : X → Y es débilmente confluente si para cada subcontinuo K de Y , existe
una componente C de f−1(K) tal que f(C) = K.

Definición 3.2.131. El continuo X pertenece a la Clase(W ) si toda función
suprayectiva de cualquier continuo en X es débilmente confluente. Se denota
X ∈ Clase(W ).

Definición 3.2.132. Un continuo X tiene la propiedad cubriente, escrito
X ∈ CP , si ningún subcontinuo propio de µ−1(t) cubre X para cualquier
función de Whitney µ : C(X) → [0, 1] y cualquier t ∈ [0, 1].

El teorema siguiente es el resultado 67.1 de [13].

Teorema 3.2.133. Para un continuo X son equivalentes:
(a) X ∈ CP ,
(b) X es absolutamente C∗-suave, y
(c) X ∈ Clase(W ).

El siguiente teorema es el 14.73.1 de [23].

Teorema 3.2.134. Si X ∈ CP , entonces X es irreducible.

Proposición 3.2.135. (M. E. Aguilera) Sea µ : C(X) → [0, 1] una función
de Whitney y t ∈ (0, 1). Entonces se tiene que µ−1([0, t]) /∈ CP , µ−1([0, t])
no es absolutamente C∗-suave y µ−1([0, t]) /∈ Clase(W ).

Demostración. Por la Proposición 3.2.126, µ−1([0, t]) no es irreducible.
Por el Teorema 3.2.134, µ−1([0, t]) /∈ CP . Por el Teorema 3.2.133, concluimos
que µ−1([0, t]) /∈ Clase(W ) y µ−1([0, t]) no es absolutamente C∗-suave. �

El siguiente lema es el resultado 14.13.1 de [23].
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Lema 3.2.136. Sea X encadenable por continuos. Entonces C ∈ CP .

Corolario 3.2.137. La propiedad cubriente, ser absolutamente C∗-suave y
pertenecer a la Clase(W ) no son propiedades inducidas débilmente a los blo-
ques de Whitney.

Demostración. Sea X = [0, 1]. Por el Lema 3.2.18, X es encadenable por
continuos. Aplicando el Lema 3.2.136 obtenemos que X ∈ CP . Para cada fun-
ción de Whitney µ : C(X) → [0, 1] y todo número t ∈ (0, 1

2
), por la Proposi-

ción 3.2.135, µ−1([0, t]) /∈ CP . De modo que, la propiedad cubriente no es
inducida débilmente a los bloques de Whitney. Como la propiedad cubrien-
te, ser absolutamente C∗-suave y pertenecer a la Clase(W ) son propiedades
equivalentes, concluimos que ser absolutamente C∗-suave y pertenecer a la
Clase(W ) tampoco son propiedades inducidas débilmente a los bloques de
Whitney. �

Corolario 3.2.138. La propiedad cubriente, ser absolutamente C∗-suave y
pertenecer a la Clase(W ) son propiedades inducidas por los bloques de Whit-
ney.

Demostración. Por la Proposición 3.2.135, no existe un continuo X tal
que µ−1([0, t]) ∈ CP para alguna función de Whitney µ : C(X) → [0, 1]
y algún t ∈ (0, 1). Por lo tanto la propiedad cubriente es inducida por los
bloques de Whitney. Como tener la propiedad cubriente, ser absolutamente
C∗-suave y estar en la Clase(W ) son propiedades equivalentes, por el Teore-
ma 3.2.133, concluimos también que ser absolutamente C∗-suave y pertenecer
a la Clase(W ) son propiedades inducidas por los bloques de Whitney. �

3.3. Resumen

En esta sección presentamos un resumen de las propiedades topológicas
analizadas en la Sección 3.2. Con el śımbolo “X” indicaremos si la propiedad
satisface la definición o no en base a las Observaciones 3.2.2 y lo probado en
Sección 3.2. Con los śımbolos de interrogación “¿ ?” señalaremos lo que to-
dav́ıa no tiene respuesta (previamente hicimos la preguntas en la subsección
correspondiente).
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Propiedades topológicas P es inducida a P es inducida a los P es inducida P es inducida P es inducida
todos los bloques bloques pequeños débilmente a los por los bloques fuertemente por los

de Whitney de Whithey bloques de Whitney de Whitney bloques de Whitney

śı no śı no śı no śı no śı no

Ser arcoconexo 3.2.5 X X X 3.2.8

Ser localmente conexo 3.2.10 X X 3.2.11 X

Ser conexo en pequeño ¿3.2.12? ¿3.2.13? ¿3.2.14? ¿3.2.15? ¿3.2.16?

Ser encadenable 3.2.20 X X ¿3.2.22? 3.2.21
por continuos

Propiedad de Kelley X X 3.2.28 3.2.25 X

Ser semiaposindético 3.2.33 X X X 3.2.42

Ser mutuamente 3.2.32 X X X 3.2.41
aposindético

Ser 3-mutuamente 3.2.32 X X X 3.2.41
aposindético

Ser m-mutuamente ¿3.2.43? ¿3.2.44? ¿3.2.45? X 3.2.41
aposindético, m ≥ 4

Ser cerrado cero 3.2.56 X X X 3.2.57
dimensional aposindético

Ser unicoherente, para 3.2.67 X X ¿3.2.74? 3.2.69
X localmente conexo

Ser unicoherente, para ¿3.2.71? ¿3.2.72? ¿3.2.73? ¿3.2.74? 3.2.69
X no localmente conexo

No ser unicoherente, para ¿3.2.71? 3.2.68 X 3.2.70 X

X localmente conexo

No ser unicoherente, para ¿3.2.71? 3.2.68 X ¿3.2.74? ¿3.2.75?
X no localmente conexo
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Propiedades topológicas P es inducida a P es inducida a los P es inducida P es inducida P es inducida

todos los bloques bloques pequeños débilmente a los por los bloques fuertemente por los
de Whitney de Whithey bloques de Whitney de Whitney bloques de Whitney

śı no śı no śı no śı no śı no

Ser contráctil X 3.2.94 ¿3.2.98? ¿3.2.99? ¿3.2.100?

Ser un retracto absoluto X 3.2.94 ¿3.2.98? 3.2.97 X

Ser suave por arcos X 3.2.94 ¿3.2.98? ¿3.2.99? ¿3.2.100?

Propiedad del punto fijo X 3.2.94 ¿3.2.98? ¿3.2.99? ¿3.2.100?

Ser ∞-conexo X 3.2.94 ¿3.2.98? ¿3.2.99? ¿3.2.100?

Ser un retracto de ¿3.2.116? ¿3.2.117? ¿3.2.118? 3.2.115 ¿3.2.119?
vecindad absoluto

Ser localmente contráctil ¿3.2.116? ¿3.2.117? ¿3.2.118? 3.2.115 ¿3.2.119?

Ser irreducible X X 3.2.127 3.2.128 X

Tener la propiedad cubriente, X X 3.2.137 3.2.138 X

ser C∗-suave
o pertenecer a la Clase(W )
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Caṕıtulo 4

Gráficas finitas

En los Ejemplos 3.1.1 y 3.1.2 ya comenzamos el estudio de las gráficas
finitas. En este caṕıtulo presentamos los resultados que hemos obtenido acer-
ca de este tipo de continuos en lo que respecta a los bloques de Whitney.

4.1. El arco y la curva cerrada simple

Como ya vimos en los Ejemplos 3.1.1 y 3.1.2, los modelos de los bloques
de Whitney para [0, 1] y S son una 2-celda y S × [0, 1], respectivamente. En
esta sección lo probamos de manera general, es decir, vemos que los bloques
de Whitney para los casos en que X es un arco o una curva cerrada simple
son una 2-celda y un espacio homeomorfo a S× [0, 1], respectivamente. Tam-
bién veremos el rećıproco, es decir, si los bloques de Whitney de X son una
2-celda o un espacio homeomorfo a S × [0, 1], entonces X es un arco o una
curva cerrada simple.

Lema 4.1.1. Sean X = [0, 1], µ : C([0, 1]) → [0, 1] una función de Whitney
y t ∈ (0, 1). Definimos la función ζ : µ−1([0, t]) → [0, 1] como

ζ([x, y]) = x
1+x−y

,

Entonces ζ es una función continua y ζ |µ−1(s) : µ−1(s) → [0, 1] es homeo-
morfismo para cada s ∈ [0, t].

209
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Demostración. Tomemos [x, y] ∈ µ−1([0, t]). Como t < 1, tenemos
[x, y]  [0, 1]. De modo que y − x < 1, lo cual nos lleva a que 1 + x− y > 0.
Además, de y < 1, se sigue que x

1+x−y
< 1. Por tanto, ζ está bien definida.

Observamos que

ζ([x, y]) = mı́n([x,y])
1+mı́n([x,y])−máx([x,y])

.

Por la Proposición 1.2.7, las funciones mı́n([x, y]) y máx([x, y]) son continuas.
Como vimos en el párrafo anterior 1 + mı́n([x, y]) − máx([x, y]) > 0, aśı que
ζ es una función continua.

Consideremos s ∈ [0, t]. Veamos que ζ |µ−1(s) : µ−1(s) → [0, 1] es una
función inyectiva. Sean [a, b] y [x, y] dos elementos de µ−1(s). Entonces, por el
Lema 2.3.9, tenemos a < x y b < y o x < a y y < b. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que x < a y y < b. Entonces 0 ≤ 1− b < 1−y. Multiplicando
las desigualdades x < a y 1− b < 1−y obtenemos x− bx < a−ay. Sumando
el término ax en ambos lados tenemos

x(1 − b+ a) = x− bx + ax < a− ay + ax = a(1 − y + x).

Notemos que b− a < 1 y y − x < 1. Entonces 0 < 1 + a− b y 0 < 1 + x− y.
De modo que,

ζ([x, y]) = x
1+x−y

< a
1+a−b

= ζ([a, b]).

Con esto terminamos la parte de que ζ |µ−1(s) es inyectiva.

Verifiquemos que ζ |µ−1(s) : µ−1(s) → [0, 1] es suprayectiva. Tomemos r ∈
[0, 1]. Como {0}  [0, 1] y s ∈ [0, 1] = [µ({0}), µ([0, 1])], por el Lema 2.2.4,
existe un elemento A ∈ µ−1(s) tal que 0 ∈ A. De manera similar, obtenemos
que existe un elemento B ∈ µ−1(s) tal que 1 ∈ B. Observemos que ζ(A) = 0
y ζ(B) = 1. Como ζ es una función continua y µ−1(s) es conexo (por el
Teorema 8.3 de [12]), tenemos que ζ(µ−1(s)) = [0, 1]. De modo que, existe
un elemento C ∈ µ−1(s) tal que ζ(C) = r. Con esto hemos probado que la
función ζ |µ−1(s) es suprayectiva.

Como ζ |µ−1(s) es una función que va de un espacio compacto a un espacio
Hausdorff, ζ |µ−1(s) es un homeomorfismo. �
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Teorema 4.1.2. (M. E. Aguilera) Los bloques de Whitney de un arco son
2-celdas.

Demostración. Sean µ una función de Whitney para C([0, 1]) y t ∈
(0, 1). Definimos la función f : µ−1([0, t]) → [0, 1] × [0, t] como

f([x, y]) =
(

ζ([x, y]), µ([x, y])
)

.

En donde ζ : µ−1([0, t]) → [0, 1] es la función que se definió en el Lema 4.1.1.
Como en cada coordenada de f tenemos una función continua, concluimos
que f también es una función continua.

Veamos que f es inyectiva. Consideremos elementos [a, b], [x, y] ∈ µ−1([0, t])
tales que f([a, b]) = f([x, y]). Esto significa que

(a) µ([a, b]) = µ([x, y]) y

(b) ζ([a, b]) = ζ([x, y]).

Sea s = µ([a, b]). Entonces [a, b], [x, y] ∈ µ−1(s). Como ζ |µ−1(s) es inyec-
tiva (por el Lema 4.1.1) y ζ([a, b]) = ζ([x, y]), obtenemos que [a, b] = [x, y].
Por tanto, f es inyectiva.

Probemos que f es suprayectiva. Tomemos (r, s) ∈ [0, 1] × [0, t]. Como
ζ |µ−1(s) : µ−1(s) → [0, 1] es suprayectiva (por el Lema 4.1.1), existe [x, y] ∈
µ−1(s) ⊂ µ−1([0, t]) tal que ζ([x, y]) = r. De modo que f([x, y]) = (r, s). Por
tanto f es suprayectiva.

Como µ−1([0, t]) es compacto y [0, 1]× [0, t] es Hausdorff, f es un homeo-
morfismo. Con esto hemos visto que los bloques de C([0, 1]) son 2-celdas.

Sean X un arco, ν : C(X) → [0, 1] una función de Whitney y s ∈ (0, 1).
Por el Lema 2.3.5, existe un bloque de Whitney de C([0, 1]) que es homeo-
morfo a ν−1([0, s]). Como los bloques de Whitney de C([0, 1]) son 2-celdas,
concluimos que ν−1([0, s]) es una 2-celda. �

Definición 4.1.3. Sea D la métrica usual en R2. A un espacio homemorfo a
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S = {(x, y) ∈ R2 : D((0, 0), (x, y)) = 1}
le llamaremos curva cerrada simple.

Teorema 4.1.4. (M. E. Aguilera) Los bloques de Whitney de una curva
cerrada simple son homeomorfos a S × [0, 1].

Demostración. Sean µ una función de Whitney para C(S) y t ∈ (0, 1).
Definimos la función f : µ−1([0, t]) → S × [0, t] como:

f(A) = (m(A), µ(A)),

en donde m : C(S) \ {S} → S es la función punto medio. Como en cada
coordenada de la función f tenemos una función continua, f también es una
función continua.

Veamos que f es suprayectiva. Cabe destacar que f({u}) = (u, 0) para
cada u ∈ S. Tomemos (u, s) ∈ S × (0, t]. Supongamos que u = exp(2πiθ0)
para algún valor θ0 ∈ [0, 1]. Consideremos el arco ordenado α : [0, 1] → C(S),
dado por

α(t) = {exp(2πiθ) ∈ R2 : θ ∈ [θ0 − t
2
, θ0 + t

2
]}.

Notemos que µ(α(0)) = µ({u}) = 0 y µ(α(1)) = µ(S) = 1 > t. Co-
mo s ∈ (0, t], aplicamos el Lema 2.2.9 para asegurar la existencia de un
número r ∈ (0, 1) tal que µ(α(r)) = s. Por la definición del arco ordenado α,
m(α(r)) = u. Por lo tanto, f(α(r)) = (u, s). Aśı, concluimos la parte de que
f es suprayectiva.

Verifiquemos que f es una función inyectiva. Sean A,B ∈ µ−1([0, t]) tales
que f(A) = f(B). Aśı que m(A) = m(B) y µ(A) = µ(B). Como A y B son
arcos o conjuntos de un solo punto y m(A) = m(B), tenemos que A ⊂ B o
B ⊂ A. Como µ(A) = µ(B), concluimos que A = B. Con esto hemos, visto
que f es inyectiva.

Como µ−1([0, t]) es compacto, f es un homeomorfismo. Aśı, concluimos
que µ−1([0, t]) es homeomorfo a S × [0, t].

Sean X una curva cerrada simple, ν : C(X) → [0, 1] una función de Whit-
ney y s ∈ (0, 1). Por el Lema 2.3.5, existe un bloque de Whitney de C(S)
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que es homeomorfo a ν−1([0, s]). Como los bloques de Whitney de C(S)
son homeomorfos a S × [0, 1], concluimos que ν−1([0, s]) es homeomorfo a
S × [0, 1]. �

El siguiente teorema es el resultado 8.40 de [24].

Teorema 4.1.5. Sea X un continuo no degenerado, localmente conexo, que
no contiene triodos simples, entonces X es un arco o una curva cerrada
simple.

Teorema 4.1.6. (M. E. Aguilera) Sea X un continuo.

(a) Si los bloques de Whitney para X son 2-celdas, entonces X es un arco.

(b) Si los bloques de Whitney para X son homeomorfos a S × [0, 1], en-
tonces X es una curva cerrada simple.

Demostración. En ambos casos, los bloques de Whitney para X son lo-
calmente conexos. Esto implica, por el Teorema 3.2.11, que X es localmente
conexo.

Si suponemos que X contiene un triodo simple, por el Lema 4.2.14, exis-
te un número t ∈ (0, 1) tal que µ−1([0, t]) contiene una 3-celda. Lo cual no
puede ser en ninguno de los casos. Aśı que X es un continuo no degenerado,
localmente conexo, que no contiene triodos simples. Por el Teorema 4.1.5, X
es un arco o una curva cerrada simple.

En el caso (a), si suponemos que X es una curva cerrada simple, por el
Teorema 4.1.4, los bloques de X son homeomorfos a S × [0, 1], lo cual no
puede ser en este caso. Aśı, obtenemos que X es un arco.

En el caso (b), si tuviéramos que X es un arco, por el Teorema 4.1.2,
tendŕıamos que sus bloques son 2-celdas, lo cual no puede ser ya que estamos
suponiendo que éstos son homeomorfos a S× [0, 1]. Por lo tanto, en este caso
X es homeomorfo a S. �
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4.2. Gráficas distintas a [0, 1], a S y a los n-

odos

En esta sección veremos que cuando X es una gráfica distinta de una cur-
va cerrada simple con al menos una curva cerrada simple o un árbol distinto
de un n-odo entonces es posible encontrar al menos dos bloques de Whiney
distintos entre ellos. Estos resultados lo utilizaremos más adelante para pro-
bar que si los bloques de Whitney para X son homeomorfos entre śı, entonces
X es un n-odo, una curva cerrada simple o un arco.

Definición 4.2.1. Una gráfica finita es un continuo que se puede escribir
como la unión de un número finito de arcos de manera que cada dos de ellos
se intersectan en un conjunto finito.

Después de estudiar los bloques de Whitney para los casos en que X es un
arco o una curva cerrada simple, es natural preguntarse cómo son los bloques
de Whitney, para el caso de una gráfica finita G. Primero daremos algunos
conceptos y resultados para poder dar los resultados principales.

Definición 4.2.2. Dado un natural n ≥ 3, un n-odo simple Y es una gráfica
finita que es la unión de n arcos J1, . . . , Jn tales que existe un punto p ∈ Y
con la propiedad de que Ji ∩ Jj = {p} si i 6= j y p es un punto extremo para
cada uno de los arcos Ji.

Definición 4.2.3. Sea G una gráfica finita. Dado un punto p ∈ G, definimos
su orden, como el número natural n tal que p tiene una vecindad cerrada
que es homeomorfa a un n-odo, de manera que el vértice del n-odo se corres-
ponde con p. Aqúı daremos la posibilidad de que el orden sea 1 o 2, para el
caso en que sea 2, estaremos entendiendo que p tiene una vecindad que es
un arco pero que p no es extremo de éste, y para el caso en que el orden sea
1, estaremos entendiendo que p tiene una vecindad que es un arco y que p
es punto extremo de él. Este orden será denotado por ordG(p). A los puntos
de orden 1 se les llama puntos terminales de G, a los puntos de orden 2 se
les llama puntos ordinarios de G y a los puntos de orden mayor o igual que
3 se les llama puntos de ramificación de G. Llamamos R(G) al conjunto de
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puntos de ramificación de G.

Supondremos que G no es homeomorfa a una circunferencia ya que ésta
causa problemas con las definiciones que acabamos de dar.

Definición 4.2.4. Diremos que una arista de G es un arco que une a un
par de puntos no ordinarios y que sólo sus extremos son puntos no ordinarios.

Aśı que, una arista puede unir: dos puntos terminales (en este caso G es
un arco); dos puntos de ramificación; o un punto de ramificación con uno
terminal. Se hace la convención de permitir que una arista sea una circun-
ferencia pero que sólo tenga un punto de ramificación en ella.

Como G no es una circunferencia, con esta definición y esta convención,
se puede probar que una gráfica es la unión de sus aristas y que dos aristas
diferentes se tienen que intersectar en un punto de ramificación; en dos pun-
tos de ramificación o no intersectarse.

Definición 4.2.5. Una subgráfica de una gráfica finita G es un subcontinuo
de G que es una unión de algunas aristas de G.

Definición 4.2.6. Un árbol es una gráfica finita que no contiene ninguna
curva cerrada simple.

Teorema 4.2.7. (Teorema 3.2 de [25].) Sea X un espacio topológico tal que
dim(X) ≤ n. Si Z ⊂ X, entonces dim(Z) ≤ n.

Corolario 4.2.8. Si Y ⊂ X y p ∈ Y , entonces dimp(Y ) ≤ dimp(X).

Teorema 4.2.9. (Theorem 9.5, [25]) Para cada n ∈ N, se cumple dim(In) =
n.
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Teorema 4.2.10. (Theorem 2.4 de [21]) Sean X una gráfica finita y A un
elemento de C(X). Entonces

dimA(C(X)) = 2 +
∑

p∈(R(X)∩A)(ordX(p) − 2).

Teorema 4.2.11. Sea G una gráfica finita distinta de una curva cerrada
simple y con al menos una subgráfica que śı sea una curva cerrada simple.
Entonces G no es unicoherente.

Demostración. Sea A una curva cerrada simple. Consideremos un arco
J que esté contenido en A y tal que J ∩ R(G) = ∅. Supongamos que x y y
son los extremos de J . Sea I el arco contenido en A tal que A = I ∪ J y
J ∩I = {x, y}, entonces x y y también son los extremos de I. Afirmamos que

G \ (J \ {x, y})

es conexo. Para probarlo, suponemos lo contrario. Entonces existen cerrados
no vaćıos H y K tales que

G \ (J \ {x, y}) = H ∪K.

Caso (i). x, y ∈ H . Como x, y ∈ J∩H y J∩(H∪K) = {x, y}, J∩K = ∅.
Por lo tanto, (H ∪ J) ∩K = ∅. Observemos que G = (H ∪ J)∪K. Debido a
que H y K son cerrados no vaćıos, tenemos que H∪J y K son una separación
de G, lo cual no puede ser ya que G es conexo.

Caso(ii). x ∈ H y y ∈ K. En este caso, como x ∈ H ∩ I e I es un conexo
de G \ (J \ {x, y}), tenemos que I ⊂ H . Esto nos lleva a que y ∈ H , lo cual
no puede ser ya que H y K son ajenos.

Como obtuvimos una contradicción en cada uno de los casos, concluimos
que G \ (J \ {x, y}) es un conexo. Notemos que

G \ (J \ {x, y}) ∩ J = {x, y}.

Esto nos dice que G no es unicoherente, que es lo queŕıamos probar. �

La prueba del siguiente teorema se encuentra en [11] (Teorema D. pág.
253).
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Teorema 4.2.12. Sea X un continuo localmente conexo. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:
(a) X es una curva cerrada simple;
(b) existe una función de Whitney µ : C(X) → [0, 1] tal que µ−1(t) no es
unicoherente para cada t < 1;
(c) cada nivel de Whitney para C(X) no es unicoherente.

Teorema 4.2.13. (M. E. Aguilera) Sea X una gráfica finita distinta de una
curva cerrada simple y con al menos una subgráfica que es una curva cerrada
simple. Si µ : C(X) → [0, 1] es una función de Whitney, entonces existen s,
t ∈ (0, 1) tales que µ−1([0, s]) no es homeomorfo a µ−1([0, t]).

Demostración. Por el Teorema 4.2.11, sabemos que X no es unicohe-
rente. Aplicando el Teorema 3.2.68, tenemos que existe un número t0 ∈ (0, 1)
tal que µ−1([0, t0]) no es unicoherente.

Por otra parte, como X es distinta de una curva cerrada simple, por el
Teorema 4.2.12 (c), existe s0 ∈ (0, 1) tal que µ−1(s0) es unicoherente. Co-
mo X es localmente conexo, aplicamos el Corolario 3.2.65 y obtenemos que
µ−1([0, s0]) es unicoherente.

Aśı hemos obtenido los bloques de Whitney µ−1([0, t0]) y µ−1([0, s0]),
donde el primero no es unicoherente y el segundo śı lo es. Por tanto µ−1([0, t0])
y µ−1([0, s0]) no son homeomorfos, que es lo que queŕıamos probar. �

Lema 4.2.14. (M. E. Aguilera) Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de
Whitney. Supongamos que existen dos subcontinuos A y B de X tales que
A ⊂ B y B \ A tiene al menos n componentes, entonces existe un número
t > 0 tal que µ−1([0, t]) contiene una n-celda.

Demostración. Sean K1, . . . , Kn diferentes componentes de B \ A. Por
el Lema 7.2 de [12], sabemos que A ∪Ki es un subcontinuo de X que con-
tiene propiamente a A, para cada i ∈ {1, . . . , n}. Tomemos i ∈ {1, . . . , n}.
Tenemos que µ(A) < µ(A ∪ Ki). Entonces fijemos un número ti tal que
µ(A) < ti < µ(A ∪ Ki). Por el Lema 2.2.4, existe Ci ∈ µ−1(ti) tal que
A  Ci  A ∪Ki.
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Como A ⊂ Ci, para cada i ∈ {1, . . . , n},
⋃n

i=1Ci es un subcontinuo de X .
Veamos que

⋃n
i=1Ci es un subcontinuo propio de X . Como A  C1  A∪K1,

existe un elemento x ∈ K1 \ C1 y, por lo tanto, x /∈ A. Como las compo-
nentes Ki son ajenas, sabemos que x /∈ Ki para i 6= 1. Lo cual nos dice que
x ∈ K1\(A∪Ki) ⊂ K1\Ci para i 6= 1. Aśı concluimos que x ∈ X \(

⋃n
i=1Ci).

Teniendo en cuenta que A  Ci  A ∪Ki y que las componentes Ki son
ajenas, obtenemos que

⋃n
i=1Ci \ A ⊂ ⋃n

i=1Ki ⊂ B \ A

y que ∅ 6= Ci \ A ⊂ Ki, aśı que,
⋃n

i=1Ci \ A tiene al menos n componentes.
Por el Teorema 7.2 de [12], C(X) contiene una n celda. Sea A la n-celda. De
la demostración del mismo teorema tenemos que A ⊂ C(

⋃n
i=1Ci).

Tomemos t = µ(
⋃n

i=1Ci). Observemos que t < 1, ya que
⋃n

i=1Ci  X .
Sea K ∈ C(

⋃n
i=1Ci). Entonces K ⊂ ⋃n

i=1Ci. Como µ es una función de
Whitney, µ(K) ≤ µ(

⋃n
i=1Ci) = t. Por lo tanto, K ∈ µ−1([0, t]). Con esto

hemos visto que C(
⋃n

i=1Ci) ⊂ µ−1([0, t]). Por lo tanto A ⊂ µ−1([0, t]). Esto
termina la prueba del lema. �

Teorema 4.2.15. (M. E. Aguilera) Sean X un árbol distinto de un n-odo
y µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Entonces existen s, t ∈ (0, 1)
tales que µ−1([0, s]) no es homeomorfo a µ−1([0, t]).

Demostración. Supongamos que J1, . . . , Jl son las aristas de X y p1, . . . ,
pm son los puntos de ramificación de X . Notemos que, comoX no es un n-odo,
m ≥ 2. Sean ki = ordX(pi) para cada i ∈ {1, . . . , m} y k = máx{k1, . . . , km}.
Consideremos i0 ∈ {1, . . . , m} tal que k = ordX(pi0). Considerando los arcos
Ji que contienen a pi0 , como X no es un n-odo, podemos elegir un arco
Jl0 que contenga a un punto de ramificación pj0 distinto de pi0 . Entonces
ordX(pj0) ≥ 3. Sea

Y =
⋃{Ji : Ji ∩ {pi0, pj0} 6= ∅}.

Observemos que Y \Jl0 tiene al menos k+1 componentes. Por el Lema 4.2.14,
existe t ∈ (0, 1) tal que µ−1([0, t]) contiene una (k + 1)-celda. Por el Teore-
ma 4.2.9, sabemos que la dimensión de la (k + 1)-celda es k + 1. Por el
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Teorema 4.2.7, dim(µ−1([0, t])) ≥ k + 1.

Tomemos s > 0 tal que s < mı́n{µ(Ji) : i ∈ {1, . . . , l}}. Verifiquemos
que dim(µ−1[0, s]) ≤ k. Consideremos A ∈ µ−1([0, s]). Entonces Ji 6⊂ A para
ninguna i ∈ {1, . . . , l}, lo cual implica que A contiene a lo más un punto
de ramificación. Por el Teorema 4.2.10, dimA(C(X)) = 2 + (ki − 2) = ki,
para el caso en que A contenga un punto de ramificación, y dimA(C(X)) = 2
en el caso en que A no tenga ningún punto de ramificación. Como ki ≥ 3 y
k ≥ ki, para toda i ∈ {1, . . . , m}, dimA(C(X)) ≤ k para cada A ∈ µ−1([0, s]).
Por tanto, aplicando el Corolario 4.2.8, tenemos que dimA(µ−1([0, s])) ≤
dimA(C(X)) para cada A ∈ µ−1([0, s]). De modo que dimA(µ−1([0, s])) ≤
k para cada A ∈ µ−1([0, s]), lo cual, por definición, nos conduce a que
dim(µ−1([0, s])) ≤ k.

Aśı hemos obtenido dos bloques de dimensión distinta, concluimos con
esto que µ−1([0, t]) y µ−1([0, s]) no son homeomorfos. �

Como consecuencia de los Teoremas 4.2.13 y 4.2.15 tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 4.2.16. (M. E. Aguilera) Sea X una gráfica finita. Si todos los
bloques de Whitney para X son homeomorfos entre śı, entonces X es un n-
odo, una curva cerrada simple o un arco.

Terminamos este caṕıtulo preguntando lo siguiente.

Problema 4.2.17. ¿Serán todos los bloques de Whitney de un n-odo ho-
meomorfos entre śı?

Problema 4.2.18. ¿Cuáles son las gráficas finitas tal que los bloques de
Whitney que produce una función de Whitney µ no dependen de µ?
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Caṕıtulo 5

µ−1([0, t]) no homeomorfo a
X × [0, 1]

En este caṕıtulo veremos algunas condiciones que se le piden al continuo
X para que algunos de sus bloques de Whitney no resulten homeomorfos a
X × [0, 1].

5.1. Contener un continuo terminal

Primero veremos dos lemas que nos ayudarán a probar el teorema prin-
cipal de esta sección, el cual nos dice que, dado un continuo X , si existe un
subcontinuo terminal no degenerado de X que es distinto de X , entonces los
bloques de Whitney suficientemente grandes no son homeomorfos a X×[0, 1].

Definición 5.1.1. Decimos que K ∈ C(X) es terminal si cada vez que un
elemento C ∈ C(X) satisface que C ∩K 6= ∅, se tiene que K ⊂ C o C ⊂ K.

Lema 5.1.2. Sean K ∈ C(X) terminal y α : [0, 1] → C(X) una trayectoria
tal que α(0) ∈ C(K) y α(1) /∈ C(K). Entonces K ∈ α([0, 1]).

Demostración. Supongamos que K /∈ α([0, 1]). Como α([0, 1]) ∩ C(K)
es un cerrado no vaćıo y α es una función continua, el conjunto

α−1(α([0, 1]) ∩ C(K)) = {s ∈ [0, 1] : α(s) ∈ C(K)}

221
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también es cerrado. De modo que, podemos considerar al número

s0 = máx{s ∈ [0, 1] : α(s) ∈ C(K)}.

Notemos que α(s0) 6= K, ya que K /∈ α([0, 1]). Por la definición del número
s0, α(s0) ⊂ K. Por lo tanto, α(s0) ( K.

Fijemos un elemento x ∈ K \ α(s0). Sea ε > 0 tal que

Bd(ε, x) ∩N(ε, α(s0)) = ∅.

Por la continuidad de α, existe un número δ > 0 tal que H(α(s), α(s0)) < ε
para todo número s ∈ [s0 − δ, s0 + δ].

Afirmación 1.
⋃

α([s0, s0 + δ]) es un subcontinuo de X que intersecta a
K.

La primera parte se sigue de la Proposición 1.2.5. Para la segunda parte,
notemos que α(s0) = α(s0) ∩K ⊂ ⋃

α([s0, s0 + δ]). Por tanto, nuestra afir-
mación es cierta ya que α(s0) 6= ∅.

Afirmación 2. K 6⊂ ⋃

α([s0, s0 + δ]).

Sea s ∈ [s0, s0+δ]. Entonces H(α(s0), α(s)) < ε. Por la Proposición 1.0.10,
sabemos que α(s) ⊂ N(ε, α(s0)). Por tanto,

⋃

α([s0, s0 + δ]) ⊂ N(ε, α(s0)).

De modo que,

Bd(ε, x) ∩
(
⋃

α([s0, s0 + δ])
)

⊂ Bd(ε, x) ∩N(ε, α(s0)) = ∅.

Lo que nos dice que

Bd(ε, x) ∩
(
⋃

α([s0, s0 + δ])
)

= ∅.

Entonces x /∈ ⋃

α([s0, s0 + δ]). Por lo tanto K 6⊂ ⋃

α([s0, s0 + δ]).

Afirmación 3.
⋃

α([s0, s0 + δ]) 6⊂ K.

Por la definición del número s0, α(s0 + δ) 6⊂ K. De modo que, podemos
fijar un elemento y ∈ α(s0 + δ) \K, de manera que, y ∈ ⋃

α([s0, s0 + δ]) \K.
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Aśı que,
⋃

α([s0, s0 + δ]) 6⊂ K.

De esta manera, por las Afirmaciones 1, 2, y 3, K no satisface la definición
de continuo terminal. Lo que queŕıamos probar. �

Lema 5.1.3. Sean p, q, x tres puntos distintos de [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2. En-
tonces existe un arco que conecta a p con q y que no contiene a x.

Demostración. Sean I y L, el segmento de ĺınea que une a p con q y la
ĺınea recta que pasa por p y q, respectivamente. En el caso en que x /∈ I, I
es el arco con la propiedad deseada. Supongamos que x ∈ I ⊂ L. Fijemos un
punto y ∈ [0, 1] × [0, 1] tal que y /∈ L. Notemos que p, q y y no son colinea-
les. Consideremos a las ĺıneas rectas M y N que pasan por p y y y por q y
y, respectivamente. Como dos ĺıneas rectas que se intersectan sólo se inter-
sectan en un punto o son la misma recta y y ∈ (M ∩ N) \ L, L ∩M = {p}
y L ∩ N = {q}. Como x ∈ L \ {p, q}, x /∈ M ∪ N . Por otra parte, como
y ∈ M ∪ N , M ∪ N es arcoconexo. Aśı que existe un arco J ⊂ M ∪ N que
une a p con q. El hecho de que x /∈ M ∪ N nos dice que x /∈ J . Con esto
concluimos la prueba de nuestro lema. �

Teorema 5.1.4. (M. E. Aguilera) Supongamos que existe un continuo K ∈
C(X)\ (F1(X)∪{X}) que es terminal. Sean µ una función de Whitney para
C(X) y t ∈ (µ(K), 1). Entonces µ−1([0, t]) no es homeomorfo a X × [0, 1].

Demostración. Supongamos, por el contrario, que existe un homeomor-
fismo f : µ−1([0, t]) → X × [0, 1]. Entonces f(K) = (x, p) para un par de
elementos x ∈ X y p ∈ [0, 1].

Afirmación 1. f(C(K)) 6⊂ {x} × [0, 1].

Supongamos, por el contrario que f(C(K)) ⊂ {x} × [0, 1]. En particu-
lar, se tiene que f(F1(K)) ⊂ {x} × [0, 1]. De manera que f(F1(K)) es un
subcontinuo de {x} × [0, 1], aśı que f(F1(K)) es un arco o un punto. Como
K /∈ F1(X) y éste es homeomorfo a F1(K), que a su vez es homeomorfo a
f(F1(K)), obtenemos que K es un arco. Por el Ejemplo 3.1 de [12], sabemos
que C(K) es homeomorfo a una 2-celda y, como f es homeomorfismo, tene-
mos que f(C(K)) es una 2-celda contenida en el arco {x}× [0, 1]. Esto es un
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absurdo que prueba la Afirmación 1.

Sea A ∈ C(K) tal que f(A) /∈ {x} × [0, 1]. Entonces A 6= K (ya que
f(K) = (x, p) ∈ {x} × [0, 1]), aśı que, A  K. De manera que, por el Teo-
rema 2.2.7, existe un arco ordenado de A a K. Como K 6= X , nuevamente
usamos el Teorema 2.2.7 para obtener un arco ordenado de K a X . Por lo
tanto, existe un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) de A a X tal que α(1

2
) = K.

Ya que µ(α(1
2
)) = µ(K) < t < 1 = µ(X) = µ(α(1)), existe s ∈ (1

2
, 1) tal que

µ(α(s)) = t. Notemos que, como α es un arco ordenado, α([0, s]) ⊂ µ−1([0, t])
(por el Lema 2.2.6).

Supongamos que π : X × [0, 1] → X es la proyección a la primera coor-
denada. Notemos que f(A) = (y, q) para un par de elementos y ∈ X \ {x} y
q ∈ [0, 1].

Afirmación 2. Existe un número u ∈ (1
2
, s] tal que π(f(α(u))) 6= y.

Supongamos, por el contrario, que f(α((1
2
, s])) ⊂ {y} × [0, 1]. Por las

continuidades de las funciones α y f , respectivamente,

α([1
2
, s]) = α(cl[0,1]((

1
2
, s])) ⊂ clC(X)(α((1

2
, s])) y

f(clC(X)(α((1
2
, s]))) ⊂ clX×[0,1](f(α((1

2
, s]))).

Por otra parte, como {y} × [0, 1] es un cerrado y estamos suponiendo que
f(α((1

2
, s])) ⊂ {y} × [0, 1],

clX×[0,1](f(α((1
2
, s]))) ⊂ {y} × [0, 1].

Por lo tanto f(α([1
2
, s])) ⊂ {y} × [0, 1]. Luego, f(α(1

2
)) ∈ {y} × [0, 1], pero

f(α(1
2
)) = f(K) = (x, q) y x 6= y. Esto es una contradicción que prueba

nuestra afirmación.

Observemos que K = α(1
2
)  α(u), de manera que α(u) /∈ C(K). Escribi-

mos f(α(u)) = (z, r) para un par de elementos z ∈ X \ {y} y r ∈ [0, 1].

Como el intervalo [0, u] es localmente conexo, el Lema 3.2.80 nos dice que
π(f(α([0, u]))) también es localmente conexo y, por el Teorema 2.3.16, éste
es arcoconexo. Sea β un arco en π(f(α([0, u]))) que une a y con z. Entonces
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β× [0, 1] es una 2-celda que contiene a f(A) y a f(α(u)). Dado un arco γ en
β× [0, 1] que conecta a f(A) con f(α(u)), tenemos que f−1(γ) es un arco en
µ−1([0, t]) que conecta a A con α(u). Como A ∈ C(K) y α(u) /∈ C(K), por el
Lema 5.1.2, K ∈ f−1(γ). Aśı que f(K) ∈ γ. Hemos mostrado que todo arco
en β × [0, 1] que conecta a f(A) con f(α(u)) pasa por f(K). Como esto no
puede ocurrir en una 2-celda, por el Lema 5.1.3, obtenemos una contradicción
que termina la prueba del teorema. �

5.2. Contener un R3-continuo

Veamos primero dos lemas que nos servirán para probar el teorema prin-
cipal de esta sección, el cual nos dice que, dado un continuo X , si existe un
subcontinuo degenerado de X que es un R3-continuo, entonces los bloques
de Whitney no son homeomorfos a X × [0, 1].

Definición 5.2.1. Sea {An}∞n=1 una sucesión de subconjuntos de X . Se define
el ĺımite inferior de la sucesión {An}∞n=1 como:

ĺım inf An = {x ∈ X : para todo ε > 0 existe N ∈
N tal que Bd(ε, x) ∩ An 6= ∅ para todo n ≥ N}.

Definición 5.2.2. Sea A un subconjunto de X . Decimos que A es un R3-
conjunto si existen un abierto U de X tales que A ⊂ U y una sucesión
{Cn}∞n=1 de componentes de U tal que ĺım inf Cn = A. Un continuo que a su
vez es un R3-conjunto se llamará un R3-continuo.

Lema 5.2.3. Sean f : X → Y un homeomorfismo, d y D las métricas
de X y Y , respectivamente, y {An}∞n=1 una sucesión de subconjuntos de X.
Supongamos que ĺım inf An 6= ∅, entonces f(ĺım inf An) = ĺım inf f(An).

Demostración. Verifiquemos que

f(ĺım inf An) ⊂ ĺım inf f(An).

Tomemos x ∈ ĺım inf An. Veamos que f(x) ∈ ĺım inf f(An). Sea ε > 0. Por la
continuidad de f , existe un número δ > 0 tal que f(Bd(δ, x)) ⊂ BD(ε, f(x)).
El hecho de que x ∈ ĺım inf An nos dice que existe un natural N tal que
Bd(δ, x) ∩ An 6= ∅ para cada n ≥ N . De modo que,
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∅ 6= f(Bd(δ, x) ∩ An) = f(Bd(δ, x)) ∩ f(An) ⊂ BD(ε, f(x)) ∩ f(An),

para cada n ≥ N . Aśı que, f(x) ∈ ĺım inf f(An).

Probemos ahora que

ĺım inf f(An) ⊂ f(ĺım inf An).

Notemos que f−1 : Y → X es un homeomorfismo. Consideremos y ∈
ĺım inf f(An). Verifiquemos que f−1(y) ∈ ĺım inf An. Sea η > 0. Por la con-
tinuidad de la función f−1, existe ρ > 0 tal que f−1(BD(ρ, y)) ⊂ Bd(η, f

−1(y)).
Como y ∈ ĺım inf f(An), existe M ∈ N tal que BD(ρ, y) ∩ f(An) 6= ∅ para
cada n ≥M . Observemos que

∅ 6= f−1(BD(ρ, y) ∩ f(An)) = f−1(BD(ρ, y)) ∩ f−1(f(An))

= f−1(BD(ρ, y)) ∩An ⊂ Bd(η, f
−1(y)) ∩ An,

para cada n ≥ M . De modo que f−1(y) ∈ ĺım inf An, lo cual nos lleva a que
y = f(f−1(y)) ∈ f(ĺım inf An). Por lo tanto ĺım inf f(An) ⊂ f(ĺım inf An).

Por lo probado en los párrafos anteriores,

ĺım inf f(An) = f(ĺım inf An).

Aśı, concluimos la prueba de nuestro lema. �

Lema 5.2.4. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Si {p} es un
R3-continuo en X, entonces {{p}} es un R3-continuo en µ−1([0, t]) para toda
t ∈ (0, 1].

Demostración. Tomemos t ∈ (0, 1). Como {p} es un R3 conjunto en
X , existen un abierto U de X , que contiene a p, y una sucesión {Cn}∞n=1 de
componentes de U tal que ĺım inf Cn = {p}. Definimos los conjuntos:

U = C(U) ∩ µ−1([0, t]) y

Cn = C(Cn) ∩ µ−1([0, t]), para cada n ∈ N.



5.2. CONTENER UN R3-CONTINUO 227

Afirmación 1. El conjunto U es un abierto en µ−1([0, t]).

Por la Proposición 1.1.1, sabemos que C(U) es un abierto de C(X). Por
lo tanto, U es un abierto de µ−1([0, t]).

Afirmación 2. El conjunto Cn es una componente de U , para cada n ∈ N.

Sea n ∈ N. Veamos que Cn es un conexo. Tomemos A ∈ Cn \ F1(Cn).
Fijemos un elemento a ∈ A. De manera que {a} ( A. Entonces podemos
aplicar el Teorema 2.2.7 para obtener un arco ordenado αA : [0, 1] → C(X)
de {a} a A. Consideremos r ∈ [0, 1]. Por la definición de arco ordenado,
α(r) ⊂ α(1) = A. Como A ⊂ Cn, α(r) ⊂ Cn. Teniendo en cuenta que µ
es una función de Whitney, µ(α(r)) ≤ µ(A) ≤ t. Por tanto, α(r) ∈ Cn. De
manera que

Cn = F1(Cn) ∪⋃{ImαA : A ∈ Cn}.

Aśı, concluimos que Cn es un conexo.

Sea D una componente de U tal que Cn ⊂ D. Como Cn ∩ C(X) 6= ∅,
D ∩ C(X) 6= ∅. Por lo tanto, por la Proposición 1.2.5 (c), ∪D es un conexo.
Además, ∪D ⊂ U . Por otro lado, consideremos un elemento x ∈ Cn. Como
µ({x}) = 0, {x} ∈ Cn. De manera que {x} ∈ D. Por lo tanto, Cn ⊂ ∪D.
Como Cn es una componente de U y ∪D es un conexo de U que contiene
a Cn, obtenemos que Cn = ∪D. Ahora, consideremos un elemento A ∈ D.
Entonces A ⊂ ∪D = Cn, aśı que, A ∈ C(Cn). Tenemos las siguientes con-
tenciones: D ⊂ U ⊂ µ−1([0, t]), de manera que, A ∈ µ−1([0, t]). Por lo tanto,
A ∈ C(Cn) ∩ µ−1([0, t]) = Cn. Aśı que, D ⊂ Cn. De este modo, concluimos
que D = Cn. Con esto terminamos nuestra Afirmación 2.

Afirmación 3. Se satisface que ĺım inf Cn = {{p}}.

Veamos que {{p}} ⊂ ĺım inf Cn. Tomemos ε > 0. Como ĺım inf Cn = {p},
existe N ∈ N tal que Bd(ε, p) ∩ Cn 6= ∅ para toda n ≥ N. Sea n ≥ N . Con-
sideremos un elemento x ∈ Bd(ε, p) ∩ Cn. Como H({x}, {p}) = d(x, p) < ε,
{x} ∈ BH(ε, {p}). Por otro lado, como µ({x}) = 0, {x} ∈ µ−1([0, t]). De
modo que, {x} ∈ BH(ε, {p}) ∩ Cn. Entonces BH(ε, {p}) ∩ Cn 6= ∅, para toda
n ≥ N .



228 CAPÍTULO 5. µ−1([0, T ]) NO HOMEOMORFO A X × [0, 1]

Verifiquemos que ĺım inf Cn ⊂ {{p}}. Consideremos A ∈ ĺım inf Cn y
a ∈ A. Sea ε > 0. Entonces existe N ∈ N tal que BH(ε, A)∩Cn 6= ∅ para toda
n ≥ N . Tomemos n ≥ N . Entonces existe un elemento B ∈ BH(ε, A) ∩ Cn.
Por la Proposición 1.0.10, A ⊂ N(ε, B). Por lo tanto, existe un elemento
b ∈ B tal que d(a, b) < ε. Como B ∈ Cn, b ∈ B ⊂ Cn. Aśı, obtene-
mos que b ∈ Bd(ε, a) ∩ Cn. De modo que, a ∈ ĺım inf Cn, por lo tanto,
A ⊂ ĺım inf Cn = {p}. Lo cual implica que A = {p}. De esta manera, con-
cluimos que ĺım inf Cn = {{p}}.

Por las Afirmaciones 1, 2 y 3, {{p}} es un R3-conjunto en µ−1([0, t]).
Como {{p}} es un continuo, {{p}} es un R3-continuo en µ−1([0, t]). �

Teorema 5.2.5. (M. E. Aguilera) Si existe un elemento p ∈ X tal que {p}
es un R3-continuo, entonces los bloques de Whitney no son homeomorfos a
X × [0, 1].

Demostración. Supongamos que d es una métrica para X . Supongamos
que µ es una función de Whitney para C(X) y t ∈ (0, 1). Consideremos la
métrica ρ : (X × [0, 1]) × (X × [0, 1]) → [0,∞) definida por:

ρ((x, y), (z, w)) = ((d(x, z))2 + (|y − w|2) 1
2 .

Por el Lema 5.2.4, {{p}} es un R3-continuo en µ−1([0, t]). Aśı que existen
un abierto U de µ−1([0, t]), que contiene a {p}, y una sucesión {Cn}∞n=1 de
componentes de U tal que ĺım inf Cn = {{p}}.

Probaremos que no existe un homeomorfismo entre µ−1([0, t]) y X× [0, 1].
Para esto supongamos, por el contrario, que existe un homeomorfismo f :
µ−1([0, t]) → X × [0, 1]. Sea f({p}) = (x, y). Como f(U) es un abierto de
X × [0, 1], existe un abierto básico V × J de X × [0, 1] tal que

(x, y) ∈ V × J ⊂ f(U).

Fijemos (x, z) ∈ V × J \ {(x, y)}. Probaremos que (x, z) ∈ ĺım inf f(Cn).
Consideremos ε > 0 y δ ∈ (0, ε) tal que

Bρ(δ, (x, y)) ∪ Bρ(δ, (x, z)) ⊂ V × J y

Bρ(δ, (x, y)) ∩ Bρ(δ, (x, z)) = ∅.
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Como (x, y) ∈ ĺım inf f(Cn) y ĺım inf f(Cn) = f(ĺım inf Cn) (por el Lema 5.2.3),
existe un número N ∈ N tal que Bρ(δ, (x, y)) ∩ f(Cn) 6= ∅ para toda n ≥ N .
Tomemos n ≥ N . Consideremos un elemento (r, s) ∈ Bρ(δ, (x, y)) ∩ f(Cn).
Notemos que

ρ((r, z), (x, z)) = d(r, x) ≤ ρ((r, s), (x, y)) < δ < ε.

Esto nos dice que (r, z) ∈ Bρ(ε, (x, z)). Observemos que {r}×J es un conexo
y que {r} × J ⊂ V × J ⊂ f(U). Como (r, s) ∈ f(Cn) ∩ ({r} × J) y f(Cn) es
una componente de f(U), {r} × J ⊂ f(Cn). De manera que (r, z) ∈ f(Cn).
Por lo tanto, (r, z) ∈ Bρ(ε, (x, z)) ∩ f(Cn). Aśı que, Bρ(ε, (x, z)) ∩ f(Cn) 6= ∅
para cada n ≥ N . Con esto, concluimos que (x, z) ∈ ĺım inf f(Cn) \ {(x, y)}.
Aśı que ĺım inf f(Cn) contiene al menos dos puntos.

Por otro lado, como f es un homeomorfismo, el Lema 5.2.3 nos dice que

{(x, y)} = {f({p})} = f(ĺım inf Cn) = ĺım inf(f(Cn)).

Aśı, llegamos a una contradicción. Por lo tanto, concluimos que no existe un
homeomorfismo entre µ−1([0, t]) y X × [0, 1]. �

5.3. Contener un continuo indescomponible

En esta sección primero veremos cinco lemas que nos ayudarán a probar
el teorema principal de esta parte, el cual nos dice que, dado un continuo X
con la dimensión de C(X) finita, si existe un subcontinuo no degenerado de
X que es indescomponible, entonces los bloques de Whitney suficientemente
grandes no son homeomorfos a X × [0, 1].

Definición 5.3.1. Un continuo es descomponible si se puede expresar como
la unión de dos subcontinuos propios. Un continuo indescomponible es aquél
que no es descomponible.

Definición 5.3.2. Sea p ∈ X . La composante de p en X , se denota por κ(p),
y está definida como sigue:

κ(p) = {x ∈ X : existe un subcontinuo propio de X que contiene a p y x}.
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Una composante de X es una composante para algún punto de X .

El siguiente resultado es conocido en la Teoŕıa de Continuos, es el Teorema
11.15 de [24].

Lema 5.3.3. Si X es indescomponible, entonces X tiene una cantidad no
numerable de composantes.

Lema 5.3.4. Sean X indescomponible y f : [0, 1] → C(X) una función
continua tales que

⋃

Im f = X. Entonces X ∈ Im f .

Demostración. Supongamos que f(0) 6= X . Notemos que C(f) : C([0, 1])
→ C(C(X)) y

⋃

: C(C(X)) → C(X) son funciones continuas, por las
Proposiciones 1.2.1 y 1.2.5, respectivamente. De modo que, para cada [a, b] ⊂
[0, 1], C(f)([a, b]) ⊂ C(X). Por la Proposición 1.2.5,

⋃

C(f)([a, b]) es un sub-
continuo de X .

Por otra parte, consideremos al conjunto:

T = {t ∈ [0, 1] :
⋃

C(f)([0, t]) = X}.

Como T es cerrado y 1 ∈ T , podemos considerar el número t0 = mı́nT .
Observemos que

⋃

C(f)([0, t0]) = X y
⋃

C(f)([0, t])  X para cada t <
t0. Veamos que

⋃

C(f)([t, t0]) = X para cada t < t0. Supongamos, por el
contrario, que

⋃

C(f)([s, t0])  X para algún s < t0. Teniendo en cuenta
que s < t0 y por la definición de t0,

⋃

C(f)([0, s])  X . Si suponemos que
⋃

C(f)([0, s]) ∪⋃

C(f)([s, t0]) = X ,

como
⋃

C(f)([0, s]) y
⋃

C(f)([s, t0]) son subcontinuos propios de X , llegamos
a que X es descomponible. Aśı obtenemos una contradicción. De modo que,
⋃

C(f)([t, t0]) = X para cada t < t0. Sea {tn}∞n=1 una sucesión de números del
intervalo (0, t0) tal que ĺım tn = t0. Entonces ĺım[tn, t0] = {t0}. Como

⋃ ◦C(f)
es una función continua (ya que es composición de funciones continuas),
tenemos que

X = ĺım
⋃ ◦C(f)([tn, t0]) =

⋃ ◦C(f)({t0}) = f(t0).

Con esto concluimos que X ∈ Im f . �



5.3. CONTENER UN CONTINUO INDESCOMPONIBLE 231

Lema 5.3.5. Sean X indescomponible y J ⊂ C(X)\{X} un arco. Entonces
sus extremos están contenidos en la misma composante.

Demostración. Supongamos que A y B son los extremos de J . Como
A 6= Y , podemos considerar a κ(p), la composante de X , para algún p ∈ X ,
tal que A ⊂ κ(p). Veremos que B ⊂ κ(p). Como J ⊂ C(X), por la Proposi-
ción 1.2.5, tenemos que

⋃J es un continuo. Si
⋃J = X , por el Lema 5.3.4,

X ∈ J . Esto es una contradicción a nuestra hipótesis. Aśı que,
⋃J  X .

Notemos que A,B ⊂ ⋃J .

Tomemos a ∈ A. Entonces a ∈ κ(p). De modo que, existe M ∈ C(X) \
{X} tal que a, p ∈ M . Observemos que a ∈ A ∩M ⊂ (

⋃J ) ∩M , aśı que,
M∪(

⋃J ) es un subcontinuo de X . Como M y
⋃J son subcontinuos propios

de X y X es indescomponible, obtenemos que M ∪ (
⋃J ) es un subcontinuo

propio de X . Como p ∈ M ⊂ M ∪ (
⋃J ), M ∪ (

⋃J ) ⊂ κ(p). Teniendo en
cuenta que B ⊂ ⋃J , concluimos que B ⊂ κ(p). �

Lema 5.3.6. Supongamos que X es tal que dim(C(X)) < ∞. Supongamos
que existe Y ∈ C(X) \ ({X} ∪ F1(X)) que es indescomponible. Sea

K = {κ : κ es una composante de Y }.

Definimos el conjunto:

F = {κ ∈ K : existe Aκ ∈ C(X) tal que Aκ ∩ κ 6= ∅ 6= Aκ ∩ (X \ Y ) y Y 6⊂ Aκ}.

Entonces |F | ≤ dim(C(X)).

Demostración. Sea dim(C(X)) = m. Supongamos, por el contrario, que
m < |F |. Elegimos m + 1 elementos diferentes κ1, . . . , κm+1 ∈ F . Para cada
i ∈ {1, . . . , m+1}, tomamos Ai ∈ C(X) tal que Ai∩κi 6= ∅, Ai∩ (X \Y ) 6= ∅
y Y 6⊂ Ai. Notemos que Ai /∈ F1(X). Fijemos un punto ai ∈ Ai ∩ κi y ob-
servemos que {ai}  Ai. De modo que, por el Teorema 2.2.7, existe un arco
ordenado αi : [0, 1] → C(Ai) de {ai} a Ai.

Tomemos i ∈ {1, . . . , m+ 1}. Notemos que

A = {A ∈ C([0, 1]) : 0 ∈ A}
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es un conjunto cerrado (por la Proposición 1.1.5) y que C(αi)|A : A →
C(C(X)) es una función continua (por la Propocisición 1.2.1). Por el Coro-
lario 4.3 de [12], C(C(Y )) es un conjunto cerrado. Aśı que

B = (C(αi)|A)−1(C(C(Y )))

también es un conjunto cerrado. Notemos que

B = {[0, t] ∈ A : C(αi)([0, t]) ∈ C(C(Y ))}

= {[0, t] ∈ A : αi([0, t]) ⊂ C(Y )}.

Como αi({0}) = {{ai}} ⊂ C(Y ), B 6= ∅. Utilizando la Proposición 1.2.7,
obtenemos que la función máx |A : A → [0, 1] es continua y observamos que
A es compacto y [0, 1] es Hausdorff. Aśı que máx |A es una función cerrada.
Por lo tanto, C = máx |A(B) es un conjunto cerrado. Definimos ti = máx(C).
Observamos que

ti = máx(máx |A(B))

= máx(máx{[0, t] ∈ A : C(αi)([0, t]) ⊂ C(Y )})

= máx{t ∈ [0, 1] : αi([0, t]) ⊂ C(Y )}.

Veamos que αi([0, ti]) ⊂ C(κi). Es claro que αi(0) ∈ C(κi). Sean s ∈ (0, ti] y
t ∈ [0, s]. Supongamos que αi(t) = Y . Entonces Y = αi(t) ⊂ αi(1) = Ai, lo
cual es un absurdo ya que Y 6⊂ Ai. De modo que αi([0, s]) ⊂ C(Y )\{Y }. Co-
mo Y es indescomponible, por el Lema 5.3.5, αi(0) = {ai} y αi(s) están con-
tenidos en la misma composante. Por tanto, αi(s) ∈ C(κi). Con esto hemos
probado que αi([0, ti]) ⊂ C(κi). En particular, se satisface que αi(ti) ∈ C(κi).

Definimos Bi = αi(ti) para cada i ∈ {1, . . . , m + 1}. Como Bi ∈ C(κi)
para cada i ∈ {1, . . . , m+1}, B1, . . . , Bm+1 son subcontinuos de Y ajenos dos
a dos. Sea ε > 0 tal que N(ε, B1), . . . , N(ε, Bm+1) sean ajenos dos a dos. Dada
i ∈ {1, . . . , m + 1}, como αi(1) = Ai 6⊂ Y , ti < 1. Por la continuidad de αi,
existe si ∈ (ti, 1) tal que para toda s ∈ [ti, si], H(αi(ti), αi(s)) < ε. Entonces,
por la Proposición 1.0.10, αi(s) ⊂ N(ε, αi(ti)) = N(ε, Bi) para cada s ∈
[ti, si]. De modo que

⋃

αi([ti, si]) ⊂ N(ε, Bi). Definimos Ci =
⋃

αi([ti, si]).
Teniendo en cuenta la Proposición 1.2.5 y el hecho de que αi([ti, si]) ⊂ C(X),
observamos que Ci es un continuo. Por tanto, C1, . . . , Cm+1 son subcontinuos
de X ajenos dos a dos. Además B1 ⊂ Y ∩ C1, . . . , Bm+1 ⊂ Y ∩ Cm+1. De
manera que
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C = (C1 ∪ · · · ∪ Cm+1) ∪ Y

es un subcontinuo de X .

Dada i ∈ {1, . . . , m + 1}, por la definición de ti, αi([0, si]) 6⊂ C(Y ). Esto
implica que Ci 6⊂ Y . Notemos que

C \ Y = (C1 \ Y ) ∪ · · · ∪ (Cm+1 \ Y ).

Como los subconjuntos C1 \ Y, . . . , Cm+1 \ Y son no vaćıos y están separa-
dos dos a dos, C \ Y tiene al menos m + 1 componentes. Entonces, por el
Teorema 7.3 de [12], C(X) contiene una (m + 1)-celda. Esto implica que
dim(C(X)) ≥ m + 1, lo cual es un absurdo (ya que dim(C(X)) = m) que
nació de suponer que m < |F |. Aśı, concluimos que |F | ≤ m = dim(C(X)). �

Lema 5.3.7. Sea X un continuo indescomponible. Entonces las arco com-
ponentes de C(X) \ {X} son de la forma C(κ) = {A ∈ C(X) : A ⊂ κ}, en
donde κ es una composante de X.

Demostración. Veamos que C(X) \ {X} no es arcoconexo. Para esto
supongamos que C(X) \ {X} śı es arcoconexo. Notemos, por el Lema 5.3.3,
que X tiene una cantidad no numerable de composantes. Sean x, y ele-
mentos de X que se encuentren en distintas composantes. Como {x} y
{y} ∈ C(X) \ {X}, existe un arco J ⊂ C(X) \ {X} con extremos {x} y
{y}. Aśı que, por el Lema 5.3.5, x y y pertenecen a la misma composante, lo
cual no puede ser. De modo que C(X) \ {X} no es arcoconexo.

Sea κ(p) una composante de X , para algún punto p ∈ X . Veamos que
C(κ(p)) es arcoconexo. Consideremos dos elementos A,B ∈ C(κ(p)). Aśı que,
A, B ⊂ κ(p). Tomemos a ∈ A y b ∈ B. Entonces a, b ∈ κ(p). De modo que,
existen M,N ∈ C(X) \ {X} tales que a, p ∈ M y b, p ∈ N . Notemos que
M,N ⊂ κ(p). Observemos que a ∈ A∩M , p ∈M ∩N y b ∈ N ∩B, aśı que,
A∪M∪N∪B es un continuo. Como A,B,M,N ⊂ κ(p), A∪M∪N∪B ⊂ κ(p).
Observemos que A,B ∈ C(A∪M ∪N ∪B) ⊂ C(κ(p)). Por el Corolario 6.11
de [12], C(A ∪M ∪N ∪ B) es arcoconexo. Por lo tanto, existe un arco con-
tenido en C(κ(p)) que contiene a A y B. Con esto, concluimos que C(κ(p))
es arcoconexo.
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Sea L una arco componente de C(X) \ {X} tal que C(κ(p)) ⊂ L. Supon-
gamos que existe un elemento L ∈ L \ C(κ(p)). Sea κ(q) la composante de
X que contiene a L. Observemos que κ(p) 6= κ(q). Tomemos M ∈ C(κ(p)).
Notemos que M,L ∈ L. De manera que, existe un arco J con extremos M y
L. Por el Lema 5.3.5, como J ⊂ C(X) \ {X}, M y L pertenecen a la misma
composante. Lo cual nos lleva a una contradicción, que nació de suponer que
C(κ(p))  L. Por lo tanto, concluimos que C(κ(p)) = L. De esta manera,
las arco componentes de C(X) \ {X} son de la forma C(κ), en donde κ es
una composante de X . �

Lema 5.3.8. Supongamos que dim(C(X)) < ∞ y que µ : C(X) → [0, 1]
es una función de Whitney. Sean Y un subcontinuo no degenerado, propio e
indescomponible de X, t > µ(Y ), K = {κ : κ es una composante de Y } y

F = {κ ∈ K : existe Aκ ∈ C(X) tal que Aκ ∩ κ 6= ∅ 6= Aκ ∩ (X \ Y ) y Y 6⊂ Aκ}.

Entonces, para cada κ ∈ K \F , la arco componente C(κ) de C(Y ) \ {Y }, es
arco componente de µ−1([0, t]) \ {Y }. Como consecuencia, µ−1([0, t]) \ {Y }
tiene una cantidad no numerable de arco componentes.

Demostración. Notemos que C(Y ) ⊂ µ−1([0, t]) ya que µ(Y ) < t. Por
los Lemas 5.3.6 y 5.3.3, el conjunto K \ F tiene una cantidad no numerable
de elementos. Tomemos κ ∈ K \F . Por el Lema 5.3.7, L = C(κ) es una arco
componente de C(Y ) \ {Y }. Como κ ⊂ Y ,

L = C(κ) ⊂ C(Y ) ⊂ µ−1([0, t]).

Por tanto

L ⊂ µ−1([0, t]) \ {Y }.

Veamos que L es una arco componente de µ−1([0, t]) \ {Y }. Sea M una arco
componente de µ−1([0, t]) \ {Y } tal que L ∩M 6= ∅. De modo que L ⊂ M.
Supongamos que

M∩ (µ−1([0, t]) \ C(Y )) 6= ∅.

De manera que L  M. Por lo tanto, existe un elemento M ∈ M \ C(Y ).
Aśı que M 6⊂ Y . Consideremos L ∈ L. Como L,M ∈ M, existe una función
continua e inyectiva α : [0, 1] → M tal que α(0) = L y α(1) = M .

Por la Proposición 1.1.5,
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A = {A ∈ C([0, 1]) : 0 ∈ A}

es un conjunto cerrado. Además, por la Proposición 1.2.1, C(α)|A : A →
C(C(X)) es una función continua. Por el Corolario 4.3 de [12], C(C(Y )) es
un conjunto cerrado. Aśı que,

B = (C(α)|A)−1(C(C(Y )))

también es un conjunto cerrado. Notemos que

B = {[0, s] ∈ A : C(α)([0, s]) ∈ C(C(Y ))} = {[0, s] ∈ A : α([0, s]) ⊂ C(Y )}.

Como α({0}) = {L} ⊂ C(Y ), B 6= ∅. Utilizando la Proposición 1.2.7, la
función máx |A : A → [0, 1] es continua y observamos que A es compacto
y [0, 1] es Hausdorff. Aśı que, máx |A es una función cerrada. Por lo tanto,
C = máx |A(B) es un conjunto cerrado. Definimos s0 = máx(C). Observamos
que

s0 = máx(máx |A(B))
= máx(máx{[0, s] ∈ A : C(α)([0, s]) ⊂ C(Y )})
= máx{s ∈ [0, 1] : α([0, s]) ⊂ C(Y )}.

En particular, α(s0) ∈ C(Y ).

Si s0 = 0 es claro que α(s0) ⊂ κ. En el caso en que s0 > 0, α([0, s0]) es
un arco. Notemos que

α([0, s0]) ⊂ M ⊂ µ−1([0, t]) \ {Y },

aśı que

α([0, s0]) ⊂ C(Y ) \ {Y }.

Como α(0) = L ⊂ κ, por el Lema 5.3.5, α(s0) ⊂ κ. Notemos que α(s0) 6= Y .

Consideremos y ∈ Y \ α(s0) y ε > 0 tales que Bd(ε, y) ∩ α(s0) = ∅. Ob-
servemos que y /∈ N(ε, α(s0)). Como α(s0) ∈ C(Y ) y α(1) 6⊂ Y , s0 < 1.
Por la continuidad de α, existe s1 ∈ (s0, 1) tal que, para toda s ∈ [s0, s1],
H(α(s0), α(s)) < ε. Entonces α(s) ⊂ N(ε, α(s0)) (por la Proposición 1.0.10)
y y /∈ α(s) para toda s ∈ [s0, s1].

Sea A =
⋃

α([s0, s1]). Teniendo en cuenta que α([s0, s1]) ⊂ C(X) y apli-
cando la Proposición 1.2.5, obtenemos que A ∈ C(X). Notemos que ∅ 6=
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α(s0) ⊂ A ∩ κ. Además A ⊂ N(ε, α(s0)), aśı que, y /∈ A. Luego, Y 6⊂ A. Por
la definición de s0, α([0, s1]) 6⊂ C(Y ). Como

⋃

α([0, s0]) ⊂ Y , α([s0, s1]) 6⊂
C(Y ). Esto implica que A 6⊂ Y . Esto prueba que κ ∈ F , lo cual es una con-
tradicción (pues κ /∈ F ) que nació de suponer que M∩(µ−1([0, t])\C(Y )) 6= ∅.
De modo que M ⊂ C(Y ) \ {Y }. Aśı, concluimos que L = M. Hemos proba-
do que las arco componentes, C(κ), de C(Y ) \ {Y } son arco componentes
de µ−1([0, t]) \ {Y }, cuando κ ∈ K \ F . Como K \ F es no numerable, el
conjunto {C(κ) : κ ∈ K \F} es no numerable, aśı que, µ−1([0, t]) \ {Y } tiene
una cantidad no numerable de arco componentes. �

Lema 5.3.9. (M. E. Aguilera) Supongamos que dim(C(X)) < ∞. Sean µ :
C(X) → [0, 1] una función de Whitney, Y un subcontinuo no degenerado de
X que es indescomponible, t > µ(Y ),

K = {κ : κ es una composante de Y } y

F = {κ ∈ K : existe Aκ ∈ C(X) tal que Aκ ∩ κ 6= ∅ 6= Aκ ∩ (X \ Y ) y Y 6⊂ Aκ}.

Si κ, τ y σ son tres composantes distintas K \ F , A ∈ C(κ), B ∈ C(τ) y
C ∈ C(σ), entonces existe un triodo simple contenido en µ−1([0, t]), que con-
tiene a Y como punto de ramificación y a A, B y C como extremos. Además,
las componentes de T \{Y } que tienen a A, B y C están contenidas, respec-
tivamente, en C(κ), C(τ) y C(σ).

Demostración. Notemos que A  Y . Entonces, por el Teorema 2.2.7,
existe un arco ordenado α : [0, 1] → C(Y ) de A a Y . Verifiquemos que
α([0, 1)) ⊂ κ. Tomemos s ∈ (0, 1). Como α es un arco ordenado, α(r)  
α(1) = Y para cada r ≤ s. Aśı que α([0, s]) ⊂ C(Y ) \ {Y }. Como Y es
indescomponible, por el Lema 5.3.5, α(s) ⊂ κ. Por tanto, α([0, 1)) ⊂ C(κ). De
manera similar, podemos obtener dos arcos ordenados β, γ : [0, 1] → C(Y )
de B a Y y de C a Y , respectivamente, tales que β([0, 1)) ⊂ C(τ) y γ([0, 1)) ⊂
C(σ). Esto nos lleva a que α([0, 1))∩ β([0, 1)) = ∅, α([0, 1))∩ γ([0, 1)) = ∅ y
γ([0, 1)) ∩ β([0, 1)) = ∅. Veamos que Imα ∩ Im β = {Y }. Es claro que Y ∈
Imα ∩ Im β. Sea s ∈ [0, 1). Como α es arco un ordenado, α(s)  α(1) = Y .
Como β(1) = Y , concluimos que α(s) 6= β(1). De manera similar se obtiene
que β(s) 6= α(1) para cada s ∈ [0, 1). Por lo tanto, Imα ∩ Im β = {Y }. De
manera similar, se obtiene que Imα∩ Im γ = {Y } e Im β ∩ Im γ = {Y }. Aśı,
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T = Imα ∪ Im β ∪ Im γ

es un triodo simple que contiene a Y como punto de ramificación y a A, B y
C como extremos. Notemos que T ⊂ C(Y ) ⊂ µ−1([0, t]).

Observemos que la componente de T \{Y } = α([0, 1))∪β([0, 1))∪γ([0, 1))
que tiene a A es α([0, 1)). Por lo probado en el párrafo anterior, α([0, 1)) ⊂
C(κ). De manera similar se tiene que las componentes de T \{Y } que tienen
a B y C están contenidas en C(τ) y C(γ), respectivamente. �

Teorema 5.3.10. (M. E. Aguilera) Supongamos que dim(C(X)) < ∞ y
µ : C(X) → [0, 1] es una función de Whitney. Si Y es un subcontinuo no
degenerado de X que es indescomponible y t > µ(Y ), entonces µ−1([0, t]) no
es homeomorfo a X × [0, 1].

Demostración. Sean

K = {κ : κ es una composante de Y } y

F = {κ ∈ K : existe Aκ ∈ C(X) tal que Aκ ∩ κ 6= ∅ 6= Aκ ∩ (X \ Y ) y Y 6⊂ Aκ}.

Notemos que K\F es un conjunto no numerable (por los Lemas 5.3.6 y 5.3.3).

Afirmación 1. Supongamos que τ, σ ∈ K \ F son dos composantes dis-
tintas y L ⊂ µ−1([0, t]) es un arco con un extremo en C(τ) y otro en C(σ).
Entonces Y ∈ L.

Supongamos, por el contrario, que Y /∈ L, lo que nos lleva a que L ⊂
µ−1([0, t])\{Y }. Notemos que L∩C(τ) 6= ∅ y L∩C(σ) 6= ∅. Por el Lema 5.3.8,
C(τ) y C(σ) son arco componentes de µ−1([0, t])\{Y }. Aśı que C(τ) = C(σ),
lo cual es una contradicción que nació de suponer que Y /∈ L. Por lo tanto,
Y ∈ L.

Afirmación 2. Fijemos tres composantes distintas κ0, τ0 y σ0 en K \F y
tres elementos A ∈ C(κ0), B ∈ C(τ0) y C ∈ C(σ0). Entonces existe un triodo
simple T contenido en µ−1([0, t]), que contiene a Y como punto de ramifi-
cación y a A, B y C como extremos. Además, las componentes de T \ {Y }
que tienen a A, B y C están contenidas, respectivamente, en C(κ0), C(τ0) y
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C(σ0).

Esta afirmación es el Lema 5.3.9.

Podemos suponer que T = I ∪J ∪K, en donde I, J y K son arcos tales
que A, Y son los extremos de I, B, Y son los de J y C, Y son los de K e
I ∩ J = J ∩K = K∩ I = {Y }. Aśı que I \ {Y } ⊂ C(κ0), J \ {Y } ⊂ C(τ0)
y I \ {Y } ⊂ C(σ0).

Para probar nuestro teorema supongamos, por el contrario, que existe un
homeomorfismo f : µ−1([0, t]) → X × [0, 1]. Aśı que f(T ) también es un
triodo simple. Sea f(Y ) = (x, p). Notemos que f(T ) 6⊂ {x}× [0, 1]. Tomemos
M ∈ T tal que f(M) /∈ {x}× [0, 1]. Podemos suponer que M ∈ I \ {Y }. Sea
f(M) = (z, q). Notemos que z 6= x.

Verifiquemos que

f(I \ {Y }) 6⊂ {z} × [0, 1].

Supongamos, por el contrario, que

f(I \ {Y }) ⊂ {z} × [0, 1].

Como f es continua,

f(clC(X)(I \ {Y })) ⊂ clX×[0,1](f(I \ {Y })).

De modo que

f(I) = f(clC(X)(I \ {Y })) ⊂ clX×[0,1](f(I \ {Y })) ⊂ {z} × [0, 1].

Por tanto, como Y ∈ I,(x, p) = f(Y ) ∈ {z} × [0, 1]. Lo cual es un absur-
do, ya que z 6= x. Aśı, f(I \ {Y }) 6⊂ {z} × [0, 1]. Esto nos dice que existe
N ∈ I \ {Y } tal que f(N) /∈ {z} × [0, 1]. Sea f(N) = (w, r) y notemos que
z 6= w. Supongamos que M y N son los subarcos de I y J , respectivamente,
que tienen a la pareja M y Y y a la pareja N y Y como extremos, respectiva-
mente. Por lo tanto, M∪N es un arco con extremos M ∈ C(κ0) y N ∈ C(τ0).

Supongamos que π : X × [0, 1] → X es la proyección a la primera coor-
denada. Como M ∪ N es localmente conexo, el Lema 3.2.80 nos dice que
π(f(M∪ N )) también es localmente conexo y, por el Teorema 2.3.16, éste
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es arcoconexo. Sea J un arco en π(f(M∪N )) que una a z con w. Entonces
J × [0, 1] es una 2-celda que contiene a f(M) y f(N). Dado un arco L en
J × [0, 1] que conecta a f(M) con f(N), tenemos que f−1(L) es un arco en
µ−1([0, t]) que conecta a M con N . Como M ∈ C(κ0) y N ∈ C(τ0), por
la Afirmación 1, obtenemos que Y ∈ f−1(L). Aśı que, f(Y ) ∈ L. Hemos
mostrado que todo arco en J × [0, 1] que conecta a f(M) con f(N) pasa por
f(Y ). Por el Lema 5.1.3, esto no puede ocurrir en una 2-celda. Por tanto
hemos obtenido una contradicción que termina la prueba del teorema. �

Concluimos este caṕıtulo haciendo las siguientes preguntas.

Problema 5.3.11. SeanK un subcontinuo deX tal que K es unR3-continuo
no degenerado, µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney y t > µ(K).
¿Será cierto que µ−1([0, t]) no es homeomorfo a X × [0, 1]?

Definición 5.3.12. Dado un continuo X podemos considerar su cono, de-
notado por Cono(X), como el espacio cociente que se obtiene cuando, en el
producto cartesiano X × [0, 1], se identifica al conjunto X × {1} en un solo
punto.

Problema 5.3.13. Supongamos que existe h : C(X) → Cono(X) homeo-
morfismo tal que h(F1(X)) = X×{0}. Sean µ : C(X) → [0, 1] una función de
Whitney y t ∈ (0, 1). ¿Será cierto que µ−1([0, t]) es homeomorfo a X × [0, 1]?

Problema 5.3.14. Supongamos que la dimensión de C(X) es finita y que los
bloques de Whitney suficientemente pequeños son homeomorfos a X × [0, 1].
¿Será cierto que los subcontinuos con medida de Whitney suficientemente
pequeña tienen que ser arcos?
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Caṕıtulo 6

Tipo 2-celda y tipo anillo

Como vimos en los Teoremas 4.1.2 y 4.1.4, los bloques de Whitney para
los casos en que X es un arco y una curva cerrada simple son homeomorfos
a X × [0, 1]. A partir de aqúı uno se puede preguntar cómo son los bloques
de Whitney para los casos en que X sea tipo arco o tipo circunferencia. A
continuación damos los conceptos y resultados necesarios para dar respuesta
a esto.

Definición 6.0.15. Sean Y un espacio métrico con métrica ρ, Z un espacio
topológico y ε > 0. Una función f : Y → Z es una ε-función (con respecto a
ρ) si es continua y diámρ(f

−1(z)) < ε para cada z ∈ f(Y ).

Lema 6.0.16. Sea f : X → Y una ε-función entre continuos. Si A,B son
subconjuntos de X tales que f(B) ⊂ f(A), entonces se cumple que B ⊂
N(ε, A).

Demostración. Tomemos b ∈ B. Por hipótesis, existe un elemento a ∈ A
tal que f(a) = f(b). De modo que a, b ∈ f−1(f(b)). Como f es una ε-función,
diámd(f

−1(b)) < ε. Por lo tanto, d(a, b) < ε, lo cual nos dice que b ∈ N(A, ε).
Con esto, queda probado que B ⊂ N(A, ε). �

Lema 6.0.17. Sean X y Y continuos y A un subconjunto cerrado de C(X)
tales que X /∈ A. Entonces existe un número ε > 0 tal que para toda ε-función
f : X → Y se satisface que f(A) 6= Y para todo elemento A ∈ A.

241
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Demostración. Sean ε > 0 tal que BH(ε,X) ∩ A = ∅ y f : X → Y
una ε-función. Si existe A ∈ A tal que f(A) = Y , entonces f(X) ⊂ f(A).
Por el Lema 6.0.16, X ⊂ N(ε, A). Claramente A ⊂ N(ε,X). Por la Proposi-
ción 1.0.10, H(X,A) < ε. Esto contradice la elección de ε y prueba que
f(A) 6= Y para toda A ∈ A. �

Lema 6.0.18. Si f : X → Y es una ε-función entre continuos, entonces
existe un número δ > 0 tal que diám(f−1(Z)) < ε, si Z ⊂ f(X) y diám(Z) <
δ.

Demostración. Supongamos que nuestra afirmación no es cierta. Sea
N ∈ N tal que 1

n
< ε para toda n ≥ N . Para cada n ≥ N , existe Zn ⊂ f(X)

tal que diám(Zn) < 1
n

y ε ≤ diám(f−1(Zn)). Notemos que 0 < ε − 1
n
< ε.

Por la definición de diámetro, existen elementos an, bn ∈ f−1(Zn) tales que
ε − 1

n
< d(an, bn) ≤ diám(f−1(Zn)). Como X es compacto, podemos supo-

ner que existen a, b ∈ X tales que ĺım an = a y ĺım bn = b. De manera
que ε ≤ d(a, b). Teniendo en cuenta que f es una función continua, te-
nemos que ĺım f(an) = f(ĺım an) = f(a) y ĺım f(bn) = f(ĺım bn) = f(b).
Como f(an), f(bn) ∈ Zn, d(f(an), f(bn)) ≤ diám(Zn) < 1

n
. De modo que,

d(f(a), f(b)) = 0, es decir f(a) = f(b). Aśı que, a, b ∈ f−1(f(a)), lo cual
nos lleva a que ε ≤ d(a, b) ≤ diám(f−1(f(a))). Esto es una contradicción al
hecho de que f es una ε-función. De esta manera, concluimos con que nuestra
afirmación es verdadera. �

Lema 6.0.19. Sean Z un continuo no degenerado, µ : C(Z) → [0, 1] una
función de Whitney, f : Z → [0, 1] una función continua y m : C([0, 1]) →
[0, 1] la función punto medio. Si s < 1, entonces, existe un elemento A ∈
µ−1(s) tal que m ◦ C(f)(A) = m ◦ C(f)(Z).

Demostración. Observamos que m ◦ C(f) : C(Z) → [0, 1] es una fun-
ción continua ya que ésta es la composición de funciones continuas. Notemos
que C(f)(Z) = [a, b] para algunos a, b ∈ [0, 1] tales que a ≤ b. Sea z ∈ Z
tal que f(z) = b. Observemos que {z}  Z. Como 0 ≤ s < 1, por el
Lema 2.2.4, existe un elemento A ∈ µ−1(s) tal que z ∈ A ⊂ Z. De modo que
b = f(z) ∈ f(A) ⊂ f(Z) = [a, b]. Por lo tanto, existe un elemento p ∈ [a, b]
tal que f(A) = [p, b]. Aśı que a+b

2
≤ p+b

2
≤ b+b

2
= b. Lo cual nos dice que

m◦C(f)(A) = e ∈ [a+b
2
, b]. De manera similar podemos obtener un elemento
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B ∈ µ−1(s) tal que m ◦ C(f)(B) = c ∈ [a, a+b
2

].

Como µ es una función de Whitney y s < 1, por el Lema 8.4 de [12],
µ−1(s) es un continuo. Lo cual nos conduce a que m ◦C(f)(µ−1(s)) también
es un continuo. Por lo probado en el párrafo anterior, tenemos que [c, e] ⊂
m ◦ C(f)(µ−1(s)). Como a+b

2
∈ [c, e], existe un elemento C ∈ µ−1(s) tal que

m ◦ C(f)(C) = a+b
2

= m ◦ C(f)(Z).

Con lo cual terminamos la prueba de nuestro lema. �

6.1. Tipo arco

En esta sección veremos que, para X tipo arco, todos sus bloques de
Whitney son tipo 2-celda.

Definición 6.1.1. Un continuo Y es tipo arco si para cada ε > 0, existe una
ε-función suprayectiva fε : Y → [0, 1]. Un continuo Y es tipo 2-celda si para
cada ε > 0, existe una ε-función suprayectiva fε : Y → [0, 1]2.

Teorema 6.1.2. (M. E. Aguilera) Sean X un continuo tipo arco y µ una
función de Whitney para C(X). Entonces µ−1([0, s]) es tipo 2-celda para cada
s ∈ (0, 1).

Demostración. Sea ε > 0. Por el Lema 2.2.1, existe δ > 0 tal que si A
y B son elementos de C(X) que satisfacen que µ(A) = µ(B) y B ⊂ N(δ, A),
entonces H(A,B) < ε

8
.

Tomemos η < mı́n{δ, ε
8
}. Como X es tipo arco, existe una η-función

suprayectiva f : X → [0, 1].

Definimos el conjunto:

T = {s ∈ [0, 1] : mı́n(C(f)(A)) = 0 para todo A ∈ µ−1(s)}.

Verifiquemos que T 6= ∅ y 0 /∈ T . Notemos que, por ser f una función
suprayectiva, f(X) = [0, 1]. Aśı,
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mı́n(C(f)(X)) = mı́n(f(X)) = mı́n([0, 1]) = 0.

Como µ−1(1) = {X}, 1 ∈ T . Por lo tanto T 6= ∅. Por otro lado, como f es
suprayectiva, existe x0 ∈ X tal que f(x0) = 1. Luego,

mı́n(C(f)({x0})) = mı́n({f(x0)}) = f(x0) = 1.

Como {x0} ∈ F1(X) = µ−1(0), concluimos que 0 /∈ T .

Por otra parte, por el Lema 2.3.6, sabemos que la función G : [0, 1] →
C(C(X)) dada por G(t) = µ−1(t) es continua. Como f : X → [0, 1] tam-
bién es continua, la Proposición 1.2.1 nos dice que la función C(C(f)) :
C(C(X)) → C(C([0, 1])), dada por

C(C(f))(A) = C(f)(A) = {C(f)(A) : A ∈ A},

también lo es. La Proposición 1.2.7 nos dice que las funciones máx,mı́n :
C([0, 1]) → [0, 1] son continuas. De modo que, nuevamente por la Proposi-
ción 1.2.1, C(mı́n) : C(C([0, 1])) → C([0, 1]) es continua. Definimos ϑ :
[0, 1] → [0, 1] como:

ϑ = máx ◦C(mı́n) ◦ C(C(f)) ◦G.

Luego, ϑ : [0, 1] → [0, 1] es continua. Cabe destacar que, para todo s ∈ [0, 1],
se tiene que

ϑ(s) = máx(C(mı́n)(C(C(f))(G(s))))
= máx(C(mı́n)(C(C(f))(µ−1(s))))
= máx(mı́n(C(C(f))(µ−1(s))))
= máx({mı́n(B) : B ∈ C(C(f))(µ−1(s))})
= máx({mı́n(B) : B ∈ C(f)(µ−1(s))})
= máx({mı́n(B) : B ∈ {C(f)(A) : A ∈ µ−1(s)}})
= máx({mı́n(C(f)(A)) : A ∈ µ−1(s)}).

Teniendo en cuenta que f es una función suprayectiva, observamos que

ϑ(0) = máx({mı́n(C(f)(A)) : A ∈ µ−1(0)})
= máx({mı́n(C(f)(A)) : A ∈ F1(X)})
= máx({mı́n(C(f)({x})) : x ∈ X})
= máx({mı́n(f({x})) : x ∈ X})
= máx({mı́n({f(x)}) : x ∈ X})
= máx({f(x) : x ∈ X})
= máx({y : y ∈ [0, 1]})
= máx([0, 1]) = 1
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y

ϑ(1) = máx({mı́n(C(f)(A)) : A ∈ µ−1(1)})
= máx({mı́n(C(f)(A)) : A ∈ {X}})
= máx({mı́n(C(f)(X))})
= máx({mı́n(f(X))})
= máx({mı́n([0, 1])})
= máx({0}) = 0.

Aśı que, ϑ−1(0) es un subconjunto cerrado, propio y no vaćıo de [0, 1].

Probemos que T = ϑ−1(0). Tomemos k ∈ T , entonces mı́n(C(f)(A)) = 0
para todo A ∈ µ−1(k). Aśı que,

ϑ(k) = máx({mı́n(C(f)(A)) : A ∈ µ−1(k)}) = máx({0}) = 0.

Con esto hemos visto que k ∈ ϑ−1(0). Supongamos l ∈ ϑ−1(0). Entonces
ϑ(l) = 0. De manera que,

máx({mı́n(C(f)(A)) : A ∈ µ−1(l)}) = 0,

esto nos dice que

{mı́n(C(f)(A)) : A ∈ µ−1(l)} = {0}.

Lo cual nos lleva a que mı́n(C(f)(A)) = 0, para todo elemento A ∈ µ−1(l),
por lo tanto, l ∈ T . Con esto, concluimos la prueba de que T = ϑ−1(0).

Aśı que T es un subconjunto cerrado de [0, 1]. Consideremos el número

t0 = mı́nT .

Notemos que 0 < t0. Consideremos t ∈ (0, 1). Probaremos, dividiendo la de-
mostración en dos casos, que µ−1([0, t]) es tipo 2-celda.

Caso (i). t < t0.

Definimos el conjunto:

Q = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : 0 ≤ x ≤ ϑ(y) y 0 ≤ y ≤ t}.

Definimos la función ϕ : µ−1([0, t]) → Q como:
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ϕ(A) =
(

mı́n ◦C(f)(A), µ(A)
)

.

Afirmación 1. La función ϕ está bien definida.

Sea A ∈ µ−1([0, t]). De modo que, ϕ(A) = (a, u) ∈ [0, 1]2. Recordemos
que G : [0, 1] → C(C(X)), C(C(f)) : C(C(X)) → C(C([0, 1])), C(mı́n) :
C(C([0, 1])) → C([0, 1]). De modo que C(mı́n) ◦ C(C(f)) ◦ G(µ(A)) es un
elemento de C([0, 1]) y, por lo tanto, es un subcontinuo de [0, 1]. Luego,
existen elementos b, c ∈ [0, 1] tales que

C(mı́n) ◦ C(C(f)) ◦G(µ(A)) = [b, c].

Como A ∈ G(µ(A)) = µ−1(µ(A)), tenemos

0 ≤ a = mı́n ◦C(f)(A) ∈ C(mı́n) ◦ C(C(f)) ◦G(µ(A)),

de manera que, a ∈ [b, c]. Aśı que,

a ≤ c = máx([b, c]) = máx
(

C(mı́n) ◦C(C(f)) ◦G(µ(A))
)

= ϑ(µ(A)) = ϑ(u).

Por otra parte, 0 ≤ u = µ(A) ≤ t. Aśı, obtenemos que (a, u) ∈ Q, de modo
que, ϕ está bien definida.

Afirmación 2. La función ϕ es continua.

Esta propiedad es clara ya que mı́n ◦C(f)|µ−1([0,t]) : µ−1([0, t]) → [0, 1] y
µ|µ−1([0,t]) : µ−1([0, t]) → [0, t] son funciones continuas.

Afirmación 3. La función ϕ es suprayectiva.

Sea (x, y) ∈ Q. Entonces 0 ≤ x ≤ ϑ(y) y 0 ≤ y ≤ t. Como f : X → [0, 1]
es suprayectiva, existe p ∈ X tal que f(p) = 0. Como {p}  X y 0 ≤ y < 1,
por el Lema 2.2.4, existe un elemento A ∈ µ−1(y) tal que p ∈ A. De manera
que mı́n(C(f)(A)) = 0. Por otro lado, como y ≤ t < 1 y µ es una función de
Whitney, por el Lema 8.4 de [12], µ−1(y) es un continuo. Por lo tanto,

C(mı́n) ◦ C(C(f))(G(y)) = C(mı́n) ◦ C(C(f))(µ−1(y))

también es un continuo y contiene a 0 y ϑ(y), entonces

[0, ϑ(y)] ⊂ C(mı́n) ◦ C(C(f))(µ−1(y)).
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Como x ∈ [0, ϑ(y)], existe un elemento B ∈ µ−1(y) tal que mı́n ◦C(f)(B) =
x. Aśı, tenemos que ϕ(B) = (x, y), de modo que ϕ es suprayectiva.

Afirmación 4. La función ϕ es una ε-función.

Tomemos (x, y) ∈ Q. Consideremos elementos A,B ∈ ϕ−1(x, y). Por
la definición de ϕ, sabemos que µ(A) = µ(B) = y y existen elementos
a, b ∈ [x, 1] tales que C(f)(A) = f(A) = [x, a] y C(f)(B) = f(B) = [x, b].
Entonces f(A) ⊂ f(B) o f(B) ⊂ f(A). Como f es η-función, podemos
aplicar el Lema 6.0.16 para obtener A ⊂ N(η, B) o B ⊂ N(η, A). Como
A,B ∈ µ−1(y) y η < δ, por la elección de δ, tenemos que H(A,B) < ε

8
. Co-

mo A y B son elementos cualesquiera de ϕ−1((x, y)), diám(ϕ−1((x, y))) < ε.

Afirmación 5. El conjunto Q es una 2-celda.

Definimos la función F : Q→ [0, 1] × [0, t] como

F (x, y) = ( x
ϑ(y)

, y).

Dado (x, y) ∈ Q, veamos que ϑ(y) 6= 0. Para empezar 0 ≤ y ≤ t. Supon-
gamos, por el contrario, que ϑ(y) = 0. Entonces y ∈ ϑ−1(0), esto nos lleva a
que t0 = mı́nϑ−1(0) ≤ y ≤ t. Lo cual es una contradicción ya que y ≤ t < t0.
Por lo tanto, ϑ(y) 6= 0 para cada y ∈ [0, t]. De manera que la función F
está bien definida y es continua.

Verifiquemos que F es inyectiva. Consideremos (x, y), (z, w) ∈ Q tales
que F (x, y) = F (z, w). Por la definición de F , tenemos x

ϑ(y)
= z

ϑ(w)
y y = w,

lo cual nos conduce a que x = z, por lo tanto, (x, y) = (z, w) y F es inyectiva.

Probemos que F es suprayectiva. Sea (x, y) ∈ [0, 1] × [0, t]. Entonces
las coordenadas del elemento (x · ϑ(y), y) satisfacen 0 ≤ x · ϑ(y) ≤ ϑ(y) y
0 ≤ y ≤ t, aśı que, (x · ϑ(y), y) ∈ Q. Notemos que

F (x · ϑ(y), y) = (x·ϑ(y)
ϑ(y)

, y) = (x, y).

Con esto, terminamos la prueba de que F es una función suprayectiva.

Como F es una función continua, inyectiva y suprayectiva entre continuos,
concluimos que F es un homeomorfismo y, por lo tanto, Q es una 2-celda.
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De modo que, µ−1([0, t]) es tipo 2-celda.

Caso (ii). t ≥ t0.

Afirmación 6. H(B,X) < ε
4

para todo B ∈ µ−1(t0).

Como f es suprayectiva, podemos considerar un elemento x ∈ f−1(1).
Notemos que {x}  X y t0 ∈ [0, 1]. Entonces (por el Lema 2.2.4) existe un
elemento A0 ∈ µ−1(t0) tal que x ∈ A0. Como

T = {s ∈ [0, 1] : mı́n(C(f)(A)) = 0 para todo elemento A ∈ µ−1(s)}
es cerrado y t0 = mı́n(T ), t0 ∈ T . De modo que mı́n(C(f)(A)) = 0 para
todo elemento A ∈ µ−1(t0). En particular, mı́n(C(f)(A0)) = 0, lo cual nos
dice que 0 ∈ C(f)(A0) y, por lo tanto, C(f)(A0) = [0, 1]. Mostraremos que
H(A0, X) < ε

8
. Sea y ∈ X . Entonces existe un elemento a ∈ A0 tal que

f(a) = f(y). Como f es η-función, sabemos que d(a, y) < η. Por la elec-
ción del número η, d(a, y) < ε

8
. Como y es un elemento cualquiera de X ,

X ⊂ N(A, ε
8
) y, por la Proposición 1.0.10, H(A0, X) < ε

8
.

Tomemos B ∈ µ−1(t0). Probemos que H(A0, B) < ε
8
. Notemos que

f(B) ⊂ f(A0) = [0, 1], lo cual nos conduce, por el Lema 6.0.16 y debido
a que f es una η-función, a que B ⊂ N(η, A0). Utilizando esta última afir-
mación, los hechos de que µ(A0) = µ(B), η < δ y la elección de δ, tenemos
que H(A0, B) < ε

8
.

Los dos párrafos anteriores los utilizamos para lo siguiente:

H(B,X) ≤ H(B,A0) +H(A0, X) < ε
8

+ ε
8

= ε
4
.

Por lo tanto, H(B,X) < ε
4

para todo elemento B ∈ µ−1(t0), aśı terminamos
la prueba de esta afirmación.

Por la Proposición 2.2.2, existe un número ρ > 0 tal que si A,B ∈ C(X),
son tales que A ⊂ B y µ(B) − µ(A) < ρ, entonces H(A,B) < ε

4
. Podemos

suponer ρ
2
< t0.

Afirmación 7. Sea r ∈ (0, 1) tal que t0 − ρ
2
< r < t0. Para cada

M,N ∈ µ−1([r, 1]), se satisface que H(M,N) < ε.
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Probemos que H(X,M) < ε
2
. Analicemos el caso µ(M) ≥ t0. Consideran-

do un elemento x ∈M , observamos que {x}  M . Como t0 ∈ [0, µ(M)], por
el Lema 2.2.4, existe un elemento B ∈ µ−1(t0) tal que B ⊂ M . Por la Afirma-
ción 6, H(B,X) < ε

4
y, por la Proposición 1.0.10, X ⊂ N( ε

4
, B). Utilizando

el hecho de que B ⊂M , llegamos a que X ⊂ N( ε
4
,M). De modo que, por la

Proposición 1.0.10, H(X,M) < ε
4
.

Veamos el caso µ(M) < t0. Como M  X y µ(M) < t0 < 1, por el
Lema 2.2.4, existe un elemento B ∈ µ−1(t0) tal que M ⊂ B. Como µ(M) ∈
[r, t0), tenemos µ(B)−µ(M) ≤ t0−r < ρ. Por la elección de ρ, H(M,B) < ε

4
.

Por la Afirmación 6, sabemos que H(B,X) < ε
4
. Por lo tanto,

H(M,X) < H(M,B) + H(B,X) < ε
4

+ ε
4

= ε
2
.

De modo que en ambos casos se satisface la desigualdad H(M,X) < ε
2
.

De manera similar se prueba que H(N,X) < ε
2
. Por lo tanto, utilizando la

desigualdad triangular llegamos a que H(M,N) < ε, aśı, concluimos la prue-
ba de la Afirmación 7.

Como r < t0, aplicamos el caso (i) para obtener una ε-función ϕ :
µ−1([0, r]) → Q, en donde

Q = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : 0 ≤ x ≤ ϑ(y) y 0 ≤ y ≤ r}.

Definimos la función ψ : µ−1([0, t]) → Q como:

ψ(A) =

{

(mı́n(C(f)(A)), r), si A ∈ µ−1([r, t]);
ϕ(A), si A ∈ µ−1([0, r]).

Tomemos A ∈ µ−1(r). Como µ(A) = r,

ϕ(A) =
(

mı́n(C(f)(A)), µ(A)
)

=
(

mı́n(C(f)(A)), r
)

.

Por otra parte, como ϕ es suprayectiva (por la Afirmación 3), se cumple que
ϕ(µ−1([0, r])) = Q. Verifiquemos que

ϕ(µ−1([r, 1])) ⊂ [0, ϑ(r)] × {r}.



250 CAPÍTULO 6. TIPO 2-CELDA Y TIPO ANILLO

Sea A ∈ µ−1([r, 1]). Entonces r ≤ µ(A). Consideremos a0 ∈ A. Como r > 0,
{a0}  A. De manera que podemos aplicar el Lema 2.2.4 para obtener un ele-
mento B ∈ µ−1(r) tal que {a0} ⊂ B ⊂ A. Por lo tanto, C(f)(B) ⊂ C(f)(A),
lo cual implica que mı́n(C(f)(A)) ≤ mı́n(C(f)(B)) ≤ ϑ(r). Por lo tanto,
ψ((A) ∈ [0, ϑ(r)] × {r}. Aśı, hemos probado que ϕ(µ−1([r, 1])) ⊂ [0, ϑ(r)] ×
{r}. En resumen, hemos visto que ψ es una función bien definida, suprayec-
tiva y continua (ya que es continua en µ−1([0, r]) y en µ−1([r, t])).

Verifiquemos que ψ es una ε-función. Sea (x, y) ∈ Q. Consideremos ele-
mentos A,B ∈ ψ−1(x, y). En el caso en que y < r, A,B ∈ ϕ−1(x, y). La
Afirmación 4 nos dice que ϕ es una ε-función y, como A,B ∈ µ−1([0, r]),
obtenemos que H(A,B) < ε. Supongamos que y ≥ r. Entonces µ(A) ≥ r
y µ(B) ≥ r, es decir, A,B ∈ µ−1([r, t]). Por la Afirmación 7, sabemos que
H(A,B) < ε. Aśı, terminamos la prueba de que ψ es una ε-función. Por la
Afirmación 5, Q es homeomorfo a [0, 1] × [0, r]. Por lo tanto, µ−1([0, t]) es
tipo 2-celda.

En resumen, en ambos casos probamos que µ−1([0, t]) es tipo 2-celda para
cada t ∈ (0, 1), aśı, terminamos la prueba de nuestro teorema. �

6.2. Tipo circunferencia

En esta sección veremos que, para X tipo circunferencia, sus bloques de
Whitney suficientemente pequeños son tipo anillo.

Definición 6.2.1. Un continuo Y es tipo circunferencia si para cada ε > 0,
existe una ε-función suprayectiva fε : Y → S. Un continuo Y es tipo anillo
si para cada ε > 0, existe una ε-función suprayectiva fε : Y → S × [0, 1].

Teorema 6.2.2. (M. E. Aguilera) Sean X tipo circunferencia y µ : C(X) →
[0, 1] una función de Whitney. Entonces existe t0 ∈ (0, 1] tal que µ−1([0, s])
es tipo anillo para cada s ≤ t0.

Demostración. Supongamos que d y D son las métricas de X y S, res-
pectivamente. Sean t ∈ (0, 1) y ε > 0. Probaremos que existe una ε-función
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suprayectiva ϕ : µ−1([0, t0]) → S × [0, t0] para algún t0 ∈ (0, t].

Por la Proposición 2.2.1 y los Lemas 6.0.16 y 6.0.17, existe un número
δ > 0 que satisface las siguientes propiedades:

(a) si A,B ∈ C(X) son tales que µ(A) = µ(B) y A ⊂ N(δ, B), entonces
H(A,B) < ε;

(b) si A,B ⊂ X son tales que f(A) ⊂ f(B), para una δ-función f : X →
S, entonces A ⊂ N(δ, B) ;

(c) para toda δ-función f : X → S se tiene que f(A) 6= S para todo
elemento A ∈ µ−1([0, t]).

Consideremos ε0 > 0 tal que ε0 < mı́n{ε, δ}. Como X es tipo circunfe-
rencia, existe una ε0-función suprayectiva g : X → S. Por otro lado, por el
Lema 6.0.18, existe un número λ > 0 tal que:

(d) si A ⊂ S y diám(A) < λ, entonces diám(g−1(A)) < ε0. Supongamos
que λ < 1.

Tomemos m ∈ N tal que D((1, 0), exp(2πi 1
m

)) < λ
2
. Consideremos la

distancia ρ = D((1, 0), exp(2πi 1
m

)). Para cada j ∈ {1, . . . , m}, definimos

zj = exp(2πi j−1
m

). Notemos que D(zj, zj+1) = ρ, para cada j ∈ {1, . . . , m−1},
y D(z1, zm) = ρ. Como g es una función suprayectiva, existen elementos
x1, . . . , xm ∈ X tales que g(x1) = z1, . . . , g(xm) = zm. Observemos que m > 8
ya que ρ < λ

2
< 1

2
.

Sea j ∈ {1, . . . , m}. Por la continuidad de la función g, existe un número
ǫ > 0 tal que g(Bd(ǫ, xj)) ⊂ BD(ρ

8
, zj). Consideremos un arco ordenado α :

[0, 1] → C(X) de {xj} a X . Por la continuidad de α, existe un número η > 0
tal que, si r ≤ η, entonces α(r) ∈ BH(ǫ, {xj}). Utilizando el Lema 1.1.11,
obtenemos que α(r) ⊂ Bd(ǫ, xj) si r ≤ η. En el caso en que µ(α(η)) ≤ t, defi-
nimos Aj = α(η). En el caso en que µ(α(η)) > t, como µ(α(0)) = µ({xj}) =
0 < t, por el Lema 2.2.9, existe η0 ∈ (0, η) tal que α(η0) ∈ µ−1(t). Definimos
Aj = α(η0). Hacemos

t0 = mı́n{µ(Aj) : j ∈ {1, . . . , m}}.
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Observemos que 0 < t0 ≤ t. Dado j ∈ {1, . . . , m}, como {xj}  Aj y 0 < t0 ≤
µ(Aj), por el Lema 2.2.4, existe un elemento Bj ∈ µ−1(t0) tal que Bj ⊂ Aj.
Notemos que Bj ⊂ Bd(ǫ, xj). De modo que, g(Bj) ⊂ g(Bd(ǫ, xj)) ⊂ BD(ρ

8
, zj).

Por la Proposición 1.2.1, sabemos que C(g) : C(X) → C(S) es una
función continua. Sea m : C(S) \ {S} → S la función punto medio. Co-
mo g es una δ-función (ya que ε0 < δ) y t0 ≤ t, por (c), tenemos que
g(A) 6= S para todo elemento A ∈ µ−1([0, t0]). De modo que, la función
G = m ◦ C(g)|µ−1([0,t0]) : µ−1([0, t0]) → S está bien definida y es continua.

Definimos

M = G(µ−1(t0)),

el cual es un subcontinuo de S. Observemos que G(Bj) = m ◦ C(g)(Bj) ∈
BD(ρ

8
, zj), para cada j ∈ {1, . . . , m}. Como BD(ρ

8
, z1), . . . , BD(ρ

8
, zm) son aje-

nas y m > 8, M es un subcontinuo no degenerado de S.

Afirmación 1. M ⊂ G(µ−1(s)) para cada s ∈ [0, t0].

Sea z ∈ M . Probaremos que, para cada s ∈ [0, t0), existe un elemento
E ∈ µ−1(s) tal que G(E) = z. Como g es suprayectiva, g(X) = S. Entonces
C(g)(F1(X)) = F1(S). De modo que

G(µ−1(0)) = G(F1(X)) = m(C(g)(F1(X))) = m(F1(S)) = S.

Aśı, para el caso s = 0, existe E ∈ µ−1(s) tal que G(E) = z. Tomemos
s ∈ (0, t0). Como M = G(µ−1(t0)), existe un elemento Z ∈ µ−1(t0) tal que
G(Z) = z. En el caso en que C(g)(Z) = g(Z) = {z} ∈ F1(S), fijemos
un elemento y ∈ Z. Como t0 > 0, {y}  Z. Aplicando el Lema 2.2.4,
tenemos que existe un elemento F ∈ µ−1(s) tal que F ⊂ Z. De modo que,
g(F ) ⊂ g(Z) = {z}, aśı que, g(F ) = {z}. De manera que G(F ) = m(g(F )) =
m({z}) = z. Veamos el caso en que C(g)(Z) /∈ F1(S). Entonces C(g)(Z) es
un arco. Sea J = C(g)(Z). Notemos que g|Z : Z → J es una función conti-

nua,
µ|C(Z)

µ(Z)
: C(Z) → [0, 1] es una función de Whitney (por el Lema 2.0.10)

y s
µ(Z)

< 1. De modo que, el Lema 6.0.19 nos asegura la existencia de un

elemento E ∈
(µ|C(Z)

µ(Z)

)−1( s
µ(Z)

)

tal que m ◦ C(g|Z)(E) = m ◦ C(g|Z)(Z). Por
el Lema 2.3.3,
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(µ|C(Z)

µ(Z)

)−1( s
µ(Z)

)

= (µ|C(Z))
−1(s).

Por lo tanto, E ∈ (µ|C(Z))
−1(s) y G(E) = G(Z) = z. Con esto hemos probado

que, para cada s ∈ [0, t0), existe un elemento E ∈ µ−1(s) tal que G(E) = z.
De manera que, M ⊂ G(µ−1(s)) para cada s ∈ [0, t0].

Verifiquemos que µ−1([0, s]) es tipo anillo para cada s ∈ [0, t0].

Caso (1). M = S.

En este caso, definimos la función ϕ : µ−1([0, t0]) → S × [0, t0], como:

ϕ(A) = (G(A), µ(A)).

Observemos que ϕ está bien definida y es continua. Veamos que ϕ es
una ε-función. Consideremos A,B ∈ µ−1([0, t0]) tales que ϕ(A) = ϕ(B). En-
tonces µ(A) = µ(B) y G(A) = G(B). Por la definición de la función G,
m(C(g)(A)) = m(C(g)(B)) y, por la definición de la funciones m y C(g),
g(A) ⊂ g(B) o g(B) ⊂ g(A). Como g es una δ-función (ya que ε0 < δ), por
(b), obtenemos que A ⊂ N(δ, B) o B ⊂ N(δ, A). Teniendo en cuenta que
µ(A) = µ(B) y utilizando (a), tenemos que H(A,B) < ε. Con esto, hemos
probado que ϕ es una ε-función.

Verifiquemos que ϕ es una función suprayectiva. Por la Afirmación 1,
M ⊂ G(µ−1(s)) para cada s ∈ [0, t0]. Aśı que, G(µ−1(s)) = S para cada
s ∈ [0, t0]. Por tanto, ϕ(µ−1([0, t0])) = S × [0, t0].

De modo que ϕ es una ε-función suprayectiva. Notemos que ϕ|µ−1([0,s]) :
µ−1([0, s]) → S × [0, s] también es una ε-función suprayectiva para cada
s ∈ (0, t0]. Aśı que, en este caso, µ−1([0, s]) es tipo anillo para cada s ∈ (0, t0].

Caso (2). M 6= S.

Para cada j ∈ {1, . . . , m}, sea θj ∈ [0, 1] tal que G(Bj) = exp(2πiθj).
Podemos suponer que θ1 < · · · < θm y {exp(2πiθ) : θ ∈ [θ1, θm]} ⊂ M (si no
fuera aśı reindexamos y escogemos un rango adecuado). Tomemos φ1 = 1

8m

y φm = 1 − 9
8m

. Observemos que

D(z1, exp(2πiφ1)) = D(zm, exp(2πiφm)) = ρ
8
.
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Definimos

N = {exp(2πiθ) : θ ∈ [0, θ1] ∪ [θm, 1]} y

L = {exp(2πiθ) : θ ∈ [0, φ1) ∪ (φm, 1]}.

Notemos que BD(ρ
8
, z1) ∪ BD(ρ

8
, zm) ⊂ L y que G(B1) y G(Bm) son los ex-

tremos del arco N .

Afirmación 2. Sea A ∈ µ−1([0, t0]) tal que G(A) ∈ N . Entonces g(A) ⊂
L (en donde G = m ◦ C(g)|µ−1([0,t0])).

Para probar esta afirmación, supongamos lo contrario, que existe x ∈
g(A) \L. Teniendo en cuenta que G(B1) ⊂ BD(ρ

8
, z1), G(Bm) ⊂ BD(ρ

8
, zm) y

que G(B1) y G(Bm) son los extremos del arco N , obtenemos que B1  A o
Bm  A. Lo cual nos lleva a que t0 = µ(B1) < µ(A) o t0 = µ(Bm) < µ(A),
lo cual es un absurdo. Por tanto, g(A) ⊂ L. De esta manera, concluimos con
la Afirmación 2.

Afirmación 3. diám(L) < λ.

Utilizando la desigualdad triangular tenemos lo siguiente:

D(exp(2πiφ1), exp(2πiφm))

≤ D(exp(2πiφ1), z1) +D(z1, zm) +D(zm, exp(2πiφm))

= ρ
8

+ ρ+ ρ
8

= 5
4
ρ < 5

4
λ
2
< λ.

Como m > 8, la longitud de arco de L es menor que π
2

y, por lo tanto,

diám(L) = D(exp(2πiφ1), exp(2πiφm)) < λ.

Con esto, terminamos nuestra afirmación.

Consideremos a S como {exp(2πiθ) : θ ∈ [0, 1]}. Definimos la función
f : S → S como:

f(exp(2πiθ)) =

{

exp(2πi θ−θ1
θm−θ1

), si θ ∈ [θ1, θm];

(1, 0), si θ ∈ [0, θ1] ∪ [θm, 1].
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Notemos que f es una función continua y suprayectiva. De modo que, F =
f ◦ G : µ−1([0, t0]) → S está bien definida y es continua. Definimos ϑ :
µ−1([0, t0]) → S × [0, t0] como:

ϑ(A) = (F (A), µ(A)).

Observemos que esta función está bien definida y es continua. Por la
definición de la función f y teniendo en cuenta que {exp(2πiθ) : θ ∈ [θ1, θm]}
⊂M , obtenemos que

S = f({exp(2πiθ) : θ ∈ [θ1, θm]}) ⊂ f(M)

y, por tanto, f(M) = S. Tomemos s ∈ [0, t0]. Por la Afirmación 1, M ⊂
G(µ−1(s)). Aplicando f , obtenemos

S = f(M) ⊂ f(G(µ−1(s))) = F (µ−1(s)),

aśı que, F (µ−1(s)) = S. Lo cual nos lleva a que Imϑ = S × [0, t0]. Por lo
tanto, ϑ es una función suprayectiva.

Verifiquemos que ϑ es una ε-función. Sean (w, s) ∈ S × [0, t0] y A, B ∈
ϕ−1((w, s)). Consideramos dos casos.

Caso (i). w 6= (1, 0).

En este caso, por la definición de las funciones F y f , G(A) = G(B) = w
y µ(A) = µ(B) = s. Lo cual nos lleva a que ϕ(A) = ϕ(B), en donde ϕ
está definida como en el Caso 1. Como vimos, ϕ es una ε-función. Aśı que
H(A,B) < ε.

Caso (ii). w = (1, 0).

Teniendo en cuenta las definiciones de las funciones F y f , tenemos que
G(A), G(B) ∈ N . Aśı que, por la Afirmación 2, g(A), g(B) ⊂ L. De modo
que, A, B ⊂ g−1(L). Por otra parte, por la Afirmación 3, diám(L) < λ. Lo
cual nos lleva, por (d), a que diám g−1(L) < ε0. De modo que, dados a ∈ A
y b ∈ B, se satisface que

d(a, b) ≤ diám(A ∪ B) ≤ diám(g−1(L)) < ε0.
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Aśı que A ⊂ N(ε0, B) y B ⊂ N(ε0, A). Aplicando la Proposición 1.0.10,
obtenemos que H(A,B) < ε0. Como ε0 < ε, concluimos que H(A,B) < ε.

Por tanto ϑ, es una ε-función suprayectiva. Notemos que ϑ|µ−1([0,s]) :
µ−1([0, s]) → S × [0, s] también es una ε-función suprayectiva para cada
s ∈ (0, t0]. Concluimos, también para este caso, que µ−1([0, s]) es tipo anillo
para cada s ∈ (0, t0]. �

Finalizamos este caṕıtulo con las siguientes preguntas.

Problema 6.2.3. Supongamos que existe una función de Whitney µ : C(X) →
[0, 1] tal que µ−1([0, s]) es tipo 2-celda para cada s ∈ (0, 1). ¿Será cierto que
X es tipo arco?

Problema 6.2.4. ¿Para X tipo circunferencia, será cierto que todos sus blo-
ques de Whitney son tipo anillo?

Problema 6.2.5. Supongamos que existen una función de Whitney µ :
C(X) → [0, 1] y t > 0 tal que µ−1([0, s]) es tipo anillo para cada s ∈ [0, t].
¿Será cierto que X es tipo circunferencia?

Definición 6.2.6. Sea T un triodo simple. Un continuo Y es tipo triodo
simple si para cada ε > 0, existe una ε-función suprayectiva fε : Y → T .

Problema 6.2.7. ¿Cómo serán los bloques de Whitney para X tipo triodo
simple?



Caṕıtulo 7

Cε(X) y sus propiedades de
conexidad

En esta parte, en colaboración con A. Illanes, damos respuesta las si-
guientes preguntas hechas por E. L. McDowell y B. E. Wilder en [18] y [20].

(a) ¿Cε(X) \ Z será conexo cuando Z es cero dimensional? (Pregunta 3.10
de [18].)

(b) ¿Si X es un continuo localmente conexo, entonces Cε(X) será ćıclica-
mente conexo para cada ε > 0? (Pregunta 2 de [20].)

(c) ¿Para cuáles continuos X , será cierto que Cε(X) es cerrado numerable
aposindético para cada ε > 0? (Pregunta 3.3 de [18].)

Veamos primero algunos conceptos y resultados básicos que nos auxilia-
rán en la prueba de los teoremas principales.

Definición 7.0.8. Si ε > 0, definimos el hiperespacio de los continuos de
diámetro pequeño como el conjunto:

Cε(X) = {A ∈ C(X) : diám(A) ≤ ε}.

Observación 7.0.9. Notemos que, si diám(X) ≤ ε, Cε(X) = C(X). De
modo que, para este caso no estamos definiendo nada nuevo. Por tanto, con-
sideraremos en este caṕıtulo que ε < diám(X).

257
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Teorema 7.0.10. El hiperespacio de los continuos de diámetro pequeño es
un continuo.

Demostración. Sean ε > 0, A ∈ Cε(X)\F1(X) y a ∈ A. Como {a}  A,
por el Teorema 2.2.7, existe un arco ordenado αA : [0, 1] → C(X) de {a} a
A. Tomemos r ∈ [0, 1]. Por las propiedades de un arco ordenado, se tiene que
αA(r) ⊂ αA(1) = A, lo cual nos lleva a que diám(αA(r)) ≤ diám(A) ≤ ε.
Esto nos dice que ImαA ⊂ Cε(X). Notemos que A ∈ ImαA. Por lo tanto,

Cε(X) = F1(X) ∪⋃{ImαA : A ∈ Cε(X)}.

Observemos que ImαA es conexo e ImαA∩F1(X) 6= ∅ para cada A ∈ Cε(X).
Teniendo en cuenta que F1(X) también es conexo, obtenemos que Cε(X)
también es conexo. Como la función diám es continua en C(X) (por el resul-
tado de la pág. 55 de [16]) tenemos que diám−1([0, ε]) = Cε(X) es cerrado.
Aśı concluimos que Cε(X) es un continuo. �

Lema 7.0.11. Si ε > 0 y µ es una función de Whitney para C(X), entonces
existe un número t0 ∈ (0, 1) tal que µ−1([0, t0]) ⊂ Cε(X).

Demostración. Por la Proposición 2.2.2, existe s ∈ (0, 1) tal que si
A,B ∈ C(X), A ⊂ B y µ(B) − µ(A) < s, entonces H(A,B) < ε. Fijemos
t0 < s. Consideremos t ∈ [0, t0]. Vamos a probar que µ−1(t) ⊂ Cε(X). Sean
A ∈ µ−1(t) y a ∈ A. Como µ(A)−µ({a}) = µ(A) = t ≤ t0 < s, H(A, {a}) <
ε. Por la Proposición 1.0.10, la última desigualdad nos conduce a que A ⊂
N(ε, {a}) = Bd(ε, a). De modo que, d(a, b) < ε para todo elemento b ∈ A.
Luego d(a, b) < ε para todo par de elementos de A. Por tanto,

diám(A) = máx{d(a, b) : a, b ∈ A} ≤ ε.

Con esto, concluimos que µ−1(t) ⊂ Cε(X). Aśı, µ−1([0, t0]) ⊂ Cε(X). �

7.1. Cε(X) menos un conjunto 0 dimensional

En esta sección veremos que al hiperespacio de los continuos de diámetro
pequeño no lo puede desconectar el hiperespacio de los singulares ni ningún
conjunto cero dimensional.
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Lema 7.1.1. (M. E. Aguilera y A. Illanes) Si ε > 0, entonces Cε(X)\F1(X)
es conexo.

Demostración. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Por el
Lema 7.0.11, existe un número t ∈ (0, 1) tal que µ−1(t) ⊂ Cε(X). Por el
Teorema 8.3 de [12], µ−1(t) es conexo.

Veamos que, dado un elemento A ∈ (Cε(X) \ F1(X)) \ µ−1(t), existe un
conexo de Cε(X) \ F1(X) que contiene a A y que intersecta a µ−1(t).

Caso (i). µ(A) < t.

Como A  X y µ(A) < t < 1 = µ(X), por el Lema 2.2.4, existe
B ∈ µ−1(t) tal que A  B. Por el Teorema 2.2.7, existe un arco ordena-
do αA : [0, 1] → C(X) de A a B. Notemos que B ∈ ImαA ∩ µ−1(t). Como
B ∈ µ−1(t) ⊂ Cε(X), se tiene que diám(B) ≤ ε. De modo que, para cada
s ∈ [0, 1], por las propiedades que tiene un arco ordenado, se satisface que
A = αA(0) ⊂ αA(s) ⊂ αA(1) = B. Por lo tanto, diám(αA(s)) ≤ diám(B) ≤ ε.
Entonces αA(s) ∈ Cε(X). Observemos que αA(s) /∈ F1(X) ya que A /∈
F1(X) y A ⊂ αA(s). En resumen, tenemos A ∈ ImαA ⊂ Cε(X) \ F1(X)
e ImαA ∩ µ−1(t) 6= ∅.

Caso (ii). t < µ(A).

Fijemos un elemento a ∈ A. Observemos que {a} ⊂ A y µ({a}) = 0 <
t < µ(A). Aplicando el Lema 2.2.4, obtenemos un elemento B ∈ µ−1(t) tal
que B  A. Por el Teorema 2.2.7, existe un arco ordenado αA : [0, 1] → C(X)
de B a A. Notemos que B ∈ ImαA ∩ µ−1(t). Consideremos s ∈ [0, 1], por las
propiedades que tiene un arco ordenado, se tiene que B = α(0) ⊂ αA(s) ⊂
αA(1) = A. Como diám(A) ≤ ε, llegamos a que diám(αA(s)) ≤ diám(A) ≤ ε,
de manera que αA(s) ∈ Cε(X). Notemos que B /∈ F1(X) ya que B ∈ µ−1(t).
Teniendo en cuenta que B ⊂ αA(s), obtenemos que αA(s) /∈ F1(X). De modo
que, A ∈ ImαA ⊂ Cε(X) \ F1(X) e ImαA ∩ µ−1(t) 6= ∅.

Con esto, obtuvimos la igualdad de conjuntos:

Cε(X) \ F1(X) = µ−1(t) ∪
(
⋃{ImαA : A ∈ (Cε(X) \ F1(X)) \ µ−1(t)}

)

,

Por lo tanto, Cε(X) \ F1(X) es la unión de conexos que intersectan a un
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conexo, lo cual nos dice que Cε(X) \ F1(X) también es conexo. �

El siguiente teorema es el resultado principal de [14].

Teorema 7.1.2. El hiperespacio C(X) no se puede desconectar por ninguno
de sus subconjuntos cero dimensionales.

El siguiente resultado es el Teorema 4.7 de [25]

Teorema 7.1.3. Sea Y un espacio métrico separable y compacto. Entonces
dim(Y ) = 0 si y sólo si Y es totalmente disconexo.

Teorema 7.1.4. (M. E. Aguilera y A. Illanes) Sea ε > 0. El hiperespacio
Cε(X) no se puede desconectar por ninguno de sus subconjuntos cero dimen-
sionales.

Demostración. Sea Z ⊂ Cε(X) cero dimensional. Supongamos, por el
contrario, que Cε(X) \ Z no es conexo. De modo que, existen dos subcon-
juntos ajenos y no vaćıos K y L de Cε(X) tales que Cε(X) \ Z = K | L.
Definimos los siguientes subconjuntos:

K0 = {A ∈ Cε(X) \ F1(X) : C(A) \ Z ⊂ K} y

L0 = {A ∈ Cε(X) \ F1(X) : C(A) \ Z ⊂ L}.

Veamos que Cε(X) \ F1(X) = K0 | L0.

Afirmación 1. Cε(X) \ F1(X) = K0 ∪ L0.

Consideremos un elemento A ∈ Cε(X) \ F1(X). El Teorema 7.1.2 nos
dice que C(A) \ Z es un subconjunto conexo y no vaćıo de Cε(X) \ Z. De
modo que, C(A) \ Z ⊂ K o C(A) \ Z ⊂ L, lo cual nos dice que A ∈ K0 o
A ∈ L0. Aśı, hemos probado que Cε(X) \ F1(X) ⊂ K0 ∪ L0. Es claro que
K0 ∪ L0 ⊂ Cε(X) \ F1(X). Por tanto, Cε(X) \ F1(X) = K0 ∪ L0.

Afirmación 2. K0 6= ∅ y L0 6= ∅.



7.1. Cε(X) MENOS UN CONJUNTO 0 DIMENSIONAL 261

Como K 6= ∅, podemos elegir un elemento A ∈ K. El hecho de que
diám(A) ≤ ε < diám(X), nos dice que A  X . Por lo tanto, por el Teo-
rema 2.2.7, podemos considerar un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) de A
a X . Observemos que la composición de las funciones diám ◦α : [0, 1] →
[0, diám(X)] es continua. Como

diám(α(0)) = diám(A) ≤ ε < diám(X) = diám(α(1)),

por el Teorema del Valor Intermedio, existe un número r ∈ [0, 1) tal que
diám(α(r)) = ε. Por las propiedades que tiene un arco ordenado, como
0 ≤ r, A = α(0) ⊂ α(r). Si suponemos que α(r) ∈ F1(X), llegamos a
que diám(α(r)) = 0, lo cual es un absurdo que prueba que α(r) /∈ F1(X). De
modo que α(r) ∈ Cε(X) \ F1(X). Notemos que A ∈ (C(α(r)) \ Z) ∩ K. El
Teorema 7.1.2 nos lleva a que C(α(r))\Z es conexo, y como éste intersecta a
K, obtenemos que C(α(r)) \ Z ⊂ K. Por la definición de K0, llegamos a que
α(r) ∈ K0, de manera que K0 6= ∅. De manera similar se obtiene que L0 6= ∅.

Afirmación 3. clC(X)(K0) ∩ L0 = ∅ y K0 ∩ clC(X)(L0) = ∅.

Supongamos, por el contrario, que existe un elemento A ∈ clC(X)(K0)∩L0.
Aśı que, A ∈ Cε(X) \ F1(X), C(A) \ Z ⊂ L y existe una sucesión {An}∞n=1

de elementos de Cε(X) \ F1(X) tal que C(An) \ Z ⊂ K para cada n ∈ N y
ĺımAn = A. Sea n ∈ N, fijemos un elemento an ∈ An. Como {an}  An, el
Teorema 2.2.7 nos asegura que existe un arco ordenado αn : [0, 1] → C(X)
de {an} a An. Por el Corolario 4.3 de [12], como Cε(X) es un continuo,
sabemos que C(Cε(X)) es compacto. Como X y C(Cε(X)) son compactos
podemos suponer que las sucesiones {an}∞n=1 y {Imαn}∞n=1 convergen a ele-
mentos a ∈ X y A ∈ C(Cε(X)). Observemos que, para cada n ∈ N,
{an}, An ∈ Imαn. Por la Proposición 1.1.3 (a), aplicada a las sucesiones
{{an}}∞n=1 y {Imαn}∞n=1, {a} ∈ A. Aplicando la misma Proposición 1.1.3
(a) a {An}∞n=1 y {Imαn}∞n=1, obtenemos que A ∈ A. Como A /∈ F1(X),
{a} 6= A. Lo cual nos dice que A es no degenerado. Si suponemos que
A \ Z = ∅, entonces A ⊂ Z. Esto nos lleva (por el Teorema 4.2.7) a que
dim(A) ≤ dim(Z) = 0. Lo cual nos dice que dim(A) = 0, y por tanto, uti-
lizando el Teorema 7.1.3, obtenemos que A es totalmente disconexo, lo cual es
un absurdo. De manera que, A\Z 6= ∅. Aśı que, existe un elemento B ∈ A\Z.
Como ĺım Imαn = A, La Proposición 1.1.9, nos asegura que existe una suce-
sión {sn}∞n=1 de números del intervalo [0, 1] tal que ĺımαn(sn) = B. Dado
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n ∈ N, por la continuidad del arco ordenado αn, existe un arco Jn ⊂ [0, 1]
que contiene a sn y tal que

αn(Jn) ⊂ BH( 1
n
, αn(sn)).

Si tuviéramos que αn(Jn)\Z = ∅, utilizando nuevamente los Teoremas 4.2.7 y
7.1.3, obtendŕıamos que αn(Jn) es totalmente disconexo, lo cual no puede ser
ya que αn(Jn) es un continuo no degenerado. De modo que, αn(Jn) \ Z 6= ∅.
Por lo tanto, podemos elegir un elemento tn ∈ Jn tal que αn(tn) /∈ Z.

Verifiquemos que la sucesión {αn(tn)}∞n=1 converge al elemento B. Sea ε >
0. Teniendo en cuenta la convergencia de las sucesiones { 1

n
}∞n=1 y {αn(sn)}∞n=1,

elegimos N ∈ N tal que 1
n
< ε

2
y H(B, αn(sn)) < ε

2
, para n ≥ N . Utilizando

la desigualdad triangular, tenemos lo siguiente para n ≥ N :

H(B, αn(tn)) ≤ H(B, αn(sn)) +H(αn(sn), α(tn)) < ε
2

+ 1
n
< ε

2
+ ε

2
< ε.

Aśı, hemos visto que ĺımαn(tn) = B.

Por las propiedades de los arcos ordenados, teniendo en cuenta que tn ≤ 1,
obtenemos que αn(tn) ⊂ αn(1) = An para toda n ∈ N. Utilizando la Proposi-
ción 1.1.3 (a), aplicada a las sucesiones {αn(tn)}∞n=1 y {An}∞n=1, tenemos que
B ⊂ A, aśı que B ∈ C(A). Por lo tanto, αn(tn) ∈ C(An) \ Z ⊂ K para
cada n ∈ N y B ∈ C(A) \ Z ⊂ L. De manera que B ∈ clC(X)(K) ∩ L,
lo cual no puede ser ya que esta intersección es vaćıa. Esto prueba que
clC(X)(K0) ∩ L0 = ∅. De manera similar se obtiene que K0 ∩ clC(X)(L0) = ∅.

Hemos visto que Cε(X) \ F1(X) = K0 | L0, lo cual es una contradicción
al Lema 7.1.1, que nació de suponer que Cε(X) \ Z no era conexo. Aśı, ter-
minamos la prueba de que Cε(X) \ Z es conexo. �

7.2. Cε(X) es ćıclicamente conexo

En esta sección primero veremos un lema para después probar que Cε(X)
es ćıclicamente conexo para X arcoconexo.
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Lema 7.2.1. (M. E. Aguilera y A. Illanes) Si A es un elemento de C(X) \
F1(X), entonces existen dos puntos p y q en A y dos arcos ordenados α, β :
[0, 1] → C(X), de {p} a A y de {q} a A, tales que Imα ∩ Im β = {A}.

Demostración. Consideramos dos casos:

Caso 1. A es indescomponible.

El Teorema 11.15 de [24] nos dice que X tiene una cantidad no numerable
de composantes, aśı que, podemos fijar dos puntos p y q de A que estén en
composantes distintas. Como {p}, {q}  A, por el Teorema 2.2.7, existen
dos arcos ordenados α, β : [0, 1] → C(X) de {p} a A y de {q} a A, respec-
tivamente. Es claro que A ∈ Imα ∩ Im β. Veamos que Imα ∩ Im β ⊂ {A}.
Sean r, s ∈ [0, 1] tales que α(r) = β(s) y supongamos que α(r) = β(s) 6= A,
de modo que, r, s < 1. Por las propiedades de los arcos ordenados, teniendo
en cuenta que 0 ≤ r, s < 1, obtenemos que {p} = α(0) ⊂ α(r)  α(1) = A
y {q} = α(0) ⊂ β(s)  β(1) = A. Por tanto, α(r) = β(s) es un subcontinuo
propio de A que contiene a p y q, lo que nos lleva a una contradicción ya que
p y q están en composantes distintas. Por lo tanto, α(r) = β(s) = A. Aśı,
hemos visto que Imα ∩ Im β = {A}.

Caso 2. A es descomponible.

Por la definición de un continuo descomponible, existen dos subcontinuos
propios D y E de A tales que A = D ∪ E. Fijemos elementos p ∈ D \ E y
q ∈ E \D. Como {p}  D, {q}  E, D  A y E  A, por el Teorema 2.2.7,
existen arcos ordenados γ, δ, κ, τ : [0, 1] → C(X) de {p} a D, de {q} a E, de
D a A y de E a A, respectivamente. Definimos α : [0, 1] → C(X) como:

α(u) =

{

γ(2u), si u ∈ [0, 1
2
];

κ(2u− 1), si u ∈ [1
2
, 1].

Notemos que γ(2(1
2
)) = γ(1) = D y κ(2(1

2
)−1) = κ(0) = D, aśı que, α es

una función continua. Observemos que α(0) = γ(2(0)) = γ(0) = {p} y que
κ(2(1) − 1) = κ(1) = A. Sean v, w ∈ [0, 1] tales que v < w. En los casos en
que v, w ∈ [0, 1

2
] o v, w ∈ (1

2
, 1], utilizamos que γ(v)  γ(w) o κ(v)  κ(w)

para obtener que α(v)  α(w). Supongamos que v ∈ [0, 1
2
] y w ∈ (1

2
, 1],

entonces
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α(v) = γ(2v) ⊂ γ(2(12 )) = γ(1) = D = κ(0) = κ(2(12 )− 1)  κ(2w − 1) = α(w).

Lo cual nos lleva a que α(v)  α(w). Por lo tanto, α es un arco ordenado
de {p} a A con la propiedad de que α(1

2
) = γ(21

2
) = γ(1) = D. De manera

similar, utilizando los arcos ordenados δ y τ , se construye un arco ordenado
β : [0, 1] → C(X) de {q} a A tal que β(1

2
) = E.

Es claro que A ∈ Imα∩ Im β. Verifiquemos que Imα∩ Im β ⊂ {A}. Sean
r, s ∈ (0, 1] tales que α(r) = β(s). Veamos que r ∈ (1

2
, 1]. Supongamos, por el

contrario, que r ≤ 1
2
. Por las propiedades de los arcos ordenados y teniendo

en cuenta que 0 ≤ s, tenemos que α(r) ⊂ α(1
2
) = D y {q} = β(0) ⊂ β(s).

Aśı que q ∈ β(s) = α(r) ⊂ D. Lo cual es una contradicción, ya que q se eli-
gió de manera que q /∈ D. Por lo tanto, r > 1

2
. De manera similar, obtenemos

que s > 1
2
.

Utilizando nuevamente las propiedades de los arcos ordenados y los hechos
de que 1

2
< r ≤ 1 y 1

2
< s ≤ 1, obtenemos que D = α(1

2
) ⊂ α(r) ⊂ α(1) = A

y E = β(1
2
) ⊂ β(s) ⊂ β(1) = A. De manera que A = D ∪ E ⊂ α(r) = β(s).

Por lo tanto, α(r) = β(s) = A. Aśı, concluimos que Imα ∩ Im β = {A}. Con
esto, finalizamos la prueba de nuestro lema. �

Definición 7.2.2. Un continuo X es ćıclicamente conexo si cualesquiera dos
puntos del continuo están contenidos en una curva cerrada simple.

Teorema 7.2.3. (M. E. Aguilera y A. Illanes) Si X es arcoconexo y ε > 0,
entonces Cε(X) es ćıclicamente conexo.

Demostración. Notemos que F1(X) es arcoconexo, ya que F1(X) es iso-
métrico a X y este último, por hipótesis, es arcoconexo. Sea µ : C(X) → [0, 1]
una función de Whitney. Por el Lema 7.0.11, existe un número t0 ∈ (0, 1) tal
que µ−1(t) ⊂ Cε(X) para cada t ∈ [0, t0]. Por el Teorema 2.3.15, µ−1(t) es
arcoconexo para cada t ∈ (0, 1). Tomemos A,B ∈ Cε(X) tales que A 6= B.
Consideramos tres casos.

Caso (1). A,B ∈ Cε(X) \ F1(X).

Como µ(A) > 0, µ(B) > 0 y t0 > 0, podemos elegir un número s ∈ (0, 1)
tal que
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s < mı́n{t0, µ(A), µ(B)}.

Por el Lema 7.2.1, existen elementos x, y ∈ A, z, w ∈ B y arcos ordena-
dos α, β, γ, δ : [0, 1] → C(X) de {x} a A, {y} a A, {z} a B y {w} a B,
respectivamente, tales que Imα ∩ Im β = {A} e Im γ ∩ Im δ = {B}. Sea

F =
(

Imα ∪ Im β
)

∩
(

Im γ ∪ Im δ
)

.

Como α es un arco ordenado, para r ≤ 1 tenemos α(r) ⊂ α(1) = A. Por lo
tanto, diám(α(r)) ≤ diám(A) ≤ ε. De modo que Imα ⊂ Cε(X). De manera
similar, se prueba que Im β ⊂ Cε(X), Im γ ⊂ Cε(X) e Im δ ⊂ Cε(X). Por lo
tanto, F ⊂ Cε(X). Consideremos los siguientes subcasos:

Subcaso (1.1). F ∩ µ−1([s, 1]) 6= ∅.

En este subcaso, fijemos un elemento D ∈ F tal que

µ(D) = máx{µ(C) : C ∈ F}.

Observemos que µ(D) ∈ [s, 1]. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que D = α(u) = γ(v) para algunos valores u, v ∈ [0, 1]. Notemos que u 6= 1
o v 6= 1, ya que A 6= B. Veamos que

α((u, 1]) ∩
(

Im γ ∪ Im δ
)

= ∅.

Si existiera un elemento en esta intersección, éste seŕıa de la forma α(p), para
algún p ∈ (u, 1]. Como α es un arco ordenado, tendŕıamos que D = α(u)  
α(p), lo cual nos llevaŕıa a que µ(D) < µ(α(p)). Esto contradice la forma en
que elegimos al elemento D. De modo que nuestra intersección es vaćıa. De
manera similar obtenemos que

γ((v, 1]) ∩
(

Imα ∪ Im β
)

= ∅.

Aśı que, α([u, 1]) ∪ γ([v, 1]) es un arco en Cε(X) que contiene a A y B.

Como F1(X) ∪ Im β ∪ Im δ es arcoconexo, existe un arco I ⊂ F1(X) ∪
Im β ∪ Im δ con extremos A y B. Observemos que

(

α([u, 1]) ∪ γ([v, 1])
)

∩ I ⊂
(

α([u, 1]) ∪ γ([v, 1])
)

∩
(

F1(X) ∪ Im β ∪ Im δ
)

.

Veamos que
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α([u, 1]) ∩
(

F1(X) ∪ Im β ∪ Im δ
)

= {A}.

Como µ(α(u)) = µ(D) ∈ [s, 1] y s > 0, α([u, 1]) ∩ F1(X) = ∅. Tenemos que
Imα ∩ Im β = {A}. Por otra parte, si tuviéramos que existe w ∈ [0, 1] tal
que δ(w) = α(u) (teniendo en cuenta que α((u, 1]) ∩ Im δ = ∅), entonces
δ(w) = γ(v). Esto nos lleva a que w = 1 = v (ya que Im γ ∩ Im δ = {B}), lo
cual es un absurdo ya que v 6= 1. Aśı que Im δ ∩ α([u, 1]) = ∅. Es claro que
A ∈ α([u, 1])∩ Im β. Con esto, hemos obtenido que la igualdad de conjuntos
deseada. De manera similar, se obtiene que

γ([v, 1]) ∩
(

F1(X) ∪ Im β ∪ Im δ
)

= {B}.

Por tanto,
(

α([u, 1]) ∪ γ([v, 1])
)

∩ I = {A,B}.

Lo que nos permite asegurar que

α([u, 1]) ∪ γ([v, 1]) ∪ I

es una curva cerrada simple en Cε(X) que contiene a A y B.

Subcaso (1.2). F ∩ µ−1([s, 1]) = ∅.

Como

µ(α(0)) = µ({x}) = 0 < s < µ(A) = µ(α(1)) y

µ(γ(0)) = µ({z}) = 0 < s < µ(B) = µ(γ(1)),

podemos aplicar el Lema 2.2.9 para asegurar que existen elementos u, v ∈
(0, 1) tales que α(u), γ(v) ∈ µ−1(s). Notemos que

α([u, 1]) ∩ γ([v, 1]) = ∅,

ya que F ∩ µ−1([s, 1]) = ∅. Como µ−1(s) es arcoconexo (por el Teore-
ma 2.3.15), existe una función continua e inyectiva η : [0, 1] → µ−1(s) tal
que η(0) = α(u) y η(1) = γ(v). Sea w ∈ [u, 1], entonces α(u) ⊂ α(w). De
modo que s = µ(α(u)) ≤ µ(α(w)), aśı que α([u, 1]) ⊂ µ−1([s, 1]). De manera
similar, se prueba que γ([v, 1]) ⊂ µ−1([s, 1]). Podemos suponer que

0 = máx{p ∈ [0, 1] : η(p) ∈ α([0, 1]) ∪ β([0, 1])} y



7.2. Cε(X) ES CÍCLICAMENTE CONEXO 267

1 = mı́n{p ∈ [0, 1] : η(p) ∈ γ([0, 1]) ∪ δ([0, 1])},

aśı que,

η((0, 1)) ∩
(

Imα ∪ Im β ∪ Im γ ∪ Im δ
)

= ∅.

Veamos que

α([u, 1]) ∩ Im η = {α(u)}.

Es claro que α(u) ∈ α([u, 1]) ∩ Im η. Por otro lado, si tuviéramos que existe
w ∈ [u, 1] tal que α(w) = η(1), tendŕıamos que α(u) ⊂ α(w) = η(1) = γ(v).
Lo que nos lleva a que α(u) = γ(v), ya que α(u), γ(v) ∈ µ−1(s), lo cual es
un absurdo, ya que α(u) 6= γ(v). De modo que, α([u, 1])∩ Im η = {α(u)}. De
manera similar, se prueba que

γ([v, 1]) ∩ Im η = {γ(v)}.

Teniendo en cuenta que α([u, 1]) ∩ γ([v, 1]) = ∅, deducimos que α([u, 1]) ∪
Im η ∪ γ([v, 1]) es un arco con extremos A y B.

Por otra parte, como F1(X) ∪ Im β ∪ Im δ es arcoconexo, existe un arco
J ⊂ F1(X) ∪ Im β ∪ Im δ con extremos A y B. Notemos que

J ∩
(

α([u, 1])∪Im η∪γ([v, 1])
)

⊂
(

F1(X)∪Im β∪Im δ
)

∩
(

α([u, 1])∪Im η∪γ([v, 1])
)

.

Como α([u, 1]) ∪ Im η ∪ γ([v, 1]) ⊂ µ−1([s, 1]),

F1(X) ∩
(

α([u, 1]) ∪ Im η ∪ γ([v, 1])
)

= ∅.

Es claro que

Im β ∩ α([u, 1]) = {A}.

Veamos que

Im β ∩ Im η = ∅.

Si tuviéramos que existe w ∈ [0, 1] tal que β(w) = η(0), como η(0) = α(u) e
Imα ∩ Im β = {A}, llegaŕıamos a que w = u = 1. De modo que s < µ(A) =
µ(η(0)) = s, lo cual es un absurdo. Si tuviéramos que existe w ∈ [0, 1] tal que
β(w) = η(1), tendŕıamos que β(w) ∈ F (ya que η(1) = γ(v)) y, por lo tanto,
F ∩ µ−1([s, 1]) 6= ∅ (ya que η(1) ∈ µ−1(s)). Aśı llegamos a una contradicción
que nos lleva a afirmar que nuestra intersección es vaćıa. Ahora verifiquemos
que
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Im β ∩ γ([v, 1]) = ∅.

Si existiera un elemento E ∈ γ([v, 1])∩Im β, tendŕıamos que E ∈ F . Entonces
existiŕıa w ∈ [v, 1] tal que E = γ(w). De modo que, γ(v) ⊂ γ(w) = E, aśı que,
s = µ(γ(v)) ≤ µ(E). Esto nos diŕıa que F ∩ µ−1([s, 1]) 6= ∅, lo cual no se
puede dar, aśı que, nuestra intersección es vaćıa. Por lo tanto,

Im β ∩
(

α([u, 1]) ∪ Im η ∪ γ([v, 1])
)

= {A}.

De manera similar, se obtiene que

Im δ ∩
(

α([u, 1]) ∪ Im η ∪ γ([v, 1])
)

= {B}.

De modo que,

J ∩
(

α([u, 1]) ∪ Im η ∪ γ([v, 1])
)

= {A,B}.

Por lo tanto,

J ∪ α([u, 1]) ∪ Im η ∪ γ([v, 1])

es una curva cerrada simple en Cε(X) que contiene a A y B.

Caso 2. A ∈ Cε(X) \ F1(X) y B ∈ F1(X).

Por el Lema 7.2.1, existen dos puntos p y q en A y dos arcos ordenados
α, β : [0, 1] → C(X), de {p} a A y de {q} a A, tales que Imα ∩ Im β = {A}.
Como F1(X) es arcoconexo, existe un arco I con extremos {p} y {q}. En el
caso en que B ∈ {{p}, {q}}, como

(

Imα ∪ Im β
)

∩ F1(X) = {{p}, {q}},

Imα ∪ Im β ∪ I

es una curva cerrada simple en Cε(X) que contiene a A y a B.

Construyamos una curva cerrada simple en el caso en que B /∈ {{p}, {q}}.
Podemos suponer que t0 < µ(A). Observemos que B  X y 0 < t0 < 1.
Entonces (por el Lema 2.2.4) existe un elemento C ∈ µ−1(t0) tal que B  C.
Por el Teorema 2.2.7, existe un arco ordenado γ : [0, 1] → C(X) de B a C.
En el caso en que Im γ ∩

(

Imα ∪ Im β
)

6= ∅, consideramos el número

u0 = mı́n{u ∈ [0, 1] : γ(u) ∈ Imα ∪ Im β}.
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Podemos suponer que γ(u0) = α(s). De modo que, γ([0, u0])∪α([s, 1])∪ Im β
es un arco con extremos B y {q} y sólo intersecta a F1(X) en estos elementos.
Como F1(X) es arcoconexo, existe un arco I ⊂ F1(X) con extremos B y {q}.
Aśı, hemos obtenido la curva cerrada simple

γ([0, u0]) ∪ α([s, 1]) ∪ Im β ∪ I

en Cε(X) que contiene a los elementos A y B.

Veamos el caso en que Im γ∩
(

Imα∪Im β
)

= ∅. Como µ(α(0)) = µ({p}) =
0 < t0 < µ(A) = µ(α(1)), por el Lema 2.2.9, existe un elemento v ∈ [0, 1]
tal que α(v) ∈ µ−1(t0). Como µ−1(t0) es arcoconexo (por el Teorema 2.3.15),
existe una función continua e inyectiva η : [0, 1] → µ−1(t0) tal que η(0) = C
y η(1) = α(v). Podemos suponer que

1 = mı́n{u ∈ [0, 1] : η(u) ∈ Imα ∪ Im β}.

Como F1(X) es arcoconexo, existe un arco I ⊂ F1(X) con extremos B y {q}.
Observemos que,

I ∩
(

Im γ ∪ α([v, 1]) ∩ β([0, 1])
)

= {B, {q}}.

Por tanto, I∪Im γ∪Imα([v, 1])∪Im β es una curva cerrada simple en Cε(X)
que contiene a A y B.

Caso 3. A,B ∈ F1(X).

Como F1(X) es arcoconexo, existe un arco I ⊂ F1(X) con extremos A y
B.

Teniendo en cuenta que A  X , B  X y que 0 < t0 < 1, aplicamos
el Lema 2.2.4 para obtener elementos M,N ∈ µ−1(t0) tales que A ⊂ M
y B ⊂ N . Sean α, β : [0, 1] → C(X) arcos ordenados de A a M y de B
a N , respectivamente. En el caso en que Imα ∩ Im β 6= ∅, Imα ∪ Im β es
arcoconexo. De modo que, existe un arco J ⊂ Imα ∪ Im β con extremos A
y B. Notemos que

(

Imα ∪ Im β
)

∩ F1(X) = {A,B}.

Por tanto,
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J ∩ I = {A,B},

aśı que J ∪ I es una curva cerrada simple que contiene a A y B.

En el caso en que Imα ∩ Im β = ∅, Imα ∪ I ∪ Im β es un arco que
contiene a A y B. Como µ−1(t0) es arcoconexo, existe un arco J ⊂ µ−1(t0)
con extremos M y N . Observemos que

(

Imα ∪ I ∪ Im β)
)

∩ J = {M,N}.

Por tanto,

Imα ∪ I ∪ Im β ∪ J

es una curva cerrada simple que contiene a A y B. Aśı, concluimos nuestro
tercer caso y la prueba de nuestro teorema. �

7.3. Cε(X) es cerrado 0 dimensional aposindé-

tico

En esta sección probaremos que Cε(X) es cerrado cero dimensional apo-
sindético, para esto primero probaremos el siguiente lema.

Lema 7.3.1. (M. E. Aguilera y A. Illanes) Sean µ una función de Whitney
para C(X), ε > 0, Z un cerrado cero dimensional de Cε(X) y A un compacto
de Cε(X) tal que A ∩ Z = ∅. Entonces existe un número λ > 0 tal que,
para cada elemento B ∈ A y cada r ∈ [0, µ(B)], existe un elemento C ∈
C(B) ∩ µ−1(r) tal que BH(λ, C) ∩ Z = ∅.

Demostración. Para cada D ∈ Cε(X), consideremos la distancia

H(D,Z) = mı́n{H(D,Z) : Z ∈ Z}.

Para cada B ∈ A y cada r ∈ [0, µ(B)], definimos el número:

δ(B, r) = máx{H(D,Z) : D ∈ C(B) ∩ µ−1(r)}.

Verifiquemos que δ(B, r) > 0. Supongamos que B /∈ F1(X). Sea r < µ(B).
Por el Lema 2.3.3,



7.3. Cε(X) ES CERRADO 0 DIMENSIONAL APOSINDÉTICO 271

C(B) ∩ µ−1(r) =
(

µ|C(B)

)−1
(r) =

(µ|C(B)

µ(B)

)−1
( r
µ(B)

)

es un continuo no degenerado. Además C(B) ∩ µ−1(r) ⊂ C(B) ⊂ Cε(X).
Aśı que, por el Teorema 7.1.3, dim

(

C(B)∩ µ−1(r)
)

> 0. Por lo tanto, existe
un elemento D ∈

(

C(B)∩µ−1(r)
)

\Z. Lo que nos lleva a que δ(B, r) > 0. En
el caso en que r = µ(B), como B ∈ A y A ∩ Z = ∅, B /∈ Z. Por otra parte,
sabemos que C(B) ∩ µ−1(r) = {B}, por lo tanto, δ(B, r) = H(B,Z) > 0.
En el caso en que B ∈ F1(X), C(B) ∩ µ−1(0) = {B}. Por tanto δ(B, 0) =
H(B,Z) > 0. Aśı, hemos obtenido que δ(B, r) > 0 para todo B ∈ A y para
todo r ∈ [0, µ(B)].

Definimos el número:

λ = ı́nf{δ(B, r) : B ∈ A y r ∈ [0, µ(B)]}.

Veamos que λ > 0. Supongamos, por el contrario que, λ = 0. Esto nos dice
que existen sucesiones {Bn}∞n=1 y {rn}∞n=1 de A y [0, 1], respectivamente, tales
que, para cada n ∈ N, rn ∈ [0, µ(Bn)] y ĺım δ(Bn, rn) = 0. Para cada n ∈ N,
hacemos

Mn = C(Bn) ∩ µ−1(rn).

En el caso en que rn < µ(Bn), por el Lema 2.3.3,

Mn =
(µ|C(Bn)

µ(Bn)

)−1
( rn
µ(Bn)

) = (µ|C(Bn))
−1(rn)

es un continuo no degenerado. En el caso en que rn = µ(Bn),

Mn = {Bn}.

De modo que, en ambos casos Mn es un continuo. Por la compacidad de los
conjuntos A, [0, 1] y C(C(X)), podemos suponer que ĺımBn = B, ĺım rn = r
y ĺımMn = M, para algunos B ∈ A, r ∈ [0, 1] y M ∈ C(C(X)). Verifique-
mos que

M ⊂ C(B) ∩ µ−1(r).

Por la continuidad de la función µ y teniendo en cuenta que 0 ≤ rn ≤ µ(Bn),
obtenemos que 0 ≤ r ≤ µ(B). Esto nos lleva a que C(B)∩ µ−1(r) 6= ∅. Dado
un elemento D ∈ M, como ĺımMn = M (por la Proposición 1.1.9), existe
una sucesión {Dn}∞n=1 tal que ĺımDn = D y Dn ∈ Mn para cada n ∈ N.
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De manera que, Dn ⊂ Bn y µ(Dn) = rn para cada n ∈ N. Por la Proposi-
ción 1.1.3 (a) aplicada a las sucesiones {Dn}∞n=1 y {Bn}∞n=1, D ⊂ B y, por la
continuidad de la función µ, µ(D) = r. Esto nos lleva a la contención deseada.

El Lema 8.1 de [12], nos asegura que

Bn =
⋃{E : E ∈ Mn}, si rn ∈ (0, µ(Bn)),

⋃{E : E ∈ Mn} =
⋃{{b} : b ∈ Bn} = Bn, si rn = 0 y

⋃{E : E ∈ Mn} =
⋃{Bn} = Bn, si rn = µ(Bn).

Aśı que, Bn =
⋃Mn para cada n ∈ N. La Proposición 1.2.5, nos dice que la

función unión es continua, de modo que,

B = ĺımBn = ĺım
⋃Mn =

⋃

ĺımMn =
⋃M.

Veamos que existe un elemento E ∈ M\Z. Para el caso en que r < µ(B),
si suponemos que existe F ∈ C(B) ∩ µ−1(r) tal que M = {F}, tendŕıamos
que B =

⋃M = F . Lo cual nos diŕıa que µ(B) = µ(F ) = r < µ(B),
lo cual es una contradicción. Por tanto, M es un continuo no degenerado.
Aśı que, dim(M) > 0 (por el Teorema 7.1.3), lo cual nos asegura la exis-
tencia de un elemento E ∈ M \ Z. En el caso en que r = µ(B), como
M ⊂ C(B)∩µ−1(r) = {B} y M 6= ∅, M = {B}. Como A∩Z = ∅ y B ∈ A,
B /∈ Z. Aśı, hemos visto, para cualquiera de los casos, que existe E ∈ M\Z.

Tomemos η > 0 tal que BH(2η, E) ∩ Z = ∅. Como E ∈ M = ĺımMn,
la Proposición 1.1.9, nos asegura que existe una sucesión {En}∞n=1 tal que
ĺımEn = E y En ∈ Mn para cada n ∈ N. Sea N ∈ N tal que H(E,En) < η
para cada n ≥ N . Consideremos n ≥ N y F ∈ BH(η, En). Utilizando la
desigualdad triangular, tenemos que

H(F,E) ≤ H(F,En) +H(En, E) < η + η = 2η,

entonces BH(η, En) ⊂ BH(2η, E). Aśı que, BH(η, En) ∩ Z = ∅. Por tanto,
η ≤ H(En,Z) ≤ δ(Bn, rn). Eso contradice el hecho de que ĺım δ(Bn, rn) = 0,
con lo que terminamos la prueba de que λ > 0.

Verifiquemos que λ satisface la propiedad deseada. Sean B ∈ A y r ∈
[0, µ(B)]. La compacidad del subconjunto C(B) ∩ µ−1(r) nos asegura que
existe un elemento C ∈ C(B) ∩ µ−1(r) tal que H(C,Z) = δ(B, r) ≥ λ. Esto
implica que
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BH(λ, C) ∩ Z = ∅.

Aśı, terminamos la prueba de nuestro lema. �

Teorema 7.3.2. (M. E. Aguilera y A. Illanes) Si ε > 0, entonces Cε(X) es
cerrado cero dimensional aposindético.

Demostración. Sean Z un subconjunto cerrado cero dimensional de
Cε(X), A ∈ Cε(X) \ Z y M una vecindad cerrada de A en Cε(X) tal que
M∩Z = ∅. Sea µ : C(X) → [0, 1] una función de Whitney. Por el Lema 7.3.1,
existe un número λ > 0 que satisface la siguiente propiedad: para cada
B ∈ M y cada r ∈ [0, µ(B)], existe un elemento C ∈ C(B) ∩ µ−1(r) tal
que BH(λ, C) ∩ Z = ∅. Elijamos λ de tal manera que

λ < mı́n{H(M,Z) : M ∈ M y Z ∈ Z}.

Veamos que, para N ∈ N(λ
2
,M), se cumple que H(N,Z) ≥ λ

2
. Supon-

gamos, por el contrario, que H(N,Z) < λ
2
. Como N ∈ N(λ

2
,M), existe un

elemento M ∈ M tal que H(M,N) < λ
2
. Entonces

H(M,Z) ≤ H(M,N) +H(N,Z) < λ
2

+ λ
2

= λ,

lo cual es una contradicción por la manera en que elegimos al número λ.
Aśı que, se satisface H(N,Z) ≥ λ

2
para cada N ∈ N(λ

2
,M).

Por el Corolario 7.0.11, existe un número t ∈ (0, 1) tal que µ−1([0, t]) ⊂
Cε(X). La Proposición 2.2.2, nos asegura la existencia de un número δ ∈ (0, 1)
tal que, si D,E ∈ C(X), D ⊂ E y µ(E)−µ(D) < δ, entonces H(D,E) < λ

2
.

Sea m ∈ N tal que 2
m
< mı́n{δ, t}. Observemos que µ−1([0, 1

m
]) ⊂ µ−1([0, t]) ⊂

Cε(X).

Por el Lema 3.2.52, podemos suponer que X =
⋂∞

n=1Xn, donde X1 ⊃
X2 ⊃ · · · y Xn es un subcontinuo de I∞ que es localmente conexo para toda
n ∈ N. Tomemos i ∈ {0, 1, . . . , m− 1}. Como C(X) ⊂ C(X1), µ

−1
(

(i+ 1
4
) 1
m

)

y µ−1
(

(i + 3
4
) 1
m

)

son subconjuntos cerrados ajenos de C(X1) y Z ⊂ C(X1).
Aśı que, el Lema 3.2.51 nos asegura la existencia de un subconjunto cerrado
Bi de C(X1) que separa a µ−1

(

(i + 1
4
) 1
m

)

y µ−1
(

(i + 3
4
) 1
m

)

en C(X1) y que
satisface que Bi ∩ Z = ∅.
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Por el Lema 3.2.53, existe un subcontinuo K0 de C(X) que satisface las
siguientes propiedades:

(a) K0 ∩ Z = ∅.

(b) K0 ⊂ B0 ∩ µ−1
([

0, (3
4
) 1
m

])

.

(c) Para cada subcontinuo L de C(X) que satisfaga L ∩ µ−1
(

(1
4
) 1
m

)

6= ∅
y L ∩ µ−1

(

(3
4
) 1
m

)

6= ∅, se tiene que L ∩ K0 6= ∅.

Para cada elemento B ∈ M, sea

nB = máx{i ∈ {0, 1, . . . , m− 1} : i
m

≤ µ(B)}.

Definimos

K(B, 0) = K0.

Consideremos el caso nB ≥ 2 (en el caso nB = 1 y nB = 0 no es necesario
este paso). Consideremos i ∈ {1, 2, . . . , nB−1}. Por el Lema 3.2.52, podemos
suponer que B =

⋂∞
n=1Bn, donde B1 ⊃ B2 ⊃ · · · , Bn es un subcontinuo de

Xn que es localmente conexo para toda n ∈ N.

Como 0 < 2
m

≤ nB

m
≤ µ(B), tenemos en este caso que B /∈ F1(X).

De modo que,
µ|C(B)

µ(B)
: C(B) → [0, 1] es una función de Whitney (por el

Lema 2.0.10). Notemos que

(

i + 1
4

)

1
m
<

(

i+ 3
4

)

1
m

≤
(

(nB − 1) + 3
4

)

1
m

=
(

nB − 1
4

)

1
m
< nB

m
≤ µ(B),

aśı que,
(

i+ 1
4

)

1
mµ(B)

,
(

i + 3
4

)

1
mµ(B)

∈ (0, 1). Por los Lemas 2.3.3 y 3.0.24,

(µ|C(B)

µ(B)

)−1([
0,
(

i + 3
4

)

1
mµ(B)

])

=
(

µ|C(B)

)−1([
0,
(

i + 3
4

)

1
m

])

,

(µ|C(B)

µ(B)

)−1((
i + 1

4

)

1
mµ(B)

)

=
(

µ|C(B)

)−1((
i+ 1

4

)

1
m

)

y

(µ|C(B)

µ(B)

)−1((
i+ 3

4

)

1
mµ(B)

)

=
(

µ|C(B)

)−1((
i + 3

4

)

1
m

)

.
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Verifiquemos que Bi ∩ C(B1) es un cerrado que separa a (µ|C(B))
−1
(

(i +
1
4
) 1
m

)

y (µ|C(B))
−1
(

(i + 3
4
) 1
m

)

en C(B1). Como Bi es un cerrado de C(X1) y
C(B1) ⊂ C(X1), Bi∩C(B1) es un cerrado de C(B1). Por otra parte, tenemos
que Bi separa a µ−1

(

(i + 1
4
) 1
m

)

y µ−1
(

(i + 3
4
) 1
m

)

en C(X1), aśı que, existen
subconjuntos E y F de C(X1) tales que C(X1)\Bi = E | F y µ−1

(

(i+ 1
4
) 1
m

)

⊂
E y µ−1

(

(i+ 3
4
) 1
m

)

⊂ F . Teniendo en cuenta que C(B) ⊂ C(B1), obtenemos
que

(µ|C(B))
−1
(

(i+ 1
4
) 1
m

)

= µ−1
(

(i + 1
4
) 1
m

)

∩ C(B) ⊂ E ∩ C(B1) y

(µ|C(B))
−1
(

(i + 3
4
) 1
m

)

= µ−1
(

(i+ 3
4
) 1
m

)

∩ C(B) ⊂ F ∩ C(B1).

Por otra parte, como C(B1) ⊂ C(X1) y C(X1) \ Bi = E ∪ F , tenemos que

C(B1) \
(

Bi ∩ C(B1)
)

=
(

E ∩ C(B1)
)

∪
(

F ∩ C(B1)
)

.

Finalmente, notemos que
(

E ∩ C(B1)
)

∩ clC(X1)

(

F ∩ C(B1)
)

⊂ E ∩ clC(X1)(F) = ∅,

aśı que,
(

E ∩ C(B1)
)

∩ clC(X1)

(

F ∩ C(B1)
)

= ∅.

De manera similar, se obtiene que
(

F ∩ C(B1)
)

∩ clC(X1)

(

E ∩ C(B1)
)

= ∅.

Con esto, hemos visto que Bi∩C(B1) es un cerrado que separa a (µ|C(B))
−1
(

(i+
1
4
) 1
m

)

y (µ|C(B))
−1
(

(i+ 3
4
) 1
m

)

en C(B1).

Aśı que, por el Lema 3.2.53, existe un subcontinuo K(B, i) de C(B) que
satisface las siguientes propiedades:

(d) K(B, i) ∩ Z = ∅.

(e) K(B, i) ⊂ Bi ∩ C(B1) ∩ (µ|C(B))
−1
([

0, (i+ 3
4
) 1
m

])

.

(f) Para cada subcontinuo L de C(B) que satisfaga L ∩ (µ|C(B))
−1
(

(i +
1
4
) 1
m

)

6= ∅ y L ∩ (µ|C(B))
−1
(

(i+ 3
4
) 1
m

)

6= ∅, se tiene que L ∩ K(B, i) 6= ∅.

Notemos que
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µ−1
([

0, 3
4m

])

⊂ µ−1
([

0, 1
m

])

⊂ µ−1([0, t]) ⊂ Cε(X)

y C(B) ⊂ Cε(X), aśı que K(B, i) ⊂ Cε(X) para cada i ∈ {0, 1, . . . , nB − 1}.
A continuación daremos un arco de Cε(X) que contiene a B, intersecta a
K(B, nB −1) si nB ≥ 1 o a K0 en el caso en que nB = 0 y que está contenido
en NH(λ

2
,M).

Caso 1. nB ≥ 1.

Notemos que

0 < 1
4m

≤
(

(nB − 1) + 1
4

)

1
m
< nB

m
≤ µ(B).

Fijando un elemento b ∈ B y aplicando el Lema 2.2.4 (ya que {b}  B),

obtenemos un elemento E ∈ µ−1
(

(

(nB − 1) + 1
4

)

1
m

)

tal que b ∈ E  B.

Por el Teorema 2.2.7, existe un arco ordenado αB : [0, 1] → C(X) de E a B.
Observemos que

nB−1
m

<
(

(nB − 1) + 1
4

)

1
m

= µ(E) ≤ µ(αB(u))

para toda u ∈ [0, 1] y µ(B) < nB+1
m

, lo cual nos lleva a que

µ(B) − µ(αB(u)) ≤ µ(B) − µ(E) < nB+1
m

− nB−1
m

= 2
m

.

Por la elección de los números m y δ, B ∈ ImαB ⊂ BH(λ
2
, B) ⊂ NH(λ

2
,M).

Aśı que, para cada elemento G ∈ ImαB, se cumple que H(G,Z) ≥ λ
2
. Por

las propiedades del arco ordenado αB y de la función diám, tenemos B ∈
ImαB ⊂ C(B) ⊂ Cε(X). Notemos que

µ(αB(0)) = µ(E) =
(

(nB − 1) + 1
4

)

1
m

y

µ(αB(1)) = µ(B) <
(

(nB + 1)
)

1
m

,

lo cual implica que

ImαB ∩
(

µ|C(B)

)−1
(

(

(nB − 1) + 1
4

)

1
m

)

6= ∅ y

ImαB ∩
(

µ|C(B)

)−1
(

(

(nB − 1) + 3
4

)

1
m

)

6= ∅.
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Por la Propiedad (f), ImαB ∩ K(B, nB − 1) 6= ∅.

Caso 2. nB = 0.

Por la definición del número nB, µ(B) < nB+1
m

= 1
m

y, por la elección del
número m, µ(B) < 1

m
< 2

m
< mı́n{δ, t}. Fijemos un elemento p0 ∈ B.

En el subcaso en que
(

3
4

)

1
m

≤ µ(B), {p0}  B. Aśı que, por el Coro-
lario 2.2.8, existe un arco ordenado αB : [0, 1] → µ−1([0, µ(B)]) de {p0} a B.
Notemos que, para cada r ∈ [0, 1],

µ(B) − µ(αB(r)) ≤ µ(B) < δ e

ImαB ⊂ µ−1([0, µ(B)]) ⊂ µ−1([0, t]).

En el subcaso en que µ(B) <
(

3
4

)

1
m

, como B  X y
(

3
4

)

1
m
< 1, aplicamos

el Lema 2.2.4 para obtener un elemento F ∈ µ−1
(

3
4m

)

tal que B ⊂ F .
Si µ(B) = 0, entonces B = {p0}  F . De modo que podemos aplicar el
Corolario 2.2.8 para obtener un arco ordenado αB : [0, 1] → µ−1([0, 3

4m
]) de

{p0} a F . Notemos que

µ(αB(r)) − µ(B) = µ(αB(r)) ≤ µ(αB(1)) = µ(F ) = 3
4m

< 1
m
< δ

para cada r ∈ [0, 1] y que

ImαB ⊂ µ−1([0, 3
4m

]) ⊂ µ−1([0, 1
m

]) ⊂ µ−1([0, t]).

Si 0 < µ(B) < 3
4m

, entonces {p0}  B  F . Aśı que, aplicando dos ve-
ces el Corolario 2.2.8, es posible construir un arco ordenado αB : [0, 1] →
µ−1([0, 3

4m
]) de {p0} a F tal que αB(1

2
) = B. Sea r ≤ 1

2
. Aśı que

µ(B) − µ(αB(r)) ≤ µ(B) < δ.

Tomemos r > 1
2
. Entonces

µ(αB(r)) − µ(B) < µ(αB(r)) ≤ µ(αB(1)) = µ(F ) = 3
4m

< 1
m
< δ.

Notemos que

ImαB ⊂ µ−1([0, 3
4m

]) ⊂ µ−1([0, 1
m

]) ⊂ µ−1([0, t]).
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Sea αB como en cualquiera de los subcasos. Tenemos |µ(B)−µ(αB(r))| <
δ para cada r ∈ [0, 1]. De modo que, por la elección del número δ, se sa-
tisface que ImαB ⊂ BH(λ

2
, B) ⊂ NH(λ

2
,M). Lo cual nos dice que, para

cada elemento G ∈ ImαB, se cumple que H(G,Z) ≥ λ
2
. Observemos que

B ∈ ImαB ⊂ µ−1([0, t]) ⊂ Cε(X). Como µ(αB(0)) = µ({p0}) = 0 y
µ(αB(1)) ≥ 3

4m
, tenemos que ImαB ∩ µ−1

(

1
4m

)

6= ∅ e ImαB ∩ µ−1
(

3
4m

)

6= ∅.
De modo que, por la propiedad (c), ImαB ∩ K0 6= ∅.

Consideremos el caso nB ≥ 2 (en el caso nB = 1 y nB = 0 no es necesario
este paso). Tomemos i ∈ {1, 2, . . . , nB − 1}. Por la definición de nB, i

m
≤

nB

m
≤ µ(B) y, por la elección del número λ, existe un elemento D(B, i) ∈

C(B)∩µ−1( i
m

) tal que BH(λ,D(B, i))∩Z = ∅. Construyamos un arco L(B, i)
en Cε(X) que contenga a D(B, i), que intersecte a K(B, i− 1) y a K(B, i) y
que H(G,Z) ≥ λ

2
para cada G ∈ L(B, i). Sea x ∈ D(B, i). Notemos que

0 <
(

i− 3
4

)

1
m
< 1

m
<

(

i+ 3
4

)

1
m
< nB

m
≤ µ(B)

y x ∈ D(B, i) ⊂ B. Aśı que, aplicando dos veces el Lema 2.2.4, obtenemos

un par de elementos Ei ∈ µ−1
(

(

i − 3
4

)

1
m

)

y Fi ∈ µ−1
(

(

i + 3
4

)

1
m

)

tales que

Ei ⊂ D(B, i) ⊂ Fi ⊂ B. Por el Teorema 2.2.7, existe un arco ordenado
αi : [0, 1] → C(B) de Ei a Fi tal que D(B, i) ∈ Imαi. Definimos

L(B, i) = Imαi

y observamos que L(B, i) ⊂ C(B) ⊂ Cε(X). Más aún,

L(B, i) ⊂ C(B) ∩ µ−1
(

[
(

i− 3
4

)

1
m
,
(

i+ 3
4

)

1
m

]
)

.

Notemos que
(

i− 3
4

)

1
m

=
(

(i−1)+ 1
4

)

1
m
<

(

i− 1
4

)

1
m

=
(

(i−1)+ 3
4

)

1
m
<

(

i+ 1
4

)

1
m
<

(

i+ 3
4

)

1
m

,

lo cual nos dice que L(B, i) intersecta a

(

µ−1|C(B)

)−1
(

(

(i− 1) + 1
4

)

1
m

)

,

(

µ−1|C(B)

)−1
(

(

(i− 1) + 3
4

)

1
m

)

,

(

µ−1|C(B)

)−1
(

(

i+ 1
4

)

1
m

)

y
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(

µ−1|C(B)

)−1
(

(

i + 3
4

)

1
m

)

.

Por la propiedad (f), L(B, i) intersecta a los subcontinuos K(B, i − 1) y
K(B, i). Como

|µ(D(B, i)) − µ(G)| < µ(Fi) − µ(Ei) =
(

i+ 3
4

)

1
m
−
(

i− 3
4

)

1
m

= 3
2m

< 2
m

,

por la elección de m y δ, G ∈ BH(λ
2
, D(B, i)) para cada G ∈ L(B, i). Aśı que,

L(B, i) ⊂ BH(λ
2
, D(B, i)). Verifiquemos que, dado un elemento G ∈ L(B, i),

se satisface que H(G,Z) ≥ λ
2
. Supongamos, por el contrario, que H(G,Z) <

λ
2
. Entonces se tiene que

H(D(B, i),Z) ≤ H(D,G) +H(G,Z) < λ
2

+ λ
2

= λ,

lo cual es una contradicción, ya que BH(λ,D(B, i)) ∩ Z = ∅. De modo que,
se cumple H(G,Z) ≥ λ

2
para cada G ∈ L(B, i).

Definimos, para el caso nB ≥ 2:

L(B) = ImαB∪K(B, 0)∪K(B, 1)∪· · ·∪K(B,nB−1)∪L(B, 1)∪· · ·∪L(B,nB−1)

y, para el caso nB = 0 o nB = 1:

L(B) = ImαB ∪ K(B, 0).

Como ya vimos ImαB ⊂ Cε(X), K(B, i) ⊂ Cε(X), para cada i ∈ {0, 1 . . . ,
nB − 1}, y L(B, i) ⊂ Cε(X) para cada i ∈ {1, . . . , nB − 1}. Por lo tanto,
L(B) ⊂ Cε(X). Como B ∈ ImαB, B ∈ L(B). Notemos que K0 ⊂ L(B) (ya
que K(B, 0) = K0). Si

G ∈ L(B) ∩
(

ImαB ∪ L(B, 1) ∪ · · · ∪ L(B, nB − 1)
)

entonces se satisface que H(G,Z) ≥ λ
2

y si

G ∈ L(B) ∩
(

K(B, 0) ∪ K(B, 1) ∪ · · · ∪ K(B, nB − 1)
)

se tiene que

K ∈ B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ BnB−1 ⊂ B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ Bm−1.

Como K(B, 0) ∩ L(B, 1) 6= ∅, L(B, 1) ∩ K(B, 1) 6= ∅, . . . ,K(B, nB − 2) ∩
L(B, nB − 1) 6= ∅,L(B, nB − 1) ∩K(B, nB − 1) 6= ∅ e ImαB ∩K(B, 0) 6= ∅ o
ImαB ∩ K(B, nB − 1) 6= ∅, tenemos que L(B) es un continuo.

Definimos:
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R = clC(X)

(
⋃{L(B) : B ∈ M}

)

.

Observemos que, para cada B ∈ M, el subcontinuo L(B) es un subcon-
junto de Cε(X) tal que contiene a K0. Entonces R es un subcontinuo de
Cε(X) que contiene a M. De modo que

A ∈ intCε(X)(M) ⊂ R.

Veamos que R∩Z = ∅. Sea R ∈ R. Entonces existen sucesiones {Rj}∞j=1

y {Bj}∞j=1 tales que Rj ∈ L(Bj) para cada j ∈ N y ĺımRj = R. Tenemos que

Rj ∈ B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ Bm−1 o H(Rj ,Z) ≥ λ
2
, para cada j ∈ N. En el caso en

que exista una subsucesión {Rjk}∞k=1 de elementos de B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ Bm−1,
por la Proposición 1.1.4 (d), tenemos que R ∈ B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ Bm−1. Como
(

B0∪B1∪ · · ·∪Bm−1

)

∩Z = ∅, R /∈ Z. En el caso en que una cantidad finita
de elementos de {Rj}∞j=1 esté contenida en B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ Bm−1, obtenemos

que H(Rj,Z) ≥ λ
2

para casi todo j ∈ N. Por la continuidad de la función H ,
H(R,Z) ≥ λ

2
. Por lo tanto, R ∩ Z = ∅. Esto concluye la prueba de nuestro

teorema. �

Concluimos este caṕıtulo con la siguiente pregunta.

Problema 7.3.3. Supongamos que X es hereditariamente localmente conexo.
¿Tendremos que Cε(X) es localmente conexo?
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