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Resumen

En la actualidad existe una gran variedad de sistemas mecanicos, eléctricos, hidrau-
licos, biologicos, entre otros, que pueden ser modelados por un sistema de segundo
orden, pero en donde a pesar de los avances en las técnicas de modelado se pueden
presentar incertidumbres o perturbaciones.

En este trabajo de tesis se propone un algoritmo de control para sistemas de
segundo orden en los que se tienen incertidumbres o perturbaciones Lipschitz respecto
al tiempo, el esquema propuesto puede ser visto como una extension del Algoritmo
Super-Twisting, del cual conserva propiedades como la homogeneidad y robustez,
ademéas de presentar convergencia en tiempo finito mediante una senal de control
continua puede ser aplicado en el seguimiento de senales variantes en el tiempo.

Se propone también una funcién de Lyapunov que demuestra la convergencia

del algoritmo, y de la cual se derivan dos métodos de diseno de las ganancias.



Capitulo 1

Introduccion

Historicamente una de las principales motivaciones en el anélisis y control de sis-
temas fue el estudio del movimiento de un cuerpo con un grado de libertad sujeto a una
fuerza, y en presencia tanto de fricciéon seca como viscosa. La dindmica de dicho cuerpo se
puede expresar en un sistema de segundo orden, y de manera general existen varios sistemas
mecanicos, eléctricos, biolégicos, quimicos, entre otros, que son modelados en un sistema de
segundo orden. Motivo por el cual este trabajo se enfoca en sistemas de segundo orden, pero
sin perder de vista la posibilidad de extender los resultados obtenidos a sistemas de mayor
orden.

En este capitulo se hace el planteamiento del problema a través de un ejemplo, y
se presentan algunos de los controladores més conocidos en la literatura que dan solucién
al problema planteado. Posteriormente se exponen los objetivos de la tesis, y finalmente
se incluyen algunas definiciones y herramientas matematicas que se usardn en capitulos

posteriores.

1.1. Planteamiento del Problema

Cuando un ingeniero tiene la tarea de disenar un controlador para una planta lo
primero que requiere es el modelo de dicha planta, pero a pesar de que en la actualidad se
cuenta con diferentes técnicas y /o métodos para modelar, probablemente el modelo obtenido
tendra discrepancias con la planta. Estas discrepancias generalmente provienen de dindmicas
no modeladas, pardmetros desconocidos o perturbaciones externas.

Para abordar este problema considere, como ejemplo ilustrativo, un vehiculo que



se mueve en una dimensién. En este caso se tienen distintos factores desconocidos que
influyen en el movimiento del vehiculo, como la cantidad de pasajeros, el coeficiente de
friccién entre las llantas y el pavimento, el cual es variante respecto al tiempo y a las
condiciones ambientales, la densidad del aire, entre otras. Estas incertidumbres paramétricas
y perturbaciones externas impiden obtener un modelo preciso del vehiculo, por lo que se

considerard al vehiculo como una masa que se desplaza en una dimensién, ver figura 1.1.

Figura 1.1: Desplazamiento de un vehiculo/masa

Se obtiene una descripcion en variables de estado de la dindmica de la masa intro-

duciendo una variable para la posicién y otra para la velocidad =1 = x, xo = .

i‘l = X2
iy = flz,t)+u (1.1)

donde u es la accion de control y f(x,t) representa las incertidumbres y perturbaciones
externas. Y se asume que f(x,t) es Lipschitz respecto al tiempo, en donde se conoce la cota
de la derivada temporal de f(z,t), es decir, |f(ac,t)] < A, con A conocida.

Considerando la posicion x1 como la salida del sistema, se desea llevar el vehiculo a una
posicion Z; deseada, a pesar de las incertidumbres y/o perturbaciones f(z,t), mediante una
sefial de control continua, para evitar problemas de implementacién debido a restricciones
en los actuadores. El caso del vehiculo es solo un ejemplo, los resultados aqui presentados se
pueden aplicar a cualquier sistema de segundo orden, con grado relativo n = 2 considerando
a x1 como la salida y con perturbaciones o incertidumbres Lipschitz respecto al tiempo

acopladas al control.



1.2. Estado del Arte

A lo largo de los afios se han desarrollado multiples algoritmos que estabilizan
el sistema de la forma (1.1). En esta seccién se presentan algunos de estos algoritmos y
mediante simulaciones se hacen notar algunas de sus propiedades. Primero se menciona un
par de algoritmos continuos, después un par de algoritmos discontinuos y finalmente una

combinacién de estos.

1.2.1. Retroalimentacion de estados

Si se considera f(z,t) = 0 en el sistema (1.1), con una retroalimentacion de estados

de la forma

u = —klml — kgxg

entonces el sistema queda como

T1 = T9

(1.2)

Ty = —kix1 — kazo

que se puede escribir como
= Ax
donde
0 1
A pu—
—k1 —ko

se obtiene el polinomio caracteristico: p(s) = s2+ska+k1, y con el criterio de Routh-Hurwitz
se sabe que

kl,kg >0

son las condiciones necesarias y suficientes para que el origen del sistema (1.2) sea asinto-
ticamente estable ( figura 1.2), pero ya que en f(z,t) se encuentra la dinamica del sistema
este término dificilmente serd igual a cero, y al considerar una perturbaciéon constante, es

decir f(x,t) # 0, el sistema ya no converge al origen (figura 1.3).
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Figura 1.2: Respuesta del sistema con retroalimentacion de estados y con f(z,t) =0
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Figura 1.3: Respuesta del sistema con retroalimentacion de estados y con f(z,t) constante

1.2.2. Control Integral

El control integral surge de agregar un integrador a la retroalimentaciéon de estados,
y tiene la forma
u = —kix1 — koxo+ 2z

z = —kgCCl



que al aplicarlo al sistema (1.1) se obtiene

.’i)l = X9
Ty = —kiwy — kawo + 23+ f(2,1) (1.3)
Li’3 = —k3.€C1
y se puede escribir como
T=Azx+W (1.4)
donde
0 1 0 0
A= —k‘l —k‘g 1 ,W = f(:[,‘,t)
—ks 0 O 0

Igual que en el caso anterior se obtienen las condiciones suficientes para que el sistema (1.3)
sea asintoticamente estable cuando f(x,t) = 0. Para ello se calculan los valores propios de

la matriz A a través del polinomio caracteristico

s -1 0
det|s] — Al = det | ki s+ky —1 | =35*(s+ks)+kis+ks
/6‘3 0 S

= 3+ kys?+kis+ks3=0

y por el criterio de Routh-Hurwitz se tiene

ki,ko,ks > 0
klk‘Q > k‘g

con estas condiciones se garantiza que el sistema (1.3) es asintoticamente estable cuando
f(z,t) =0 (figura 1.4).

A diferencia de la retroalimentacion de estados, cuando f(z,t) es constante el
controlador hace converger al sistema (1.3) al origen (figura 1.5), esto debido a la accion
integral que se agregd vy que esta relacionada con la capacidad del control integral de hacer
regulacion y a su vez puede ser vista como robustez ante perturbaciones constantes. Pero
esto no sucede cuando se presentan perturbaciones variantes en el tiempo, como se muestra
en la figura 1.6, que ante una perturbacién sinusoidal el controlador no hace converger las
trayectorias del sistema, y que muestra la limitacién que tiene este algoritmo para hacer

seguimiento.
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Figura 1.4: Respuesta del sistema con el control integral y f(z,t) =0

[
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Figura 1.5: Respuesta del sistema con el control integral y f(x,t) constante

Los controladores presentados hasta ahora logran la convergencia del sistema (1.1)
mediante una senial de control continua cuando f(x,t) = 0, y para una f(z,t) # 0 solo
el control integral logra estabilizar al sistema (1.1) ante una perturbacién constante, pero
debido a que f(z,t) es variante en el tiempo y no se desvanece en el origen, aun se tiene
el problema de estabilizar robustamente al sistema con este tipo de perturbaciones. Se ha

probado en la literatura que para este tipo de perturbaciones no es posible estabilizar al
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Figura 1.6: Respuesta del sistema con el control integral y f(z,t) sinusoidal

sistema (1.1) mediante controladores continuos, y se probd que con el uso de controladores
discontinuos se puede estabilizar el sistema (1.1) en la presencia de perturbaciones acotadas
no desvanecientes en el origen y variantes en el tiempo [V. Utkin and Shi, 2009]. Ahora
se presenta un par de los algoritmos discontinuos méas populares, asi como su principales

caracteristicas.

1.2.3. Twisting

El algoritmo Twisting [Levant, 1993| es un controlador que hace una retroalimen-

taciéon discontinua de los estados de un sistema de segundo orden, y tiene la forma
u = —kisgn(z1) — kasgn(z2)
al aplicarlo al sistema (1.1), se obtiene
1 = X9
iy = —kisgn(z1) — kasgn(z2) + f(z,1)
en el caso nominal, es decir, cuando f(z,t) = 0 se debe de cumplir
k1> ke >0

para que se estabilice el origen del sistema. En [Santiesteban et al., 2010][Sanchez and Moreno, 2012]
se pueden encontrar algunas condiciones para el caso perturbado, obtenidas a través de fun-

ciones de Lyapunov.



Una de las propiedades de este algoritmo es la convergencia en tiempo finito, ademéas de
presentar propiedades de robustez ante perturbaciones acotadas variantes en el tiempo, co-

mo se muestra en la figura 1.7 en donde los estados convergen a pesar de una perturbacién

sinusoidal.

-4
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 1.7: Respuesta del Control Twisting con f(x,t) sinusoidal

Pero la senal de control requerida para estabilizar el sistema con esta perturbacion,
figura 1.8, presenta el fen6meno conocido como Chattering. Este fenémeno es un “switcheo”
a altas frecuencias de la senal de control, lo cual representa un problema para su imple-

mentacioén practica, ademés de ser indeseable debido al desgaste que puede ocasionar en los

actuadores de la planta.

1.2.4. Super-Twisting

El Algoritmo Super-Twisting (STA, por sus siglas en inglés) es un conocido algo-

ritmo de modos deslizantes de segundo orden [Levant, 1993], que se puede escribir como

1/2

u = —kilz1|"%sgn(xy) + 2

z = —kasgn(x1)
este algoritmo fue disenado principalmente para ser aplicado a sistemas de primer orden de

la forma,
T =u-+ p(ﬂj‘, t)
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Figura 1.8: Senal del control Twisting para f(z,t) sinusoidal

al aplicar el algoritmo se obtiene

g1 = —kile1|"2sgn(z1) + 2 + p(z,t)

z = —kasgn(z1)
si se considera xo = z + p(x,t), se tiene

i1 = —kilz |V %sgn(xy) + o
'1 1|z sgn(zy) + 2o (1.5)
gy = —kasgn(zy) + o(x,t)

donde x; son las variables de estado, k; son ganancias para ser disenadas y o(z,t) es la deriva-
da respecto a t del término de perturbacion, es decir o(x,t) = p(z,t). En [Polyakov and Poznyak, 2009|
y [Moreno and Osorio, 2012| se presentan funciones estrictas de Lyapunov a través de las
cuales se muestra que bajo algunas condiciones de k; y k2, (1.5) converge en tiempo fini-
to y es robusto ante perturbaciones acotadas |o(x,t)| < L. En la figura 1.9 se muestra la
respuesta de un sistema de primer orden con o(z,t) # 0.

Otra caracteristica de este algoritmo es que logra atenuar los efectos del chattering
(figura 1.10), por lo que a diferencia del Twisting la senal de control es continua y esto
facilita su implementacion, lo que se traduce en menos efectos indeseables en los actuadores.
Pero como se mencion6 anteriormente, este algoritmo conserva sus propiedades sélo para
sistemas de primer orden, que no coincide con el problema planteado en este trabajo de
tesis.

Los controladores discontinuos logran resolver el problema de estabilizaciéon ro-

busta, pero surge el problema de chattering que es una caracteristica de los algoritmos
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Figura 1.9: Respuesta del Super-Twisting con o(x,t) # 0
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Figura 1.10: Senal del control Super-Twisting con o(x,t) # 0

discontinuos, y a pesar de que el STA logra atenuar este fenomeno al aplicarlo al sistema

(1.1) ya solo se tiene convergencia asintotica.

1.2.5. Controlador Lineal + Integral Discontinuo

Con la intencién de conservar las ventajas del control integral y los algoritmos

discontinuos, surge un controlador que conserva la retroalimentacién de estados lineal pero
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en la parte integral del control se agrega una discontinuidad. El algoritmo tiene la forma

uy = —kix1 — koxo + 2 (1 6)
z = —kssgn(z1) '
que al aplicarlo al sistema (1.1) se obtiene
Li’l = X9
By = —kiz1 —kewo + 3+ f(2,t) (1.7)
t3 = —kssgn(xy).

Si en el sistema (1.7) se considera a x; como la salida, entonces este puede ser representado
como un sistema dindmico lineal que en el lazo de retroalimentacién presenta una funciéon

discontinua, en este caso la funciéon signo, ver figura (1.11).

Figura 1.11: Sistema lineal con retroalimentacion discontinua

Entonces el sistema (1.7), con f(x,t) = 0 se puede representar como

z = Ax+ Bu

y = I
donde
0 1 0 0
A= —k —ky 1|, B=10
0 0 0 ks

y la funcién de transferencia del sistema es

k3

1.
s (82 + kas+ k1) (18)

G(s) =
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Al realizar una simulacién del sistema nominal con este algoritmo de control el
sistema parece oscilar, figura 1.12, por lo que en la siguiente seccién se hace un anélisis con
el método del balance armoénico, en donde se muestra que debido a la discontinuidad en la

retroalimentacion el sistema presenta una solucién periddica.

I L ! I L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 1.12: Respuesta del control lineal discontinuo con f(x,t) =0

Existencia de un ciclo limite

Para determinar si este algoritmo presenta una solucién peridédica se hace un ana-

lisis empleando el método del balance armoénico [Khalil, 1996], el cual dice que si la ecuacion
G(jw)¥(a)+1=0 (1.9)

tiene solucion (as,ws) entonces se tiene una solucion periodica del sistema con amplitud y
frecuencia cercanas a ws y as. La funcion W(a) es conocida como la funcion descriptiva de
la no linealidad ¥ (y) que se presenta en el lazo de retroalimentacion. Para nuestro caso la

funcion descriptiva de la no linealidad sgn(y) es

U(a) = 712(1/0 Y(asin @) sin 6dh = 2/0 sin 0df = 4

Ta ™a

y debido a que la funciéon ¥(a) es real, podemos reescribir (1.9) como

14+ ¥(a)Re]G(jw)] = 0 (1.10)
Im[G(jw)] = O (1.11)



resolviendo las ecuaciones anteriores

k3 k3

G(jw) = -

Jw(—w? + kojw + k1) —kow? + (kiw — w3)j

multiplicando por —ksw? — (kjw — w?)j se obtiene

—kgkgw — kg(kl — w2)j
k3w3 + w(ky — w?)?

G(jw) =

resolviendo la ecuacion (1.11)

—k)g(k)l — w2) -0
k3w3 +w(ky —w?)?2
entonces
ki —w® =0
de donde se obtiene ws = \/ki. Ahora se resuelve(1.10)
—hak U(a)+1=0

k%w?’ + w(k — w?)?

sustituyendo w = v/ky

—koks
v 1=0
k3 (a) +
entonces
k1ks
VU(a)=——
(@) = 2
igualando con ¥(a) de la funcion descriptiva se tiene
k1ka 4
\D = — = —
(a) k‘3 wa

14

entonces la frecuencia ws y amplitud as aproximadas a las que oscila la salida del sistema

son

Ws:\/a ag = ks

N 7'(']{51]{32

Con este algoritmo se muestra que contrario a lo que se esperaria, una combinacién

arbitraria de esquemas continuos con discontinuos no conserva las ventajas de ambos tipos

de controladores, sino por el contrario se puede tener un resultado completamente indeseable.
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1.3. Objetivos

Los algoritmos presentados en la seccién anterior no logran resolver el problema de
estabilizacion robusta en tiempo finito con una senal de control continua, por tal motivo en

este trabajo de tesis se tienen los siguientes objetivos:

» Proponer un algoritmo que estabilice robustamente al sistema (1.1), con convergencia

en tiempo finito y mediante una senal de control continua.
= Probar la estabilidad del algoritmos a través de una funcién estricta de Lyapunov.

= Proponer una metodologia que permita diseniar las ganancias del algoritmo.

1.4. Preliminares

1.4.1. Estabilidad en tiempo finito

Considere que el sistema,
i = f(x) (1.12)

tiene un punto de equilibrio local y asintéticamente estable y cualquier trayectoria alcanza

este punto en tiempo finito, ademés suponga

1. f es un campo vectorial bien definido en la vecindad de 0
2. f(0)=0

3. el sistema (1.12) posee solucién tnica hacia adelante en el tiempo , esto es, si dos
soluciones concuerdan en algin tiempo g, entonces, concordarén en cualquier tiempo

t > to.

Denote ¢(t, z) como el mapeo de flujo, el cual esta continuamente definido sobre el conjunto

abierto en RT x R"™.

Definicion 1. [Bhat and Bernstein, 2000] El origen del sistema (1.12) es estable en tiempo
finito si es estable y existe un conjunto abierto U que contiene al origen, y la funcion T :
U\ {0} — (0,00) (conocida como funcion “settling-time”) tal que, para cada x € U \ {0},
@(-,x) estd definido sobre [0,T(x)), p(t,x) € U\{0}Vt € [0,T(x)) y el limy_,p(,) ¢(t,z) = 0.
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Es posible caracterizar la estabilidad en tiempo finito de un sistema no lineal a

través de una funcién de Lyapunov.

Definicién 2. [Bhat and Bernstein, 2000] El origen es estable en tiempo finito y la funcion
“settling-time” es continua en cero, si y solo si, existen nimeros reales C >0 y a € (0,1),

y una funcion continua V' positiva definida sobre la vecindad abierta €2 de 0, tal que

V(z) < -CV(x)*, vV € Q\ {0}

De ser asi, la funcion “settling-time” T(x) es de hecho continua en una vecindad de 0 y

satisface (para ||z|| suficientemente pequeria)

1
7)< g

V(.CE) l1—a
1.4.2. Homogeneidad Ponderada

Definicion 3. [Baccioti and Rosier, 2005] Elijase un conjunto de coordenadas (1, ..., %)

en R™. Sear = (r1,...,rn) una n-tupla de nimeros reales positivos.
» La familia de dilataciones de un pardmetro (07)eso (asociado a r) estd definida por
o (z) = (€"xy,...,€Mxy), Vo= (21,...,2,) € R", Ve>0
Los nimeros r; son los pesos de las coordenadas.
» Se dice que una funcion V : R™ — R es 6"-homogénea de grado m (m € R) si
V(i (x)) =€"V(x) Yx € R", Ye>0

0
81‘Z‘

componente f; es 6"-homogénea, de grado k + r; para cada i; esto es

n
» Se dice que un campo vectorial f = Zf’ es 6"-homogéneo, de grado k si la
i=1

fil€hizi, ... €mm,) = TTifi(x), Yo € R, Ve >0, Vic [[i,n]].

1.4.3. Desigualdad de Young

Una desigualdad aritmética clasica establece que para nimeros reales a > 0, b > 0,

p>1yq>1, siempre se cumple la desigualdad

a?  b?
ab< —+ —
p q
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con

1 1
4+ 2=1
P q

Esta desigualdad se conoce como la desigualdad de Young [G. H. Hardy and Polya, 1934].

De ahi podemos escribir

ab = (ca) <b> i () _ LA

c p q p q
entonces
aP be
ab<P— 41— Vec>0
p q

Esta desigualdad se usard en algunos términos cruzados de la funcién de Lyapunov y su

derivada temporal.



Capitulo 2

Control Integral Discontinuo

El control lineal + integral discontinuo presentado en el capitulo anterior (ver
seccion 1.2.5) muestra que una combinacion arbitraria de algoritmos continuos y discontinuos
no dara como resultado un esquema que preserve las ventajas de ambos tipos de control, sino
por el contrario, como es en ese caso, se pueden tener resultados completamente indeseables.
Esto resalta la importancia del algoritmo que se presenta en este capitulo, el cual esta
inspirado en los esquemas presentados en el capitulo anterior, pero que principalmente busca

extender las propiedades del algoritmo Super-Twisting a sistemas de segundo orden.

2.1. El Control Integral Discontinuo

Teorema 1. El control definido por

1 1
u = —ki|zi|3sgn(x1) — ka|xa|2sgn(za) + 2 2.1)
z2 = —kssgn(x)
estabiliza robustamente y en tiempo finito al origen del sistema (1.1) para toda perturbacion

f(z,t) Lipschitz con respecto al tiempo con constante de Lipschitz A, si las ganancias ki,

ko y ks son disenadas adecuadamente.

Para que la perturbacion f(z(t),t) sea Lipschitz con respecto al tiempo, es sufi-
ciente con ser diferenciable respecto a z y a t, y que estas derivadas y las trayectorias del
sistema se conserven acotadas. Para f(t) es suficiente con que sea diferenciable respecto a t
y su derivada sea acotada. Por ejemplo, f(t) = 2sen(t) + cos(2t) es diferenciable respecto a

t, y su derivada esta acotada por 4, es decir, | f(t)| < 4 para todo t.
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La prueba del Teorema se haré en el capitulo 3 usando una funcién de Lyapunov.

Al aplicar el algoritmo (2.1) en el sistema (1.1) se obtiene

.fl = X9

. 1 1

By = —ki|z1|3sgn(ry) — ka|wa|2sgn(xe) + 2 + f(z,1)
z2 = —kssgn(x1)

si se considera x3 = z + f(x,t), entonces

1 = T3

: 1 1

oy = —ki|z1]3sgn(x1) — ka|xe|2sgn(z2) + x3 (2.2)
b3 = —hssgn(a1) + f(,1)

en donde (2.2) se puede ver como una inclusion diferencial que es homogénea [Levant, 2005]
con grado 0y = —1 y los pesos p=[ 3 2 1 ]y las soluciones se entienden en el sentido de
Filippov [Filippov, 1988|.

Se presentan dos métodos para el disefio de las ganancias k1, ko y k3, para las que

el origen del sistema (2.2) es estable:

= Sintonizar las ganancias del algoritmo y los coeficientes de la funcién de Lyapunov a
través del método grafico que se presenta en la seccion 3.8.1. En donde para cada A es

necesario volver a hacer la sintonizaciéon y verificacion gréafica de todos los pardmetros.

= Obtener un juego de ganancias para el caso nominal, y sintonizar una constante positiva

L para cada valor de A, ver seccién 3.8.2.

La respuesta del sistema (2.2) con f(z,t) # 0 se puede ver en en la figura 2.1, en
donde se muestra que el sistema converge a pesar de una perturbacién sinusoidal, con lo que
se muestra la propiedad de robustez a perturbaciones variantes en el tiempo.

Una caracteristica de este algoritmo que lo diferencia del Twisting es la capacidad
de hacer converger robustamente y en tiempo finito al sistema (1.1) con una sefial de control
continua, es decir, no presenta el fenémeno de chattering. La accién de control requerida
para obtener la respuesta de la figura 2.1 se muestra en la figura 2.2.

Ademas de estabilizar robustamente al sistema (1.1) este algoritmo, a diferencia del
control integral, puede ser usado para hacer seguimiento, lo cual se muestra en la siguiente

seccién.
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I

-3
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 2.1: Respuesta del Control Integral Discontinuo con f(z,t) sinusoidal

35

25

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 2.2: Senal de control del CID con una perturbacion sinusoidal

2.2. Seguimiento

Se desea que el la salida y del sistema (1.1) siga una senal de referencia r(t), por

lo tanto el error se define como
er. = x1—r(t)

€y = xg—f'(t)
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y entonces la dindmica del error es

é1:€2

2.3
éy = u—7(t)+ f(z,t) (23)

en donde el objetivo es hacer converger el error a cero. Mediante el control integral discon-
tinuo se tienen dos alternativas para lograr esto. La primera opcién requiere de un diferen-
ciador de segundo orden para formar la ley de control, mientras que en la segunda no. A

continuacién se dan los detalles de ambas alternativas.

2.2.1. Seguimiento con diferenciador de segundo orden

Debido a que la senal de referencia r(t) es conocida, entonces mediante el uso de

un diferenciado se puede incluir # en la senal de control u

u = —kiler[ssgn(er) — kalea|2sgn(ez) + 2 + i (t)

z = —kssgn(er)

al aplicarlo en (2.3) se obtiene

él = €9

i 1 1

€y = —kilei|3sgn(er) — kalea|2sgn(ez) + ez + f(x,1)
és = —kssgn(er)

este sistema es similar a (2.2), por lo tanto, como se mostro en la secciéon anterior el error
converge a cero. En la figura 2.3 se puede ver como la salida sigue a la senal de referen-
cia. En este caso la senal de referencia es r(t) = 2sin(3t), y la perturbacion f(x,t) =
0.5sin(t) + 0.25sin(2t). En la figura 2.4 se puede ver la senal de control requerida para

lograr el seguimiento.

2.2.2. Seguimiento sin diferenciador de segundo orden

Existe otra alternativa para formar la ley de control sin el uso de un diferenciador
de segundo orden. En este caso u tiene la forma
1 1
u = —kile1|3sgn(er) — kalea|zsgn(e2) + 2

2.4
z = —kssgn(er) 24
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Figura 2.3: Salida y vs senal de referencia con diferenciador

25
15
0.5

-0.5

Tiempo [s]

Figura 2.4: Senal de control para el seguimiento con diferenciador

aplicando esta v a (2.3) se tiene

él = €9

) 1 1 ..
ey = —kilei|ssgn(er) — kalea|2sgn(ez) + ez + f(x,t) — (1)
és = —kssgn(er).

En este caso la segunda derivada temporal de la sefial de referencia puede ser vista como
parte de la perturbacion, y por lo tanto se asume que la tercera derivada temporal de r(t)

estd acotada, es decir, |7 (t)| < R, donde R es conocida. A diferencia del caso anterior para
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este algoritmo no se requiere el uso de un diferenciador de segundo orden, solo conocer A y
R que permitiran disenar adecuadamente las ganancias k; ¢ = 1,2, 3. La comparacion entre
la salida y la senal de referencia se muestra en la figura 2.5, y la senal de control en la
figura 2.6, en dénde se emplea la misma senal de referencia y de perturbaciéon que en el caso

anterior.

-y

== Vet

L
05p;

-1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [t]

Figura 2.5: Salida y vs senal de referencia sin diferenciador

15r T

0.5

I
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s]

Figura 2.6: Senal de control para el seguimiento sin diferenciador

Mediante las simulaciones se puede notar que en ambos casos la salida converge

a la senal de referencia, pero como era de esperarse se requiere de una senal de control de
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mayor amplitud cuando no se usa el diferenciador de segundo orden, mientras que con la
implementacion de este la convergencia del error estd sujeta a la respuesta del diferenciador

y a los efectos que este pueda ocasionar en el transitorio del error.

En este capitulo se ha presentado un algoritmo que, a diferencia de los presentados
en el capitulo anterior, logra estabilizar robustamente el origen del sistema (1.1) a través
de una senal de control continua y en tiempo finito, el sistema resultante a lazo cerrado se
puede ver como una inclusion diferencial homogénea [Levant, 2005] con grado §y = —1 y
los pesos o = [ 3 2 1 ]. Con este algoritmo también se logra hacer seguimiento de una
senal variante en el tiempo, caracteristica que no presentan los algoritmos mencionados en el

capitulo anterior, y que ademas se puede lograr a pesar de no conocer la senial de referencia.



Capitulo 3

Funcién de Lyapunov para Control

Integral Discontinuo

En este capitulo se demuestra la convergencia del Control Integral Discontinuo
presentado en el capitulo 2 mediante una funcién estricta de Lyapunov. Primero se propone
una funcién candidata, posteriormente se obtienen las condiciones suficientes para que la
funcién sea positiva definida y su derivada temporal negativa definida, lo que hace de la
funcién una funcién de Lyapunov. También se valida la funcién al mostrar que existen
conjuntos de parametros para los que se cumplen las condiciones obtenidas. Finalmente se
presentan las condiciones para el caso perturbado y se prueba la convergencia en tiempo
finito.

Primero se probard la convergencia del sistema nominal, es decir, cuando f (z,t) =0, por lo

que el sistema (2.2) queda como

1 = T3

: 1 1

o = —ki|z1]3sgn(x1) — ka|xe|2sgn(z2) + x3 (3.1)
i3 = —kgsgn(z1)

3.1. Funcion Candidata

Considere la siguiente funcién una vez continuamente diferenciable como candidata

a funcion de Lyapunov para el sistema (3.1)

4
V(z) =ml|z1]3 + 72]3:2]2 + ’yg|x3\4 + V131123 — 723$2]w3|259n(373). (3.2)
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Esta funciéon es homogénea, con dy =4 y los pesos 7 = [ 3 2 1 ]. La derivada temporal
de (3.2) es

. 4 1 . . 3 : ;

V() = gmleifssgn(i)ir + 2plaslsgn(es)ds + dyslas|”sgn(es)ds + yiazaii+

+y132183 — Yyos|w3|?sgn(xs)ia — 2va3wa T3] a3

y evaluando a lo largo de las trayectorias del sistema (3.1) se tiene

. 4 1 1 3
V(iz) = gfyl|x1|389n(x1)a:2 — 2ok |z1|3 sgn(x)|xa|sgn(xe) — 2y2ka|za|2 +
+279|xo|sgn(wa) s — dyskssgn(xr)|w33sgn(z3) + y13w370 (3.3)
1 1 .
+y93k1|@1]3 sgn(z)|zsPsgn(zs) + yaska|za|2 sgn(za)|zs | sgn(zs)—

—isks|z1] — Yos| 3| + 2723k sgn(x1) w2 3]

3.1.1. Cambio de notacién

En adelante se usara una notacién especial, la cual permitiré escribir las expresiones
de una manera maés corta, y que facilite su visualizacion.

Para una variable real z € R elevada a una potencia p € R tenemos

|21 = |z["sgn(z)

entonces | 2]? = |z|%sgn(z) # 22. Si p es un ntimero impar el cambio de notacién no afectaria
el significado de la ecuacion, es decir, |z]P = 2P.

A continuacién se muestran algunos ejemplos para la nueva notacion:

217 = sgn(z)
2127 = |z
[21%21P = |17
[21P[2]7 = [2[Psgn(2)|z[sgn(z) = |z[P*4

Con este cambio de notacion (3.3) queda como

. 4 1 1 3
V() = 3M |z1]3 22 — 272k1[21]3 02 — 272ka|T2|2 + 272m073—
1
—drysks| 21128 + yiswswe — visks|z1| 4 yask|21]3 (23] 2+ (3.4)

1
Yok |m2]2 |23]% — Yo3|z3|® + 2y23ks | 21] Ow2| 23]
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3.2. DPositividad Definida

En esta seccion se presentan las condiciones para que V(z) sea positiva definida.

La funcion candidata es
Viz) = H 2 4 2
(z) = 7713 + y2l2a]” + y3]2s|" — yesw2l23]" + 137173
La expresién anterior la podemos escribir como

V(z) = ¢TT¢ + mszias

donde
€ = o1} an [a0)? ]
y
71 0 0
=10 v —5mps

0 —3vs 3
Si consideramos que y13 = 0 entonces V (z) sera positiva definida si I' > 0, con lo que se

deben cumplir las siguientes desigualdades

7 >0
77y2 >0 — v2 >0 (3.5)

1
Y1723 — 171733 >0 — 4yey3 —733 > 0.

Retomando la funciéon completa se tiene

4
V(z) Y1|T1|3 + y2|7el? + ysl2s|t — Yaswa|23]? + YisT173

4
Yilz1|3 4 y2lwe|? + vsl@s|* — vozw2|w3]? — Mzl ||ws]

v

en donde y13 > 0.
Con base en la desigualdad de Young (para ag3 > 0 arbitrario)
3 4 a1
|@1]|zs| < Zaf3|951’3 T 13 |3|*

Sustituyendo en (3.6) se obtiene

4 4 4 _
V(z) > mlz]s +yeleal? + vsles* — yesza 23] — 13 <iaf3\$1|3 + 41104134|$3!4>
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la ecuaciéon anterior se puede escribir como

V(z) > €TTe
con
& =] 1m1} w2 (2] ]

y

3.3

N el 0 0
I'= 0 72 — 3723
0 —1y03 3 — Insagy

entonces para que I' > 0 con 713 > 0, se deben de cumplir

M- %713%%3 >0 (3.7a)
Y2 >0 (3.7b)
Y2 (’73 - 411713041_34) - %733 >0 (3.7¢)
Eliminando aq3:
de (3.7a) se tiene
3 3
algg < ;1:;113 — (a%) < <§’;y113> —ajs < gié (3.8)

y de (3.7¢)

multiplicando por af; se obtiene

13 1 2713
ady <73 - 47;23> > afy > ﬁ (3.9)
23

juntando las desigualdades (3.8) y (3.9) y usando (3.7c) para probar que 47273 — v33 > 0 se

obtiene s s
4

0 < Y2713 <= ’7731

dy9y3 — Y33 37 i3

3372

433

0< < 47273 — 733 (3.10)

Notese que esta condicion es necesaria y suficiente para que V(z) > 0 cuando 13 > 0, y

para todo 71,72 > 0. En el caso que 13 = 0 esta condicion se reduce a (3.5)
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3.3. Negatividad Definida

La ecuacion (3.4) se puede reescribir como

. 3 1
V(z) = —miskslz1| — 2v2ko|wa]2 — yaslasl® — (2v2k1 — 371) [21]3 22
1 1
o3k [21]3 |23]* — dysks|x1]%23 + yaska|22] 2 [23]2
+ (272 + 113 + 2y23ks|21]°|231°) 223
entonces
. 3 1
V(z) < —miskslzr| — 2voko|ma|2 — yoslzs|® + [ (292k1 — 3m1) | 213 |22
1 1
+roski|@1|3 |ws|? + dysks|as|® + yaska | 22] 2 [23]2
+ (272 + 713 + 2y23ks 211 [23]°) 223
con 23,73 > 0.

La ecuacién anterior se puede reescribir como

. 3 1
V(z) < —myisksloi| — 2v2ka|zal? — (Y23 — 4y3ks) |z3] + Yask:|z1]3 |23 |?

(3.11)
+] (221 — 1) | 1|5 |wa] + Awaws + yaska|22] 2 (23]

donde
A = 292 + 713 + 2723k | 21]% [23]°

notese que dependiendo del signo de x1 y z3, A puede tomar dos valores diferentes, es decir

A1 = 279 + 13 + 2793k3 (3.12&)
A2 = 272 + 713 — 2723k3 (3.12b)

3.3.1. Introducciéon de algunas desigualdades

Para encontrar las condiciones que garanticen que V(a:) sea negativa definida se
busca separar los términos cruzados de (3.11), recordando la desigualdad de Young, podemos

escribir

IN

%ﬁ?ﬂxl‘ + %,8122 |-T2|2 VB2 >0
_3
< 3B%lmi| 4 3857 lasl VB3 >0

y para el resto de términos cruzados se propone la siguiente funcion:

1
|13 |22

(3.13)

A

1
21|53 |a3)?
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Lema 1. Para todo valor real de xo y x3, para todo valor positivo de a« > 0 y § > 0, y

cualquier valor de A, la desigualdad
1
Ax2x3+5Lxﬂ%Lx312 < ga\xglg + 6% p|a3)? (3.14)

se satisface para todo t, si y solo si
¢ > P, A)
donde la funcién (o, N) estd definida por

7/11(04,)\) AZ> _\/@

a,\) =
vl d) maz(0,¥P2(a, \)) A < —v3a

donde

A VPET3a) A+ VIEE3a) A+ VPET3a
¥ife) = —a 3o A 3o + 3o

A= VPE=3a) [ A=vIP=3a\" [A—PPE=3a
¥2(e) = a 3o —A 3 * 3

El lema anterior es una generalizaciéon de la desigualdad de Young cuando se con-
sideran varios monomios. Si dejamos un solo monomio de lado izquierdo de (3.14), la de-
sigualdad se reduce a la desigualdad de Young. Para esto considere el caso cuando A =0y

d =1 en (3.14), entonces de
1 3
l22]2 [3]% < afz2|2 + ¢()]s]®

se obtiene

1\ 1 2
oa) 2 wnta) = -a ) 4= T

Para el mismo caso por la desigualdad de Young se tiene

1 63 2 2
[22]2 [23]* < §|562|3 + —5|xs)?
2
entonces 5
2 0
302 3
2
¢:
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3.3.2. Negatividad definida
Remplazando las desigualdades (3.13) y (3.14) en (3.11), se tiene
. 3
V(z) < —msksloi| — 2v2kal2a|2 — (v23 — 47y3k3) |s]?
3 g _3
+|(272k1 — 5m)| [:1:,55’2!1’1! + 3617 1‘2!2] + Y23k [;)5%3]:1:1\ +3015° |wsf?

3
+y2skoc| 2|2 + yazkaod(a)|as|?
— [ysks — 5 | (k1 — 3m1)| By — 3723k1835] ||

IN

3
2

- {2’)'27{72 — 3| (v2kr — 3m)| Bra® — 723117204} ENk

_3
- [723 — dysks — Zy03k1 8157 — 723762@5(04)} Exk

entonces se deben de cumplir

2 2 1
Y13k3 — 3 ‘ (72761 — 3’71) ﬁf’g — §’723k1ﬁ%3 >0 (3.15a)
4 2 -3
27y2ky — 3 Yok1 — 3N B13° — Y23kea > 0 (3.15b)
2 3
Y23 — 4y3ks — Sva3k1 815" — Yazkad(a) > 0 (3.15¢)

3

para algun valor positivo de (12,813 > 0y a > 0.
Eliminando f12:

De (3.15a) se obtiene

3713ks — Yo3k1 835

By <
) ‘(72161 - %71)’

y de (3.15b)
42 ‘(’72761 - %’h) ‘2
32 (2y9kg — ya3koa)®

aqui se excluye el caso en que vk — %71 = 0 que serd tratado mas adelante, y de las

3
Big >

desigualdades anteriores se tiene

27v2k2 — ya3koor > 0 (3.16a)
3misks — yask1 Bz > 0 (3.16b)

4% | (yok1 — 2m1) ‘2 - 3y13ks — ya3k1 575

3.16¢
32 (2y2ks — yasko)® 2| (72k1 — 371)| ( )
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las desigualdades (3.16b) y (3.16c)se pueden escribir como

3v13k3

3

< 3.17a

Bl < (3.172)
3vyak 2. 42 | (yoky — 2y °

ﬁf3< 71373 ‘(72 1 3’71)‘ (3.17D)

Yoski 32403k (292ks — Yaskea)’
en donde claramente (3.16b) estd incluida en (3.16¢), ademés se ha asumido que 723 > 0.

Eliminaciéon de fS13:
De (3.15c) se obtiene
0 < 723 — 4y3k3 — y2s3kao(a)
22735k7
32 (723 — dy3ks — Yesked(@))?

entonces, considerando (3.17b) junto con la desigualdad anterior

3
Bis >

3
2°y55 k1 < 3yisks 247 | (v2k1 = 371))|
32 (g3 — Aygks — yaskod(a))® 23kl 32403k (292K — Yoskoo)?

por lo tanto las desigualdades que resultan de la eliminacion de 812 y Si13, son

2’)/2}6‘2 — ’}/23]{220( >0 (3.18&)

Y23 — 4’73]453 — ngkggf)(a) >0 (3.18b)
2293, k3 3y13k 2. 42| (vyoks — )|

V23R1 < 273y |(v2ks = 5m))| (3.18¢)

32 (73 — dy3ks — yaskad(a))® 23kt 32903k (272k2 — Yaskoa)?
para que la dltima desigualdad se cumpla se requiere
3
Bysks 247 |(v2k1 — 3m1) |
Yoski 3293k (272k2 — yazkaa)”

3
3713k3 - 247 | (y2k1 — 3m1))|
Y3k 32v93ky (272K — Yozkoar)?

usando (3.18a)

242 | (yoky — 2m1)°

(2’}/2k‘2 — ’723]{7204) > \/

33y13ks3
entonces
3
V2 1 242 |(y2k1 — 2m)|
O<a<2— — 3.19
Y23 723k2\/ 3313ks3 (3.19)



Reescribiendo (3.18c)

2242, k? - 33713k (2y2ke — Yasko)® — 2 - 42 |(v2k1 — 2m1)|
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3

32 (yo3 — 4y3ks — Yaska(a))? 3293k 272k — Yaskoar)?

2293, k3 (2y2ka — Yazkoa)®
By13ks (272k2 — Yoskea)® — 2 42| (2ky — 271)]

entonces se deben de cumplir

5 < (723 — dvsks — yskeg())?

3

>0

2
33~13ks (272ks — Yazkoa)? — 2 - 42 ‘ <72k1 - 371>

22~3. k3 (2v9ko — Yaskoo!)?
P(a) < Vaski (272k2 — y2skec)

Yo3 — 4y3k3 —

3
Yo3ko 33713ks 272k — Yaskaa)? — 2 - 42 | (y2k1 — %71)‘

Hasta aqui se tienen las desigualdades

0 < ¢la) <v(a)
2 2 3
0 < 33y13ks (2y2ke — yazkoa)® — 2 - 42 (72].4;1_3,},1)
0 < 2yky — y23koc
0 < 723 —493k3 — Y23k ()
con
A 1
v\o) = — 4vysgks — /T
(@) — (Y23 — 4y3ks — /T)
donde

= 2275’316? (2’721@ — 723%204)2
8313k (270ks — A2skaa)® — 2- 42| (yok1 — ) [

T

(3.20)

(3.21)
(3.22)
(3.23)

(3.24)

las desigualdades (3.21), (3.22) y (3.23) son esenciales para asegurar que (3.20) esté bien

definida.
De (3.23)

P(a) < (723 — 4y3ks)

Y3k
Notese que si se cumple (3.20) se cumple (3.23), por lo que (3.23) es innecesaria.
De (3.21)
2. 42 |(ok1 — 2m1)|’

33113k

(2’)’2}6'2 — ’}/23]{3205)2 >
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usando (3.22)

242 |yoky — 271‘3
23kor < 2y9kg — \/ 3
K k 33y13ks3
entonces
2 2_ 3
0<a<222_ 1 \/2'4 k1 — 5| (3.25)
Y23 Y23k 3313k

por lo que (3.25) es equivalente a (3.21) y (3.22), luego entonces para que la funcion candidata

sea negativa definida se deben de cumplir (3.20) y (3.25).

3.3.3. Un caso particular

Se considera el caso cuando Yok — %'yl = 0, entonces

_2n

- 3.26
3%, (3.26)

72

y en este caso, de (3.15a)-(3.15b) se tiene

1
Y13ks — 5’7231431/8?3 >0
27y2ko — yagkoar > 0

9 3
Y23 — 4vy3ks — 5723/915132 — Ya3kaop(ar) > 0

y de las desigualdades anteriores se obtiene

0 < « < 2ﬁ
V23
1 2273 k3
0 < « < — 93 — 4y3ks — 2311
¢(a) Yo3ko 7 7 33y13k3

cuando se satisface (3.26).

3.4. Validacién de la Funcién de Lyapunov

Al cumplir las condiciones de positividad y negatividad definida que se obtuvieron
en las secciones anteriores, se garantiza que la funcién propuesta deja de ser candidata para

convertirse en Funciéon de Lyapunov, las condiciones obtenidas son
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331572

0< @3 < 47273 — 733 (3.28)
i
0<  ¢la) <v(a) (3.29)
3
V2 1 2 4% |yaky — 2|
0< « <2— — 3.30
Y23 Y23k \/ 33713k3 (3.30)

donde v(a) esta definida en (3.24).
En esta seccion se tiene el propdsito de determinar que ganancias ki, k2 y k3 hacen
al sistema (3.1) estable y la funcién de Lyapunov que lo demuestra, es decir, encontrar los

coeficientes de la funcién 1, v2, 3,713 ¥ 7723 que en conjunto cumplan con las desigualdades

(3.28)-(3.30). De (3.28) se obtiene

vz | 33

Y3 >
4iy3y9 Ay

sea 1 una variable positiva y que cumple i > 1, entonces

3372715 '7%3)
Y3 =1 + 12 3.31
( 4A3yg Ay (3:31)

mientras que a (3.29) se le puede dar una interpretacion grafica, en donde la curva de la
funcion ¥ (o, \) que cumple ¥(a, \) < ¢(«), tiene que pasar por debajo de la curva de la
funcion v(«), dentro del intervalo permitido de «, el cual esta definido por (3.30), ademés
se considera el caso particular cuando

2

77 3k

En la tabla 3.1 se presenta una serie de parametros para los cuales la funcién propuesta es
una funcién de Lyapunov.

En las figuras 3.1-3.3 se muestran las gréficas de las funciones v(«) y ¥ (a, A) co-
rrespondientes a cada columna de la tabla de pardmetros 3.1 que cumplen con la desigualdad
(3.29). Notese que esta tltima condicion deberia involucrar a dos funciones ¢ ya que existen
A1 ¥ A2, pero debido a que ¥y, > ¥),, ver apéndice B, la curva de v, se ha omitido de las

gréaficas, en donde la funcion ¢ = 1y, .



Figura 3.1 | Figura 3.2 | Figura 3.3
k1 2 2 7
ko 2 3 5
ks 0.15 1.1 )
gl 6 ) 9
Y2 2 1.66 0.85
vz | 86x1073[25x1073 | 1x1072
13 2 1 1
23 0.01 0.1 0.01
n 1.1 1.1 1.1

Cuadro 3.1: Parametros de la funcion de Lyapunov con A =0

0.2
0.151
0.1f

0.051

[ = o) — @)

I I I
50 100 150

I I
200 250
a

I I I
300 350 400
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Figura 3.1: Grafica de 9(a, A) v v(«) con los parametros de la columna 1 de la tabla 3.1

con A =0

3.5. Caso Perturbado

Considere ahora el sistema con f(x,t) # 0, es decir

en donde, como se mencioné anteriormente, |f(z,t)| < A, con A conocida.

Recordando la funcién candidata de Lyapunov

1 =
Ty =

T3 =

T2

1 1
—ki|x1]3sgn(x1) — ka|za|2sgn(xs) + x3

—kssgn(z1) + f(a,t)

4
V(z) = mle1|? +yolwal® + yslas|* + vizzims — yeswalasPsgn(ws)

(3.32)



37

ol [ — e

I I I I I I I
20 22 24 26 28 30 32

Figura 3.2: Grafica de ¢(«, \) y v(«) con los parametros de la columna 2 de la tabla 3.1
con A =0

ooy |- = (@) — @)
0.08 - 1
0.075
0.07
0.065
006j m = = = = N = = = = = === ——-—-———--
0.055
0.051

0.045 -

0.04

60 80 100 120 140 160

Figura 3.3: Grafica de ¢(a, \) y v(«) con los parametros de la columna 3 de la tabla 3.1
con A =0

se obtiene la derivada temporal y evaluando a lo largo de las trayectorias del sistema (3.32)

se tiene

. . 3 1
V(z) = —vyisks|lei| + vz f(@,t) — 2v2ka|wa|2 — yaslas|® — (2y2k1 — 3m1) [21]322
1 . 1
+yeski (2115 23] — dysks|@1]%2] + dysadf (2, 1) + vaske 2217 [23]°

+ (272 + Y13 + 2723k3] 211° | 23]° — 2723|2310 f (=, t)) Tox3
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entonces

. 3

V(z) < —mslks — A)a1| — 2y2ke|w2|2 — (y23 — 4ys3(ks + A)) |xs]?
+ [ (272k1 — 3m) | 1|5 o] + sk |21 |3 |23]2 + Aaazs
Fyaske| 2] 7 23]

con 723,73 > 07 y
A = 299 + Y13 + 2y23k3 | 211°|23]° + 2723 231°A

noétese que en este caso dependiendo del signo de x1 y x3, A puede tomar cuatro valores

diferentes, pero solo se consideraran el minimo y el maximo, es decir

AL = 292 + Y13 + 2723(k3s + A)
Ao =272 + y13 — 2723(ks + A)

Nuevamente se remplazan las desigualdades (3.13) y (3.14), y para el caso perturbado se

tienen las desigualdades

A< k’3 (3.34&)
0 < ¢(a) <v(a) (3.34b)
3
2 1247 |k — 3m|
I<a<2—— 3.34c
V23 7237€2\/ 3B3y13(k3 — A) ( )
con
L1
v(a) = (723 —Adys(ks +A) — \/ﬁ> (3.35)
Ya3k2
donde

2293,k3 (272k2 — yoskoat)?

=
33y13(ks — A) (2y2ka — Yoskaa)® — 242 | (yok1 — 2m) ‘3

3.6. Convergencia en Tiempo Finito

Debido a la homogeneidad de V' y V, con los grados 0y = 4 y d;, = 3, respectiva-

mente, entonces la funciéon

W(z) = —
(z) 7o)

es homogénea de grado dy = 0, y dado que W (z) = W (k3z1, k?z2, kx3) para todo k > 0,

todos los valores de la funcién son tomados en la bola homogénea unitaria, es decir, By =
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{z € ]R||a:1|§ + |2a| + |32 = 1}. En By, la funcién V y V son continuas y diferentes de cero.

Entonces W(z) tiene un minimo positivo que puede ser calculado por k = :gggi W (z). Esto

implica que )
—V(z)
Vi)

De esta desigualdad diferencial se aprecia que las trayectorias convergen a cero en tiempo

>k V(z) < —kVi(2)

finito. La solucion de la ecuacion diferencial ©(t) = —kv(t) esta dada por Vi (t) = vi (0)— 35t

Por el lema de comparacion se sabe que el tiempo de convergencia puede ser estimado como

I

T(l’o) S V (.CCQ)

TS

3.7. Escalamiento de las ganancias

Suponga que el origen © = 0 es estable en tiempo finito para el sistema (3.32)
con las ganancias (k1,k2,k3), vy V(z) en (3.2) es una funcién de Lyapunov para el con-
junto de parametros (v1,72,73,713,723). Si aplicamos las transformaciones (ki, ka2, k3) —
(Lky, Liky, L2ks) y (1,792,738, 113, 723) = (L7'y1 , L%y , L™5y3 , L™2y13 , L™ 3723) todas
las desigualdades se conservan bajo estas transformaciones. Entonces el origen x = 0 es
también estable en tiempo finito para el sistema (2.2) con las ganancias (Lk;, L%kg, L%kg),
y V() en (3.2) es una funciéon de Lyapunov para el conjunto de parametros (L™ 1y , L™2,
,L75v3 , L™ 23 ,L_%*ygg), para cualquier nimero real positivo, L > 0, cuando A = 0.

Se analizard esta transformacion en el caso perturbado, entonces, aplicando la transforma-

cion al sistema (2.2) se obtiene

T = T9
iy = —Lk|z1|3sgn(a1) — Liks|wa|2 sgn(as) + o3 (3:36)
- —L%kjg)sgn(l']_) + f(JUa t)

de igual forma en (3.5), que es la derivada temporal de la funcién de Lyapunov con la

perturbacion,
) Yo 3 3 723
Vo= itk + et - 235 Lalealt - 2ol
4v V23 1 9
— (22 —L
( 72 k1 — 3L> |_$1-| 2 + k1L$1—|3\_1‘3—|
3 3 3 1
—421;5 ks L:z:ﬂ 4ﬁl’gf( ) ELZ ko L$2~| 2 Lx312

(22 +2’;23L2k3w Lzs]° —2”23 221 (a,1) ) o2
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la expresion anterior se puede reescribir como
3 3 3
: 1 2 3 1 T2
Vo= —misks || — 2%k | =5 | —ve3|—%| — (2v2ki —3m) {1—‘ —=
Lz 6 Ls L2 L6
I 3 L3 2 T 0 3 ’ 2 3 T3 2
L2 6 2 Ls L6 L6
0 0
x x x x
+ | 272 + 713 + 2723k3 {ﬂ {ﬂ ) (i) <?;>
L2 Ls Ls Ls
, gy X
x1 \ f(z,t T3 fx,t flx,t) [z T3
+'Yl3<1) (3)+4’Y3<7) (3)_2’723 (3) 3 |77
L2 L2 Ls L2 Lz 6/ | L%
X1 T2 I
1”2 = "5 YR T 7
3 3 Ls

Considerando el siguiente cambio de coordenadas z; =
L2

3 1
—misks |21] — 272k |22] % — 23 |23 — (272k1 — 2m1) L2153 22
2

Vv o=
1 1
sk 2113 |23]% — dysks | 21]° 23 + yaska | 2212 | 23]
(3.37)

+ (272 + Y13 + 2723k3 [ 21]° LZ?JO) 2923
: : f(z,1)

flax,t x,t
+71321 ( 3 ) + 4323 ( 3 ) — 2723 |23| 22——3
Lz L2 L2

en la seccion 3.3.2 se obtuvo que bajo ciertas condiciones de ki, k2, k3, 71, Y2, V3, Y13 Y V23

se cumple la desigualdad
V < —a1]x1| — a2|x2| — 043|$3‘ <0

cuando f(x,t) =0y con
— 5| (v2k1 = 371) | B, — 5723k18%5

0<ar = msks
s
0<ay = 2yks —3|(12k1 — 37)| Bra® — Y23kocx
Zs
0<as = 73— 4ysks — 3y23k1 815 — Yaskad()

entonces (3.37) se puede escribir como
: T, t
f(1) (1321 — 27232223 + 4y323)°)

Vﬁ—a1!Z1|—OZ2|22\—043\Z3|+ 3
L2

si ademés | f(z,t)| < A, entonces
(3.38)

. A
V < —ailz1| — aglza] — aslzs| + 2 (71321 + 27232223 + 473)23]*) -
2

De la desigualdad de Young
3
|22]|23] < V1]z2|2 + Dz
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sustituyendo en (3.38) se obtiene

. A 2091723 A 3 A
V< - <Oél - ﬁyz)’ﬁ ) |z1] — <a2 — 1;?) |z2]2 — [043 — (473 + 2092y23) I |25

2 2 2

en donde se muestra que se posible escoger una L los suficientemente grande de tal manera

que
A
0117’7133 > 0
27
ay — B2 5 (3.39)
L2

A
a3 — (493 + 202723) I > 0
2

Esto demuestra que una vez que se ha obtenido un juego de pardmetros para los cuales
el origen del sistema en el caso nominal es estable, solo es necesario encontrar una L lo
suficientemente grande que cumpla con (3.39) y entonces para toda L > L se demuestra la
convergencia del origen del sistema perturbado.

Con esto también se muestra que el algoritmo es Robusto ante cualquier perturbaciéon que
sea Lipschitz con respecto al tiempo, es decir, sin importar cual sea la cota de la derivada
temporal de la perturbacion, tedricamente siempre sera posible encontrar una L para la cual

la derivada de la funcién de Lyapunov sea negativa definida.

3.8. Meétodos de diseno de las ganancias del algoritmo

A continuacion se presentan dos métodos para el disefio de las ganancias del algo-

ritmo (2.1), los cuales surgen de la funcién de Lyapunov propuesta.

3.8.1. Diseno de las ganancias a partir del caso perturbado

El diseno de las ganancias ki, k2 y k3 que estabilizan el origen del sistema (2.2)
consiste en encontrar un conjunto de parametros ki1, k2, k3, v1, 72, V3, Y13 ¥ V23, que cumplan

las desigualdades

33 4
0< TR o fyynn 52 (3.40)
4777
A< ks (3.41)
0< ¢l <wv(a) (3.42)

3
V2 1|24 |k — 3m|
0< « <2— — 3.43

V23 ’Y23k2\/ 3By13(ks — A) (343)



Figura 3.4 | Figura 3.5
k1 2 7
ko 3 5
ks 1.1 6
Y1 11 19
Y2 3.66 1.81
vz | 6x 1077 2.05
Y13 1.5 0.75
723 0.05 0.1
n 1.1 1.1
A 1 4

Cuadro 3.2: Parametros de la funciéon de Lyapunov

con A conocida y v(«) definida en (3.35).
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Entonces se propone una ks > A, y de la misma forma que en la validacion de la funcion de

Lyapunov en el caso nominal, se considera

y de (3.40)

_n
72 3k,
Y3 =1 <3372ﬁ3 + 7%3)
iy Ay

con la variable positiva n > 1.

A la condiciones (3.42) y (3.43) se les da nuevamente una interpretacion grafica, en donde

(3.43) define el intervalo de « en el que la curva de la funciéon ¥ (a, A) debe pasar por debajo

de la curva de la funcion v(«). Se tienen entonces los parametros ki, ka, k3, v1, 713, 723

y 1 para ser disenados de tal forma que cumplan con que con las condiciones (3.40)-(3.43)

para cada A. En las figuras 3.4 y 3.5 se muestran las gréficas de las funciones v(a) y

¥ (ay, A) correspondientes a cada columna de la tabla de parametros 3.2 que cumplen con las

desigualdades (3.40)-(3.43).

Note que en este caso para A = 1y A = 4 se tuvieron que disenar k1, ka2, k3, 71, Y13, V23 ¥ 1,

de tal forma que con la verificaciéon grafica de las desigualdades se garantiza la convergencia

del origen del sistema.



43

0.15—‘ | | | ‘ -- 'l‘J(G) ‘_lIJ(O“v)\) "

0.051

I I I I I I I I
70 80 90 100 110 120 130 140

Figura 3.4: Grafica de ¥(a, A\) y v(«) con los parametros de la columna 1 de la tabla 3.2

0.18f ‘ ‘ | ‘ - -L;((X) — LIJ(G,)\‘) "

0.16

0.14

0.12

0.1f

0.08

0.06 -

0.04

Figura 3.5: Gréfica de ¥(a, \) y v(«) con los parametros de la columna 2 de la tabla 3.2

3.8.2. Diseno de las ganancias a partir del caso nominal

Como consecuencia de la transformaciéon que se presentd en la seccién anterior
surge otro método de diseno. En este método a partir de una serie de pardmetros que se
hayan obtenido de las condiciones para el caso nominal, solo se requiere rediseniar la variable
positiva L > 1 para una A dada.

Por ejemplo, considere los parametros del caso nominal de la segunda columna de la tabla

3.1: k= 2, ko = 3, k3 = 1.1, Y1 = 5, Y2 = 1.66, Y3 = 2.5 x 10_3, Y13 = 1, Y23 = 0.1 y
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n = 1.1, que al ser evaluados con A = 1 no cumplen con la condicion (o, \) < v(«a), ver
figura 3.6 (a), entonces se ajusta el valor de L a 1.5 y al verificar con este valor se observa

que la condiciéon se cumple, ver figura 3.6 (b).

Figura 3.6: (a) Grafica de ¥ (o, A) y v(«) con los parametros de la columna 2 de la tabla
3.1, A=1y L =1, (b) Grafica de ¥(a, \) y v(«) con los parametros de la columna 2 de la
tabla 3.1, A=1y L =1.5,

Ahora considere A = 4, nuevamente se consideran los parametros del caso anterior y se
ajusta L. = 2, y con este sencillo ajuste de L se validan los parametros para A = 4, ver
figura 3.7.

A diferencia del método anterior, en donde para cada A es necesario redisefiar siete parame-

tros, con este método solo se requiere ajustar uno, y la forma de hacerlo es incrementandolo.

3.9. Resumen del capitulo

En este capitulo se present6 una funcién de Lyapunov que demuestra la convergen-
cia en tiempo finito del sistema (1.1) cuando se le aplica el algoritmo (2.1). De igual manera

se obtuvieron las siguientes condiciones que garantizan la convergencia del sistema (2.2) con
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022 u(a) W(a,A)

0.2
0.18
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08

0.06

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 3.7: Gréfica de ¢ (o, \) y v(«) con los parametros de la columna 2 de la tabla 3.1,
A=4dyL=2

fla,t) #0,
A < k3
337%3’72 2
0< < Avyayz —
0< o(a) <v(a)
3
0< a<2? - 1 \/2'42‘72]‘?1_%71‘
Y23 Yeska 3By13(ks — A)
con
1
v@) & (s sl +8) - Vi)
donde

2273,k3 (272ka — Yaskoa)?

II = .
3y13(ks — A) (2y2ke — yoskoa)® — 242 | (yok1 — 21) ‘3

Como consecuencia de estas condiciones se presenta un método de diseno de ganancias
en donde partiendo de una A conocida y a través de una verificacion gréfica se disenan
los parametros ki, ko, k3, 71, 713, 723 ¥ 7, de tal forma que se satisfagan las condiciones
anteriores. Este método presenta cierta flexibilidad debido a las siete variables que pueden
ser ajustadas pero, ya que no se sabe cual es la mejor forma de sintonizar estos parametros,

se puede convertir en una tarea tediosa.
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El método de diseno presentado a partir del caso nominal ofrece la ventaja de que una vez que
se tienen los parametros que satisfacen las condiciones con A = 0, solo es necesario disenar la
variable L para la cual se satisfacen las condiciones anteriores aplicando la transformacién de
cada parametro, es decir, para la verificacién se ocupan las condiciones del caso perturbado
pero sin tener que disenar siete variables, solo una L para cada A dada. Esto significa que
para cualquier A solo se requiere ajustar L partiendo de un juego de pardmetros validados

para el caso nominal.
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Capitulo 4

Conclusiones

El problema de controlar sistemas con incertidumbres o perturbaciones ha sido
objeto de estudio durante las ultimas décadas. En esta tesis se ha planteado el problema
especifico de controlar sistemas de segundo en la forma canénica de controlador con una
incertidumbre y/o perturbacion acoplada al control y que es Lipschitz como funcion del
tiempo. Para resolver esto se ha propuesto un algoritmo inspirado en la evolucién de algorit-
mos continuos y discontinuos, principalmente de las propiedades que presenta el algoritmo
Super-Twisting para sistemas de primer orden.

Se ha propuesto un algoritmo homogéneo, que a diferencia de los algoritmos dis-
continuos que se encuentran en la literatura, logra estabilizar robustamente un sistema de
segundo orden y grado relativo 2 a través de una accién de control continua y en tiempo
finito, lo cual desde el punto de vista practico resulta en la posibilidad de implementar el
esquema sin la preocupacion de las limitaciones o desgaste de los actuadores. Ademaés el con-
trolador propuesto puede ser aplicado en el seguimiento de una sefial variante en el tiempo,
caracteristica que lo distingue de otros algoritmos por modos deslizantes que solo pueden
ser aplicados para resolver problemas de regulacion.

Para probar la convergencia del algoritmo en el caso nominal se propuso una fun-
cion candidata de Lyapunov, de donde se obtuvieron condiciones suficientes para demostrar
que la funcién candidata es positiva definida, y su derivada temporal negativa definida. Se
encontraron ganancias del algoritmo y coeficientes de la funcién que cumplen con las con-
diciones obtenidas, con lo que se validé la funcién de Lyapunov. Ademas se incluyen las
condiciones para el caso perturbado cuando se conoce una cota de la derivada temporal del

término de perturbacién. La funcién de Lyapunov propuesta también es usada en la prueba
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de la convergencia en tiempo finito del sistema a lazo cerrado.

Como consecuencia de las condiciones obtenidas de la funcién de Lyapunov se
presenté un método de diseno de ganancias en donde partiendo de una A conocida y a
través de una verificacion gréafica se disenan los pardmetros ki, k2, k3, 71, 713, Y23 y 1. Este
método presenta cierta flexibilidad debido a las siete variables a disenar pero, ya que no se
sabe cual es la mejor forma de disenar estos parametros, esta actividad se puede convertir
en una tarea complicada y tediosa.

Se present6 un segundo método de disenio que, a partir de parametros que satisfacen
las condiciones en el caso nominal, solo requiere el ajuste de una variable L para una A dada.
Este método surge de una transformaciéon de variables que muestra que el algoritmo es
robusto ante cualquier perturbaciéon Lipschitz respecto al tiempo. Esto significa que usando
alguno de los conjuntos de pardmetros que se validaron para el caso nominal, se puede
ajustar L para cualquier A conocida.

El control propuesto es solo un paso méas en la busqueda de extender este tipo
de esquemas a sistemas de orden arbitrario, por lo que atn resta analizar céomo se puede
extender este algoritmo para desarrollar un esquema generalizado que se pueda aplicar a
sistemas de cualquier orden y grado relativo conservando la propiedad de homogeneidad en

el sistema a lazo cerrado.
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Apéndice A

Prueba del Lema 1

Lema. Para todo valor real de xo y x3, para todo valor positivo de o > 0 y & > 0, y cualquier

valor de A, la desigualdad
1
Azoxs + | x2] 2 lz3]? < ga|x2]% + 62|33 (A1)

se satisface para todo t, si y solo si
¢ = (e, A)

donde la funcion (o, \) estd definida por

) (e N) A > —V3a
Yo, A) = /3

maz(0,Y2(a, N)) A< —

A VIEE3a) A+ VPET3a) (AP 3a
Pi(a) = —a 3 +A 3 + T

A= VPE=3a)’ A= VPE=3a) [A—PF-3a
¥2(0) = o 3a - 3a * 3a

Demostracion. Se tiene la desigualdad

1 3
Azows + [22]2 23] < al72|2 + ¢|as]?

1
considere zp = x5 y 23 = 3, entonces se tiene que demostrar que el polinomio homogéneo

p= 04|Z2\3 + ¢\23|3 - )\LZﬂQZs — 29 LZ?JZ >0 Vaz,zzeR



sea positivo definido para todo valor de A, para ello se tienen que considerar los siguientes

tres casos:

s 23 = 0. En este caso

) =alnl>0—-a>0
m 23 = +1.
pt = alznl Az’ —2+¢
= alzaf’ — A|z2f’sgn(z2) — 20+ ¢
Ahora consideramos dos casos

1. 20>0

pizazg’—)\zg—zz—i-d)ZO

los puntos criticos estan en
ipi =3025 —2Mz9—1=0
dZQ

es decir

A+ VA2 + 3a
3a

r1,2 =

donde 72,713, 723 > 0, entonces solo existe una solucién positiva de zo dada por

A+ VA 4+ 3a
N 3a

1

y para esta tenemos

3 2
. </\+ \/\)\\24-304) _)\ <>\+ VAP +3a> _</\+ \/\Ay2+3a>+¢ -
3a 3a 3a -

Pl =

esto implica que

3 2
0> a (H VAP +3a> ) <A+ VAP +3a> . <A+ VAP +3a>
- 3 3 3o

2. 20 <0
pr=—azi + 222 —2+¢>0

los puntos criticos estan en

d
d—pf = 3025 +2 29— 1=0
22



es decir

a)

n 23:—]_

A+ VA2 = 3a

3«

Cuando |A|]? — 3a < 0, la funcién es monétona decreciente, por lo tanto hay

r1,2 =

un minimo en 29 = 0, entonces
¢ >0

Cuando |2 —3a > 0, y para 0 < A no hay soluciones en z; < 0, y al ser
decreciente la funcién, de nuevo hay un minimo en 2o = 0 y se repite la

condicion anterior, pero cuando A < 0 las dos raices son negativas, pero se

A —VIA? =3
ro =
3o

tiene un minimo en

y para esta tenemos

3 2
. (A—«/Q))f—fﬂa) 0 (A—«/L})f—i%a) _(A—\/ﬁ?—ga)mzo

esto implica que

¢>a<A—¢m>3_A<A—¢m>Q+<A—¢m>
- 3o 3a

3o

cuando A < —v/3a.

pm = anPHAn]P+atd

= Ck’ZQ‘S + )\]22‘28971,(2’2) +2+ ¢

Considerando los dos casos para 29

1. 20>0

Py =az+ Az +2+6>0

los puntos criticos estan en

es decir

d _
%p+:3az§+2A22+1:O
A+ /A2 = 3«
T2 =
' 3



a) Cuando |\|? —3a < 0, la funcién es monétona creciente, por lo tanto hay un

minimo en zo = 0, entonces

¢ >0

b) Cuando |A|? —3a > 0, no hay soluciones en zo > 0si 0 < A, y al ser creciente
la funcién, de nuevo hay un minimo en z2 = 0 y se repite la condicién anterior,

si A < 0 entonces si hay soluciones en z9 > 0 y se encuentra un minimo en

. A+ V|A]? =3« A — VA2 = 3a
L= —
3 3

y para esta tenemos

— 2 _ 3 _ 2 _ 2 _ 2 _
_a<>\ \/?Cl 3a> +)\<)\ \/g 3a> _()\ \/g 3a>+¢20

esto implica que

o> a <)\— ,/\A2—3a>3 ) (A— VNP —3a>2+ </\— VNP —3a>
- 3a 3a 3a

cuando A < —v/3a.

2. 29 <0
pl=—azi —AE 2+ ¢>0

los puntos criticos estan en

d

d—ZQp: = 3025 —2 2 +1=0
es decir
A+ /A2 + 3
71,2 =
' 3a

entonces para todo valor de A existe solo una solucién negativa de 292, dada por

A= VIAR 3 A+ VAP 4 3a
N 3a T 3o

T2

y para esta tenemos

3 2
_ </\+\/\/\\2+3a> A<A+\/1A|2+3a> <A+\/\)\]2+3a>+¢>0
W _ _
3a 3o 3o -

por lo que

0> —a </\+ \/)\|2+3a>3 ) (A+ \/|>\2+3oz>2 . </\+ VAP +3a>
- 3a 3a 3o




Entonces para toda A € R se deben de cumplir

a>0

> —ard + X rf+r >0

con

A+ P30

L=
3a

¢2ar§’—)\r§+r2>0

cuando A < —v/3q, con

A — VA2 = 3a

ro =
3a

Notese que en el lema no se incluye la condicion maz (0,11 (o, A) con A > —v/3a, debido a

las propiedades de la funcién ) que se muestran en el apéndice B.

Ahora remplazando xo — nxo v 3 — nrs para alguna n > 0, en la expresion

1 3 ,
Aoz + |22]2 23] < alze|? + @las)?
se obtiene
5 1 3 3
APwoxs +n2 |22]2 [23]% < n2alas|? 4+ nPglws)?

dividiendo entre n?

1 1 1 3
Azoxs +n2 [22]2 [23]% < 0 2alre|? + nelas)®

M=

cond =1

Azoxs + 62212 2312 < 2alwa|? + 62¢|zs|?

SN



Apéndice B

La funcion ¥(a, \)

La funcién

Sl ) = { maz (0, é1(a, ) A2 —v3a
maz(0,¥a(a, A)) A< —/3a

donde

A VIEE3a) A+ VPET3a) (AP 3a
¥ife) = -a 3o A 3o + 3

A= VPE=3a)’ A= VPE=3a)" [A-PP-3a
¥2(e) = o 3a —A 3a * 3a

presenta las siguientes caracteristicas

= ) es siempre es positiva con A > 0

Cuando A >0
Y = max(0,11)

donde

A VIEE3a) A+ VPET3a) (AP 3a
i(a) = —a 3o M 3o + K"

54



podemos reescribir la ecuaciéon anterior como

b= oy (A VIETBa) 4 g (A VIE 4 30)

_ +£ <A+ VT 3a> - 3322 (4>\3 +402/A2 1 30+ 9ha + 3ay/ A2 +3a)

+

A 1
s (207 + 20 IAE + 30+ 30) + o (A+v/AF + 3a)

2X% + 202 /|2 + 3a — 3a/]A]2 + 3a N ()‘ + VAP + 3a>

332 3a

finalmente

203 + 2202 /|A12 + 3a + 6ay/|A]2 + 3a + 3%

332

donde claramente 11 > 0 Va > 0, A > 0 y por lo tanto ¢ > 0

Y1 =

Esta propiedad es empleada en el Lema I en donde se omite la condiciéon de que ¢ > 0

cuando A > —+v/3a.

Py > P,

Se sabe que A puede tomar dos valores diferentes

A1 = 22 + 713 + 2723k3

A2 = 272 + 713 — 2723k3
si 2,713, 723 > 0, entonces A\ > 0 y por lo tanto
zﬂ/\1 = ¢l)\1

y %1 > 0.
En la figura B.1 se muestra la funcién ¢ respecto a A, en donde se puede apreciar que

_ < 1y, y debido a que \; > |\2| entonces

¢)\2 < ’sz\l



Figura B.1: ¢(a, A) respecto a A
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