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Introduccion

En oceanografia el transporte de particulas es un fenémeno constante y abundante:
las corrientes marinas llevan el plancton de un lugar a otro y es vital para muchos de
los organismos que ahi habitan. En aguas someras el arrastre y depoésito de arena puede
influir positiva o negativamente para ciertas actividades humanas, por ejemplo, bancos
formados por el depoésito de arena en zonas de baja presion por corrientes turbulentas,
pueden afectar la navegacion cercana a las costas; pero pueden ayudar a mitigar la fuerza
con la que se aproxime un tsunami a alguna costa poblada.

En las costas del Mar Caribe y Golfo de México, donde la plataforma continental se
extiende varios kilometros y hace muy someras las aguas de esas costas, el movimiento
y deposito de arena es importante, porque en términos ecoldgicos esta arena impide el
optimo desarrollo de los corales que habitan esa zona (el segundo de los arrecifes coralinos
mas grande del mundo, el primero esta en Australia), ya que tapa los poros por los que
respiran.

Hay comunidades de pescadores que por las caracteristicas del lugar que habitan,
también les permite el “cultivo” de algunas especies animales como el camarén porque
hay lagunas en donde las condiciones son adecuadas para el desarrollo de esta actividad;
porque el agua es salobre, por la tranquilidad de las aguas, porque hay un aporte periédico
de nutrientes desde el agitado mar, o por algunas otras razones.

Otro aspecto importante es que las particulas pueden ser contaminantes y es nece-
sario hacer un seguimiento de esos materiales, ya sea que se depositen en algin lugar de
acumulacion que facilite su extraccion y con ello la limpieza del lugar, o que se dispersen

fuera de algtin estuario, puerto, laguna costera, etc.

Antecedentes

Cuando un flujo sale de un canal se forma un par de remolinos por el efecto de la
vorticidad que se produce en las paredes solidas de éste; a ese par de vortices se le conoce

como dipolo. Durante la etapa inicial de formacion del dipolo, los vortices permanecen

13
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cerca de las paredes del canal, su circulacion y tamano crecen rapidamente. Después de
un tiempo se alejan de la entrada del canal y se desplazan por la velocidad auto-inducida.
En el caso del gasto variable, como en un flujo inducido por la marea, la evolucion posterior
depende en gran medida del niimero Strouhal S. Asi, en la primera mitad del ciclo el flujo
“sale” del canal y en la segunda mitad del ciclo el flujo “entra” por el canal.

Wells y van Heijst (2003) desarrollaron un modelo para estimar el movimiento de un
dipolo suponiendo que el flujo es la suma de dos vortices contrarrotativos y una fuente
lineal (el canal), y muestran que si S < 0.13 el dipolo que se forma escapa del &rea cercana
al canal. La distancia recorrida por el dipolo es suficiente para evitar que el flujo inverso
lo haga regresar al canal. Para S = 0.13 la auto-propagaciéon del dipolo se compensa con
el flujo de regreso, asi que el dipolo permanece estacionario. Finalmente, para S > 0.13 el
dipolo es arrastrado hacia atras, es decir, de regreso hacia el canal en el flujo de retorno.
A partir de ahora a este modelo se le llamara modelo W-H.

Sin embargo, en un escenario en que S < 0.13 existen mas posibilidades que solo la
que el dipolo escape. Una de ellas es que el dipolo no regresa a la salida del canal, sino que
permanece en una posicion intermedia, ya que su velocidad de desplazamiento decrece y
tiende lentamente a cero.

El modelo W-H s6lo considera lo que ocurre en un periodo. Debido al hecho de que un
dipolo puede existir por un intervalo de tiempo superior a un periodo de forzamiento y de
que un dipolo se forma en cada ciclo, en ciertos casos cuando dos de estas estructuras se
aproximan se debe tomar en cuenta la interaccion entre ellas. En general, la velocidad de
traslacion del dipolo disminuye al paso del tiempo por el efecto combinado de un aumento
de la distancia entre vortices y una disminucién en la circulaciéon. Si la velocidad de un
dipolo disminuye lo suficiente para que el siguiente dipolo lo alcance, se puede dar la
fusion de vortices del mismo signo.

A diferencia del modelo W-H que se basa en la teoria potencial y en algunas hipdtesis
dimensionales sobre la creaciéon de vorticidad en el canal, en este trabajo se investigan
todas las etapas de evolucion de los dipolos: su creacién por la acumulacion de vortici-
dad que sale del canal, sus caracterisiticas fisicas y geométricas, las inestabilidades que
preceden a su destruccion, efectos tridimensionales y transporte de particulas.

En este trabajo se ha avanzado tanto en obtener una soluciéon numérica resolviendo
las ecuaciones de la dinamica de fluidos en dos y tres dimensiones como en la realizacion
de experimentos. A pesar de los ntumeros de Reynolds empleados en las simulaciones
numéricas, los resultados se pueden comparar con “situaciones reales” (Nicolau del Roure
et al, 2009; Amoroso y Gagliardini, 2010); el parametro mas relevante en este caso es el

ntmero de Strouhal.
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Un modelo analitico mas realista para los vortices es el del dipolo de Lamb-Chaplygin,
el cual es una solucién exacta de la ecuacion de Euler. La vorticidad esta confinada
a un circulo de radio R, y dentro de este circulo hay dos vortices de tamano finito.
La simulacién numérica desarrollada en este trabajo muestra que el dipolo de Lamb-
Chaplygin (Chaplygin, 2007) es una buena aproximacion para describir la etapa inicial
de los vortices (no su creacion, sino cuando el dipolo ya estad completamente formado)

usando nimeros de Reynolds moderados.

Datos observacionales y experimentales

Nicolau del Roure et al (2009) hicieron experimentos para vortices formados en flujos
forzados periddicamente en un tanque con agua somera. Los experimentos se realizaron
para cuatro casos diferentes: una barrera de islas sin canal, una barrera de islas con canal,
un canal corto y un canal largo. Entre algunas de las cantidades que se midieron son:
la posicion de los vortices, la vorticidad maxima, la circulacion y el didmetro efectivo.
Con el fin de medir estas cantidades se utilizaron técnicas de visualizaciéon con colorante
y velocimetria por imagenes de particulas en la superficie libre. En este articulo mencio-
nan la existencia de una diferencia en el comportamiento del primer ciclo respecto a los
subsecuentes.

Los vortices que se escapan de la zona cercana a la salida del canal, finalmente se
destruyen. Nicolau del Roure et al (2009) asocian esta destruccion a la friccion del fondo,
pero hay otros mecanismos involucrados. Por ejemplo, Crow (1970) hace un anélisis de
estabilidad y muestra la ocurrencia de una inestabilidad simétrica senoidal en el rango
de longitud de onda larga. Billant et al (1999) investigaron la estabilidad lineal del diplo
de Lamb-Chaplygin bajo perturbaciones tridimensionales para dos nimeros de Reynolds,
400 y 10,000. Ellos encontraron que el modo mas inestable esta en el intervalo de longitud
de onda corta.

Desde un punto de vista experimental, Leweke & Williamson (1998) investigaron la
estabilidad de un par de vortices producido por la rotaciéon de dos placas planas. El interés
se centré en ondas cuya longitud de onda era del orden de magnitud comprendido entre
el tamano del nucleo y el espacio entre los vortices. Ellos encontraron que la inestabili-
dad producia una deformacion del ntcleo y esa observacion esta en concordancia con las
predicciones dadas con la teoria de la inestabilidad eliptica. Ademas encontraron que la
aparicion de un arreglo de vortices secundarios lleva a la destrucciéon del dipolo.

Aunque los trabajos citados en los dos parrafos anteriores (Crow, 1970; Leweke &

Williamson, 1998) son tridimensionales, solo se destaca el hecho de la existencia de inesta-
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bilidades que destruyen las estructuras coherentes, y que éstas son del orden del tamano
de dichas estructuras.

Amoroso y Gagliardini (2010) presentan mapas de circulacion superficial obtenidos
de imagenes satelitales del Golfo de San José y el Golfo de San Matias en la Patagonia.
El valor del niimero de Strouhal es 0.051. Ellos observaron un dipolo de 13km de ancho
con una distancia recorrida de 40km aproximadamente. En términos de las variables
adimensionales, la distancia entre los centros de los vortices es 1.88. También reportan un
tren de dipolos que es observado en ambos golfos.

Shaden et al (2007) hicieron experimentos para determinar el transporte durante la
formacion y crecimiento de vortices anulares. El anillo de vorticidad es producido con un
aparato conformado por un piston sumergido en un tanque con agua. Las caracteristicas
dindmicas y geométricas se deducen de mediciones del campo de velocidades en un plano
que pasa através del eje de simetria. Ellos encontraron que en la etapa temprana la mayor
cantidad de fluido que entra en la region donde la vorticidad no es cero, viene del cilindro.
A medida que el vortice anular crece y se desplaza, el fluido que esté fuera del cilindro es

llevado a dentro de la estructura.

Tridimensionalidad

Este estudio se realiza en el esquema de aguas someras, porque el tamano caracteristico
del dipolo es grande comparado con la profundidad de la capa de fluido. Usualmente es
suficiente considerar estos sistemas como bidimensionales, esto es, las caracteristicas del
flujo dependen débilmente de la coordenada vertical, excepto en una delgada capa en la
vecindad del fondo. Sin embargo, hay evidencias que contradicen la bidimensionalidad.
Por ejemplo, Sous et al (2004) produjeron un dipolo con un jet turbulento impulsivo en
aguas poco profundas para numeros de Reynolds entre 50,000 y 75,000. Aparte del par
de vortices de signo contrario, ellos reportan un movimiento vertical delante del dipolo.

Un comportamiento similar aparece en un flujo laminar reportado por Lacaze et al
(2010) y por Albagnac (2010); ellos producen un dipolo haciendo rotar dos compuertas
verticales en un estanque rectangular. Hicieron mediciones de la velocidad en los planos
vertical y horizontal, observarndo un movimiento vertical, y de hecho detectaron un vortice
enfrente del dipolo. Las intensidades de ambas estructuras son comparables.

Duran-Matute et al (2010) hicieron una simulacién numérica en una capa horizon-
tal delgada, proponiendo como condicién inicial un campo de velocidades horizontal tipo
dipolo de Lamb-Chaplygin y un perfil vertical tipo Poiseuille. Hay dos parametros rele-
vantes, el nimero de Reynolds y el cociente § = H/Ry, donde H es la profundidad de la
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capa de fluido y Ry es el radio donde la vorticidad es distinta de cero. Ellos encontraron
que la tridimensionalidad del flujo depende de un tinico pardmetro K = §2Re. Para K < 6
se esta en presencia de un flujo dominado por la viscosidad, asi que el movimiento vertical
es despreciable. En el intervalo 6 < K < 15 las propiedades del dipolo son modificadas por
un movimiento vertical y aparece un vortice de herradura enfrente del dipolo. Finalmente
para la tridimensionalidad (K > 15) esta bien desarrollada y la intensidad del vortice de

herradura es comparable con la intensidad de los vortices del dipolo.

Transporte de particulas

Otro aspecto tratado en esta tesis es el transporte de particulas en el fluido. Este es un
tema que ha sido investigado en anos recientes. Uno de los trabajos pioneros en este toépico
es el de Maxey y Riley (1983), en el que los autores deducen la ecuacion de movimiento
para particulas esféricas solidas a partir de primeros principios. En esta ecuacion toman
en cuenta a la fuerza de gravedad, la fuerza de arrastre de Stokes, la masa anadida y la
fuerza de historia.

Angilella (2010) ha estudiado el transporte de polvo en la vecindad de un par de
vortices puntuales idénticos. En este caso ambos vortices girar alrededor de un centro
comin y permanecen en un plano vertical. La investigacion es motivada por el hecho de
que un par de vortices co-rotativos produce un aumento en la dispersién de particulas.
Las fuerzas que se consideran en el analisis son la gravedad, el arrastre de Stokes y las
fuerzas centrifuga y de Coriolis. Estas dos tltimas estan involucradas porque la ecuaciéon
de movimiento se resuelve en un sistema en rotaciéon. En el caso en que el arrastre es la
fuerza dominante, las trayectorias de las particulas exhiben un comportamiento cadtico,

y por consiguiente el mezclado se incrementa.

Objetivos

Los objetivos de este trabajo son:

® Modelar numéricamente el comportamiento de un flujo forzado periédicamente que
pasa a través de un canal hacia un dominio abierto, en un esquema bidimensional
simulando aguas someras.

® Estudiar la tridimensionalidad tanto con simulaciones numéricas usando el programa
OpenFOAM de libre distribucién como realizando el experimento en el laboratorio
con la técnica de Velocimetria por Imagenes de Particulas.

®» Comparar los resultados numéricos con datos observacionales y experimentales.
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Organizacién

Esta tesis esta organizada en 6 capitulos. En el capitulo 1 se ven aspectos basicos
para el tratamiento del tema. En el capitulo 2 se muestra la metodologia de obtenciéon del
campo de velocidades y los resultados obtenidos. En el capitulo 3 se presentan resultados
del campo de velocidades en tres dimensiones. En el capitulo 4 se estudia el transporte de
particulas. En el capitulo 5 se muestran algunos resultados experimentales y finalmente
la discusion y las conclusiones se exhiben en el capitulo 6. Se presentan también algunos
apéndices en los que se deducen las formulaciones usadas (A), el método numérico (C) y

otros topicos relacionados.



Capitulo 1

Aspectos preliminares

1.1. Descripcién del sistema

El transporte de particulas en fluidos es un tema ain abierto, y ocurre en la natu-
raleza en un sistema como es un canal unido a una cuenca oceanica (por ejemplo un rio
desembocando en una laguna o en el mar), y/o en el que el efecto de marea produce un
flujo oscilante en el canal. Este movimiento oscilatorio debido a la marea puede ocasionar
que las particulas viajen lejos del canal hacia el mar abierto o regresen hacia el canal y
puede haber un deposito importante de esas particulas.

En la naturaleza se pueden encontrar numerosas salidas de flujo, como se mencioné en
la seccion , y en particular en México donde en algunas de ellas la formaciéon de vortices
es notoria.

En la figura 1.1 se puede observar que el largo del canal es comparable con su anchura,
sin embargo por las condiciones impuestas en la soluciéon de las ecuaciones en este trabajo,
el largo del canal se escogio de cinco veces el ancho, para que el flujo pueda evolucionar
a partir del perfil parabolico impuesto como condicién de frontera a la entrada del canal.
Este canal conecta dos cuencas y algunas veces s6lo se puede observar solamente uno
de los vortices en el dipolo, o se observa uno de mayor tamano, o pueden ser multiples
vortices o, cuando se forma el dipolo, éste en general no es simétrico, esto hace que tienda
a girar o ir en una trayectoria no recta.

Por otro lado, el transporte de particulas se da por el efecto combinado de la corriente
formada por el forzamiento de marea, el cual puede verse como una fuente o sumidero,
dependiendo en qué tiempo del periodo se encuentre, y por el campo de velocidades del
dipolo que se forma a la salida del canal, el cual estd compuesto por un par de vortices

que giran cada uno en un sentido diferente: cicléonico y anticiclénico.

19
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(a) > (b)
-Google Fedbravers -=Google

Alt.ojo_6.35 km f Alt. ojo_6.35 km

Figura 1.1: Sistemas de salida de fluido a través de un canal (tomado de Google Earth). (a) La

pesca, Tamaulipas, (b) Morén, Tamaulipas. (¢) Animas, Baja California Sur.

El sistema a estudiar se muestra en la figura 1.2, donde se estiliza la forma real de la

cuenca y del canal.

Se elige el sistema de rectangulos como una aproximacion a sistemas reales, los cuales
tienen contornos con formas caprichosas, y se pueden ajustar haciendo un cuadriculado

adecuado, y con el tamano de cuadricula que satisfaga las necesidades del investigador.

1.1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes y continuidad

Las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuacién de continuidad son las condiciones
principales que deben satisfacer los fluidos al moverse. Se deducen de la combinacion del
balance de momento y la conservacion de la masa, respectivamente, y son las ecuaciones

de movimiento para un fluido, en el cual los efectos de la viscosidad son importantes. Para
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Figura 1.2: Canal unido a una cuenca rectangular.

un fluido newtoniano las ecuaciones de movimiento son:

Du - 12 le =
— =F—--VP = T T 1.1
D1 pV +V(3V(V )+ V u) (1.1)
op =
— + V- (pt) =0 1.2
5 TV (i) (1.2)
Di ou ,, = . , : % L . "
donde — = — + (- V)4 es la derivada material, v = = es la viscosidad cineméatica y P

Dt ot

p
la presion. La ecuacion (1.1) es una ecuacion vectorial, y forma las ecuaciones de Navier-
Stokes (son tantas ecuaciones como dimensiones se consideren), y la ecuacion (1.2) es la
ecuacion de continuidad.

Si el flujo es incompresible las ecuaciones (1.1) y (1.2) se convierten en:

1.1.2. Formulacién funcién de corriente - vorticidad (2D)

El problema original estd contemplado para resolverse en tres dimensiones, ya que el
forzamiento de marea lo requiere. Para eso se resuelven las ecuaciones de Navier Stokes
y continuidad, cuyas variables dependientes originales son la velocidad y la presiéon. Sin
embargo, y como un primer ejercicio se resuelve el problema en dos dimensiones, ya que
la malla de puntos es menor y se utiliza un menor tiempo de calculo. De las variables de-
pendientes originales se tienen, para dos dimensiones, las dos componentes de la velocidad
y la presion. Si se trabaja en la formulacion funcion de corriente-vorticidad, al aplicar el
rotacional a la ecuacion (1.3) la presion desaparece, y entonces las variables dependientes
solo seran dos, en lugar de tres; esa es una ventaja respecto a la formulacion original de
velocidad-presion.

Esta formulacion de funcién de corriente-vorticidad solo es posible en dos dimensiones,

asi que cuando se quiera resolver el problema en tres dimensiones es necesario resolverlo
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en la formulacion original de velocidad-presion.
La circulacion contenida dentro de un contorno cerrado en el cuerpo de un fluido, se
define como la integral, alrededor del contorno, de la componente del vector velocidad

localmente tangente al contorno. Eso es, la circulacion es definida por:
F:%Udf (1.5)

donde dl’ representa un elemento del contorno. La integracién se hace en sentido opuesto
al movimiento de las manecillas del reloj.
La vorticidad de un elemento de fluido est& definida como el rotacional de su vector
velocidad. Es decir:
G=Vxi (1.6)

con @ = (uy,us,u3) = (u,v,w). Para dos dimensiones, solo se elimina la tercera compo-
nente. Aplicando el teorema de Stokes en la definicion de circulacion se observa que ésta

y la vorticidad estan relacionadas:

r:/ G- hda (1.7)

en donde S, es el area definida por el contorno cerrado alrededor del cual la circulacién es
calculada y n es el vector unitario normal a la superficie. Se observa que para contornos

arbitrarios y areas arbitrarias, si w = 0 entonces I' = 0 y viceversa.

Fxilx,y,z)

Figura 1.3: Si el campo de velocidades yace en un plano, la vorticidad es un vector perpendicular

a ese plano.

El movimiento en dos dimensiones y no divergente, implica que el campo de velocidades

puede ser representado por una funcion escalar dada por ¢ (z,y,t) (también llamada
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funcion de corriente) definida como:

_

u

Aplicando el rotacional a las ecuaciones (1.3) y (1.2), y después de un poco de algebra
(ver apéndice A) se llega al sistema de ecuaciones que satisfacen la funcion de corriente y

la vorticidad:

Vi) = —w (1.9)
Ow OYow  OPow\ o - =
3t+<8y8x axay)—I/Vw—i-VxF (1.10)

1.2. Teoria Potencial

1.2.1. Comparaciéon con la Magnetostatica

La mecanica de fluidos tiene ciertas analogias con la teoria electromagnética, mas
especificamente con la magnetostatica. De las leyes de Ampere y de Gauss para el mag-

netismo:
V x B = poJ (1.11)
V-B=0 (1.12)

se puede “empatar” al campo magnético B con el campo de velocidades en fluidos ,
al producto de la permitividad magnética con la densidad de corriente eléctrica ,uof, se
asocia con la vorticidad .
De la ley de Biot-Savart:
A uo]/dfx (F—7) uo]/ J x (7= 7)dV
|17
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de donde

Cambiando las variables:

Asi, la circulacion I'; dada por las ecuaciones (1.5) y (1.7), se relaciona con la corriente
eléctrica I multiplicada por la permitividad magnética. Cambiando las variables corre-

spondientes, de la ecuacion (1.11) se obtiene la definicién de vorticidad (ecuacion 1.6), y
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de la ecuacion (1.12) se obtiene la ecuacion de continuidad (para fluidos incompresibles).
Para que la analogia sea completa, se deben tener también las mismas condiciones de
frontera.

Una analogia es un anillo de vorticidad en mecanica de fluidos con el campo magnético
de una espira de corriente. Para el caso de un dipolo de vérticidad, la analogia con la
magnetostatica es el de un par de alambres rectos largos por los que pasa una corriente [

en sentidos contrarios (figura 1.4).

"u-r

Figura 1.4: Alambres rectos largos por los que pasa una corriente I en sentidos contrarios. La
direccién de la corriente es la misma que la direccion del vector densidad de corriente J, la cual,
multiplicada por una constante representa a la vorticidad w en la mecanica de fluidos. En este

caso la velocidad depende tanto del radio r como del angulo 6 (coordenadas polares).

Asi, dentro del vortice la velocidad aumenta linealmente con el radio y fuera de él
decae como 1/r. En este sentido, un vortice induce una cierta velocidad en el otro vortice,
por lo que el dipolo se desplazara también por la contribuciéon de una componente de
velocidad autoinducida.

La funcion de corriente debida al sumidero lineal esta dada por Kundu y Cohen (2002):

Rz

donde H es la abertura del sumidero. Por otro lado, la funcién de corriente del dipolo es:

r
Ya(z,y) = T (Inry —Inry)
T

donde I' es la circulacion, ry y ro son las distancias desde el centro de los vortices al punto

de observacion.
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(a) Dipolo (b) Sumidero Lineal

6
6 N A R R AR A S AN
| LI T
N e R R R R I
P [T e (N N S B SN} P T T T T R
- AR T T T T T S S S S S
Al e T N R A 24 ey, N
] NER R ] RSN Lidre s
LT R NN R O O O I
X3 e i IR e o IR

R . [ A
\\\\\\\ — - [ " - - ‘-‘---_.l.lll \__......
20 LT - 4 N . e o A .
STl Pt | Sl
_______________________ -2 -»,,.,::,“‘".‘\‘::__,,,.
O R AP AN NN
S -4 A

_1 T _6
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -8 6 4 5 0 2 4 6
y y

Figura 1.5: Campos de velocidades del (a) dipolo, (b) sumidero lineal.

La suma de los campos de velocidades del dipolo de vorticidad y del sumidero lineal,
es lo que la teoria potencial considera como el comportamiento de un dipolo en un flujo

periddico de periodo T'. El nimero de Strouhal definido por:

- UT

con H; el ancho del canal y U la velocidad maxima en el canal. Cabe mencionar que los

s (1.13)

parametros adimensionales que se utilizaran aqui, etaran definidos de acuerdo a estas tres
cantidades.

La velocidad autoinducida de traslaciéon del dipolo en la direccion x es igual a:

r
Ug = ——
d 2ra

donde a es la distancia entre los centros de los vortices. Esa velocidad es dependiente
del tiempo, porque la circulacién crece en la primera mitad del periodo de forzamiento.
De la ecuacion (1.5) se puede aproximar a la circulacion I' como I' = U, donde [ es la
distacia que recorre el flujo en un cierto tiempo At con una velocidad U = [/At, asi que

la circulacién es aproximada con la relacién:

1 t
F%—/Ust
2 0

El forzamiento es introducido a través de una velocidad dependiente del tiempo U =
Upsin(wyt). En la segunda mitad del periodo de forzamiento el flujo va en reversa, por lo

que se supone que la circulaciéon no crece mas.
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Figura 1.6: Suma de campos de velocidades: el del sumidero potencial y el del dipolo potencial.

La figura 1.6 muestra el campo de velocidades resultante de la suma del campo debido
al sumidero y del campo debido al dipolo.

Parte del problema a tratar en este trabajo es la formacién y destruccion del dipolo,
aspectos que no se consideran en la teoria potencial. Para que el dipolo subsista necesita
estar en movimiento, sin embargo las fuerzas de friccion y otros factores (inestabilidades,
etc.) haran que éste eventualmente se detenga y se destruya, depositando las particulas

que transporte en las inmediaciones del lugar en el que se desvanece.

1.2.2. El gasto

En mecénica de fluidos se define el gasto como: G = [ @ - nda. El resultado de ese

producto punto es u da, considerando una profundidad zz=cte., el gasto queda como:

y
G = / uzqdy
0

Sustituyendo la ecuaciéon (1.8), suponiendo una profundidad constante z; = 1 e inte-

grando a lo largo del eje y (de —y a y), el gasto queda como:
v 9 Yy
G= [ SLay= ["av=v,-u
—y 9Y %o

Se pueden asignar los valores ¥y = 0 y ¥, = a4, y son los valores para las condiciones

de frontera para la funcion de corriente 1.



1.3. DIPOLO DE LAMB-CHAPLYGIN 27

(0.0.0)
Mo

[&]

Figura 1.7: Fluido con velocidad @ pasando a través de un area. El origen de coordenadas esta
en el punto (0,0,0).

La expresion de la velocidad en el perfil parabdlico es:
2

uly) =U (1 - #) (1.14)

donde U es la velocidad maxima en el canal (ver seccion B.1 para detalles).

El gasto () en este sistema queda de la siguiente forma:

4 % R 9
_ dy = U __J =UH 1.15
Q /H;u y (y 3H12/4)_H1 JUH: (1.15)
Asi que el valor méaximo del gasto adimensional es:
2
* = 1.16
o= (116

1.3. Dipolo de Lamb-Chaplygin

Chaplygin (1903) resuelve el problema que consiste en considerar una masa ilimitada
de fluido incompresible que se mueve paralelamente al plano xy y permitiendo que el
movimiento que esté confinado por un cilindro circular sea potencial. La velocidad es igual
a cero en el infinito. La cuestion es encontrar una distribuciéon de vortices filamentarios en
el interior del cilindro que da lugar a una columna uniforme de vorticidad que se traduzca
en una distribucion de velocidad continua y con una presiéon positiva en todo alrededor.

El movimiento de la columna cilindrica es rectilinio en direccion x (perpendicular al eje
del cilindro), y donde el origen de coordenadas coincide inicialmente con el eje del cilindro
y la tapa superior. El sistema se resuelve en coordenadas cilindricas, en dos dimensiones
y en la formulacion funciéon de corriente-vorticidad.

Sean 1) y 1 las funciones de corriente dentro y fuera del cilindro de radio a respecti-
vamente, la velocidad en un punto lejano es u,. Entonces ¢, esta dada como en el caso

de un cilindro rigido por el que pasa un flujo alrededor de él, esto es:
2

P1(r,0) = uyrsend (1 - a—) (1.17)

r2
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Dentro del cilindro la funcién de corriente satisface la ecuacion:

0? 10 1 02
vy 10%

— — =F 1.1
or?2  ror  r?op? (%) (1.18)
Los requerimientos del problema se satisfacen completamente si se asigna:
F)=ky y ¢ =(send (1.19)

donde ( es una funcién de r que se desea encontrar. Para esto se analiza lo siguiente.

e

Figura 1.8: Funcién de corriente dentro y fuera del cilindro de radio a.

El flujo es simétrico respecto al eje y = 0, como se indica en la figura 1.8; ¢y > 0 en
la mitad inferior porque de la ecuacion (1.17), sen 6 es positivo en esa region, asi que, por
continuidad, ¢; = ¥ = 0 en la frontera del cilindro y ¢» < 0 en la mitad inferior de la
figura 1.8.

Para encontrar soluciones estables, k& debe ser negativa, y se reasigna como k — —k?2.
Ya que no existen derivadas cruzadas ni productos mezclados, se puede proponer que la
solucion sea un producto de dos funciones independientes 1 (r,0) = R(r)©(0), y asi usar

el método de separaciéon de variables para solucionar la ecuacion de Helmholtz:

R  ©0R ROJ*©

- JE— 2 —
O T Taap THOR=D
Dividiendo entre 1 y multiplicando por r%:
PR roR 1 82@ R

Ror "Ror e
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introduciendo la constante de separacién:

r2 (@23 1aR+k2R>:_laz_@_ ,

0 002

donde m € Z para que se cumplan las condiciones de frontera (Asmar, 2005). De aqui

que
0" +m?0 =0 = O = Acosmb + Bsenmb (1.20)
/ 2
R”—I—E—F(kﬁQ—%)
r r

Se realiza el re-escalamiento p = kr para obtener la ecuacion de Bessel:

R 2

R"+—+ (1—%)}%:0
p p

que tiene como solucion: R(p) = > *_, CpJim(p), donde J,, es la funcion de Bessel de

orden m. La soluciéon general para la ecuacion de Helmholtz (1.18) es:

P(r,0) = Z CrnJm(kr)(Acosmb + B senmb) (1.21)
m=0
Las constantes A, By C,,, v la constante de separacién m se deben determinar con las
condiciones de frontera y de continuidad. De la condicion (1.19) y la ecuacion (1.20) se
tiene que A = 0, B =1y m = 1. Como en la periferia del circulo ¥(r = a,0) = 0,
entonces k = 1, donde p; es la primera raiz de J;(z) distinta de cero, que en este caso
se aproxima como: j; ~ 3.8317.
Por la continuidad en el circulo, las derivadas también deben ser iguales, entonces:

oY(a) _ 0 (a)
or or

de aqui que
% _ Cysen Oy Ji(pgr)
ar = Uy senovpyJ\par
8w1 Cl2
W:— (1+T_2) sen 6

Evaluando en r = a, usando la identidad x.J)(x) + pJ,(z) = xJ, 1(z), con p = 1y

xr = uyr, e igualando:

2
Cysen Oy Jo(pa) = — (1 + %) sen 6
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Por lo tanto: 5

C,=———7"—"7— 1.22
' pi1Jo(pa) (1-22)
Si a = 1 como lo usan Duran-Matute et al (2010), la expresion para el campo de
velocidades es: o0 "
~ Tz
Ooley) = (1+ 2 22 (—) 1.23
o) = (1450 =2 Y sen (5 (123
La funcién de corriente 1 (r, 0) queda determinada por:
2
siogy  { ) send <1
—(r—%)senG r>1
Se expresa el campo de velocidades en coordenadas polares:
109y oY
== = —— 1.24
e T Tor (1.24)

con 7(z,y) = /22 +y*y 0 = arctan .

Se usan las siguientes relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel y de sus

derivadas:

Tolw) + 2 a(w) = T (2)
Ta(@) = 2 Ju(@) = T (@)

Sumando: 2J/ (x) = Jp—1(x) — Jps1(2)

, 1
Tn(@) = 5 [In1(2) = i ()] (1.25)
Expresiones analiticas para r < 1:
oY 2
— = —————J1(uq7) cos @
a0 paJo(pn) 1{gear)
o 2 sen ¢

o = ndo(m) 2 [Jo(par) — Ja(par)]

Para el campo de velocidades:

~ 2Ji(pur) cos (. 0) =
parJo(pin)

Expresiones analiticas para r > 1:

8_¢__ 1 cos 6
o0 -

oy = (1 + l) sen 6

or 72

Jo(par) — Jo(par)
AT send (1.26)

u(r,0) =
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Para el campo de velocidades:
1 ‘ 1
up(r,0) = — 1_7’_2 cosf; ug(r,0) =— 1+7’_2 sen 6 (1.27)

Relacion entre u,, u, y u, ug
Usando la matriz de transformacion de coordenadas polares a cartesianas, se obtienen

las relaciones siguientes:
Uy = U, cOSO — ugsend

Uy = U, send + ug cos 0

La vorticidad de este flujo se determina a través de las ecuaciones (1.6) y (1.8):

i j k 0 0
s—| o 2 o | i ") vl
w or Oy Oz <8[L’ ay> VQZJ
u v 0

210 (00N 10 0% 10y 0% 19%
v—rar T@r +r287“2+(922—7‘8r+8r2+7’23r2

Se calculan las derivadas correspondientes:

oY 0 sen 6 _ pasenf ,
-2 (—mwum - szlrm) — B ) = ()]

Otra relacion de recurrencia: Jj(z) = —Jp(x)

sen 3 1
a (——J (par) + §J3(M17’))

P sen0(_lelr)_%[Jl(u1r)—J3(M17”)]) T ol 2!

87”2 - J(](Ml)

) ~ 2Ji(par)send

o 0 (_QJl(plr) cos 0
paJo ()

962 90 paJo(p)

El laplaciano para r < 1 queda como:
sen 6 f11 sen 6 ( 3 1 ) 2J1(pq7) send

Vi) = — Jo(par) — Lo(pr)| ——— | == (pur) + =J3(r) | + ————
w rJO(,U/I) [ 0(:”1 ) 2<:u1 )] JO(MI) 9 1(:u1 ) 92 3(/14 ) TQﬂljo(ﬂl)
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Usando la identidad J3(z) = 4Jo(z)/x — Ji(2):

9 sen 6 pysenf (3 1] 4
=— J. —J — —=J —|—J —J
V7 TJO(/M)[ o(par) = Jo(pur)] A ( 5 ilmr) + 5 o 2(par) — J1(par)
2J1(pq7) sen
2 p1 Jo(p)
Factorizando j)e(‘;?) y simplificando:
5 sen 6 1 Jo(par) + Jo(par)
= 2 J — 1.28
VY Jo(p1) { (Mﬂ’z * “1) 1) r ( )
Para r > 1:
1 1 2 0 1 1
V2¢=—2(T——) sin 6 + segn ——(1—1——2) senf =0 (1.29)
r r r r r
Asi, dentro del dipolo:
~ 2uysen 0Ji(par)
Jo(pin)
y fuera del dipolo: w = 0.

Campo de velocidades Vorticidad

0
o

Figura 1.9: (Izq.) Campo de velocidades y (Der.) vorticidad del dipolo de Lamb-Chaplygin.

En la figura 1.9 se muestra el campo de velocidades y la vorticidad respectivamente de
esta estructura analitica. Con este modelo se pueden comparar los resultados numéricos,
mismos que se presentan en el siguiente capitulo. Al dipolo de Lamb-Chaplygin a partir

de este momento se le llamara dipolo L-Ch.



Capitulo 2
Campo de velocidades en 2D

En dos dimensiones se puede utilizar la formulacion v - w, como se vié en la seccidon
1.1.2. Se realizaron algunos calculos de prueba para asegurar que el método utilizado esta
trabajando bien. Asi se inicia con el caso estatico de un flujo a través de un canal, en el
que se debe recuperar el perfil parabolico. El método y los resultados de esta prueba se

presentan en el apéndice B.

2.1. Caso dependiente del tiempo dentro y fuera del

canal

Para resolver el sistema dependiente del tiempo se realizaron varios calculos para dis-
tintos valores del niimero de Strouhal (es decir, para distintos periodos de forzamiento) y
distintos numeros de Reynolds. El sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales se resolvié usando un método pseudo-espectral basado en polinomios de Chebyshev
para las coordenadas espaciales, mientras que para la evolucion del tiempo se utiliza
un método de diferencias finitas de segundo orden (método semi-implicito de Adams-
Bashforth, ver seccion C.4).

El origen de coordenadas estd en el punto medio de la salida del canal. De acuerdo a
esta eleccion, los limites de los cuatro dominios estan dados en la tabla 2.1.

Las ecuaciones de movimiento se deducen en la seccién 1.1.2. El forzamiento periédico
se introduce a través de un gasto peridédico dado por la siguiente ecuacion:

Q@ = Qosin (Q%t) (2.1)

donde T es el periodo de forzamiento. Esta eleccion permite el regreso del flujo al canal,

simulando el efecto de las mareas.

33
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B

Figura 2.1: Sistema de un canal conectado a una cuenca (ver fig. 1.2). Para obtener una solucién
numérica, el sistema se descompuso en cuatro dominios. El propdsito de esa descomposicion es
empatar los puntos de colocacién en las intersecciones. Las 1ineas negras representan a las paredes
sblidas, las lineas punteadas son las intersecciones de dominios, la linea ondulada es la “entrada”
del canal, en la cual se impuso la condicién del perfil parabélico para la velocidad. Las lineas
grises son las fronteras abiertas que estan lejos de la salida del canal. El origen de coodenadas

esta en medio de la salida del canal, y las direcciones x e y se muestran en el dominio (3).

Dominio Descripcion
o 0, L] x [, 5]
@ [07L] X [%7 %—i_Hﬂ

Cuadro 2.1: Definicién del tamafio de los dominios.
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Antes de resolver el sistema de ecuaciones, éstas se escriben en forma adimensional. La
longitud caracteristica es el ancho del canal (Hy, ver figura 2.1); la velocidad representativa
es U = Qo/H,. De acuerdo a la eleccion de calcular el gasto (ecuacion 1.16), si Qo = 2/3,
entonces U es el valor de la velocidad cuando el gasto es maximo. Para poder comparar
con los resultados de Wells y van Heijst (2003), quienes toman el promedio de la velocidad,
se multiplican los valores de la velocidad maxima por 3/2.

Para adimensionalizar las ecuaciones se colocan momentaneamente asteriscos a las
variables adimensionales, para distinguirlas de las variables dimensionales. Posteriormente

los asteriscos se remueven, puesto que ya todo serd adimensional y no habra confusion.

Asi:
t T Y U v

t*:—; $*: . y*: . U,*:—' U*:—

T Hl ’ H1 ’ U’ U
donde el campo de velocidades es @ = (u,v) y el tiempo caracteristico es 7 = Hy /U.

El gasto adimensional es:
Q*(t") = sin(2wSt") (2.2)

donde S es el niimero de Strouhal (ver ecuacion 1.13), y puede ser interpretado como una
frecuencia adimensional.

Partiendo de las ecuaciones (1.9) y (1.10) y suponiendo por lo pronto que F = 0:

UHl *\2 Kk U *
U ow* N U? (Oy* Ow* oY Ow*\ _ Uv
H\T ot~ H? \ oy* Ox*  Ox* Oy* ) H}

(v*)Qw*

Como T'= H, /U, las ecuaciones quedan:
(v*)Qw* _ _w*

ow* OP* Ow*  OP*OW™ \ | Vg s
v [é%* T <8y* or o ay*)] gV

Quitando los asteriscos, la forma final de las ecuaciones de funcién de corriente y

vorticidad es:

V3 = —w (2.3)
Ow Ow 0P  Ow Y 1 _,

— — | == 2.4
ot +<8$ Jdy Oy 81’) Revw (2.4)

donde Re = U H, /v es el nimero de Reynolds.
Para resolver el sistema (2.3)-(2.4) se deben imponer condiciones de frontera. Se utiliza

como condicién de frontera un perfil parabdlico para la velocidad a la entrada del canal
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(linea ondulada en la figura 2.1). La velocidad se hace cero en las fronteras solidas: @ = 0.
Cuando la velocidad se descompone en sus componentes tangencial y normal, las condi-
ciones para la ecuacion (2.3) se recuperan facilmente. u, = 0 (componente normal) es
equivalente a poner 1) =constante. Ya que ¢ toma valores de constantes indeterminadas,

S€ escoge:

1. ¢ = 0, en las fronteras inferiores en la figura 2.1.

2. 1 = Q* (gasto), en las fronteras superiores.

Hasta ahora no se ha utilizado que la componente tangencial de la velocidad se hace
cero (u, = 0). En las fronteras sélidas no se conocen las condiciones para la vorticidad.
Considerando que 1 y w dependen una de la otra, los valores de la vorticidad en las fron-
teras solidas se eligen de tal forma que se satistaga que u, = 0. Este procedimiento es muy
conocido en la formulacion funcion de corriente-vorticidad (Peyret, 2002). Finalmente, las
condiciones de frontera restantes son del tipo Neumann, se impone que la derivada normal

se haga cero, ya sea para v o para w:
wn =wp, =0

Como condicion inicial se parte desde el reposo.

2.2. Meétodo Pseudo-espectral (2D)

Para resolver ecuaciones diferenciales, los métodos espectrales se basan en el principio
de que la solucion puede ser aproximada como una suma de funciones ortogonales. Para

una funcion de dos variables, la aproximacion estd dada por:
f(z,y) = fn,.n, (2,y) = Z Z fk,z%(x)%(y) (2.5)
kool

En el método espectral, el problema consiste en encontrar los valores de los coefficientes
fk,l. Si se considera el método basado en polinomios de Chebyshev, la validez de la solucion
esta restringida a los puntos (z,y) puestos en un cuadrado de lado dos: —1 < x < 1y
—1 < y < 1. Para el método pseudo-espectral se calcula la soluciéon en el conjunto de
puntos (x;,y;) en el dominio, en vez de calcular los coeficientes que aparecen en la ecuacion
(2.5). Ese conjunto de puntos se definen de acuerdo a la formula de Gauss-Lobatto:

T; = COS (;—i) 1=0,1,..., N,

mJ .
Yj = COS (E) j=0,1,..,N,
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Esto puede hacerse porque las derivadas de cualquier orden pueden calcularse con una
matriz y con el valor de la funcion den los puntos de colocacion (seccion C.1). En una

dimensioén la p-ésima derivada es:

Se puede empatar un dominio rectangular de cualquier tamano al cuadrado de tamano
2 mencionado anteriormente con una transformacion lineal que relaciona el intervalo
[—1,1] con el intervalo [a,b] y con el intervalo [c, d], donde la distancia de a a b es uno de
los lados del rectdangulo de tamano arbitrario y la distancia de ¢ a d es el otro lado. Sean

(X,Y) las variables originales y (z,y) las nuevas variables. Las relaciones entre ellas son:
r=aX+ [ with a<X <band —1<z<1
y=7Y +90 with c<Y <dand —1<y<1

Para una funcion F(X,Y) = F(X(z),Y(y)), las derivadas respecto a las variables
originales son:

oF  OF dx 2 OF

OX  0rdX b—adr

oF  OF dy 2 oF

a y Yy  d-— c Oy

La solucion de la ecuacion de VOI“thldad, que depende del tiempo, se resuelve con

(2.7)

(2.8)

un esquema semi-implicito de Adams-Bashforth de segundo orden. Suponiendo que la

ecuacion diferencial es: 5
a—j = N(w) + ((w) (2.9)

donde W(w) y ¢(w) son los términos no lineal y lineal, respectivamente. La vorticidad al

tiempo n + 1 se puede calcular con la siguiente ecuacion:

3 n+1 — 4™ n—1
: zzt T S aR(W") — R + () (2.10)

Con esto se obtiene un sistema de ecuaciones para los puntos de colocaciéon en el cual,

el término no lineal debe ser evaluado a los tiempos ny n — 1.

El namero de puntos de colocacion (N,, N,) se presenta en la tabla 2.2. En todos los
casos el nimero de punto es una potencia de 2. Esto para recuperar los coeficientes fk,l
(ec. 2.5) usando la transformada rapida de Fourier en su version coseno, y con esto, hacer
la interpolacion del campo de velocidades en cualquier punto del dominio de integracion.

El problema estudiado depende de dos pardmetros adimensionales, Re and S. Los
resultados que se presentan corresponden a los valores: 0.0075, 0.05 and 0.15 para Sy

algunos valores para el nimero de Reynolds entre 67 y 1000.
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Dominio N, N,

@ 128 32
@ 128 64
@ 128 64
@ 32 32

Cuadro 2.2: Valores de N, y N, para todos los dominios.

2.3. Vorticidad

En este trabajo se realizaron simulaciones numeéricas con distintos valores del ntimero
de Strouhal de manera que se cubran los casos cuando el dipolo escapa y cuando es
retenido en la vecindad del canal. Para valores pequenos de S el dipolo escapa antes de
transcurrir un periodo de forzamiento. En este caso la simulacién se corre hasta un tiempo
menor a un periodo.

En los casos restantes el codigo numérico se ha ejecutado a lo largo de varios periodos,
lo que permite investigar la interaccion entre diferentes dipolos. Los resultados muestran
que el flujo no recupera la periodicidad del forzamiento, es decir, el comportamiento del
primer dipolo es distinto al de los dipolos subsecuentes. Ademéas surge una interesante
dinamica de interaccién entre los vortices creados en los distintos periodos.

De entre varias posibilidades (funcién de corriente, vorticidad, campo de velocidades,
etc.) se ha optado por presentar las graficas de vorticidad, ya que con esta cantidad se

pueden apreciar mejor los detalles de la evolucion del dipolo.

2.3.1. S§=0.0075, Re=67

Para el valor S = 0.0075 el periodo de forzamiento es largo comparado con el tiempo
caracteristico 7 = Hy /U, asi que los dipolos viajan grandes distancias con respecto a los
otros casos. Los dipolos subsisten por mas de un periodo, aunque su intensidad decrece
conforme avanzan. Ademas, se conserva la simetria con respecto al eje y = 0 durante todo
el tiempo de integracion.

La figura 2.2 muestra la vorticidad en dos tiempos distintos. En la figura 2.2(a) se
observa la distribucion de la vorticidad en el plano en un instante del segundo periodo (¢ =
1.43T). Para este tiempo el gasto todavia es positivo, pero esta en etapa de decrecimiento.
Se puede notar la presencia de dos dipolos, el primero se encuentra en la posicion x ~ 32, su

intensidad ha decrecido significativamente y su tamaifio ha aumentado. Al mismo tiempo
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Figura 2.2: Distribucién de vorticidad (w) en el plano x-y para S = 0.0075 y Re = 67. (a) w al
tiempo t = 1.43T. (b) w al tiempo ¢t = 2.157.

el segundo dipolo ha llegado a x =~ 15 y es considerablemente méas intenso que el primero.

Por otra parte, la vorticidad no sélo esta concentrada en los remolinos que conforman
los dipolos, sino también en una banda delgada que se extiende desde la salida del canal
hasta el segundo dipolo. Cabe mencionar que la citada banda desaparece cuando el gasto
se vuelve negativo.

La existencia de esta banda de vorticidad en los resultados numéricos es una diferencia
con el modelo de Lamb-Chaplygin (ver figura 1.9der.), que por definicion del dipolo L-Ch,
la vorticidad es cero fuera del cilindro que contiene a los vortices del dipolo.

En la figura 2.2(b) se muestra la vorticidad al inicio del tercer periodo (t = 2.15T').
Se observa que el segundo dipolo se aproxima a la estructura que sobrevive del primer
dipolo, la alcanza y entra por enmedio, se adelanta impulsado por la velocidad inducida
de los vortices del primer dipolo y finalmente hay una fusiéon de la vorticidad de ambos
dipolos (el primero es absorbido por el segundo). También se puede observar a un tercer
dipolo en etapa de formacion.

En la vecindad de las fronteras solidas del dominio abierto, cerca de la salida del

canal se pueden observar areas donde la vorticidad es importante. En estas regiones la
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vorticidad es de signo contrario a la del vortice que se genera de ese lado, esto se debe
a que la direccion de la velocidad del flujo es hacia el canal, y s6lo ocurre entre que el

dipolo esta practicamente formado hasta que el gasto termina de ser negativo.

0.57
0.4
0.3
0.2]
0.1
0.0
-0.11
02|
-0.3]
-0.41
~0.5

vorticity

Figura 2.3: Vorticidad como funcién de y en un tiempo fijo. La linea solida es la vorticidad en
t = 0.347, en la etapa de formacién del dipolo; la linea punteada es la vorticidad en t = 1.67T,

dipolo en etapa de madurez.

En la figura 2.3 se muestra la gréfica de la vorticidad como funcion de y (x permanece
constante y corresponde a la posiciéon del centro del dipolo al tiempo que se indica en la
figura). La curva es impar, esto es, w(—y) = —w(y), y en la etapa de madurez del dipolo
es consistente con el dipolo de Lamb-Chaplygin (seccion 1.3); ademas se puede observar

que conforme el dipolo se mueve la vorticidad decrece.

En la etapa de formacion de los vortices (¢ = 0.347") hay una variacion importante de
w cerca del eje de simetria (y = 0). Conforme se incremente el valor de |y|, la variacion
es menos pronunciada y luego se incrementa de nuevo hasta alcanzar un valor maximo.

Finalmente hay un dececimiento mondétono hasta que llega a cero.

Para t = 1.67 y nuevamente recorriendo la grafica desde y = 0 hacia afuera, la
vorticidad se incrementa monétonamente hasta que alcanza su maximo y luego decrece.
El valor maximo de la vorticidad se redujo con respecto al valor a t = 0.347". Esta curva
tiene cierta similitud con la distribucion de vorticidad del dipolo L-Ch. La figura 2.3 es
representativa de todos los casos presentados en esta tesis, ya que todos se comportan de

manera muy parecida.
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2.3.2. §=0.0075, Re=667

Para esta combinacion de nimeros de Strouhal y Reynolds el dipolo escapa. Dado que
el dipolo se destruye al llegar a x ~ 35, el dominio de intregraciéon se toma con longitud
L = 45 para poder describir este proceso. Sin embargo, los resultados se grafican en un
dominio de longitud 25, antes de que el dipolo pierda su forma.

25 (a) 25 (b) 25 (C)
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Figura 2.4: Vorticidad (w) para S = 0.0075 and Re = 667. (a) Corresponde a t = 0.387. (b)
Corresponde a t = 0.487. (c¢) Corresponde a t = 0.557".

En la figura 2.4, se dibuja la vorticidad en el plano xy a los tiempos ¢ = 0.38T,
t =0.48T y t = 0.55T. A diferencia del caso previo, Re = 67, el dipolo atraviesa todo el
dominio en menos de medio periodo. Se produce un ligero incremento en la distancia entre
los vortices conforme el dipolo avanza, y su intensidad no se modifica considerablemente.
En la figura 2.4(a) se puede observar que la banda de vorticidad es mas larga y mas intensa
que en el caso de Re = 67. Esto puede explicarse al tomar en cuenta que la velocidad
del dipolo es tan grande que la vorticidad generada en las paredes solidas del canal no
alcanza a incorporarse de forma completa al dipolo.

Para comprobar esto se realiza un analisis calculando la circulaciéon a un tiempo dado:

Fz//ﬁndAz/ﬁ-df (2.11)
A S

Numéricamente es méas facil hacer la segunda integral, y para un tiempo de 0.40587
se tiene que la circulacién en la estela de uno de los vortices es I'. = 11.5, y la circulacion
en el vortice respectivo es de I', = 7.5, lo que muestra que la circulacién en la estela
es mayor. Se tiene la circulacion total al tiempo ¢t = 0.4058T de I' =T, + I, = 19. La
circulacion total integrada dentro del intervalo de medio periodo se muestra en la grafica
de la figura 2.5.
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Figura 2.5: Comparacion de la circulacion del caso S = 0.0075, Re = 667 y la teoria potencial
de Wells y van Heijst (2003).

Para estimar la circulaciéon usando la teoria potencial se usé la forma propuesta por
Wells y van Heijst (2003) que es:

1

M= /Ot U(&)* d¢ (2.12)

con U(t) = Ugsen (2). Haciendo la integral (2.12), se tiene:

2 t 2 2 1 t 1 t 2
=0 [Tien2 (7€) ge = B0 —/ dg——/cos EUR
2/, T 2 12, 2/, T
gt T 2t
=— |- ——sen| —
2 |2 8 T

Adimensionalizando:

2 * * 2
I — Chy [Zt T n (QM Hl)} _ Lot [t*S — isen(27rt*5)

2 |T20, 8 "\ UT 1 irS
~ UgH, [t* B sen(27rt*5)]
4 AmS
Asi que:
r 1 {t* B sen(27rt*5)}
UH, 4 47 S
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La forma final de la circulacion en términos del nimero de Strouhal S (quitando los

asteriscos que indican variables adimensionales) es:

1 (t—sen(4nS't
I=1 (T) (2.13)

Ademaés surge una inestabilidad que conlleva a la formacién de un tren de vortices
como se observa en la figura 2.4(c). En este proceso se destruye la estructura coherente y
ocurre una pérdida de la simetria. Es interesante senalar que esta ruptura de simetria se
observa en los experimentos de un dipolo cuasi-2D (ver por ejemplo a Flor y van Heijst
(1994)).

Cabe aclarar que aunque se hicieron los calculos para obtener el campo de velocidades,
no se presentan resultados de la vorticidad para Re = 333 porque son muy parecidos al

caso Re = 667, como se evidencia en la siguiente seccion.

2.3.3. Desplazamiento del dipolo para S=0.0075

Una cantidad que caracteriza un comportamiento general del dipolo es su posicion en
funcion del tiempo. En la figura 2.6 se presentan las curvas de = contra ¢/T para varios
valores del nimero de Reynolds y S = 0.0075 y ademaés se incluye la prediccion del modelo
W-H para comparar.

A diferencia del caso de un dipolo sin disipacion en el cual las curvas alcanzan una
linea recta (lo cual es un comportamiento esperado, ya que la velocidad es constante),
la posicion del dipolo en un flujo con S = 0.0075 exhibe un patréon mas complicado (ver
figura 2.6).

En todos los casos hay un incremento de la velocidad de traslacion de los dipolos en la
etapa de formacion. Esto se atribuye al hecho de que la circulaciéon crece por adicion de
vorticidad de fluido que sale del canal; por otro lado, las curvas son muy parecidas para
t < 0.157T. La curva para Re = 67 se separa de las restantes en ¢t > 0.157, la pendiente
dx/dt decrece hasta t = 0.67', cuando el flujo es negativo. Después, la curva tiende a ser
una linea recta aunque el gasto sea negativo. Este comportamiento se asocia al hecho de
que el dipolo esté lejos de la salida del canal, por lo que es débilmente perturbado por
los cambios en el gasto. Finalmente, para ¢t > 1.67 el dipolo llega a una posicion z(t) ~
constante.

Para los casos, Re = 333, Re = 667 y Re = 1000 hay un incremento en la pendiente
hasta que se alcanza un valor constante. El crecimiento de la velocidad de traslacion es
mondtono, las curvas tienden asintdticamente a parecerse conforme el niimero de Reynolds

crece. Finalmente, la reducion del gasto que ocurre entre t = 1/4T y t = 1/2T, no
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Figura 2.6: Distancia entre el centro del dipolo y la salida del canal como funcién del tiempo

para varios nimeros de Reynolds, caso S = 0.0075. La linea punteada es la prediccién del modelo

W-H.

tiene una influencia notable sobre el dipolo, ya que éste tltimo esta lejos del canal. La
curva correspondiente al modelo W-H predice un desplazamiento mayor al que dan las

simulaciones numéricas, esto se debe principalmente a dos cosas:

1. En el modelo W-H la distancia entre los centros de los vortices se mantiene constante

conforme el dipolo avanza, lo cual no necesariamente ocurre.

2. En la simulaciéon numérica, no toda la vorticidad creada en las paredes sélidas del
canal se agrega al dipolo, como lo establece el modelo W-H. Parte de la vorticidad
queda en esta banda delgada que se observa detras del dipolo. Esto provoca que la
circulacion I' en el dipolo sea menor y por lo tanto la velocidad de desplazamiento
del dipolo disminuya (suponiendo que la velocidad de traslacion del dipolo esté dada
como la ecuacion 1.2.1). Esto no lo consideran Wells y van Heijst (2003) a pesar de

que esa “estela” detras del dipolo se observa en sus experimentos.

La figura 2.7 muestra la distancia entre los centros de los vortices del dipolo como
funciéon del tiempo. El criterio para definir el centro del vortice fue tomar el valor maximo

(o minimo) de la funcioén de corriente.
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Para t < 0.4T se observa un comportamiento comun para todos los casos, en el sentido
de que todas las curvas muestran un crecimiento de la distancia entre los vortices con
respecto al tiempo. Al igual que en la figura previa, el comportamiento para Re = 67 es
claramente diferente a los restantes. A Re = 67 muestra que la separacion de los vortices
crece hasta alcanzar un maximo local y = 8 en t =~ 1.47'. Luego la distancia disminuye
un poco para luego aumentar nuevamente. Cabe mencionar que esta es la grafica de la

distancia entre los vortices del primer dipolo.

1 | 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2

"
t/T
Figura 2.7: Distancia entre los centros de los vortices en el dipolo para varios ntmeros de
Reynolds, caso S = 0.0075. Como en la figura previa, las curvas para Re = 333, Re = 667,

y Re = 1000 son muy similares. Para Re = 67 se observan algunas oscilaciones y los valores

méaximos coinciden con el inicio de la fusion de los vortices.

Esto se debe a que cuando el segundo dipolo alcanza al primero, separa sus vortices
(porque entra por enmedio de ellos) y después se fusionan. En este punto ya no es posible

saber si la separacion corresponde a la de los vortices del primero, o del segundo dipolo.

Para los casos Re = 333, Re = 667 y Re = 1000 las curvas muestran que la distancia
entre los centros de los vortices llegan a un maximo en t =~ 0.47" y después la separacion
decrece. El decrecimiento es debido al flujo de retorno, esto es, los vortices en el dipolo se
acercan uno a otro cuando el gasto es negativo. Estas curvas no son mas largas porque
los dipolos se destruyen para t > 0.57".
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2.3.4. S=0.05, Re=67

Ahora el forzamiento es més intenso con respecto a .S = 0.0075, asi que la distancia
que viaja el dipolo es menor. El tiempo de vida del dipolo es grande respecto al periodo de
forzamiento, y pueden coexistir dos o més dipolos. Este hecho hace que dipolos generados
en distintos periodos interactuen. La figura 2.8 muestra la distribucion de vorticidad en

el plano z-y para instantes correspondientes al tercer y cuarto periodos.

15 15
0.8

F 0.8
10 10 [

-0.2

-0.4
0.6

"
. b !

8 [ 4 2 0 -2 -4 -6 8 8 8 4 2 0 -2 -4 -B 8

¥
(a) (b)

Figura 2.8: Vorticidad (w) para S = 0.05 y Re = 67. (a) Corresponde a t = 2.47". Se observan
dos estructuras parecidas, una mas intensa que otra. La mas tenue es el resultado de la fusién
de los dos primeros dipolos, y la otra es el tercer dipolo en su etapa inicial. (b) Corresponde a
t = 3.2T. El cuarto dipolo estd en etapa de formacién, saliendo del canal, y el tercer dipolo esta

alcanzando a la estructura formada por la mezcla de los dos primeros dipolos.

En la figura 2.8(a) se muestra la vorticidad a un tiempo de ¢t = 2.4T", se observan dos
estructuras a pesar de que han salido tres dipolos. Esto se debe a que los dos primeros
dipolos se fundieron formando una sola estructura, la cual estd localizada en z ~ 7. Se

puede observar que la intensidad de esa estructura es menor que la del dipolo saliente.

La figura 2.8(b) muestra la fusion de los dipolos mientras un cuarto dipolo se encuentra
en etapa de formacion saliendo del canal (el tiempo es t = 3.2T). El proceso de fusion del
tercer dipolo con los dos primeros es el mismo que en el caso Re = 67 con S = 0.0075. El

ultimo dipolo entra por enmedio de los vortices del dipolo mas antiguo.
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2.3.5. S=0.05, Re=333

A diferencia del caso Re = 67, los dipolos que se forman durante cada ciclo tienen
intensidades comparables y la distancia entre los dipolos no es la misma, lo que implica

que sus velocidades de desplazamiento son distintas.

La figura 2.9(a) muestra la distribucion de vorticidad en ¢ = 3.567, donde se ven
claramente cuatro dipolos. Ya que la velocidad del flujo es maxima en las cercanias del
eje de simetria el segundo dipolo es succionado por el primero en z ~ 16, ambos cambian
su forma, los vortices del primero se separan abriendo paso al segundo y los vortices del
segundo se alargan pasando a través del primero. En la figura 2.9(b) el segundo dipolo
se encuentra adelantado respecto al primero; la fusion de vortices del mismo signo atn
no ocurre. Este comportamiento es parecido al flujo llamado “ Leapfrog vortez-rings’ pero
solo visto como un corte transversal de los anillos, ya que el sistema aqui estudiado no es
axi-simeétrico. En la figura 2.9(c) el primer dipolo y el segundo ya se han recombinado y
la nueva estructura continua moviéndose. Finalmente, en la figura 2.9(d), se muestra una
instantanea durante el sexto periodo, pero sélo se observan seis estructuras, la primera, que
se compone de los dos primeros dipolos formados, esté saliendo del dominio de integracion.
También se puede observar que las distancias entre los dipolos no es constante y que su

intensidad se ve disminuida conforme la distancia a la salida del canal aumenta.

El proceso de fusion de vortices se ilustra en la figura 2.10, donde se han graficado la
posicion con respecto al tiempo del primer y segundo dipolos. El primer dipolo mantiene
su velocidad mas o menos constante por aproximadamente dos periodos, llegando a una
distancia x ~ 12. Después empieza a disminuir su velocidad hasta que es alcanzado
por el segundo dipolo durante el quinto ciclo. A partir de ahi los dos dipolos continuan
moviéndose juntos. La interseccion de ambas curvas ocurre en x = 18, al inicio del quinto

periodo de forzamiento.

La fusién de vortices no puede ser explicada por la teoria no viscosa. Para este valor
de S el modelo W-H predice que el dipolo escapa. Si se supusiera que el dipolo se mueve
con velocidad constante después del final de cada periodo, entonces la distancia entre dos
dipolos subsecuentes seria la misma y consecuentemente no habria alcance.

Se opto6 por mostrar las distribuciones de vorticidad para Re = 333 a distintos tiempos,
ya que son maés ilustrativas que en los casos Re = 667 yv Re = 1000, ya que en los casos
Re = 667 v Re = 1000 la velocidad de desplazamiento del primer dipolo es mayor que en
el caso Re = 333, por lo tanto no es alcanzado por el segundo dipolo y la interaccion de

los dos primeros dipolos no ocurre, asi que no aparece el fenomeno Leapfrog.

En el caso Re = 667 también se pueden observar varios dipolos al mismo tiempo. Se
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Figura 2.9: Vorticidad (w) para S = 0.05 y Re = 333. (a) Corresponde a t = 3.567. (b)
Corresponde a t = 3.97. (c) Corresponde a t = 4.597". (d) Corresponde a t = 5.287T.
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Figura 2.10: Desplazamiento del primer y segundo dipolos, Re = 333. La velocidad del primer
dipolo va disminuyendo hasta que es alcanzado por el segundo dipolo. Una vez que el primero es

alcanzado por el segundo, ambos llevan la misma velocidad.

observa que el primero tiene sus vortices mas separados entre si que los demas dipolos.
Esa separacion entre vortices se agranda conforme el dipolo se aleja del canal, como se
vio en los casos anteriores. La figura también muestra que los dipolos no estan alineados
con el eje de simetria, hecho que precede a la apariciéon de la inestabilidad que lleva a la

destruccion de los dipolos (ver figura 2.11).

2.3.6. Desplazamiento del dipolo para S=0.05

De la misma forma que el caso S = 0.0075, en la figura 2.12 se grafica la distancia
entre el centro del primer dipolo y la salida del canal con respecto al tiempo. Al igual
que en la figura 2.6 las curvas para Re = 333, Re = 667 y Re = 1000 son muy parecidos
durante un cierto tiempo, entre t = 0 and ¢t = 1.57"; después, su comportamiento difiere.
La separacion de estas curvas ocurre después de ¢ = 1.57, al inicio de la etapa de gasto
negativo del segundo ciclo. La curva para Re = 67 difiere de las otras porque la distancia
que viajan los dipolos es corta comparada con los otros casos, ya que la fusion de vortices
ocurre desde el segundo periodo (los vortices se acumulan entre z = 5y x = 10, ver figura
2.8).

Como las curvas de la figura 2.12 corresponden a la posicion del primer dipolo, y la
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Figura 2.11: Vorticidad (w) para S = 0.05 con Re = 667 a t = 4.13T". Los dipolos no estan

alineados en una linea recta, sino que adoptan posiciones que parecieran seguir una linea senoidal.

metodologia para construirlas fue usando el valor maximo (o minimo) de la funciéon de
corriente, estas terminan cuando en las cercanias de la salida del canal aparece un valor
méas grande de la funcién de corriente, ya que esto significa que el segundo dipolo estéi
apareciendo en el dominio de integracion (el nuevo dipolo es mas intenso que el dipolo
méas antiguo). La curva para Re = 67 termina en x =~ 5, y no en x ~ 10 que es donde
ocurre la fusion de los vortices porque fue lo que logroé avanzar el primer dipolo antes de
que el segundo dipolo apareciera.

La prediccion del modelo W-H nuevamente sobre-estima los resultados de la simulaciéon
numeérica, pero en un porcentaje menor que en el caso S = 0.0075. La explicaciéon es que
la banda de vorticidad que se forma detrés de cada vortice ahora es mucho méas delgada
que para S = 0.0075 y ademés desaparece cuando el gasto cambia de signo. Esto significa
que una fracciéon mas importante de la vorticidad producida en el canal se incorpora al
dipolo. Por otro lado la separacion de los centros de los vortices en el dipolo atin es muy

evidente (ver figura 2.13), asi que es el factor mas importante de esa discrepancia.

La distancia entre los centros de los vortices es mostrada en la figura 2.13. La curva

para Re = 67 es claramente diferente que las otras. Para este nimero de Reynolds la
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Modela W-H 4 Re=667

y Re=333

Figura 2.12: Desplazamiento del primer dipolo desde la salida del canal para varios nimeros de
Reynolds, caso S =0.032. La prediccién del modelo W-H también se muestra para comparar con

la simulacion numeérica.

distancia entre los centros de los vortices crece hasta un valor de 1.9 en medio periodo, y
después empieza a decrecer cuando el gasto se vuelve negativo. Luego, la distancia entre
los centros de los vortices llega a un valor minimo y entonces empieza nuevamente a crecer.

Las curvas para los casos Re = 333 y Re = 667 tienen comportamientos muy parecidos
hasta t &~ 1.5. Después se comportan de manera distinta. De hecho, para un valor fijo de

t, la distancia entre los vortices es una funcion decreciente de Re.

2.3.7. S=0.15, Re=200

La soluciéon numérica para S = 0.15 de obtuvo haciendo la integraciéon en una cuenca
de 15 unidades de longitud y 17 unidades de ancho, situadas simétricamente alrededor
de la linea central. Sin embargo los resultados se presentan en una region restringida de
L = 5 porque los dipolos en la salida del canal no se forman completamente antes de que
el gasto cambie de signo.

Se hicieron calculos para los casos Re = 67, Re = 200, Re = 500 y Re = 667, sin
embargo sélo se presentan resultados para Re = 200 y Re = 667, ya que el caso Re = 67

es parecido al caso Re = 200 y el caso Re = 500 se parece al caso Re = 667.

Ahora el periodo es tan corto que el dipolo no logra formarse completamente a la salida
del canal, ya que es succionado por el flujo de reversa (ver figura 2.14(a)). En la figura

2.14(b) se encuentra un segundo dipolo a la salida del canal, pero le acompana vorticidad
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Figura 2.13: Distancia entre los centros de los vortices en el dipolo para varios nimeros de

Reynolds, para el caso S = 0.05.

remanente positiva y negativa dispuesta alternadamente. Por ejemplo, del lado izquierdo
que es donde sale la vorticidad positiva, la vorticidad remanente que se observa en la parte
mas alejada del canal corresponde al primer dipolo, que no logr6 formarse completamente
antes de ser succionado por el flujo de reversa. Después se observa vorticidad negativa.
Cuando ocurre el flujo inverso, en esa pared ahora se produce vorticidad negativa, misma
que es empujada hacia afuera cuando se forma el nuevo dipolo. En la pared derecha ocurre

lo mismo pero con la vorticidad inversa respecto a lo que ocurre en la pared izquierda.

2.3.8. S§=0.15, Re=667

Para este valor del nimero de Reynolds no se forma un dipolo propiamente dicho a la
salida del canal, ya que el par de vortices que empiezan a formarse practicamente desa-
parecen un tiempo después por el flujo de retorno, al ser succionados por el canal. Durante
el segundo periodo se observan regiones con vorticidad positiva y negativa mezcladas que
tienen una distribucion simétrica alrededor del eje y = 0 pero amorfa (ver figura 2.15), no
con forma de remolinos bien definidos. En estos casos el dipolo no escapa de las cercanias

del canal, hecho que coincide con el criterio establecido por Wells y van Heijst (2003).

2.3.9. Desplazamiento del dipolo para S=0.15

Para el caso S = 0.15 no hay un desplazamiento del dipolo estrictamente hablando, ya

que una vez que termina el flujo positivo, la estructura sin acabar su formacién completa-
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Figura 2.14: Vorticidad (w) para S = 0.15 y Re = 200. (a) Corresponde a t = 0.557". El periodo
de forzamiento es tan corto que el dipolo no se forma por completo. El dipolo formado al inicio
del ciclo es succionado hacia el canal debido al flujo inverso. (b) Corresponde a t = 1.5T. Se
observan pequenas regiones de vorticidad delante del dipolo, como si fuera remanencia de un

dipolo anterior.

mente, es absorbida por el canal en el flujo de regreso. Las graficas de la posicion x contra
t/T se muestran en la figura 2.16(a), pero solo para el primer periodo. Para cualquier
valor del nimero de Reynolds, z nunca excede el valor de 1. El comportamiento difiere
con los casos previos en el sentido de que la velocidad de desplazamiento para Re = 200
es mayor que para los otros nimeros de Reynolds.

En cualquiera de los casos, para t > 0.57 la distancia al canal decrece. Con los resulta-
dos mostrados en la figura 2.16(a) se puede concluir que (i) todas las curvas presentan las
misma tendencia, y (ii) el modelo W-H predice la posicion del dipolo independientemente
del niimero de Reynolds.

Por otro lado, el cambio de la distancia entre los centros de los vortices en el dipolo
se comporta practicamente igual para todos los casos (Re = 67, Re = 200, Re = 500 y
Re = 667), como se muestra en la figura 2.16(b). Todas las graficas llegan a un maximo
(y =~ 0.75) y de ahi, debido al flujo de regreso, los vortices se acercan nuevamente al eje
de simetria (y = 0).

Los resultados exhibidos en la seccién 2.3 muestran que existe una dinamica mas ex-
tensa que solo los dos casos a los que se refieren Wells y van Heijst (2003). Por ejemplo,
cuando S = 0.0075 hay casos en los que el dipolo abandona el dominio de integracion en
menos de un periodo, y otros casos en los que no. Para S = 0.05 los dipolos no escapan
del dominio de integracion, pero tampoco regresan al canal, sino que permanecen en un

area cercana al canal y ocurre un proceso de fusion de vortices del mismo signo.
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Figura 2.15: Vorticidad (w) para S = 0.15 and Re = 667. (a) Corresponde a t = 1.47. (b)
Correspondes a t = 1.67".
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Figura 2.16: Caso S = 0.15, varios niimeros de Reynolds. (a) Desplazamiento x del primer dipolo,
se incluye la gréafica que representa al modelo W-H para comparacién. Este es el tinico caso en el
cual el resultado del modelo W-H es muy parecido a los resultados numéricos: el dipolo alcanza
un maximo y regresa al canal. El médximo que alcanzan las curvas de la simulacién numérica
ocurre en t ~ 0.467, mientras que el maximo en el modelo W-H esta en ¢t = 0.577". (b) Distancia
entre los centros de los vortices en el dipolo. Todas las curvas coinciden porque toda la vorticidad

creada en el canal se incorpora al dipolo y los cambios en la distancia entre los centros de los
vortices es pequena.



Capitulo 3
Campo tridimensional

En este capitulo se estudia numéricamente el mismo sistema pero en tres dimensiones
usando un software de libre distribucion llamado OpenFOAM, el cual resuelve las ecua-
ciones de Navier-Stokes y de continuidad usando el método de elemento finito (ver seccion

C.5 para una explicacion general del método).

3.1. Programa OpenFOAM

El software libre o codigo abierto es una de las herramientas informéaticas de desarrollo
computacional de mayor auge en los tdltimos anos. El uso de estas herramientas cambia
radicalmente la forma y el tiempo de obtencion de resultados.

El uso de herramientas de simulaciéon numérica, especialmente en el campo de la

dindmica de fluidos y transmisién de calor, presenta dos barreras fundamentales:

® La necesidad de personal especializado para su uso e interpretacion.
® El alto costo de las aplicaciones comerciales de simulaciones.

Una de las alternativas para franquear estos obstaculos es usar herramientas especificas
basadas en software libre, como la biblioteca de simulacion OpenFOAM.

OpenFOAM (Open Field Operation and Manipulation) permite discretizar y resolver
sistemas de ecuaciones en derivadas parciales que modelan problemas de ciencias e in-
genieria: ecuaciones de Navier-Stokes, Maxwell, etc. (OpenFOAM, 2004). Esta biblioteca
esta estructurada en médulos programados en C++ desarrollados siguiendo licencias GPL
(Licencia Publica General de GNU), ademas incorpora utilidades de pre y postprocesado
para la transformacion de informacion, obtencion de magnitudes derivadas y visualizacion.

Como los origenes de OpenFOAM estan vinculados a la mecanica de fluidos, dis-

cretiza las ecuaciones usando el método de volimenes finitos. Esta previsto para trabajar

29
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sobre mallas no estructuradas tridimensionales con elementos tetraédricos, hexaédricos y
pentaédricos. Asi que puede resolver problemas mediante elementos finitos. Esto resulta
especialmente 1til en algunos casos de sistemas de ecuaciones acopladas, tales como in-
teraccion fluido/estructura. Otra ventaja a la hora de resolver problemas de gran tamano
es que incorpora un procedimiento de paralelizacion de los algoritmos, que no requiere de
la intervencion directa del usuario.

Como se trata de un codigo abierto, se permite la incorporacion de nuevos modulos,
lo que proporciona un entorno de trabajo flexible y comodo que puede ser utilizado tanto
por el usuario no iniciado en los métodos numeéricos que se limitaria a utilizar los progra-
mas de la biblioteca, como por el experto que podria incorporar sus propios codigos de

discretizacion, resolucion y postprocesado.

3.1.1. Estructura basica de programacion en OpenFOAM

En esta seccion se resume la secuencia de un procedimiento general de programacion.

1. Inicializacién del problema. Se crea el objeto problema y se leen los parametros
generales. Aqui se opta por la opcion de paralelizacion y se define el nimero de

procesadores o ntcleos a utilizar, etc.

2. Lectura o creacién de la malla. OpenFOAM puede crear mallas y/o también
leerlas de archivos generados por otros programas. La malla generada de puntos,
lineas y caras, y distingue entre caras interiores y frontera. Ademaés existe un mo-
dulo que permite obtener la informaciéon necesaria para una malla de elementos
finitos formada por tetraedros a partir de una de volimenes finitos con elementos

de geometria arbitraria.

3. Inicializacién de las variables y constantes. Se definen y generan las distintas
variables que intervienen en el modelo. Como norma general, el tipo de variable
se define por dos parametros fundamentales. El primero indica si la variable esta
asociada al elemento (vol), o a sus vértices (point), aunque es posible definir variables
sobre puntos tales como baricentros, centros de cara. El segundo define el tipo
de variable: escalar (Scalar), vectorial (Vector) o tensorial (Tensor). Ademéas debe

crearse el archivo de datos de la variable que contiene:

a) Dimensiones de la variables. El orden en que lo identifica es: [masa, longitud,
tiempo, temperatura, moles, intensidad, luminosidad|. Esto permite a Open-
FOAM verificar que las ecuaciones que se resuelven son homogéneas en dimen-

siones. Por ejemplo, para la variable velocidad U, se escribe
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dimensions[0 1 -1 0 0 0 0];

b) Valor inicial. A todo campo utilizado se debe asignar un valor inicial.

¢) Condiciones de contorno. Para cada region de la frontera debe definirse obliga-
toriamente su tipo y si es necesario, el valor de la magnitud. Los tipos pueden
ser Neumann, si se fija una derivada normal; Dirichlet, si se impone un valor,
o vacio. También permite definir combinaciones de la anteriores como la wall,

que fija una condicién Neumann para la presion y Dirichlet para la velocidad.

4. Definicién de la ecuacidén. Se define la ecuacion en derivadas parciales utilizando

los operadores bésicos implementados en la biblioteca (OpenFOAM, 2008).

5. Resolucidon del sistema. Una vez definido el sistema lineal completo, OpenFOAM

lo resuelve.

3.1.2. Capacidades del OpenFOAM

Una de las principales caracteristicas que desde el diseno inicial se ha desarrollado
buscando que sea un sistema abierto. Esta caracteristica ha hecho posible el desarrollo de
numerosos solvers (programas que resuelven los sistemas) asi como herramientas de pre
y post procesado para adaptarse a un abanico de casos.

El solver utilizado en este caso es el de Fluidos incompresibles:

boundaryFoam. Solver estacionario para flujos turbulentos de 1D.

icoDyMFoam. Flujo laminar no estacionario con movimientos de malla asociados.
icoFoam. Flujo laminar no estacionario.

nonNewtonianIcoFoam. Flujo laminar no estacionario para flujos no estacionarios.
oodles. LES para flujos incompresibles.

simpleFoam. Flujos turbulentos incompresibles y estacionarios.

®* & & & o o o

turbFoam. Flujos turbulentos incompresibles no estacionarios.

La lista anterior es solo un pequeno ejemplo de herramientas previamente implemen-
tadas. Sin embargo, una de las ventajas de esta biblioteca es que no sélo proporciona
un conjunto de solvers sino que permite crear utilidades que se adapten a problemas
especificos.

OpenFOAM presenta dos ventajas, por un lado permite utilizar grandes recursos de
calculo y, por otro lado, desarrollar simuladores especificos para problemas concretos.
Esto sin tener que asumir el elevado costo que supone el uso paralelo de otros programas

comerciales.
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3.2. Simulacién en 3D

La malla se gener6 en tres dimensiones, poniendo una profundidad constante y el
plano horizontal como lo muestra la figura 2.1. Se hicieron pruebas poniendo diferentes
cantidades de puntos, con el fin de probar la estabilidad del método. Se inici6 con 108,000
puntos aproximadamente y se terminé con 2°100,000 puntos, ya que los resultados con

este namero de puntos y el caso previo (1’575,000 puntos) fueron muy similares.

Para evaluar la convergencia del método se usa un parametro adimensional llamado
numero de Courant, muestra la relacion entre la distancia desplazada de la particula en

el paso temporal y el tamano del paso espacial:

 U,At

Co A

(3.1)

U, es la componente de velocidad en la direccion ¢, At es el paso temporal y Aq el paso
espacial en la direcciéon ¢. El nimero Co debe ser en todo momento menor o igual que
uno, de otra forma la particula fluida escapard (numéricamente hablando) del dominio y
entonces se tendran divergencias. En ocasiones, C'o puede ser un poco mayor que 1, cuando
se esta llegando a una etapa en la que los gradientes son muy fuertes, pero pasando esta
etapa el nimero Co puede disminuir. Este hecho no representa una divergencia en el
calculo. Sin embargo, si existen divergencias, es posible disminuir el tamano del paso

temporal At y continuar con la simulacion.

Como condiciones de frontera, se impusieron paredes solidas en el fondo, y en todas
las fronteras del sistema, salvo en la entrada del canal (linea ondulada de la figura 2.1),
en la frontera lejos, frente al canal y en la superficie. En la entrada del canal y la frontera
lejos se impuso un gasto periddico y en la superficie se usaron las condiciones de Neumann

(derivada normal igual a cero).

Las simulaciones se hicieron para dos casos: un pulso inicial y un flujo periédico, con
numero de Strouhal S = 0.02, periodo T" = 80s. El ancho del canal es de 4cm y una
profundidad de 2cm. El gasto maximo es G0, = 2 X 107°m3 /s, lo que repercute en un

niimero de Reynolds Re = 1000 en los dos casos.

En ambos casos se presenta un andlisis de la etapa inicial, haciendo incapié en el

vortice de herradura, que es la parte mas representativa de las tres dimensiones.
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3.3. El pulso

3.3.1. El dipolo

Se aplica un pulso durante cuatro segundos de la siguiente forma: el primer medio
segundo crece de forma senoidal hasta que se alcanza el valor de gasto maximo (Gar =
2 x 1075m3/s), después se mantiene en ese valor maximo durante tres segundos y en el
altimo medio segundo el pulso decrece hasta el valor cero, también de forma senoidal. La
forma del pulso se muestra en la figura 3.1.

Gasto (x2x10°m’s)

1o}

0.8

0.6

0.4

0.2

Tiempo (s)

Figura 3.1: Pulso aplicado para generar el flujo a través del canal. Las unidades son metros.

Como primer analisis se toman imagenes del campo de velocidades al tiempo 4s (cuan-

do termina el pulso) en tres planos distintos (ver figura 3.2).
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Figura 3.2: Campo de velocidades del flujo generado por un pulso, en el tiempo que termina

dicho pulso y en tres distintas alturas (medidas desde el fondo), en metros.

En la figura 3.2 se puede observar que a 2.5mm del fondo los vortices del dipolo tienen

un tamano menor que en las otras dos alturas respecto al fondo, debido a la cercania con
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esa frontera sélida, donde se impuso la condicién de no deslizamiento. A lem y a 1.8cm
del fondo el dipolo es muy parecido. Para el segundo 4, se puede observar a la entrada del
canal un flujo hacia el canal en sus orillas. Para tiempos después esa entrada provoca la
formacion de un dipolo, con signo contrario al dipolo que se alej6 de la salida del canal,

como puede observarse en la figura 3.3
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Figura 3.3: Campo de velocidades del flujo generado por un pulso, a los tiempos inicados por
las figuras, y las unidades espaciales en metros. Dentro del canal y muy préximo a su salida se

observa un dipolo con signo opuesto al dipolo principal.

-0.05

Yy

Figura 3.4: Superficie de isovorticidad en 3D con un valor de 0.5, a un tiempo t = 10s. Se
presentan dos vistas de la misma, grafica. Se puede observar el dipolo secundario en la salida del

canal. Las unidades de los ejes son metros.

Este fenéomeno de un flujo que regresa también pudo observarse experimentalmente:

una vez que se termino de aplicar el pulso y el dipolo avanzd, hubo un flujo que entré al
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canal.

En la figura 3.3 se observa como los vortices del dipolo principal al tiempo t = 10s
empiezan a perder su forma original, debido a que estan en la etapa de destruccion del
dipolo.

3.3.2. El vortice de herradura

Para ver la ubicacion del vortice de herradura en el sistema se muestra la figura 3.5.
La figura 3.5(b) se construy6 usando la magnitud del vector vorticidad con un valor de
0.5/s, pero se corta la parte correspondiente a z € [0.0175,0.02]m, para poder observar el
vortice de herradura. El vortice transversal al dipolo es la componente z de la vorticidad

con un valor de —1/s.

“ortice de herradura, valor:-1

- hagnitud de |a vorticidad=0.5

(b)

0.15

Figura 3.5: Tsosuperficie para mostrar la ubicacion del vortice transversal con respecto al dipolo
producido por un pulso, para un tiempo ¢ = 20s. (a) Se muestra la magnitud del vector vorticidad

para un valor de 0.5/s. (b) Lugar donde viaja el vortice de herradura en el dipolo.

En el caso del pulso, conforme el dipolo avanza, el vortice transversal viajando frente
al dipolo después de un tiempo adquiere una forma de herradura.

En la figura 3.6 se muestra al vortice transversal al dipolo y él en varios instantes
de tiempo. En la etapa inicial del pulso se encuentran las figuras 3.6(a), 3.6(b) y 3.6(c),
que muestran la etapa de formacion del vortice de enfrente. Al tiempo ¢ = 4s ya cesé el
pulso y atin no ha terminado de formarse el vortice, sin embargo ya se levanto respecto a
los tiempos anteriores. En los segundos 10, 17 y 20 se puede observar que el vortice esté
bien formado y tiende a levantarse aiin mas. También se pueden observar una depresion

en la region que rodea los puntos (0.105,0,0.016)m, en la figura 3.6(e) y en la region que
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Figura 3.6: Vortice de herradura visto en el plano xz (plano vertical) en el eje de simetria

(y = 0). Tanto z como z estan en metros.

rodea los puntos (0.115,0,0.016)m, en la figura 3.6(f). Esta depresion es el dipolo principal.
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Figura 3.7: Isosuperficies del vortice de herradura producido por un pulso. (a) A un tiempo
t =10s. (b) A un tiempo ¢t = 20s.

La figura 3.7 muestra un corte a partir del eje de simetria de la componente = de la
vorticidad a dos tiempos distintos. Al tiempo ¢ = 10s el vortice de enfrente forma una
estructura alargada y cuasi-recta, en cambio, al tiempo ¢ = 20s esa estructura disminuyo

en valor absoluto y se curvo formando la herradura.
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Figura 3.8: Vortice de herradura visto en el plano xz (plano vertical) en y = 0.02m, a 2cm del

eje de simetria (coincidente con una de las paredes del canal). Unidades en metros.

En la figura 3.8 se muestra al vortice de enfrente en varios instantes de tiempo pero
fuera del eje de simetria. A diferencia de la figura 3.6, el vortice se crea desde el inicio
del pulso, debido a que hay paredes solidas en esa region (se esta en la orilla de la salida
del canal). Esto significa que el vortice de enfrente en realidad se genera a partir de dos
vortices formados a las orillas del canal que se unen después de un tiempo para formar

una sola estructura, misma que se levanta.

Ademas, en la etapa inicial los vortices vistos en el plano vertical a y = 0.02m estan
adelantados respecto a la vista en el mismo tiempo pero en el plano vertical puesto en
el eje de simetria y = 0. Esto es porque debido a las paredes so6lidas se generan primero
los vortices alejados del eje de simetria. En tiempos posteriores, se puede observar que
el vortice mostrado en el plano puesto en el eje de simetria esta adelantado respecto al
plano fuera del eje de simetria. Esto es debido a que la velocidad es mayor en el centro
del dipolo y los gradientes mas grandes empujan con mayor fuerza a la parte central de

la estructura bien formada por el vortice de enfrente que a las partes alejadas del eje de

simetria de esa misma estructura.
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Se puede concluir que el vortice de herradura en realidad va cambiando su forma y
podria verse mas como un cilindro serpenteando desde su formaciéon hasta tomar una

forma de herradura, que como una herradura rigida todo el tiempo.

3.3.3. Convergencia en la simulacién

Una forma de medir la convergencia es ir monitoreando el valor del ntimero de Courant
(ecuacion 3.1). Se presentan las graficas del valor promedio y del valor méaximo, que
muestra el promedio de los niimeros de Courant en las tres direcciones, y el valor maximo,

que puede darse en cualquiera de las tres direcciones.
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0.0010—

0.0005 0-057]
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Figura 3.9: Namero de Courant para el pulso. La grafica izquierda representa el promedio del

numero de Courant en las tres direcciones. La grafica derecha representa el maximo obtenido en

alguna de las 3 direcciones.

La grafica 3.9 izquierda muestra que en promedio los valores mas altos del ntimero de
Courant se presentaron durante la aplicacion del pulso, después esos valores bajaron. En la
grafica 3.9 derecha se puede ver que la aparicion de los valores méximos coincide también
con el tiempo de aplicaciéon del pulso, sin embargo el méaximo absoluto no sobrepasé el

valor de 0.3, por lo que en ningin momento se presentaron divergencias.

3.4. Flujo periodico, S—=0.02

Uno de los objetivos de la seccién anterior fue comprobar el método comparandolo
con resultados experimentales, lo cual se logr6. Con esto se usa ahora el mismo codigo
numérico para simular el caso del flujo con forzamiento periodico, tomando como valores

de los pardmetros caracteristicos S = 0.02 y Re = 1000.
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3.4.1. El dipolo

La condicién inicial es que el sistema parte del reposo y se toman datos para un so6lo
periodo de forzamiento. La figura 3.10 muestra superficies de isovorticidad en tres distintas
posiciones. Las superficies fueron cortadas de tal forma que se pudieran notar las que se
encuentran debajo de otras, por ejemplo, la superficie de || = 0.5/s se corto en z = 3em

para que se pudiera notar la superficie |&J| = 1/s.

Figura 3.10: Tres diferentes vistas de superficies de isovorticidad del flujo periédico para 3

valores distintos de vorticidad, al tiempo ¢t = 17s.

En la figura 3.10 se observa que no existe una diferencia notable en los tamanos
respecto a la profundidad como en el caso de la figura 3.2, pero evidentemente el dipolo
crecié conforme paso el tiempo, ademas que se nota la estela o cauda detras del dipolo,
misma que en el caso del pulso no aparece; ademéas en este caso no figuran los vortices

secundarios dentro del canal, porque no hay flujo de retorno a ese tiempo.

3.4.2. El vortice de herradura

En la figura 3.11 se muestra el vortice transversal al dipolo en una secuencia de seis
diferentes tiempos. Al igual que en el pulso, el vortice transversal inicia su formacion
en el segundo 10 y se levanta para el segundo 15 alcanzando su madurez en el tiem-
po t = 20s, que es el tiempo de gasto maximo. Sin embargo, para el tiempo ¢ = 30s, el
vortice empieza a debilitarse perdiendo su forma para el segundo 40, tiempo en que el gas-

to es cero y empieza un flujo de retorno que posteriormente destruye al vortice transversal.

La figura 3.12 muestra la vorticidad en el plano vertical puesto en y = 0 al tiempo
= 15s. La vorticidad es negativa porque el vortice gira en sentido horario visto en ese

plano.
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Figura 3.11: Secuencia temporal en el plano vertical puesto en el eje y = 0.

En la figura 3.13 se muestran las superficies de isovorticidad del vortice transversal
que fue cortado por el plano vertical que pasa por el eje de simetria para tres tiempos
distintos. Se observa que el vortice transversal no forma una herradura como en el caso

del pulso. Esto es debido al efecto del gasto variable en el tiempo.

En la figura 3.14 se muestra cémo en el caso forzado periodicamente, a diferencia del
dipolo producido por un pulso, el vortice transversal no viaja frente al dipolo, sino dentro
de éste. También es un efecto de que el forzamiento estd presente en todo momento, a

diferencia del pulso, que sélo se aplica por algunos segundos.

3.4.3. Convergencia en la simulacién

El numero de Courant para este caso se muestra en la figura 3.15. El promedio es una
curva suave que aumenta un poco después de que el flujo se vuelve negativo.

Evidentemente el valor méximo del nimero de Courant no se comporta tan suavemente
como cuando el flujo es positivo, sin embargo el valor maximo no rebasa 0.7, por lo que

no hubo divergencias en el tiempo de simulacion.
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0.025 —-

Figura 3.12: Vorticidad del vortice transversal en el flujo con forzamiento periodico al tiempo
t = 15s.
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Figura 3.13: Vortice transversal a tres tiempos distintos (a) ¢ = 15s. (b) ¢ = 20s. (c¢) ¢ = 40s.
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Figura 3.14: Ubicaciéon de la vorticidad transversal respecto al dipolo a tres tiempos distintos

(a) t =15s. (b) t = 20s. (c) t = 40s. Se observa que el vortice transversal viaja dentro del dipolo.
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Figura 3.15: Namero de Courant para el caso S = 0.02.



Capitulo 4
Transporte de particulas

En general, el movimiento de una particula inmersa en un fluido no sigue el movimien-
to del flujo. Esto puede deberse al tamano de la particula y a que esta es sometida a
grandes aceleraciones o debido a la diferencia de densidades del fluido y de la particu-
la solida. Como se mencion6 en la introduccién, algunos trabajos previos han mostrado
que las particulas moviéndose en un flujo pueden acumularse en ciertas regiones o seguir
trayectorias caoticas. La existencia de una estructura coherente como un dipolo ayuda
al transporte de masa debido a que la magnitud de la velocidad es considerablemente
grande en la region entre los vortices. Asi, las particulas son aspiradas a esa region y de
ahi el campo de velocidades las impulsa hacia adelante: algunas se depositan y otras son
traidas de regreso hacia atras por los lados del dipolo (siguiendo aproximadamente la di-
reccion del campo de velocidades en esas zonas). A fin de tener un conocimiento detallado
de las trayectorias de las particulas se debe integrar la ecuacién de movimiento para las

particulas solidas en el flujo.

Una investigacion exhaustiva del movimiento de particulas sélidas en un flujo requiere
del conocimiento del campo de velocidades en tres dimensiones. Sin embargo, en ciertas
circunstancias, por ejemplo en aguas poco profundas, la solucion en dos dimensiones es
suficiente para determinar las trayectorias de las particulas, porque hay una dependencia
débil de la tercera coordenada, excepto en una capa delgada en el fondo (Duran-Matute
et al, 2010).

De acuerdo con la evidencia numérica y experimental (Lacaze et al, 2010), la bidi-
mensionalidad no se satisface por completo en determinadas condiciones en el sistema
aqui estudiado. Aparte de los dos remolinos ya estudiados, existe un tercer vortice que
es transversal a estos, que se ubica por delante del dipolo y cuyas dimensiones son com-

parables a cualquiera de los vortices del dipolo. Ya que los tiempos de caida al fondo de

69
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las particulas es pequeno comparado con el periodo de forzamiento, se puede hablar de
un transporte de particulas porque ésta estructura levanta continuamente las particulas
desde el fondo, las transporta y finalmente las deposita en otro lugar.

En este capitulo se investigan las trayectorias de las particulas soélidas en el flujo
estudiado en los capitulos previos, y a manera de comparacion se calculan las trayectorias
de los elementos de fluido. Esto dltimo permitira conocer la diferencia entre ambos tipos de
trayectorias. Asi que se realiza la integracion de la ecuacion de movimiento de las particulas
solidas y los elementos de fluido en dos dimensiones como una primera aproximacion al

estudio del transporte de masa en este sistema.

4.1. La ecuacion de movimiento

Para el calculo de las trayectorias de elementos de fluido se utiliza la siguiente ecuacion,

en donde aparece el campo de velocidades:
Tip1 = 75 + () At (4.1)

donde 7; es la posicion de la particula al tiempo 4, 4(7;) es la velocidad de la particula y
At es el incremento de tiempo.

Con respecto a las particulas solidas, el movimiento de éstas esta regido por la segunda
ley de Newton. Las fuerzas que actiian son, entre otras, la gravedad, el empuje y el arrastre.
Una primera aproximacion que se hara en lo sucesivo es suponer que las particulas son
esféricas. Esto permitira, por ejemplo, usar la ley de Stokes, como la expresion para la
fuerza de arrastre. La ecuacion de movimiento que se resolvera es la siguiente (Maxey y

Riley, 1983):

i, . Di
Mp =y = (mp —my)g + M5y T
mf d(ﬁ — 771,)

6mrpp(d — Up,) + (4.2)

2 dt

t d(T—Up)
6r° /T / I dr
HrPy o Vi—7

donde # es la velocidad del flujo, 4, es la velocidad de la particula, m, es su masa y my

Dii —
) F? -
lagrangiana del flujo en la posiciéon de la particula, p es la viscosidad dindmica, g es la

es la masa de fluido desplazada por la esfera solida (O + 1 - ﬁ)ﬁ es la aceleracion

gravedad y 7 es el radio de la esfera. En la ecuacion (4.2) se incluye la perturbacion

que produce la esfera sobre el flujo. El primer término del lado derecho es la suma de la
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fuerzas de gravedad y el empuje. El segundo es la fuerza debida al campo de velocidades.
El tercero es la fuerza de arrastre de Stokes, la cual es proporcional a la diferencia de
velocidades entre la particula y el fluido. El cuarto término es conocido como el término
de masa anadida, el cual considera la influencia del fluido alrededor de la particula en
su movimiento y el altimo término es conocido como fuerza de historia, que se da por el
retardo que ocurre en el cambio de la velocidad relativa de la particula con el fluido. Para
nimeros de Reynolds bajos la capa limite viscosa es tal que ese retardo proviene de la
difusion de la cantidad de movimiento entre la superficie de la esfera y el flujo (Andreotti
et al, 2011). En este caso, el ntimero de Reynolds asociado a la particula solida esta dado

comao:

27“W0

v
donde W, es la magnitud de la velocidad de desplazamiento de la particula en relacion al

Re, = (4.3)

fluido y v la viscosidad cinemaética del fluido (Mordant, 2001). Para usar la ecuacion (4.2)
se hace la aproximacion Re, — 0.

Ya que los resultados presentados hasta ahora son adimensionales, es necesario escribir
la ecuacién de movimiento de las particulas de la misma forma. Nuevamente se hace uso
de los asteriscos para denotar variables adimensionales y después, una vez que todo es
adimensional, los asteriscos se quitan.

La ecuacion (4.2) se reescribe como se muestra a continuacion:

U2dv ) N U? D
e o = (my —mys)g §° g, Dt

+ 6mrppU(d™ — o) +

4* —c

U*’U

meQd(u —v) H1/
2 H, di* e H\/ ,/7_7

En los términos de masa anadida y de fuerza de historia se hace la aproximacion que

aparece en el trabajo de Mordant (2001)

d(u — 17p) Du  dv,

—_— = — 4.4
dt ~ Dt dt (4.4)

se reordenan términos y se divide todo entre la masa del fluido m; y entre U?/H;:

m, 1\dvu, (m, \gH _  6rruH
(mf + 2) dt* B <mf U2 g * me (U Up)+

3 Di* H, [f 2 2%
e 6 dr* d *
> D VTP H \/ / JE -1

Se reescriben los términos para recuperar los parametros adimensionales ya conocidos:

6mrHY py  6mrHipsr 19 (E)QL
Re

Pr

my peHWU — my  Re 2\ r
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yva que la masa de fluido desplazado por la particula es: my = p,V = 4/37r3p;.

612 /7 H 612 H 1 9/ H 1 1
VTHRiPy [Hy  Or® 22 HL _ PL gy (_1) — == (_1) —
my U my prHWU — my r R 2\ r ) V/7TVRe

La forma final de la ecuacion es:

duvy, Du*
% (P _yprzy 2 .
dt* Py (2,0,, 4 1) Dt*

Pm

W (%)2 (@ — ) + (4.5)

9 (&) ! gT* — dT_{idT*
() vrme N )

Aqui Z es un vector unitario en la direccion vertical.
Tres parametros adimensionales aparecen en esta ecuaciéon: 1. El cociente de densidades
de la particula solida y del elemento fluido, 2. la razon entre la longitud caracteristica y

el radio de la particula, 3. el nimero de Froude Fr = g%.

4.2. Movimiento de las particulas en el fluido

La ecuacion (4.5) se resuelve en el plano horizontal, entonces las fuerzas de gravedad
y el empuje (también conocido como fuerza boyante), se eliminan de la ecuacion. Conse-
cuentemente el nimero de Froude no se considera en los célculos. Para la integracion de
la ecuacion de movimiento, se elije una densidad de particula solida de p, = 2400kg/m?
y con radio de r = 5 x 107*m, que son valores promedio de la arena de mar.

En este caso se parti6 del reposo total, es decir, se us6 v, = 0 y @ = 0, sin embargo
el programa esta disenado para cambiar los valores iniciales, e incluso tomar valores del

campo de velocidades en el que el dipolo ya esté formado.

4.2.1. 5=0.0075, Re=67

La figura 4.1 muestra las trayectorias de particulas soélidas (linea continua) y de ele-
mentos fluidos (linea punteada) para dos puntos iniciales distintos. La particula que se
encuentra inicialmente en el punto p; = (1.1,1.4) se aleja del eje de simetria. Cuando

el dipolo pasa, jala a la particula hacia el eje de simetria, durante un cierto tiempo la
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particula sigue una trayectoria paralela al eje de simetria y cercana a éste, y después hace

varios rizos, los cuales son debidos a la influencia del dipolo.

n (/
.-
®0 5 10 15 20 25 30 35 4o 45

Figura 4.1: Trayectorias de particulas solidas (lineas sélidas) y de elementos fluidos (lineas
punteadas); S = 0.0075, Re = 67. Las particulas solidas y fluidas que parten del mismo punto
inician con la misma trayectoria, pero conforme avanza el tiempo las trayectorias se separan, y

se observa que las particulas fluidas recorren una mayor distancia que las particulas sélidas.

La particula inicialmente puesta en el segundo punto p, = (3.5, —1) tiene un compor-
tamiento similar al primero al inicio del movimiento, en el sentido de que primero se aleja
del eje y = 0, luego, por el efecto de succion originado por el paso del dipolo la particula
se acerca nuevamente al eje de simetria y sigue una trayectoria paralela cercana al eje de
simetria. La diferencia es que desde x = 6 hasta x = 28 no forma ningin rizo. Esto es
una senal de que el dipolo no excede (en velocidad y posicién z+) a la particula. En el
ultimo tramo de la curva se forma un rizo, que se achaca al paso del segundo dipolo.

Estas trayectorias son representativas de los comportamientos de todas las particulas
cercanas al eje de simetria. Las que se encuentran lejos en general se acercan un poco al
eje de simetria pero no se mueven mucho, por lo que quedan practicamente en la misma
region.

En la misma figura 4.1 se muestran las trayectorias de los elementos fluidos iniciando
en los mismos puntos. Las trayectorias de ambos tipos de particulas (solidas y fluidas)
son muy similares en la etapa inicial del movimiento, y después se separan un poco, pero
tienen practicamente la misma forma. La longitud de arco para las lineas punteadas es

més grande que la de la correspondiente linea continua, esto es por la influencia de las
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fuerzas consideradas al calcular a linea solida (principalmente el arrastre y la fuerza de
historia), que no se consideran en el calculo de las lineas punteadas. Asi, los elementos

fluidos recorren més distancia en el mismo tiempo, como era de esperarse.

Inicial, t=0 Inicial, t=0 Inicial, t=0

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 20
X X X

Final, t=0.47T Final, t=1.43T Final, t=2.3T

0 10 20 30 40

Figura 4.2: Secuencia de distribucion en tres instantes, caso S = 0.0075, Re = 67. Figuras
superiores: inicialmente las particulas estan igualmente distribuidas. En el segundo panel
se observa que para el tiempo t = 1.437" se han escapado particulas que inicialmente se
ubicaban en las dos regiones blancas simétricamente situadas en torno al eje de simetria
cercanas al canal. En el tercer panel aparecen otras areas blancas ademas de las que ya
habian aparecido anteriormente. Este procedimiento permite conocer zonas de erosion.
Figuras inferiores. Distribucion de las particulas al tiempo indicado. Las zonas blancas

coinciden con la posicién de los dipolos formados hasta ese momento.

Una forma de presentar los resultados relativos al desplazamiento de las particulas es
a traves de la funcion de densidad de probabilidad (PDF por sus siglas en inglés) para las
posiciones de las particulas o, equivalentemente, un histograma. Se procede como sigue: se
escoge un conjunto de particulas uniformemente distribuidas, y cuya PDF tiene el mismo
valor en cualquier lugar. Ahora, ya que la ecuacién diferencial es de segundo orden, se
requiere imponer una condicién inicial para la velocidad de las particulas. Se elije que
vg = 0. Después de integrar la ecuacion diferencial se tiene un conjunto de posiciones
finales con las cuales se calcula una nueva PDF. Las particulas pueden permanecer dentro

del dominio o pueden salir de él. En caso de que salgan del dominio, la posicion final es
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desconocida y no se toma en cuenta en el cilculo de la PDF.

En el caso de las particulas que salen del dominio no se puede obtener mucha informa-
cion, pero puede ser importante saber si las particulas que se salieron partieron de alguna
region bien localizada o de lugares distribuidos azarosamente en el dominio. Para resolver
este problema se presentan algunas figuras de distribuciones inicial y final de localizaciones
de las particulas que quedaron en el dominio al final del tiempo de integracion.

En la figura 4.2 se presenta una sucesion de distribuciones iniciales y finales de particu-
las que cumplen con el criterio descrito en el parrafo anterior. Las graficas superiores
corresponden a la distribucioén inicial y las gréaficas inferiores son las posiciones finales de
las particulas, refiriéndose a finales al tiempo que marca la figura. Por ejemplo, la grafica
inferior de las figuras que corresponden a t = 0.477 muestran que muy pocas particulas
se han movido en el dominio para ese tiempo, cerca de la salida del canal y alrededor del
eje de simetria se nota una region blanca, que significa que particulas que inicialmente
estaban ahi, para t = 0.477T ya no estan en esa posicion. Las regiones blancas en esta
figura inferior coincide tanto con la banda de vorticidad descrita en la seccién 2.3.1 y con
el dipolo. Las pocas particulas que dejaron el dominio vienen de una region alrededor de
y =0y x =45 (grafica superior).

En la siguiente grafica superior se observan dos regiones blancas a los lados de la
salida del canal, simétricamente ubicadas. Significa que las particulas que inicialmente
estaban ahi, salieron del dominio, y esas regiones coinciden con la posicion de los vortices
del dipolo justo cuando terminan de formarse. Debido a eso, las particulas inicialmente
colocadas en esas regiones son las que tienen mayor influencia del dipolo, por lo tanto son
las que se aceleran mas y llegan mas lejos, en este caso salen del dominio. En la grafica
inferior, a un tiempo t = 1.43T se observa la presencia de dos dipolos. Ahora hay mas
regiones blancas que en el caso anterior.

En la ultima grafica superior de la secuencia aparecen dos regiones blancas mas respec-
to a la grafica superior anterior, situadas simétricamente respecto a y = 0. Una de esas
regiones se encuentra a la mitad del dominio, haciendo evidente el paso de los dipolos.
Las otras dos regiones estan ubicadas mas lejos del canal que las descritas en el parrafo
anterior. La region alrededor de y = 0 y 2 = 45 se agrandé (ahora desde z = 30). Hay
regiones en las esquinas lejos del canal y fronteras abiertas en las que no hay particulas
al final del tiempo de integracion (¢ = 2.37"). También se observa la influencia del efecto
leap-frog de los primeros dos dipolos y del tercer dipolo. Ademas, hay una acumulacién
de particulas en las paredes solidas del canal, situacién que no se observo en las gréficas
de los tiempos anteriores.

La figura 4.2 permite observar areas en las cuales las particulas inicialmente situadas
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Figura 4.3: Distribucion de particulas solidas al tiempo ¢ = 2.37", 0.157 después de la
distribucion de vorticidad mostrada en la figura 2.2. En este caso el segundo dipolo ya
traspaso al primero (se encuentran en z ~ 40 y = ~ 35 respectivamente), y el tercer
dipolo avanzé un poco mas respecto al tiempo ¢ = 2.157 (ahora estd en z ~ 12); S =
0.0075, Re = 67.

ahi han dejado el dominio de integracion y que al final del tiempo aparecen areas en las
cuales las particulas no se acumulan y otras en las que si, sin embargo esta forma de
presentacion de los resultados no permite detectar cuantas particulas se acumulan en las
regiones en las que si se acumulan. Para resolver esta situacion se calcula un histograma
0, equivalentemente la funcion densidad de probabilidad (PDF por sus siglas en inglés) en
el plano xy. El tamano de las celdas es de 0.88 x 0.96 e inicialmente se colocan 9 particulas
en cada celda. En la figura 4.3 se muestra el histograma de la distribucion de las particulas
al tiempo final ¢ = 2.37T". Se puede observar que la densidad de particulas crece en algunos
puntos del dominio.

4.2.2. $=0.0075, Re=667

Al aumentar el nimero de Reynolds dejando fijo el nimero de Strouhal S se obtienen
nuevos resultados en el transporte de masa. En la figura 4.4 se presentan las distribuciones
inicial y final de particulas en el dominio de integraciéon, como se hizo en la figura 4.2 pero
para un solo tiempo inicial y final: t = 0y t = 0.57T'. Las particulas que dejan el dominio

de integracion estaban colocadas inicialmente en una banda delgada a lo largo del eje de
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Figura 4.4: Distribuciones inicial (derecha) y final (izquierda) de particulas solidas; S =
0.0075, Re = 667. La grafica derecha indica que las particulas que salieron del dominio
se encontraban a lo largo del eje de simetria. La grafica derecha muestra una forma casi
seniodal de la distribucion.

simetria.

En la grafica para la distribuciéon final se pueden observar algunos cambios respecto
al caso para Re = 67, ya que puede apreciarse una forma parecida a una funcién senoidal
a partir de aproximadamente x = 10 y se define un poco més para x mayores. Esto es
resultado de la inestabilidad de la onda larga. Entre x = 0 y x = 10 la agitacion del
fluido esta limitada a una estrecha banda alrededor del eje de simetria. Sin embargo, para
x > 10 la banda de agitacion se vuelve mas ancha.

El histograma para la distribucién de particulas al tiempo ¢t = 0.577" se muestra en la
figura 4.5. Cada celda de 0.58 x 0.65 tiene 9 particulas al inicio de la integracion de la
ecuacion diferencial. Se observa que en torno a la linea central la densidad de particulas
decrece, y la region de concentracion de particulas se encuentra en los alrededores de
T = 32.

4.2.3. 5=0.05, Re=67

En este caso, el calculo de las trayectorias se realizé6 para un intervalo de tiempo de
3.2T. En la figura 4.6 se muestran las distribuciones inicial y final de las particulas. La
longitud del dominio se restringié a L = 15, ya que es la regién en la cual ocurre la
mayoria de los cambios de densidades de particulas. La distribuciéon de la posicién inicial
de las particulas exhibe siete regiones sin particulas, seis de ellas simétricamente situadas

en las cercanias del canal y una region situada en las fronteras lejos del canal y en torno
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Figura 4.5: Distribucion de particulas soélidas; S = 0.0075, Re = 667. Se observa una
acumulacion de particulas en (21,1).

al eje y = 0.

La figura 4.6 inferior muestra que la mayor acumulacion de particulas coincide con el
lugar de acumulacién de los dipolos. Un poco més adelante de ese lugar, se observa una
ausencia de particulas, se explica porque la vorticidad remanente de los dipolos queda en
ese lugar y barre a las particulas hacia atras.

La figura 4.7 es el histograma de la distribucion final de las particulas, en ella se
pueden observar tres regiones en torno a x = 5 donde el nimero de particulas aumento
en un factor de 2 con respecto a la densidad de particulas inicial (9 particulas colocadas
en celdas de 0.51 x 0.68). Por otro lado, un decrecimiento del niimero de particulas se
observa cerca de las paredes del canal y en una posiciéon entre x = 6 y x = 10, esto es,
porque, como se explico anteriormente, es la zona de acumulacion de los dipolos, entonces
la vorticidad remanente mueve a las particulas en una direccion como si regresaran al

canal.

4.2.4. 5=0.05; Re=333 y Re=667

Cuando el valor del nimero de Reynolds hasta Re = 667 surgen nuevas caracteristicas

en el transporte de masa, como se puede observar en la figura 4.8. En el primer par
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Figura 4.6: Distribuciones inicial y final de particulas sélidas; S = 0.05, Re = 67. En la
grafica inferior se pueden ver tres acumulaciones de particulas en x & 5, pero no se sabe

cuantas hay.
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Figura 4.7: Distribucion de particulas solidas; S = 0.05, Re = 67.

de graficas (t = 5.17) se observa que las particulas que dejaron el dominio vienen de
regiones cercanas al canal que no se muestran bien definidas en su forma como en los
casos anteriores, pero siguen teniendo cierta simetria, o en la frontera lejana en torno a
y = 0, también como en los casos anteriores.

En la distribucién final, una regién en donde el nimero de particulas aumenta con-
siderablemente es en x ~ 24, y muy cercana a esa region, hay otras dos que se ubican
“detras” que no tienen particulas. Exceptuando esas regiones, en casi todo el dominio se
observa que las particulas sélidas se desplazaron un poco respecto a la posicion inicial.

El segundo par de graficas (t = 6.17") muestra que las particulas que dejaron el dominio
vienen de una banda alrededor de y = 0 y también desde regiones cercanas a la salida
del canal, incluso de dentro del canal. Con respecto a la distribucion final en ¢t = 6.17T
se ve que las fronteras solidas (que incluyen a las paredes del canal) estan delineadas por
las particulas que chocaron con esas fronteras. Hay también una cierta deposiciéon en el
extremo derecho del dominio, pero sélo en torno al eje de simetria, ya que fuera de esa
region no hay particulas para ese tiempo.

En la figura 4.9 se presentan los histogramas de la distribucion final de particulas para
el tiempo ¢t = 6.37. Bajo estas circunstancias el dipolo escapa y no hay acumulaciones
importantes de particulas en el dominio abierto. Las celdas son de 0.56 x0.54 y se colocaron
inicialmente 9 particulas/celda. El histograma muestra una acumulacion de particulas en

el interior del canal cercano a su salida. Ademés hay una ausencia de particulas en la
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Figura 4.8: Distribuciones inicial y final de particulas s6lidas en dos instantes; S =
0.05, Re = 333.
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Figura 4.9: Distribucion de particulas sélidas en dos instantes; S = 0.05, Re = 333 y
Re = 667. El comportamiento es similar en ambos casos. En algunas regiones pequenas la

acumulacion alcanza las 45 particulas por celda, es decir, 5 veces respecto al valor inicial.
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Figura 4.10: Acumulacion de particulas solidas; S = 0.15, Re = 667.

region entre x ~ 3 y x ~ 12. Esto ocurre para los dos valores del niimero de Reynolds, lo
que refuerza el n efecto de comportamiento asintético mencionado en las secciones 2.3.3
y 2.3.6.

Este resultado es consistente con resultados experimentales en los cuales aparecen las
regiones de acumulacion (en el canal) y de ausencia de particulas (en el dominio abierto)

después de varios poeriodos de forzamiento.

4.2.5. S=0.15, Re=66"7

Ya que el dipolo no logra formarse completamente por el periodo tan corto, hay una
acumulacion de particulas en el canal. Ademés toda la dindmica del movimiento ocurre
precisamente en el canal, lo que puede observarse en el histograma de la figura 4.10.
Practicamente en todo el dominio hay una distribucion homogénea de 9 particulas/celda,
salvo a lo largo del eje de simetria y en el canal. El tamano de las celdas en este caso es
de 0.51 x 0.68.

de Swart y Zimmerman (2009) hacen una descripcion de la posicion de barreras de
arena en un sistema de la salida de un canal en un flujo de marea. Las corrientes de
marea inducen la formacion de barreras enfrente de la salida del canal. Los resultados
presentados en la figura 4.10 son consistentes con datos observacionales. Para los casos
S =0.05y S = 0.15 hay una acumulacién de particulas en el dominio abierto y en el
canal. Las distancias entre la salida del canal y la barrera es una funciéon decreciente del

ntmero de Strouhal (ver figuras 4.7 y 4.10).



Capitulo 5
Experimentos

Se hicieron dos experimentos, el primero usando un canal de ancho variable para obten-
er el campo de velocidades usando la técnica de Velocimetria por Imagenes de Particulas
(PIV por sus siglas en inglés), y en el cual el flujo se producia con un pulso empujando el
agua desde atras del canal con el fin de generar el par de vortices.

En este caso no hay un nimero de Strouhal, ya que no existe un forzamiento periodico,
asi que solo podria compararse con las simulaciones numeéricas en ciertos casos y soélo
quizas hasta medio periodo, al considerar que el pulso inicia de cero y va aumentando
senoidalmente hasta llegar a un maximo y de ahi desaparece. Lo que si se puede calcular
es el nimero de Reynolds.

El segundo experimento consistié en poner a oscilar un flujo de agua a través de
un canal de ancho fijo durante varios periodos de forzamiento, con el fin de observar el

transporte de particulas.

5.1. Experimento 1: Campo de velocidades

5.1.1. La técnica PIV

El dispositivo experimental de un sistema PIV consiste de varios subsistemas. En las
aplicaciones més recientes se han usado particulas trazadoras que se siembran en el fluido.
Esas particulas se iluminan en un plano y se hacen tomas en intervalos de tiempo muy
cortos.

Para la medicion del campo de velocidades mediante la técnica PIV se depositan
particulas en el fluido y se ilumina un plano mediante un laser. La posicion de las particulas

se registra mediante una camara digital. Las imagenes se dividen en un conjunto de celdas

83
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en donde se determina la posicion de las particulas que hay en su interior. La medicion
de la velocidad se hace comparando las posiciones de las particulas en dos imégenes

consecutivas (ver imagen 5.1).

Espejo

Hoja laser

Particulas
iluminadas

Flujo con
particulas
trazadoras

o Primer pulso en ¢
o Segundo pulso en #/

S
. " Direccion
a / Imagen plana del flujo

T e |/ Campo de vision

- s

) '
t de la camara

Figura 5.1: El dispositivo experimental para la tecnica PIV en un tinel de viento. Tomado
de Raffel et al (2007).

La figura 5.1 muestra un dispositivo experimental en el que se usa la técnica PIV en
un tinel de viento. Un plano dentro del flujo se ilumina dos veces por medio de un laser.
Se supone que las particulas trazadoras se mueven con la velocidad del flujo local. La luz
dispersada por las particulas trazadoras se registra a través de una lente de alta calidad.

Sea A7 el vector desplazamiento, entonces u se calcula con la ecuacion

L AF
YA

En donde At es el intervalo de tiempo entre las dos tomas. Dado que el procedimiento
para la determinacion de A7 usa la transformada de Fourier, el tamano de las celdas
usualmente se toma como una potencia de 2 para poder usar la transformada rapida de
Fourier (FFT, por sus siglas en inglés).

Existen dos reglas que se usan para el buen funcionamiento de la técnica PIV (Meunier
et al, 2004):
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1. El ntmero de particulas en una celda debe ser superior a 10.

2. El desplazamiento de las particulas entre dos iméagenes debe ser menor a 1/3 del

tamano de la celda.

Las imagenes obtenidas del sensor digital se transfiere directamente a la memoria de la
computadora. Para evaluar los resultado PIV, las tomas se dividen en pequenas subareas
llamadas “areas de interrogacion” (Raffel et al, 2007). El vector de desplazamiento local
para las imagenes de las particulas trazadoras de la primera y segunda toma se determinan
para cada area de interrogacion por medio de métodos estadisticos (de auto-correlacion y
correlacion cruzada).

Se asume un movimiento homogéneo de las particulas dentro del area de interrogacion
entre dos tomas. La proyeccion del vector local de la velocidad del flujo en el plano
iluminado se calcula tomando en cuenta el tiempo entre dos tomas y la magnificacion de
la formacion de imagenes. El proceso se repite para todas las areas de interrogacion. Con
los dispositivos modernos (caAmaras de 1000 x 1000 pixeles o méas) es posible capturar mas

de 100 imagenes por minuto.

5.1.2. El dispositivo experimental
Materiales y métodos

1. Recipiente de acrilico de dimensiones 1.1 x 1.1 x 0.2m?.

2. Se us6 una camara marca Phantom con resoluciéon maxima de 1600 x 1200 pixeles.
Se eligié una resolucion de 1600 x 1200 en el plano horizontal y de 1600 x 400 en el

plano vertical.

La cAmara se mont6 en dos posiciones distintas. Para medir en el plano horizontal
se fij6 por arriba en una estructura metalica. Para la medicion en el plano vertical

la cdmara se coloco de lado sobre un carro movido con un motor de pasos.

3. Léser de estado solido con linea de emisién en 532nm. de potencia regulable. La

potencia maxima es de 2W.

4. Sistema de lentes para enfocar la luz (lente esférica) y para producir una hoja laser

(lente cilindrica).

5. Se usaron esferas huecas de vidrio con un didmetro promedio de 10um, con el fin

de que tuvieran la densidad lo mas parecido a la del agua y asi asegurar que no
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se veran afectados por fuerzas como la gravedad y la flotacion, al menos no en el

intervalo de tiempo en el que se realiza el experimento.

6. Software de PIV, marca DANTEC.

El canal se mont6 en el recipiente como se muestra en la figura 5.2.

Figura 5.2: El dispositivo experimental. Izq. [luminado por el flash de una camara. Der. Ilumi-

nado por el laser.

Figura 5.3: (Izq.) Particulas de vidrio de 10um para PIV, iluminadas por el laser. (Der.) Barreras

de madera y aluminio (Norcam) al lado del canal para obtener simetria en el sistema.

Se vari6 el ancho del canal para tener tres valores distintos: 2.5cm, 4cm y 6¢cm. La
profundidad del agua fue de 2cm. Para obtener datos se utilizo la técnica PIV las particulas
fueron esferas de vidrio huecas de 10um de didmetro (figura 5.3 izquierda), las imagenes

se tomaron con una camara rapida a velocidades entre 200 y 400 cuadros por segundo.
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Para iluminar las particulas se us6 un haz laser de estado so6lido que emite a 532nm con
una potencia aproximada de 2 Watts.

Debido a limitaciones del sistema el canal no podia ponerse en forma simétrica respecto
al recipiente y el dipolo no avanzaba en linea recta (se ladeaba), asi que se usaron barreras

de aluminio y madera para tener simetria, como se muestra en la figura 5.3 derecha.

5.1.3. El Dipolo

Se tomaron imégenes desde la parte superior para observar el desplazamiento del
dipolo. Se hicieron tomas para tres anchos de canal distintos como se mencioné en la
seccion anterior. Las tomas se hicieron en varias posiciones, en algunas se tomaba la salida
del canal con el fin de observar la formacién del dipolo, en otras un poco mas alejadas
del canal, para observar el desplazamiento del dipolo, y en una terceras las imagenes se
tomaron “lejos” del canal con el fin de observar su destruccion. Debido a esto, el sistema
de referencia puede estar desplazado (en el eje x) respecto al que se habia definido en
la simulacién numérica. En todos los casos se tomaron imagenes a una velocidad de 200

cuadros por segundo. El factor de escala fue de 1097pixeles—20cm.

Ancho de canal 2.5¢cm

Se hicieron medidas con un ancho de canal igual a 2.5cm. En la figura 5.4 se puede
observar que el inicio del flujo es divergente, y no sb6lo un chorro saliendo de un canal.
Inicialmente no hay una vorticidad bien definida, sélo se puede observar un abanico en el
campo de velocidades.

En la figura 5.5(a) se puede ver el inicio de formacion del dipolo, el abanico mostrado
en la figura 5.4 se empieza a conformar en dos vortices y un flujo de salida. En este caso el
canal se encuentra en x = —2cm, y los vortices inician como dos arcos en las inmediaciones
de la salida del canal. La vorticidad se separa en positiva y negativa.

En los siguientes dos tiempos presentados (figura 5.5(b) v (c)) el dipolo ya esté formado
y moviéndose. Lleva una velocidad promedio de 7cm/s. Con estos datos este caso tiene
un nimero de Reynolds de 1750, y el tiempo caracteristico es de 7 = 2.5/7 = 0.306s.

Para el tiempo ¢t = 1.1s la distancia entre los centros de los vortices es de 60.1mm, y
en el tiempo t = 2.25s la distancia entre los centros aument6 a 6.9cm. Se puede observar
que en el tiempo t = 2.25s el vortice negativo (el que se encuentra en las y’s negativas) se
“adelantd” con respecto al vortice positivo. Esto ocurre debido a que a ese tiempo ya se
encuentra cerca de las fronteras del sistema el dipolo tiende a “enchuecarse”. La distancia

adimensional entre los centros es: 2.4 a t* =3y 2.75 a t* = 6.25.
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Figura 5.4: Campo de velocidades a t = 0.045s.

Ancho de canal 4cm

Los campos de velocidades y la vorticidad para un ancho de canal de 4cm se muestra
en la figura 5.6. En este caso la velocidad promedio es de 4.9cm/s, por lo que el nimero
de Reynolds asociado es de 1960. El tiempo caracteristico es 7 = 0.82.

La distancia entre los centros de los vortices pasd de 6.5cm en t = 0.4s a 9.46¢cm en
t = 2.85s.

Adimensionalizando: La distancia entre los vortices aument6 de 1.625 al tiempo t* =
0.49 a 2.365 al tiempo t* = 3.49.

Las graficas de vorticidad muestran que ésta tiene una disminucién imperceptible, por
lo que se puede decir que para ese intervalo de tiempo mostrado se mantiene la intensidad

mas o menos constante.

Ancho de canal 6cm

Ahora se aumenta el ancho del canal dos centimetros mas y se observa lo que sucede.
El campo de velocidades y la vorticidad se muestra en la figura 5.7.

En este caso hay un decremento en la intensidad del dipolo como lo muestran las
graficas: en la grafica 5.7(a) el dipolo esta al final de la etapa de formacion, en la figura
5.7(b) el dipolo ya esta formado y avanzando y en la figura 5.7(c) el dipolo se empieza

a disipar, en el campo de velocidades los vortices ya no se distinguen tanto como en los
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Figura 5.5: Campo de velocidades (graficas superiores) y vorticidad (graficas inferiores) para los

tiempos (a) y (d) t = 0.485s, (b) y (e) t = 1.1s, (¢) y (f) t = 2.25s, cuando el ancho del canal es
de 2.5cm.

tiempos anteriores y la vorticidad también se ve disminuida.
Los datos para este caso son:
Velocidad promedio: 6.4cm/s
Tiempo adimensional: 7 = 0.9375.
Ntmero de Reynolds: Re = 3840

Distancia entre los centros de los vortices: aument6 de 7.68cm (1.28 veces el ancho del
canal) al tiempo ¢t = 0.15 a 13.55cm (2.25 veces el ancho del canal) al tiempo ¢ = 2s. Fue

un incremento de casi el doble respecto al tiempo inical considerado.

5.1.4. El vortice transversal

También se realizo el experimento para comprobar la existencia de un vortice transver-
sal al dipolo que se forma en sistemas de aguas someras, como los senalan Lacaze et al
(2010); Albagnac (2010). Se hicieron experimentos para los mismos valores del ancho de
canal, pero so6lo se presentan resultados para el ancho de canal 2.5cm. En este caso se
tomaron imagenes a una velocidad de 300 cuadros por segundo para obtener una mejor
definicion en el campo de velocidades, ya que el campo de vision es menor que en el caso
del dipolo. En este caso el campo de vision de la camara fue de 12 x 2cm?.
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tiempos (a) y (d) t = 0.4s, (b) y (e) t = 1.4s, (¢) y (f) t = 2.85s, cuando el ancho del canal es de

4em.

La camara se mont6 en un carro movido por un motor de pasos (ver figura 5.8).

Los resultados presentados comprenden desde que ese vortice ya estd formado, y una

secuencia del campo de velocidades del desplazamiento de este vortice se muestra en la

figura 5.9. Cabe aclarar que estas graficas se tomaron en un lapso de aproximadamente

un segundo, sin embargo este vortice tuvo una duracion tres veces mayor. Asi que en caso

de haber particulas sueltas en la region de paso del dipolo, este vortice de enfrente es uno

de los factores por los que esas particulas son levantadas, transportadas y depositadas en

otro lugar.

5.2.

Experimento 2: Transporte de particulas

Otro experimento fue realizado en un recipiente con la forma de la figura 5.10. En este

caso no se midi6 el campo de velocidades, solo se observo el transporte de particulas en

un flujo periodico.
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tiempos (a) y (d) t = 0.15s, (b) y (e) t = 1.15s, (c) y (f) t = 2s, cuando el ancho del canal es de
6cm.

5.2.1. El dispositivo experimental

Materiales y métodos

Recipiente de acrilico de dimensiones mostradas en la figura 5.10, con el ancho del
canal variable.

Se us6 una camara marca JVC de alta resolucion (1920 x 1080pixeles).

Arena de 1lmm de didmetro maximo.

Motor de pasos modelo T23NRLH-LNN-NS-00, NEMA 23; programado para ejecu-
tar 25000 pasos por vuelta.

El motor estid unido a una barra de 45 x 5 x 5cm?, la cual es movida verticalmente de
manera periodica por el motor.

El nimero de Reynolds asociado a este sistema se calcula de la siguiente forma:

El volumen de agua dezplazado es el volumen de bloque que se sumerge. Como el
forzamiento es de tipo senoidal, el volumen desplazado esta dado por:

200
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Figura 5.8: Dispositivo experimental. El carro movido por un motor de pasos se encuentra fuera
del recipiente en la parte inferior izquierda de la imagen. En esta imagen la cidmara no esta

montada en él.

v(t) = Ly, X @y, X hy,(t)

donde [,, es el largo del bloque, a,, es el ancho del bloque, y hy, (t) = hgsen 27w, t es
la diferencias de alturas entre el bloque sumergido y no sumergido, v, es la frecuencia de

forzamiento. El gasto en este caso es:

do(t
G = % = 27y, Ly, X @y, X hocos 2Ty, t (5.1)

La velocidad méaxima U,,., (que es la velocidad representativa para el calculo de Re)
se obtiene del gasto cuando éste es maximo, y cuando el area transversal al flujo en la
salida del canal también es maxima:

Grax

= — 2
Umax Amax (5 )

En este caso, A,,.. dependera del ancho del canal, por lo tanto sera diferente para
cada caso. Pero para este experimento, los valores [,, = 57.5cm, a,, = 8cm y hy = 3cm

son fijos.

Ancho de canal 3cm

Un primer experimento se realizé con las siguientes caracteristicas: canal de 3cm de
ancho por 15cm de largo, se colocé una delgada capa de arena de mar fina (de aproxi-

madamente 0.5mm de didmetro) en el fondo en el canal y sus inmediaciones, se tenia un
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Las unidades mostradas son milimetros.
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60cm
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180cm

Figura 5.10: Maqueta que simula una bahia conectada con el mar abierto a través de un canal.

El canal tiene ancho variable, y el maximo son 20cm.

forzamiento de T' ~ 20s y se estimé una velocidad de salida de 3.7cm/s (puesto que el
bloque que se sumergia fue inicialmente otro distinto al descrito en la seccién anterior, el
volumen sumergido fue de 1.06 x 10~*m?), con esto el nimero de Strouhal es: S = 0.05,
el nimero de Reynolds asociado es Re = 1110.

Las imégenes tomadas muestran como el dipolo levanta las particulas y las traslada
desde su lugar de origen hacia otros lugares, entre ellos dentro del canal pero muy préximo
a su salida. La figura 5.12 muestra una fotografia de la posiciéon final de las particulas en
este experimento.

De tener inicialmente una distribucién uniforme de particulas, varios periodos después
hay ausencia de particulas en mas de la mitad del canal, y fuera del canal en las vecindades
de la salida. Esta area de ausencia de particulas fuera del canal se extiende poco méas de
20cm a lo largo del eje de simetria y alcanza una anchura de 12cm aproximadamente.

Este resultado es muy parecido al mostrado en la figura 4.9.

Ancho de canal 2.5cm

Este experimento se realiz6 con el fin de observar la acumulacién de particulas despues
de varios periodos de forzamiento. Las caracteristicas fueron: canal de 2.5cm de ancho y
largo 21.25cm, es decir, es una relacion de 1/8.5. El periodo en este caso fue de 12.5s, y
se dejo funcionando por aproximadamente 14 horas. Esto significa que se simularon un
poco mas de 6 anos de mareas. El nimero de Reynolds asociado es Re = 17786, y el de
Strouhal es S = 0.003.

Las distribuciones de particulas al inicio y al final se observan en la figura 5.13.
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Figura 5.11: Dispositivo experimental. El carro movido por un motor de pasos se encuentra
fuera del recipiente en la parte inferior izquierda de la imagen. La cdmara no estd montada en

él.

Se puede observar en las esquinas de la salida del canal dos manchas blancas que
indican la ausencia de particulas. A la entrada del canal también se observa una mancha
blanca que va a lo ancho. A un tiempo tan corto de empezado el experimento se notan

las regiones dénde mas erosiona el flujo.

15 horas después se tiene una distribucion parecida a la figura 5.12, pero la acumulacion
dentro del canal se extiende un poco mas que en el caso anterior, debido a que la razon
ancho/largo en este caso es de 1/8.5, y en el caso anterior fue de 1/5. También cambio6
el periodo y el ntimero de periodos, mientras que en el caso anterior el experimento se
desarrollo por 15 periodos, en este caso fueron mas de 4400 periodos. Otra diferencia con
el experimento anterior es que esa gran mancha blanca a la salida del canal mostrada
en la figura 5.12, en la figura 5.13 de la derecha esta separada por una leve acumulacion

cercana a la salida del canal, que pareciera ser un pequeno banco de arena.

En la zona de ausencia de particulas en la parte mas alejada del canal (figura 5.13der.),
también se pueden observar dos leves salientes obscuras a los lados de la mancha blanca,

lo que indica que hubo deposicién importante en esa zona.
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Figura 5.12: Distribucion espacial bidimensional de las particulas después de varios periodos de

forzamiento. Se observa una acumulacién de particulas dentro del canal y cercano a su salida.

B
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Lo . | . s -

Figura 5.13: Izq. Distribucion de particulas en el sistema e estudio. Izq. A los 30 segundos de

simulacién. Der. Después de 15 horas.

Ancho de canal 5cm

Se realizd un experimento més usando 5cm para el ancho del canal y largo 21.25cm;
la relacion es de 1/4.55. El periodo de forzamiento fue de 12.5s, y se dejo funcionando por
mas de 18 horas. Esto significa que se simularon casi 7 anos y medio de mareas. En este
experimento se retird arena de las lejanias con el fin de observar el transporte en zonas
alejadas al canal. El nimero de Reynolds asociado es Re = 17786, y el de Strouhal es
S =0.01.

Las distribuciones de particulas al inicial y final se observan en la figura 5.14.

Las mismas dos manchas blancas en las esquinas de la salida del canal y la mancha
blanca que parece ser que se forma después de crearse las mismas manchas blancas en las

esquinas, se pueden observar en la figura 5.14 izquierda.

Después de 18 horas la distribucion ya no es parecida a los casos previos, sino que las
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Figura 5.14: Izq. Distribucion de particulas en el sistema e estudio. Izq. A los 60 segundos de

simulacién. Der. Después de 18 horas.

manchas blancas que indican ausencia de particulas no son simétricas. Cabe aclarar que
el plastico que se colocod para que la arena no rayara el acrilico, después de un tiempo
se levanto en la parte donde se encuentra el bloque que genera el movimiento periédico
del flujo, lo que provocod que la zona de erosiéon no tuviera una forma simétrica como en
el caso anterior. Sin embargo lo importante en este caso fue observar zonas de depdsito
en donde no habia arena. Las manchas obscuras que salen a los lados de las zonas de
ausencia continian hasta el limite de donde se colocé la arena, y después de ese limite
se observan dos depositos de arena como la continuacién de las manchas obscuras. Esas
dos “salientes” de arena se unen mas adelante como puede observarse en la figura 5.15.
Esa unién ocurre a una distancia aproximada de 12 veces el ancho del canal. Esas dos
salientes tienen la direccion y ubicacion en la que viajan los dos vortices del dipolo, y una
separacion aproximadamente igual a la separacion de los vortices en el dipolo. El dipolo
se disipa en la region donde estas dos salientes de arena se unen.

Ademés, en donde se unen se observa un poco mas de acumulacion de arena que en los
lados cercanos. Esa acumulacion mayor es debida a la influencia del vortice transversal: al
disiparse el dipolo este vortice también desaparece y deposita a las particulas en el fondo
al desvanecerse. Con eso se puede ver el depoésito de particulas en ciertas zonas.

Por otro lado, dentro del canal se pueden observar dos acumulaciones de particulas
en lugar de una. La mayor es la que se encuentra a la salida del canal, y la menor, a la
entrada.
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Figura 5.15: Acumulacion de particulas después de mas de 5300 periodos de forzamiento, vista

desde lejos frente al canal. Ancho de canal: 5em.



Capitulo 6

Discusion y conclusiones

6.1. Discusion

6.1.1. Comparacién con la teoria potencial

Se ha estudiado el sistema de un canal conectado a una cuenca en el que un flujo de
agua es forzado periodicamente simulando el forzamiento de las mareas. Al salir el flujo
del canal e incorporarse a la cuenca, por el efecto de las paredes solidas del canal se forma
un par de vortices al que se le llama dipolo. Segin la teoria potencial existen dos casos de
comportamiento debido al forzamiento: cuando el periodo es muy largo, el dipolo escapa
de la zona de influencia del canal; si el periodo es corto, el dipolo regresa al canal.

Con el modelo numérico que se presenta en este trabajo se pueden obtener resultados
un poco diferentes de los presentados por la teoria potencial. Al considerar la friccion, en
este caso la viscosidad en el flujo, la primera diferencia con la teoria potencial es que el
dipolo no solo escapa o regresa, sino que puede permanecer cerca de la zona de influencia
del canal por varios periodos de forzamiento.

Considerando que una distancia lejos del canal es més de veinte veces el ancho del
canal, se puede establecer que el dipolo escapa si viaja mas alld de esta distancia. El
primer caso es cuando el dipolo escapa y se disipa o se destruye debido a la aparicion de
inestabilidades en el flujo.

El segundo caso es cuando el dipolo permanece cerca de la salida del canal, es decir, a
distancias menores que veinte veces el ancho de canal. Al permanecer el dipolo cerca de
la salida del canal, se crea otro dipolo cuando empieza un segundo periodo. Dependiendo
de la velocidad de salida el segundo dipolo puede alcanzar al primero y puede ocurrir la

fusion de vortices del mismo signo.

99



100 CAPITULO 6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En el tercer caso es cuando el periodo es tan corto que los vortices formados son
succionados hacia adentro del canal en el flujo de regreso. De acuerdo a la teoria potencial

propuesta por Wells y van Heijst (2003), la posicion del dipolo respecto a la salida del

1/t\> 1 t

—| = ——cos | 47— 6.1
2 <T> T Tom2 C%( WT)] (6:1)
Tomando ¢ = T'/2 y sistituyendo los tres valores de S usados en esta investigacion

(S = 0.0075, 0.05, y 0.15), se obtienen distancias de 19.19, 4.32, y 0.44, respectivamente.

So6lo el tercer caso de los resultados numéricos aqui presentados concuerda con el modelo

canal estd dada por la formula:

1
o(t) = 47 S?

potencial de Wells y van Heijst (2003). En los otros casos el modelo sobre-estima la
distancia recorrida por el dipolo.

Esta discrepancia puede ser explicada notando que el modelo no viscoso supone que
toda la vorticidad creada en el canal es incorporada a los vortices del dipolo para 0 <
t < T/2. Esta suposicion es valida si el dipolo permanece cerca de la salida del canal. Sin
embargo, este no es el caso para S pequena porque el dipolo viaja lejos antes de que acabe
el medio periodo. Bajo estas circunstancias, una fracciéon de vorticidad no se incorpora
al dipolo, sino que permanece confinada en una delgada banda ubicada frente al canal y
detras del dipolo, como se puede ver en la figura 2.4. Como resultado, la circulaciéon y
consecuentemente la velocidad auto-inducida del dipolo no alcanzan los valores predichos
por el modelo potencial.

Una forma de cuantificar la cantidad de vorticidad que no se anade al dipolo es me-
diante el calculo de la circulacion I'. La circulacién total en el dominio abierto es cero,
porque la distribucion de vorticidad es antisimétrica respecto al eje y = 0. El calculo de la
circulacion se realiza para y > 0, en la cauda y en el vortice por separado. Los resultados
numéricos revelan que la fraccion de la vorticidad creada en el canal y agregada al dipolo
es una funcién creciente del nimero Strouhal S, tendiendo asintéticamente a 1 cuando S
se acerca a 0.13.

Un par de casos mas de este analisis se muestra en el cuadro 6.1.

’ Caso ‘ T, ‘ I, ‘
Re =67, S=0.0075, t=04 | 4.85 | 4.96
Re =333, S=0.0075, t=04 | 7.05 | 10.35

Cuadro 6.1: En ambos casos la circulacion en la estela es mayor que en el vortice, pero disminuye

conforme el nimero de Reynolds es més pequeno.
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Si suponemos que la velocidad de traslacion del dipolo es %l con d la distancia entre
los centros de los vortices, la discrepancia entre el modelo W-H y los resultados numéricos
se puede explicar parcialmente debido a este hecho.

El otro factor involucrado es el incremento en la distancia entre los centros de los
vortices en el dipolo. Esta longitud cambia de 1.0 a un valor méximo de 1.8, que implica
un decrecimiento de la velocidad de traslacion del dipolo por un factor de 0.55.

Al incrementar el nimero de Strouhal llevan a un incremento en la fraccién de vorti-
cidad que se incorpora al dipolo, asi que la sobre-estimacion del modelo W-H se vuelve
menos importante. Para S = 0.05 y ¢t = 0.47", la circulaciéon de un vortice tiene magnitud
I', = 2.1, mientras que la circulacién en la banda es 1.1. Ademas, para este valor de S la

separacion de los centros de los vortices es méas grande que 1 en todos los casos.

6.1.2. Comparaciéon con resultados observacionales

En el caso de que el dipolo no regrese al canal ni se escape, sino que permanece cerca
de la salida del canal, se pueden tener miltiples dipolos, generados cada uno al inicio
de cada periodo. Esto se puede comparar con resultados observacionales reportados por
Amoroso y Gagliardini (2010), quienes hacen un estudio de corrientes marinas entre los
Golfos de San José y San Matias en la Patagonia. El nimero de Strouhal asociado a este
flujo de marea es de 0.051. Ambos Golfos estan separados por un canal de 6.9km de ancho.
En el dipolo mas alejado (cerca de los 40km) la separacion entre los vortices es alrededor
de 13km. En términos de variables adimensionales, la distancia entre los remolinos es de
188y x =5.8.

En la figura se muestra una fotografia satelital en donde se pueden observar la co-
existencia de multiples dipolos en dos anos distintos, producidos por el flujo entre los
Golfos de San José y San Matias en la Patagonia. Esta imagen se asemeja al tren de
dipolos mostrados en la figura 2.9 de la seccién 2.3, que corresponde al caso numérico
cuyo nimero de Strouhal es S = 0.05 y el nimero de Reynolds es Re = 333; por lo que
esos resultados numéricos son congruentes con esos datos observacionales.

Como se menciond en el capitulo 4, en un sistema real, el tiempo que tardan en
depositarse las particulas es considerablemente menor comparado con el periodo de forza-
miento. Sin embargo, argumentando que el vortice transversal levanta constantemente a
las particulas en la zona por donde pasa el dipolo, y que ese vortice soélo es observado en
aguas someras, y que la aproximacion de aguas someras es en dos dimensiones se hizo la
simulacion en 2D suponiendo que las particulas solidas estan constantemente moviéndose

en el fluido.
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Figura 6.1: Imagen satelital mostrando un tren de dipolos en un sistema de dos bahfas

conectadas por un canal. Imagen tomada de Amoroso y Gagliardini (2010).

En el transporte de particulas, uno de los casos de las simulaciones numéricas aqui
expuestos presenta resultados de acumulacién de particulas frente al canal, es el caso de
la seccion 4.2.3, el cual muestra una acumulacion de particulas a una distancia de 5 desde
la salida del canal. Observando la ubicaciéon del deposito de particulas y los dipolos, se
puede explicar la acumulacion por el hecho de que los dipolos se acumulan entre x = 5
y x = 10, en esa zona, después de que varios dipolos llegaron, hay un decrecimiento en
la densidad de particulas, como lo muestra la figura . Esta disminucién en la cantidad de
particulas se debe a que los vortices “barren” las particulas hacia atras de ellos, donde
hacia atras significa entre ellos y el canal, y entonces las particulas tienden a depositarse

en las regiones mostradas en la figura 4.7.

Esto en cierta manera concuerda con los datos observacionales expuestos por de Swart
y Zimmerman (2009), quienes muestran que las corrientes debidas a la marea forman
barreras frente al canal (ver figura 6.2). También para el caso S = 0.15 hay acumulacion
de particulas en el dominio abierto. Sin embargo, la distancia desde la boca del canal a
la region de mayor concentraciéon de particulas esta sobre-estimada respecto a los datos
observacionales. Este hecho es atribuible principalmente a que en la simulaciéon numérica

no fue tomada en cuenta la gravedad, por ser un estudio bidimensional.
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Sketch of an idealized tidal inlet system, showing the different geomorphologic elements and the dominane

physical processes and phenomena.
Figura 6.2: Dibujo que muestra la formaciéon de bancos de arena en las inmediaciones del
canal. Imagen tomada de de Swart y Zimmerman (2009).

6.1.3. Comparaciéon con datos experimentales

Nicolau del Roure et al (2009) hicieron experimentos en laboratorio para tres casos
distintos del nimero de Strouhal: S < 0.13, S =0.13 y S > 0.13. La figura 6.3 muestra
fotografias de los tres casos desarrollados por Nicolau del Roure et al (2009). Las figuras
6.3(a) y (b) tienen cierto parecido a las figuras 2.4. Y la figura 6.3(c) se asemeja a la figura
6.4(a).

No solo eso, en cuanto a la separacion de los vortices en el dipolo conforme éste
avanza también hay concordancia entre los resultados numéricos y los experimentales. La
figura 6.5 muestra graficas de la posicion de uno de los voértices del dipolo para los tres
casos: cuando escapa, cuando regresa y cuando se estaciona. Las cantidades obtenidas en
los experimentos son comparables con las encontradas con la simulacién numérica, por

ejemplo la distancia entre los vortices del dipolo que muestra la figura 2.13.
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(a) (b) (c)

Figura 6.3: Fotografias del experimento de Nicolau del Roure et al (2009) para los casos
en que (a) el dipolo escapa, (b) el dipolo permanece en estado estacionario y (c) el dipolo
regresa al canal. Tomada de Nicolau del Roure et al (2009).
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Figura 6.4: Gréfica de vorticidad (w) para S = 0.15 y Re = 67 de la simulacién numérica.
(a) Corresponde a t = 1.77. El dipolo no se forma por completo debido al corto periodo de
forzamiento. La vorticidad creada al inicio del ciclo es succionado hacia adentro del canal en el
flujo inverso. (b) Corresponde a t = 3.27". Las manchas de vorticidad delante del dipolo saliendo
del canal indican que no toda la vorticidad del dipolo anterior fue succionada en el flujo de

retorno.
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gure 4. Trajectory plots of the center of the starting jet vortex for Layout A. Four tidal cycles are
own, each track originating near (0,0).

Figura 6.5: Graficas de la posicion de un vortice en el dipolo para los casos en que (a) el
dipolo escapa, (b) el dipolo permanece en estado estacionario y (c) el dipolo regresa al
canal. Tomada de Nicolau del Roure et al (2009).

En todos los casos se muestra que la distancia entre el eje de simetria y el centro del
vortice no es constante, y mas atin, primero aumenta y luego disminuye un poco. Esto

concuerda con las curvas mostradas en las figuras 2.7 y 2.13.

A pesar de que el experimento realizado y exhibido en la seccién 5.1.3 no fue realizado
con un forzamiento periodico, el modelo numérico se puede ajustar perfectamente si se
toma en cuenta s6lamente un cuarto de periodo, o medio periodo, o segmentos de esos

intervalos de tiempo.

En cuanto al transporte de particulas, se puede ver una similitud entre las gréaficas de
la figura 4.9 obtenidas con datos numéricos, y la distribuciéon de particulas de la figura

5.12, obtenida de un experimento en laboratorio.

El experimento de la seccion 5.1.4 se hizo precisamente para justificar el levantamien-
to de particulas que seran transportadas en un sistema bidimensional, ademés de las

evidencias reportadas en la literatura (Lacaze et al, 2010).
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6.1.4. Similitud de la simulacién en 3D con resultados experimen-

tales

Las simulaciones numéricas son muy parecidas a los resultados experimentales repor-
tados por Albagnac (2010), quien realiza un experimento en aguas someras en las cuales
genera un dipolo cerrando un par de compuertas. En este caso el nimero de Reynolds est&
definido por Re = UD /v, donde D es el diametro del dipolo, pues el “ancho del canal” es
en este caso variable. Sin embargo se pueden tomar ambas definiciones como similares, y
de 6rdenes de magnitud semejantes. El tiempo ¢ = 0 lo toman en el instante que terminan

de cerrarse las compuertas.

3
)

ylem)
e

zlem

xlem)

Figura 6.6: Resultados experimentales de Albagnac (2010). Re = 290. (a, ¢) t = 5s. (b, d)
t = 25s. Las graficas inferiores muestran la vorticidad y lineas de corriente del vértice de enfrente,

se observa como éste se levanta.

Las graficas superiores de la figura 6.6 muestran las lineas de corriente cerca de la
abertura de las compuertas que apuntan hacia adentro de las compuertas, lo que concuerda
con el campo de velocidades en la region de la salida del canal de las graficas de la figura
3.2.

Las gréficas inferiores de la figura 6.6 son muy parecidas a las graficas (d), (e) y (f)
de la figura 3.6. En las gréficas (d), (e) y (f) de la figura 3.6 detras del vortice de enfrente

se observa una region blanca en donde la velocidad cambia bruscamente de direccion, de



6.2. CONCLUSIONES 107

ir hacia 4+ en la parte superior, apunta hacia —x en la parte inferior, lo que implica

existencia de vorticidad en esa region.

6.2. Conclusiones

Se presentan resultados numéricos que describen un flujo forzado periédicamente en un
canal conectado a un dominio abierto. A fin de simular los efectos de los flujos debidos a las
mareas entre estuarios y/o el mar abierto, se introduce un flujo que varia senoidalmente.
Se destacan dos aspectos en esta investigacion: la formacion y evolucion de vortices contra-
rotativos y el transporte de particulas debida al flujo.

Se estudiaron las caracteristicas del flujo para varios valores de los niimeros de Strouhal
S y de Reynolds Re. Los resultados de las simulaciones numeéricas revelan una fuerte
dependencia de S y un comportamiento asintotico con respecto a Re. Para un periodo de
forzamiento suficientemente grande (S — 0), el dipolo escapa de la region cercana a la
salida del canal. Por el contrario, para valores grandes de S el dipolo regresa al canal.

Para valores intermedios de S el dipolo permanece cerca del canal, sin regresar a este
o escapar. Ademaés, la vida del dipolo se extiende por varios periodos de forzamiento,
perimitiendo la interacciéon entre vortices del mismo signo.

Para un mismo ntmero de Strouhal se pueden tener dos comportamientos distintos:
el dipolo puede escapar o puede quedarse cerca de la salida del canal, un hecho que no
concuerda con la teoria potencial.

La dependencia del flujo periédico con el nimero de Reynolds Re es concerniente
a la estabilidad. Al incrementarse el valor de este parametro provoca la aparicién de
inestabilidades llevando a la destruccion de los vortices y rompe la simetria del flujo.

Con el comportamiento asintotico en el nimero de Reynolds se pueden hacer ciertas
suposiciones de semejanza con los sistemas oceanicos, en donde los nimeros del Reynolds
son muy grandes comparados con los presentados aqui.

También se presentaron resultados correspondientes al transporte de pariculas. Para
esto se resolvio una ecuaciéon que fue deducida de primeros principios. Aunque las trayec-
torias de las particulas fueron calculadas en dos dimensiones, los resultados concuerdan
con datos experimentales como las zonas de erosiéon que se formaron en los experimen-
tos del capitulo 5 y observacionales, como la erosién a la salida del canal que muestra
Amoroso y Gagliardini (2010) en su figura 1.

La simulacion en 3D arroja resultados que son encontrados experimentalmente, por
ejemplo en el caso del pulso, experimentalemente se encuentra que poco tiempo después

de que se form¢ el dipolo principal, se forma una depresién en la superficie del agua a
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la salida del canal, porque hay fluido que regresa al no estar en presencia de una fuerza
que lo empuje hacia adelante. En la simulacién se observa un dipolo secundario de signo
contrario al del dipolo principal en el campo de velocidades que se forma justo en la boca
del canal.

También se recupera la formacion del vortice transversal y su levantamiento conforme
el dipolo avanza. Este hecho muestra que las particulas estén siendo levantadas al paso
del dipolo, lo que justifica haber hecho una simulacién en 2D.

Ademas, para el vortice transversal, la simulacién numérica en 3D muestra que se
forma inicialmente en las orillas de la salida del canal y conforme el dipolo avanza, esos
dos lados se juntan para formar el vortice completamente. También se observd que en
caso de un dipolo formado por un pulso, el vértice inicia con una forma cuasi-cilindrica
y evoluciona hasta tener la forma de la herradura, ademas de que el vortice se encuentra
viajando frente al dipolo.

En el caso con forzamiento periodico los resultados arrojan un par de evidencias dis-

tintas a las encontradas en el caso del pulso:

¢ El vortice transversal ya no forma una herradura conforme el dipolo avanza, sino

que presenta estructuras amorfas pero simétricas respecto al eje de simetria.
¢ El vortice transversal no viaja frente al dipolo, sino dentro de él.

Asimismo, usando el forzamiento periddico muestra que ese vortice transversal se destruye
cuando ocurre el gasto es negativo.

Otro resultado es que la forma de los vortices del dipolo es como un cono oblicuo y
con la base deprimida, donde el vértice de dicho cono esta retrasado respecto al centro de
la base, que en este caso es el centro de cada vortice del dipolo en la superficie.

Respecto a los experimentos se pueden corroborar algunos resultados numéricos pre-
sentados en el capitulo 2.3, como el hecho de que los vortices en el dipolo no se mantienen a
la misma distancia, sino que tienden a separarse. Esta separacion esté ligada a la velocidad
de desplazamiento del dipolo como lo sugiere la formula 1.2.1.

El movimiento de las particulas es ocasionado tanto por los centros de baja presiéon
que son los voértices como por el vortice transversal, que en la literatura le llaman span-
wise vortex, o horse-shoe vortex, haciendo alusiéon a una herradura. Sin embargo en este
caso particular se le llamoé “vortice transversal” porque no siempre toma la forma de una
herradura.

Con estos dos procesos (el dipolo y el vortice que viaja transversalmente, ya sea en-

frente o en su interior) el transporte de particulas se desarrolla levantando particulas de
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un lugar, moviéndolas en una direcciéon promedio igual a la direccion de movimiento del
dipolo y depositandolas en otro lugar distinto. Desde luego que no todas las particulas
tienen ese movimiento, ya que en lugares donde ocurren los gradientes més grandes como
a la salida del canal, las particulas regresan al interior de éste formando bancos de arena.

Al parecer, las configuraciones de distribucion de particuas después de varios periodos

ya no cambia.
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Apéndice A

Deduccion de las ecuaciones en la

formulacion ¥-w

Partiendo de las ecuaciones de las ecuaciones (1.3) y (1.2), donde F representa la fuerza
de Coriolis y la de marea, que son no conservativas y suponiendo un flujo incompresible

y con densidad uniforme, la ecuaciones de Navier-Stokes quedan de la forma:

ou

- 1= S
EJr(U-V)ﬁ: —;VP+VV26+F (A1)

V.-u=

=}

(A.2)

Utilizando las definiciones de funcion de corriente, ecuaciones (1.8) y de vorticidad
(1.6), suponiendo funciones continuas y bien portadas, usando la identidad vectorial (A.3)

y aplicando el rotacional a la ecuacion (A.1):

. L 2 ~ L2
(ﬁ-V)ﬁ:V(g)+(Vxﬁ)xﬁ:V(?)+cﬁxﬁ (A.3)
se obtiene:
0w = . o = =
E—ka(wxu):VanLVxF (A.4)
Usando otra identidad vectorial se llega a:

0w . oL . 9o = =

E—l—(u-V)w—(w-V)u:VVw—l—VxF (A.5)

A partir de aqui se empiezan a eliminar términos, ya que la formulaciéon funcion de

corriente-vorticidad s6lo se puede llevar a cabo en 2 dimensiones. Desarrollando el segundo
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y tercer término del primer miembro de la igualdad en (A.5):

(@ V)& — (& V)i =

Ow; Owq Oow; Ow Ows Owsy  Ow
Uq o7 + U9 + us

2 3 Ows Ows

oy 5z "oz +u28_y+u38z’u18x +u28y +u38z)

B (wlﬁul 4w, ouy 4w, ouy o Ouy +UJ2% 4w, Ouy o Ous 4w, Ous 4w 8u3>
o oy 0z " Ox oy 0z " Ox

dy 0z
de aqui se eliminan los términos con us y 0z por ser en dos dimensiones, y como la

vorticidad es el rotacional de u, s6lo sobrevive la componente perpendicular al plano xy,
es decir, w3, por lo que los tinicos términos que no se eliminan son:

Finalmente se llega a la ecuacion:

aCU;g 1 8w3 8w3 9 - -
- et =) = A.
It (U1 O -+ Ug 8y ) AV ws + V x F ( 6)

Por otro lado, de (1.6) para 2 dimensiones se tiene:

> Ous  Ouy \ » -
VXxtd=|————|k=uwsk A7
( Or Oy ’ (A7)
Como u3 = wi; = we = 0, se renombrarin las variables a: w = w3, U = U1 y v = Uo.

Usando la definicion (1.8) en las ecuaciones (A.6) y (A.7) se tiene el sistema de ecuaciones
en la formulaciéon funciéon de corriente-vorticidad:

V3 = —w (A.8)
ow 1 [(0Yow OYow 9 > o
— 4= == = F A.
ot u(ayax 8x8y) Vit VX (A.9)

Se deben dar las condiciones de frontera para w(zx,y,t) y ¥(z,y,t) y condiciones ini-
ciales para w(z,y,t), que en este caso es donde hay dependencia temporal.



Apéndice B

Caso estacionario en el canal

B.1. Perfil parabdlico

Consideremos el sistema de un canal, en el que el sistema de coordenadas es: eje z, a
lo largo del canal y eje y perpendicular al canal, el eje de coordenadas esta en medio del
canal, asi que éste es simétrico respecto al eje y. El ancho del canal se le llamara H,, por
lo que los limites o paredes solidas estaran en y = —H;/2 y en y = H;/2.

Las ecuaciones de Navier-Stokes (1.3) y continuidad (1.2) en sus tres componentes son:

ou 10P Pu  0*u  O%u
azfx_,;%JrV(@xQ +8y2 +0z2)
ov 10P v 0% D%
a:fy_;c?_y V(@x2+8y2+822)
ow 10P Pw  Pw 0w
EZfz—;a V(8x2+8y2+822)
@ + @ + a_w =0
oxr Oy 0z

Las suposiciones son: Bidimensionalidad, por lo tanto w = 0 y las derivadas respecto
a z desaparecen; no estd sujeto a fuerzas externas, por lo tanto F = (for fyr [2) = 0;
no hay desplazamientos transversales respecto al canal, entonces v = 0. Ademas es el

caso estacionario, por lo que ‘?d—’: = 0. Esto significa que las ecuaciones de Navier-Stokes y
continuidad quedan:
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10P 0%u N 0%u
—_— = R R
p Oz ox?  Oy?
10P
—— =0 (P es constante respecto a y)
p Oy
ou
-0
ox
Usando el método de separacion de variables:
10P 0%u
—_—_ Y = —
p Ox oy?

donde —Fk es la variable de separacion, y es negativa para que la velocidad positiva sea en

direccion de las = positivas. De aqui que:

82u__k: N du  k L C
o2 v oy i !
/{22
= u(y):—l—irCly—l—CQ
2v

C1 y Cy se determinan usando las condiciones de frontera (no deslizamiento en paredes
solidas), es decir u(H/2) = u(—H;/2) = 0, entonces:

ko(H\® H, B
—5(7) —0—01(7)-1-02—0

ko H\’ H, B
w(-7) ra(-) e

Restando: C; =0

Sumando: )
k (H;
=3, (7)

Entonces la expresiéon para la velocidad es:

ko, k (H\N\° _ k (H ,
u(y) = oY +5(7> _5<T Yy

El valor de k puede determinarse de la otra ecuacion, sin embargo es posible prescindir
de este valor si tomamos en cuenta que en y = (0 se encuentra el valor maximo de la

velocidad, es decir, u(0) = U, entonces:

2
L (ﬂ)
2v \ 2
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Acomodando los términos, la velocidad en el canal queda en términos de la velocidad

méxima en el canal:

uly) = U (1 - %/4) (B.1)

B.2. Recuperacion del perfil paraboélico en la formu-

lacion ¢ - w

En esta secciéon se obtiene numéricamente la soluciéon de las ecuaciones de Navier-

Stokes y continuidad para el caso estacionario en el canal, usando la siguiente metodologia.

Considerando el caso estacionario, las ecuaciones (1.9) y (1.10) se convierten en

V3 = —w (B.2)
1 (81/}0@0 8@[)(%})

14

2 E—
Viw Oy Ox  Ox Jy

fs

U

fi

Figura B.1: Perfil parabolico en un canal.

Para resolver el sistema de ecuaciones se empieza resolviendo la ecuacion (B.2) pro-
poniendo un valor arbitrario para w. Hasta ahora las fronteras importantes son la frontera
inferior f; y la frontera superior fs, ya que para las otras fronteras se requiere del analisis
del forzamiento (ver figura B.1). Por lo pronto se pueden suponer fronteras periodicas o

conocidas.

Las condiciones de frontera para resolver (B.2) son ¢(f;) = 0, ¥(fs) = a, =cte. ya
que se debe cumplir que v = v = 0 en las fronteras. La constante «, tiene que ver con
el gasto y se analizard mas adelante. Ademas en las fronteras verticales (lejos del canal)

se impondra que la derivada normal a la frontera vale cero. Asi que se tienen cuatro
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condiciones de frontera para 1 y cero para w.

w(f» =0
@Zj(fS) = Qg
O () _

or 0
op(x,)

or 0

Una vez resuelta (B.2), se tiene ¢ que se utilizara para resolver (B.3). Se proponen
dos valores de frontera arbitrarios y distintos para resolver dos veces la ecuacion (B.3)
con el fin de que se encuentre un valor de frontera para w que cumpla con la condicién de

frontera u = v = 0 usando un método de interpolacion.

Proponiendo condiciones de frontera:

Wl(fi) =—k
w1(fs) =k

se obtiene w;. Proponiendo condiciones de frontera:

wa(fi) = —ka # ki
wz(fs) = ks 7é ky

se obtiene wy. Con estos nuevos valores de w; y wy se resuelve (B.2) obteniéndose nuevos
valores para 1: ¥ y 19, respectivamente. Con ¢; y ¥9 se calculan u; y us, la cuales
seran funciones de z, f; s, wi2. Con estos valores se hace una interpolacion, que puede
ser usando el método de disparo lineal, el método de Miiller (para el cual se requiere del

conocimiento de otro valor para u en la frontera, ya que aproxima con una parabola), etc.

En este caso se aproxima con una linea recta, como en la frontera u = 0, entonces:
0= M(x)w + b(x), siendo

o us(z, fi,wo) —wa(w, fi,wr)
Wy — W1
b(x) = M(x)w; + ui(z, fi,wr)

El valor desconocido es w, asi que, despejando, y llamando w3 = w:

ws(fi) = —
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(a) Componente y del campo de velocidades (b) perfil bl
erfil parabslico

- =

4.0 0.7
3.5

3.0

Figura B.2: (a) Se grafica la componente u de la velocidad 4. (b) Recuperacion del perfil paraboli-
co en el canal. La linea punteada es la solucion exacta de las ecuaciones de Navier-Stokes; y la

linea so6lida es la aproximacién numérica obtenida con el procedimiento descrito en esta seccion.

Se lleva a cabo el mismo proceso pero ahora para encontrar el valor de ws( fs). Con estos
nuevos valores de frontera para w se resuelve la ecuacion (B.3), para con esto nuevamente
resolver (B.2) y con eso encontrar el valor de u en las fronteras. El procedimiento se repite
hasta que ese el valor de v sea numéricamente muy pequeno, cercano a cero. En se caso

se aceptd un valor de aproximadamente 0.02 unidades de velocidad.

(C) Vorticidad

-1
40 5
o 1c NNy
] 10 20

Ny

_Ou
dy

Figura B.3: Teniendo los datos del campo de velocidades se obtiene la vorticidad como w =
En la figura B.2 se observa la comparacion entre la prueba numérica y la solucion
exacta. En la figura B.3 se grafica la vorticidad obtenida a partir del campo de velocidades

numeérico.
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Apéndice C
Métodos Numéricos

Considerando que una funciéon cualquiera f(z) se puede aproximar por una serie de

funciones ortogonales ¢y, de la forma:
N ~
f(z) =~ fn(z) = ka(;pk, z € [a, B] (C.1)
k=0

el método espectral consiste en encontrar los coeficientes f; de la serie al ser la funcion

fn(z) una incognita en ese intervalo [a, 3].

C.1. Meétodo de colocacion

En el método de colocacién el residuo es cero en ciertos puntos, mientras que en el
método de Galerkin el promedio del residuo es cero (Peyret, 2002; Skiba, 2005). En el
método de colocacion, el residuo Ry = f — fy se hace cero en los N + 1 puntos de

colocacion x;, 1 =0,1,..., N; asi que:
IN - {07 17 "'7N}7 y fN(x) = U([L’l), (NS IN

flai) = Z fk%Ok(Iz)

k=0

Esto da un sistema algebréico para determinar los N + 1 coeficientes fk La existen-
cia de una solucion para este sistema implica que det (pg(x;)) = 0. Esta es una primera

condicién a ser satisfecha en lo puntos de colocacion.

Los coeficientes fi pueden ser obtenidos explicitamente sin resolver el sistema. Esto se

hace usado una propiedad de ortogonalidad discreta de la base de funciones ¢, asociadas
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al conjunto especial {x;} de los puntos de colocacion. Esto es equivalente a una evaluacion
numérica de:

R 1 /B

fr=— forwdr, k=0,1,.... N

C.2. Aproximacion de la solucién de una ecuacioéon difer-

encial

Cuando se tiene una ecuacién diferencial no lineal en derivadas parciales, en particular
dependiente del tiempo, se puede aproximar usando un esquema semi-implicito de Adams-
Bashforth. Si la funcién indeterminada es f y la discretizacion del tiempo se representa

por la variable n, la aproximacién es:

k

S ap i = Zb N(f"9) + L") (C.2)

Jj=0 Jj=0

1
At

donde k es el orden del esquema, a;, b; los coeficientes que pueden ser consultados en
la tabla 4.4 de Peyret (2002, p. 131) y L(f™™!) es el término lineal. Asi, el término no
lineal N(f™~7) depender4 solamente de la funcion a tiempos anteriores (conocidos por las
condiciones iniciales) y la tinica incognita o indeterminada sera la funcion al tiempo n+ 1.
Con esto se puede obtener la solucion de una ecuacion diferencial no lineal aproximandola
linealmente.

La colocacion de ecuaciones se obtiene al considerar la expansion:

El sistema es cerrado con condiciones de frontera en xy vy xn: Las ecuaciones anteriores

N
Z Fr Lok, 0w = (f,0)w i =0,1,..., N — 2 (C.3)
k=

dan un sistema de N + 1 ecuaciones para los NV + 1 coeficientes f, £k =10,1,..., N.

Si D es una matriz de diferenciacion, definida por D = [dgﬂ , 1,5 =0,1,...,N ysi
se denota por F el vector cuyas componentes son los valores de fy en la colocacion de

puntos, y por F® el vector de los valores de la p-ésima derivada de F, se tiene:

FO =DF y F®) =prFr
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Por lo tanto, excepto si las expresiones analiticas se necesitan, sera suficiente y al-
) . L 1
gunas veces mas exactas, desde un punto de vista practico, calcular dl(- j) y evaluar DP

numéricamente.

C.3. Polinomios de Chebyshev
Polinomino Ty(x) de grado k definido para x € [—1, 1] (Skiba, 2001):
Te(7) = cos(kcos '), k=0,1,2,...

Haciendo un cambio de variable: © = cos z entonces Ty(z) = cos(kz). Aplicando la

formula binomial se puede expresar el polinomio T}, como:

[k/2]
k (k—m—-1! _ 5
T, = = A T g m
g 277;)( ) m!(k—Qm)!( @)

donde [¢] denota la parte entera de ¢. De la identidad trigonométrica cos(k+1)z+cos(k —

1)z = 2coszcoskz se deduce la relacion de recurrencia:
Tk+1 — 2.7}Tk + Tk,1 = 0, k 2 1

la cual permite deducir 75 a partir del conocimiento de Ty y T7. Los valores de T} y su

primera derivada 7; en x = 1 estan dados por:
To(£1) = (£1)F, T)(£1) = (£1)* k2

El conocimiento de estos valores resulta ttil para las condiciones de frontera. Es im-
portante hacer notar que
Ty(—x) = (=1)"Tx ()

asi que la paridad de los polinomios es la misma que su grado k. Las funciones son cero

1\ 7
i = + =)= 1=0,1,....k—1
T cos{(z+2> /{:} 1

y son maximas o minimas (7j(x;) = +1)en los puntos de Gauss-Lobatto, definidos como:

en los puntos de Gauss:

x; = COS (%) i=0,1,....k (CA4)
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Notese que esos puntos son los ceros del polinomio (1 — z?)T}(x). Ahora, despejando

el cambio de variable: z = cos™! z. Asi que:

T, = P cos(k:z);l—; = —k sen(kz)% cos ' x
1

— _ksen(kz) (—1—_362) — ksen(kz) (ﬁ)
:k:sen(k:z)( L ) _ ksen(kz)

sen z

sen z

Por la aplicacion de formulas trigonomeétricas se tiene la relacion

/ /
Tk+1 kal

k+1 k-1

— 2T, (C.5)

Los polinomios de Chebyshev son ortogonales en [—1, 1] con la funcion de peso:
1
V1—2a?

Asi que la propiedad de ortogonalidad es:

w =

1
(T, T1)w = / T, Tiwdr = gckék,l

1

donde 6y, es la delta de Kronecker y ¢, esta definido como:

2 sik=0
C —
1 sik>1
La aproximacion de Chebyshev hace uso extensivo de las formulas de cuadratura de

T
Gauss. Para los puntos Gauss-Lobatto x; = cos —, ¢ = 0, ..., N generalmente usados en

métodos de colocacion, la formula de cuadratura aplicada a cualquer funcion p(z) da:

/_l pw dz = % 3 p(;i) (C.6)

1 i=0

donde
2 sik=06k=N
Cr =
Tl osit<k<N-1
La ecuacion (C.6) es exacta si p(z) es un polinomio de grado 2N — 1 a lo sumo.

La g-ésima derivada de f](\?) es

N
f](vqu _ Zdz(?fN(mj)’ i=0,....,N (C.7)

j=0
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Las expresiones de los coeficientes dg?j) para las primeras derivadas (¢ = 1) son:

Ci _1i+j
dgg?:f——() 0<i,j<N, i#j
’ Cj(%'—flfj)
2N +1

6

gV - T
Ut 2(1 —22)

)

Las expresiones de los coeficientes d " para las segundas derivadas (¢ = 2) se pueden

obtener numéricamente:
N

2 _ (1) 5(1)
dij = Z d; oy
k=0
De esta forma es posible calcular numéricamente la ¢g-ésima derivada de la funcion fy
(ecuacion (2.6)).

C.4. Esquema semi-implicito de Adams-Bashforth

Si se tiene una ecuacion del tipo:

S HH() =0 (C.8)

donde H(f) es una expresion funcion de f con un término lineal L(f) y un término no
lineal N(f). Para problemas dependientes del tiempo se utilizan los esquemas de Adams-
Bashfort. En estos esquemas el término espacial H es aproximado usando una combinacion
lineal y evaluando en k diferentes términos, donde la derivada temporal es aproximada
usando un esquema de deiferencias finitas de orden k.

El esquema de orden k que se puede aplicar a la ecuacion (C.8) tiene la forma:

k—1
=) biH(f")

J

fn+1 —un

At

Il
=)

Cuando se tiene la ecuacion no lineal, se puede usar un esquema Adams-Bashfort de

la forma:
1 k—1 k-1

Atz a;frH —Zb N(f"7) + L) (C.9)

donde a; y b; son los coeficientes del esquema Adams-Bashfort que se utilicen. Dichos co-
eficientes se muestran en la tabla 4.4 de la referencia Peyret (2002). Estos equemas tienen
la ventaja de que se resuelve una ecuaciéon no lineal aproximandola por un procedimiento

lineal. La ecuacion (C.9) corresponde a un esquema semi-implicito, porque el término
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lineal L(f) depende implicitamente del tiempo, asi que es considerado implicito, y el tér-
mino no lineal, explicito, de modo que el operador discreto resultante es independiente del
tiempo y puede ser invertido o diagonalizado en una etapa anterior a la integraciéon tem-
poral. Otra ventaja de este método es que del término lineal s6lo es necesario conocerlo
al tiempo n + 1.

De la ecuacion (1.10) y despreciando el rotacional de F, se tiene:

Ow N (8@& ow O Ow

ow oPpow  Opow) o
ot Oy Ox  Ox ay) VW

Reacomodando términos:

Ow B oY ow O dw 9
o <0y 9z Oz 3y> R (C.10)
S~~~ ~ término lineal

término temporal P .
término no lineal

la cual puede resolverse usando (C.9).

C.5. Método de elemento finito

Una ventaja de este método respecto al de diferencias finitas es que resuelve problemas
con fronteras irregulares, ya que incluye las condiciones de frontera como integrales en una
funcional que va a reducirse al minimo, de modo que el procedimiento de construccion es
independiente de las condiciones particulares de frontera del problema.

Usando una ecuacion diferencial parcial comin (ecuacion C.11) se explica el método

de elemento finito de manera muy general.

g (p(m,y)%) +2 (q<x7y>§—;‘) oyl y) = fwy)  (C11)

con (z,y) € D donde D es una region con fronteras 4.

Las condiciones de frontera de la forma

u(z,y) = g(v,y)

se imponen en una parte ;. En el resto de la frontera se requiere que la solucion u(z, y)
satisfaga:
ou ou
p(a,y) 5 cosb + q(z, y)a—y cos bz + g1(z, y)u(z,y) = ga2(,y) (C.12)

donde 6, y 65 son los angulos de direcciéon de la normal hacia afuera respecto a la frontera

en el punto (z,y) (ver figura C.1(a)).
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Y

Y

(b)

(a)

Figura C.1: (a) Angulos 61 y 5. (b) Tridngulos.

La solucion de problemas que involucran ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
normalmente reduce al minimo cierto funcional, que involucra integrales, de una clase de
funciones determinadas por el problema.

Suponiendo que p, ¢ > 0, r < 0y f son continuas en DUa, que p y ¢ tienen primeras
derivadas parciales continuas y que g; > 0y go son continuas en ¢,. Entonces una solucion

de la ecuacion (C.11) minimiza en forma tnica el funcional

Iw] = //D {% [p(x,y) (Z—Z)Q +q(z,y) @—Z)Q —r(z, y)w’

+ [ {rote+ jatentfas (C.13)

—I—f(w,y)w} dz dy

sobre todas las funciones w que satisfacen la ecuacion (C.11) en ¢, que son continuamente
diferencables dos veces. El método de elementos finitos aproxima esta solucién al reducir
al mimimo al funcional I en una clase mas pequena de funciones. El primer paso consiste
en dividir la region en una cantidad finita de secciones o elementos de tamano regular,
va sea rectangulos o triangulos para el caso en dos dimensiones (ver figura C.1(b)), o
hexaedros o tetraedros en el caso de tres dimensiones.

El conjunto de funciones usadas para la aproximaciéon generalmente es un conjunto
de polinomios seccionados de grado fijo en x u en y; la aproximacion requiere que los
polinomios sean seccionados conjuntamente, en forma tal que la funcion resultante sea
continua con primera o segunda derivada integrable o continua en la region entera. Los

polinomios de tipo lineal en z y en y

O(z,y) =a+br+cy
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se utilizan comunmente con elementos triangulares, mientras que los polinomios de tipo
bilineal en z y en y
o(z,y) = a+bx + cy + dxy

se usan con elementos rectangulares.
Suponiendo que la region de estudio D se subdivide en elementos triangulares, el
conjunto de tridngulos se denota con D, y a sus vértices se les llama nodos. El método

busca una aproximadion de la forma

vy) =Y vigi(r,y) (C.14)
i=1
donde ¢y, ¢2, ... ¢, son polinimios lineales seccionados linealmente independientes y

Y1, Y2, --- Ym SON constantes. Algunas de estas constantes, por ejemplo V.11, Yni2, - Ym

sirven para asegurar que la condicién de frontera

oz, y) = g(x,y)

se satisfaga en ¢;, y las constantes restantes vy, 72, ... 7, se emplean para minimizar el

funcional I[> " vidi].
Sustituyendo (C.14) como w = ¢ en (C.13), y minimizando I se tiene que

ol
0V

=0, paracada j=1,2,...n

Este conjunto de ecuaciones puede escribirse como in sistema lineal Ac=b donde c=
(71, Y25 - W) Y A= (ay;) y b= (b1, B2, ... Bn)" se definen por medio de

991 0¢;  0¢; Do,
//[ oxr Ox qf)y@_y_mﬁ”bj}dxdy+/4291¢¢¢jd5

Vi=1,2,...nyj=12..m;y

// ad)l 8¢Jd33dy+/ G20;dS — Z Qi Yk

k=n+1

Vi=1,2,...,n

En este ejemplo se supone que D es poligonal y que ¢ es un conjunto contiguo de lineas
rectas, de modo que D = D.

Los T, tridngulos en D (figura C.1(b)) tienen tres vértices o nodos denotados condi-

ciones

v = (@, i, para j = 1,2,3
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Con el fin de simplificar la notacion, cuando se trabaja con el triAngulo 7} se escribira

simplemente V; = (z;,y;). A cada vértice V; se le asocia un polinomio lineal
Nj@ (z,y) = Nj(z,y) = aj + bjz + ¢y

con
1, sij=k;
0, sij#k.

Esto produce sistemas de ecuaciones lineales de la forma

Nj(l) (mka yk) =

1 1 Y1 a;
L wy yof 0| =

1 T3 Ys Cj

o = O

donde el elemento 1 ocurre en el j-ésimo renglon del vector de la derecha (en este caso
para j = 2).

Sean FEi, F»,...., E, etiquetas de los nodos que se encuentran en DUa en forma de
derecha a izquierda, de arriba a abajo. Con cada nodo Ej, asociamos una funcién ¢, que
es lineal en cada triangulo, que tiene el valor 1 en E} y 0 en los demas nodos. Esta opcion
hace ¢ idéntica a N]@ en el triAngulo 7T; cuando el nodo Ej es el vértice denotado por
V;-(i) (Burden et al, 2002).



128 APENDICE C. METODOS NUMERICOS



Bibliografia

AKKERMANS, R. A. D., CiesLik, A. R., Kamp, L. P. J., TRIELING, R. R., CLER-
cx, H. J. H. & vaN HEwsT, G. J. F. (2008) The three-dimensional structure of an
electromagnetically generated dipolar vortex in a shallow fluid layer. Phys. Fluids 20,
116601

ALBAGNAC, J. (2010) Dynamique tridimensionnelle de dipoles tourbillonnaires en eau
peu profonde. These de doctorat, Université Paul Sabatier Toulouse I11 Institut de Mé-

canique des Fluides de Toulouse. France.

AMOROSO, R. O. Y GAGLIARDINI, D. A. (2010) Inferring complex hydrographic process-
es using remote-sensed images: Turbulent fluxes in the Patagonian Gulfs and implica-
tions for scallop metapopulation dynamics. Journal of Coastal Research 26 2 320-332

ANDREOTTI, B., FORTERRE, Y., Y POULIQUEN, O. (2011) Les milieux granulaires: entre
fluide et solide. Savoirs Actuels, EDP Sciences/CNRS Editions France.

ANGILELLA, J.-R. (2010) Dust trapping in vortex pairs. Physica D 239, 1789-1797
ARFKEN, G. (1985) Mathematical methods for physicist. 5th ed Academic Press. USA.

AsMAR, N. H. (2005) Partial differential equations with Fourier series and boundary
value problems. 2nd ed Pearson Prentice Hall. USA.

BATCHELOR, G. K. (2000) An Introduction to Fluid Dynamics. Cambridge University
Press. UK.

BILLANT, P., BRANCHER, P. Y CHOMAZ, J. M. (1999) Three dimensional stability of
a vortex pair. Physics Fluids 11, 2069-2077

BOURGOIN, M., QURESHI, N., BAUDET, C., CARTELLIER, A., Y GAGNE, Y. (2009)
Lagrangian statistics of inertial particles in turbulent flow. B. Eckhardt (ed.) Advances

in Turbulence XII, Springer Proceedings in Physics 132, 31-34

129



130 BIBLIOGRAFIA

BRUUN, H. H. (1996) Hot-Wire Anemometry, principles and signal analysis. Ozford Uni-

versity Press. Great Britain.

BRYANT, D. B., WHILDEN, K. A., SOCOLOFSKY, S. A. Y CHANG, K. (2012) Forma-
tion of tidal starting-jet vortices through idealized barotropic inlets with finite length.
Environ. Fluid Mech. DOT 10.1007/s10652-012-9237-4

BURDEN, R. L., FAIRES, J. D. (2002) Analisis numérico. 7ma Ed. Thomson Learning.
Bogota, Colombia.

CALZAVARINI, E., VOLK, R., BOURGOIN, M., LEVEQUE, E., PINTON, J.-F. Y TOSCHI,
F. (2009) Acceleration statistics of finite-sized particles in turbulent flow: the role of
Faxén forces. J. Fluid Mech 630, 179-189

Crow, S. C. (1970) Stability Theory for a Pair of Trailing Vortices. ATAA Journal Vol.
8§12 2172.

CHAPLYGIN, S.A. (1903) One case of vortex motion in fluid. Tr. Otd. Fiz. Nauk Imper.
Mosk. Obshch. Lyub. Estest. 11 (2) 11-14.
http://www.zentralblattmath.org/zmath/en/advanced/?q=an:34.0809.01.

CHAPLYGIN, S. A. (2007) One Case of Vortex Motion in Fluid. Reg. Chaotic Dyn. 2 12
219-232.

DE SWART, H. E. Y ZIMMERMAN, J. T. F. (2009) Morphodynamics of Tidal Inlet
Systems Annu. Rev. Fluid Mech. 41 20329

DURAN-MATUTE, M., ALBAGNAC, J., Kamp, L. P. J., Y VAN HEusT, G. J. F. (2010)

Dynamics and structure of decaying shallow dipolar vortices. Physics of Fluids 22,
116606

EscAuriazaA, C., SOTIROPOULOS, F. (2011) Lagrangian model of bed-load transport in
turbulent junction flows. J. Fluid Mech. 666 36-76.

FLOR, J. B., VAN HEDST, G.-J. F. (1994) An experimental study of dipolar vortex
structures in a stratified fluid, J. Fluid Mech. 279 (1994) 101-133.

FLOR, J. B., VAN HEUST, G.-J. F., DELFOS, R. (1994) Decay of dipolar vortex struc-
tures in a stratified fluid. Phys. Fluids 7 374

FORNBERG, B. (1980) A numerical study of steady viscous flow past a circular cylinder.
J. Fluid Mech. 98 4, 819-855.



BIBLIOGRAFIA 131

GAND, F., DECK, S., BRUNET, V., SAGAUT, P. (2010) Flow dynamics past a simplified
wing body junction. Physics Fluids 22 115111

GILL, A. (1982) Atmosphere-Ocean Dynamics. Academic Press. USA.

GuYON, E., HuLIN, J.-P. & PETIT, L. (2001) Hidrodynamique Physique. EDP Sciences,
CNRS FEd. Paris.

HALLIDAY, D., RESNICK, R., KANE K. (2002) Fisica Vol 1, 4ta Ed. (en espanol) CECSA.

México.

HEINBOCKEL, J. H. (1996) Introduction to Tensor Calculus and Continuum Mechanics.
Old Dominion University.

Hsu, H. P. (1998) Anélisis de Fourier. Addison- Wesley Longman. México.

Jacoss, P. A., PuLLiN, D. 1. (1985) Coalescence of streching vortices. Physics Fluids
22 1619

KIZNER, Z., KHOVOLES, R. (2004) Two Variations on the theme of Lamb-Chaplygin:
Supersooth dipole and rotating multipoles. Regular and Chaotic Dyn. 94, 509-518

Kunpu, P. K., CoHEN, I, M. (2002) Fluid Mechanics. 2nd Ed. Academic Press. USA.

LACAZE, L., BRANCHER, P., E1rr, O., LABAT L. (2010) Experimental characterizat
ion of the 3D dynamics of a laminar shallow vortex d ipole. Fxp. Fluids 48, 225-231

Lams, H. (1932) Hydrodynamics. 6th Edition, Dover Publications. New York.

LANDAU, L. D., LirscHITZ, E. M. (1978) Mecanica, Curso de Fisica Teorica Vol. 1. 2da

Ed. Reverté. Barcelona, Espana.

LANDAU, L. D., LirscHITZ, E. M. (2001) Mecéanica de Fluidos, Curso de Fisica Teorica
Vol. 6. 2da Ed. Reverté. Barcelona, Espana.

LEBEDEV, L. P., CLoub, M. J. (2003) Tensor Analysis. World Scientific Piblishing Co.

Singapore.

T. LEWEKE, T. Y WILLIAMSON, C. H. K. (1998) Cooperative elliptic instability of a
vortex pair. J. Fluid Mech. 360 85-119.

MaTTEWS, J. H., FINK, K. D. (2007) Métodos numéricos con Matlab. 3ra Ed. Pearson-
Prentice Hall. Espana.



132 BIBLIOGRAFIA

MAXEY, M. R., & RILEY, J. J. (1983) Equation of motion for a small rigid sphere in a
nonuniform flow. Physics of Fluids 26, 883-889

MEUNIER, P., LEWEKE, T., LEBESCOND R., VAN AUGHEM, B. Y WANG, C. (2004)
DPIVsoft. User guide. Institut de Recherche sur les Phénoménes Hors Equilibre. UMR
6594 CNRS / Universités Aiz-Marseille I et II. Francia.

MEUNIER, P., & LEWEKE, T., (2005) Elliptic instability of a co-rotating vortex pair.
Ezxp. Fluids 533, 125-159.

MORDANT, N., METZ, P., MICHEL, O. & PINTON, J. F' (2001) Measurement of la-
grangian velocity in fully developed turbulence. Phys. Rev.Lett. 87 214501

MORDANT, N. (2001) Mesure lagrangienne en turbulence: mise en ceuvre et analyse.

These de doctorat, I’ Ecole Normale Supérieure de Lyon. France.

NICOLAU DEL ROURE, F., SOKOLOFSKY, S. A. & CHANG, K. (2009) Structure and

evolution of tidal starting jet vortices at idealized barotropic inlets. J. Geophys. Res.
Vol. 114, C05024

OPENFOAM. THE OPEN SOURCE CFD TooLBOX. (2008) Programmer’s Guide. Ver-

sion 1.5.

PEYRET, R. (2002) Spectral Methods for Incompressible Viscous Flow. Springer-Verlag.
USA.

POND, S., PICKARD, G. L. (1983) Introductory Dynamical Oceanography. 2nd Ed. Perg-

amon Press. G. B.

Pozrikipis, C. (1997) Introduction to theoretical and computational fluid dynamics.
Ozxford Unwversity Press. NY.

RAFFEL, M., WILLERT, C. E., WERELEY, S. T. Y KOMPENHANS, J. (1997) Particle
Image Velocimetry A Practical Guide. Springer- Verlag. Berlin.

Ru1z-CHAVARRIA, G. (1995) Intermitencia de velocidad y temperatura en turbulencia
desarrollada Tesis doctoral, UNAM. México.

SHADEN, S. C., KATIJA, K., ROSENFELD, M., MARSDEN, J. E., ¥ DABIRI, J. O. (2007)
Transport and stirring induced by vortex formation. J. Fluid Mech., 593 315-331

SKIBA, Y. N. (2001) Introduccion a los métodos numéricos. UNAM. México.



BIBLIOGRAFIA 133

SKIBA, Y. N. (2005) Métodos y esquemas numéricos, un analisis computacional. UNAM.

México.

SONG, Y. Y HAIDVOGEL, D. (1994) A semi-implicit ocean circulation model using a
generalized topography-following coordinate system. J. Comput. Phys. 115, 228-244

Sous, D., BONNETON, N., SOMMERIA, J. (2004) Turbulent vortex dipoles in a shallow
water layer. Physics of Fluids 16, 2886

Sous, D., BONNETON, N. Y SOMMERIA, J. (2005) Transition from deep to shallow water
layer: formation of vortex dipoles. Eur. J. Mech B/Fluids 24, 19-32

STRAHLER, A. (1982) Geografia fisica. Ed. Omega Barcelona Espana.

VAN DYKE, M. (1975) Perturbation methods in fluid mechanics. The Parabolic Press.
Stanford, Ca. USA.

VAN DICKE, M. (1982) An album of Fluid Motion. The Parabolic Press Stanford, Ca.
USA.

VAzQUEZ DE GYVES, A. I. (2007) Impacto simétrico de un anillo de vorticidad con una
pared. Tesis de licenciatura, UNAM. México.

VON SCHWIND, J. J. (1980) Geophysical fluid dynamics for oceanographers. Prentice
Hall. USA.

TANG, D. L. (2010) Remote Sensing of the Changing Oceans. Springer

WaugH, D. W. (1992) The efficiency of symetric vortex merger. Physics of Fluids 4,
1745

WELLS, M. G., VAN HELIST, G. -J. F. (2003) A model of tidal flushing of an estuary
by dipole formation. Dynamics of Atmosperes and Oceans, Elsevier. 37 223-244.

WHITE, F. M. (2004) Mecanica de Fluidos. 5ta Ed. Mc Graw Hill. Madrid, Espana.

YASUDA, 1., FLIER, G. R. (1997) Two-dimensional asymmetric vortex merger: merger
dynamics and critical merger distance. Dynamics of Atmospheres and Oceans, Elsevier.
26, 159-181.



134 BIBLIOGRAFIA

YOUNG, D. D., Munson, B. R., Ok1sHi, T. H. (2001) A Brief Introduction to Fluid
Mechanics. 2nd Edition, John Wiley € Sons Inc. New York.

Pdginas web

FREE SOFTWARE FOUNDATION, INC. (1996) http://www.fsf.org/licensing/essays/
free-sw.html Consultada el 30 de mayo de 2013.

THE OPEN SOURCE CFD TOOLBOX. (2004) http://www.opencfd.co.uk/openfoam
Consultada el 2 de abril de 2013.



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Aspectos Preliminares
	Capítulo 2. Campo de Velocidades en 2D
	Capítulo 3. Campo Tridimensional
	Capítulo 4. Transporte de Partículas
	Capítulo 5. Experimentos
	Capítulo 6. Discusión y Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía

