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Introduccion

La teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias surge esencial-
mente con el trabajo de Henri Poincaré, quien descubrié que las ecuaciones
diferenciales no sélo pertenecen al ambito del anélisis, sino también al de la
geometria. Tanto Poincaré como Dulac y posteriormente Siegel estudiaron
el comportamiento formal y analitico de las ecuaciones diferenciales en una
vecindad de sus puntos singulares, interesandose, entre otras cosas, por aque-
llas ecuaciones no lineales Z = v(z) que en una vecindad del punto singular
conservan las propiedades analiticas de la parte lineal de la ecuacién.

El estudio de la topologia de las ecuaciones diferenciales z = Az + --- con
A#0,z¢€ (C"0) yteC, se inicié hasta 1969 con el trabajo de Arnold
“Remarks on singularities of finite codimension in complex dynamical sys-
tems”([2]), en donde observa que la topologia de las hojas de una foliacién
definida por una ecuacién lineal z = Az cuya coleccidén de valores propios
A= (A1,..., ) es tal que 0 ¢ conv{Ai,--- A} = {d1cdi: ¢ > 0,
>oi,¢i = 1} tiene una estructura de cono (las hojas intersectan transver-
salmente a esferas centradas en el origen). Posteriormente surgieron los tra-
bajos de Guckenheimer, Camacho, Kuiper, Palis, Ladis e Ilyashenko. Estos
ultimos estudiaron la clasificacion topoldgica de gérmenes genéricos de ecua-
ciones diferenciales z = Az + - - -

En (C2,0) se pueden estudiar los casos no genéricos recurriendo al método
de explosion de singularidades, el cual permite reducir la complejidad de la
singularidad de una ecuaciéon cambiando, mediante el proceso de explosion,
el punto singular por un espacio proyectivo CP!. Este espacio proyectivo
(también conocido como divisor excepcional) es, en los casos genéricos, una

'En lo sucesivo denotaremos por (C",p) a una vecindad abierta del punto p en C".
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8 INDICE GENERAL

hoja solucién de la foliacion explotada salvo por un nimero finito de puntos
singulares, los cuales son (por lo regular) més simples que el punto singular
de la ecuacién original.

Una forma de comprender el comportamiento de las hojas de una foliacion
cercanas al divisor excepcional es a través del grupo de gérmenes de trans-
formaciones inducido por el grupo fundamental del divisor excepcional en
alguna seccioén transversal a esta hoja, el grupo de holonomia evanescente o
proyectiva asociado a la ecuacién. Una pregunta natural es ver si todo grupo
de gérmenes de transformaciones conformes con ciertas caracteristicas mini-
mas puede ser realizado como el grupo de holonomia de alguna ecuacién.
En este trabajo, siguiendo el articulo de Alcides Lins Neto “Construction
of singular holomorphic vector fields and foliations in dimension two” ([12])
veremos que todo grupo de gérmenes de biholomorfismos en (C,0) cuyos
generadores son linealizables se puede realizar como la holonomia proyectiva
de un campo vectorial analitico en (C2,0). Para ello usaremos los concep-
tos, ejemplos y resultados bésicos de la teoria de foliaciones y explosion de
singularidades presentados en los primeros dos capitulos.

Ademas del resultado de Lins Neto expondremos otro problema de reali-
zacion: el problema de Riemann-Hilbert o problema 21 de Hilbert, el cual
tiene una historia peculiar. En la versién original Hilbert pide construir una
ecuacién diferencial lineal con ciertas caracteristicas que realice a la informa-
cién de monodromia. A principios de siglo XX se piensa que el problema ha
sido resuelto por Plemelj e incluso casi 50 anos més tarde con el desarrollo
de la teoria de haces fibrados Birkhoff dio una demostracién alternativa a
la prueba de Plemelj. Lamentablemente ambos matematicos cometieron un
error con respecto al tipo de singularidades obtenidas. Hoy sabemos, gra-
cias al trabajo de Bolibruch, que no toda la informacién de monodromia
puede realizarse para alguna ecuacién con las caracteristicas enunciadas por
Hilbert. Sin embargo, el problema tiene solucién si se consideran singulari-
dades menos restrictivas. En la segunda parte del Capitulo 4 daremos una
prueba de este hecho valiéndonos de la teoria desarrollada en el Capitulo 3.

Por tdltimo incluimos dos apéndices, en el primero se presentan algunos con-
ceptos basicos de Topologia Diferencial, como las variedades diferenciables y
los haces vectoriales, pretendiendo con ello que este texto pueda ser consulta-
do por lectores con conocimientos de Célculo Diferencial, Variable Compleja
y Topologia General. En el segundo apéndice se ofrece una clasificacién de
los haces vectoriales, la cual ocuparemos al final de este trabajo.



Capitulo 1

Campos, foliaciones y sus
singularidades

Este capitulo contiene nociones y resultados basicos que emplearemos a lo
largo de la tesis. Empezaremos definiendo las ecuaciones diferenciales or-
dinarias holomorfas, introduciremos geométricamente las foliaciones holo-
morfas por curvas y posteriormente daremos una correspondencia entre am-
bos conceptos, i.e., veremos que las soluciones de toda ecuacién diferencial
holomorfa determinan una foliacién por curvas y que, reciprocamente, para
cualquier foliacidon holomorfa por curvas existe una clase de ecuaciones dife-
renciales cuyas soluciones coinciden con las hojas de la foliacion. En la se-
gunda seccién presentaremos la nocién de holonomia, el cual es un concepto
esencial en este trabajo.



10 CAPITULO 1. CAMPOS, FOLIACIONES Y SINGULARIDADES

1.1. Campos vectoriales y foliaciones por curvas

Un campo wvectorial holomorfo X definido en un abierto U C C" es una
n-ada de funciones holomorfas

X=(X1,....X,):UCC"—»C"

que a cada punto p € U le asocia un vector X (p) que varia de manera holo-
morfa. Dado X, la funcién que a cada punto p € U le asocia la recta compleja
que pasa por p en la direcciéon de X (p) se llama el campo de direcciones de
X.

Sobre cualquier abierto V' C C" biholomorfo a U podemos determinar un
campo vectorial a partir de un campo vectorial X = (Xj,...,X,). Si ¢ :
U — V es un biholomorfismo definimos

do* !

oo 0w | | X1
P X = D¢(X) = :

8(}5” a¢n

o e Xn .

Si X es un campo vectorial holomorfo en U definimos la ecuacion diferencial
asociada a X como

d
&= X(x) dondei:d—f, zeC", teC (1.1)

Una funcién holomorfa ¢ = (p1,...,¢,) : A € C — U definida en un
abierto de C que en cada punto t € A satisface

de

() = X(p(1)

se llama solucion de la ecuacion diferencial (1.1). En otras palabras ¢ es
solucién de (1.1) si puntualmente X le asocia su vector velocidad. A la
representacion grafica de las soluciones se le denomina retrato de las fases.

Observemos que en cada punto p € U donde X no se anula, la solucién
de (1.1) que pasa por él es tangente al campo. Si por el contrario X (p) =
0 tendremos que la funcién constante ¢(t) = p es solucién de (1.1). El
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comportamiento de los campos vectoriales alrededor de este tipo de puntos
suele complicarse, razén por la cual los llamaremos puntos singulares.

El Teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales holomorfas® asegura que hay una tnica solucién de la ecuacién (1.1)
definida en (C,0) que satisface la condicién inicial ¢(0) = p. Dichas solu-
ciones se ven localmente como una familia de subespacios afines paralelos,
esto sugiere el siguiente concepto.

Definicion 1.1.1. Una foliacion holomorfa no singular por curvas F
de un abierto V de C", es una descomposicion de V' en subconjuntos conexos
disjuntos {Lqa }aen llamados hojas, donde A un conjunto de indices, tal que
todo puntop € V tiene una vecindad U, y un biholomorfismo ¢ : U, — W), C
C" que satisface que para toda hoja L, las componentes conexas de U, N L,
quedan descritas en W), por la ecuacion

W2 = C2,...,Wp-1 = Cp—1-

A las parejas (Up, ) cartas coordenadas distinguidas de la foliacion.

Figura 1.1: Foliacién holomorfa no singular por curvas
de un abierto V C C™.

Veamos que, en efecto, las soluciones de la ecuacion diferencial asociada a
un campo que no se anula determinan una foliacién no singular por curvas.
Para ello construiremos biholomorfismos que lleven soluciones de (1.1) en
curvas constantes en las tltimas n — 1 coordenadas.

Dado p € V tomamos un hiperplano A de dimensién n—1 transversal al vec-
tor X (p) en el punto p. Al considerar la solucién de (1.1) que pasa por cada

Wer [11] (Teorema 1.1)
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punto ¢ € ANV obtenemos una aplicacién (¢, q) = (¥'(t,q),...,¥"(t,q))
de una vecindad de (0,p) € C x A en V tal que

Wita) = XWna),  0.0)=0 (1.2)

El Teorema de dependencia analitica de soluciones con respecto a condi-
ciones iniciales® garantiza que v es holomorfa, asi que

11
wt sz)q X(p) 0
Vi Yy
Como A es transversal a X (p) en p, D1(0,p) es invertible y por el Teorema
de la Funcién Inversa ¢ es un biholomorfismo entre un abierto de C x A y
un abierto de V. Tomando ¢ := ¢~! obtenemos una transformacién entre

una vecindad de V' y una vecindad de C x A que lleva soluciones de (1.1) en
curvas de la forma C x (ca,...,¢cp).

Pt

—

S))T
i,

Repitiendo el argumento construimos una cubierta {U; };c; de V' y una famil-
ia de biholomorfismos ¢; : U; — W; C C x C™ 1. Por construccién los cam-
bios de coordenadas ¢;; = <p,-og0j_1 conservan la descomposicién de C™ en cur-

vas de la forma C X (ca, ..., cy), i.e., las transformaciones ¢;; = (¢!, ..., ¢")
satisfacen

0¢? B 0™ 0

8w1 N N 6w1 -

En C" = C x C"! introducimos una nueva topologia considerando a C"~!
con topologia la discreta y a C con la usual. De esta manera las componentes
conexas de C" = C"~! x C son rectas complejas. Ahora definimos una nueva

2Ver [11] (Teorema 1.1)
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topologia en V', estableciendo que un subconjunto W C V es abierto si y
s6lo si ;(W N U;) es abierto en C x C"~! con la topologia anterior. Sean
L las componentes conexas de V' con la nueva topologia. Por construccion,
F = {La}aca es la tnica foliacién no singular por curvas de V' que tiene a
las parejas (Uj, ;) como cartas distinguidas.

Lema 1.1.1. Las soluciones de la ecuacion diferencial (1.1) asociada a un
campo vectorial nunca nulo X definido en un abierto V- de C™ determinan
una foliacion F(X) no singular por curvas de V. De hecho, si Y es otro
campo vectorial que no se anula, entonces las foliaciones F(X) y F(Y)
coinciden si y sélo si existe una funcion holomorfa f : V — C y nunca nula
tal que Y = f - X.

Demostracion. Sélo falta ver que la foliacién depende del campo de direc-
ciones asociado més que de el campo vectorial mismo. Sean X = (X1,...,X,)
yY = (Y1,...,Y,). Supongamos que F(X) = F(Y). Como para cadap € V
los vectores X (p) y Y (p) son tangentes en p a la hoja de la foliacién que pasa
por p, X(p) y Y(p) son colineales y entonces existe una funcién f: V — C
tal que Y = f - X. Como X(p) # 0, alguna de sus componentes X;(p) es
distinta de cero, por lo cual en una vecindad de p, f = Y;/X; es una funcién
holomorfa que no se anula.

Ahora supongamos que Y = f- X con f: V — C una funcién holomorfa
nunca nula. Consideremos las cartas distinguidas (U;, ;) que determinan a
la foliaciéon F(X) y recordemos que cada ¢; se construyé como ! con v
solucién de (1.2). Asi, para cada p € V, Dyp;(p) = [Dw(zp_l(p))]_l y por

(1.3), Dy (" (p))er = X(p) y Dyp(v~"(p))f(p)er = f(p)X (p). Como ¢; es
un biholomorfismo, X induce un campo vectorial (¢;), en ¢;(U;) dado por

Dgi(X)(p) = [DY(~"(p))] " Db (p))er = e1.

Haciendo lo mismo para el campo Y = f - X obtenemos

Dyi(Y)(p) = f(p)er = (f o @i (#i(p)),0, ..., 0).

Para cada i consideramos «; : C x C* ! — C x C*! la solucién de la
ecuacion

Oo

%(S,U)Z(fosoglvov"'»O)a a(0,v) = (0,v)
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y de ser necesario refinamos la cubierta de V' para que «; sea un biholomor-
fismo sobre ¢;(U;). Para mostrar que el biholomorfismo ¢; ! o a; transforma
el campo Dy;(X)(p) = e1 en Dp;(Y)(p) sélo debemos calcular la primera
columna de la matriz D(p; ' o ;)(s,v), por lo que denotaremos con * a los
elementos de la matriz que no sean de nuestro interés.

D(p; " o ai)(s,v) = Dy H(ai(s,v)) - Da(s, v)
fe™Hai(sv))
—1 0 *
= [X (g 0i(5,0)) 4] b
0 *
= [X (o™ ails,0))) f ¢ ai(s,v))) =]
De esta manera el campo Dg;(X)(p) = (1,0,...,0) definido en ¢;(U;) a
partir de X, se transforma bajo el biholomorfismo (pi_l o a; en el campo

D(p; ! 0 a;)(1,0,...,0) = (f- X,0,...,0) = Dp;(Y)(p).

Por lo cual la foliacién F(Y') queda definida en la misma cubierta {U;} por
los biholomorfismos a;l 0 ;.

Como «; : C x C" ! — C x C"! es un homeomorfismo con respecto a la
topologia que definimos, considerando a C"~! con la topologia discreta y C
con la usual, se sigue que las topologias inducidas por ¢; y por o ! op;enV
coinciden. Por lo tanto también sus componentes conexas y en consecuencia

F(X)=F(). O

En el lema anterior trabajamos con campos vectoriales nunca nulos, para
poder estudiar los campos vectoriales con singularidades debemos extender
el concepto de foliacion.

Definicion 1.1.2. Una foliacion con singularidades por curvas F de
un abierto U C C™ es una foliacion no singular de U \ ¥ donde ¥ es un
subconjunto analitico® de U con codimension mayor que 1.

El siguiente resultado afirma que toda foliacién con singularidades puede
verse localmente como el retrato de las fases de un campo vectorial holomorfo
que no se anula fuera del conjunto singular.

3Un subconjunto X de U C C™ se llama analitico si todo punto de X tiene una vecindad
V y un conjunto de funciones holomorfas {f1, ... fx} tales que el conjunto donde todas las
fis se anulan es precisamente X N V. Si U \ ¥ es conexo decimos que ¥ tiene dimensién
k y codimensién n — k.
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Lema 1.1.2. Sean U C C™ un abierto, ¥ C U un conjunto analitico de
codimension mayor que 1 y F una foliacion no singular por curvas de U\ 2.
Entonces para todo p € U existe un campo vectorial holomorfo X definido
en una vecindad U, de p tal que X no se anula en U, \ ¥ y es tangente a
las hojas de F. Ademds X es unico modulo multiplicacion por una funcion
holomorfa que no se anula en una vecindad de p.

Demostracién. Dada p € U \ ¥ tomamos (Up, ¢) una carta distinguida de
F. Como ¢ es un biholomorfismo, el campo (1,0,...,0) definido en C" =
C x C"! se transforma mediante ¢!, en un campo X definido en U, por
X(q) = Dy (1,0,...,0) = (D), * (1,0,...,0).
Si p € 3, tomamos U, una vecindad conexa de p y para cada g € U, \ &
consideramos V = (Vi,...,V,) un campo que determina a la foliacién en
una vecindad Uy de ¢. Como V' nunca es nulo, podemos suponer que V7 no
es idénticamente cero. En U, definimos n — 1 funciones meromorfas dadas
por

obteniendo en cada punto z € U, \X un vector W = (1, W, ..., W,,) tangente
a la hoja de F que pasa por z.

Repitiendo el argumento para cada q € U, \ £ y por la unicidad del campo
tangente (vimos que es unico médulo multiplicar por una funcién holomorfa
nunca nula, pero notemos que la primera coordenada esta fija) obtenemos
un campo vectorial meromorfo (1, Wy, ..., W,) en U, \ X. Como U, \ ¥ tiene
codimensién mayor que 1, el Teorema de extension de Levi* nos asegura
que las funciones Wa, ..., W, se extienden a funciones meromorfas en U,.
Eligiendo U, suficientemente pequeno, podemos escribir cada una de estas
funciones como W; = f;/g; con f;, g; funciones holomorfas y primas relati-
vas.”

Sea g := m.c.m.{ga,...,gn} v definimos X := (g,gWa,...,gW,). Entonces
X es un campo vectorial holomorfo en U,, tangente a las hojas de F en

4 Teorema de extensién de Levi: Si M es una subvariedad de un abierto D C C" de
codimensién mayor que 1 y f es una funcién meromorfa en D \ M, entonces existe una
tinica funcién meromorfa f en D tal que f|D\M = f (ver [9], pag. 168).

5Es sencillo ver que el conjunto de gérmenes de funciones holomorfas en p es un dominio
de factorizacién dnica (ver [7], pag. 10).
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Up \ ¥ y que no se anula en U), \ 3.

La unicidad se obtiene como sigue: si V' es otro campo vectorial holomorfo
en U, tangente a las hojas de F y nunca nulo en U, \ X, por el Lema 1.1.1
existe una funcién holomorfa f que no se anula en U,\X y tal que V = f-X.
Como U, N ¥ tiene codimensién mayor que 1, el Teorema de extension de
Hartogs® nos permite extender f a una funcién holomorfa en U,. Ademas
dicha extensién nunca se anula, pues sélo podria anularse en U, N ¥ que
tiene codimensién mayor que 1 y por lo tanto no puede ser el conjunto de
ceros de una funcién holomorfa no nula. O

Es importante notar que los conceptos desarrollados hasta este momento
son de caracter local, pues estuvimos trabajando en abiertos de C™. Por for-
tuna, dichos conceptos se pueden extender ficilmente al caso de variedades
complejas’ ya que éstas se ven localmente como abiertos de C*. Sea M una
variedad holomorfa de dimensién n y T'M su haz tangente (con proyeccién
m: TM — M). Un campo vectorial holomorfo en M es una transforma-
ciéon holomorfa X : M — TM tal que el mapeo 1o X : M — M es la
identidad. En palabras, X le asigna a cada punto p € M un vector de su
espacio tangente T,/ de forma holomorfa. Si en vez de asignarle a cada
punto un elemento de su tangente le asignamos un elemento de su cotan-
gente T, M™ obtenemos objetos duales a los campos vectoriales, conocidos
comos 1—formas holomorfas

w:M—TM*, w,:T,M — C.

Los campos vectoriales y las 1—formas comparten algunas caracteristicas,
por lo que suelen usarse 1—formas para estudiar algunas propiedades rela-
tivas a los campos vectoriales.

Por ejemplo, si tomamos una 1—forma holomorfa w en un abierto U de
C? es facil ver que w puede expresarse como w = f(x,y)dx + g(x,y)dy.
Consideremos la ecuacién w = 0 y supongamos que el punto p = (z,y) no es

8 Teorema de extension de Hartogs: Si M es una subvariedad de un abierto D C C" de
codimensién mayor que 1y f es una funcién holomorfa en D \ M, entonces existe una
tinica funcién holomorfa f en D tal que f\D\M = f.(Ver [8], pag. 48)

"Al lector no familarizado con los conceptos de variedades y haces vectoriales se le
recomienda leer el apéndice A.
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un punto singular de w (w, # 0). Sea X = (X1, X>2) € T,U \ {0}, entonces

wp(X) = f(z,y)dx(X1, Xo) + g(z, y)dy(X1, X2)
= f(xay)Xl "‘g(l‘?y)X?

Entonces w,(X) = 0 si y sélo si X = (k(z,y)g(x,y), —k(z,y)f(z,y)) para
alguna funcién k : U — C que no se anula. Como k no se anula, X define
la misma foliacién de U (con singularidades en los puntos p € U tales que

wp = 0) que el campo V = (g(z,y), —f(z,)).

Por lo tanto si w = f(x,y)dx + g(x, y)dy, la ecuacién w = 0 define la misma
foliacién (con singularidades) que el campo (g(z,y), —f(z,y)).

Ademas del concepto de campos vectoriales, también podemos extender de
manera natural la nocion de foliacion a variedades holomorfas.

Definicion 1.1.3. Una foliacion holomorfa no singular por curvas F
de una varitedad compleja conexa M de dimension n es una descomposicion
de M en subconjuntos conerxos disjuntos { Ly }aen llamados hojas, donde A
un conjunto de indices, tal que todo punto p € M tiene una vecindad U, y
un biholomorfismo ¢ : U, — W, C C" que satisface que para toda hoja L,
las componentes conexas de U, N Lo quedan descritas en W)y, por la ecuacion

Wy = €2,...,Wp—-1 = Cpn—1-

Una foliacion por curvas con singularidades F de M es una foliacion
no singular de M \ N donde N es una subvariedad analitica de M de codi-
mension mayor que 1.

Nos interesa trabajar con foliaciones con singularidades y sobre todo con
ciertas hojas de ellas, las cuales puden extenderse analiticamente en los
puntos singulares.

Definicion 1.1.4. Sea F una foliacion con singularidades aisladas. Una
separatriz S de F es una hoja L cuya cerradura (£ U X) es una cur-
va analitica, i.e., S estd definida localmente por los ceros de una funcion
analitica.
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1.2. Holonomia

No es sencillo entender el comportamiento de las hojas de una foliacion
con singularidades, pero una herramienta ttil para hacerlo es el mapeo de
holonomia que construiremos a continuacién. Trabajaremos con la definicién
geométrica que dimos de las foliaciones por curvas; sin embargo, por los
resultados anteriores también es posible considerar foliaciones asociadas a
campos vectoriales holomorfos, tal como veremos en el Ejemplo 1.2.1.

Primero recordemos el concepto de gérmenes de funciones. Dados X y Y
espacios topoldgicos y x € X, en el conjunto de funciones de X a Y definidas
en una vecindad de x en X consideramos la siguiente relacion: f ~ g siy sélo
si existe una vecindad de z en X en la cual f y g coinciden. Esta resulta
ser una relaciéon de equivalencia y a la clase de equivalencia [f] de una
funcion f se les llama gérmen de f en x. Si X =Y el conjunto de gérmenes
de homeomorfismos locales que fijan a = es un grupo con la composiciéon
[f]olg] = [f og], donde el dominio de f o g es la interseccién de los dominios
de f y ¢g~'. Para aligerar la notacién denotaremos nuevamente con f al
gérmen de una funcién f.

Ahora consideremos F una foliacién (posiblemente singular) por curvas de
U C C"y L una hoja de F. Dados p,q € £ puntos no singulares de F
y un camino 7 : [0,1] — £ que los une y tal que v no contiene puntos
singulares de F, consideramos pequenas transversales I'), y I'; a £ en p
y g respectivamente. Vamos a definir un mapeo entre estas transversales.
Para ello, observemos que cada punto de £ tiene una vecindad en la cual la
foliacién es trivial, i.e., existe un biholomorfismo local que lleva hojas de la
foliacion en curvas constantes en las tultimas n — 1 coordenadas. Como +y es
compacto, existe un nimero finito de puntos p; € £ tales que los conjuntos
Vj = Up;NL lo cubren, donde cada Uy, es una vecindad de p; en U en la cual
la foliacién es trivial. Ordenamos estos conjuntos para que V; NVj41 # 3y
consideramos una transversal suficientemente pequena Iy, a £ por p;. Para
cualquier punto g; € V; y una transversal suficientemente I'y; a £, definimos
el mapeo A, ;. que a cada punto z € Iy, le asocia el punto A, ,.(2) € ['y;
de forma tal que las dltimas n — 1 coordenadas de ¢;(2) y ¢; (Apﬁqj(z))
coincidan, donde ¢; es un biholomorfismo que trivializa a la foliacién en Uy,
(ver Figura 1.2).
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N
=
_ X
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i (P PHUas)
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Figura 1.2: Mapeo de holonomia

Claramente si r; € V; es otro punto,

A = Ay q; © Bp,r;- (1.4)

Ahora definamos Ay = Ay, jo---0A, ,,0A,, . Por (1.4) A, no depende
de los puntos intermedios. De hecho mostraremos que sélo depende de la
clase de homotopia de ~.

Sean 79,71 : [0,1] — £ curvas homotdpicas que empiezan p y terminan en
q. Esto significa que existe 9 : [0,1] x [0,1] — £ continua tal que

Vse[0,1]  4(s,0) =70(s), ¥(s,1) =7(s)
Vi e [07 1] ¢<07t) =D, ¢(17t) =4q.

Para cada t € [0, 1] fija consideramos ¢(s) = (s, t), obteniendo una familia
de curvas uniparamétricas de p a q.

Proposiciéon 1.2.1. Sea v; una familia de curvas uniparamétricas que em-
piezan en x y terminan en y, i.e., v(0) = z y v(1) = y. Si definimos A,
para toda t € [0,1] como antes, entonces Ay = A, .

Demostracion. De hecho probaremos que A,, no depende de ¢t mostrando
que para cada t € [0, 1], existe una vecindad (t—¢,t+¢) enla cual A,, = A,
para toda u € (t —e,t + ¢€).
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Sea t € [0,1] fija, usando la construccién anterior sean pi,...,pr € N
los puntos con los que nos auxiliamos para definir A,,. Tomemos r; =
v {gh) € 0,1],70 = 7 H(2), 7801 = 75 ‘(y) y reordenamos si es nece-
sario para que 0 =ro <7y < -+ <71 < Thp1 = 1y v ([rj,7j41]) C V.

Como [rj, 7j+1] es compacto y Vi = L\ V; es cerrado,

dj = dist (yi[rj,rj1], Vi) > 0.
Sea ¢ = min{dy,...,dr}. Como ¢ es continua y [0,1] es compacto, ¢ es
uniformemente continua, por lo tanto existe > 0 tal que si |u —t| < ¢
entonces |¢(s) — yu(s)| < € para toda s € [0,1], i.e., [JV; cubre a 7,.

Sean qi,...,qr € 7Y, tales que ¢; € V}, entonces por (1.4)

Ay, =Ag g0 0A0g 4004
=A oA ..o A
=A

oA oA

Dk Qk,pr © P1,q2 q1,p1 D,q1

Tt

O]

Definiciéon 1.2.1. Dada una foliacion F,L una hoja de ella, v C L un
camino de p a q y I'y, T’y transversales a L en p y en q respectivamente, al
mapeo A definido arriba lo llamaremos el mapeo de holonomia asociado
a -y con respecto a F.

Noétese que no excluimos el caso donde p = ¢. Dado un punto p € Ly
~ C L un camino que empiece y termine en p, nos fijamos en todos los lazos
homotépicos a él, i.e., en [y] € m(L,p). Entonces la holonomia de v con
respecto a la foliacién F sélo depende de [v].

Observemos que en la construccién del mapeo A, tuvimos que ser cuida-
dosos con el “tamano” de las transversales, pues el mapeo A, , estd bien
definido sélo para puntos suficientemente cercanos a p en I',,, por esta razén
trabajaremos con gérmenes de funciones. Asi, el grupo de holonomia de la
foliacién F sobre la hoja £ es la imagen del grupo fundamental 71 (L, p)
en el grupo de gérmenes de transformaciones holomorfas de una transver-

sal a £ en si misma que fijan a p, donde la composicién esta definida por
Ay = As 0 A,
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Si el grupo fundamental de £ es trivial, su grupo de holonomia también lo
serd. Lo interesante viene cuando tenemos foliaciones singulares y tomamos
L tal que £\ X sea una hoja de F, donde X es el conjunto singular de F.
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.2.1. En C? consideremos la ecuacién diferencial dada por

(=[5 AL 9

Veamos cémo se comporta la holonomia de la foliacién F inducida en C?
por la ecuacién (1.5).

Primero notemos que el inico punto singular es (0,0) y que los ejes coorde-
nados son separatrices de la foliacién F. En efecto, las curvas

(Cx {01\ {(0,0)} y ({0} x C)\ {(0,0)}

parametrizadas respectivamente como ¢ (t) = (eMter,0) y pa(t) = (0, e*?tey)
son solucién de (1.5), por lo que son hojas de la foliacién F.

Como el origen es el tnico punto singular, cualquier lazo contenido en el eje
X sin el origen (p C (C x {0}) \ {(0,0)}) es homotédpico a

o [0,27] = Cx {0},  ~4.(0) =€, nel

Observemos que para toda n € Z, el lazo -, pasa por el punto (1,0), por lo
que calcularemos el mapeo de holonomia de F asociado a ,, en la transversal
I':={1} xC.

Es fécil ver que las soluciones de (1.5) son de la forma

@ (t,(p1,p2)) = (6)‘1tP1,€’\2tp2) .

Dado un punto (1,y) € T', recorremos la solucién que pasa por él hasta
volver a la transversal I', lo cual sucede tras un tiempo t = 2mwin/Aq,

; DY
o <27)\TZ717 (1,y)> _ <1762mn}ﬁy> .
1

Por lo tanto, la holonomia de 7, en I' con respecto a la foliacién F es de la
forma

2min 2
e

Y — ALy,
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Noétese que la transformaciéon de holonomia estd definida con respecto a un
punto base p € £ y una transversal I';, que pasa por él. Si [ es una transversal
a L en otro punto p € F entonces sus transformaciones de holonomia son
conjugadas, i.e., si @ C L es un camino simple de p a py v € m (L, p),
entonces la holonomia de cualquier lazo ¥ C £ homotdpico a v estd dada
por

Ay =A =Aq0A 0A, 1,

a Lxyxa

El grupo de holonomia nos proporciona mucha informacién sobre el com-
portamiento de las hojas de la foliacién, de hecho es un invariante en el
siguiente sentido.

Definicion 1.2.2. Decimos que dos foliaciones holomorfas por curvas F y
F definidas en abiertos U, U C C" respectivamente, son analiticamente
equivalentes si existe un biholomorfismo ¢ : U — U que mande hojas de

F en hojas de F.

Proposiciéon 1.2.2. Si F y F son dos foliaciones analiticamente equiva-
lentes y L es una hoja de F que se transforma en una hoja L de F, entonces
sus grupos de holonomia G y G son analiticamente conjugados. i.e., para
cualesquiera p € L y p € L, existe un biholomorfismo © que conjuga o cada
heG con algin h € G.

Demostracion. Sea ¢ el biholomorfismo que manda hojas de F en hojas de
F.Sipe Lyl es una transversal a £ en el punto p, entonces ¢ := @|r,, :
I') = ¢ (I'p) es el biholomorfismo que buscamos

Figura 1.3: Holonomia de foliaciones analiticamente equivalentes.



Capitulo 2

Explosiones e indice de
Camacho-Sad

Como dijimos antes, el comportamiento de los campos vectoriales suele com-
plicarse cerca de los puntos singulares. Una técnica muy usada para analizar-
lo es el proceso de explosion, que consiste en reemplazar un punto singular p
de una 2—variedad analitica (real o compleja) por una linea proyectiva R P!
o CP! considerada como el conjunto de todas las direcciones en p. En este
capitulo describiremos el proceso de explosién de puntos singulares de un
campo vectorial holomorfo. También introduciremos el indice de Camacho-
Sad, el cual es una forma de medir cémo esta encajada una curva compacta
suave S en una variedad compleja M de dimensién 2 cuando tenemos una
foliacion de M que tiene a S como curva invariante. Si bien ambos conceptos
(explosién de singularidades e indice de Camacho-Sad) son interesantes por
si mismos, los introducimos aqui porque seran una herramienta fundamental
para el capitulo 4.

23
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2.1. Explosion de singularidades

En esta seccién describiremos el proceso de explosién sélo para campos vecto-
riales holomorfos en (C?,0) (o campos vectoriales diferenciables en (R?,0)).
Lo haremos suponiendo que la singularidad es el origen, pues cuando el
punto singular sea otro bastara transladarlo.

Dada U una vecindad abierta de 0 en R? o C?, la idea es construir una
2—variedad U y una transformacion analitica 7w : i — U tal que la preimagen
del origen sea una curva D difeomorfa a la linea proyectiva y tal que 7|p :
U\D — U\ {0} sea una biyeccién.

Con el fin de visualizar a U haremos la explosién para el caso real y poste-
riormente analizaremos el caso complejo.

A cada punto (z,y) € R?\ {0} le asociamos la recta que lo une con el origen
{(tz,ty)|t € R}, obteniendo el mapeo

T:R*\ {0} = RP!
(z,y) = (z 1Y),

cuya grafica Gr(T) estd contenida en R? x RP!. Ademads, para cualquier
punto (z:y) € RPY, T 1((z:y)) es homeomorfa a R, de donde Gr(T) =
R x RP™.

Nétese que Gr(T) no es cerrada en R? x RP! pues le falta el 0 € R? en
la primera coordenada y su imagen bajo 71" en la segunda, asi que para
construir su cerradura debemos afadir la curva D := {0} x RP!, a la cual
llamaremos el divisor excepcional y a la cerradura Gr(T') = (R X RPl) ub
la denotaremos por U.

Sea 7 : U — R? definida como 7 ((x, %), (x : y)) := (z,y). Entonces 7~1(0) =
D y 7|p es un difeomorfismo. Para ver que efectivamente U es una variedad
de dimensién 2 daremos un atlas. A cada recta que pasa por el origen (z : y)
le asociamos su pendiente u = y/x si x # 0 o su inversa v = x/y si y # 0.
Consideramos las siguientes cartas para U

{((@y), (@ y) [z #0},  ((z,y),(z:y) — (z,u)
{((z,y), (z ) |y # 0}, ((z,9), (x 1 y) = (y,v),
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donde los cambios de coordenadas estan dados por y = zu, v = u~"' o bien
r=1yv, u=v"' Como todas las rectas (z : y) pasan por el origen, a I) se
le asocian todas las pendientes bajo estas cartas, por ello D se corresponde
con la unioén de los ejes v y v. Por lo tanto U es variedad diferenciable.

Para entender como es U concentrémonos en una vecindad del origen.

Si z # 0 tomamos ((z,y),(x :y)) — (x,u) con u=y/z.

a=((z,x),(x:2))— (x,1)
b= ((z,—x),(z: —x)) — (x,—-1)
c=((-Ly)(-1:9))— (-1,-y)

d=((Ly),(1:y)— (Ly).

Si y # 0 tomamos ((z,y), (z :y)) — (y,v) con v = z/y.

a=((y,9),(y:9)~ (y, 1)
b= ((y, ), (y:—y)) — (—y,—1)
e=((z,1),(z:1)) — (1,x)
f=z,-1),(z:-1)) — (=1, —x).
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Identificamos los puntos de a en (z,u) con los correspondientes en (y,v).

Para identificar los puntos de a debemos torcer una vez este rectangulo,
obteniendo una banda de Mobius, cuya alma corresponde con el divisor
excepcional D.

La explosién compleja se realiza de la misma manera y obtenemos una va-
riedad ¢ = (C?*x CP') UD donde D = {0} x CP! ~ S? es el divisor
excepcional. Por analogia con el caso real a U la llamaremos la banda de
Mobius compleja.

A continuacién presentaremos un par de ejemplos que funcionan tanto en el
caso real como el complejo, pero por razones de dimensién sélo podremos
graficarlos en el primero.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos un campo con una singularidad del tipo silla
T =2x

y=-y
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Explotando en coordenadas (x,u) con u = y/x si x # 0 tenemos

T =2x
. xy—yr —xQu—2x2u_
u = D) = 3 = —3u.

xT T

Mientras que en coordenadas (y,v) con v = x/y para y # 0 tenemos

y=-y
ooy —zy 20?0+ vy
v = =

= 3.
y? y?

Observemos que en ambos casos los campos obtenidos tienen nuevamente
punto singular de tipo silla.

N
~

Ejemplo 2.1.2. Ahora explotemos un campo cuyo punto sigular es de tipo
nodo

En coordenadas (x,u) se tiene

T =2z
Ty —yx z?u — 22%u _
o2 2 -
Y en coordenadas (y,v)
y=y
o oy —axy 2y%v — vy
U= = = .

2 2

Y Y
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Ambos campos tienen al origen como punto singular. Por el ejemplo ante-
rior al explotar el primer campo obtenemos de nuevo puntos silla. Veamos
qué sucede con el segundo. Usando coordenadas (y,r) con r = % siy #0
obtenemos

=2y
. Yu — VY 2y2r — 2y2r
rT = =

=0.
y? y?

Fuera del origen y del divisor excepcional este campo constituye una foliacion
no singular por curvas, y por el Lema 1.1.1 determina la misma foliacién que
el campo sin puntos singulares dado por

y=2

En coordenadas (s,v) con s = ¥ si v # 0 tenemos

V=20
vy —yb 20%s — 20%s
v v
El cual determina la misma foliacién que
v=2
§ =
y

Los ejemplos anteriores nos ilustran los casos en que el proceso de explosion
se estabiliza (sillas) o se detiene (nodos degenerados)®.

"Hay un tnico valor propio real de multiplicidad 2.
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Ejemplo 2.1.3. Explotemos el siguiente campo hasta lograr que todas las
singularidades resultantes tengan parte lineal de alguno de estos tipos. Las
explociones funcionan tanto en el caso real como en el complejo pero sélo
haremos el retrato de las fases para el caso real.

T =2y

e (2.1)

El tnico punto singular es el origen. Para  # 0 usamos cartas (z,u) con
u=y/x y para y # 0 tomamos (y,v) con v = x/y, obteniendo:

. :2 . :322
Vi x uzx ) v y vy
U =3z —2u v =2—3vy

El campo V5 no tiene singularidades, mientras que V; tiene al (0,0) como
tnico punto singular. Nétese que S; := {x = 0} es una curva invariante
para V; que pasa por el punto singular, i.e., es una separatriz. Explotamos
el campo Vj en una vecindad del origen tomando coordenadas (x,r) con
r=u/rsiz#0y (u,w) conw=z/usiu#0.

Vi :U = 222y ) Vi u :3uw—2u22
r =3 —4xr w = 4duw — 3w

Obsérvese V3 es un campo no singular y V4 sélo es singular en el origen.
Ademés Vj tiene como curvas invariantes a S; = {w = 0} y So = {u = 0}.
La primera se corresponde con S; pues w = x/u. Explotamos el punto
singular de Vj considerando (u,s) con s = w/u para u # 0y (w,t) con
t = u/w para w # 0.

Ve {u — —2u2 + 3us Ve {w = —3w? + 4tw?

= 6us — 6us? t = 6tw— 6t2w

Como sélo nos interesa la foliacién que inducen estos campos, por el Lema
1.1.1 podemos multiplicar por funciones que no se anulan fuera del origen.
Multiplicando V5 por v~ y Vg por w™! obtenemos los siguientes campos
que definen la misma foliacién.

uw = —2u+ 3us W = —=3w + 4tw
Vig. 5 89 5
s =6s—06s t =06t—-06t
Ambos campos tienen a (0,0) y (0,1) como tnicas singularidades, de hecho

el punto (0, 1) en las coordenadas (u, s) corresponde con (0,1) de (w, ) pues
t=s"1
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Por otro lado la parte lineal de V7 y Vg en los puntos singulares estd dada
por

DV4(0,0) = (‘02 g) DV7(0,1) = (é _06>

DV3(0,0) = (‘03 g) DVz(0,1) = <(1) _06>

Notese que todos los valores propios de estas matrices tienen parte real
distinta de cero, luego por el Teorema de Grobman-Hartman? los campos
V7 v Vg son topolégicamente equivalentes a su parte lineal en los puntos
singulares. Asi, podemos concluir que las singularidades de los campos V7 y
Vs son de tipo silla y por lo tanto son irreducibles.

Cabe mencionar que las foliaciones definidas por estos campos tienen como
separatrices a Dy := {s = 0},Dy := {t = 0} y a la curva D3 definida por
{u = 0} en coordenadas (u,s) y por {w = 0} vista en coordenadas (w,?).
Ademés D; y D se corresponden con S; y Sy respectivamente.

Para hacer el retrato de las fases de la ecuacién (2.1) empezamos graficando
las soluciones de los campos definidos sobre la dltima banda obtenida. Como
vimos, hay tres puntos singulares y todos son de tipo silla, por lo que las
soluciones tienen un comportamiento asintético con respecto a D1, Dy, D3 v
ala recta s =1 =t (ver Figura 2.1.A).

Nétese que esta recta se proyecta en la identidad de las cartas (u,w). En
efecto, recordemos que s = w/u para u # 0, por lo que u = w si s = 1.
Asi, las soluciones de Vj son asintéticas a las curvas Sp, Ss y {u = w}, las
primeras corresponden con D; y D9 respectivamente (ver Figura 2.1.B).

Proyectamos nuevamente observando que la curva {u = w} se transforma
en x = u?, pues w = x/u (ver Figura 2.1.C).

Por 1ltimo notamos que x = u? se proyecta en y? = 2. Asi, la Figura 2.1.D
representa a la foliacién definida por la ecuacién (2.1).

*Teorema de Grobman-Hartman: Sea p es un punto critico de la ecuacién z = V(z).
Si los valores propios de DV (p) tienen parte real distinta de cero, entonces la ecuacién
%2 = V(2) es localmente topolégicamente equivalente a su parte lineal 2 = DV (p)z (ver [1]
Capitulo 3, Seccién 13, [13] pdg. 60).
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En el ejemplo anterior tuvimos que repetir varias veces el proceso de ex-
plosién, reemplazando en cada paso el punto singular por una linea proyec-
tiva. Empezamos explotando una vecindad del 0 € C? obteniendo una fo-
liacion F) definida en una variedad UM que localmente se ve como C2
y que posee como curva invariante a ;. Como los campos a los que lle-
gamos tenfan singularidades explotamos nuevamente consiguiendo una fo-
liacién F@) de una variedad U? que deja invariante a D; UDs y repetimos
el proceso hasta lograr que todas las singularidades fueran irreducibles. A
la k—ésima explosién la denotaremos por 7% : ¢/*) — 1f:=1) donde ©(©)
es una vecindad U de 0 € C2, a las 7(®)’s las llamaremos explosiones inter-
medias. Denotaremos simplemente por m : U™ — U a la proyeccién propia
que resulta al componer todas estas proyecciones, donde U™ es la dltima
variedad que se obtuvo de las explosiones intermedias. Cada explosién inter-
media 7*) tiene asociada un divisor excepcional Dy, asf 771(0) = U, Dk
serd el divisor excepcional de la explosién w. A las foliaciones inducidas en
U®) por los campos obtenidos por la k—ésima explosién las denotaremos
por F#).,
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Figura 2.1: Casos no dicritico y dicritico.
2.1.1. Casos dicritico y no dicritico

Consideremos X un campo vectorial holomorfo en (C2,0) con singularidad
en 0 y sea F la foliacion de la variedad U obtenida por una explosién. En
el Ejemplo 2.1.1 el divisor excepcional resulté ser una curva invariante de la
foliacion, sin embargo en el Ejemplo 2.1.2 al explotar un nodo degenerado,
el divisor excepcional no es una hoja de la foliacién. En general, tenemos
dos posibilidades:

1. Caso no dicritico: D es invariante para F. En este caso si denotamos
por ¥ al conjunto de singularidades de la foliacién, entonces D \ ¥ es
una hoja de F.

2. Caso dicritico: D no es invariante para F. Aqui F es transversal a
D excepto en un numero finito de puntos, algunos de los cuales son
singularidades de F.

Para analizar a detalle ambos casos tomemos un campo vectorial holomorfo
X(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) singular en (0,0) y escribAmoslo como suma de
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polinomios homogéneos de grado k > 1, i.e.,

X(m,y) = (Pn(xvy) +Pn+1(a:,y) + e 7Qn(x7y) +Qn+1(a:,y) =+ )

donde (P, @) no es idénticamente cero. Consideremos la ecuacién diferen-
cial asociada a X,

x:Pn(ﬂs,y)+Pn+1(x,y)+

§= Qule.) + Quir(,y) + -

y explotemos en una vecindad del origen. En las coordenadas (z,u = %)
para z # 0 tenemos

T = Pn(l’,um) + Pn+1(x,ux) 4+ ..
=" [Pn(l,U) +$Pn+1(17u) + .- ]

P [Qn(z,ur) + Qni1(z,ux) + -] — 2u [Py(x, uz) + Ppyq(z,ux) + - - -]
= 2

= xn—l [(Qn - uPn)(l,u) + x(Qn—i—l - UPn—i—l)(L“) + - ] .

Caso no dicritico. Si (Qn — uPy)(1,u) no es idénticamente cero, multipli-

camos por z~ "' obteniendo

&=z [Py(l,u) + xPy1(l,u) + -]
U= (Qn - UPn)(laU) + l‘(QnJrl - UPn+1)(1aU) + -

Observemos que x = 0 es solucién y que las raices de (Q, — uP,)(1,u)
determinan los puntos singulares sobre el divisor.

Cuando el campo vectorial original cumple ciertas condiciones de generici-
dad, es facil ver que por cada punto singular pasan exactamente dos sepa-
ratrices (una de las cuales corresponde al divisor (ver Figura 2.1)).

Caso dicritico. Si (Qn — uPy)(1,u) = 0 multiplicamos por ",

&= Pp(l,u) +xPpi1(1l,u) +---
U= (Qni1 — uPpi1)(Lu) +---

El divisor no es solucién, pues en x = 0 tenemos

i':Pn(l,u), U= (Qn+1 —uPn+1)(1,u).
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Observemos que si P, (1,u) y (Qn+1 —uPry1)(1, u) no se anulan simultdnea-
mente, entonces las soluciones de este campo son transversales al divisor
cuando P,(1,u) # 0 y son tangentes a él si P,(1,u) = 0. Notemos también
que las soluciones que son transversales al divisor se proyectan en curvas
que se extienden analiticamente al origen, i.e., en separatrices de la foliacion
original (ver Figura 2.1).

A continuacién veremos cémo debe ser un campo en (C?,0) cuya explosién
define una foliacién transversal al divisor excepcional D.

Lema 2.1.1. Sea G la foliacion de la variedad U obtenida por una explosion
de (C2,0). Si todas las hojas de G son transversales al divisor excepcional D,
entonces hay un campo vectorial X en (C,0) singular en 0 con parte lineal
la identidad cuya explosion es tangente a G.

Demostracion. Sea X un campo vectorial en (C2,0) tangente a las hojas de
la foliacién definida en (C2,0) por el biholomorfismo 7 : U\D — (C2,0)\{0}.
Escribamos a X como suma de polinomios homogéneos

X(xay) = (Pn(x7y) + Pn-i‘l(l"y) +- ,Qn(x,y) + Qn+1(x7y) + - )

donde (P, @y) no es idénticamente cero. Usaremos las cuentas anteriores
para mostrar que n = 1. Como G es dicritica, (Q, — uP,)(1,u) =0.

En las cartas (z,u) el divisor D esta dado por {z = 0}. Haciendo z = 0 en
(2.2) tenemos

T = P,(1,u)

U= (Qnt1 — uPny1)(1,u).
Observemos que en las raices de P,(1,u), G es tangente a D, pero por
hipétesis G es transversal a D, de donde P,(1,u) = ¢ para alguna ¢ # 0.
Por otro lado P,(z,y) = P,(z,zu) = 2" P,(1,u), entonces P(z,y) = cx™.

Ademds como @, (1,u) = uP,(1,u), entonces Qn(z,y) = 2"Qn(l,u) =
cx™u = cx™ (zu) = ca"ly. Asf,

Py(z,y) = ca"

Qnlz,y) = ca" .
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Si ahora explotamos en las cartas (y,v) con v = x/y para y # 0 tenemos

y = yn [Qn(’U, 1) + an-ﬁ-l(Ua 1) + - ]
b=y"! [(Pn —vQn)(v, 1) + y(Pry1 — vQny1)(v, 1) +---].

Como P,(v,1) = e y Qn(v,1) = cv™ 1, (P, — vQ,)(v,1) = 0. Entonces
podemos multiplicar por ¥~ obteniendo

¥ =Qn(v,1) +yQny1(v,1) +---
U= (Poy1 — vQn+1)(v,1) + -+

En estas cartas D estd dado por {y = 0}, haciendo y = 0 en la ecuacién
anterior resulta

Y= Qn (Ua 1)

¥ = (Pot1 — vQnt1) (v, 1).
Como @, (v,1) no puede tener raices (pues serfan puntos de tangencia de G
en D), Q,(v,1) es constante. Pero tenfamos Q,(z,y) = cx™ 'y por lo que

Qn(v,1) = cv™ L. Por lo tanto n — 1 = 0, i.e., X tiene parte lineal, para
calcularla supongamos P (z,y) = a1x + a2y y Q1(z,y) = bix + bay. Como

0=Qn(1l,u) —uP,(1,u)
= (b + bou) + u(ay + agu)
=by + (bg — al)u + a2u2,

entonces by = 0,a1 = by y ag = 0.

Por lo tanto la parte lineal de X en 0 es de la forma (az,ay) y si multipli-
camos por a~! obtenemos un campo V que define la misma foliacién que X
con parte lineal DV (0)(z,y) = (z,y).
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2.2. Indice de Camacho-Sad

En 1982 César Camacho y Paulo Sad definieron el indice de una separa-
triz compacta de una foliacién holomorfa, el cual resulté ser un invariante
topoldgico del encaje de una curva holomorfa suave y compacta en una
varidedad compleja de dimension 2, se puede probar que coincide con el
indice de autointerseccién, el cual es un invariante topolégico®. De hecho
probaron que su indice coincide con la clase de Chern del haz normal de
la curva en la varidedad®. En esta seccién daremos la definicién de dicho
indice y veremos algunas propiedades que nos seran de gran utilidad para
desarrollar el capitulo 4.

Sea X = (P(z,y), —Q(z,y)) un campo vectorial en (C2,0) con singularidad
aislada en el origen y sea F la foliacién con singularidades inducida por
X. Consideremos la 1—forma w = Q(x,y)dx + P(z,y)dy; en el Capitulo 1
vimos que w = 0 también define a F. Sea S = {f = 0} una separatriz suave
de F; para simplificar los cdlculos mostraremos primero que S puede verse
localmente como uno de los ejes coordenados. En efecto, como S es una
curva analitica Df(0,0) # 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que
0f/0y(0,0) # 0, por el Teorema de la Funcién Implicita existe una vecindad
de 0 en la cual podemos ver a y como funcién holomorfa de x digamos y =
g(x). Entonces S localmente se escribe como { f(z, g(x)) = 0}. Consideremos
la tranformacién H : (C?,0) — (C2,0) dado por H(z,y) = (z,y — g(x)), H
transforma la curva SN (C2,0) en el eje X ({y = 0}). Ademsis

DH(z,y) = <_ gll(x) (1)>

por lo que H es un biholomorfismo.

Ahora consideremos la ecuacion

dr  P(z,y)

cuyas soluciones definen la misma foliaciéon que X.

3[11] 8F-8H.
[3] Apéndice: Foliaciones singulaeres y clases de Chern, pag. 592.
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En general si tenemos una ecuacién diferencial

% = F(z,y) (2.4)

y conocemos una solucién ¢(z), con condicién inicial ¢(xg) = yo, podemos
considerar una familia de soluciones ¢(x,y) de (2.4) que satisfacen

) = 5 (Fla.6(w0). oa0s) =
Expandiendo ¢(x,y) en su serie de potencias en una vecindad de (zg,yo) se
tiene

0 102
Ole,) = L) + G )y = 30) + 5 )y = wo)? + -
A la funcién ¢1(z) = d¢/dy(z,yo) se le llama primera variacion® de la

solucién () y tiene una relacién muy interesante con los puntos singulares
de (2.4) en la cerradura de ¢(x). Calculemos la derivada de ¢; con respecto
ax,

Oy ¢

8—;(96) = axay(%yo)
- Efy (F (2, 6(x,))] (2, 90)
— Fy(x,w(w))gi(%yo)
= Fy(z, ¢(x))p1(x)

Asi, la primera variacion es solucion de la ecuacion

5[5] pag. 109.
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Calculemos la ecuacién de primera variacién de (2.3) en {y = 0}

(e

— (_P(‘r?y)Qy(xa y) + Q(CE, y)Py(m»y)>

2
(©0) (P(z,y)) (50)
_ —P(2,0)Qy(z,0) + Q(z,0)Py(x,0)
(P(x,0))
— —Qy(l‘, O)
P(z,0)

Entonces la ecuacién de primera variacién de (2.3) con respecto a S es

Las soluciones de esta ecuacién definen la misma foliacién que el campo
(P(x,0),—Qy(z,0)y) o que la ecuaciéon w = 0 dada por la 1—forma

w = yQy(x,0)dx + P(x,0)dy.

Definicion 2.2.1. Sea F una foliacion singular y S una separatriz suave
de F. Si X = (P,Q) es un campo vectorial holomorfo que define a F y
S se ve localmente como {y = 0} se define el indice de S en un punto
p = (20,0) € S con respecto a F como

. Qy(,0)
Zp(]:, S) = RESIO — %dl‘
Nétese que 6 := —Qy(x,0)/P(x,0)dz es una 1 — forma meromorfa cuyos

polos son los puntos singulares de la foliacién en .S. Entonces si p no es punto
singular de X, i,(F,S) = 0. Por razones que explicaremos en el capitulo 3,
llamaremos a 6 la forma de conexion. A continuacién veremos cémo luce el
indice de una foliacién con parte lineal en el punto p.

Proposicién 2.2.1. Sea X un campo vectorial holomorfo en (C2,p) con
singularidad aislada en p y sean A1, A2 los valores propios de su parte lineal
en p. Si S es una separatriz suave por p y A1 (el valor propio asociado al
vector propio tangente a S) es distinto de cero entonces i,(F,S) = Aa/A1.
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Demostracion. Como S localmente estd definida por {y = 0}, Q(x,0) = 0.
Entonces podemos escribir a @ como Q(z,y) = a(z)y + O(y?). Si ademés
escribimos a P como P(z,y) = b(z) + O(y) obtenemos

X(z,y) = (b(z) + O(y), —a(z)y + O(y*)).

Asi la parte lineal de X en p estda dada por

DX (z0,0) = [bw(()m) a(écvo)]

y tiene valores propios A1 = by (xg) y A2 = a(xp). De donde

e (1) o 52

(3:‘ ac—m()

_ Hm( a(x) )_ a(ee) _ X
5z \ bE)=b(zo) (5’3 b, (xo) )\1'

r—

O]

Observacién 2.2.1. Si un punto singular p de F tiene dos separatrices
transversales S y S que se ven localmente como los ejes coordenados S =
{y =0} y S = {z = 0} entonces por la proposicién anterior

Si S es una separatriz suave de una foliacién holomorfa F definida en una
variedad holomorfa dos dimensional, y S contiene varias singularidades de
F, definimos el indice total o indice de Camacho-Sad® de S como la suma
de los indices en cada singularidad de F en S, esto es,

i(F,8) =Y _ip(F,S9).

peS

Ejemplo 2.2.1. Sea U/ la variedad obtenida al final del proceso de explosion
que hicimos en el Ejemplo 2.1.3. Calculemos el indice de Camacho-Sad del
divisor D3 obtenido en la ltima explosién, el cual estda dado por las curvas

°[11
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S1 = {u =0}y S = {w = 0}. Recordemos que los campos que definian
localmente la foliacién eran

v u :—2u+§;us Ve w :—3w+24tw
s =06s—06s t =6t—06t

y ambos tienen singularidades en (0,0) y (0, 1). Pero el punto (0,1) en las
coordenadas (u, s) corresponde con el punto (0, 1) en las coordenadas (w, t).
Asi, por la Proposicién 2.2.1, el indice de Camacho-Sad de D3 estd dado por

. . . 1
i(0,0)(F>51) +i(0,1)(F, 1) +i0,0)(F,82) = —5 — 6§ 3" -1

Ahora sean S; = {s = 0} y S = {t = 0}, como S; y S; son transver-
sales en (0,0), por la Observacién 2.2.1 se cumple que 1(0,0) (F, S‘l) = -3
Y i(0,0)(F Sy) = —2. Y como (0,0) en las coordenadas (u,s) es el dnico
punto singular de la foliacién en Dy, entonces i(F,D;) = —3. Analogamente
i(F,Dy) = —2.

No es coincidencia que el indice de Camacho-Sad a largo del divisor Dj
obtenido al explotar el (0,0) de las coordenadas (u,w) sea —1. De hecho
esto sucede al explotar cualquier punto singular de una foliacién.

Proposicion 2.2.2. FEl indice de Camacho-Sad del divisor excepcional obte-
nido al explotar un punto singular no dicritico es —1.
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Demostracion. Sea X = (P, Q) un campo vectorial holomorfo y singular, sin
pérdida de generalidad supongamos que es singular en (0,0). Escribamos a
X como suma de polinomios homogéneos

X(:L’,y) = (Pn(xvy) +Pn+1(a:,y) + e ,Qn(x,y) +Qn+1(x,y) =+ )

donde (P,,®@y) no es idénticamente cero y consideremos su ecuacién dife-
rencial asociada. Fn la seccion 2.1.1 vimos que al hacer la explosién en una
vecindad del origen obtenemos

=z [Py(1,u) + 2Py (1,u) + -]
= (Qn—uP,)(1,u) + 2(Qni1 — uPpi1)(1,u) + - -

En el caso no dicritico D = {z = 0} es una separatriz de la foliacién F
asociada a este campo y las raices de (Qn —ul,)(1,u) determinan los puntos
criticos sobre el divisor excepcional. Para 0 < j < n sean p; = (0,u;) los
puntos singulares de F, entonces

P,
ip; (F, D) = Resy=y, [

— ReSu:uj |:Qn(1’ U) — uPn(LU) .

Como

DL e x]RS ot xvwen) L

§=0
basta calcular el residuo en el infinito:

P (1, u) e L P.(1,1)
e {Qn(lﬂt) —uPn(Lu)} e (Qn(lvi) - iPn(l,i)>]

= —Resy—o

= —Resy—o

)
i n(u;1) ]

, uPp(u, 1)
= — lim
u—=0 | u?Qn(u, 1
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Por lo tanto
Pn(la u)

i(]:; ]D)) — ZReSu:uj [Qn(lau) — uPn(l,u)

J=0

O]

La pregunta inmediata es ;Por qué en el Ejemplo 2.2.1 i(F,Dq) y i(F,D9)
no son —1, si Dy y Dy también fueron el resultado de la explosion de un
punto singular? Es importante notar que al explotar una singularidad sobre
un divisor se remplaza dicho punto por otro divisor, modificAndose asi la
variedad en donde estaba encajado el primer divisor. Observemos que Dy
surgié tras dos explosiones y si lo vemos encajado en la variedad obtenida en
la segunda explosidn, su indice de Camacho-Sad serd —1 (pues es el divisor
excepcional obtenido al explotar el punto singular (0,0) de (z,u)). Como
Dy tenia al punto singular (0,0) del campo Vj lo explotamos nuevamente,
obteniendo una nueva variedad, en la cual se sustituyé la singularidad por
D3; aqui el indice de Camacho-Sad de Dy es —2, o sea, disminuy6 en 1. Lo
mismo sucedi6é para Dy quien aparecid en la primera explosién y sufrié dos
explosiones mas, por lo que su indice lleg6 a —3. Esto sugiere que cada vez
que explotamos un punto singular el indice de Camacho-Sad disminuye en
uno.

Proposicién 2.2.3. Si denotamos por F y S a la foliacion y a la curva
obtenidas tras la explosion de un punto p en una separatriz S de una foliacion
F entonces o

ip(F,S) =1ip(F,S)— 1.

Demostracion. Sea S una separatriz suave de un punto singular p de una
foliaciéon F y tomemos coordenadas (x,u) en las que p coincida con el origen
y S = {z = 0}. Supongamos que la foliacién estd dada por un campo X =
(P, Q) y consideramos la ecuacién diferencial asociada a X. Explotando en
las coordenadas (u, s) con s = x/u tenemos que S = {s = 0} se corresponde
con S, de hecho son la misma curva, sélo difieren por la variedad en que
estan encajadas.

uP(su,u) — usQ(su,u)

2

U= Q(su,u),  $= "

Multiplicando por wu,
= uQ(su,u), $ = P(su,u) — sQ(su,u).
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Asi, el indice de S en p en la nueva variedad con respecto a la foliacién F
ahi definida, esta dado por
50]

%(P(su,u) — sQ(su,u))
I uQ(s,u)

[uPs(su,u) — suQs(su,u) — Q(su, u)
I u@(s,u)

[uPs(0,u) — Q(O,u)}

L uQ(0,u)

[Ps(0,u) 1

[ QO0,u)

= ip(F,S) — 1.

ip(]:", S) = Resy,—o

]

= Res,—o

= Resy—o

= Resy—o

O

Se puede probar que el indice de Camacho-Sad de una separatriz suave y
compacta S en una variedad M de dimensiéon compleja 2 no depende de la
foliacion, i.e., para cualquier foliacién F de M tangente a S, la suma de los
indices de F en todos los puntos singulares de F en S es la misma y sélo
depende de la curva S y de la variedad M. Este resultado, conocido como
el Teorema del indice de Camacho-Sad”, es un caso particular del Teorema
3.2.1 y para verlo requerimos el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Sea M wuna variedad holomorfa de dimension compleja 2.
Asumamos que U =2 (C2%,0) es una vecindad coordenada en M que con-
tiene una curva suave S dada por la ecuacion {h =0}, donde h: M — C es
una funcion holomorfa. Entonces cualquier 1—forma holomorfa w tangente
a S (que se anula en la direccion tangente a S) puede expresarse como

w = g(dh — hé) (2.6)

para alguna funcion holomorfa g en U que se anula en los puntos singulares
de w en S y una 1—forma 6 meromorfa en U cuyos polos son los puntos
singulares de w. Ademds las restricciones de g en S y de 8 en TS estdn
univocamente definidas por w y h.

Demostracion. Como w y dh son 1—formas con el mismo espacio nulo (7°5)
entonces w = gdh para alguna funcién holomorfa g : (S,0) — C que se anula

"[11],[3]
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en los puntos singulares de w en S. Tomamos un sistema de coordenadas
locales (x,y) en las que S estd definida por la ecuacién {y = 0}. En dicho
sistema ¢ es una funcién de (C,0) en C que sélo depende de z. Por lo que
g puede extenderse a una funcién holomorfa en una vecindad (C,0) de S.
Consideremos una extension ¢ que solo se anule en puntos singulares de w
en S. Observemos que gdh —w =0 en S y por tanto es divisible por h, i.e.,

gdh —w = hn (2.7)

para alguna 1—forma holomorfa 1 en U. Sea 6 la 1—forma meromorfa n/g
cuyos polos son los ceros g que a su vez son los puntos singulares de w en
S. Despejando w en (2.7) se tiene

w = §(dh — ho)

Para ver que en S y T'S g y w estan univocamente determinadas tomemos
otra representacién de w,

w=g'(dh — ho),

gy ¢ coinciden en S por ser extensiones de la misma funcién. Asi §—¢' =
en S, por lo que g— ¢’ es divisible por h, i.e., §—¢' = hu para alguna funcién
holomorfa u que no se anula en S. Igualando las dos representaciones de w
tenemos

G(dh — 1) = g'(dh — h8') = (§ + uh)(dh — ho').

De donde (0" — 0) = u(dh — h#'). Y como dh se anula en los vectores
tangentes a S, i.e., en T'S y h se anula en S, se tiene que §(f' — ) = 0 en
TS. Por lo tanto # = 6’ en T'S. O

Observacion 2.2.2. Veamos que la forma de conexién con la que defini-
mos el indice de Camacho-Sad coincide con la 1—forma meromorfa 6 de la
expresion (2.6). Si S localmente estd definido por y = 0, podemos escribir a
S (localmente) como los ceros de h(z,y) = y. Consideremos una 1—forma

w = yQy(z,0)dx + P(x,0)dy

tangente a S. Por el lema anterior w = g(dh — hf) = g(dy — y6) en S.
Comparando ambas representaciones tenemos que g restringido a S debe
ser P(x,0) y 0 restringido a T'S es —Qy(x,0)/P(z,0)dz, coincidiendo con la
1—forma de conexién que habiamos definido.



Capitulo 3

Sistemas lineales y
conexiones

Hasta ahora hemos estudiado foliaciones holomorfas en variedades de di-
mension 2, analizar foliaciones en variedades de dimensiéon mayor es muy
dificil. El caso mas sencillo de examinar es el de los sistemas lineales, los
cuales estan definidos en un tipo especial de variedades, los haces vectoria-
les holomorfos'. Localmente, los haces vectoriales se ven como “cilindros”
definidos por un producto cartesiano de la forma U, x C", donde U, es un
abierto de C. Esto sugiere estudiar primero los sistemas lineales de manera
local y luego valerse de las “funciones de pegado” para pasar de lo local a lo
global. Empezaremos este capitulo estudiando puntos singulares que tienen
un “buen comportamiento” e introduciremos la nocién de conexiones sobre
haces lineales y haremos un paralelismo entre el lenguaje de sistemas linea-
les y el de conexiones. Por 1ltimo restringiremos nuestro estudio a haces
vectoriales de dimensién 1, donde definiremos el residuo de una conexion, el
cual, como veremos, se relaciona con el indice de Camacho-Sad.

Wer A.
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3.1. Sistemas lineales

Sea M una superficie de Riemann C o CP!. Si (¢,U) es una carta de M
(t:UC M — W CC). tomamos una coleccién de 1—formas holomorfas en
U acomodadas en una matriz de n x n

w11 ... Win
Q.=

Wpi --- Wnon
En U x C™ consideremos la ecuacién
dx = Quz, (3.1)
o visto mediante la carta ¢
z(t) = At)x(t), te W CC™ (3.2)

Ademis de los vectores solucién de (3.1) y (3.2), es 1til considerar tuplas de
soluciones de los sistemas de ellos y acomodarlas en una matriz de n xn. Para
diferenciarlas de los vectores solucién las denotaremos con letras mayusculas

dX =QX o X(t)=A@t)X(t).

Cuando dichas matrices sean no degeneradas (que su determinate no se anule
identicamente) las llamaremos matrices fundamentales de soluciones.

Lema 3.1.1. Cualesquiera dos matrices fundamentales de soluciones X(t)
y X(t) de un sistema lineal (3.1) se relacionan por una matriz constante de
la siguiente manera

X(t)=X({t)C, C € Mat(n,C).

Demostracion. Sea C(t) = X~ (t)X (t) veamos que C' es constante. En efec-
to,

dC=dX ' X +X71.dX
=(-X1dx - XH)X+X'dX
=-X'dx XHX+Xx'.dX
=-X"'oX+ X 'QX =0.
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No todas las soluciones de ecuaciones diferenciales pueden continuarse a los
largo de cualquier camino, sin embargo, es facil ver que siempre es posible
extender las soluciones de sistemas lineales. De hecho, el resultado de esa
continuacién (a lo largo de un camino v de p a ) resulta ser un mapeo
lineal A, entre las fibras I'), y I';. Se sigue de las propiedades del mapeo
de holonomia definido en el capitulo 1, que A, sélo depende de la clase de
homotopia de ~.

3.1.1. Holonomia y monodromia

Si ahora consideramos superficies de Riemann M no simplemente conexas
(trabajaremos sélo con C\ ¥ o CP!\ ¥ donde ¥ es un conjunto finito
de puntos), las hojas de foliacién F tangente a la distribucién dz — Qz =
0 no necesariamente se ven como la grifica de una funcién, pues pueden
intersectar a la fibra I'), = {t = p} x C" en més de un punto, en este caso
decimos que son funciones multivaluadas.

Consideremos el grupo de holonomia generado por los mapeos de holonomia
A, en alguna transversal I', a la hoja M x {0} introducidos en el capitulo
1 (ver Definicién 1.2.1). Fijando un sistema coordenado en I', obtenemos
una matriz cuadrada H, € GL(n,C). Asi, la continuacién a lo largo de 7 de
cualquier matriz fundamental de soluciones X (t) estda dada por

Ay X(p) = Hy X (p)-

Nétese que H, depende de la eleccién del punto p € M. A la matriz H, se
le conoce como matriz de holonomia. Por otra parte, si X (t) es una matriz
fundamental de soluciones, su continuacién a lo largo de v también lo es.
Aplicando el Lema 3.1.1, existe una matriz M, € GL(n,C), llamada la
matriz de monodromia, tal que

AL X(t) = X (t) M. (3.3)

Las matrices de monodromia no dependen del punto base p € M en el
siguiente sentido: la condicién (3.3) se satisface para todos los lazos 4 €
m1(M,q) con ¢ suficientemente cercano a p. Sin embargo, si dependen de
la eleccién de la matriz fundamental, pues si tomamos otra solucién funda-
mental X (t) = X (t)C se tiene que M, = C~'M,C.
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Observemos que la matriz de holonomia coincide numéricamente con la ma-
triz de monodromia si elegimos las coordenadas canénicas en C™ y condicién

inicial X (t) = id.

Ahora, si M y M’ son superficies de Riemann, tomemos £ = M x C",
E'=MxC", 7:E— Mynx:E — M las proyecciones sobre la base. Se
dice que una transformacién H : E — E’ es un mapeo de gauge si respeta la
proyeccién en cada fibra, i.e., si existe h : M — M’ tal que hom = 7’ o H.?

Como los sistemas lineales estdan definidos en productos cartesianos (M x C")
podemos considerar mapeos de gauge. Decimos que dos sistemas lineales del
mismo orden definidos sobre la misma superficie de Riemann M son gauge
equivalentes si existe una transformacion de gauge invertible que lleve uno
en otro. Sea G(t) dicho mapeo y tomemos una solucién fundamental de cada
sistema X (t) y X (t) = G(t) X (t).

Veamos que sus matrices de monodromia coinciden: A, X (t) = X (t)M, se
transforma bajo la accién de G' en G(t)X (t)M,. Por otro lado A, X (t) =
X(t)M,, = G(t)X (t)M,. Como G(t)X (t)M, = G(t)X (t)M, pues G(t) es un
mapeo de gauge, concluimos que M, = ]\;[,Y.

En cambio para las matrices de holonomia (basadas en el mismo punto)
sélo podemos afirmar que son conjugadas: A, X (t) = H,X(t) se transforma
bajo la accién de G en G(t)H,X(t) y la holonomia de X (t) es A, X (t) =
H,X(t) = H,G(t)X(t), por lo que G(t)H,G~(t) = H,.

Por esta razon suele ser més conveniente usar las matrices de monodromia
que las de holonomia.

El siguiente paso es considerar sistemas lineales con singularidades sobre
una superficie de Riemann, i.e., vamos a trabajar con sistemas lineales de la
forma dX = QX donde €2 es una matriz de n x n de 1—formas meromorfas
en M. Si denotamos por X a las polos de €2, dicha matriz define un sistema
lineal holomorfo en M \ ¥ y este espacio puede no ser simplemente conexo
si ¥ # &, por lo que su grupo de holonomia (monodromia) no es trivial.
Asi definimos el grupo de holonomia (monodromia) de un sistema lineal con
singularidades en una superficie de Riemann M como el grupo de holonomia
(monodromia) del sistema restringido a (M \ ¥) x C™.

ZVer A, pég. 76 para més detalles.
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Ejemplo 3.1.1 (Sistema de Euler). El ejemplo mas simple (con el menor
ntumero de polos simples) y no tivial de un sistema lineal sobre la esfera de
Riemann CP' estd dado por

dX =QX, Q= At"'at, (3.4)

donde A € Mat(n,C) y ¥ = {0,00}. Encontremos una solucién fundamen-
tal:
dX - Xt =At"tdt = X(t) = et

Como el grupo fundamental de CP' \ ¥ es generado por el lazo ¢*™ con

¢ € [0,1],
A»YX(t) _ X(t€27ri) _ 6A(lniﬁ—&-27ri) — €A lnt€27riA — X(t)ezm;A,

por lo que la matriz de monodromia es M, = e2miAd,

3.1.2. Singularidades regulares

Recordemos que una funcién meromorfa f(t) tiene un polo en un punto p
si su norma crece a lo més polinomialmente en [t — p|~!. Sin pérdida de
generalidad, pensaremos que p = 0. Consideremos un andlogo a este tipo
de singularidades ahora para sistemas lineales teniendo presente que las
soluciones pueden ser multivaluadas.

Definicién 3.1.1. Decimos que una matriz X (t), eventualmente multiva-
luada en 0, es de crecimiento moderado en el origen si en cualquier sector
a<arg(t) < f con f—a < 2w existen C,k > 0 tales que

Xl < cle=

cuando t — 0. Un punto singular de un sistema lineal es llamado regular si
alguna matriz fundamental de soluciones X (t) tiene crecimiento moderado
en dicho punto.

Noétese que si X (t) es de crecimiento moderado, entonces todas sus derivadas
de orden finito también lo son. Una observacion no tan inmediata es que su
inversa también lo es. En efecto, observemos que el determinante de X (t)
tiene crecimiento moderado por ser suma de productos finitos de las en-
tradas de X (t), por lo que (det X(t))~! tiene crecimiento moderado en 0.
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Ademds como la matriz adjunta estd formada por los cofactores de X (t),
AdjX (t) también es de crecimiento moderado en 0. Y como X (t)™! =
(det X (t))"*AdjX (¢), entonces X (t)~! es de crecimiento moderado.

Proposicién 3.1.1. Sea X(t) una funcion matricial con la propiedad de
monodromia, i.e., Ay X(t) = X(t)M, para alguna matriz no degenerada
M,. Si X(t) tiene crecimiento moderado entonces la derivada logaritmica
Q:=dX - X! es una matriz de 1—formas meromorfas.

Demostracion. Primero mostraremos que {2 es una funcién monovaluada en
una vecindad agujerada de un punto singular. En efecto, sea v un lazo simple
que rodea so6lo una singularidad y consideremos la continuacién analitica de
Q a lo largo de ~:

A=A (dX - XY = (dXM,) (M X7 = Q.

Ademas como 2 tiene crecimiento moderado por las observaciones anterio-
res, en el peor de los casos sus singularidades son polos y por lo tanto, es
una matriz de 1 — formas meromorfas. O

A continuacion emplearemos las matrices de monodromia para clasificar
de manera meromorfa a los sistemas lineales definidos con singularidades
regulares.

Teorema 3.1.1. Cualesquiera dos sistemas lineales definidos en una vecin-
dad de 0, con singularidad regular en un el origen y que tengan la misma
monodromia son meromorfamente gauge equivalentes. En particular, son
equivalentes a un sistema lineal de la forma (3.4).

Demostracién. Tomemos X (t) y X (t) soluciones fundamentales de cada sis-
tema con la misma matriz de monodromfa M., y sea H(t) := X (t)X'(t).
La matriz H(t) es monovaluada en una vecindad agujerada de un punto
singular, pues al continuarla analiticamente a lo largo de un lazo simple ~
que rodea a una singularidad volvemos al mismo punto:

ALH(t) = X ()M, M X1 (t) = H(2).

De hecho como X(t) y X(t) tienen crecimiento moderado, H(t) también
tiene crecimiento moderado. Asi H es una transformacién meromorfa que
conjuga a X con X.
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Construyamos el sistema de Euler al que son equivalentes: como M, es no
degenerada tiene matriz logaritmo, i.e., existe A tal que M, = e2™ 4 como el
sistema de Euler dX = At~ 1dtX tiene a e2™4 como matriz de monodromia,
dichos sistemas son equivalentes. O

3.1.3. Singularidades fuchsianas

A veces es dificil detectar singularidades regulares; por fortuna existe una
condicion sencilla y suficiente de regularidad.

Definicion 3.1.2. Un punto singular es llamado fuchsiano si la matriz
que define el sistema tiene un polo simple en el punto.

Q:(Ao-f-Alt-f--'-)t_ldt, Ag,Al,...EMat(n,(C).
A la matriz Ag se le conoce como matriz de residuo.

Teorema 3.1.2 (Sauvage). ([11]) Toda singularidad fuchsiana es regular.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad tomaremos al origen como el
punto singular, entonces el sistema estd definido por Q = A(t)t~'dt y
tiene un polo simple en 0. Consideremos la carta z = Int, la cual trans-
forma una vecindad (C,0) en un semiplano suficientemente a la izquierda
{Re(z) < —B} con B > 0. En esta carta el sistema estd dado por la matriz
Q = A(exp (2))dz que tiene periodo 27i. Por la desigualdad de Gronwall®,
para toda z tal que Re(z) < —B y a < Im(z) < /3 se satisface

IX(2)] < X (@)le==l,

donde a € {z € C: Re(z) = —B,a < Im(2) < f} y ¢ = sup [|A(2)|| < oc.
Como

Iz = all < [Re(z) — Re(a)| + [Im(z) —Im(a)| < (=B — Re(2)) + (8 — ),

IX () < 1X (@)|e==el < cte - emeRe).

Por lo tanto, en la carta original, || X (t)|| < ctelt| ¢ si o < Arg(t) < . O

3 Desigualdad de Gronwall([11]): Sea A(-) un funcién matricial continua en el intervalos
real [to,t1] y de norma acotada (]|A(t)|| < ¢) entonces cualquier solucién z(¢) del sistema
(3.2) satisface [|z(t)]| < ||z(to)]| exp (c|t — to])
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3.1.4. Monopolos

La imposibilidad de definir globalmente transformaciones holomorfas sobre
la esfera de Riemann, no nos permite hablar de equivalencia holomorfa entre
sistemas lineales ahi definidos. Sin embargo, podemos considerar transfor-
maciones meromorfas que son holomorfas excepto en un punto.

Definicion 3.1.3. Una transformacion matricial sobre la esfera de Rie-
mann es un monopolo si y sdlo si ella y su inversa son transformaciones
holomorfas excepto por un punto.

Como cualquier funcién meromorfa con polo en el infinito es un polinomio, si
7(t) es un monopolo con polo en el infinito, entonces debe ser una matriz con
entradas polinomiales y como es invertible fuera del infinito, el determinante
de 7(t) es un polinomio sin raices, y por lo tanto una una constante no nula.
Asf 771(¢) también es una matriz polinomial. Inversamente, si 7(¢) y 77 1(¢)
son matrices polinomiales, entonces son monopolos con polo en el infinito.

Ejemplo 3.1.2. Sea D = diag{d, ..., d,} una matriz diagonal con entradas
enteras di > ... > d, y 7(t) una matriz polinomial triangular superior.
Entonces conjugar 7(t) con t (la matriz diagonal con entradas t%) nos da
otra matriz triangular superior.

(P (@®)7), = D () (e ),
k
= > ()i (mist ™)
k

=t t =%

= tdifdjﬂ'ij.

Como 7(t) es diagonal superior, m;; = 0 si i > j. Asi, tP7(t)t™" es una
matriz con entradas polinomiales y por lo tanto tiene polo en ¢t = co. En
particular si 7(¢) es una matriz constante triangular superior, t?7 ()t~ es

un monopolo.

Observemos que al multiplicar un sistema lineal por un monopolo con polo
en el infinito, éste sera una singularidad regular pero si es fuchsiana o no,
depende del orden del polo.
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3.2. Conexiones

Dado un haz vectorial 7 : E — M, una seccion* de m es un mapeo s : M — E
tal que m o s = id. El conjunto de secciones meromorfas de 7 es un espacio
vectorial denotado por I'().

Dado un haz vectorial m : E — M y s € I'(n), no siempre es posible derivar
de manera canonica a s ya que la derivada exterior puede no estar definida
sobre todo el haz. El concepto de conexién busca una forma de extender la
nocion de derivada.

Definicion 3.2.1. Una conexion meromorfa sobre un haz vectorial holo-
morfo m: E — M es un operador C—lineal V : T'(w) — AL(M) @ T'(w) que
satisface

1. V(As + A\3) = A\Vs + \V3

2. V(ps) =¢Vs+dp®s
para cada s,5 € T(1),\,A € C y ¢ funcién meromorfa en M.

Por ejemplo, en el haz trivial 7 : M x C" — M la derivada exterior (coor-
denada a coordenada) es una conexién

Vz =dz, Vo : M — C".

Observemos que si V,V son dos conexiones en el haz trivial = : M x C™, su
diferencia es un operador lineal en cada fibra

(V = V)(px) = V(pz) — V(pz)
= (pVz +dp @ x) — (Vi + dp @ )
= SD(V - @)JZ‘,
i.e., la diferencia de cualesquiera dos conexiones en 7 es una matriz w de

1—formas meromorfas en M. Asi, podemos escribir cualquier conexién sobre
un haz trivial 7 : M x C™ como

Vz =dxr — Qux, Vo : M — C".

Ver A, pag. 79.
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La matriz de 1—formas €2 se llama la forma de conezxion de V.

Sim:E — My#:E — M son dos haces vectoriales del mismo rango
y existe un mapeo H entre ellos fibrado sobre la identidad, podemos llevar
conexiones en un haz en el otro. Diremos que dos conexiones V,V estan H—

relacionadas si H (Vs) = V(Hs) para toda s € I'(n).

Consideremos dos haces triviales del mismo rango sobre la misma base (7 :
MxC*— My7w:MxC"— M)y H un mapeo de gauge entre ellos. Si
V=d-Q,V =d—Q son conexiones en 7 y 7 que estan H relacionadas,
entonces

H(dx — Qz) = H(Vz) = V(Hz) = d(Hz) — QHz.

De donde —HQz = dHz — QHz y por tanto dH = QH - HQ o equivalen-
temente

Q=dHH '+ HQH . (3.5)

Cuando el haz no es trivial, podemos repetir el razonamiento anterior usando
las trivializaciones {¢;} para obtener que en las intersecciones por pares U;;,
las matrices de conexién correspondientes a V; y V; satisfagan

dHj; = Q;Hj; — Hji Q. (3.6)

donde ; y €2; son las formas de conexién de V; y V; respectivamente y H;;
son las matrices de cociclo® correspondientes al haz.

Inversamente, dada una coleccién de trivializaciones {¢;} relacionadas por
la familia de cociclos {H;;} y dada una familia de matrices {€2;} que en las
intersecciones por pares de los dominios satisface (3.6), podemos definir una
conexién meromorfa cuyas matrices de conexién sean (2; considerando el
operador que envia vectores cocadena’ x; de una seccién arbitraria s € I'(7)
en 6; = dx; — Qx;.

5Ver A, psg. 78.

Las trivializaciones (¢;) nos permiten asociar a cada seccién s € I'(7) una familia de
funciones vectoriales definidas en los dominios U; de las ¢;’s. x; : U; — C", z; = ¢; o sy,
A dichas funciones se les conoce como vectores cocadena.
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3.2.1. Conexiones y sistemas lineales

Como las conexiones estan determinadas por su matriz de conexién en las
trivializaciones correspondientes, podemos aplicar todas las propiedades de
los sistemas lineales para ir de la teoria local a la global.

Sea V una conexién meromorfa sobre un haz vectorial 7 : £ — M con
M una superficie de Riemann. Si {¢;} son trivializaciones locales de 7, el
espacio singular de V se define como los puntos de M en los cuales las
matrices de conexién §2; tienen un polo. Una conexién holomorfa es una
conexion sin polos. Un punto singular de V se llama fuchsiano si el polo
es simple. Mas generalmente decimos que es regular si es una singularidad
regular de un sistema lineal dx = €;x.

Para extender la nocién de holonomia observemos que una funcién z(-) cuya
derivada se anula es localmente constante, por lo que su grafica es un hiper-
plano horizontal en el cilindro M x C". Si tomamos dos fibras {a} x C"
y {b} x C" podemos identificar sus puntos cuando ambos pertenecen al
mismo hiperplano horizontal. Para haces en general usamos las conexiones:
diremos que s es una seccion horizontal para V si Vs = 0. En las cartas
trivializadoras {¢;}, una seccién horizontal t — x(t) satisface dz = Q;x(t).
En analogia con el caso anterior, podemos pensar que las secciones horizon-
tales son localmente constantes con respecto a V e identificar puntos de las
fibras 7~!(a) y 771(b) cuando ambos pertenezcan al mismo “hiperplano”
(con a,b € M\ ¥ suficientemente cercanos). Dicha identificacién también se
conoce como transporte paralelo y es precisamente el mapeo de holonomia
definido por los sistemas dX = €;X. Asi, como los sistemas lineales que
son gauge equivalentes tienen grupos de holonomia isomorfos, si tenemos
dos haces vectoriales sobre la misma base y un mapeo H entre ellos fibra-
do sobre la identidad, los mapeos de holonomia entre conexiones que estan
H —relacionadas son conjugados.

3.2.2. Conexiones sobre haces lineales

Sim: E — M es un haz lineal y V es una conexién sobre él. Por (3.5), en
las intersecciones por pares de las trivializaciones {¢; }se satisface

dhii
wj = dhj; - h;' + hjiwihyh = wi + h{ = w; + d1In(hy;) (3.7)
g
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donde w; y w; son las formas de conexién de V; y V; respectivamente y hj;
son las matrices de cociclo correspondientes al haz.

Como Res,dIn(hj;) = 0 para cualquier punto p € M, Respw; = Res,w;.
Entonces, definimos el residuo de la conexiéon V en un punto p € M como

Res,V = Respw;, p € U;.

A la suma de dichos residuos sobre todos los puntos de M la llamaremos el
residuo total de la conexion V.

El residuo total de cualquier 1—forma meromorfa sobre una superficie de
Riemann compacta es cero.” A continuacién presentamos una importante
generalizacién de este hecho.

Teorema 3.2.1. El residuo total de cualquier conerion meromorfa en un
haz lineal m : E — M sobre una superficie compacta de Riemann es el mismo
para todas las conexiones y es igual al grado del haz 8.

Demostracion. Sean V,V dos conexiones sobre el haz, por (3.7), en las in-
tersecciones por pares la diferencia de sus 1—formas de conexién estd dada
por

w; — W :wj—l—dlnhjz- —(Z)j —dlnhﬂ = Wj —(Z)j.

Asf la 1—forma de conexién de V — V esté definida globalmente por una
1—forma meromorfa 1 = w; — @;. Por el Teorema del residuo

0= Z Res,n = Z Res,V — Z Res, V.

peEM peEM peEM

Para ver que coincide con el grado de 7 tomemos una seccién s € I'(7) y
sean {z;} sus vectores cocadena. Sin pérdida de generalidad tomamos una
cubierta abierta {U;} de M tal que si z;(p) = 0y p € U;; entonces i = j.
Vamos a construir una conexién que se anule en s.

Como cualquier conexién se escribe como V; = dr; — w;x;, si V es una
conexion tal que Vs = 0 entonces w; = dz;/z;. Asi w; := dlnz; es la

"Ver A.1
8Ver A.1
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1—forma de conexién correspondiente a la conexién V que satisface Vs = 0.

Entonces
Z Res,V = Z Res,dIn x;.
peEM peEM

Si k = Respdx;/z;, entonces z; tiene un cero o un polo de orden k en p, i.e,

zi(2) = (z = p)* f(2),

donde f es una funcién sin ceros ni polos en p. Asi Res,dInz; = ord,z;
donde ord,z; denota el orden de x; en el punto p. Por lo tanto

Z Res,V = Z ord,z; = degm.

peEM peEM

O]

Para cerrar el capitulo, mostraremos la independencia del indice de Camacho-
Sad con respecto a la foliacion.

Teorema 3.2.2 (Indice de Camacho-Sad). (/11]). Sea S es una curva holo-
morfa compacta y suave en una 2—variedad compleja M. Entonces para toda
foliacion F de M tangente a S, i(F,S) es el mismo.

Sean F y F dos foliacién de M tangentes a S. Consideremos un atlas {Uy}
de M. En cada U, la curva S estd definida por una ecuacién {h, = 0} con
he una funcién holomorfa en U, v las foliaciones F y F estdn definidas por
Wa = 0y Wq = 0 con wy,w, 1—formas tangentes a S. Por el Lema 2.2.1
dichas 1—formas definen una coleccién de formas de conexion {0} y {fa}
en una cubierta abierta de S dada por abiertos relativos U, NS y por la
observacion 2.2.2 coinciden con las formas de conexién con las que definimos
el indice de Camacho-Sad. Entonces, por el teorema anterior,

i(F,8) =) Respla = Y _Resyfo = i(F, S).

peS peS
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CAPITULO 3. SISTEMAS LINEALES Y CONEXIONES



Capitulo 4

Teoremas de realizacion

Dada una foliacién singular F de una variedad compleja y una separatriz S
de ella, podemos encontrar el grupo de holonomia de S con respecto a F en
alguna seccién transversal a S. Ahora nos preguntamos si es posible construir
una foliacién singular que tenga como separatriz a una curva Sy como grupo
de holonomia a un subgrupo finitamente generado H C Dif f(C™,0) dados
de antemano. En este capitulo expondremos dos teoremas de realizacion. El
primer resultado, perteneciente a Alcides Lins Neto, nos dice que todo grupo
de gérmenes en de biholomorfismos que fijan a 0 cuyos generadores son lin-
ealizables se puede realizar como la holonomia proyectiva de un campo. Kl
segundo resultado es una respuesta parcial al problema de Riemann-Hilbert
o problema 21 de Hilbert, el cual plantea (bajo ciertas condiciones de reg-
ularidad) la existencia de una ecuacién diferencial con holonomia prescrita.
Para la primera parte usaremos las herramientas desarrollada en los capitu-
los 1, 2 y la clasificacién de haces lineales hecha en B.1. La segunda parte
se basa en los resultados de capitulo 3 y la clasificacién de haces de rango n
presentada en B.2.

59
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4.1. Teorema de realizacion de Lins Neto

Teorema 4.1.1. ([12]) Si ho, hi,...,h; son gérmenes de biholomorfismos
en (C,0) que fijan al 0, linealizables (no necesariamente en el mismo sistema
de coordenadas) y tales que hgo hyo---ohy = id, entonces existe un campo
vectorial holomorfo X en (C2,0) singular en 0 con las siguientes propiedades:

1. La primera explosion de X es no dicritica.

2. FO(X) tiene k + 1 singularidades en el divisor y todas son linealiza-
bles.

3. La holonomia proyectiva de ]-"(1)(X) es conjugada del grupo de gérmenes
generado por hi,..., hg.

4. X tiene exactamente k+1 variedades analiticas invariantes, las cuales
estan contenidas en k + 1 rectas complejas que pasan por el origen.

La prueba consiste en construir una 2 variedad compleja pegando varios
modelos de foliaciones lineales para obtener dos foliaciones, una de las cuales
tendra k + 1 puntos singulares, todos ellos contenidos en un conjunto difeo-
morfo a CP!, el cual tendré indice de Camacho-Sad —1 y serd transversal
a las hojas de la otra foliacién. Después aplicaremos un célebre resultado
de H. Grauert, para dar una equivalencia entre una vecindad de dicho con-
junto en la variedad construida y una vecindad de la seccion cero del haz
7w : U — D obtenido por una explosién. Proyectando obtendremos un campo
vectorial X en (C2,0) cuya explosién determine la foliacién obtenida en U
alrededor del divisor ID. Ademads la construccién se hard de tal forma que si
S es el conjunto de singularidades de la foliacién obtenida en C2 entonces
la holonomia de D\ ¥ serd conjugada del grupo generado por hq, ..., hy.

Teorema (De Grauert). ! Sea M una variedad de dimension compleja 2 y
T — M wuna superficie de Riemann compacta. Si el haz normal de S en M
tiene grado negativo, entonces existe una vecindad de T en M holomorfa-
mente equivalente a una vecindad de la seccion nula del haz normal.

H11],[6]
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Demostracion del Teorema 4.1.1. Para construir la variedad y la foliacién
mencionadas, empezaremos cubriendo a la esfera de Riemann por abiertos y
definiremos foliaciones por curvas en el producto cartesiano de cada conjunto
con C.

Sean z1,...,zr € C\ {0} puntos distintos y zg = 0. Alrededor de cada z;
consideramos el disco D; con radio r < (min;.; |z — z;])/2 ysi1 < j <k
elegimos puntos en Dy y D; dados por

0 _ T omi(j—1)/k 1., r
Z; = 26 Z; = zj + 5
Unimos los puntos z? y z} mediante caminos simples y ajenos aj,...,ag

que cumplan que a; N Dy y o; N D; son segmentos de rectas contenidos en
los didmetros de Dy y Dj, y sii # j con 1 <4 <k entonces o; N D; = @.

Para cada «; tomamos vecindades A; suficientemente pequenas para que
sean ajenas entre si, no contengan al 0 ni al z; y tales que si i # j entonces
A;ND; =@.Sea Bj = AjUD;si1<j<kyDBy=Do. SealU =U"_yB;y
v = OU. Observemos que +y es una curva cerrada simple y sea T una vecindad
suficientemente pequena de ella. Haciendo V = (CP1 \ U) U T obtenemos
una cubierta por abiertos {By, ..., Bk, V'} de la esfera de Riemann.

A continuacién consideraremos los conjuntos B; x Cy V x C. En cada uno
de ellos definiremos dos foliaciones lineales.
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En Bj x C damos coordenadas (z,w;) y consideramos las foliaciones G; dada
por z constante y F; definida por la ecuacién diferencial

eS| (1.0

donde \; es tal que €2 = y; = R;(0)sil<j<kyl=-1- Z§:1 Aj.
Observemos que las separatrices de F; son las curvas {z;} x C, las cuales
son hojas de G;. Para calcular la holonomia de un lazo que rodea al punto
singular (z;,0) consideremos 7;(0) = er/2 + z; y T; = {2]1} x C. Dado un
punto (zjl, wj) € I';, la solucién de (4.1) con condicién inicial p(0) = (zjl, wj)
es

o(t) = <€t(zjl‘ —2;) + Zj,e)‘ftwj> = (get + zj,e’\jtwj) . (4.2)

Ademds ¢(2mi) = (2 + /2, 2™ Niw;) = (zjl, ,ujwj>. Por lo tanto, la holonomia

de 7; en I'; con respecto a la foliacion F; es de la forma Aj(w;) = pjw.

Asf, la holonomia del lazo (3 := o *y; * aj_l en F? = {z?} x C con respecto
a Fjes

Ap, (wy) = Aaj_l 0 Ay 0 Ay, (w))

— oAt oAt
=e e 0w,

= ujwj.
para algiin tiempo tp.

Por otra parte, en V x C tomamos coordenadas (v,u) conv =1/z € V,u € C
y definimos las foliaciones Fy y Gy dadas por u constante y v constante
respectivamente.

El siguiente paso es pegar las foliaciones, lo cual se hace tomando dos folia-
ciones de variedades cuya interseccién es no vacia, eligiendo I" una transversal
a las hojas de ambas foliaciones y un biholomorfismo ¢ : I' — I' e identifi-
cando la hoja de la primera foliacién que pasa por un punto x € I' con la
hoja de la segunda foliacién que pasa por ¢(z) € T

Empezaremos pegando Fo con F; para 1 < j < k. Como hg, hy, ..., hj son
linealizables elegimos un sistema de coordenadas (z,wg) para By x C en
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el cual h(wp) = powo y tomamos g; un biholomorfismo que fije al cero y
conjugue a h; con su parte lineal, i.e.,

g; o hyogj(wy) = .

Identifiquemos a F? C Bj x C con F? C By x C mediante el biholomorfismo
(z?, wj) — (zJO-, agj(w;)) para algin a € C\ {0} fijo.

)=l 3L as

con condicién inicial p(0) = (z?,wo) es p(t) = (etz?, e*wyp), la hoja de Fo

Como la solucién de

que pasa por (z?, wp) € F? es

{(z, o 1n(z/z§?)w0) ‘z € BO} .

Asi, (z,wp) € By x C se identifica con (z,w;) € Bj x C si y sblo si

)\0 ln(z/z )

wo = ag( )

Mediante este pegado, curvas con la primera coordenada constante son in-
variantes, por lo que Gg y G; se pegan bien. También es invariante el conjunto
(BoN Bj) x {0}, por lo que (ByUB;) x {0} es una hoja de la nueva foliacién
]?j definida en la variedad ]\Ajj que acabamos de obtener.

La holonomia de 3; en F? C By x C con respecto a ]?j es
Aﬁj (wo) = ag; (Mj9; (a” 1100))

de 7o de 5 a z?. Definimos §; = pik Bj * pj y I' :== {§} x C. Entonces la

Sea o : [0,271] = By, 70(0) = 5e y para 1 < j < k tomemos p; el arco

holonomia de d; con respecto a F; es

A(;,(w) = Ap;1 o Aﬁj o Apj (w)

J

= Apj—l (¢] Aﬁj (6)\0271—1.(]'71)/]?10)

_ Apj—l ((Igj (ujgjl(a_le’\o%i(j_l)/kw)»

_ 6—)\02m‘(j—1)/kagj (Mjg;1(a—16,\02m(j—1)/kw)> .
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Figura 4.1: Holonomia de d; en F? con respecto a .7:'j.

Haciendo a = e*02mi(i—1)/k

A -1
tenemos As (w) = gj(ujgj (w)) = hj(w).
Llamemos M ala variedad formada por la unién de las variedades M, Tyenes ]\7k
y F y G a las foliaciones definidas en ella. Por construccién U x {0} es una
hoja de F. Méds atin, si consideramos la curva v =6y % -+ x o x 79 S U x 0,
entonces su holonomia con respecto a F es trivial,

A’y(w) = A’Yo OA(Sk O'”OAtsl(w)
:hoohk0~"0h1(w)

= w.

Asi el grupo de holonomia en I' con respecto a Fes generado por {hy, ..., ht}.

Resta pegar las foliaciones de M y de V' x C. Para pegar F con Fy tomamos
un punto p e UNV, Ty, :={p} xCy g:Iy, = I'y un biholomorfismo que
fije al (p,0), e identificamos la hoja de V x C, V x {u} con la hoja de F
que pasa por (p,u) € I'y. Notemos que dicha identificacién es vélida pues
UNV es un anillo que rodea a todas las singularidades de F, por lo que
cualquier lazo en U NV es contraible u homotépico a ~, en ambos casos su
holonomia en I';, con respecto a F es trivial. En consecuencia cada hoja de
F intersecta a '), s6lo en un punto. Sean M y F la variedad y la foliacién
obtenidas, obsérvese que V' x {0} UU x {0} \ {20, ..., 2k} es una hoja de F
pues g(p,0) = (p,0). Llamemos P a dicha hoja.
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Por dltimo, G y Gy se pegan identificando las hojas con la misma primera
coordenada, llamemos G a la foliacion que resulta. Observemos que G es
transversal a P, de hecho es transversal a F excepto en las separatrices de
F, las cuales son hojas de G.

Como se dijo al iniciar la demostracién, nos valdremos del Teorema de
Grauert para ver una vecindad de P en M como la seccién cero de su
haz normal. Para ello debemos mostrar que el grado del haz normal es
negativo y como éste coincide con el indice de Camacho-Sad de P en M,
podemos calcularlo facilmente. Recordemos que los puntos singulares de F
son (zp,0),...,(zx,0) y cerca de ellos la foliacién se ve como el retrato fase
del campo (4.1). Asi el indice de Camacho-Sad de P en M esta dado por

& 0 [ A\jw; k s k
Res,—., |: <”) :| = Res,—,. |: J :| = A = —1.
]Z(:) ’ 8wj z— 25 ) lw;=0 ;) Tz — 2j ]Z;) J

Por el Teorema de Grauert, como el grado de el haz normal de P en M
es —1, existe un biholomorfismo ¢ entre una vecindad de P en M y una
vecindad de la seccién cero Sy de su haz normal N tal que p(P) = Sp.
Ademas la Proposicién 2.2.2 afirma que el indice de Camacho-Sad del divisor
excepcional obtenido al explotar un punto singular no dicritico es —1, asf el
haz 7Mobtenido por una explosién en (C2,0) tiene grado —1.

Tenemos entonces dos haces lineales sobre la esfera de Riemann (N y 7(1)
que tienen el mismo grado. Por la clasificacién de los haces lineales sobre la
esfera de Riemann (B.1), existen biholomorfismos entre cada uno de estos
haces y el haz estandar &;. Por lo tanto, N y 7(1) son equivalentes por un
biholomorfismo ¢ que manda fibras de N en fibras de 7(!) tal que ¢(Sp) = D.
Tomando ¢ = (o conseguimos una equivalencia entre una vecindades de P
en M y una vecindad de D en U tal que ¢(P) =D. Y como G es transversal
a P, G determina mediante ¢ una foliacién en una vecindad de D en U
transversal a .Sp.

Aplicando el Lema (2.1.1) existe un campo vectorial X en (C2,0) en el ori-
gen con parte lineal DX (0)(z,y) = (x,y) cuya primera explosién define un
campo tangente a G. Como la coleccién de valores propios de DX(0) es
(1,1) que es no resonante y estd en el dominio de Poincaré, X es analitica-
mente equivalentemente a su parte lineal?, i.e., existe un biholomorfismo

?Decimos que una coleccién de valores propios A = (A1,...,\n) es no resonante



66 CAPITULO 4. TEOREMAS DE REALIZACION

L3
4

eH)

(€%,0)

¥ : (C2,0) — (C2%,0) que lleva hojas de la foliacién definida por el campo
X en hojas de la foliacion definida por la parte lineal de X, las cuales son
rectas que pasan por 0.

(C2,0)

4.1.1. Generalizacién a varias explosiones

Observemos que en la construccién anterior pudimos haber definido Ay co-
mo — Z?:o Aj — n para cualquier entero n dado, obteniendo una foliacién
F definida en una variedad M que tiene como separatriz un conjunto P
difeomorfo a la esfera de Riemann con las mismas caracteristicas que antes,
solo que ahora el grado del haz normal de P en M es —n.

Ahora consideremos una variedad compleja P que tiene como subvariedades
un nimero finito de espacios proyectivos tranversales Pj con j =1,...,ny

si ningin A; se puede escribir como combinacién lineal A; = miA + -+ + mpAn
con m; € N para cada i = 1,...,n y mi + --- + mp, > 2. Cuando A satisface que
0 ¢ conv{A1, - A} decimos que X pertenece al dominio de Poincaré. El Teorema de lineal-
izacion Poincaré ([11]) asegura que un campo vectorial 2 = Az+--- con A = (A1,...,\,)
espectro no resonante y en el dominio de Poincaré es analiticamente equivalente a su parte
lineal.
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definamos la grafica G asociada a P como la grafica cuyos vertices p; repre-
sentan a los espacios proyectivos y tal que dos vértices p;, p; son adyacentes
en G sy sélo si P;NP; # @. Diremos que P es un arbol si su grafica asociada
lo es, i.e., si G es conexa y sin ciclos. A los puntos en la interseccién de dos
espacios proyectivos los llamaremos esquinas.

Sea ¥ C P un conjunto finito que contiene propiamente a todas las es-
quinas de un 4rbol P y definamos ¥; = ¥ N P; = {p%, e ,p,];].}. Supon-
gamos que para cada j existe un grupo de biholomorfismos H; generad(l)
por {h{, o ,hij} tal que cada hg es linealizable y hé = (h]l o---0 hf;j)
también lo es.

Entonces existe una variedad compleja M; de dimensiéon compleja 2 que
contiene a P; y una foliacién singular de ella, tal que:

» El conjunto singular de F; es ¥; y todas las singularidades son linea-
lizables.

» P\ ¥; es una hoja de F;.

» La holonomia de P;\X; con respecto a F; es conjugada de H;. Mas atn,
si v es un lazo simple que rodea todos los puntos de ¥;, la holonomia
de v es trivial.

= El indice de Camacho-Sad de P; es n; para algtin n; € Z dado.

Como todas las singularidades de F; son linealizables, dado p € 3; podemos
elegirle una vecindad W y un sistema de coordenadas (z,y) en el cual p =
(0,0),WNnP;={(z,y) € W|y =0} y Fj esté definida por el campo

i =l 3) 1) m

Notemos que si p es una esquina, i.e., si p € F; N P}, tendremos dos vecin-
dades W;, W, de p y sistemas coordenados (z,y) y (u,v) tales que p =
(0,0),W; N P, ={(z,y) € Wily =0}, W; N P; = {(u,v) € Wj|v = 0} donde
las foliaciones F; y JF; estan dadas por

Eﬂ B [(1) ﬂ [ﬂ (4.5)
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iRl as

Si v es un lazo en W; N P; que rodea a p una vez, la holonomia de v con
respecto a F; en alguna transversal a W; N P; es de la forma y — e2™Nig),
Entonces si h; € H; es conjugado al elemento de holonomia relativo a p € P;
con respecto a J; se tiene que h.(0) = 2™, Andlogamente h;(0) = TN

Como W; N P; y W; N Pj son separatrices transversales de p, por la Obser-
vacion 2.2.1 se deberia cumplir que

A =1 (4.7)

En este caso podemos pegar las foliaciones F; de M; y F; de M; mediante el
difeomorfismo ¢(z,y) = (y, ) obteniendo una variedad M;; y una foliacién
Fij que tiene como conjunto invariante a P; U P; y tal que las holonomias
de P;\ ¥; y P; \ ¥; con respecto a la nueva foliacién sean conjugadas de H;
y Hj respectivamente.

Si la condicién (4.7) se satisface en cada una de las esquinas de P podremos
pegar todas las foliaciones F; de M; para obtener una foliacién F definida
en una variedad M que contenga a P como conjunto invariante, tal que la
holonomia de cada P; \ ¥; con respecto a F sea conjugada de H; y tal que
el indice de Camacho-Sad de cada P; sea n;.

Por otra parte, observemos que el divisor excepcional 7~1(0) = | J ;P obtenido

después de n explosiones es un arbol (7w : U ) U ), v por la Proposicién
2.2.3 el indice de Camacho-Sad de cada uno de los divisores en la varidedad
U™ depende del momento en que aparecié: el indice de Camacho-Sad del
ultimo divisor obtenido es —1 y va disminuyendo en 1 hasta llegar a que P;
tiene indice —n, entonces si P; surgié en la j-ésima explosién su indice de
Camacho-Sad serd nj = j —n — 1 < 0 (ver ejemplo 2.2.1).

Tomando en cuenta lo anterior, consideremos un arbol de espacios proyec-
tivos P = | ; Pj que sea el divisor excepcional de 7 : (™) — U un proceso de
n explosiones en (C%,0); si a cada P; le asociamos n; el indice de Camacho-
Sad correspondiente en U™, conseguimos una variedad M (n) y una foliacién
F de ella que posee a P como hoja, tal que el grupo de holonomia de cada
P; \ ¥; es conjugado de H; y el indice de Camacho-Sad de D, en M es n;.
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Como el indice de Camacho-Sad de P; en M (n) g negativo, podemos aplicar
el Teorema de Grauert para obtener una equivalencia entre una vecindad de
Pj en M (") v una vecindad de la seccién cero de su haz normal. Recordemos
que P, tiene indice —1, por lo tanto podemos verlo como el divisor excep-
cional de una explosién, asi P, se proyecta en un punto z € P,_1 N Pp,_o.
Por la Proposicién 2.2.3 el indice de P,_2 en la variedad obtenida al proyec-
tar aumenté en 1, i.e., pasé de —2 a —1. Repitiendo el argumento n veces,
conseguimos un foliacién no singular F en (C2,0) \ {0}, pues la proyeccién
M®™\ P — (C2,0)\ {0} es un biholomorfismo y las singularidades de F
estdan contenidas en P. Por el Lema 1.1.2 existe un campo vectorial X en
(C2,0) singular sélo en 0 y tangente a las hojas de F.

Con esto, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 4.1.2. ([12]) Sea P el divisor excepcional de un proceso de n ex-
plosiones empezando en (C2,0) y sean Py,..., P, los espacios proyectivos
que lo forman. Tomemos ¥ C P un subconjunto finito que contiene propia-
mente a todas las esquinas de P. Para cada j sea Xj = NP = {p),....pl;}

y supongamos que existe un grupo de gérmenes de biholomorfismos lineali-
zables Hy = ({h1,...,hi,}) que fijan al O con las siguientes propiedades:

s Para cada j, h{o---oh% = id.

= S (hi)’(()) = 2N entonces S, A\ es el indice de autointerseccion
de P;.

» La condicion (4.7) se satisface en cada esquina.

Entonces existe un campo vectorial X en (C2,0) singular en 0, tal que la
foliacion F™ obtenida en la n—ésima explosion de X satisface:

1. P es invariante para Fn),
2. El conjunto de singularidades de F™ es 3.

3. La holonomia de P; \ ¥ con respecto a F) es conjugada de Hj.
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4.2. Problema de Riemann-Hilbert

En 1900, durante el Congreso Internacional de Matematicas en Paris, Hilbert
plantea 10 de los 23 problemas que conforman su famosa lista de proble-
mas para las matematicas del siglo XX. En el lugar 21 de esa lista aparece
el siguiente: Mostrar que siempre existe una ecuacion diferencial lineal de
clase fuchsiana, con puntos singulares y grupo de monodromia dados. La
formulacion original de Hilbert es algo confusa, pues en la aclaracién que
da después del enunciado, describe sélo la condiciéon de regularidad, mien-
tras que en la formulacién del problema menciona explicitamente sistemas
fuchsianos ([11]). Poincaré dio una respuesta negativa al problema en el caso
donde se busca una ecuacion diferencial lineal de orden n y de clase fuchsiana
que realice a un grupo de monodromia dado ([11]). Por su parte, J. Plemelj
dio una solucién afirmativa al problema si se considera un sistema lineal
que sélo tenga singularidades regulares y realice al grupo de monodromia
([14]). En esta seccién veremos una demostracién del Teorema de Plemelj,
para hacerlo, primero llevaremos el problema a un problema de conexiones
meromorfas sobre haces vectoriales holomorfos.

Sabemos que cualquier conexién V sobre el haz trivial © : M x C* — M
queda determinada por una matriz 2 de 1—formas meromorfas (la forma de
conexién de V)

Vz =dx— Qux Ve : M — C".

De esta manera, construir una ecuacion lineal con las caracteristicas enuncia-
das por Hilbert se traduce en “Construir una conexion meromorfa sobre el
haz trivial sobre la esfera de Riemann, que tenga singularidades fuchsianas
y grupo de monodromia preasignados”.

Empezamos eligiendo, como en el Teorema 4.1.1, un sistema especial de
generadores para el grupo de monodromia. Consideremos m puntos dis-
tintos ¥ = {a1,...,an} C C y elijamos una carta apropiada para garan-
tizar que a;/a; ¢ Ri. Definamos los lazos candnicos 7; que generan al
grupo fundamental de P\ ¥ como los lazos obtenidos al recorrer el segmento
[0, (1 —¢)a,] rodear el circulo centrado en a; y radio € en sentido contrario a
las manecillas del reloj y volver por el primer segmento recorrido en sentido
opuesto, donde € > 0 es suficientemente pequefio. Siempre pensaremos que
los puntos a; estdn ordenados en sentido contrario a las manecillas del reloj
y denotamos por Uy un disco en C de radio R que contenga a Y. En ana-
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logia con los sistemas lineales, diremos que la informacién de monodromia,
la cual consta de m puntos aq,...,a, y m operadores lineales invertibles
My, ..., My, € GL(n,C) cuya composicién en ese orden da la identidad, es
realizada por una conexién meromorfa V en un haz vectorial de rango n
sobre P si las singularidades de la conexién son los puntos a; y la holonomia
A; (en la fibra Ty = 771(0) asociada con cada lazo canénico 7;) coincide
con el operador M;.

Realizar un solo operador M; como la monodromia de una conexién mero-
morfa singular en un punto a; no presenta dificultad, simplemente conside-
ramos la 1—forma meromorfa definida en una vecindad simplemete conexa
del punto a; que contenga al origen

A
Ql = ldt s
t— al

donde A; es una matriz logaritmo® de Mj. Asf la matriz de monodromfa (en
la fibra I'y = {0} x C") es e2miAL = M.

El siguiente objetivo es realizar una coleccién de operadores My, ..., M,
como la monodromia de una conexiéon meromorfa sobre un haz y singular
en los puntos {ai,...,an}. Primero consideremos las 1—formas {;}7,
definidas arriba y observemos que como en el teorema de Lins Neto, la
holonomia de un lazo simple que rodea todas las singularidades a1, ..., ay,
debe ser la identidad.

Teorema 4.2.1. Para cualquier coleccion de puntos ¥ = {ay,...,an} CC
y matrices {M;}72, C GL(n,C) tales que My, -- My = id, existe un haz
vectorial de rango n sobre la esfera de Riemann y una conexion meromorfa
V en dicho haz cuyo espacio singular es ¥ y tal que alrededor de cada punto
singular a; la conexion es holomorfamente equivalente a la conexion d —€Q;,
donde

A
Ql = ]dt
t— 7

y Aj satisface M; = e2mid;

Demostracion. Como ya debe sospecharse, la prueba consiste en construir
una conexién meromorfa en un haz vectorial sobre el disco Uy usando los
operadores (1; y luego pegarla con la conexién trivial en el haz trivial sobre

3[11], pag. 35
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otro disco para cubrir el punto al infinito. Como primer paso rebanemos el
disco Uy en sectores S; = {t € Sj|a; < Arg(t) < ajy1} que sélo contengan
un punto singular a;. Engrosando un poco estos sectores, obtenemos una
cubierta de Uy por abiertos U; que contienen al 0 y tales que su interseccién
Uij == U; N Uj no contiene singularidades si i # j.

Ahora consideremos Uj \ 7; con 7; el segmento del radio que pasa por a; y
que une a este punto con la frontera de Uy. Aqui definimos el sistema

dCCj = QjSCj, .T](O) = id, (48)

donde €2; se define como antes. Para cada j tomamos una matriz fundamen-
tal de soluciones X(t) de la ecuacién (4.8) y en las intersecciones por pares
Ui; definimos los cociclos H;; = Xinl. Sea my : £ — Up el haz inducido
por H = {H;;}. Derivando el cociclo H;; se tiene

dHy; = dX; - X5 — Xpd(X;) ™
-1 ~1 -1 -1
= (axi XY (X X571 = X (X - X
= Qsz] — Hz'ij-
Observemos que los cociclos y los operadores 2; satisfacen la condicién (3.6),
por lo que existe una conexién meromorfa V en 7y, singular en X cuyas
matrices de conexién son las 1—formas €2;. Ademés H;;(0) = id implica que

la holonomfa de V en m; ' (0) asociada a los lazos 7; es precisamente M;. En
particular la holonomia al rodear todas las singularidades es trivial.
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Por otra parte consideremos el haz trivial m; : U3 x C" — U; sobre el
disco Uy = {|]t| > R — e} C P con € > 0 suficientemente pequeno para que
Uy NY = & y sobre dicho haz tomemos la conexién trivial Vi = d. De
manera angloga a como pegamos las foliaciones F de M y Fy de V x C
en el Teorema 4.1.1 pegamos las conexiones V\ﬂ51(U01) y Vllﬂ;1(U01) para
obtener un haz vectorial 7w sobre P y una conexiéon meromorfa en €l con las
propiedades deseadas. ]

Nada nos garantiza que el haz m que obtuvimos sea trivial. Si tuviéramos
la suerte de que lo fuera, la conexion que definimos solucionaria el pro-
blema de Riemann-Hilbert en el lenguaje de conexiones. Lo que si pode-
mos afirmar es que 7 es holomorfamente equivalente a algin haz estdndar®
de Birkhoff-Grothendieck 7p definido por los cociclos {tP =P} con D =
diag{dy,....d,} una matriz diagonal con entradas enteras y t” la matriz
diagonal cuyas entradas son de la forma ¢%. Denotemos por G = {Go,G1} a
las matrices cocadena que definen dicha equivalencia (G; € GL(n, O(U;))).
Si logramos construir un mapeo entre haces que nos lleve a 7 en el haz tri-
vial, dicho mapeo transformara la conexién V en una conexién sobre el haz
trivial con el mismo grupo de holonomfa.

Observemos que las matrices cocadena {id, ¢~} transforman a 7p en el haz
trivial sobre PP.

Uo 2 Un SRELEN Uo1 C Uy

| e

D
Uo 2 Uy —— Un C Uy

z‘dl lt_D

Uo 2 Un: SN U1 € Uy

Por lo tanto las matrices cocadena {Gg,t PG4} definen un mapeo meromor-
fo singular en el infinito que trivializa a 7, con lo que resolvemos el problema,
de Hilbert (para singularidades regulares) en el lenguaje de conexiones.

Para resolver el problema como lo plantea Hilbert basta recordar que sobre
el haz trivial cualquier conexion d — 2 corresponde al sistema lineal dr = Qx

4Ver B.2.
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definido globalmente, por lo que la conexién meromorfa que construimos es
solucion. Asi concluimos que cualquier grupo de monodromia puede rea-
lizarse por un sistema regular lineal en la esfera de Riemann y todas sus
singularidades, excepto quiza el infinito, son fuchsianas.



Apéndice A
Variedades y haces

Una variedad compleja M de dimensién n es un espacio topolégico Hausdorff
y segundo numerable que localmente se ve como C”, i.e., se puede cubrir
con una familia de abiertos {U;}iea tal que para cada i € A existe un
homeomorfismo ¢; entre U; y un abierto de C". A las parejas (U;, ¢;) se les
llama cartas y al conjunto de cartas {(¢i, U;)}ica se le conoce como atlas.
Si tomamos abiertos U; y U; cuya interseccién es no vacia, a las funciones

@ji =pjo0; i (UsNU;) — ¢ (Ui N Uj)

se les denomina mapeos de transicion o de pegado o cambios de coordenadas
entre las cartas (U;, i) y (Uj, ¢;). Cuando dichos mapeos son biholomorfis-
mos se dice que M es una variedad holomorfa.

Un caso importante son las variedades conexas y holomorfas de dimension
1, a las que se les conoce como superficies de Riemann. La cualidad de este
tipo de variedades es que localmente tienen la estructura de C por lo que
heredan resultados de los complejos.

Ejemplo A.0.1. Claramente C es una superficie de Riemann. Un ejemplo
no trivial es la linea proyectiva CP! = C U {oo}. Para ver que efectiva-
mente CP! es una superficie de Riemann introduzcamos en ella la siguiente
topologfa, diremos que un conjunto U es abierto en CP! si U C C y es
abierto con la topologia usual, o si U = K U{co} donde K es el complemen-
to de algiin conjunto compacto en C. Asi CP! es homeomorfo a la esfera.
Ahora construyamos un atlas para CP!, sean (Uy = CP'\ {oo}, o = Id) y

75
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(U1 = CP'\ {0}, gol) las cartas, donde 1 : Uy — C

1 si ze€C
@1(2)2{2 )

0 st zZ=00

Entonces ¢o1,¢010 : C\ {0} — C\ {0} estan dadas por ¢oi1(z) = z y
v10(2) = % que son biholomorfismos. Por lo tanto CP! es una variedad
holomorfa de dimensién compleja 1 a la que se le llama esfera de Riemann
y por comodidad la denotaremos por P.

Podemos interpretar a los mapeos de transicién como las instrucciones para
pegar los abiertos {U;} que constituyen la cubierta de una variedad M.
Ahora nos gustaria tomar cilindros cuya base sean dichos abiertos (U; x C")
y pegarlos a fin de conseguir una nueva variedad. Primero consideremos dos
cilindros S = U x C", S = U x C" y en cada uno la proyeccién sobre la base

m: 85— U, 7:S—>U.

Un mapeo de gauge es una transformacién holomorfa (0 meromorfa) H : S —
S que respeta la proyeccién en cada fibra, i.e., existe un mapeo holomorfo
(meromorfo) h: U — U que hace conmutar al siguiente diagrama:

s 2.3
dl |7
(LN 5,

Se suele decir que H es fibrado sobre hA. En coordenadas este mapeo se ve
como (p,v) — (h(p), H(p)v), donde H € GL(n,O(U)) y O(U) denota al
conjunto de funciones holomorfas sobre U. Una transformacion de gauge es
invertible si y sélo si h es un biholomorfismo y H(p) es invertible para cada
pelU.

Si tenemos transformaciones de gauge definidas en cilindros cuyas bases son
abiertos que cubren a M, podemos verlos como las funciones de pegado para
construir otra variedad llamada haz vectorial. La definicién formal va asi:

Definicion A.0.1. Un haz vectorial de rango n sobre M consiste de una
terna (w, E, M), donde 7 : E — M es un mapeo entre espacios topoldgicos
continuo y suprayectivo llamado la proyeccion del haz, con las siguientes
propiedades:



7

» (Trivialidad local) Eziste una cubierta abierta {U;}iean de M y para
cada abierto un biholomorfismo ¢; : 7~ Y(U;) — U; x C" que conjuga a
m con la proyeccion del producto cartesiano wg : U; x C" — U; en la
primera componente (mgo¢ = 7). Asi, para cadap € M, 71 (p) es un
espacio vectorial complejo de dimension m, llamado la fibra de p.

» La familia de trivializaciones {¢; }ien respeta la estructura lineal de las
fibras, i.e., si ¢;, ¢; son trivializaciones de m sobre dos abiertos U;, U,
cuya interseccion es mo vacia, entonces el mapeo de transicion entre
ellos ¢j 0 ;1 2 (Uij) x C" — (Uij) x C™ es de la forma

¢ 07 (p,v) = (p, Hji(p)v) , Hji(p) € GL(n,C").

E y M se conocen como espacio total y espacio base respectivamente. Si
dichos espacios son variedades holomorfas, 7 es una proyecciéon holomorfa
y las trivializaciones son biholomorfismos, diremos que se trata de un haz
vectorial holomorfo.

Ejemplo A.0.2. El ejemplo clasico de un haz vectorial sobre una variedad
holomorfa M es el haz tangente, formado por la coleccién de vectores tan-
gentes en cada punto de M. Para verlo primero extendamos la nocién de
vectores tangentes en C™ a variedades. Recordemos que en C” se definen los
vectores tangentes en un punto ¢ como la derivada de una curva que pasa
por él, y varias curvas pueden definir al mismo vector si su derivada coincide
en q,ie,siay BN son dos curvas en C"™ que en t = 0 pasan por ¢ € C" y
&(0) = B'(0). La manera natural de extender esta definicién a variedades
es tomando cartas, si a es una curva en M tal que «(0) = p nos fijamos en
una carta (U;, ¢;) que contenga a p, entonces &; = @; o a parametriza a una
curva en C" que en t = 0 pasa por ¢; = ¢;(p) = ¢; o a(0) = @&;(0). Como
varias curvas pueden definir al mismo vector en un punto consideramos la
siguiente relaciéon de equivalencia:

an~yf=a(0)=p=p0) y &(0)=750)

Hay que revisar que esta definicion es independiente de la carta elegida; si
(Uj, ;) es otra carta tal que p € U; entonces

&;(0) = D (g0 (g7 o) o) (0)
=D (pjop;")|,a(0) =D (pjo0;")
=D (pjo (" o) 0 B) (0) = 3(0).

B0
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Asi, el espacio tangente de M en un punto p se define como el conjunto de
clases de equivalencia de curvas en M que pasan por p.

TpM = [a: R — M|a(0) = p]~

P

Por lo anterior podemos verlo como el conjunto de clases de equivalencia
en C" que pasan por p;(p) para alguna carta que contenga a p, por lo que
en cada punto p € M, T,M = C". Y el haz tangente de M estd dado por
m:TM — M donde
T™ = | ) T,M
peEM

y 7 es la proyeccién sobre la primera coordenada Vp € M 7 (p,v) = p.

La segunda condicién en la definicion de haz vectorial significa que para
cada par de trivializaciones locales cuyos dominios se intersectan existe una
funcion Hj; : Uj; — GL(n,C") holomorfa e invertible (H;Z1 = H;j).

Definicién A.0.2. Sea {U;}ica una cubierta abierta de M. Un cociclo
holomorfo subordinado a la cubierta es una coleccion de matrices holomor-
fas H = {Hj;} definidas en las intersecciones no vacias por pares Usj que
satisfacen

HjiHij =1Id en Uij

HjpHp; = Hj;  en Uy N Uy; .

Cualquier familia de trivializaciones de un haz vectorial holomorfo define un
cociclo holomorfo, de hecho es facil ver que cualquier cociclo subordinado a
una cubierta de una variedad, determina un haz vectorial sobre ella.

La definiciéon de haces vectoriales nos permite elegir distintas familias de
trivializaciones. Si {¢; } trivializa al haz en la cubierta {U;} y {G; : U; xC" —
U; x C™} es una coleccién de transformaciones de gauge invertibles fibradas
sobre la identidad, entonces gZ;Z := (G;0¢; también trivializa al haz en cada U;.
Los cociclos H;; y JEL;J- asociados al haz con cada familia de trivializaciones
se relacionan de la siguiente manera

f{z‘jGj = Gsz (Al)

Diremos que dos cociclos H;; y ﬁij definidos sobre la misma cubierta son
equivalentes si existe una coleccién de matrices meromorfas {G;} que sa-
tisfacen (A.1). En particular las funciones de pegado del haz trivial son
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la identidad. Asi un haz, cuyo cociclo subordinado a una cubierta {U;} es
{H;;}, es equivalente al haz trivial si existe una familia de matrices holo-
morfas G = {G;} definidas en los abiertos U; tal que Hj; = GjGi_l. En este
caso se dice que el cociclo es soluble.

Como el espacio total de un haz vectorial en general no es un producto
cartesiano, necesitamos generalizar la nocién de funciones vectoriales.

Definicion A.0.3. Una seccion de un haz vectorial holomorfo w: E — M
es un mapeo s : M — E tal que mo s = id, i.e., la imagen de cada punto
p € M estd contenida en la fibra 7 1(p).

Las secciones en el espacio tangente T'M son llamadas campos vectoriales
en M,y las del cotangente T*M := {(p, L)|L : T,M — C lineal} se conocen
como 1—formas holomorfas !.

Si {U;} es una cubierta de M y {¢;} es una familia de trivializaciones locales
de 7, entonces

¢iOS|Ui U, = U; x C?

donde cada x; : U; x C™ es una funcién vectorial llamada vector cocadena.
Si tomamos dos trivializaciones cuyo dominios se intersectan tendremos que

donde {Hj;} es el cociclo correspondiente a 7.

Inversamente no es dificil ver que dado un cociclo {H;;} y un haz definido
por él, cualquier familia de vectores cocadena que satisface (A.2) en las
intersecciones por pares de sus dominios define una secciéon del haz.

Cuando los vectores cocadena {x;} asociados a una seccién s son funciones
vectoriales holomorfas o meromorfas diremos que la seccién asociada es holo-
morfa o meromorfa respectivamente. El conjunto de secciones meromorfas
de un haz 7 : E — M admite una estructura de espacio vectorial sobre el
campo de las funciones meromorfas en M con las siguientes operaciones:

/ i / / / /
§=8+Ss < x;=x; +x, § = ps < x; = Px;

Dicho espacio sera denotado por I'(7).

'"Denotaremos por A'(M) al espacio de las 1—formas en M.
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A.1. Grado de un haz

Recordemos que el orden en el origen de una funcién meromorfa en (C,0)
es el menor exponente que aparece en su serie de Laurent, cuando el punto
en el que deseamos calcular el orden no es el origen transladamos. Es facil
ver que el orden de una seccién meromorfa ¢ es cero excepto en un nimero
finito de puntos, pues escribiendo su serie de Laurent en un punto p,

o0

op(2) = Z an(z —p)",

n=—oo

asi ord,,p es distinto de cero si y sélo si p es un polo o un cero de ¢.

Si tenemos un haz vectorial lineal sobre una superficie de Riemann 7 : £ —
M y una seccién meromorfa s € I'(m) definimos el orden de s en un punto
p € M como el orden del correspondiente vector cocadena z; si ¢ € Us.
Notemos que esta definicién es independiente de la trivializacién elegida,
pues por (A.2) para cada p € U;, ordyx; = ord,Hj; + ord,x; > ordyx; ya
que Hj; es holomorfa. Andlogamente obtenemos la otra desigualdad y por
lo tanto el orden de s en un punto estd bien definido.

Proposicién A.1.1. Para cualquier seccion meromorfa s de un haz lineal
sobre una superficie de Riemann compacta w : E — M, ZpGM ord,s es la
misma.

Demostracién. Sean s,s’ € T'(w), como las fibras de 7 son lineales, s y ¢’
deben ser proporcionales, i.e., s’ = ps con ¢ : M — C meromorfa. As{

Z ord,s’ = Z ord,(ps) = Z ordpp + Z ordps.

pEM pEM pEM pEM

Como ¢ es una funcién meromorfa sobre una superficie de Riemann com-
f 31102 _

pacta, por el Teorema del residuo Zpe u ordpe = 0, por lo que las sumas

de los ordenes de s y s’ coinciden. O

2Teorema del residuo ([4]): Para cualquier 1—forma meromorfa w sobre una superficie
de Riemann compacta M en M \ {a1...,an} se satisface que

Z Resq,w = 0.

peEM
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Asi definimos el grado de un haz lineal sobre una superficie de Riemann
compacta como deg(m) = 3, ordps para cualquier s € I'(mr).
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Apéndice B

Clasificacion de los haces
vectoriales sobre la esfera de
Riemann

B.1. Clasificacion de los haces lineales sobre la es-
fera de Riemann

Los conceptos de haces vectoriales holomorfos, cociclos y cocadenas son mas
faciles de trabajar cuando el rango es n = 1 porque las matrices de 1 x 1
conmutan. A los haces con este rango se les llama haces lineales.

Consideremos la cubierta estandar de la esfera de Riemann dada en el Ejem-
plo A.0.1, los cociclos inscritos sobre dicha cubierta son sélo un par de ma-
trices holomorfas invertibles en Up, Hyy' (t) = Ho1(t), llamados cociclos de
Birkhoff-Grothendieck. Como el rango es n = 1 en realidad tenemos una
funcién holomorfa h que no se anula en Upy, h(t) = ho1(t) = 1/hi1o(t).

Denotaremos por &; al haz lineal correspondiente al cociclo estdndar de
Birkhoff-Grothendieck

1
Lq = {ho1, h1o}, ho(t) := td{teUOI - hao(t)’

83
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con d un entero al que llamaremos el grado del haz lineal &;.

Probaremos que cualquier haz lineal sobre la esfera de Riemann es equiva-
lente al haz estandar &; para algtin d € Z. Para eso requeriremos el siguiente
resultado.

Lema B.1.1. Sean U,U C CP' dos dominios abiertos cuya interseccion
V = UNU tiene frontera suave por pedazos. Entonces cualquier funcidn
f holomorfa en V y continua en V puede escribirse como la diferencia de
funciones holomorfas en U y U.

Demostracion. Por la férmula integral de Cauchy f queda determinada por

sus valores sobre 9V. Escribimos dicha frontera como la unién disjunta 9V =

AU B con ACOV y B CO9OV. Entonces
1 1 1

P (€ P NI (C P S (O P

Tomi Joy a—t 2miJaz—t  2mifpz—t

Ambas integrales son holomorfas en sus dominios, U y U, y continuas en la
frontera. O

Lema B.1.2. Cualquier cociclo de Birkhoff-Grothendieck L4 = {ho1,hio}
es equivalente a un cociclo estandar de algin grado d.

Demostracion. Sea d = 2%” fy h(z)dz donde 7 es la frontera del circulo uni-
tario recorrida en sentido positivo. Para dicha d el logaritmo de la funcién
t~h(t) estd bien definido (considerando la rama principal de logaritmo) y
f(t) :=In (t7¢h(t)) es holomorfa en Up;. Escribiendo a f como en el lema an-
terior obtenemos dos funciones ug, 11 holomorfas en Uy y U;. Sean gg = e"0

y g1 = €™, entonces go, g1 son holomorfas y no se anulan. Asf t~%h(t) = 5(1)8
y por lo tanto

h(t)gi(t) = t7go(t),
i.e., los cociclos £ y L4 son equivalentes. O

El lema anterior clasifica a los cociclos inscritos en la cubierta estandar de la
esfera por dos cartas, de hecho, esta clasificacién es suficiente para describir
a todos los haces lineales holomorfos sobre la esfera.

Teorema B.1.1. Cualquier haz lineal sobre la esfera de Riemann es holo-
morfamente equivalente al haz estdndar &4 de algun grado d € 7Z.
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Demostracion. Sea w un haz lineal sobre P. Empezaremos mostrando que
cualquier haz lineal sobre un disco D C P es equivalente al haz trivial.

Sea U C P una pequena e—vecindad de D y consisderemos el cociclo H
que define a 7, el cual estd inscrito en alguna cubierta {U,} de U. Como
D es compacto lo cubrimos con un nimero finito de elementos de {U,},
refinamos dicha cubierta para que los abiertos sean pequenas vecindades de
una triangulacién y los ordenamos de tal forma que Uy11N(U; U - - - U Uy) sea
simplemente conexo para todo k € N. Denotemos por {U;} a esta cubierta.

Para ver que 7|p es equivalente al haz trivial probaremos por induccién que
H es soluble sobre {U;}. Sea W; = |J;; U; y supongamos que H es soluble
sobre W; para toda j < k, entonces podemos asumir que todas las transi-
ciones hj; entre los dominios son triviales si 4, j < k. Trivialicemos el cociclo
sobre Wi, = Wj_1 U Uy: por construccion V := Wy_1 N Uy es simplemente
conexo, por lo que el logaritmo del mapeo de transicion h esta bien definido
y por el Lema B.1.1 podemos escribirlo como la diferencia de dos funciones
holomorfas, una en Wj_1 y otra en Uy. Exponenciando tenemos que h = g—?,
i.e., el cociclo H es soluble en W.

Asi todo haz lineal puede trivializarse sobre las dos cartas de la cubierta

estandar de Birkhoff-Grothendieck, reduciendo el problema al lema anterior.
O

B.2. Clasificacion de haces de rango n sobre la es-
fera de Riemann

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que cualquier haz vectorial sobre la
esfera de Riemann es holomorfamente equivalente a una suma directa de
haces lineales estandar {p = &4, @ - -+ @ &g, Para ello trabajaremos en las
intersecciones por pares de las cartas que cubren a P. Si Uy, U; C P son
abiertos simplemente conexos tendremos dos casos para su interseccién, que
topolégicamente Upy; sea un disco o un anillo. Al primer caso lo llamaremos
de Cartan y al segundo de Birkhoff-Grothendieck. Para probar la equivalen-
cia holomorfa nos basaremos en el siguiente resultado cuya prueba se puede
consultar en [10] (seccién VLE).

Teorema B.2.1. Todo cociclo de Cartan o de Birkhoff-Grothendieck es
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meromorfamente soluble, i.e., existe un par de matrices meromorfas Fy, F1
con inversa meromorfa definidas en los abiertos Uy y Uy tales que Fy =
H01F1 en U[)l.

Primero veamos que en el caso de discos, la trivializacion se puede hacer de
manera holomorfa.

Lema B.2.1. Todo cociclo de Cartan es holomorfamente soluble.

Demostracion. Para volver holomorfas a las matrices del teorema anterior,
las multiplicamos por los factores adecuados (t — t;)"™ con t polo de orden
r,. Notemos que al hacer esto hemos generado ceros en el determinante
de las nuevas matrices denotadas nuevamente por Fj(f) y como queremos
que sean invertibles quitaremos los ceros multiplicando por la derecha una
matriz adecuada (esta idea surge de las matrices elementales en &lgebra
lineal). Si tp es un cero de det(F;(t)), las columnas de F;(tp) son linealmente
dependientes, i.e., vy = ) ._, a;jv; para alguna columna vj. Considerando
la matriz elemental

j<k

~ Ca )
Idy—y O(n—k)x (k—1)
E:=]o o 1 ' 0
0
O(n—k)x(k—1) Id,, g

Entonces Fj(tg)E tiene una columna de ceros, la cual podemos dividir en-
tre t — to. Si definimos R(t) := diag{1,...,1,(t —to)~%,1...,1} tendremos
que F/(t) = Fi(t)ER(t) es holomorfa y det(F/(t)) = det(F;(t))(t — to) ™1,
as{ det(F/(t)) tiene un cero menos que det(F;(t)). Repitiendo el argumento
un numero finito de veces conseguimos matrices holomorfas invertibles en
sus dominios. O

Para estudiar los cociclos de Birkhoff-Grothendieck consideraremos el caso
limite de un anillo, i.e., un disco agujerado. Empezaremos tomando Uy = C
y U = (P,00) una bola abierta del infinito en la esfera de Riemann. Una
matriz cociclo meromorfa en el infinito definida en Uy se llama cociclo de
Sauvage.
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Lema B.2.2 (Sauvage). Todo cociclo de Sauvage es holomorfamente equi-
valente a una matriz de cociclo estindar {tP} con D una matriz diagonal
con entradas enteras.

Demostracion. La idea de la demostracién es llevar una matriz meromorfa
a su forma diagonal mediante una serie de transformaciones holomorfas. Sea
H(t) un cociclo meromorfo con polo en el infinito, factorizando potencias
adecuadas de ¢, podemos escribir a H () como ¢ Hy (t) con Hy(t) holomorfa
en el infinito. Como primer paso para deshacernos del cero en el infinito del
det(H;(t)) supongamos que Hi(t) es holomorfa en (P, 00) y degenerada en
t = oco. Entonces algin renglén se escribe como combinacién lineal de los
siguientes renglones vy, = Y >k Q- Definiendo

0
Idy, O(n—k)x(k—1)
E:=10 0 (i) —ap41 —an |,
0
O(n—k)x (k—1) 0 Id,, g

obtenemos un renglén de ceros en la matriz EH;(o0), el cual podemos di-
vidir entre ¢. Haciendo D’ = diag{0,...,—1,...,0} conseguimos una matriz
holomorfa en infinito H}(t) :=t~P" EH,(t) tal que det(H/(t)) = tdet(H,(t))
y por lo tanto

ordsodet(H/(t) = ordeso Hy(t) — 1
Ahora supongamos que Dy = diag{dy,...,dy} con enteros dy > --- > d, y
conjuguemos F por tP1

n

(tDlEt_Dl)ij - Z (tDE)ik (tD)kj

k=1

Ast G(t) := tP1 Et~P1 es una matriz holomorfa triangular superior. Ademés
como EH,(t) = tP H|(t), se satisface

G)tP H(t) = tP EH, (t) = tP7P HY (1),
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lo que significa que 1 Hy (t) es holomorfamente equivalente a 21+ H/ (t).
Notese que si las entradas de la matriz D no estan ordenadas de la forma
conveniente, podemos elegir una matriz constante P que permute los ren-
glones para llevarlos al caso anterior D} := PtP1p~!. Repitiendo un ntimero
finito de veces el proceso anterior (pues el cero de det(H;(t)) en t = oo tiene
multiplicidad finita) conseguimos una equivalencia holomorfa entre H(t) y
tPr Hy(t) con Hy(t) invertible. O

Lema B.2.3. Cualquier cociclo de Birkhoff-Grothendieck H = {Ho1, Hio}
es holomorfamente equivalente a un cociclo de la forma {t”,t=P} donde D
es una matriz diagonal con entradas enteras.

Demostracion. Por el Teorema B.2.1 existen matrices meromorfas { Fy, F },
con inversa meromorfa que satisfacen Fy = Hgy1F} en la interseccién de
sus dominios. Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que el polo es
el infinito. Como F} es meromorfa en ¢ = oo, por el Lema de Sauvage es
holomorfamente equivalente a una matriz diagonal t”, i.e, existen matrices
holomorfas e invertibles A y B tales que F1 A = BtP, asi Fy = Hy BtPA™!
y por lo tanto Hq1 B = (FoA)t—P. O

Combinando los Lemas B.2.1 y B.2.3 y copiando la idea de la prueba del
Teorema B.1.1 de trivializar primero sobre los discos que forman la cubier-
ta estandar de Birkhoff-Grothendieck, conseguimos una equivalencia entre
cualquier haz vectorial holomorfo sobre la esfera de Riemann de rango n y
un haz de la forma ép =&, @ --- @ &g,
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