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Introduccion

La geometria hiperbdlica en su relacién con la teoria de los grupos fuchsianos
y kleinianos ha sido desarrollada intensamente en las tultimas décadas. Su
importancia radica en su relacién con muchas ramas de la matematica y
algunas de la fisica. En particular, los trabajos de Thurston y Jgrgensen
la relacionan con la topologia de las variedades de dimensién 3, al mostrar
que casi todas éstas tienen estructura hiperbélica (cf. [4]). Es copiosa la
investigacién que se ha desarrollado en esta area en los anos recientes (cf. [§]
y [7]). Uno de los resultados claves en el desarrollo de la geometria hiperbdlica
tridimensional es el teorema de finitud de Ahlfors que describe el cociente del
dominio de discontinuidad de un grupo kleiniano finitamente generado en la
esfera de Riemann, estableciendo que tiene un nimero finito de componentes
(cf. [8]).

En esta tesis se trabaja en el caso bidimensional fuchsiano, uno de los
resultados principales es una version bidimensional del teorema de finitud de
Ahlfors. Cabe senalar que el caso fuchsiano es de gran importancia tanto en
el estudio de las variedades de dimensién 3, como en otras areas, como por
ejemplo la teoria de los nimeros, véase por ejemplo [7]. Varios de los resulta-
dos que se prueban en esta tesis, han sido probados también en dimensiones
mayores, con ciertas restricciones (véase [11]). En la primera parte de esta
tesis se presenta a grandes rasgos la prueba del teorema de Poincaré. Este
teorema permite mostrar un ejemplo donde se verifica que existen regiones
fundamentales que en su frontera contienen una geodésica con un nimero
infinito de lados, véase el ejemplo posterior al Teorema 2.1.1. Uno de los
teoremas centrales de la tesis establece que un grupo fuchsiano no elemental
es finitamente generado si y sélamente si todo poligono fundamental convexo
tiene una cantidad finita de lados (Teorema 2.2.9). Se muestra también que
estas condiciones son equivalentes a que el area de cualquier regién funda-
mental intersecada con la regién de Nielsen es finita. La prueba de este hecho
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es sofisticada y larga, ademas requiere de varios resultados correspondientes
a condiciones de existencia y areas de los poligonos hiperbdlicos, asimismo
hechos sobre poligonos fundamentales convexos como los angulos de los ciclos
de vértices y propiedades de los poligonos de Dirichlet. Finalmente, se usan
también los teoremas de convergencia dominada y monétona de teoria de la
medida. La estrategia de la prueba utiliza propiedades de la regiéon de Niel-
sen. En la segunda parte de la tesis se determina que tan rapido en términos
euclidianos converge una sucesion de puntos a un punto limite. Esto motiva
la definicién de punto de aproximacion, que es el punto en donde el grado
de convergencia es mas rapido. Se demuestra que los puntos fijos parabdlicos
no son de aproximacién. Se prueba que un punto de aproximaciéon no per-
tenece a la frontera de un poligono fundamental convexo (Teorema 3.0.13).
El segundo teorema central de la tesis establece que un grupo G es finita-
mente generado si y s6lamente si el conjunto limite se bifurca, es decir, que
todo punto limite es punto fijo parabdlico o punto de aproximacién (Teorema
3.0.14). En la prueba de este teorema, se demuestra que si el conjunto limi-
te se bifurca, entonces todo poligono fundamental convexo tiene un niimero
finito de lados. En consecuencia, estos hechos permiten concluir la prueba
del Teorema 2.2.9, ya que se muestra que si existe un poligono fundamental
convexo con un numero finito de lados, entonces G es finitamente generado
y, por tanto, el conjunto limite se bifurca lo cual implica que todo poligono
fundamental convexo tiene un numero finito de lados. Finalmente, se pre-
senta un ejemplo de un grupo cuyo poligono fundamental tiene un nimero
infinito de lados y en consecuencia, no es finitamente generado, y también se
exhibe un punto limite de dicho poligono que no es fijo parabdlico ni tampoco
es de aproximacion



CApPITULO 1

Preliminares

A continuacion se presentan algunas definiciones y resultados con los que se
estara trabajando. Daremos una breve descripcion de la proyecciéon estereo-
grafica, las transformaciones de Mébius complejas, su clasificacion, asi como
algunos resultados de métrica hiperbdlica. No probaremos estos resultados, la
mayoria de estas demostraciones se pueden consultar en [2] y algunas otras en
[5]. Se mencionan algunas propiedades de los grupos fuchsianos y se definen
los dominios fundamentales.

Primero encajamos el plano complejo C, en R?® en forma natural asig-
nando a z =x + 1y, z € C, el punto (z,y,0).

Definicion 1 Los puntos del plano complejo junto con oo forman el plano
complejo extendido denotado por C.

Este puede ser asociado biyectivamente con la esfera unitaria
SP={reR?||z| =1}

llamada de Riemann. Para esto se proyecta el polo norte de S? a cualquier
otro punto (z1,z9,x3) en dicha esfera y se asocia al punto donde la recta
interseca al plano complejo obteniéndose la funcién

T1 + i1

($1,£L’2,l’2) — 1_2:3 .

La funcién inversa esta dada por:

R (z—i—? z—Z |z|2—1>
z , = , )
2|24+ 17i(]z2+ 1) |22+ 1

1
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Asociando el polo norte con oo se obtiene una biyeccién de S? en C
llamada proyeccién estereogréfica (cf. [5]). Esta biyeccién permite establecer
la continuidad en funciones definidas en C, para esto se define la métrica
cordal.

Definicién 2 Se define la métrica cordal en el plano complejo extendido de
la siguiente forma:

2|z — 2|
VARNERVARNEIE
2

V14 z)?

Definicién 3 Dados a,b,c,d € C, tales que ad —bc # 0, se define una
transformacion en C como sigue:

si z,7 €C,
de(z,2') =

st 2 = oo.

a) Sic#0
((az+D , —d
cz+d SZZ%O’Z%T’
T(z) = E s1 2z = 00,
c
, —d
00 st 2= —.
\ &
b) Si c=0
az+0b sz £ oo
T(z) = d
00 81 z = 00.

Estas transformaciones llamadas de Mobius son continuas con la métrica
cordal y pueden definirse por matrices de la forma

A:(“ b) a,b,c,d € C, ad —be = 1.
c d

Este grupo de matrices se denota por SL(2,C).El centro de este grupo
estd conformado por las matrices 4 Id. Al cociente de SL(2,C) sobre su
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centro se le conoce como su proyectivizacién y se denota por PSL(2,C), el
cual es isomorfo al grupo de transformaciones de Mobius complejas. Podemos
clasificar a las transformaciones de Mobius considerando sus puntos fijos en

C.

Definicion 4 Una transformacion de Mobius T' es parabdlica, si fija exac-
tamente un punto en C.

Cualquier transformacién parabdlica es conjugada a una traslacion.

Definicién 5 Sea una transformacion de Mobius T, que es conjugada a
2z — kz, k # 0,1. Se dice que T, es:

a) eliptica, si |k| =1,
b) hiperbdlica, si k € RT,
¢) loxodrémica, si |k| # 1y k € RT.

Otra forma de clasificar las transformaciones de Mobius es mediante su
traza.

Definicién 6 Sea T una transformacion de Maobius dada por

_az—i—b
e+ d

T(z)
definimos el cuadrado de la traza como:

2 (a+d)2
 ad—be’

Teorema 1.0.1 Sea una transformacion de Mobius T, T # Id, x? el cua-
drado de su traza. Entonces

a) T es parabdlica <= x? =4,
b) T es eliptica < 0 < x? <4,
c) T es hiperbdlica <= 4 < x? < oo,

d) T es lozodrémica <= x? & RT.
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El subgrupo de las matrices en SL(2,C) con entradas reales se le denota por
SL(2,R). El cociente de SL(2,R) sobre su centro se denota por PSL(2,R).
Un modelo del plano hiperbdlico es el semiplano complejo superior denotado
por H? = {z| Imz > 0}. Resulta que las transformaciones de Mobius que
preservan H? son precisamente aquéllas definidas por PSL(2,R) (cf. [5] p.
32).

Otro modelo del plano hiperbdlico es el disco unitario

A={zeC||z|=1}

llamado de Beltrami-Poincaré. Resulta que las transformaciones de Mobius
en PSL(2,C) que preservan el disco unitario A son de la forma

az + 3
Sz ==—— |a - [ff=1 a feC
Bz + «
Al subgrupo de transformaciones de PSL(2,C) que preservan A se les de-
notard por M(A). Para definir las métricas que se utilizardan en estos dos
modelos se introduce el concepto de densidad.

Definicién 7 Sea A una region en R™, una densidad en A es una funcion
continua
v:A— RT.

Dada una densidad en una regién A y € una curva de clase C! en A se define
la v-longitud de & como

mg):/ v(EW)E () dt,  donde € - [a,b] —s A

Esta definicién se extiende a curvas de clase C!' por tramos. La distancia
definida anteriormente permite medir la distancia entre puntos.

Definicion 8 Sea v una densidad en una region A y 21,20 puntos en A;
definimos la distancia p, (z1,22) como

Pv (21,22) = inf)‘u(§>7

donde el infimo se toma sobre todas las curvas & de clase C' por tramos que
unen z, con 2.
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Se puede probar que esta distancia define una métrica cf. [5]. La métrica
hiperbélica en H? est4 definida por la densidad

1
Im(z)

v(z) =

El grupo PSL(2,R) actia como un grupo de isometrias en H? con la métri-
ca hiperbélica. A las curvas que minimizan la distancia en H? se les llama
geodésicas y son los circulos o rectas que son ortogonales al eje real.

Por otro lado, la métrica hiperbdlica en A estd definida por la densidad

2

o(w) = ——.
Se puede verificar que la transformacién de Cayley

z — 1
2+

T(z) =

es una isometria entre H? y A (cf. [5], pp. 33-34). De esta forma, denotare-
mos al plano hiperbélico (H? o A) por P.

Definicién 9 Sea I' un subgrupo de SL (2, C). Se dice que T' es discreto
si no existe una sucesion de matrices A, € ', n € N distintas tales
que A, — B € SL(2,C). Se dice que un subgrupo I' < PSL(2,C) es
discreto, si estd determinado por un subgrupo discreto en SL (2, C).

~

Por otra parte, se dice que w € C es un punto limite con respecto a un
subgrupo I' < PSL(2,C), si existen z € C y transformaciones distintas
T, € ', n € N, tales que T, (z) — w cuando n — oo, denotaremos
al conjunto de puntos limite respecto a I' por A (I'), mientras que

o) =C — A

denotara el llamado conjunto ordinario con respecto a I'. Un subgrupo I
de PSL(2,C) se dice que es discontinuo si O (") # 0.

Un subgrupo I' de PSL(2,C) se le llama fuchsiano si es discreto y pre-
serva un “disco” (disco o semiplano). Un subgrupo discreto de PSL(2,C)
se llama kleiniano. Para el caso de PSL(2,R), un subgrupo I' es discreto,
si y s6lo si I' es discontinuo. Esto no se cumple en PSL(2,C) (cf. [5] pp.

~

102-104). El grupo de Picard es discreto y no es discontinuo en C
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Decimos que I" un subgrupo de PSL(2,C) actia discontinuamente en
una regiéon A C C, si para todo compacto K C A se cumple que

g(K) N K #0

s6lo para un nimero finito de elementos g € T R

Dado un grupo I' < PSL(2,C) actuando en una regiéon A de C, es
importante considerar conjuntos que contengan un representante de cada
6rbita, a dichos conjuntos se les conoce como conjuntos fundamentales, es
decir, un conjunto fundamental R satisface que

a) Si z1, 22 € R noexiste T € T, tal que T (21) = 23;

b) Para todo z € A existe T € I', tal que T'(2) € R.

Un hecho que hay que destacar es que estos conjuntos no pueden ser
abiertos (cf. [5] pp. 131-133), es por esto que damos una definicién en la cual
se trabaje siempre con abiertos o cerrados.

Definicién 10 Sea G < PSL(2, R), se dice que una region R es un do-
minio fundamental en H? para G, si se cumple que

1.- OR tiene medida cero,
2.- cualesquiera dos puntos wy, wy € R no son G - equivalentes,

3.- dado z € H?, existe w € R y T € G, tal que T(w) = z, donde R
denota la cerradura de R en HZ2.

Por otra parte, si consideramos una region R € P, se define su area
hiperbdlica como la integral de Lebesgue

e

Un hecho importante es que el area hiperbdlica de regiones en P es inva-
riante bajo transformaciones de PSL(2,R), es decir, para una regiéon R y
T € PSL(2,R) se tiene que

/R <ffni>2 N /m) <Ii£>2'
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Ahora, sea G un grupo fuchsiano actuando en el plano hiperbdlico P y
w un punto no fijo para cualquier transformaciéon g de G (g # Id). Para
cada g en G, definamos los siguientes conjuntos

Ly(w) = {z € Plp(z, w) = p(z, g(w))}, (1.1)

Hy(w) = {z € Pp(z, w) < p(z, g(w))}, (1.2)

Notemos que L, (w) es una geodésica que resulta ser el h-bisector per-

pendicular del segmento [w, g (w)] (véase [5] p. 136), ademas P — L, consiste

en dos semiplanos hiperbdlicos, uno de ellos contiene a w y es justamente
H, (w) (véase la Figura 1.1).

Figura 1.1: h-bisector de [w, g (w)]

Obsérvese que H, (w) consiste de aquellos puntos que estdn més cerca
de w que de g (w).

Definicién 11 FEl poligono de Dirichlet D¢ (w) para G con centro en w
se define como

Dg(w)= () Hyw), geG.
geG, g#£1d

La notacién abreviada para D¢ (w) es D (w). A este poligono también se
le conoce como de Poincaré o normal para G.

Notemos que D (w) es el conjunto de puntos en P que estdn més cerca
de w que de g (w) paratoda g € G, g # Id, es decir,

D(w) ={z € Plp(z,w) < p(z, 9(w)), g € G, g # Id}.
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Nétese que w € D (w), por lo cual D (w) es no vacio, ademds es h-
convezo, ya que para toda g € G, g # Id, H,(w) es h-convezo, esto es
claro si H, (w) coincide con el primer cuadrante (en H?), y el caso general
se sigue ya que PSL(2,R) es transitivo en geodésicas.

Un dominio fundamental R para un grupo G se dice que es localmente
finito si y sélo si, para cualquier compacto K C P se tiene que

K ngR) #0

para un numero finito de elementos g € G. En el siguiente capitulo trata-
remos con poligonos hiperbdlicos fundamentales convexos.

Definicién 12 Sea P el plano hiperbdlico (H? o A). Un subconjunto R
de P es un poligono convexo si es la interseccion a lo sumo numerable de
semiplanos.

Definicion 13 Sean R wun poligono convero y G un_grupo fuchsiano. Un
lado de R es un segmento de geodésica de la forma R N g(R) de longitud
positiva. Un vértice de R es un punto de la forma RN g(R) N h(R), donde
g # h y ambas transformaciones son distintas de la identidad.

Definicién 14 Sea R un poligono fundamental convexo para un grupo fuch-
siano G. Se dice que g € G, es un apareamiento, si g(R) N R # ( y
g(s) = s', donde s y s’ son lados de R.

Se puede verificar que el poligono de Dirichlet es un poligono fundamental
convexo. Una prueba de este hecho aparece en [2], pp. 227-228 y con mads
detalle en [13], pp. 12-14.

Para el siguiente resultado, introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 15 Sea P un poligono fundamental convezo. Un ciclo C en P
es la interseccion de una G-orbita con P. Un ciclo necesariamente es un
conjunto finito {z1, z2,...., 20} ¥y la longitud de C (denotada por |C|) es n.

Definicién 16 Sea C un ciclo en un poligono fundamental convexo y 0; el
dngulo en el punto zj. Definimos la suma de los dngulos del ciclo C' como

0(C) = 0y + ... + 0,
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Teorema 1.0.2 Sea G un grupo fuchsiano y sea D (w) el poligono de Di-
richlet con centro en w. Entonces, para cast todas las elecciones de w se
tiene lo siguiente:

a) Todo vértice impropio que es punto ordinario estd en un ciclo de lon-
gitud 2.

b) Todo vértice propio estd en un ciclo de longitud 1 y es un punto fijo
parabolico.

Una prueba de este resultado aparece en [2], pp. 234 y para més detalle en
[13]. Las transformaciones de M&bius que no fijan oo, actian euclidianamen-
te en un unico circulo llamado isométrico, es decir, la distancia euclidiana
entre cualesquiera par de puntos de ese circulo es la misma que la de sus
imagenes.

Definicién 17 Sea

b
T(z):%, ad —bc =1, ¢ # 0,

una transformacion en PSL (2, C), se define el circulo isométrico de T,
denotado por I (T), como

{z € C||T' (2)] = 1}.

Equivalentemente, este conjunto consiste en aquellos puntos donde el fac-
tor de conformalidad es 1.

El siguiente resultado exhibe cémo el circulo isométrico describe la accion
geométrica de una transformacién de Mobius, cuya prueba aparece en [5], pp.
159-160.

Teorema 1.0.3 Sea T wuna transformacion en PSL (2, C) que no fija a
oo. Entonces

1. T(I(T)) = I(T™Y);
2. T(intI(T)) = ext (I (T71));
3. T(extI(T)) = int (I (T1))






CAPITULO 2

Grupos finitamente generados

2.1. Teorema de Poincaré

Dado G un grupo discreto actuando en el plano hiperbdlico P (H? o A),
se puede construir un poligono fundamental convexo R. El teorema de Poin-
caré es el reciproco de este proceso, esto es, si existe R un poligono en P, y
que admite transformaciones de Mobius que aparean los lados de R y bajo
ciertas condiciones, si GG es el grupo generado por dichos apareamientos, G
es discreto y R es un dominio fundamental de G.

Presentamos una idea intuitiva de la demostracién de este Teorema, cuyos
detalles pueden verificarse en el libro de Alan Beardon [2].

Figura 2.1: Identificacién de (Id, s’) con (gs, )

Sea R un poligono convexo en P y suponemos que para todo s lado
de R existe un tnico lado s’ de R y un tnico apareamiento g,, tal que
gs (s) = s’, ademas el apareamiento asociado a s’ es g;!. Sea G el grupo
generado por los apareamientos. Consideraremos el conjunto G' x R como
una coleccién de copias ajenas de R numerada por G, esto es

11
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(94, E) = {(gi, v) |z € E]’,

donde ¢; € G. Luego, unimos estas copias de R en G x E, para lo cual,
definimos una relacion de equivalencia, partiendo de la idea de que si se tiene
que gs(s) = s’, entonces (Id, s’) debe identificarse con (gs,s) (véase la
Figura 2.1).

Figura 2.2: Relacién entre (Id, 0) y (g2, 0)

Definicién 18 (g, z) ~ (h, y) si
i)g=hyx=yo
i) x €5, y=gs(x) yg=hgs.

Nétese que esta relacion es reflexiva y simétrica, pero no es transitiva. Por
ejemplo, consideremos gs(z) = —iz en A y S el sector superior derecho
de A. Sea

s ={{z¢€ AlImz > 0, Rez = 0}

/

y s’ = [0,1]. Obsérvese que gs; fijael 0 y gs(s) = s’. Se tiene que
([d> O) = <[d7 Js (0)) ~ (gsa O) Ademas, (gsa O) = (gsa UE (O>> ~ (gga O)
Sin embargo (Id, 0) no se relaciona con (g%, 0) (Véase Figura 2.2). Este
ejemplo motiva la siguiente definicién.
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Definicién 19 (g, z) * (h, y) si eziste (g;, z;), donde
e R, ie{1,2,..n}
tal que
(9, ) = (g1, m1) ~ (g2, x2) ~ -+ ~ (gn, Tn) = (h, y).

Las clases de equivalencia definidas por * se denotan por < g, x > y el
conjunto de clases por P*. Por otra parte, cada f € G induce una funcion
f* o P* — P*, definida por f* < g, x >=< fg, x >, que resulta ser una
biyeccién; al grupo de estas biyecciones se le denota por G*. Denotamos por

<R>={<1I,z> |z € R}.

Nétese que esta accién de G* en < R > tesela P*, es decir

Ug <R>=P

g*

ysi g* # h*
g <R>Nh <R>=0.

Definimos la funcién « : P* — P, tal que a (< g, z >) = g(z). También
definimos las siguientes transformaciones

B:G x R — P, (g, x) =<g, x>

v:GxR-—P, (g2 = g(z)

Obsérvese que v = a f3, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

8 P
O/

P

N

G X
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Ahora, nétese que si « es suprayectiva, entonces

U a(R) =P,

geqG

y que si « es inyectiva, se tiene que para toda g, h € G tal que g # h,
g(R) N h(R) = (). Obsérvese que demostrar que « es biyectiva es el objetivo
central de la prueba, ya que esto implica que R esun poligono fundamental
para G y por lo tanto, el conjunto ordinario es no vacio, es decir, el grupo
es discreto. (cf. [5] p. 102).

Ahora, si definimos en G la topologia discreta, en G X R la topologia
producto y en P* la topologia cociente, entonces [ y < son continuas y, por
tanto, « también lo es.

Lo siguiente es establecer una condicién referente a los poligonos alrededor
de los vértices tal que las imagenes de R alrededor de un vértice no se
traslapen. Para expresar dicha condicién en forma concreta, suponemos que

<Id,xz>= {(g1, 1), .-, (Gn, Tn)},

por lo que alguna (g;, x;) = (Id, z) y se puede suponer

g1 (1) = g2 (22) = -+ = g () = Id(z) = x.
Si definimos _
Nf = {y € R|d(y, z;) < €},

como las g; son isometrias, se tiene que g; (N5) C B(z, €). Entonces, para
toda e suficientemente pequena se quiere que el conjunto de las g; (IV j) te-
sele B(z, €), esto es, que las g; (N5) no se traslapen en sus interiores y que
U gi (Nf) cubra B(z, €). Esto sugiere la siguiente hipétesis.

I. Cada © € R tiene una clase de equivalencia finita

<Id, x>= {(g1, 1), ..., (Gn, T0)}

y para toda € suficientemente pequena,

n

U 9 (V) = B(z, ).

1=1



2. GRUPOS FINITAMENTE GENERADOS 15

Ademdas, para cada w € B(x, €), el conjunto de puntos de |J(g;, Nf) que
son transformados por v en w es una clase de equivalencia.

Ahora, si denotamos por

we =g Ny) oy VE=B(WY),

J

se tiene que la condicién I implica que v (W) = B(z, €) y también que W
es una unién de clases de equivalencia. También, se puede verificar que P*
es Hausdorff y conexo, y que toda z* € P* tiene una vecindad abierta de la
forma f* (V) tal que la restricciéon de a a f* (V) es un homeomorfismo
local de f* (V) sobre un conjunto abierto.

Por otra parte, podemos reescribir la condicién I de una forma mas simple.
Si x € R, elegimos € tal que el disco abierto D con centro en x y radio e
esté contenido en R. Para cada y € D, la clase de equivalencia < Id, y >
contiene sélo a (Id, y) y la condicién I se cumple. Si z estd en el interior de
un lado S, entonces z esta en un unico lado de R y se sigue que < Id, x >
contiene precisamente a (Id, x) y (g;', g (z)). Escribimos

(Id,z) = (gr,21) vy (g7 95 () = (g2, 22).
Sea ¢ tal que B(z,¢) N R C S y sean
‘]\flE = {y S §|d(y7 xl) < 6}7

N5 = {y € Rld(y, z2) < ¢}

W; = (.917 Nf) U (927 N2E)7
entonces
B(z, €) = g1 (N7) U g2 (N3) (2.1)

por lo que, nuevamente, se cumple la condicién I (véase la Figura 2.3). Asi, la
condicion I se puede reescribir (considerando solo los vértices) de la siguiente
forma.
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I°. Para cada vértice x de R, existen vértices xo(= ), x1,.....,, de R
y elementos fo (= Id), fi,...., fn de G tal que los conjuntos f; (Nf) no se
traslapan en sus interiores y J fi (N5) = B(z, €), donde fj;1 es de la for-
ma f;gs para toda j € {1,...,n} y gs un apareamiento.

Figura 2.3: B(x, €) = g1 (Nf) U ga (N5)
Por tultimo suponemos la siguiente hipotesis.

II. Existe € > 0 tal que para toda x € ]§, existe una rama monovaluada
de o' en B(z, €).

Esta condicién nos permite establecer que a es una proyeccion cubriente:
sea z; € P y consideramos la curva ¢ : I — P que une z € R con z.
Sea B(z, 5), donde € satisface I'y I, y v € 0 B(z, §) N ¥(I) es el primer
punto de 1 que sale de B(z, 5) en direccién de z;. De esta forma, como
a ' (B(z, §)) tiene una rama monovaluada, existe un abierto My en P* tal
que

a(My) = B (z %) :

lo que implica que el segmento de ? que une z con r; se puede levantar
a una curva en P* que une < Id,z > con < g, r; >. Ahora, tomamos
t1 € R tal que gy (1) = r1, para alguna g;. Se tiene que o' (B(ty, §))
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tiene una rama monovaluada por lo que existe un abierto M; en P* tal que
a(My) = B(ty, 5), pero dado que P* tiene la topologia cociente se sigue

que existe un abierto U; C G X E, tal que S (Uy) = M; y de esta forma
se tiene que

a(gi (M) = B (g1 (1), 5).

lo que implica que a~' (B(g; (t1), §)) tiene una rama monovaluada en P*.
Repitiendo este proceso, como la distancia de z a z; es finita, entonces
se puede levantar a una curva ¢ en P* tal que a(¢)) = 1, en particular,
existe < g,, t, > en P* tal que

05(< Gn, 2% >) = On (tn> = z1,

por lo que « es una proyeccién cubriente (véase Figura 2.4).

g7 (M)

MO ~ <g7la tn>
< g1, g1 (t1) >
<Id, z >

- <Id, ty >

Figura 2.4: o es proyeccién cubriente

Ademds, « es inyectiva, ya que, si x1, x5 € P* tal que a(x1) = a(z2)
en P y consideramos una curva ¢ que une x; con ,, entonces «(¢) es una
curva cerrada en « (7). Como P es simplemente conexo entonces la curva
a (¢) es homotdpica a un punto y, por el Teorema de Monodromia, se tiene
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que el levantamiento de « (¢) basado en z; es homotdpico al levantamiento
de la curva constante « (x1) basada en x;, por lo que se tiene que a es
inyectiva y como consecuencia, « es un homeomorfismo. Asi, queda probado
el teorema de Poincaré.

Teorema 2.1.1 (De Poincaré). Para un poligono R con apareamiento de
lados ® que satisface I’ y II, G es discreto y R es un poligono fundamental
para G.

Recordamos que un lado s de un poligono fundamental convexo es un
segmento de la forma R N g(R), donde R denota la cerradura hiperbdlica
de R, a excepcién del caso en que dicho conjunto sea considerado como
dos lados cuando ¢ es una transformacion eliptica de orden dos (cf. [2], pp.
229-230).

Definicién 20 Sea R un poligono fundamental convexo. Un borde de R es
un segmento mdximo de geodésica en O R.

Debemos distinguir entre lados y bordes de un poligono, ya que puede
suceder que un borde contenga una infinidad de lados como se muestra en el
siguiente ejemplo.

cy Co

-3 -1 1 3
Figura 2.5: cota inferior 0.

Sean C,, n € N U {0}, geodésicas contenidas en H? con puntos finales
1+ 4n y 3 + 4n. Consideremos también las geodésicas C!, obtenidas al
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reflejar las geodésicas (), con respecto al eje imaginario. Nétese que las
transformaciones hiperbélicas en PSL(2,R) dadas por

—(4n + 2 An+2)?% -1
gnz((l )(_(4n)+2>), n € NU{0}

transforman C,, en C!. esto se debe a la geometria de los circulos isométri-
cos, mas aun g, (ext(C,)) = int(C}). Tomemos G, el grupo generado por
las transformaciones g,.

Veremos que la region exterior a las geodésicas C,, y C/,, es un dominio
fundamental para G, para lo cual, se verificaran las hipdtesis del teorema de
Poincaré. Nétese que no hay vértices ordinarios, por lo que no es necesario
verificar el axioma I’. Basta con ver que se satisface la condicién II. Para ver
esto, obsérvese que existe una cota inferior entre la distancia de cualesquier
par de geodésicas de la familia {{C,} U {C,,'}}nenuqoy. De hecho, la menor
distancia se alcanza de Cy a Cy’ (Véase la Figura 2.5).

<1, gn(x) > <I, z>
B(.’E, 5) C;L Cn

< Gn, T >

Figura 2.6: Clases < I, g, (z) >=< gp,x >

Ahora, sea © € OR, digamos = € (), y sea ¢ la distancia de Cj a
Cy'. Se afirma que B(x, €) interseca tinicamente a R y a g,!(R), ya que
si B(xz, €) intersecara a otra imagen de R bajo alguna transformacién gy,
eso implicaria que interseca a una de las imagenes de una geodésica C; bajo
gk; pero las transformaciones g, son isometrias por lo que se tendria que
la distancia de C,, a () seria menor a ¢, lo cual seria una contradiccion,
por la eleccion de e. Notese que B(z, €) N R es un segmento de C,, tal
que cada punto estd representado por las clases < I, g, () >=< gn, x >,
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y donde B(z, e) = g1 (Nf) U g2 (N5), tomando la notacién de la igualdad
(2.1). Obsérvese que o '|pze), © € C, (o en cualquier lado) es un ho-
meomorfismo local, por lo que se tiene que existe una rama monovaluada de
at
Por otro lado, si * € R, tomando la misma & se tienen dos casos:
Caso 1. B(z,e) N OR = (). En este caso, es evidente que a~! es monova-
luada.
Caso 2. B(z, ¢) N OR # (). Nuevamente, B(z, €) interseca inicamente a
R ya g, ' (R), por lo que se sigue que o~ ! tiene una rama monovaluada.
Asi, podemos tomar ¢ en la condicién IT y por lo tanto, se puede aplicar
el teorema de Poincaré, de donde se obtiene que el exterior de las geodésicas
C, vy C,' es un dominio fundamental para G.

4i(n+1)
din D,
D
G, ... G o
N AW N

4dn n+1 4n+ 3

Figura 2.7: Region D,,.

Ahora, consideremos D la region en el segundo cuadrante exterior a las
geodésicas C) vy sea

D, ={z € H*|Rez >0, Imz >0, 4n < |z| < 4(n+1), |2—(4n+2)| > 1}

(véase la Figura 2.7).
Nétese que, bajo la transformacién g,, la regién D, se convierte en la
region mostrada en la Figura 2.8.
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Resulta que
P'=DuU (U gn (D, U Cn)).
n=0

es un dominio fundamental: evidentemente, dP" tiene medida bidimensional
de Lebesgue cero. Ademds, dado w € H?, existe z € Ry g € G tal que
g(z) = w. Si z € D, se tiene que z € P’  de otra manera, z € D,
y z es equivalente a g, (z) € P’ Ahora, para ver que no hay puntos G-
equivalentes basta con observar que la region D C R; por otro lado, en
el interior de los conjuntos ¢, (D,) tampoco hay puntos G-equivalentes,
ya que D, forma parte de una regién fundamental. Finalmente, no existen
puntos G-equivalentes a los puntos de las geodésicas C,,’, ya que los tinicos
posibles son los que se encuentran sobre las geodésicas €, las cuales han sido
excluidas de la regién, por lo que se sigue que P’ es un dominio fundamental.
También, se tiene que P’ es localmente finito (cf. [2], pp. 213-214), por lo
que se concluye que es un poligono fundamental convexo para G.

Gn(Dy) &

i)

Figura 2.8:

Ademas, obsérvese que las geodésicas C, se suprimieron como lados y
se han creado tres lados nuevos. Ademas, en el eje imaginario se tiene una

infinidad de lados de la forma [4in,4i(n+1)], donde n € N U {0}. As{, un
borde tiene una infinidad de lados.

2.2. Grupos finitamente generados

Un poligono fundamental convexo R puede tener vértices en el circulo (o la
recta) al infinito en P. Denotemos por F' a la frontera euclidiana de R en
OP. Se tiene que F puede tener una cantidad numerable de componentes
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conexas con longitud euclidiana positiva, esto ultimo se logra asociando a
cada componente de longitud positiva un racional. A dichas componentes las

llamaremos lados libres de R y son intervalos cerrados de longitud positiva
en OP.

Definicién 21 Un punto v € F es un vértice propio de R si v es un
punto final de dos lados de R, v es un vértice impropio de R si es punto
final de un lado y de un lado libre de R. En ambos casos se dice que v es
un vértice al infinito de R.

Se puede probar que las transformaciones de Mobius que no fijan oo,
actiuan euclidianamente en un tunico circulo llamado isométrico, es decir, la
distancia euclidiana entre cualesquiera dos puntos de ese circulo es la misma
que la de sus imégenes (cf. [5], p. 158), recordamos la siguiente definicién.

Definicién 22 Sea

T(Z):Z—iz, ad — bc = 1, c # 0,

una transformacion en PSL(2,C), se define el circulo isométrico de T,

denotado por I (T), como

{z e CIIT"(2)] = 1}

Figura 2.9: v, es equivalente a vy y vs.

Por otra parte, hacemos la observacién de que se puede tener el caso en
que un vértice propio sea equivalente a un vértice impropio. Tomemos las
transformaciones hiperbdlicas dadas por

4z + 15 6z + 11
T .14 92(Z>:—z+2
y el grupo G =< g1, g2 > generado por estas transformaciones. Se puede
probar que la region exterior a los circulos isométricos de g; y g es un domi-
nio fundamental (cf. [6], pp. 115-116), por lo que G es fuchsiano. Obsérvese

91 (2)
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que g1 (=5) = 5y g;' (5) = —1, por lo que se tiene el ciclo conformado
por los vértices {vy, vg, v3}. Notese que vy y v3 son vértices impropios,
asi un vértice propio puede ser equivalente a un vértice impropio (véase la
Figura 2.9).

Probaremos que un grupo fuchsiano no elemental es finitamente generado
si y sélo si todo poligono fundamental convexo de G tiene una cantidad finita
de lados. Para probar este resultado, se prueba el siguiente lema.

Lema 2.2.1 Sea R wun poligono fundamental convexo con un nimero finito
de lados, entonces los extremos de lados libres son puntos ordinarios.

DEMOSTRACION. Sea v; un vértice impropio y < vy, vs, ...., v, > su ciclo.
El ciclo no es parabdlico ya que contiene vértices impropios (cf. [2] p. 221).
Denotamos por gs, los apareamientos tales que gs,(s;") = s; v gs, (Vi) = vit1,
i = 1,...,k, donde v; es un vértice de s;’', (i < k) y s, s;’ son lados de
R (véase la Figura 2.10).

s1’ 81 s9’ S2 53’ 53
U1 V2 VU3 Uy
Figura 2.10: Caso k = 4 del Lema 2.2.1

Consideramos primero el caso kK = 1, como en vy se intersecan s; y S’
y $1 se aparea con sp’, se sigue que en v; se intersecan g;'(s1) = 51"y
g:.' (s2”) de tal forma que Ry g;' (R) colindan a lo largo de s;’. Nétese
también que g,' (s2) = s2’ v g;,' (s3’) se intersecan en vy. De esta forma,
s9’ esun lado comun entre R y g;21 (R), por lo que al considerar g;l1 se sigue
que vy también es un punto que pertenece a g;' g;.' (s3”) v asi g;'g;,! (R)
colinda con g;' (R) alo largo de g;' (s2”) (véase la Figura 2.11).

!

S1 53 S3
() 1 (m)
" _ 83
9811 9521 (R) 52 ’
951951 95t (R)
U1 U3 V4

Figura 2.11: Prueba del Lema 2.2.1 para el caso k = 4
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Procediendo de esta manera, como s3’ se aparea con un lado s3 y vz es
equivalente a un punto v4 que es vértice impropio, se sigue que el poligono
g;ll g;; g;; (R) tiene a wv; como vértice impropio, por lo que se sigue el
resultado, ya que el conjunto limite es perfecto y no tiene puntos aislados
(cf. [2], pp. 96-97).

Para el caso general, procedemos de la misma forma que en el caso anterior
y dado que se tiene un poligono con un numero finito de lados, se obtiene
que vy es un vértice en donde concurren k lados y un lado libre, por lo que
se sigue que los extremos de un lado libre son puntos ordinarios. O

Figura 2.12: Caso general del Lema 2.2.1

Sea G un grupo fuchsiano actuando en el disco A; decimos que G es
del primer tipo si A = OA y del segundo tipo si A es un subconjunto
propio de dA. Si G es del primer tipo, la érbita de todo punto se acumula
en cualquier punto de A (cf. [2] p. 202) y por tanto, cualquier conjunto
convexo, no vacio y G-invariante es necesariamente el plano hiperbélico. Un
ejemplo de grupo fuchsiano del primer tipo es el grupo modular (cf. [5], p.
95)

Si G es del segundo tipo, entonces 0 A es la unién ajena del conjunto
limite A de G y la unién numerable de arcos abiertos mutuamente ajenos,
oj. Sea L; la geodésica con los mismos puntos finales que o; y H; el
semiplano acotado por L; y separado de o; por la geodésica L;. Obsérvese
que la coleccién {o;} es G-invariante, por lo que la coleccién H; también

lo es y asi,
N = () H;
J
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es un subconjunto convexo, G-invariante de A. Esto se sigue, ya que el
conjunto limite es G-invariante (cf. [5], pp. 90-91), por lo que el conjunto
ordinario también lo es, lo que implica que una geodésica o; bajo una trans-
formacién g € G va a una geodésica o;, y por la construccion de N se tiene
la invariancia. Si G' es no elemental, entonces A es infinito y por tanto N
es no vacio; ademas, en este caso, hay una infinidad de arcos o;, por lo que
la longitud euclidiana de oj, cuando j — 00, tiende a cero. Esto implica
que cada disco abierto de la forma

D0, r) = {z]|z] < r}, r <1
interseca a los semiplanos H;, salvo un nimero finito, esto es, N es un sub-

conjunto abierto de A. Notese que la region de Nielsen es como se describe
en la Figura 2.13. Asi tenemos la siguiente definicién.

Figura 2.13: Semblanza de una regién de Nielsen

Definicién 23 Sea G un grupo no elemental fuchsiano actuando en A. Se
define la region de Nielsen N de G de la siguiente forma: si G es del primer
tipo, tomamos N = A. Si G es del sequndo tipo, entonces

N = () H;.
J
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Presentamos un ejemplo de grupo del segundo tipo. Sea G el grupo ge-
nerado por f(z) = z + 6 y g(2) = ;25 Resulta que G es discreto y que
una regién fundamental para G estd dada por P = D; N Dy, N H?, donde

Dy = {z € C||Rez| < 3}

’ Dy ={z€Cllz+ 1] >1}n{zeCl|lz — 1] > 1}
(cf. [2], pp. 103-104). Nétese que los circulos isométricos de g y ¢! estdn
dados por
I, ={2 € Cl|lz -1 =1}
Yy
I« ={z € C||z + 1] = 1},
respectivamente. En consecuencia, se puede probar, en virtud de la geometria

de los circulos isométricos, que los segmentos (2,3) y (—3,—2) consisten en
puntos ordinarios y G es del segundo tipo (véase la Figura 2.14).

(Y

-2 2

Figura 2.14: Region fundamental del grupo G

Ahora, si R es un poligono fundamental convexo con un nimero finito
de lados, entonces todo lado libre cerrado A;, (i = 1,...m), de R estd en
el interior de un intervalo de discontinuidad o; que determina un semiplano
H; que contiene a N; esto se sigue ya que, por el Lema 2.2.1, los extremos
de lados libres son necesariamente puntos ordinarios.

Para el teorema principal de esta seccién usaremos los siguientes resulta-
dos. No los demostraremos, sin embargo sus pruebas se pueden consultar en
(1], pp. 31-32 y [2], pp. 153-154 y 205-206, respectivamente.
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Teorema 2.2.2 (Teorema de Convergencia Monétona). Si {f,}nen,
donde f, : R™ — R, es una sucesion monotona creciente de funciones
Lebesgue integrables tales que convergen a una funcion f, entonces f es

Lebesque integrable vy
/fd)\ = lim/fnd/\.

Teorema 2.2.3 Sean F, y Fy conjuntos fundamentales medibles para G.
Entonces h — area (Fy) = h — area (Fy).

Teorema 2.2.4 St R es cualquier poligono con angulos interiores 04, ....,0,,
entonces
h—drea(R) = (n — 2)m — (01 +.... + 0,)

El siguiente teorema establece una condiciéon necesaria y suficiente para
que un poligono sea convexo (véase [2], pp. 154-155).

Teorema 2.2.5 Sea R wun poligono con dngulos interiores 6, .....,6,. En-
tonces R es convexo si y solo si 0 < 0; < .

Obsérvese que como consecuencia del Teorema 2.2.4, una condiciéon ne-
cesaria y suficiente para que un poligono con angulos interiores 6y, .....,0,,
exista es

0 +.c. + 0, < (n —2)m.

La prueba de los siguientes teoremas se pueden consultar en [2] p. 222 y
p. 229.

Teorema 2.2.6 Para todo grupo fuchsiano G, todo poligono fundamental
convexo R y todo ciclo C,

2m
9 —
(©) ord(C')
Teorema 2.2.7 Sea {zi,.....,2,} cualquier ciclo sobre la frontera de un

poligono de Dirichlet D (w). entonces

p(z1, w) = p(ze, w) = ..... = p(zn, w).
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Ahora presentamos el siguiente lema.

Lema 2.2.8 Sea D un poligono fundamental convexo, entonces D contiene
a lo mas un ciclo de vértices de orden dos de longitud uno en cada segmento
mdximo de geodésica de su frontera.

DEMOSTRACION. Sea v un vértice eliptico de orden dos de D en un ciclo
de longitud uno. Si g es la transformacion eliptica que fija v, entonces v
estd en un segmento de geodésica de longitud positiva de la forma D N g (D),
ya que al ser el ciclo de longitud uno, v no es un vértice, en el sentido de
que v = g (D )ﬂf( )ﬂD donde g # f v gf # Id, ya que el angulo
de v en_ D es 7. Nétese también que si m es la geodésica que contiene a
Dng(D)y v, €m estal que

[v, vy] € D, (2.2)
entonces [g (v1), v] € D. De otra manera, existe un vértice
v’ =g(D)nDnfD),
tal que v’ € [g(v1), v] y esto implicaria que

gy =Dng(D)ngf(D)

es un vértice en [v, v;] lo cual contradice (2.2).

Ahora supongamos que en un segmento maximo de geodésica s de D
existen dos vértices elipticos de orden dos, cada uno en un ciclo de longitud
uno. Los denotaremos por z; y 2o y a las transformaciones que los dejan
fijos por g1 y ¢o, respectivamente. Sean m la geodésica que pasa por z; y
2y y L el semiplano generado por m que interseca a D. Para alguna & > 0,
D (z,e) N L C D. Ahora, sea 21" € m N D (2, €) como se muestra en la
Figura 2.15, por convexidad se sigue que el segmento de geodésica [z, 21|
estd contenido en D, y por tanto (por la observacién previa) se sigue también
que [ga(217), 23] € D (véase la Figura 2.15).

También, nétese que ¢s (z1) = g2 91 (21), y entonces

g1(D(z,e)N D) C L’

y por lo tanto
G291 (D (z1,€6) N D) C L.
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De donde se concluye que, por un lado, D (g2 (21), €) N L C D y por el otro,
D(g291(21),e) N L C gog1 (D), lo que implicarfa que D N gy g1 (D) # 0
generando asi una contradiccién, ya que g¢o¢; es una transformacién hi-
perbdlica a lo largo de m. De esta forma se obtiene el resultado. U

g2 (21)

Figura 2.15: Demostracion del Lema 2.2.8

Enunciamos ahora el resultado principal de este capitulo.

Teorema 2.2.9 Sea G un grupo fuchsiano, no elemental con region de Niel-
sen N, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) G es finitamente generado,

b) para cualquier poligono fundamental convexo D de G,

h —drea(D N N) < +oo,

c) existe un poligono fundamental convexo de G con una cantidad finita

de lados,

d) todo poligono fundamental convero de G tiene un niumero finito de
lados.
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Para hacer mas accesible el entendimiento de este sofisticado teorema,
recordamos el ejemplo del grupo G que es generado por las transformaciones
f(z) = 24+ 6y g(z) = ;% Como los segmentos (2,3) y (—3,-2)
contienen puntos ordinarios y la region de Nielsen para un grupo del segundo
tipo esta generada por geodésicas cuyos puntos finales se encuentran en los
extremos de arcos abiertos que contienen puntos ordinarios, se tiene que
D N N es (aproximadamente) la regién mostrada en la Figura 2.16. En

otras palabras, intersecar con la region de Nielsen hace finitas las areas.

I N

Figura 2.16: Interseccién de un poligono fundamental y una regién de Nielsen
para un grupo G del segundo tipo

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2.9. Evidentemente d) implica c). Se pro-
bard que c¢) implica b). Sea R como en c¢), entonces R tiene un nimero finito
de lados y también

m
Ri=Rn () H
i=1
es un poligono con un nimero finito de lados sin lados libres, y por consi-
guiente de h-area finita. Esto se sigue, ya que si un poligono se interseca con
un semiplano se obtiene el vacio u otro poligono. En nuestro caso, la inter-
seccion no puede ser vacia, ya que, si esto sucediera se tendria que B C H7,
para alguna j y RN N = (). Sin embargo, R es una regién fundamental y
N es G-invariante, por lo que si w € N, w tendria que ser G-equivalente
a un punto w; € R, lo cual es una contradiccién (w ~ w; implica que
w; € N)
Ahora, R N N C Ry, por lo que b) se satisface para esta eleccién. En
general, mostramos que esto se cumple para cualquier otro poligono funda-
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mental convexo D (que a priori puede tener una infinidad de lados). Esen-
cialmente, esto se sigue de que la regiéon de Nielsen es G-invariante. Para
probar formalmente este hecho escribimos

h—drea(RN N) = h— drea ((U g5 ( ) RﬂN))

= h—drea (U(g](ﬁ) N RN N))

J
Numerando por g;, j € N, los elementos del grupo, sean

M, = (0, (B) n RN

j=1

n@:(—ﬁgﬁﬁmu» nenl,

1 —

donde I, es la funcién caracteristica
Noétese que {f,} converge a la funcién f(z)Ign~n (2), donde

o= ()

Ademas las funciones f,, son integrables, por lo que podemos aplicar el
Teorema 2.2.2 y se tiene que

h — drea (U(g](ﬁ) ﬂRﬂN)) = n@}oo {h—drea(o (g, (D) ﬂRﬂN))}.

J Jj=1

Ahora, como los conjuntos g; (15) N R N N se intersecan en un conjunto
con medida de Lebesgue cero, se sigue que

h—afrea(@(gj(ﬁ)ﬂRﬂN) z:h—areagJ D) N RN N),

Jj=1 j=1

ademas por el teorema de cambio de variable y la invariabilidad de N
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i h — drea(g; (D)N RN N) = i h — drea(g;"' (R) N DN N)

j=1 j=1

= h — drea (O (gj_l(R) N DN N))

j=1

Finalmente, tomando limites y aplicando el Teorema 2.2.2, se obtiene que

nﬁnoc h — drea (O (g;l (R) N DN N)) = h— drea (Lj(gj1 (R)n DN N))

J

= h—drea ((U gj_1 (R)) N (DN N))

= h—drea(N N D),

de donde se concluye que h — drea(R N N) = h — drea(N N D) y por
tanto c) implica b).

Ahora veamos que b) implica a). Consideremos @ = R N N, como N
es G-invariante, entonces N N dR # 0, en particular @ # . Por la
invariancia de N, @ contiene todos o ninguno de los puntos de un ciclo
ordinario en 0 R.

Por otro lado, sean Cy, Cy, ...,Cy ciclos de vértices ordinarios de R que
intersecan a N, es decir en ) (quizd como un subconjunto propio de los
vértices ordinarios) y también puntos al infinito wy, ws, ..., w, de Q. Nétese
que si un vértice de un ciclo en R aparece, entonces aparecen todos, dada
la invariabilidad de NN.

Sea @)y el poligono con vértices

Obsérvese que )y es la celda convexa generada por un numero finito de
puntos en la frontera de un conjunto convexo (R N N). Se sigue entonces por
convexidad que @)y C @, por lo que la suma de los angulos interiores de (g
en sus vértices no es mayor que dicha suma en (). Hacemos la observacion
de que en los puntos w; los angulos son cero. Luego, si el ciclo C} tiene
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longitud [; y orden g;, se tiene por el Teorema 2.2.4

h — area(Q) > h — drea(Qo) > m(n + i+ ... + 1, — 2) — <Z 9k> ,
k=1

donde 6}, esla suma de los dngulos del ciclo C. Luego, por el Teorema 2.2.6

se sigue
t
1 1
> b =2x <— + ..+ —) (2.3)
k=1

q1 qt

Es conveniente suponer que un vértice eliptico de orden dos en un ciclo

de un solo elemento no es un vértice. Con esta convencion se cumple que
2 1
i —— > .
g — 3
Esto se sigue ya que si C; es accidental, entonces [; > 3 y ¢; = 1 (cf.
(2], p. 222). Por otra parte, si el ciclo es eliptico se cumple que 1;¢; > 3, es

decir 21; > %, lo cual implica (2.4).
J

(2.4)

Ahora, por (2.3) se tiene que

h — drea(Qo) > W(ﬂ—l—ilj —2) — 27 <i i)

j=1 j:qu
d 2
= 7(n—-2)+7 i ——1,
R
‘]7
por lo que se sigue de (2.4) que
! 2 s
— 2 L— =) >2(3n—6+t
wn-24r X (1= 2) = -6+ 0,

j=1 9

de esta forma se obtiene
3
3n+t <6+ —h—drea(Q). (2.5)
T

Obsérvese que si un lado [ de R contiene un lado s de )y, entonces se
sigue de la convexidad de )y que s es el unico lado de )y contenido en .
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Finalmente, como
h —drea(Q) = h—drea(R N N) < oo,

se sigue que sélo un numero finito de lados de R intersecan a @, ya que
de lo contrario, si una cantidad infinita de lados de R intersecara a @),
entonces se podrian encontrar un numero suficientemente grande de ciclos y
vértices al infinito que generan un poligono )y y por tanto se obtendria una
contradiccién a la desigualdad (2.5).

Por el Lema 2.2.8 se sigue que en cualquier convencién, es decir, tomando
o0 no los puntos elipticos de orden dos en ciclos de longitud uno como vértices,
solo un numero finito de lados de R intersecan a (), ya que los lados a lo
mas se duplican. N

Ahora, sean g5 los apareamientos de R cuyos lados intersecan a @ (o
N ). Afirmamos que las transformaciones g generan a G. Para ver esto, sea
g € G, entonces por la convexidad y la invariancia de N, dado z € Q y
y € g(Q), el segmento o que une z con y estd en N; se puede suponer
que ¢ no interseca ningin vértice de R o de sus imagenes, ya que se puede
modificar ¢ tomando pequenos discos de tal forma que no interseque un
vértice. Asi, o interseca a R, g1 (R),....,gn (R), donde ¢g; € G, i = 1,...,n,
tal que g, (R) = g¢(R). Finalmente, como g1 (R) N g; (R) N N es un
segmento de geodésica, por la invariancia de N se tiene que

RNgilyg (R) NN

también es un segmento de geodésica que esta contenido en un lado de R
que interseca a N y por tanto gj_}rl g; = ¢gs, por lo que se sigue que

Gn = G107 9295 G3eGnii Gn = Gs,---Gs,

de donde se obtiene que b) implica a).

Ahora probamos que a) implica c¢). Supongamos que G es un grupo
finitamente generado que actia en el modelo del disco de Beltrami-Poincaré,
A, y por conjugacién podemos suponer que 0 no es punto fijo. Sea D el
poligono de Dirichlet con centro en 0. Obsérvese que los apareamientos de
D generan a GG, como éste es finitamente generado, este conjunto finito de
generadores se pueden expresar como palabras finitas en los apareamientos de
D, ya que estos apareamientos generan a G. Como las “letras” involucradas
son un numero finito, se tiene que un nimero finito de apareamientos generan
a (G, que denotamos por ¢, ....., Gs.
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Sea r € (0,1) tal que D, = {z||2|] < r} contiene segmentos de
longitud positiva de todos los lados de D que son apareados por gi, ....., g1,
ysea K = D N D,. Escribiendo

geqG

se afirma que G (K) es conexo. Para ver esto, nétese que K U g; (K) es
conexo, j € {1,...,r}; esto se sigue ya que g¢; aparea un lado de D con
otro lado de D que también pertenece a g¢; (D). Més ain, como puntos
equivalentes equidistan del 0 (Teorema 2.2.7), si z es un punto en D, que
esta en un lado de D, su punto equivalente en otro lado de D también
estd en D,. Esto es, ¢; (K) y K tienen puntos en comin, por lo que se
tiene que K U g; (K) es conexo. Ahora, como

95, (g (K) U g5, g5, (K)) = K U gy, (K),

donde gj,, g, € {g1, g1}, se sigue que g5, g5, (K) ¥ g, (K) tienen pun-
tos en comun. Procediendo inductivamente se sigue que

K Ug; (K)U- - U(gj  gjn ) (K)

es conexo, y en consecuencia G (K) es conexo.

Ahora, dado que D es localmente finito, D (0, r) interseca un nimero
finito de lados y vértices, por lo que se puede tomar r € (0,1) de tal forma
que {z||z| = r} no interseque ningin vértice de D y tal que no sea tangente
aningin lado de D. Por consiguiente, se sigue que DNo D, = oU---Uagy,
donde o, son arcos disjuntos en 0D, que excepto por sus extremos, estan
en D. Como los extremos de las o; estdn en el interior de algtin lado, se
aparean con puntos que se encuentran en el interior de otros lados. Como
estos puntos equidistan de 0 (por el Teorema 2.2.7), es decir, todos ellos
estan en el circulo {z]||z] = r}, se sigue que son extremos de alguna o;.
De esta forma se concluye que cada punto terminal de cada o; es el punto
terminal de alguna ¢ (0;) para una unica g € {gi,....,¢9:} y una unica o;.

Por otra parte, verificamos que cada punto terminal de cada h (o) es el
punto terminal de alguna A’ (0;) para una tnica k' y una tnica o;, donde h
y h' son palabras en {gy,...., g;}. Para probar esto, supongamos que existe
x € o; tal que h(z) es un extremo de h(o;) y también es extremo de
B (o;) vy W' (ok), donde h, ', k"' € G. Entonces, para y € o; y z € oy,
se tiene que

h(z) = n(y) = b (2),
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donde z, y, z son puntos interiores de lados de D que estanen {z||z| = r}.
Bajo estas hipdtesis se sigue que

v=h"H(y) =hTR(2),

por lo que = se aparea con ¥, z y por lo tanto y = z y b/ = h'’; como el
apareamiento es tnico, se obtiene que o; = 0y.

Noétese que como hay un nimero finito de arcos o;, al iterar el proceso
de buscar puntos finales e iniciales de imagenes de los arcos o; relacionados,
se obtiene una curva simple que denotamos por I';. Nétese que como existen
un numero finito de o;, al dar seguimiento mediante los apareamientos de
puntos extremos de las o}, después de un nimero finito de pasos, se regresa
al arco de inicio. El siguiente ejemplo ilustra la situacion para el caso de tres
arcos.

Gts Gto (02)

— — Gt3 92 9ty (Ul)

Figura 2.17: Ejemplo de tres arcos relacionados

Sean o1, 09 y o3 los arcos obtenidos de intersecar D y 0 D, que estan
relacionados, esto es, que existen g, gi,, gt, generadores tal que, si 7 es
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un extremo de o1, ¢y, (1) = ) € 09. Si x5 es el otro extremo de oy,
G, (x2) = @, € o3. Finalmente, g, (r3) = 24 € o0y, donde z3 denota el
otro extremo de os. Obsérvese que al considerar oy, gi, (03), Gty Gty (02) ¥
Jts 91, 9ty (01) se obtiene una curva simple conexa (véase la Figura 2.17).

Por construccién, la curva I'; (que es un arco simple o una curva simple
cerrada) es invariante bajo una transformacién h; = g, --- g;,, donde gy,
aparea un extremo de oj, con otro de oj,, ji1 # Jj2, G, aparea un extremo
de o0j, con otro de oj,, donde ji, j2, j3 son distintos dos a dos y asi su-
cesivamente hasta llegar a que ¢, aparea un extremo de o;, con el otro
extremo de o;,. La invariabilidad de I'; bajo h; se sigue de la unicidad
de los extremos de las imégenes de las 0. En el ejemplo de la Figura 2.17,
hi = 91391,9:,- Tenemos los siguientes tres casos.

Caso 1. h; eliptica. En este caso I'; es una curva simple cerrada, ya que h;
es de orden finito, esto es, existe [ € Z tal que hé = Id, por la condicién
de unicidad en la gréfica, el arco debe regresar a si mismo en forma de lazo,
ya que R} (z;) = z;, donde z; es un extremo de o;.

Caso 2. h; parabdlica. Se sigue de la geometria de las transformaciones
parabdlicas que para todo z € C, h}(2) — «, donde «a es el punto fijo

de h;. Luego, I'; es una curva simple cerrada en A, es decir, son “arcos”
. : . n n
que se cierran en el punto fijo de hy, al iterar A} y h;".

Caso 3. h; hiperbdlica. Si o y B son los puntos fijos de h;, donde « es
el punto atractor, se sigue que I'; es una curva simple que “termina” en los
puntos fijos de h;.

Como ningin punto de K es equivalente a ningin punto de o; (los
puntos de I'; son G-equivalentes a los puntos de o; y otros arcos o; en
0 D,) se tiene que G (K) no interseca a I';. Esto se sigue, ya que si existiera
un punto z € h;(0;) Ng(K), paraalguna i, y alguna g € G, de tal manera
que g(w) = z = hj(y), w € K, y € o4, entonces w = g ' h;(y), lo
cual es una contradiccion.

Ahora, sea D; la unién de o, y la componente que genera o; en D que
no contiene al origen (véase la Figura 2.18).

Obsérvese que T'; separa D; y G (K) en A. Se afirma que D; N A
es conexo (posiblemente vacio), donde D; denota la cerradura euclidiana de
D;. Para probar esta afirmacién, consideremos dos puntos u, v distintos en
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este conjunto (si D; N @A es un punto, no hay nada que probar).

Figura 2.18: Regiéon D;.

Construimos una curva que consiste en unir radialmente a u con ru (en
0;), seguida del segmento en o; que une ru y rv, y finalmente, el segmento
radial que une v y rv (véase la Figura 2.19). Esta curva que denotaremos
por 7; estd contenida en D y no interseca G (K).

Figura 2.19: Curva 7;.

Como 7; C D, si h € G, h # Id, entonces h(D) no interseca a ;.
Por lo que h (D) esta en la misma componente que G (K), al tener puntos
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en comun. Por consiguiente, la region >; descrita en la Figura 2.19, no
interseca a h (D), por lo que se sigue que ¥; C D, y por lo tanto ¥; C D
y D; N 0A es conexa.

Finalmente, tenemos los siguientes casos.

Caso 1. h; eliptica. En este caso, I'; es una curva simple cerrada en A,
entonces una componente en A — I'; tiene cerradura compacta en A. Se
tienen dos posibilidades.

i) La componente compacta no contiene a D;. En esta situacién, la compo-
nente contiene a G (K) y, como G (K) contiene partes de cada imagen de
D bajo cada elemento del grupo, y ya que estos poligonos son localmente
finitos, se sigue que este compacto interseca un ntmero finito de imagenes,
el grupo es finito y evidentemente su poligono de Dirichlet tiene un ntimero
finito de lados que es lo que se quiere probar.

ii) La componente compacta contiene a D;. De nuevo por finitud local, sélo

un numero finito de lados de D interseca a DJ, y por consiguiente D tiene
un nimero finito de lados (al ser K compacto).

Caso 2. h; hiperbdlica. En este caso una componente de A —I'; contiene
a G (K) y por lo tanto la érbita del origen, ya que 0 € K. Ahora, como el
grupo es no elemental, G(0), la érbita de 0, se acumula en cualquier punto
limite definido por G (cf. [2], p. 98). Por consiguiente, el conjunto limite
estd en la cerradura de la componente que contiene a G (K). Por otro lado,
la otra componente de A — I'; contiene a D, y entonces no hay puntos
limite en el arco abierto de 9 A que rodea esta componente.

Ahora, al considerar los bisectores de los segmentos [0, h;(0)] y [0, hj_l(O)],
y como D; C D, se sigue que los bisectores separan a D; de los puntos fijos
de h;. Para probar esta ultima afirmacién, usando la funcién de Cayley y
una traslacién hiperbdlica, podemos suponer que G es conjugado bajo una
funcién g € PSL (2, C) aun grupo ¢ G g~ que actiia en H? de tal manera
que el bisector entre ¢ (0) y gh; (0) sea el bisector perpendicular euclidiano
a g(a)y g(B), donde «, 8 son los puntos fijos de h; (que se pueden su-
poner finitos). Véase la Figura 2.20; es claro entonces que g(3) € g(D) y

B¢ D.
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g (@) 9(B)

Figura 2.20: El bisector de ¢ (0) con gh; (0) separa al poligono de Dirichlet
del punto g (5)

Analogamente, se muestra que o ¢ D. Por lo que se sigue que los ex-
tremos de D; N A son puntos ordinarios, de donde se obtiene que D
estd contenido en el conjunto de puntos ordinarios (véase la Figura 2.21).

v

Figura 2.21: Los bisectores de 0 con h™! (0) y h(0) separan al poligono de
Dirichlet de los puntos fijos de la transformacion hiperbdlica

Ahora, ya que Diamg (g, (D)) — 0 cuando n — oo (véase [2], p.
219), se afirma que b\; interseca un numero finito de imagenes de D y por
lo tanto de lados de D. Para probar esta afirmacion, supongamos que una
cantidad infinita de imagenes de D interseca Fj, entonces se podria tomar
una sucesién de puntos en cada g¢; (D), digamos {z;},cn, de tal forma que
existe un punto de acumulacién z* de los conjuntos g; (D) N D; tal que
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xz; — z*. Como Diampg <gn (13)) — 0, al tomar una vecindad de radio

2¢ alrededor de z*, se tiene que las imagenes de D bajo las transforma-
ciones g; que intersecan la bola de radio e estdn totalmente contenidas en
la bola de radio 2¢, salvo un ntimero finito de ellas, de donde se puede su-
poner que la sucesién de puntos en las g¢; (D) se encuentran en la misma
orbita. Finalmente, esto implica que x* es un punto limite, lo cual es una
contradiccion. .

Por consiguiente, se sigue que D); interseca un ntimero finito de imagenes
de D y por lo tanto se tiene que D tiene un ntmero finito de lados.

Caso 3. h; parabolica. En este caso FJ N 0 A consiste de un solo punto
que es exactamente el punto fijo de h;. Como en el caso anterior, la érbita
de 0 estd en la componente donde se encuentra G (K) y se tienen dos casos:
puede suceder que Fj no interseca a 9 A, y en esta situacion /Dv] interseca
solamente un numero finito de lados de D. En otro caso, sabemos que dos
lados de D se intersecan en el punto fijo de una transformacion parabdlica y
este es un vértice propio (cf. [2], p. 224). Bajo estas hipdtesis, se obtiene que
Fj interseca a d A en el punto fijo de h;, por lo que al cortar esta cispide
a D; (véase la Figura 2.22), se obtiene un subconjunto compacto de D; que
interseca un numero finito de lados de D, y por consiguiente D tiene un
nimero finito de lados, con lo que se concluye que a) implica c).

a
Figura 2.22: Cuspide del caso parabdlico

Notese que este argumento muestra que todo poligono de Dirichlet tiene
un numero finito de lados, ya que si D¢ (w) es un poligono de Dirichlet para
G, donde w no es un punto fijo para G y h € M (A) tal que se cumple
que h(w) = 0, entonces trabajamos con Dj,gp-1 (b (w)). Si Dygp-1 (h(w))
tiene un numero finito de lados, entonces D¢ (w) también.

Falta probar en el Teorema 2.2.9 que ¢) implica d). La prueba de este
hecho aparece en el siguiente capitulo. 0






CAPITULO 3

Puntos de aproximacion

Consideremos un grupo fuchsiano G actuando en A y sea 1 un punto limite
de G, esto es, un punto tal que existen g, € G, n € N, distintos de tal
forma que g, (0) — 7, cuando n — oo. Nétese que si G es no elemental,
se sigue que A (0) = A (cf. [2], pp. 98-99). Si G es elemental, entonces G
es ciclico o G contiene un subgrupo ciclico de indice 2 (caso hiperbdlico) y
es claro que A(z) = A para toda z € A (cf. [5], capitulo 3), puesto que
en estos casos los puntos limite son atractores.

Se determinard que tan rapido en términos euclideanos, converge g, (0)
a 7. Obsérvese que |[n — ¢,(0)] > 1 — |g, (0)|, donde la igualdad se alcanza
por ejemplo, cuando g, esla n-ésima iteracion de algin elemento hiperbdlico
g, cuyo eje es el didmetro euclideano [—n, ] en A.

Ahora, el grado de convergencia mas rapido (salvo por un factor constan-
te) ocurre cuando la sucesiéon |n — ¢, (0)| es O de la sucesiéon 1 — |g,, (0)],
cuando n — 00; es decir, cumple que

7 — g1 (0)]
— < f"n/7
I - |gn (0)|
para n suficientemente grande, donde m es una constante positiva. En caso

contrario, si la sucesién |n — g, (0)| no es O de la sucesién 1 — |g, (0)|, se
podria tomar una subsucesion n; tal que

= OO’
me—oo 1 — |gy (0)]

esto es, que la sucesién {n — g, (0)},en no converge rapidamente (es decir,
In — gn (0)] — 0, cuando n — oo, mads lentamente que 1 — |g, (0)|).

43
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Por otro lado, se afirma que (1 — |g, (0)|) cosh p (0, g, (0)) — 1, cuan-
do n — oo. Para probar esto, usamos la féormula

1 —zw
COSh2 p(zv U}) —
2 (1 = =) = [w]?)

(cf. [2], p. 132). Obteniéndose

(1 — lgn (0)[*) cosh p (0, gn (0))
1+ |gn (0)]

(1 = lgn (0)]) cosh p (0, g (0)) =

2 cosh? (M) -1

= — 1,
(cosn? (2C:5O0)) (1 + |g, (0))
cuando n — o0, ya que cosh 2p = 2 cosh? (g) — 1.
Ademas, se cumple la siguiente identidad
[19n][* = 2 cosh p (0, g, (0)) (3.1)

(cf. [2], p. 138).
De esta forma se obtiene que las sucesiones ||g,|[?, 2cosh p(0, g, (0)) ¥y
T=Ton (O] gzn ) Son asintoticas entre si, cuando n — oo.

Ahora, se afirma que la razén de convergencia mas rapida se puede des-
cribir en términos hiperbdlicos, esto es, si la sucesion |n — g, (0)] es O de

. s 1 .
la sucesion — O OIE Esto se sigue ya que

|77 — n (0)|
1 — |gn (0)]

estd acotada, bajo las hipétesis de que | — ¢, (0)] es O de 1 — |g, (0)],
cuando n —» o0o. Luego, si | — g, (0)| es O de se obtiene
que

(17 — gn (0)]) cosh p (0, ga (0)) = ( ) (1~ lgn O)]) (cosh p (0. g (0)))

1
cosh p (0, gn (0))’

n = 9. (O)] _ (In = gn (0)])] (cosh p (0, gn (0)))
1 =g (0)]  (cosh p(0, g (0)))(1 = [gn (0)])

es una sucesion acotada.

Finalmente, usando (3.1), se obtiene el mayor grado de convergencia en
términos de matrices, esto es, cuando la sucesion |np — ¢, (0)] es O de
l|gn|| 72, cuando n — oo.

A continuacién, probamos el siguiente lema que sera utilizado en la de-
mostraciéon del Teorema 2.2.9.
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Lema 3.0.10 Sean G un grupo fuchsiano actuando en A, n un punto limi-
te de G y g1, go,.... elementos distintos de G. Si L y L' son semirrayos
geodésicos que terminan en n, de tal forma que para cada punto w € A,
p (gn (w), L) es una sucesion acotada, entonces p (g, (w), L") también lo es.

DEMOSTRACION. Antes de probar el lema, hacemos las siguientes observa-
ciones.

Figura 3.1: Observacion i) del Lema 3.0.10

i) Nétese que si
p(gn(w), L) < e, n €N,
entonces

p(gn(w), L") < e, n €N,

donde L’ es un semirrayo geodésico que se obtiene de extender L (véase la
Figura 3.1).

Figura 3.2: Observacion ii) del Lema 3.0.10, si n = oo.
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ii) Si L y L' son geodésicas tangentes en un punto 7, se tiene que para
cada punto z € L, p(z, z') > p(z, L’), donde z’ es el punto equivalente
horociclico a z que se encuentra en L', es decir que si se traza el horociclo
basado en 1 que corta a L en z, este horociclo corta a L’ en z’ (véase la
Figura 3.2). Ademds, nétese que si desplazamos z a lo largo de L hacia 7,
p(z, z") — 0 y por consiguiente, p(z, L') — 0.

Probamos ahora el lema. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
en virtud de la afirmacién i), que L y L' tienen la misma longitud hi-
perciclica. Obsérvese que para g, (w) fija, existe un punto z € L, tal que
p(gn (w), L) = p(gn (w), z). Denotamos por z’ al proyectado horociclico de
z en L’. Ademads, existe un punto v’ € L', tal que p(z, L") = p(z, u')
(véase la Figura 3.3).

Figura 3.3: Region horociclica usada en la demostracién del lema 3.0.10
Luego
p(z, L") = inf{p(z,u)|u € L'} < p(z, 2') < M,

donde M es la longitud horociclica de L y L’, es decir, la distancia hi-
perbdlica de los extremos finitos de L y L’. Finalmente

p(gn (W), L) = inf{p(gn (w), u)[u € L'} < p(gn(w), 2")

< plgn(w),2) + p(z,2") <m+ M,
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donde m es la cota de la sucesién p(g, (w), L), n € N, por lo que se sigue
el resultado, ya que este argumento se cumple para toda g, (w). O
A continuacién enunciamos un resultado, cuya prueba se puede consultar

en (9], pp. 16-18.

Teorema 3.0.11 Si L es el didmetro [—e'?, €] y z € A, entonces
2|Im (e7% 2))|
senh (p(z, L)) = T E

El siguiente resultado proporciona tres interpretaciones del grado de la
rapidez de convergencia a los puntos limite, lo que permite entender mejor
cuando son éstos puntos de aproximacion.

Teorema 3.0.12 Bajo las hipotesis del lema 3.0.10, las siguientes afirma-
ctones son equivalentes.

a) Para cada w € A, |n — g, (w)| es O de la sucesion ||gn||~2.

b) Para cada w € A y cada semirrayo geodésico L que termina en 1,
p (gn (w), L) es una sucesion acotada.

¢) Para cada semirrayo geodésico L que termina en n, existe un subcon-
junto compacto de A, K, tal que para toda n € N,

(9a) (L) N K # 0.

DEMOSTRACION. Primero, obsérvese que p(g(w), L) < m si y sélo si
g~ ' (L) interseca al disco D (w, m). Esto se sigue ya que

g~ (L) N D (w,m) # 0
si y s6lamente si
Lng(D(w,m)) # 0,

donde g (D (w, m)) = {z]p(z, g(w)) < m}.

Ahora, verificamos que b) implica c). Por hipédtesis, p (g, (w), L) < my,
para cada w € A. Tomando w fija, por la observacién anterior, tomando
K = D (w, my), se sigue c). Para probar que ¢) implica b), por hipdtesis,
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dada w € A se puede considerar un subconjunto compacto K tal que
g, (K) N L # 0. Tomando m tal que K C D (w, m), se sigue de la
observacién que p (g, (w), L) < m, yaque g, (D (w, m)) N L # (). Por lo
tanto p (g, (w), L) estd acotada, con lo que se obtiene b) y por consiguiente
b) es equivalente a c¢). Mds ain, obsérvese que b) es independiente de w (para
L fija), es decir, que si la afirmacién es vélida para alguna w, es valida para
toda w. Esto se sigue, ya que si b) se cumple para alguna w fija, se cumple
¢) y si ¢) se cumple, b) se cumple para toda w. También, en virtud del Lema
3.0.10 se sigue que la afirmacién b) del Teorema 3.0.12 es independiente de
la eleccion de L.

En el resto de la prueba, denotaremos por L’ al didmetro (—n, n) y L
al segmento [0, ). Nétese que si z estd cerca de 7, entonces se tiene que
p(Z, L) = :0(27 LI)'

A continuacién probaremos que a) implica b). Suponemos que

|77 — Gn (O)‘ Hgn||2 S m,

donde m > 0. Por las observaciones previas al Lema 3.0.10, |n — ¢, (0)| es
O de ||gn||72 siy solamente si | — ¢, (0)] es O de 1 — |g, (0)|. Obsérvese
que esto implica que ¢, (0) — 7, cuando n — oo, ya que de lo con-

trario, como |g, (0)] — 1, se podria tomar una subsucesién de la sucesiéon
7 = gn (0)]
1—|gn (0)]
el hecho de que |n — ¢,(0)] es O de 1 — |g,(0)|. De esta forma, para
n suficientemente grande, se tiene que p (g, (0), L) = p(g, (0), L’). Por el

Teorema 3.0.11, si z € A, se tiene que

, tal que dicha subsucesion no estuviera acotada, lo cual contradice

2|Im (e7% 2))| 2|Im (1 2)|
senhp(z, L') = 1 — [e=i0 7] - T 22 (3.2)

donde n = €%, 6 € (0, 27). Ademés, obsérvese que para todo w € C,
Imw < Jw — 1] y quesi |z| < 1, entonces

11
L=z 1=z

Luego, de (3.2) se obtiene que

2072 = 1] _ 20z =]
L—F =TT

senhp(z, L") <
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Tomando z = g,(0) y para n suficientemente grande, se obtiene que
p (9, (0), L) es una sucesién acotada, como b) es independiente de la eleccién
de w, se sigue que a) implica b).

Finalmente, verificamos que b) implica a). Para esto, tenemos dos casos:

Figura 3.4: Interpretacién geométrica de la ecuacién |z — v| = |[Im(7 z)],
p(w) =ew

Caso 1: w = 0. Sean z € A un punto que se encuentra mas cercano a 7
que a —n y v el pie de la perpendicular euclidiana de z a L’. Notese que
n es el punto en J A que se encuentra mas cerca (en el sentido euclideano)
de v. Esto se sigue, ya que si existiera un punto w € 0 A tal que

jw —v| < |n =,
entonces
jw] < fof + |w — o] <ol +1]n — o] =1,
lo cual es una contradicciéon al hecho de que w € O A. De esta forma, se
obtiene que

z
v - —

||

< lz—vl +v—z +

2=l <z =vl+v-n < |z—-v+

z
z — —

2]

ya
— g — o] 4 H 12l - 11,
B
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de donde se concluye que

[z =l < 2|z —v| + (1 = [z]). (3.3)
Por otro lado, obsérvese que v = kn y por el teorema de Pitagoras,
]2 + |v — z|* = |2]?, por lo que se sigue que 2v|> = 2v - z; luego,

|kn|?> = k(n-2), donde (-) denota el producto punto real. Por consiguiente,
se obtiene que v = (n - z)n. Escribiendo n = €% se obtiene

lz — v =z = (z-De?| = |z —2-¢

= |ycos @ — xsin b = [Im(72)].
Geométricamente, consideramos la rotacién ¢ (w) = e *%w, donde 0 es
el argumento de z. Hay que hacer notar que ésta es una transformacion de
Mobius por lo que manda rectas en rectas y preserva angulos, mas aun, es
una isometria, por lo que |z — v| = |p(2) — (V)] = [Im(p(z))] (véase
la Figura 3.4).
Por la desigualdad (3.3) se sigue que

p—ml 20 —vf 1l 2[Im(52)| 1
I — 22 = 1 — |2 1 — |2]? 1 —|z]2 1+ |7

< senhp(z, L") + 1.

Tomando z = g, (0), se sigue el resultado, ya que |n — ¢, (0)] es O de
1 — |9, (0)] siy sélosi |n — g,(0)] es O de ||gn]|7® De esta forma se
obtiene que b) implica a) para el caso w = 0.

Caso 2: w € A, w # 0.Sea g € M (A) de la forma

az + ¢

g =L =
Se obtiene que
aw+7T T la|>w + ac — |c]*w — ac
|g(w)—g(0)| N cw—i—a_g‘_ acw + a’
|w|
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de donde se tiene que

|w]

g (w) =g O) = T————75; (3.4)

 Jacw + a2l

No es diffcil probar que |a| = cosh (5 p (0, g(0))) v |¢| = senh (3 p(0, g(0)))
(cf. [2], pp. 137-138). Ademas

cosh p (0, g (0)) = 2cosh? <%p(0, g(O))) —1=2la® - 1.

Como |a]?* > |cf?, se sigue que [a|*|w| > |acw|, luego por la ecuacién
(3.4), obtenemos

|w] jw] |w]
900 = 9ON = o Jacull = TaF — WFTll ~ 01— fa]
: u
<coshp(0,29(0))+1) (1 — |w|)
2

(coshp (0, g(0)) + 1) (1 — [w])’

y por la ecuacién (3.1), se concluye que |g (w) — g (0)] < m.
Finalmente
|90 (w) = 1l llgnll® < 1gn (W) = ga (O)]1lgall® + 190 (0) — nl|lgnll’

4
1 — |w|

+ m,

donde m es la cota de la sucesion |g, (0) —n|||ga||*. Por lo tanto, |n — g, (w)|
es O de ||gn||™, de donde se concluye que b) implica a). O

El teorema anterior permite definir de manera univoca los puntos limite
que son de aproximacién, es decir, donde el grado de convergencia es mas
rapido.

Definicién 24 Un punto limite n de un grupo fuchsiano G es un punto de
aproximacion de G si para todo w € A existe una sucesion de transfor-
maciones g, € G distintas tales que la sucesion |n — g, (w)| es O de la
sucesion ||gn||72, cuando n — .
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Teorema 3.0.13 Un punto de aprozimacion de un grupo fuchsiano G no
pertenece a la frontera de ningin poligono fundamental convexo para G.

DEMOSTRACION. Sea 7 un punto de aproximacién y supongamos que el
punto n € 0P, donde P es un poligono fundamental convexo para G.
Por convexidad, se puede tomar un semirrayo geodésico que termina en 17,
y estd totalmente contenido en P. Por el Teorema 3.0.12,; existe un subcon-
junto compacto de A, K, tal que g, ' (P) D g,' (L)N K # 0, n € N, lo
cual es una contradiccion al hecho de que P es localmente finito. 0

Todo punto fijo parabdlico de un grupo fuchsiano, estd en la frontera
de alguna region de Dirichlet. Esto se cumple ya que al tomar cualquier
poligono de Dirichlet, el punto fijo parabdlico esta en alguna de las imédgenes
del poligono, que también son de Dirichlet (Teorema 2.2.9). En consecuencia,
un punto fijo parabdlico no puede ser un punto de aproximacion.

Ahora, para grupos finitamente generados, tenemos una descripciéon com-
pleta de los puntos limite de G.

Teorema 3.0.14 Un grupo fuchsiano G es finitamente generado si y sola-
mente si cada punto limite es un punto fijo parabolico de G o un punto de
aprorimacion

Observacion. Si A tiene sélo puntos de aproximacion o puntos fijo parabdli-
cos, diremos que A se bifurca, es decir, el Teorema 3.0.14 se puede reformular
como sigue: Un grupo fuchsiano G es finitamente generado si y solo si A se
bifurca.

Recordamos también que en el Teorema 2.2.9 hemos probado que si G
es finitamente generado, entonces existe un poligono fundamental convexo
con un numero finito de lados para G. Para probar el Teorema 3.0.14, mos-
traremos que si existe un poligono fundamental convexo P con un nimero
finito de lados, entonces A se bifurca. Por otra parte, si A se bifurca, pro-
baremos que todo poligono fundamental convexo para G tiene un nimero
finito de lados. En consecuencia, esta demostracion concluiria la prueba del
Teorema 2.2.9, ya que la existencia de un poligono fundamental convexo con
un numero finito de lados implicaria que todo poligono fundamental convexo
tiene un nimero finito de lados.

DEMOSTRACION. (DEL TEOREMA 3.0.14) Supongamos que A se bifurca
y sea P un poligono fundamental convexo para G. Si P tiene un nimero
infinito de lados, entonces estos lados se acumulan en algin punto n € 9 A
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(esto se verifica, tomando un punto interior en cada lado), ademés nétese
que n € P. Como los didmetros euclideanos de las imégenes de P tienden
a cero, se afirma que 7 € A. Para probar esta afirmacion, sea Dg (7, 5) un
disco euclideano centrado en 7, como este disco interseca un ntimero infinito
de lados de P, también interseca un ntimero infinito de imagenes de P bajo
las transformaciones g,, g, distintas. Luego para n suficientemente grande,
diam (g, (P)) < 5, por lo que se sigue que, para n suficientemente grande
gn (P) C Dg(n, ) y por lo tanto n € A (tomando una drbita de un punto
en P).

Por el Teorema anterior, 7 no es un punto de aproximacion, ya que
n € 0 P. Mas aun, n no es un punto fijo parabdlico, ya que si lo fuera, dos
lados de P se intersecarfan en n y 7 seria un vértice propio (cf. [2], p. 224),
lo cual no sucede ya que un ntmero infinito de lados se acumulan en 7, lo
cual contradice que A se bifurca.

Por lo tanto, P tiene un numero finito de lados y, en consecuencia, G es
finitamente generado.

Ahora, supongamos que G es finitamente generado. De acuerdo a los
argumentos del Teorema 2.2.9 en la implicacién a) = c), cualquier poligono
de Dirichlet para G tienen un nimero finito de lados. Mas aun, se puede
tomar el centro del poligono de tal manera que cumpla las condiciones del
Teorema 1.0.2, es decir, todo vértice impropio que es punto ordinario esta en
un ciclo de longitud 2 y todo vértice propio estda en un ciclo de longitud 1.
Ademas, si D¢ (w) es el poligono de Dirichlet para G con centro en w, se
tiene que

h (D¢ (w)) = Dpgp—1 (h(w))

(cf. [2], p. 227). Por otro lado, ndtese que si 1 es punto de aproximacién
de G, entonces h(n) es punto de aproximaciéon de h G h™'. Esto se sigue
yva que si h € M (A) y L es un semirrayo geodésico que termina en 7,
entonces

plgn(w), L) <k & plhgah™"(2), h(L)) < k,

de donde se concluye que h(n) es punto de aproximacién de hG h™!. De
igual forma, nétese que si ¢ € G es parabdlica, hgh™! es parabdlica y, en
consecuencia, si v € PP es punto fijo parabdlico, entonces h(v) también es
punto fijo parabdlico. Ademas

h (Ag) = Ahthl.
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En consecuencia, conjugando, se puede suponer que w = 0. Denotamos por
P al poligono de Dirichlet con centro en 0.

Por otra parte, si dos lados de P, digamos s y s’, tienen un punto
comin v en JA, en virtud del Teorema 1.0.2 b), se sigue que v es un
vértice parabdlico y el estabilizador de v estda generado por p € G, p
parabdlico, tal que p(s) = s’ (el ciclo es de longitud 1).

Figura 3.5: Vértice parabdlico

Se puede construir una regién horociclica (que corte a P en una cuspide
en v) que tiene como frontera un horociclo @), es decir, un disco que inter-
seca 0 P en exactamente los 2 lados s y s’. Obsérvese que existe un arco
compacto ¢ de ) tal que

Q= rw.

ne”

y q C P (véase la Figura 3.5).

Se puede hacer una construccion similar para los lados libres. Sea o el
intervalo de discontinuidad donde yace un lado libre. Cada punto final de
un lado libre es un punto final de alguna imagen de algun lado libre, ya que
los ciclos tienen longitud 2 (Teorema 1.0.2 b)). En consecuencia, para alguna
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h € G, h # Id, h transforma una imagen de un lado libre en o a otra
imagen de otro lado libre que se encuentra también en o. Esto se sigue ya
que si se toma un lado libre v, un extremo de v se apareara con otro extremo
de un lado libre y como se tiene un nimero finito de lados libres, en algin
momento regresaremos al mismo intervalo de discontinuidad donde 7 yace,
s6lo que v se habré recorrido (véase la Figura 3.6).

Figura 3.6: Apareamiento de 3 extremos de lados libres

El intervalo de discontinuidad o en el que un lado libre yace, es la unién
numerable de imagenes de un nimero finito de lados libres de P, puesto
que las imégenes no se traslapan (salvo en sus extremos) y se acumulan
solamente en los puntos finales de o. Nétese que al iterar el proceso, como
diam g, (P) — 0, hay puntos limite en ambas direcciones. Esto se sigue
repitiendo el argumento dado en la demostracion del Teorema 2.2.9, esto es,
tomamos un punto en el interior de un lado libre fijo que pertenezca al mismo
intervalo de discontinuidad y sus iméagenes en dicho intervalo. Nétese que al
aplicar las iteraciones h", n € Z a ~ y los lados libres asociados con ~ se
genera o.

Por tanto, por conexidad se tiene que h (o) = o, puesto que los intervalos
de discontinuidad son permutados por los elementos de G. Se sigue que h
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fija 0o y por consiguiente, h es hiperbdlica cuyo eje es la geodésica generada
por 0o, que denotamos por L. Nétese que la construccién implica que h
genera el estabilizador de L, si existe g, tal que ¢g(L) = L, entonces g
es hiperbdlica y ¢ (o) = o, por lo que g = h", (no puede haber puntos
equivalentes en los “intervalos” de los lados libres). Observese que existe un
subarco compacto [ de L tal que

L=|]Jn@

(véase la Figura 3.7)

N

(D
Figura 3.7: Eje L

Ahora hacemos las siguientes observaciones.

(i). Las geodésicas L y los horociclos ) son finitos y separan los puntos
frontera de P en A de un compacto Py C P; sea K el compacto formado
por Py y los arcos q y L.

(ii). Sea n € A tal que no es punto fijo parabdlico y sea Ly un semirrayo
geodésico que termina en 7. El punto inicial de Ly se puede mandar a un
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punto en P y la correspondiente imagen de Ly no puede estar completamen-
te en las regiones horociclicas, ni tampoco puede terminar en un lado libre,
ya que la imagen de 7 seria un punto fijo parabdlico o un punto ordinario y,
en consecuencia, 1 también lo seria.

De esta forma, se tiene que Lo N Py # (), o Ly interseca los ejes L, o Lg
interseca los horociclicos. En estos dos ultimos casos, alguna imagen de L
interseca algin arco ¢ o [. Si Lg interseca al horociclo () en un punto &, al
aplicar la transformacién p correspondiente, la imagen de & se transforma
en un punto de q. Por otro lado, si Ly interseca a un eje L, al aplicar la h
correspondiente la imagen de Lg interseca el arco [ (véase la Figura 3.8).

%

(VX

Figura 3.8: Ly interseca a @) o a L.

En ambos casos, una imagen de Ly, digamos bajo gy € G, interseca
K y por tanto, existe zy € Ly tal que go(z9) € K. Ahora, sea L, el
subarco de Ly que se obtiene de quitar el arco inicial de Ly de longitud
hiperbélica n. Como antes, el rayo L,, contiene algin punto z, (su extremo
finito) tal que g, (z,) € K, para alguna g, € G. Se sigue que z, — 7
y el conjunto {g1, go,....} es infinito. De lo contrario, si suponemos que el
conjunto es finito, digamos {g;,, ..., ¢, }, obsérvese que

U (651 () 0 L) € b,
i=1
donde [y es un segmento de geodésica que va del extremo finito A de Ly al

extremo inferior ¢ de U (g; Y(K) N LO) (véase la Figura 3.9).

j=1
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Figura 3.9: U (g;l (K) N L0> C o

j=1

Como s6lo hay un niimero finito de transformaciones, se tiene que
g (Lo — lp) N K =0, VI € N.

Sin embargo, esto es una contradiccién, ya que por la construccion, para
alguna M € N tal que p(\ () < M, existe z)y € Ly — Iy tal que
g (zar) € K. Por tanto, el conjunto {gi, go,....} es infinito, y por el Teo-
rema 3.0.12, 1 es un punto de aproximacién y se tiene que

g (L)) NK £0 6 g," (K) N Ly # 0,

es decir A se bifurca, con lo que se concluye la prueba. U

De acuerdo al teorema 3.0.13, todo punto fijo parabdlico no es un punto
de aproximacién. [lustramos esta afirmacion en el caso de un grupo actuando
sobre H? donde oo es un punto fijo. Obsérvese que en este caso no se puede
utilizar la Definicién 24, ya que la expresién |co — g, (w)| no esta definida.
Sin embargo, el Teorema 3.0.12 b) permite usar una definicién alternativa de
punto de aproximacion.

Definicién 25 Sean G un grupo fuchsiano actuando en H?, n un punto
limite de G. Se dice que 1 es un punto de aprorimacion, si para cada punto
w € H? y cada semirrayo geodésico L que termina en n, eriste una sucesion
g1, o, -... de elementos distintos de G, tal que p (g, (w), L) es una sucesion
acotada.

En virtud del Lema 3.0.10, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que L es el semirrayo contenido en el eje imaginario con extremo finito en ¢ y
como se mostré en la prueba del Teorema 3.0.14, los puntos de aproximacion
son invariantes bajo conjugacion.
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Figura 3.10: cosh p(z, L) = —

cos 0

Ahora, si L es el eje imaginario positivo en H?, los puntos en L tienen
la forma w = it, t > 0, usando la férmula para la distancia en H?, es decir

|z — w]?
h S Ll
cosh p (2, w) + 2ImzImw’

donde z = x + iy € H?, se tiene que

: |z + iy — it]?
h t) =1
cosh p(z,it) + 2yt
R
B 2yt
(L, L) &
2y N\t fel) Ty
donde la igualdad se alcanza si y sélo si t = |z|. Tomando 6 como en la
Figura 3.10 se tiene entonces que
1
h , L) = 3.5
cosh p (2, L) = — (3.5)

Tomamos z € H? tal que Imz > 1 y definimos
gn(2) = ¢"(2), n € Z, donde g(z) = z + 1.
Noétese que cada g, (2), n € N, define una regién hiperciclica de la forma

{we H?|p(w, L) < k} kE >0,
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donde k = p(gn(2), L) (Figura 3.11). Asi, conforme n — oo, se genera
un abanico de regiones hiperciclicas de tal forma que el 4ngulo 6 tiende a 7,
luego Coi 5 — o0o. Por tanto, en virtud de la igualdad (3.5), se sigue que

para z € H?, tal que Imz > 1,

p(gn (2), L) = p(gn(2), L) > M, M >0,

para n suficientemente grande, donde L; denota al semirrayo de geodésica
contenido en L con extremo finito en i. Por tanto, co no es un punto de
aproximacion.

Figura 3.11: co no es un punto de aproximaciéon

Por otro lado, el Teorema 3.0.14 establece que una condicién necesaria
y suficiente para que un grupo fuchsiano sea finitamente generado es que
el conjunto limite del grupo se bifurque. El siguiente ejemplo muestra un
grupo cuyo conjunto limite no se bifurca y, en consecuencia, no es finitamente
generado.
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Consideramos las matrices de la forma

=2 3

Se toman los grupos ciclicos hiperbdlicos G,, =< g, > para cada n > 2
(denotamos con el mismo simbolo la transformacién en PSL (2, R) y la
matriz que la define), se tiene que cada grupo G; es discontinuo actuando
en C. El conjunto ordinario de cada grupo contiene una vecindad de infinito
y cada transformacién de G; — Id tiene un circulo isométrico. Se puede
verificar que

R; = et (Dy,) N ext (Dy-1)

es un abierto fundamental para cada G;, donde Dy, es el circulo isométrico
de la transformacién gy (véase [10] p. 51). Ademas, este abierto fundamental

en @, al ser cada grupo G; fuchsiano, determina al restringirse a H? un
abierto fundamental para G; en H?. De hecho como es conexo, también es
una regién fundamental. Consideramos solamente la accién en H? (Figura
3.12)

Ry

Figura 3.12: Regién fundamental R, para Gb.

Ahora, se puede verificar que

int (ﬂ RZ) = Rg

es un abierto fundamental para G = * [[ G; el producto libre de la familia
de grupos {G;}. De hecho, R resulta ser una regién fundamental (cf. [6]



62 3.0. PUNTOS DE APROXIMACION

y [10] p. 52). Finalmente se concluye que R es un poligono fundamental
convexo. Por otra parte, los vértices propios forman ciclos parabdlicos de
longitud 2. Por ejemplo, la geodésica cuyos puntos finales son —1 y —% se
aparea con la geodésica cuyos puntos finales son % y 1. Asi, el punto —% se
corresponde, bajo la transformacién g¢;, con el punto %, el cual es enviado
al punto —% mediante la transformacién gs. Este proceso se repite con los
demds vértices propios (véase la Figura 3.13). Ademds, w = 0 no puede ser
punto de aproximacion ya que pertenece a la frontera del poligono (Teorema
3.0.13) y tampoco es un punto fijo parabdlico ya que no determina un ciclo
finito (cf. [2] p. 224). Para ver esto, obsérvese que el exterior de un circulo
isométrico, va al interior de otro. Luego, al iterar una transformacion g las
imagenes del punto w = 0 yacen en el interior de las imagenes del circulo
isométrico correspondiente. Nétese que cualquier vecindad de w interseca

un numero infinito de lados de Rg (véase la Figura 3.13).

Rg

1

D=
e

3 1
-1 —1 ~2 0

Figura 3.13: Regién fundamental Ry para G.
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