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Introducción

En matemáticas la mayoŕıa de los problemas se pueden clasificar en dos tipos: los
problemas directos e inversos.

Los problemas directos son aquellos en los cuales se conoce una ecuación y al-
guna información complementaria y se procede a resolver directamente la ecuación.
Mientras que en un problema inverso se parte de las soluciones de una ecuación y la fi-
nalidad es recobrar la ecuación, de modo que las soluciones que se dieron originalmente
correspondan, efectivamente, a la ecuación encontrada.

En este trabajo se consideran ciertos problemas inversos de la Teoŕıa espectral
de operadores. Un problema directo en este ámbito es: dado un operador encontrar su
espectro. Mientras que un problema inverso es: dado el espectro y posiblemente alguna
información adicional se intenta reconstruir al operador.

El problema que trataremos en este trabajo es un problema inverso de un operador
de Jacobi. Problemas inversos clásicos en la Teoŕıa espectral de operadores son: el pro-
blema de dos espectros para operadores de Sturm-Liouville y Jacobi. En ambos casos,
el objetivo es reconstruir la ecuación (diferencial, para el primero y en diferencias,
para el segundo) con sus parámetros a partir de dos espectros que corresponden a dos
condiciones de frontera diferentes.

Ahora, veamos la relación entre los operadores de Jacobi y operadores Sturm-
Liouville. Comencemos definiendo al operador de Jacobi.

Sea J0 el operador definido en D0 que son las combinaciones lineales (finitas) de
una base ortonormal {uk}k∈N fija en el espacio de Hilbert H tal que

(J0f)1 := q1f1 + b1f2

(J0f)n := bn−1fn−1 + qnfn + bnfn+1, ∀n ∈ N \ {1}. (1)

con f ∈ D0, {qn}n∈N ⊂ R y {bn}n∈N ⊂ R+. El operador J0 es simétrico y por lo tanto,
cerrable. La cerradura J0 = J del operador J0, se denomina operador de Jacobi. Note
que se ha definido al operador de Jacobi J , de tal forma que, la matriz tridiagonal

1
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semi-infinita 

q1 b1 0 0 · · ·
b1 q2 b2 0 · · ·
0 b2 q3 b3

0 0 b3 q4
. . .

...
...

. . .

 (2)

sea la representación matricial (véase Cap.4, Sec. 2) con respecto a la base ortonormal
{uk}k∈N en H del operador J . Una explicación más detallada del operador J la encon-
tramos en el Caṕıtulo 5, Sección 1. Es bien sabido que J tiene ı́ndices de deficiencia
(0, 0) o (1, 1) (véase Cap. 5, Sec. 1), es decir, el operador es auto-adjunto en el primer
caso o bien simétrico no auto-adjunto en el segundo.

El operador J en el caso auto-adjunto está estrechamente relacionado con los ope-
radores de Sturm-Liouville. Efectivamente, éste es el análogo discreto de éstos. Consi-
deremos los operadores

(∂df)n := fn+1 − fn, n ∈ N
(∂if)n := fn−1 − fn, n > 1

(∂if)1 := −f1,

y la sucesión Q = {Qn}n∈N tal que, para toda n ∈ N, Qn = bn−1 + qn + bn, b0 = 0,
donde bn y qn son elementos de la sucesiones dadas en (1). Aśı, para n > 1,

−∂i(bn∂df)n +Qnfn = −∂i(bn(fn+1 − fn)) +Qnfn, n ∈ N
= −{bn−1fn − bn−1fn−1 − (bnfn+1 − bnfn)}+Qnfn

= bn−1fn−1 + qnfn + bnfn+1.

Por otro lado, se satisface que

−∂i(b1∂df)1 +Q1f1 = −∂i(b1(f2 − f1)) +Q1f1

= −{−b1f2 − b1f1}+ (q1 + b1)f1

= q1f1 + b1f2.

Concluyendo que podemos escribir

J = −∂i(b∂d) +Q,

siempre que el dominio del operador del lado izquierdo de esta ecuación coincida con el
dominio del operador del lado derecho; Esto sucede, siempre y cuando, J sea acotado
o si J = J∗ y del lado izquierdo tomamos el dominio maximal (véase Caṕıtulo 4).
Aśı mismo, el operador Sturm-Liouville L se puede definir como el operador auto-
adjunto en el espacio de Hilbert H = L2(G), donde G es un intervalo de R+ = {x ∈
R : x ≥ 0}, determinado por la relación

L := − d

dx
(b
d

dx
) +Q, (3)
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en la cual la función Q y el dominio de L se escogen de forma tal que L = L∗.
El operador en la ecuación (3) es de suma importancia en los modelos de f́ısi-

ca clásica y cuántica; Lo anterior conlleva a mencionar los resultados obtenidos de
la reconstrucción de un operador a partir de sus caracterásticas espectrales (Storm-
Liouville) en el semi-eje [0,∞) y en un intervalo finito.

Dentro del desarrollo de la teoŕıa de los problemas inversos, se encuentra el resul-
tado obtenido en 1929 por V. A. Ambartsumyan, quien se dedicó al análisis de los
operadores generados por (3), con la función b idénticamente uno y Q una función
real y continua. En particular, trabajó con el caso G = [0, π] y estableció las siguientes
condiciones en el dominio del operador:

f
′
(0) = f

′
(π) = 0.

Ambartsumyan concluyó que la función Q era idénticamente cero si λn = n2 (λn
auto-valor del operador L).

En 1945, G. Borg notó la importancia del resultado de Ambartsumyan y mostró en
[6] que un espectro no determina a un operador Sturm-Liouville, sino a partir de
dos espectros; Por lo que, el resultado de Ambartsumyan era una excepción del caso
general. Borg consideró la familia de operadores Sturm-Liouville Lh (h ∈ R) con
G = [0, π], donde para un H ∈ R fijo y estableció las siguientes condiciones de frontera:

f
′
(0)− hf(0) = 0, f

′
(π) +Hf(π) = 0.

Aśı mismo, Borg tomó a {λk}k y {µk}k como los auto-valores de los operadores Lh1

y Lh2 , respectivamente y obtuvo que {λk}k y {µk}k determinan uńıvocamente a la
función Q y a los números reales H, h1 y h2.

Durante 1950-1952, Borg, Marchenko y Krein, hicieron uso de la función espectral
ρτ (t) (véase Cap. 5, Sec.3, Ec (5.47)) para resolver el problema inverso de dos espectros
para operadores Sturm-Liouville en el semi-eje [0,∞). Durante esa época, Marchenko
obtuvo las fórmulas asintóticas de la función espectral ρτ (t) para operadores Sturm-
Liouville. Desarrolló nuevos métodos para el estudio de fórmulas asintóticas de la
función espectral y la convergencia de las expansiones en términos de auto-funciones.
También, Marchenko dio a conocer en [21] la demostración del Teorema de Unicidad
conocido hoy en d́ıa como el Teorema de Unicidad Borg-Marchenko. Dos años más
tarde, publicó [22], en el que desarrolla extensamente la teoŕıa espectral de operadores
de Schrödinger de una dimensión, y repite la demostración del Teorema de Unicidad.
Ese año, también, Borg publicó en [7] la demostración del Teorema de Unicidad ya
antes publicada por Marchenko.

El cual consiste en tomar dos operadores Sturm-Liouville con b ≡ 1 bajo condi-
ciones de frontera constantes, tal que, si la m-función de Weyl (véase Cap.6, Sec.2
Ec. (6.27)) coinciden, o lo que es equivalente, si las funciones espectrales coinciden,
entonces los potenciales (o sea las funciones Q1, Q2) deben coincidir.

Por su cuenta Krein publicó los art́ıculos [14, 15], en los cuales, menciona un método
efectivo para la recobrar un operador Sturm-Liouville a partir de sus dos espectros.
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Posteriormente, en 1951, Gelfand y Levitan publicaron [11] en el que proporcionan
un método para la reconstrucción del operador Sturm-Liouville a partir de su función
espectral.

Después Levitan y Gasymov dieron a conocer [20] en el cual proporcionaron solu-
ción al problema inverso de dos espectros para operadores Sturm-Liouville en un caso
general, haciendo uso de la función espectral y utilizando nuevos descubrimientos que
no se conoćıan en aquella época.

A partir de las soluciones que se encontraron del problema inverso para operado-
res Sturm-Liouville, comienzo el estudio del mismo problema; pero, para matrices de
Jacobi.1

Los problemas inversos de dos espectros para matrices de Jacobi que estamos des-
cribiendo consisten en: tomar extensiones auto-adjuntas diferentes J(τ1) y J(τ2) de J .
Estas extensiones están dadas por la restricción de J∗ a los conjuntos Dτ1 y Dτ2 (véase
Cap.5, Sec.2, Def 5.2.3), respectivamente. En general Dτ tiene contenido al dominio
de J y está contenido en el dominio de J∗, para toda τ ∈ R ∪ {∞}. Además, para
cada τ ∈ R ∪ {∞} J∗ �Dτ es una extensión y para τ ′s diferentes se tienen extensiones
diferentes.

Posteriormente, procedemos a recobrar la función espectral a partir de los espectros
σ(J(τ1)) y σ(J(τ2)) de dos extensiones auto-adjuntas distintas J(τ1) y J(τ2) respecti-
vamente y se reconstruye la matriz Jacobi.

El problema tratado en [26] es parecido al que se trata en este trabajo. La dife-
rencia está en el tipo de condiciones a la frontera que se dan. En el trabajo [26] las
condiciones a la frontera para el operador están en el origen; mientras que, aqúı se
estudian condiciones en el infinito. Supongamos primero que J = J∗. Las ecuaciones
en diferencias que definen a (J̃f)n pueden escribirse como:

(Jf)n := bn−1fn−1 + qnfn + bnfn+1, ∀n ∈ N , (b0 = 1) , (4)

con la condición

f0 = 0. (5)

la cual es conocida como condición de Dirichlet. Esta condición puede ser considerada
como una condición a la frontera para la expresión (5.5). Note que f0 no es elemento
de la sucesión {fk}∞k=1, pero podemos usarlo para introducir condiciones a la frontera
para (5.5). Dicha condición es completamente análoga a las condiciones de Dirichlet
en el origen para un operador de Sturm-Liouville en el semi-eje real. El operador J es
la cerradura del operador que actúa sobre elementos de H como (5.5) con la condición
de Dirichlet (5).

En [26] se trata a una familia de operadores dada por condiciones paramétrizados en
el origen análogas a las que se da para los operadores de Sturm-Liouville. Considerando

1La historia aqúı expuesta de los operadores de Sturm-Liouville fue basada en la introducción de
[20].
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el operador J(α) definido por la expresión en diferencias (5.5) con la condición en el
origen

f1 cosα + f0 sinα = 0, α ∈ [0, π). (6)

Entonces, si α ∈ (0, π),
J(α) = J − cotα 〈·, u1〉u1.

Ahora, introducimos la familia de operadores estudiada en el presente trabajo.
Tomemos J∗ el operador adjunto de J y tomando en cuenta la ecuación (J∗−ζI)f = 0
con J 6= J∗, se obtiene el sistema

q1f1 + b1f2 = ζf1

bn−1fn−1 + qnfn + bnfn+1 = ζfn, ∀n ∈ N \ {1}.

Note que es fácil dar solución al sistema anterior siempre que {fn}n∈N ∈ `2(N), es
decir, f ∈ H. Por ejemplo, haciendo f1 = 1 se tiene f2 = b−1

1 (ζ − q1). Y con n = 2, se
obtiene

f3 = b−1
2 ((ζ − q2)f2 − b1)

= b−1
2 (b−1

1 (ζ − q2)(ζ − q1)− b1)

= b−1
2 (b−1

1 (ζ2 − ζ(q1 + q2) + (q1q2 − b1)).

Y aśı sucesivamente.
fn es un polinomio con respecto a ζ de grado n − 1. Usaremos la notación fn =:

Pn−1(ζ) y llamaré a los polinomios Pn(ζ) polinomios de primer genero asociados a la
matriz (2). Ahora, los polinomios de segundo genero Qn(ζ) asociados a la matriz (2) se
definen como solución del sistema (siempre que {fn}n∈N ∈ `2(N)) sin tomar en cuenta
la primer ecuación del sistema recurrente, bajo el supuesto de f1 = 0 y f2 = b−1

1 .
Nótese que fn es un polinomio de grado n− 2 con respecto a ζ. Usaremos la notación
fn =: Qn−1(ζ).

Consideremos la sucesión {ṽn(β)}n∈N ∈ `2(N) con

ṽn(β) := Qn−1(0) cos β + Pn−1(0) sin β, β ∈ [0, π) (7)

y haciendo fn = ṽn(β) en (1), {ṽn(β)}n∈N es solución para (1).
Ahora, se define el conjunto Dβ como sigue:

Dβ := {f = {fn}n∈N ∈ `2(N) : J̃f ∈ l2(N), ĺım
n→∞

Wn(ṽk(β), f) = 02}. (8)

Compare Dβ con Dτ (véase Cap.5, Sec.2, Def 5.2.3) y note que coincide con (8) ha-
ciendo τ = cot β. Note que cuando β ∈ [0, π), entonces τ ∈ R ∪ {∞}. Por lo que se
verá en el Caṕıtulo 5 el análogo a (8) es el dominio de definición de toda extensión

2Sea f = {fn}n∈N, g = {gn}n∈N ∈ `2(N) definimos el Wronskiano como Wn(f, g) = bn(fngn+1 −
fn+1gn) con bn definido en (2).
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auto-adjunta dada por la restricción del adjunto de J , J∗, a los conjuntos Dβ, es decir,
J∗ �Dβ=: J(β) para alguna β y para diferentes β′s define diferentes extensiones J(β).
La condición

ĺım
n→∞

Wn(ṽk(β), f) = 0, f ∈ dom(J∗) (9)

puede interpretarse como una condición de frontera al infinito y es con la que tra-
bajaré en el Caṕıtulo 5. La condición (9) determina las extensiones auto-adjuntas de
J .

A lo largo de este trabajo de investigación, se encontrará, todo lo que se requiere
del mismo, con excepción de los Teoremas I, II, III, IV y V cuyas demostraciones
no se dan en este trabajo, pero se dan referencias de donde encontrar los resultados y
las demostraciones.

El Caṕıtulo 1, trata un poco de la teoŕıa de funciones de variable compleja. La Sec-
ción 1 se exponen conceptos básicos de analiticidad de funciones, orden de los ceros de
una función, singularidades, polos, convergencia de series y productos de series. En la
Sección 2 vemos clasificación de funciones enteras por su orden de crecimiento, el tipo
de la función (minimal, normal y maximal), también estudiamos los productos canóni-
cos y sus exponentes de convergencia, y por ultimo exponemos como descomponer una
función entera como productos canónicos.

En el Caṕıtulo 2 está contenida la teoŕıa básica de espacios de Hilbert, comenzando
por como se compone un espacio de Hilbert, como se induce una norma en el a partir
del producto interior definido sobre el espacio lineal sobre esta espacio de Hilbert y un
algo del álgebra básica que encierra la teoŕıa de espacio de Hilbert. En la Sección 1 se
define que es un producto interior sobre un espacio lineal sobre C, la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, la norma inducida por el producto interior, subespacios de un espacio
de Hilbert y suma ortogonal de espacios. En la Sección 2 exponemos sistemas ortonor-
males, Teorema de Pitágoras, la desigualdad de Bessel, separabilidad del espacio de
Hilbert, bases ortonormales, dimensión del espacio de Hilbert. En la Sección 3 vemos
conceptos como el Teorema de Proyección, la definición de complemento ortogonal,
diferencia ortogonal de espacios de Hilbert, el Teorema de representación de F. Riesz,
completes débil, compactes débil de la bola unitaria.

El Caṕıtulo 3 que es el más extenso en este trabajo, contiene conceptos muy gene-
rales de la teoŕıa de operadores lineales en espacios de Hilbert, por mencionar algunos
de estos conceptos son: operador invertible, operador acotado, operador de proyección,
operador compacto, el conjunto de puntos de tipo regular, el espectro de un opera-
dor, la resolvente, operador simétrico, transformada de Cayley, extensiones de von
Neumann y descomposición espectral para operadores auto-adjuntos. En la Sección
1 tratamos la definición de extensión de un operador, suma de operadores, operador
inverso, operador acotado, operador compacto, operador de proyección, gráfica de un
operador, operador cerrado, operador adjunto, operador cerrable, entre otros teoremas
generales de teoŕıa de operadores en espacios de Hilbert por mencionar algunos que el
operador adjunto es cerrado, la descomposición de el espacio de Hilbert como la suma
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ortogonal de el la cerradura del rango y el núcleo del operador adjunto. Mientras que
en la Sección 2 vemos conceptos de espectros de operadores como es; el conjunto de
puntos de tipo resolvente, puntos de tipo regular, espectro, núcleo espectral, espectro
continuo, espectro puntual, operador resolvente, uno de los teoremas fundamentales de
esta sección nos habla de como esta compuesto el espectro de un operador compacto.
En la Sección 3 vemos relacionados con operadores simétricos e isométricos como es
que un operador sea auto-adjunto, ı́ndices de deficiencia, espacios que reducen, mien-
tras que de operadores isométricos vemos conceptos como los ı́ndices de deficiencia
interior y exterior, operador unitario por mencionar algunos conceptos. En la Sección
4 y 5 tratamos todos los conceptos que implican el estudio de la transformada de Cay-
ley y extensiones de von Neumann respectivamente. Por ultimo en la Sección 6 vemos
la descomposición espectral de operadores auto-adjuntos.

En el Caṕıtulo 4, nos enfrentamos con un problema que es: como asociar de ma-
nera única un operador una matriz y viceversa. Dicho problema se resuelve solo para
operadores acotados y operadores simétricos no acotados . En la Sección 4.1 vemos
como poner en relación uńıvoca los operadores acotados con las matrices y también
vemos un caso en particular de representar un operador compacto, mejor dicho, como
es la matriz que representa a un operador compacto (véase Teorema 4.2.6). Mientras
que en la Sección 4.2 vemos como relacionar uńıvocamente matrices con operadores
simétricos no acotados.

El Caṕıtulo 5 tiene plasmada la teoŕıa básica de matrices de Jacobi. En la Sección
5.1 contiene la definición de una matriz de Jacobi (véase Definición 5.1.1), la forma
en que actúa en un sobre elementos en espacio de Hilbert, vemos caracteŕısticas de
la matriz de Jacobi como que es un operador simétrico cerrado,que solo tiene “́ındi-
ces de deficiencia” (véase Definición 3.3.11) (0, 0) o (1, 1) (véase Teorema 5.1.8). En
está misma Sección se define un operador auxiliar que es el Wronskiano (véase Defi-
nición 5.1.10). En la Sección 5.1 construimos extensiones auto-adjuntas a partir del
Wronskiano y vemos como se comportan dichas extensiones y sus resolventes y tam-
bién vemos algunos teoremas que son de extensiones auto-adjuntas en general (las que
no requieren del Dτ , véase ecuación (5.38)).

El Caṕıtulo 6 contiene los resultados principales de la investigación expuesta en este
trabajo. Para empezar, en la Sección 1 introducimos la matriz de Nevalinna asociada
a la matriz de Jacobi, también exponemos la teoŕıa que nos permite ver como es su
orden de crecimiento y de las funciones enteras que componen la matriz de Nevalinna,
otra función importante que introducimos en esta sección es la función Rτ (véase
ecuación (6.24)) que compone el espectro de cada extensión auto-adjunta para cada
τ . En Sección 2 encontramos dos resultados principales de este trabajo que son el
Teorema 6.2.1 que nos dice que los espectros de las extensiones auto-adjuntas de un
operador de Jacobi no se entrelazan y el Teorema 6.2.2 que nos da un algoritmo para
reconstruir un operador de Jacobi a partir de los espectros de dos de sus extensiones
auto-adjuntas.

Los resultados que sobresalen en este trabajo son: La prueba del Teorema 1.2.18,
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ya que difiere y es más simple que la encontrada en [18, Sec. 3, Prop. 3]. Otro punto es
que se da un análisis detallado de la representación matricial de operadores acotados y
simétricos no acotados basándonos en [3]. Cabe hacer mención de que en este trabajo
se trató de obtener los resultados prescindiendo del teorema espectral. Salvo por el
Teorema IV (véase Cap. 3, Sec. 3) pudimos llevar a cabo esta tarea. Uno de los
puntos más importantes es que se da la construcción detallada de los dominios de
definición de las extensiones auto-adjuntas de un operador no auto-adjunto de Jacobi
(véase Cap. 5, Sec. 2) comparece con [27, Cap. 2, Sec. 6]. El último punto a resaltar del
trabajo es la demostración de que las funciones que conforman la matriz de Nevalinna
asociada a la matriz de Jacobi no crecen más rápido que una función entera de tipo
minimal y orden uno. Se tomó como base [25, Sec. 4] y es una demostración alterna a
[2, Cap. 2, Sec. 5].



Caṕıtulo 1

Algunos conceptos de funciones de
variable compleja

En este caṕıtulo se van a recordar algunos conceptos básicos de teoŕıa de funciones
de variable compleja. Pondré especial interés en la clasificación de funciones enteras con
base en la “velocidad” de crecimiento. Se definirá el concepto de orden de crecimiento
de la función y una refinación de este: “el tipo”. También, se vera como representar
una función entera dependiendo de su orden de crecimiento.

1.1. Conceptos de analiticidad

En esta sección se enunciaran algunos conceptos básicos que se pueden encontrar
en libros de texto sobre funciones anaĺıticas o teoŕıa de funciones de variable compleja.
Nos basamos fundamentalmente en [1] y [13].

Definición 1.1.1. Una función f compleja es anaĺıtica en una región en C sii es
diferenciable respecto al argumento complejo en cada punto de esa región.

Definición 1.1.2. Un numero complejo z0 es cero de una función anaĺıtica f sii

f(z0) = 0.

Definición 1.1.3. Una función anaĺıtica f tiene un cero de orden k en z0 sii

f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (k−1)(z0) = 0,

mientras que f (k)(z0) 6= 0.

Definición 1.1.4. Se dice que ζ0 es una singularidad aislada de f si f es anaĺıtica en
A = {z : 0 < |z − ζ0| < R}, es decir, f es anaĺıtica en A \ {ζ0}.

9
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Definición 1.1.5. Un punto singular aislado ζ0 de una función f es un polo de f sii

ĺım
ζ→ζ0

f(ζ) =∞.

Teorema 1.1.6. El punto ζ0 es un polo de una función anaĺıtica f en U sii es cero
de la función

1

f(z)
, z ∈ U \ ζ0.

Definición 1.1.7. Una función entera es aquella función que es anaĺıtica en todo el
plano complejo C.

Comentario 1.1.8. Suponiendo que:

1. cada miembro de la sucesión de funciones complejas

{Un(ζ)}∞n=1

es anaĺıtica en un compacto D ⊂ C,

2. la serie
∞∑
n=1

Un(ζ)

es uniformemente convergente en cada región D′ en el interior de D.

Entonces la función

f(ζ) =
∞∑
n=1

Un(ζ)

es anaĺıtica dentro de D y sus derivadas pueden ser calculadas término a término.
Además, si las funciones Un(ζ) son enteras, entonces f(ζ) es entera. Este resultado se
puede consultar en [28, Sec. 2.8].

Definición 1.1.9. Sea {fn(z)}∞n=1 una sucesión de funciones anaĺıticas y Fm(z) =∏m
n=1 fn(z). Si {Fm(z)}∞m=1 converge uniformemente en D ⊂ C a F (z) 6= 0, entonces

se dice que
∏∞

n=1 fn(z) es uniformemente convergente en D y

F (z) =
∞∏
n=1

fn(z), (1.1)

(véase [28, Sec. 1.44]).

Definición 1.1.10. El producto infinito
∏∞

n=1{1+fn(z)} es uniforme y absolutamente
convergente si

∏∞
n=1{1 + |fn(z)|} es uniformemente convergente.
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Note que si
∏∞

n=1{1 + fn(z)} es uniforme y absolutamente convergente, entonces
converge uniformemente

Teorema 1.1.11. Sea {fn(z)}n∈N una sucesión de funciones anaĺıticas en B ⊂ C y K
un compacto cualquiera de C. El producto infinito

∏
n∈N{1+fn(z)} converge absoluta y

uniformemente en K∩B sii
∑

n∈N fn(z) converge absoluta y uniformemente en K∩B.
(véase [1, Cap. 5, Sec. 2, T. 6]).

Demostración. Notemos que, para toda z ∈ B∑
n∈N

|fn(z)| <
∏
n∈N

{1 + |fn(z)|} < e
P
n∈N|fn(z)|. (1.2)

La primera desigualdad en (1.2) es obvia. La segunda, se obtiene de escribir

e|fk(z)| =
∑

n∈N∪{0}

|fk(z)|n

n!

para cada k ∈ N. De esta forma, la convergencia uniforme de
∏

n∈N{fn(z) + 1} y∑
n∈N |fn(z)| son equivalentes.

1.2. Clasificación de funciones enteras

En esta sección se dará un estudio de algunas clases de funciones enteras. Comen-
zando con la definición de una función auxiliar para medir el orden de crecimiento de
una función entera. Para esta sección podemos consultar [19, Cap. 1, Sec. 1,3,10] y
[23, Cap. 9, Sec. 1].

Definición 1.2.1. Sea f una función entera, definamos

Mf (r) := máx
|z|=r
|f(z)| .

Definición 1.2.2. Sea f una función entera, definamos

Kf := {k > 0 : ∃ r(f, k) > 0 : r > r(f, k)⇒Mf (r) < er
k}.

Definición 1.2.3. Si Kf 6= ∅, entonces f es de orden finito.

Comentario 1.2.4. Observemos que cuando Kf 6= ∅, entonces Kf está acotado por
abajo. Además, notemos que si k ∈ Kf entonces para toda k′ ≥ k, k′ ∈ Kf .

Por lo tanto, todas las funciones de orden finito son susceptibles de la siguiente
refinación en su clasificación.
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Definición 1.2.5. Si f es una función entera de orden finito, entonces su orden ρ se
define como

ρ := ı́nf Kf .

Teorema 1.2.6. Sea f una función entera de orden finito. Entonces

ρ = ĺım sup
r→∞

ln lnMf (r)

ln r
. (1.3)

Demostración. De la definición de ı́nfimo y del Comentario 1.2.4 se sigue que, para
toda ε > 0 existe r̃ tal que

Mf (r) < er
ρ+ε ⇐ r ≥ r̃, (1.4)

de donde obtenemos
lnMf (r) < rρ+ε ∀r ≥ r̃

y aplicando ln nuevamente, nos queda

ln lnMf (r) < (ρ+ ε) ln r ∀r ≥ r̃.

Dado que r es un número positivo, podemos dividir la desigualdad anterior por ln r
sin alterarla

ln lnMf (r)

ln r
< ρ+ ε ∀r ≥ r̃. (1.5)

Por otro lado, de la definición de ρ, se sigue que ρ − ε /∈ Kf . Por lo que para toda
R ∈ R+, existe r ≥ R tal que Mf (r) > er

ρ−ε
. Análogo a lo hecho para (1.4) existe r

arbitrariamente grande tal que

ln lnMf (r)

ln r
> ρ− ε. (1.6)

Ahora, definamos

g(r) := sup
s≥r

ln lnMf (s)

ln s
.

De (1.5) y (1.6) se sigue ρ − ε < g(r) ≤ ρ + ε para r ≥ r̃. Por la definición de ĺımite
superior

ĺım
r→∞

g(r) = ĺım sup
r→∞

ln lnMf (r)

ln r
.

Aśı, tomando el ĺımite de g(r) cuando r →∞, tenemos que

ρ− ε ≤ ĺım sup
r→∞

ln lnMf (r)

ln r
≤ ρ+ ε.

Debido a que ε es arbitrariamente pequeña, se obtiene (1.3).



Clasificación de funciones enteras 13

Ahora, definamos a las clases de funciones enteras que tienen un orden dado.

Definición 1.2.7. Sea f una función de orden finito, definamos

Af := {A > 0 : ∃r(f, A) > 0 : Mf (r) < eAr
ρ ⇐ r > r(f, k)}

donde ρ es el orden de f .

Definición 1.2.8. Si Af = ∅, entonces decimos que la función entera f tiene tipo
maximal.

Si Af 6= ∅, entonces Af está siempre semi-acotado inferiormente y decimos que el
tipo de la función entera f es

σ := ı́nf Af .

Para este caso, el tipo de f es minimal si σ = 0 y es normal si 0 < σ <∞. Cuando el
tipo es maximal decimos que σ =∞.

Teorema 1.2.9. Sea f una función entera de orden ρ. Entonces

σ = ĺım sup
r→∞

lnMf (r)

rρ
.

Demostración. Note que si a ∈ Af entonces para toda a′ ≥ a, a′ ∈ Af . Aśı, de la
definición de σ se sigue que para toda ε > 0 existe r̃ tal que

Mf (r) < e(σ+ε)rρ ⇐ r > r̃

Tomando el logaritmo y el hecho de que r es un número positivo, concluimos de la
desigualdad anterior que para toda ε > 0

lnMf (r)

rρ
< σ + ε ∀r > r̃.

Por otra parte, de la definición de ρ se sigue que ρ − ε /∈ Af . Por lo que para toda
R ∈ R+ existe r ≥ R tal que Mf (r) < e(σ−ε)rρ . Repitiendo lo hecho anteriormente, se
obtiene que existe r arbitrariamente grande tal que

lnMf (r)

rρ
> σ − ε.

Cuya demostración, a partir de este momento, es análoga a la del Teorema 1.2.6.

Definición 1.2.10. Sea G(u; p) la función dada por

G(u; p) := (1− u)eu+u2

2
+···+up

p , G(u; 0) := 1− u,

donde u ∈ C, p ∈ N ∪ {0}.
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Definición 1.2.11. Sea a1, a2, · · · , an, · · · una sucesión de números complejos, nin-
guno cero, con el punto en el infinito como único punto ĺımite. Def́ınase con base en
la sucesión anterior una nueva sucesión {pn}n∈N de números naturales tal que

∞∑
n=1

∣∣∣∣ zan
∣∣∣∣pn+1

(1.7)

converge uniformemente en cada dominio acotado.
Esto es siempre posible, ya que para |z| ≤ R (R > 0) la desigualdad∣∣∣∣ zan

∣∣∣∣ < q,

con cierto q < 1 se satisface para valores muy grandes de n. Concluyendo que podemos
tomar pn = n.

Lema 1.2.12. Sea a1, a2, · · · , an, · · · una sucesión de números complejos, ninguno
cero, con el punto en el infinito como único punto ĺımite. Suponga que en dicha sucesión
los puntos se han dispuesto en orden creciente de módulos (si varios puntos an tienen
el mismo módulo, entonces los tomamos en cualquier orden). El producto infinito

∞∏
n=1

G

(
z

an
; pn

)
, (1.8)

converge uniformemente en compactos de C que no contengan a los puntos an. Donde
pn es con en la Definición 1.2.11.

Demostración. Veamos que el producto en (1.8) es uniformemente convergente en cada
conjunto acotado y cerrado que no contiene los puntos an. En efecto, vamos a estimar
|lnG(u; p)| para |u| ≤ q, con q < 1 y |arg(1− u)| ≤ π. Expandiendo en serie obtenemos
que

lnG(u; p) = − u
p+1

p+ 1
− up+2

p+ 2
− · · · ,

bajo las condiciones indicadas se sigue que

|lnG(u; p)| =
∣∣∣∣ up+1

p+ 1
+
up+2

p+ 2
+ · · ·

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ up+1

p+ 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ up+2

p+ 2

∣∣∣∣+ · · ·

<
∣∣up+1

∣∣+
∣∣up+2

∣∣+ · · ·

=
|u|p+1

1− |u|

≤ 1

1− q
|u|p+1 .
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De esta desigualdad para |z| ≤ R y n > n(q, R), obtenemos que∣∣∣∣lnG( z

an
; pn

)∣∣∣∣ < 1

1− q

∣∣∣∣ zan
∣∣∣∣pn+1

y de la convergencia uniforme de la serie (1.7) en el circulo |z| ≤ R, se sigue que la
serie

∞∑
n=1

lnG

(
z

an
; pn

)
converge uniformemente en cada conjunto acotado y cerrado que no contiene los puntos
an. Utilizando el Teorema 1.1.11, obtenemos la convergencia del producto (1.8).

En el siguiente teorema utilizaremos ω cuyo valor depende de cada función entera.
Si f tiene un número finito N ∈ N de ráıces no nulas, entonces ω = N . De lo contrario
ω =∞.

Teorema 1.2.13. (Weierstrass) Para una función entera f existe una sucesión {pn}n∈N ⊂
N tal que f puede ser representada en la forma

f(z) = zmeg(z)
ω∏
n=1

G

(
z

an
; pn

)
, (1.9)

donde an son las ráıces no nulas de f repetidas respecto a su multiplicidad, g(z) es
una función entera y m es el orden de los ceros en el origen.

Demostración. Los ceros no nulos an (n = 1, 2, · · ·ω ≤ ∞) de la función f(z) no tiene
punto limite finito. Formemos el producto

ω∏
n=1

G

(
z

an
; pn

)
,

donde pn = 0 si ω es finito y si ω =∞, entonces se escoge la sucesión pn suficientemente
grande. Def́ınase la función

ϕ(z) :=
f(z)

zm
∏ω

n=1G
(
z
an

; pn

) , (1.10)

en la cual ϕ(z) es el cociente de funciones enteras cuyos ceros coinciden, entonces ϕ(z)
es entera y sin ceros. Por lo tanto la función

ϕ(z) = eg(z), (1.11)

(véase [23, Cap. 9, Sec. 43, T. 7]) donde g(z) es una función entera. Sustituyendo
(1.10) en (1.11) y despejando debidamente f(z) se obtiene (1.9).
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Teorema 1.2.14. Una función entera que no es constante y que no crece más rápido
que cualquier función entera de tipo minimal de orden uno, tiene ceros. (Que una
función entera f no crece más rápido que una función entera g significa que Mf (r) ≤
Mg(r) para r suficientemente grande.)

Demostración. Sea f(z) una función entera que no es constante y que no crece más
rápido que una función entera de tipo minimal de orden uno. Debido a el Teorema
1.2.13, se expresa f(z) como en la ecuación (1.9). Suponga que f(z) no tiene ceros,
entonces f(z) queda en la forma

f(z) = eg(z),

(véase [23, Cap. 9, Sec. 43, T. 7]) donde g(z) es una función entera. Definamos f̃(z) =
eg0+g1z, donde g0 = g(0) y

g1 =

{
g′(0) si g′(0) 6= 0

f(0) si g′(0) = 0.

Para cualquier función entera g(z) que no es constante

Mf̃ (r) ≤Mf (r),

para r suficientemente grande. Pero claramente f̃ es una función de tipo normal y
orden uno.

Definición 1.2.15. Sea a={an}n∈N una sucesión como en el Lema 1.2.12 y enumerada
como en el Lema 1.2.12.

Ca :=

γ ∈ R : ĺım
r→∞

∑
|νn|≤r

1

|an|γ
<∞

 .

El exponente de convergencia de la sucesión {an}n∈N esta dado por

%a := ı́nf Ca.

Suponga que Ca 6= ∅ y sea

pa := mı́n

{
p ∈ N ∪ {0} :

∞∑
n=1

1

|an|p+1 <∞

}
.

Lema 1.2.16. Suponga que a = {ak}k∈N es tal que Ca 6= ∅. Entonces la representación
(1.9) se puede escribir, en este caso, con pn = p. Ya que el producto en (1.9) es
uniformemente convergente en compactos de C.
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Demostración. Veamos que el producto en (1.8) es uniformemente convergente esti-
mando |lnG(u; p)|, para |u| ≤ q, con q < 1 y |arg(1− u)| ≤ π. Expandiendo en serie
obtenemos que

lnG(u; p) = − u
p+1

p+ 1
− up+2

p+ 2
− · · · ,

bajo las condiciones indicadas se sigue que

|lnG(u; p)| =
∣∣∣∣ up+1

p+ 1
+
up+2

p+ 2
+ · · ·

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ up+1

p+ 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ up+2

p+ 2

∣∣∣∣+ · · ·

<
∣∣up+1

∣∣+
∣∣up+2

∣∣+ · · ·

=
|u|p+1

1− |u|

≤ 1

1− q
|u|p+1 .

Si z está en un compacto, entonces para n suficientemente grande existe q < 1 tal

que
∣∣∣ zan ∣∣∣ < q. Tomemos la suma sobre la desigualdad anterior para uk sustituyendo

uk = z
ak

. De la siguiente manera

∞∑
k=1

|lnG(uk; p)| <
1

1− q

∞∑
k=1

|uk|p+1

=
|z|p+1

1− q

∞∑
k=1

1

|ak|p+1 <∞.

De la convergencia uniforme de la serie
∑∞

k=1 lnG( z
ak

; p) y usando el Teorema 1.1.11,

se sigue la convergencia uniforme de
∏∞

n=1G
(
z
an

; p
)

Teorema 1.2.17. Sean %a y pa como en la Definición 1.2.15. Entonces

pa ≤ %a ≤ pa + 1. (1.12)

Demostración. Supongamos que pa > %a. De la Definición 1.2.15

∞∑
n=1

1

|an|pa
<∞,

pero esto implica que pa = pa − 1 lo cual seŕıa una contradicción.
Ahora, supongamos que pa + 1 < %a. Por definición pa + 1 satisface

∞∑
n=1

1

|an|pa+1 <∞,
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entonces se encontró un elemento más pequeño que %a que satisface la convergencia
de la serie anterior, pero esto contradice la Definición 1.2.15.

La afirmación que sigue en el Teorema 1.2.18 es conocida y usada sin dar su de-
mostración (véase por ejemplo [16, T.1]). La demostración que se proporciona muestra
que no es un hecho trivial y que se requieren dos resultados de teoŕıa de funciones que
se enuncian más adelante sin demostración. Estos resultados se pueden consultar en:
[19, Cap. 1, Sec. 10, T. 13] el Teorema I y el Teorema II en [19, Cap. 1, Sec. 10, T.
15].

Teorema I. (Hadamard) Sea f función entera de orden finito ρ y sean a = {ak}k∈N
los ceros no nulos de f ordenados como en el Lema 1.2.12. Entonces Ca 6= ∅ y f puede
ser representada en la forma

f(z) = zmeP (z)

ω∏
n=1

G

(
z

an
; p

)
(1.13)

donde an son los ceros no nulos de f , pa ≤ ρ (Definición 1.2.15), P (z) es un polinomio
cuyo grado q que no excede ρ y m es la multiplicidad de los ceros de f en el origen.

Teorema II. (Lindelöf) Sea f una función entera de orden finito ρ > 0 y a = {ak}k∈N
los ceros no nulos de f ordenados como en el Lema 1.2.12. Y sean

∆f := ĺım sup
r→∞

card({ν ∈ {ak}k∈N : |ν| < r})
rρ

δf := ĺım sup
r→∞

∣∣∣∣∣∣α +
1

ρ

∑
|an|≤r

a−ρn

∣∣∣∣∣∣ ,
donde α es el coeficiente de zρ en P (z) de (1.13).

1. Si en (1.13) pa = ρ ≥ 1, entonces para máx(∆f , δf ) = 0 la función f es de tipo
minimal, para 0 < máx(∆f , δf ) <∞ es de tipo normal y para máx(∆f , δf ) =∞
es de tipo maximal.

2. Si en (1.13) pa < ρ, entonces el tipo es igual al coeficiente de zρ en P (z)
de (1.13).

Teorema 1.2.18. Sea f una función entera con un número infinito de ceros y que
no crece más rápido que cualquier función entera de tipo minimal de orden uno. Su-
pongamos que los elementos de la sucesión a = {an}n∈N son las ráıces no nulas de f
repetidas respecto a su multiplicidad, y m ∈ N ∪ {0} es el orden de los ceros de f en
el origen. Entonces existe un número complejo C tal que

f(z) = Czm ĺım
r→∞

∏
|an|≤r

(
1− z

an

)
, (1.14)
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donde el ĺımite converge uniformemente en conjuntos compactos de C que no contienen
puntos an.

Demostración. Primero note que como ρ ≤ 1 y tomando en cuenta el Teorema I, se
sigue que pa = 0 ó pa = 1, por lo que, la expansión de f en un producto canónico tiene
la forma

f(z) = zmecz+d
∞∏
n=1

G

(
z

an
; 0

)
, c, d ∈ C (1.15)

o

f(z) = zmecz+d
∞∏
n=1

G

(
z

an
; 1

)
, (1.16)

Supongamos que tiene lugar (1.16). Entonces pa = 1 = ρ y como f no crece más
rápido que una función de tipo minimal de orden uno del Teorema II, se tiene que
δf = 0, por lo tanto

ĺım
r→∞

∑
|an|≤r

a−1
n = −c. (1.17)

Donde c aparece en (1.16). Esto implica la convergencia uniforme de la serie

ĺım
r→∞

∑
|an|≤r

z

an

en compactos de C y a su vez que

ĺım
r→∞

∏
|an|≤r

(
1− z

an

)

es uniformemente convergente en cualquier compacto de C. De esta forma, usan-
do (1.17) tenemos

∞∏
n=1

G

(
z

an
; 1

)
= ĺım

r→∞

∏
|an|≤r

G

(
z

an
; 1

)

= e−cz ĺım
r→∞

∏
|an|≤r

(
1− z

an

)
.

Concluyendo que la ecuación (1.16) puede ser escrita como (1.14). Ahora, suponga que
tiene lugar (1.15). Entonces tenemos que 0 = pa < ρ o 0 = pa = ρ. Si 0 = pa = ρ, del
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Teorema I se sigue que q = 0, por lo que tenemos

f(z) = Czm
∞∏
n=1

G

(
z

an
; 0

)
= Czm ĺım

r→∞

∏
|an|≤r

G

(
z

an
; 0

)

= Czm ĺım
r→∞

∏
|an|≤r

(
1− z

an

)
.

Si 0 = pa < ρ, entonces q = 0 o q = 1 en el Teorema I. Si q = 0, regresamos al
resultado anterior. Finalmente, puesto que pa < ρ, del Teorema II tenemos que q es
siempre igual a cero, ya que q no excede ρ.



Caṕıtulo 2

Espacios de Hilbert

En este caṕıtulo trataré los conceptos básicos de espacios de Hilbert y sus propie-
dades. Además, algunos resultados fundamentales en la teoŕıa de espacios de Hilbert
como: Teorema de Pitágoras, Teorema de Proyección, entre otros. Para el desarrollo
de este caṕıtulo nos basamos en los libros [3] y [5].

2.1. Geometŕıa del espacio de Hilbert

En esta sección veremos lo necesario para definir un espacio de Hilbert.

Definición 2.1.1. Sea L un espacio lineal sobre C. Def́ınase una función de L × L a
C que cumple:

1. Para todo f, g ∈ L
〈f, g〉 = 〈g, f〉

2. Para h ∈ L y α, β ∈ C

〈αf + βg, h〉 = α 〈f, h〉+ β 〈g, h〉 ,

3. Para todo f 6= 0,
〈f, f〉 > 0.

A esta función se le llama producto interior.

Definición 2.1.2. Un espacio lineal L dotado con producto interior 〈·, ·〉 es un espacio
pre-Hilbert.

Teorema 2.1.3. Para cualesquiera f, g ∈ L se cumple que

|〈f, g〉|2 ≤ 〈f, f〉 〈g, g〉 (2.1)

21
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Demostración. Sea α, β ∈ C y f, g ∈ (L, 〈·, ·〉)

0 ≤‖αf − βg‖2 = 〈αf − βg, αf − βg〉
= |α|2 〈f, f〉 − αβ 〈f, g〉 − βα 〈g, f〉+ |β|2 〈g, g〉 (2.2)

Ahora, se escoge α = 〈f, g〉 y β = 〈f, f〉, entonces la ecuación (2.2) queda de la forma:

|〈f, g〉|2 〈f, f〉−〈f, g〉 〈f, f〉 〈f, g〉
− 〈f, f〉 〈f, g〉 〈g, f〉+ 〈f, f〉2 〈g, g〉

Agrupando y reduciendo términos semejantes

0 ≤ 〈f, f〉2 〈g, g〉 − 〈f, f〉 |〈f, g〉|2

Corolario 2.1.4. Para todo f y g en L se cumple que

〈f + g, f + g〉1/2 ≤ 〈f, f〉1/2 + 〈g, g〉1/2

Demostración.

〈f + g, f + g〉 = 〈f, f〉+ 〈f, g〉+ 〈g, f〉+ 〈g, g〉
= 〈f, f〉+ 2 Re 〈f, g〉+ 〈g, g〉
≤ 〈f, f〉+ 2 |〈f, g〉|+ 〈g, g〉
≤ 〈f, f〉+ 2 〈f, f〉1/2 〈g, g〉1/2 + 〈g, g〉
= 〈f, f〉+ 〈g, g〉

Definición 2.1.5. En el espacio lineal L se puede definir una norma a partir de
producto interior como sigue:

‖f‖ := 〈f, f〉1/2

La definición de norma es correcta; ya que, se satisfacen los axiomas de la norma.
Tenemos que la norma dada en la Definición 2.1.5, tomando en consideración la Defi-
nición 2.1.1, cumple la propiedad de positividad estricta y de homogeneidad. Además,
como consecuencia del Corolario 2.1.4, se cumple la desigualdad del triángulo, por lo
cual, se puede decir que la norma dada a partir de un producto interior está bien
definida y cumple las propiedades de norma.

Definición 2.1.6. Un espacio es completo sii toda sucesión de Cauchy (fundamental)
es convergente en él.
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Definición 2.1.7. Si un espacio pre-Hilbert es completo con respecto a la norma
inducida por el producto interior, entonces decimos que es un Hilbert. Denotaremos
genéricamente por H a los espacios de Hilbert.

Definición 2.1.8. Sea F ⊂ H, F es subespacio de H sii F es un espacio lineal y un
conjunto cerrado en H.

Definición 2.1.9. Sea {fn}n∈N una sucesión en H. Diremos que {fn}n∈N converge
débilmente a f ∈ H, si

〈fn, g〉 −−−→
n→∞

〈f, g〉 ,

para toda g ∈ H.

Comentario 2.1.10. Notemos que un subespacio de un espacio de Hilbert es en śı un
espacio de Hilbert.

Definición 2.1.11. Considere el conjunto H⊕H dado por

H⊕H := {(f1, f2) : f1, f2 ∈ H}

Definiendo en él las operaciones de suma de los elementos f̂ = (f1, f2) y ĝ = (g1, g2) en
H⊕H, y la multiplicación por escalares como sigue αf̂ +βĝ := (αf1 +βg1, αf2 +βg2),
se verifica queH⊕H es un espacio lineal. Se define un producto interior en este espacio
de la siguiente forma: para toda f̂ = (f1, f2), ĝ = (g1, g2) ∈ H ⊕H,〈

f̂ , ĝ
〉
H⊕H

:= 〈f1, g1〉H + 〈f2, g2〉H

Teorema 2.1.12. H⊕H es un espacio de Hilbert

Demostración. Sea {f̂k}∞k=1 ⊂ H ⊕ H una sucesión fundamental entonces para toda

ε > 0 existe N ∈ N tal que
∥∥∥f̂n − f̂m∥∥∥

H⊕H
< ε si N ≤ n,m. Aśı, si f̂k = (f1k, f2k),

entonces

ε2 >
∥∥∥f̂n − f̂m∥∥∥2

H⊕H

= ‖f1n − f1m‖
2
H + ‖f2n − f2m‖

2
H

esto dice que por separado {f1k}∞k=1 ⊂ H y {f2k}∞k=1 ⊂ H son fundamentales, por lo
cual existen f1, f2 ∈ H tales que f1k −−−→

k→∞
f1 y f2k −−−→

k→∞
f2. Claramente, (f1, f2) ∈

H ⊕H es el ĺımite de la sucesión{f̂k}∞k=1.
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2.2. Sistemas ortonormales y bases ortonormales

En este apartado consideré sistemas ortogonales y ortonormales en un espacio H.
El concepto de base ortonormal nos permite saber la dimensión del espacio y dar
isomorfismos entre espacios, entre otras cosas. Notación. En esta sección, por medio
de I, se denotará el subconjunto de los naturales dado por

I := {m ∈ N : m ≤ N} N ∈ N ∪ {∞}

Definición 2.2.1. Dos elementos x, y ∈ H son ortogonales sii 〈x, y〉 = 0. En notación
x ⊥ y. Usaremos también la notación x ⊥ F (F ⊂ H) cuando 〈x, f〉 = 0 para toda
f ∈ F .

Definición 2.2.2. (Sistema ortonormal) Sea {ak}k∈I una sucesión de elementos en H.
Decimos que {ak}k∈I es un sistema ortonormal (s.o.n) si 〈ai, aj〉 = δi,j, donde δi,j es la
delta de Kronecker.

Note que los elementos de un sistema ortonormal son ortogonales por parejas y
tienen norma igual a 1

Teorema 2.2.3. (Pitágoras) Sea {fk}nk=1 ,n ∈ N, tal que para toda i, j ≤ n ,i 6= j,
fi ⊥ fj, entonces ∥∥∥∥∥

n∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
2

=
n∑
k=1

‖fk‖2 . (2.3)

Demostración. Para n = 2 tenemos

‖f1 + f2‖2 = 〈f1 + f2, f1 + f2〉 = ‖f1‖2 + 2 Re 〈f1, f2〉+ ‖f2‖2 = ‖f1‖2 + ‖f2‖2 . (2.4)

De aqúı podemos extender la igualdad (2.4), en general para n ∈ N por inducción
hasta obtener (2.3).

Definición 2.2.4. Sea {uk}k∈I un s.o.n. Si para toda h ∈ H se cumple ‖h‖2 =∑
k∈I |〈uk, h〉|

2, entonces {uk}k∈I es cerrado.

Teorema 2.2.5. Fijemos N ∈ N, h ∈ H, {uk}k∈I s.o.n. y sea αk := 〈h, uk〉. Entonces∥∥∥∥∥h−
N∑
k=1

βkuk

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥h−

N∑
k=1

αkuk

∥∥∥∥∥ (2.5)

para toda {βk}Nk=1 ⊂ C la igualdad tiene lugar cuando αk = βk para toda k = 1, . . . , N .
Además, ∥∥∥∥∥h−

N∑
k=1

αkuk

∥∥∥∥∥
2

= ‖h‖2 −
N∑
k=1

|αk|2 (2.6)



Sistemas ortonormales y bases ortonormales 25

Demostración. ∥∥∥∥∥h−
N∑
k=1

βkuk

∥∥∥∥∥
2

=

〈
h−

N∑
k=1

βkuk, h−
N∑
k=1

βkuk

〉

= ‖h‖2 +
N∑
k=1

|βk|2 − 2 Re βkαk (2.7)

= ‖h‖2 −
N∑
k=1

|αk|2 +
N∑
k=1

|βk − αk|2 (2.8)

Para pasar de (2.7) a (2.8) se utilizó que |βk − αk|2 = |βk|2 + |αk|2 − 2 Re βkαk. Supo-
niendo que βk = αk para toda k, se obtiene inmediatamente de (2.8) que tiene lugar
(2.6). Asimismo de (2.8) y (2.6), se obtiene la desigualdad (2.5).

Corolario 2.2.6. (Desigualdad de Bessel) Sea {uk}k∈I s.o.n y h ∈ H, entonces, para
cualquier N ∈ I, se cumple

∑N
k=1 |〈h, uk〉|

2 ≤ ‖h‖2. En particular, si I = N, entonces
la serie

∑∞
k=1 |〈h, uk〉|

2 converge y la desigualdad se conserva en este caso.

Demostración. La demostración es directa del Teorema anterior.

Teorema 2.2.7. Sea {uk}k∈I ⊂ H un sistema ortonormal, entonces son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

1.

span{uk} = H (2.9)

2. Para toda h en H
‖h‖2 =

∑
k∈I

|〈h, uk〉|2 (2.10)

3. Para toda h en H
h =

∑
k∈I

〈h, uk〉uk (2.11)

Demostración. Demostraremos el caso cuando I es infinito. El caso I finito es aún más
simple. 1) ⇒ 2). Suponga h ∈ span{uk}, entonces para toda ε > 0 existe N ∈ N tal
que ∥∥∥∥∥h−

N∑
k=1

βkuk

∥∥∥∥∥ < ε
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con {βk}∞k=1 ⊂ C. Por el Teorema 2.2.5 se tiene que (α definida como en ese mismo
Teorema)

0 ≤

∥∥∥∥∥h−
N∑
k=1

αkuk

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥h−∑

k∈I

βkuk

∥∥∥∥∥ < ε

0 ≤

∥∥∥∥∥h−
N∑
k=1

αkuk

∥∥∥∥∥ < ε

0 ≤ ‖h‖2 −
N∑
k=1

|αk|2 < ε

2)⇒ 3). De (2.6) se sigue que

0 = ‖h‖2 −
∑
k∈I

|αk|2 =

∥∥∥∥∥h−∑
k∈I

αkuk

∥∥∥∥∥
2

(2.12)

3) ⇒ 1). Esta afirmación es directa ya que estamos expresando un elemento de H
como un limite de una combinación lineal del s.o.n.

Definición 2.2.8. Un sistema ortonormal (s.o.n) {uk}k∈I es una base ortonormal
(b.o.n) sii {uk}k∈I satisface alguna afirmación del Teorema 2.2.7.

Lema 2.2.9. Si en H existe {uk}k∈I una b.o.n, entonces H es separable.

Demostración. Sea N el conjunto de las combinaciones lineales de la forma

s∑
k=1

γkuk (s ∈ N),

donde para toda k, γk = αk + iβk y αk, βk ∈ Q. Claramente N es numerable. Ahora,
como {uk}k∈I es una b.o.n, para toda h ∈ H y para toda ε > 0 existe N ∈ N tal que,∥∥∥∥∥h−

N∑
k=1

〈h, uk〉uk

∥∥∥∥∥ < ε

2
. (2.13)

Como cualquier numero complejo es aproximable con números de la forma, γk =
αk + iβk y αk, βk ∈ Q, entonces escojamos γk (k = 1, 2, · · · , N) tales que∥∥∥∥∥

N∑
k=1

{〈h, uk〉 − γk}uk

∥∥∥∥∥ < ε

2
. (2.14)

Aśı, si

f :=
N∑
k=1

γkuk ∈ N ,
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las ecuaciones (2.13) y (2.14) implican

‖h− f‖ < ε .

Esto significa que H es separable.

Lema 2.2.10. Sea {uk}k∈I un s.o.n, entonces {uk}k∈I es linealmente independiente.

Demostración. Sea Ĩ cualquier subconjunto finito de I. Sea {αk}k∈Ĩ ,una colección de
números complejos tal que ∑

k∈Ĩ

αkuk = 0.

Ya que {uk}k∈I es un s.o.n se tiene,

0 =

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Ĩ

αkuk

∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
k∈Ĩ

|αk|2 ,

entonces αk = 0, para toda k ∈ Ĩ.

Lema 2.2.11. Si H es separable, entonces existe una b.o.n en H

Demostración. Como H es separable, entonces existe M ⊂ H tal que card(M) =
card(N), M = H. Ahora, sea Q ⊂ M el conjunto que se obtiene de eliminar de M
aquellos elementos que se expresan como combinación lineal del resto de los elementos
deM ; de manera que, se cumple que spanQ = H y queQ es linealmente independiente.
Claramente Q es numerable aśı que podemos considerar que Q es una sucesión finita
o infinita, es decir,

Q = {fk}k∈I .

El siguiente paso es aplicar el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt a la
sucesión Q. Tomemos f1 ∈ Q y definamos

f̂1 :=
f1

‖f1‖

donde es claro que
∥∥∥f̂1

∥∥∥ = 1. Ahora, tome f2 ∈ Q y defina

f 2 := f2 −
〈
f2, f̂1

〉
f̂1

normalizando y renombrando f 2, se obtiene

f̂2 =
f 2∥∥f 2

∥∥ .



28 Espacios de Hilbert

Fácilmente, se tiene que 〈
f̂2, f̂1

〉
=
〈
f2, f̂1

〉
−
〈
f2, f̂1

〉
= 0.

El proceso continúa tomando f3 ∈ Q y definiendo

f 3 = f3 −
〈
f3, f̂1

〉
f̂1 −

〈
f3, f̂2

〉
f̂2

después de normalizar como se hizo anteriormente, se obtiene f̂3. Claramente,〈
f̂3, f̂1

〉
=
〈
f3, f̂1

〉
−
〈
f3, f̂1

〉
= 0〈

f̂3, f̂2

〉
=
〈
f3, f̂2

〉
−
〈
f3, f̂2

〉
= 0

Una vez que se tienen construidos {f̂k}s−1
k=1 podemos definir

f s = fs −
s−1∑
n=1

〈
fs, f̂n

〉
f̂n,

normalizando se obtiene, f̂s. Como se hizo antes se verifica que, f̂s ⊥ f̂i para todo
i ≤ s − 1. Además observamos que, para todo s ∈ N, span{f̂k}sk=1 = span {fk}sk=1.

Ya que para toda j ≤ s, f̂j está en span{fk}jk=1. De esta forma construimos una

sucesión finita o infinita {f̂k}k∈I , cuyos elementos son ortogonales por parejas y están

normalizados. Además, span{f̂k}k∈I = H. Por lo que {f̂k}k∈I es una b.o.n.

Definición 2.2.12. Sea H un espacio de Hilbert separable y L el espacio lineal Sub-
yacente a H. Si dimL < ∞, entonces dimH = dimL. Si La dimensión de L no es
finita, entonces dimH =∞.

Teorema 2.2.13. Toda b.o.n en un espacio de Hilbert separable tiene la misma car-
dinalidad y esa cardinalidad es igual a dimH cuando dimH < ∞ e igual a la cardi-
nalidad de N cuando dimH =∞.

Demostración. Suponga que dimH = m <∞, entonces el máximo número de elemen-
tos un sistema linealmente independiente es m. Sea {uk}k∈I una b.o.n arbitraria en H.
Como los elementos de {uk}k∈I son linealmente independientes (por el Lema 2.2.10),
card{uk}k∈I ≤ m. Suponga que card{uk}k∈I < m, entonces dim span{uk} < dimH lo
que nos dice que span{uk} = span{uk} 6= H y por lo tanto {uk}k∈I no es b.o.n. De esta
forma card{uk}k∈I = m. Ahora suponga que dimH = ∞. Como H es separable por
el Lema 2.2.11, existe una b.o.n {uk}k∈I en H tal que card{uk}k∈I es finita o infinita
numerable. Si es finita, entonces dim span{uk} <∞ y {uk}k∈I no puede ser base. Por
lo tanto {uk}k∈I es infinita numerable.
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Definición 2.2.14. Sean H1 y H2 espacios de Hilbert. Sea V : H1 → H2 una función
lineal y sobreyectiva, tal que para toda f ∈ H1 , ‖f‖1 = ‖V f‖2; entonces H1 es
isométricamente isomorfo con H2.

Comentario 2.2.15. Recordemos que cualquier función lineal V : H1 → H2 no necesa-
riamente sobreyectiva es isometŕıa, si para cualquier f ∈ H1 sucede

‖f‖H1
= ‖V f‖H2

. (2.15)

Teorema 2.2.16. Los espacios de Hilbert separables H1 y H2 son isométricamente
isomorfos sii dimH1 = dimH2

Demostración. Efectivamente, si son isométricamente isomorfos la función V manda
elementos de una base ortonormal de H1 en elementos de una base ortonormal de
H2 y su cardinalidad coincide. Por el Teorema 2.2.13 las dimensiones de los espacios
coinciden. Rećıprocamente, suponga que dimH1 = dimH2 y sean {uk}k∈I y {vk}k∈I
bases de H1 y H2 respectivamente. Tomemos V : H1 → H2 como sigue V uk := vk y
extendámosla por linealidad al span{uk}k∈I . Se comprueba fácilmente que ‖V f‖2 =
‖f‖1 para toda f ∈ span{uk}k∈I . Ahora extendamos V por continuidad a todo H1. Se
verifica directamente que V es una función lineal, sobreyectiva e isométrica de H1 a
H2 y por la Definición 2.2.14 los espacios son isométricamente isomorfos.

2.3. Algunos teoremas fundamentales

Esta sección contiene conceptos ligados a como podremos descomponer elementos
del espacio con base en un subespacio y como representar funcionales lineales.

Teorema 2.3.1. (Teorema de proyección) Sea F un subespacio separable de H, en-
tonces se puede expresar toda h ∈ H de manera única como:

h = f + g (f ∈ F y g ⊥ F ). (2.16)

Demostración. Como F es subespacio, existe en el {uk}k∈I una b.o.n. Sea f ∈ F . Por
el Teorema 2.2.7, se expresa como f :=

∑
k∈I 〈f, uk〉uk y definimos g := h− f〈

h−
∑
k∈I

〈uk, h〉uk, uj

〉
= 〈h, uj〉 − 〈h, uj〉 = 0, (2.17)

con base en lo anterior afirmamos que g ⊥ F . Solo falta ver que esta expresión es
única. Ahora, suponga que existen f1, g1 tales que h = f1 + g1 = f + g. Claramente,
0 = ‖f1 − f‖2 +‖g1 − g‖2 por lo que f1 = f y g1 = g, implicando que la representación
es única.
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Definición 2.3.2. Sea G un subconjunto de H. Al conjunto

G⊥ := {f ∈ H : f ⊥ G} (2.18)

se le llama complemento ortogonal de G.

Lema 2.3.3. G⊥ es un subespacio.

Demostración. Sean h1, h2 ∈ G⊥, f ∈ G y α, β ∈ C. Entonces

〈αh1 + βh2, f〉 = α 〈h1, f〉+ β 〈h2, f〉 = 0 .

Por lo tanto G⊥ es lineal. Ahora, sea {hk}∞k=1 ⊂ G⊥ convergente a h ∈ H. Al aplicar el
producto interior con f ∈ G, se obtiene la sucesión {〈hk, f〉}∞k=1, que es estacionaria y
por continuidad del producto interior

0 = 〈hk, f〉 −−−→
k→∞

〈h, f〉 = 0,

lo que implica h ∈ G⊥.

Definición 2.3.4. Sea F un subespacio de un espacio de Hilbert separable H. El
complemento ortogonal de F se denotara en este caso por H	 F .

Teorema 2.3.5. (Teorema de representación de F.Riesz) Todo funcional lineal con-
tinuo Φ en un espacio de Hilbert H puede ser expresado de la forma:

Φ(h) = 〈h, f〉 , (2.19)

donde f ∈ H y es uńıvocamente determinado por el funcional Φ.

Demostración. Denotaré por G al conjunto de las g ∈ H, para las cuales Φ(g) = 0. Por
linealidad del operador Φ, el conjunto G es lineal. Aun más, G es cerrado, entonces G
es subespacio. En efecto, si gn ∈ H con n ≥ 1 y gn −−−→

n→∞
g, entonces por continuidad

de Φ
Φ(g) = ĺım

n→∞
Φ(gn),

por lo que Φ(g) = 0 y g ∈ H, concluyendo que Φ es cero en todas partes.
El teorema de Riesz es probado tomando f = 0. Ahora, supongamos G 6= H.

Entonces existe un elemento distinto de cero f0 ∈ H 	G. Consideremos un elemento
de la forma

Φ(h)f0 − Φ(f0)h = 0, (2.20)

con h recorriendo H. El elemento descrito en (2.20) pertenece a G ya que

Φ [Φ(h)f0 − Φ(f0)h] = Φ(h)Φ(f0)− Φ(f0)Φ(h) = 0.



Algunos teoremas fundamentales 31

Donde f0 ∈ H 	G,
〈Φ(h)f0 − Φ(f0)h, f0〉 = 0

y

Φ(h) =

〈
h,

Φ(f0)

〈f0, f0〉
f0

〉
.

Hacemos

f =
Φ(f0)

〈f0, f0〉
f0,

sustituyendo se obtiene la ecuación (2.19). Ahora, se probara que f es único. Suponga
que existe f ′ tal que

〈h, f〉 = 〈h, f ′〉 ,

con h ∈ H y f 6= f ′. Es imposible, ya que sustituyendo por h = f − f ′, tendŕıamos

‖f − f ′‖2
= 0.

Contradiciendo que f 6= f ′.

Lema 2.3.6. Sea M ⊂ H tal que M = H si f ⊥M , entonces f = 0

Demostración. Antes de comenzar la prueba, observemos que si f ⊥ M , entonces
f ⊥ M . En efecto, sea {gk}∞k=1 ⊂ M tal que gk −−−→

k→∞
g ∈ M . Claramente 〈f, gk〉 = 0

para todo k ∈ N y la sucesión {〈f, gk〉}∞k=1 es estacionaria y, por ende, convergente.
Por otro lado, ya que el producto interior es continuo, tenemos

0 = 〈f, gk〉 −−−→
k→∞

〈f, g〉 = 0 .

Por hipótesis M = H, osea que, f es ortogonal a todo H, en particular es ortogonal a
si mismo, es decir, 〈f, f〉 = 0, lo que implica f = 0.

Teorema III. La sucesión de normas de una sucesión débilmente convergente es aco-
tada.

Demostración. La demostración de este resultado sigue de teoremas generales de la
teoŕıa en espacios de Banach, y tomando en cuenta la separabilidad del espacio de
Hilbert H. Además, hay que tomar H igual a su espacio dual H∗.

Lema 2.3.7. Todo espacio de Hilbert H es débilmente completo.

Demostración. Sea {fk}∞k=1 una sucesión de Cauchy en el sentido de convergencia débil
en H, es decir, para cada h ∈ H

ĺım
n,m→∞

〈fn − fm, h〉 = 0.
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Esto como consecuencia de que la sucesión de números {〈fk, h〉}∞k=1 converge para
toda h ∈ H. Ahora, del Teorema III, se sigue que para toda k ∈ N ‖fk‖ ≤ M . De
esta manera, el ĺımite ĺımk→∞ 〈fk, h〉 define un funcional lineal Φ(h) y continuó por
la existencia del ĺımite de la sucesión débilmente convergente, donde Φ(h) tiene una
norma menor o igual que M . De acuerdo al Teorema 2.3.5, Φ(h) = 〈f, h〉, donde f
es un elemento único en H. Dicho elemento es el ĺımite de la sucesión débilmente
convergente {fk}∞k=1.

Teorema 2.3.8. La bola unitaria en el espacio de Hilbert H es débilmente compacta.

Demostración. Sea {fk}k∈N una sucesión de la bola unitaria, es decir, ‖fk‖ ≤ 1 para
toda k ∈ N y G = span {fk}k∈N. Definamos F como F := H 	 G. Consideremos la
siguiente sucesión {〈f1, fk〉}k∈N, dicha sucesión es acotada. En efecto, por el Teore-
ma 2.1.3 para toda k ∈ N, se sigue que

|〈f1, fk〉| ≤ ‖f1‖ ‖fk‖ ≤ 1.

Ya que {〈f1, fk〉}k∈N es una sucesión acotada de números complejos, y por tanto es un
precompacto, entonces existe una subsucesión {f1k}k∈N para la cual el ĺımk→∞ 〈f1, f1k〉
existe. Similarmente, por el acotamiento de la sucesión {〈f2, f1k〉}k∈N se tiene que
{f1k}k∈N contiene una subsucesión {f2k}k∈N para la cual ĺımk→∞ 〈f2, f2k〉 existe. Re-
pitiendo este argumento, se obtiene una sucesión infinita de sucesiones de la siguiente
forma:

f11 f12 f13 · · · = {f1k}k∈N

f21 f22 f23 · · · = {f2k}k∈N

f31 f32 f33 · · · = {f3k}k∈N
...

...
...

...

en el que cada renglón es una subsucesión del anterior. Entonces es claro que la sucesión
de la diagonal {fkk}k∈N; Tiene la propiedad de que para cada r ∈ N, ĺımk→∞ 〈fr, fkk〉
existe. Por lo tanto, se sigue que ĺımk→∞ 〈f, fkk〉 existe para cada f combinación lineal
de elementos de {fk}k∈N. Por lo tanto el ĺımite anterior existe para cada f ∈ G. Ahora,
si f ∈ F , entonces 〈f, fkk〉 = 0 para toda k ∈ N, es decir, la sucesión {〈f, fkk〉}k∈N es
estacionaria. Tenemos que ĺımk→∞ 〈f, fkk〉 existe para toda f ∈ F . Dado que H = F ⊕
G, el resultado obtenido implica la existencia del ĺımk→∞ 〈h, fkk〉 para toda h ∈ H. Por
lo cual la sucesión, {fkk}k∈N es una sucesión de Cauchy en el sentido de convergencia
débil; Aunque debido a la completes débil del espacio (véase Lema 2.3.7), la sucesión
{fkk}k∈N converge débilmente a un elemento que nombraremos f0 en la bola unitaria.
En efecto,

1 ≥ ‖fkk‖ ≥
∣∣∣∣〈fkk, f0

‖f0‖

〉∣∣∣∣ −−−→k→∞
‖f0‖ .



Caṕıtulo 3

Operadores (en espacios de
Hilbert)

En este caṕıtulo se estudiará a fondo la idea de un operador y sus propiedades.
Se dará un análisis detallado de los conceptos de operador adjunto, invertibilidad de
un operador, gráfica de un operador, operador simétrico, isométrico, espectro de un
operador, transformada de Cayley y extensiones von Neumann, todo esto desarrollado
en espacios de Hilbert. En todos los casos consideraremos operadores lineales aunque
en ocasiones no se mencione expĺıcitamente. Para este caṕıtulo nos basamos en los
resultados de los libros [3], [5] y [29].

3.1. Nociones básicas

Definición 3.1.1. (Operador lineal) Decimos que T es un operador en H si es una
función definida en un subconjunto de H, llamado el dominio de T , que denotaremos
por dom(T ). Además, diremos que T es lineal si para toda x, y ∈ dom(T ) y α, β ∈ C

T (αf + βg) := αTf + βTg .

El rango del operador T , denotado ran(T ), se define como:

ran(T ) := T dom(T ) = {f ∈ dom(T ) : Tf = y}

El núcleo de T está dado por el conjunto {f ∈ dom(T ) : Tf = 0}, es decir,

ker(T ) := {f ∈ dom(T ) : Tf = 0}

Definición 3.1.2. (Extensión de un operador) Sean T , T̃ operadores lineales definidos
en H tales que

1.
dom(T ) ⊂ dom(T̃ )

33
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2. y para toda f ∈ dom(T )
T̃ f = Tf.

Aśı, decimos que T̃ es extensión de T (T̃ ⊃ T ) o bien que T es restricción de T̃
(T ⊂ T̃ ).

Para hacer más rápida la lectura, aclaro que todos los operadores que van a estar
contenidos en este trabajo serán lineales.

Definición 3.1.3. (Suma de operadores lineales) Sean T y G dos operadores lineales
con dominios dom(T ) y dom(G) respectivamente en el mismo espacio H. La suma de
T y G esta dada por la relación

(T +G)f := Tf +Gf

con f ∈ dom(T ) ∩ dom(G).

Definición 3.1.4. (Operador inverso) Denotaremos por T−1 al operador definido en
ran(T ) tal que T−1 (Tx) = x para toda x ∈ dom(T ).

Si T es un operador lineal, entonces T−1 también lo es, además dom(T−1) = ran(T )
y dom(T ) = ran(T−1). Nótese que de la definición del operador inverso inmediatamente
se sigue que para toda y ∈ ran(T ), T (T−1y) = y.

Teorema 3.1.5. Sea T1 ⊂ T2 y suponga que existe T−1
1 , T−1

2 . Entonces T−1
1 ⊂ T−1

2 .

Demostración. Ya que T1 ⊂ T2, se tiene que dom(T1) ⊂ dom(T2) y para toda f ∈
dom(T1), T1f = T2f , lo que implica que ran(T1) ⊂ ran(T2), es decir, dom(T−1

1 ) ⊂
dom(T−1

2 ). Ahora, sea f ∈ dom(T−1
1 ) y g = T−1

1 f , entonces f = T1g = T2g, de donde
aplicamos T−1

2 y obtenemos T−1
2 f = g, igualando ecuaciones resulta que T−1

1 f =
T−1

2 f .

Teorema 3.1.6. Un operador T es invertible sii ker(T ) = {0}.

Demostración. La demostración es directa de la definición 3.1.4.

Comentario 3.1.7. Si T es invertible, entonces

dim dom(T ) = dim ran(T ).

Definición 3.1.8. (Operador acotado) Un operador T es acotado si existe C > 0 tal
que para todo x ∈ dom(T )

‖Tx‖ ≤ C ‖x‖ .

Definición 3.1.9. B(H) es el conjunto de todos los operadores acotados que actúan
en todo el espacio H, es decir, para T ∈ B(H) se cumple la Definición 3.1.8 y además
dom(T ) = H.
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Definición 3.1.10. Un operador T ∈ B(H) se dice que es compacto si para cada
conjunto lineal acotado F de H, el conjunto {Tf : f ∈ F} es compacto.

Definición 3.1.11. Vamos a denotar al conjunto de todos los operadores compactos
en H por S∞(H).

Claramente, S∞(H) es lineal y S∞(H) ⊂ B(H).

Teorema 3.1.12. Sea T ∈ B(H). Si T es de rango finito, es decir,

dim ran(T ) <∞. (3.1)

Entonces T es compacto.

Demostración. Sea T tal que (3.1) se satisface. Tomemos una sucesión {fk}k∈N acotada
en H. Entonces como T es un operador acotado, {Tfk}k∈N es una sucesión acotada
y como sucede (3.1), entonces el conjunto {Tfk}k∈N esta en un espacio de dimensión
finita. Y esto quiere decir que dicho conjunto es relativamente compacto.

Definición 3.1.13. (Operador de proyección) Del Teorema 2.3.1 (Teorema de proyec-
ción) y de la ecuación (2.16), se sigue que para cualquier subespacio F de un espacio
H, podemos definir el operador de proyección

PFh := f,

con f y h como en la ecuación (2.16). El operador PF es denominado proyector orto-
gonal con dom(PF ) = H y ran(PF ) = F .

Notemos que PF ∈ B(H). En efecto, de la Definición 3.1.13, tenemos que el
dom(PF ) = H. Sea F subespacio de H y h ∈ H, del Teorema 2.3.1 tenemos que
h = f + g con f ∈ F y g ⊥ F , por lo que

‖h‖2 = ‖f + g‖2

= 〈f + g, f + g〉
= ‖f‖2 + ‖g‖2 + 2 Re 〈f, g〉 ,

ya que f ⊥ g, tenemos
‖h‖2 = ‖f‖2 + ‖g‖2 ,

sustituyendo f por PFh, nos queda

‖h‖2 = ‖PFh‖2 + ‖g‖2 ,

implica
‖PFh‖ ≤ ‖h‖ .

Cumpliéndose la Definición 3.1.8 con C = 1, por lo tanto PF ∈ B(H).
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Lema 3.1.14. Sea {Fk}k∈N una sucesión de subespacios ortogonales entre śı en un
espacio de Hilbert H, f ∈

⊕
k∈N Fk, y Pj el proyector en Fj. Entonces

f =
∑
k∈N

Pkf (3.2)

Demostración. Sea f ∈
⊕

k∈N Fk, entonces f =
∑

k∈N αkfk con fk ∈ Fk. Si Pj es el
proyector en Fj, se sigue que Pjf =

∑
k∈N αkPjfk = αjfj. Por lo tanto (3.2) tiene

lugar.

Teorema 3.1.15. Sea {Fk}k∈N una sucesión de subespacios ortogonales entre śı en un
espacio de Hilbert H, P el proyector en

⊕
k∈N Fk, y Pk el proyector en Fk. Entonces

para toda f ∈ H

ĺım
n→∞

(
n∑
k=1

Pk

)
f = Pf

Demostración. Sea f ∈ H. Utilizando el Teorema 2.3.1 expresamos f = f0+
∑

j∈N αjfj

con fk ∈ Fk y f0 ∈ H 	
⊕

k∈N Fk. Entonces∥∥∥∥∥Pf −
n∑
k=1

Pkf

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥Pf −
n∑
k=1

Pk

(∑
j∈N

αjfj

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥P
(∑
j∈N

αjfj

)
−

n∑
k=1

Pk

(∑
j∈N

αjfj

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∑
j∈N

αjfj −
n∑
k=1

αkfk

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=n

αkfk

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
k=n

|α|2 ‖fk‖2 ,

donde la última igualdad en la ecuación anterior es valida por el Teorema 2.2.3 y para
n suficientemente grande

∑∞
k=n |α|

2 ‖fk‖2 < ε.

Lema 3.1.16. Sean F y G subespacios separables de un espacio de Hilbert H. Si la
dim(G) > dim(F ), entonces existe g ∈ G, g 6= 0, tal que g ⊥ F .

Demostración. Suponga dim(G) > dim(F ). Sea h ∈ H y tomemos un operador de
proyección como en la Definición 3.1.13, tal que PF : H → F . Sea P̃F = PF �G.
Suponga ker(P̃F ) 6= {0}, entonces existe g ∈ ker(P̃F ), g 6= 0, tal que P̃Fg = 0. Por
el Teorema 2.3.1 escribimos g = P̃Fg + f ′ = f ′ con P̃Fg ∈ F y f ′ ⊥ F , por lo

que g ⊥ F . Ahora, si suponemos que ker(P̃F ) = {0}, implica que P̃F
−1

existe. Pero
por el Comentario 3.1.7, tenemos que dim(G) = dim(F ). Esto contradice la hipótesis
dim(G) > dim(F ).

Teorema 3.1.17. Sea T un operador lineal en H. T tiene inverso acotado sii existe
C > 0 tal que

‖Tx‖ ≥ C ‖x‖ . (3.3)
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Demostración. Suponga que (3.3) es válido, entonces ker(T ) = {0}. Por lo tanto T−1

existe. Sustituyendo Tx = y en (3.3), obtenemos que para toda y ∈ dom(T−1) =
ran(T ),

‖y‖ ≥ C
∥∥T−1y

∥∥ .
Por lo tanto ‖T−1x‖ ≤ C−1 ‖y‖. Rećıprocamente, suponga que existe T−1 y es acotado.
Entonces existe una constante C ′ tal que ‖T−1y‖ ≤ C ′ ‖y‖. Si hacemos x = T−1y
obtenemos (3.3) con C = 1

C′
.

El Teorema 3.1.17 nos da la existencia de inversos acotados, cuyo uso e importancia
será tratado posteriormente en el texto.

Definición 3.1.18. (Gráfica de un operador) Al operador T en H le podemos aso-
ciar el conjunto {(x, Tx) : x ∈ dom(T )} ⊂ H ⊕ H que llamaremos gráfica de T y
denotaremos por G(T ). Aśı, G(T ) := {(x, Tx) : x ∈ dom(T )} ⊂ H ⊕H.

Definición 3.1.19. (Operador cerrado) T es cerrado sii G(T ) = G(T )

Teorema 3.1.20. T es cerrado sii del hecho de que la sucesión {xn}∞n=1 ∈ dom(T )
sea tal que xn −−−→

n→∞
x, Txn −−−→

n→∞
y se sigue que x ∈ dom(T ) y y = Tx.

Demostración. Suponga G(T ) = G(T ), sea {xk}∞k=1 ⊂ dom(T ), tal que

xk −−−→
k→∞

x

Txk −−−→
k→∞

y

Aśı, construimos la sucesión {(xk, Txk)}∞k=1,esta succión esta en G(T ), ya que aśı de-
finimos a la gráfica que claramente es convergente en H⊕H, es decir,

(xk, Txk) −−−→
k→∞

(x, y) ∈ G(T ),

ya que G(T ) = G(T ), entonces x ∈ dom(T ) y y = Tx. Rećıprocamente, suponga que
{xn}∞n=1 ∈ dom(T ) es tal que xn −−−→

n→∞
x, Txn −−−→

n→∞
y se sigue que x ∈ dom(T ) y

y = Tx, análogamente como se hizo en la parte anterior de la demostración formamos
pares ordenados creando aśı un nueva sucesión, que en efecto esta en G(T ), es decir,
{(xk, Txk)}∞k=1 ⊂ G(T ), se comprueba fácilmente que esta sucesión es convergente en
H⊕H, por hipótesis x ∈ dom(T ) y y = Tx lo que implica que (x, y) ∈ G(T ), lo cual
nos dice que G(T ) es cerrada.

Teorema 3.1.21. Un operador continuo T es cerrado sii dom(T ) es cerrado en H.

Demostración. Supongamos que dom(T ) es cerrado en H. Tomemos una sucesión
{xn}∞n=1 de elementos en dom(T ) tal que existe x, y ∈ H

xn −−−→
n→∞

x

Txn −−−→
n→∞

y.
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Claramente, ya que dom(T ) es cerrado x ∈ dom(T ). Además, Txn −−−→
n→∞

Tx por que T

es continuo, entonces y = Tx. Por lo tanto, T es cerrado por el Teorema 3.1.20. Rećıpro-
camente. Suponga que dom(T ) no es cerrado. Entonces existe {xn}∞n=1 ⊂ dom(T )
convergente en H tal que

xn −−−→
n→∞

x /∈ dom(T ).

Como T es continuo, implica {Txn}∞n=1 es convergente en H. O sea que tenemos una
secesión para la cual

xn −−−→
n→∞

x ∈ H

Txn −−−→
n→∞

y ∈ H,

como x /∈ dom(T ), implica T no puede ser cerrado.

Definición 3.1.22. Sea U y W operadores con dominio definido en H⊕H. Que tienen
la acción:

U(f1, f2) := (f2, f1)

W (f1, f2) := (−f2, f1).

De la Definición 3.1.22 se sigue que

U2 = −W 2 = I (3.4)

UW = −WU. (3.5)

Para un conjunto A ⊂ H⊕H, se cumple

[WA]⊥ = WA⊥ (3.6)

[UA]⊥ = UA⊥. (3.7)

Teorema 3.1.23. Si T tiene inverso, entonces T y T−1 son cerrados simultáneamente.

Demostración. Tenemos que si T es un operador enH y existe T−1, entonces G(T−1) =
UG(T ) con U el operador de la Definición 3.1.22. De esta forma, se observa que, de
las propiedades de U , se sigue que T y T−1 son cerrados simultáneamente.

Teorema 3.1.24. Sea T un operador cerrado y S ∈ B(H).Entonces T +S es cerrado.

Demostración. Comenzaremos probando que existe una C̃ > 0 tal que para toda
f ∈ dom(T ),

‖(f, Tf)‖ ≤ C̃ ‖(f, (T + S)f)‖ . (3.8)

En efecto,
‖(f, Tf)‖2 = ‖f‖2 + ‖Tf‖2 ≤ (‖f‖+ ‖Tf‖)2. (3.9)
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Por otra lado, debido a que ‖Sf‖ ≤ C ‖f‖, se verifica

‖Tf‖ = ‖(T + S − S)f‖ ≤ ‖(T + S)f‖+ C ‖f‖ . (3.10)

Por lo que: de (3.9) y (3.10), tenemos

‖f‖2 + ‖Tf‖2 ≤ (1 + C)2(‖f‖+ ‖Tf‖)
≤ (1 + C)2(‖f‖+ ‖Tf‖)2 + (1 + C)2(‖f‖ − ‖Tf‖)2

= 2(1 + C)2(‖f‖2 + ‖Tf‖2).

Ahora, tomemos la sucesión

{(fk, (T + S)fk)}∞k=1 ⊂ G(T + S) (3.11)

convergente en H⊕H. De la igualdad (3.8), concluyendo que existe (f, g) en H⊕H
tal que

(fk, T fk) −−−→
k→∞

(f, g).

Como G(T ) = G(T ), entonces f ∈ dom(T ) y g = Tf . De la continuidad de S tenemos,
además, que

(T + S)fk −−−→
k→∞

(T + S)f.

De esta manera, el limite de la sucesión (3.11) está en G(T + S).

Teorema 3.1.25. Si T es cerrado, entonces ker(T ) es subespacio.

Demostración. Tomemos una sucesión {xn}∞n=1 ∈ ker(T ) convergente en H, es decir,
existe x ∈ H tal que

xn −−−→
n→∞

x.

Claramente Txn = 0 para toda n ∈ N, entonces 0 = Txn −−−→
n→∞

0. Por el Teorema

3.1.20 x ∈ dom(T ) y 0 = Tx, lo que implica x ∈ ker(T ).

Teorema 3.1.26. Sean T0, T1, T operadores lineales tales que T0 ⊂ T ⊂ T1. De donde
T0 y T1 son cerrados y

dim

[
dom(T1)

dom(T0)

]
<∞. (3.12)

Entonces T es cerrado.

Demostración. Ya que T0 ⊂ T1 y ambos son cerrados, se sigue que G(T0) es un subes-
pacio de G(T1). Tomando en cuenta (3.12), se tiene que la dimH	 ran(T0) es finita.
Aśı mismo, del hecho de que G(T0) ⊂ G(T ), se sigue que G(T ) es cerrada. Cum-
pliéndose la Definición 3.1.19.

Definición 3.1.27. Diremos que T es cerrable si tiene una extensión cerrada.
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Definición 3.1.28. El operador S se dice que es la cerradura de T si es la mı́nima
extensión cerrada de T , o bien S = T .

En este caso, se verificar que

G(T ) = G(T ) (3.13)

En efecto, sea T un operador en H y T su cerradura, G(T ), G(T ) respectivamente las

gráficas de los operadores. Ya que T es un operador cerrado; entonces, G(T ) = G(T ).
Usando el hecho de que T es el mı́nimo operador cerrado que contiene a T , se sigue
que la gráfica de G(T ) es el mı́nimo subconjunto lineal que contiene a G(T ). Por lo

que G(T ) = G(T ), obteniendo (3.13).

Definición 3.1.29. (Operador adjunto) Sea T un operador lineal densamente definido
en H. El adjunto de T , denotado por T ∗, tiene dominio dado por todos los g ∈ H tales
que existe h ∈ H que satisface 〈Tf, g〉 = 〈f, h〉. Entonces T ∗g := h.

La Definición 3.1.29 es correcta en el sentido de que define un operador. Como
el adjunto está determinado por las g ∈ H tales que existe h ∈ H que satisface
〈Tf, g〉 = 〈f, h〉. Si hubiera una g ∈ H que le correspondan h, h′ ∈ H, del hecho que T
un operador densamente definido en H y por el Lema 2.3.6 tendŕıamos que h = h′ por
lo que a cada g ∈ H le corresponde una sola h ∈ H. Observe que T ∗ es un operador
lineal. En efecto, sea g1, g2 ∈ dom(T ∗) y α, β ∈ C, entonces

〈Tf, αg1〉 = α 〈Tf, g1〉 = 〈f, αT ∗g1〉 (3.14)

〈Tf, αg2〉 = β 〈Tf, g2〉 = 〈f, βT ∗g2〉 . (3.15)

Sumando (3.14) con (3.15), tenemos que

〈Tf, αg1 + βg2〉 = 〈Tf, αg1〉+ 〈Tf, βg2〉 = 〈f, αT ∗g1〉+ 〈f, βT ∗g2〉 .

Por lo tanto T ∗ es lineal, ya que αg1 + βg2 ∈ dom(T ∗) y

T ∗(αg1 + βg2) = αT ∗g1 + βT ∗g2.

Teorema 3.1.30. Sea T un operador densamente definido en H. Entonces

[WG(T )]⊥ = G(T ∗). (3.16)

Demostración. Sea f ∈ dom(H), entonces (f, Tf) ∈ G(T ). Aśı

(−Tf, f) = W (f, Tf).

Buscamos los elementos ĝ = (g1, g1) ∈ H ⊕H tales que

〈ĝ, (−Tf, f)〉 = −〈g1, T f〉+ 〈g2, f〉 = 0,
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pero por la Definición 3.1.29, se tiene que

(g1, g2) = (g1, T
∗g2) ∈ G(T ∗).

Esto último, demuestra que [WG(T )]⊥ ⊂ G(T ∗). La prueba en el sentido contrario se
obtiene al verificar que (g2, T

∗g2) es ortogonal a (−Tf, f).

Teorema 3.1.31. El operador T ∗ es cerrado.

Demostración. El Teorema 3.1.30, presenta que la gráfica del operador adjunto es el
complemento ortogonal de un conjunto en H⊕H. Del Lema 2.3.3, se sigue que G(T ∗)
es un conjunto cerrado en H ⊕ H, por lo que el operador adjunto es cerrado como
consecuencia de la Definición 3.1.18.

Teorema 3.1.32. Si T ∈ B(H), entonces T ∗ ∈ B(H).

Demostración. Suponga que T ∈ B(H), entonces por la desigualdad del Teorema 2.1.3,
se tiene que para todo f, g ∈ H

|〈Tf, g〉| ≤ ‖Tf‖ ‖g‖ ≤ C ‖f‖ ‖g‖ . (3.17)

Fijamos arbitrariamente g ∈ H, entonces 〈Tf, g〉 es un funcional lineal que por (3.17)
es acotado. Por el Teorema 2.3.5 existe h ∈ H tal que

〈Tf, g〉 = 〈f, h〉 .

De esto se sigue, de acuerdo a la Definición 3.1.29, que g ∈ dom(T ∗) y T ∗g = h.
Implica que dom(T ∗) = H. Ahora, verificamos que T ∗ es acotado. Si h = T ∗g = 0,
entonces siempre hay una cota superior para ‖T ∗g‖. Suponga h 6= 0, entonces

‖h‖2 = 〈T ∗g, h〉 = 〈g, Th〉 ≤ ‖g‖ ‖Th‖

por lo tanto
‖h‖ = ‖T ∗h‖ ≤ C ‖g‖ .

Concluyendo que T ∗ ∈ B(H).

Teorema 3.1.33. Un operador T es compacto sii T trasforma una sucesión débilmente
convergente en una sucesión convergente.

Demostración. Suponga que T es compacto. Sea {fk}k∈N una sucesión débilmente
convergente a f0. Por el Teorema III, sabemos que supk∈N ‖fk‖ < ∞. Y por la con-
tinuidad T , tenemos que {Tfk}k∈N converge débilmente a Tf0. En efecto, para toda
f ∈ H, 〈Tfk, f〉 = 〈fk, T ∗f〉, para toda k ∈ N y por hipótesis 〈fk, T ∗f〉 converge a
〈f0, T

∗f〉 = 〈Tf0, f〉. Supongamos sin pérdida de generalidad que f0 = 0. Si la sucesión
{Tfk}k∈N no converge a cero, entonces ı́nfk∈N ‖Tfk‖ = a > 0. La sucesión {Tfk}k∈N
es relativamente compacta debido a que T es compacto. De esta forma, existe una
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subsucesión {fkn}n∈N tal que la sucesión {Tfkn}n∈N es convergente a un elemento h.
Puesto que la sucesión {Tfk}k∈N converge débilmente a cero, se ve que h = 0, esto
contradice que ‖Tfk‖ ≥ a > 0.

Para probar la afirmación conversa, basta demostrar que del hecho de que T trans-
forma una secesión débilmente convergente en una convergente, se sigue que la ima-
gen de la bola unitaria bajo el operador T sea relativamente compacta. Para esto,
es suficiente verificar que para cualquier sucesión {fk}k∈N con ‖fk‖ ≤ 1, existe una
subsucesión {fkn}n∈N para la que {Tfkn}n∈N sea convergente. Sin embargo por el Teo-
rema 2.3.8 se sabe que cualquier bola unitaria en un espacio de Hilbert es débilmente
compacta, aśı, podemos extraer una subsucesión débilmente convergente {fkn}n∈N en
dicha bola unitaria. Y por hipótesis la sucesión {Tfkn}n∈N converge, lo que prueba que
T es compacto.

Teorema 3.1.34. Si T es cerrable, entonces

(T )∗ = T ∗. (3.18)

Demostración. Comparando (3.13) y (3.16) vemos que las gráficas de (T )∗ y T ∗ coin-
ciden, por tanto (3.18) se satisface.

Teorema 3.1.35. Sea T un operador densamente definido en H y S ∈ B(H), entonces

(T + S)∗ = T ∗ + S∗.

Demostración. Suponga g ∈ dom(T ∗), entonces para un elemento f ∈ dom(T ) se tiene
que

〈(T + S)f, g〉 = 〈Tf + Sf, g〉 = 〈Tf, g〉+ 〈Sf, g〉
= 〈f, T ∗g〉+ 〈f, S∗g〉 = 〈f, T ∗g + S∗g〉 .

por lo tanto g ∈ dom((T + S)∗). Además, (T + S)∗g = (T ∗ + S∗)g para toda g ∈
dom(T ∗) = dom(T ∗+S∗) . Concluyendo que T ∗+S∗ ⊂ (T +S)∗. Para probar la otra
contención, consideremos g ∈ dom((T +S)∗), entonces para f ∈ dom(T +S), tenemos

〈Tf, g〉 = 〈(T + S − S)f, g〉 = 〈(T + S)f, g〉 − 〈Sf, g〉
= 〈f, (T + S)∗g〉 − 〈f, S∗g〉 = 〈f, [(T + S)∗ − S∗]g〉 . (3.19)

Entonces g ∈ dom(T ∗), lo cual implica

dom((T + S)∗) ⊂ dom(T ∗) = dom(T ∗ + S∗).

Observe que de (3.19) obtenemos que

(T ∗ + S∗)g = (T + S)∗g.

Esta relación se cumple siempre que g ∈ dom((T + S)∗). Por lo que(T + S)∗ ⊂ T ∗ +
S∗.
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Teorema 3.1.36. Los subespacios ran(T ) y ker(T ∗) son ortogonales en H y

H = ran(T )⊕ ker(T ∗).

Demostración. Sea g ∈ ker(T ∗), entonces para toda f ∈ dom(T )

〈Tf, g〉 = 〈f, T ∗g〉 = 0,

lo cual implica g ⊥ ran(T ) y ker(T ∗) ⊂ ran(T )⊥. Ahora, sea g ∈ ran(T )⊥, entonces
0 = 〈Tf, g〉 para toda g ∈ dom(T ), lo cual implica g ∈ dom(T ∗) y T ∗g = 0.

Teorema 3.1.37. Sea T un operador con dom(T ) = ran(T ) = H tal que T−1 existe.
Entonces existe el inverso de T ∗ y el adjunto de T−1, además (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Demostración. Que el adjunto exista, se debe a que dom(T ) = H. Por el Teore-
ma 3.1.36, tenemos que ker(T ∗) = {0}, entonces existe (T ∗)−1 y

G((T ∗)−1) = U [WG(T )]⊥

= [UWG(T )]⊥

= [−WUG(T )]⊥

= [WUG(T )]⊥

= [WG(T−1)]⊥.

Usando las propiedades (3.5) y (3.7) de los operadores U y W ; Y ya que T−1 está den-
samente definido, entonces por el Teorema 3.1.30 [WG(T−1)]⊥ = G((T−1)∗), conclu-
yendo

G((T ∗)−1) = G((T−1)∗).

Teorema 3.1.38. Sea dom(T ) = H. El dom(T ∗) = H sii T es cerrable. En este caso
T ∗∗ existe y

T ∗∗ = T (3.20)

Demostración. Consideremos la gráfica de T ∗ y recordemos la propiedad (3.4) para el
operador W . Utilizando el Teorema 3.1.30 tenemos que

WG(T ∗) = W [WG(T )]⊥ = [W 2G(T )]⊥ = [−G(T )]⊥ = [G(T )]⊥. (3.21)

De donde utilizamos la propiedad (3.6). De (3.21), se sigue [WG(T ∗)]⊥ = G(T ). El
conjunto G(T ) es la gráfica sii T es cerrable. Cuando T es cerrable tenemos (3.13), lo
que implica

[WG(T ∗)]⊥ = G(T ). (3.22)

Por otro lado, tenemos que el lado izquierdo de la ecuación (3.22) es gráfica de un
operador sii dom(T ∗) = H. Usando este hecho, esta igualdad es equivalente a la
hipótesis de T cerrable. Si el dom(T ∗) = H, el operador T ∗∗ existe. La igualdad (3.20)
se obtiene de (3.22) aplicando nuevamente el Teorema 3.1.30 al operador T ∗.
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3.2. Espectro de operadores

Definición 3.2.1. El conjunto de los puntos de tipo regular del operador lineal T ,
simbolizado por ρ̂(T ), se define como:

ρ̂(T ) := {ζ ∈ C : ∃C > 0 : ‖(T − ζI)f‖ ≥ C ‖f‖ ,∀f ∈ dom(T )}. (3.23)

Teorema 3.2.2. Sea ζ ∈ ρ̂(T ). T es cerrado sii

ran(T − ζI) = ran(T − ζI) (3.24)

Demostración. Ya que T es cerrado e I ∈ B(H), del Teorema 3.1.24 se sigue que
T − ζI es cerrado. Del hecho de que ζ ∈ ρ̂(T ) y del Teorema 3.1.17, tenemos que
(T−ζI)−1 existe y es acotado. Ya que T−ζI es cerrado, entonces (T−ζI)−1 es cerrado
como consecuencia del Teorema 3.1.23. Además, tomando en cuenta que (T − ζI)−1

es cerrado y el Teorema 3.1.21, concluimos que dom((T − ζI)−1) es cerrado pero
dom((T − ζI)−1) = ran(T − ζI), implica que ran(T − ζI) es cerrado. Rećıprocamente,
sea ran(T − ζI) cerrado, ya que ζ ∈ ρ̂(T ) y por el Teorema 3.1.17 existe (T − ζI)−1

y es acotado. Sabemos que dom((T − ζI)−1) = ran(T − ζI), del Teorema 3.1.21 se
sigue que (T − ζI)−1 es cerrado y por el Teorema 3.1.23 T − ζI es cerrado. Ya que
T − ζI es cerrado y −ζI ∈ B(H), obtenemos que T − ζI+ (−ζI) es cerrado esto como
consecuencia del Teorema 3.1.24, Por lo tanto T es cerrado.

Teorema 3.2.3. Sea T un operador cerrado definido en H. Si ζ0 ∈ ρ̂(T ), entonces
hay una vecindad de ζ0, V (ζ0), contenida en ρ̂(T ). Además, para toda ζ ∈ V (ζ0) la
dim(H	 ran(T − ζI)) es constante.

Demostración. Sea ζ0 ∈ ρ̂(T ), entonces existe C > 0 tal que ‖(T − ζ0I)f‖ ≥ C ‖f‖.
Fijamos la constante C y escribimos T − ζI = (T − ζ0I) + (ζ0 − ζ)I con ζ ∈ C. Aśı,
tenemos que

‖(T − ζI)f‖ = ‖(T − ζ0I)f + (ζ0 − ζ)If‖
≥ ‖(T − ζ0I)f‖ − ‖(ζ0 − ζ)f‖
≥ C ‖f‖ − |ζ0 − ζ| ‖f‖
= (C − |ζ0 − ζ|) ‖f‖ .

Por lo tanto |ζ0 − ζ| < C garantiza ζ ∈ ρ̂(T ). Ahora, probaremos que dim(H 	
ran(T − ζ0I)) = dim(H 	 ran(T − ζI)), para toda ζ tal que |ζ0 − ζ| < C. Suponga
dim(H 	 ran(T − ζ0I)) < dim(H 	 ran(T − ζI)). Por el Lema 3.1.16 existe h ∈
H 	 ran(T − ζI) tal que h ⊥ H 	 ran(T − ζ0I). Entonces h ∈ ran(T − ζ0I), por
lo cual existe f ∈ dom(T − ζ0I), f 6= 0, tal que h = (T − ζ0I)f . Sin embargo,
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h ∈ H 	 ran(T − ζI), se obtiene que h ⊥ ran(T − ζI). Aśı,

0 = 〈h, (T − ζI)f〉 = 〈(T − ζ0I)f, (T − ζI)f〉
= 〈(T − ζ0I)f, (T − ζ0I)f + (ζ0 − ζ)f〉
= 〈(T − ζ0I)f, (T − ζ0I)f〉+ 〈(T − ζ0I)f, (ζ0 − ζ)If〉
= ‖(T − ζ0I)f‖2 + 〈(T − ζ0I)f, (ζ0 − ζ)If〉 .

Despejando el primer término del lado derecho de la última igualdad de la ecuación
anterior y tomando el valor absoluto, nos queda

‖(T − ζ0I)f‖2 = |〈(T − ζ0I)f), (ζ − ζ0)If〉|
≤ ‖(T − ζ0I)f‖ ‖(ζ − ζ0)f‖
< ‖(T − ζ0I)f‖C ‖f‖ ,

de estas desigualdades, se sigue

‖(T − ζ0I)f‖ < C ‖f‖ .

Pero se sab́ıa que ‖(T − ζ0I)f‖ ≥ C ‖f‖, entonces

‖(T − ζ0I)f‖ < ‖(T − ζ0I)f‖ ,

llegando a una contradicción. Análogamente se obtiene una contradicción si se supone
que

dim(H	 ran(T − ζ0I)) > dim(H	 ran(T − ζI).

Por lo tanto,
dim(H	 ran(T − ζ0I)) = dim(H	 ran(T − ζI)).

Corolario 3.2.4. Sea T un operador cerrado. Entonces ρ̂(T ) es un conjunto abierto.
Sabemos que en el plano complejo cualquier conjunto abierto es la unión de compo-
nentes conexas abiertas. Para cualquier componente conexa de ρ̂(T ), se cumple que

dim(H	 ran(T − ζI))

es constante cuando ζ recorre esa componente conexa de ρ̂(T ).

Demostración. Del Teorema 3.2.3, ρ̂(T ) es un conjunto abierto. De este modo, sea
ζ1, ζ2 ∈ A, donde A es una componente conexa de ρ̂(T ), entonces existen V1 y V2

vecindades de ζ1 y ζ2 respectivamente tales que ambas vecindades están contenidas
en ρ̂(T ) y dim(H 	 ran(T − ζI)) es constante para toda ζ en V1 y V2, esto como
consecuencia del Teorema 3.2.3. Ya que A es una componente conexa en el plano
complejo, también es arco-conexa, es decir, para cualquier dos puntos en A existe una
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curva que los une, la cual, esta contenida en A. Aśı, tomemos un punto ζ3 ∈ ∂V1 sobre
la curva X que une ζ1 y ζ2. Del Teorema 3.2.3 existe una vecindad V3 de ζ3 contenida
en ρ̂(T ) tal que

dim(H	 ran(T − ζ1I)) = dim(H	 ran(T − ζ3I)) = dim(H	 ran(T − ζI))

para toda ζ en V3. Claramente, este procedimiento nos permite cubrir todos los puntos
de X, ya que el conjunto X es compacto. Como tomamos una componente arbitraria
A, concluimos que

dim(H	 ran(T − ζI))

es constante para toda ζ en cada componente conexa de ρ̂(T ).

En las siguientes Definiciones 3.2.5– 3.2.11 suponemos que T es cerrado.

Definición 3.2.5. El conjunto resolvente de T lo vamos a definir como:

ρ(T ) := {ζ ∈ ρ̂(T ) : ran(T − ζI) = H}. (3.25)

Definición 3.2.6. Definiremos el espectro σ(T ) de T por

σ(T ) := C \ ρ(T ). (3.26)

Definición 3.2.7. El núcleo espectral de T se define por

σ̂(T ) := C \ ρ̂(T ). (3.27)

En la teoŕıa espectral de operadores se pueden tener los siguientes casos extremos:

a) σ̂(T ) = C; b) σ(T ) = C, c) σ̂(T ) = ∅; d) σ(T ) = ∅.
Por el Teorema 3.2.3 los conjuntos σ(T ), σ̂(T ) son cerrados (ya que ρ(T ), ρ̂(T ) son

abiertos). Además, es claro que σ̂(T ) ⊂ σ(T ).

Definición 3.2.8. El conjunto σc(T ) denominado el espectro continuo de T , lo defi-
niremos por

σc(T ) := {ζ ∈ C : ran(T − ζI) 6= ran(T − ζI)}. (3.28)

Definición 3.2.9. El espectro puntual de T es el conjunto denotado por σp(T ) y
definido como

σp(T ) := {ζ ∈ C : ker(T − ζI) 6= {0}}. (3.29)

Observe que σc(T ) ⊂ σ̂(T ). A los elementos de σp(T ) se les llaman auto-valores y
σp(T ) ⊂ σ̂(T ).

Definición 3.2.10. El conjunto σ∞p (T ) se define como el conjunto de auto-valores de
un operador T de multiplicidad infinita, es decir,

σ∞p (T ) := {ζ ∈ C : dim ker(T − ζI) =∞}.
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Definición 3.2.11. Sea ζ ∈ ρ(T ). El operador resolvente de T en ζ es

Rζ(T ) := (T − ζI)−1. (3.30)

En el cual podemos observar que Rζ(T ) ∈ B(H) para todo ζ ∈ ρ(T ). Además,
fácilmente se deducen las siguientes igualdades, para ζ, ζ0 ∈ ρ(T )

Rζ(T )(T − ζI)Rζ0(T ) = Rζ0(T ) (3.31)

Rζ(T )(T − ζ0I)Rζ0(T ) = Rζ(T ), (3.32)

cuya diferencia resulta en la identidad conocida por identidad de la resolvente de
Hilbert

Rζ(T )−Rζ0(T ) = (ζ − ζ0)Rζ(T )Rζ0(T ).

Los siguientes resultados auxiliares van encaminados a estudiar el comportamiento
del espectro de la clase de los operadores compactos, dichos resultados nos serán útiles
en caṕıtulos posteriores.

Teorema 3.2.12. Sea T ∈ S∞(H), ζ 6= 0, entonces ran(T − ζI) es cerrado.

Demostración. Sea g ∈ ran(T − ζI), entonces existe {gk}k∈N ⊂ ran(T − ζI) tal que
gk −−−→

k→∞
g. Para toda k ∈ N gk = (T − ζI)fk, donde fk ∈ H. Ahora, por el Teo-

rema 2.3.1, para toda k ∈ N, se tiene que fk = hk + dk, donde hk ∈ ker(T − ζI)⊥

y dk ∈ ker(T − ζI). Entonces gk = (T − ζI)hk. Probemos que la sucesión {hk}k∈N
está acotada. En efecto, suponga lo contrario y defina qk := hk

‖hk‖
, entonces

(T − ζI)qk =
gk
‖hk‖

−−−→
k→∞

0.

Ahora, como {qk}k∈N está acotada, entonces existe {qkn}n∈N tal que {Tqkn}n∈N es
convergente, entonces la sucesión {qkn}n∈N es también convergente, ya que

qkn = ζ−1

(
Tqkn −

gkn
‖hkn‖

)
.

Denotemos el ĺımite de {qkn}n∈N por q. Dado que ker(T − ζI)⊥ es un subespacio, se
tiene que q ∈ ker(T − ζI)⊥, pero por otra parte

(T − ζI)q = ĺım
n→∞

(T − ζI)qkn = 0,

o sea que q ∈ ker(T − ζI), lo cual es una contradicción. Aśı, hemos demostrado
que la sucesión {hk}k∈N es acotada. Por lo tanto, existe {hkn}n∈N tal que {Thkn}n∈N
es convergente, pero por el mismo razonamiento anterior {hkn}n∈N es convergente
digamos a f . Por lo tanto tenemos que

g = ĺım
n→∞

(T − ζI)hkn = (T − ζI)f ∈ ran(T − ζI),

lo que implica que ran(T − ζI) es cerrado.



48 Operadores (en espacios de Hilbert)

Teorema 3.2.13. Sea T ∈ S∞(H). Suponga que ζ 6= 0, ker(T − ζI) = {0} y ran(T −
ζI) 6= H. Entonces ran(T − ζI)k+1 es un subespacio propio de ran(T − ζI)k para cada
k ∈ N.

Demostración. Del Teorema 3.2.12, se sigue que ran(T−ζI) es cerrado. Como ker(T−
ζI) = {0}, existe (T − ζI)−1 que genera una correspondencia biuńıvoca entre ran(T −
ζI)2 y ran(T − ζI). De esto se sigue de manera inmediata que ran(T − ζI)2 es también
cerrado. Aśı, por inducción tenemos que ran(T −ζI)k, k ∈ N, es cerrado. Verifiquemos
que ran(T − ζI)k+1 ⊂ ran(T − ζI)k y ran(T − ζI)k+1 6= ran(T − ζI)k. Suponga que
existe k0 ∈ N tal que

ran(T − ζI)k0 ⊂ ran(T − ζI)k0+1,

entonces

H = (T − ζI)−ko ran(T − ζI)ko ⊂ (T − ζI)−ko ran(T − ζI)ko+1 = ran(T − ζI).

lo que contradice la hipótesis del teorema.

Teorema 3.2.14. Sea T un operador en H. Si los auto-valores λk 6= λj, entonces

ker(T − λkI) ∩ ker(T − λjI) = {0}.

Demostración. Supongamos λk 6= λj y que ker(T−λkI)∩ker(T−λjI) 6= {0}, entonces
existe f0 6= 0, f0 ∈ ker(T − λkI) ∩ ker(T − λjI) y por definición de núcleo (véase
Definición 3.1.1), tenemos que

(T − λkI)f0 = (T − λjI)f0 = 0

de lo que se deduce que λkf0 = λjf0. Aśı, λk = λj, contradiciendo las hipótesis.

Teorema 3.2.15. Sea T ∈ S∞(H), entonces σ(T ) \ {0} consiste solamente en auto-
valores aislados de multiplicidad finita.

Demostración. Sea ζ ∈ σ(T ), ζ 6= 0. Suponga que ζ no es un auto-valor. Entonces ζ
y T son tales que satisfacen la condición del Teorema 3.2.13. En efecto, que ζ no sea
un auto-valor quiere decir que ker(T − ζI) = {0}, mientras que si ζ ∈ σ(T ), entonces
ran(T−ζI) 6= H. Aśı, por el Teorema 3.2.13 podemos construir la sucesión ortonormal
{fk}k∈N tal que para toda k ∈ N

fk ∈ ran(T − ζI)k−1 	 ran(T − ζI)k,

entonces por los Teoremas 3.1.33, Tfk −−−→
k→∞

0. Por el otro lado, tenemos que

Tfk = ζfk + (T − ζI)fk.
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Aśı, fk ⊥ ran(T − ζI)k y (T − ζI)fk ∈ ran(T − ζI)k. Por lo tanto, usando el hecho de
que fk ⊥ (T − ζI)fk y el Teorema 2.2.3, tenemos que

‖Tfk‖2 = |ζ|2 ‖fk‖2 + ‖(T − ζI)fk‖2 ≥ |ζ|2 ‖fk‖2 = |ζ|2 > 0. (3.33)

Lo que nos indica una contradicción. Aśı, ζ debe ser un auto-valor. Ahora, probemos
que la multiplicidad de cada auto-valor ζ 6= 0 es finita. Si hacemos que dim ker(T −
ζI) =∞, entonces podŕıa existir una sucesión ortonormal {fk}k∈N de ker(T − ζI). Ya
que T es compacto, entonces Tfk → 0, contradiciendo la igualdad ‖Tfk‖ = |ζ| ‖fk‖ =
|ζ|.

Resta probar que los auto-valores pueden acumularse solamente en el cero. Suponga
que no es aśı y que {ζk}k∈N ⊂ σ(T ) tal que ζk → ζ 6= 0 con ζk 6= ζj para toda k 6= j.
Considérese la sucesión {fk}k∈N, ‖fk‖ = 1, tal que

(T − ζkI)fk = 0 (3.34)

Del Teorema 3.2.14, concluimos inmediatamente que la sucesión {fk}k∈N es linealmente
independiente. Sea

gn ∈ span{fk}nk=1 	 span{fk}n−1
k=1

tal que ‖gn‖ = 1 para cada n ∈ N. Repitiendo el argumento anterior vemos que
Tgn −−−→

n→∞
0 y además

Tgn = ζngn + (T − ζnI)gn. (3.35)

Ahora, haciendo gk =
∑k

j=1 akjfj y tomando en cuenta (3.34), tenemos que

(T − ζkI)gk =
k∑
j=1

akj(T − ζkI)fj =
k−1∑
j=1

akj((ζj − ζk)I)fj ∈ span{fj}k−1
j=1 .

Por lo tanto, gk ⊥ (T − ζkI)gk para toda k ∈ N. Aśı, a partir de (3.35), podemos
usar el mismo razonamiento que en (3.33), obteniendo que ‖Tgk‖ ≥ |ζk| → |ζ|, lo que
contradice el hecho de que Tgk −−−→

k→∞
0.

3.3. Operadores simétricos

Definición 3.3.1. (Operador Simétrico) Un operador A densamente definido en H es
simétrico sii

A ⊂ A∗.

Teorema 3.3.2. A es simétrico sii A es densamente definido y para toda f, g ∈
dom(A)

〈Af, g〉 = 〈f, Ag〉 . (3.36)
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Demostración. Sea A un operador simétrico, es decir, A ⊂ A∗. Suponga que para todo
f, g ∈ dom(A) ⊂ dom(A∗), entonces

〈Af, g〉 = 〈f, A∗g〉 = 〈f, Ag〉 . (3.37)

Rećıprocamente. Sea g ∈ dom(A), entonces de (3.37) se sigue que g ∈ dom(A∗) y que

A∗g = Ag,

por lo tanto A ⊂ A∗.

Para demostrar el Teorema 3.3.4 es necesario demostrar primero el siguiente lema:

Lema 3.3.3. Sea T un operador lineal en H. Entonces se satisfacen las siguientes
ecuaciones:

4 〈Tx, y〉 = 〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉 (3.38)

+ i 〈T (x+ iy), x+ iy〉 − i 〈T (x− iy), x− iy〉 (3.39)

y

4 〈x, Ty〉 = 〈x+ y, T (x+ y)〉 − 〈x− y, T (x− y)〉 (3.40)

+ i 〈x+ iy, T (x+ iy)〉 − i 〈x− iy, T (x− iy)〉 , (3.41)

para toda x, y ∈ dom(T ).

Demostración. Sea x, y ∈ dom(T ).

= 〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉
+ i 〈T (x+ iy), x+ iy〉 − i 〈T (x− iy), x− iy〉
= 〈Tx, x+ y〉+ 〈Ty, x+ y〉 − 〈Tx, x− y〉+ 〈Ty, x− y〉
+ i 〈Tx, x+ iy〉+ i 〈iTy, x+ iy〉 − i 〈Tx, x− iy〉+ i 〈iTy, x− iy〉
= 〈Tx, x〉+ 〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉+ 〈Ty, y〉 − 〈Tx, x〉+ 〈Tx, y〉
+ 〈Ty, x〉 − 〈Ty, y〉+ i 〈Tx, x〉+ i 〈Tx, iy〉+ i 〈iTy, x〉+ i 〈iTy, iy〉
− i 〈Tx, x〉+ i 〈Tx, iy〉+ i 〈iTy, x〉 − i 〈iTy, iy〉 ,

cancelamos términos semejantes, obteniendo:

2 〈Tx, y〉+ 2 〈Ty, x〉+ 2i 〈Tx, iy〉+ 2i 〈iTy, x〉
= 2 〈Tx, y〉+ 2 〈Ty, x〉+ 2 〈Tx, y〉 − 2 〈Ty, x〉
= 4 〈Tx, y〉 .

La demostración de la segunda ecuación es análoga a ésta.
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Teorema 3.3.4. A es simétrico sii A es densamente definido y para toda f ∈ dom(A),

〈Af, f〉 ∈ R. (3.42)

Demostración. Suponga que A es simétrico. Sea f ∈ dom(A), se tiene que

〈Af, f〉 = 〈f, Af〉 = 〈Af, f〉,

lo cual implica (3.42). Ahora, suponga que dom(A) = H y que se cumple (3.42) para
toda f ∈ dom(A). Sea x, y ∈ dom(A), sustituimos A por T en la ecuaciones (3.38) y
(3.40), obteniendo

4 〈Ax, y〉 = 〈A(x+ y), x+ y〉 − 〈A(x− y), x− y〉
+ i 〈A(x+ iy), x+ iy〉 − i 〈A(x− iy), x− iy〉

4 〈x,Ay〉 = 〈x+ y, A(x+ y)〉 − 〈x− y, A(x− y)〉
+ i 〈x+ iy, A(x+ iy)〉 − i 〈x− iy, A(x− iy)〉 ,

es claro, que la parte derecha de las ecuaciones anteriores satisface (3.42) sustituyendo
f por su apropiada pareja x, y en cada ecuación. De esta manera, A satisface (3.42)
el lado derecho de las ecuaciones anteriores es igual por lo que su diferencia es igual a
cero, entonces se tiene que

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 ,

esto implica que A satisface (3.36), concluyendo que A es simétrico.

Además, ya que el operador adjunto A∗ es cerrado, entonces, el operador simétrico
A siempre es cerrable.

Teorema 3.3.5. Sean A1,A2 operadores simétricos tales que A1 ⊂ A2. Entonces

A∗2 ⊂ A∗1.

Demostración. Sea g ∈ dom(A∗2) y f ∈ dom(A1), entonces

〈A1f, g〉 = 〈A2f, g〉 = 〈f, A∗2g〉 ,

concluyendo que g ∈ dom(A∗1) y A∗1g = A∗2g. Por lo tanto A∗2 ⊂ A∗1.

Definición 3.3.6. Un operador A densamente definido en H se dice auto-adjunto si
coincide con su adjunto, o bien, A = A∗.

Del Teorema 3.1.31 se sigue que un operador auto-adjunto es cerrado.
Las siguientes dos definiciones introducen conceptos espectrales para operadores

auto-adjuntos que se utilizarán más adelante.
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Definición 3.3.7. El espectro esencial de un operador auto-adjunto A es el conjunto
denotado por σe(A) y definido como:

σe(A) := σc(A) ∪ σ∞p (A).

Definición 3.3.8. El espectro discreto σd(A) de un operador auto-adjunto A se define
como:

σd(A) := σ(A) \ σe(A).

Teorema 3.3.9. Sea A un operador simétrico. Entonces el semi-plano superior Im ζ >
0 y el semi-plano inferior Im ζ < 0 están contenidos en ρ̂(A).

Demostración. Pongamos ζ = α + iβ,entonces

‖(A− ζI)f‖2 = ‖(A− α)f‖2 + |β| ‖f‖2 + 2 Re 〈(A− α)f, iβf〉 , (3.43)

el ultimo termino de la igualdad (3.43) se hace cero ya que 〈(A− ζI)f, f〉 ∈ R. Por lo
tanto la ecuación (3.43) queda,

‖(A− ζI)f‖2 = ‖(A− α)f‖2 + |β| ‖f‖2

De la ecuación resultante de (3.43), se sigue que

‖(A− ζI)f‖ ≥ |Im ζ| ‖f‖ .

La demostración queda completa al tomar en cuenta la Definición 3.2.1.

Corolario 3.3.10. Sea A un operador simétrico. Entonces para todo ζ, Im ζ 6= 0,∥∥(A− ζI)−1
∥∥ ≤ |Im ζ|−1 . (3.44)

Demostración. Sea Im ζ 6= 0. Ya que Im ζ 6= 0, entonces ζ ∈ ρ(A), esto como conse-
cuencia del Teorema 3.3.9 y tomando en cuenta su demostración, se sigue que

‖(A− ζI)f‖ ≥ |Im ζ| ‖f‖ .

Ahora, por el Teorema 3.1.17, (A−ζI)−1 existe y esta acotado. Tomando g = (A−ζI)
y f ∈ dom((A− ζI)−1), tenemos que∥∥(A− ζI)−1g

∥∥ = ‖f‖ ≤ |Im ζ|−1 ‖(A− ζI)f‖ = |Im ζ|−1 ‖g‖ .

Cumpliéndose (3.44).

Definición 3.3.11. Sea A un operador simétrico y cerrado. Por el Teorema 3.2.3, los
valores dim ker(A∗ − ζI) en {Im ζ > 0} y en {Im ζ < 0} son constantes y se denotan
por n+ = n+(A) y n− = n−(A), respectivamente. Estas constantes son denominadas
“́ındices de deficiencia” del operador A. Aśı,

dim ker(A∗ − ζI) = dim(H 	 ran(A− ζI)) =

{
n−(A) si Im ζ < 0

n+(A) si Im ζ > 0
(3.45)
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Teorema 3.3.12. Si A = A∗, entonces ρ̂(A) = ρ(A) y aśı σ̂(A) = σ(A) ⊂ R.

Demostración. Por definición ρ(A) ⊂ ρ̂(A). Resta probar que ρ̂(A) ⊂ ρ(A). Para ello,
suponga que Im ζ 6= 0 y A = A∗, entonces

ker(A∗ − ζI) = ker(A− ζI) = {0}. (3.46)

Por el Teorema 3.1.36, se tiene que ran(A − ζI) = H, lo que prueba ζ ∈ ρ(A). Por
lo tanto C \ R ⊂ ρ(A). Pero por el Teorema 3.3.9, ρ̂(A) \ R = C \ R. O sea que
ρ̂(A) \ R ⊂ ρ(A). Ahora, si ζ ∈ ρ̂(A) ∩ R, entonces (3.46) sigue siendo valido y
ran(A− ζI) = H. Aśı, ζ ∈ ρ(A). De esta forma ρ̂(A) ⊂ ρ(A). Como σ̂(A) = C \ ρ̂(A)
y σ(A) = C \ ρ(A), entonces σ̂(A) = σ(A) ⊂ R.

Teorema 3.3.13. Sea A un operador simétrico cerrado. Entonces A es auto-adjunto
sii

n−(A) = n+(A) = 0.

Demostración. Si A = A∗, entonces por el Teorema 3.3.12 inmediatamente obtenemos
n−(A) = n+(A) = 0. Rećıprocamente, suponga que n−(A) = n+(A) = 0, entonces
por (3.45), se sigue ker(A∗ − ζI) = 0 para toda ζ ∈ Im > 0 ∪ Im < 0. Aśı, por el
Teorema 3.1.36 resulta

ran(A− ζI) = H, (3.47)

para toda ζ /∈ R. De la ecuación (3.47) y del hecho de que A es simétrico vamos a
probar que A = A∗. En efecto, sea g ∈ dom(A∗) y h = (A∗ − ζI)g con ζ /∈ R. Existe
g0 dom(A) tal que h = (A− ζI)g0 para ζ /∈ R. Ahora, para cualquier f ∈ dom(A)

〈(A− ζI)f, g〉 =
〈
f, (A∗ − ζI)g

〉
=
〈
f, (A− ζI)g0

〉
= 〈(A− ζI)f, g0〉 .

La ecuación anterior implica 〈(A− ζI)f, g − g0〉 = 0. Por lo tanto, cuando f recorre
todo el dom(A), (A − ζI)f recorre todo H. Por el Lema 2.3.6, se sigue que g = g0.
Aśı, g ∈ dom(A) y A∗ ⊂ A. Como A es simétrico, A ⊂ A∗, implica que A = A∗.

El siguiente Teorema es consecuencia del Teorema espectral; Se demuestra fácil-
mente con base en él. Lo enunciaremos aqúı sin demostración.

Teorema IV. Sea A auto-adjunto, entonces σ(A) 6= ∅.

Definición 3.3.14. Sea F un subespacio de un espacio de Hilbert H y P la proyección
ortogonal en F . Decimos que F reduce al operador A si PA ⊂ AP .

Note que de la definición anterior tenemos que F reduce a el operador A sii F⊥

reduce al operador A. Además,

dom(A) = dom(A �F )⊕ dom(A �F⊥). (3.48)

En este caso, decimos que A = A �F ⊕A �F⊥ .
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Teorema 3.3.15. Sea A auto-adjunto y F un subespacio que reduce a A. Entonces
A �F y A �F⊥ son auto-adjuntos en F y F⊥, respectivamente. Además, tenemos que
σ(A) = σ(A �F ) ∪ σ(A �F⊥).

Demostración. Primero note que dom(A �F ) es denso en F , entonces F	dom(A �F ) =
dom(A)⊥∩F = {0}, esto de la igualdad (3.48). Como una restricción A �F es restricción
de A, sigue que A �F simétrico en F y análogamente A �F⊥ es simétrico en F⊥. Sólo
falta probar que dom((A �F )∗) ⊂ dom(A �F ). Sea g ∈ dom((A �F )∗). Entonces

〈(A �F )∗g, f〉 = 〈(A �F )∗g, f1〉 = 〈g, (A �F )∗f1〉
= 〈g, (A �F )∗f1 + (A �F⊥)∗f2〉 = 〈g, Af〉 ,

para toda f = f1 + f2 ∈ dom(A) = dom(A �F ) ⊕ dom(A �F⊥), es decir, g ∈ F ∩
dom(A∗) = F ∩ dom(A) = dom(A �F ). La demostración de la auto-adjuntes de A �F⊥
es análoga. Ahora, tenemos que

‖(A− ζI)f‖2 = ‖(A �F −ζI)f1‖2 + ‖(A �F⊥ −ζI)f2‖2 ,

para toda ζ ∈ C y para f = f1 + f2 ∈ dom(A) = dom(A �F ) ⊕ dom(A �F⊥). Por lo
que se sigue del Teorema 3.3.12 que ζ ∈ ρ(A) sii ζ ∈ ρ(A �F )∩ ρ(A �F⊥), es decir que,
σ(A) = σ(A �F ) ∪ σ(A �F⊥).

Teorema 3.3.16. Sea A un operador auto-adjunto y {Fk}k∈N una sucesión de subes-
pacios ortogonales entres śı en un espacio de Hilbert H. Si Fk reduce a A para toda
k ∈ N, entonces ⊕

k∈N

Fk

reduce a A.

Demostración. Ya que
⊕

k∈N Fk es subespacio. Podemos considerar P el proyector

sobre el subespacio
⊕

k∈N Fk, entonces para f ∈ dom(A)

APf = AP
∑
k∈N

Pkf = A
∑
k∈N

PPkf = A
∑
k∈N

Pkf

=
∑
k∈N

APkf =
∑
k∈N

PkAf = PAf,

de donde por hipótesis PiAf ⊂ APif , para toda i ∈ N, concluyendo que PAf ⊂
APf .

Teorema 3.3.17. Sea A simétrico y λ ∈ σp(A). Entonces ker(A − λI) reduce al
operador A.
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Demostración. Sea f ∈ dom(A) y P el proyector a ker(A − λI). Claramente APf ∈
ker(A−λI), lo cual implica que PAPf = APf . Por otra parte, tomemos g ∈ dom(A),
g ⊥ ker(A− λI), y h ∈ ker(A− λI), entonces

〈Ag, h〉 = 〈g, Ah〉 = λ 〈g, h〉 = 0,

esto nos dice que Ag ⊥ h. Por lo que para f ∈ dom(A), tenemos que (I − P )f ⊥
ker(A− λI), por lo tanto PA(I − P )f = 0. Concluyendo que PAf = PAPf y por lo
visto anteriormente, obtenemos que PAf = APF .

3.4. Descomposición espectral para operadores auto-

adjuntos

En esta sección obtendremos la descomposición espectral para operadores auto-
adjuntos con espectro puramente puntual sin utilizar el Teorema Espectral. Basaremos
la demostración de esta afirmación en resultados generales de operadores auto-adjuntos
y en teoŕıa de funciones complejas.

Teorema 3.4.1. Sea A = A∗ con σ(A) = σp(A) numerable y cada auto-valor de
multiplicidad uno, es decir, σ(A) = {λk}∞k=1. Entonces

H =
∞⊕
k=1

ker(A− λkI).

Demostración. Comencemos definiendo H1 :=
⊕∞

k=1 ker(A− λkI). H1 es un subes-
pacio de H y por el Teorema 3.3.16, H1 reduce al operador A. Supongamos que
H1 6= H. Ahora, por el Teorema 3.3.15 A �H1 y A �H	H1 son auto-adjuntos y σ(A �H1

) ∪ σ(A �H	H1) = σ(A). De donde sab́ıamos que σ(A) = {λk}∞k=1 y claramente si
f ∈ ker(A − λkI), tenemos que A �H1 f = Af = λkf , aśı (A �H1 −λkI)f = 0, por lo
que λk ∈ σp(A �H1) ⊂ σ(A �F ), teniendo como resultado que {λk}∞k=1 ⊂ σ(A �H1), por
lo tanto σ(A �H	H1) = ∅, de donde esto ultimo contradice el Teorema IV. Concluyendo
que H1 = H.

Teorema 3.4.2. Sea A = A∗ con σ(A) = σp(A) y numerable. Entonces

a) f ∈ dom(A) sii
∞∑
k=1

λkPkf, (3.49)

converge.
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b)

Af =
∞∑
k=1

λkPkf.

Donde Pk es el proyector en ker(A− λkI).

Demostración. Suponga A = A∗ con σ(A) = σp(A) y numerable, es decir, σ(A) =
{λk}∞k=1. Sea Pk el proyector en ker(A − λkI) y f ∈ dom(A). Por el Teorema 3.4.1,
tenemos que

H =
∞⊕
k=1

ker(A− λkI),

de modo que por el Lema 3.1.14, se sigue que f =
∑∞

k=1 Pkf , por lo que

Af =
∞∑
k=1

APkf =
∞∑
k=1

λkPkf,

por lo que la serie (3.49) es convergente.
Ahora, supongamos que la serie (3.49) es convergente. Si g ∈ dom(A), tenemos

〈Ag, f〉 =

〈
Ag,

∞∑
k=1

Pkf

〉
=
∞∑
k=1

〈Ag, Pkf〉

=
∞∑
k=1

〈g, APkf〉 =
∞∑
k=1

〈g, λkPkf〉 =

〈
g,
∞∑
k=1

λkPkf

〉
,

concluyendo que f ∈ dom(A) y Af =
∑∞

k=1 λkPkf .

Comentario 3.4.3. Note que para un operador A que satisface las hipótesis de los
Teoremas 3.4.1– 3.4.2, tenemos que para toda f ∈ H, APkf ∈ ker(A−λkI) y APkf =
λkPkf . Aśı,

Af =
∞∑
k=1

λkPkf

y ya que H =
⊕∞

k=1 ker(A− λkI), se sigue que
∑∞

k=1 Pk = I. Ahora, notemos que

A2f = A

∞∑
k=1

λkPkf =
∞∑
k=1

λkAPkf =
∞∑
k=1

λ2
kPkf

(A+ ζI)f =
∞∑
k=1

λkPkf + ζ
∞∑
k=1

Pkf =
∞∑
k=1

(λk + ζ)Pkf,

A−1f =
∞∑
k=1

1

λk
Pkf.
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Veamos que la ultima igualdad es cierta.

AA−1f = A

(
∞∑
k=1

1

λk
Pkf

)
=
∞∑
k=1

1

λk
APkf

=
∞∑
k=1

Pkf = f =
∞∑
k=1

λkA
−1Pkf = A−1

(
∞∑
k=1

λkPkf

)
= A−1Af

3.5. Operadores isométricos

Definición 3.5.1. (Operador isométrico) Sean D y R subespacios de un espacio de
Hilbert H. Sea V un operador lineal, donde dom(V ) = D y ran(V ) = R, V es isométri-
co sii

〈V x, V y〉 = 〈x, y〉

para x, y ∈ dom(V ).

Comentario 3.5.2. Nótese que V es acotado y por el Teorema 3.1.21 es cerrado.

Comentario 3.5.3. Veamos que si el operador V tiene dominio tal que dim(dom(V )) <
∞, entonces dim(ran(V )) < ∞ y dim(dom(V )) = dim(ran(V )). La demostración es
análoga a la del Teorema 2.2.16.

Teorema 3.5.4. El núcleo espectral de un operador isométrico se encuentra contenido
en el ćırculo unitario, en notación, σ̂(V ) ⊂ T.

Demostración. Sea V un operador simétrico y f ∈ dom(V ), entonces

‖(V − ζI)f‖ = ‖V f − ζf‖ ≥ |‖V f‖ − ‖ζf‖|
= |‖V f‖ − |ζ| ‖f‖| = |‖f‖ − |ζ| ‖f‖|
= |1− |ζ|| ‖f‖ ,

si |ζ| 6= 1, implica ζ ∈ ρ̂(V ), por lo tanto σ̂(V ) ⊂ T.

Comentario 3.5.5. Del Teorema 3.5.4 se sigue que si |ζ| 6= 1, entonces ζ ∈ ρ̂(V ). Aśı del
Corolario 3.2.4 la dim(H	 ran(T −ζI)) es constante cuando |ζ| > 1 y de igual manera
cuando |ζ| < 1.

Definición 3.5.6. Sea V un operador isométrico. Definimos los “́ındices de deficien-
cia” interior y exterior de V , denotados por ni = ni(V ) y ne = ne(V ), respectivamente.
Dados por las igualdades:

dim(H	 ran(V − ζI)) :=

{
ne(V ) si |ζ| > 1

ni(V ) si |ζ| < 1.
(3.50)
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Comentario 3.5.7. Por el Teorema 3.2.3 ne y ni son constantes, en el interior y exterior,
respectivamente, del ćırculo unitario.

Teorema 3.5.8. Sea V un operador isométrico. Entonces

ni(V ) = dim(H	 ran(V )) ne(V ) = dim(H	 dom(V )) (3.51)

Demostración. La primer igualdad de la ecuación (3.51) es obvia tomando ζ = 0 en
la Definición 3.5.6. Sea Idom(V ) la identidad restringida al subespacio dom(V ). Aśı,

dim(H	 dom(V )) = dim(H	 ran(Idom(V ))). (3.52)

Del hecho de que V es isométrico, se sigue que

‖ζf‖ = |ζ| ‖f‖ = |ζ| ‖V f‖ , (3.53)

para toda f ∈ dom(V ) y |ζ| > 1. Reacomodando (3.53), tenemos

‖V f‖ = |ζ|−1 ‖ζf‖ .

Si |ζ| > 1 la ecuación (3.53) queda

‖V f‖ < ‖ζf‖ . (3.54)

Del Teorema 3.2.2 ran(V − ζI) es cerrado cuando |ζ| > 1. Además, para toda f ∈
dom(V ), (V − ζI)f = (V − ζIdom(V ))f , entonces ran(V − ζI) = ran(V − ζIdom(V )).
Ahora, suponga que

dim(H	 ran(Idom(V ))) < dim(H	 ran(V − ζIdom(V ))) con |ζ| > 1.

Por el Lema 3.1.16 existe h ∈ H 	 ran(V − ζIdom(V )), h 6= 0, tal que h ⊥ H 	
ran(Idom(V )), o sea que h ∈ ran(Idom(V )), por lo que existe f ∈ dom(Idom(V )) tal que
h = (ζIdom(V ))f . Pero del hecho de que h ∈ H 	 ran(V − ζIdom(V )) tenemos que
h ⊥ ran(V − ζIdom(V )). Aśı,

0 =
〈
h, (V − ζIdom(V ))f

〉
=
〈
(ζIdom(V ))f, (V − ζIdom(V ))f

〉
(3.55)

=
〈
(ζIdom(V ))f, V f

〉
−
〈
(ζIdom(V ))f, (ζIdom(V ))f

〉
.

Despejando el lado derecho de la ultima igualdad en la ecuación anterior, obtenemos
que 〈

(ζIdom(V ))f, V f
〉

=
〈
(ζIdom(V ))f, (ζIdom(V ))f

〉
(3.56)

=
∥∥(ζIdom(V ))f

∥∥2
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ya que
〈
(ζIdom(V ))f, V f

〉
=
∣∣〈(ζIdom(V ))f, V f

〉∣∣ podemos utilizar el Teorema 2.1.3
sobre la ecuación (3.56), obteniendo∥∥(ζIdom(V ))f

∥∥2
=
∣∣〈(ζIdom(V ))f, V f

〉∣∣
≤
∥∥(ζIdom(V ))f

∥∥ ‖V f‖ .
Reescribiendo la ecuación anterior obtenemos

‖ζf‖2 ≤ ‖ζf‖ ‖V f‖ ,

lo cual contradice la ecuación (3.54). Suponga que

dim(H	 ran(Idom(V ))) > dim(H	 ran(V − ζIdom(V ))) con |ζ| > 1.

Por el Lema 3.1.16 existe h ∈ H 	 ran(ζIdom(V )), h 6= 0, tal que h ⊥ H 	 ran(V −
ζIdom(V )), entonces h ∈ ran(V − ζIdom(V )), por lo que existe f ∈ dom(V − ζIdom(V )) =
dom(V ) tal que h = (V − ζIdom(V ))f . Aśı, ya que h ⊥ dom(V ), tenemos

0 =
〈
h, (ζIdom(V ))f

〉
=
〈
(V − ζIdom(V ))f, (ζIdomV )f

〉
.

Esta igualdad coincide con (3.55) y sabemos que lleva a una contradicción. Concluimos
que

dim(H	 ran(Idom(V ))) = dim(H	 ran(V − ζIdom(V ))).

Retomando la ecuación (3.52) y tomando en cuenta lo dicho anteriormente, concluimos
que

dim(H	 dom(V )) = dim(H	 ran(Idom(V )))

= dim(H	 ran(V − ζIdom(V )))

= dim(H	 ran(V − ζI)) = ne(V ),

la última igualdad de la ecuación anterior es directa de la Definición (3.51).

Definición 3.5.9. Un operador V es unitario sii es isométrico y

dom(V ) = ran(V ) = H.

Corolario 3.5.10. Sea V un operador isométrico. V es unitario sii

ni(V ) = ne(V ) = 0

Demostración. La demostración es directa tomando en cuenta el Teorema 3.5.8 y la
Definición 3.5.9.

Teorema 3.5.11. Para un operador unitario V tenemos σ̂(V ) = σ(V ). Por lo que el
espectro es un conjunto cerrado en el circulo unitario complejo.
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Demostración. Sabemos por definición que σ̂(V ) ⊂ σ(V ). Basta probar que σ(V ) ⊂
σ̂(V ). Sea V unitario, entonces por Corolario 3.5.10 tenemos ni = ne = 0. Esto implica
que ρ̂(V )\T = ρ(V )\T (véanse las Definiciones 3.2.5 y 3.5.6). Falta entonces demostrar
que el conjunto de puntos de tipo regular coincide con el conjunto resolvente en T.
Suponga ζ0 ∈ T y ζ0 /∈ σ̂(V ), es decir, ζ0 ∈ ρ̂(V ). Por el Teorema 3.2.3 existe una
vecindad de ζ0 contenida totalmente en ρ̂(V ), donde dim ker(V ∗ − ζ0I) es constante.
Pero esta vecindad intersecta C\T y como ni = ne = 0, entonces dim ker(V ∗−ζ0I) = 0.
Esto significa que ζ0 ∈ ρ(V ), lo cual implica ζ0 /∈ σ(V ).

3.6. Transformada de Cayley

Definición 3.6.1. Sea A un operador simétrico cerrado. La transformada de Cayley
V de A está definida por la igualdad

V := (A− λI)(A− λI)−1, (3.57)

con λ /∈ R.

Comentario 3.6.2. Del Teorema 3.3.9 se sigue que λ ∈ ρ̂(V ), lo que significa que
(A− λI)−1 es acotado y V está definido correctamente.

Teorema 3.6.3. Sea V como en la Definición 3.6.1, entonces V es un operador
isométrico.

Demostración. Sea f ∈ dom(A) def́ınanse los vectores

h := (A− λI)f V h := (A− λI)f. (3.58)

Puesto que A − λI es invertible con Imλ 6= 0, entonces (3.58) define la acción del

operador V . En efecto, suponga que a h le corresponden los vectores V h y Ṽ h tales
que V h 6= Ṽ h, ya que A − λI es invertible, entonces escribimos (A − λI)−1h = f , e
insertamos esta expresión en la segunda igualdad de (3.58). Aśı,

V h = (A− λI)(A− λI)−1h

Ṽ h = (A− λI)(A− λI)−1h.

Tomando la diferencia entre las igualdades de arriba, tenemos que

V h− Ṽ h = 0,

lo que implica que V h = Ṽ h. Por lo tanto, a cada h = (A− λI) le corresponde de un
sólo vector V h. Osea que V es un operador y de (3.58) se verifica fácilmente que es
lineal.
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Sea λ = α + iβ y h ∈ dom(V ), entonces

‖V h‖2 = ‖(A− λI)f‖2 = ‖(A− α)f‖2 + β2 ‖f‖2

‖h‖2 =
∥∥(A− λI)f

∥∥2
= ‖(A− α)f‖2 + β2 ‖f‖2 ,

lo que implica que ‖V h‖ = ‖h‖. Para terminar la demostración probaremos que
dom(V ) es cerrado.

Como A es simétrico y cerrado y el operador λI ∈ B(H), entonces por el Teore-
ma 3.1.24 A − λI es cerrado. Además, λ ∈ ρ̂(A) implica que existe (A − λI)−1 y es
acotado. Aśı, del Teorema 3.1.23, tenemos que (A − λI)−1 es cerrado y acotado. Por
lo cual, por el Teorema 3.1.21, el ran(A−λI) es cerrado. De la primera igualdad en la
ecuación (3.58), se sigue que dom(V ) = ran(A−λI), entonces dom(V ) es cerrado.

Teorema 3.6.4. Sea V como en la Definición 3.6.1. Entonces

ran(V − I) = H. (3.59)

Demostración. Tomemos la diferencia entre las ecuaciones (3.58) como sigue:

V h− h = (A− λI)f − (A− λI)f

= Af − λf − Af + λf

= (λ− λ)f.

Ahora, multipliquemos la segunda igualdad por λ y la primera por λ en la ecua-
ción (3.58) y tomamos su diferencia obteniendo:

λV h− λh = λ(A− λI)f − λ(A− λI)f

= λAf − λλf − λAf + λλf

= (λ− λ)Af.

Reacomodando la ecuaciones anteriores obtenemos las siguientes ecuaciones:

(λ− λ)f = (V − I)h (λ− λ)Af = (λV − λI)h, (3.60)

entonces de la primera ecuación en (3.60) obtenemos inmediatamente que ran(V −I) =
dom(A). Y como el dom(A) = H, se tiene que el ran(V − I) = H.

Lema 3.6.5. Sea V un operador isométrico. Si el ran(V − I) = H, entonces 1 /∈
σp(V ).

Demostración. 1 /∈ σp(V ) sii ker(V − I) = {0}. Sea f ∈ dom(V ) = dom(V − I) y
g ∈ ker(V − I), por lo que V g = g,entonces

〈(V − I)f, g〉 = 〈V f, g〉 − 〈f, g〉 = 〈V f, V g〉 − 〈f, g〉
= 〈f, g〉 − 〈f, g〉 = 0,

lo cual implica 〈(V − I)f, g〉 = 0. Aśı, cuando f recorre todo dom(V ), entonces (V −
I)f recorre todo el ran(V − I) y ya que el rango es denso, por el Lema 2.3.6, g = 0.
Por lo tanto ker(V − I) = {0}.
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Teorema 3.6.6. Sea V como en la Definición 3.6.1. Entonces A puede ser recuperado
de forma única a partir de su transformada de Cayley V .

Demostración. Ya que V es transformada de Cayley, del Teorema 3.6.4 obtenemos
que V satisface (3.59). Por el Lema 3.6.5, se sigue que (V − I)−1 existe, por lo que
podemos despejar A de la ecuación (3.57) obteniendo:

A = (λV − λI)(V − I)−1. (3.61)

Por como esta escrita la ecuación (3.61) el operador A es único.

Teorema 3.6.7. La transformación de Cayley V = (A−λI)(A−λI)−1 pone en corres-
pondencia uno a uno al conjunto de operadores simétricos cerrados y los operadores
isométricos que satisfacen (3.59).

Demostración. Claramente de (3.57) tenemos que A determina uńıvocamente a V .
Además de los Teoremas 3.6.3 y 3.6.4 se sigue que V es isométrico y satisface (3.59).
Por otra parte, si V es isométrico y satisface (3.59), entonces por el Lema 3.6.5 existe
(V − I)−1 y podemos definir A por medio de (3.61). El operador A es denso porque
dom(A) = ran(V − I) y es cerrado ya que ran(A − λI) = dom(V ) y dom(V ) es
cerrado esto como consecuencia del Teorema 3.2.2 y del hecho de que dom(V ) es
subespacio. Ahora, sea f ∈ dom(A) y λ = α + iβ /∈ R, tomamos f y Af como en las
ecuaciones (3.60), el producto interior〈

(λ− λ)Af, λ− λ)f
〉

= 2iβ(−2iβ) 〈Af, f〉
= 4β2 〈Af, f〉 =

〈
(V − I)h, (λV − λI)h

〉
=
〈
V h− h, λV h− λh

〉
=
〈
V h, λV h

〉
− 〈V h, λh〉 − 〈h, λV h〉+ 〈h, λh〉

= λ ‖V h‖2 + λ ‖h‖2 − λ 〈V h, h〉 − λ 〈h, V h〉 ,

usando el hecho de que V es isométrico y propiedades del producto interior la ultima
igualdad en la ecuación anterior, resulta en:

(λ+ λ) ‖h‖2 − (〈V h, λh〉+ 〈V h, λh〉)
= 2α ‖h‖2 − 2 Re 〈V h, λh〉 ,

esto implica que 〈Af, f〉 ∈ R, entonces A es simétrico como consecuencia del Teo-
rema 3.3.4. Por lo que a cada V isométrico que satisface (3.59) le corresponde un
operador simétrico cerrado dado por (3.61).

Teorema 3.6.8. Sea V la transformada de Cayley de A. Entonces

n−(A) = ni(V )

n+(A) = ne(V ).
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Demostración. Ya que V es transformada de Cayley de A de las ecuaciones (3.58), se
sigue que

dom(V ) = ran(A− λI) ran(V ) = ran(A− λI),

entonces tomando en cuenta las ecuaciones anteriores el Teorema 3.5.8 y las Definicio-
nes 3.3.11 y 3.5.6 se tiene que

n−(A) = dim(H	 ran(A− λI))

= dim(H	 ran(V − λI))

= dim(H	 ran(V )) = ni(V )

tomando λ < 0, entonces λ > 0 obteniendo

n+(A) = dim(H	 ran(A− λI))

= dim(H	 ran(V − λI))

= dim(H	 dom(V )) = ne(V ).

Teorema 3.6.9. Un operador simétrico cerrado A es auto-adjunto sii su transformada
de Cayley es un operador unitario.

Demostración. Sea A un operador auto-adjunto y V su operador isométrico asociado
mediante la transformada de Cayley. Por el Teorema 3.3.13, tenemos que

n−(A) = n+(A) = 0.

Y por el Teorema 3.6.8, tendŕıamos que

0 = n−(A) = ni(V )

0 = n+(A) = ne(V ),

entonces por el Corolario 3.5.10 V es unitario. Rećıprocamente, sea V un operador
unitario y A el operador simétrico del cual V es transformada de Cayley. Ya que V es
unitario del Corolario 3.5.10, tenemos que

ni(V ) = ne(V ) = 0.

Aśı, del Teorema 3.6.8, tenemos

0 = ni(V ) = n−(A)

0 = ne(V ) = n+(A),

entonces de las ecuaciones anteriores y por Teorema 3.3.13, concluimos que A es auto-
adjunto.
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3.7. Extensiones de von Neumann

Sabemos que un operador simétrico cerrado A es restricción de su adjunto, es decir,
A ⊂ A∗. Ahora suponga que existe un operador simétrico cerrado Ã que es extensión
de A. Ya que A ⊂ Ã, entonces del Teorema 3.3.5 se sigue que Ã∗ ⊂ A∗. Aśı, para
cualquier extensión simétrica Ã de A se obtiene la siguiente cadena:

A ⊂ Ã ⊂ Ã∗ ⊂ A∗.

Teorema 3.7.1. Sea A un operador simétrico y A la cerradura de A. Entonces A es
una extensión simétrica de A.

Demostración. Ya que A es un operador simétrico tenemos que A ⊂ A∗ y del hecho de
que A es la cerradura de A tenemos que A ⊂ A. En términos de sus gráficas tenemos
que G(A) ⊂ G(A∗), G(A) ⊂ G(A) = G(A). Por lo tanto, ya que, G(A) es el mı́nimo
subespacio cerrado en H⊕H que contiene a G(A), entonces G(A) ⊂ G(A∗) = G(A

∗
)

esta última igualdad es consecuencia de la ecuación (3.18). Por lo tanto A ⊂ A∗,
concluyendo que A es simétrico.

Definición 3.7.2. Sea {L}Nk=1 (N ∈ N) un sucesión de conjuntos lineales en un espacio
lineal, Lk ∩ Lj = {0} (k 6= j), entonces span{L}Nk=1 se denotara por

L1 u · · ·u LN

y se llamara suma directa de los conjuntos lineales Lk k = 1, · · ·N .

Note que dim(L1 u · · ·u Ln) = dim(L1) + · · ·+ dim(Ln).

Teorema 3.7.3. (Primera formula de von Neumann) Sea A un operador simétrico
cerrado. Entonces el dominio de A∗ esta dado por:

dom(A∗) = dom(A)u ker(A∗ − λI)u ker(A∗ − λI), (3.62)

con Imλ 6= 0.

Demostración. Claramente la parte derecha de la ecuación (3.62) esta contenida en
dom(A∗), esto por la simetŕıa del operador A. Demostraremos la contención contraria.
Sea g ∈ dom(A∗), por el Teorema 3.1.36 podemos escribimos

H = ran(A− λI)⊕ ker(A∗ − λI), (3.63)

entonces

(A∗ − λI)g = (A− λI)f + (A∗ − λI)u

= (A− λI)f + (λ− λ)u (3.64)
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con f ∈ dom(A) y u ∈ ker(A∗ − λI), la ecuación (3.64) tiene lugar sii

(A− λI)(g − f − u) = 0

donde g− f − u = u ∈ ker(A∗−λI), implica que g = f + u+ u. Ahora, veamos que la
suma es directa en la ecuación (3.62). Sea g = 0, es decir, f + u + u = 0. Aplicamos
A∗−λI, obtenemos (A−λI)f + (λ−λ)u = 0 y tomando en cuenta la ecuación (3.63),
resulta u = 0, (A− λI)f = 0. Implicando que f = 0 y entonces u = 0.

Comentario 3.7.4. Ya que A∗ es lineal actúa sobre sumas directas (véase Defini-
ción 3.7.2), de la ecuación (3.62), se sigue que

dim

[
dom(A∗)

dom(A)

]
= dim(ker(A∗ − λI)u ker(A∗ − λI))

= dim ker(A∗ − λI) + dim ker(A∗ − λI).

Ahora, tomando en cuenta la ecuación(3.45), se tiene que

dim

[
dom(A∗)

dom(A)

]
= n−(A) + n+(A). (3.65)

Cabe agregarse que n±(A) es independiente de λ.

Lema 3.7.5. Sea V la transformada de Cayley de A. Entonces toda extensión isométri-
ca de V da lugar a un extensión simétrica de A por medio de la transformada inversa
de Cayley.

Demostración. Sea Ṽ una extensión isométrica de V . Como V es transformada de Cay-

ley de A, entonces ran(V − I) = H. Claramente ran(Ṽ − I) = H, por el Teorema 3.6.7,
se sigue que la transformada de Cayley de Ṽ da un operador simétrico cerrado. Aśı,
obtenemos que dom(Ã) = ran(Ṽ − I) y ya sab́ıamos que dom(A) = ran(V − I), usan-
do esto y el hecho de que V ⊂ Ṽ se tiene que ran(V − I) ⊂ ran(Ṽ − I), entonces
dom(A) ⊂ dom(Ã). Ahora, sea f ∈ dom(A) y tomamos la transformada inversa de Ã;

Ãf = (λṼ − λI)(Ṽ − I)−1f,

puesto que V ⊂ Ṽ y por el Teorema 3.1.5, se sigue que

(λṼ − λI)(Ṽ − I)−1f = (λV − λI)(V − I)−1f = Af.

Comentario 3.7.6. Existe una forma sencilla de construir extensiones isométricas de un
operador isométrico dado V . Efectivamente, ya que dom(V ) y ran(V ) son subespacios
podemos tomar subespacios D0 ⊂ (H 	 dom(V )) y R0 ⊂ (H 	 ran(V )) tales que
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dim(D0) = dim(R0) = n0 y construimos una isometŕıa V0 : D0 → R0. Ahora, sea Ṽ el
operador definido en

dom(Ṽ ) = dom(V )⊕D0 (3.66)

tal que para toda f en el conjunto dado por (3.66)

Ṽ f = V Pdom(V )f + V0PD0f (3.67)

donde Pdom(V ),PD0 son los operadores de proyección (véase Definición 3.1.13).

Teorema 3.7.7. El operador Ṽ dado en el Comentario 3.7.6 es una extensión de V
y además,

ran(Ṽ ) = ran(V )⊕R0. (3.68)

Demostración. Claramente de la ecuación (3.66), se sigue que el dom(V ) ⊂ dom(Ṽ ).
Sea f ∈ dom(V ), entonces ya que f es ortogonal a D0, se sigue que V0PD0f = 0 y ya
que f ∈ dom(V ), se obtiene que V Pdom(V )f = V f . Por lo tanto de (3.67) se tiene que

Ṽ f = V Pdom(V )f + 0 = V f.

Ahora, veamos que efectivamente el ran(Ṽ ) está dado como en la ecuación (3.68). En
efecto,

ran(Ṽ ) = Ṽ dom(Ṽ ) = Ṽ (dom(V )⊕D0)

= Ṽ dom(V )u Ṽ D0 = V dom(V )u V0D0

= ran(V )⊕R0.

Teorema 3.7.8. Toda extensión isométrica se construye como en el Comentario 3.7.6.

Demostración. Sea V un operador isométrico dado y V̂ una extensión arbitraria
isométrica de V . Del hecho de que V ⊂ V̂ , se sigue que los subespacios dom(V ),
dom(V̂ ) satisfacen que dom(V ) ⊂ dom(V̂ ). Ahora, sea f ∈ dom(V̂ ) 	 dom(V ) y
g ∈ ran(V ) o sea que existe f̃ ∈ dom(V ) tal que V f̃ = g, tomando en cuenta que V̂
es un operador isométrico y una extensión isométrica de V , resulta que〈

V̂ f, g
〉

=
〈
V̂ f, V f̃

〉
=
〈
V̂ f, V̂ f̃

〉
=
〈
f, f̃
〉

= 0,

lo cual implica que g ⊥ V̂ f . Aśı, V̂ f ∈ ran(V̂ )	 ran(V ) y claramente V̂ �dom(V̂ )	dom(V )

es isometŕıa puesto que
∥∥∥V̂ f∥∥∥ = ‖f‖ para toda f en dom(V̂ ) 	 dom(V ), por lo que

dim(dom(V̂ )	dom(V )) = dim(ran(V̂ )	ran(V )). Aśı, definimos V̂ �dom(V̂ )	dom(V )=: V0
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y D0 := dom(V̂ ) 	 dom(V ), R0 := ran(V̂ ) 	 ran(V ). Ahora, para toda w ∈ dom(V̂ ),
tenemos que

V̂ w = V Pdom(V )w + V0PD0w

Corolario 3.7.9. Toda extensión simétrica cerrada es la transformada inversa de
Cayley de una extensión isométrica dada por el Comentario 3.7.6.

Demostración. Este corolario es consecuencia del Lema 3.7.5 y del Teorema 3.7.8.

Teorema 3.7.10. (Segunda formula de von Neumann) Sea A un operador simétrico
cerrado y λ ∈ C\R. Consideremos D0 ⊂ ker(A∗−λI), R0 ⊂ ker(A∗−λI) subespacios
tales que dimD0 = dimR0. Dado V0 un operador isométrico de D0 a R0. Entonces la
formula

dom(Ã) = dom(A)u (V0 − I)D0 (3.69)

define el dominio para una extensión simétrica cerrada Ã de A y el dominio de cada
una de esas extensiones tiene descomposición de la forma (3.69).

Demostración. Sea A un operador simétrico cerrado, por medio de la transformada
inversa de Cayley le asociamos un operador isométrico V . Por ser V transformada
de Cayley de A tenemos que dom(A) = ran(V − I), dom(V ) = ran(A − λI). Aho-
ra, extendemos V como en el Comentario 3.7.6 usando V0. Aśı, obtenemos Ṽ y del
Teorema 3.1.36 se sigue que

D0 ⊂ ker(A∗ − λI) = H	 ran(A− λI) = H	 dom(V )

R0 ⊂ ker(A∗ − λI) = H	 ran(A− λI) = H	 ran(V ),

donde V0 va de D0 a R0. Aśı, del Corolario 3.7.9 obtenemos una extensión simétrica
cerrada Ã de A. Donde el Ã tiene dominio dado por

dom(Ã) = ran(Ṽ − I) = (Ṽ − I) dom(Ṽ ) = (Ṽ − I)[dom(V )⊕D0]

= (Ṽ − I) dom(V )u (Ṽ − I)D0 = (V − I) dom(V )u (V0 − I)D0

= dom(A)u (V0 − I)D0.

Teorema 3.7.11. Sea V , Ṽ y n0 como en el Comentario 3.7.6. Entonces

ne(Ṽ ) = ne(V )− n0

ni(Ṽ ) = ni(V )− n0
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Demostración. Sea V un operador isométrico y Ṽ como en el Comentario 3.7.6, se
sigue que

H	 dom(Ṽ ) = H	 (dom(V )⊕D0)

= {h ∈ H : h ⊥ (dom(V )⊕D0)}
= {h ∈ H : h ⊥ dom(V ) y x ⊥ D0}
= {h ∈ (H	 dom(V )) : x ⊥ D0}
= (H	 dom(V ))	D0.

Entonces

ne(Ṽ ) = dim(H	 dom(Ṽ ))

= dim((H 	 dom(V ))	D0)

= dim((H 	 dom(V )))− dim(D0)

= ne(V )− n0.

La demostración para ni(V ) es análoga a la anterior.

Corolario 3.7.12. Sea A y Ã los operadores simétricos cerrados correspondientes a
V y Ṽ del Comentario 3.7.6. Entonces

n±(Ã) = n±(A)− n0. (3.70)

Demostración. La demostración es directa tomando en cuenta los Teoremas 3.7.11
y 3.6.8 y el Corolario 3.7.9.

Comentario 3.7.13. Podemos construir de un modo sencillo extensiones de operadores
isométricos que sean operadores unitarios cuando ne(V ) = ni(V ). En efecto, sea V y
Ṽ como en el Comentario 3.7.6, pero tomemos D0 y R0 como sigue:

D0 = (H	 dom(V ))

R0 = (H	 ran(V )),

entonces el operador Ṽ tiene dominio dado por

dom(Ṽ ) = dom(V )⊕D0 = H.

Del Teorema 3.7.7, se sigue que Ṽ es isométrico y además

ran(Ṽ ) = ran(V )⊕R0 = H.

Lo cual implica que Ṽ es unitario. Para diferentes isometŕıas de H 	 dom(V ) a H 	
ran(V ) obtenemos diferentes extensiones unitarias.
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Comentario 3.7.14. Del Comentario 3.7.13 claramente, V tiene extensiones unitarias
sii ne(V ) = ni(V ). Por el Corolario 3.7.9 y el Teorema 3.6.8, tenemos que el operador
simétrico cerrado A tiene extensiones auto-adjuntas sii n+(A) = n−(A).

A los “́ındices que deficiencia” de un operador simétrico n±(A) los escribiremos
por el par ordenado (n+(A), n−A).

Corolario 3.7.15. Toda extensión simétrica cerrada de un operador simétrico cerrado
con ı́ndices de deficiencia (1, 1) es un operador auto-adjunto.

Demostración. Observe primero que del Comentario 3.7.14 nuestro operador tiene
extensiones auto-adjuntas. De la ecuación (3.70), se sigue que

n±(Ã) < n±(A) = 1,

por lo que n±(Ã) = 0 ya que no existen dimensiones fraccionarias para espacios lineales.
Por los que Ã es auto-adjunto, esto como consecuencia del Teorema 3.3.13.
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Caṕıtulo 4

Representación matricial de
operadores

Lo que se va hacer en este caṕıtulo es dar un algoritmo para que a partir de un
operador lineal T y una base ortonormal fija en el dom(T ) definir uńıvocamente una
matriz. Los resultados que aqúı se exponen se basan en resultados de [3] y [5].

4.1. El problema de representación matricial de un

operador

Veamos el siguiente algoritmo:
Sea T un operador lineal cualquiera con dom(T ) ⊂ H y H separable. Supongamos

que {uk}k∈N ⊂ dom(T ) es una b.o.n. fija, definamos los números complejos

tjk := 〈Tuk, uj〉 ; (4.1)

los cuales determinan la matriz 
t11 t12 t13 · · ·
t21 t22 t23 · · ·
t31 t32 t33 · · ·
...

...
...

. . .

 . (4.2)

De esta manera la matriz es única, ya que la base es fija. Pero, es fácil dar ejem-
plos de operadores distintos a T a los que el algoritmo anterior les asigna la misma
matriz (4.2). En efecto, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.1. Tomemos T̃ una extensión de T como en la Definición 3.1.2. Entonces
claramente tenemos 〈

T̃ uk, uj

〉
= 〈Tuk, uj〉 = tjk,

lo que nos dice que la misma matriz (4.2) ha sido asociada a dos operadores distintos.
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Esto nos hace preguntarnos ¿Bajo que condiciones una matriz define uńıvocamente
un operador? Para poder responder de forma sencilla a esta pregunta, introduciremos
un espacio de Hilbert, que en esta sección y más adelante usaremos. Dicho espacio
de Hilbert es denotado `2(N) y consiste en todas las sucesiones de números complejos
φ = {φk}∞k=1 tal que

∞∑
k=1

|φk|2 <∞, (4.3)

con el producto interior entre φ = {φk}∞k=1 y ψ = {ψk}∞k=1 definido como sigue

〈φ, ψ〉 :=
∞∑
k=1

φkψk

ésta última serie es convergente como consecuencia del Teorema 2.1.3. El espacio defi-
nido, resulta ser completo con respecto a la norma generada por el producto interior.
Además, vamos a considerar el subconjunto lineal de `2(N), denotado `fin(N) y que
consta de las sucesiones de números complejos que tienen una cantidad finita de ele-
mentos no cero. `fin(N) resulta ser denso en `2(N).

Definición 4.1.2. El espacio `2(N) tiene dimensión infinita, por lo que se puede
construir un operador isométrico U entre cualquier espacio de Hilbert separable H con
dim(H) = ∞ y `2(N), esto como consecuencia del Teorema 2.2.16. U es el operador
que actúa sobre una b.o.n. {uk}∞k=1 ⊂ H de acuerdo a

Uuk = δk,

con {δk}∞k=1 la base canónica de `2(N).

Lo que queremos hacer es relacionar matrices y operadores de forma tal que esta
relación sea biuńıvoca. Esto lo vamos a poder realizar sólo para ciertos operadores.

4.2. Representación matricial de operadores acota-

dos

Sea T ∈ B(H) y {uk}k∈N una b.o.n fija en H. Para el operador T definimos los
números tjk, j, k ∈ N como en la ecuación (4.1). Estos números están definidos uńıvo-
camente, ya que la b.o.n. {uk}k∈N es fija. Sea f ∈ H,

f =
∞∑
k=1

fkuk,



Representación matricial de operadores acotados 73

observe que Tf =
∑∞

k=1 fkTuk, podemos escribir Tf como sigue

(Tf)j = 〈Tf, uj〉

=

〈
∞∑
k=1

fkTuk, uj

〉

=
∞∑
k=1

fk 〈Tuk, uj〉

=
∞∑
k=1

tjkfk, (4.4)

donde (Tf)j es la descomposición de Tf con respecto a la base ortonormal {uk}k∈N,
es decir,

Tf =
∞∑
j=1

(Tf)juj.

Aplicando el operador isométrico U (véase Definición 4.1.2) a Tf y f , obtenemos

UTf =


(Tf)1

(Tf)2

(Tf)3
...

 Uf =


f1

f2

f2
...

 . (4.5)

De forma que (4.4) se convierte en
(Tf)1

(Tf)2

(Tf)3
...

 =


t11 t12 t13 · · ·
t21 t22 t23 · · ·
t31 t32 t33 · · ·
...

...
...

. . .



f1

f2

f3
...

 .

Es decir que

Tf = U−1


(Tf)1

(Tf)2

(Tf)3
...

 = U−1


t11 t12 t13 · · ·
t21 t22 t23 · · ·
t31 t32 t33 · · ·
...

...
...

. . .

Uf, (4.6)

o sea

T = U−1


t11 t12 t13 · · ·
t21 t22 t23 · · ·
t31 t32 t33 · · ·
...

...
...

. . .

U.



74 Representación matricial de operadores

Aśı, la transformación unitaria de la matriz (4.2) es el operador T . Entonces podemos
asociar a la matriz 

t11 t12 t13 · · ·
t21 t22 t23 · · ·
t31 t32 t33 · · ·
...

...
...

. . .


el operador UTU−1 y viceversa. Aqúı no hay otro operador asociado a T , como en el
ejemplo 4.1.1.

Teorema 4.2.1. T ∈ B(H) sii UTU−1 ∈ B(`2(N))

Demostración. Usando el hecho de que dom(UTU−1) = U dom(T ), se sigue que
UTU−1 esta definido en todo `2(N). Entonces basta con ver que es acotado. Sea
φ ∈ dom(UTU−1) tal que Uf = φ. Aśı, ya que T ∈ B(H), entonces existe C > 0
tal que

‖Tf‖ ≤ C ‖f‖ ,

donde se sigue que ∥∥TU−1φ
∥∥ ≤ C

∥∥U−1φ
∥∥ ,

Ya que U es isométrico, aplicamos U a la última desigualdad obteniendo∥∥UTU−1φ
∥∥ ≤ C ‖φ‖ ,

cumpliendo la Definición 3.1.8, entonces UTU−1 esta en B(`2(N)). La afirmación
rećıproca se obtiene revirtiendo los pasos anteriores.

Ahora, ya que T ∈ B(H), entonces T ∗ ∈ B(H) como consecuencia del Teore-
ma 3.1.32. Hacemos lo mismo que hicimos arriba para T ahora para T ∗, es decir,

t∗jk : = 〈T ∗uk, uj〉 = 〈uk, Tuj〉
= 〈Tuk, uj〉 = tkj,

con {uk}k∈N fija, donde los números complejos anteriores definen uńıvocamente la
matriz 

t∗11 t∗12 t∗13 · · ·
t∗21 t∗22 t∗23 · · ·
t∗31 t∗32 t∗33 · · ·
...

...
...

. . .

 =


t11 t21 t31 · · ·
t12 t22 t32 · · ·
t13 t23 t33 · · ·
...

...
...

. . .

 . (4.7)

Aśı, haciendo el procedimiento que hicimos anteriormente, podemos identificar de
manera única la matriz (4.7) con el operador UT ∗U−1. Lo que quiere decir que la
matriz UT ∗U−1 se obtiene de transponer los elementos de UTU−1 y conjugarlos.
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Teorema 4.2.2. Sea T ∈ B(H). Entonces

UT ∗U−1 = (UTU−1)∗

Demostración. Sea φ, ψ ∈ `2(N) tal que Ug = ψ y Uf = φ con f, g ∈ H.〈
UTU−1φ, ψ

〉
`2(N)

= 〈UTf, Ug〉`2(N)

= 〈Tf, g〉H = 〈f, T ∗g〉H
= 〈Uf, UT ∗g〉H =

〈
φ, UT ∗U−1ψ

〉
`2(N)

,

concluyendo que UT ∗U−1 = (UTU−1)∗.

Teorema 4.2.3. Si T ∈ B(H). Entonces la matriz definida en (4.2) satisface∣∣∣∣∣∑
j∈N

(∑
k∈N

tkjφk

)
ψj

∣∣∣∣∣
2

≤ C
∑
k∈N

|φk|2
∑
j∈N

|ψj|2 , (4.8)

con cierta C > 0 y para toda φ = {φk}k∈N, ψ = {ψk}k∈N ∈ `2(N).

Demostración. Sea φ = {φk}k∈N, ψ = {ψk}k∈N ∈ `2(N). Por el Teorema 4.2.2 tenemos
que 〈

UTU−1φ, ψ
〉

=
〈
φ, UT ∗U−1ψ

〉
,

es decir, desarrollando la expresión anterior tenemos

∑
j∈N

(∑
k∈N

tjkφk

)
ψj =

∑
j∈N

(∑
k∈N

tkjψk

)
φj. (4.9)

Usando el hecho de que T ∈ B(H), del Teorema 4.2.1 y el Teorema 2.1.3, concluimos
que existe C > 0 tal que ∣∣〈UTU−1φ, ψ

〉∣∣ ≤ C1/2 ‖φ‖ ‖ψ‖ ,

donde desarrollando esta ultima desigualdad obtenemos la ecuación (4.8) debido a la
ecuación (4.9).

Teorema 4.2.4. Suponga que una matriz {tjk}j,k∈N satisface∣∣∣∣∣
p∑
j=1

(
q∑

k=1

tkjφk

)
ψj

∣∣∣∣∣
2

≤ C

q∑
k=1

|φk|2
p∑
j=1

|ψj|2 , (4.10)

para cualquier p, q ∈ N, con cierta C > 0 y para toda φ = {φk}k∈N, ψ = {ψk}k∈N ∈
`2(N). Entonces existe un operador T ∈ B(H) tal que la matriz {tjk}j,k∈N se identifica
con UTU−1.



76 Representación matricial de operadores

Demostración. Sea {tjk}j,k∈N una matriz que satisface la desigualdad (4.10) para cua-
lesquiera p, q ∈ N. Vamos a probar que esta matriz determina a un operador acotado
en l2(N). Tomemos φ = {φk}k∈N, ψ = {ψk}k∈N ∈ `2(N) tales que

φ1 = φ2 = · · · = φj−1 = φj+1 = · · · = 0, φj 6= 0

ψ1 = ψ2 = · · · = ψm−1 = ψn+1 = ψn+2 · · · = 0, ψm, . . . , ψn 6= 0,

sustituyendo estos elementos en la ecuación (4.10), obtenemos∣∣∣∣∣
n∑

k=m

tkjψk

∣∣∣∣∣ ≤ C

√√√√ n∑
k=m

|ψk|2. (4.11)

Esto implica la convergencia de la serie, utilizando el criterio de Cauchy de convergen-
cia de series ∑

k∈N

tkjψk (4.12)

para cualquier j ∈ N y para cualquier ψ = {ψk}k∈N ∈ `2(N). Ahora, tomemos m = 1
en la ecuación (4.11), obteniendo∣∣∣∣∣

n∑
k=1

tkjψk

∣∣∣∣∣ ≤ C

√√√√ n∑
k=1

|ψk|2 ≤ C ‖ψ‖ .

Ya que esto sucede para toda {ψk}k∈N ∈ `2(N), entonces∣∣∣∣∣
n∑
k=1

tkjψk

∣∣∣∣∣ ≤ C ‖ψ‖ . (4.13)

Aśı, del hecho de que la serie (4.12) converge, podemos hacer tender n → ∞ en la
ecuación (4.13), lo que resulta en∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

tkjψk

∣∣∣∣∣ ≤ C ‖ψ‖ .

Definimos, para todo ψ ∈ `2(N),

Φ(ψ) :=
∑
k∈N

tkjψk (4.14)

que claramente es un funcional lineal y acotado, ya que

|Φ(ψ)| =

∣∣∣∣∣∑
k∈N

tkjψk

∣∣∣∣∣ ≤ C ‖ψ‖ .
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Por el Teorema 2.3.5 existe η ∈ `2(N) tal que

Φ(ψ) = 〈ψ, η〉 =
∑
k∈N

ψkηk. (4.15)

Igualando (4.14) con (4.15), obtenemos que∑
k∈N

ψkηk =
∑
k∈N

tkjψk,

es decir, ∑
k∈N

(ηk − tkj)ψk = 0.

Ya que esta igualdad es valida para toda ψ ∈ `2(N), entonces

ηk = tkj.

Por lo tanto {tkj}k∈N ∈ l2(N), lo que implica que∑
k∈N

|tkj|2 <∞.

Definamos la acción del operador A0, para la base canónica {δn}n∈N en `2(N) por
medio de la fórmula

(A0δn)k :=
∑
j∈N

tkjδnj = tkn,

para toda k ∈ N. El elemento A0δn está en `2(N) para toda n ∈ N, ya que {tkj}k∈N ∈
`2(N). Ahora, por linealidad, podemos definir la acción A0 para todos los elementos
de `fin(N), es decir, con una número finito de elementos no cero. En efecto, dado que

A0δn =


t1n
t2n
t3n
...


la acción del operador A0 sobre φ =

∑N
n=1 φnδn está dada por

A0φ =
N∑
n=1

φnA0δn =
N∑
n=1

φn


t1n
t2n
t3n
...

 .

Por lo tanto,

(A0φ)k =
N∑
n=1

φntkn (4.16)
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con φ ∈ `fin(N). Verifiquemos que el operador A0 está acotado. De la desigualdad
(4.10), tenemos

|〈A0φ, ψ〉| ≤ C ‖φ‖ ‖ψ‖ , (4.17)

para todo φ, ψ ∈ `fin(N). Por continuidad del producto interior, (4.17) en realidad se
cumple para toda φ ∈ `fin(N) y ψ ∈ `2(N). Ahora, sea ψ = A0φ 6= 0. Sustituyendo en
(4.17), obtenemos

‖A0φ‖2 ≤ C ‖φ‖ ‖A0φ‖ ,
aśı,

‖A0φ‖ ≤ C ‖φ‖
Por lo tanto, A0, definido en `fin(N), es acotado. De este modo, extendiendo el operador
A0 por continuidad a todo `2(N), y denotando esa extensión como A, vemos que A
es acotado y definido en todo `2(N). Lo que implica que A ∈ B(`2(N)). De (4.16), la
acción del operador A se puede definir como

(Aφ)k =
∑
n∈N

tknφn.

Del Teorema 4.2.1, tenemos que U−1AU = T para algún operador T ∈ B(H), conclu-
yendo que A = UTU−1.

Corolario 4.2.5. Una matriz satisface (4.8) sii es matriz de un operador en B(H).

Demostración. La prueba es sencilla, tomando en cuenta el Teorema 4.2.3 y el Teore-
ma 4.2.4 y ajustando sus demostraciones.

Teorema 4.2.6. Sea {tjk}j,k∈N la representación matricial T ∈ B(H). Si∑
j,k∈N

|tjk|2 <∞, (4.18)

entonces T ∈ S∞(H).

Demostración. Suponga que tiene lugar (4.18), entonces

ĺım
p→∞

p∑
j=1

∑
k∈N

|tjk|2 <∞

Por lo tanto, para cada ε > 0, existe un número entero p = p(ε) tal que

∞∑
j=p+1

∑
k∈N

|tjk|2 ≤ ε2.

Construyamos el operador Tε con la siguiente relación

Tεf = g1u1 + g2u2 + · · ·+ gpup,
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donde
gj =

∑
k∈N

tjkfk (4.19)

y f =
∑

k∈N fkuk. Note que la suma en (4.19) es convergente, ya que∣∣∣∣∣∑
k∈N

tjkfk

∣∣∣∣∣ ≤
(∑
k∈N

|tjk|2
) 1

2
(∑
k∈N

|fk|2
) 1

2

.

Sea
Tf =

∑
j∈N

gjuj,

entonces tenemos que

‖Tf − Tεf‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑

j=p+1

gjuj

∥∥∥∥∥
2

y por el Teorema 2.2.3∥∥∥∥∥
∞∑

j=p+1

gjuj

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

j=p+1

∥∥∥∥∥∑
k∈N

tjkfk

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
j=p+1

∑
k∈N

|tjk|2 ‖f‖2 ≤ ε2 ‖f‖2 .

Ahora, verifiquemos que el operador Tε es compacto. Para ello, seleccionaremos cual-
quier conjunto acotado de vectores en H. El operador Tε va a mapear este conjunto
en un conjunto acotado de un subespacio de dimensión finita de H, y este conjunto es
compacto por el Teorema de Bolzano-Weierstrass. Por lo tanto, Tε es compacto.

Demostrando, que si
‖Tf − Tεf‖ ≤ ε2 ‖f‖ (4.20)

con ε arbitrario y Tε compacto, entonces T es compacto. En efecto, escogemos una
sucesión de números positivos ε1 > ε2 > ε3 > · · · tal que ĺımk→∞ εk = 0. Ahora, con-
sideremos la sucesión de operadores compactos {Tεk}k∈N. Sea M un conjunto acotado
arbitrario de H tales que si f ∈M ‖f‖ ≤ C. Tómese una sucesión arbitraria {fk}k∈N
en M . Ahora bien, por la compacidad del operador Tε1 , existe una subsucesión

f11, f12, f13, · · · (4.21)

la cual es mapeada por el operador Tε1 en una sucesión convergente. De la suce-
sión (4.21) seleccionamos una subsucesión

f21, f22, f23, · · ·
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la cual también es mapeada en una sucesión convergente por el operador Tε2 . Conti-
nuando este proceso, obtenemos la sucesión infinita de sucesiones de la forma

f11 f12 f13 · · · = {f1k}k∈N

f21 f22 f23 · · · = {f2k}k∈N

f31 f32 f33 · · · = {f3k}k∈N
...

...
...

...

en el que cada una es una subsucesión de la anterior. La sucesión de la diagonal

f11, f22, f33, · · · (4.22)

es mapeada por el operador Tεk , para cada k ∈ N, en una sucesión convergente.
Probaremos que la sucesión diagonal (4.22) es mapeada, también, en una sucesión
convergente por el operador T . Para ello, es suficiente probar

ĺım
m,n→∞

‖Tfnn − Tfmm‖ = 0 (4.23)

Note que

‖Tfnn − Tfmm‖ = ‖Tfnn − Tfmm + Tεkfnn − Tεkfnn + Tεkfmm − Tεkfmm‖
≤ ‖Tfnn − Tεkfnn‖+ ‖Tεkfnn − Tεkfmm‖+ ‖Tεkfmm − Tfmm‖
≤ 2εkC + ‖Tεkfnn − Tεkfmm‖ .

Tomando k suficientemente grande, podemos hacer el termino 2εkC tan pequeño como
queramos. Después de esto, tomamosN tan grande de tal forma que ‖Tεkfnn − Tεkfmm‖
se haga tan pequeño como queramos para n,m > N . Aśı, (4.23) se satisface y T es
compacto, es decir T ∈ S∞(H).

4.3. Representación matricial de operadores simétri-

cos

Se ha resuelto parte de la pregunta para operadores en B(H). Ahora, veremos otro
caso que es el de operadores simétricos cerrados no acotados. En esta parte del trabajo
supondremos siempre que los operadores son simétricos cerrados. Sea A un operador
simétrico (véase Definición 3.3.1) y cerrado (véase Definición 3.1.19). Además, sea
{uk}k∈N una b.o.n fija en dom(A). Entonces definimos los números complejos

ajk := 〈Auk, uj〉 = 〈uk, Auj〉 = akj,



Representación matricial de operadores simétricos 81

lo que nos dice que la matriz
a11 a12 a13 · · ·
a21 a22 a23 · · ·
a31 a32 a33 · · ·
...

...
...

. . .

 =


a11 a21 a31 · · ·
a12 a22 a32 · · ·
a13 a23 a33 · · ·
...

...
...

. . .

 , (4.24)

es hermitiana. Nótese que bajo las condiciones que pedimos al operador A en general
éste no es acotado. Ahora, consideremos nuevamente al operador isométrico U como
se hizo anteriormente obteniendo el operador UAU−1.

Teorema 4.3.1. A es simétrico cerrado sii UAU−1 es simétrico cerrado.

Demostración. UAU−1 está densamente definido. En efecto, dom(UAU−1) = U dom(A),
por lo que dom(UAU−1) es denso en `2(N), ya que dom(A) es denso en H y U
es isometŕıa entre H y `2(N). Ahora, veamos que UAU−1 es simétrico. Sea φ, ψ ∈
dom(UAU−1) tal que Uf = φ y Ug = ψ, entonces〈

UAU−1φ, ψ
〉
`2(N)

=
〈
UAU−1φ, Ug

〉
`2(N)

= 〈Af, g〉H = 〈f, Ag〉H
= 〈Uf, UAg〉`2(N) =

〈
φ, UAU−1ψ

〉
`2(N)

,

cumpliéndose el Teorema 3.3.2, concluyendo que UAU−1 ⊂ (UAU−1)∗, es decir, UAU−1

es simétrico. Falta ver que UAU−1 = UAU−1. Ya que A es cerrado, entonces G(A) =
G(A), es decir, la gráfica de A es cerrada y usando el hecho de que U es isometŕıa, se
sigue que UAU−1 es cerrado. La demostración contraria se obtiene repitiendo análo-
gamente la hecha arriba.

Definición 4.3.2. Consideremos que ajk son las entradas de la matriz (4.24).

a) Sea Bmáx el operador definido en

dom(Bmáx) := {φ = {φk}k∈N ∈ `2(N) :
∑
j∈N

∣∣∣∣∣∑
k∈N

ajkφk

∣∣∣∣∣
2

<∞}

y que actúa como sigue:

(Bmáxφ)j :=
∑
k∈N

ajkφk.

b) Definimos B0 := Bmáx �`fin(N), es decir, el operador Bmáx restringido a `fin(N).

c) Definimos Bmı́n como Bmı́n := B∗máx.

Teorema 4.3.3. B∗0 = Bmáx.
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Demostración. Claramente B0 está densamente definido. Demostremos primero que
dom(B∗0) ⊂ dom(Bmáx). En efecto, sea φ ∈ dom(B∗0), entonces existe ψ ∈ `2(N) tal
que B∗0φ = ψ.

ψj = 〈ψ, δj〉 = 〈B∗0φ, δj〉 = 〈δj, B∗0φ〉

= 〈B0δj, φ〉 =

〈
B0δj,

∑
k∈N

φkδk

〉
=
∑
k∈N

φk〈B0δj, δk〉 =
∑
k∈N

ajkφk.

Esto implica que φ ∈ dom(Bmáx) y B∗0φ = Bmáxφ, o sea, B∗0 ⊂ Bmáx. Ahora, probare-
mos que dom(Bmáx) ⊂ dom(B∗0). De las ecuaciones anteriores claramente obtenemos
que

〈B0δj, φ〉 =
∑
k∈N

φk 〈B0δj, δk〉 =
∑
k∈N

akjφk.

para cualquier φ ∈ `2(N). Por otra parte, suponga que φ ∈ dom(Bmáx), entonces

〈Bmáxφ, δj〉 =
∑
k∈N

φk 〈Bmáxδk, δj〉 =
∑
k∈N

akjφk.

Aśı, para todo elemento de la base canónica δj, tenemos que

〈δj, Bmáxφ〉 = 〈Bmáxφ, δj〉 =
∑
k∈N

akjφk = 〈B0δj, φ〉 ,

ya que dom(B0) consiste en todas las combinaciones lineales finitas de los elementos
de la base canónica, entonces para cualquier ψ ∈ dom(B0) se cumple que

〈B0ψ, φ〉 = 〈ψ,Bmáxφ〉 ,

por lo que φ ∈ dom(B∗0) y B∗0φ = Bmáxφ.

Corolario 4.3.4. B0 es simétrico.

Demostración. Ya que B0 es por definición restricción de Bmáx, del Teorema 4.3.3 se
sigue que B0 ⊂ B∗0 .

Corolario 4.3.5. Bmáx es cerrado.

Demostración. Ya que B∗0 = Bmáx, entonces Bmáx es cerrado como consecuencia del
Teorema 3.1.31.

Corolario 4.3.6. Bmı́n = B0.

Demostración. Está afirmación es directa tomando en cuenta el Teorema 3.1.38.
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Definición 4.3.7. Cuando suceda que UAU−1 = Bmı́n (y sólo en este caso), diremos
que {ajk}j,k∈N es la representación matricial de A con respecto a la b.o.n {uk}k∈N.

Teorema 4.3.8. Si {ajk}j,k∈N es la representación matricial de A con respecto a la
b.o.n {uk}k∈N, entonces UAU−1 es el mı́nimo operador cerrado en `2(N) que satisface〈

UAU−1δk, δj
〉

= ajk (4.25)

o equivalentemente A es el mı́nimo operador cerrado en H que satisface

〈Auk, uj〉 = ajk.

Demostración. De la Definición 4.3.7, se sigue que UAU−1 = Bmı́n. Ahora, demos-
traremos que este operador es el mı́nimo operador cerrado que satisface (4.25). Sea
UAU−1 el mı́nimo operador cerrado en `2(N) que satisface (4.25). Suponga que existe
un operador T0 cerrado y T0 ⊂ UAU−1, T0 6= UAU−1 tal que T0 satisface (4.25).
Como {ajk}j,k∈N es una matriz hermitiana, entonces T0 es simétrico y T ∗0 también sa-
tisface (4.25), por ser una extensión de T0. O sea que T ∗0 debe ser restricción de Bmáx.
Pero, por el Teorema 3.3.5, se sigue que Bmáx ⊂ T ∗0 , lo cual es una contradicción

Comentario 4.3.9. Si {ajk}j,k∈N es la representación matricial de A con respecto a la
b.o.n {uk}k∈N, entonces {ajk}j,k∈N define uńıvocamente al operador A. En efecto, a
partir de {ajk}j,k∈N se construye B0 y, entonces

A = U−1B0U.

Alternativamente, se encuentra Bmı́n a partir de {ajk}j,k∈N y

A = U−1Bmı́nU.

Definición 4.3.10. Una b.o.n {uk}k∈N se dice que es base de una representación
matricial de un operador simétrico cerrado A si:

1. Los elementos de {uk}k∈N pertenecen al dom(A).

2. Para el operador isométrico U con respecto a {uk}k∈N se cumple que

A = U−1Bmı́nU.

Teorema 4.3.11. Sea {sjk}j,k∈N una matriz hermitiana que satisface∑
k∈N

|sjk|2 <∞ ∀j ∈ N. (4.26)
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Entonces es posible definir un operador simétrico S en `2(N) de la siguiente forma;
sea S0 el operador en `2(N) tal que

S0δj :=
∑
k∈N

sjkδk (4.27)

y se extiende (4.27) por linealidad al conjunto de combinaciones lineales de {δk}k∈N,
es decir, dom(S0) = `fin(N). Ahora, sea S = S0, se cumple que S = Bmı́n, además
A = U−1SU es un operador simétrico en H y por definición su representación matricial
es {sjk}j,k∈N.

Demostración. Observemos que (4.26) implica la convergencia de (4.27) para toda
j ∈ N. Posteriormente, note que S = B0.



Caṕıtulo 5

Operadores de Jacobi

En este caṕıtulo se presentan los conceptos básicos de la teoŕıa de matrices de
Jacobi. En la Sección 5.1 se enuncia la definición de una matriz de Jacobi semi-infinita
y su correspondiente operador asociado (operador de Jacobi), aśı como algunas de
sus propiedades. Aqúı se introducen los polinomios de primer y segundo género. El
operador de Jacobi J es siempre simétrico y cerrado. Los ı́ndices de deficiencia de un
operador de Jacobi tienen sólo dos valores posibles (0, 0) y (1, 1). El caso (0, 0) corres-
ponde a J = J∗, ya que J es cerrado. Cabe hacer mención que se estará trabajando
con el caso (1, 1). En la sección 5.2 se definirán algunos subconjuntos del dominio del
operador de Jacobi, para poder estudiar extensiones auto-adjuntas de un operador de
Jacobi. Este caṕıtulo se basa en resultados de [2], [25] y [27].

5.1. El operador de Jacobi y sus caracteŕısticas

Definición 5.1.1. Dadas las sucesiones {qn}n∈N ⊂ R y {bn}n∈N ⊂ R+ (R+ = {a ∈
R : a > 0}), definimos la matriz de Jacobi como una matriz tridiagonal semi-infinita
de la forma: 

q1 b1 0 0 · · ·
b1 q2 b2 0 · · ·
0 b2 q3 b3 · · ·
0 0 b3 q4 · · ·
...

...
...

...
. . .

 . (5.1)

Sea H un espacio de Hilbert separable y {un}n∈N una b.o.n en él. Claramente la
matriz satisface las condiciones del Teorema 4.3.11. Entonces se construye al operador
J en H dado por el Teorema 4.3.11 tal que (5.1) es su representación matricial con
respecto a {un}n∈N.

Por lo que se vio en la última sección del caṕıtulo anterior J resulta ser simétrico

85
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y cerrado. Además, para toda k ∈ N

〈Juk, uk〉 = qk, 〈Juk, uk+1〉 = 〈Juk+1, uk〉 = bk (5.2)

〈Juk, uj〉 = 0 |j − k| > 1. (5.3)

Tomamos una sucesión de números complejos {fk}k∈N y consideramos las siguientes
ecuaciones en recurrencias:

q1f1 + b1f2 = ζf1 (5.4)

bn−1fn−1 + qnfn + bnfn+1 = ζfn, ∀n ∈ N \ {1}, (5.5)

donde bn, qn son los coeficientes de la matriz (5.1). Es fácil generar sucesiones (no
necesariamente en `2(N)) tales que sus elementos satisfacen el sistema dado por (5.4)
y (5.5). Por ejemplo, haciendo f1 = 1, se tiene que

f2 =
ζ − q1

b1

.

De (5.5) con n = 2, se obtiene

f3 = b−1
2 ((ζ − q2)f2 − b1)

= b−1
2 (b−1

1 (ζ − q2)(ζ − q1)− b1)

= b−1
2 (b−1

1 (ζ2 − ζ(q1 + q2) + (q1q2 − b1)).

Y aśı sucesivamente. Nótese que fn es un polinomio con respecto a ζ de grado n− 1.
Usaremos la notación

fn =: Pn−1(ζ) (5.6)

y llamaremos a los polinomios Pn(ζ) polinomios de primer género asociados a (5.1).

Teorema 5.1.2. Sea Pn(ζ) el polinomio de primer género de grado n asociado a(5.1).
El conjunto de ceros de Pn(ζ) está contenido en el espectro de la matriz

q1 b1 0 0 0 · · ·
b1 q2 b2 0 0 · · ·
0 b2 q3 b3 0 · · ·
0 0 b3 q4 b4 · · ·
...

...
...

...
. . .

0 . . . . . . 0 bn−1 qn


, (5.7)

con n ≥ 2.
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Demostración. Tomemos en cuenta la ecuación (5.5) con n ≥ 2 y fn = Pn−1(ζ),
obteniendo las ecuaciones

b1P0(ζ) + q2P1(ζ) + b2P2(ζ) = ζP1(ζ)

b2P1(ζ) + q3P2(ζ) + b3P3(ζ) = ζP2(ζ)

...

bn−1Pn−2(ζ) + qnPn−1(ζ) + bnPn(ζ) = ζPn−1(ζ).

En las ecuaciones anteriores tomemos ζ = ζ0 con ζ0 un cero de Pn(ζ) y vemos que en
la última expresión, se tiene

bn−1Pn−2(ζ0) + qnPn−1(ζ0) = ζ0Pn−1(ζ0),

ésta última expresión, da como resultado el sistema completo de la ecuación espectral
para la matriz (5.7). Por lo cual, se ve que los ceros de los polinomios satisfacen las
ecuaciones en recurrencias, ya que los polinomios satisfacen el sistema en recurrencias,
concluyendo que los ceros de los polinomios de primer género están contenidos en el
espectro de la matriz (5.7).

Corolario 5.1.3. Para cualquier n ∈ N los ceros de Pn(ζ) son reales.

Demostración. Note primero que P1(ζ) = (ζ − q1)b−1
1 , claramente tiene por cero a q1.

Para Pn(ζ) con n ≥ 2, se sigue del Teorema 5.1.2 que tiene ceros reales. Ya que el
espectro de un operador auto-adjunto es real (véase Teorema 3.3.12).

Lema 5.1.4. Sea el número complejo ζ = x + iy, dado x, y ∈ R. Para ỹ ∈ R tal que
|y| ≤ |ỹ|, se sigue que

|Pn(x+ iy)| ≤ |Pn(x+ iỹ)| ,

para toda n ∈ N, con Pn(ζ) el polinomio de primer género asociado a la matriz (5.1).

Demostración. Descompongamos Pn(ζ) en producto de polinomios de grado uno, es
decir,

Pn(ζ) = C
n−1∏
j=1

(ζ − λj),

con C una constante y λk un cero de Pn(ζ). Ahora, tomemos el valor absoluto en la
ecuación anterior, como sigue

|Pn(ζ)| = |C|
n−1∏
j=1

|(ζ − λj)| .
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Elevando al cuadrado la ecuación anterior y tomando en cuenta que |ζ − λi|2 =
|x− λi|2 + |y|2, ya que λi es real para toda i = 1, . . . , n − 1. Aśı, como |y| ≤ |ỹ|,
obteniendo

|Pn(ζ)|2 = |C|2
n−1∏
j=1

|(ζ − λj)|2 = |C|2
n−1∏
j=1

(|(x− λj)|2 + |y|2)

≤ |C|2
n−1∏
j=1

(|(x− λj)|2 + |ỹ|2).

Note que se tomó la multiplicidad de los ceros de Pn(ζ) igual a uno, pero la afirmación
se cumple para cualquiera que sea la multiplicidad de los ceros de Pn(ζ).

Teorema 5.1.5. La multiplicidad de cualquier auto-valor de J∗ es siempre igual a
uno.

Demostración. Suponga ζ ∈ σ(J∗). Entonces existe f ∈ H tal que

(J∗ − ζI)f = 0, (5.8)

Sea f =
∑∞

n=1 fnun, entonces tomando en cuenta la Definición 4.3.2 y la ecuación (5.6),

se tiene que fn = Pn−1(ζ). Ahora, supongamos que f̃ ∈ H es también solución de (5.8)
para la misma ζ en C+. De la forma en que se construyo la sucesión de polinomios
de primer género, es fácil concluir que cualquier sucesión que satisfaga (5.4) y (5.5),
difiere de la sucesión de polinomios en una constante multiplicativa, es decir, f̃ = cf ,
c ∈ C. Aśı, la dimensión del espacio de soluciones de (5.8) es uno.

Los polinomios de segundo género {Qn−1(ζ)}n∈N asociados a la matriz (5.1) se
definen como las soluciones del sistema recurrente (5.5) sin usar (5.4), bajo el supuesto
de que f1 = 0 y f2 = b−1

1 . Nótese que fn es un polinomio de grado n− 2 con respecto
a ζ. Utilizaremos la notación

Qn−1(ζ) := fn. (5.9)

De esta forma Qn(ζ) es un polinomio de grado n− 1.

Lema 5.1.6. Dados los polinomios de primero y segundo género asociados a la ma-
triz (5.1), obtenemos la siguiente identidad:

Pn−1(ζ)Qn(ζ)− Pn(ζ)Qn−1(ζ) =
1

bn
(5.10)

Demostración. Notemos que

P0(ζ)Q1(ζ)− P1(ζ)Q0(ζ) = 1b−1
1 −

ζ − q1

b1

0 =
1

b1
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Supongamos que

Pn−2(ζ)Qn−1(ζ)− Pn−1(ζ)Qn−2(ζ) =
1

bn−1

(5.11)

se cumple. Tomando en cuenta que {Pn−1(ζ)}n∈N y {Qn−1(ζ)}n∈N son soluciones para
(5.5) con n > 1, tenemos

bn−1Pn−2(ζ) + qnPn−1(ζ) + bnPn(ζ) = ζPn−1(ζ) (5.12)

bn−1Qn−2(ζ) + qnQn−1(ζ) + bnQn(ζ) = ζgn−1(ζ). (5.13)

Aśı, multiplicando (5.23) por Qn−1(ζ) y restándolo a (5.24) multiplicado por Pn−1(ζ),
se tiene

bn−1(Pn−2(ζ)Qn−1(ζ)−Pn−1(ζ)Qn−2(ζ)) = bn(Pn−1(ζ)Qn(ζ)−Pn(ζ)Qn−1(ζ)), (5.14)

ya que (5.11) se cumple, la ecuación (5.14) queda en la forma

1 = bn(Pn−1(ζ)Qn(ζ)− Pn(ζ)Qn−1(ζ)),

dividiendo entre bn la ecuación anterior, obtenemos (5.10).

Comentario 5.1.7. Sea fk, la solución de (5.5) con ζ = µ, y gk la solución de la misma
ecuación pero con ζ = λ, se tiene que

bn−1fn−1 + qnfn + bnfn+1 = µfn (5.15)

bn−1gn−1 + qngn + bngn+1 = λgn. (5.16)

Ahora, multiplicando (5.15) por gn y restándosela a (5.16) multiplicada por fn, se
sigue que

bn−1(fn−1gn − fngn−1)− bn(fngn+1 − fn+1gn) = (µ− λ)fngn. (5.17)

Si tomamos (5.17) remplazando n por n− 1, tenemos

bn−2(fn−2gn−1 − fn−1gn−2)− bn−1(fn−1gn − fngn−1) = (µ− λ)fn−1gn−1,

sumemos esta última ecuación a (5.17), obteniendo

bn−2(fn−2gn−1 − fn−1gn−2)− bn(fngn+1 − fn+1gn) = (µ− λ)[fngn + fn−1gn−1].

Análogamente, si sumamos (5.17) más (5.17) con n−1 y n−2 en vez de n, obtenemos

bn−3(fn−3gn−2−fn−2gn−3)− bn(fngn+1−fn+1gn) = (µ−λ)[fngn+fn−1gn−1 +fn−2gn−2]

Ahora, sumando de la misma forma la ecuación (5.17) desde n = n hasta n = m con
n > m ≥ 2, tenemos

bm−1(fm−1gm − fmgm−1)− bn(fngn+1 − fn+1gn) = (µ− λ)
n∑

k=m

fkgk. (5.18)
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El último caso que tendŕıamos de la ecuación anterior es:

b1(f1g2 − f2g1)− bn(fngn+1 − fn+1gn) = (µ− λ)
n∑
k=2

fkgk, (5.19)

Tomando en (5.18) fk = Pk−1(µ), gk = Pk−1(λ) y m = 2, obtenemos

b1(P0(µ)P1(λ)− P1(µ)P0(λ))− bn(Pn−1(µ)Pn(λ)− Pn(µ)Pn−1(λ))

= (µ− λ)
n∑
k=2

Pn−1(µ)Pn−1(λ).

Tomando en cuenta que b1(P0(µ)P1(λ) − P1(µ)P0(λ)) = (µ − λ) y reacomodando
términos, se sigue

bn(Pn−1(µ)Pn(λ)− Pn(µ)Pn−1(λ)) = (λ− µ)
n∑
k=1

Pk−1(µ)Pk−1(λ), (5.20)

llamada la fórmula de Christoffel-Darboux.

Tomando en cuenta que P (ζ) = {Pn−1(ζ)}n∈N y Q(ζ) = {Qn−1(ζ)}n∈N (los polino-
mios de primero y segundo género respectivamente) son soluciones lineales de (5.5),
entonces una combinación lineal de ellos también es solución de (5.5). Ahora, tomemos
en (5.18) el parámetro λ = ζ, µ = ζ, Im ζ 6= 0, m = 2, fk = wPk−1(ζ) + Qk−1(ζ) y
gk = fk, obteniendo

b1[(wP0(ζ) +Q0(ζ))(wP1(ζ) +Q1(ζ))− ((wP1(ζ) +Q1(ζ))(wP0(ζ) +Q0(ζ)))]

−bn[(wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ))(wPn(ζ) +Qn(ζ))

−(wPn(ζ) +Qn(ζ))(wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ))]

= (ζ − ζ)
n∑
k=2

(wPk−1(ζ) +Qk−1(ζ))(wPk−1(ζ) +Qk−1(ζ))

Ahora, tomemos en cuenta que P0(ζ) = 1, P1(ζ) = ζ−q1
b1

, Q0(ζ) = 0, Q1(ζ) = b−1
1 , rea-

lizando los productos, reduciendo y agrupando términos semejantes en las ecuaciones
anteriores, tenemos

[|w|2 (ζ − ζ) + w − w]− bn[(wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ))(wPn(ζ) +Qn(ζ))

− (wPn(ζ) +Qn(ζ))(wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ))]

= (ζ − ζ)
n∑
k=2

|wPk−1(ζ) +Qk−1(ζ)|2 ,
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dividiendo todo entre (ζ− ζ), multiplicando y dividiendo el lado izquierdo de la igual-
dad anterior por |wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ)|2, obtenemos[
− |w|2 +

w − w
ζ − ζ

]
−
(

1

ζ − ζ

)(
|wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ)|2

|wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ)|2

)
bn

[
(wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ))(wPn(ζ) +Qn(ζ))− (wPn(ζ) +Qn(ζ))(wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ))

]
=

n∑
k=2

|wPk−1(ζ) +Qk−1(ζ)|2 .

Por último, pasamos restando este término w−w
ζ−ζ y sumando este |w|2, (tomando en

cuenta que (wP0(ζ) + Q0(ζ))(wP0(ζ) +Q0(ζ)) = |w|2) y reacomodando términos, se
obtiene

n∑
k=1

|wPk−1(ζ) +Qk−1(ζ)|2 − w − w
ζ − ζ

= bn |wPn−1(ζ) +Qn−1(ζ)|2
Im wPn(ζ)+Qn(ζ)

wPn−1(ζ)+Qn−1(ζ)

Im ζ
, (5.21)

donde w ∈ C.

Teorema 5.1.8. Si J es un operador de Jacobi, entonces tiene ı́ndices de deficiencia
(0, 0) o (1, 1).

Demostración. Comenzamos calculando el ı́ndice de deficiencia n−(J) de acuerdo a la
fórmula (3.45). Del Teorema 5.1.5 con Im ζ > 0, se sigue que n−(J) es igual a uno
cuando ∑

n∈N

|Pn(ζ)|2 , (5.22)

converge e igual a cero cuando (5.22) diverge.
Note que la convergencia de la serie (5.22) para Im ζ > 0 es equivalente a la

convergencia cuando Im ζ < 0. En efecto; ya que, los coeficientes de los polinomios Pn
son reales para toda n ∈ N, tenemos que

|Pn(ζ)|2 = Pn(ζ)Pn(ζ) = Pn(ζ)Pn(ζ),

lo cual nos lleva a concluir que n−(J) = n+(J). Concluyendo que J tiene ı́ndices (0, 0)
o (1, 1).

Corolario 5.1.9. Si (5.22) es convergente para cierto ζ ∈ C con Im ζ 6= 0, enton-
ces (5.22) es convergente para todo ζ ∈ C con Im ζ 6= 0. Por lo tanto, si (5.22) es
convergente para ζ ∈ C con Im ζ 6= 0, entonces J 6= J∗.
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Demostración. La demostración es directa tomando en cuenta el Teorema 3.3.9 y el
Teorema 5.1.8.

Definición 5.1.10. Sean φ = {φn}n∈N, ψ = {ψn}n∈N elementos de l2(N). El wrons-
kiano asociado con el operador J se define como:

Wn(φ, ψ) := bn(φnψn+1 − ψnφn+1),

con {bn}n∈N la sucesión de la Definición 5.1.1.

Comentario 5.1.11. Nótese que Wn(φ, ψ) = −Wn(ψ, φ) y además Wn(aφ1 + bφ2, ψ) =
aWn(φ1, ψ) + bWn(φ2, ψ).

Teorema 5.1.12. Sea {fn}n∈N, {gn}n∈N soluciones de (5.5) con ζ ∈ C fija. Entonces
el wronskiano Wn({fn}n∈N, {gn}n∈N) es constante, con respecto a n.

Demostración. Ya que {fn}n∈N, {gn}n∈N son soluciones para (5.5) con n > 1,

bn−1fn−1 + qnfn + bnfn+1 = ζfn (5.23)

bn−1gn−1 + qngn + bngn+1 = ζgn. (5.24)

Aśı, multiplicando (5.23) por gn y restándolo a (5.24) multiplicado por fn, vemos que

Wn({fk}k∈N, {gk}k∈N)−Wn−1({fk}k∈N, {gk}k∈N) = 0, ∀n > 1.

Por lo tanto, el wronskiano es constante con respecto a n.

Definición 5.1.13. Definimos

W∞(φ, ψ) := ĺım
n→∞

Wn(φ, ψ).

Teorema 5.1.14. Sea J 6= J∗. Los auto-valores de toda extensión auto-adjunta J̃ de
J son simples, es decir, su multiplicidad es igual a uno.

Demostración. Sea ζ ∈ C. Como J̃ es restricción de J∗, entonces J ⊂ J̃ ⊂ J∗. Además,

ker(J̃ − ζI) ⊂ ker(J∗ − ζI).

Aunque, por el Teorema 5.1.5, sabemos que la dimensión ker(J∗−ζI) es a lo más uno.
Por lo tanto, los auto-valores de J̃ son simples.

Teorema 5.1.15. Sea J 6= J∗, J̃ una extensión auto-adjunta de J , ζ ∈ ρ(J̃) y g :=
(J̃−ζI)−1u1. Fijemos la base ortonormal {un}n∈N tal que J tiene como representación
matricial (5.1). La representación matricial de la resolvente Rζ(J̃) con respecto a la
base ortonormal {uk}k∈N es:

Rζ(J̃)jk =

{
gkPj−1(ζ) j ≤ k

gjPk−1(ζ) j > k
,

donde gk = 〈g, un〉 para toda n y P (ζ) = {Pn−1(ζ)}n∈N son los polinomios de primer
género asociados a la matriz (5.1).
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Demostración. Sea h = Rζ(J̃)d, entonces hj =
∑

k∈NRζ(J̃)jkdk. Tomando en cuenta

(5.4) y (5.5), y usando el hecho de que gn y fn = Pn−1(ζ) son soluciones de J̃g = ζg
para m ≥ 2, tenemos

((J̃ − ζI)h)m = bm−1hm−1 + (qm − ζ)hm + bmhm+1

= bm−1

∑
k∈N

Rζ(J̃)m−1kdk + (qm − ζ)
∑
k∈N

Rζ(J̃)mkdk

+ bm
∑
k∈N

Rζ(J̃)m+1kdk

=
∑
k∈N

dk[bm−1Rζ(J̃)m−1k + (qm − ζ)Rζ(J̃)mk + bmRζ(J̃)m+1k]

Ahora, distribuimos la serie anterior en tres sumando. Aśı,

((J̃ − ζI)h)m =
m−1∑
k=1

dkfk[bm−1gm−1 + (qm − ζ)gm + bmgm+1]

+
∞∑

k=m+1

dkgk[bm−1fm−1 + (qm − ζ)fm + bmfm+1]

+ dk[bm−1gmfm−1 + (qm − ζ)gmfm + bmgm+1fm].

La suma finita es cero, dado que u1 = (J − ζI)g y m ≥ 2. La serie es también cero
porque f es la sucesión dada en (5.6). Por lo tanto, se tiene que

((J̃ − ζI)h)m = dm[bm−1gmfm−1 + (qm − ζ)gmfm + bmgm+1fm]

= dm[gm(bmfm + (qm−1 − ζ)fm−1) + bmgm+1fm]

= dm[−bmgmfm+1 + bmgm+1fm] (5.25)

= dmbm[gm+1fm − gmfm+1] = dm. (5.26)

La igualdad (5.25) es válida, ya que f es la sucesión dada en (5.6) y bm−1fm−1 + (qm−
ζ)fm = −bmgmfm+1. Para probar la igualdad (5.26), observe que g, f satisfacen (5.5),
o sea que Wn({fk}k∈N, {gk}k∈N) es constante. Aśı, basta calcular W1({fk}k∈N, {gk}k∈N).

W1({fk}k∈N, {gk}k∈N) = b1(g2 − g1f2)

y dado que f2 = ( ζ−q1
b1

), se tiene que

W1({fk}k∈N, {gk}k∈N) = b1(g2 − g1(
ζ − q1

b1

)) = b1g2 + g1(q1 − ζ) = 1.

Para m = 1, se tiene que también que

((J̃ − ζI)h)1 = d1g2b1f1 + d1g1(q1 − ζ)f1

= d1[g2b1f1 + g1(q1 − ζ)f1]

= d1[g2b1 + g1(q1 − ζ)] = d1.
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Teorema 5.1.16. Sea J 6= J∗, J̃ una extensión auto-adjunta de J y ζ ∈ ρ(J̃). En-
tonces la resolvente Rζ(J̃) es compacta.

Demostración. Probemos que Rζ(J̃) satisface el Teorema 4.2.6. En efecto,∑
j,k∈N

∣∣∣Rζ(J̃)jk

∣∣∣2 =
∑
k∈N

∑
j∈N

∣∣∣Rζ(J̃)jk

∣∣∣2
=
∑
j∈N

(
|fj(ζ)|2

∑
k<j

|gk(ζ)|2 + |gj(ζ)|2
∑
k≥j

|fk(ζ)|2
)

≤ 2 ‖f(ζ)‖2 ‖g(ζ)‖2 <∞

Ésto último se satisface ya que tanto g como f están en H. Por lo que hemos probado
que la resolvente es compacta.

El Teorema 5.1.16 tiene un corolario importante en nuestra discusión; La demostra-
ción requiere del siguiente resultado para operadores normales compactos (un operador
T en H se dice normal si TT ∗ = T ∗T ). No daremos la demostración de este resultado
ya que ella requiere del Teorema Espectral el cual no está contenido en este trabajo.

Teorema V. Sea T ∈ S∞(H) y normal. Además, sea {µk} la sucesión de auto-valores
no nulos de T tal que |µk+1| < |µk| para toda k y Pk el proyector ortogonal al auto
espacio correspondiente a µk. Entonces

T =
∑
k

µkPk

donde la suma es finita o infinita. Si es infinita, {µk}k converge a cero cuando k tiende
a infinito.

Corolario 5.1.17. Sea J 6= J∗, entonces toda extensión auto-adjunta J̃ de J tiene
espectro discreto.

Comentario 5.1.18. Nótese que no se pudo prescindir del Teorema V y usar el Teo-
rema 3.4.2 porque no sabemos que exista λ en ρ(J̃) ∩ R de manera que Rλ(J̃) sea
auto-adjunta.

Demostración. Notemos que tomando ζ = ζ0 en las ecuaciones (3.32) y (3.31) vemos
que la resolvente siempre es un operador normal (véase la nota antes del Teorema V).
Ahora, como vemos que la resolvente es normal, aplicamos el Teorema V sobre Rζ(J̃) =
(J̃−ζI)−1, ya que por el Teorema 5.1.16 sabemos que la resolvente Rζ(J̃) es compacta.
Por el Teorema 3.2.15, se sigue que el conjunto σ(Rζ(J̃))\{0} consiste de auto-valores
aislados de multiplicidad finita. Por lo tanto
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Rζ(J̃) =
∞∑
k=1

µkPk,

y por el Comentario 3.4.3, se tiene

Rζ(J̃) =
∞∑
k=1

µkPk

R−1
ζ (J̃) =

∞∑
k=1

1

µk
Pk,

concluyendo que

J̃ =
∞∑
k=1

(
1

µk
− ζ
)
Pk,

de aqúı se ve que σ(J̃) es discreto.

Comentario 5.1.19. Notemos que para φ = {φn}n∈N, ψ = {ψn}n∈N elementos de l2(N)
se tiene que para toda N ∈ N

N∑
n=2

[(bn−1φn−1 + qnφn + bnφn+1)ψn − (bn−1ψn−1 + qnψn + bnψn+1)φn]

=
N∑
n=2

(bn−1φn−1 + qnφn + bnφn+1)ψn −
N∑
n=2

(bn−1ψn−1 + qnψn + bnψn+1)φn

=
N∑
n=2

(bn−1φn−1 + bn+1φn)ψn −
N∑
n=2

(bn−1ψn−1 + bnψn+1)φn

= b1(φ1ψ2 − ψ1φ2)− bN(φNψN−1 − ψNφN−1)

= W1(φ, ψ)−WN(φ, ψ).

Teorema 5.1.20. Sean f, g ∈ dom(J∗). Entonces existe W∞({fn}∞n=1, {gn}∞n=1) y

〈J∗f, g〉 − 〈f, J∗g〉 = W∞({fn}∞n=1, {gn}∞n=1), (5.27)

donde f =
∑∞

n=1 fnun, g =
∑∞

n=1 gnun.

Demostración. Sea f, g ∈ dom(J∗),

〈J∗f, g〉 − 〈f, J∗g〉 = (q1f1 + b1f2)g1 − (q1g1 + b1g2)f1

+ ĺım
N→∞

N∑
n=2

[
(bn−1fn−1 + qnfn + bnfn+1)gn − (bn−1gn−1 + qngn + bngn+1)fn

]
.
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Entonces por el Comentario 5.1.19

〈J∗f, g〉 − 〈f, J∗g〉 = −W1({fn}∞n=1, {gn}∞n=1) +W1({fn}∞n=1, {gn}∞n=1)

+ ĺım
N→∞

WN({fn}∞n=1, {gn}∞n=1)

= W∞({fn}∞n=1, {gn}∞n=1).

Corolario 5.1.21. Si para cualquier f, g ∈ dom(J∗) se cumple que W∞({fn}∞n=1, {gn}∞n=1) =
0, entonces J = J∗.

Demostración. Por el Teorema 3.1.38, existe J∗∗ ya que J es cerrado. Sustituyendo
W∞({fn}∞n=1, {gn}∞n=1) = 0 en la ecuación (5.27), se tiene que 〈J∗f, g〉 = 〈f, J∗g〉 para
toda f, g ∈ dom(J∗), entonces J∗ ⊂ J∗∗ = J . Se concluye que J = J∗, puesto que J
es simétrico.

Definición 5.1.22. Definimos

mn(ζ, τ) := −Wn(Q(0), Q(ζ))τ −Wn(P (0), Q(ζ))

Wn(Q(0), P (ζ))τ −Wn(P (0), P (ζ))
. (5.28)

con τ ∈ R, ζ ∈ C, P (ζ) = {Pn−1(ζ)}n∈N y Q(ζ) = {Qn−1(ζ)}n∈N los polinomios de
primer y segundo género.

Comentario 5.1.23. Se verifica fácilmente que los polinomios de primer género P (ζ) =
{Pn−1(ζ)}n∈N y de segundo género Q(ζ) = {Qn−1(ζ)}n∈N asociados a la matriz (5.1),
se pueden expresar como sigue:

Pn(ζ) = Qn(0)Wn(P (0), P (ζ))− Pn(0)Wn(Q(0), P (ζ))

Pn−1(ζ) = Qn−1(0)Wn(P (0), P (ζ))− Pn−1(0)Wn(Q(0), P (ζ))

Qn(ζ) = Qn(0)Wn(P (0), Q(ζ))− Pn(0)Wn(Q(0), Q(ζ))

Qn−1(ζ) = Qn−1(0)Wn(P (0), Q(ζ))− Pn−1(0)Wn(Q(0), Q(ζ))

Teorema 5.1.24. Sean Pn(ζ) y Qn(ζ) los polinomios de primer y segundo género,
respectivamente, asociados a la matriz (5.1). Entonces la ecuación (5.28), se puede
expresar como sigue

mn(ζ, τ) = −Qn−1(ζ)f(τ)−Qn(ζ)

Pn−1(ζ)f(τ)− Pn(ζ)
, (5.29)

con τ ∈ R, ζ ∈ C y f(τ) una función lineal real de τ .

Demostración. Sustituyendo Pn(ζ), Pn−1(ζ), Qn(ζ) y Qn−1(ζ) por sus equivalente da-
dos en el Comentario 5.1.23 y desarrollando, tenemos que (5.29) queda en la forma:

mn(ζ, τ) = −
Wn(Q(0), Q(ζ))

(
Pn(0)−Pn−1(0)f(τ)
Qn−1(0)f(τ)−Qn(0)

)
−Wn(P (0), Q(ζ))

Wn(Q(0), P (ζ))
(
Pn(0)−Pn−1(0)f(τ)
Qn−1(0)f(τ)−Qn(0)

)
−Wn(P (0), P (ζ))

= −Wn(Q(0), Q(ζ))τ −Wn(P (0), Q(ζ))

Wn(Q(0), P (ζ))τ −Wn(P (0), P (ζ))
,
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donde f(τ) = Pn(0)+Qn(0)τ
Pn−1(0)+Qn−1(0)τ

que claramente es una función lineal real de τ . De lo

anterior se concluye que la ecuación (5.28), se expresa como la ecuación (5.29).

Teorema 5.1.25. Sea ζ0 fijo en C, Im ζ0 6= 0, entonces para toda n ∈ N, mn(ζ0, τ)
describe un ćırculo en el plano complejo cuando τ recorre el eje real y ese ćırculo es
la frontera de un disco cerrado que denotaremos Kn(ζ0).

Demostración. Notemos que mn(ζ0, τ), puede describir un punto una recta o un ćırculo
cuanto τ recorre el eje real. Para mostrar que mn(ζ0, τ) describe un ćırculo tiene que
poderse escribir la forma c+ reiθ. Donde c es el centro y r el radio. Sea ζ0 ∈ C fijo tal
que Im ζ0 6= 0.

Escribimos

mn(ζ0, τ) = −Wn(Q(0), Q(ζ0))τ −Wn(P (0), Q(ζ0))

Wn(Q(0), P (ζ0))τ −Wn(P (0), P (ζ0))

=
Wn(Q(0), Q(ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))−Wn(P (0), Q(ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))

Wn(P (0), P (ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))−Wn(Q(0), P (ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))

− Wn(Q(0), Q(ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))−Wn(P (0), Q(ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))

Wn(P (0), P (ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))−Wn(Q(0), P (ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))

∗ Wn(Q(0), P (ζ0))τ −Wn(P (0), P (ζ0))

Wn(Q(0), P (ζ0))τ −Wn(P (0), P (ζ0))
.

Ahora, sean

A = −Wn(Q(0), Q(ζ0))τ −Wn(P (0), Q(ζ0))

Wn(Q(0), P (ζ0))τ −Wn(P (0), P (ζ0))
(5.30)

B =
Wn(Q(0), Q(ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))−Wn(P (0), Q(ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))

Wn(P (0), P (ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))−Wn(Q(0), P (ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))
(5.31)

C =
Wn(Q(0), P (ζ0))τ −Wn(P (0), P (ζ0))

Wn(Q(0), P (ζ0))τ −Wn(P (0), P (ζ0))
. (5.32)

Mostraremos que mn(ζ0, τ) = A + BC = A + |B| eiθ, es decir, |BC| = |B|. Tomemos
en cuenta que |BC|2 = |B|2 |C|2, entonces de (5.32) se verifica que CC = 1. Por lo
tanto

mn(ζ, τ)

= −Wn(Q(0), Q(ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))−Wn(P (0), Q(ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))

Wn(P (0), P (ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))−Wn(Q(0), P (ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))

+

∣∣∣∣∣Wn(Q(0), Q(ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))−Wn(P (0), Q(ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))

Wn(P (0), P (ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))−Wn(Q(0), P (ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))

∣∣∣∣∣ eiθ,
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donde θ = θ(τ) es un número real. Es evidente que en la ecuación anterior se obtiene el
radio del ćırculo, el cual esta dado tomando el valor absoluto sobre la ecuación (5.31).

Ahora, desarrollando (5.31) con algunas modificaciones y tomando en cuenta las
ecuaciones (5.10) y (5.20), obtenemos que el radio del ćırculo esta dado por

Wn(Q(0), Q(ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))−Wn(P (0), Q(ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))

Wn(P (0), P (ζ0))Wn(Q(0), P (ζ0))−Wn(Q(0), P (ζ0))Wn(P (0), P (ζ0))

=
bn(Qn(0)Qn+1(ζ0)−Qn+1(0)Qn(ζ0))bn(Pn(0)Pn+1(ζ0)− Pn+1(0)Pn(ζ0))

bn(Pn(0)Pn+1(ζ0)− Pn+1(0)Pn(ζ0))bn(Qn(0)Pn+1(ζ0)−Qn+1(0)Pn(ζ0))

−bn(Pn(0)Qn+1(ζ0)− Pn+1(0)Qn(ζ0))bn(Qn(0)Pn+1(ζ0)−Qn+1(0)Pn(ζ0))

−bn(Qn(0)Pn+1(ζ0)−Qn+1(0)Pn(ζ0))bn(Pn(0)Pn+1(ζ0)− Pn+1(0)Pn(ζ0))

=
b2
n[(Pn(0)Qn+1(0))(Pn(ζ0)Qn+1(ζ0)− Pn+1(ζ0)Qn(ζ0))]

b2
n[(Pn(ζ0)Pn+1(ζ0))(Qn(0)Pn+1(0)−Qn+1(0)Pn(0))]

−b2
n[(Pn+1(0)Qn(0))(Qn(ζ0)Pn+1(ζ0)−Qn+1(ζ0)Pn(ζ0))]

−b2
n[(Pn+1(ζ0)Pn(ζ0))(Pn(0)Qn+1(0)− Pn+1(0)Qn(0))]

=
bn(Pn(0)Qn+1(0)− Pn+1(0)Qn(0))

bn(Pn(ζ0)Pn+1(ζ0)− Pn+1(ζ0)Pn(ζ0))
=

1

(ζ0 − ζ0)
∑n

k=1 |Pk−1(ζ0)|2
. (5.33)

Lo cual termina la prueba.

Teorema 5.1.26. Fijemos ζ0 ∈ C tal que Im ζ0 6= 0. Se satisface que

∂Kn(ζ0) =

{
w ∈ C :

w − w
ζ0 − ζ0

−
n∑
k=1

|wPk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 = 0

}
.

Además, si w ∈ Kn(ζ0), entonces

w − w
ζ0 − ζ0

−
n∑
k=1

|wPk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 ≥ 0,

mientras que si w /∈ Kn(ζ0)

w − w
ζ0 − ζ0

−
n∑
k=1

|wPk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 < 0.

Demostración. Tomando en cuenta los Teoremas 5.1.24 y 5.1.25, se sigue que la ecua-
ción (5.29) describe la misma familia de ćırculos que la ecuación (5.28).

Fijamos ζ0 ∈ C, Im ζ0 6= 0. Tomando la identidad (5.21) con ζ = ζ0 e insertando
(5.29) en lugar de w, tenemos
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n∑
k=1

|mn(ζ0, τ)Pk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 − mn(ζ0, τ)−mn(ζ0, τ)

ζ0 − ζ0

= bn |mn(ζ0, τ)Pn−1(ζ0) +Qn−1(ζ0)|2
Im mn(ζ0,τ)Pn(ζ0)+Qn(ζ0)

mn(ζ0,τ)Pn−1(ζ0)+Qn−1(ζ0)

Im ζ0

(5.34)

donde de la ecuación (5.29), se sigue que

f(τ) =
mn(ζ0, τ)Pn(ζ0) +Qn(ζ0)

mn(ζ0, τ)Pn−1(ζ0) +Qn−1(ζ0)

donde sabemos que f(τ) ∈ R, para toda τ ∈ R por lo tanto Im f(τ) = 0. Aśı, la
ecuación (5.34) queda en la forma

mn(ζ0, τ)−mn(ζ0, τ)

ζ0 − ζ0

−
n∑
k=1

|mn(ζ0, τ)Pk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 = 0.

Ahora, desarrollando el lado izquierdo de la ecuación anterior, tomando w = mn(ζ0, τ),
se sigue que

w − w
ζ0 − ζ0

−
n∑
k=1

|wPk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2

=
w

ζ0 − ζ0

− w

ζ0 − ζ0

−
n∑
k=1

|w|2 |Pk−1(ζ0)|2 −
n∑
k=1

wPk−1(ζ0)Qk−1(ζ0)

−
n∑
k=1

wPk−1(ζ0)Qk−1(ζ0)−
n∑
k=1

|Qk−1(ζ0)|2

= |w|2
(
−

n∑
k=1

|Pk−1(ζ0)|2
)

+ w

(
1

ζ0 − ζ0

−
n∑
k=1

wPk−1(ζ0)Qk−1(ζ0)

)

+ w

(
1

ζ0 − ζ0

−
n∑
k=1

wPk−1(ζ0)Qk−1(ζ0)

)
+

(
−

n∑
k=1

|Qk−1(ζ0)|2
)
,

de aqúı vemos que para valores muy grandes de |w| la última igualdad en la ecuación
anterior es negativa. Lo cual termina la prueba.

Teorema 5.1.27. Sea ζ0 fijo en C, Im ζ0 6= 0, entonces

Kn+1(ζ0) ⊂ Kn(ζ0) y ∂Kn+1(ζ0) ∩ ∂Kn(ζ0) 6= ∅.
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Demostración. Sea w ∈ Kn(ζ0). Tomando en cuenta el Teorema 5.1.26, tenemos que
si w esta en el ćırculo ∂Kn(ζ0)

w − w
ζ0 − ζ0

−
n∑
k=1

|wPk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 = 0,

por lo tanto

w − w
ζ0 − ζ0

−
n−1∑
k=1

|wPk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 ≥ 0,

entonces w se encuentra dentro de Kn−1(ζ0) o en el ćırculo ∂Kn−1(ζ0).
Para mostrar que la intersección de los ćırculos ∂Kn+1(ζ0) y Kn(ζ0) no es vaćıa,

basta ver que la función mn(ζ0, τ) coincide con mn+1(ζ0, τ), en un punto, para alguna
τ . Se verifica que

mn+1

(
ζ0,−

Pn(0)

Qn(0)

)
= mn

(
ζ0,−

Pn(0)

Qn(0)

)
.

Para mostrar la ecuación anterior, se va a tomar en cuenta la ecuación (5.29). Fijemos
en (5.29) ζ0 ∈ C tal que Im ζ0 6= 0. Cuando f(τ) =∞ en la ecuación

mn+1

(
ζ0,−

Pn(0)

Qn(0)

)
,

entonces

τ = −Pn(0)

Qn(0)
,

obteniendo que

mn+1

(
ζ0,−

Pn(0)

Qn(0)

)
= −Qn(ζ0)

Pn(ζ0)
.

Si f(τ) = 0 en la ecuación

mn+1

(
ζ0,−

Pn(0)

Qn(0)

)
,

se sigue que

τ = −Pn(0)

Qn(0)
,

por lo tanto

mn

(
ζ0,−

Pn(0)

Qn(0)

)
= −Qn(ζ0)

Pn(ζ0)
,

se concluye que ∂Kn+1(ζ0) ∩ ∂Kn(ζ0) 6= ∅.

Corolario 5.1.28. Es claro que cuando n tiende a infinito, Kn(ζ) tiende a un disco
ĺımite o a un punto que denotaremos K∞(ζ0) y a su frontera ∂K∞(ζ0) (si K∞(ζ0) es
un punto, entonces ∂K∞(ζ0) es un punto).
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Demostración. Tomando en cuenta el Teorema 5.1.27 y la ecuación (5.33). Vemos que
los ćırculos están contenidos uno dentro de otro y que su radio es un número positivo
que cada vez se va haciendo más chico. Si la serie

∑n
k=1 |Pk−1(ζ0)|2 que se encuentra

en la ecuación del radio del ćırculo dado por (5.33) es convergente cuando n tiende
a infinito, claramente tendremos un ćırculo. Mientras que si diverge, se tendŕıa un
punto.

Corolario 5.1.29. J = J∗ sii ∂K∞(ζ0) es un punto y J 6= J∗ sii ∂K∞(ζ0) es un
ćırculo. En ambos casos se cumple para toda ζ ∈ C, Im ζ 6= 0.

Demostración. La demostración es directa tomando en cuenta el Teorema 5.1.8, el
Corolario 5.1.28 y la ecuación (5.33).

Teorema 5.1.30. Sea ζ0 fijo en C, Im ζ0 6= 0. Considere K∞(ζ0) y w ∈ K∞(ζ0),
entonces wP (ζ0) +Q(ζ0) esta en `2(N).

Demostración. Sea w ∈ K∞(ζ). Por el Teorema 5.1.26 y el Corolario 5.1.29, tenemos
que

n∑
k=1

|wPk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 < w − w
ζ0 − ζ0

,

es valido para toda n. Por lo tanto,

∞∑
k=1

|wPk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 < w − w
ζ0 − ζ0

,

concluyendo que wP (ζ0) +Q(ζ0) ∈ `2(N).

Corolario 5.1.31. Fijamos ζ0 ∈ C, Im ζ0 6= 0. Si P (ζ0) ∈ `2(N), entonces Q(ζ0) ∈
`2(N).

Demostración. Suponga que P (ζ0) ∈ `2(N), entonces por el Teorema 5.1.30 se sigue
que Q(ζ0) ∈ `2(N); Ésto como consecuencia de que P (ζ0) ∈ `2(N) y wP (ζ0) +Q(ζ0) ∈
`2(N) (véase Teorema 5.1.30).

Teorema 5.1.32. Sea J 6= J∗, entonces (5.22) converge uniformemente en compactos
de C.

Demostración. Sabemos que (5.22) converge, para toda ζ ∈ C, Im ζ 6= 0, como conse-
cuencia del Corolario 5.1.9. Ahora, fijemos w ∈ Kn(ζ), tomemos |Im ζ| > ε y tomando
en cuenta Teorema 5.1.30, tenemos

n∑
k=1

|wPk−1(ζ0) +Qk−1(ζ0)|2 ≤ w − w
ζ0 − ζ0

<
w − w

2ε
, (5.35)
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ya que w−w
2ε

no depende de n ni de ζ, tomando el ĺımite en (5.35), vemos que converge
uniformemente con |Im ζ| > ε. Aśı, fijemos w̃ ∈ Kn(ζ) y tomando la misma ζ, es decir,
|Im ζ| > ε de manera que (5.35) se sigue satisfaciendo. Notemos que wPk(ζ) +Qk(ζ)−
[w̃Pk(ζ) +Qk(ζ)] = (w − w̃)Pk(ζ), entonces

|w − w̃|2
n∑
k=1

|Pk−1(ζ)|2 =
n∑
k=1

|wPk−1(ζ) +Qk−1(ζ)− [w̃Pk−1(ζ) +Qk−1(ζ)]|2

≤ 2
n∑
k=1

|wPk−1(ζ) +Qk−1(ζ)|2 + 2
n∑
k=1

|w̃Pk−1(ζ) +Qk−1(ζ)|2 ,

como cada suma converge uniformemente, concluimos que
∑∞

k=1 |Pk−1(ζ)|2 converge
uniformemente para |ζ| > ε. Tomando ζ = x + iy y por lo concluido anteriormente,∑∞

k=1 |Pk−1(x+ iy)|2 converge uniformemente. Entonces tomando |ỹ| > ε tal que |y| <
|ỹ| y por el Lema 5.1.4, tenemos que

∞∑
k=1

|Pk−1(x+ iy)|2 ≤
∞∑
k=1

|Pk−1(x+ iỹ)|2 ,

concluyendo que
∑∞

k=1 |Pk−1(ζ)|2 converge uniformemente en compactos de C.

Corolario 5.1.33. Sea J 6= J∗, entonces ρ̂(J) = C.

Demostración. La demostración es directa del Teorema 5.1.32, ya que (5.22) converge
uniformemente en compactos de C, es decir, converge para toda ζ ∈ C.

Definición 5.1.34. (Matriz truncada) Dada la matriz (5.1) quitamos el primer renglón
y la primera columna, definiendo la matriz

q2 b2 0 0 · · ·
b2 q3 b3 0 · · ·
0 b3 q4 b4 · · ·
0 0 b4 q5 · · ·
...

...
...

...
. . .

 . (5.36)

Podemos asociar a esta matriz un operador como se hizo al principio de la sección
5.1, es decir, se construye J1 en `2(2,∞) por el Teorema 4.3.11 tal que (5.36) es su
representación matricial.

Teorema 5.1.35. Sea P 1
n(ζ) el polinomio de primer género de grado n asociado a

la matriz (5.36) y Qn(ζ) el polinomio de segundo género de grado n asociado a la
matriz (5.1). Entonces

P 1
n−1(ζ) = b1Qn(ζ) ∀n ∈ N. (5.37)
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Demostración. Dada la matriz (5.36), tenemos el sistema

q2f1 + b2f2 = ζf1

bnfn−1 + qn+1fn + bn+1fn+1 = ζfn n ∈ N \ {1}.

De donde generamos los polinomios de primer género P 1
n(ζ), haciendo f1 = 1, despe-

jando y sustituyendo hasta tener fn = P 1
n−1(ζ). Por otra parte, para la matriz (5.1)

dadas las condiciones f1 = 0 y f2 = b−1
1 , obtenemos gn = Qn−1(ζ) tomando en cuenta

(5.5) sin usar (5.4).
Sea g̃n = b1gn, entonces g̃1 = 0 y g̃2 = 1. Bajo estas nuevas condiciones, tomando

en cuenta (5.5) para n = 2, tenemos

b1g̃1 + q2g̃2 + b3g̃3 = ζg̃2,

que resulta en
q2g̃2 + b3g̃3 = ζg̃2,

donde observamos que g̃2 = f1 y además g̃3 satisface la misma ecuación en recurren-
cias que f2, por lo tanto b1g̃3 = f2. Aśı, cuando obtenemos ˜gn−1 y g̃n estamos en la
posibilidad de obtener ˜gn+1 de la siguiente ecuación

bn−1 ˜gn−1 + qng̃n + bn ˜gn+1 = ζg̃n,

y por las condiciones dadas vemos que ˜gn+1 satisface la misma ecuación en recurrencias
que fn. Concluyendo que ˜gn+1 = fn, donde sustituyendo fn = P 1

n−1(ζ) y ˜gn+1 =
b1Qn(ζ), obtenemos (5.37).

Teorema 5.1.36. Si J 6= J∗, entonces P (ζ), Q(ζ) ∈ `2(N) para toda ζ ∈ C.

Demostración. Ya que J 6= J∗ por el Corolario 5.1.9, se sigue que (5.22) converge para
todo ζ ∈ C. Ahora, tomemos ζ0, Im ζ0 6= 0, y por el Corolario 5.1.31 Q(ζ0) ∈ `2(N),
entonces por el Teorema 5.1.35 P 1(ζ0) ∈ `2(N) y por el Corolario 5.1.32, tenemos que
P 1(ζ) ∈ `2(N) para toda ζ ∈ C, lo cual implica que Q(ζ) ∈ `2(N) para toda ζ ∈ C.

Comentario 5.1.37. Las series
∑∞

n=1 |Pn−1(ζ)|2 y
∑∞

n=1 |Qn−1(ζ)|2 convergen, esto co-
mo consecuencia del Teorema 5.1.36. Además, como estamos trabajando con el caso
J 6= J∗ las series

∑∞
n=1 |Pn−1(ζ)|2 y

∑∞
n=1 |Qn−1(ζ)|2 convergen uniformemente para

toda ζ en compactos del plano complejo. Esta afirmación la podemos consultar en [2,
Cap.1 Sec.3 T.1.2.3].
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5.2. Caracterización de extensiones auto-adjuntas

de un operador de Jacobi

En esta sección se vera como construir extensiones auto-adjuntos utilizando algu-
nas condiciones de frontera. Además, se dará una caracterización completa de dichas
extensiones.

Definición 5.2.1. Construimos las sucesiones v(τ) = {vk(τ)}∞k=1 tal que para toda
k ∈ N

vk(τ) := Pk−1(0) + τQk−1(0), τ ∈ R

y
vk(∞) := Qk−1(0).

Donde Pk−1(0) y Qk−1(0) son los polinomios de primer género y segundo género res-
pectivamente valuados en 0 y asociados a la matriz (5.1).

Teorema 5.2.2. Sea J 6= J∗ y v(τ) como en la Definición 5.2.1, entonces v(τ) ∈
dom(J∗) para toda τ ∈ R ∪ {∞}.

Demostración. Fijemos τ ∈ R. Recordemos que vk(τ) = Pk−1(0) + τQk−1(0) y por

el Teorema 5.1.36, tenemos que v(τ) ∈ `2(N). Aplicando UJ∗U−1 = Ĵ∗ (véase la
Definición 4.1.2) a la sucesión {Pk−1(ζ)}∞k=1, obtenemos las ecuaciones (5.4) y (5.5)
en `2(N). Ahora, notemos que la sucesión P (0) = {Pk(0)}∞k=1, satisface las ecuaciones
(5.4) y (5.5). Sabemos que P (0) ∈ `2(N) y 0 ∈ `2(N). Por lo tanto P (0) ∈ dom(J∗).

Ahora, aplicamos Ĵ∗ a la sucesión Q(0) = {Qk(0)}∞k=1, resultando que la ecuación (5.5)
con las condiciones Q1(0) = 0 y Q2(0) = b−1

1 , se convierte en general en

bn−1Qn−1(0) + qnQn(0) + bnQn+1(0) = 0, n ≥ 2.

Entonces, obtenemos que

Ĵ∗Q(0) =


1
0
0
0
...

 = δ1 ∈ l2(N).

Esto nos dice que Q(0) ∈ `2(N), entonces Q(0) ∈ dom(J∗) Concluyendo que v(τ) ∈
dom(Ĵ∗).

Definición 5.2.3. Sea J 6= J∗, def́ınase para toda τ ∈ R ∪ {∞}

Dτ := {f ∈ dom(J∗) : W∞(v(τ), {fk}∞k=1) = 0}. (5.38)
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Del Teorema 5.1.36, se sigue que v(τ) ∈ `2(N) y wn(v(τ), f) está bien definido para
f ∈ dom(J∗). De hecho, el ĺımite siempre existe como resultado del Teorema 5.1.20 y
el Teorema 5.2.2.

Teorema 5.2.4. Sea Dτ el conjunto dado en (5.38), entonces Dτ es denso en H, para
toda τ ∈ R.

Demostración. Haremos la prueba para τ fija. Sabemos por lo hecho en la sección 4.1
que `fin(N) = `2(N), entonces U−1`fin(N) = H (véase Definición 4.1.2). Si φ ∈ `2(N),
se sigue que Wn(v(τ), φ) −−−→

n→∞
0. Por lo tanto U−1`fin(N) ⊂ Dτ , concluyendo que Dτ

es denso en H.

Teorema 5.2.5. Sea J 6= J∗, entonces para toda τ ∈ R∪{∞} existe f ∈ dom(J∗) tal
que W∞(v(τ), f) 6= 0.

Demostración. Del Teorema 5.1.20 y del Teorema 5.2.2, se sigue que existeW∞(v(τ), f)
para toda f ∈ dom(J∗). Fijemos τ ∈ R ∪ {∞} y suponga que para toda f ∈ dom(J∗)
W∞(v(τ), f) = 0, lo cual implica que Dτ = dom(J∗). Ahora, sean τ 6= τ̃ ambos en R.
Entonces

W∞(v(τ), v(τ̃))

= W∞({Pk−1(0) + τQk−1(0)}k∈N, {Pk−1(0) + τ̃Qk−1(0)}k∈N)

= W∞(P (0), P (0)) + τW∞(Q(0), P (0))

+ τ̃W∞(P (0), Q(0)) + τ τ̃W∞(Q(0), Q(0))

= τW∞(Q(0), P (0)) + τ̃W∞(P (0), Q(0)).

Ahora, como P (0) y Q(0) son soluciones de (5.5) para n > 1 del Teorema 5.1.12, se
sigue que el wronskiano es constante. Por lo tanto τ−τ̃ 6= 0, concluyendo por una parte
que v(τ̃) /∈ Dτ , pero por otro lado del Teorema 5.2.2 tenemos que v(τ̃) ∈ dom(J∗),
obteniendo que Dτ 6= dom(J∗). Lo cual es una contradicción.

Teorema 5.2.6. Sea J 6= J∗ y v(τ), Dτ la sucesión y el conjunto de la Definición 5.2.1
y 5.2.3 respectivamente. Entonces

f ∈ Dτ sii f ∗ ∈ Dτ .

donde f =
∑

k∈N fkuk y f ∗ =
∑

k∈N fkuk

Demostración. Sea f ∈ Dτ sii ĺımn→∞Wn(v(τ), {fk}k∈N) = 0. Del hecho de que v(τ) =

v(τ) se sigue que ĺımn→∞Wn(v(τ), {fk}k∈N) = 0, por lo que ĺımn→∞Wn(v(τ), {fk}k∈N) =
0 sii ĺımn→∞Wn(v(τ), {fk}k∈N) = 0 sii f ∗ ∈ Dτ .

Teorema 5.2.7. (Identidad de Plücker) Para cualquier sucesión α, β, σ, δ ∈ `2(N) se
tiene que

Wn(α, β)Wn(σ, δ) +Wn(α, σ)Wn(δ, β) +Wn(α, δ)Wn(β, σ) = 0 (5.39)
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Demostración. La demostración la haremos para n ∈ N fija.

Wn(α, β)Wn(σ, δ) +Wn(α, σ)Wn(δ, β) +Wn(α, δ)Wn(β, σ)

= bn(αnβn+1 − βnαn+1)bn(σnδn+1 − δnσn+1)

+ bn(αnσn+1 − σnαn+1)bn(δnβn+1 − βnδn+1)

+ bn(αnδn+1 − δnαn+1)bn(βnσn+1 − σnβn+1)

= bn(αnβn+1σnδn+1 − αnβn+1δnσn+1 − βnαn+1σnδn+1 + βnαn+1δnσn+1)

+ bn(αnσn+1δnβn+1 − αnσn+1βnδn+1 − σnαn+1δnβn+1 + σnαn+1βnδn+1)

+ bn(αnδn+1βnσn+1 − αnδn+1σnβn+1 − δnαn+1βnσn+1 + δnαn+1σnβn+1)

= bn[(αnβn+1σnδn+1 − αnδn+1σnβn+1) + (−αnβn+1δnσn+1 + αnσn+1δnβn+1)

+ (−βnαn+1σnδn+1 + σnαn+1βnδn+1)) + (βnαn+1δnσn+1 − δnαn+1βnσn+1)

+ (−αnσn+1βnδn+1 + αnδn+1βnσn+1) + (δnαn+1σnβn+1 − σnαn+1δnβn+1))] = 0.

Corolario 5.2.8. Sea J 6= J∗ y v(τ), Dτ la sucesión y el conjunto de la Defini-
ción 5.2.1 y 5.2.3 respectivamente. Entonces

f, g ∈ Dτ implica que W∞({fk}k∈N, {gk}k∈N) = 0.

Demostración. Sea f, g ∈ Dτ sii W∞(v(τ), {f}k∈N) = 0 y W∞(v(τ), {gk}k∈N) = 0.
Sustituyendo en la ecuación (5.39) α = v(τ), β = {fk}k∈N, σ = {f̃k}k∈N y δ = {gk}k∈N,
donde f̃ =

∑
N f̃kuk ∈ dom(J∗) y no esta en Dτ (véase Teorema 5.2.5). Se tiene que

Wn(v(τ), {fk}k∈N)Wn({f̃k}k∈N, {gk}k∈N)

+Wn(v(τ), {f̃k}k∈N)Wn({gk}k∈N, {fk}k∈N)

+Wn(v(τ), {gk}k∈N)Wn({fk}k∈N, {f̃k}k∈N) = 0,

de donde claramente W∞(f, g) = 0.

Teorema 5.2.9. Sea J 6= J∗ y v(τ), Dτ la sucesión y el conjunto de la Definición 5.2.1
y 5.2.3 respectivamente. Entonces J∗ �Dτ es una extensión auto-adjunta de J .

Demostración. Sea f, g ∈ Dτ y τ fija. Del Teorema 5.1.20 y el Corolario 5.2.8, se
sigue que 〈J∗ �Dτ f, g〉 − 〈f, J∗ �Dτ g〉 = 0, es decir, 〈J∗ �Dτ f, g〉 = 〈f, J∗ �Dτ g〉,
concluyendo que J∗ �Dτ es simétrico. Por otra parte, tenemos que J y J∗ son cerrados,

además tomando en cuenta (3.65), tenemos que dim
[

dom(J∗)
dom(J)

]
= 2 cumpliéndose las

hipótesis del Teorema 3.1.26, entonces J∗ �Dτ es cerrado. Ahora, por el Corolario 3.7.15,
se sigue que J∗ �Dτ es una extensión auto-adjunta de J∗ para toda τ .

Definición 5.2.10. Sea J 6= J∗ y D(τ) el conjunto de la Definición 5.2.3. Def́ınase
J∗ �Dτ=: J(τ).
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Observe que por el Teorema 5.2.9, para toda τ ∈ R ∪ {∞} J(τ), es una extensión
auto-adjunta de J .

Teorema 5.2.11. Sea J 6= J∗ y J̃ una extensión auto-adjunta de J , entonces existe
una única τ ∈ R ∪ {∞} tal que J̃ = J(τ).

Demostración. Sea J̃ una extensión auto-adjunta arbitraria de J y λ0 ∈ σ(J̃), entonces
P (λ0) = {Pk−1(λ0)}k∈N ∈ ker(J̃ − ζI). Siguiéndose que para toda g ∈ dom(J̃)〈

J̃P (λ0), g
〉

=
〈
P (λ0), J̃g

〉
De donde por el Teorema 5.1.20, se sigue que

W∞(P (λ0), {gk}k∈N) = 0. (5.40)

Ahora, consideremos

τ =

{
∞ si W∞(Q(0), P (λ0)) = 0
W∞(P (0),P (λ0))
W∞(Q(0),P (λ0))

en otro caso.

Lo cual implica que

W∞(v(τ), P (λ0)) = W∞(P (0), P (λ0)) + τW∞(Q(0), P (λ0)) = 0. (5.41)

Debido a (5.40) y (5.41), al pasar al ĺımite en (5.39) tomando α = P (λ0), β = g,
σ = v(τ), δ = f , con f ∈ dom(J∗) \D0, obtenemos

W∞(P (λ0), {gk}k∈N)W∞(v(τ), {fk}k∈N) +W∞(P (λ0), v(τ))W∞({fk}k∈N, {gk}k∈N)

+W∞(P (λ0), {fk}k∈N)W∞({gk}k∈N, v(τ)) = 0.

Concluyendo que W∞(v(τ), g) = 0, obteniendo aśı que dom(J̃) ⊂ Dτ .
Ahora, tomemos g ∈ Dτ tal que g /∈ dom(J̃) y f ∈ dom(J̃), entonces〈

J̃f, g
〉

= 〈J(τ)f, g〉 = 〈f, J(τ)g〉 , (5.42)

obteniendo que g ∈ dom(J̃∗) = dom(J̃). La primer igualdad en la ecuación (5.42), se
sigue del hecho de que J̃ = J∗ �dom(J̃) y de que dom(J̃) ⊂ Dτ , la segunda es por que
g ∈ Dτ y hecho de que J(τ) es auto-adjunto.
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5.3. Representación canónica de un operador de

Jacobi

En esta sección se construye la representación canónica del operador de Jacobi J .
Para facilitar el trabajos de esta sección, consideré, solo en esta sección, que el espacio
de Hilbert H sobre el cual esta definido J es `2(N), es decir, J es el operador que
actúa sobre cada elemento de `fin(N) (véase Caṕıtulo 4) como el sistema recurrente
dado por las ecuaciones (5.4) y (5.5). Además, J tiene como representación matricial
la matriz (5.1) con respecto de la base canónica de `2(N); {δn}n∈N.

Teorema 5.3.1. Sea J∗ el operador adjunto de J y {δn}∞n=1 la base canónica de `2(N),
entonces

J∗δ1 = q1δ1 + b1δ2 (5.43)

y para n ≥ 2

J∗δn = bn−1δn−1 + qnδn + bnδn+1. (5.44)

Demostración. Sea J∗ el operador adjunto de J y {δn}∞n=1 la base canónica de `2(N),
entonces

J∗δ1 =


q1 b1 0 0 · · ·
b1 q2 b2 0 · · ·
0 b2 q3 b3 · · ·
0 0 b3 q4 · · ·
...

...
...

...
. . .




1
0
0
0
...

 =


q1

b1

0
0
...



= q1


1
0
0
0
...

+ b1


0
1
0
0
...

 = q1δ1 + b1δ2.
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Ahora, tomemos n ≥ 2, obteniendo

J∗δn =


q1 b1 0 0 · · ·
b1 q2 b2 0 · · ·
0 b2 q3 b3 · · ·
0 0 b3 q4 · · ·
...

...
...

...
. . .




...
0
1
0
...

 =


...

bn−1

qn
bn
...



= bn−1


...
1
0
0
...

+ qn


...
0
1
0
...

+ bn


...
0
0
1
...

 = bn−1δn−1 + qnδn + bnδn+1.

Note que como J∗ satisface (5.43) y (5.44), entonces J(τ) satisface (5.43) y (5.44),
ya que J(τ) es restricción de J∗. Tomemos J(τ) en vez de J∗ y despejemos δ2 en
términos de δ1 de la ecuación (5.43), obteniendo

δ2 =
(J(τ)− q1)δ1

b1

. (5.45)

Aśı, podemos despejar δn para n ≥ 2, teniendo como resultado un polinomio de grado
n− 1 con respecto a J(τ) actuando sobre δ1, el cual escribimos como

δn = Pn−1(J(τ))δ1 (5.46)

Corolario 5.3.2. δ1 ∈ dom(Jn(τ)) para toda n ∈ N ∪ {0}.

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre n. Se quiere demostrar
que Jn−1(τ) ∈ Dτ . Observemos que δ1 ∈ `fin(N) ⊂ Dτ , ya que claramente de (5.45)
tenemos J(τ)δ1 ∈ `fin(N). Suponga que Jk(τ)δ1 ∈ `fin(N) para toda k < n− 1. De la
ecuación (5.46), tenemos que

δn =
n−1∑
k=0

αkJ
k(N)δ1,

de esta ultima ecuación, concluimos que Jn−1(τ)δ1 ∈ `fin(N)

Note que
〈Pn−1(J(τ))δ1, Pm−1(J(τ))δ1〉 = 〈δn, δm〉 = δnm

donde δnm es la delta de Kronecker.
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Comentario 5.3.3. Ya se sabe que J(τ) es extensión auto-adjunta de J y cuando
τ ∈ R∪{∞}; J(τ) son todas las extensiones que existen de J (véase los Teoremas 5.2.9
y 5.2.11). Además, sabemos que J(τ) tiene espectro discreto (véase Teorema 5.1.17) y
por el Teorema 3.4.2, podemos escribir la acción de J(τ) sobre f ∈ Dτ de la siguiente
forma

J(τ)f =
∞∑
k=1

λk
〈P (λk), f〉P (λk)

‖P (λ)‖2 ,

donde P (ζ) = {Pk−1(ζ)}∞k=1 y λk ∈ σ(J(τ)); De la Sección 5.1 se desprende que
ker(J(τ) − λkI) 6= {0} y ker(J(τ) − λkI) ⊂ ker(J∗ − λkI), ya que J ⊂ J(τ) ⊂ J∗,
concluyendo ker(J(τ)− λkI) = ker(J∗− λkI). Aśı, P (λk) ∈ ker(J(τ)− λkI). Después,
def́ınase la función

ρτ (t) :=
∑
λk≤t

1

‖P (λk)‖2 , (5.47)

que es la función espectral de la extensión auto-adjunta J(τ). Entonces tomemos en
cuenta el siguiente producto interior

〈J(τ)δ1, δ1〉 =

〈
∞∑
k=1

λk
〈P (λk), δ1〉P (λk)

‖P (λ)‖2 , δ1

〉

=
∞∑
k=1

λk

‖P (λk)‖2 =

∫
R
tdρ(t),

Tomando en cuenta el Comentario 5.3.3 y el Corolario 5.3.2, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 5.3.4. Sea δ1 el elemento de la base canónica de `2(N), ρ(t) dado en la
ecuación (5.47) y R un polinomio cualquiera, entonces

〈R(J(τ))δ1, δ1〉 =

∫
R
R(t)dρ(t).

Demostración. Para la prueba de este hecho es suficiente mostrar que

〈Jn(τ)δ1, δ1〉 =

∫
R
tndρ(t). (5.48)

La demostración de esta afirmación sera por inducción sobre n. Para n = 1 se satisface
la igualdad, por lo visto arriba. Ahora, suponga que se satisface para n − 1. Por
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demostrar que se satisface para n. Consideremos el siguiente producto interior

〈Jn(τ)δ1, δ1〉 =
〈
J(τ)Jn−1(τ)δ1, δ1

〉
=

〈
J(τ)

∞∑
k=1

λn−1
k

〈P (λk), δ1〉P (λk)

‖P (λk)‖2 , δ1

〉

=

〈
∞∑
k=1

λn−1
k

〈P (λk), δ1〉 J(τ)P (λk)

‖P (λk)‖2 , δ1

〉

=

〈
∞∑
k=1

λn−1
k

〈P (λk), δ1〉λkP (λk)

‖P (λk)‖2 , δ1

〉
=

〈
∞∑
k=1

λnk
〈P (λk), δ1〉P (λk)

‖P (λk)‖2 , δ1

〉

=
∞∑
k=1

λnk
‖P (λk)‖2 =

∫
R
tndρ(t).

Comentario 5.3.5. Sabemos que la relación dada en la ecuación (5.48) se satisface para
cualquier n y por tanto ρτ (t) definida en la ecuación (5.47) es tal que existen todos
sus momentos.

Por lo dicho anteriormente, vemos que podemos construir una isometŕıa V entre
`2(N) y L2(R, dρ) de forma tal que V δn = Pn−1(t). Para ver que V es isometŕıa solo
probaremos que los polinomios Pn(t) son una sistema ortonormal (s.o.n.) en L2(R, dρ)
y además que se satisface la ecuación (2.15). En efecto, comencemos viendo que son
ortonormales

δmn = 〈Pn−1(J(τ))δ1, Pm−1(J(τ))δ1〉 = 〈Pn−1(J(τ))Pm−1(J(τ))δ1, δ1〉

=

∫
R
Pn−1(t)Pm−1(t)dρ(t), (5.49)

como los ı́ndices de los polinomios fueron escogidos arbitrariamente se ve claramente
que forman un sistema ortonormal. Ahora, veamos que se satisface (2.15). Sea φ =
{φk}k∈N ∈ l2(N), φ =

∑
k∈N φkδk. Entonces

V φ =
∑
k∈N

αkV δk =
∑
k∈N

αkPk−1(t). (5.50)

Ahora, al calcular la norma en `2(N) de φ vemos que utilizando el Teorema 2.2.3,
tenemos

‖φ‖2 =

∥∥∥∥∥∑
k∈N

αkδk

∥∥∥∥∥
2

=
∑
k∈N

|αk|2 .

Por otro lado, tomando la norma en L2(R, dρ) del lado derecho de la ecuación (5.50),
se sigue ∥∥∥∥∥∑

k∈N

αkPk−1(t)

∥∥∥∥∥
2

=
∑
k∈N

|αk|2 ,
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tomando en cuenta que los polinomios son un s.o.n. en L2(R, dρ) y usando el Teore-
ma 2.2.3. Aśı,

‖φ‖2
`2(N) =

∑
k∈N

|αk|2 = ‖V φ‖2
L2(R,dρ) .

Por lo tanto V es una isometŕıa.
Ahora, notemos que para n ∈ N

V J(τ)V −1Pn−1(t) = V J(τ)δn (5.51)

y usando el Teorema 5.3.1, tenemos

V J(τ)δn = V (bn−1δn−1 + qnδn + bnδn+1) = bn−1Pn−2(t) + qnPn−1(t) + bnPn(t).

Y si sustituimos P0(t) en vez de Pn−1(t) en la ecuación (5.51), se deduce fácilmente

V J(τ)δ1 = q1P0(t) + b1P1(t).

Por otro lado, notemos que〈
V J(τ)V −1Pn−1(t), P0(t)

〉
L2(R,dρ)

=
〈
J(τ)V −1Pn−1(t), V −1P0(t)

〉
`2(N)

=
〈
J(τ)V −1Pn−1(t), δ1

〉
`2(N)

=

∫
R
tPn−1(t)Po(t)dρ(t)

= 〈tPn−1(t), P0(t)〉L2(R,dρ) .

Notemos que en el producto interior anterior podemos tomar cualquier Pm−1(t) en sus-
titución de P0(t) y como los polinomios son un s.o.n. Concluimos que V J(τ)V −1Pn−1(t) =
tPn−1(t), obteniendo

tP0(t) = q1P0(t) + b1P1(t)

tPn−1(t) = bn−1Pn−2(t) + qnPn−1(t) + bnPn(t), n ∈ N \ {1}.

De esta forma V `2(N) = span{tk−1}∞k=1 ⊂ L2(R, dρ) y V J(τ)V −1 es el operador de
multiplicación por la variable independiente en span{tk−1}∞k=1. Esto corresponde a la
representación canónica del operador J(τ).1

De (5.48) (véase también el Comentario 5.3.5) todos los polinomios están en L2(R, dρ).
Ahora, es fácil ver que si ortonormalizamos por el método de Gram-Schmidt la su-
cesión {tk−1}∞k=1, obtenemos {Pk−1(t)}∞k=1. Donde Pk(t) son los polinomios de primer
género asociados a J .

1Ya que δ1 es ćıclico de J(τ), en base a [2, Sec. 69] se puede demostrar que span{tk−1}∞k=1 =
L2(R, dρ). Por lo tanto V realiza la representación canónica de J(τ) como se define en [2, Sec. 69].
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Comentario 5.3.6. De (5.49) haciendo m = n = 1, se sigue que∫
R
dρ(t) = 1.

Esto último a la luz de (5.47), implica que

∞∑
k=1

1

‖P (λk)‖2 = 1. (5.52)
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Caṕıtulo 6

Reconstrucción de la matriz de
Jacobi

Este es el caṕıtulo central de nuestra investigación, basada en los resultados de
[18]. En la sección 6.1 veremos teoŕıa introductoria de reconstrucción de una matriz de
Jacobi, haciendo uso de los polinomios de primer y segundo genero vistos en el capitulo
anterior y que nos ayudan a introducir nuevas funciones que nos serán auxiliares. Por
otra parte en la sección 6.2 veremos el problema central de nuestra investigación que
se encuentra escrito en el Teorema 6.2.2 y el cual nos da una técnica de reconstruir
única para una matriz de Jacobi en el caso no auto-adjunto a partir del espectro de
dos de sus extensiones auto-adjuntas.

6.1. Reconstrucción

Comenzaremos introduciendo algunas funciones auxiliares. La función A, B, C y
D son denotadas usualmente por estas letras ya que forman las entradas de la matriz
de Nevanlinna asociada a la matriz de Jacobi (5.1).

Definición 6.1.1. Def́ınanse las funciones

An(ζ) := Wn(Q(0), Q(ζ)), (6.1)

Bn(ζ) := Wn(Q(0), P (ζ)), (6.2)

Cn(ζ) := Wn(P (0), Q(ζ)), (6.3)

Dn(ζ) := Wn(P (0), P (ζ)), (6.4)

donde P (ζ) = {Pn−1(ζ)}n∈N y Q(ζ) = {Qn−1(ζ)}n∈N son los polinomios de primer y
segundo género respectivamente asociados a la matriz (5.1).

Recordemos que los polinomios de primer y segundo género son una sucesión deno-
tada usualmente por P (ζ) = {Pn−1(ζ)}n∈N y Q(ζ) = {Qn−1(ζ)}n∈N respectivamente.
Dichas sucesiones están dadas en las ecuaciones (5.6) y (5.9).

115
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Lema 6.1.2. Sea An, Bn, Cn y Dn dados como en la Definición 6.1.1, entonces

An(ζ) = ζ
n∑
k=1

Qk(0)Qk(ζ) (6.5)

Bn(ζ) = −1 + ζ
n∑
k=1

Qk(0)Pk(ζ) (6.6)

Cn(ζ) = 1 + ζ

n∑
k=1

Pk(0)Qk(ζ) (6.7)

Dn(ζ) = ζ
n∑
k=1

Pk(0)Pk(ζ) (6.8)

Demostración. Utilizando la ecuación (5.19) (tomando en cuenta que µ = 0 para todas
las ecuaciones) y aplicándola sobre la ecuación (6.1), se sigue que

b1(Q0(0)Q1(ζ)−Q1(0)Q0(ζ))− bn(Qn−1(0)Qn(ζ)−Qn(0)Qn−1(ζ))

= −ζ
n∑
k=1

Qk(0)Qk(ζ),

tomando en cuenta que Q1(0) = Q0(ζ) = 0, se obtiene (6.5). Ahora, aplicando (5.19)
a la ecuación (6.2), tenemos

b1(Q0(0)P1(ζ)−Q1(0)P0(ζ))− bn(Qn−1(0)Pn(ζ)−Qn(0)Pn−1(ζ))

= −ζ
n∑
k=1

Qk(0)Pk(ζ),

utilizando que Q0(0) = 0, Q1(0) = b−1
1 , P0(ζ) = 1 y despejando, obtenemos (6.6).

Después, aplicando (5.19) a la ecuación (6.3), se sigue

b1(P0(0)Q1(ζ)− P1(0)Q0(ζ))− bn(Pn−1(0)Qn(ζ)− Pn(0)Qn−1(ζ))

= −ζ
n∑
k=1

Pk(0)Qk(ζ),

notando que Q0(ζ) = 0, Q1(ζ) = b−1
1 , P0(0) = 1 y despejando, tenemos la ecua-

ción (6.7). Para la ecuación (6.4), también aplicamos (5.19), resultando en

b1(P0(0)P1(ζ)− P1(0)P0(ζ))− bn(Pn−1(0)Pn(ζ)− Pn(0)Pn−1(ζ))

= −ζ
n∑
k=1

Pk(0)Pk(ζ),

de donde usando que P0(0) = P0(ζ) = 1, P1(0) = − q1
b1

, P1(ζ) = ζ−q1
b1

, y despejando, se
tiene la ecuación (6.8).
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Note que utilizando las ecuaciones (6.1)–(6.4) y la identidad (5.10), se verifica
fácilmente que

Pn(ζ) = Qn(0)Dn(ζ)− Pn(0)Bn(ζ), (6.9)

Qn(ζ) = Qn(0)Cn(ζ)− Pn(0)An(ζ), (6.10)

Teorema 6.1.3. Sea An, Bn, Cn y Dn dados como en la Definición 6.1.1, entonces(
−Bn(ζ) −An(ζ)
Dn(ζ) Cn(ζ)

)
=

n−1∏
k=0

(
I + ζ

(
−Qk(0)Pk(0) −Qk(0)Qk(0)
Pk(0)Pk(0) Pk(0)Qk(0)

))
, (6.11)

donde I es la matriz identidad de 2 × 2, ζ ∈ C y tomamos el producto de matrices
en orden cronológico, es decir, para una sucesión de matrices cuadradas {En}n∈N,
tenemos ∏

n∈N

En = EnEn−1 · · ·E2E1

A partir de aqúı cada vez que veamos un producto de matrices sera en orden cronológi-
co.

Demostración. Observe que(
−B1(ζ) −A1(ζ)
D1(ζ) C1(ζ)

)
=

(
1 0
ζ 1

)
=

(
I + ζ

(
0 0
1 0

))
.

Ahora, suponga que (6.11) es cierta para n, entonces demostraremos que es también
cierta para n+ 1, para probar esto basta demostrar que(

−Bn+1(ζ) −An+1(ζ)
Dn+1(ζ) Cn+1(ζ)

)
=

(
I + ζ

(
−Qn(0)Pn(0) −Qn(0)Qn(0)
Pn(0)Pn(0) Pn(0)Qn(0)

))(
−Bn(ζ) −An(ζ)
Dn(ζ) Cn(ζ)

)
. (6.12)

Es decir, desarrollando el lado derecho de (6.12), tenemos que verificar que(
−Bn+1(ζ) −An+1(ζ)
Dn+1(ζ) Cn+1(ζ)

)
=

(
−Bn(ζ) −An(ζ)
Dn(ζ) Cn(ζ)

)
+ ζ

((
−Qn(0)Pn(0) −Qn(0)Qn(0)
Pn(0)Pn(0) Pn(0)Qn(0)

)(
−Bn(ζ) −An(ζ)
Dn(ζ) Cn(ζ)

))
.

Aśı, por entradas debemos probar que las siguientes igualdades se satisfacen

−Bn+1(ζ) = −Bn(ζ) + ζ(Qn(0)Pn(0)Bn(ζ)−Qn(0)Qn(0)Dn(ζ)) (6.13)

−An+1(ζ) = −An(ζ) + ζ(Qn(0)Pn(0)An(ζ)−Qn(0)Qn(0)Cn(ζ)) (6.14)

Dn+1(ζ) = Dn(ζ) + ζ(−Pn(0)Pn(0)Bn(ζ) + Pn(0)Qn(0)Dn(ζ)) (6.15)

Cn+1(ζ) = Cn(ζ) + ζ(−Pn(0)Pn(0)An(ζ) + Pn(0)Qn(0)Cn(ζ)). (6.16)
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Utilizando la ecuación (6.9) para la parte derecha de (6.13) y (6.15), y la ecuación
(6.10) para la parte derecha de (6.14) y (6.16), tenemos que las ecuaciones a verificar
son

−Bn+1(ζ) = −[Bn(ζ) + ζ(Qn(0)Pn(ζ))]

−An+1(ζ) = −[An(ζ) + ζ(Qn(0)Qn(ζ))]

Dn+1(ζ) = Dn(ζ) + ζ(Pn(0)Pn(ζ))

Cn+1(ζ) = Cn(ζ) + ζ(Pn(0)Qn(ζ)).

Pero del Lema 6.1.2 se verifica directamente que las igualdades anteriores son validas,
es decir, la ecuación (6.12) tiene lugar.

Definición 6.1.4. Sea J 6= J∗, def́ınanse

A(ζ) := W∞(Q(0), Q(ζ)),

B(ζ) := W∞(Q(0), P (ζ)), (6.17)

C(ζ) := W∞(P (0), Q(ζ)),

D(ζ) := W∞(P (0), P (ζ)), (6.18)

Comentario 6.1.5. La Definición 6.1.4 es correcta, debido al Teorema5.1.20 y al Teo-
rema 5.1.36 y los ĺımites existen siempre que J 6= J∗.

Teorema 6.1.6. Sea J 6= J∗. Entonces(
−B(ζ) −A(ζ)
D(ζ) C(ζ)

)
=
∞∏
k=0

(
I + ζ

(
−Qk(0)Pk(0) −Qk(0)Qk(0)
Pk(0)Pk(0) Pk(0)Qk(0)

))
(6.19)

Demostración. Note que, por definición,

An(ζ) −−−→
n→∞

A(ζ),

Bn(ζ) −−−→
n→∞

B(ζ),

Cn(ζ) −−−→
n→∞

C(ζ),

Dn(ζ) −−−→
n→∞

D(ζ).

Ahora, utilizando el hecho de que J 6= J∗, tenemos que los ĺımites de las funciones en
la Definición 6.1.4 existen y están bien definidos. Por lo tanto(

−Bn(ζ) −An(ζ)
Dn(ζ) Cn(ζ)

)
−−−→
n→∞

(
−B(ζ) −A(ζ)
D(ζ) C(ζ)

)
.

Entonces el ĺımite del lado derecho de (6.19) también existe, es decir, el producto es
convergente.
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Teorema 6.1.7. Sea J 6= J∗, entonces

∞∑
k=0

∥∥∥∥(−Qk(0)Pk(0) −Qk(0)Qk(0)
Pk(0)Pk(0) Pk(0)Qk(0)

)∥∥∥∥ <∞ (6.20)

Demostración. Para esta demostración primero calcularemos la norma de la matriz,
utilizando la norma de un vector v en C2 como ‖v‖ = máx{|v1| , |v2|} (recuerde que
en espacios de dimensión finita todas las normas son equivalentes).∥∥∥∥(−Qk(0)Pk(0) −Qk(0)Qk(0)

Pk(0)Pk(0) Pk(0)Qk(0)

)∥∥∥∥
= sup
‖(v1,v2)‖=1

∥∥∥∥(−Qk(0)Pk(0) −Qk(0)Qk(0)
Pk(0)Pk(0) Pk(0)Qk(0)

)(
v1

v2

)∥∥∥∥
= sup
‖(v1,v2)‖=1

(máx{|−Qk(0)Pk(0)v1 −Qk(0)Qk(0)v2| , |Pk(0)Pk(0)v1 + Pk(0)Qk(0)v2|})

≤ C máx{|Qk(0)Pk(0)| , |Qk(0)Qk(0)| , |Pk(0)Pk(0)|}.

Tomemos el elemento |Qk(0)Pk(0)| del conjunto al que se le evalúa el máximo y estu-
diemos la serie

∞∑
k=0

|Qk(0)Pk(0)| ,

por la desigualdad de Hölder

∞∑
k=0

|Qk(0)Pk(0)| ≤

(
∞∑
k=0

|Qk(0)|2
) 1

2
(
∞∑
k=0

|Pk(0)|2
) 1

2

<∞,

ya que {Qk(0)}∞k=0 y {Pk(0)}∞k=0 son sucesiones en `2(N) siempre que J 6= J∗. Análo-
gamente

∑∞
k=0 |Qk(0)Qk(0)| <∞ y

∑∞
k=0 |Pk(0)Pk(0)| <∞. Por lo tanto (6.20) tiene

lugar.

Teorema 6.1.8. Sea J 6= J∗. Para todo ε > 0 existe Cε > 0 tal que∥∥∥∥(−B(ζ) −A(ζ)
D(ζ) C(ζ)

)∥∥∥∥ ≤ Cεe
ε|ζ|, ζ ∈ C. (6.21)

Demostración. Sea

Nn(ζ) :=

(
−Bn(ζ) −An(ζ)
Dn(ζ) Cn(ζ)

)
y

Sk :=

(
−Qk(0)Pk(0) −Qk(0)Qk(0)
Pk(0)Pk(0) Pk(0)Qk(0)

)
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Ahora, note que

‖Nn(ζ)‖ =

∥∥∥∥∥
n−1∏
k=0

I + ζSk

∥∥∥∥∥ ≤
n−1∏
k=0

(1 + |ζ| ‖Sk‖) = e
Pn−1
k=0 ln(1+|ζ|‖Sk‖) ≤ e|ζ|

Pn−1
k=0‖Sk‖

(6.22)
Por el Teorema 6.1.6, se sigue que ĺımn→∞Nn(ζ) existe y denotaremos ese ĺımite por
N(ζ), N(ζ) es entera. Por (6.22), se obtiene

‖N(ζ)‖ =

∥∥∥∥∥
n−1∏
k=0

(I + ζSk)
∞∏
k=n

(I + ζSk)

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
n−1∏
k=0

(I + ζSk)

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥
∞∏
k=n

(I + ζSk)

∥∥∥∥∥ ≤ (e|ζ|P∞k=n‖Sk‖)
n−1∏
k=0

(1 + |ζ| ‖Sk‖)

Claramente
∏n−1

k=0(1 + |ζ| ‖Sk‖) es un polinomio de |ζ| de grado n− 1, entonces ya que
‖Sk‖ > 0 existen números ak > 0 tales que

n−1∏
k=0

(1 + |ζ| ‖Sk‖) =
n−1∑
k=0

ak |ζ|k .

Ahora, estimemos la cota superior de las desigualdades anteriores. Comencemos sus-
tituyendo la igualdad anterior en la ultima desigualdad de arriba, obteniendo(

e|ζ|
P∞
k=n‖Sk‖

) n−1∑
k=0

ak |ζ|k ≤ e|ζ|
P∞
k=n‖Sk‖

[
máx

0≤k≤n−1
ak

] n−1∑
k=0

|ζ|k

≤
(
e|ζ|

P∞
k=n‖Sk‖

)
2n−1

[
máx

0≤k≤n−1
ak

]
(n− 1)!

εn−1

n−1∑
k=0

(1
2
ε)k |ζ|k

k!

<
(
e|ζ|

P∞
k=n‖Sk‖

)
2n−1

[
máx

0≤k≤n−1
ak

]
(n− 1)!

εn−1

∞∑
k=0

(1
2
ε)k |ζ|k

k!

≤
(
e|ζ|

P∞
k=n‖Sk‖

)
2n−1

[
máx

0≤k≤n−1
ak

]
(n− 1)!

εn−1
e

1
2
ε|ζ|.

Note que las desigualdades anteriores son validas para 0 < ε < 1. Ahora, escogiendo
n tal que el primer miembro de la última desigualdad, este acotado por e1/2ε|ζ| (véase

el Teorema 6.1.7). Tomando en cuenta que 2n−1 máx0≤k≤n−1 ak
(n−1)!
εn−1 depende de ε,

definimos Cε := 2n−1 máx0≤k≤n−1 ak
(n−1)!
εn−1 , obteniendo que

‖N(ζ)‖ ≤
(
e|ζ|

P∞
k=n‖Sk‖

) n−1∏
k=0

(1 + |ζ| ‖Sk‖) ≤ Cεe
ε|ζ|.
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Teorema 6.1.9. Las funciones de la Definición 6.1.1 son enteras que no crecen más
rápido que una función entera de tipo minimal de orden uno.

Demostración. Del Comentario 5.1.37 y el Comentario 1.1.8, se sigue directamente
que las funciones de la Definición 6.1.1 son enteras. Ahora, tomando en cuenta el
Teorema 6.1.8 y como se cumple (6.21) para toda la matriz. Entonces (6.21) se satisface
para cada entrada de la matriz. Además, utilizando la función de la Definición 1.2.1
sobre Cεe

ε|ζ|, tenemos
máx
|ζ|=r

∣∣Cεeε|ζ|∣∣ = |Cεeεr| = Cεe
εr.

Para calcular el tipo utilizaremos el Teorema 1.2.9, con ρ = 1, entonces

ĺım sup
r→∞

ln(Cεe
εr)

r
= ĺım sup

r→∞

lnCε + ln eεr

r

= ĺım sup
r→∞

(
lnCε
r

+ ε) = ε,

pero como ε lo podemos hacer tan pequeño como queramos, se sigue que el ĺımite
anterior es cero.

Comentario 6.1.10. Note que del la Definición 6.1.4 y del Comentario 5.1.11, si P (ζ) =
{Pn−1(ζ)}n∈N esta en Dτ (véase la Definición 5.2.3), implica que

0 = W∞(v(τ), P (ζ)) =

{
D(ζ) + τB(ζ) si τ ∈ R
B(ζ) si τ =∞.

(6.23)

Ahora, def́ınase la función:

Rτ (ζ) :=

{
D(ζ) + τB(ζ) si τ ∈ R
B(ζ) si τ =∞.

(6.24)

Teorema 6.1.11. Sea J 6= J∗. Si λ0 ∈ σ(J(τ)), entonces Rτ (λ0) = 0. Rećıprocamente,
si λ0 es cero de Rτ , entonces λ0 ∈ σ(J(τ)).

Demostración. Sabemos que las soluciones de la ecuación (J∗ − λ0I)u = 0 son tales
que u = cP (λ0) (véase Teorema 5.1.5). Si λ0 ∈ σ(J(τ)) entonces ker(J(τ) − λ0I) =
ker(J∗−λ0I) (véase Comentario 5.3.5). Entonces P (λ0) ∈ ker(J(τ)−λ0I). Obteniendo
P (λ0) ∈ Dτ , por lo tanto Rτ (λ0) = 0.

Supongamos que Rτ (λ0) = 0, entonces P (λ0) ∈ Dτ . Por otra parte (J∗−λ0I)P (λ0) =
0, pero como P (λ0) ∈ Dτ , tenemos (J(τ) − λ0I)P (λ0I) = 0. Por lo tanto P (λ0) ∈
ker(J(τ)− λ0I) y λ0 ∈ σ(J(τ)).

Una matriz de Jacobi de la forma (5.1) determina, de modo único, la sucesión
P (t) = {Pk−1(t)}k∈N, t ∈ R (véase la Sec. 2, Cap. 5). Esta sucesión es ortonormal en
cualquier espacio L2(R, dρ), donde ρτ esta definida en la ecuación (5.47) y es solución
del problema de momentos asociado a la matriz de Jacobi (5.1) (comparece con [2,
Sec.2.1, Cap. 2 ]).
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6.2. Reconstrucción única de una matriz de Jacobi

no auto-adjunta

Hay formas de recuperar una matriz de Jacobi a partir de la función espectral de
alguna de sus extensiones auto-adjuntas Una forma clásica de reconstruir una matriz
de Jacobi es la siguiente:

Sea ρ la función espectral de cierta extensión auto-adjunta de el operador J 6= J∗

y {Pk(t)}k∈N∪{0} la sucesión que se obtiene de aplicar en L2(R, dρ) el proceso de orto-
gonalización de Gram-Schmidt (véase la demostración del Lema 2.2.11) a la sucesión
{tk}k∈N∪{0}, t ∈ R. Observe que {tk−1}∞k=1 está en L2(R, dρ) por el Comentario 5.3.5.
Del caṕıtulo 5 sección 3 , [4, Sec. 1.5 Cap. 7] y [25, Sec. 1], se sigue que los polinomios
satisfacen

tPk−1(t) = bk−1Pk−2(t) + qkPk−1(t) + bkPk(t), k ∈ N \ {1} (6.25)

tP0(t) = q1P0(t) + b1P1(t) (6.26)

donde bk > 0 y qk ∈ R para toda k ∈ N. Entonces vemos que en el espacio de
Hilbert span{tk}k∈N∪{0} ⊂ L2(R, dρ). El operador de multiplicación por la variable

independiente actúa sobre el s.o.n. {Pn−1(t)}n∈N de la misma forma que V J̃V −1, donde
J̃ es una extensión auto-adjunta de J . Por lo que podemos identificar los coeficientes
de bk y qk con las entradas de la matriz que es representación matricial con respecto
a la base canónica en `2(N).

Una vez encontrada la matriz de Jacobi asociada al operador J , estamos ahora en
la posibilidad de obtener la condición a la frontera en el infinito que define el dominio
de J(τ). τ puede encontrarse de la siguiente forma: tomando un auto-valor λ de J(τ),
o lo que es lo mismo, un polo de ∫

R

ρτ (t)

t− ζ
, (6.27)

(donde la ecuación (6.27) es la función m de Weyl) y su auto-vector correspondiente
φ(λ) = {φk(λ)}k∈N ∈ dom(J(τ)), obtenemos que

W∞(v(τ), φ(λ))

= W∞(P (0) + τQ(0), φ(λ))

= W∞(P (0), φ(λ)) + τW∞(Q(0), φ(λ)) = 0,

donde P (0) = {Pk−1(0)}k∈N y Q(0) = {Qk−1(0)}k∈N. Aśı, si W∞(Q(0), φ(λ)) 6= 0,
entonces

τ = −W∞(P (0), φ(λ))

W∞(Q(0), φ(λ))
.

Y si W∞(Q(0), φ(λ)) = 0, entonces τ =∞.
En esta sección mostraremos que dado el espectro de dos distintas extensiones

auto-adjuntas J(τ1), J(τ2) del operador de Jacobi J 6= J∗, siempre podemos recobrar
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la matriz, es decir, la representación matricial de J con respecto a una base ortonormal
fija en H y dos parámetros τ1, τ2, que definen las extensiones auto-adjuntas de J .1 El
espectro σ(J(τ1)) y σ(J(τ2)) determinan únicamente la matriz de J y a los números
τ1, τ2.2

Comencemos considerando la siguiente expresión:

n∑
k=1

P 2
k−1(ζ) = bn(Pn−1(ζ)P ′n(ζ)− Pn(ζ)P ′n−1(ζ)) = Wn(P (ζ), P ′(ζ)), (6.28)

que surge de la ecuación (5.18) tomando m = 0, yk = Pk(ζ) y zk = Pk(λ).

(λ− ζ)
n∑
k=1

Pk−1(ζ)Pk(λ) = bn(Pn−1(ζ)Pn(λ)− Pn(ζ)Pn−1(λ)),

esta ultima ecuación es conocida como la ecuación de Christoffel-Darboux y de la cual
haciendo tender λ a ζ resulta en (6.28).

Es fácil verificar, tomando en cuenta la ecuación (5.10) la ecuación

Wn(P (ζ), P ′(ζ)) =Wn(P (0), P (ζ))Wn(Q(0), P ′(ζ))

−Wn(Q(0), P (ζ))Wn(P (0)P ′(ζ)).

que es conocida como la ecuación de Liouville-Ostrogradskii. Entonces

∞∑
k=1

P 2
k−1(ζ) = W∞(P (ζ), P ′(ζ))

= D(ζ)B′(ζ)−B(ζ)D′(ζ). (6.29)

Además, de la existencia y convergencia del ĺımite en (6.4) y (6.2), lo siguiente es
valido

B′(ζ) = W∞(Q(0), P ′(ζ))

D′(ζ) = W∞(P (0), P ′(ζ)).

Ahora, tomemos en cuenta la siguiente expresión:

Rτ1(ζ)R′τ2(ζ)−R′τ1(ζ)Rτ2(ζ)

= (D(ζ) + τ1B(ζ))(D′(ζ) + τ2B
′(ζ))− (D′(ζ) + τ1B

′(ζ))(D(ζ) + τ2B(ζ))

= [D(ζ)D′(ζ) + τ2D(ζ)B′(ζ) + τ1B(ζ)D′(ζ) + τ1τ2B(ζ)B′(ζ)]

− [D(ζ)D′(ζ) + τ2D
′(ζ)B(ζ) + τ1B

′(ζ)D(ζ) + τ1τ2B(ζ)B′(ζ)]

= (τ2 − τ1)[D(ζ)B′(ζ)−B(ζ)D′(ζ)], (6.30)

1Esto ya fue enunciado en el trabajo [9, T. 1] , donde τ1, τ2 ∈ R y τ1 6= τ2.
2Un resultado similar pero en un contexto más general puede ser encontrado en [8, T. 7].
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para τ1, τ2 ∈ R con τ1 6= τ2. Por otro lado, tenemos que

Rτ1(ζ)R′∞(ζ)−R′τ1(ζ)R∞(ζ) = D(ζ)B′(ζ)−B(ζ)D′(ζ), τ1 ∈ R. (6.31)

Por lo que sustituyendo (6.30) y (6.31) en (6.29), tenemos

‖P (ζ)‖2 =
∞∑
k=1

P 2
k−1(ζ) =

{
Rτ1 (ζ)R′τ2 (ζ)−R′τ1 (ζ)Rτ2 (ζ)

τ2−τ1 τ1, τ2 ∈ R, τ1 6= τ2

Rτ1(ζ)R′∞(ζ)−R′τ1(ζ)R∞(ζ) τ1 ∈ R
.

(6.32)
El análogo a (6.32) con τ1 6= τ2 y τ1, τ2 ∈ R para operadores de Schrödinger en

L2(0,∞) siendo en el caso no auto-adjunto es [10, Eq. 1.20]. La ecuación [10, Eq. 1.20]
juega un papel central para la prueba del teorema único de reconstrucción de dicho
operador [10, T. 1.1]. La contra parte discreta de [10, T. 1.1] es [9, T. 1]. El trabajo
mencionado da una técnica de reconstrucción basada en (6.32).

Es muy sabido que el espectro de cualquier dos diferentes extensiones auto-adjuntas
de un operador de Jacobi son disjuntos [2, Cap. 4, Sec. 2.4 ]. Uno puede concluir esto
de (6.32). Además, la siguiente afirmación es válida.

Teorema 6.2.1. Los auto-valores de dos diferentes extensiones auto-adjuntas de un
operador de Jacobi se entrelazan, es decir, sólo hay un auto-valor de una extensión
auto-adjunta entre dos auto-valores de cualquier otra extensión auto-adjunta.

Demostración. Note que de la ecuación (6.24), se sigue que la función entera Rτ (ζ),
τ ∈ R ∪ {∞}, es real, es decir, toma valores reales sobre la recta real. Sea λk < λk+1

dos valores propios vecinos de la extensión auto-adjunta J(τ2) de J , con τ2 ∈ R∪{∞}.
Entonces λk, λk+1 son ceros de Rτ2(ζ) y por (6.32) esos ceros son simples. Ya que
Rτ2(λk) y Rτ2(λk+1) tienen diferentes signos, se sigue de (6.32) que Rτ1(λk) y Rτ1(λk+1)
(τ1 ∈ R∪{∞}, τ1 6= τ2) tienen signos opuestos. De la continuidad de Rτ1 en el intervalo
[λk, λk+1], hay al menos un cero de Rτ1 en (λk, λk+1). Ahora, supongamos que en este
intervalo hay más de un cero de Rτ1 , entonces uno puede tomar dos vecinos que sean
ceros de Rτ1 en (λk, λk+1). Reproduciendo este argumento intercambiando τ1 y τ2, uno
obtiene que al menos hay un cero de Rτ2 en alguna parte de (λk, λk+1). Esto contradice
la hipótesis de que λk y λk+1 son vecinos.

La prueba de la afirmación anterior sigue de la ecuación (6.32) y esta prueba es
similar a la prueba de [2, T. 1.2.2].

Sea {λn(τ)}n∈N los auto-valores de J(τ). Por como se define (6.24) resulta ser una
función entera que no crecen más rápido que una función de tipo minimal de orden uno,
ya que D(ζ), B(ζ) son enteras por el Teorema 6.1.9 y además no crece más rápido que
una función de tipo minimal de orden uno. Entonces, por el Teorema 1.2.18, siempre
podemos escribir

Rτ (ζ) = Cτζ
δτ ĺım
r→∞

∏
0<|λk(τ)|≤r

(
1− ζ

λk(τ)

)
, τ ∈ R ∪ {∞}, (6.33)
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donde Cτ ∈ R \ {0} y δτ es la delta de Kronecker, es decir, δτ = 1 si τ = 0, y
δτ = 0 en otro caso. El ĺımite en (6.33) converge uniformemente en compactos de C
(véase Teorema 1.2.18). Note que cuando τ = 0 excluimos naturalmente al elemento
de σ(J(τ)) que es igual a 0 del producto infinito.

Observemos que de (6.33), inmediatamente obtenemos que R0(0) = 0, lo cual
puede derivarse independientemente de evaluar las funciones D(ζ) y B(ζ) dadas en
(6.17) y (6.18). En efecto, de (6.6) y (6.8), se sigue que

D(ζ) = ζ
∞∑
k=0

Pk(0)Pk(ζ), (6.34)

B(ζ) = −1 + ζ
∞∑
k=0

Qk(0)Pk(ζ), (6.35)

y se verifica de (6.34) que D(0) = 0, mientras que de (6.35), se tiene B(0) = −1. Por
el otro lado, las distintas extensiones auto-adjuntas tiene espectros disjuntos (véase
Teorema 6.2.1). Lo que implica que D(ζ) y B(ζ) no tienen ceros comunes. Además,
ya que J 6= J∗ tenemos que las series (6.34) y (6.35) convergen.

Ahora, valuemos en 0 la función (6.24) y veamos los casos siguientes casos: Rτ (0) =
−τ para toda τ ∈ R, y R∞(0) = −1 por lo dicho arriba. Entonces Cτ = −τ para alguna
τ ∈ R, τ 6= 0, y C∞ = −1, es decir, Rτ (0) = Cτ esto como consecuencia de (6.33).

Para simplificar la fórmula (6.33), introducimos Rτ (ζ) := Rτ (ζ)
Cτ

, resultando en

Rτ (ζ) := ζδτ ĺım
r→∞

∏
0<|λk(τ)|≤r

(
1− ζ

λk(τ)

)
, τ ∈ R ∪ {∞},

donde δτ es definida en (6.33).
En conjunto con la convergencia uniforme en compactos de C de la expresión

d

dζ

 ∏
0<|λk(τ)|≤r

(
1− ζ

λk(τ)

) , r →∞

se tiene

R′τ (λj(τ)) =

{
−[λj(τ)]δτ−1 ĺımr→∞

∏
0<|λk(τ)|≤r

(
1− λj(τ)

λk(τ)

)
, λj(τ) 6= 0 j 6= k

1 λj(τ) = 0.

(6.36)
Por (6.32) y (6.36), se sigue que

C0 = ‖P (0)‖2 .

Teorema 6.2.2. Sea τ1, τ2 ∈ R ∪ {∞} con τ1 6= τ2 y {λk(τ1)}k∈N, {λk(τ2)}k∈N los
espectros de dos diferentes extensiones auto-adjuntas J(τ1), J(τ2) de un operador de
Jacobi J , J 6= J∗. Estos espectros determinan de forma única la matriz que es repre-
sentación matricial de J y los números τ1 y τ2.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que τ1 6= 0, es decir, la suce-
sión {λk(τ1)}k∈N no contiene ningún elemento cero.

Por (6.32), tenemos que

‖P (λk(τ1))‖2 = MRτ2(λk(τ1))R′τ1(λk(τ1)). (6.37)

Aśı, tomando ζ = λk(τ1) en (6.32), tenemos que para τ1 6= τ2 con τ1, τ2 ∈ R

‖P (λk(τ1))‖2 =
Rτ1(λk(τ1))R′τ2(λk(τ1))−R′τ1(λk(τ1))Rτ2(λk(τ1))

τ2 − τ1

=
−R′τ1(λk(τ1))Rτ2(λk(τ1))

τ2 − τ1

=
−τ1R

′
τ1

(λk(τ1))τ2Rτ2(λk(τ1))

τ2 − τ1

,

entonces M = τ1τ2
τ1−τ2 . Ahora, tomando en (6.32) τ1 =∞ y τ2 ∈ R, τ2 6= 0, tenemos

‖P (λk(τ1))‖2 = Rτ2(λk(τ1))R′∞(λk(τ1))−R′τ2(λk(τ1))R∞(λk(τ1))

= Rτ2(λk(τ1))R′∞(λk(τ1)) = τ2Rτ2(λk(τ1))R′∞(λk(τ1)),

obteniendo que M = τ2. Por otro lado, tomando en (6.32) τ2 =∞ y τ1 ∈ R

‖P (λk(τ1))‖2 = Rτ1(λk(τ1))R′∞(λk(τ1))−R′τ1(λk(τ1))R∞(λk(τ1))

= −R′τ1(λk(τ1))R∞(λk(τ1)) = −τ1R
′
τ1

(λk(τ1))R∞(λk(τ1)),

implica M = −τ1. Por último, tomando en (6.32) τ2 = 0 y τ1 ∈ R, obtenemos

‖P (λk(τ1))‖2 =
Rτ1(λk(τ1))R′0(λk(τ1))−R′τ1(λk(τ1))R0(λk(τ1))

−τ1

= −
R′τ1(λk(τ1))R0(λk(τ1))

−τ1

=
C0τ1R

′
τ1

(λk(τ1))R0(λk(τ1))

−τ1

= −C0R
′
τ1

(λk(τ1))R0(λk(τ1)),

concluyendo que M = −C0. Resumimos los valores de M en el siguiente ecuación:

M =


τ1τ2
τ1−τ2 si τ1, τ2 ∈ R \ {0}
τ2 si τ1 =∞, τ2 6= 0

−τ1 si τ2 =∞
−C0 si τ2 = 0

(6.38)

Debido a (5.52), tenemos

1 =
∑
k∈N

1

‖P (λk(τ1))‖2 =
1

M

∑
k∈N

1

Rτ2(λk(τ1))R′τ1(λk(τ1))
.
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De esta forma

M =
∑
k∈N

1

Rτ2(λk(τ1))R′τ1(λk(τ1))
. (6.39)

Entonces, M está completamente determinada por las sucesiones {λk(τi)}k∈N con i =
1, 2.

Insertando el valor obtenido de M por medio de (6.39) en (6.37), se obtiene
‖P (λk(τ1))‖2 para toda k. Teniendo ‖P (λk(τ1))‖2, podemos construir la función es-
pectral de J(τ1) dada en (5.47). Entonces, por el método descrito en el inicio de la
sección 2 caṕıtulo 6, se reconstruye la matriz asociada al operador J y la condición de
frontera al infinito τ1. Del valor de M y τ1 se obtiene τ2, usando los primeros tres casos
de (6.38), ya que del primer caso si fijamos τ1 y dado que conocemos M despejamos τ2.
Del segundo caso, si τ1 =∞, entonces M = τ2, y del tercer caso si M = −τ1, implica
que τ2 = ∞. Cuando 0 ∈ {λk(τ2)}k∈N, no usamos (6.38), puesto que ya sabemos que
τ2 = 0.

Comentario 6.2.3. Note que la prueba del Teorema 6.2.2 nos da un método de recons-
trucción de una matriz de Jacobi.3

3Aunque se menciona anteriormente, también note aqúı que la afirmación del Teorema 6.2.2, para
el caso τ1, τ2 ∈ R, estaba escrita sin prueba en [9, T. 1].
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