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Resumen

En este trabajo se prueba la existencia de vortices anulares con frontera
cercana a una linea de corriente interna al vértice de Hill. Para ello buscamos
soluciones de tipo potencial en la ecuacién de vorticidad. Se plante6 una ecuacion
integral no lineal y se prob¢ la existencia de soluciones usando un mapeo de
contraccién. Ademds obtivimos una descripciéon aproximada de la frontera de
los vértices buscados.
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Introduccion

En hidrodinamica se entiende un vértice anular como una distribuciéon de
vorticidad con simetria axial que se mueve a velocidad constante, sin cambiar
de forma en un fluido no acotado que se encuentra en reposo en infinito.

El ejemplo més simple de vértices anulares es el vértice esférico de Hill, en
el cual la vorticidad tiene una distribucién lineal respecto a la distancia al eje
de simetria. Este es el unico resultado analitico que se conoce a las ecuaciones
de vorticidad.

Como continuidad al trabajo de Hill [13], los vértices anulares se han estu-
diado extensamente. En particular Fraenkel [11] probé la existencia de vértices
anulares de seccién transversal pequena usando un mapeo de contraccién, asu-
miendo que los voértices buscados son también cercanos a lineas de corriente
del vortice de Hill. Estos trabajos sugieren que tanto el vértice de Hill como
los descritos por Fraenkel son solo algunos miembros de una familia de vértices
anulares que se mueven a velocidad constante respecto a infinito, con vorticidad
en el nicleo lineal respecto a la distancia al eje de simetria.

Siguiendo estas ideas Norbury [12] realizé su trabajo de tesis doctoral bus-
cando vértices anulares cercanos a lineas de corriente del vértice de Hill pero
con seccién tranversal cercana a la del semicirculo frontera. Cabe senalar que
la forma de atacar el problema fue semejante a la usada por Fraenkel, solo que
en este caso se tiene una complicacién desde el punto de vista topoldgico pues
el semicirculo frontera (que no es una curva cerrada) del vértice de Hill es una
linea de corriente admisible en la regién de trabajo. Para evitar esto utilizé una
linea de corriente cerrada (0H,) en el vértice esférico y la distancia normal (q)
de 0H. a la curva de estudio 0€2. Notemos que al buscar soluciones de tipo
potencial sobre la regién 912, la incégnita ¢ se encuentra en los limites de inte-
gracion. Mediante un desarrollo en series de Taylor a la representacién integral
de la solucién y un cambio de variable logré expresarlo en la siguiente forma

u—Heu= fo+ Nu

Analizé cada uno de los sumandos y prob6 que dicha expresién puede verse
como un mapeo de contraccién en cierto espacio, de modo que alli tiene solu-
cién Unica; ademas dio un esquema iterativo para aproximar numéricamente a
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Capitulo 1

Preliminares

En la dindmica de los medios continuos existen dos tipos de fuerzas; las de
cuerpo y las de corto alcance. Las primeras tienen gran alcance afectando a cada
parte del medio continuo, generalmente dependen de algunas propiedades del
mismo como la densidad; mientras que las fuerzas de contacto o superficiales
son fuerzas de corto alcance. Se dan entre dos elementos del medio separados
por una “superficie”, es decir una parte del sistema actiia con su vecino por
medio de esta; (ello resulta un poco ambiguo, pues fisicamente no existe tal,
sino que sélo es una herramienta para describir la interaccién en el sistema).
Debido a que la interaccién entre los elementos es a través de la superficie que
los une, es conveniente usar en vez de fuerzas, esfuerzos que es el cociente de la
fuerza entre el area.

La herramienta matemética para describir los esfuerzos son los tensores. Asi,
decimos que o es el tensor de esfuerzos y el esfuerzo en la direccién n esta dado
por:

g-n (1.1)

La fuerza neta sobre un volumen {2 es:

o s [, s

Donde f son las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen y n la normal exterior
a 0f.
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Si el medio es un fluido, definimos el momento por unidad de volumen en
un elemento de este como pv con g la densidad del medio. Con esto, la segunda
ley de Newton para un volumen fijo queda expresada como:

C‘;t[///ﬂgvdv}:///Qfdv+//mo-nd8 (1.2)

Pero como d/dt es la derivada lagrangeana, es decir esta vista con respecto
a un sistema de referencia que se mueve con el cuerpo entonces la masa odV no
varia, de modo que entra en el signo de integracion y se aplica solo a v.

Usando el teorema de Gauss a la integral sobre la superficie del fluido se

tiene que:
/// —v—f—-V.g|dV=0
4 m a

Como el volumen es fijo pero arbitrario, el integrando es cero

d
g%v:f—i—v~g (1.3)

Solo falta saber como se relaciona el tensor de esfuerzos con la velocidad y otras
propiedades del fluido.

El tensor 0;; es la entrada 7j del tensor g entonces ella representa la coorde-
nada i-ésima del esfuerzo sobre una superficie que tiene como normal a un vector
en la direccion j-ésima; entonces la entrada o;; es la parte del esfuerzo que es
perpendicular a la superficie. Esta componente del esfuerzo tiende a comprimir
o expandir al fluido en direccién normal a la superficie en ese punto. Veamos co-
mo podemos descomponer este tensor para darle una interpretacién mas sencilla.

Tomemos una superficie cerrada muy pequena donde supongamos g es cons-
tante en el volumen delimitado por la superficie, y calculemos el promedio de la
componente normal del esfuerzo sobre ella; por simplicidad usemos a una esfera
y notacién de indices para los vectores y tensores.

1 s R2 s _&//
s //VcnjnszR sinfdfdyp = y f/nm] sin 6 df dy

Como n; puede ser cualquiera de las componentes del vector radial unitario
cuando el producto n;n; tenga un sin ¢ o cosp la integral sobre ese término
es nula, asi ngny, nins, ngns ,Nang no cuentan en el promedio, mientras que
nany = ning = sin? 0 siny cosp también son cero pues al integrar sobre ¢
tenderemos un sin? ¢ que se cancela al evaluar en los limites de integracién, por
lo tanto la integral sobre componentes con indices distintos es cero mientras que
para los que tienen indices repetidos es:

1 // sin® 6 cos? o df dnp—|—@ // sin® 0 sin? o df dg0—|—@ // cos? 0sin 6 df dyp
ar J )y a )y d )y
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:M/ sin39d9+@/ cos? 0 sin 6 do

4 0 2 Jo
— 2033 —on — o (7 cos? fsin 0 do + g1t o2
_ i
3

i.e. el promedio de las componentes normales de los esfuerzos en la superficie es
un tercio de la traza del tensor, estas son las que hacen que la superficie se defor-
me a otra semejante a la original, por ello se conocen como esfuerzos expansivos.

Se acostumbra llamar presion a:

p= 3 (1.4)

pues ella es la causante de la compresion del cuerpo cuando p > 0 y de la ex-
pansién si p < 0.

Asi separamos al tensor de esfuerzos como:

oij = —pbij + dij (1.5)

v; direcciones principales de d

donde el tensor d (conocido como tensor debiatdrico) tiene traza cero, es decir
los valores propios de este tensor no pueden tener todos el mismo signo. Fisica-
mente dichas cantidades son las magnitudes de los esfuerzos en las direcciones
dadas por los vectores propios, asi el tensor d no puede representar esfuerzos
compresivos 6 expansivos. Por eso decimos que es el causante de que el fluido
se deslice, pero al hacerlo en las capas de fluido aparecerd la friccién interna
del fluido en otras palabras viscosidad. Si el fluido tiene una relacién lineal del
tensor debiatérico con el gradiente de la velocidad y es isotrépico se dice que es
un fluido newtoniano.

Sustituyendo (1.5) en la ecuacién (1.3) vemos que:

Q%V:HV- [—pI +d (1.6)

En nuestro caso, nos interesan sélo fluidos ideales (sin términos viscosos)
donde d = 0. Obteniendo la ecuaciéon de Euler para fluidos ideales

d
oV = f—Vp (1.7)
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Ahora sélo resta abrir la derivada total de la velocidad con respecto al tiem-
po; para ello supongamos un elemento de fluido que se mueve en una trayectoria
X (t) y queremos analizar la evolucién de la propiedad (X (¢),t) conforme el
volumen avanza sobre la trayectoria.

at' " ot "ot ox | ot

Sustituyendo (1.8) en (1.7) obtendremos la Ecuacién de Euler en su forma
estandar

d, _ % 8x16’y_[8+v.v]7 (1.8)

0
g[at+v~V]v:f—Vp (1.9)
Si pensamos que la fuerza por unidad de masa es conservativa (f/0 = —V¢),

la expresién anterior es dada por:

0 1
= V|v=—--Vp-V 1.10
v v|v=—tv-ve (1.10)

De (1.10) tomemos la componente i-ésima del término v- Vv y juguemos un
poco con ella:

6’Ui 81)]» 8’1& a’l)j
=V =V Vo =
ij 8951 8xj 69:1
18‘V|2 + (8’0z 81}7‘)
= — Vi — =
2 83:1 J ﬁxj 8$1
La parte entre paréntesis en la ecuacién anterior es un tensor antisimétrico
que estd aplicado a un vector; entonces este lo podemos ver como un producto
cruz entre el vector v y otro al que llamaremos & es decir:

(v-Vv);

Ul(avi—avj =—(vxd); con d=|—-—"F ——— ———
J 8xj asz B ¢ B 8:62 81'376.%'3 (91,‘1’8931 81'2

donde w = V X v es la vorticidad asociada al campo de velocidades. Substitu-
yendo esto en la ecuacion (1.10)

o1
ot 2

Analicemos un poco qué es fisicamente la vorticidad.

1
V|v|2—v><c3:—EVp—V¢ (1.11)

Pensemos en que tenemos un fluido ideal, y queremos ver como varia la
velocidad en un tiempo dado entre dos puntos muy cercanos x y x + h con
| << |||

v(x +h) = v(x) = Vv[x - h + O(||A[*)

1 1
= §[va +Vvi']-h+ i[VVx —Vvi']-h+ O(||h]|?) con Vv, = Vv,
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de la ecuacién (1.11), es facil identificar que el segundo término en corchetes
como el producto cruz de w y h

v(x+h) =v(x)+ %[va + Vvil]-h— %h X 0 (1.12)

Es decir la velocidad en el punto x + h es la misma que en x salvo por dos
términos, el primero es un tensor simétrico (tiene valores propios reales) con
tres direcciones principales en las cuales el fluido tiende a moverse de modo que
esta contribucion de la velocidad tiende a “cuadrar” el volumen; mientras que
la otra parte es una velocidad debida a la rotacién del elemento de volumen con
una velocidad angular local 2 dada por:

Q:

| &y

Decimos que la vorticidad es una medida de la velocidad angular en un punto
del fluido.

La vorticidad es otra forma de encontrar el campo de velocidades, ya que
conociendo esta en todo el dominio, la velocidad puede determinarse con una
integracion (posteriormente ahondaremos en esto). En algunos problemas resul-
ta conveniente escribir la ecuacién de flujo ideal en términos de la vorticidad.
Para hacer esto tomamos el rotacional de la ecuacién (1.11)

Lo
ot

Como el rotacional de un gradiente es cero, y el rotacional conmuta con la
derivada parcial con respecto al tiempo conmutan tenemos que:

1 1
\Y +QV|V|2—V><03} = _Vx {va+v¢]

o] 1
— —Vx(vxd)=—=VoxV
ey ( ) 2 VexVp
Usando la expresion V x (vxw) = (w-V)v—(v-V)w+v(V-w) —w(V-v),
el sumando que lleva el término de la divergencia de & es cero por ser este el
rotacional de un vector:
0w . . - 1
awL(V-V)w: (@-V)v—=&(V-v)+—5Vox Vp (1.13)
o
Si el fluido es barotrépico i.e. las curvas de nivel de la presion son paralelas
a las de la densidad tendremos que el dltimos término de la expresién (1.13) es
cero. ~
0w - - -
E+(V~V)w: (@-V)v—=3ad(V-v) (1.14)
En la dindmica de fluidos asi como en otras ramas de la fisica no relativista,
la masa debe conservarse, es decir, si consideramos un volumen €2 fijo que no
tiene fuentes ni sumideros (simplemente conexo) se debe cumplir que el cambio

Lver ([9]).
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en la masa contenida alli es originada por la entrada y salida de fluido en la
frontera del volumen (992).

Si la masa contenida dentro de €2 la denotamos por M y al flujo de masa en
las fronteras por F' veremos que:

M= /// odV y F=- // ov-ndS con n normal exterior
Q a0

Usando el teorema de la divergencia en la expresién para F, y como el cambio
en la masa estd dado por dM /dt, igualamos estas partes.

o= [l 5 o

Como el volumen es fijo tendemos que:

il J] s

De las expresiones anteriores se tiene:

///Q Bf+v'<9v>] v =0

Como el volumen es fijo pero arbitrario, concluimos que el integrando es cero.

Asi la ecuacién de conservacién de masa se escribe como:
0
8—§+V- (ov) =0 (1.15)

Un caso particular de esta ecuaciéon es cuando decimos que el fluido es incom-
presible (la densidad es constante en todo el volumen) allf la expresién (1.15) se
reduce a:

V-v=0 (1.16)

Abriendo la ecuacién (1.15), podemos despejar el término de V - v y susti-
tuirlo en (1.14).

100 1
0 L G0 @
:>§+(V~V)w7(w V)v+gat+g(v Vo)

Multiplicando toda la ecuacién anterior por 1/p tenemos:

1 0@ 1 1 00 0
S v VB BV el

00t 0 0 02 ot Q(V'vg)
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d1
=—(d-V)v—-—&d—= por (1.8

(@ V)= g por (18)
Juntando los dos términos de las derivadas totales con respecto al tiempo la
expresion se reduce a:

1ldo  _d1 &

-—— 4+ d——=—-Vv
o dt dto o

O su forma mas compacta:

4 (“) =2 . Vv (1.17)
dt \ o 0

Sabemos que si el gradiente de la velocidad es Lipschitz continua, la solucién
para el cociente &/p existe y es tnica dadas las condiciones iniciales. Entonces
si en el medio conocemos la velocidad del fluido, la ecuacién anterior nos dice
que la evoluciéon temporal del cociente de vorticidad entre la densidad depende
del valor que tiene en ese momento, en otras palabras las particulas de fluido
que no tengan vorticidad continuardn asi a lo largo de toda la trayectoria que
sigan. Entonces, decimos que la vorticidad estd confinada a una regién en el es-
pacio que evoluciona con el tiempo pero se constituye de las mismas particulas
de fluido que originalmente formaban la regiéon de vorticidad tiempo atras. De
modo que dicha frontera de la region resulta importante, pues separa al fluido
con vorticidad del fluido sin vorticidad.

Otro concepto importante que usaremos es el de lineas de corriente a las
curvas X(s,t) que para un tiempo ¢y fijo, la tangente a dicha curva es paralela
al campo de velocidades en ese tiempo tg, en otras palabras X(s,tg) es linea de
corriente si cumple:

dX
vx — =0 1.18
I (1.18)

Definimos U(z, y, z,t) funcidn de corriente si sus curvas de nivel a un tiempo
to fijo estan formadas por familias de lineas de corriente; W debe estar definida
en todo el dominio donde v lo esta, por ello decimos que:

U(z,y,z,t) =cte = X(s,tg,k) es linea de corriente para k fijo

WQ X(1.4)

. v
X(s 1ok v

v
v

Derivando esta expresion con respecto a s 6 k tendremos que se debe cumplir
que

Vodr+V,dy+¥.dz=0 6 VV¥.dX =0 (1.19)
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En algunos casos esta funcién estd intimamente ligada con la velocidad, por
ejemplo en flujo potencial en dos dimensiones, o en flujos simétricos respecto a
un eje.

Estos son los conceptos basicos de dindmica de fluidos que usaremos en el
desarrollo de este trabajo, se recomienda al lector revisar las referencias para
profundizar en los temas senalados.
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Capitulo 2

Ecuacién de Laplace

Comunmente en algunas ramas de la fisica, nos encontramos con ecuaciones
en derivadas parciales, en su mayoria, son no lineales. Sin embargo en casos
muy ideales se puede reducir el problema a uno que si sea lineal, y como se ve
en la teoria de ecuaciones parciales [6], todas las ecuaciones lineales de segundo
orden con coeficientes constantes se pueden llevar medio transformaciones a la
ecuacion de onda, la ecuacién de Laplace, o la de calor. En esta seccién revi-
saremos la segunda por ser de suma importancia para continuar con este analisis.

La ecuacién de Laplace es muy utilizada en la fisica. En la rama que es mas
conocida es electromagnetismo, pues es la ecuacién que satisfacen los potencia-
les escalar y vectorial. Otra rama en la que es usada es la elasticidad, modelando
la deformacién de una membrana eldstica (con ciertas condiciones a la frontera)
cuando se le aplica una fuerza. La aplicacién de esta ecuacién que nos interesa
es a la dinamica de fluidos.

Por el momento, en este capitulo no haremos relacién con esta rama de la
fisica, y nos dedicaremos sélo al tratamiento matematico de ella, dejando pen-
diente la relacién con los fluidos para el siguiente capitulo.

La ecuacién a estudiar es la siguiente:

Sea Q2 C R? abierto y acotado y O = Q — Q, definimos

pus P P
U= 02 oy = 022

con x,y, z coordenadas cartesianas. Llamamos ecuacion de Laplace a:

Au = h(x) en §)
(2.1)
au—l—,@’g—Z:f(X) en 0N}

10
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donde a, 8 son constantes y f(x), h(x) son funciones conocidas en Q y 09.

Decimos que es el problema de Dirichlet si § =0, de Neumann si « =0 o de
Robin si a # 0y 8 # 0. Para continuar, daremos un repaso a las identidades de
Green.

Supongamos u,v € C?(Q) y calculemos V - (uVv).
V- (uVv) =uAv+Vu-Vv — ulAv=V-(uVv)—Vu-Vou

Integrando sobre el dominio €2 y usando el teorema de Gauss llegamos a:

[ wsvav = [[[ v-@ooyav — [[[ vu-voav
= ///QuAvdV://muvu-ndS—///Qvu-vudV (2.2)

con n normal exterior a la frontera. La ecuacién anterior es la primera identidad
de Green.

Si en la expresién (2.2) intercambiamos u por v y la que resulte la restamos
a la original obtendremos la segunda identidad de Green:

/// (uAv — vAw) dV = //aQ gz —dS (2.3)

Recordemos que Vv - n es la derivada de v en la direccién n. Para continuar,
definamos que es una solucién fundamental.

Decimos que K (z,y) es solucién fundamental a la ecuacién de Laplace como
en 2.1 si dados x,y € (2 se cumple:

A K(x,y)=0 six#y

(2.4)
JJ[ Ko=) voecr@)

Si buscamos soluciones a la ecuacién de Laplace homdgenea tal que sea
invariante bajo rotaciones pedimos

u=u(r) con TQZZLL‘?

Con u de la forma senalada, aplicamos el operador de Laplace

S E (es) B (e ()
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-1
Auzu"—kuu’:O
r
Resolviendo para u’ tenemos:
u =ert™ (2.5)
Integrando esta expresion:
clogr+b sin=2
c (2.6)
277"2*"+b sin>2
-n

donde ¢, b son constantes por determinar.

Notemos que ambas son soluciones de la ecuacién (2.1) si r > 0, mientras
que para r = 0 estas divergen, entonces haciendo el cambio r = ||x — y||, y una
eleccién adecuada de las constantes c,b las expresiones anteriores pueden ser
soluciones fundamentales de la ecuacién de Laplace.

Tomemos b = 0.

Para encontrar el valor de ¢, usaremos la ecuacién (2.3) con
==yl
u(x,y) = / e’ ey w(x) € CR(Q) (2.7)

Usaremos como regién de integracién a Q. = Q — B.(y) donde B.(y) = {x €
Qf lx-yl<e

®B.:

/// uAmvdef/// vAzude:// u@f’ua—u ds
Q. Q. 9. 3n an

Como u es solucién de la ecuaciéon homogénea de Laplace para x # y, la segunda
integral es cero, pues hemos quitado a 2 la bola que contiene a y; como 92, =
0 U OB, abrimos la integral de superficie en ambas partes. Ahora bien, como
B, es una esfera, la perpendicular a la superficie es paralela al vector radial.
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Pero queremos la normal exterior en 0€2, es decir ella es radial y apunta hacia
y.

;»/// ul o dV, = //@Q<“gn‘an) as- //”x_y”_e(ugjj_ g“) as

Analicemos los sumandos sobre la frontera de la bola de radio € y veamos que:

// u— ds = / / er’(=m) dr dS
[Ix—yl|l=€ [|Ix—yl|l=e

Tomando valores absolutos a la expresién y recordando que ||n|| = 1, se cumple
la siguiente relacion:

dv/On=Vuv-n < ||Vu|| por el teorema de Pitdgoras.

tendremos

// ua— ds
Ix—yll=e O

con w, superficie de la esfera unitaria de dimensién n. Ahora analicemos el

término |u(e)|en !
€ 1-n
P
€

// ua—dS—>0 si e—=0
lIx—yll=e OF

Mientras que en la otra integral tenemos:

// v%dS’ = // veet ™™ dS
llx—yll=e OF lIx—yll=e

1 // :
— vdS — cw,v(y) si e—0
W€ jlxyll=e

En el limite cuando € — 0

///Q uAzvdVy + //3Q (vgz — gZ) dS = cw,v(y) (2.8)

Usado que v € C§°:
cwv(y) = /// uAzv dVy (2.9)
Q

Asi u es solucién fundamental si ¢ = 1/w,.

< |u(e)\e"71wn sup av < |u(e)|e”71wn sup ||Vvl|
r

B.(x)

el(X

1
lu(e)|e”! = |¢| v dy] = 0 si e—0

= cwy,
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Siv ¢ C§°, perov € CZ con Av = 0 en (2, veremos que v estd completamente
determinado por sus valores en la frontera.

//aﬂ (vgz - ) ds (2.10)

Otro punto importante es que la solucién fundamental no es unica, ya que
si K(x+y) lo es también K(x,y)+ W(x,y) con A,W(x,y) = 0.

Para ver lo anterior tomemos 2 abierto en R™ y v € C§°(Q2), entonces se
tiene:

Am[K(X7 y)+ W(X>y)} = AIK(Xv y)+ ACEW(X7 y) = A K(x, y) si z#y

//Q(K—i—W)AIvdV =v(y) —i—//QWAgEvdV

Usando la segunda identidad de Green en la integral restante veremos que:

// (K+W)AzvdV = v(y ///UA WdV+//69<W%—v%Z/)d5=U(Y)

Lo anterior es cierto porque v es funcién de prueba y W es armoénica en x.

Si tenemos el (2.1) con h(x) € C%(Q) podemos encontrar una solucién par-
ticular a dicha ecuacién. Recordemos que para llegar a la expresién (2.9) ne-
cesitamos v € C§°(Q2) es decir, esta funcién es muy regular, por ello debemos
encontrar una forma de “suavizar” y hacer que fuera de €, h(x) y todas sus
derivadas vayan a cero. Para esto, definamos una funcién auxiliar ¢ con las
siguientes propiedades:

1 six—y| <e

cror ={, 5 RIS v cec@rno

)

[

C; 2 4

Definiendo h(x) = 0 en R" — Q, y usando h(x) = {(x)h(x) + (1 — ((x))h(x)
y u(x,y) solucién fundamental en (2.9) y sea

= [[] wexymav. = [[ ] uxyicnto + 1= cxnntorav,
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Notemos que la funcién Ch es de soporte compacto en §2 al igual que todas sus
derivadas, y (1 —=)h=0si |x —y| < e

= [[[ wtexyictmeoar + [[[ utxyli - coomeo av,

Apliquemos a esta expresién el operador laplaciano y recordemos que la integral
sobre ) la podemos extender a todo R™. Para la primer integral tendremos:

8, [ wxyiceneav. =, [[[ utxyiceoneav.

Como u es una funcién que depende del escalar ||x — y|| pero no de los
vectores de forma independiente y la integral es sobre todo el espacio, podemos
hacer el cambio de variable x —y = z, asi la integral resultante es:

A@////RSU(X,y)C( x)dV, = A, ///RS oy (s + )V,
///Rs [C(y +2)h(y +2)]dV.

Si regresamos a la variable x llegaremos a la siguiente expresion:

A, [[[ wxcoaneoar. = [[[ uxyasiceonorar,
= [[[ steyiaslcntolav,

Debido a que u(x,y) es solucién fundamental concluimos:

A/// u(%, y)C)(X) AV = C(y)h(y) = h(y).

Para el segundo sumando de A,v(y), existe el término [1 — {] que se hace
idénticamente cero cuando estamos dentro de la bola de radio € centrada en y.
Con esto, la parte de la regién de integracién que contribuye es Q — B(y) asf:

8, [[[ wtxyti = coomeave = s, [[[ e[ = (O V.
=[], 1= ceameon,ueey)av.

Como el laplaciano esta formado sélo por términos de la forma 92 /02? y u(x, y)
u(r) conr =[x —y|:

du(x,y)  Or du Pulx,y) <57’ )2 O®u 9% Ou

dx;  Ox; Or = 0z? ox; ) or? + 87;1322%
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Por la definicién de r sabemos que 0/0x; = —39/0y; entonces

0u(x,y) ( or )2 O?u 0% Ou ( or )2 Pu Prou  d*u(x,y)

o2 "o or

oz g or oy

dx? ~ \0x; Ay
Ayu(x, y) = AIU(X, y)

Entonces

/ / /Q _p 1= IR ulx,y) Ve = / / /Q LG Au(x y) V.

Como u es solucién fundamental A u(x,y) = 0 en todo Q — B, el segundo
sumando se anula. Asi concluimos que:

Ayu(y) = ¢(y)h(y) = h(y)

Esta solucién se obtuvo por medio de una funcién de soporte compacto en 2,
es decir, al extender h(x) =0 en R™ — Q) estamos diciendo que h(x) = 0 en 0.

o) = [[[ ity av. (2.11)

es solucion particular a la ecuacion

Por lo tanto

Av=h(y) enf (2.12)

si h(x) € C?(Q) y u(x,y) solucion fundamental.

Se puede ver que no es necesario que h(y) € C?(Q), esta demostracién la
haremos a continuacién para completar este capitulo, ademas serd de gran uti-
lidad més adelante.

Pensemos en v(y) como en (2.11), consideremos la sucesién de funciones
v(e,y) v veamos que la aproximacién de la ultima es uniforme.

Para hacer esto, tomemos una funcién auxiliar n(z) : R — R tal que sea
C*(R) y este definida como:

{0 si z<1

/
! 5252 0<n <2 (2.13)

n(z) =
Notemos que:

ley) = [[[ nooutpe -y (B av ey

es una funcion regular y suave en todo punto, pues el nicleo nu lo es. Mostrare-
mos que en €2, la sucesién v(e, y) converge uniformemente a v(y) si h(y) € C*()
y acotada
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w-viey)l = | [ eyt =) (10 (1220)) av.

Como v(y) y v(e,y) sélo difieren en la bola de radio 2¢, la integral sobre
Q se reduce a ser la integral de Ba.(y). Notemos también que la diferencia
0 < (1—7n) <1 pues dentro de la bola 0 <75 < 1.

[u(y) — vle,y)| < M / / /B  lulle =y av,

Dependiendo de la dimensién del espacio en el cudl esté contenida  (es decir
el valor de n) tendremos una cota distinta.

e

Entonces

Sin > 2, podemos usar la expresién para la solucién fundamental y susti-
tuirla en la ecuacién anterior. As{ encontramos

2e
2M
_ < — 2
[v(y) —v(e,y)l M/ n_er —

Con n = 2 usaremos la expresion correspondiente para la soluciéon fundamental
y obtendrémos

2e

2e 2
M
lu(y) —v(e,y)| < M/ r|log r|dr = " (1—2logr)
0

0

Notemos que en esta segunda cota al hacer € tender a cero, la cota superior
también tiende a cero solo que lo hace en forma logaritmica, pero aun asi la
aproximacién sigue siendo uniforme.

Diferenciando v se tiene

n=[[[ WMX) av, (2.15)

v; esta bien definida pues du/dy; es O(||x — y[|'™™) si |x — y|| — 0, es decir,
es integrable.

Ahora bien si tomemos la derivada dv(e,y)/dy; y restemosla a la expresién
anterior:

) = 25X [ I (1 (P20 -y g av,

M = sup |h(z)



CAPITULO 2. ECUACION DE LAPLACE 18

Hagamos el cambio de variable x —y =z

i) = 253 = [ ynz|mun{<1 0 (F)) i e+ av:

///Q y||z||{ u(llzl) ~ ( (")) (|l ||>} Wz +y)dV.

Como n = 1 para ||z|]] > 2¢ y ' = 0 para |z|| > 2¢ la integral sobre el
complemento de la bola de radio 2¢ con centro en y es cero, reduciendose a:

-2 =[] i) = (10 (Y) ) e e ) v

Vemos que podemos acotar la diferencia para n > 2

vi(y) - &’gy’j”‘ < M///ZKQE (2“(6“' + |u'(||z||)|> AV, < M(4+2)e = GMe

Esto ultimo es gracias a que para todo n > 1 se cumple

1
u(||z]]) = —r'T"  — /// u' dV, = 2e¢
W [z <2

Usando esto, tendremos una cota para el caso n = 2

) 2 Mr? *
- 280 <o [ (2Dl eapy) av. = B - 2100 4
Yj llz]|<2e € € 0

Asf la aproximacién es uniforme. Decimos que v € C(Q) con dv/dy; = v;.

Como las derivadas con respecto a x; se pueden cambiar por derivadas res-
pecto a —y; tendremos:

9= [ 020D gy ] 0 20D

Pensamos en el vector L € ) definido por:

0 si i
L = (l1,1l3,l3) con [; = Lol
(b2, ls) {h@xm—ym si i
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Con ayuda de este vector, y como la integral es sobre una regién con frontera
regular, podemos aplicar el teorema de la divergencia:

/// au ||x y|| v, — ah b

8h

/ / u(llx — y[)n; dS. +

Con n; la componente j—ésima del vector normal exterior a J§.

8h

x—yl)dVe

Para continuar y ver que efectivamente v(y) es dos veces diferenciable y so-
lucién a la ecuacién de Laplace no homogénea, usaremos de nuevo otra sucesion
de funciones para aproximar uniformente a v;:

== [ peom (B2 eyl as.
/// o (1) =yl av

Se puede ver que esta funcién es regular en el origen y esta bien definida.

m) eyl ‘//m ) (1 1 (”m ¢ y”)) u(llx = yl)n; dS,
| %2 (1= () ) sy v

Supongamos que tomamos € suficientemente pequerio para que 92 N IBa(y) =
¢, asi la integral sobre la frontera se anula, dando como resultado:

Ivj()—vge.VI<‘// 81"]( n("xey“»u(nx—yn)dvgg

O (x)
M; =
TR0 o

Si

podemos ver que si n > 2:

2e
r 2M.;
o)~ ostey) <3 [[ [ ullx—yiplav, < s, | dr = 221 2
O 0 TL—2 TL—2

Mientras que en n = 2 tenemos:

2e
o) =u(en) <M, [[ [ utlx=yiiave < a1, [ rltogriar =

- yll)—ajj[h(X)U(IIX —ylhlav,

(1 —2logr)

2e

0
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Vemos que la aproximacién es uniforme.
De nueva cuenta volvemos a definir otra funcién

3” ||X YH // x) du(|[x —yl)
n; dS; + dV, (2.16
//89 637] y; ( )

y veamos que la derivada 8vj (€,y)/0y; aproxima uniformemente a v;;. Al igual
que arriba supondremos € lo suficientemente pequeno para que la interseccién de
la frontera del dominio con la frontera de la bola de radio 2¢ sea vacia tendremos:

= < \// o, 3 (11 (P2 ] o

haciendo el cambio x — y = z vemos

=250 <[] g (1o (1)) w22

'///Qynzu{ el = (1= (")) iz ||>]3"(szy)dv

Como n = 1 para ||z]| > 2¢ y ' = 0 para ||z|| > 2¢, la integral sobre el
complemento de la bola de radio 2¢ con centro en y es cero.

o) = 2508 = fff g [t = (10 () )]

Entonces resulta para n > 2

v (y) - &’g;’_”‘ < M//z|<2€ (W!Z”) + Iu’(z>|) dV, < M(442)e = 6Me

Mientras que para n = 2 se obtiene:
2e

ov;(e,y 2|u( Mr?
) = 2o < [ (B ) av. < 02| 420

0y; €

De nuevo la aproximacién es uniforme.

Decimos que v;(y) € C1(Q) con dv;/dy; = vj;.!

LApesar que la demostracién solo se hizo para el caso de indices de derivacién repetidos,
es la misma para el caso de indices diferentes.
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Usando (2.16) podemos trabajar un poco esta expresién. Como 0h(y)/0z; =
0 se ve que:

// a x) Ou( ||X yH v, — /// oh(( a ))8U(H;<—y||)
2 2 Yj

Con el teorema de la divergencia y un vector similar a L se puede ver

[ oty gy,
//m“l(x)*h( e, g, /// ai afu(n;cylyn) .
[ oo (Hx 3, s, + /// <|5;J—y||> W

Por lo tanto una expresién alterna a (2.16) para la segunda derivada es:

v;;i(y) = —h(y) //asz wm dSﬁ///ﬂ[h(x)_h(y)]‘M(”g;;m v,

(2.17)
Parece que no cualquier h(x) hace que la segunda integral exista, para ello ana-
licemos un poco este término.

Notemos que para que sea integrable es necesario hacer que la singularidad
de u en ||x — y|| = 0 se removible, lo cual se logra pidiendo que:

Ih(x) h<y>r“<”g;;y“> —O(x—y[*™) con p>0

Observemos que la segunda derivada se puede acotar, para ello encontremos su
valor explicitamente.

0 - 1 PR—T
U(HX yH) — _77,1777, xj y] con 1= HX _ y”
ayj W,
Derivando una segunda vez:
0? - 1 1 = ;)2 0? - 1
U(HX2 YH) — _‘_774—71,_7”74—71, (.13] 2y]) ) || U(HX2 y”)” S 7(1_1_”)7“_
8yj Wy, Wy, r 5‘yj Wy,

Entonces en la integracién tenemos:

1[0 aviy < [ 160 -his)l-emy v,

Cambiando la integracién a coordenadas esféricas centradas en y tenemos

|- =Gy < [ ioo-hl - s

n
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De la teoria de cdlculo sabemos que para que la expresion anterior sea integrable
es necesario que:

|h(x) = h(y)| < cfx —y|*
con i, c constantes y 0 < p para X,y € (2.
La importancia de esta tultima expresién es que no contiene derivadas en
h, lo que motiva a buscar la clase de funciones que permiten a v ser dos veces

diferenciable sin que & sea diferenciable. Esta clase de funciones son las llamadas
Holder continua. Es decir para cualquier par de puntos x,y € €2 se cumple:

|h(x) = h(y)| < c|x —y[|*
con p,c constantes y 0 < p < 1.2

Con (2.17) es féacil ver que v es solucién a la ecuacién de Laplace no ho-
mogénea pues tomando el laplaciano de v resulta:

Ayo==ny) [[ utle—yl)nas,+ [[ [ poo-nena,ux -y av

Como Ayu(||x —yl||) = é(x —y), la segunda integral en la expresién anterior se
anula. Mientras que la primera integral podemos pasarla a una de volumen con
el teorema de la divergencia.

Ao =—=h) [ Vyullx=yl)-nds, = hy) [[[ V.9, ullx =yl av

) [[[ 90Tt =y ave =) [[[ syullx =yl av. = hey)

Con esto terminamos la demostracion.

Ahora bien, debido a que la solucién fundamental no es tinica pensemos en
que existe G(x,y) que aparte de cumplir las condiciones (2.4) satisface:
Gx,y)=0 si x€deyecQ (2.18)

Si tomamos el problema:

Av=0 en)
(2.19)
v=f(x) en o2

Resultara por la expresién (2.8):

// GAvdV—i-// dS // v—dS
a0 3n Fle) on

28i el lector se interesa por la demostracién antes mencionada se le invita a revisar el libro
de Courant & Hilbert Vol.II [1].
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Para juntar esta solucién con la del problema (2.12) pediremos G(x,y) =
u(x,y) — W(x,y) con W arménica en la primera entrada.

Como G = 0 en 92 vemos que las condiciones sobre W seran:

AW (x,y)=0 en
(2.20)
W(x,y) = u(x,y) en 9o

Notemos que W es tinica por ser solucién de la ecuaciéon de Laplace ho-
mogénea con condiciones de Dirichlet, porque si suponemos que existen dos
soluciones Wy y Ws de (2.20), la resta W = W7 — Wy tabién es solucién de esta
con condicién de Dirichlet W = 0 € 9f2. Usando la primera identidad de Green

con u = v = w tenemos:
// V. W|?*dV, =0
Q

Entonces V,W = 0, implicando que W es constante como funcién de x, en
particular tiene el valor que le corresponde cuando x € 02, en otras palabras
W = 0 en Q, por lo tanto w; = wa, por eso la solucién es unica. G(x,y) se
conoce como la funcion de Green para la ecuacién (2.19).

// A G(x,y)h(x)dV,

{Av—() e Q
(y) =0 en 09

)= [[[| erwyavi+ [| 57 as (2.21)

{ Av=h(y) en Q
u(y) = f(y) en 09

con f(y) continua, h(y) € C?(Q) y G(x,y) funcién de Green como en (2.18).

Se puede mostrar que

Es solucién al problema.?

Con esto concluimos que:

Es la solucién al sistemas

Adicionalmente, se puede ver que para que exista la solucién al problema
anterior no es necesario que h sea dos veces diferenciable sino basta con que sea
C1(Q)* o mejor aun Holder continua.’

3Ver Courant & Hilbert Vol. II pagina 263 [1].

4La demostracién es identica a la realizada lineas arriba en el caso de la solucién funda-
mental.

5Ver Courant & Hilbert Vol. II [1].
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2.1. Ecuacién de Laplace en dominios no acota-
dos

Si el dominio no es acotado, (en particular R™), no mucho de lo hecho es
de utilidad, pues gran parte de las demostraciones se basaron el la aplicaciéon
de las identidades de Green, validas s6lo para dominios acotados con frontera
suficientemente regular para aplicar el teorema de la divergencia.

Para el caso de n = 2, con ayuda del teorema de mapeo conforme se puede
encontrar soluciéon a problemas en dominios abiertos no acotados y simplemen-
te conexos distintos a R?; pues en estos espacios el teorema mencionado dice
que existe una funcién 1-1 y sobre que mapea el dominio en estudio a la bola
unitaria, mandando el interior y la frontera de una en el interior y la frontera
de la otra respectivamente.

Para estudiar el caso no acotado en R3, primero debemos estudiar que pasa
con la integral de potencial en dicho dominio, es decir debemos ver si existe la
solucién a la ecuacién (2.11) cuando € es reemplazado por R3. Para ello, parece
claro que deben existir condiciones sobre la funcién h(x).

Consideremos dos subconjuntos méas contenidos en el espacio anterior. Sea

B,, B, dos bolas abiertas de radios p, € centradas en y tal que € < p.
La integral sobre todo el dominio se puede escribir como:

[ ronssrav= [[[ wentsyav [f] - matey) v
+///Be h(x)u(x,y)dV,

En la parte anterior se observé que la singularidad de u(x,y) en x =y es

removible asi:
///h u(x,y)dV, -0 si €e—=0
Mientras que

///B B, u(x,y)dVey = vp(y) si e—0

con v,(y) solucién al problema (2.12), Q@ = B,, h(x) € CY(B,) v u(x,y)
solucién fundamental dada en (2.7). Usando esto encontramos:

[ ot v vyt ///R u(x,y) dV,

Como
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///ngp Al / //83 (x,y)dSp"* dp/

Decimos que

‘/// w(x,y)dVy —v,(y )’ < c/ méx  |h(x)u(x,y)|[p?dp’ (2.22)
R3 p TEOB,(y)

con c¢ constante.

Nombremos M (p,y) al maximo de |h(x)u(x,y)| en la superficie de la bola
de radio p y centro en y.

Como
C1
lu(x—y)| < 7 con ¢; = cte

pedimos adicionalmente (para asegurar la convergencia de la integral) que:

Co o
|h(x)] < oz bana [l =p, +>0
De este modo tendremos
/
M(p,y) < —— con k' = cte

/3
p +v

Sustituyendo la cota para M en (2.22) resultara:

‘/// w(x,y)dVy —v,(y )‘<k/ o dp k = cte
R3 p
k _
/// xdevp(y)‘Sp”
R3 0

Tomando el limite cuando p — oo vemos que la diferencia entre v,(y) y la
integral de potencial sobre todo el espacio se hace arbitrariamente pequena in-
dependientemente de y.

=

Por esto, el siguiente resultado que nos interesa demostrar es:

Teorema 1. Dado h(y) € C1(R3) con h(y) = O(|ly||7277),v > 0y |h(y)| < M
en R3? la solucién al sistema

Av = h(y) enR3
(2.23)
v(y) =+ 0 siflyl| = o0

W= [[] ey av. (229)

€es
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Demostracion. Para ver esto usaremos de nueva cuenta la funcién auxiliar 1 co-
mo en (2.13) y con ella definiremos como antes a la funcién v(e,y) (ver (2.14))
cambiando  por R3.

La funcién v(e,y) esta bien definida pues es regular en cero y como en este
caso h(x) es O(||x||7277) la integral converge para valores grandes de ||x||.

Sabemos que v(y) y v(e,y) son diferentes solo en la bola de radio 2e centrada
en y, por lo tanto la demostracion de la aproximacién uniforme es analoga que
en el caso de dominio abierto y acotado.

Al igual que en el caso acotado definimos v;(y), s6lo que ahora el dominio
de integracion es todo R3. Esta funcién estd bien definida pues si [|[x — y|| — 0,
;| < cte [lx =yl y st [|x =yl = oo u/dy; es O(||x — y||7"*') lo que hace
que la integral exista para valores grandes de ||x — y]|.

Para ver que v(y) € C! y su derivada es v;(y) usamos la derivada de v(e, y)
para aproximar a la funcién antes mencionada.

Notemos que los integrandos v;(y) y Ov(e, y)/y;, sblo difieren en Ba(y), por
lo tanto, la demostracién de la convergencia uniforme a v;(y) es andloga al caso
acotado.

Concluimos que:

o= [ 203 (2.25)

es la derivada de v(y).

Tomemos (2.25) y partamos la integral en dos, una sobre una bola de radio
p con centro en y y otra sobre su complemento. En la primera integral podemos
usar la expresién obtenida para v(y) para el caso acotado; este procedimiento
lo podemos hacer para ambas funciones v; y dv(e,y)/y; de este modo resulta:
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s = =yl ds,

///B N 8@@ u(x = yll) v, +///R ) (||;<yj—_y||) .
Ug) = —/LBp(y) h(x)n (x - y) u(l[x = yl)n; dS,

///B ) ax] (llxzyll)mnx—yndv

I (L) 2=
" ’ (2.26)

con n; la componente j—ésima del vector normal exterior a 9B, (y). Ahora bien,
si definimos otra funcién més como:

T //aBp(y |§yj y”)nj dS,
/// )8.1:] 8u||X ydv+///Rs p(y va
_ //aB ‘ YH)nj s,
+///Bp(y)[h(x)_h( ”W dv,

: ///RB—BPW) h(x>(|5;j_y”) dv,
(2.27)

La dos expresiones anteriores se deben a (2.16) y (2.17) respectivamente.
Usando la tltima expresién para v;; podemos mostrar que:

=5t + [[[ oo —non ™ a2

Esto es cierto porque se puede ver que la integral sobre la frontera de la bola es
independiente del valor de p pues:

du(x — yl) 1 () —)?
‘h(y>//agp<y> oy, = hiy //aB Tx— yuz P




CAPITULO 2. ECUACION DE LAPLACE 28

Recordemos que n; es la coordenada j—ésima del vector radial unitario. Si
hacemos el cambio a esféricas con eje polar sobre el vector P con p; entradas
cartesianas definidas por p; = d;;(z; — y;), la integral serd fécil de resolver:

) // wm dSy = —%h(y)/ cos? §sin 6 df = @
839()’) y] 0

Si hacemos p — oo tendremos:

2 —
|/// o2l =yl gy,
RS—B,(y) Y.

Observemos que (2.27) estd bien definida al tomar p — co
Tomemos la derivada de dv(e,y)/y; con respecto a y;.

a@(yy) - ‘//aB,,<y> ) [ (P2 ) iy g s+
I .° " axj , {" (”x . y')u(x—ynﬂ av,
L o (it

y restemos a vj; la tltima expresién obtenida. Al igual que antes, pensemos
en que p es lo suficientemente grande para que 0B N 0B, = ®. Con esta supo-
sicién aseguramos que la integral sobre 0B, se anula y que en la integral sobre
el complemento de B,, 7 = 1 haciendo también cero a dicha integral.

C3

P77 =0

o0 1 ,
3 /p p/3+’7 dp <

=94

Asi resulta:

Oh(x IIXY|I>) 2
Vjj — ————— _— u(l|x — dV, < cte e
=T < [ FS (1 (B2 Y utie-y

Con esto concluimos que v(y) € C? con dv/dy; = v; y 0*v/dy; = vj;.

Ahora mostraremos usando (2.28) que v(y) es solucién a la ecuacién de La-
place no homogénea.

Tomemos Ayv.

/// A u(llx — ) dv;
N ///R [h(x) — h(y)](x — y) Vs = h(y)
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Como tltimo mostraremos que esta solucién es tnica. Para ello usaremos el
principio del maximo.

Teorema 2. Sea 2 abierto y u € C?(Q) (N C%Q), y se cumple que Au >0 en
Q, entonces u alcanza su mdxrimo en 0.

Demostracion. Supongamos Au > 0 en ). Si existiera un méaximo para un
punto y,, €  entonces deberia cumplice en ese punto que:

u(ym) ‘
Con n la dimensién de €.

De este modo Au(y.,) <0, lo cual es una contradiccién.

Para el caso general, tomemos v € C%(Q) (N C°(Q) con v(y) >0y Av > 0
por ejemplo v(y) = exp(]ly]|). es claro que:

Alut+ev)=Au+eAv>0 en con €>0

entonces:
sup(u + ev) = méx(u + ev)
Q o
supu + einfv < maxu + e maxv
Q Q Ele) aQ
Dado que esto es cierto para todo € > 0, est4 demostrado el teorema. O

Para demostrar la unicidad al problema, supongamos dos soluciones vy, v
soluciones al problema 2.23 de modo que la resta w = v; — vy es solucién a al
mismo problema pero fijando h(y) = 0.

Por la condicién w — 0 si ||y|| = oo y la continuidad de la solucién, sabemos
que podemos hacer que |w| < € si |ly|| > R. Ademds usando el principio del
méximo afirmamos que |w| < € para ||y|| < R. Esto es cierto para cada e.

w=20 = V1 = V2
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Capitulo 3

Modelo Matematico

Para comenzar nuestro estudio acerca de los vortices anulares supondremos
que el fluido cumple las siguientes propiedades:

1.
2.

4.
o.

El flujo es simétrico con respecto a un eje y llena todo el espacio R?

Se considera que estamos en un caso ideal (sin viscosidad), incompresible
y barotroépico.

La velocidad del fluido tiene magnitud U en la direccién z cuando p?+22 —
oo

No existen fuentes ni sumideros en todo el espacio.

La velocidad en el fluido no tiene compomente angular.

Si el problema tiene simetria axial el valor de la velocidad para algin punto
(p, z) lo tendrd toda una espira alrededor del eje z en el espacio fisico del fluido
(R3) Por eso decimos que este problema consiste en el estudio de los vértices
anulares, pues cualquier regién ) en el semiplano (p*,2) serd mapeada a un
cuerpo de revolucion en el espacio fisico. En algunos casos, cuando la intersecciéon
entre el eje z y la frontera y (2 no tiene medida cero, su imagen correspondiente
en R3 no tendrd hoyos.

31
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Con las condiciones senaladas podemos encontrar una funcién escalar a par-
tir de la cual la velocidad del fluido en cada punto puede ser obtenida; esta es
conocida como funcidn de corriente pues tiene las mismas propiedades que en
el caso de flujo potencial en dos dimensiones.

Para encontrar la funcién de corriente tomaremos el hecho que el fluido es
incompresible, es decir el campo de velocidades (V') en cada punto v tiene la
siguiente propiedad.

V-v=0 (3.1)

Pasaremos esta ecuacién a coordenadas cilindricas donde p, es la componente
1

radial, ¢ la componente angular y z la componente cartesiana':
10 10 v,
_10(pvp) 100,  Ov: (3.2)

Vv p Op p Op 0z

Dado que la velocidad no tiene componente angular:
v, =0
entonces la ecuacién para la incompresibilidad se reduce a lo siguiente:

_ la(m’p) v, la(PUp) la(m’z)
Cp Op dz p Op p 0z

Vv =0 (3.3)

Antes de continuar notemos que el dominio del campo de velocidades es el
semiplano derecho (pt, 2):

1VeAjse Griffiths [7]
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v:[0,00) x R = R3

Definamos una funcién ¥ : [0,00) X R — R de modo que:

dp dz
U(p,z :/ (pvz —pu ) ds
P2 Jeionm s PGS

C(Py, P) curva que tenga a Py, P como extremos y
P, punto fijo en [0,00) x R
P €[0,0) xR

Donde

Sabemos que si fluido es incompresible se cumple:

0 0

= —(pv.) =0

ap (pvp) + 82’ (pU )

Como el espacio de trabajo es simplemente conexo, dicha funcién ¥(p, z) satis-
face

ov ov
0z Pe Op Pz (34)

independientemente de la curva C' que una los puntos Py, P. Esta funcién auxi-

liar ¥ es la funcién de corriente del sistema estudiado y serd de suma importancia
de aqui en adelante.

El campo de velocidades tiene la siguiente forma:

10V, 10V,
T2
Observemos que la funcién ¥ es al menos una vez diferenciable i.e. continua.
Adicionalmente debemos pedir que sus parciales de primer orden también lo sean
porque ellas determinan la velocidad (en el problema no estamos planteando la
existencia de algin obstdculo o fuente que pueda crear dicha discontinuidad en
el campo de velocidades).

(3.5)

Por la incompresibilidad del fluido podemos tomar a v como el rotacional
de un potencial vectorial A. Tomemos A, = 0, entonces A, A, deben cumplir

04, 0A, DA, 04,
9z Y 0z T Ox Oy

Vg =

Asi

z

Ay = olzy) + / oy @y )dy, A, = Bla,y) - / vy, 7)dy

zZo Z0
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Donde a(z,y), B(x,y) son funciones libres hasta ahora, pero las ajustaremos
para cumplir la tercera condicién. Derivemos y calculemos la expresion en v,

0B(x,y)  Odafx,y) / vy (r,y,7) , /Z vz (@, y,7)
oz dy P oy @y . oz utl

Uz(x7 y? Z) =

0 0

_ 0B(x,y)  Oa(z,y) /Z / v, (z,y,7)
= 9 ZUV v(z,y,y)dy + L dy

Como V - v = 0 y usando el teorema fundamental del célculo, la expresion
anterior se reduce a:

o6(x, ooz,
vu(iyy,2) = I OO (0,2 — (0, 20)

Entonces tendremos la relacién

0B(x,y)  Oa(z,y)
ox dy

Como «, [ son funciones libres, escojamos a = 0

’Uz(x7 ZU:ZO) =

Bla,y) = / v (8, y, 20)d8

0

Asi construimos un potencial A que cumpla:

v=VxA

De la deduccién del potencial vectorial hecha lineas arriba, sabemos que
A, = 0. Usamos que en coordenadas cilindricas el rotacional de un vector B =
B,e,+ Byé, + B.é, es 2

p

_[10B. 0B,|. _[0B, 9B.|. _1[d(pB,) 0B,].
VXB_L&O 3Z]ep [32 30}% [ap e |

En nuestro caso dado que A, = 0 proponemos que dicho potencial es:
A=A,+ Az,

Por lo tanto

VXAZ—%épﬁ-%é@-‘rl [8(’)‘4“’) —E)A”} e,
0z 0z p ap Op
Notemos que el uso de un potencial escalar es solo una herramienta ma-
tematica para facilitar el analisis del problema pero lo verdaderamente impor-
tante es el campo de velocidades. Hacemos esta aclaracién para remarcar que la
eleccién del potencial vectorial es un poco arbitraria, la inica condicién es que

2VeAjse el Griffiths [7]
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la velocidad con las condiciones planteadas sea el rotacional de este.

Como nuestra expresién para la velocidad no tiene componente en la direc-
cién ¢ , el coeficiente del rotacional en esa direccion es cero.
04, _
0z
De esta forma vemos que A, no depende de z, y la dependencia en ¢ es a lo
més lineal, para que en el rotacional (i.e. en la velocidad) no haya dependencia
en la variable angular. Por esto:

VX A=

dp

lg(PAw)A 1 d(pAy) A lajh E@A
p az el) + p h‘(p) z p az ep + p ap €,

Debido a que los vectores €,, €. son linealmente independientes tendremos

pA,) _ 87‘1’ 87\1/ _ 0(pAy) _
0z 9, 7 dp  Op o)

P
= Y(p,2) = pA, — / h(y)dy+k con k= cte

LA, = % [\Il(p, 2+ /ph(y)d'y + kp} (3.6)

El potencial A es:

A =h(p)pé, + % [\If(p, z) + /p h(v)dy + kp} €,

Tomando el potencial vectorial con divergencia cero habrd una condicién
més para la funcién h(p)

Oh(p) =0 = phip) =ho = cte

Asi A se simplifica

h U(p, h .
A:?Ogoé,ﬁr (pZ)erOlongrk e,

Recordemos que la eleccién de la funcién hp~! (ahora ya reducida a una
constante) es arbitraria, por ello podemos fijar hy = 0; asi el potencial A solo
tendra componente en la direccién angular. En este momento no escogeremos
el valor de k, pues posteriormente se le dard una interpretacién a esta constante.
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Como se vi en el primer capitulo, el rotacional del campo de velocidades
mide localmente el momento angular de las particulas en el fluido, es decir, la
tendencia a rotar localmente los elementos del fluido.

La vorticidad del campo de velocidades es:
G=Vxv (3.7

Ccomo:

VXVxA=V(V-A)—AA3

Sabemos que hy = 0, esto anula la divergencia del potencial concluimos:
=V xVxA=-AA

Tomando el rotacional de la velocidad:

S _ _ [0 (1o 9 (10¥)],
wav[az <p5Z>+8p (pap)]e“" (38)

Es decir en el caso de un fluido ideal no compresible con simetria axial la
vorticidad estd orientada en la direccién ¢; el hecho de que la vorticidad esté en
la direccién senalada sugiere que el fluido rota en el plano ¢ = cte (es lo espera-
do intuitivamente por la simetria) y fue un requisito al inicio de este capitulo.

Proposicion 1. En un fluido ideal, incompresible, barotrdpico y con simetria
axial y sin fuentes mi sumideros se cumple que:

i) En un sistema de referencia fijo a un elemento de fluido la distribucion radial
de vorticidad es constante.

ii) La norma de la vorticidad estd dada por ||&|| = pf, donde f es escalar y no
depende explicitamente del tiempo.

iii) f € C' y se cumple que v -V f = 0.

Demostracion.

i)
Pensemos que & = wé,, por (3.8) y calculemos la derivada total con respecto al
tiempo del cociente de la vorticidad entre el radio.

d<w>1dw Gdp  1dd @ 59)

dt\p) " pdt  prdt pdi p2
No debemos confundir p la densidad del fluido con p la componente radial.
Expandamos el primer sumando de la igualdad de arriba con ayuda de (1.8) y

la ecuacién de Euler en términos de la vorticidad (1.14).

3Ver la referencia 9 del capitulo 1.
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d
2@ =(@-V)v= %% (0,8, + v.8.)
Como el flujo es axial (la velocidad no depende de la posicién angular) y
0é,/0p = &, vemos:

d VoW v

o= Lé(ﬁ =23

dt p p
Usando esta expresion en (3.9) obtenemos:

() g 10

Es decir, en un sistema de referencia que se mueve con un elemento de fluido,
el cociente de la vorticidad entre la componente radial de ese sistema es cons-
tante. Asi, el elemento de fluido “ve” que los demés elementos a cierta posicién
y vorticidad conocida no se alejan de el conforme avanza el tiempo, es decir
desde ese sistema el flujo es estacionario.

ii)
En el sistema que se mueve con el cuerpo la vorticidad cumple:
0w
otp
ie. 0 =wé,= fpé, (3.11)
donde f es un escalar que no depende explicitamente del tiempo.

Con i) sabemos que desde el sistema donde el fluido es estacionario, la ecua-
cién (3.10) se reduce a:

(v- V)< =0 (3.12)

< | &

Usando (3.11) resulta:
v-V(fée,)=0

La relacién anterior es equivalente a:

0 0 . of af\ .
(o -3 100 = (s 252 )

Lo anterior es cierto pues v no tiene componente en , entonces el producto
v -V no tiene derivadas en ¢, ademds &, no depende de p 6 z. Asf tenemos:

v-szv-vC)’):o (3.13)
O
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De la proposicién anterior se desprenden dos corolarios importantes
Corolario 1. Fl cociente w/p es constante a lo largo de las lineas de corriente.

Demostracion. Para este caso donde el fluido tiene simetria axial y la velocidad
no tiene componente angular, sabemos que w no tiene dependencia angular, de
lo contrario la velocidad también la tendria. Calculemos el producto interno
entre vy V¥ (usando la expresién (3.5) ).

10V v . 1ov oV
p0z dp  pOop 0z
Asi v, VU y Vf estan en el plano ¢ = cte y como v es ortogonal a los otros
dos concluimos que ellos son paralelos entre si:

v-VU =9,0,+0,0, =

VU =aVf = VY=af+F con a,f constantes

Por lo tanto, las curvas de nivel de ¥ son paralelas a las curvas de nivel de f.
Como las curvas de nivel de ¥ son una familia de lineas de corriente a un tiempo
dado concluiremos que sobre las lineas de corriente f = w/p es constante. Esto
justifica buscar funciones f = f(V), pues asi f es bien definida.

O

Corolario 2. Si consideramos al fluido estacionario incompresible, azial, no
viscoso, y ademdas la funcion de vorticidad f depende explicitamente de la fun-
cion de corriente, entonces la expresion para la velocidad dada por (3.5) es
solucion a la ecuacion de vorticidad de Euler para flujo ideal (1.14).

Demostracion. Como el fluido es axial e incompresible sabemos que:
v-VU =0

Ademsés dado que f es constante sobre las curvas de nivel sabemos que:
VU =aVf

Nota: a # 0 de lo contrario estudiariamos el caso de fluido estatico. Juntando
estas dos tltimas expresiones veremos que:

v.szv-(v“)zo
P

Como v -V es un operador que no aplica sobre ¢, podemos multiplicar el resul-
tado anterior por €, para obtener una expresién vectorial.

(V'Vf)éw—V~V(fé@)—V~V(i) 0

Como el sistema es estacionario, la vorticidad no depende explicitamente del

tiempo; asi:
0 (&
Z(Z)=0
at \ p
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Sumando los tdltimos dos resultados concluimos que:

d (& 0 (& I}
i(5)=a(5) v (5)=0

Abriendo términos en la derivada total respecto al tiempo resulta:

4 (S\_ Gdp 1d5_
dt\p)  p2dt pdt
Como la derivada total respecto al tiempo de p es v, se obtiene:

o &

=y

dt p ’
Usando que & - V = (w/p)d, podemos ver que:

o) wo,_w
dt p Op P

Dado que el fluido es incompresible, podemos restar a la expresién anterior el
término J(V - v) = 0 de donde se obtiene la ecuacién de vorticidad de Euler
para flujo ideal:

— =@ V)v-3&(V-v)
O

La expresién para ¥ fue definida salvo por una constante. De la proposiciéon
1 sabemos que existe un sistema de referencia donde la dindmica es estacionaria,
desde este veremos que la regién (') en el espacio fisico donde se encontraban las
particulas con vorticidad distinta de cero tiempo atras no cambia. Sin embargo
las particulas dentro de esta regién se mueven sin salir de ella, para esto diremos
que O es una superficie formada por lineas de corriente, i.e. es una curva de
nivel de ¥. Entonces decimos que si Q C (pT, 2) es la regién asociada a Q' por
la simetria axial del problema podemos escoger

k=Yoo = V¥lsa =0

De igual modo, por la simetria tenemos que la velocidad en un punto (p, z) es
la misma para todo punto en el circulo de radio p a una altura z sobre el eje.
Asi se induce que los puntos sobre el eje de simetria es una curva de nivel de ¥
(en este caso degenerada a una recta en R3).

Para dar un significado al valor de la curva de nivel sobre el eje supondremos
que la frontera de la region €2 no tiene puntos sobre este. Si nombramos P,,;, =
(p*,2*) € 0N al punto que dista menos del eje z, (supongamos que el virtice se
mueve con una velocidad U = Ué, respecto del fluido en infinito.) y calculemos
el flujo de masa a través del circulo p < p*, z = z*, y n = &, (recordemos
que un punto material de fluido visto desde el sistema de referencia del toro, se
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mueve con una velocidad es negativa, pues en este sitema dicho punto material
viaja en la direccién —é,), asi usando (3.5) vemos que:

S W)
F:// LoV ndS—Q/ / fﬁ—pdpdgo
p<

= 2mplW(p*, =) — (0, 2")] = —2m0W(0, ")

Lo anterior es cierto, pues ¥(p*,z*) € 90 y alli la funcién de corriente es
cero. Renombrando a (0, 2*) = —kq (ko > 0)*, el flujo de masa en el eje esta
dado por:

F =2mpky con ko >0 (3.14)

Asi encontramos que
‘I’|p:0 = —ko

con todos los puntos en claro, podemos enunciar el problema que nos intere-
sa resolver.

Sea R3 el espacio fisico en donde el fluido estd confinado, Q' la localizacion
de la vorticidad dentro del fluido y E = [0,00) x R la regidn en el plano (p, z)
asociado al espacio fisico. Dadas la velocidad relativa U = Ue, del vortice res-
pecto al fluido en infinito, o la densidad del fluido, la constante ko (i.e. el flujo
de masa en el eje) y la forma de la funcidn de vorticidad f(V), encontrar la
funcion de corriente ¥(p, z) y la region Q C 2.

Las ecuaciones del modelo en el espacio fisico serdn:
_ v _ —pf(\If)ég, en (Y
AA_A(pe@> _{ 0 en R3 — O
(3.15)

=0 en O
U=—-ky en p=0

Mientras que en Z estdn dada por (3.8) mds las condiciones de frontera:

0? 9 (10 —p2f(¥)  en
oo Gap) = 0wt
U=0 en 0N
U=—-k en p=0

Ambos problemas son el mismo, solo que por la simetria axial reducimos el pri-
mero al segundo.

(3.16)

4La demostracién de esto es por el principio del médximo, pues si suponemos que el eje esta
fuera de la regién de vorticidad distinta de cero y ¥(p, 2*) = 0 en la frontera, este principio
forza a que ¥(0, z*) < 0 fuera de la regién con vorticidad distinta de cero, entonces la funcién
de corriente es negativa en el eje. Para mayor referencia vease la referencia [5]
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En estos sistemas falta incluir la condicién de que la velocidad del vortice
respecto a infinito es constante, para ello pediremos:

2
W+U%+%%O si p?+ 2% — 00 (3.17)
A continuacién justificaremos esta condicién de “radiacién”.

Busquemos la forma de las soluciones para estas ecuaciones.

Si pensamos en que f(¥) es una funcién lineal de su argumento podemos
buscar soluciones para el caso homogéneo y después tratemos de decir algo sobre
el no homogéneo. Para esto usaremos el sistema (3.16).

Como la velocidad tiende a ser constante en la direccién z para puntos muy
distantes, en ellos la funcién ¥ se comporta como:

A
5. 0

100
2 U
p Op

sip? + 22 = o0

Entonces estudiaremos el siguiente sistema:

92 o (10
{azﬁpap (pap)}“’—o e

(1]

U= —kg en p=0 (3.18)
ov 10V

— =0, —— = -U si p?+2% =00

0z p Op

Para simplificar este analisis usaremos coordenadas polares en dicho plano,
pues la condicién p? + 22 — oo sugiere dicho cambio, entonces tomemos:

p=~¢&sinny z=~Ecosn
De modo que:

o _omo 069 _ smnod 0
92 9z0n  0:06 € oy Toe

9 Ond 060 _cosp

0 . 0
=5 ta 5= — +sinn;
op  opon opoe € on o
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Calculemos las segundas derivadas con respecto a z y p, usaremos una notacion
reducida, 9]" = 9™ /0l™.

sin

0?2 = ?n@n(sin noy) — Slﬁ&,(cos 10¢) + cos® ndg — sinn cos nde (§~19y)
97 = Cz%&,(cos noy) + w&] (sinndg) + sin’ 10z + sinn cosnde (£ 0y)

Abriendo 02 + pd,(p~'8,) = 82 — p~'9, + 0> el operador correspondiente en las
coordenadas &, n es:

2
02 — =10, + 0% = o8 sinndy, + o

_ = - 52 4 sinncosna

n €2 n

sin?n
2

92 + ¢

sin?n

3

2 . .
COS S11n 1) COS S11 717 COS
+ n (r“)g + il n 85 &7 — N "

¢ € 75 0:0y + 0

1 1

02 92 2, 52
+sin”n O + cos”n O o n

_ i 5 COST) 5

Haciendo el cambio de variable v = cosn, con —1 < v < 1 el problema anterior
se transforma en:

O¢

[1]

(1-12) 82 &
{5281/2_‘_352 U=0 en

U= —kg en v=1 (3.19)
a—q/—m, 16—\Ij—>—U si €2 — o0
0z p Op

Proponemos ¥ = (1—v2)f(£) +c, con c constante, asf la ecuacién se transforma
en una ordinaria:

—2) 92 2
(lg)ffwag {(1=)fO+c}=0 & —2f+&" =0

La expresion que determina f(£) es la ecuacién de Euler, por lo que proponemos
f(€) = a&™ con a constante

2f+f"=0=n*-n-2=0= ZJ:Z_21

Entonces, la solucién a la ecuacién homogenea es:

12 2 1 con a,b,c constantes a
V= (1-v)ag +b ] +e determinar por la condiciones (3.20)
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Queremos que ¥ sea definida en todo el espacio, por lo tanto b = 0, y como
V(& v)|,=1 = —ko entonces ¢ = —kg, ademds la expresién resultante a las va-
riables p, z para aplicar la tltima condicién tendremos:

U =a(l —v)E% — ko = ap® — ko

Esta expresién satisface OW/0z — 0 si €2 — oo.
Tomando ahora la condicién restante
. 9 .
lim —— = lim 2a=-U = a=-U/2
Resumiendo las lineas anteriores, una solucién al sistema (3.18) es:
U
U(p,z) = —5/)2 — ko (3.21)

Esta soluciéon representa a un fluido que viaja a velocidad constante de mag-
nitud U en la direccién z.
De este resultado se desprende un teorema muy 1til

Teorema 3. Si en el sistema (3.16) f(¥) no depende explicitamente de ¥, la
solucion a es unica.

Demostracion. Supongamos ¥y y Wy soluciones al sistema (3.16), y construimos
la funcién u = ¥y — o, u es solucién al sistema homogeneo (3.18) con kg = 0
y U = 0. Por el analisis anterior, la solucién a dicho sistema es u = 0. Por lo
tanto ¥y = Wy O

Ahora bien, para tener la solucién completa al problema, usaremos el sistema
(3.15). Como el operador A es escalar, es decir, el aplicarlo sobre un vector es
hacer que opere en cada una de las entradas cartesianas. Entonces este sistema
son tres problemas de la ecuacién de Laplace. Usando lo visto en el capitulo 2
para dominios acotados y f(¥) dada en funcién de las variables espaciales, una
solucion particular al problema

U —pf(¥)é, en
A(pe*”):{o e en R3 — O

=0 en O

fue dada por el analisis hecho en la ultima parte del segundo capitulo de este
trabajo. Si seguimos pensando en que f es conocida, y como el fluido estd en
todo el espacio R3, sabemos que la solucién al problema serfa:

v 1 " plgf(\l/> A~ AW
Yo -1 Ldy' dp' d
e 47?//9/_7r [0 + 9 — 2pp cos(p — ') + (z — 227 ¥ P
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Ahora el problema es encontrar la frontera donde el fluido con f # 0, es decir
encontrar Q.

Siguiendo esta idea decimos que por la simetria axial del problema podemos
hacer ¢ = 0, pues lo que pasa a este dngulo dados p, z pasa para todo ¢ € [0, 27];
el hacer esta simplificacién muestra que la integracién sobre la primera entrada
es cero, es decir:

1 s Pl2f<\:[l) , )
- sin’ do' dp’ dz' =0
4W[/§2[w [,024-,0'2—2pp’COS<p’+(z—z/)2]l/2 my ap ap
Pues el integrando es impar sobre un intervalo simétrico.

Por ello para ¢ = 0, la funcién de corriente se deduce de la segunda entrada
del potencial vectorial:

1 " pp/Qf(‘Il) cos ¢’ W,
U= — do'dp'd 3.22
dm //Q/_Tr [0+ 92— 2pp' cos ! + (= — 221127 P (3:22)

Juntando ambos resultados (3.21 y 3.22), una solucién al problema lineal es:

\I/:,gp27k0+i// /Tr pp"* () cos ¢’ dy'dp'dz'
2 Ar ) Jo J—x [P? + p'? = 2pp cos ¢’ + (2 — 2/)2]1/2

(3.23)
A pesar de que esta expresion para W cumple las condiciones en el origen y en
infinito, no es claro que cumpla la condicién de ser constante sobre la frontera.
pero con esta expresion que es valida para el caso lineal, buscaremos la existen-
cia de soluciones de este tipo para el caso no lineal es decir:

Planteamiento del problema 1. Dado un medio fluido ideal con simetria
axial que llena todo R® donde es conocida la funcién de vorticidad f(V), la
densidad del medio g, la constante ko y la velocidad relativa U = Ue, de la
region de vorticidad respecto al fluido en infinito, se pretende buscar la existencia
de soluciones de tipo (3.23) al problema (3.16) cuyos dominios @ son cercanos
a la esfera en el caso del vortice de Hill.>

5dicho caso es el tnico que se sabe tiene solucién analitica a las ecuaciones (3.16) y serd es-
tudiado en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Vortice de Hill

El vértice esférico de Hill, es un caso particular del problema de vortices
anulares. Bajo las mismas hipédtesis usadas en el capitulo anterior se considera
una region esférica de radio a que se mueve con el fluido, en donde la vorticidad
esta confinada. Desde un sistema de referencia fijo a esta esfera, la distribucién
de la vorticidad es:

{Ap sio p?+22<a® A=cte
w = i 2 2 2
0 si pc+2z2>a

Observemos que f(¥) = A es constante; por el teorema 1 del capitulo anterior,
la solucién a este problema es tnica.

4.1. Solucion a la ecuacion diferencial

Notemos que este problema es un poco diferente al anterior pues aqui nos
dan la regién donde el vértice estd confinado. La constante kg indirectamente
estd dada pues al encerrar origen el flujo neto del fluido a través de una regién
perpendicular al eje es cero, pues el fluido esta recirculando en toda la esfera,
pero no sale de esta; por ello decimos:

ko =0
Para continuar con este andlisis, es conveniente usar la formulacién (3.16)
en coordenadas polares.

(1—-v?) 92 N 82}@:{ —A&2(1 - 1?) si &2 <a?

&2 o oe 0 si €2 > a?
v =0 en v=1
)\ 10V
8——> , 78——>—U si €2 — o0
0z p Op

46
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La solucién para la ecuacién homogenea es de la forma (3.20). En la solucién
particular propondremos como antes ¥ = f(&)(1—v?), para obtener la siguiente
ordinaria:

_A€4:_2f+§2f//

si proponemos a f(§) = Zi:o an&™, v sustituimos arriba, tendremos:

4
—2a0 — 201§ + Z(n(n —1) = 2)a,&" = —A¢*

n=2

por la unicidad de los polinomios, podemos igualar coeficientes donde resulta:

apgp = a; = as = 07 g = — a9 libre

Ea
Entonces, juntando las soluciones de la homogénea y la particular, dentro de la
regién esférica tenemos:

U= (—fég‘* + BE? + cgl) (1—1v?)

Para satisfacer la condicién ¥ = 0 en el eje, sin importar el valor de £, pedimos
C = 0, mientras que para tener ¥|sq = 0 se debe cumplir

_ A L\ A,
Vle—a=0Vrve[-1,1] = (Bma)o = B=sa

A
U = 1—052(171/2)@2752) si 2<ad? —1<v<l1 (4.1)
Sabemos que fuera de la esfera, la solucién de la homogénea es:
U= (B&+ 0 H(1—v?)

Aplicando la condicién de que tanto ¥ como VW deben ser continuas en la
frontera del vértice (¢ = a), debemos hacer que ¥ y 9W¥/0¢ coincidan en la

frontera.
Uleey: Ba?+Ca™'=0

0:W|¢e—y: 2Ba—Ca= 2= —2£a3
3 3 10

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior encontramos
1 1 =
B = ——Ad?, C=—Aa
15 15
Entonces, la solucién general serd:

£ —v)(a® - &) si 2<a? —1<v<l
\I/ =

—ﬁg2§2(1—y2)(1—g§> si 2>a% —1<v<1
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Pasando a las coordenadas p, z resulta

%p%a2 —p? = 2?) si p?+ 2% <a?
U= (4.2)
a® s 2 2 2
—Yp (1 — W) S1 p + ze>a
Sometiendo a la ltima condicién (p? + 22 — oo) resultard Aa?/15 = U/2,

es decir, la velocidad con la que se desplaza el vértice esférico con respecto al
fluido lejano a este es

2Aa?
pu— 4.
U I (4.3)
e i
S L Vortice de Hill :

{ Caso adimensional )

3 .2 -1 0 i 2 3

-

En nuestro estudio de los Vértices anulares tomaremos como primera apro-
ximacion a la curva solucién, una de las lineas de corriente dentro de la frontera
del vértice esférico, ya que estas curvas al ser cerradas en el plano (p, z) repre-
sentan en el espacio fisico a un volumen de fluido en forma de toro dentro del
cual el fluido esta girando. Veremos en el siguiente capitulo el tratamiento que
usaremos para nuestro fin.

4.2. Solucién a la ecuacion integral

Por otra parte, en el apéndice (B.2) que podemos expresar al nicleo G de la
siguiente forma:

G = mpp? 22 n+1P10089) L (cosd)

De esta forma en el vértice esférico de Hill tenemos!

2
U(p, 2) :—gp + = /H G(p,p', 2, 2" )dp' d2’
0

Lhay que notar que en este punto todas las variables son adimensionales
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_ _ = ,2$2 1 ! 10!
= 3p // 27n+1)P(COSQ) L(cos Yo' do’ db

con
x1=0, xs=0'fc s o <o
x1=0, xao=0/0" s o >0
Si en el segundo sumando, dado que la serie converge uniformemente pode-
mos intercambiar la suma por las integrales, ademés notemos que cada sumando
de esta serie es separable pues x1 y x2 son funciones de 6 y 6’, es decir

9 s
W(p,z) = p +5pz (cos / Ln(0, o’)do"’ / P(cos ) sin?¢'dy’
0
Con

O./(n+3)

W si O'/ S g

o

ln(av U,) =
o™ .,
m S1 0 >0
o

Ademas como los polinomios asociados de Legendre se pueden expresar en térmi-
nos de los polinomios de legendre tenemos (ver [4])

dP,(cos ")
d(cos @)
Con esta igualdad y haciendo el cambio v = cos @’ tendremos:

Vip,2) = p +5p ZP (cos) / In (Jagl)dd// (1—1/2)dPZ;(V)dV

—1 124

Pl(cos#’) = sin¢’

Integrando por partes sobre £ encontramos:

/ (1_V2)dpgy(v>dyz 1 - )P, +2/_1uPn(u)du

—1

El primer sumando del lado derecho es cero. Como P;(v) = v y por la ortogo-
nalidad de los polinomios de Legendre resulta

/_11 VP, (v)dy = /_11 Py (v) Py (v)dv = %51”

Con ;; delta de Kronecker. Entonces
1 1
dP,(v) 4
1—2) 2y = =64,
/_1( v ) dv v 3 !

asi la suma se reduce a un solo término.

2 2 10 1 ! / /
W(p.2) = 20" + 5 pP (cosh) / Li(0,0")do
0
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Integrando ahora en o’ tenemos:

o0 1 g
. O;do’—i—fgaa’da’*——ki(l—az) si o<1
/ li(o,0")do’ =
0 1 0_14
fO —zda’ = &7 si o>1
Como
P} (cosf) = sinf

Tendremos:

2
U(p,z) = =30+ .
—§p2<1—> sio>1

Estas ecuaciones son la versién adimensional de la funcién de corriente del
vértice esférico dentro y fuera del nicleo (ver ecuaciones (5.3) y (5.4) del si-
guiente capitulo).

Observemos que la funcién de corriente en la frontera o = 1 es cero. Este
hecho lo usaremos ampliamente en los célculos siguientes
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Capitulo 5

Ecuacion no lineal

En este capitulo estudiaremos como atacar el problema de no conocer la
frontera para el vortice anular. Para ello usaremos como comentamos antes las
lineas de corriente cerradas del Vértice de Hill con el objeto de cuantificar que
tan lejos o cerca estd la frontera de nuestro vértice. Antes de comenzar es con-
veniente trabajar con nimeros adimensionales, para esto usaremos el teorema
L.

Tomemos la expresién para las lineas de corriente para p?+ 22 < a2, es decir:

A
U(p',2) = 1507 (0® = p® = 27)? (5.1)

Aqui tenemos 4 magnitudes con las cuales se determina a dichas lineas.
Ahora bien si denotamos las unidades de cada magnitud con corchetes cuadrados
tendremos:

[l=m

[Z']= " m

[kz]] = ( m_1 (5.2)
[\I//] _: mSSfl

Es decir la expresién
A
k(Y p' a2 A) =0 — —10/1’2(612 —pP =2 =0

Se puede poner en términos de tres cantidades adimensionales. Para esto toma-
remos las cantidades propias del sistema a y A, para ver que:

W=
= [a]
(0] = [Ad*]

1VeAjse referencia [7]
2Usamos p’ y 2’ en lugar de p, .
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Entonces diremos que las variables adimensionales son:

pl=ap
2= az
Aa*
V= S5V
Usando esto en (4.2), se obtiene:
U=p*(1-p* = 2% (5.3)
2 1
U=-"p" (1 s 5.4
(- ) o4

Como el objetivo es estudiar la existencia de vértices anulares para dominios
Q) cuya frontera es cercana a las lineas de corriente del vértice de Hill, tomare-
mos al radio a de dicho vértice como magnitud propia del sistema. Supondremos
también que la velocidad del vortice anular delimitado por OS2 se mueve con res-
pecto al fluido en infinito con la velocidad dada en el capitulo anterior para el
caso esférico.

Adimensionalizando la expresién integral (3.23) en el caso donde f(¥) =
A = cte, tendremos ocho magnitudes que determinan la dindmica del sistema
fisico y solo dos unidades fundamentales, i.e. el sistema estd descrito por seis
cantidades adimensionales.?.

~ ~/ __ /
p= ap p= ap
Z= az Z = a
I Ad* 7 Aad*
U= 10 v ko = 10 ko

Usando estos cambios de variable en (3.23) y si suponemos U para estos vorti-
ces anulares igual que la del vértice esférico de Hill, U estda dada por (4.3),
resultando:

pp/Q cos ¢’ g

U(p,z) = _*p kO""*// / [p2 + p'2 — 2pp’ cos @ + (z — Z/)2]1/2 de'dp dz
(5.5)
Recordemos que en el vértice esférico, al ajustar las condiciones de frontera se
ve que la derivada normal en la frontera es negativa (es de esperarse por el
principio del méximo para ecuaciones elipticas), es decir para valores de p* + 22
cercanos a 1 por abajo, ¥ > 0 y es decreciente localmente hasta llegar a cero
en la frontera. Si en nuestro estudio tomamos lineas de corriente del vértice de
Hill cercanas a la frontera, la funcién ¥ serd pequefia sobre esta curva. A su
vez, la frontera buscada para nuestros vortices anulares es cercana a las lineas
de corriente antes mencionadas, por ello se espera que la funcién de corriente de

3 Al igual que antes, las cantidades en términos de las unidades fundamentales se diferencian
de las magnitudes adimensionales por la ’ extra en las primeras
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nuestros vértices anulares evaluada sobre su frontera sea cero por la condicién
de frontera de (3.16).

\II|(p,z)€8Q =0

De modo que:

2 5 a ppIQCOSgD/
k=—"p2+ — do' do' ds'
3/) + o //Q /_7T [0? + p2 — 2pp/ cos g’ + (2 — 2/)2]1/2 p ap az

recordemos que en el vortice de Hill ky = 0, esta cantidad representa el flujo en
el eje, en nuestro caso por ser 92 cercano a una linea de corriente del vértice
esférico que a su ves es cercana a 9Hy podemos pensar que kg << 1, en parti-
cular para hacer énfasis en este hecho reemplazaremos ko por €2 (pues ko > 0).
Asi tendremos:

2 2 2 5 " pp/2 cos 901 (A5 BV
T T //Q /4 [P+ 77— 20 cos gy + (z = 22 0 W&
(5.6)
Volviendo al vortice esférico sabemos que dentro de la esfera de radio 1,
p?+ 22 < 1,4e en (5.3) ¥ >0,y que ¥ = cte son lineas de corriente. Por
simplicidad pediremos que esta constante sea de la forma €2(1 — €2) con € como
antes, es decir una linea de corriente interna esta descrita por:

pPPl—p =) =(1-¢) (5.7)
Con la expresion anterior es inmediato el siguiente corolario.

Corolario 3. Si una linea de corriente en el vortice de Hill estd dada por (5.7)
con € << 1 cumple:

s z2=0parap=cyp=+v1—e’

» FEl flujo de masa F entre el eje z y la linea de corriente es
F =2mpe*(1 — €2).

Demostracion. El cruce de 02 en z = 0 esta dado por:

1 J1-42(1—e 2
pt—p?+(1-2) =0 = p2:§i 62( ) = p2:{i_62

Es decir, el cruce de las lineas de corriente con el eje p se danen p = € y

p=+V1—¢2

En el planteamiento del problema vimos que el flujo de masa (F') a través una
superficie anular que une a dos familias de lineas de corriente (¥ = k1, ¥ = ko)
con ki, ko constantes es:

F =2mo(ky — k2)
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En particular, si la superficie que une a ambas familias estd sobre el plano z = 0
diremos que
F =2mo(¥(p1,0) — ¥(p2,0))

Asi el flujo de masa entre el eje z y linea de corriente dada por € es:
F =2m0(¥(e,0) — ¥(0,0)) = 2m0¥(¢,0) = 2moe*(1 — €2)
O

Volviendo al analisis de las lineas de corriente, vemos que podemos obtener
una, expresién simple para z%:

€2(1 —€?)

2 2
zf=1—-p°—
02

(5.8)

. . _ 2 62(1*62) 2 2 2
Corolario 4. Si f(p) = 1 — p* — e cone < p*<1—¢€,p>0y
e = cte > 0 entonces f(p) > 0.

Demostracion. Para mostrarlo basta tomar el producto:
PPfp)=p"—p' =€+ = (=)= (p' =) = (0* =€) = (P* =) (p* +€°)

Haciendo v = (p? — €2), sabemos que v > 0, asi podemos escribir:

PP f(p) =v(l—p*=e) >0
Pues 1 — €2 > p2. O

Como f(p) = 2% concluimos que la linea de corriente es simétrica respecto
al eje p.

Ahora bien, esta linea de corriente toca al eje p en € y v/1 — €2 y es continua
en este intervalo cerrado, concluimos que alli existe al menos un punto donde la
derivada es cero.

Por otro lado, si d22/dp = 0 con € < p < /1 — €2, tendremos que en los
valores que anulan a dz?/dp se alcanzan los extremos de z(por que en el intervalo
de trabajo no existe algiin valor que anule a z(p), y como dz?/dp = 2z dz/dp).

Asi encontramos:

dz? 2¢2(1 — €2
di = —2p+¥ =0 = p=(1—€))"* es punto critico real positivo
p p

Sabemos que 22 > 0 si p € [¢,V/1 —€2] y los ceros solo se alcanzan en los ex-
tremos del intervalo, entonces concluimos que el punto critico es un mdximo si
z >0 0 mAnimo si z < 0 por la simetrAa de la curva respecto al eje p .

Para continuar describiendo la forma de la funcién z(p) necesitaremos de
otro lema.
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Lema 1. Dado B > 0 se cumple la desigualdad (7 >

Demostracion. Como 3 > 0 tenemos (1 + 8)~'/2 < 1 entonces:

1 1+ -1

IR (R A (RO

Si multiplicamos por el conjugado tendremos:

B

IS

T LE) (R DEEs

Asi resulta:

>1-

B
CESITERR

Lema 2. Dado 8 >0 yn € N se cumple la desigualdad

Demostracion.
1 (14 8)" — = »
0<1— = — 14 )i
i~ argr ~arar =00
entonces
1-—
(1 + ﬁ P
Asf concluimos )
1-nf < —F>n—
(1+8)"
Lema 3. Dado 1 > 8 > 0 se cumple la desigualdad R B
Demostracion.
1 (1 =-p)r -1

e ) Gy

El numerador se puede escribir como:

1-p)" - :—BZ 1-8

asi llegamos a:
n

(Hm"—

- >14+np

1 1
B i D e

de la tdltima expresién se desprende que:
1

L s

1-—

np

56



CAPITULO 5. ECUACION NO LINEAL 57

El siguiente paso de nuestro estudio, es analizar el crecimiento de la linea de
corriente cerca de los cruces con el eje p. Esto se resume en el siguiente corolario.

Corolario 5. Para valores cercanos a p =€ es decir p=€+a cona >0y o =
O(e) se tiene dz/dp > O(e~'); mientras que en puntos cercanos a p = /1 —¢
(p=+1—¢—a cona como antes) dz/dp = O(¢~1/?)

Demostracion. m p=€e+a

Una vez que se tiene la expresion para dz?/dp tomemos p = € + «

ot a 22(1—¢*) - 2(1 —€?)
S R Py S A E

p=e+a

Usando la desigualdad del lema 2 llegamos a

d 2 2 6
2.2 Z—2(64-0&)—}—*(1—62)(1—304/6):404_464'_,_73
dp|,— € € €
p=€ct+a
Es decir J ,
2 > d(a— )+ 2(1 - 3a/e)
dp p=e+a €

Por otro lado para z? podemos encontrar una cota, es decir

2_62(1_62) <1—(e+a)2+(1—62)(2%—1)

22 =1-(e+a) Terar =

p=€e+a

Entonces llegamos a

z2|p=€+a < Q?Q —a? — 4ae
Notemos que el signo de igualdad se alcanza cuando a = 0, y que la
proximidad de esta cota al valor exacto de z2 estd garantizada por el
desarrollo de Taylor. Entonces decimos que si a es pequeno y € se considera
constante entonces

32:O<%> — 22—\/?+0(6)

Por otro lado, podemos usar los mismos argumentos anteriores para decir
que si « es pequeno y € pequeno pero fijo entonces
dz

1
zd—p = 2(1 —3a/e) 4+ O(e) (5.9)

Usando estas dos expresiones resulta
dz 1

i 2ae(1 +3a/e) + O(e) (5.10)
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dz 1
dp—o(e)

Mas ain, notemos que si escogemos o = ke con k suficientemente pequena
y € < 1/4/2 podemos hacer que la cota inferior* para 2z dz/dp sea mayor
a cero i.e. este producto es positivo, es decir la funcién como su derivada
son del mismo signo.

s p=vV1-€—q«

En particular si a = O(e)

Si p = /1 — €2 — a obtendremos:

2= — —2(/1—62—a)+M
dp p=vV1—-€2—q (m_ a)g

2¢2
3
NG (1 _ _a )

Usando el resultado de los lemas anteriores tendremos:

dz 2¢? o3
22— > 21 —€2+2a+ + 6
dp p=V1-€2—a B V31— €2 1—¢

Aligual que antes, por la proximidad de la cota al valor exacto para valores
pequeinios de « (suponiendo € fijo) resulta:

—2(V1—€2—a)+

2

zj—; =—V1-€e+a+0(?)=0() (5.11)

2

Mientras que para z“ encontraremos:

€
2 P ra =l (V1-@—a) -

Usando las desigualdades de los lemas queda

«
Z2 Z2‘p:\/ﬁ70¢ §€2_a2+2a\/1_62_€2 (1+2m>

4si @ = ke la cota inferior para zdz/dp se escribe como:

1
2 —€)+ = (1 —3a/e) = k(2¢2 —3) + (1 —2¢2) >0
€
Una cota inferior para k es:

1 — 2¢2
3 — 2¢2

k> >0

Para k > 0 pediremos que € < 1/v/2
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e 20

2 +

Vi—e2 J1-¢

2 1—2€2
S—a2+4a\/1_€2_\/%§206\/17776€2—a2

Por los argumentos usados anteriormente y si « cercano a cero, z2 es:

=—a®+2ay/1— € —

2 =0(a) — z= O(al/Q)

Entonces con este tltimo resultado comcluimos que

dz 1
el
En particular si o = O(€), dz/dp = O(e'/?)
O

Del corolario anterior vemos que la derivada decrece del mismo orden que
27! lo hace para valores de p cercanos a /1 — €2. En el caso de p cercano a ¢ la
derivada dz/dp es e~ veces mas grande que el valor de z, es decir esta funcién
crece mucho mas rapido alrededor de este cero que lo que decrece alrededor
del otro (Vedse las ecuaciones (5.9) y (5.11)). Es por eso que decimos que los
analisis posteriores requieren mucho mayor cuidado alrededor de este punto que
en cualquier otro.

z(p) es semejante a la siguiente figura.

z
1+

Usemos coordenadas polares para describir a la linea de corriente (p =
osind, z = o cosl).

o?sin? 0(1 — %) = (1 — €%) (5.12)
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esta expresién es una cuadratica en o2, se obtiene:
2 2
e?(1—¢€%)
ot—o’+ ——-—=0
sin” 6

Al igual que antes, esta expresién es un cuadratica en o2, de modo que tendre-
mos:

1 1 e2(1—¢?
o2 =_44/=— (726)
2 4 sin” 6
Es decir existen dos posibles valores positivos para o2, ya que el término de la
raiz es menor a 1/2.

La condicién para que o2 esté en los reales es:
sin? 0 > 4e%(1 — €%) (5.13)

pues ello hace al radicando mayor o igual a cero. Es decir existe un dngulo critico
6. donde se alcanza la igualdad de la expresién (5.13); para este valor del radio,
y a partir de ese valor (6.) se bifurca en dos valores de ¢ para cada 0 € (0., 7/2],
0 no existen algin valor real de o si 6 < 6.

El siguiente dibujo muestra el dngulo critico (el segmento OB) muestra el

unico radio, mientras que los segmentos OC y OD son los dos posibles radios
para un angulo mayor al critico.

1__

0 1P

Por esta situacién es conveniente usar coordenadas polares pero con el eje
polar sobre la recta p = €, el precio a pagar es que para valores del nuevo angu-
lo polar cercanos a cero el radio crecerd demasiado rapido, en donde debemos
hacer el analisis antes mencionado.

Tomaremos entonces el siguiente cambio de coordenadas:

p=¢e+ .Isint z =.% cost 0<t<m/2
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Sila curva (0€2) que nos interesa encontrar es cercana a 0H, podemos escribir un
punto sobre la primera usando los vectores radiales y tangenciales a la segunda.
Es decir, si . es el vector unitario radial en el nuevo sistema de coordenadas y
U es el vector normal a la curva 0H,, diremos que si p € 92 entonces:

p=S(et) 7 (et)+ q(e, t)D(e, 1) (5.14)

De (5.5) sabemos que la funcién de corriente esta dada por:

2
U(p,2)=—=p® — e+ 5 // Glp, p, 2, 2")dp'dZ’ (5.15)
3 ™ Q
Con
Glp.pl 2 2) pp” /” cos ¢’ iy (5.16)
2,2) = :
pes 2 ) [P 02— 2pp cosg' + (2 — 2227

Como deseamos aproximar a la curva 92 por dH, la integral sobre Q la
partiremos en dos integrales una sobre H, y la otra sobre Q2 — H.. Asi evaluando
en la frontera de nuestro vortice tenemos:

2

e = —*P2+§// G(p, p’,z,z')dp'dz’—l—§// G(p,p',2,2")dp'dz" (5.17)
3 ™ H. e O—H.

Con (p, z) € 09.

Si suponemos que la frontera buscada 02 es cercana a 0 H, podemos hacer un
desarrollo de Taylor en los primeros dos términos de la expresion anterior. Para
ello recordemos que si A es una funcién escalar definida en todo el dominio de
estudio §2 diremos que su crecimiento a lo largo de una direccién estd dado por
la derivada direccional. Mds aun si dicha funcién se evalua sobre una curva, el
crecimiento puede descomponerse en una contribucién normal y otra tangencial
a ella (pensando en dos dimensiones), es decir:

siA:HycR? =R

Entonces si 2 C Hy y se conoce el valor de A sobre la frontera diremos que con
x € 0f) tenemos:

A(x+h)=A(x)+V A, -h+o(|h])
si h = hT + g0 resultadaré:
0A 0A
AGc+h) = AG) +he's + s

En nuestro caso, A son los primeros dos sumandos derechos de la expresién
(5.17). Entonces esta funcién A es la funcién de corriente para un vértice confina-
do a H. de vorticidad semejante a la del vértice de Hill + un flujo laminar.Como
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sabemos que en la frontera (0H.) A se torna constante entonces 0A/0tT = 0 de
donde resulta:

2
A‘(‘)Q = (—3p2 + % ffH G(p, 0, 2, Z/)dpldzl)

o0
2
- (3P2 + 2 S0 Gl p', 2 Z’)dp'dz’)
oH,
9 2
iz (_3”2 + 5 S Gl ' Z’)dp’dzl> + ()
OH.
(5.18)

Donde .41 (q) es el error de la aproximacion.

Para la integral restante se plantea algo semejante. Por la proximidad de las
curvas dQ y OH, podemos pensar que G(p, p, z, 2’) es constante en la direccién
normal a OH, entre las dos curvas. A primer orden tenemos:

5 5
- // G(pp',2,2)dp'dz| = — G(pp'y2,2)a(p', 2N)dt' | +A2(q)
T JJa-H. oo T JoH. OH.
(5.19)
Con A5(q) el error en la aproximacién.
Juntando estas expresiones, la ecuacién (5.17) es de la forma:
2 _ 2 2 5 G / Ndo'dz'
€= _gp +Eff9 (p,p', 2,2 )dp'dz
o0
— 2 2 5 G ! Ndo'dz'
- _gp +;IfH€ (p7p7zaz)p z
OH,
(5.20)

0 25 5 , R
+q8u( 3p +wffHeG(PaPaZ,Z)dpdz

OH.

+ % faHE G(p,p',z,2")q(p, 2 )dT

. + A2(q) + M(q)

Es decir, a primer orden, consideramos que el problema es la suma de tres
contribuciones: a) el efecto de un vértice confinado a H, maés el flujo laminar,
b) més el cambio de este flujo en la direccién normal, ¢) el efecto de una hoja
de vértices OH,, d) mds los términos no lineales.

La variable ¢ es la variable fisica del problema, pero para continuar debemos
hacer un cambio de variable adecuado si es que queremos tratarlo como un
problema de punto fijo. El planteamiento sugiere naturalmente hacer el cambio
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de variable siguiente.

1 2
u=gqgg con g= {—aa (—,02 + §// G(p,p',z,z’)dp’dz’)]
p Ov 3 T JJH,

Dividiendo entre p la expresién (5.20) se puede llevar a:

OH.
(5.21)

2 )
== (—3p+ /TWIIHE G(p,p’,z,z’)dp’dz’)

OH.

—q 0 2 5
v (—302 + - ffH G(p,p', 2, Z')dpldzl)

OH.

n 2(q) + A1(q)

5 G(p,p', 2z, 2 u(p, 2
Y. (p,p Julp's2') o
Q ‘ OH. P

T
pg(p',2")

Para simplificar la notacién usemos que si una funcién (f(p, z)) esta evaluada
en las variables primadas, al escribir f’ se entenderd que esta se evalua en las
variables mencionadas.

Haciendo el cambio de variable sefialado en (5.21) tendremos:

2 !
2, 5 5 Gu Ha(q) + H(q)
— |\ —zp+ = de’dz’> =—u-+ — —dv +
< 3 pT ffH6 T faH / SH. p

<
p

OH.

Si renombramos los términos de la ecuacién anterior de la siguiente forma:

2
—fe <o <2p+5// de’dz')
p 35 pm ).

OH.
/
A= > G”, v (5.22)
™ JoH. PY OH,
N M
N = 2(q) + M1(q)
p

Obtendremos la siguiente ecuacién no lineal en u:

u—Heu= fo+ Nu (5.23)

fe puede determinarse explicitamente. Ademaés no es necesario usar otro sistema
de coordenadas para conocer su valor pero por el momento haremos esperar este
calculo para el final.

En los otros dos sumando usaremos las coordenadas .7, t con el objeto de
tener una dependencia explicita del pardmetro perturbativo. Entonces reescri-
bamos sus expresiones correspondientes en estas coordenadas.
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Renombraremos K. (¢,t') al niicleo de la integral de .7, es decir:
us K d /
Hou = E/ K. (t,t')u dt' = é/ L_—Tu’ dt’
T Jo 7w Jo (e+ .S sint)g’ dt’
_ () + H(q)
T e+ sint

Con estas expresiones se pretende plantear el problema como uno de punto fijo
en algin espacio adecuado a las condiciones del sistema.

/AT

Se mostrard més adelante que el nicleo del operador (I — %) es vacio lo
que nos sirve para justificar la existencia de la inversa de dicho operador y a su
vez la unicidad de las soluciones a la ecuacién (I — J#)u = g.

Ello sera de utilidad después al hacer el proceso iterativo del método punto
fijo ya que se propondra:

(I - Ji/e)uo = fe
(I — X )u; = fe+ Neui—1 para i>1

Lo que implica ver que al menos en un subconjunto pequeno en el espacio de
trabajo, el operador (I —.#;)~1[f. + #u] es una contraccién como funcién de w.

Por el momento terminaremos este capitulo aqui, para en el siguiente calcular
algunas cotas que seran de utilidad posteriormente.
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Capitulo 6

Estimaciones utiles

En esta seccién encontraremos algunas cotas que nos seran de utilidad para
demostrar en capitulos siguientes la existencia de la inversa de los operadores
mencionados anteriormente.

Teorema 4. De la expresion (5.16) se muestra que G estd acotado de las formas
stguientes:

1
0<G<pt/?p3/2sinh™? T3a (6.1)
1/2 13/2
0<G< % (6.2)

2 _ (p=p")2+(2=2")?
Con a* = Ty .

Demostracion. En ambas expresiones vemos que la cota inferior es cero, haga-
mos esta desigualdad.

La expresion para el integrando de G es simétrico respecto a 0, entonces la
integral de [—m, 7] es dos veces la de [0, 7], por eso estudiaremos en algunos
casos este ultimo intervalo.

Partiendo la regién de integracién en [0,7/2], [r/2, 7] y evaluamos el inte-
grando en cada una resulta:

= ¢ €[0,7/2]

cos ¢’ > 0 entonces —2pp’ cosp’ <0

cos ¢’ S cos ¢’
[p? +p/2 _2pp/COSQO/+ (2_21)2]1/2 - [pQ +p/2 _'_(Z_Z/)Q}I/Q

= ¢ € [n/2,7]

66
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cosp’ <0 = —2pp'cosp’ >0

1 1
0< <
- [pz +p/2 _ 2,0p'COS(p’ + (Z —Z’)2]1/2 - [p2 +pl2 + (2 _ 21)2]1/2

Multiplicando por cos ¢’

0> cos ¢’ S cos ¢’
=2+ p2—2ppcosg + (2 — 2)2V2 T [p2+ p2 + (2 — 2/)21/2

/” cos ' dy’ - /7r cos’ dy’ _0
o [P+ =2pp cos + (2 =22 T o [p? A+ (2 - 22
Es decir G > 0.

Las cotas superiores se hardan de manera independiente; sabemos que G tiene
la siguiente expresion:

G B pp/2 /'n cos 90/ d(p/
2 ) [P+ 0% =2pp cos + (2 = 2)?]'/?

—T

ppl2 cos <,0/ d(p'

2 / [(p—p')?+ (2= 2")% +2pp/ (1 — cos ¢')]1/2

—T

- p1/2p/3/2 /Tr cos s0/ dg@/
B 4 [a2 + sin? %]1/2

Haciendo el cambio sin ¢’/2 = v tendremos:
do’ 2
dv /1 —2

cosg’ =1— 202

Asfi la expresién para G se transforma en

pt/2p2 1 -2 dv 1/2 13)2 Y1-202  dv
2 JoVi—evere TP Vicevere

Notemos que el signo del integrando es el mismo que el de (1 — 2v?) que es
positiva si v < 1/v/2, cero en la igualdad y negativo para el complemento.

(6.3)
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Como G >0

1
G 1 — 202 dv

PREPEI I OV s B
0

1/vV2 1
/ 1 — 202 dv 1 — 202 dv
A V1—v2VaZ + 02 V1 —2v2+Va? +v?
1/V2
1/vV2

Como: 02 )
1—2v \/7 v
——=V1-1v? - ——=<1 para vel,]]
V1—0? 1—0v2 —
o 1/vV2 J .
’U . 71
— s < — < —
P22 = / [ 102 = sinh a2
Asi

0< G < p/2p3/2 sinh ! 1

av'2

Para la segunda expresiéon recordemos que:

/11_2”2(1 /Wco 20df = 0
7’1]: S =
0o V1—22 0

Asi tendremos:

0< G 1 L1 —w? 1 p2] 712 1) 4
= pl2pB2 T a fy V1= o2 +a72 B v

Como G > 0 partiremos la integral en dos

G _11/\/51—21)2 R R
P e ) Vice\ el )"
0

1

1 [ 1-202 2] 2
1/v2
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Es decir, la primera integral es negativa mientras que la segunda es positiva.
Usando las cotas de los lemas del capitulo anterior resulta

—1>——

27-1/2 2
] 2a?

0>{1+"2 "
a

V1 -2 2¢/1 —v2 a?

Asi llegamos

1— 92 27-1/2 1— 9202 2
”([Hg] B I e Y X1
a

__G <—1/1 1 — 202 2
,p1/2p/3/2*2a3 W mv v

Entonces

/1 1 _ 2U2 5 7T/2 9 9 71'/2 1
— ——v°dv = (2sin”z — 1) sin xdxg—/ cos2xdr < —
1/vz V1 —0? n/4 _— 2
(6.5)
pues sin’z < 1.
Con esta ultima cota queda demostrado que:
1/2 ,73/2
p'2p
O

De la expresién (6.1) se ve el cardcter logaritmico de G cuando (p — p)? +
(2 —2")?2 — 0, mientras que (6.2) serd til cuando p — 0 0 p’ — 0 dejando a
z o 2’ fijos.

Volviendo al tema, queremos ver que si J#; es cercano %, para € pequeno y
! existe, entonces . también.

Necesitamos encontrar una expresion para J;.
Lema 4. De la expresion para K. (t,t") se obtiene una expresion para Ko(t,t').

5 _Do(t,t) ’
Ko(t, t/) = 2w sint sint’ sobre (071771 x (97 7T)? t Zé t (66)
0 para t,t'=00dmw t#t

[ (t,t') se usa para denotar al operador G(p, p', z, ') evaluado en (p', 2'), (p, z) €
OH,

Demostracion. Sabemos que si € = 0 estamos sobre la frontera del vértice de Hill
es decir . = 1. Por otro lado, estamos trabajando en las coordenadas polares
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usuales (o,6), entonces usando la expresién (5.21) tendremos para ¢(0,¢) lo
siguiente:

_ lﬁ g 2 E / / / /
9(0,t) = [ p81/< 37 +W/HOG(p,pvz,Z)dpdz

El término después de la derivada normal sabemos (por el capitulo anterior)
que es la expresién (5.3), mientras que la derivada normal en ese caso serd la
derivada con respecto a o, pues estamos sobre una esfera.

0Hg

- E{pz(l —p° - 22)}}

osinf 0o

9(0,2) = {

= —2sinf(1 —207)| _, =2sinf
OHg

En la frontera del vértice de Hill la longitud de arco esta dada por T = ¢’ +cte
entonces es facil ver:
dt dtv
dar — der
Juntando todas las expresiones anteriores se tiene:
5 G4
7 (e+ S sint)g’

5 Ty(tt)
T 27 sint sint’

Ho(t, 1) = He(t,1)| =g =

e=

Recordemos que esta expresion es vilida si t # t' (es singular en ¢t = t'). Si
a = 0, entonces

1 2

G = p1/2p/3/2 1 —2v @
o V1—12v2 v
es divergente.

Ahora biensit ot son 06 7 (t #t') y usando (6.2) con € = 0 tenemos

G 2p2p/3

< _ 2sin t sin” ¢/
~ sintsint’ | _, ~ sintsint’[(p — p')2 + (2 — 27)?]3/2 B

o Lp—=p)?+ (2= 2232

Por lo tanto sit ot son 0 6 wy t # ¢/
Ky=0
O

Lo siguiente por hacer es dar una estimacién para el cambio en G al evaluar
en puntos cercanos, pues se usara al estimar la diferencia entre 7. — J.

Teorema 5. Si G estd dado como en la expresion (5.16) y llamando G =
Glp+&p" +& 242" +1) conho = [[(§;n)l << o yhy = n)] <<o'y
G =G(p,p,z,2") entonces

p!2pP2 121] L Bl 3(ho + ho)

G-G|<
| ‘7 4a3 p p/ g

(6.7)
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PR T |§|>( L1 ) 2o 1) | H€
G=Gl < = [(p+p nh~ a\[+1 +7§ +2 Enh)af
6.8

2 /\2 2
con ¢t =(p—p) +(z-2)
Demostracion. si hgy h{, son mucho menores a uno podemos usar serie de Taylor
para estimar esta diferencia:

G —G =Gyt +Gpt' + G+ Gonf +O(h3 + hed) (6.9)

Si
dv

_ >0
vV1—0v2+vaZ+0v2

(6.10)

entonces tendremos:

df da df da

_1.-1/2,s3/2 1/2 13/2 4 da pt/2p3/2 8L
G, = 5p"2p" 2 f(a) +p'/%p da 9y’ G.= T2 Bs
) df da df Oa

G = 3,1/2,1/2 1/2 1324 04 G = pl/2p3/2 8
o= 2P PR @)+ 0T da dp'’ i da 0z

Por una derivacién vemos que:
dv

V1 =02 (a% + 0v2)3/2
Corolario 6. Dada f(a) como en (6.10) entonces % <0

Demostracion. Para ver que signo tiene esta expresion partiremos la integral en
dos, como hicimos para G

1/V2
-1 df 1— 202 dv

a da \/7((12—1—11 3/2 / //\fm(cﬁ—i-v 2)3/2

y observemos que si v € [0,1/v/2]
1-20">0
1 1
>
(a2 +v2)372 = (a2 + 1/2)32
1— 202 1— 202

>
V1—102(a? +v2)3/2 — V1 —02(a? 4+ 1/2)3/2

Asi
1/V2 1/V/2

/ L2 dv > ! / L2200 (6.11)
v r v .

VI—0Z(a? +02)3/2 T (a®?+1/2)3/2 V1—v2 T

0 0
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Ahora bien si v € [1/v/2,1]

1-20%2<0
1 < 1
(a2 +v2)3/2 = (a2 +1/2)3/2
1— 202 1— 202

0> >
T VI —02(a 4+ v2)3/2 T V1 —02(a? +1/2)3/2

Con esto

o>/1 L2 dv > ! /11_2”2d (6.12)
v v .
= [1 _ v2(a2 + 1}2)3/2 - (a2 + 1/2)3/2 /;1 — 2
1/V2 1/V2

Entonces juntando (6.11) y (6.12) concluimos que

—ldf 1 /11—202d 1 /w o0
0 da v = cos =
o da = @+ 1207 g Vi—o2 | @+ 127 Jy T
df
=~ <0
da —
O
Tomamos la expresién para a y derivamos respecto a p, p’, z 6 2/
0 _ =) _ P =) da_ (2=
0z 2pp' dpp’ <2 0z 2
0 — 7 2 % ) _
26‘7(1/:_(2 f):_2</(2 22) = #:—G(Z 22)
0z 2pp dpp’ ¢ 0z S
o, 00 _(p=p) & & (lp=p) 1
dp — 2pp  ApP0’ Tdpp ¢? 2p
da (p—p) 1
dp 2 2p
g0 _ _p=p) & _ 5 (le=p) 1
ap’ - 2pp’ 4pp/2 4pp’ ¢2 20’

9o ((p—p) 1
w—“(e T3

o0 | ou L df O
da 0p' a9z " " da oz

Juntando estos resultados en (6.9)

- df 0a 3¢
G=G =22 | fla) + 65 50 + S5 (a) +

+O(h2 + h)
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Reagrupando la expresion anterior y substituyendo los valores para las parciales
de a vemos que

G-G= g2 |5 (10 - o)+ 5 (3100 - oL )

+adf <(p P+ (=2 (p—p)¢ :2 (2 — z’)n’)]

da G2

+O(h3 + h¢?)
(6.13)
Ahora encontremos una cota para —adf /da

i, [P 1-2 dv —3/2
0<—a — - 1 ~1|d
=% T )y VTt (@@ o) / \/1—v2 [( i ) ’

el ultimo paso esta justificado por la identidad (6.4). Observemos que:

02 —3/2 02\ ! [ 2 02 —1/2
osi-(1z) = (105) [Ee- ()
< 1+’U2 -t v2+ V2 <3U2
- a? a?  2a?| ~ 2a2

2\ —3/2 2
oz(1+”2> EEE L
a

De este modo:

Para concluir que:

LI /1 1— 202 gy < B
da 2a3 13 Vi_o2 ~ 4qa3

Este tltimo paso es gracias a (6.5). Aplicando esta cota llegamos a:

5 , [ 3
< g2 |1
G=Gl< p% { p 2a® oy 20’ 2a®

L3
4a3

(p=p)+(=—=2)n (p—p)§+ (-2
2 G2

|

Notemos que los términos dentro del valor absoluto pueden verse como pro-
ductos internos del vector (p — p’,z — 2’) con (£§,7n) 6 (£',n'); entonces por las
propiedades de este producto sabemos que:

[(p =) + (2 = 2')n] < cho
[(p=p)E" + (2 = 2")'| < <hg
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Llegando a la expresién final

p1/2p/3/2 % . 3|£/| +3h0 +h/0

G-G|<
‘ |— 4a3 p p/ g

Con esto terminamos la primera cota.

Para la segunda, volvamos a la expresién (6.13) y recordemos que

f(a) <sinh™* G

Por otro lado

a1 .1 1—202 p2\ 732
0<—aL ol 222 (14 2) g
S ada afo 1—1}2( +a2 v

1/V2 )

1/v2 w2\ 2 v
a f ( " > ! V1+4+2a2

- 4/0/2_‘_7]20

Usando estas expresiones en 6.13 resulta la cota

5 T | 1] 1 ho + hi
G—G| < pt/2p3/2 ['5' (s h +1) (3s h +1> + o
| | <p/"p o in o3 in o3 .

Reacomodando llegamos a la expresién final,

- 1/2 132 /
G-cl < P [(|§|+|5|>( nh~ 1+1)+2h°+h +2‘5| wh! ]
o

2 p av2 S a\/§
O

Estas cotas, al igual que las obtenidas para G se usardn dependiendo de la
region en la que evaluamos, porque recordemos:

si To(t,t) — e=1, =1
= = (p—p)+(z—2)* = (sint—sint')*+(cost—cost')* = 2(1—cos [t—t'|)
=t

¢Z = 4sin

Entonces, si t = t’ es claro que ¢ = 0, es decir para puntos ¢t ~ ¢’ se usard la
segunda cota mientras que si ¢ no es cercano a t’ usaremos la primera.

Otra cota que sera 1util en el desarrollo de este trabajo es la siguiente.

Teorema 6. Si G estd dado como en la expresion (5.16) y en G tomamos
hy =0 (ver teorema 5) y hg << o es cierto que:
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1/2 13/2 1 1
2213 L {2 + 2]
] e a7
Glay=0 — G —ho—| <
' Oho 2 172 372 | L 1 1 1 1
18 h / — + — + —sinh™" ——=
opr Lz p2 ' p? av2
(6.14)

Este teorema, solo menciona que la suma de los términos de orden mayor
o igual a dos en el desarrollo de taylor de G estén acotados. Para probar esto,
tendremos que calcular segundas derivadas del nicleo. Usando las expresiones
calculadas antes para las primeras derivadas tenemos:

L 172 1372 12 32, (P—pP 1\ df
i LA . 1
Gp=g5p~ /7P fla) + p77p"  a = %) da (6.15)
—2'\ df
G, = p/?p3/? FTENY 6.16
PP =5 ) 4 (6.16)
Derivando 6.15 respecto a p y 6.16 respecto a z y p tenemos:

1 _ p—p 1\ df

G — _,=3/2,3/2 12 3/2 (P—FP _ L \4

pp =P P (@) + p 0" a @ 5 ) da

1 (p=p)? 1 Ndf | (p—p 1N'[df & &
232 (2 _o9W—P) | - WY _ = 9 @ J
e [(gz a T)aat\ e T3p) a2

G — ap'/?p'3/? [df 4 (z—2")? ( d?f dfﬂ

asd Y
G2 da G2 da? da

1 _ z—2'"\ df
G, = 5 1/2,43/2 (@) =
0

/ / / 2
1/2 13/2 72(2*2)(/’*/’)% FTz p—p 1\ (df a“f
Faptte ¢4 da " 2 2 2p ) \ da a2

De célculos anteriores sabemos que:

1 3

@) o5 If@) < 1

= 4a3
Falta encontrar una estimacién semejante para f”(a), para ello hay que derivar
la expresién de f/(a).

dv by — 202 dv

Y L — 2 )
f'(a) = — 523z T3 2. .2\5/2
o VI @+ | T @t o
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Es facil ver de la cota para f’(a) que la primera integral se acota por 3/(4a’),
mientras que en la segunda integral solo hay que notar que es positiva pues
podemos partir en dos.

/1/ﬁ+/1 1-202 v
0 1/vi V1 —0% (a® +0%)>/2

en la primera parte el integrando es positivo mientras que en la segunda, es
negativo, y cada una de ellas se acota por abajo como sigue:

V2 1 _ 92 dv - UVZ ] 9y2 dv
0 V1 =02 (a2 +v2)5/2 0 V1 =02 (a® + $)5/2

L1202 dv L1202 dv
/1/¢§ V1 =22 (a? +v?)5/2 > /1/\/§ VI (a2 + 1)52
. Pl - 20 dv T1—2? dv
a /o V1—=102 (a® +v?)5/2 >/o VI— 02 (a® + 1)/ -

Procediendo como antes resulta que:

dv 1

/1 1 — 202 dv /1 1— 202 /1 1—2v2d
p— —_— — [— U
o VI—0Z(a®+v2)%2  Jo V1—0Z(a®+02)%2 a® Jy V1—02

1 Ml 1—22 1 021732 02
.y (T
a5 0 /1_U2(1+%) a2 a2

Haciendo el mismo desarrollo que en el caso de f'(a) se llega a:

/11—2112 dv 5 (t1-20 , 5
< —— —vdv < —
0o VI—02Z(a®+v2)5/2 = 247 Jy 11— 02 = 4a7

Concluyendo asi que:

18
1
< =
7'(@) < s
Si usamos que (z — 2') /s <1y (p—p')/s <1 podemos acotar las segundas
derivadas de G de la siguiente manera.

1 1 1 df
< Z,73/2,3/2 —-1/2 13/2 [ =
(Gl < o770 f(a) + p=%p <t %

2p
3,1
2 " 2p2

o)
(4120

f
da?

a
da

a
da

1/2p/3/2

+ap

)

f
da?

df

da

af

G2 < o

1/2,13/2
ap'/p
- [ +




CAPITULO 6. ESTIMACIONES UTILES 77

1 df
< —1/2 13/2
‘GZp| > ng pra da

f
da?

daf

_|_ap1/2p/3/2 {21 o

§2

2 ()(-3)(

El siguiente paso es sustituir las cotas para f(a) y sus derivadas.

)

1/2 13/2 T 17 2 30
p'/%p
Gl < 20 1T }

802 " Top 47

1/2 y3/2 ¢
PP
|GZZ| S T?

1/2pl3/2 392 27
a3

P
G,,| < —— 4+ —
| Pl— 2§p 4§2

Para continuar, solo habra que recordar que 2/(cp) < p=2 + ¢~ 2, con esto
llegamos a

1/2 13/2 41 7
p'/%p
Gl < 2070 [ ]

7_’_7
a3 8p2 | 2

|G| <

p1/2p/3/2 |: 6 :|

a3 <2

|G |<p1/2p/3/2 ﬁ i
L= g3 462 2p2

Por el desarrollo de Taylor, sabemos que

- oG 1

G|h6:0—G—hOE = iRT[HessG|RO]R con R =Fk(£0,1,0), Ro=(p,p',2,2) k<1
Usando que & = khgsina y n = khgcosa y las relaciones encontradas lineas

arriba tendremos:

_ Plel M2 (11
G|hg=0*G*hoaih0 §22h0T §72+p72

Ro

Esta es la primera cota buscada.
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Para la restante se hace algo andlogo, solo que aqui el punto clave esta en
notar que

/11—2112 dv >0 /11—2112 dv >0 /11—2112 dv S
o Vi—o2VaZ+o? o o VI—02 (a2 +02)3/2 = o VI—02 (a2 +v2)5/2 =
esto se mostrd anteriormente, cada uno por separado. Con esto en mente, las

integrales sobre el intervalo [0,1/v/2] domina sobre el integral en el intervalo
restante; de este modo encontramos:

0

d 1
v < sinh™ R

f(a)_/1 1 — 202
N o V1—1v2+a?+112 a2

Lo mismo se puede hacer en las demas

/1 1-202 dv </1N5 v 1 _ 1
o VI—0?(a2+02)2 7 Jy o (a?+ )2 a2V2e2 1 T a?

Entonces |f'(a)| < 1/a. Por otro lado

1

3a? 1 /1 1 — 202 d
_ v
a2 + v2 o VI—202 (a2 + v2)3/2

4 < z
|f"(a)] < max,

IN

<2/11—2112 dv <2/1 dv <2/1/‘/§ dv 2
o VI=0Z(a2+02)32 77 ) (a2 +02)3/2 77 (a2 +v2)32 = g2

Con las estimaciones anteriores podemos encontrar:
1 1 1/1 1 31 11y
Gopl < p'/2p"2 ¢ — sinh ™' ——= + = (+) + <+> +3<+)
(ool <077 4p? a2  p\s 2 2 2p? s 2

1/2/3/2

p
|Gzz| < 4(72

1 1 3/1 1
Gpl <p'? ’3/2{+2+<+)}
Gapl < p/p =R by

Usando de nuevo el hecho de que 2/(ps) < p=2 + ¢~ 2 llegamos a:

8 15 1 1

G < pl/23/2) 2 4 29 4T h_17

[Gopl < p'p ey Ryl o~
1/2,/3/2

p'%p
|Gzz| §4T
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. 1 6
Gl <0222 5+ 5 )

Con esto llegamos a:

, 111
Glpy—o — G — hogﬂ < 18hgp' /2 p*/? { + = + — sinh~
0

1
1
p? p? a2

§2
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Capitulo 7

Estimacion de .

En los capitulos anteriores senalamos que era mejor opcién describir a las
lineas de corriente dentro del vortice de Hill en funcién de las variables .7, t,
pero no mencionamos como encontrar una expresion manejable para la variable
radial. En este capitulo encontramos dicha expresion y sus desarrollos asintéti-
COS.

El problema central de este capitulo es hacer el cambio de coordenadas:

p =€+ S sint
z=.%cost

en la expresién (5.7). Si lo hacemos llegamos a:
(e4+.Zsint)*(1 — € — % — 2 sint) = (1 — €2)

De este modo, los valores de . donde la igualdad anterior es cierta, son los
mismos que anulan a la expresion siguiente:

G(Ste) =S F (S, te€)
Con

F (L t,€) = =3 sin® t—2e¢.7% sin t(14sin” t)+.7[sin? t—e*(14-5 sin? t)]+2€ sin t(1—2€?)
(7.1)
Sabemos que . = 0 solo pasa para el caso t = 0, pues hay que recordar que
la constante €2(1 — €2) se eligié para que la curva corte al eje p en p = e.

Por tanto es conveniente estudiar los ceros de .F.o (.7, t,¢).

Supongamos que t, € son fijos con € > 0 y suficientemente pequeno. % es un
polinomio cibico en ., y para estudiarlo habra que analizar sus derivadas.

Foy = —37%sin’t — 4.7 sint(1 +sin’t) +sin®t — (1 + 5sin’t) (7.2

81
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Es decir .% & es una parabola que abre hacia abajo.

Calculemos .%o & para ver donde la derivada de .# alcanza su méaximo.
Fopy =—6Ssin’t — desint(1 +sin’t) (7.3)
Asi .Z.» alcanza su méaximo en:

—2¢(1 + sin? ¢t 2 1
y*ZE(_FSIH):—E<,t+Sth><O

3sint 3 \'sin

Si se cumple que sin?t > €2/(1 — 5¢2) una de las raices (., ) de .. es posi-
tiva mientras que la otra (._) es negativa i.e. tenemos dos puntos criticos de #.

De (7.1) notamos que si € < 1/v/2, .Z(0) > 0 y como .# es monétona con-
tinua, decreciente para . € (%4, 0) y Z () — —oo si .¥ — oo afirmamos
(por el teorema del valor intermedio) que existe una tunica rafz .5 de .# que
satisface .5 > 0. Por un argumento similar se garantiza la existencia de una
segunda raiz simple (1) en el intervalo (—oo,.7_).

Tomando los ceros de F'¢» tenemos:

—2¢(5L; +sint) —|—\/3—|—62 4 sin’ t—T+ 1) /3=

—2¢( +sint) — \/3+62 4sin’*t -7+ 1) /3=

Si hacemos una expansiéon suponiendo € << sint obtendremos las siguientes
expresiones.

Y+:%—%(Smt+smt)e+ f(4sm t_7+31n2t)+0(64)
(7.4)
y_ :_%_%(51nt+51nt) Gf (4SIH t_7+sm2t)+0(€4)

Estas raices son cercanas a 4+1/v/3. Entonces si evaluamos la funcién .# en .7,
y _ y nos quedamos con términos a orden cero en € tendremos:

F(S4) = 2L 0(e) >

(7.5)

g‘(y_): 251n t+0()

Con esto se ve que Z es creciente en el intervalo (_,.%,) i.e. existe una
segunda raiz .% de la funcién entre estos valores, es mas como la funcién en ese
intervalo es monétona y %#(0) > 0 podemos garantizar que % < 0. F(S_) <
0 para e suficientemente pequeno. Sabemos que la funcién es continua y que
F(S_) <0y ademds Z () — oo si .¥ — —o0, por lo tanto debe existir otra
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raiz .1 < .¥_ < 0. Entonces existe solo una raiz real positiva, que para nuestros
fines es la que consderaremos porque .¥ es una componente radial.!

F

&
A

Para encontrar las raices de esta funcién primero debemos estudiar como
obtenerlas para un polinomio ciibico cualquiera.

Sabemos del teorema fundamental del algebra que un polinomio cubico con coe-
ficientes complejos tiene tres raices también complejas; en particular podemos
mostrar que:

Lema 5. Si P,(z) es un polinomio de grado n con coeficientes reales y x1 es
raiz de P, entonces x1% (x1 conjugado) también es raiz de P,.

Demostracion. Sabemos que

n
P, (x1) = g a;xy =0 con a; = a;x

i=0
= (Po(1)" = (Y al | =) (@) = aj(@)" =) ai(z})’ = Pu(x})
i=0 i=0 i=0 i=0
Entonces
P, (z7) = (Pu(z1))"=0"=0 . P(z])=0

O

Por lo tanto si los coeficientes de un polinomio son reales, las raices de este
vienen a pares, es decir, en los polinomios de grado impar hay al menos una raiz
real.

Tomemos el polinomio cibico de la forma
Y +py+q=0 (7.6)

y consideremos que 1, Y2, y3 son sus raices, podemos decir varias cosas intere-
santes de ello.

1Puede darse el caso que existan mds de una rafz positiva, esto sucede cuando .Z(0) < 0
y existe algin £ > 0 tal que #(§) > 0, este caso también se estudiard en las expansiones
asintéticas.
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Proposicién 2. Si P5(y) es un polinomio cibico de la forma de (7.6) y y1,y2, Y3
sus raices decimos que se cumplen las siguientes relaciones:

Y1+ Y2 + y3 = 0

Y1y2 +1ys +Y2y3s =p
—Y1Y2Y3 = ¢q
yi+ys+ys=—2p

Yiyi —Ye=p con i#jFk
(yi—y;)>=—4p—3y; con i#j#k

Demostracion. v (7.7), (7.8), (7.9)
Si y1, y2, y3 son raices de (7.6) podemos escribirla de manera tinica como

(
Yivs + yivs + u3ys = p’ (
(
(

(Y—y)y—w)v—y3) = v*—y2(v1 +vy2 +y3) + y(v1y2 + Y1ys + Y2y3) — y1y2y2
= +py+g

Como un polinomio es igual a otro si sus coeficientes son iguales las pri-
meras tres identidades estan probadas.

- (7.10)
Para este caso tomemos el cuadrado de (7.7) y usemos (7.8).

0= (y1+vy2+ys)® = yi+vs+y3 +2(Y1y2 +y1ys +y293) = Y5 +y5+y35+2p
= Bty tys=-2p

. (7.11)
Tomemos el cuadrado de (7.8) y usemos (7.7).

P’ = yiy3 + yiys + vau3 + 2y1yeus (v + v2 + y3) = Yivs + Yivs + Y3ys

Como las expresiones (7.7), ..., (7.11) son invariantes ante cualquier per-
mutacién de los indices i, 7, k, haremos las pruebas de las ultimas dos
expresiones para algun conjunto de indices y quedara demostrado para las
demés.

. (7.12)
Tomemos las expresiones (7.7) y (7.8). Notemos que:

p=v1y2 +ys(y1 +y2) = v1y2 + y3(—ys) = yiv2 — ¥3

2Esta proposicién puede mostrarse con variable compleja.
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= (7.13)
Abramos el cuadrado:

(y1 —v2)> = yi + 5 — 2y10
Sustituyamos la expresién p + y3 = y192
(1 —y2)® =7 +ys — 20— 2u5 = yi + 5 +y5 — 2p — 3y3 = —4p — 3y;
O

Con las identidades anteriores podemos definir una cantidad que nos indique
el caracter de las raices. Esto es importante, pues no hay necesidad de resolver
el polinomio cubico para saber cuantas raices reales tenemos.

Llamamos discriminante del polinomio a:

D= (y1 —y2)* (1 — y3)*(y2 — v3)? (7.14)
Lema 6. El discriminante de un polinomio cubico de la forma (7.6) es:
D = —4p® — 27¢° (7.15)
Demostracion.
D= (y1—y)*(y1 —¥3)*(y2 — ¥3)°
= —(4p + 3y7) (4p + 3y3) (4p + 3y3)
= —[64p® + 48p° (yF + 5 + y3) + 36p(yiv3 + yivs + y3u3) + 2TyTy5u3]
= —[64p® — 96p® + 36p°® + 27¢?]

= —4p3 — 274>

La conclusion del siguiente lema es muy sencilla pero a la vez muy ttil.

Lema 7. Dado un polinomio de la forma (7.6) con p,q € R, si D > 0 entonces
sus tres raices son reales; por otro lado, si D = 0 hay una raiz de multiplicidad
mayor o igual a dos (puede o mo ser real) y si D < 0 hay una real y dos
conjugadas.

Demostracion. Si D = 0 la demostracién es inmediata de la definicién de D.
Consideremos y1,y2,ys € R

yi—y; €ER = (yi—y)?€RT Vi#£j

= D>0
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Siy; €R, yo €C
= y3 =1y * porellemal

Usando la expresién para D obtenemos

D = [(y1 — y2)*(y1 — y2%)*(y2 — y2%)°] = [y] + [|v2|* — 2y1Re(y2)]* (2iIm(y2))?

El término en [ | es positivo pues cada uno de sus sumandos es real, mientras
que el segundo término al ser puramente imaginario, su cuadrado es negativo,
concluyendo

D <0

O

Por el momento guardemos estos resultados para unas lineas después. Ahora
volvamos al problema original, pues nos interesan las raices de un polinomio
cubico de la forma:

Py(z) = ax® + ba’ 4+ éx +d (7.16)

con a # 0 pues de otro modo serfa un polinomio cuadréatico del cudl la solucién
es bien conocida.

Tomemos en cuenta el polinomio:

Py(x) 5

a

Gs(x)
y renombremos los coeficientes de la siguiente forma:

P. b ¢ d
L1 B L L T R
a a a a
G3(x) = 2® + ax® +br +c (7.17)

Proposicién 3. Las raices del polinomio cibico de la forma (7.17) estin dadas
por la siguiente expresion:

3/ q -D 3 q -D a
Sy Y o (R S 1
* \/ 2" 108+\/ 2 V108 3 (7.18)

_a 2a? b) 4+
=3\ 9 ¢

Con:

3Pues los ceros de G3(z) son los mismos de Ps(x)



CAPITULO 7. ESTIMACION DE .¥ 87

Demostracion. En el polinomio Gs(x) hagamos el cambio z =y —a/3

Gay—a/3)= (y—a/3)°+aly—a/3)* +by—a/3)+c
a? 2a
y3+y(b—3)+3(9—b>

v +py+q

Si buscamos los ceros de esta ecuacién proponemos y = u+v con u,v Z0 %y

ambas desconocidas.
Ga(u+v—a/3) =u* +v>+ (u+v)(p+3uw) +q=0

Como hemos agregado una variable mas a la expresién, necesitamos una ecua-
ciéon mas, para ello pedimos que G no dependa explicitamente de u + v, asi ob-
tenemos dos expresiones:

p+3uv=0 (7.19)

w413+ g=0 (7.20)
Despejemos v de (7.19) y sustituyamos su valor en (7.20)
3

3 p

“ o T4

Multiplicando por u? esta expresién llegamos a una cuadrética en u3

6 1 gud — 2)3:0 IR S (2)2 (2)3:_gi _D
w g’ — (5 Ty 2) T3 2 108
Como
D
3 _ _ .3 _ _ 4 _
R AT
es decir se obtendra la misma solucién si se toma la raiz positiva o negativa para
3
u’.
y= \/_+\/_10+\/__\/_10
Como z =y — a/3 la expresién (7.18) estd demostrada. O

Hay que observar que las tres raices de la cibica pueden encontrarse de la
expresién (7.18) usando notacién compleja para el término u®. Ademds si D > 0
y los coeficientes de G3(x) son reales entonces los tres ceros de dicha funcién
quedan expresados en términos de valores complejos.

Lo siguiente a realizar es aplicar el método descrito para encontrar las solu-
ciones a la expresién (7.1).

4de ser una cero, tendriamos la expresién de la que paertimos.
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Como 0 < t < /2, no existe algin valor para ¢ que anule al coeficiente que
acompaiia a .#’3 en la expresién (7.1), de modo que podemos dividir entre dicho
término toda la expresién para obtener:

2 _ 9.2
;73+2e<5”2<,1t+sint>+§ﬂ( 62 +5€21>26(12€)

sin sin“ t sint

Si en la ecuacion resultante hacemos el cambio

3 \sint

S =y — 2e (1 + sint) (7.21)

de acuerdo con el método descrito obtendremos:

(7.22)
+ (gt = 2 le - dage) g (2t ) =0
Renombrando tenemos
b= ¢ (%_%_351}&2t> 1
(7.23)
q= (1655;375 - 27s?n3t + 9:3115 - 14591Ht) 63 + (% - BSéilnt) €

La solucién exacta para .7 es:

o 2 1 . 3 q -D 3 q -D
S = 3€(sint +Slnt) +\/ > +14/ 103 +\/ 2 \/ 108 (7.24)

Esta expresién es poco manejable, por eso nos daremos a la tarea de realizar
expansiones de ella en donde la regién amerite estudio.

7.1. Expansion exterior

La primera de estas aproximaciones es cuando consideramos que € << sint.®
Calculemos para g y p de (7.23).

£ (Tttt}
(7.25)
—% = ¢ (25 —sint) + O(e%)

sint

5Para facilitar los célculos solo tomaremos expresiones hasta orden menor a €3.
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Con estas igualdades calcularemos al discriminante para asi analizar el caracter
de las raices.

L= (9+©®°

= S(sint— )"~ 145 (

3
1 7)] +O(Y)

—a [1+€2 (sin*t — -4 +5)] +O(e*)

sin? t

Como € es muy pequeno, la parte independiente del parametro perturbativo
es la que controla el signo de la expresién; por eso decimos que D > 0 i.e. existen
tres rafces reales de la expresién (7.1) para sint >> .5

Ahora que conocemos a D, es facil calcular la raiz positiva.

\/% = 33/2 [1 + & (sin2 t— si}ét + 5)} + 0(64)

Llamemos

-D €[ 2 i €2 11
== =_——"— —sint)+—— |14+ — (sin®t— 5 o(ée
w = + 108~ 3 (sint sin >+33/2 [ + 5 (Sln sin2t+ >}+ (€”)

La norma de w esta dada por:

o = (2)"+ 2= (2" - (& - ()=~ &)

Usando esto

1 2 1
ol = 2375 [1 i< <4sm2t N 7)} Loy (7.26)
Si ¢ = Arg(w)
w7 {1 + % (sin®t — 5y + 5)} +0(e!) 14 % (sin® )+ O(e")
tan ¢ = Y nt) +0() = Ay e
3 \sint € (sint SlIlt) (1 + (6 ))
1
t = + O
ang V3e (N% — sin t) ()

Asi concluimos que ¢ es cercano a 7/2. Supongamos a ¢ = 7/2 — « con

a > 0.
1

tan «

tan ¢ = tan(n/2 — a) =

6Esto fue lo predicho con el anélisis cualitativo hecho a inicio de capitulo.
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Ahora bien, tomemos « muy pequeno, mds aun, pensemos que es una serie de
potencias de €, es decir:
a = ae + be? + O(€?)

- tana = ae + be? + O(€?)

1 1 b 1 b
—(1—@6)4—0(6)—%—&4—0(6)

tan « ae

Igualando esta expresién con la que se obtuvo para tan ¢ encontramos:

a\/§<.2sint>, b=0
sint
Es decir

sint

2
b= g — /3¢ ( - sint) +O(é%)
Sabemos de variable compleja, que a w tambien la podemos escribir como:
i(p+2mn)

w = [wle

Observemos que las raices de .# se pueden expresar en términos de w

N el o _9_. /2P
Y=y 108 T 79 108

= —%e( L +sint)+w1/3+w*1/3

sint

(7.27)

= —2¢(-2 i 1/3 Gt2mn

= —Ze (kg +sint) + 2] cos (2
Por esta razén es fundamental encontrar explicitamente cada una de los suman-
dos de la ecuacion anterior. Para el angulo debemos tomar el valor de n que nos
haga .¥ positivo.

cos (Lgm) = cos£(1+4n) cos {% (& —sint) + 0(63)]

+sin & (1 +4n) sin [ﬁ (2 —sint) + 0(63)}

sint

Usando las aproximaciones del seno y del coseno para angulos pequenos tendre-
mos

cos (@) = cos g(1+4n) [1—%( = _Sint)ﬂ

sint

(7.28)

+sin Z(1 + 4n) {% (& - Sint)} + O(e?)

si definimos ¢’ = ¢ + 2n7 tenemos los siguientes casos:
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=n=0
Sabemos que
T ¢ T
0<¢'<- = 0<— <=
¢ 2 3 6
Como el coseno es una funcién decreciente en el intervalo (0, 7) tendremos

Ccomo CODSGCUGDCia
V3 ¢’

— < — <1
5 cos 2
Es decir el coseno de un tercio del argumento es positivo.
= n=l 5 om &5
s m 0
Mm< P < — = — <<=
TS 3376

Como el coseno es una funcién decreciente en el intervalo (0, 7) tendremos
como consecuencia
V3 ¢ 1

_7<COS§<_§

Es decir el coseno de un tercio del argumento es negativo, i.e. corresponde
a una raiz negativa de ..
n n=2 ,
9 T @ 37

47T<¢/<7 = ?<§<7

Como el coseno es una funcién creciente en el intervalo (7, 27) tendremos

como consecuencia ,

1
—§<cos§<0

De hecho con la expresién (7.28) se ve que

3= —sin S oo | (2 g 3
cos¢@'/3 = sin 5 = [\/g(sint smt>}—|—0(e)<0

Es decir, este valor de n corresponde a una raiz negativa pequena de ..

Por los motivos expuestos, el tinico valor de n admisible es 0.
Sustituyendo dicho valor en la expresién (7.28) se tiene:

9 2
cos <(§> = ? [1 — % (ant —sint) +% L;?, (Slit —sint)] +O(53)

Reacomodando la expresién llegamos a:

o V3 e 2 _ e[ 2 -\
Z) =X |14+ - =— — - = _
cos (3) 5 + 3 \ st sint 6 \sint sint
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Si de (7.26) tomamos la raiz cibica y multiplicamos por dos tendremos:

- 7)] + O(e*)

1/3 2 e .2
2||wl| :ﬁ 1+€ 4sin“t +

Usando los tultimos resultados en (7.27):

sin®t

S = —36( 1 +sint)

3 sint

+[1+§(4sm2t+ L 77)} [1+§( 2 fsint)f%(.z fSint)Q}JrO(eS)

sin? t sint sint

Simplificando esta expresion resultara la expansién buscada:

2¢ 1 € 2 €2 1
S =1—— | — +sint — | —— —sint — [ sin?t — -1 o(ée
3 (sint+bln )+3(sint - >+2 <5m sin? ¢ )+ ()
€2
Yzl—esint—2<coszt+

) +0(%) (7.30)

sin? ¢
Esta expresion senala que si el angulo ¢ es mucho mayor a €, el valor de . es
menor a 1, de hecho muy cercano. Ello era de esperarse, pues sabemos que la
funcién . crece muy rapido para valores de ¢ que hacen a sint y € del mismo
orden.” Estudiemos un poco més este ultimo hecho.

Supongamos ahora que t es pequeno de modo que
sint = €°T conT=0(1)yp>0

Pedimos que 8 > 0 ya que si ésta fuera negativa tendriamos:

T

1>sint = T bl > :>T:0(e|ﬁ|)
€

En particular podemos suponer 7' = kel?IT7 con v > 0 y regresariamos al pro-

blema de escoger un exponente positivo para e.

Si sustituimos sint = €T en las expresiones de p, ¢ (ecuaciones 7.23) resul-
tara:

62

= 45 14T~ )

Wi

= (T — 25) &+ (863°T% -l + 24 —216°T) &

(Gl

Reacomodando términos llegamos a:

P _1,72_420+8)p2_ £0°F
3= 3 T3¢ 9¢ T 972
(7.31)
1+8 1-p 3(1-8) 3-8
g _ ¢ °T _ 2¢ 8 3(1+8)3 _ 1 e 8¢ _ 7348
2 3 5 1 ta7€ T 27 T3 9 T g€ T

esto se sefial6 en el corolario 5 del capitulo 5.
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Si llamamos
n=ePrt (7.32)

Las ecuaciones (7.31) se escriben asf:

wis
Il
|
ol
+
Ol
[
o
I
Ol

(7.33)

ke
|
I
|

2 6
— 8 e 1 8 _Te
= 3 3Nt o~ tgEN g5

De las ecuaciones (7.32) observemos que 7 tiene los siguientes comporta-
mientos

B ‘ Comportamiento de 7
0<p<<l1 e<n<<l1
8>1 n>>1
=1 n=0(1)

Los dos ultimos casos representan la expansion interior mientras que el primero
representa la expansion exterior y media. Las paginas restantes de este capitulo
se centraran en el analisis de estas ecuaciones (7.31), (7.33) y los posibles valores

8.

7.2. Expansién media

Si vemos con cuidado las expresiones de (7.31) notaremos que si § € N hay
contibuciones que no tomamos en cuenta; ellas pueden recobrarse con valores
fraccionarios de . Para hacer maés clara esta observacién, exigimos la condicién
de que los exponentes de € en (7.31) sean menor a tres.

1.2(1+8)<3 — p<1/2
2.21-8)<3 — -1/2<p
3.(1+8)<3 — pB<2

4. 1-p<3 — =2<g
5.31+8)<3 — <0
6.31—-p5)<3 — 0<p
7..83-08)<3 —» 0<g
8.3+8<3 — pB<0

Notemos que de los tinicos valores que no podemos tener contribuciones son
de los 5 y 8, estos provienen de la simplificacion en ¢/2 de

7 348 8 3(148)73
96 T 276 T
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y requieren el hecho de que:

B<0 8

lo cual no es posible.

Asi decimos que estos términos no afectan demasiado para ¢ muy pequero,
solo afectan ligeramente para t >> e.

Es facil notar del listado anterior si 0 < 8 < 1/2, las 6 condiciones restantes
son satisfechas. Mientras que si § > 1/2 solo se cumplen cinco de las seis con-
diciones restantes, pues el término restante es o(e?) si sint = ¢°T, es decir, las
expresiones que se tienen de p y ¢ en el caso exterior no se modifican significa-
tivamente, pues los cambios son de orden o(€?).

Si al igual que en la expansién exterior tomamos términos de orden menor
a € el sistema (7.33) se escribe como:

I

2
F= —i-%+5¢-5m
(7.34)
2
—§= In—& -5+l

El dltimo sumando de la expresién de p/3 y los tltimos dos de la de —¢/2 son
términos o(€?) que no aparecen en la expansién exterior. Entonces, mostraremos
un teorema bésico de célculo que nos serd de gran utilidad.

Teorema 7. Dado un polinomio
n
P,(z) = Zaioxz
i=0

Con a; constantes y x € X, las raices simples de P, (x) dependen continuamente
de las constantes a;.

Demostracion. Si xq es raiz simple de P, (z) tendremos:
Pn(.’lto) = 0, P,;(.’BQ) 7& 0

Ahora supongamos la siguiente generalizacién del polinomio anterior
n
. h; h;
F({a;},z) = ;aizl, a; € <aio — Ez,aio + 22>

y h; constantes.

8Recordemos que no podemos tomar exponentes negativos, por ello no hay forma de tener
estas contribuciones considerando terminos mayores a €3.
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Es claro que

OF ({ai }, )

F({aig}, o) = Pu(z) = 0, o = Py ()
- aF({;;?}ax) ) _ P;,(:Co) ?é 0

entonces el teorema de la funcién implicita garantiza que podemos encontrar xg
como funcién C de las variables a;, de hecho:

dxr  OF /OF

8ai - _8ai 67

De modo que a primer orden tenemos

Tr = X
pr L

Haciendo suficientemente pequeno a ||h|| tenemos un control en la calidad
de aproximacién. Demonos cuenta que z es también raiz de P, cuando los
coeficientes a;, se cambian por los coeficientes a;. O

(al—a,O)JrO(Hth) con h7 :h7

Qi

Con este teorema ajustado a nuestro problema concluimos que la expansién
exterior para . funciona bien (los términos dominantes se conservan) hasta el
momento que estamos cerca de una raiz doble. Para analizar donde sucede esto
tendremos que revisar cuando se anula la expresién completa del discriminante
del polinomio (7.1).

Usando que —D = 27¢? + 4p?, y las expresiones de p y ¢ dadas en (7.23),
podemos llegar a la siguiente expresién (simplificada) del discriminante:

2
-1
D= %[sm‘*t + (sin* t 4+ 6sin®t — 11)e?sin® t
27sin™t

+(7sin®t — 19sin® t + 17sin? ¢t — 1)€*]

Por la expansion exterior y analisis previos sabemos que si sint >> € tenemos
una raiz simple, por ello nos interesa cuando sint = O(e). Asf resulta claro que
anular el discriminate a segundo orden en € es resolver la siguiente expresion:

sin?t + (sin* ¢ + 6sin®t — 11)e? =0
Esta ultima se anula para:
Jor2 vu-6+d) _ne
2 =162~ ¢
sint < v1le

sin? ¢ =




CAPITULO 7. ESTIMACION DE .¥ 96

Es decir, existe una raiz doble de la expresiéon de . en algin t tal que sint <
V/11e. Entonces para valores de ¢t = O(e) la expansién exterior ya no es valida y
habra que hacer otra expansién de .¥ o encontrar otra forma de atacar el proble-
ma; nosotros tomaremos la segunda opcién, pues la expansién interior necesaria
no es muy compacta y resultara dificil de manejar en célculos posteriores.
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Capitulo 8

Analisis del Término lineal

El espacio de trabajo debe ser un espacio de Banach pues debe tener una
métrica, ser completo para garantizar que la solucién es un elemento de nuestro
espacio y que puede ser aproximada por sucesiones de funciones que convergen
a la solucién en la norma adecuada.

Dado que nuestro estudio se basa en las lineas de corriente del vértice esférico
y ellas son simétricas respecto al eje p, pedimos que la solucién también tenga
esta propiedad, por eso es natural que tomemos al espacio de funciones C°|0, 7]
simétricas respecto a 7/2 con la norma del méximo.

Teorema 8. % = {ulu € C°[0,7], u(t) =u(r — 1)} con |lu|| = max;e(o n |u(t)]
es un espacio de Banach.

Demostracion. Debemos probar que si {u;} — u con u; € % entonces u € % .
Recordemos que C°[0,7] con la norma del méximo es de Banach y como
u; € % C C°[0,7], entonces la sucesién converge a un elemento u € C°[0, 7],
i.e. la funcién limite es continua en [0, 7]. Por otro lado sabemos que la norma
del méximo es la norma de la convergencia uniforme y u; € % entonces u(t) =
u(m —t), asi u € %, entonces % es de Banach. O

Lo siguiente por hacer es mostrar que J#; aproxima uniformemente a %
para € suficientemente pequeno.

Teorema 9. El operador lineal J¢; aproxima uniformente a J#y en % , esto es:
17 — Holl < Ce*/*log(1/c) (8.1)

Demostracion. Como sabemos que la curva buscada del problema global es
simétrica respecto al eje p, bastard con probar este resultado para t € [0,7/2].
Para demostrar esto recordemos que:

us

(o)l < [ 8)= Kot ) Ju(e)de < ] e [ 1.0~ Ko, ) e
0 <t<m Jo

98
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y dado que:

e = Hol| = méx |(Fe — Ho)u| < [luf| max / [Ke(t,1") = Ko(t,t)|dt!

0<t<r Jg

Entonces todo se centra en calcular una cota para la integral

/ |Kc(t, t') — Ko(t,t')|dt
0

Sabemos que K. depende de T el cual es singular para t’ = t, por ello debemos
separar al intervalo de integraciéon de modo que en una regién podamos usar las
estimaciones calculadas del capitulo 6 para la diferencia de |T'. — I'g| mientras
que en lo sobrante (de longitud pequenia) acotaremos a cada sumando. Entonces
debemos encontrar como partir al espacio [0, 7] x [0, 7].

8.1. Construccién de la divisién de [0, 7] x [0, 7]

Como en las cotas que pretendemos usar se involucra a los términos hg + hy,
encontraremos una estimacién para estos valores.

Observemos que los argumentos de T'c(¢,t") y To(¢, t') son los mismos, excepto
que el parametro perturbativo es cero 6 €, es decir podemos encontrar el punto
(p,z) que se encuentra a un angulo ¢ sobre la circunferencia de radio 1, si
conocemos el punto (p, z) al mismo angulo ¢ sobre la linea de corriente interna
para un valor €, trasladando paralelamente al origen la linea que pasa por (e +
S sint, S cost) y (¢,0); el lugar donde corta al circulo de radio 1 lo llamamos
(p, z). Entonces decimos

(0, 2) g = (p,2) = (sint, cost)
(0 2)sy = (p+E&2+m) = (e+Fsint, o cost)
Por lo tanto podemos escribir

h=84+n" =€+ (1-5)(1-.7 —2esint)

1
sin? ¢

Usando la expansién exterior del capitulo 7 y que cos?t < 1 < tedremos:

4

2 2
€ €
h2 < +e2(1 —sint) < + €
0= sintt ( )< sin?t
2
€
ho < +e€
0= sin?t

Una cota semejante se puede obtener para hy, con el mismo método.
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Entonces encontramos que:

2 2

ho + hjy < 2 (8.2)

R _|_ -

sin?t  sin?®t/

Para usar las cotas (6.7) y (6.8) debemos hacer que el miembro derecho de (8.2)

sea menor a ¢ pues se debe cumplir que ¢ > hg + h{, para ello bastard mostrar:
€ €

+—— 4+ 2¢ (8.3)

2 —5 :
sint  sin?¢#

Como se aprecia en (8.2), hay intervalos de ¢ para los cuales domina € y
otros donde domina el otro. Se ve que el valor de ¢ para el cudl € y 62/sin2t
son del mismo orden es t = ¢'/2. 1 Por ello en la regién donde las cotas (6.7)
y (6.8) sean vélidas se tendra que hacer el andlisis en dos partes, una donde el
pardmetro libre cumpla que ¢ € [¢2/3,€'/2] y otro donde t € [¢!/2,7/2].

Con esta particién debemos poner restricciones sobre el pardmetro de inte-
gracién t', las primera restricién es t' > €2/2 pues allf sabemos que funciona bien
la expansién exterior.

La siguiente restriccion se escoge en base al término dominante en la cota
(8.2), de modo que cuando t' sea cercano a ¢ no incluyamos la singularidad
en nuestro dominio y ademds sea cierto la desigualdad (8.3). Cuando hacemos

Lesto es cierto pues:

€2

——5 =€ — sin?t = e
sin“ ¢
Como sint > %, encontramos

/2> 2t

™
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e = 0 estaremos en 0H alli 0 = 1 asi tenemos

t—t
§2: (pfp/)2+(2721)2 :4sin2 | 5 ‘
t—t
¢ =2sin ! (8.4)
Podemos acotar a ¢ de la siguiente manera:
2
¢> =t —1t|
7r
Sit' >tytc [e*/3 e/?] entonces se cumple:
€ - €2 € -
€
sin?t ~ sin?¢/ Y sin®t
De manera que se puede acotar:
) 2 2 2
ho + hy < +—5— +2<4
0 0= gin®t  sin®t sin’ ¢
Forzando a que esta cota sea menor que la obtenida para ¢
2 €
¢>=ft—t'|>4 > ho + Iy
T | | sin? ¢ 0 0
Por ello necesitamos que se cumpla
27e?
|t - t/| > = 2 (8'5)
sin“ ¢

La gréafica de esta regién es facil de reconocer, ya que estd acotada por las

siguientes curvas
2

V=t — sit >t (8.6)
sin“ ¢
62

t=t——— sit' <t (8.7)
sin“t

Esta parece ser buena regiéon de trabajo, solo que hay que restringir un poco
mas para que funcione bien, pues al pedir que

[t —t']| < €2 €2

2 T sin?t sin®¥
debemos acortar mas el intervalo para t, de no ser asi habra lugares donde no
sea valida.

2sin

2¢e (8.8)
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2/3 €2

Notemos que (8.5) no es vélida para todo t > €*/°, pues la curva t’ = t — =5~

corta el eje t para valores algin =€/ >t > /27€*/3. 2 Mientras que el va-

V2
lor de t en el cual se tocan la curva ¢’ =t — 57 con t/ = €3/2 es para un
262/ <t < 3e2/3.3
Entonces para t > 3¢/ existen valores de t' > €2/3 que cumplan la desigual-

dad (8.8).

2

Para saber donde la curva t' = t — =55 corta a la frontera de la regién (8.8),

debemos resolver la ecuacién:

2 2 2
2sin< ?Te ) = ,62 + - < sy +2€ (8.9)
sin“t  sin (t — ﬁ)

Es claro que una solucién exacta no es facil de encontrar, pero buscaremos
puntos donde esa ecuacién sea cercana a cero. Es sencillo ver que si t ~ €2/3
podria existir una raiz pues ambos miembros son del mismo orden, algo seme-
jante sucede para t ~ €'/2, de hecho se encuentra por un desarrollo en serie de
Taylor para t << 1 que existen al menos dos valores de ¢ > 0 en la interseccién
de las curvas para los cuales t’ > 0.Esto son

= (w + /%= 252‘?) /% + 0(e)

VT —1 €2+ 0(e)

Entonces sabemos que existen al menos dos puntos de contacto de las dos
fronteras de las regiones de interés. Para mostrar que existen solo cuatro puntos
de contacto entre las curvas (en el primer cuadrante del plano t'):

27> [t —¢| €? €?
2sin = + + 2¢ 8.10
sin® ¢ 2 sin®t  sin ¢/ (8.10)

t—t] =

2Esto se debe a que forzando la siguiente relacién

2 2
- =T —  tsin’t = 27é?

sin? ¢

Como z > sinz > 2z /7 llegamos a

4¢3 T .
t3 > 27me? > - = — B s> \/3 /3
g

V2

3Con las mismas cotas para el seno usadas en el pie de pagina anterior y si proponemos
t = ae?/3 las curvas se cortan si
3

2 ™
—— =t = 2r<a’(a—-1)<
sin“ ¢ 2

€2

23 4

Para a = 2 se cumple la desigualdad derecha, mientras que en o = 3 se cumple la izquierda.
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Definiremos dos funciones auxiliares como sigue:

.|t =t . e N €2
H(t,t') = 2sin —2sin , G(t,t') = 2sin — — —
(&) 2 sin? (t:t) 2 sin®t  sin®t/

Es claro que cuando H(t,t') = 0 se cumple la primera ecuacién de 8.10 (rama
principal), y cuando G(t,t') = 0 se cumple la segunda, entonces, si forzamos a
que ambas curvas sean iguales y las restamos obtendremos una curva la cual
contiene como caso particular a los puntos que nos interesan (que hacen H =
G = 0), entonces:

2 2 2
2sin(7r6) ¢  _9e=0

sin’t sin?t  sin?#

Del resultado anterior se desprende que los puntos que nos interesan cumplen
simultaneamente que:

2 27re?

: t—#]=

. e €2 ’ sin? ¢
2sin | — - 5 — 2¢
sin“t sin“t

sin? ¢ =

Para ello estudiemos la primera de estds ecuaciones. Observemos que la siguiente
funcion es simétrica respecto a t = 0 y de periddo 7:

€
2 2
s €
2sin 3 - 5, 2€
sin®t sin®t

E2

ft) =

f(t) se indetermina cuando:

k() =& —2(sinté —¢) >0, &=

sin? ¢

f(t) no esta definida a partir de las dos raices positivas de k(& €) si e << 1, una
de ellas cercano a cero, mientras que el otro es cercano a 1. Observemos que
si suponemos & independiente de €, es facil notar que £ = 0 es un cero simple
de k(£,0). Como k es continua en ambas variables el cero se preserva, solo que
se desplaza, entonces la primera aproximacién a dicha raiz de k(& €) se obtiene
suponiendo que es muy pequena.

2e

3
o1 O

sinté ~ € — €=

la segunda rafz positiva se asegura al notar que k(1/2,¢) < 0y k(l,e) > 0
(el valor se puede aproximar usando el método de Newton, por el momento
no es relevante conocerlo con alguna presicién, solo nos basta con saber que es
O(1)). Afirmamos que es la tltima raiz positiva ya que en el siguiente minimo
k(5/2,€) > 0, y como en esta funcién cada minimo es menor que el siguiente,

2€
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no existe otra raiz positiva.

Del andlisis anterior se encontré que f(t) es singular para:

€ egetO(€) = tr = O(e'/?)

sin” ¢ I 1<i<1l = t=0()

y es indefinida (pues suponemos £ real) para 0 <t <ty y t; <t < /2, ademds
usando la simetria y periodicidad senalada, se tiene un bosquejo global de la
funcién. En resumen, f(t) es convexa, y esta definida para to = O(e) < t < t; =
O(€'/?) << 1 (con sus corespondientes periodicidades y simetrfas.) Estudiando
t' = sin~! f(t) nos damos cuenta que las funciones f(t) y sin~'z son ambas
convexas, ademds esta tltima es también creciente en la region estudiada, de
manera que sin”~* f (t) es también convexa; es de remarcar que esta funcién es
acotada, ademas hay partes de la regién estudiada que no pertenecen al dominio
de dicha funcién, esto se ve de la condicién siguiente:

sin?t’ <1 = € <2sin7mé — € — 2

Es decir, las graficas de sin~! f(t) y f(t) son parecidas, con la excepcién, de que
el dominio de la primera esta contenido en el de la segunda (aunque la diferencia
en distancias de una de la otra es o(¢)) y la primera es acotada por 7/2.

Ahora bien, las curvas definidas por las ecuaciones (8.6) y (8.7), tienen como
segundas derivadas a:

dme? (1+2cos?t) si />t

d2t sin®¢
ar
—;‘igizt(l +2cos?t) si t' <t

Es decir, para t’ > t tenemos una funcién convexa, mientras que en t’' < ¢
es concava, ambas son no acotadas y divergen positiva y negativamente (res-
pectivamente) para multiplos enteros de 7, de modo que la interseccién de cada
una de estas funciones con la funcién sin~' f() son solo dos puntos (o ningun
punto si fuera el caso de que no se tocaran) para cada una de las rectas; dichos
puntos de interseccién se alcanzan para valores de t comprendidos en el inter-
valo (t2,t1). Ahora bien, solo bastard mostrar que la funcién (8.7) intersecta a
la frontera de la regién (8.8); como sabemos que la curva (8.6) es mayor que la
curva (8.7) en todo punto, i.e. parte de la curva (8.6), se encuentra en la regién

€

2 2
TE €
sin“t sin“t

B =< (t,t)|sint' >




es el espacio de trabajo a utilizar.
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Ademas B tiene soportes en t para valores t5 = O(e), t}

O(e!/?), mientras
que la curva definida en (8.6) se acerca asintéticamente a t = 0 por la izquierda,

de modo que se cruzan una vez en algin ¢t = O(¢). Por la derecha, y debido a

que la curva en (8.6) es convexa con un minimo para algin t = O(¢*/?) € B, las
curvas se cruzaran de nuevo después del minimo.

sint'=

€

. e

sm(“_‘—‘rf)
sin’t

- £ 2
st

Por el anélisis anterior concluimos que:

E| = {(t,t’)

2 2
te 323, |t—t| > .ﬂ-gt, P <t<m— /3

(8.11)

Para el caso donde ¢t > €!/2 es un poco més simple, pues recordemos que la

frontera de (8.7) se cruza con la de (8.8) en algiin valor cercano a t* =/ — Le!/?

quiere decir que a partir de dicho punto no podemos garantizar que en (8.7) se
satisfaga la condicién (8.8), para forzar esto escogemos

t—t| _ 2 2
2sin| ‘zi
€

Y
- jt=t]>—
€
De modo que el otro espacio de trabajo sera:
0
E, = {(t,t/) te[e?, 5], [t—t|>n%, EP<t<n— 62/3}
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ya que el miembro derecho de (8.8) es decreciente como funcién de ¢, el méximo
valor de €2/sin®t es €, ahora como estamos en puntos donde ¢ ~ #' entonces
t' = O(e). De hecho t = t* + O(e) y t' = t* — 2me + O(€?).

Sabemos que E; como en (8.11), las cotas (6.7) y (6.8) son aplicables. Como
ya habiamos mencionado, una del ellas es mejor para ¢’ ~ t mientras que la
otra es mejor para las partes restantes, ahora bien como este espacio se basa
en |t — t/|, usaremos las rectas ¢ = t/2 y t' = 3t/2 para delimitar en donde
podemos usar cada una de las cotas (6.7) y (6.8). Si queremos que para un t
fijo los valores ¢ =t/2 y ' = 3t/2 estén en E; debemos aplicar otra restriccién
mas, ella se obtiene pidiendo que:

e 2me
>

t 2
— PR > -
27 22 7 gin?t

2
— t>7r62/3

Entonces acortando un poco al intervalo de ¢ tendremos

E; = {(t,t’)

2/3 1/2 ’ 27 2/3 2/3
teme?? el?], t—t>—, e/"<t<m—e
sin“ ¢
En este espacio, procederemos a realizar las cotas correspondientes. Sabemos

que:

dr'/dt’
fEl [KE - Ko]dt/ = % {fEl Fﬁ(t7tl) |:(e+y sin/t)g(t’,e) " 2sin gsint’:| dt’

2sintsint’

+fE1 Fé(t,t’)—Fo(t,t’)dt/}

El siguiente paso es acotar cada uno de estos sumandos. Comencemos con el
primero.
Proposicién 4. Para valores de (t,t') € E;y se tiene la siguiente cota:
dr'/dt’ 1
(e+ S sint)g(t',e) 2sintsint’

1

PR)

Y1€3 + V2€ + V3€
sintsint’  sintsin?#  sin’tsint’

Con 1, Y2, Y3 constantes y § >0 4

Demostracion. notemos que podemos escribir

dr’/dt’ . 1 _dr’/dt’ 1 ! + 1 dr’/dt’ 1
(e+ sint)g(t’ ,e) 2sintsint’ —  g(t’,e) \ e+ sint sint sint

_ dr'/dt’ (sintfefyﬁnt) 1 (dT//dt/ 1 )

g(t’,e) \ sint(e+. S sint) sint \ g(t’,e) = 2sint’

4observemos que el primer sumando del miembro izquierdo se reduce al segundo sumando
del mismo miembro para € = 0, es decir solo estamos tratando de probar continuidad de ese
termino respecto a € con t # 0 6 .

g(t’,e) ~ 2sint’

)
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Usando el resultado del lema 1 en el apéndice (B.1)

do
== 1 —esint + o(e)

Integrando la aproximacién (B.4) respecto a ¢t hayamos:
0 =t+ecost—ecosty+ (6p — tog) + o(e)
Si usamos que 0y = tg = 7/2 encontraremos
0 =t+ecost+ o(e) (8.12)

Esta expresién es valida para t ~ /2. Para regiones no tan cercanas a m hare-
mos uso de identidades trigonométricas.

Sabemos que:

tana 4+ tanb  tana — tan®atanb tan b sec? a
- =tana+-————
1 —tanatanb 1 —tanatanb 1 —tanatanb

tan(a+b) = tana+

Comparando este resultado con la expresién (B.2) suponiendo que a +b =160y
a = t encontramos que

e  tan(f —t)sect tan(0 — t)

& 1—tanttan(f —t) cost —sinttan(f —t)

Despejando tan(@ — t), y usando que 6 = t + (6 —t) = tan{ —1)[tan(d — t)]

encontramos que:
cost
f=t+tan ! [ ——— 8.13
+tan (ﬂ/eJrsint) (8.13)

Esta expresién es un resultado exacto, solo falta conocer a . para tener la
expresiéon completa; si usamos la expansién exterior en esta, obtendremos el
resultado de (8.12). Si contaramos con la expansién interior tendriamos otro
resultado.

Para calcular a dr/dt recordemos la longitud de arco en coordenadas pola-
res y el teorema de la funcién implicita podemos encontar una expresion para
do/df.> Para 0,V # 0 tenemos:

dr do\?  /o2(9,0)2 + (9, T)2 o 1 2
= 2 _ — — 2 _
=\ () 0,7 oot 002 + (Go00)

La expresion dentro de la raiz es el cuadrado de la norma del gradiente de ¥ en

polares.
dr o

o~ 0,7

VY| (8.14)

5Pues ¥ = 02 sin? §(1 — 02) = cte es una linea de corriente.
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El siguiente paso es encontrar una expresién para g(t,€), usando la expresién
(5.21) para una linea de corriente interna del vértice esférico de Hill

2
U = —gpz + %ffHO Glp,p',z,2")dp' dz’

2
= _5/)2—1-%ffHe G(p,p’,z,z’)dp’dz’+%ffHO_He G(p,p',z,2")dp'dz’

Usando el hecho de que:

10 (2, 5
— = e G / /d/dl
g |: p8y< 3/) +’/T/H€ (papvz7z) Y Z>:| -

Encontramos

10 5
9=="5, | Yon. = 5 // Gp,p',2,7) dp'd?'
p ov T JJHo—H, (p,z)€0H,

Sabemos que ¥ = cte sobre la curva 0H,, por ello, la derivada de ¥ en la
direccién tangencial a la curva OH, es cero. Mientras que derivada normal a la
curva se escribe como:

€

2\1/ VU.v=—|Vy| 6

= 7|V\IJ\ + = // 6 G(p,p',2,2") dp'dz’ (8.15)
Ho— P v (p,2)€OH.

Se puede mostrar (al igual que se hace para f.) que el segundo sumando de la
expresién para g(t, €) es O(e*/?). Entonces:

1
g= ;|V\IJ| +O(e*?) (8.16)
Calculemos el valor explicito de g. Usando
0y ¥ = 20(1 — 20%)sin? 0 0¥ = 20%(1 — 0?) sinf cos O (8.17)

se encuentra que

\Y
|——2\/1—202) sin?@ + (1 — 02) cos? 0
p
Para ver el orden de magnitud de este término podemos reagrupar el radicando
de la expresién anterior.

SEl signo negativo que acompaiia al gradiente, es por que dentro de Hp, 1) > 0, mien-
tras que fuera es negativo, es decir la funcién ¥ decrece al movernos en la direccién normal
(recordemos que OHe es cercana a OHp).
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2
(lv;"> =(1—-0%)+—0%2—30?)*sin* 0 (8.18)
P

Usando que

2 _ 2 2 _ 2
02=1<1+ i ) 6)>, 2—302:;<1—3 i Sk €)>

2 sin? 6 sin® 6

Sustituyendo en la expresién (8.18) encontramos:

N\ 1 4e2(1 — €2 1 1 4e2(1 — €2)  3e2(1—¢2
V| 1 1_# N e(. i ) 6(. : €%) sin2 0
2p 2 sin“ 0 2 2 sin“ 0 sin“ 0

Recordemos que en Ey, § =t + ecost + o(e). Entonces si t > €2/3 § = ¢2/3 4
e+ o(e). Dado que el término 4€%(1 — €?)/sin? @ es menor a uno en E;, podemos
hacer un desarrollo en serie de Taylor para ver:

2
<|V2§’|> > b3

= %|pr|(1 O3 T (8.19)

con ello concluimos:

Juntando las ecuaciones (B.4), (8.14) y (8.16), llegamos a la expresién bus-
cada.

dr/dt _ po
g(t,e) 10,7

Esta expresiéon se puede llevar a algo mas simple.

(1 — esint + o(e))(1 + O(e¥/?)) (8.20)

dr/dt po

g(t,€) ~ 20|(1 — 202)|sin? 9(1 —esint + o(e))(1 + O(e¥/3))

Con la igualdad (8.12), encontramos una expresién para el sin 6.
sin@ = sint + e cos® t + o(e) (8.21)
Con ella podemos encontrar
p =sint + ecos® t 4 o(e) (8.22)

2¢2 4e3 cos? t

sin? ¢ sin® ¢

1—20% =1- + o(e) (8.23)

"Para E9 puede mostrarse lo mismo solo que en este caso debemos usar que la expresién
para o2 tiene un signo negativo antes de la rafz cuadrada, es decir el o2 < 1/2.
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Susbtituyendo (8.21), (8.22) y (8.23) en la expresién de dr/dt y tomando
términos dominantes se llega a

dr/dt 1+ E—Csoiftt + o(e'/?)
g(t€) — 2sint(1 4 2522t 4 o(el/3))

Usando de nuevo el desarrollo geométrico se tiene:

dr/dt 1 cos?t
= —€
sint

g(t,e)  2sint +0(61/3)) (8.24)

Con esta expresion y colocando las tildes a las variables ¢, T, g encontramos una
estimacién til.

1 (dr'/d? 1 8
- T/ — < — 716.3 + - 72.6 3 (8.25)
sint \ g(t',e)  2sint/ sintsint’  sintsin®t/

con 1 y y2 constantes.

Para el resto de la cota hay que usar la expresién (8.22) de o.

dr'/dt" (sint — e — S sint < dr'/dt'| |sint — p
g(t',e) \ sint(e+.Zsint) /| =~ |g(t',e)|| psint
2
< _ 1 —ecos®t + o(e) (8.26)
= sint’ |sin®t 4 esint cos? t + o(e)
__ M€
sint’ sin? ¢
con y3 constante.
Juntando (8.25) y (8.26) queda demostrada la proposicidn. O

Lo que resta es hacer las estimaciones de la integral:

/E 1 T.(t,t)

El anélisis de esta parte es idéntico al que haremos adelante para acotar la in-
tegral de la diferencia |G — G|, por ello se omitird esta parte, pues no resulta
provechoso.

dr'/dt!

- dt' < O3,
(e+ Zsint)g(t',e) 2sintsint’ = e

Ahora realicemos las cotas para la segunta parte en E;. Para ello usaremos
las expresiones (6.7) y (6.8).
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La particién de E; mencionada es la siguiente:

Ey=FE,UE,ULE.UEyq,

Con
By, = {t € [ne¥/3,eY/?)], ¢ € [€¥/3,¢/2]}
_ 2/3 _1/2 2”5
Ey, =t e me/?el/?], ¢ et/2,t 7]
sin” ¢

2

7'('62
By = {t € [re?/3, 2], ¢ et + 2,3t/2]}
sin“ ¢

Eig={t € [ne*/3, /2], t' € [3t/2,m — ¥/3]}

En Fy, y E14 usaremos (6.7) mientras que en los intervalos restantes usaremos
(6.8). Para usar estas estimaciones diremos que G = I'c(¢,t') y G = To(t,t);
Con ello sabemos de inmediato que p =sint , p =sint’ y ¢ esta dado por (8.8).

8.1.1. Seleccion de términos dominantes

En las expresiones (6.7) y (6.8) intervienen los términos &/p, ho/< y sus andlo-
gos primados, para no hacer trabajo de mas buscaremos cuales de los términos
dominantes involucrados en dichas expresiones y los acotaremos. Entonces lo
principal es comparar

5 5/ ‘ € 62 62
sint sin t/ sin? ¢/ sin? ¢
con , ) )
ho + h, € € €
L= 0 <2 -+ +
S sin =] sin? ¢ sin =] sin? ' sin =] t I
2 2
En E1~

Sabemos que:

2 1
£=e+.Zsint —sint = ecos’t — < (t +cothsint) +0(é%)

2 \sin
£ €2 £ € €
= <= p) y — . 5,
sint sin“ ¢ o sin t’/ sin“ ¢/

Observemos que el primer sumando de la primera cota, es mayor que el
segundo para sint > e. Para el segundo sumando de £/p podemos encontar la

siguiente cota:

2

€ €

>
le=t'] t ‘ sin’t

: ‘

sin? ¢ sin
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El término |e/<| en la cota para L no podemos garantizar que siempre sea
mayor a €/ sint, pero si podemos buscar donde es cierto que:

€ €2
sint = sin? ¢ sin —‘t;tll
Para que esto pase es necesario que
N a4
sin ¢ sin €

Notemos que hay valores de t’' cercamos a w/2 donde la desiguladad anterior no
es valida. Es necesario estudiar més a detalle donde es véalido despreciar estos
términos y donde no lo es. Partiremos la regién de integracién de t' en varios
cachos

w23 <t/ <t < €/2. Aqui se cumple:

4e €2 3

sint >sint’ — K< :
sin sin ~5— sin” ¢/

En esta regién la cota de L también es de K.

w 4€2/3 <t < t' < €!/? Aqui se cumple:

2

. . 4e €
Slnt/>smt — KS* y L<4W 9
sint sin — sin“ ¢
Al igual que antes, la cota de L sobreestima a K.
v 4623 <t < €2 <t/ < 7w —t Aqui se cumple:
. . 4e €2
Slnt/>Slnt — Kgi y L<4W 10
sint sin sin“ ¢
8hay que recordar que para t' < €'/2 se cumple que:
< <
€< —
sin? ¢/

9Es cierto pues en t < €t/? se cumple que:

€2
€<

sin’ ¢
10E] limite superior para t' se puede modificar pidiento €!/2 < ¢/ < w — /2 donde es cierto

que
€2 €2

——; <e< .

sin® ¢/ sin?t
Mientras que para m — €'/2 < t' < 7 —t es cierto lo siguiente
€2 - €2
sin#/  sin?t’

En ambos casos se obtiene la misma cota para L.
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En esta parte la cota de L no necesatiamente es de K porque no podemos
garantizar que sin |t — ¢'|/2 sea mayor a e.

w23 <t < V21—t <t <m—e2/3. En este dltimo intervalo se cumple:

4de 62
sint sin —— sin 2y

sint' <sint — K<

Al igual que antes, la cota de L es ajena a K.

Resumiendo tenemos lo siguiente:

En F,, usamos:

ICe(t,t)) = To(t,t)] _ 22sintsin?t’ €2

2sintsint’ - ¢4 sin? ¢/
En E,,; tomaremos:'!
12sin ¢ sin? ¢/ 2
R N O
[Ce(t, ) = To(t, )] _ ¢ st esintt
<] <1 /
2sintsint 12sin ¢ sin2 ¢/ ¢ . €2 <t < ,
si T —
3 sint/  ¢sin?t/

En los dos intervalos restantes, nos damos cuenta que el ancho de ellos esta
en funcién de t, de modo que como t es a lo més €!/2 y ' es del mismo orden,
podemos extender el intervalo donde la cota de L es también cota de K con el
fin de que ambos intervalos Fq, y F1., usemos la misma corta.

La desigualdad (6.8) se puede expresar de la forma

1/2 .13/2 / ’ !
5 pEp (ho+ho)[ ( e+ ple| )< S ) -
G-G| < 3V2 — — h ™ ——+14
| | < 2% V2 (o 1 10} 2 sin a\f +

De esta expresién, el primer sumando dentro de los corchetes se puede hacer
menor a 1 escogiendo € suficientemente pequeno, pues es facil ver que el primer
factor de dicho sumando es menor a 1/y/pp’,'2 mientras que el factor restante
tiende a cero cuando € — 0.3

1 Norbury, el autor original del trabajo desprecia el primer sumando de las cotas corres-
pondientes a esta region.

2Pues |p| <1y |p/| <1y [€] + €] < ho + hp.

13

sinh ™! o o 10g( 200!
\/2pp \/2/’/7/ S

0< +1)%0 si ¢—0
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Por ello, en la regién de trabajo este término puede hacerce menor a uno

escogiendo € lo sificientemente pequeno. Por lo tanto encontramos:

|G Gl < 1/2 /3/2 (hO +h0)

<
Por lo tanto tendremos las siguientes cotas
En Elb
ITc(t,t') — To(t, t)] <9 [sint'1 €
2sintsint’ - sint ¢ sin? ¢

yen By

[Ce(t, ) = To(t, )] _ 9\/W1 ¢
2sintsint’ - sint ¢ sin?t

8.2. Cotas para el término lineal

El siguente paso es usando esto, calcular las integrales correspondientes.

u Ela
It , at’
t| o
B, [t =1

T.(t,#) — To(t, ¥ , dt’
/ Ce(t, #) of )|dt’§22623mt/ <
by
T.(t,t") — Tyt t
/ ICe(t, %) olt, )|dt’<11 4t < 1172€*%  pues t > we?/?
by

Al acotar por el maximo de la funcién se tiene

2sintsin t/ o 3
2sintsint’

[T (t, ') — To(t, t’)|dt, < /g /si'nt’ 62(315’ < / 973e? sint’dt,
2sintsin ¢/ ¢V sint sin® ¢/ 82|t —¢'| V sint
Eqy Eqy E1p

Esta expresion puede simplificarse mds si notamos que sint > sint’ y ¢t # 0
en la regién de integracion. De modo que la raiz del cociente es menor a
uno, asi el término resultante es integrable con el cambio t' = tsin® ¢. de
modo que

/|F —To(t, t')\dt, < /97T362 ' 9rde? 4

= lo
lentblnt/ 8 2 —v| s i _v
E1p E1p

Al evaluar y tomando términos dominantes

T (t,t") — To(t, )] ,,  9m3e? tsin ¢ |
dt’ < 1 1) < 28100 =
/ 2sintsint/ =g 8\ gpe =16¢ %

E1p

La cota es del orden deseado.
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/ ITe(t,t') — To(t,t')] t</ [sint’
Ey. 2sintsint/ By sint sin? t

En este caso es facil ver que el radicando estd acotado por v/37/2, de modo
que también se puede integrar de manera muy sencilla y encontrar

= By

dt' < log —
2sintsin t/ =716 Ju t—v]" =32 o8

/ [Ce(t,t) ~To(t, )] o,y 9V o ! V3T o, L
B €

Que tiene el orden adecuado.

= F14 En este caso, partiremos el intervalo de integracién en dos, de modo

que:
/ (¢, ) — To(t, ') / / —Do(t, )]
2 sin t sin ¢/ 2 sin t sin ¢/

Eva 3t/2 m—

Entonces usando las cotas para este caso llegaremos a:

/\F —To(t, t)|dt < /12sintsin2t’ L .622 gt
2smtsmt’ IS sint  ¢sin“t

FEiq 3t/2

m—e2/3

N / 12sintsin®t’ [ e N € at’
¢3 sint’  ¢sin? ¢/

m—t

Podemos acotar facilmente para:

Tt 12sintsin?t’ €, 3rie? [T 2 ,
. dt < —_dt
3t/2 S sin® ¢ dsint Jgy0 [t — 1]

Integrando por partes (varias veces) y tomando términos dominantes lle-
garemos a:

37T462 y 137r462 1373 2/3
€
4sint |t—t’\4 2tsmt 4

3t/2

Es de la forma buscada. Mientras que para la otra integral también inte-
graremos por partes repetidas veces,

T—t . 2 4/ 3
t 2(m — 2t . 2
126/ sm3 dt’ < sme (9 +3+log (ﬂ)) < 3m3elog -

3t/2 (q 2 2 t €
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que es aun mas chico de lo que se necesita.

En las dos integrales restantes haremos el cambio de variable t/ =7 — 19 y
usaremos que cos(z) > —2% + 1'* para tener

ﬂ'7€2/3 t t
L.(t,t) —To(t,t 9dI dy
L iy SRR R -
sin ¢ sin
Ty 2/38 (1 _ H) 2/316 (1 _ +t>
T T

Se encuentra facilmente que ambas integrales son menores a e.

Por lo tanto:

/ [Te(t,t") — To(t, )]
Eiq4

2sintsint’

2 1373
dt' < 3nlelog = + 20T 2/3 + 2¢
€

4

Es decir, la mayor contribucién se obtuvo de los términos que el autor del
trabajo original desprecio; apesar de ello sigue convergiendo.

8.3. Analisis sobre la region FE»

Lo siguiente por hacer es calcular algo semejante en Es. Para ello partiremos
a este intervalo en tres mas:

2 2e?

2me
BEyo: 0<t <3 By t—— <t/ <t+— By - <t/ <7
sin“t sin“t

Sabemos que

He(t, 1) — (L, t)dt

E>

< [ 1ty [ (e
E2 EZ
con me2/3 <t< el/2,

En estos casos usaremos las estimaciones (6.1) y (6.2). Comencemos con la
integral de Ky y usemos la igualdad (6.6).

5 To(t, t
/|K0(t,t’)|dt’=/ 5 Tott)
B, B, 2T sint sint’

144l igual que se encontré la cota inferior para el sin(z) con 0 < z < /2, podemos encontrar
una para el cos(z) en el mismo intervalo, basta observar que el coseno es mayor que la recta
que pasa por los puntos (0,1) y (7/2,0). entonces decimos que:

1 < 1
cos(z) | _ 2z

T

2x
cos(z) > —— +1
™
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L] Ega.
Si tomamos (6.2) y recordamos que I'y es G evaluado sobre la curva 0Hy.
5 To(t,t' 5 sin® t/ 572 tt"?
/ *.0(7.),dt/ < - sint/ 5 dt’ < o 7/3(#/
By, 27 sint sint ™ Fau S 8 Ju, It—1|

Al acotar el integrando por su maximo se tiene

3
/ 5 Lo(tt) v 5( i ) 2/
By, 27T sint sint/ 2(r—1)

L EQC.
En este caso es conveniete usar el cambio t' = m — ¢ y usar que cos(z) >
1 — 2z /m para tener

2/3

/3 Lo(t,t) g < 2sint / sith’dt,<5Sint/ sin? ¥do) <5,

- 3 - 8 1,@)3_?)#

2 sint sint’ T
Eoe T—e2/3

La tltima dessigualdad se obtiene al usar que t + v < 7/2 y acotar el
integrando por su maximo.

= Fo9,. En esta parte usaremos (6.1) para I'y.

/ 5 To(t,t) / /smt’
27 sint sin t’ - 27T smt

Eap

2\/ 2sint sin t’

1| dt

con | = 2me?/sin®t.

Consideradando que ¢ > 2|t — t'|/m y proponemos t' = t + «, podemos
sobre estimar por algo mas simple al argumento del logaritmo:

g3/2Vsintsint’ o Vsintsint/ <\[ Vit + a) / fﬂ

ol f

Como a < 27e?/sin” t

tsin?t 2t

> >

>2

2me m3e2

SEES

Es decir el término 2v/2pp’ /s + 1 < 27t/|a|. Ademé&s sabemos que:

o) o a1+ 2 < (14 2)

sint
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Como
> 2 — — <
- 2t —

Q=
=

Por lo tanto tendremos:

/ 5 Totht) o /
By, 2T SInt sint’ T 44/2

Ahora lo que resta es acotar la integral sobre Fs de K., aqui debemos ser
més cuidadosos, pues al usar las cotas de las ecuaciones (6.1) y (6.2) las varia-
bles p, z, p’, 2’ son coordenadas de puntos sobre la frontera dH,, lo que complica
mas los calculos. Aparte, en la regiéon Fs, hay que partirlo en dos subintervalos,
uno donde sea valida la expansién exterior y otro donde sea aplicable la interior.

27rt

< %T '27‘-62/3 log

el/2

Por conveniencia, cuando estemos en la regiéon donde es valido el desarrollo
interior, realizaremos los cdlculos en las variables polares (o, 6) en vez de (.7, t),
de esta forma evitamos usar la expansion interior para .¥. Esto mismo es apli-
cable en FEy..

/
/ K (t,¢)|dt’ / (0.5 39’ a9’
B Jom)  p9(0'€)

NOTA: En todo Es, no podemos usar la expresion (8.24), por que ella se usé su-
poniendo que la expansion exterior es valida.

= Fy,. Esta regién debe de trabajarse en dos partes, una de ellas donde
o0 <1/v2y 0 € (6.,7/2] en esta parte el rado disminuye conforme crece
el dngulo, mientras que en el segundo caso o > 1/v/2, y 6 € (0., 0(e*/3)],
ahora el radio crece conforme el angulo aumenta.

De la expresién (8.12) vemos que 67 = 0(€2/3) = €2/3 4 ¢ + o(¢). Entonces,
con esto podemos dar a Fs, en términos de la variable 6.

0(E2q) = [0c,m/2) U [0, 0f]
Entonces tendremos

/ K (t,t)at /Keede’

En la primera de estas hay que notar que la longitud de arco disminuye
conforme 6 crece, es decir, dr/df < 0, esto nos permite cambiar los limites

KE(B, 0')do’
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de integracion

dr’

w/2 /2 F5(979/) 4o’
< K.(0,0)do’ :/ — 1 1dd
/9C (6.6 0. pg(0',€)

Con las expresiones (8.14), (8.19) y (8.17) encontraremos:

/2 gMgin? ¢/
< S —; [ 8.27
—”/ec S (8.27)

0

T K.(6,0)d6'
/2

0.
/ K.(0,0)d0/
/2

Recordemos que o’ < %, mientras el minimo de ¢ se alcanza para algin

O, = m€2/% 4+ 21€? /3 + O(€?), usando este valor se encuentra que

<43

- €2/3 . 1 _ 1 - 1
g = 9 §3_|O'—O'/‘3_(1—%—622/3)3

para e suficientemente pequeno.

Usando esto y el hecho que p’ < py o’ < 1/2 podemos llegar a la siguiente
expresion facil de integrar

sin 6’ d§’

/2
<163/ = 81p° < 8me®/?
=P 9. /1 —4€e2(1 —€2) —cos2 6 r=

9(‘.
/ K.(6,6)d0'
/2

En la otra integral hay que hacer algo semejante.

dr’
N — .
ng (9 el)del < /ef %da/ < p/e‘f Mdal
0. “Jo. pg(0¢€) = o, 3207 1)

Lo primero que hay que ver es que ¢ estd acotado por debajo, recordemos:

¢>lo—d'|> min  o(0t)— mix o(0)
4e2/3<t<el/2 0.<0<6y

con
2/3

mimo? > 1 — 67 +0(e) y mixo? <1—€3+40()

Entonces tendremos:
2/3
|0—*ﬂ|2‘7?*+(7@)

Ademés sinf < 6 < 07 = ¢2/3 + O(¢). Observemos que en el integrando
existe el término pp'?0'?/¢? el cual se puede acotar como sigue:

pp/20/2<1 dpp/ 3/2<£3 00’ 3/2<7L3 T 3/2
s s\ ) =% \poep) =s\mom
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Con esto y usando que o > ¢’ y t > t' la integral se acota por:
72 N\ o gy
F g -
- <2(7r—1)) /gc 202 — 1
= e 3 cosTl ———20f bs <15 o 3 0
2(r —1) 1—4e2(1—¢2) =~ \2(r—1)) 7/

Es del orden buscado pues 67 = €2/3(1 + O(e!/?)).

K.(0,0)d0’

0.

= FEo, En este intervalo si podemos usar el desarrollo encontrado para (d7’/dt’) /¢’
n (8.24).

dr'jdt _ 1
g(t',e) — 2sint’
Usando que p > sint y p’ < 2sint’!6 la integral sera:

. 3/2 —
K.dt' S/ \[2<51.nt'> / log 2y/2sintsint’/ N
Ea Eop sint S

Para ¢2/2 <t <1 — €2/3, Z(t) > % entonces se llega facilmente a

_
s> \/isin (|t2t|>

1|dt

Con ello

. N 3/2 —
stt/g/ ﬁ<s1'nt> log | LYSILISINE | gy
Eop E2p sint 2sin (L;t I)

Que es la misma integral encontrada al acotar la integral de K i.e. es del
mismo orden.

= F5. En esta ultima regién usaremos coordenadas polares.

o't sin® 0'do’
Kdt' <p / / B 202
Es. T—€2/3 m—0. S | o ‘

15Este paso es facil de ver si observamos que la funcién arccos(z) es decreciente para 0 <
z<7/2y0<1—4e2(1—¢€2) < 1. Con esto podemos afirmar que

cos Oy

— > cosf
1—4€2(1—e€2) — !
aplicando la funcién inversa (que es mondétona decreciente) resulta lo afirmado.

0
arc cos %&62) < arccos(cosfy) =6

16esto es muy sencillo de ver usando la expansién exterior.
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Observemos que en este caso ¢ > .7 (t) > 7 y con ¢’ < 1 tendremos:

K.t < / /2 sin® 0’ d6’
By, 5”3 . 62/:. n—6, \/1—4€2(1 — €2) — cos2 ¢’

Si hacemos el cambio 8’ = m — 1 y usando sinf < 0 < €2/3 llegamos

K.dt' < 4/3 / / sin ¥dy
Es. V1 —4e2(1 — €2) — cos2 4

Cuando acotamos la integral de Ky en el mismo intervalo encontramos
que las integrales de arriba estdn acotadas, a lo més son /2, con esto

K.dt' < -2 e/3 < 9\/2re/3
E2c y

Resumiendo los cédlculos anteriores para 4€2/3 < t < €!/2 encontramos

< Ctee?/3 log1/e

/ K. (t,¢) — Kot t')dt!
0

8.4. Analisis del término lineal para 0 <t < €2/3

Para el intervalo 0 < t < 4¢2/3 partiremos la integral en tres més.

t/2 3t/2 7
/ Ko (6, 8)] + [ Ko(t, )] di’ f/ / / Ko (6, 8)] + [ Ko(t, )] di’
0 3t/2

Cuando se integra K es fdcil encontrar las cotas adecuadas

t/2 52 L2 sin2t'at’ 5r% (Y2 w2q¢  Bn? 1
Ko(t,t dt’<—'t/ 7<7/ T < T 2B g =
/0 Foltb OIS =gmsint J 1 G g <75y —ep S 4O B

Esto se obtiene usando que sint < t e integrando por partes repetidamente.
Algo semejante obtendremos en la integral sobre [3t/2,7]. Usando las mismas
cotas tendremos:

™ 51 2 ™ t/2 1
/ |Ko(t, t)|dt' < — smt/ ——dt’ < Ceé3log =
3t/2 8 se72 (' —1)3 €

Para la integral restrante usaremos los resultados obtenidos en la integral de K
sobre la region Foyp es decir, con exactamente los mismos métodos usados en esa
integral podemos llegar a lo siguiente considerando % >4 > e.

3t/2
Kodt' =
t/2 4’\/ 27

‘ ‘da < 25\/? < 50V2me?/?
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Solo resta integrar K., para estimar dicho valor tenemos que partir el in-
tervalo de integracién en tres partes, con el fin de que en dos de ellos usemos
valores de la expansién interior y en el resto, resultados de la expansion exterior.

_ 3T 93 3T 93 3T /3 3T 93
[0,71'}—[0726 U 5 €T e U|m 5 € T

Recordemos que:

4 ™ Dt t)) dr' jdt’
/ Ke(t,t')dt’g/ %dt’
0 0 py(t',€)

Dado que T'(¢,t’) se puede acotar por una funcién que depende inversamen-
te de |t — /| y ademés 0 < t < we?/3, la integral sobre el primer subintervalo
es mayor a la integral sobre el tercero i.e. solo debemos acotar dos integrales,
en una de ellas es posible usar la expansion exterior, mientras que en la otra
haremos las estimaciones correspondientes en el sistema (p, z) para omitir la
expansion interior.

En el capitulo 5, obtuvimos:

5 G’
Heu = —/ —uldT’
T JoH. P9

OH.

Entonces para escribirla en términos de p’ tenemos que calcular dr’/dp. Al igual
que se hizo en coordenadas polares podemos obtener

Fe N,
Heu = E/ vP dp’
T JoH, p|az"1"

(8.28)

OH.

De (5.7) se obtiene

V(P2 =) (1 —e —p?)

oV =-2/p? = =4
o

Con esta ultima expresién (tomando z > 0) y las ecuaciones 6.1 y 8.28 obtene-
mos

/2 /
o Bz e/ p/3/?sinh ™! < e )

37 _2/3
/26 K |dt/< §/ S /
0 R p/2\/(p? — ) (1 — & — p?) P

OH.
Aqui es conveniente partir la integral.

o' (35 e2/3) o
/ |Kcl(p, p')dp =/

3m 62/3)

e p o (3F .
+/ +/ |Kc|(p, p')dp
p;re p
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En el primer segmento de integracién, al usar que p’ < py acotando el integrando
por su maximo se tiene

pte €tp

2 5 / 200’ =z do’
[y Nt < i |2 [ s (VW ) 47
‘ c<peege |\ (1= —p?) s N

La funcién a la que se le obtiene el méximo es creciente, por ende su mayor
valor lo alcanza en p’ = (e + p)/2.

pte

Esta expresién tiende a cero si p — e.

Para el siguiente intervalo hacemos algo semejante, solo que habra que usar
sinh™' z < log(1 + 2z) y el cambio @ = p/ — (e + p)/2 encontramos

p 5 p+te
K.|(p.p)dp < > log 22
/p+€ | €|(p?p)dp —= ﬂ_\/(p ) 1 _62 _p / Og dOé

2

-1

5 p+e
T

= \/?(log

P
/ |Kel(p, p')dp’ <
pte

2

Esta expresion al igual que en la pasada tiende a cero si p — €. Solo resta
una integral:

p3/2ginh ™! (' 2pp’>

o () 5 (P () c
K.|(p,p)dp = f/ dp’
J =5, P =)

Aqui puede haber dos opciones, una de ellas es p = € y la otra p # €, para el
primer caso tenemos singularidades en el numerador y en el denominador del
integrando para p’ = p = €, ademés las dos integrales pasadas son cero; es en
este caso cuando debemos integrar ambos términos singulares. En la otra opcién
solo existe la singularidad en el numerador.

Antes de continuar hay que observar que en € < p < p’ es cierto que

p/3 /2 p/

Vel o)

Usando lo anterior y que p’ < 1 encontramos que

p/(sTﬂ€2/3) p/(%rewg)log < \/8/7 )
p=p

|Kel|(p, p')dp" < M dp

/ Vo' =rp

P p

/
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Con M dada por:

v w2 ]l e erian
p<p' <p(3re2/3) | \/p(1 —2p') V(1 — 26 —31€2/3) T /(1 — 2¢ — 3me2/3)

Es decir M es a lo més 0(61/6). Solo resta mostrar que la integral estd acotada.
V8p

sx2/3y log | 14 o
/P(z ) g( o — p>dp’=/ <log(a+¢§) 4log\f>
p P —p 0 Va 2y/a

con o = p(37r 2/3) — p. Integrando por partes la primera, y por integracién
directa la segunda llegamos a:

N

(27\'2/3)10g(1+p_p> ot
dp' =2V a*log <1+ >+4\/ tan™ "y [ ——
/p Vo —p V8p

Para ver que el primer sumando es acotado se analizara los puntos criticos por
medio de la siguiente expresion

OlogA2(1jl) = A=2%)

con A = (v/8p+ a*)/a*. Es decir, las raices estan dadas por la interseccién de
la identidad y la funcién y = exp(2 — %)7 se puede ver que estd dltima funcién

tiene asintéticamente a y = e?, ademds de las siguientes propiedades:

y(A) >0 para A€eR d—y:%zo
lim4_ o+ y(4) =0 y(A) <e? siA>0
limy o y(A) =00  y(A)>e? siA<0

hN

— —q,

Puede ser que se tengan a lo més dos raices para A > 0, buscaremos para
qué m la recta y = mA toca tangente a y = exp(2 — %) Esto lo trataremos
como un problema de multiplicadores de Lagrange buscando un minimo de la
funcién F(y, A) = y/A condicionado a la curva G(y, A) = exp(2— %) —y = 0. Si
hacemos esto encontramos que el punto de tangencia es (4, y) = (2,¢) de modo
que m = ¢/2 > 1. Es decir, la identidad es secante a la curva y = exp(2 — %),
entonces hay dos raices: 2 > A; > 0y As > 2. Se puede ver por inspeccién
que A1 =1y 5> Ay > 2. De estos dos valores, el tinico que tiene sentido para
nosotros es A,. Con este podemos encontrar una cota para el valor de a* en el
cudl se alcanza el maximo del término a acotar.
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I

|

|

|

/ |
/ |

// !
/ I
_/ |
2

8
5>A>2 — \/8p>a*>\/§ — 10g5>log<1+g>>log2
m>

a*

= f/%logS > o*1/?1og <1 +
P (Fe??)
/ \K|(p, p')dp' < 2M (log5 + ) /8p = O(e/?)
P
Para el intervalo restante podemos usar la expansién exterior en ¢’ se tiene
1
& sin (@)

Usando esta tltima cota (8.29), la obtenida en (6.2), p < 27me?/3 y p/ <
2.7 sint’ se llega a

1
c = ( )

3m 2/3 3w _2/3

T— e 71'—37"62/3 167rsin2 t T—5€ t/2
/ K. dt' < / ———dt' < (27‘1’)462/3/ ——dt/
3m2/3 3me2/3 sin® <|t 2—t|) 3z c2/3 [t! — t]

2

7r—37'”62/3
/ K. dt' < Ce¥?log(e?/?)
3

3w 2/3
e/

Con C < 1.

El anslisis para €'/2 < ¢ < /2 no lo haremos pues es un célculo repetitivo
incluso resulta mucho maés sencillo pues las curvas 0H. y 0H( son muy cercanas,
de modo que las cotas que se obtinen son de un orden menor o igual a las

obtenidas en estas secciones.
O
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Capitulo 9

Existencia de (I — %)~

Recordemos que en el capitulo 5, propusimos plantear el problema como uno
de punto fijo, donde es de suma importancia la existencia del siguiente operador:

(Lot~

No es inmediato concluir la existencia de dicho operador, por ello haremos
uso de algunos teoremas estandares de andlisis funcional ademads de la proximi-
dad del operador £, a .

Lema 8. Los operadores lineales integrales # y Jt. definidos en (5.22) son
compactos y mapean U en si Mismo.

Demostracion. Primero mostremos la compacidad y continuidad.

Con la desigualdad (6.1) se puede ver que:

1/2 13/2 200 1/2 ,13/2 200 24 9299/
o< 0 gy V2pp" _p p §510g<x/ pp /% + 2pp
S S S S

_ p1/2p/3/2§510g (%) s (4) M(I’,I/)

G <% lo
'S4 & 0

con z = (p,2), 2’ = (p/,2') y & > 0. Observemos que M (z,z') es acotado para
todo § > 0. Ademds sabemos que

G (pdr
~pp \g dt’
Por la ecuacién (B.11) el factor entre paréntesis es acotado, mientras que (pp’)~
también lo es. Por tanto:

€

) con z,o’ € OH,

1

M(z,2)

Vé>0
gé

K.

IA
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Algo analégo pasa para Ky. Es decir ambos nicleos son débilmente singula-

res' i.e. los operadores #,, J#, son compactos y J.v v #ov son continuas en

t si v lo es.? Ademds como los operadores son compactos, entonces son acotados.

Para mostrar que J#v (6 J#cv) es simétrica respecto al eje p si v(t) lo es, solo
hay que usar la linealidad del operador, es decir si u(t) = v(w — ) entonces

Hou — Hov = Ho(u —v) = #(0) =0
Pues si es continua entonces es continua en cero.
Hoo(t) = Hgu(t) = Hoo(r — 1)
O

Ahora para mostrar que el operador (I — %) ~! existe y esta bien definido,
debemos mostrar que el tnico elemento en el nicleo de (I — ) es la funcién
cero.

Teorema 10. El nicleo de (I — %) en el subespacio % es 0.

Demostracion. Comencemos por escribir al operador en una expresién conoci-
da; para eso recordemos que %, esta evaluado en 0Hy, i.e. sobre un circulo,
entonces por la simetria del problema esperamos que el operador buscado pue-
da expresarse en un desarrollo de Fourier usando como base a los polinomios de
Legendre.

Usando la expresién de G en coordenadas polares tenemos:

a_ P " cos ¢ dip
2 J /o2 + 0% —200'(cosfcos® +sinfsinf cos )

Notemos que el factor que acompafia al término oo’ es menor que 1 enton-
ces podemos escribirlo como el coseno de algin dngulo ©, de manera que el
integrando la funcién generadora de los polinomios de Legendre:

ppl2 T 1 o
G = 2/_775U17;)Pn(6086)x3008¢ dp

con

x1=0, xs=0'fc s o <o

. cos© = cosf cos ' + sinfsin @’ cos
x1=0, rao=0/0" s o >0 y ¥

1Se dice que un ntcleo es debilmente singular si cumple que para todo x,y € G C Z" con
 # y existe una constante positiva N y « € (0, n] tal que:

|K(z,y)| < M|z —y|*™™ Va,y€G, z#y

2Esta conclusién viene hecha a detalle en la referencia [1].
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Recordemos que este desarrollo se obtiene de la generalizacién del binomio de
Newton, cuya serie converge uniformemente (ver [4] ), de manera que podemos
cambiar el orden de integracion y llegar a:

Z/ . (cos ©) cos ¢ dp
2 T —r

Para integrar hay que observar que cos © es invariante ante el cambio (6,60') —
(0, 6), entonces si pudieramos expresar a P, (cos ©) como una serie donde cada
sumando es de la forma f1(6)f1(6") f2(¢) para reflejar la simetria senalada; esto
recuerda los criterios de adicién de los polinomios de Legendre (ver [3]).

———= P™(cos )P} (cos 8') cos mep

Cuya serie es también converge uniformemente, de este modo obtendremos
en la expresién de G lo siguiente.

-7

12 n X ™
G="1r % P,(0)P,(8") cos ¢ dyp
2 T el

s

+2 Z Pm(cos 0)P™ (cos 0’ )/

—T

COS 1Mp COS (P dgo]

Usando la ortogonalidad de las funciones cos mx podemos eliminar la segunda
suma y encontrar

1
G=mpp? 2y ——Pl(cos0)PL(cos ¢/
TPy 2 1) n (cos )P, (cos 0)

esta expresién es singular para (o,6) = (o/,6’). Usemos este resultado para
encontrar la expresién de Ky y J%, para el primero tenemos:

> 1
5 Glom, = §sin o' Z mPé(cos 0)P}(cos®)
n(n

Ky=—
07 oxsinfsing 2

Asi tenemos que
Hou = /Tr Ko |pp,d0" = §/7T i #Pi (cosB) P} (cos @) | u' sin@'do’
0 2Jo \imnln+1)

How = /Z ST POPMEu(E g

De este modo el operador que nos interesa queda escrito de la siguiente
forma.
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(1 Hpu=u—> /_ Py ﬁﬂi(ﬁ)f’é (&)u()de

Es claro que el niicleo de (I — %)) es el subespacio generado por las funciones
propias de J#; para el valor propio 1, entonces, resulta conveniente encontrar los
valores y funciones propias de dicho operador. Para esto, hay que darse cuenta
que Z C C(—1,1) C Ly(—1,1), de manera que en Lo tenemos que:

Haciendo uso de la ortogonalidad de los polinomios de Legendre en Ly ([3])

2n(n+1) 0 sim#n

[ Prori@i =, s, = ) Ay

Si suponemos que la serie converge uniformemente podemos cambiar el orden
de la suma por la integral, de donde al escoger

(2n+1) 1 ¢t
n =\ po P,
resultara:
5 — 1 (2n+1)
=2y P P, ()P (
Houn 2 2« m(m+1) (&) \/ 2n(n+ 1) / (&)de’
5 1 n(n+1) 5
== P -2
2n(n+1)\ (2n+1) n() (2n+1)
Asi
I B
" (2n+1)

De estos valores propios solo nos interesa el caso l,, = 1, este valor se alcanza
para n = 2, y la funcién propia asociada a ese valor es

)
lo=1 = UQ:,/EP; ,/ P2 (cosB)
/5 d /1
1 Smed(cos 7 5 (cosf) = 1 smHCOSH

Entonces el espacio generado por la funcidon us se encuentra en el nicleo del
operador buscado, en el espacio Lo. Observemos que esta funcién a pesar de ser
continua, no es una funcién simétrica respecto a /2, de hecho es antisimétrica
respecto a ese punto i.e. ug ¢ %, lo que nos hace concluir que:

N(I—-)={0} = JHu=wu, prrave?Z < u=0
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Con esto se puede concluir lo siguiente:

Lema 9. La ecuacion lineal w— Fyu = f para f € % , tiene una unica solucion
(I —2#0)~1f; dicha solucion depende continuamente del valor de f y (I — ) ™!
es lineal y acotado.

La demostraciéon de este lema, se basa en la teoria hecha por Riesz acerca
de las ecuaciones integrales lineales de segundo tipo para operadores compac-
tos; para mayor referencia, invitamos al lector a revisar la magnifica exposicién
realizada en [1], que dedica un capitulo completo al desarrollo claro y conciso
de esta teoria.

Antes de continuar y con el lema principal, mostraremos dos teoremas im-
portante.

Teorema 11. Sea X espacio de Banach y suponga A un operador lineal y aco-
tado de X en si mismo con la propiedad que la serie Zgo A™ converge. Entonces
I — A es invertible en el mismo espacio. Ademas:

Z“ A0 =T
-1 _ n
(IgiA) - _OA’ con Aﬂv::44”_1@4v)

Una condicion suficiente para que esto pase es que ||Al| < 1. En este caso se
cumple que:
=)~ <@a—[ap™

Demostracion. Llamemos B =, A", entonces, es claro que:
AB=Y A" =BA = B-AB=B-BA=I
n=0
Agrupando adecuadamente la linea anterior se encuentra:
(I-AB=BI-A)=1

Es decir B es la inversa derecha e izquierda de (I — A), y con ello se ha mostrado
la existencia. Si ||A]| < 1 podemos usar que ||A™| < ||A||™, entonces:

_ = n — n 1
1= A7 <D 147 < 3 1A = 7=y
n=0 n=0

O

Teorema 12. Sea X como antes, y A, B operadores lineales y acotados de X en
si mismo, A es invertible con inversa acotada y B cumple ||A — B|| < 1/|| A7
entonces B es invertible y acotado.
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Demostracion. Para mostrar ello, solo hay que mostrar que A~ B es invertible;
para ello observemos que A7!B = I — (I — A~'B), entonces por el teorema
anterior bastard con probar que ||[I — A7™1B|| < 1, lo cual es facil de mostrar
pues:
11— A7'B| = A7 (A= B)ll < |A7Ml|A - Bl <1

Entonces (A~1B)~! existe, ademés recordemos que B = A(A™1B) asf B~ =
(A7'B)~1A~!. Usando el tltimo resultado del teorema anterior encontramos
que:

A~ 1A~

IBH < (AT B)HIIIAT!] < —57 < =
L—|l[I=A=B|| ~1—[[A7Y[[A - B

O

El lema anterior y los dos teoremas anteriores nos capacitan para demostrar
el resultado principal enunciado acontinuacion.

Lema 10. La ecuacion lineal u— %eu = f para f € U, tiene una inica solucion
(I —2#.)~1f; dicha solucién depende continuamente del valor de f y (I — )~ !
es lineal y acotado.

Demostracion. Si llamamos A = I — %, ya hemos mostrado que este operador
es invertible, entonces haciendo B = I — J#; encontramos que

1A = Bl| = || A — || < Ce¥*log(1/e)
Como (I — #y)~! es lineal y acotado, se tiene que

_ 1 1
I = )~ =+

= =M
M 11 = 20) |

donde M constante independiente de €. Ademdas podemos encontrar €; > 0 de
modo que:
Ce?Plog(l/e) <M ¥V 0<e<e

Con ello se garantiza por el teorema anterior que (I —.#;)~! existe y es acotado;
por otro lado, la linealidad se tiene de la linealidad de (I — J#;), i.e. (I — #;)~*
depende continuamente de la funcién a la que se aplica. O



Bibliografia

KRESS R. Linear Interal Equations Springer-Verlag 1999, segunda edicion,
New York USA.

FRIGYES R. y NAGY B. Functional Analysis Blackie & son limited, 1956,
London & Glasgow .

SOMMERFELD A. Partial Differencial Equations in Physics Academic
Press 1949, New York USA

COURANT R. y JOHN F. Introduction to Calculus and Analysis Vol. 2,
Springer, 1989, New York USA.

COURANT R. y HILBERT D. Methods of Mathemathical Physics Vol. 1
y 2, Interscience Publishers, 1966, USA.

LEVEDEV. N. Special Functions and their Applications Dover, 1972, New
York USA.

TAYLOR A. Perturbation Methods John Wiley & sons, 1973, New York
USA.

HOSCHSTADT H. Integral equations Wiley-Interscience Publications 1973,
Canada

MIKHLIN S. Linear Integral Equations 1960, Hindustan.

SMIRNOV V. A Course of Higher Mathematics V. Pergamon Press (1964)
New York USA.

NORBURY J. On steady vortex rings close to Hill’s Spherical Vortex Proc.
Camb. Phil. Soc. (1972) Vol. 72, pp 253-284.

133



Capitulo 10

Analisis de términos no
lineales

En este capitulo analizaremos los términos no lineales de nuestra ecuacién
funcional, dicho estudio se realizara con ideas semejantes a las del capitulo (8).

Nuestro objetivo sera probar el siguiente resultado:

Teorema 13. El operador no lineal A, definido en el capitulo (5) mapea B en
U ; mds ain satisface las siguientes relaciones para t € [0, 7).

| Aeu| < Collull(e™**Jull + ) (10.1)
| Aewr — Heuz| < Csllur — | (e [ua|l + [Juzll] + ) (10.2)

Demostracion. Lo primero por hacer es escribir a los términos no lineales de
una forma un poco mas manejable, Despejando 4] y 45 como acontinuacién
se senala.

Definamos

2 5
Ualp,2) = —=p® — ko + 7// GdA’'
3 ™ A
Reescribiendo la ecuacién (5.18) tenemos:

oV, (p,2)

ov +M

OH.

Vg, (p,2)loa = Yu,(p,2)|on. +q

Es posible escribir a W (p, z) en términos de Hy,

5 /
Vi (p2) = Vi (p2) - > [[ Gaa

HU_HE

134
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Para ahorrar escritura ignoremos las variables (p, z) en la funcién ¥ anotandolas
cuando sea necesario. Despejando .41 de (5.18) se llega a

// Gloa — Glom. — dA’
OH.

(10.3)
Para .45 ocurre algo semejante pues recordemos que este término es definido
por la ecuacién (5.19)

aq/HO
v

M =¥, loa— Vu,lom. —q

5 / cia| =2 g, Haw]  + 450 (10.4)
i ™ OH.

OH.

Para continuar, habra que hacer un cambio de coordenadas muy particular.
La region Q — H, se puede expresar en términos de las coordenadas (T, ), donde
T es la longitud de arco de la curva 0H, medida desde el punto (¢,0) y v es la
distancia (medida normalmente a OH,) que separa al punto de estudio en 2 — H,
y al punto de referencia en dH,. Es decir, si 02 y 9H, son lo suficientemente
cercanas para que dos normales a dH, (en puntos disntintos) se corten fuera
de la region ) — H, podemos escribir de manera tnica a un punto en la regiéon
antes senalada como

X =X(t) +vn con n(t) normal exterior unitario y Xo(t) € 0H,

Op.2) _ n x T—i—vd—n nx |T+v —1% L&'t
ov,t) dt rat T Rae

IDada una curva suave y T la longitud de arco, podemos definir al vector tangente %, normal
n y la curvatura k de la siguiente forma:

Entonces, el jacobiano de la transformacion es

dp,z) 6X 8X 0> dXo dn
ov,t) “ ot

dt +Vd’t

1

. dX

T=—

dt

Este vector es unitario; entonces se encuentra que
d ., . . dt dt
—|tP=2t-—=0 — 11—
dt dt dt

si expresamos a T en términos de «a, el dngulo que hace la tangente con el eje =, también
podemos escribir al vector tangente como:
. dt  da d’t  dk .
= (cosa,sina) — — = —(—sina,cosa)=kn — — = —n—k>t
dt dt dv?  dt
Pues recordemos que la curvatura se define como la razén de cambio del dngulo de la tangente
(con la horizontal) respecto a la longitud de arco. Entonces tenemos

dt 1dt

= -
’d’r Y k dr
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s =[x (v { v
ggf;z 2 =(1-kv) (10.5)

Con esta expresion del jacobiano, podemos escribir la siguiente identidad:

E // GdA/ = § // G|39(1 — k/l//)dl/ld’['/
s ™
Q—H. 99 Q—H.

Observemos que la integral de linea en (10.4) se puede expresar como una inte-
gral de superficie.

5 5 q(t) 5 w(w)  prq(t)
f/ Glom. ¢ dv' = f/ Pé(t,t’)/ dv' dt = f/ / L.(t,t')dV dt
™ JoH, T JoH, 0 ™ Jo 0

Multiplicando el integrando por el factor 1 — k't + k't y reagrupando tenemos

5 5 5 ) pat)
- Glon. ¢'dv = = // Cc(t,t)dA" + */ / C.(t,t)K' V' dV dt
™ T Jo 0
A-H.

™ JoH,

Como la curvatura k y I'c son funciones que dependen solamente de la longi-
tud de arco, podemos realizar la primera integral en el segundo sumando del
miembro derecho de modo que

5 5 () k/q/2
Ho=2 [[(@lon-raeenan -2 [ ree) a0
T T Jo 2
Q—H,

Para continuar la demostracién probaremos que .4 mapea a & en % . No-
temos que ¢ es la adicién de los dos sumandos no lineales antes calculados
dividida por p. Analicemos término a término.

5 oG

-3 //G|69*G\8H€*q67

8H. v
Ho—H.

La primera parte de esta expresién vemos que es invariante ante el cambio

det — 7—t (esta transformacién induce el cambio z — —2z), ademds sabemos

ov
que ¥y, = p*(1 — p? — 2?), de modo que Yy, |oa — Yi,lom. — g 5

O 1,

!
ov dA

OH.

M =¥, loa—Vu,lon. —q

se
O0H.

puede determinar explicitamente, i.e. la continuidad se muestra facilmente.
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La invarianza de las integrales ante el cambiot — w—t, se debe a la simetria
de la region de integracion, pues a las primeras dos integrales las podemos pensar
como la resta de dos funciones de corriente de dos vértices anulares de seccién
trasnversal Hy — H. y misma funcién de vorticidad pero distinto signo, que se
evaluan sobre las curvas 0X) y 0H, respectivamente, mientras que la invarianza
del término con derivada normal se garantiza pues podemos escribirlo como

0[5
Ho—H. OH.

Esta cantidad mide el cambio de la funcién de corriente de un vértice anular en
Hy — H, evaluada sobre 0H,. Entonces, la invarianza de la funcién de corriente
ante el cambio t — 7 —t y la simetria de la curva 0H, garantizan la invarianza
de (10.7), y con ello la del término .A4].

Para 45 los mismos argumentos se aplican en la integral de superficie, pues
0f) es simétrica respecto al eje r asi como lo es Hy. En la integral de linea
I'c es invariante ante el cambio mencionado, asi como la curvatura de 0H, y la
cantidad ¢'(t’), dependen de 992 y OH,. Por lo tanto .45 es invariante ante el
cambio t — 7w —t.

Por otra parte la continuidad se muestra usando las mismas ideas que en el
capitulo (9), es decir, esta propiedad es consecuencia directa de que el operador
G y G? tengan singularidad de tipo logarftmica y logaritmica cuadrada, (son
integrables), y la frontera de Hy — H, y Q — H, son continuas; i. e. el operador
resultante es compacto.?

Con esto concluimos que ¢ : B — .

El resto del capitulo consiste en mostrar (10.1) y (10.2). Comencemos con
los términos que no involucran integrales, es decir:

vy
Ua,loo — Ca,lon., —¢ ED >

(10.8)
OH.

Es facil ver que esta parte es el residuo de una serie de Taylor a segundo orden
de Uy, loq en términos de ¥y, |om, pues ¥y, es constante sobre la curva 0H,
por ser linea de corriente.

Si llamamos « el angulo de la normal a 0H, con el eje z podemos descom-
poner al incremento en sus componentes p, z y ver que

ploa = plon. +qsina  z|lsq = z|lom. + qcosa

*Ver ([3]) y ([4])-
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= Up,loa = pPlaa(l — 2%aa — p*lon)

Sustituyendo las primeras dos expresiones en la tercera, agrutando adecuada-
mente en potencias de ¢ encontramos que

1—2’27;)2

— p(1 4 4sin” a) — 2zsin 2a
P

Ry =¢%p {Sin2 o
. . 92 z . q . o
—gsina< 2+ 2sin” a + —sin 2a + = sin” «
P P
Hay que resaltar que el factor que acompana a ¢2p es acotado entonces:
ov
U, loa — Yu,lom. —q 650 ||U||2

OH. S Oq2 S CT
P g

Adema&s g también lo es (ver ecuacién (8.19)), de hecho

9> /(1 —202)2sin?0 + (1 — 02)2 cos? 0 (10.9)
Para dar una mejor cota inferior a g probaremos el siguiente teorema.
Teorema 14. Dado el punto (p,z) € OH, la siguiente cota de g es vdlida.
g<Ce?3 (10.10)

Demostracion. Como g es evaluado sobre 0H,, podemos expresar al sin 6 y cos
como funcién de o, de manera que al sustituirlas en (10.9) tenemos

2 — 302

25 (1= 02)2 — €2(] — €2
P2 -0 - E01- )]

= f(o)

o buena variable de f pues ¢ € [0, 7] implica que o sea creciente. Esta funcién
solo tiene un punto critico (minimo) para o > 0 dado por

5/ €2(1 — €2)

fllo)y=0s02=1- 5

Con un poco de manipulacién algebréica tenemos

92 > f (1 _ 3 62(12_62)> _ %64/3(1 _ 0(62/3))

3
De aqui identificamos que C' ~ \5/;
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Por tanto acotamos la primer parte no lineal por:

o
U, loa — Vi, lon, —q—7,°

OH. < 072 ||u||2674/3
P

Para mostrar (10.2) en este término no lineal, solo basta con hacer el andlisis
anterior dos veces y recordar la factorizacion de una diferencia de cuadrados.

10.1. Eleccién del espacio de trabajo y su parti-
cion

El siguiente paso es acotar las integrales de la expresién (10.3). Al igual que
en los desarrollos anteriores tendremos que partir el integrando en dos regiones
para t' de modo que con t € [0,7/2] la integral sea pequena (de orden ¢ ) pues
el integrando es chico, mientras que en la segunda el integrando puede o no
estar acotado 2 y la regién de integracién es pequeia de manera que la integral
también lo es. Para este fin se definen dos espacios:

E,={(p,2)|(p',2") € H)— He,s <2q} Fs=Hy— H.—E; (10.11)
donde ¢2 = (p — p')? + (2 — 2’)? con (p, z) € OH,.

Al igual que antes, usaremos las cotas obtenidas en (6), cada una servird de-
pendiendo la regién de trabajo; por ejemplo si tomamos /3 < t < /2,
habra que dividir a F; en dos regiones una donde usaremos la primera de las
cotas obtenidas en (6.14) (regiones alejadas de t = ') y otra donde trabajaremos
con la segunda (regiones cercanas a t = t'). Para hacer esto, nos basaremos en

*/(4pp").-

Supongamos que tomamos u € %, y como |g~ 1| < C~1e2/3 podemos afir-
mar que |g| < C~2e*/3, ya que ¢ = u/g.

10.1.1. Particion de E;

Para designar la particién de E; haremos el siguiente anélisis.

2 (0—0")? 4400’ sin® |0 — 0')/2 1 |9 9’|2 [0 /9/
dpp’ 400’ sin 0 sin 0’ - 71'2 0’

3Si no es acotado, la singularidad que posee es removible




CAPITULO 10. ANALISIS DE TERMINOS NO LINEALES 140

La manera méas simple de hacer que el término de la derecha sea indepen-
diente de €, es que 6’ > a10 6 0 > ax8’ con a; =cte. * En particular forzamos

la condicion: )
0 0’
[\/9/‘\/91 > 1
Se encuentra que
[0 10 0 /0 10 3
Z_ s Z>yp — =< = >
7 971—>279, o 7= 1—>0720

Escogiendo a; = 3/2 y ap = 2 podemos garantizar que ¢? > ¢? °

t > e2/3 implica que 6/2 > 6., entonces definimos:

B = {(PI7Z,) S

2 2
(10.12)
1
Ele{(P’Z/)GEl g§9/<97 022} (10.13)
/ / / 3 1
Ei.=4(p,2)eFE| 6<86 §§9, 02—2 (10.14)
3 1

Eiq= {(PIVZ/) €k

con (p, 2) fijoy €2/ <t < 7/2. y sin? 6, = €2(1 — €2).

En E1, y E14 es aplicable la primera cota de (6.14) mientras que en Eq; y
F1. se aplica la segunda. Entonces podemos acotar al término no lineal como
sigue:

oG ,
|// Glon ~ Glon, —a 5| A
Ho—H. v

OH.

//E'l
+// G|aQ +G|8HE +
Eo

Para evitar problemas, la parte de Ej, y E1q donde o < 11/2, se cubrira con
una franja de ancho 3e, pues o(6.)sinf, = e1/2(1 — €2) < 3¢ es decir toda la
regién donde o < 1/ V2 queda cubierta por la franja

<

Gloa — Glon. — ¢ g—f dA’”  (10.16)

O0H.

o6
q@u

dA" (10.17)

OH.

{(p,z)] 0<p<3e, —-1<z<1}

4Si 0 es cercano a 6 la cota inferior puede hacerse tan pequefia como se desee.
S5como p > € >q, p' > e > q entonces pp’ > ¢>.
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Para cubrir el resto de E; debemos estudiar la expresion para o. Tomemos

f(h):m:H—Z(—;) % h<<1
n=1 n '

(l+s—1)y s € N. Es facil ver que cada
h =

Donde (I)s = I(l + 1)(I1 + 2)
término de la sumatoria es negativo (para h > 0). Entonces si definimos J(h)

% + %\/ 1 — h su desarrollo en serie de Taylor es

~v(h) = 1 ~™( > 1\ A"
—/1- 22— - =) = =-
J(h) =/ 5 - mz::l 5 zmm, : Z:: )
Se puede observar ficilmente que € < 4/1 — 2/ V/5 implica

2
€

1-8>0>1-4p3, = — 10.18

pzoz p p 2sin’ 0 ( )

I
g if

|

|

|

2

E i/
&H,

I

ke
ty
ol 3 X

Con esto, la integral sobre E1, U F14 se acota por

3e oo 0/2 1
/ - ldA < / / -|dZ'dp" + / / / / |-+ |o'do’db’
E14UE1q 3e 1-48"  3¢/2 1-4p/
Mientras que la integral E1;, U F. se sobre estima por
6—v2lq| 1 30/2 1 6+v2lal 1
/ A < / / + / / + / / I |0’ do’ b’
02 1-48"  g1\/3|q| 1-48" 09—/ 1-F

E1yUE:.
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La regién de integraciéon es la comprendida por la figura BCDEFGHI en el
siguiente diagrama.

Por definicién de Es, la integral en esa parte se acota por

2r r2|q| z—27
// \-~-|dA’§/ / |-+ |sdsdg con ¢:tan_1i
Es o Jo pP—p

Comencemos por la integral sobre Fy,U FE14. En el primer sumando de dicha
expresion usamos la primera de las cotas encontradas en (6.14), integrando con

" sin? ¢ 2
5111(;5(17 T)‘ S 3

-1 z—=2'
p—p’

el cambio de variable ¢(z’) = tan y usando que

tendremos:

3e 1 2 3e 2 13 3¢ /3
ull® (2 p°p P
K:/ / o |dZ'dp! g448”— ( / PP _ap| + — 0y
o Joa - g> \31Jo (p—p)* o (p—p)?

Si ¢ > €2/3 entonces .¥ > 1/\/@, de modo que p > @ P < 3¢, usando esto
y (10.10) encontramos

)

~ 2 4 2
K < MEHUW

o con  C =0(1) (10.19)

Ahora pasemos al segundo sumando de F;, U E14, donde al usar que p < o6
. 1% . . . 2
y la misma expresién (con variables primadas) para p’, aunado a 6 > sinf > 79
se acota como sigue

0/2 ,1 0/2 ,1 257139293 13913
/ ‘...|g’da'd9'§18q2/ / (UG = +2 3 )a’da'dG'EL
3e 1-4p 3e 1-48 S S

Al usar 2 > 400’ sin? @ > 00'0? /7% (pues 6 < /2), la expresién resultante
se puede integrar de modo que
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0/2 1
0 973 (n* + 1 97t (7* + 1
L< 187r3(7r2+1)q2/9—3 / o' do’df! < %HUW < %6_2/3||u|2p 6
3¢ 1l4p

El tercer y iltimo sumando de Fi, U F14 de manera analoga a los casos
anteriores se llega a:

m—3€ 1
/ / |- |o’do’df’ < 3602 (72 + 2)pe2/3|ul|2
30/2 J1—4p

Ahora comencemos con las integrales para la regién Ey, U Eq., antes mos-
traremos la siguiente

Proposicién 5. Si (p,z) € 0H, y (p',2') € E1p U E1. entonces se cumple que

/
V200" o 00 (10.20)

. h_1
- s 16—o]

Demostracion. Se sabe que en esta regién 6/2 < ¢’ < 36/2

2pp’< T 600’ < /30
c S Valo—o] S 200-0]

Se observa que

/30 2pp’ 0 60
— > 142" < (142
2‘9_9/|_7r\/§ = 1425 <(1+ 7r\/§)2|9_9,|<|9_9,|
/ / / /
- sinh™! 20p < log <1 + 8op ) < log 7 699/
S S -

O

Con este resultado nos es posible continuar. Tomemos la primera de ellas y
acotemosla usando la segunda expresién de (6.14)

0—v2|q| 1 6—v2lq| 1
ld /d9/ <18 2 1/2 13/2 1 2 1 66 /d /del =N
||0’ g < q 1% P §+E0gm g ao =
0/2 1-4p 0/2 1-4p
SEsta tltima desigualdad se tiene al multiplicar y dividir por p y usar que p > Si\/nég > @
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Primero integremos el término ¢=2. Con p' < 2py o > 1/v2y o' > 1/1/2,
e integrando en ¢’ (y usando que tan~!z < 7/2) tenemos

1 1
1
/ 1/2 /3/2 o'do’ < 2\[/) / /Qd l 97Tp9/
174ﬁ’ C 1—4p’ (O'/ _ 0_)2 +9 |9 _20 ‘ ‘ |
e

Para el otro integrando usaremos que p'/p < 2

1 /3/2
2p 60 5 €2 660
I 'do’ < 16 I — log ———
/14;3/ o8 g < 163 o g < VB o

Con esto, podemos acotar a N como sigue:

0—+/2|q| 2
N§187r2q2p/ l p +\/§e log 069%] do’
) _

12 0—0] " 007

Integrando directamente el primer sumando y por partes (repetidas veces) el
segundo tendremos

0 V/8¢e2
N <1872 ¢? log——— + —log 12
< qplp g2\/§|q| gz log

Como se ve en (B.2) el cociente p/g < Cs, y por 10.10 llegamos a

2. 1
N < 18C,C~ 1% e 2/3||u|)?p [3 log = + V8log 12]
€

Es decir esta parte de la integral es del orden senalado en (10.1).

Los célculos hechos antes pueden modificarse para calcular la segunda inte-
gral de Fq, U E., pero antes debemos relacionar p con p’, para ello notemos que
20 > ¢’. Para relacionar sin 6 con sin ¢’ no es tan sencillo pues sin z oscila. Para
ello analizamos los casos posibles para § < 7/2 (pues la curva es simétrica).

.23 <h< Z implica % < Z; como sinz se ve facilmente que sinf <
sin®’ << 2sinf. Pues cosf > 0 en esa regién.
<

% < 3” de manera que 1 <

s

= Si g < 0 < 7 entonces 3

Asi %sin@ > sin 6.

—~-gin 6.

%m

Concluimos que sin 6’ < 2sinf i.e. p’ < 4p. Entonces

30/2 1
/ / |- |o'do’d’ <
6+v3lq J1-ap"

2 802 ,02 60 ! 1!
18-8¢q — +2log o'do’'dd’ = P
? |6 — 0]
0++v2]q| J1-4p’ S




CAPITULO 10. ANALISIS DE TERMINOS NO LINEALES 145

Apartir de aqui, los pasos para acotar a P son exactamente los mismos que
se hicieron para N, de modo que llegaremos a la misma cota.

2 1
P < 18V8C,C 1 n2 e 2/3||u?p {3 log = + V/8log 12
€
Que es la estimacién buscada.

Falta encontrar la tltima de las integrales sobre E1;, U Ey., es decir

6+v2lq| 1
/ |--|o’do’de’
0—v2lq| J1-p'

Para hacerlo cambiaremos la cota en el sinh~! del integrando. Observemos que

7 2020 4 4
2pp< V26 B V86 sin? fsin? 6 <1+O< € € ))

s T lo—o] e |sin29’fsin29’

sin*@ = sin* ¢’

Si estimamos el orden de magnitud de esta cantidad encontramos:

.9 s 2 gy 4 4 4
;/S@s;n 051T129 <1+O< .64 N '64 >> 20(92)
€ |sm 0’ — sin 9’ sin“ @  sin” ¢’ €q

V2pp 20 20’ 20
7 V2 Y T N R C VT
S o — 0o’ < lo— ol

Con este resultado tenemos

sinh ™!

v 2pp’ 26
S

< log lo — o]

Por tanto
0+v2|q|

1
/ |-+ |o'do’ e’
0—v2lq| J1-p’

2 b+v2lal 1 1/2 13/2 1 2 20 13 1 an!
< 18¢ pop -+ 5 log——|0odo'dd =Q
0—v2lq| J1-p < P lo — o’

Recordemos que sobre esta region no existen singularidades, pues asi fue
construida, aprovechando esto integremos cada sumando; en el primero usemos
ques > |lo—0o'|,0' <20y 6 <20

04+v2|q| 1 'd0’ do’ 04++2]q| 1 2
/ p1/2p3/2¥ < /271'p/ 9// g / 2d0”d9/
0—valal J1-p < o-valgl  J1g (0= 0)

Integrando directamente la primera vez y acotando por el maximo a la funcién
resultante se tiene
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0+v2|q|

1 ! 30! 4! 2
1/2 3/20d9d0 <8 7r9q+00 ) 1
— = qlog —
9—v2lq| /lﬁ’p g ¢ P 562 g452

Para el otro integrando se usa 2p > p’ y se integra por partes

0+v2lq| 1 2 20
1/2 13/2
6—v2lq| J1-p’ P

0+v2]ql 1 20
< 16/ / log ———0'do’d’
0—2|q| J1-p’ (o' — o)

pues 2p > p' y en la regién de integracién o < o', a Integrar por partes la
primera vez y acotando por el maximo la funcion restante tendremos:

o'do’dd’

0+v2|q| 20

1
2 0

/ pt/2p312 Z 10g o'do’dd’ < 64v/2¢Blog —
1-8 p? lo — o’ B?

0—/2|q|
Con este resultado concluimos que:

OOl 1
ogrﬁQ

29
70| ull 4o
59332 g3

Ahora usemos que f = €2/2sin?60, y que p/g < 1+ O(?) y que ||lu| < €
entonces

1 0
@ < 18]ulPp sy )+ o135l o

2
Q < 288|jul]*p | V7 \/5126_1 +C?lo L +16C 3 1o 4
= P 5 5 4e e

Solo resta encontrar la integral sobre Fs.

o1 2|q| z—2
// \~-|dA’§/ / |-+ |sdsdgp con qs:tan*li,
B, o Jo pP=p

El autor original del articulo realiza una expansién en serie de Taylor del niicleo
G|aq alrededor de la curva 0H,, toma los términos “dominates” a primer orden
e integra; en lo presonal no creo que sea una buena idea pues se crea una singula-
ridad que no existe en el punto (p’, z’) = (p, z) (mueve la singularidad de lugar),
ademas los términos de la serie de orden igual o mayor a g2 no se garantiza que
vayan a cero, pues en el punto (p’, 2') = (p+g¢sina, z+qcos ) G|aoq es singular,
pero Glam. es regular entonces los términos restantes en la serie deben recobrar
el caracter singular de la expresién original. Por ello proponemos renombrar al
punto (p + ¢gsina, z + gcosa) = (p, Z) y trabajarlo de esta forma.
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Si definimos

Es = {(p’,z’) €EHy—Hl|c=\(p—p)2+(E-2)2< 40}

Es fécil ver que Ey C F3. Entonces

sdsde

2m 2| oG
dA’ S/ Glom, + 15,
0 0 v

0
/ Gloa + Glom. + 15,
Es v

OH. OH.

21 4|q| B
+/ Glaq Sddg
0 0

—1 5 —
con ¢ = tan ;;,,y¢—tan ;_;,.

Podemos usar de nuevo las cotas obtenidas en el capitulo (6) para G y sus
parciales. Tomando (6.15) y (6.16) y las cotas para |f(a)| y |f’(a)| tenemos

oG 1 V2pp 2 1
45" <Gyl + |G| < pM?p % | —sion P YEPE L2 1 (10.21)
Jv 2p S s 2p
Entonces
2pp’ 4 1 1 v 2pp’
Glom.+ qa—G < pt/2p32 {sinh_1 NP + 1 < 4+ = 4 =sinh™! ppﬂ
v OH. S 2\s¢ p p <

Como en los célculos pasados, absorvemos la contribucién de p~! notando que

si 6 > €2/3 entonces 0’ > 0/2 si el punto (o', 2') € Ea de modo que /2pp > ¢
De este modo tenemos:

V2pp’ V2pp V2pp
sinh™! pe §10g3 pe y log3 pe >1
S S S
Asi
9 /
Gloa + Glom. + 15, dA
E> v OH.

2 2l 3v2p0 2 1. 320
S/ / p1/2p/3/2 [logpp—i—q(—i—log PP )} cdsde
o Jo S S p S
27 rdlq| 3./950 B
+/ / ﬁ1/2p/3/2 log 7\/~pp cdedd
0 0 S
Usemos que pp’ <2, p' <p+29<2pyp <p+2q<2p, entonces

oG
/ Gloa + Glom. + 15, dA’
Es 14

OH.

2 r2|q| 21 pdlq|
<2\fp/ /q{ + (g + p)log }<d<d¢+2fﬁ2/ /qlog cdsde
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Integrando directamente y usando que p?/g? < (1 — 2¢)~! en conjunto con que

p<pyquep=ocsinf > % > ﬁf/s llegamos a:
9 /
Gloa + Glom. + 15, dA
E> v OH.

827 9 |:<7T > - 1
< U — 42713 ) e 2B log —
<1 (5 & Tl

1. 2 4
—2v/2me2/3 <7r2 - g + 1 log 39 + 2712 log 39)
LT e L T e 2 T

2 Bl 2 ®3¢ 4

Que muestra el caracter buscado.

Para estudiar el comportamiento de Acu; — Acus, habrd que analizar los
siguientes términos.

/ Gloa, — Gloa, — (g1 — q2) Z—G dA’ (10.22)
v

Ho—H. OH.

Al igual que antes, debemos definir un espacio E; donde los operadores son se-
mejantes, y otro (F3) donde la regién de integracién sea pequena. La definicién
de E; es casi igual que en (10.11), pero cambiando 2q por ¢ + ¢2. Entonces,
la integral sobre Hy — H. se parte en las integrales sobre Fq y E3. Como las
singularidades de los nicleos estdn en Ey, podemos expresar (sobre E1) Glaq,
6 Glog, en serie de Taylor respecto a la curva OH, es decir, que el término de
orden cero sea G|pm. v garantizar la convergencia de la serie. Para ello modi-
ficaremos la demostraciéon hecha en el capitulo (6) teorema (6.14), pues si a la
expresion (10.22) sumamos y restamos G|am. en el integrando y reagrupamos

encotramos:
dA' =
OH.

oG 0G
//G|aszl —Glon. — ¢ 5
v
// (q% — q%) (sin2 aGp, + 2sinacosaG,, + cos? aGZZ) lom. + O (qi)’ — qg) dA’
Ey

v

- <G|6522 - Glon. — a2
9H,
Ey

De este modo, se ve que se llega a las mismas cotas obtenidas en el teorema (6.14)
a excepcién de que se cambia el término ¢% por ¢ — g3 = (|g1] —|q2|)(|q1] + |g2])-
Es claro que el trabajo a realizar para acotar ésta integral es exactamente el mis-
mo que se realizé para la integral (10.16) pero ahora se debe sustituir el término
mencionado. Por tal motivo omitiremos estos pasos y centraremos nuestra aten-
cién en la integral sobre Ejs.
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Recordemos que una vez que se fija el valor de t, se fija el punto (p, z) € 9H,
y con ello, la normal a dicha curva en ese punto, que a su vez la interseccién de
esta normal con las curvas 9§21 y 9o determinan los puntos (p1,21) y (p2, 22)
respectivamente.

8H, ;

80,

AN
cH, = D
A=(p,. z;) = (p.2) + q (sin ac0s )
C=(p,. z,) = (p.2) + g,fsin a,cos a)
D=(p,2)
B=4+C
2

Para tener la dependencia de |g1| — |¢2| partiremos Fs en dos regiones més.

p1+p ? z1+z 2
By =< (p,7) € By <122—P/> +(122—Z/> <lq — q2]

Eop = By — By,

Asi

oG /
[[Glon, ~Glon, ~ @ -4 57| aa < [[Glan, + Glon, a4
Ez E2a

+//|G|ml — Glon,] dA + o —q2|/

Egb E2

OH.

e ,
S| [aa

OH.

Primero acotaremos la integral que involucra la suma de los nicleos, posterior-
mente la diferencia y por dltimo la integral con la derivada normal.

Observemos que (p1,21) € FEay y (p2,22) € FEa,, aunque no se garantiza
que (p,z) € FEs,, Ahora bien observemos que G|pq, tiene una singularidad
para (p',z') = (p1,21) al igual que G|aq, tiene una singularidad para (o', 2") =
(p2, 22); pero la singularidad de un nicleo no es singularidad del otro, entonces
es claro que:

L el
Gloq, + Glaq, dA” < py " p° " log o sidsidegr
o Jo

Ea,

27 r3lq1—qz2|/2 3
* / / py* 0/ log = Gudssdipy
0 0 G2
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Donde

/
g =V(pi—p)2+ (2 — #)? qbi:tan_l;f ; coni=1062
; —

Usando que p/ < 2py p; < 2p para i = 1 6 2 e integrando directamente se
encuentra:

2 1
//G\am + Glaq, dA" < 9V2r|q — go|*p? (logqq2| + >
=

2
Ezq

Para la integral en E9;, hay que que usar las cota (6.8) del capitulo (6); como
en esta parte no hay singularidades de los nicleos G, expresaremos a uno en
funcién del otro tomando las variables de integracién comunes a ambos ntcleos.

13/2 ,1/2 ) 1 2900
//|G\391—G\392\dA’ < |q1—q2|/ Ppy L + L (1 ©sinh—! V2P )} dA
2

2 P2 S2
Eop Eop
S e 1 V20ap
S‘QI_Q2|/ / — [2+<1+Sinh >} dcadga
0 st P2 S2
con

§= 152 [ o)+ VT

G = —qacos(pg — ) + \/((h +q2)% — @2 sin2(¢2 —a)

Lo anterior es cierto, pues se sabe que Fap C Bjg, 44,|(p;2) — Faq; de este
modo, ¢ y ¢5 no son més que los radios de dichos circulos medidos desde el
punto (pa, z2) en funcién del dngulo ¢s.

Como p' < 2py < 2,1 <sinh™! % , sinh™'# < log(3z) si > 1, es cierto
que:

/ |Glaq, — Glaq,|dA’

E2p

27 *2
" S 1 6
< 2V2|q1 — g2|p2 / pasy (2) + 2 | = +1log — | deo
0 2 2 S5

1 3
< 8\@7T|Q1—Q2|'|91+QQ\02 {PQ + g1 + ¢2| (2 + log q1+q2|> } 7

"Esto se obtuvo de usar que 5 <2|q1 + q2|
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Ahora solo resta la tltima integral. Para encontrar su valor tomenos la ex-
presién (10.21) y usemos las mismas cotas de antes para llegar a:

e,

27 plgitge| 6
lq1 dA’ < 2V2|q, — q2|p/ / [2,0 +¢log } dsdg
OH. 0 0 S

+ 1 6
< 4\/§7T|Q1 — @] - |lg1 + q2lp [2/’+ M ( + log )}
2 2 lg1 + g2

Este resultado aunado a los obtenidos anteriormente muestran que para
0 > €2/3, el operador no lineal A;u presenta el comportamiento sefialado en el
teorema.

10.2. Analisis de .4 con t < 2/3

10.2.1. Particién de la region de trabajo.

Al igual que en t > €%/3, usaremos la misma definicién (10.11) del espacio
F1, que es donde los nicleos son cercanos entre si. De la misma manera Fs es el
complemento de F, en Hy — H,. Lo que ahora cambiard, sera la forma de divi-
dir F1, pues aqui usaremos rectangulos en ves de sectores circulares como en el
otro caso. Este estudio solo se hard para t < 7/2, pues la integral sobre el resto
da una contribucién menor o igual a la que se obtenga en el estudio que haremos.

Notemos que:

dpp’ 4pp’ 1

>
=)+ (z—2)

para e suficientemente pequeno; es por ello que partiremos a F; como sigue:

si |z—2|>€ 6 |p—p|>e€

Eio={(p,7)eE1| —e<Z <1, 0<p <p—¢} (10.23)
Enp={(p,2)eE | —e<z<z—¢ p—ec<p <p} (10.24)
Ei.={(,2)€EE | z2+e<2 <1, p—e<p <p+e} (10.25)
Eia={(p,Z)eE1| 2¢<0' <7/2, 1>0">1-48"} (10.26)
Elef{(p’,z’)GEﬂ z—e<z <z—qV2, pfegp’gp} (10.27)
Elf_{(p deEE | 24+ qV2< 2 <zt p—eSp’Sp—Fe} (10.28)

Eyy {(p dYEE | z—qV2<2 <z4+qV2, p—e<) <p—q\f} (10.29)

Con (p, 2) fijo y €2/3 > t.
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2hs

zte o

z+ V24

z-gV2-

z-g o SES

a

De este modo, en las regiones F1,, F1p, E1. y F14, usaremos la primera de las
cotas en (6.14), mientras que en las restantes usaremos la segunda desigualdad,

pues alli se cumple que /2pp’ /s > 1.

10.2.2. Integrales sobre F,, F;, v Ei.

En Ei, se cumple 4pp’ < ¢? de modo que
p—e /1/2 /3/2 ( _ £\3/2 _ \5/2
- p—6) (p—€)
/_/ w1 S(HE)( 18017 T 2005 )

7
1 <L
< a0t OP = 1550

Que en conjunto con el g~2 da el comportamiento buscado.

La siguiente region es 1. con la misma desigualdad encontraremos:

/1/2 /3/2 3/2 _ (,_ \3/2 5/2 _ (. _ \5/2
p (p—¢) P (p—¢)
/_6 / 25 1/2 8 Q,3/2 dp dz' = Z( 48p1/2 + 20p3/2

17

= 2107

Que al igual que antes, tiene el mismo comportamiento.

En la integral sobre F1., procederemos de manera andloga.

pte /1/2 pl3/2 L,
dp'dz
[ et
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3/2 _ (. _ \3/2 5/2 _ (. _ \5/2
<(-z-0 (pte) (p—e) +(p+6) (p—¢e)
48[)1/2 20p3/2

Con un poco de manipulacién algebréica se tendra:

pte /1/2 /3/2 1 3 23
/+6/ ¥ ,172 83/2 dp'dz < (1—2—¢)p (6+5>§30(1—z—6)p

Esta integral es al igual que las demaés, de la forma buscada.

10.2.3. Integrales sobre Ei., E; y Ei,

Realizaremos el célculo sobre Fi., en esta parte /2pp’/s > 1, entonces
debemos estimar la siguiente ecuacién:

z—qV2 pp . 1/2 13/2 13/2 200
/ / A Lo 1og[6V pp} dp'dz’
S p3/2 S

En el primer sumando, usaremos que p’ < py el cambio tan¢ = (p—p')/(z—2')
para después integrar por paurtes8 para tener

z—qV2 pp 1/2 13/2 1
/ / dz’dp% < p? | logztan~! =
¢ Tlgvase

2 €
< p? E—l-M lo
(302,

Que es de la forman buscada, para el otro sumando de la integral p’ < p <e
al usar esto y cosiderando el cambio £ = p — p/, e integramos obtenemos:

R TN (e T4 36
/ / 7 { c ]dpdz Spe<log€2/3+2(7r+2)>

Que tiene el orden buscado.

1
+ z(logz — 1)

qV'2/e

2/3
?

En la regién E) ¢ y Fq4 usaremos estimaciones andlogas, al caso anterior, de
donde se obtiene
para Eyy:

z+e pte /3/2 6 /2 7 36

/ / 2p3 5 log [ pe } dp'dz' < 2v/2pe (log -5+ (Br+ 4))
ctavaJp—e PV < e/

y para Fyg

24+qV2 pp—qV2 132 6+/200 6

22 1o og pp dp'dz’ < 2v/8pe*/® log —~=
3/2 2/3

z2—qV2 14 < €

8En algtin momento en la integracién habrd que usar que z? + 1 > 1 para acotar una
integral que resulta ser eliptica.
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Es decir ambas integrales son de la forma buscada.

10.2.4. Integral sobre E\

La parte restante sobre E; es la integral en E1g4.

/2 pl 1 1
L= / / 2’ (5 + 23) o'do’db’
2e 1—4p’ S p=s

Como 4pp’ < ¢? en esta parte, integramos para llegar a

P e L e A L € ek o0 i L Ll Y
=/, 80p1/2 28,03/2

€

Usando aritmética sencilla podemos ver que:

4

/2 B sin'/? 0 | 1 sin ' &
Lg/ P 72 N1 -4 + 1— 48| o’

Como cada sumando en los corchetes cuadrados es menor o igual a 1, y que
sinf’ > 20’ /7 se tiene:

< w/2 62 1 N l da/ - 7T3/263/2 N 7T62
~ Jae /psin® |4sinf  p =P 8p3/2 2p°/2

A primera vista podria parecer que el tltimo sumando no es una buena cota,
pues en conjunto con ¢~ 2 no darfa el comportamiento buscado, pero eso es por
que tenemos en mente que g~2 < C~2¢7%/3 1o cudl es cierto, pero es una mala
cota, en algunas regiones, es decir:

Sabemos que g2 es decreciente (como funcion de p) antes del minimo (sin § =
{/2¢2/3) y ademis se acota por

2—30
1—0

P> (1-0??—(1-&)

n Sio < 1/\/57 se ve facilmente que g2 > C con C constante menor a 1 e
independiente de €; de modo que:

2
e m —1/2

2057242 < 202 ¢
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" S5i6.<0=0()yo> 1/\/5, podemos deducir de la serie para o en
funcién de @ y de la expresién para g que es posible acotar g2 > C con C

constante menor a 1 e independiente de e.
e? ™ e 1/2

<
2077 = 820 (1- @)

» Si 23>0 = 0(62/3) y o > 1/4/2 entonces g > Ce*/3 y p = Cre?/3 de

modo que:

2
TE s _1

< €
2071297 = oci?C2

Es decir, los exponentes de € en todos los casos son mayores a —4/3, por ello
estas cotas son utiles para lo que se desea.

Mostrado que sobre F4 la parte no lineal tiene el comportamiento mencio-
nado, solo falta probarlo para Fs. Los pasos para encontrar esta integral son
exactamente los mismos que se realizaron para el caso 8 > €2/3, pues en ese
desarrollo nunca se uso dicha propiedad de la regién, hacer el calculo nueva-
mente seria copiar las lineas obtenidas antes, lo cual no deja algo al lector.

Para hacer el caso de la diferencia de A u; — Acus, es claro que sobre Ey
no hay que hacer mucho, solo cambiar en la definicién de E; a 2q por g1 + g2, ¥
en las estimaciones de (6.14) cambiar g, por g2 — ¢2; la justificacién del por que
de estos cambios es la misma que se dio en el caso 6 > €2/3. Con los cambios
mencionados, la integraciéon sobre Fi, es de la forma buscada, mientras que la
integracién sobre F es idéntica a la correspondiente para el caso 6 > €2/3. Dado
que los siguientes calculos son repetitivos seran omitidos.

10.3. Analisis del término no lineal .45.
Resulta mds productivo analizar al operador lineal .45 (10.6) restante. Es-
cribamos la expresién de nuevo.

/12

Sy =2 // (Gloo — T (t,#))dA’ — E/ ()4 g
s Q—H, s 0 2

En esta parte resulta til tener una estimacién de la curvatura, pues esta se
involucra en el jacobiano (10.5) en la integral de superficie, por ello la haremos
en este momento.

Como sabemos la curvatura es la razén de cambio del dngulo entre la tan-
gente a la curva y el eje x respecto a la longitud de arco, ademads la curva 0H,
para t > €!/2 es muy parecida a un circulo de radio menor a 1, de manera que la
curvatura es cercana pero mayor a 1, mientras en t ~ 0 la curva es casi vertical,
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es decir la curvatura es muy pequena; dado que la curva es suave entonces la
curvatura es continua, de este modo al trazar una recta horizontal (k > kg > 2)
en la gréafica de la curvatura dependiente de t esta recta cortard en dos puntos a
la curva, entonces por el teorema del valor medio, existe un punto en el dominio
t donde la tangente a la grafica es horizontal, i.e. se tiene un punto critico (en
este caso maximo). Ademds, como la curva OH, en un principio es muy vertical
y después cambia la razén de crecimiento para tener un maximo, es natural
pensar que el maximo de la curvatura se alcanzara para algin punto cercano al
méximo de dH, (pm, 2(pm)). Como en esta regién es vilida la expansién exte-
rior de . usaremos la expresién de la curvatura en términos de dicha variable
radial, entonces si tomamos una curva (p(t), z(t)) tenemos

.. foJe 1 pE—2p\ Ot PE—2p

tana=2/p = k=—= — =
ot sec?« ( p? >

ot (P2 + 2',2)3/2
Ahora bien, si usamos que p = e.(t)sint y z = .%(t) cost, derivando encotra-
remos: ) .
S?2429? S
( P2 4 yz)g/z
Si tomamos de la expansién exterior para .¥ los primeros tres términos que son
los dominantes encontraremos que

k‘:

4 2
_ L+ 250 + 813n€4t +0(e/t) = 0(6*2/3)
(yQ + .72)3/2
pues el término dominante en el numerador para €23 <t < €l/? e ,365 y el
sin® ¢

denominador es O(1). Asi kv < O(e?/3) de manera que:

q/
§ // (G|ag — Fe(t,tl))dA/ < E‘/ / (G|3Q — Ff(t,t/))dl//d"[/
WQ_H T Jou. Jo

Para integrar esta expresién haremos otra particion del intervalo, donde la di-
ferencia de los dos niticleos involucrados sea pequena, mientras que en la otra,
la integral se controla por el ancho del intervalo. Entonces definimos:

4||u
B ={(p) 0= Hls= Vo P o7 > 1l
Con (p, z) € 0H.. Asi E5 = Q— H.— E;. Una vez que se tiene esta particién,
en E; podemos usar las cotas (6.7) y (6.8) obtenidas en el capitulo (6), para
este caso £ = gsina, ¢ =vV'sind’ y hg = ¢, h{, = /. De modo que:

2 13
p2p - -
1Glog — Te(t,t)] < 5 ol +< ) +1wl(p~ ' +¢71)] (10.30)
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2 /
Glaa — Te(t, )] < 2p1/2p/3/2 {M Jgr lal (';' + |Z|) (sinh—1 VPP, 1)

Con (p,z) € 0H. y (p',7') € 0H. N E}.

Para trabajar en F; se tienen dos cotas para la integral original, en §' > 3¢/2
y 0 < 0/2 resulta més cémodo usar (10.30) y en la restante es mejor usar (10.31).

Comencemos en las regiones més sencillas.

w rld|
S = / / |Gaa — Gam,
0

36/2
T 2 13 /|2 /
PP n(l 1 | 1 1 ac’
< -+ - — |-+ = || = dVdt
_/ 3 [|Q||Q|<g+p>+ 2 §+pl dt’ v
30/2

Esto integrando directamente. Observemos que tanto ¢ como ¢’, son la distancia
que separa a OH. de 0N evaluadas en los parametros ¢ y ¢ respectivamente,
entonces |q| < ||lull/g(t) v |g| < ||ull/g(t'), si aunado a esto usamos que ¢~! <
(2p)~1 + (2p") 7! tendremos

3 Tpp? (1 1 1 1\ 1adt
S< = 2/777 =) =—dt
,2||u||p 3 p+p, g+g, g

360/2

Se puede ver con el andlisis del capitulo (6) que

dv'dt

Ldr _ o
gdf  |2(1 —202)sind)|
2

(1+0(2/3)) (10.32)

pdt o
gdf 2|1 —202|
Por la simplicidad de estas expresiones seré conveniente integrar sobre el parame-

tro @' en lugar de ¢'. (10.33) es singular para o = +1/v/2, es decir en 6 = 0. y
0 = m — 0., por esta razon, la integral se partird en regiones.

(14 0(e¥/3Y) (10.33)

Como o2 es creciente como funcién de 6 < 7/2 (usando el signo positivo de

la raiz), en la regién que estamos se tiene
3+V5h
6

con esto tltimo y dado que el término dominante de (10.33) es decreciente
como funcién de o en el intervalo de 36/2 < ¢ < 7 —30y o > 1/\/5, se
encuentra

0% > +0(é?)

L, pdt 3445
max —— <

2/3
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Ademis o2

que

es creciente en el intervalo m — 3¢ > 0 > /2y 0 < 1/\/§ de modo

2§376x/5

"dt  3—+/5 .
+O(62) = aX%T;S 4\/\5[(14’0(62/3))

g

Si partimos la integral encontramos

(3+f) 2 /_3610/> / (1 1) /
S < Z (s +p) -+ ) af
L W= A O]

33—5) [ ) 11
a LS () @

9<

T—0 /2
cp2 11 ) 1dt
+ ol +p)(-+— o
/ﬂfae ¢3 (o5 +0) (g g ) gt av’

T—3e /2
02, 11 ) 1dt.
+ Eo+p(=+—=— do
/w_e ¢3 (P +0) (g g ) gL do’

+
—3e

c

Donde el subindice > se usa para denotar la evalacién en o > 1/v/2 y < se
usa para la evaluacién en o < 1/4/2. Usando que g~* < C~1e2/3 1a expresién
(10.32) y tomando en cuenta que en las ultimas tres integrales se cumple

P <p, os<1, oo<1/V2, ‘1720”2|:\/17462(1762)/811129/

llegamos a
3(3 +/5) i 2(3 — v/5) o
- + - P - pp
SSC 17'[112[)6 2/3 /7> /+ de/_’_i/ <d9/
8\/5 || H O §3 (p> p) (3+\/5) J §3
T—0, , ]
O ulPpe 21+ 0@ [ 22 o
e ° \/Sin2 0" — 4e2(1 — €2)
T—3€ , 1
O ulPpe 1 0@ [ o

3
o N \/5\/sin2 0" —4e2(1 — €2)

Esta las cuatro integrales se cumple 4pp’ /¢? < 1 mientras que en las tres tltimas
se satisface

¢>2> =/1-42(1 - €2), p. =olsind <sinf'/V2, p. =0l sind <sin@
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llegaremos a la siguiente cota:

3(3+5 T NG

s<c 8By | L (1+f’>) T
32v5 €28 S 1 —4e2(1 — €2)

36/2

T—3€

CH1+0(23)) |lul?p sin 6’do’ sin 6’ d6’

1—4e2(1 — 62 e2/3 Y sin® 6’ — sin? 6, Y sin” 0’ — sin? 6,
Ahora hay que ver que con v = cos 26’ se tiene:

3e

sin @’ do’ 1 2sin 20" do’ v/cos 20, — cos 6¢
= — < <
\/sin? @’ — sin® 0, V8 cos®'\/cos20, — cos 20" — 2 -
Gc ac
Con la expresién anterior
36 +VE) e | [ 1(, 2
+ U
1+ d0’ 4+ mV/8(1 + O(é*
< aevs e | ] << ) 1+ 0()

360/2

s 20621+ O(&/%)

En la integral restante usamos que

0 — 9/ 2
p> <O, > 2%
T
Para obtener: s
1 p’>2> 46m 3
1+ df’ < — log 10.34
U/“ S ( 2 V2 e ( )
36/2
Asi concluimos que:
_ 373+ V5) ull*p

2 1/3 2/3
AN {231 +2}+ sor=lul?pe A1+ O/

Ahora calcularemos la siguiente integral

< (0/2) ld|
/ / |Goq — Gop. | dv/dT =R
0 0

Para hacerlo serd conveniente usar como variable
pongamos 20, < 6, p > 1/4/2, entonces la regién

9Pues 1 > cosz > 1 —2z/7 para 0 <z < /2

de integracién a 6’. Su-
en la que integraremos
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serd /2 > 6 > 0. con o’ < 1/ﬂ unién 0. < /2, p > 1/2. Mientras que
si 6, <0 <26, el intervalo se reduce a 7/2 > 6" > 6. , o/ < 1/\/§ Con esta
aclaracién en mente comenzamos a estimar. Por razones similares a las usadas
en la regién 6’ > 360/2 se llega a:

0 /2 /
© pz , 1 1 1dt.
=< =) —S=as
/m @ (Pt <) (9 * g’<> g dv’

0/2 12
S (11 ) 1 dtl
+ [ =+ S+ de’
/e, @ (Pt (9 95 ) gt do’

c

3
R< §||U||QP

NOTA: existen casos donde la segunda integral no tiene sentido.

Ahora usaremos que en esta regién p > p' y 4pp < <2 llegando a

Oc 1 0/2 /

P (1 1Y\ 1dv oL (1 1\ 1dt.

R < 3||u|)? / <<+) < do' + ==+ —) 5—=db
= 3l p[ w24 \g g/ g b 6. 4 \g g5/ ¢ dv

Como p/g < (1 —262)"1/2 =14+ 0(e?) y p' < p tenemos

2 0. / 6/2
1 1d 114
r< Sl / . T§d9’+/ g (10.35)
4v1=2€2 | Jrja s gl db 6, S 95 df

Antes de continuar, notemos que

2 2 2 2 2 2
, o‘—o0 1 \/ 4e2(1 — €2) \/ 4e2(1 — €2?)
o= o+o' 2(c +0') ( sin? 6 * sin? ¢/

Como ¢ es creciente como funcién de 8 ;, 1 > o > o’ y 6 > 3¢ se llega a:

4e2(1—¢€2) _ /5 1 1 3 )
1+0 = —<— < —40
SSOH0@) & < gt < 20

Usando este resultado y la expresién (10.32) en (10.35) y escogiendo a tal que

0. < a < /4 llegamos a

, 1
>\ l-——2
4 sin” 3e 12

9Hu||2 / /“ cos 0'df’
+
\/sm 0" —4e2(1 —€2) 7P cos 9’\/sin2 0" — 4e2(1 — €2)
0/2 0'de’
+/ o (1+0(e?)
0

e cos 9’\/sin2 0" — 4e%(1 — €2)

Es facil ver que la singularidad del integrando es logaritmica. En la primera
ya no tenemos singularidad, mientras que en la segunda y tercera podemos
acotar (suponiendo t < 7/2), integrando y usando 7/2 > /2 llegamos a



CAPITULO 10. ANALISIS DE TERMINOS NO LINEALES 161

R <

4/5 a+ /a2 — 12e2(1 — €2)

(sina + +/sin? a — sin? 00) <sin g + 4 /sin? g — sin? 90>

sin? 6,

97r|ulp ll I(1+/T—4e(1 - &)

+ log

(1+0(¢*)
Como 0. < a < w/4,sind > 20/ry f(z) =z + /22 — 4e2(1 — €2) es creciente,
se tiene

R < 277

™
< T lulplog - (14 0()

En las regiones sobrantes usaremos la otra cota (10.31). Si integramos en v
y usamos que |g| < [|ull/g, |¢'| < ull/g" vy (pp')'/* < V/3p tenemos

T(36/2) q
T= / / |Gag — GaHF dv'd7
T ) J0 )

(6+4lull/g
i ! "\ 1 1 3 V6 1 dv’
T < 2l|ul| LA T T N A AL ) R 77
muj'gy+gg+ s o) (1 22| SO
0+4ulltg
Ahora bien,
1 dt o 1 1

== < < (1+ 0(e?))
g'dd0"  2\/sin®0 —sin®6, ~ 2/sin®3e —sin?6,  2V/e

Usando este resultado junto con pg=t <1/v/1-22=1+0(e?) y p<p' < 3p
tenemos

7
2v/5

36/2
T< 1.2 g@dgf 10
S

e*1|\u||2p(1+0(62))/ -+ -1o

0+4llul/g S P

_ _p12 .
Al usar que ¢2 > 4oo’ sin2 19 29 | > 2 10 WZ " Jas cotas resultan ser integrables, de

modo que

7T m fg 1|60, 67V3p
T< e Hull?pd —=log—= + = | = 1o
4 3mvV3
_ H’U,H log 7;\||/1;|pg } (1 + 0(62))

10Eliminar el uno que acompaiia al sinh~! con un factor de dos se justifica ficilmente en
la regién de integracién. despues se uso que sinh~! z < log(2z + 1) < 3z (para = > 1).
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Como

20 0 4 4
0>p> L = —log 6m/3p < T log 67v/3 ademds M < 561/3 < 3mV3
Py

T 2p 6 — V8

Llegamos a:

s C ™
T< 7||uH pe {\/5 log 39:173 + 7 10g67r\/§} (1+0(€%))

que es de la forma buscada. Ahora, para terminar el andlisis en F7, haremos la
integral sobre el intervalo restante. Usando procedimientos anédlogos a la primera
parte llegaremos a:

T(0—4|ull/9)
/ / |Gaa —
T(6/2)

o-alll/sr 3vBo] 1 d
< 2||u|?p(1 2 5 1 ’ ’
U < 2ullp(1+0() [ [k+ (57 +5) os <]gdww
/2

Aqui al igual que en la integracién del intervalo 0,7t(¢/2) hay dos opciones,
una de ellas es que 3e < 0 < 6e y la otra es 6e < 6, es decir, hay dos posibles
integrales:

0—4|lull/g
3 11 3v2p| 1dv
U < 2||ull’p(1 + 0(62))/ 5 +2 (2;)/ + p) log g’)] 7wda’ (10.36)
0/2

para el caso 6 > 6e, mientras que en el otro integraremos:

9—4jull/g
) ) 3 1 3v2p| 1ldt
U < 2[|ul|?p(1 + O(e?)) 20 T2 2p,+p log . 7wd9 (10.37)
9(1

En esta ultima el integrando tiene singularidad solo en 6. ya que 6/ = 6 no
esta dentro de la regién de integracién; por otro lado dicha regién es muy pe-
quenia (una distancia del orden 4¢) lo que facilitard el acotar. Procedamos con

(10.37).
Dado que 6 < 6¢ entonces:

2(1 —€2) = p'(6.) < p' < p <sinbe < 6e <

6 / /
—p' <4
N

lo que implica

———df’
2 p g

0—4|lull/g
Usww%u+0@»/
0

c

1 2 2 1
[ + —log 3\{;}] d
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1 2. 3V ) /“lul/g 1dv

<6 —+-log——| (1+0 =

el Po.<or<o™ 4|u|/g[ p 8T 1+0() 0. g’ do’
Como ¢? > 400’ sin® |0 — 0’| /2 > 321 e ” y € < p < 6Ge encontramos:

_ 3mg € 0=Allul/g 1 gv'
U < 6||ul/? [ 9 +2¢ 1o ] 14+ O(é / ——dy
[[ullp SVl & 2llul ( (%)) 5 7 a0

Ahora bien, hay que usar que:

O—4llull/g , O0-4llull/g 2/3 ,O-4lull/g 2/3
,_1did9, _ /a (1+ 0(e*/%))do < cos 0'd0’ (1 + O(e?/?))
2

/ . . — . .
9 do , sin® 0 — sin” 6, , 24/sin’ 0" — sin” 0,

oo

™

< log (14 0(e*%)) < = (1+€)(1+ 0(*?))

8
3vV1— €2

una vez con este resultado se llega a

g -1 3myg € 2/3
U < 167||u®*p [ +2¢ 'log } (1+0(e*?))
| 8v2|ul| Al

Para el caso (10.36) se usa un procedimiento andlogo al acotar T, de modo
que se llega a:

3 4 C V84+1 9
%e 10g861/3+ 7 e logbm » (1 + O(e%))

1
U< —|ull?
< =l ||p{

Con esto terminamos la integracién sobre Ej, y solo resta la integracion sobre
Fs, que haremos acontinuacion.

En esta parte usaremos que

/ |Gaa — laA’ < Goa + Gom, dA' < Gom dA" + GodA’
Es Es5 By B>

Donde B, = B, Ll (p,z) y Ba = B, Il (p+ gsinb, z + gcos ) son bolas con

centro en (p,z) y (p + gsinf, z 4+ gcos 9) y radios 4||ul|/g y 5||ul|/g respectiva-
mente.
Si usamos la cota del capitulo (6) para el nicleo G y que p’ < 3p tendremos

T Slul/s  5./5
/ |Goa—Gom. |dA" < 6v/3 mp? (/ log \fp Jds' + / log \jpg’
E> 0 0

ds’ )
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Integrando directamente se tiene:

/ |Goa—Gomn.,
E,

Alull/g

5llull/g
3v6 1
+¢? (log\[p + 2)

3V6 1
dA" < 3vV3mp? |2 (log\gp + ) o
0

2

0

3vep 1
2 —2/3 1 2/3
< 123V/3 7|ul|pe <log FCel/3 + 2) (14 O(e”?))

Es de la forma buscada.

Para terminar el analisis del operador .45 tendremos que ver que efectiva-
mente cumple las condiciones pedidas para la t < 3e. En esta regién es conve-
niente dividir al igual que en casos anteriores en los dos espacios (Fy y Es), para
ello se usaran las mismas definiciones, teniendo en cuenta que lo que serd dis-
tinto, son las particiones de F; es decir:

By = {(P'vZ’) c0-H|s= = pPT-ap <l } Fa = -l
g
con (p,z) = (e + . sint,.# cost) € OH, para t < 3e.
Al subdividir E; usaremos las rectas z/ = z & ¢, estas rectas separan en
regiones donde es mds facil usar unas cotas que otras.

Para facilitar las estimaciones, es conveniente usar en la integracién algtin
parametro angular en vez de las coordenadas rectangulares, es decir, debemos
encontrar para que valores de t' ¢ ¢ las curvas z =+ € intersectan a OH.. A con-
tinuacion haremos estas estimaciones que seran de utilidad.

Es fécil ver que dada la componente z’ de un punto sobre OH,, p debe de
cumplir que:

s 1-27 1
= + =/(1 = 22)2 —4e2(1 — €2)
2 2
Por la regién en la que estamos (antes del minimo) usaremos el signo negativo.
Si usamos que 2’ = z & a entonces 1 — 2’2 = 1 — 2% — a(a & 22), de modo que

tenemos:
o _ 1-22  ala=+22)

2 2

B R

Como 0 < 22 < % entonces 1 — 22 > 3*6\/5, ello permite obtener la serie

de Taylor de la expresién para p’? (consideraremos que a = O(e)). Por una serie
de calculos se tiene.
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2az

2:t2
rECT e

+O(a*(a£22)%) siz=0(1)

P2+ ae?(a £22)(1 — €2 + 222)

+a%e(a £ 22)% + O(a*(a £ 22)*) si z = O(e)
Estas expresiones ayudan a estimar los valores del dngulo ¢’ en funcién de ¢; con
un poco de esfuerzo obtenemos:

b gt + 0 (S22 ki = 0(1)
t' =
t+ %+ O0(et) si z = 0(e)
2
Con k = (p4_626(1p_62))2 — (p+6)(11_p2_62) y al menos a = O(e).

Si expresamos a un punto (p,Z) en E; por (p,z) + v(sinc,cosa), donde
(p,z) € 0H. ,0 < v < qy «a el dngulo que hace la normal a la curva 0H, en el
punto (p, z) con el eje z; E; quedard dividido por:

Evo.={(p,Z)eEr | 0<t(p,2")<t;, 0<v <gq}
By ={(p,Z)e b | t1 <t'(p,2) <ta<t, 0<v' <q}
Ei.={(p,Z)eb | t<ts<t(p,2)<ts, 0<v <q}
Ea={(p,2)eEL | ta<t'(p,2)<ts5, 0<v' <gq}

Bre={(p",Z) e by | ts <t(p,2)<m, 0<v <q}

Donde
3
— & -V 242 3
t ; siz=0(1) . \cqp 2= 0(1)
tl = ) t2 — €
t— % si z = 0(e) t—+2qe*  siz=0(e)
2v/2¢p° P
ts = € th =
3 4 ,
t4+v2qe?  siz=0(e) t—i—% si z = O(e)

ts =t(p+e)

Como antes, en las regiones FE1, y E14 es mejor usar la cota (6.7), mientras que
en F1, v Ei. es mejor usar (6.8). Comencemos con Fi,.
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ty q 2 3 ’ , p
e oo < [[ [ 28 (15 222
Era o Jo S p o p IS dt

Notemos que ¢ > €y 3¢ > p > p’ > ¢, entonces:

topd dt'
K< 36,0/ / (q+v) dv' ——dt’

Integrando respecto a v/ y observando que |q| < |lu||/g vy g < Ce=?/3 encontra-

mos:

t1 712 drt’ T(t1)
K< 36p/ <q|q’| + |t12|) d—;dt < 54Cp|\u||26_4/3/ dt’
0 0

Como la longitud de arco estd acotada por una cantidad M (longitud total de
la curva) tendremos:
K < 54CMp|ul|?e*/3

Para Ey, usaremos la cota (6.8), p/3 < p/ < p < 3e y por (B.1) se ve que el
término pg~tdt’'/dt’ <5 de modo que:

/ |Goa — Gom, ‘dA/ =F
Eqp

211 1 V200
< 25O||U||2p672/3/ L +; (1—|—sinh_1 :p)] dt’

t1

Lo siguiente por notar es que ¢ > 2v/2¢, ademas hay que observar que ty —t; <
27¢? (para z = O(e), se tiene ty — t; < 2€2); entonces, como el integrando no
tiene singularidades en la regién de integracién podemos acotar por el maximo
de este multiplicado por el ancho del intervalo obteniendo !

1 243 3p
F <25%27C||ul|?p | —= + lo ]
<252l | s+ X o 2

Es decir, F tiene el caracter buscado.

Para acotar la integral sobre la regién Fi. hay que hacer algo andlogo solo
hay que notar que ¢ > 2v/2¢, y que t4 — t3 < 27€¢? (para z = O(e), se tiene
ty — t3 < 2€%). Por métodos andlogos al caso anterior llegamos a

1 2¢4/3 3p

+ og
2v2  p V2q

E < 15%27C||ul*p

Es decir, E tiene el caracter buscado.

1 Hay que recordar que ¢ = O(e?/3)
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Para tener una cota burda de t5, basta notar que si p < 3e€ entonces p+e < 4e,
por otro lado

2 2 1_2_2
2(46):\/(" A= =) :\2175\/14762 S t<tant < —F

p » z(4e)

12¢
!
< -
~ V15V1 — 172

De modo que al igual que antes se cumple p < p’ < 2p y con ello

< 4 para € suficientemente pequeno

/ Goo — Gom.|dA" = D
Eiq4

11 1 2
D < 150\/§||U||2p6_2/3/ L + p (1 +sinh ™! gp)} dt’

ty

Lo siguiente por notar es que ¢ > € ademas t5 —t4 < 4€; entonces, obtenemos:
D < 60C||ul|?pe2/? {1 + %log 65}
Es decir, D tiene el caracter buscado.
Ahora vayamos con la integral sobre la regién Ei., de manera que:

H= |Goa — Gam.

Eiq4
5 T pp? (1 1 1 1 ldt
f||u||2p/ (-4 = ( + ) PZar (10.38)
4 t S \p ) \g 9¢) gadt
Como en la regién que estamos p’ > p+ € > 2e¢ > p. = €,/2(1 — €2), sabemos
que 6" > 6.; de hecho sin 0’ = 4¢/v/3 + €% implica p’ = 2¢. Para ello recordemos

que:
1 1/ 4e2(1—¢€?)
! — o' sin® =4/ 2+ Z4/1— =9
p = o'sin \/2 + 5 BT sin €

Asi encontramos que:

2 _ 2 _ 2 2 2 4
20,21_\/1Mq2\/1w_\/1+6+6>

sin? ¢’

dA' <

Entonces, si en (10.38) integramos respecto a 6, el término p'g’~1dt’ /df’ se acota
por:
,0, dt’ 02

g4 ___ v 2/3
G = 3T <1
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Otro término que causa un poco de problema es el factor ¢!, para estudiar

su orden de magnitud usaremos que la distancia entre los puntos (p,2) v (p +
€, z(p+e)) es menor a la distancia entre los puntos (p, z) y (¢, 2’). Esta diferencia
se estima con serie de Taylor, con un poco de esfuerzo se encuentra

Z<ﬂ+6>—z:@¢l—p2—2e<e+p>—“’ijm
z(pte)—z > T ‘/E @ _¢2 ﬁ—k\/—ﬁ e V15
g “ LBV L\ 8 T3 3 71 )\

Con este resultado, y recordando que la diferencia en p es € tenemos:

7 2
12(3v/15 + 8v/2) (1+0()

c=V(Ept+eo—22+e> \/
De este modo la ecuacién (10.38) se simplifica considerablemente, al punto
de tener un integrando muy simple.

3/2
5 (12(3v/15 + 82 o m—3e
H < <(7)> [ul|® pe 2/‘3(1+O(62/3))/ P p+p) do'

ts

4C
3/2
5 12(3v15 + 8v/2) 2 a3

Yol G A— [[ul|*pe

Con esto se completa la demostracion solo en la regién E7, para que sea
vélido en toda la regién de trabajo habrd que hacer una integral mas.

dA’ S/ |Goql +|Gon. |[dA S/ |GaH€|dA/—|—/~ |GoqldA’
E> E; E

/ |Gaa — Gom.
E>

Donde F, es un circulo de radio 5|jufg~!. Ya anteriormente se han realizado
integrales de esta forma y hemos visto que se pueden acotar como se enuncia en
el teorema principal. No creo que sea necesario hacer estos calculos, pues son
analogos a muchos otros hechos anteriormente.

Acotar a la diferencia ||.f5u; — Ausl|, es completamente andlogo a lo que
se realizé en esta parte. Con todo esto hemos mostrado que el teorema principal
se cumple.

O
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Capitulo 11

Resultados Principales

En el apéndice (C) se mostré que el término fe es negativo, de hecho se
concluyé que f. = O(€?). Con este resultado y los teoremas (9) y (13) estamos
listos para mostrar la existencia de la solucién por un método costructivo.

Teorema 15. Para 0 < € < €., M constante y €, suficientemente pequerio,
eziste una unica u € B(Me*) C U solucion a la ecuacion integral no lineal

u— Heu= fe+ Mu (11.1)
Demostracion. Para esta demostracién bastara con ver que el operador
ow = (I = H) " (fe+ ) (11.2)
es una contraccién.! Es decir, cumple que:
douw € BMe®) Y uec B(Me) (11.3)

| Zeuy = Fewa|| < plluy —wzl|  (w<1), ¥V ueB(Me) (11.4)

Observemos que si v € & entonces Au € % (esto se probé en el capitulo (10)
), ademds f.% pues la continuidad se garantiza por ser una integral de potencial
y el dominio de integracién abierto y conexo, mientras que la simetria se sigue
de la simetria de 9H, y la del nicleo.

Asi oou € %, adémas si u, uy,us € By con los teoremas (9) y (13) tendre-
mos:

el < (7 = )~ (fell + llAeul)

IDecimos que T' es contraccién en el espacio de Banach B si T : B — B, es acotado y para
cuales quiera y1, y2 € B se cumple

1T(y1) = Tw)ll <Allyr —y2ll <1
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Sabemos por el teorema (12) y el lema (11) que (I — #)~! es acotado, supon-
gamos que ||(I — #.)~ Y| = ¢, como f. = C1€® tendremos:

| eull < e(Cre® + Collullle™*?|[ull + €]) < ce®(Cr + CoaM[Me*? + €])

pues u € B(Me?). Por otro lado si usamos la ecuacién (10.2)encontraremos

| eur —Feun|| < [|(1=20) [l Acur —Aeuz |l < e |fur|+e 2 uz | +€)llur —uz |
Usando que uq,uz € B(Me?) llegaremos a

| euy — Heusl| < C(2M€2/3 + €)|lur — us]

Con estas dos relaciones y fijando M = 2¢C; podemos escoger €, y p tal que:

cC1(1 4+ 2¢Cs [200163/3 + €]) < 2¢Cy
0(260163/3 +e)<pu<l

De este modo .7 es un mapeo de contraccién de la bola Z(Me?) en si mismo i.e.
existe un nico punto fijo u € B(Me?) tal que u = .u. De aqui la afirmacién
del teorema es evidente. O

Como tultimo hay que mostrar que la solucién encontrada da paso a una
solucién (¥, 090) al problema original (3.16)

Teorema 16. Sea u, €, como en el teorema (15). Para 0 < € < €, la frontera
(09) del niicleo descrita por la distancia normal ¢ = u/g a la curva OH, es
continua. La funcion de corriente ¥ dada en (3.23) es suficientemente regular
en Z, y el sistema (¥,00) es solucion al problema original (3.16). Mds aun,
0N es la unica curva solucion a dicho problema dentro de una franja de ancho
Me%/g de OH..

Demostracion. El hecho de que 99 sea continua se tiene pues u € B(Me?) C
% C C[0,7], OH, y su normal exterior dependen continuamente de la longitud
de arco y de que g es continuo sobre 0H,. Asi un punto sobre la curva ) esta
dado por la expresién (5.14).

La continuidad de 99Q y la expresién (5.14) definen a un conjunto acota-
do (pues dista a lo mds Me?/g en cada punto de OH,.) abierto (pues usamos
A = A°) y conexo A; entonces por la teorfa de potencial desarrollada la seccién
2.2 y como A tiene soporte compacto, la funcién ¥ dada en (3.23) es continua-
mente diferenciable en =, tinica y satisface las ecuaciones (3.15) y (3.16).2

Notemos que la ecuacién integral no lineal (11.1) no es mds que la primera
condicidn sobre la frontera del nicleo en los sistemas (3.15) y (3.16), y por ser

2Por el momento no hemos mostrado que son satisfechas las condiciones de frontera.
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un problema de punto fijo sabemos que la solucién satisface la ecuacién integral
no lineal (11.2) i.e. la condicién mencionada. La segunda condicién (condicién
de radiacién de Sommerfeld) en los sistemas (3.15) y (3.16) es satisfecha pues
U es una integral de potencial para un dominio no acotado (ver seccién 2.2).

La unicidad de la solucién 92 en una franja de ancho Me?/g se garantiza
por ser u punto fijo a la ecuacién (11.2) i.e. solucién a (11.1) en B(Me?) O
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Conclusiones

En este trabajo se pruebd la existencia de vortices anulares con frontera cer-
cana a una linea de corriente interna al vértice de Hill, esto se logré buscamos
soluciones de tipo potencial en la ecuacién de vorticidad. Las soluciones encon-
tradas tienen distribucion de vorticidad lineal respecto a la distancia al eje de
simetria, misma velocidad en infinito que el vértice esf’erico de Hill y flujo en
el eje de orden €. De hecho si 0 < € < ¢, la frontera (92) del nicleo es continua
y la funcién de corriente W es suficientemente regular; ademés se prob6 que el
sistema (¥, 00) es la tnica solucién al problema original (3.16) en una franja
de ancho Me?/g de OH..

El método para resolver el problema fue buscar soluciones integrales y con
ello plantear el problema como un mapeo de cotraccién, de este modo podemos
determinar la frontera buscada con un proceso iterativo, y conocerla con tanta
precision como se desee, al menos numéricamente. Una vez conocida la frontera,
con la solucién integral podemos determinar la funcién de corriente y con ello el
campo de velocidades en todo el espacio i.e. la dindmica del sistema. Hay que
resaltar que con este razonamiento se resolvié un problema de frontera libre,
con un método fundamental de andlisis.
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Apéndice A

Estudio de una funcién
auxiliar (Capitulo 10)

En este apéndice haremos una cota que sera de gran utilidad para el término
. El fin es estudiar la funcién
2p? 02

M= Girau—ay Gran-—e- )

para valores p = O(¢), como sabemos que p = € + . sint > €; proponemos que
p = ae con « > 1, sustituyendo esto, encontraremos:

6&3 CY2€

fp) = fla) = (204 + (1 — €2))2 B (a4 1)(1 — €2 — a2e?)

— o2 « _ 1
N (2at+(1—€?))2 (a+1)(1-e—a2e?)
De esta expresién observemos el segundo cociente.

1 1 1

K= = <
(a+1)(1-€e(14+0a?) 1+a—-€e(l+a)(l+a?) ~ 1+a—ae2(l1+a)(l1+a?)
Pues @ > 1y e << 1. Si suponemos que a > 2ae?(1 + a)(1 + a?), concluimos

que:
1

K s ireaira)itad

Ademds, para el primer cociente podemos encontrar otra cota usando que (a* —
D=(a—1)(a+1)(a®+1) <ala+1)(a®+1).

(4@ -1~ 1+ ealat D@ +1))?
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Juntando esta tultima expresién y la correspondiente para K tendremos:

- o 1
fle)z e | o e D@ D7~ 0+ P+ a1+ )
Entonces
Fla) > ear’ (@ —1-a(l+a)(l+a?))

(1+eala+1)(a?+1))2

2
o 2 2 2 2 3 24)

= At a1 Tel @) -da’—ca’—ca

Ahora bien nombremos:

yla) = —1+a(l—e?)—?a’—2a® —%at,  ¢(a) = (1—€?)—2¢%a—3c%a? —4e*a?

Para ver cualitativamente el comportamiento de y habra que estudiar los puntos
criticos de esta funcién con la teoria desarrollada en el capitulo 8.

1—€¢ 1 3, 3 3 1 1—¢€?
P(a):—462 +§Oé+i04 + « = G/:i, bzi, C:—?
Entonces encontramos:
a (2a 3 1-é 27 5,5\
=—|—-b - = = 2P =———(1-2¢
1 3(9 ) 32 4e 1 1664( 8€>
a® 5 53
- —=— = —AdpP=-""
P 316 LT
Dado que ambos términos son negativos, D = —4p® — 27¢®> < 0 por el lema 8

del capitulo 8 concluimos que solo existe una raiz real, i.e. solo un punto critico,
entonces:

27 5 2 -D 1 5
p—__=" 2 Pt ({22 4
1661 ( g€ TOL >> 7 V108 T ze ( g€ TOl ))

5, 4
108 f€2/3 v/ 1 e+Oe

3—q —

-4 4/3
2 108 \f€2/3 +0(e)

Entonces el punto critico se alcanza en a, = \/Z 55 T O(e*/3), que por cierto es

un méximo, pues y” < 0 siempre. Por otro lado, es facil ver que y(a) tiene un
cero para algin ag = 1+ 5e2 + O(€3). Asf que

5 . ea’y(a)
flo) > H(er) = 0T alat )17 para a>1
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Hay que notar que

~ ey(1 5e3
f)>HQ1) = 1 5(46)2)2 = (1 + 4€2)2 <0

Por otro lado, al usar la serie geométrica se encuentra que:

ad  a?

B”oB

H(a)%e( ) con ﬁzl—eQOzl_

Entonces

, 32 2 2 23 , 2 2ﬁ 9 ,
oo (5 -5+ [ 5) =5 (- [-5])

Se puede ver ficilmente que 3’ = O(e?), ademés:

20 26 2
_— = 2 2 _— = —
5 a+ O(e%), Y . + O(e)
Entonces
2

' ex 2 9 2
= — - — - >1 =
h' () 32 (3 a+0(€ )) >0 pues a> >3

En particular se cumple que h'(ag) > 0; es decir en la raiz de h la funcion es
creciente, y como existe un unico punto critico en ap; = (26)_2/3 >> g, la
funcién estudiada es positiva al menos para ay < a < ajs. Con esto mostramos
que:

fl@) >0 para ap<a<ay

entonces solo falta acotar para 1 < a < «aq, para ello notemos que

" o/ 1 B/ ea? 23 2B/ d 2a| ,
= (3-5) 5 (- (- 519))

Es facil notar que 8” = O(€?) al igual que ', por lo tanto si usamos 3 = 1+0(e?)
se tiene
_ 2ea

=
Es decir, la funcién h es convexa, y por ende f (a) también lo es. Por este hecho,
podemos acotar a la funcién por la recta tangente en o = 1

fla) = J) + F'(1)(a = 1)

Si calculamos f(1) y f/(1) tendremos:

1
R (c) <6 -t 0(62)> >0 para a>1

- 1 sy €(9— 786 + 176" — 128 €°)
f) _6<1_ 2(1-2@))’ Fay= 4(1 - 2¢2)?
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Entonces

. 2 — 12¢2 4 16€* — (9 — 78€% + 176¢* — 128 %) (a — 1)
>
fla) ze A(1— 2¢2)2

Usando que a = 1+ 5&e? con 0 < £y € = O(1).

. 2 + (45 — 12)€® 4 (390€ + 16)e* + 8805 — 640&€®
fla) > e 4(1 = 2¢2)2

S f(@) >0 para 1<a<a

De manera que en conjunto obtenemos:

f(P) >0 para e < p < 2—2/361/3
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Apéndice B

. . 2 dd dt 1ldz
Estimacion de 7, 77, gat Y

fe

B.1. Otra estimaciones
B.1.1. Estimacion de fl—f y %

Una parte muy importante en el desarrollo del texto es encontrar la depen-
dencia de la longitud de arco respecto a los dos pardmetros angulares ¢t y 6 (cada
uno por separado).

Primero tomemos las expresiones para p, z en los dos sistemas coordenados:

p=osinf = e+ .Y sint

z=o0cosf = .7 cost (B.1)
Haciendo el cociente de estas expresiones llegaremos a:
€
tanf = tant + ——— B.2
an ant S cost’ (B-2)
Derivando implicitamente respecto a t encontramos:
ds/dt
sec2GE: (1—; { ; cost—sint])secQt
Usando
sec’f = 1+tan®6 = (1 + ﬁsint—i— i)sec2t
N N S S?
tenemos:
. [dZ/dt ¢ sint
-5 cost —s
- = 57 st — sin -
dt 14 2¢ | ‘4 € '
— sin —
S S?

180
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Esta ecuacion por si sola no da mucha informacién para valores de ¢t donde la
expansién interior es valida, ya que la expresién de . es poco manejable, sin
embargo resulta 1til con la expansiéon exterior.

Si restringimos un poco mas el dominio de ¢ en la ecuacién B.3 podemos
obtener un resultado simpéatico:

Lema 11. Parat > €%/3, se ve que

db
— =1—esint+ o(e) (B.4)
dt

Demostracion. Sea t > €2/3 sabemos por la expansién exterior que € < . < 1,

entonces usando serie de Taylor en B.3 tendremos:

o _ 1- < dy/dtcost—sint 1—&sint+0 i
dt B S S?
de la expresién (7.30) vemos que d./dt = O(e), por lo tanto
do € . 2 2e¢ . 2
pri (l—i-?smt—i—O(@)) (l—ysmt—FO(y,z))

= 1-—sint+0 (%)

Usando la expresién de . encontramos

1 €2
— =14 —— +esint+0O(e?) *
54 sin’ ¢ (<)

Con lo anterior llegamos a:

do .
i 1 —esint + ofe)

Manipulando algebrdicamente la expresiéon B.1 podemos llegar a:

€

tant = tan 6 —
ocosf

Si se deriva implicitamente respecto a 6 encontraremos

sec%ﬂ: 1—|—E gcosé’—sinﬁ sec? 0
do olo

1¢2/sin%t es el término dominante para t < €'/2.
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Usando como antes que:

2esinf €2
sect = (1— esm +€2> sec2 6
o o

Se encuentra que:

dt_lJr;—Zcos@fgsinG B5)
o 2esinf €2 '
1-— + =

o o

A diferencia de (B.3), en este caso si se puede obtener una expresién relativa-
mente simple para ¢, para ello habrd que derivar implicitamente (respecto a 6)
la ecuacién que nos determina una linea de corriente dentro del vortice de Hill,
es decir:

(1 —€2) . 1 (1 —€2) (1 —o0?)

4 =0 — o0

o 702+

sin? 6 B (202 —1)tan@ sin?0 (202 —1)tané

Usando esta expresién para ¢ en (B.5) tenemos:

- oy & (1 —0?) cos?6
dt o o (202 —1) sinf (B.6)
do 2esinf €2 '
1- —
o o

1,1 4e%(1 — €%)
Donde 02 = = + —4/1 —4— 2.
onde 0* = o & 5 .y

Posteriormente usaremos esta expresion.

B.1.2. Estimacién de é%

Una de las estimaciones més usadas e importantes en este trabajo es acotar

los términos:
1ldt 1dt

gdt> Y gado
El realizar dichos cédlculos no es dificil, sino mas bien tedioso.
Del capitulo 8 la ecuacién (8.20) se puede escribir como sigue:

Ldv _ p
gdf  2|(1—202)|sin’0

(14 0(2/3Y) (B.7)

Si usamos ahora la ecuacién (B.6) junto con la ecuacién anterior encontramos
que:

(1—3 i 9)2+i 20| (1+ 0(e2/3))
O_SHl O’QCOS €

1d’t_1dT<dt>_1 o

th_Q@ do cos? 6 L

~ 2sino
S (1—§sin9)|(1—2o—2)|+§(1—o—2)



" 9 DO DT 1 D
APENDICE B. ESTIMACION DE £2¢ DT 1Dt y 183

Donde h =Sgn (20?2 — 1).
Factorizando h (no hay que olvidar que h es un signo, de modo que h=! = h,

|1 — 202 =|20% — 1| y h|1 — 20?| = (202 — 1 ). Metiendo el primer factor en el
demoninador tenemos:

1- Ssing 2—1— ¢ cos? 6
Ldr h (1-smb) +55
Ty e = (1+0()
gdt 20 (1 - Zsing) (207~ 1) + 5 (1 - 02) cos?0
o o
Si analizamos un poco el denominador, encontramos que:
sin 0 1—202
— (1 - sinﬁ) (207 — 1)+%(1—02) cos? 0 = 7 (E — sin@) +ecos®f
o o o o o
Con esto, se obtiene:
€ . 2 €2 9
1dt h (1 — _sin 9) + 3 Cos 0 23
5525 1—202 € (1+0(75)
( ) (——sin9)+ecos20
o o
Si ahora multiplicamos y dividimos por o2 llegaremos a:
ldt h — esinf)® + ¢ cos®
T (o0 —esinf)” + €% cos (14 0(2/3))

gdt  2(20%2—1)(osinf — ) + eo? cos? 0
Sustituyendo las expresiones de p, z dadas en (B.1) para obtener:
ldt  h (0%+4 € —20€esind)

Y = 3 2/3
gdt 2(202-1) (Ysint)+€z2(1+0(6 )

Es facil ver que en el numerador de nuestra igualdad tenemos a .#2, pues por
la ley de cosenos tenemos:

F? = g% 4+ €2 — 20€cos (g —9)

Entonces:
Lde _h %
gdt  2(202—1)sint + e cos?t

Guardemos este resultado un poco para analizar un término de este.

(1+ O(e*/3)) (B.8)

También por ley de cosenos, podemos observar que:
02 =%+ —2S€cos (g + t) =%+ 4+ 2€sint

Entonces:
20% — 1 =2.7(F + 2esint) — (1 — 2¢%)

De la ecuacién (7.1) del capitulo (7), tenemos:

S
—(1-2€6%) = Seel {—7?sin’t — 2¢.7 sint(1 + sin®t) + [sin® ¢ — (1 + 5sin’t)]}
esin
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Asf se encuentra:

1
(20% — 1)sint = .7 {2Ysint + 4esin®t — 2—5”2 sin®t — . sint(1 + sin?t)
€

1
+2—[Sin2t — €*(1 + 5sin? t)]}
€

Ahora simplifiquemos:

sin? ¢ €

2(1—3sin2t)

(1-%)

(20% — 1)sint = .7 [5’ sint cos® t +
€

sustituyendo en la ecuacién (B.8) tendremos:

ldt h 1

- = . 1+ 0(e¥?
g dt Qfsintcos%—l—%:t(l—fm)—%(1—3sin2t)—|—ecos2t( ()

h
 2.sintcos?t + @(1 —?)+2¢ —ecos?t

(1+0(e?)

Manipulando un poco maés la expresién concluimos:

ldr sgn(20% — 1)
gdt e+ 2. sintcos?t + 11+ e - 72)sin’t

(1+ O(e*/3)) (B.9)

Tomando el valor absoluto de (B.9) y observando que el denominador es positivo
se encuentra:

Ldr
g dt

1
= 1+0(3
e+2§”sintcos,2t+%(1+62fYZ)siHQt( ()

Si usamos que 0 < . < /1 — €2 —¢, entonces 1 —.72 > 2ey/1 — €2, esto aunado
a que 2. sint cos?t > 0 para t < 7 obtenemos:

1ldt 1
Tl < 1+0(&23 B.10
G S i @rgaeet T (310

Aquf se observa que este término va como e~ ! para t << 1.

Como un resultado extra, multipliquemos la ultima expresién por p.

ldr €+sint
p‘gdt T e+ (21 — €2 + €)sin’ ¢ o ( )
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B.2. Estimacion de f,

Lo que ahora nos concierne es acotar el término f. que se definié en el
capitulo 3. Recordemos que:

2 2
fe= (—p+5/ GdA’—€)
37 7w Ju, p

dH.
Ahora bien si usamos que
2 5
—p+ = | GdA =p*(1—p* = 27)
3 ™ H,

Tendremos
5 el

201 _ 2 2
fE — M—F (_5/ GdA — E) = ——/ 1G|aH€d14/—
p TP JHo—H. P/ \om. T JHo—H P P lom,

Esta expresion es semejante a la que se obtuvo cuando se estimo a g(t, €),
de hecho mencionamos que el analisis para dicho término, es andlogo al que
realizaremos acd. FEn resumen lo que debemos hacer es acotar f., para ello
usaremos algo de series. Usando la notacién del capitulo (10), encontramos que:

o0 xk
a-nr = () o
k=0 ’

Donde (a); = (a)(a+1)(a+2)---(a+k—1), ke N, ,(a)p=1yh<1.

Observemos que podemos escribir a la integral que nos interesa como:

/2 ™

p"? /7r cos @'dy’ P cos ¢'dy’
2 Jor PP = 2pp cos g + (2= 2)2 21 ) /T —Ecos¢

p G =

Conn? = p?+p2+(z—2)y &= 255’/; como ¢ < 1 podemos aplicar el desarrollo
de arriba y encontrar:

1 0/2 T (1 §k E+1
G == — | =—cos 'dyo’
pre=G [ (5), freot v

Dado que la suma converge uniformemente para £ < g < 1, (ver seccién 7.6 de
[5]) podemos intercambiar la integral por la suma.

1 Plz T (1 fk k+1 73 4 0/2 — (1 fk T k+1 19 7
—G=—=— -] = dp' = — -] = d
=G [ 30 (5), dreot e = 53 (5) Gy et e

En esta relacion es facil ver que solo se tendrd contribucién cuando el indice
k=2i4+1conie A yi>0,de modo que la integral se tranforma en:

2 2i+1 ™
—1 14 1 £ 242 13 4
p G:—E (> 7/ cos p'de
M = \2) 54, 20+ nJj_ .
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Nuestro problema ahora consiste en encontrar la integral de

iy
Ai :/ cos? 2 xdx

Integrando por partes llegamos a:

s

T
A1 = / cos® z(1 — sin® x)dx = A; — / cos® xsin? x da

— —7
A sin z cos?t ¢ |™ A
! 2041 . 2i+1
Despejando A;41 encontramos:
2141
Ly P
T 92

Iterando repetidamente llegamos a:
o=t (o) (o) G ) - ()

Donde -
AO = / dxr = 2m.

—T

= o= (U05) () () - ()

Por otro lado, hay que observar que:

(=) ) () D e e

Con este tltimo resultado encontramos:

pPmé & (1 1 (&)
n =0

2)21.+1 20+ 1)] il

p G =

Observemos que:

: L Tl j S S A
(2) =g [JW - D+ ) =22 [ (i -7) (i +;
2i+1 j=0 s

iCOICHRS (CHICH RS ONG)



" 9 DO DT 1 D
APENDICE B. ESTIMACION DE £2¢ DT 1Dt y 187

Por otra parte, es facil ver que (i+1)! = (2);, de modo que al sustituir lo anterior
llegaremos a:

o TP S (1), (2) () w305
e ;) 2); i 4y F(4’4’2’§2>

Con F, la funcién hipergeométrica. Entonces:

13/2 3/2
-1 P (€ 35 2
= (> F(Z,2.2

En la referencia [1] capitulo 7, podemos encontrar que:

Val(v +1) v v 1 31
—a—F (- +1, -+ - =
F(V+%)(22)u+l 2+ ’2+2’V+2’z2

Qu(z) =

Tomemos v = 1/2

Q1 o(2) = V7r(3/2) F(5 3 9 1)

[(2)(22)3/27 \474°7 22

Como I'(2) = 1 y I'(3/2) = /7/2 , ademés que F(a,b,c,d) = F(b,a,c,d)

tenemos 32 5 s
-y _ T (Z) J 9 2
Ql/?(z ) 2 2 F(474727'Z )

Con esto es claro que:
13/2 1 13/2 2, 2 2
1P P pe+p 4+ (-2
PG = (£> = Am e ( 2pp/

Ahora usemos la identidad (1) de la seccién 13.22 de la referencia [2] (pag.
389) e identificando a = |z — 2’| ,b=p, c=p' y v =1, encontramos

p G = ﬂp'z/ e~ 1F 1R 1 (pk) Jy (0 k) dk: (B.12)
0

Ahora usemos este resultado en f.

00 4
fe=-5 // / P2 J1(pk) J1(p ke 17 R dkd A — &
Ho—H. Jo P lon

Como resulta complicada la integracién, cambiaremos de regién, pues como
sabemos que p~'G > 0, entonces al integrar sobre una regién A de modo que
Hy— H, C A, la integral de p~'G en A es mayor que la integral sobre la regién
inicial.

Escojamos A =T UU con T y U como sigue:

€

T={(,2)0<p <s, —0<z< oo}
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U={(p,7)] s<@ <rm—s,1-48 <o <1}
Con s << 1 por definir.

De este modo

// / p/2J1(pk)J1(p/k)eilzizllkdk < // / p/2J1(pk)Jl(plk)eilzviz/lkdk‘
Ho—H:. JO AJO

Hagamos la integral sobre T
/OS /Oo /000 p/2=]1(pk)Jl(Plk)e_lz_z/lkdkdz/dp’
Cambiando el orden de integracion llegamos:
/Os /Z /OOO P2 Ty (pk) Ty (P k)e =7 R dkdy dp = 2 /O /OO" p—ljjl(pk)Jl(p’k)dde'

Recurriendo de nuevo a [2] (seccion 13.42 pégina 405) encontramos que:

L (é)y si b<a

0 2v \a
/ Jy(ak)kjy(bk) i —
0 55 (§)7 st a<b

Usando esta identidad tenemos:

s ﬁ ! : /<
3 > > /2 / —|z—2'|k I3 fO pdp SUp=P
P~ Ji(pk)Ji(p'k)e dkdz'dp” =
0 oo 0 JSppldp st p<p
Ahora bien, podemos acotar por:
s p’3 s .
fO ppo/ < fo pl2dp/ < si p/ Sp
Jo po'dp’ <[5 pPdp! i p <y

Con una ultima integracion llegamos a:

3

// / p’2J1(pk)J1(p’k)eilzle‘kdkdz’dp’S%
0 J-—xJo
Entonces:
5s® €t
o
3. p

Si queremos que
[fl=0() = s=0(")

Es decir esta cota es valida hasta 7 del orden de €2/3, pero en esta regién tan-
to t como 6 son del mismo orden, de ello para ese orden la expansion exterior
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para .# funciona bien y dado que 6, << €2/3, en la expansién para ¢ podemos
usar serie de Taylor para aproximar su valor. es decir, en esta regién las cosas
funcionan bien e incluso podemos afirmar que ambos contornos (0H, y 0H,)
son muy cercanos. de hecho para t > €2/3 9H, es muy parecida a un circulo.
A continuacién estudiaremos la integral sobre U y lograremos expresar un poco
mejor la forma de la variable s con el fin de que |f.| sea del orden deseado.

Ahora bien, para atacar la regién restante (U) usaremos los mismos métodos

que en la ecuacién (5.12), més especificamente en el segundo sumando, es decir
aproximaremos como:

T /
/ / (Gp Y. dA = > / It )q St + M)
Ho—He T Jo dt

= Feu+ M(q) = / Kou'dt' + 4 (q)
0

Donde u=ygqy

51‘\6 t,t/ dT/,
Kc(t,t) = ;7< pg)dt

Aqui u € %, pero en la prueba del teorema (4) capitulo 8 encontramos que:

!

/ (K. — Ko)u dt’ < [ul|®/*log(1/e)
0

este no es el resultado general del teorema, pero es igualmente cierto. Entonces
usemos estos resultados para acotar a | fe|.

\ J[ G lamda
HQ*HE

< ( | Vular + ule” 1og<1/e>) A
0

< / Kuldt’ + A (q)]
0

Ahora el problema central es aproximar los valores de ||u|| y de la integral
de K. Para ello estimemos el orden de q para p = O(¢?/?). Parametricemos a
OH. en funcién de p es decir, si R € 0H, entonces:

R=(pz(p) — T=—F—=(22
Pero 22 = 1 — p? — €2(1 — €2)/p? entonces zdz/dt = —p(1 — 2(1 — €2)/p?). Si

llamamos n? = €2(1 — €2), entontraremos que el vector tangente (7) y normal
() se escriben como:

1 2 2
P — 1p2n27p(1n4>
1-3% + 1 P £

5‘3
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1 n? 7
T P<1—4>v 1=p?=—5
1-3% 4 7 P P

p

>
I

Para encontrar a ¢ habra que resolver la ecuacién

IR+q¢a|?=1 = q¢=-R-n++/1+(R-n)?2—|R|?

Es facil ver que 1 — |[|R||? = 7%/p? y ademis

1-2%
R Af—-__ 7
1-3% + 1

Si usamos estos resultados en la expresion para g con el signo positivo de la raiz
(pues es el que nos interesa) encontramos:

1-2m 2 (1—2ﬁ)2
_ P Ui o
1= " 7+m

1*32*2+ZT; P 3p2+p6

que

_om _qn? 1t 1322 4t
1- 2% 2 1 3p2+p;_1 <n2’/ 3p2+p6§0i

1-3% + 1 P (1-2%) 200 12 2

ra
Entonces encontramos:

s T Fe t,t/ d'[',’
/ | Kou| dt' < 0362(1 —62)/ L) dt’
0 2m 0 pp’?

Ahora hay que tomar la expresion de G y notar que:

o126 = /” cos ¢ dp
—r PP+ %+ (2= 2)2 = 2pp cos

Con un poco de manipulacién (ver capitulo 6) llegaremos a:

s

cos @ dy
0 +/sZ+4pp'sing

Restringiendo (p, z) y (¢, 2') a 0Hp y sustituyendo en la integral de K tenemos:

T T T . d dt
/ |KOU| dt/ S O§€2(1 —62)/ / COs @ ap T dt,
0 m o Jo

V2 +4pp'sin § dt!

p71p172G -9
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Ahora solo hay que ver que:

. dt’
plog, = sint =1
o, ddt’ | o,
=
/ ) 2 g2 et
P |lom, =sint ¢2 = 45in2 | 5 |

Con ello llegamos a:

/ |Kou| dt’ < 0362(1 - 62)/ / ek d dp dt’
0 2 0 0 \/ . —t/ . . .

t—t
sin? % +sintsint’ sin %

El integrando que se obtuvo es singular para (t = t/, ¢ = 0), pero a pesar de
esta singularidad, afirmamos que dicha integral estd acotada por una constan-
te, pues la singularidad que se obtiene después de la primera integracion, es
una singularidad logaritmica, que como ya hemos visto en repetidas ocaciones
estd acotada. A continuacién mostraremos esto.

Proponemos los cambios de variable sin ¢ /2 = v y a® = sin? “7—2” /(sintsint’)
de modo que:

Ahora bien, en el capitulo (6) vimos que:

0 2

-1 1
119202 o _ sinh™ =75
va+v2v1l—0v2 7 | 1

4a3

De manera que la primera cota muestra el caracter logaritmico para t = t'.
Entonces si se desea calcular dicha constante solo hay que partir la regién de
integracion en tres: 0 < ¢ <¢/2,t/2 <t' <3t/2y 3t/2 <t < m; en la primera
y ultima regién usaremos la segunda cota, mientras que en la segunda usaremos
la primera cota. Dicho célculo no se realizard pues es analogo a casos anteriores.

Ahora bien, para ver que el término .41 (q) = O(€?) hay que hacer un analisis
idéntico al realizado para estimar el orden del mismo término pero en el caso
donde una frontera era 912, de hecho se encontré que:

| A1(@)] < Cllull®rlon, €/ log(1/e)

Entonces, solo basta con escoger s > ke?/3T con a > 0, para garantizar que
las integrales sobre U y T son acotadas de la forma deseada y en consecuencia
el término
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